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CtaTtunjarta nps nat e o6jaBeHa Bo crincaHneto TAHMEHTA Ha
[AM Ha Cpbuja Bo 2017/18 roanHa

®EPMA'-TOPUMENUJEBA? TAYKA TPOYIMA

Hemamwa Maitiuh, Kaiyouua

Y reoMeTpHjcKk0j TCPMHHOIOTH]H Tayke Koje ¢y vy oapeheHoM cmucay
OpPraHCKH MOBE3AHE € TPOYTIIOM 30BY C€ yeniupu ipoyiaa. Takse cy, Ha mpUMep,
LICHTAp ONMMCAHC KPYKHULIC, LCHTAP YIUCAHC KPYKHULIC, OPTOLICHTAP, TCKUIITC,
LIEHTPH CMOJba YITUCAHMX KPY)KHULA UTA. MHOTH O meHTapa Tpoyria OUaH Cy
MO3HATH JOII YV aHTHYKO] Matemaruuu. Melhytum, He mManu Opoj je¢ OTKPHBEH V
cacsuM Omucko] nporwioctH. [podecop Kmapk KumbGepunr ca Yrusepsurera
v Esancuiay, Muaujana, CAJl, Boau cajt [3] moa mvenom "EHumkionenuja
ucHTapa Tpoyria”. EHipkoneanja caapiku CBE A0 €aa MO3HATE LICHTPE TPOYT-
na. Beposamu wm we, xo 28. maja 2017. po 21 car. 16 munyTa u 16 cexvHau
esuacHTupano je 13 631 (!) uenrapa Tpovria.

JeqHoJ TakBO) Tauku MOCBEheH j¢ 0Ba] YIaHAK.

HNucnupucan noznarum npodaemom Illrajueposor cradna, depma je,
Kao CMCIHjATIaH CIyYaj, MOCTABHO 331aTaK:

Ilpobnem 1. V pasnu gainoi wpoyina ABC ogpeguiniu imiauxky X, waxey ga je
30up XA + XB + XC munumanan.

Ocum ayTopa, nipo6:ieM je pemno u Topuuean kopuctehu caeache Tepheme.

Teopema 1. Hera cy Ay, By, Cy wauxe y ciowaursociun AABC, waxee ga ¢y
wpoyinoeu BA,C, CB1A, ACyB jegnarxocipanuunu. Taga ce kpyxcnuye oinica-
ne oxo wpoyinoea BA,C, CB1 A, AC,B ceky y jegnoj iayxu.

Jokas. Hexa cy kq, k. ki xpyxHHLC peaoM omucane oko Tpoyriaosa BCA;,
CAB,. ABC; (cn. 1). O3naunmo ca F Tauky npeceka Kpy>KHULA kq v ko, pazmu-
yuty ox C. [Tokazahemo 1a u kpykHHIIA K4 TPOTIasu kpo3 F .

Yetsopoyrao BA,CF je ounrieano TeTusaH u xako je 4BA;C = 60°,

* TTjep ®epwma (Pierre de Fermat) (1607-1665) - ppauuycku Matemaruuap. Jao 3uauajan
JOMPHHOC TCOPHjH OPOjeBA, AHAIMTHYKO] TCOMCTPH]jH, TCOPHjH BEpOBaTHONE,

* EBanrenmcra Topuuemu (Evangelista Torricelli) (1608-1647) - uramjancku Gusmyap
u maremaruyap. Msmmucimmno xuBHH Oapomerap. Otkpuo T3B. TOopHYCITH]CB 3aKOH V
teopHju Gpnymumaa. Y maremaruin no3Har mo otkpuhy Topuuemjese TpyOe (1aHac BHIIC
no3Hata kao ['abpuen0B por) yuja je noBplIMHA OCCKOHAYHA, a 3alPEMHUHA KOHAYHA,
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cnean ACFB = 120°%. Crnmuno, u3 TetusHOT ueTBopoyria C By AF nobujamo 1a
jen 2AFC = 120°. Otymaje u

4BFA = 120°. (1)

G

Cn. 1.

Kaxko je 4AC;B = 60°, 360r (1) je u yerBopoyrao AC; BF tetusan. Kpysxuuna
OTMHCaHa OKO Wera je yrpaso k3, ma F € k4, mTo je u Tpebano aa ce JoKaxe.
O

Hanomena. Y nokady teopeme 1 mpehyTHO je y3eTo aa Tauka F jexku v yHY-
tpammoctu AABC. Melhytum, To Huje obase3no. [lonoxka) Tauke F 3aBucu oa
seauuuHe Hajseher vria AABC. Ako je o 4BCA, Taga Baxu:

Jlema 1. 3a wwaqxy F us ineopeme 1 eaoncu cregehe:

(a) F je y ynympaursociiu AABC axo u camo axo je ABCA < 120° (cn. 1);

(6) F = C axo u camo axo je 4BCA = 120° (ca. 2(a)):

(6) F je y cuomawmociuu AABC axo u camo axo je 4BCA > 120° (ca. 2(6)).
m

Jloka3 jieMe 0CTaB/baMo, Kao BEKOY, YHTAOLINMA.

Kpvikuuue kq, ko, k3 u3 Teopeme 1 30By ce Topuuenujeee kpyicuuye, a
BUXOB mpecek, Tauka F — @epua-Topuvenujeea iiauxa. Y HEKUM 3amucUMa
ctoju camo Pepmaosa, a y HekuMm camo TopuuenujeBa Tauka. ¥ KumOepaunro-
BO] CHIMKJIOTICU] U T TAYKa ¢€ BOAM 1o o3HakoM X(13).
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HHTepecanTHO j¢ Aa ce y Tauku F ceky He camMo KpykHULE Kq, Kk, ki,
seh u aysxu AA;. BBy, CCy, 1j. AA; N BB, N CC; = {F}. Y cayuajy (6) u3 neme
1 (¢, 2(a)), ounrneaHo je F = C.

(a) (©)
805 e

Cayuajesu (a) u (B) u3 aeme | npukaszanu cy Ha ciukama 3 (a) u (6), peaom.

()
Cn. 3.

Kopuctehu nepudepujcke yriiose Kpy>KHHLA, MOKa3yje Ce Aa j€ YV MPBOM
cnyuajy 2AFA, = ABFB; = 4CFC, = 180°. V apyrom cayuajy je 4AFA; =
4BFB;, = 4C,CF = 180°.

Ocum tora je u AA; = BB, = C(;. detape mpenymraMo YMTA0MMA.
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Bpatumo ce depmaoBom mpobnemy. Y "morpasu” 3a tauxkom X, mpBo
hemo cysutu obnact mpetpare pasau ABC. Hamve, Baxku TBpheme
Jlema 2. Taurxa X uz iipobnema | ne upuitaga ciowauwrociuu AABC.

Joxasz. TIpeTnocTaBuMo cynpoTHO. Tj. aa X npunazga cnioseammoctd AABC. Ka-
PAKTEPUCTUYHHU CV Creachu cydajeBH.

(a) X upuitaga nexom og yiroea ynaxpenux yinoeuma AABC (yrwyyuyjyhu
muxoee kpare). Peumo aa je 1o yrao yHakpcas yray BCA (cn. 4).

X

Cn. 4.

Heka ce ayxx XA u npoaysxkerak crpanune BC cexy y Tauku D. Kako je cBaka
CTpaHUIIA TPOYTJIa Mama 0 30upa aApyre ABeE, CIean

CA+ CB < (DA+ DC)+ CB = DA + DB
< DA+ (XD + XB) = XA + XB,

oaocio CA+ CB < XA+ XB. Orvaa je CA+CB+ CC <XA+ XB + XC.

ITO j¢ KOHTPAAMKOH]A C MPETIOCTaBKOM JAa je 30up XA + XB + XC muaMMa-
TaH.

(6) X éipuitaga nexoj og beckonaunux obaaciuu xoje ce "naciareajy” na
cipanuye AABC. Heka je To crpanuua AB u Heka ce ayxu XC u AB ceky y
Tauku E (cn. 3).

C
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Kopucrehn HejeanakocT cTpaHuma Tpoyria v yusmeHuny 1a je EC < XC, nobu-
jamo
EA+EB +EC =AB+ EC < (XA+ XB) + XC,

oaHocHo EA + EB + EC < XA+ XB + XC. IloHOBO KOHTPaQIUKLIHjA C TIPETIIO-
CTaBKOM O TauKku X.
Tuwme je mema gokazaHa.
O

Hanomena. U3 nmeme 2 cneam ga tauxky X tpeba "TpakuTn" HMCKIBYUHBO HA
CTpaHWLaMa WK v YHyTpammoctd AABC.

3a nasea pazmarpama Ouhe o kopuctu u cieacha tTephema.
Jlema 3. 3a ceaxy wmauxy Y roja upuiiaga nexoj og cupanuya AABC wiu rweio-
60] YHYIUPAULIbOC T 6ANCU
YA+YB < CA+CB,
ipu wemy jegnaxociu éadxcu camo 3a Y = C.

Hokaz. Hexa Y npunana yaytpammoctu AABC u Heka npasa AY cetue cTpaHULy
BC vy tauxu D (cu. 6).

Cn. 6.
Kopuctehu HejeTHAKOCTH CTpaHHIIA TPOYTIIa, J00H]aMo

YA+YB < YA+ (YD + DB) = DA + DB
< (DC+CA)+DB=CA+CB. )

Taxo je YA +YB < CA + CB. Ha cinuan HauuH 100uja ce UCTa Hejea-
HAKOCT yKOauKo Y mpumnana Hekoj ox crpanuna AABC u nputom je Y # C. Ha
npumep, ako Y € BC, Y # C, tazaje Y = D u g0ka3 uae xao rope.

Kako 3a Y = C tpuBujanso ciean YA + YB = CA + CB, nema je goka-
3aHa. O
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Jlema 4. (Busnjann’) Hexa je AABC jeguaxociapanuyan u nexa je M iauxa
Koja uputiaga reioBoj YHYMpautrbociu ui Hekoj og cipanuya. Taga 30up
pacuiojarsa wayxe M og cuupanuya AABC ne 3aeucu og menoi tionoxcaja u jeg-
nak je eucunu AABC.

Jloxas. Hexa cy a u h peaom crpanuua u Bucuna AABC . Heka cy, name, X, V, Z
HOpMaJTHa pactojama Tauke M ox crpanuua BC, CA. AB. peaom (cn. 7).

Axo ca Pugc, Pyscs Pycas Puap 03HaunMo nioBpuiuHe Tpoyriosa ABC, MBC,
MCA, MAB. peaom. Taza je
Pagc = Pusc + Puca + Pumas,

OAHOCHO

2 2 2

ah ax a az
= b=,

a . =
Jleobom 1IeBEC M JACCHE CTpaHE ca o nobujamo h = x + y + z, mro je u Tpedano

Ja CC JOKAKC.
o

Pewerve ipoérema 1. Ilokasahemo aa je tpaskeHa tauka X Pepma-Topuueauje-
Ba TAuUKa YKOIMKO ¢y cBM yriaoBu AABC mamm wm jeanaxu 120°. Yikonmuxo je
neku yrao sehu o1 120°, X je Teme Tor yria.

VY cBakom cayuajy, 300r aeme 2, TpakeHa Tauka & Ha CTPAHUIAMa WIIH
y vHvTpammocT AABC.

(a) 44, 4B, 4C < 120°. Heka je F ®epma-Topuuenujesa tauka AABC.
[Mpema nemu 1 (a), F je v yayrpammoctu AABC u nputoMm je

° Bunlienno Busujanu (Vincenzo Viviani, 1622-1703) - HTATHjAHCKH MATEMATHHAp,
yucHuk Topruennja u cneadenuk I"ammeja.

6
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ABFC = 4CFA = 4AFB = 120°. (3)

Younmo HOopMmane v Taukama A, B, C va npase FA, FB, FC, peaom, u o0enexu-
MO BUXOBE npeceune Tauke ca P, Q, R, xao Ha ci1. 8.

Cn. 8.

Taga je, 360r (3),
ARPQ = APQR = AQRP = 60°,

7). APQR je je AHAKOCTPAHUYIHH.
Ha ocHoBy nemve 4 je

FA+FB+FC=h, (4)

rac je h ucuHa jeaHaxoctpanuaHor APQR. Hexa j¢ M, M # F. npousBosbHA
Tauyka Ha CTaHMuaMa wid y yHytpawmoctd AABC u Heka cy P', Q', R wene
HOpMaTHe mipojekumje Ha mpaBe QR, RP, PQ, pexom. Tana je, Takohe mo nemu
4, MP'+ MQ' + MR' = h. Kako je MP' < MA, MQ' < MB, MR' < MC, cne-
gittl

MA + MB + MC > MP' + MQ' + MR’ = h. (5)
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U3 (4) u (5) 3axkspydyjemMO Ja, Vv OBOM CIyuajy, O4 CBHX Tadaka Ha
CTpaHHIIAMa WIH Vv VHyTpamwbocTu AABC HajMamu 30Hp pacTojama 10 TEMEHA
tpoyraa uma GOepma-Topuuenujesa Tauka F.

Ha ocroBy neme 2 je F = X,

(6) Jegan og yinoea AABC jeguax je 120°. Hexa je £C = 120°. TToxa-
3ahemo ma je tama C = X.

Hexka je M, M # C, npon3BoJbHA TauKa HA HEKO) O] CTAHULIA UM Y YHY-
tpammoct AABC (cn. 9).

B

1

Cn. 9.

Tlocmatpajmo potammjy p oko Temera C 3a 60°. Hexa je p(4) = By u p(M) =
M,. Tapaje

MA = M,B, (6)
u MC = M,C. Kako je AMCM; jeqHakOCTPAaHHYHH, TO |&
MC = MM,. (7)
C oG3upom Ha (6) u (7) nodujamo aa je
MA + MB + MC = M;B, + MB + MM,, (8)

a TO J€ AY’KHHA U3IoMJbeHE nuHHuje B1 M MB.

C apyre crpane je 4B;CB = £B,CA + £ACB = 60° + 120° = 180°,
Te ¢y Tauke B, C, B xonuneapue u nputoMm je B; — C — B. Kako je u AACB,
J€AHAKOCTPAHUYIHU, HMAMO 12 j&

CA+CB+CC=CA+(CB=C(CB;+(CB=BB. (9)

M3 (8)u(9)cniequ CA+ CB +CC < MA+ MB + MC, oquocuo C = X.
Kaxo je C depma-Topuuenujesa tauka 3a AABC (nema 1(0)), xnodujamo aa je,
Kao v mpeTxoaHoM ciyuajy, F = C = X.

8
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(B) Jegan og yinoea echu je og 120°. Heka je £C > 120°. IToxazahemo
majetaga C = X.

300r neme 2, Z10BOJBHO j¢ Ja MOKAKEMO JAa 3a cBaky Tauky M, M # C,
KOja Mmpumnaaa Hekoj o crpanuna AABC Win BEroBoj VHY TPAIIEBOCTH BAKH

CA+CB+CC=CA+CB<MA+ MB+ MC. (10)

Axo ¢y BA{C u CB{A jeqHakOCTpaHWUYHU TPOYrjaoBU u3 Teopeme 1, tama M
NpUNaaa YHyTpammwocTu Oap jeanor ox yraosa BA;C u CB;A. Peuumo 1a je To
4CB,A (ca. 10).

B

Ca. 10.

Kao y nperxoxnom cayuajy, Heka je p(M) = M, rae je p poTanmja OKO TeMEHa
C 3a 60°; npurom je p(4) = B;.

Tana je, xao y cnyuajy (6), 30up MA + MB + MC jeanax Ay»XUHH H3-
nomsbeHe nunanje ByM;MB, 1j. MA+ MB + MC = ByM; + M;M + MB. Kako
je BiMy + M{M = B1M (jeanaxkocT Baku caMo y cayuajy kaj cy Tauke By, M,
u M xonuneapue y3 pacnopen B;— M; — M), umamo aa je

MA+ MB + MC = BiM + MB. (11)

U3 npetnocTasku 1a je ABCA > 120° u na M npunaja yHYTpamm»ocTH
4CB,A v unmennne na je 4ACB; = 60° cnean 4BCB; < 180°. To nosnaun
aa teme C npunaga yaytpauwoctd AMBB; . Ha ocHoBy neme 3 je

B{M + MB > B,C + CB. (12)
Kako je B;C = CA, u3 (11) u (12) nodujamo

MA+MB+MC >CA+CB=CA+CB+CC,

IITO J& ¥ TPedaIo Aa Ce MOKAKE.

Twuve je pememe Depmaosor npodrema | KoMIIIETHPAHO.




O6jaBeHo Ha 29.10.2022

JlarepaTypa

| 1] https://en wikipedia.org/wiki/Fermat point
|2] https://en wikipedia.org/wiky/Viviani%27s_thcorem
|3] http://faculty.cvansville edu/ck6/cneyclopedia/ETC html

[4] https.//st.wikipcdia.org/st/EsaHhenncta_Topuuenu

[53] Crojanoruh B., Tpoyeao naye, 7 JIckTupa MaTe MaTUCKOTA,
Marcmatuckorn, beorpaa 2003,



