[TETTN MEMOPUJAJIEH MATEMATUYKN HATIIPEBAP

AJTEKCAHJIAP BJIAZKEBCKU - HAHE

KaTeEroruja: JYHUOPU

Hen 1: Cabora, 27. Janyapu 2024

Samaua 1. Hajuere ru cure mpupoman OpoeBr m U 7. U CUTE IPOCTU OPOEBU p TAKBU IIITO

dmn —3m+2n+mp=p+12.

Sagadya 2. Hekou oi ydyecHHIIUTE HA OBOIOAMHEIIHHOT MeMOpHUjajieH HATIPEeBap Ce IIO3HAHMIII
(mosHaHCTBaTA Ce CUMETPUYHHM). 3a cekoj yuecHnK X, Heka t(X) ro o3HadyBa BKYIHHOT OPO]j MOCHH
mTo X I'M IMa OCBOEHO Ha MUHATOIOIUINHUTE HATIpEBapyBamba. VICIIOIHETO € CJIeIHOBO:

e 3a cexon npujaresm X' X", Baxu t(X') # t(X");

e 3a cekoj X, muoxkectBoto {t(Y') : Y e nosnanuk Ha X} ce cocrou oJf HOC/IE0BATETHN TN

OpoeBH.

OpraausaTopnTe CakaaT Ja I'M CMECTAT HATIPEBAPYBAUNTE BO aM(PUTEATPU TAaKa IITO HUKOU JABAJIIA
[TO3HAHUIN He ce Bo ucT aMdurearap. KoKy HajMalKy aMmdureaTpn UM ce JOBOJIHU!

Bagaua 3. Heka z, y 4 2 ce IIO3UTHBHU peasiHn OpoeBH TakBu mTo xy + 22 = 8. Oupenesnere ja
HajMaJjiaTa MOXKHA BPEIHOCT Ha M3Pa30T

x+y+y+z+z+x
R

z x2 Yy

Bpeme: 4 caamu u 30 munymu.
Cexoja 3adava epedu 7 noenu.



Hen 2: Henena, 28. Janyapu 2024

Bamaua 4. 3a MHOXKeCcTBO S 01 6apeM JiBe TOYKH BO PAMHUHA BeJIMME JeKa € dobpo aKo 3a CeKOU
nBe Toukn A, B € S, kpyxuunara co aujamerap AB conp:ku u Tpeta Touka of S. Jlamun e MOKHO
MHOXKeCTBOTO S Jia 6uje koneuno? (Ob6pasiiozkere ro 0JroBopor.)

Samada 5. Heka D e Touka on BHarpemnocra Ha AABC taksa mro ZCDA + ZCBA = 180°.
[Tpasara C'D 1o Bropmar ja cede kpyxuumara (ABC), omumana okony AABC, Bo Touka E. Heka

G npecekor Ha KpyKHuIara co nearap Bo C u paauyc C' D co makor AC oz (ABC) koj He ja coapKu
toukata B. Kpyxuurma co nenrap Bo A u paguyc AD mo BTopratT ja cede OMUIIAHATA KPYKHUIA
okosry ABCD Bo Touka F. Jlokaxkere meka npasute GE, F'D u CB ce ceuar Bo eHa TOYKA WJIN
ce TIapaJIesTHu.

Bagaga 6. 3a majen e 6poj k > 1, najaere ru cure k-Topku (ng, na, ..., Nk) O HO3UTUBHE [EJINA
6poesu co H3/I(ny,na,...,ng) =1luny | (ni+1)™ =1, n3 | (ne+1)"—1,...,n1 | (ngp +1)™ — 1.

Bpeme: 4 caamu u 30 munymu.
Cexoja 3adava epedu 7 noenu.



KaTeroruja: CEHMOPU
Hen 1: Cabora, 27. Janyapu 2024

Samaua 1. Hekon on ydecHHIUTE Ha OBOIOJMHEIIHHOT MEMOPHjaJIeH HATIPEBAp Ce IMO3HAHUIIN
(mosHaHCTBATA Ce CUMETPUYHHM). 3a ceKoj yuecHuK X, Heka t(X) ro o3HavdyBa BKYIHHOT OPOj MOCHU
mro X ' ©Ma OCBOEHO Ha MUHATOIOJUIITHUTE HATIpeBapyBata. VICIOJIHETO e CJieIHOBO:
e 3a cexon npujaresm X' X7, Baxm t(X') # t(X");
e 3a cekoj X, muoxkectsoro {t(Y) : Y e nosnanuk Ha X} ce cocrou oJf OC/I€0BATETHU 1IN
OpoeBw.

OpranuzaTopure cakaaT Jia TH CMECTAT HATIPEBAPYBAUUTE BO aM(pPUTEATPH TaKa IITO HUKOU JIBAjIa
[TO3HAHUI He ce BO ucT amdurearap. Kojaky HajMaJIKy aM@uTearpn UM Ce JTOBOJIHU!

Bagaua 2. Heka z, y 4 2 ce IIO3UTHBHU peajiHn OpOeBH TakBu mTo Ty + 22 = 8. Oupenesnere ja
HajMaJIaTa MOXKHA BPETHOCT Ha M3PA30T

x + +z Z+x
y+y2+y2‘

z xT

Bamaga 3. Oupenesere ru cure Gpyuknun f : N — 7 TakBU IITO 3a CEKOj IMO3UTHUBEH Iesl Opoj k
Baxu |f(k)| < k u nocrou npoct 6poj p > 2024 3a Koj ce 3aJ0BOJIEHH CJIEJHATE YCIOBH:

e 3a cexoj a € N Baxku af(a+p) =af(a) +pf(a);
: ptl
e 3a cexoj a € N Bazku pla 2 — f(a).

Bpeme: 4 caamu u 30 munymu.
Cexoja 3adava epedu 7 noenu.



Hen 2: Henena, 28. Janyapu 2024

Bamaya 4. Heka D e Touka on BHarpemnocta Ha NAABC taksa mro ZCDA + ZCBA = 180°.
[Tpasara C'D no Bropuar ja ceue kpyxuuiiara (ABC), onumana okoiay AABC, Bo Touka E. Heka

G npecekor Ha KpyzkHumara co nearap o C' u pamuyc C'D co nakor AC oxn (ABC') koj He ja coapxKu
toukara B. Kpyx#uma co nearap Bo A u pajguyc AD 10 BTopmar ja cede ONUIIAHATA KPYKHHUIA
okory ABCD Bo touka F'. [lokaxkere jneka npasure GE, FD u CB ce ceuaT BO €JIHa TOYKA WA
ce mapaJiesiHu.

Bagaga 5. 3a mazen e 6poj k > 1, najaere ru cure k-Topku (ng,ng, ..., Nk) O HO3UTUBHE [IEJIN
6poesu co H3(n1,na,...,ng) =lung | (n1+1)" =1, n3 | (ne+1)"2—1,...,n1 | (np+1)" —1.

Bamaua 6. Bo rpyna o 2n yaeHuIM, CEKOj € IpHjaTes cCo TOIHO TPojia of rpymnara. IIpujarescrsara
ce CUMETPHYHH U 3a ceKou aBa yuenuka A, B kou He ce npujarenu, nocron ausa Cq,Cs, ..., C oxn
WIEHOBHU Ha IpylaTa Takpa mrTo A e npujaren co Cp, Cy e npujaren co Cy, utH., C, e mpujares co
B. Cekoj yuenuk 6mj 3ampaliiaf a ro IMpoIeHn CeKoe Ol TPUTE CBOM IIPHUjaTe/ICTBa BO IPylaTa, CO
TPH OIIMK Ha PACIoJarame: ,,caMo MO3HAHUIN®, , 1o0pu IpujaTean’, wim ,Hajaoopu apyrapu’. Ce
HCTIOCTABUJIO JIEKa CEKOj YUEeHWK WJIN ja JaJ MCTaTa IPOIEHKA 3a CHTe CBOU IpHjaTesICcTBa WU ja
MCKOPHUCTHUJI CEKOja OJT PACIIOJIOXKJINBUTE OIIIUH 110 eJHAIl. BelmMe 1eKa HACTaHyBa HECO2AACYBAbE
3a CeKOj Mmap IpujaTe/ M KOU Pa3JInIHO 'O MPOIEHIIe HUBHOTO npujare/icTBo. Heka D e MHO2XKeCTBOTO
OJI CUTe MOYKHU BPEJHOCTH HA BKYITHHOT OPOj HACTAHATH HECOIJIACYBaba.

Hokazkere neka |D| > 3n co paBeHCTBO aKO 1 CaMO aKO I'pyIllaTa yUeHUIM MOXKe Jia ce pasbue Ha
JIBE TIOJI'PYIHN TaKa ITO CEKOj YUEHUK € Pa3/IBOEH O] CUTE CBOU IpHUjaTesIu.

Bpeme: 4 caamu u 30 munymu.
Cexoja 3adava epedu 7 noenu.



PEIITEHNJA " PACIIPEAEJIBA HA ITIOEHUN

J1. Hajnere ru cute npupogau 6poeBu m U N U CUTE MPOCTU OPOEBU P TAKBH IITO

dmn-3m+2n+mp=p+12.

Pemenne. Ako p e HenapeH 6poj, Torain jecHaTa CTpaHa € HemapHa JIOJeKa JieBaTa € HapHa.
OtrramMy, paBeHKaTa HeMa PelleHre JIOKOJIKY p € HenapeH 6poj. (1m) CiecrBeno, Kaj ceKoe peleHue
(m,n,p) Baxku p = 2. (1) Toram noyerHara paBeHKa J100UBa OOJIUK

dmn-m+2n=14.

ITocaemoTo € eKBUBAJIEHTHO CO
14 -2n
In -1
3a n > 7 6pouresior e 0 WM HEraTUBEH MPUPOJEH OPOj, MMa 3aKaydyBamMe JI€Ka paBeHKaTa HeMa

(2m)

perterne 3a n > 7. (1m) Ocranysa jna ru pasmiegame ciayaure n € {1,2,3,4,5,6}. Co jaupexkTHa
poBepKa 3abesesKyBaMe JIeKa eIMHCTBEHO P 1 = 1, COOBETHATA BPEIHOCT 3a M € IPUPOeH 6poj,
umeno m = 4. (1m)

BaksydyBaMe Jieka 3aja4ara UMa eJIUHCTBeHO perterne: m =4, n=1u p=2. (1m) O

J2/C1. Hekou ox yuecHunure Ha oBorojmHentHuoT Memopujanen HarnpeBap ABIL ce mosnanmmm
(mosHanCcTBaTA ce cuMeTpudHN). 3a cekoj yuecHuK X, Heka t(X ) ro o3nadyBa BKYNHHOT OPOj MOCHN
mTo X TM UMa OCBOEHO Ha MUHATOTOUINHUTE HATIpEBapyBama. VcmoaHero e cieaHoBo:

e 3a cexon npujarenun X' X" paxn t(X') # t(X");

e 3a cekoj X, muoxkecrsoro {t(Y):Y e nmosnanuk Ha X } ce cocrou 0 IOC/IEIOBATETHU [EJIU

OpoeBN.

OpranusaTopuTe cakaaT J1a TH CMeCTaT HATIPpeBapyBadNTe BO aM(pUTeaTPH TaKa IIITO HUKOU JIBajIa
MTO3HAHUIIN HE ce BO UCT amdurearap. Konaky HajManaky ampuTeaTpu UM ce JOBOJTHU?!

Pemrenune. Ogarosopor riacu: 2 amdurearpu.



Busejku Hekon oJ ydecHUIuTE Ce NMO3HAHUIM, OGapeM jBa amdurearpu ce norpebun. (1) Ke
JIOKazKeMe JIeKa YUECHUIIUTe MOXKe Jla C& CMecTaT BO JiBa aM(UTeaTpH Ha MTOCAKyBAHMOT HAYWH.
Beymaocr, moTpebHO 1 IOBOJTHO € Jia I'0 JIOKaXkKeMe CJIEJIHOTO eKBUBAJIEHTHO TBpiewme: He nocmojam
yuecruuyt X1, Xa, ..., Xops1 marsu wmo X; u X1 ce nosnaruyy 3a cexoj 1 < i < 2n u ywme Xopi1
u X1 ce nosnanuyu. (1)

Jla mpeTmocTaBuMe JIeKa ITOCTOU ,HemapeH NUKIyc” yaecuurin Xi, Xo, ..., Xon41 CO CIOMEHATATA
ocobuna. I'o opuenTupame cexoe ox pedbpara X1Xo, XoX3,. .., XonXoni1, Xons1X1 Taka mITo

t(moverox) < t(3aBpmIeToK) .

Co orures1 Jieka pas3ryie/lyBaHUOT IIUKJIYC € HellapeH, [MOCTOjaT JIBe IIOC/IeI0BATETHI pedpa CO COTTIACHU
OPHMEHTAIINH, T.e. 3aBPIIETOKOT Ha €JIHOTO PeOPO € MOYETOK Ha JIPYyroTo mind obparno. [IBe Taksu
pebpa bopMupaaT HaCOUEH AT co JoKIHA 2. Bes rybeme o1 ormrocTa, MOXKeMe J1a, IPETIIOCTABIME
neka t(X7) < t(X2) < t(X3). Bunejku t(X1),t(X3) € {t(Y) : Y e nosnanuk na Xy}, o Bropuor
YCJIOB Ha 3aJladaTa UMaMe JieKa: 3a Cekoj 1es 6poj y mro jexu nomery t(Xp) u t(X3) mocron
nosuanuk Y Ha Xy takos mro t(Y) =y. Ho ox oBa, 3emajku y = t(X9) npBroT ycios Ha 3ajadara
ja naBa mocakyBaHaTa IPOTUBPEYHOCT. (51I) 0

J3/C2. Heka z, y u z ce NO3UTUBHM DeasiHU OPOEBU TAKBHU IITO TY + 22 = 8. Omnpezenere ja
HajMaJiaTa MOYXKHA BPEIHOCT HA M3Pa30T
T+ +z z+x
y,¥ +—5

z x2 Yy

Pemenue. O HepaBeHCTBOTO Mel'y apUTMETHYKa U TeOMEeTPHCKa, CpeIiHa IMaMe:
(1) Nyl <xy+22=8 — z/zy<4.  (2m)

CrenyBa geka,

r+y y+z z+x xT+Y Yy T 1 1
+ + = tH(S+=5)+2(=+—=)2
> i Y2 > (x2 y2) (xz yz)
2,/ / /
_xy+_2 +%: $y+ :cy+ 2 +2—zz
z VY Ty z z JTY Ty
VITY /T 2 2 4 4
g | Y V2 22y z4§/j:4. (4m)
z z  Jry Ty 2\/Ty 4

I'o kopucresme (1) BO 1OCJIEIHOTO HEPABEHCTBO. 3a Jia e JIOCTUIHE MUHUMAaJIHATA BPEIHOCT 4 MOpa
Ila BasKaT PaBeHCTBATa Ty = 22> U = = y. OBa € MOXKHO caMo 3a « = y = z = 2. 1o 3aMeHa Ha OBHE
BPEJIHOCTH BO JIQJICHUOT U3pa3 JiecHO ce gobusa Bpennoct 4. (1) O

C3. Orpegenere tu cure dyakiuu f : N — 7 TakBu MITO 3a CEKOj HO3UTHBEH Iiejl Opoj k Baxku
|f (k)| < k u mocroun ipoct 6poj p > 2024 3a Koj ce 33JI0BOJIEHH CJIEHUTE YCIOBH:

e 3a cekoj a € N paxku af(a+p)=af(a)+pf(a);
za - f(a).

Pemrenne. Ilpso Ke jokaxeme jeka alf(a) 3a cekoj nosuruseH nesn 6poj a. OJ BTOpHOT ycjioB

e 3a cekoj a € N Baxu pla

coeyBa p|(pk:)% - f(pk) 3a cexoj k > 1, ma ako p|a, roram p|f(a). Axo p + a, o UpBUOT yCJIOB
nobusame af(a+p) = (a+p)f(a), vHo (a+ p,a) = 1 nosnekysa a|f(a). Co oBa jokaxkaBme JeKa
alf(a). (1m)

Hedunupame byukimja g: N - Z co g(a) = @ 3a CEKOj MO3UTHBEH I1ieJ1 Opoj a. (1m)

O mpeTxojiHaTa JIUCKyCHja CjejayBa jeka pyHKImjaTa e 106po nedpuHupana. YIume MoBeke 3a
CEeKOj TO3UTHBEH 1161 6poj k Baxku:



a1 =| H2 < 1

- |kl
Cera npsuot ycios ce Tpancdopmupa Bo g(a+p) = g(a) 3a cekoj mosurused 1es1 6poj a, a BTOPUOT
p-1
b0 pla- (a7 - g(a)). (1n) )
Axo p + a o Ojneposuor kpurepuym jpobusame g(a) = a7 = (%) (mod p). Cnencrreno plg(a)-
(%) Ox apyra crpaHa |g(a) - (%)

<lg(a)] +|(2)
g(a) = (&) (1m)
AKko pla, 3abesezkyBame jieka nocrou Koucranta ¢ ox {—1,0,1} 3a koja g(a) = ¢ 3a ekoe a JeauBO
co p. (1m)
Cera ox f(a) = ag(a), mobuBame Tpu MOXKHE peIlleHHja 3a cekoj p > 2024: mpBOTO pelieHue e

< 2, mrro 6unejku p > 2024 e MOXKHO caMO aKO

fi(a)=a- (%) 3a CEeKOj HO3TUBEH 1es 6poj a. Ocranarure JIBe ce JaJeHu CO:

P

a-(a), ifpta
a, aKo pla

f2(a)={

(3). itpta
a, ako pla

f3(a) = {C_Z

JlecHo ce npoBepyBa Jieka oue Tpu (OYHKIMA TU 33/[0BOJIyBaaT ycJoBuTe Ha 3ajadara. (2m) [

J4. 3a muoxkectBo S 011 6apeM JIBe TOYKN BO paMHWHA BEJIUME JIeKa € doOpo aKo 3a CEKOM JBE TOUYKH
A, B € S, kpyxuunnata co gujamerap AB coapxu u Tpeta Touka o1 .S. Jlamm e MOKHO MHOKECTBOTO
S nma 6uge koneuno? (O6passozkere ro OJroBOpPOT. )

Pemtenne. Jla upermnocraBuMe JileKa MHOXKECTBOTO S KOHEYHO. '1OTamn MHOXKECTBOTO OJ CUTE
OTCEeYKM CO KpaeBu Bo S e Koneuno u uHenpasno. (2m) Heka A, B € S ce KpaeBu Ha orcedka €O
najmana poskuna. (1m) Kpyxuunara co nujamerap AB conpzxu tpera Touka C € S. Mmame

AC? < AC® + BC? = AB*. (2n)

Orramy AC < AB, mro npoTuBpevd Ha HpeTrnocraBeHaTa munumasrocm Ha AB. (1m) 3naun
MHOKECTBOTO S Mopa Jia € HGeckonedno. (1) O

J5/C4. Heka D e Touka oy BHarpenaocra Ha A ABC taksa mro <« CDA+ «CBA =180°. IlpaBara
CD 1o Bropuar ja ceue kpyxuunara (ABC'), onumana okoiny AABC, Bo touka E. Heka G

npecekoT Ha KpyzkHunara co rnenrap Bo C' u paguyc C'D co nakor AC on (ABC') koj He ja compxku
toukata B. Kpyxuurma co nenrap Bo A u paguyc AD mo BTOpmaT ja cede ONUINIAHATA KPYKHUIA
okoy ABCD Bo Touka F'. Jlokaxere jeka npasute GE, FFD u C'B ce ceyar BO eJHA TOYKA WU
ce TIapaJIesTHu.

Pemenne. Co (K LM N) ja o3nauyBame KpyKHuUIaTa Koja Munysa au3 roukure K, L, M, N. Heka
G’ e ocno cumerpuuna ciuka na D Bo oxnoc na AC. (1m)



E

Toram
<+ AG'C = 2CDA.

Bunejku «CDA+ «CBA =180° umame
<AG'C+ «CBA=180°.
Orryka, G’ nexu na (ABC) u CG' =CD. On CG=CD u £ AGC + «CBA =180° cienyBa jeka
G=G'. (2n)
Bupnejku G e cumerpuuna na D Bo omnoc Ha AC, nmame
AG=AD,

T.e. ToukaTa G JiexKu Ha KpyzKHHIATA co neHrap Bo A u paguyc AD. (1)
3abesiexkyBame JIeKa
<ADE=180°- «CDA=«CBA=«DEA.

Orryka gobusame jieka rpuaroaaukor AF D e pamuokpak, T.e. AD = AE u E nexxu Ha KpyKHUATIATA,
co niearap Bo A u paguyc AD, Koja ucro taka munyBa u Hu3 F. (1)

Ox roprara juckycuja jpobuBame jeka: GE e pagukanna ocka 3a (EFDG) u (AEBCG), FD
e pagukaina ocka 3a (EFDG) u (BCDF'), u CB e pagnkanna ocka 3a (BCDF) u (AEBCG).
Cnenysa, npasutre GE, F'D u C'B ce napaJje/iHi WIK Ce cevaT BO eHa TOUYKA - PAIUKATHUOT IIEHTaP
s3a (EFDG), (BCDF) u (AEBCG). (2n) |

J6/C5. 3a naznen nen 6poj k > 1, najuere ru cure k-topku (ni,ng,...,Nk) O MO3UTHUBHU IEJIN
6poesu co H3/I(ni,ne,...,ng)=1lung|(n1+1)"™ =1, n3| (ne+1)"-1,...,n1 | (np +1)™ - 1.
Pemtenne. Jacuo e neka k-topkara (1,1,...,1) ru 3amoBoyBa ycaosure Ha 3aaadara. (1)

Ke jlokazkeMe JIeKa OBa € eIMHCTBEHATA BakBa k-ropka. Jla mpermocraBume geka (my,...,n)
e JIpyro pemrenne. 3abejiexKyBame JieKa BO Hea m; > 1 3a cekoj 1 <4 < k. Heka p; e Hajmasmmor
(mosuruBen) npocrt genuren Ha n;. (1m) Bunejku H3/(ny, ne,...,ng) = 1, mocron MHIEKC i 3a KOj
pi > pi+1 (MHIEKCUTE U pasrieyBaMe 10 Moyl k Bo MHOxkecTBOTO {1,2,...,k}). Bo cuporusho,
p1 =Pz = -+ = pg, o nporuspeun va H3(n1,ng,...,ng) = 1. (1m)



On njer | (n;+1)™ =1 cnenysaar H3(njs1,n;+1)=1u (n; +1)™ =1 (mod n;11). Co npumena
Ha MaJiaTa Teopema Ha Pepma gobuBaMe JIeKa:

(n;+1)" =1 (mod pj+1),
(ni + P71 =1 (mod piyr).  (2m)

Hexka cera m e Hajmasnor nosuruset 1es 6poj 3a koj (n;+1)™ =1 (mod pi41), T.e. m = ordp,,, (n; +
1). Cnenyse mexka m | n; u m | piy1 — 1. Axo m = 1 gobuame p;1 | nj, IITO NPOTUBPEYH HA
MUHHMaJIHOCTA Ha p;. (1)

CauenyBa jieka p; | m u m < pjy1 — 1 < piy1 < p;, nporuspeanoct. (1) O

C6. Bo rpymna ox 2n ydeHmIm, ceKoj € mpujares cO TOYHO TpOjla oi rpymnara. llpujarencrsara
ce CUMETPUYHU U 3a ceKou JiBa yueHuka A, B xou He ce nmpujarenu, nocron Husa C1,Co, ..., Cy ox
YJIEHOBM Ha Ipynara Taksa mTo A e npujaren co C1, Cq e npujaren co Cy, utH., C). € npujaresr co
B. Cekoj yueHuk OuJI 3ampaliiaf Ja I'o IIPOIEHN CeKOe O] TPUTE CBOU IIPHUjATEICTBA BO I'PyIIaTa, Co
TPH OIIUU HA PACIOJIarambe: ,,caMO MO3HAHUIN", , 1obpu npujarenn’, wm ,Hajaoopu apyrapu’. Ce
HCIIOCTABUJIO JIEKA CEKO] YUEHWK WJIU ja JIajl UCTaTa IIPOIEHKA 33 CUTe CBOU MPUjaTeICTBa WU ja
HMCKOPUCTHII CEKOja OJT PACIIOJIOKIMBUTE OIIUK IO eJHAIl. BejinMe JeKa HACTAHYBa HECO2AACYBAIHE
3a CEeKOj Mmap MpujaTe/in KOu Pa3aIndHO I'o IIPOIEHUJIEe HUBHOTO ripujaresictBo. Heka D e MHOXKeCTBOTO
OJI CUTE€ MOXKHM BPEIHOCTH Ha BKYIHHOT OPOj HACTAHATH HECOTJIACYBAbA.

Hokazxkere sieka |D| > 3n co paBeHCTBO aKo U CaMO aKo IpyliaTa yUeHUIM MOXKe Ja ce pa3bue Ha
JIB€ TOATPYIIA TaKa IITO CEKOj YIEHUK € PA3IBOEH O CUTE CBOU ITPHUjaTEJIN.

Pentenne. [IpebpojyBajkm Ha aBa HadWHU, 3aKJIydyBaMe JeKa BKYIHHOT OPOj Ha MPUjATEICTBA
U3HECYBa % -2n = 3n. Crexcrseno, D ¢ {0,1,2,...,3n}. Ke mokaxeme meka {0,2,3,...,3n} €D, co
PaBEHCTBO aKO M CaMO aKo I'pylara MOXKe Jia ce pa3due Ha JBe MOAIPYIIN TaKa IITO CeKO] YUEHHUK €
PAa3/IBOEH O] CUTE CBOU ITPUjATEIIH.

Bapa/ii IPErIeHOCT, ApIyMEHTHPARETO [0 OPraHU3IpaMe BO YeTHPH TBPACHA. Ke ja KopucTume
cJlejiHaBa AJ-XOK TepMHUHOJIOrHja (IIOKpaj cTaHIap/Ha TEPMUHOJIOIHja O/ Teopuja Ha rpadosu). 3a
najien eaaocraset rpad G co makcumym crenel A(G) < 3, ybaso pebpeno-6oeme Ha G cO MHOKECTBO
6ou S e upeciukysamwe F(G) - S Takso 1mro:

(a) cexou nBe pebpa MHIMIEHTHU CO UCTO 2-TEMe Ce Pa3IMIHO 0DOEHM,
(b) cexou Tpu pebpa UHIMIEHTHE CO UCTO 3-TeMe e ODOCHU UJIH CUTE €THAKBO UJIU CUTE PA3JIUIHO.

Ha ce morcerume jieka pebpeno-boerbe Ha rpad G ce HapeKyBa NPasuAHO JTOKOJKY CEKOU JIBe
cocennn pebpa ce paznunano oboern. Heka d = d(G) e 6pojor na 2-remuma Bo G.

Tepaewe 1. Cexoe dpso T co A(T) < 3 dossoaysa ybaso pebpeno-boerve co mmoxHcecmeo 6ou
{1,2}. Hoxaxysame co unaykiuja 1mo d = d(T). Axko d = 0, Toram J0BOJIHO € Jia ro oboume
cekoe pebpo co bojata 1. IlpernmocraByBajku seka d > 1, pasriemyBame 2-teme v. [0 pasbuBame
v Ha aBe l-Temumba, na ru umenysame co v’ u v”; mexka T' u T" ce pesynrTupadkure ApBa, U HeKa
e € E(T"),e" € E(T") ce Buceuxkure pebpa uniugentan co v’ un v”, coomserno. Co ormen neka
d(T"),d(T") < d, nugykTuBHATA TIPETIIOCTaBKA HU JaBa ybasu pebpenn-6oema ¢’ u ¢ wa T u T",
coosBeTHO, obere co MHOXKecTBO Gou {1,2}. Co mepmyrupame Ha GourTe Kaj €HO O]l JBETE JpBa,
JIOKOJIKY € MoTpebHO, MoxkeMe jia obesbequme neka o' (e) # ¢ (e”). Taka ¢’ U ¢ e nocakysanoro
ybaBo pedbpeno-6oeme Ha 1. o

(1m)

Tepaewe 2. Cexoj cepsan 2pad G co A(G) <3 u d(G) # 1 dossoaysa ybaso pebpeno-boerve co
mmoorcecmeo bou {1,2,3}. Ako d = d(G) =0, Toraimm J0BOJHO € j1a ro 0bouMe cekoe pebpo co Gojara
1. Heka d > 2. Hajupso, co nunnykimja o d JokaxkyBame jieka moctou Jpso 1’ Bo G Koe T mocejyBa
caeanTe JBe ocobunn: (i) cexoe 2-reme ox G upunara Bo V(T'), u (ii) cekoe Buceuko Teme ox 1’
e 2-teme on G.



3a MOTBpIyBame Ha Oa3aTa Ha UHIYKIWja, T.e., caydajor d = 2, 3emame T ma e mar Bo G mTo
'l TIOBP3yBa €IMHCTBEHUTE JBe 2-TeMumba. 3a d > 2, MoTHCHyBaMe enHO 2-Teme v on GG, T.e., TO
OpuiremMe v U JoJaBaMe HOBO PeOpO € IoMer'y HErOBUTE COCEIM; Ja I'O M3HAYMMe TakKa JIOOMEHUOT
rpad co G'. MuaykTUBHATA NPETIIOCTABKA HU JaBa JApBo 1’ Koe Tu 3a10BoyBa yciaosuTe (i) u
(i1) 3a G'. Ako e € E(T"), Toram co OTIOTUCHYBame Ha MOTUCHATOTO TEMe, T.€., O (€JHOKPATHO)
cy6auBuaMpame Ha pebpoTo e, To JobuBaMe IocaKyBaHOTO JIpBo. Bo cruporusno, T e moaapso o
G —v. Toram neka P e v-V(T") nar Bo G u neka T' = PUT’. Jla zabenexkume neka T e 1pBo BO
G 3a koe Baxkar (i) u (i1). Co oBa e KOMIUIETUPAH UHIYKTUBHUOT JIOKA3 32 MOCTOEHETO Ha JpBO T
CO HaBEJICHUTE OCOOMHU.

Jacuo e nieka, umajku ru npeasu ocoounure (i) u (ii), cekoe TeMe U BO peOPEHUOT KOMILJIEMEHT
T = G - E(T) uma crenen deg;(u) € {0,1,3}. Orramy, kombunupajkn y6aso pebpeno-6oeme ma T’
co mHOXKecTBO 6ou {1,2} (cnopexn Tepaemero 1) u MOHOXpPOMATCKO pebpeHo-0oerbe Ha T co bojara
3 ro jobuBame 1ocakyBaHOTO pebpeno-0oeme Ha G. o

(2m)

Ha zabesexkume jiexa Tepaemero 2 nosiekysa {0,2,3,...,3n} € D. HaBucruna, ia ro HabsbyryBaMe
‘rpacdoT Ha npujarencrsa’ H 3a rpymara ydeHHUIU, Kaje CEKOe TeMe IIPETCTaByBa YIEHUK U CEKOj
nap npujaresu ce moBp3aHu co pebpo. 3a cekoj manen d € {0,2,3,...,3n}, usbupame d oj 3nre
pebpa Bo H u ro cybnusnampame (eaHoKpaTHO) cekoe n3bpano pebpo. OBaa mocranka pesyaTupa
co cep3an rpad G rakos mro A(G) =3 u d(G) = d + 1. Kopucrume eano y6aso pebpeHo-60erme Ha
G co muOXKecTBO 6om {1,2, 3}, cnopen Tepaemero 2. HaBpakajku ce Ha rpador Ha npujarencrsa H,
Jla TW MHTepIpeTupaMe OonTe KaKo IPOIEeHKN: Heka 6ojara 1 cOOMBETCTBYBA Ha ,,caMO ITO3HAHUIA®,
bojara 2 ua , 100pu npujarenu’, u 6ojata 3 Ha ,HajKOOpU Apyrapm’.

OcranyBa jJa JajieMe KapakTepusaluja Ha PAaBEeHCTBO BO Jlokaxkanara nakiysuja {0,2,3,...,3n} €
D. Bo cnennure jBe TBpiema ce orpanmdysame Ha rpadosu G co makcuym crenen A(G) = 3,
munnMyM crened 6(G) =2 u d(G) = 1. Heka v e eguncTBeHoTo 2-TeMe BO TakoB rpad G, u Heka
G%wv e 3-perynapuuor rpad 1mro ce gobusa o1 G o NOTUCHYBambe Ha .

Tepaemwe 3. Axo G%v ne e bunapmumen, mozaw G do36oayea y6aco pebpero-60erve co MHONCECTNEO
6ou {1,2,3}. Moxeme ma npernocrasume Jieka G e cep3an. Hajupso ro pasriemyBame CJydajor
KOTa [OCTOW HellapeH HUKJIYC (T.e., MUKJIYC co HenapHa josnkuaa) C, Bo G MITO He MUHYBa HU3
v. Co ornen geka G e cpsan, Toram nocrou Herpusujaien v-V(C,) nar P. Heka w e BTopoTo
saBpuino reme Ha P (nokpaj v) u ga ro pasriename nogrpador G' = PuC,. 3abenexyBame jeka
W e eIMHCTBEHOTO H30/IMPAHO TeMe BO pebpernor koMmiement G = G — E (G"); ymre noseke, cekoe
npeocranaro teme u Bo G UMa cTeleH dege, (u) enmakos ma 1 wmm 3. Jla ro 6omme MHOXKECTBOTO

E( G’ ) co 3; na ja uckopucrume 60jara 1 3a Eg(w); na ru oboume npeocranarure HeoboeHu pebpa Ha
P u C, nauzmennvno co 1 n 2 Taka mro 106ueHoTo pebpeHo-6oeme Ha G He e IpaBUIIHO €IMHCTBEHO
kaj w (TakBo 2-pebpeno-6oeme na G’ e moxkuo 6uzejku C, e menapen nukiyc). OBa KoMmiLierupa
nocakyBaHo ybaBo pebpeHo-60eme Ha G co MHOX)KecTBO Gou {1,2,3}.

Ja ro pasriename cera CJaydajoT KOra CeKOj HemapeH IMukjiayc Bo G MUHYBa HU3 v, IITO 3HAYH
JIeKa CEeKOj IUKJIYC IITO He MUHYBa HHU3 U € IapeH (T.e., UMa mapHa Jo/kuHa). [locrom m mapeH
mukiyc Ce Bo G mro Munysa Hu3 v. HaBucTHHA, BO CIIPOTUBHO CeKoj NUKJIyc Bo G%uv e napeH, mro
IPOTUBpEYN Ha IpeTnocraskara jeka G%v He e 6unapruren. Co ornesn jeka nocroemero Ha C, e
HOTBP/IEHO, KOHCTpyHpaMme ybaso pebpeno-6oeme na G co mMuoxkecTBo 6ou {1,2,3} Ha ciennunos
HAYMH: KODPHUCTUME HpaBuiiHO pebpeHo Goeme na C. co mMuOkecTBO Gom {1,2} u ro obojysame
MHOZKeCTBOTO pebpa Ha Ce = G — E(C,) co 3. o

(2m)

Tepaemwe 4. Axo G%v e bunapmumen, mozaw G 1e d03604y6a Y6a6o pebpero-60erve co MHONCECTNEO
6ou{1,2,3}. Heka X,Y e 6unaprunuja na V (G%v) raksa mro E(G%v) = E(X,Y). Aprymentupajku



€O KOHTPAIUKIIMja, [a IPEeTIOCTaBUMe JeKa IIOCTON yoaBo pedpeHo-60eme Ha (G CO MHOXKECTBO Oou

{1,2,3}. Bes rybeme Ha ommrocra, Heka v-X pebporo e 06oeHo co 1, noneka v-Y pebporo e 060eHo

co 2. Heka x1,29,23,%123 ce coopBeTHO Opojor Ha Temuiba u ox X Taksu mro Eg(u) e oboeno

IIEJIOCHO €O 1, IETIOCHO €O 2, 1esIocHO co 3, minm co cure Tpu Oom 1,2,3. AHAJOrHO, KOPUCTUME

HoTammja Y1, Y2, Y3, Y123 38 OPOjOT HA TEMUIHA BO COOIBETHUTE MOJIMHOXKECTBA O Y .
IIpebpojyBajku ja na mBa Haunnu Ooja-kjacara F7, ro mobuBamMe paBeHCTBOTO

(2) 3wy + w123 =1+ 3y1 + Y123

PasmuciiyBajku anajorao 3a 6oja-kjaacara Fo, mobuBame

(3) 1+ 3xe + 2123 = 3Yy2 + Y123 -

Ha ja pasriegame pasmmkara T123 — yi23. Ox (2) ciaeaysa meka xi23 — y123 = 1(mod 3). Ox apyra

crpana, (3) moBJIeKyBa Ti23 — Y123 = —1(mod 3). OBa e mocakyBaHaTa MPOTUBPETHOCT. o
(2m)

Jla zabenexxume nexa TBpuemara 3 u 4 3aeqHO IO IMOBJIEKyBaar cjemaHoBo: 1 ¢ D ako m camo
ako rpador Ha npujarejctsa H e OumapruTeH, T.e., aKO U CAMO aKO I'PylaTa YICHHUIN MOXKE Ja
ce pasbue Ha JiBe TMOAIPYIIN Taka INTO CEKOj YUEHHUK € pas3/BoeH oj cure cBou npujaresn. Co oBa
JOKa30T € KOMILJICTUPAaH. OJ



