Dijagnosticki paradoks

Petar Zugec !

Pretpostavimo, za potrebe price, da od odredene vrste raka oboli-
jeva 1 % populacije. Nadalje pretpostavimo da za tu vrstu raka posto-
ji dijagnosticki test ¢ija je pouzdanost 99 %. Ako se podvrgnete tes-
tu i dobijete potvrdan nalaz prema kojem su otkrivene naznake raka,
koliko je vjerojatno da doista i bolujete od njega?

RjeSenje

Kakvo je to uopce pitanje!? Nije li odgovor unaprijed jasan: 99 %? 1 §to ¢e nam
uopce pocetni podatak o 1 % populacije koja obolijeva? Odgovor lezi u presutnoj Cinje-
nici da dijagnosticki testovi osim $to imaju ograni¢enu pouzdanost za otkrivanje bolesti
ako pacijent doista boluje, takoder imaju i ograni¢enu pouzdanost za potvrdivanje odsut-
stva bolesti kod zdravih pacijenata. Opcenito, vjerojatnost da dani test otkrije bolest kod
oboljelog pacijenta i vjerojatnost da je ne otkrije kod zdravoga pacijenta ne moraju biti is-
te i obicno jesu razli¢ite. No kako u iskazu naSeg problema nisu navedene odvojene vje-
rojatnosti tih dvaju ishoda, pretpostavit ¢emo da su obje jednake. Prema tome, test koji
zami$ljamo ¢e kod pacijenta s rakom otkriti bolest s vjerojatnoséu od 99 %, ali ¢e i kod
zdravoga pacijenta potvrditi njezino odsutstvo samo u 99 % slucajeva, tj. pogresno ée po-
tvrditi rak u 1 % slucajeva. Ako ovo nije bilo ispocetka jasno, sada je prilika da ponovno
pokuSate samostalno rijeSiti problem prije nego Sto to zajedno u¢inimo.

Pretpostavimo da imamo uzorak od 10000 ljudi. Prema pretpostavci problema njih 100
boluje od raka (1 % populacije), dok je preostalih 9 900 ljudi zdravo. Medu 100 oboljelih
dijagnosticki test dat ¢e 99 ispravnih potvrda raka. Medutim, i kod 1 % zdravih — njih
99 — test ée takoder potvrditi rak, iako pogre$no. Ako ste nasumic¢ni ¢lan populacije koji
se podvrgnuo testu, vjerojatnost da doista imate rak uz uvjet potvrdnoga testa jednaka je
omjeru broja ljudi koji imaju i rak i potvrdan test, spram svik ljudi koji imaju potvrdan
test: 99/(99499) = 50 % . Dakle, prema ovim pretpostavkama vjerojatnost da bolujete je
tek 50 %. Daleko od idealnoga, ali mnogo optimisti¢nije od ispocetka zamiSljenih 99 %.

Rijesimo problem opdenitije: za proizvoljnu vrijednost r € [0, 1] udjela populacije
koja boluje od raka te proizvoljne pouzdanosti p € [0, 1] dijagnosti¢koga testa. Unutar
uzorka od N ljudi njih Nr ée imati rak, a test ¢e ga potvrditi u Nrp slucajeva. Jo§ uvijek
pretpostavljamo da su vjerojatnosti ispravne potvrde i ispravnog opovrgnuca raka jednake,
stoga ¢e medu N(1 — r) preostalih ljudi test dati pogre$nu potvrdu u N(1 — r)(1 — p)
sluc¢ajeva. Dijeljenjem broja ispravnih potvrda s brojem svih njih nalazimo vjerojatnost P
da osoba doista boluje od raka ako je test dao potvrdan rezultat

= L )
rp+(1=r)(1-p)
Pokusajte samostalno analizirati i tumaciti predvidanja ovog izraza za istaknute vrijednosti
r=201li 1 te p =0 ili 1, kako biste ispravno shvatili znacenje tih rjeSenja.
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PriloZeni graf punom linijom prikazuje ovisnost vjerojatnosti P o pouzdanosti p dijag-
nosti¢koga testa za r = 1 %, kao §to smo ispocetka pretpostavili. Isprekidana linija prika-
zuje pogresno intuitivno predvidanje P = p, prema kojem traZena vjerojatnost uopée ne
ovisi o incidenciji bolesti ve¢ samo o pouzdanosti testa. Prema tome, puna linija prikazuje
koliko problem odstupa od intuitivnosti, §to je slucaj vrlo slican tzv. paradoksu krumpi-
ra kod kojega se za sli¢ne pocetne brojeve pojavljuje ekstremno sli¢an graf (vidi [1]). Za
r = 1 % ispravno rjeSenje naglo odstupa od intuitivnog te ve¢ pri p = 99 % pada na
ranije utvrdenu vrijednost od 50 %.

Bayesov teorem

RjeSenje (1) izveli smo “ru¢no”, usredotoCujuéi se sve vrijeme na specifican problem.
No ono je samo poseban slucaj opcenitijeg i dalekoseznijeg rezultata: poznatog Bayeso-
vog teorema koji nam daje recept za izracun uvjetnih vjerojatnosti. U kompaktnom zapisu
tvrdnja teorema jest
P(B|A

AP o
(B)

gdje su P(A) i P(B) vjerojatnosti zasebnih dogadaja A i B. Oznaka P(A|B) predstav-
lja uvjetnu vjerojatnost da se dogodi dogadaj A ako se dogodio dogadaj B, dok P(B|A)
predstavlja vjerojatnost dogadaja B pod uvjetom da se dogodio dogadaj A. Nas zanima
vjerojatnost da osoba boluje od raka ako je imala pozitivan ishod na dijagnostiCkome tes-
tu. Stoga u trazenome ¢lanu P(A|B) prepoznajemo da dogadaj A odgovara bolovanju od
raka (A = rak), dok dogadaj B odgovara pozitivnome nalazu na testu (B = test). Sto-
ga opcenito predvidanje Bayesovog teorema moZemo zapisati na nacin prilagoden svojem
problemu

P(A|B) =

P(test|rak)P(rak) 3)
P(test) )

Svi vjerojatnosni €lanovi s desne strane poznati su nam: ili su izravno zadani ili su izravno

odredeni zadanim ¢lanovima. Vjerojatnost da test otkrije rak, ako osoba doista boluje od

njega, upravo je pouzdanost testa:  P(test|rak) = p. Sama vjerojatnost bolovanja od
raka takoder nam je zadana: P(rak) = r. Preostala vjerojatnost da test otkrije rak kod

P(rak|test) =
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nasumicnog pacijenta dana je dviema moguénostima?: moguéno$éu da pacijent ima rak
(r) i test ga ispravno otkrije (p) te moguéno$cu da pacijent nema rak (1 — r), a test ga
pogresno otkrije (1 — p). Prema tome: P(test) = rp + (1 — r)(1 — p). UvrStavanje svih
ovih ¢lanova u (3) rekonstruira ranije rjeSenje (1).

Je li to kraj price?

Prethodno rjeSenje pri prvome nas susretu obicno ostavlja Sokiranima odusevljenjem.
Sto zbog navale neocekivane spoznaje, §to zbog optimisti¢ne sugestije da pozitivna pot-
vrda bolesti ¢ak i vrlo pouzdanim testom i dalje ostavlja naizgled opravdanu nadu da je
rezultat pogreSan. No unato¢ tome joS§ uvijek bi nam mogla ostati intuitivna strepnja koje
se ne mozemo otresti: da je ishod nekako predobar da bi bio istinit. Iz iskustva nam nije
poznato da dijagnosticki testovi daju pogresan rezultat u toliko mnogo slu¢ajeva da u ko-
nacnici ne strahujemo od njihovih ishoda. Naprotiv, sama pomisao na moguénost potvrde
bolesti izaziva nam istaknutu nelagodu. Ne samo zbog ozbiljnosti situacije u slucaju da je
dijagnoza ispravna, ve¢ i zbog toga $to je iskustveni udio to¢nih pozitivnih nalaza tipic-
no vrlo visok. Na kraju krajeva, rjeSenje (1) ima vrlo ¢udno svojstvo. Za po volji visoku
pouzdanost testa p (ali jo§ uvijek manju od 100 %), vjerojatnost P ispravne potvrde vrlo
rijetkih bolesti drasticno pada: P — 0 za r — 0. Znaci li to da je vrlo rijetke bolesti go-
tovo nemogucde ispravno potvrditi? To nekako ne zvuci ispravno. MoZda ipak ima necega
u onih pocetnih 99 %?

Nazalost, to je istina. Predvidanje rjeSenja (1) odve¢ je optimisti¢no zbog previse po-
jednostavnjenog modela koji smo uzeli u obzir. Klju¢na nerealisti¢na, a preSutna pretpos-
tavka, bila je da se i zdrave i oboljele osobe u jednakoj mjeri podvrgavaju testu. Na dijag-
nosticke testove tipicno odlazimo onda kad imamo istaknutog razloga smatrati da su nam
potrebni, odnosno kad ve¢ postoje naznake bolesti. Ta ¢injenica nosi informaciju koja bit-
no utjece na vjerojatnost ispravnog pozitivnog ishoda na testu. Stoga moramo uzeti u obzir
koliki se udio oboljelih osoba podvrgava testu, a koliki udio zdravih. Udio testiranih obo-
ljelih osoba oznacit ¢emo s 7, € [0, 1], a udio zdravih s t_ € [0, 1] (oznake “+7 i “—"”
jer su pozitivni, odnosno negativni na bolest). Kako poopéujemo racun uzimajudéi razlicite
podatke za zdrave i oboljele, napokon ¢emo uzeti u obzir i nacelno razliCite pouzdanosti
testa za zdrave i oboljele (p+ 1 p_), koje smo ranije smatrali jednakima. Podrazumijeva
se da je p;+ vjerojatnost da test potvrdi rak kod onih koji ga imaju, a p_ vjerojatnost da
ga opovrgne kod onih koji ga nemaju. Prema tome, iz uzorka od Nr oboljelih ljudi Nrz,

2 Opéenito, uz dogadaj A ocekujemo postojanje komplementarnih dogadaja. Kad bi A bio jedini mogué, njegova
vjerojatnost unaprijed bi bila 100 % pa nam Bayesov teorem ne bi bio potreban. Stoga na zanimljivi dogadaj A
trebamo gledati kao na jednu mogucénost A; medu viSe njih (popisanih brojacem i). Ako ve¢ ne Zelimo ulaziti u
fine podjele preostalih moguénosti, komplementarnim dogadajem uvijek moZemo smatrati negaciju zanimljivoga
dogadaja. Uz ovako poopéeno razmatranje vjerojatnost P(B) iz (2) odredena je vjerojatno$éu da se dogadaj B
ostvari u kombinaciji s bilo kojim od svih moguéih dogadaja A;: P(B) = Zj P(B|Aj)P(A)) . Stoga je “ogoljeni”
zapis Bayesovog teorema

P(B|A;)P(A;
> P(BIAj)P(A))
Primjena ovoga na nas slucaj, kao u (3), poprima oblik
P(test|rak)P(rak)

P(rak|test) = :
(raktest) P(test|rak)P(rak) 4 P(test|ne-rak)P(ne-rak)
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njih e se podvrgnuti testu, dok ée iz uzorka od N(1—r) zdravih ljudi to u¢initi N(1—r)z_
njih. Pratec¢i izvorni postupak dolazimo do opdenitijeg rjeSenja
Pty
P= . 4
it (- N1~ @
Do njega smo mogli do¢i i kroz (3), s time da sada oznaka “test” podrazumijeva scena-
rij i podvrgavanja testu i ostvarenja pozitivnog ishoda. Za usporedbu brojc¢anih vrijednosti
pretpostavimo da je kao i ranije » = 1 % te p; = p_ =99 %. Nadalje pretpostavimo da
se dijagnostickome testu podvrgava ¢, = 90 % osoba s rakom te svega t_ = 10 % zdra-
vih osoba. U tom slucaju konacan rezultat strmoglavo skace na P = 90 % vjerojatnosti
da osoba ima rak ako je ishod na testu pozitivan.

Uputno je jo§ i provjeriti Sto izraz (4) prevdida u ekstremnom slu¢aju da nitko od zdra-
vih osoba ne nalazi razlog zaSto bi se testirao: f— = 0. Ispostavlja se da je rjeSenje
P = 100 %. Ali samo malo! Ne bi li za osobe s rakom pouzdanost testa trebala biti
P+ =99 %, paprema tome i P =p,? Ne, i to zato jer prema artificijelnoj pretpostavci
da se testu ne podvrgava nitko tko je zdrav izravno slijedi da se testiraju samo oboljeli.
Drugim rijecima, oni koji se podvrgavaju testu su oni koji sasvim sigurno imaju rak, stoga
je rezultat P = 100 % ispravan.

Kako izraz (4) predstavlja kontinuiranu ovisnost o 7_, a vrijednost 1_ = 0 rezultira
ekstremom od P = 100 %, moZemo zakljuciti da postoji ¢itav raspon mogucih vrijednosti
t_ za koje ¢e vjerojatnost P biti veda od naivno ocekivane pouzdanosti testa za obolje-
le: P > p.. Time je, naZalost, oboren ispocetka optimistican zakljucak iz (1). Stoga je
prirodno pitati se koliki je kriti¢ni omjer 7_ /7, udjela zdravih i oboljelih osoba koje se
podvrgavaju testu, a iznad kojega su implikacije dijagnosti¢kog testa jo§ uvijek optimis-
ti¢nije od njegove pouzdanosti p . Odgovor nalazimo rjeSavanjem nejednakosti P < p,
odakle

- r(l —ps) (5)
L a-n1-p0)
Za ranije vrijednosti r =1 % i py = p_ =99 % slijedi priblizno ¢_ /¢y > 0.01 %. Uz
pretpostavku da se vrlo visok udio oboljelih (7, = 100 %) podvrgava ovakvome testu,
dovoljno je da mu pristupa vise od jedne u 10000 zdravih osoba pa da postoji razlog za
veéi optimizam nego $to sugerira sama pouzdanost testa.

Tako pocetno intuitivno o¢ekivanje P = p; svakako promasi ispravno rjeSenje na kon-
ceptualnoj razini, ipak je moguce da numericki bolje procijeni ozbiljnost pozitivnog di-
jagnostickog ishoda negoli to ¢ini suviSe pojednostavnjen, ali ¢esto istican model iz (1).
Medutim, unutar okvira ispravnijeg rjeSenja (4) — koje je u boljem numerickom slaganju s
intuitivnim strepnjama — mogli bismo reci da je dijagnosticki paradoks jo§ viSe produbljen
time $to intuicija uzima u obzir jo§ manje relevantnih faktora (7, i 7_) nego Sto se ispo-
¢etka Cinilo potrebnim, a unato¢ tome bolje procijeni implikacije pozitivnog nalaza negoli
pocetni model, koji u razmatranje uzima vise faktora od same intuicije.
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