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ПРЕДГОВОР

Предметнава книга е втор дел од двотомното издание под наслов Комбина-
торика (дефиниции, теореми и задачи). Материјалот кој се разработува во овој дел
е поделен на 21 параграф, кои се обработени како и првиот дел од книгата, при
што е задажан континуитет во нумерацијата на параграфите.

Во четиринаесеттиот параграф е разработен Паскаловиот триаголник, за кој
се докажани низа својства и појавата на триаголните, Фибоначиевите и Катала-
новите броеви во истиот.

Понатаму, петнаесеттиот и шеснаесеттиот параграф се посветени на пробле-
мите на разбивање (партиции) на броеви и множества, а во седумнаесеттиот пара-
граф е разгледана примената на инваријантите и полуинваријантите во решавање
на комбинаторни проблеми.

Осумнаесеттиот и дветнаесеттиот параграф се посветени на проблемите на
боење и поплочување, кои се доста присутни на меѓународните математички
натпревари.

Во дваесеттиот параграф се разгледани латинските квадрати и латинските
правоаголници и за истите се докажани основните својства. Во следниот дваесет и
први параграф се разгледани магичните квадрати и се презентирани алгоритми за
конструкции на истите.

Дваесет и вториот и двесет и третиот параграф се посветени, соодветно, на
неконкурентските и конкурентските игри. Самите разгледувања не се пропратени
со стандардните теориски разгледувања за решавање на определени класи игри,
туку се разгледани бројни задачи во кои тежиштето е на наоѓањето на победничка
стратегија на комбинаторни игри.

Во следните шест параграфи се разгледани задачи со табели и распореди, ме-
рења, патишта, познанства, задачи со турнири и задачи на шаховска абла поврзани
со играта шах. Понатаму, во триесеттиот параграф се разгледуваат триаголната
решетка и комбинаторни проблеми поврзани со истата.

Заради огромната разновидност и значење, следните два параграфи се посве-
тени на задачи од комбинаторна геометрија и комбинаторна теорија на броеви.
Иако задачи од овие две области се присутни во скори сите претходни параграфи,
сепак задачите кои се овде разгледани фрлаат дополнително светло како на значе-
њето, така и на убавината на овие две гранични области.

Во претпоследниот параграф на ова двотомно издание е разгледана теорема-
та на Хол за систем различни претставници и се решени неколку задачи во кои е
покажана примената на истата. Самата теорема е докажана во термините на
множества, при што не е разгледувана нејзината еквивалентна формулација во
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термините на биполарните (бипартитните графови), бидејќи теоријата на графови
воопшто не е застапена во книгава.

На крајот, во последниот параграф се дадени определен број дополнителни
задачи, во кои меѓу другото е докажан бесконечниот принцип на Дирихле и е
дадена формулацијата и примената на бесконечниот принцип на Ремзи.

Се надевам дека оваа книга ќе најде свои читатели меѓу младите математи-
чари кои сакаат да ги прошират и продлабочат своите знаења во рамките на те-
мите и надвор од нив кои се предвидени со стандардните наставни програми. Дел
од материјалот обработен во книгава е предаван при подготовните  на нашите нај-
добри ученици за учество на меѓународните математички натпревари, па затоа
оваа книга пред сѐ е наменета на учениците кои сакаат да се подготват за успешно
учество на натпреварите на младите математичари. Сметам дека книгава ќе биде
корисна и за професорите по математика, особено за организирање на додатната
настава по математика и работата на математичките секции. Книгава може да ја
користат и студентите по математика и информатика, за совладување на темите од
дискретната матемтика кои овде се содржани.

Рецензентот д-р Даниел Велинов даде многу корисни забелешки за содржи-
ните кои се обработени во книгава, за што посебно му благодарам.

Издавањето на секоја книга, па и на оваа, не го одминуваат како технички та-
ка и материјани грешки. Токму затоа ќе му бидам благодарен на секој кој ќе укаже
на некоја грешка или пак со своите коментари и забелешки ќе придонесе на било
кој начин да се подобри книгава.

Во Скопје, јануари 2024 Авторот
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14. ПАСКАЛОВ ТРИАГОЛНИК

1. Нека n и , 0,1,...,id n е произволна конечна низа реални броеви. За ко-

нечната низа реални броеви , 0,1,..., , 1is n n  определена со

0 0 1, , 1, 2,...,k k ks d s d d k n    и 1n ns d  (1)

ќе велиме дека е изведена од низата , 0,1,...,id n според Паскаловото правило.

За низата , 0,1,...,id n ќе велиме дека е симетрична ако за секој , 0k k n 

важи k n kd d  .

Нека низата , 0,1,..., , 1is n n  е изведена од низата , 0,1,...,id n според Паска-
ловото правило, докажи дека:
а) Збирот на елементите на добиената низа , 0,1,..., , 1is n n  е два пати пого-

лем од збирот на елемените на почетната низа , 0,1,...,id n .

б) Ако почетната , 0,1,...,id n е симетрична, тогаш и добиената низа ,is

0,1,..., , 1n n  е симетрична.

2. За низата која се состои од еден елемент еднаков на 1 ќе велиме дека е нулта
Паскалова низа. Ако за некој 0i е дадена i  тата Паскалова низа, тогаш
низата добиена од оваа низа со помош на Паскаловото правило, т.е. со помош
на равенствата (1) од задача 1 ја добиваме ( 1)i   вата Паскалова низа.
Докажи, дека за Паскаловите низи важи:

а) Збирот на сите елемени на n  тата Паскалова низа е еднаков на 2n .
б) Сите Паскалови низи се симетрични.

3. Ако почнувајќи од нултата низа, ги запишеме Паскаловите низи така што се-
кој елемент на новата низа се наоѓа во следниот ред меѓу елементите на прет-
ходната низа од кои е добиен, добиваме бесконечна табела броеви, која ја на-
рекуваме Паскалов триаголник. Во долната табела се прикажани првите де-
сет реда на Паскаловиот триаголник, запишан на стандарден начин.

1
1     1

1     2     1
1     3 3     1

1     4     6     4     1
1     5     10     10     5     1

1     6     15     20     15     6     1
1     7     21     35     35     21     7     1

1     8     28     56     70     56     28     8     1

(1)
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Ако го ротираме Паскаловиот триаголник за 45 во насока обратна од насо-
ката на движењето на стрелките на часовникот, истиот ќе биде запише во
следната форма:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 3 6 10 15 21 28 36
1 4 10 20 35 56 84
1 5 15 35 70 126 (2)
1 6 21 56 126
1 7 28 84
1 8 36
1 9
1

Забележуваме дека сега Паскаловиот триаголник може да се конструира ако
во првиот ред и првата колона запишеме единици, а потоа последователно
секој елемент во секој ред ги добиваме како збир на елементот пред него во
редот и елементот над него во претходниот ред.
Докажи дека за елементите на Паскаловиот триаголник запишан во видот (2)
важи:
i) Секој елемент A во табелата (2) е еднаков на збирот на сите елементи од

претходниот ред, почнувајќи од првиот број, па се до бројот над елемен-
тот A .

ii) Секој елемент A во табелата (2) е еднаков на збирот на сите елементи од
претходната колона, почнувајќи од првиот број, па се до бројот лево од
елементот A .

iii) За секој елемент A од табелата (2) важи дека бројот 1A е еднаков на
збирот на сите елементи лево и над од претходните редови и колони, кои
не го содржат елементот A .

4. Нека Паскаловиот триаголник е запишан во обликот (1) од задача 4. Докажи
дека:
a) низата формирана од членовите на неговата прва дијагонал е низата при-

родни броеви,
b) низата формирана од членовите на неговата втора дијагонала е низата

триагиолни броеви,
c) низата формирана од членовите

на неговата трета дијагонала е
низата тетраедарни броеви, која
всушност е низата парцијални
суми на низата триаголни броеви
(цртеж десно).

5. Докажи дека за секој 2n  важи
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2
,1 ,2 1,2n n nP P P   . (1)

6. Докажи, дека за 1n  збирот на квадратите на членовите на n  тиот ред на
Паскаловиот триаголник е еднаков на средниот член на 2n  тиот ред на Па-
скаловиот триаголник.

7. (Давидова ѕвезда). Докажи дека за секои 2n  , 1k  ( n k ) важи

1, 1 , 1 1, 1, , 1 1, 1n k n k n k n k n k n kP P P P P P            . (1)

8. (Хокеарска палка). Докажи дека за секои 0, ,n k n k  важи

, 1, 1
n

i k n k
i k

P P  


 . (1)

9. Докажи, дека во 2n  тиот ред на Паскаловиот триаголник разликата на сред-
ниот член и неговиот соседен член е еднаква на n  тиот Каталанов број.

10. Докажи, дека во (2 1)n   виот ред на Паскаловиот триаголник разликата на
еден од двата средни членови и неговиот соседен член кој не е среден е ед-
наква на n  тиот Каталанов број.

11. На цртежот десно е прикажан Паскаловиот
триаголник така што почетните членови во
секоја Паскалова низа се запишани во ко-
лона, вторите членови во втората колона
итн., а потоа се повлечени неговите дијаго-
нали. Ако последователно ги собереме чле-
новите на секоја дијагонала одделно, први-
те девет добиени броеви се:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34.
Забележуваме дека тоа всушност се првите
девет ненулти членови на низата на Фибоначи

1 21, 1f f  и 2 1 , 1n n nf f f n    .
Докажи, дека за

2

,
0

n

n k k n
k

P f
  




 (1)

12. Нека nP е производот на елементите во n  тиот ред на Паскаловиот три-
аголник. Докажи дека
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1 1
2lim n n

n

P P

Pn
e 


 .

13. Антипаскалов триаголник е таблица во облик на рамностран триаголник која
се состои од броеви такви што, освен за броевите во последниот ред, важи да
секој број е еднаков на апсолутната вредност на разликата на двата броја кои
се непосредно под него. На пример, следната таблица е антипаскалов три-
аголник со четири реда кој се состои од сите природни броеви од 1 до 10.

Дали постои антипаскалов триаголник со 2018 реда кој се состои од сите
природни броеви од 1 до 1 2 ... 2018   ?
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15. РАЗБИВАЊЕ НА БРОЕВИ

1. Композиција (подредено разбивање, подредена партиција) на природниот
број n на k собирци е било кое решение 1 2( , ,..., )ka a a во множеството при-
родни броеви на равенката

1 2 ... ka a a n    . (1)

Бројот на композициите на бројот n на k собирци ќе го означуваме со
( )kc n . Докажи дека бројот на решенија на равеката (1), т.е. бројот на компо-

зиции на природниот број n на k собирци е 1
1( ) ( )n

k kc n 
 .

2. Докажи, дека вкупниот број композиции на бројот n е 1( ) 2nc n  .

3. Докажи, дека бројот на композициите на бројот n , кај кои секој nj се

јавува точно ja пати, при што 1 22 ... na a na n    е еднаков на

1 21 2
1 2 1 2

( ... )!...
, ,..., ! !... !( ) nn

n n

a a aa a a
a a a a a a

      .

4. Дадени се природни броеви r и n , r n . Ги разгледуваме си n  торки не-
негативни цели броеви 1 2( , ,..., )na a a за кои важи

1 2 ... na a a r    и 1 22 ... na a na n    . (1)

За секоја таква n  торка го пресметуваме количникот
1 2

1
! !... !na a a . Докажи

дека збирот на сите овие количници е еднаков на ( 1)!
( )! !( 1)!

n
n r r r


  .

5. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви и со 1 2( | { , ,..., })kc n n n n да го
означиме бројот на сите подредени разбивања на природниот број n кај кои
секој од деловите е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи, дека

1 2 1 2
1

( | { , ,..., }) ( | { , ,..., })
k

k j k
j

c n n n n c n n n n n


  , (1)

каде што по дефинција земаме
деф

1 2
0, ако  0,

( | { , ,..., })
1, ако  0.k

m
c m n n n

m


  
(2)
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6. Учителката на учениците им задала три прашања и секој ученик точно одго-
ворил на 1, 2 или 3 прашања. Учителката решила да подели чоколада која
има 9 реда со по 4 коцки во ред на следниот начин: ако ученикот точно од-
говорил на i прашања, тој добива i редови, т.е. секој ученик добива чокола-
до со димензија 1 4, 2 4  или 3 4 . Првото дете добило 1 0a  редови,

второто 2 0a  редови итн. додека учителката не го подели целото чоколадо.
На колку начини може учителката да го подели чоколадото.

7. Нека претпоставиме дека порака се пренесува со помош на сигнали со дол-
жина 1, 2, 3, 4 единици време. Колку различни пораки можат да се пренесат
за 10 единици време.

8. Партиција (разбивање)  на бројот n , n , на k собирци, 1k  , е фа-
милија 1 2{ , ,..., }ka a a  , таква што важи ia  за секој 1,2,...,i k и

1 2 ... ka a a n    .

Ако за секој {1,2,3..., }i n во партицијата 1 2{ , ,..., }ka a a  на бројот n има

if делови еднакви на i , партицијата ја означуваме со 31 2[1 2 3 ... ]nf ff f n  .
Основната разлика меѓу композициите и партициите е во тоа што кај компо-
зициите е важен редоследот на собирците, а додека кај партициите редосле-
дот на собирците не е важен.
Нека ( )kp n е бројот на партициите на n на k собирци. Докажи, дека

1 1( ) ( ) ( ) ... ( )k k kp n p n k p n k p n k       . (1)

9. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви. Со 1 2( | { , ,..., }, )kp n n n n  да
го означиме бројот на партициите на бројот n на различни собирци, кај кои
секој од собирците е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи дека

1 1 1 1 1( | { ,..., }, ) ( | { ,..., }, ) ( | { ,..., }, )k k k kp n n n p n n n n p n n n       (1)
каде

1 2
0, ако 0,

( | { , ,..., }, )
1, ако 0.k

m
p m n n n

m


   
(2)

10. Докажи, дека

1 1( | , ) ( | , ) ( | , )k k kp n p n k p n         ,

каде (0 | , ) 1jp   и ( | , ) 0jp m   за 0m  .

11. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви. Со 1 2( | { , ,..., })kp n n n n да го
означиме бројот на партициите на бројот n , кај кои секој од собирците е
еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи дека
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1 1 1 1( | { ,..., }) ( | { ,..., }) ( | { ,..., })k k k kp n n n p n n n n p n n n    (1)
каде

1 2
0, ако 0,

( | { , ,..., })
1, ако 0.k

m
p m n n n

m


  
(2)

12. Докажи, дека

1( | ) ( | ) ( | )k k kp n p n p n k     , (1)

1 1 1( | ) ( | ) ( | ) ( 2 | ) ...k k k kp n p n p n k p n k           (2)

каде (0 | ) 1jp  и ( | ) 0jp m  за 0m  .

13. На колку начини сума од 50 денари може да се исплати со монети и банкноти
од 1, 2, 5, 10 и 20 денари, ако секоја од монетите и банкнотите може да се
употреби произволен број пати?

14. Докажи, дека низата { }nf на бројот на партициите кај кои сите собирци се

еднакви на i , т.е. ( | { })nf p n i , има генераторна функција 1
1

( ) ix
F x


 .

15. Нека i S . Нека ( | { })nf p n i , ( | \{ })ng p n S i и ( | )nh p n S . Докажи,

дека низите { },{ },{ }n n nf g h имаат генераторни функции ( ), ( ), ( )F x G x H x за

кои важи ( ) ( ) ( )H x F x G x .

16. Докажи дека генераторната функција за низата броеви { ( )}p n е

2 3
1 1

1 (1 )(1 )(1 )...1
( ) ix x x xi

P x


   
  .

17. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n кои немаат собирок 1 е
еднаков на ( ) ( 1)p n p n  .

18. На колку начини бројот 10 може да се претстави како збир на броевите 2 и 3.

19. (Ојлеров идентитет). Бројот на партициите на бројот n на раzлични собир-
ци е еднаков на бројот на партициите на бројот n на непарни собирци, т.е.
важи ( | ) ( | {1,3,5,...})p n p n  . Докажи!

20. Докажи, дека бројот на партициите на природниот број n во кои секој парен
собирок се појавува најмногу еднаш е еднаков на бројот на партициите на n
во кои секој собирок се појавува најмногу три пати.
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21. (Теорема на Глејшер). Бројот на партициите на природниот број n на со-
бирци кои не се деливи со d е еднаков на бројот на партициите во кои ниту
еден собирок на се појавува d или повеќе пати. Докажи!

22. Партицијата  на бројот n може да се претстави со помош на Ферерсовиот
дијаграм така што делови на партицијата ги подредуваме по големина (т.е. во
нерастечка низа, почнувајќи од најголемиот), а потоа секој дел се претставу-
ва како ред со соодветен број симболи – ние ќе користиме точки  . Партици-
јата може да се претстави и сопомош
на табла на Ферерс, која во секој ред
наместо точки има единечни квадрат-
чиња. На цртежот десно се прикажани
дијаграмот и таблата на Ферерс за пар-
тицијата {4,4,2,1,1}  на бројот 12.
За партицијата  ќе велиме дека е добиена со коњугирање на партицијата 

ако Ферерсовиот дијаграм на  е добиен со замена на колоните и редовите
на Ферерсовиот дијаграм на  . Притоа ќе велиме дека  е коњугирана пар-

тиција на  и ќе пишуваме *  . На
цртежот десно е прикажано коњугира-
њето на партицијата {4,4,2,1,1}  .
За партицијата која е коњугирана сама
на себе ќе велиме дека е самокоњугирана.
Докажи, дека бројот на партициите на природниот број n кај кои собирците
не се поголеми од m , т.е. ( | )mp n  е еднаков на бројот на партициите на

бројот n кои имаат најмногу m собироци ( )mp n , односно дека важи

( | ) ( )m mp n p n .

23. Докажи, дека бројот ( | с.к.)p n на самокоњугираните партиции на бројот n е

еднаков на бројот ( | ,непарни)p n  на партициите на бројот n кај кои сите

собирци се различни непарни броеви, т.е. дека ( | с.к.) ( | ,непарни)p n p n  .

24. Докажи, дека бројот на партициите ( )mp n на бројот n кои немаат повеќе

од m собирци е едаков на бројот на партициите ( )mp n m на бројот n m
кои имаат точно m собирци, односно дека важи ( ) ( )m mp n p n m   .

25. Докажи, дека бројот на самокоњугираните партиции на бројот n кај кои нај-
големиот собирок е еднаков на k е еднаков на бројот на самокоњугираните
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партиции на бројот 2 1n k  кај кои најголемиот собирок е помал од k , од-
носно важи равенството

( | с.к., н.с. ) ( 2 1| с.к., н.с. 1)p n k p n k k      .

26. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n на парни собирци е еднаков
на бројот на партициите на бројот n кај кои секој собирок се јавува парен
број пати, т.е. дека

( | парни) ( | секој собирок парен број пати)p n p n .

27. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n кои имаат најмногу m со-

бирци е еднаков на бројот на партициите на бројот ( 1)
2

m mn  со точно m

различни собирци, т.е. важи равенството ( 1)
, 2( ) ( )m m

m mp n p n 
   .

28. Докажи, дека ( ) ( 1)p n p n  за секој 2n  .

29. Докажи дека ( ) 2 ( 1) ( 2) 0p n p n p n     .

30. За секој природен број n, со f (n) е означен бројот од различни претста-
вувањана бројот n како збир од степени на бројот 2 со ненегативни цело-
бројни показатели. Претставувањата кои се разликуваат само во редоследот
на собирците се сметаат за еднакви. На пример, (4) 4f  бидејќи бројот 4
може да се претстави на следните четири начини: 4,  2+2,  2+1+1,  1+1+1+1.
Докажи дека за секој природен број 3n  важи

2 2
4 22 (2 ) 2

n nnf  .

*
* *

Во следните задачи ќе се осврнеме на примена на генераторните функции во
пребројувањата. Притоа, како што читателот ќе може сам да согледа во не-
кои случаи пребројувањата се тесно поврзани со партициите на природните
броеви.

31. Определи ги бројот на решенијата на равенката
a b c d r    ,

каде 0 6r  , 0, , ,a b c d  и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c d        .

32. Нека A е множество кое содржи 1 објект од тип a , 1 објект од тип b , 2 об-
јекта од тип c и 2 објекта од тип d . Определи го бројот на начините на кои
може да се изберат 4 објекти од дадените 4 типа во множеството A .
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33. Во сад имаме 4 црвени, 5 сини и 2 зелени топчиња.
а) На колку различни начини од садот можат да се изберат 7 топчиња?
б) На колку различни начини можат да се извлечат 7 топчиња, но притоа да
мора да се извлече 1 црвено и 2 сини топчиња?

34. Нека претпоставиме дека во сад се наоѓаат 3 црвени, 8 зелени, 9 портокалови
и 2 бели топчиња. На колку начини можат да се изберат 12 топчиња, ако мо-
ра да се изберат барем едно црвено топче, парен број зелени топчиња и непа-
рен број портокалови топчиња?

35. На колку начини 12 објекти можат да се изберат од 5 видови објекти, при
што мора да има најмногу 2 објекти од првите три видови, а неограничен
број објекти од останатите два видови објекти?

36. На колку начини 20 објекти можат да се изберат, ако објектите од првиот вид
можат да се изберат само во пакети од по 5 објекти, од вториот вид само во
пакети од по 3 објекти, од третиот вид можат да се земат најмногу 4, од чет-
вртиот вид најмалку 3 објекти и може да се земат најмногу 2 објекти од пет-
тиот вид?

37. Најди ја генераторната функција чиј n  ти коефициент го дава бројот на не-
негативните решенија на равенката

4 5 3a b c d n    .
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16. РАЗБИВАЊЕ НА МНОЖЕСТВА

1. Партиција (разбивање) на множеството M на k блокови е фамилија мно-
жества 1 2{ , ,..., }kM M M  таква што

а) jM   за 1, 2,3,...,j k ,

б) i jM M  за , 1, 2,3,...,i j k , i j и

в) 1 2 ... kM M M M    .

На секое разбивање  на множеството M на k блокови му соодветствуваат
!k подредени разбивања на M на k блокови. Тоа се пермутациите на бло-

ковите на разбивањето  . Нека 1 2, ,..., k   се природни броеви чиј збир е

еднаков на n и нека со 1 2( , ,..., )n kB    го означиме бројот на сите подре-

дени разбивања 1 2( , ,..., )kM M M на множеството M , | |M n на k блокови,

при што за деловите на тоа разбивање е исполнето | |j jM  , 1, 2,3,...,j k .

Со ,n kS ќе го означиме бројот на разбивања на множеството M , | |M n на

k блокови, а со nB бројот на сите разбивања на множеството M , | |M n .

Од дефиницијата на броевите ,n kS и nB е јасно дека ,0 0nS  за 1n  ,

, 1n nS  за 1n  и , 0n kS  за k n . По дефиниција ставаме 0,0 0 1S B  .

Бројот nB го нарекуваме n -ти Белов број. Броевите ,n kS , 0,n k се по-

знати како Стирлингови броеви од втор вид, за кои се користат уште и озна-

ките ( , )S n k и { }n
k . Во нашите разгледувања ние ќе ја користиме ознаката

,n kS .

Нека 1 2, , , ,..., kn k    се природни броеви за кои важи 1 2 ... k n      .
Докажи, дека

1 2

!
1 2 ! !... !( , ,..., )

k

n
n kB       . (1)

2. Нека ,n k и нека n k . Докажи дека важат равенствата

1 2
1 2

!1
, ! ! !... !

... k
k

n
n k k

n
S   

     
  , (1)

1
, !

0
( 1) ( )

k k j k n
n k jk

j
S j


  , (2)
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1
, !

1 1 0
( 1) ( )

n n k k j k n
n n k jk

k k j
B S j

  
     . (3)

3. Докажи, дека за броевите ,n kS за 0,k n и ,0 0nS  , ,1 , 1n n nS S  важи

1, , 1 ,n k n k n kS S kS   . (1)

4. Користејќи ја рекурзијата (1) од претходната задача пресметај ги Стирлин-
говите броеви од втор вид за 0 , 10n k  .

5. На колку начини може 8 разнобојни топчиња да се разместат во 3 идентични
кутии така што
а) ниту една кутија нема да остане празна,
б) може да има празна кутија?

6. Имам 10 различни разгледници и сакам сите да ги испратам, но така што
секој од моите 6 пријатели ќе добие барем една разгледница. На колку начи-
ни тоа можам да го направам?

7. Докажи дека Стирлинговите броеви од втор вид ја задоволуваат рекурентна-
та формула

1, , 1
1
( )

n n
n k j j k

j k
S S 

 
  . (1)

8. Докажи, дека за Беловите броеви важи следнава рекурентна формула

1
0

( )
n n

n k k
k

B B


  , каде 0 1B  .

9. Нека ( )B x е експоненцијалната генераторна функција за низата Белови брое-

ви ( )B n . Докажи дека 1( )
xeB x e  .

10. Докажи дека за Стирлингоите броеви од прв и втор вид важи

,, ,n k n ks S , за секои 0,k n . (1)

11. Користејќи ги експоненцијалните генераторни функции докажи дека бројот
на начините на кои n различни објекти може да се стават во k различни ку-
тии, при што ниту една кутија не смее да биде празна и 1 k n  , е

,
0

( 1) ( )( )
k i k n

n k i
i

A k i


   . (1)
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12. Определи ја експоненцијалната генераторната функција која може да се ис-
користи за наоѓање на бројот на начините на кој n лица може да се сметат во
3 соби со најмалку 2, но не повеќе од 9 лица.

13. Определи ја експоненцијалната генераторна функција за низата варијации со
повторување од n елементи од класа k .

14. Определи го бројот на сместување на n гости во три сали, при што во првата
сала мора да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен
број гости и во третата сала мора да има парен број гости.

15. Множеството {1, 2,..., }S n првиот пат е разбиено на m , а вториот пат на

m k непразни подмножества ( 0k  ). Докажи дека најмалку 1k  елемент
на множеството S првиот пат се наоѓа во побројно множество отколку вто-
риот пат.

16. Дали може множеството природни броеви да се разбие на три непразни по
парови дисјунктни множества , ,A B C така што ако x и y припаѓаат на две
од мнижествата, тогаш x y xy  припаѓа на третото множество.

17. Множеството природни броеви дисјунктно е разбиено на следниот начин:

1 {1}A  , 2 {2,3}A  , 3 {4,5,6}A  , 4 {7,8,9,10}A  ,…
Определи го збирот на членовите од n -тото по ред множество.

18. Броевите 1, 2,..., 2 1, 2n n се поделени на две групи, по n во секоја. Нека

1 2 ... na a a   се броевите од првата група запишани во растечки редослед,

а 1 2 ... nb b b   се броевите од втората група запишани во опаѓачки редос-
лед. Докажи дека

2
1 1 2 2| | | | ... | |n na b a b a b n       .

19. Дадени се природните броеви 1 21 , ,..., na a a закои важи 1 2i i ia a a  , за

1, 2,..., 1i n  и бројот
1

n
i

i
a


 е парен. Докажи, дека овие броеви може да се

поделат во две групи со еднакви збирови.

20. Дадени се реални броеви 1, 1, 2,..., 2ix i n  . Докажи, дека интервалот [0,2]

содржи најмногу 2( )n
n збирови од видот
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2

1

n
i i

i
a x


 , каде { 1,1}ia   за 1, 2,..., 2i n .

21. Нека 30030 2 3 5 7 11 13m        и M е множеството од сите позитивни де-
лители на m кои се производ на два прости делители на m . Определи го
најмалиот природен број n со следното својство: од било кои n различни
броеви од M може да се изберат три чиј производ е m .

22. Дали е можно множеството природни броеви да се раздели на две дисјунктни
подмножества, така да ниту едно од нив не содржи бесконечна аритметичка
прогресија, која што не е константна.

23. Докажи, дека множеството {1, 2,3,...,12001} може да се разбие на пет подмно-
жества такви, што ниту едно од нив не содржи 11-члена аритметичка прогре-
сија.

24. Нека 3n  е природен број. Докажи, дека множеството 2{1,2,3,..., }n n мо-
же да се разбие на две дисјунктни множества такви, што ниту едно од нив не

содржи n броеви 1 2 ... na a a   за кои важи 1 1
2

k ka a
ka   за секој

2,3,...,k n .

25. Нека 1 2 2, ,..., nx x x се произволни реални броеви. Докажи, дека овие броеви
можат да се разделат на две дисјунктни множества A и B од по n броеви
така што разликата на збировите ( )S A и ( )S B на броевите во множествата
го задоволуваат неравенството

1
1 2

| ( ) ( ) | max | |i i
i n

S A S B x x
 

   .

26. Нека 1( )i i nA A   и 1( )i i nB B   се две разбивања на множеството M , так-

ви што унијата i jA B , на произволни две дисјунктни множества iA и jB

не содржи помалку од n елементи. Докажи дека
2

2| | nM  .

Дали е можно равенството
2

2| | nM  ?

27. Нека 1( )i i nA A   , 1( )i i nB B   и 1( )i i nC C   се разбивања на конечното

множество M такви што за било кои , ,i j k , 1 , ,i j k n  важи

| | | | | |i j j k k iA B B C C A n      .
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Докажи дека
3

3| | nM  . Докажи дека за n , 0(mod3)n  важи знак за

равенство.

28. Докажи дека множеството {1,2,....,1989} може да се подели на 117 дисјункт-

ни подмножества 1 2 117, ,...,A A A за кои е исполнето:

1) iA има 17 елементи за 1,2,3,...,117i  ;

2) во секое множество ,iA 1,2,3,...,117i  збирот на елементите е еднаков.

29. Определи го најголемиот природен број n за кој постојат различни множе-
ства такви што:

1) , за секои , такви што , и

2) ,  за секои , ,i j k такви што .

30. Определи ги сите природни броеви n за кои множеството {1, 2,...,3 }n може

да се подели на n дисјунктни триелементни подмножества { , , }a b c за кои

b a и c b се различни броеви од множеството { 1, , 1}n n n  .

31. Нека 1,2,3,..., 2006 , , ,{ }S A B A B A B         , при што важи:
1) 13 A ;
2) ако , ,a A b B a b S    , тогаш a b B  ;
3) ако , ,a A b B ab S   , тогаш ab A .
Определи го бројот на елементите на множеството A.

32. Определи ги сите подредени тројки ( , , )A B C од непразни множества цели
броеви такви што A B C    , а множествата ,A B B C  и C A се по
парови дисјунктни ( { | , }X Y x y x X y Y     ).

33. Дали може целите броеви да се поделат во три дисјунктни множества така

што за секој n броевите 6, 2n n  и 63n  припаѓаат во трите различни
множества?

34. Нека N е природен број. На таблата се запишани природни броеви, кои ги
задоволуваат следниве услови:
1) За секој запишан број k важи 1 k N  .
2) Секој природен број k таков што 1 k N  е запишан барем еднаш.
3) Збирот на сите запишани броеви е парен број.

, 1,2,...,iS i n

| | 2004i jS S  ,i j 1 i j n  

{1,2,..., 2008}i j kS S S   1 i j k n   
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Докажи дека е можно некои од запишаните броеви да се означат со  , а
преостанатите со  така што збирот на означените броеви со  да е еднаков
на збирот на означените броеви со  .

35. Нека X е делумно подредено множество, со релација на подредување  .
Множеството 1 2{ , ,..., }nx x x X го нарекуваме верига во X ако

1 2
...

ni i ix x x  

за некоја пермутација 1 2, ,..., ni i i на 1, 2,..., n . Множеството 1 2{ , ,..., }nx x x X
го нарекуваме антиверига во X ако секои два негови елементи не се спо-
редливи.
Докажи, дека ако во делумно подредено множество X не постои верига со

1m  елемент, тогаш X може да се претстави како унија од најмногу m
антивериги.

36. Нека M е множество природни броеви, секој од кои има 2013 цифри и во
декадниот запис не ја содржи нулата. За два броја од M велиме дека се со-
седни, ако цифрите им се совпаѓаат барем во една класа. Определи го најго-
лемиот можен број елементи на M , ако меѓу секои 9 броеви од M можеме
да избереме 3 броја кои се соседни по парови.

37. Даден е прост број 3p  . Дали броевите 1,2,..., 1p  можеме да ги поделиме
(разбиеме) на две непразни множества така што збирот на броевите во едното
и производот на броевите во другото множество да даваат ист остаток при
делење со p ?

38. Нека m е природен број, { , 1,..., 1, }A m m m m     и :f A A е преслику-

вање такво што ( ( ))f f n n  за секој n A .
а) Докажи, дека m е парен број.
б) Определи го бројот на сите функции со даденото својство.

39. Даден е природен број n . Докажи дека множеството {1,2,..., }n може да се
подели на m дисјунктни подмножества со еднакви збирови на елементите

ако и само ако m е делител на бројот ( 1)
2

n n и не е поголем од 1
2

n .

40. За секое подмножество S на множеството природни броеви  со ( )Sr n го оз-

начуваме бројот на подредените парови ( , ), , ,a b a b S a b  , за кои a b n  .
Докажи, дека  може да се разбие на две подмножества A и B , така што

( ) ( )A Br n r n за секој n .
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41. Множеството од сите дијагонали на правилен (4 3)n   аголник ( )n е

поделено на k дисјунктни подмножества 1 2, ,..., kS S S така што за секои

1 i j k   барем една дијагонала од iS во внатрешна точка сече барем една

дијагонала од jS . Определи ја најголемата можна вредност на k .
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17. ИНВАРИЈАНТИ И ПОЛУИНВАРИЈАНТИ

Во овој параграф прво ќе се задржиме на задачи од следниов вид:
Задача. Дадени се некој математички објект A и дозволени трансформа-

ции на истиот. Се поставува прашањето дали со повеќекратна примена на доз-
волените трансформации дадениот објект A може да се претвори (трансфор-
мира) во некој друг однапред зададен објект B .

Решавањето на задачите од овој вид се сведува на следниве два случаја:
- ако одговорот на поставеното прашање е позитивен, тогаш доволно е

да се наведе било кој пример кој покажува како може со помош на
допустливите трансформации од објектот A да се добие објектот B и

- ако одговорот на поставеното прашање е негативен, тогаш е потребно
да се докаже дека при произволно реализирање на допустливите
трансформации од објектот A никогаш нема да се добие објектот B .

Во првиот случај треба да го докажеме постоењето на низа допустливи трансфор-
мации која ја обезбедува трансформацијата на објектот A во објектот B , а тоа не
е секогаш едноставна задача. Како да постапиме во вториот случај? Иако одго-
ворот на ова прашање не е еднозначен, а уште помалку едноставен, сепак во мно-
гу случаи го користиме следниов метод:

- наоѓаме својство кое го има објектот A и кое не се менува кога на A
ќе се примени која било од допустливите трансформации,

- докажуваме дека објектот B го нема наведеното својство, и
- заклучуваме дека при произволно реализирање на допустливите транс-

формации од објектот A никогаш нема да се добие објектот B .
Својството кое го има објектот A и кое не се менува кога на A ќе се примени
допустлива трансформација го нарекуваме инваријанта на допустливата транс-
формација, а претходно опишаниот метод го нарекуваме метод на инваријанти.

1. Квадратна табела 3 3 е пополнета со броевите 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7 и 8, како на цртжот десно. Во секој чекор можеме да
одбереме две соседни полиња и од двата броја запишани во
нив да одземеме помалиот број, без да ги менуваме другите
броеви. Дали со вакви трансформации може да се добие табела пополнета
само со нули?

2. Во секое поле на шаховска m n табла е запишан по еден природен број. Во
еден потег може на било два соседни броја да се додаде број цел број k така
што се добиваат ненегативни броеви, а притоа другите броеви не се менуваат

0 1 2
3 4 5
6 7 8
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(два броја се соседни ако се во полиња кои имаат заедничка страна). Најди
потребен и доволен услов, по ко-
нечно многу потези, сите запишани
броеви на таблата да се еднакви на
нула.

3. Дадена е бела квадратна табла со димензии 10 10 , на која во црвено се обо-
ени девет полиња. Никола дополнително во црвено смее да обои поле кое
има заеднички страни со најмалку веќе две обоени полиња. Дали е можно, на
дозволениот начин, Никола целата табла да ја обои во црвено?

4. Во една сала има 2101 светилки распоредени во темиња на квадратна решет-
ка со должина на страна 100. На почетокот се запалени k светилки. Во секој
чекор избираме единечен квадрат, и ако во него се запалени три светилки, ја
палиме и четвртата. Определи го најмалиот број k за кој постои почетен
распоред на светилките кој овозможува во конечно време сите светилки да се
запалат.

5. Круг е поделен на 10 сектори и во секој сектор е ставен по еден жетон. Доз-
волено е во еден чекор да се преместат два жетони, но така што секој жетон
се премести во соседно поле и тие два жетони при преместувањето се движат
во спротивни насоки. Дали со повторување на оваа операција може сите же-
тони да се преместат во едно поле?

6. Нека n е непарен природен број. На таблата се запишани броевите 1, 2,..., 2n .
Во секој чекор бришиме било кои два броја и наместо нив ја запишуваме
нивната разлика. Постапката ја реализираме се додека на таблата не остане
еден број. Докажи дека овој број е непарен.

7. На почеток на три плочки се наоѓаат броевите 2012, 2014 и 2016. Марко во
секој чекор броевите на плочките ги означува со ,a b и c по некој редослед,
а потоа ги заменува со броевите 3 , 3a b b c  и 3c a . Дали може, со после-
дователна примена на оваа постапка, Марко во некој момент на трите плочки
да има три еднакви броеви?

8. Карти со броевите од 1 до 11 се дадени последователно во насоката на
движењето на стрелките на часовникот на 11 луѓе, кои стојат околу тркалезна
маса на еднакви растојанија. Во секој чекор човек може да даде една од
картите на свој сосед, ако бројот i на таа карта има својство, да пред и по
чекорот картите со броевите 1,i i и 1i  не се темиња на остроаголен три-



Р. Малчески

26

аголник (картата 0 е картата 11, а картата 12 е картата 1). Докажи дека не
може во ниту еден момент сите карти да се кај еден човек.

9. На еден остров живеат 1995 камелеони, меѓу кои има сини, црвени и жолти.
Ако се сретнат два камелеони со различна боја, тие истовремено ја менуваат
својата боја во преостанатата трета боја. Во еден момент имало 1000 сини,
395 црвени и 600 жолти камелеони. Дали по извесно време може сите каме-
леони да бидат во една иста боја.

10. Четири цели броеви се запишани во четири различни точки на една круж-
ница. За еден број, негов соседен е бројот што е прв до него во насока обрат-
на од насоката на движењето на стрелките на часовникот. Во еден чекор
секој од броевите се заменува со разликата меѓу него и неговиот соседен
број. Дали по 2012 вакви чекори може да се добијат четири броја , , ,a b c d
такви што броевите | |, | |, | |ab cd ac bd bc ad   ќе бидат прости?

11. На таблата се запишани некои цели броеви. Во секој чекор избираме два бро-
ја a и b кои се запишани на таблата, ги бришеме и на нивно место ги запи-
шуваме броевите 3a b и 13 3a b . Ако на почетокот се запишани броевите
1, 2, 3, 4, ..., 2011, 2012, дали е можно по конечен број чекори на таблата да
бидат запишани броевите 2, 4, 6, 8, …, 4022, 4024?

12. На таблата е запишан природен број. Ако на таблата веќе е запишан бројот
, тогаш можеме да допишеме 2 1x  или 2

x
x . Докажи, дека ако во некој

момент на таблата се појави бројот 2008, тогаш и првиот запишан број е
2008.

13. Дадена се реалните броеви ,a b и c . Во еден чекор се прави некоја перму-
тација на броевите ,a b и c , на пример ( , , )a b c и од неа се добива тројката

2 2
( , , )a b a b c  , т.е. се добиваат броевите

2 2
,a b a b  и c . Потоа од овие броеви

се прави нова пермутација итн. Дали со оваа трансформација од броевите
2, 2 и 1

2
може да се добијат броевите 1, 2 и 1 2 .

14. Компјутер ги врши следниве операции:

1 Парот ( , )a b го трансформира во парот ( 1, 1)a b  .

2 Ако a и b се парни, тогаш парот ( , )a b го трансформира во 2 2( , )a b .

3 Од паровите ( , )a b и ( , )b c може да го добие парот ( , )a c .

x
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Дали е можно компјутерот со комбинација на претходно опишаните опера-
ции, од парот (5,19) да го добие парот (17,2009) . (Компјутерот ги има на
располагање сите добиени парови до тој момент)

15. На таблаta се напишани броевите 49
k , каде 1,2,...,97k  . Во еден чекор мо-

жеме да избришеме два од дадените броеви a и b и на нивно место на таб-
лата го запишуваме бројот 2 1ab a b   . Оваа постапка ја повторуваме се
додека на таблата не остане само еден број. Определи кои броеви може да
бидат последниот број кој ќе биде запишан на таблата.

16. На таблата се запишани броевите 0,1, 2 . Во еден чекор е дозволено на еден
од овие броеви да се додаде раликата на другите два помножена со некој
рационале број. Дали може со помош на овие операции да се добијат броеви-
те 0, 2, 2 ?

17. На почетокот на таблата се запишани броевите 1, 2, 3, ..., 2010. Во еден чекор
е дозволено да се избришат два броја a и b и да се запише бројот ab a b  .
Дали е можно на овој начин на таблата да се добие само бројот:

а) 20112 1 , б) 20112 .

18. Нека ( , )x y е подреден пар природни броеви во кој точно една координата е

парна. Во еден чекор парот ( , )x y го пресликуваме во парот 2 2( , )x xy  ако

2 | x , односно во парот 2 2( , )y yx  ако 2 | y . Докажи дека за секој непарен

природен број ,  1n n  , постои парен природен број ,b b n , таков што со
последователна примена на конечно многу чекори од подредениот пар ( , )n b

се добива подредениот пар ( , )b n .

19. Кругот е поделен на шест кружни исечоци, во кои во насока на движењето на
стрелките на часовникот последователно се запишани броевите 1, 0, 1, 0, 0, 0.
Во секој потез е дозволено да се зголемат броевите во два соседни исечоци за
1. Дали може се конечно многу повторување на дозволениот потег сите
запишани броеви во кругот да се еднакви?

20. На кружница се запишани 299 нули и една единица. Дозволени се следниве
потези:
1) од секој број истовремено да се одземат двата негови соседни броја,
2) да се изберат два броја меѓу кои се наоѓаат точно два броја и двата из-

брани броја истовремено да се зголемат или намалат за 1.
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Дали може со конечна низа дозволени потези да се постигне на кружницата
да се запишани:
а) две последователни единици и 298 нули,
б) три последоваелни единици и 297 нули.

21. На квадратен трином Пабло може да ги изврши следниве операции:
1) Да ги промени местата на водечкиот и слободниот коефициент.
2) Да го замени x со x m , каде m е произволен реален број.
Дали е можно, со помош на конечен број дозволени дејствија, тргнувајќи од

26 2 1996x x  Пабло да го добие триномот 225 5 2014x x  .

22. На таблата прво се запишани полиномите 3 5 2 1, , ,..., ,...kx x x x  Ако во еден
момент на таблата се запишани полиномите ( )f x и ( )g x , дозволено е да се

допишат и некои од полиномите ( ) , ( , , 0af x b a b a   ), ( ) ( )f x g x или

( ( ))f g x . Дали е можно, во конечен број чекори со дозволените операции, да

се добие полиномот 2023 20 11x x  ?

23. Дали е можно, тргнувајќи од полиномото 2( ) 4 3f x x x   да се добие по-

линомот 2( ) 10 9g x x x   , со конечен број пати примена на трансформа-

циите 2 1( ) ( 1)xf x x f  или 2 1
1( ) ( 1) ( )xf x x f   .

24. Дадена е фигурата прикажана на цртежот десно. На
почетокот во секој квадрат е запишан бројот 0. Во
секој потег се избира еден од квадратите и истовре-
мено броевите кои се наоѓаат во тој квадрат и во не-
му соседните квадрати се зголемуваат за 1. Докажи
дека по конечно многу потези:
а) може да се постигне во секој квадрат да е запи-
шан бројот 2010;
б) не може да се постигне во секој квадрат да е запишан бројот 2011.

25. Три скакулци се наоѓаат во три темиња на квадрат. Секоја минута еден од
нив прескокнува некој од преостанатите два скакулци и доскокнува во точ-
ката која е централно симетрична на точката од која скокнал во однос на ска-
кулецот кој што го прескокнал. Дали може некој од скакулците по конечно
многу такви скокови да стигне во четвртото теме на квадратот?
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26. На бесконечна шаховска табла во квадрат n n се распоредени 2n жетони,
на секое поле по еден жетон. Се игра следнава игра. Во еден потег еден же-
тон се преместува во хоризонтален или вертикален правец, преку жетон на
соседното поле, на следното поле, ако истото е слободно. Прескокнатиот
жетон се отстранува од таблата. За кои n може да се постигне на таблата да
остане само еден жетон?

27. На полињата на правоаголна m n табла се поставени жетони кои се бели од
едната страна и црни од другата страна, така што сите полиња се свртени на
белата страна, освен еден жетон кој се наоѓа во еден од аглите на таблата и
тој е свртен на црната страна. Во еден потег е дозволено да се земе еден
жетон кој е свртен на црната страна, по што сите негови соседни по страна
жетони се превртуваат. За кои m и n од таблата можеме да ги земеме сите
жетони?

28. Во ред се наредени n жетони, кои се бели од едната страна и црни од дру-
гата страна. На почетокот сите жетони се завртени со белата страна нагоре.
Во секој чекор, ако е можно, отстрануваме по еден жетон со белата страна
нагоре, но не еден од крајните жетони, при што жетоните кои од двете стра-
ни му се најблиски на тој жетон (лево и десно) ги превртуваме. Докажи дека
може да постигнеме да ни останат само два жетона ако и само ако бројот

1n  не е делив со 3.

29. Рамностран триаголник ABC со должина на страна AB n  е поделен на
2n единечни рамнострани триаголници. Во секое теме на некој од малите

триаголници е запишан по еден број, и тоа 1 во темињата , ,A B C и точката

D за која важи 3AD  , а 0 во сите други темиња. Во еден чекор можеме
броевите запишани во темињата на некој ромб со должина на страна 1 (кој се
состои од два мали триаголника) да ги зголемиме или намалиме за иста
вредност. За кои n може да се постигне сите запишани броеви да се еднакви
на нула?

*
* *

Ако за истиот вид задача дадена на почетокот од овој параграф најдеме вели-
чина која при примена на дозволената операција се менува строго монотоно рас-
течки (опаѓачки), тогаш за ваквата величина велиме дека е полуинваријанта (мо-
ноинваријанта).

30. Во секое теме на петаголникот е запишан по еден цел број, при што збирот
на сите пет броја е позитивен. Се додека меѓу запишаните броеви има нега-
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тивни, ја реализираме следнава операција: избираме три последователни бро-
ја , , ( 0)x y z y  и ги заменуваме со броевите , ,x y y z y   . Докажи дека
овој процес завршува по конечен број чекори.

31. На почетокот на таблата се запишани n единици. Во еден чекор е дозволено
од таблата да се избришат броевите x и y и наместо нив за са запише бројот

4
x y . По 1n  чекори на таблата останува само еден број. Докажи дека овој

број е поголем или еднаков на 1
n .

32. Во полињата на правоаголна табела m n се запишани цели броеви. Дозво-
лено е операција со која се заменуваат знаците на сите броеви, кои се наоѓаат
во произволен ред или произволна колона на табелата. Докажи, дека со
помош на вакви операции може да се добие табела, во која збирот на бро-
евите во секој ред и во секоја колона е ненегативен.

33. Во рамнината се дадени 2 ( 1)n n  различни точки. Докажи, дека постојат n
отсечки со краеви во овие точки такви, што не постојат две отсечки со
заедничка внатрешна точка.

34. Секој член на еден парламент има најмногу три непријатели. Докажи дека
парламентот може да се подели на две групи така, што секој парламентарец
во својата група ќе има најмногу еден непријател. (Непријателството е симе-
трична релација.)

35. На пазарот има тезга за размена на килими. Ако има килим со димензии a b ,

клиентот може да добие или килим со димензии 1 1
a b или два килима со

димензии c b и a
c b (при секоја таква размена бројот c го избира клиен-

тот). Патник раскажал дека на почетокот имал еден килим со страни пого-
леми од 1, а по неколку такви размени се здобил со неколку килими, кај секој
од кои едната страна е поголема од 1, а другата е помала од 1. Дали може
патникот да ја говори вистината? (Ако клиентот сака, килимот со димензии
a b може да го смета за килим со димензии b a .)

36. Околу тркалезна маса седат 2024 гусари кои распоредуваат златници меѓу се-
бе. На почетокот сите златници се кај капетанот. Во секој чекор, ако некој
гусар има најмалку два златника, еден од тие гусари му дава по еден златник
на своите соседи.
а) Докажи дека за 2024n  гусарите никогаш нема да ја завршат распредел-
бата.
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б) Докажи дека за 2024n  како и да постапуваат гусарите ќе ја завршат
распределбата.

37. Нека , , ,a b c d се различни цели броеви. Во секој чекор броевите , , ,a b c d ги
заменуваме редоследно со броевите , , ,a b b c c d d a    . Докажи дека по
конечен број чекори апсолутната вредност на барем еден од броевите ќе биде
поголема од однапред зададен број позитивен број M .

38. Нека 2n  . На хоризонтална права се наоѓаат n болви но така што не се
сите во една точка. За позитивен број  потез се дефинира на следниов на-
чин: Се избираат две болви кои се наоѓаат во произволни точки A и B при
што точката A се наоѓа лево од точката B . Болвата од точката A скока во
точката C , која на дадената права се наоѓа десно од B така што важи
BC
AB

 .

Определи ги сите вредности на  така што за секоја точка M на дадената
права и произволен почетен распоред на n  те болви постои конечна низа
потези после која сите болви ќе се најдат десно од точката M .

39. Нека 2n луѓе седат на кружна маса на кои им се поделени m колачиња.
Колачињата може да се подаваат под следниве услови:
а) Секој може да подаде колаче само на соседите.
б) Ако некој подаде на некого колаче, тогаш тој мора и да изеде едно колаче.
Нека A е еден од тие луѓе. Најди го најмалиот број m така што без разлика
како колачињата првично се поделени, постои стратегија за подавање на
колачињата така што A да добие најмалку едно колаче.

40. Пабло има три сметки во банка, секоја од нив со цел број на долари на неа.
На Пабло му е дозволено да префрла пари од една на друга сметка така, што
сумата на сметката на која се префрлаат пари се дуплираат. Докажи дека
Пабло секогаш може да ги префрли сите пари на две сметки. Дали секогаш
Пабло може да ги префрли сите пари само на една сметка?
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18. БОЕЊА БРОЕВИ, ТОЧКИ И ОТСЕЧКИ

1. Дадени се 6 триелементни подмножества на множеството X . Докажи дека
елементите на X може да се обојат во две бои така што ниту едно од даде-
ните подмножества не е еднобојно (монохроматско).

2. Сите реални броеви поголеми од 1 се обоени во две бои, при што се користат
и двете бои. Докажи, дека постојат реални броеви a и b за кои броевите

1
b

a  и 1
a

b  се обоени во различни бои.

3. Докажи дека природните броеви можат да бидат обоени во две бои така што
истовремено се исполнети условите:

1) За секој прост број p и секој природен број n броевите 1,n np p  и 2np 

не се монохромаѕски.
2) Не постои бесконечна геометриска прогресија од монохроматски броеви.

4. Определи го минималниот број бои со кои може да се обојат природните
броеви од 1 до 2004 така што да не постојат тројки различни монохроматски
броеви , ,a b c за кои |a b и |b c .

5. Нека E е бројната оска (т.е. ориентирана права со единечна отсечка на неа)
и нека S е множеството точки од E кои имаат координати 19 85x y , каде
x и y се природни броеви. Точките од S се обоени во црвено, а останатите
точки од E кои имаат целобројни координати се обоени во зелено. Дали
постои точка A од E (не задолжително со целобројна координата) таква
што секои две точки B и C од E со целобројни координати кои се симе-
трични во однос на A да се различно обоени?

6. Множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}A  е поделено на три
подмножества. Докажи, дека постојат два броја (може и еднакви) од едно
исто подмножество чиј збир е во истото тоа подмножество.

7. Нека ,n k , ( , ) 1n k  , 1 1k n   и {1, 2,3,..., 1}M n  . Секој елемент
од M е обоен со една од две бои, бела или сина така што:
( )i за секој i од M , броевите i и n i имаат иста боја;

( )ii за секој ,i M i k  , броевите i и | |i k имаат иста боја.
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Докажи дека сите елементи од M се обоени во иста боја.

8. Дали може природните броеви да се обојат во 2009 бои така што секоја боја
да се среќава бесконечно многу пати и производот на секои два разнобојни
броја да има боја на некој од нив?

9. Секоја точка од рамнината е обоена во црвена или сина боја. Докажи дека по-
стои многуаголник со еднобојни темиња од барем еден од следниве видови:
- рамностран триаголник со должина на страна 2,
- рамностран триаголник со должина на страна 3 ,
- ромб со должина на страна 1.

10. Во просторот се дадени девет точки, такви што било кои четири не лежат во
иста рамнина. Секои две точки се поврзани со отсечка и секоја од нив е обое-
на со сина или со црвена боја или не е обоена. Определи го најмалиот број n

таков што при било какво боење на избраните n отсечки, меѓу нив постојат
три еднакво обоени кои се страни на триаголник.

11. Определи го најмалиот природен број n за кој важи: како и да ги обоиме во
три бои темињата на правилен n  аголник, постои рамнокрак трапез чии те-
миња се монохроматски.

12. Дадена е петстрана призма со основи 1 2 3 4 5A A A A A и 1 2 3 4 5B B B B B . Сите рабо-

ви на основите и сите отсечки i jA B ( , 1, 2,3, 4,5)i j  се обоени со црвена или

зелена боја, така што во секој триаголник, чии темиња се во темињата на ос-
новите на призмата, постојат две страни обоени со различна боја. Докажи
дека сите десет рабови на основите на призмата се обоени со иста боја.

13. Дадено е конечно множество точки во рамнината, такво што секоја точка има
целобројни координати. Дали е можно некои точки од тоа множество да се
обојат со црвена боја, а преостанатите со бела боја, така што за секоја права
L која е паралелна со било која од координатните оски, разликата меѓу бро-
јот на белите и бројот на црвените точки на L да биде 1 ,0 или 1?

14. Секоја точка од рамнината е обоена во сино или црвено. Докажи дека посто-
јат две сини точки на растојание 1 или четири колинеарни црвени точки

1 2 3 4, , ,A A A A такви што 1 2 2 3 3 4 1A A A A A A   .

15. Нека T е конвексна фигура во рамнина, која содржи барем три неколинеар-
ни точки. Секоја точка од фигурата е обоена во една од p дадени бои. Дока-
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жи дека за 3n  постојат бесконечно многу складни n -аголници такви што
сите нивни темиња се обоени со една иста боја.

16. Права е обоена во две бои. Докажи, дека постои отсечка чии крајни точки и
средина се монохроматски (обоени во иста боја).

17. Рамнина е обоена во две бои. Докажи, дека постои триаголник кој е сличен
на даден триаголник и чии темиња се монохроматски.

18. Рамнината е обоена во две бои. Докажи, де-ка постои рамнокрак правоаголен
триагол-ник чии темиња се монохроматски.

19. Тврдењата во секоја од задачите 16, 17 и 18 се точни ако наместо целата рам-
нина се разгледува конечно множество точки (за секоја задача множеството е
различно).

20. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во три бои. До-
кажи, дека постои рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се мо-
нохроматски.

21. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохро-
матски.

22. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои правоаголник чии темиња се монохроматски.

23. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во две бои. Дока-
жи, дека постои квадрат чии темиња се монохроматски.

24. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои квадрат чии темиња се монохроматски.

25. Нека во рамнината точките со целобројни координати се обоени во k бои и
M е произволно конечно множество точки од решетката. Тогаш постои мо-
нохроматско множество, слично на множеството M .

26. Во точките на целобројната решетка на рамнината се запишани природни
броеви. Докажи, дека за секој n постои квадрат со страни паралелни на
линиите на решетката, таков што збирот на броевите внатре во квадратот е
делив со n .
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27. Нека рамнината е обоена во k бои и M е произволно конечно множество
точки од рамнината. Докажи, дека постои монохроматско множество, слично
на множеството M .

28. Во рамнината се дадени две различни точки O и A . За секоја точка X во
рамнината, различна од O , со ( )X ја означуваме големината на аголот

AOX изразена во радијани (0 ( ) 2X   и аголот се мери од кракот AO

во насока обратна од движењето на стрелките на часовникот) и со ( )C X ја

означуваме кружницата со центар во O и радиус ( )X

OX
OX  . Точките од

рамнината се обоени со конечно многу бои. Докажи дека во рамнината
постои точка Y за која ( ) 0Y  и таква што на кружницата ( )C Y се наоѓа
точка обоена со истата боја како и Y .

29. Дадена е бесконечна квадратна решетка. Определи го најмалиот природен
број n со следново својство: За секој позитивен број d јазлите на решетката
може да бидат обоени во n бои така, што секои два јазли меѓу кои расто-
јанието е d се обоени во различни бои.
Бројот n се нарекува хроматичен број на решетката.

30. За множеството прави во рамнината ќе велиме дека се во општа положба ако
никои две прави не се паралелни и никои три не минуваат низ иста точка.
Множеството прави во општа положба ја дели рамнината на области; ограни-
чени области во поделбата ги нарекуваме оние кои имаат конечна плоштина.
Докажи дека за секој доволно голем n, во секое множество од n прави во оп-
шта положба може да се обојат во сино барем n прави така што ниту една
од ограничените области во поделбата нема потполно сина граница.

31. Триаголникот ZCP е поделен на 25 мали
триаголници како на цртежот десно, а потоа
сите темиња на овие триаголници се обоени
во три бои на следниот начин: темето Z е
обоено со зелена боја, темето C со црвена
и темето P со сина; секое од темињата на
отсечката ZC е обоено или со зелена или со
црвена боја, секое од темињата на отсечката
CP е обоено или со црвена или со сина бо-
ја, а секое од темињата на отсечката ZP е
обоено или со зелена или со сина боја. Секое теме кое се наоѓа во внатреш-
носта на триаголникот е обоено без ограничување, со една од трите бои.
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Докажи, дека за секое боење барем на еден од 25-те мали триаголници теми-
њата се обоени со различна боја.

32. Секоја точка во рамнината е обоена со една од три бои. Докажи, дека постои
триаголник за кој важи:
i) Темињата на триаголникот се монохроматски.
ii) Радиусот на опишаната кружница околу триаголникот е 2008.
iii) Еден агол на триаголникот е два или три пати поголем од некој од дру-

гите два агли на триаголникот.

33. Рамнината е поделена на единечни квадрати со помош на две множества па-
ралелни прави кои формираат бесконечна решетка. Секој единечен квадрат е
обоен во една од 1201 боја така што ниту еден правоаголник со периметар
100 не содржи два единечни квадрати обоени со иста боја. Докажи дека ниту
еден правоаголник со димензии 1 1201 (или 1201 1 ) не содржи два квадра-
та обоени со иста боја.
Напомена. Се претпоставува дека страните на сите разгледувани правоагол-
ници припаѓаат на решетката.

34. Определи ги сите природни броеви n такви што страните и дијагоналите на
правилен n  аголник може да се обојат така што се исполнети следниве ус-
лови:
а) Секоја страна или дијагонала е обоена во една боја.
б) За секои три различни бои постои триаголник со темиња меѓу темињата на
правилниот n  аголник чии страни се обоени со тие три бои.

35. На кружница е дадено множество E од 2 1n  ( 3n  )  различни точки, меѓу
кои точно k точки се обоени со црна боја. За боењето на точките велиме де-
ка е „добро“ ако постојат две црни точки такви што во внатрешноста на еден
од соодветните лаци кои тие точки ги определуваат се наоѓаат точно n точки
од E . Определи го најмалиот број k за кој секое боење на множеството E е
„добро“.

36. Во рамнината се дадени 2012 точки, секоја обоена во една од n бои. Познато
е дека нема две бои со кои се обоени еднаков број точки. Да се определи оној
број n , за кој бројот на множествата со по n точки, по една од секоја боја, е
максимален.

37. Целобројните точки во рамнината се обоени со три бои. Определи го најма-
лиот позитивен реален број S со следново својство: за секое такво боење
постои триаголник со плоштина S , чии темиња се монохроматски?
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38. Во целобројна решетка е даден 10 10 квадрат. Единечните отсечки на ква-
дратот се обоени во неколку бои. Познато е дека контурата на секој квадрат
со страни на целобројната решетка е обоена најмногу во две бои. (Не е
задолжително таков квадрат да се содржи во дадениот.) Определи го макси-
малниот број искористени бои?

39. Конфигурацијата од 4027 точки во рамнината ја нарекуваме колумбиска ако
се состои од 2013 црвени и 2014 сини точки, при што никои три точки од
конфигурацијата не се колинерани. Со повлекување на прави рамнината се
дели на области. За распоредот на правите ќе велиме дека е добар за колум-
биската конфигурација, ако се исполнети следниве услови:
- ниту една права не минува низ некоја точка од конфигурацијата,
- ниту една област не содржи различно обоени точки.
Определи го најмалиот број k таков што за секоја колумбиска конфигура-
ција од 4027 постои добар распоред на k прави.
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19. БОЕЊА И ПОПЛОЧУВАЊА

1. Дадена е квадрат 4 4 и четири различни бои. На колку начини може да се
обои квадратот, секое квадратче во една боја, така да во секоја колона и во
секоја редица, секоја боја се јавува точно еднаш.

2. Секое поле на квадратна 50 50 табела е обоено со една од 10 бои. Докажи
дека на табелата постојат полиња , , , ,M A B C D обоени со иста боја така што
A е во ист правец лево од M (не задолжително соседно), B е во ист правец

десно од M , C е во ист правец горе од M и D е во ист правец долу од M .

3. Определи ги сите природни броеви n за кои квадрат со должина на страна n

може да се расече на квадрати со должини на страни 2 или 3.

4. Дадена е табла со димензии 8 8 која е шаховски обоена во две бои црна и
бела, т.е. полињата кои имаат заедничка страна се обоени во различни бои.
Во еден потег треба да избереме еден ред или една колона и на секое од
осумте полиња во тој ред или колона да ја смениме бојате, од црна во бела и
обратно. Дали може со конечна низа вакви потези да се постигне точно едно
поле на таблата да е црно?

5. Докажи, дека табла со димензии 8 8 не мо-
же да се покрие со 15 тетрамина од облик на
цртеж а) и едно тетрамино од облик на цр-
теж б).

6. Правоаголна табла со димензии m n е покриенa со 2 2 и 1 4 тетрамина,
кои не се преклопуваат и не излегуваат надвор од таблата. Докажи, дека
таблата не може да се покрие на опишаниот начин со истите тетрамина, ако
едно од тетрамината 2 2 се замени со тетратмино 1 4 .

7. Дали може квадратна табла со димензии 10 10 да се покрие со 1 4 тетра-
мина?

8. Квадратна табла со димензии 2004 2004 се покрива со 1 4 тетрамина Да-
ли постои покривање во кое бројот на хоризонтално поставени домина е ед-
наков на бројот на вертикално поставени тетрамина?
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9. Дали може табла со димензии 10 10 да се покрие со 25 T  те-
трамина (цртеж десно)?

10. На секое поле на табла 3 3 се наоѓа по 1 жетон. Во секој че-
кор преместуваме било кои два жетони, секој од нив на сосед-
но поле (соседни се полиња кои имаат заедничка страна). Да-
ли е можно, по определен број чекори, сите жетони да се нај-
дат на полето означено со буквата X ?

11. На табла со димензии 10 10 се поставени 50 жето-
ни така што никои два не се на исто поле. Притоа
25 жетони се поставени на долниот лев дел од таб-
лата, а преостанатите 25 жетони се поставени на
горниот десен дел од таблата (цртеж десно). Нека

, ,X Y Z се редоследно три последователни полиња
(хоризонтално, вертикално или дијагонално. Ако
два жетони се на полињата X и Y и ако полето Z
е слободно, жетонот од полето X може да се премести на полето Z , пре-
скокнувајќи го жетонот на полето Y .
Дали со конечна низа вакви потези може да се преместат сите жетони на
долниот дел од таблата, т.е. на првите пет реда гледајќи оддолу-нагоре?

12. Даден е правилен n  аголник. Повлечени се некои дијагонали на n  аголни-
кот, така што никои две не се сечат во внатрешна точка и тие го делат n  агол-
никот на триаголници. Притоа од секое теме на n  аголникот излегуваат парен
број дијагонали. Определи ги сите природни броеви 4n  за кои ова е можно.

13. Дадена е табла со димензии 2016 2017 . Дали е
можно во последната колона да се отстранат две
полиња и така добиената плоча да се покрие со
пентонима дадени на цртежот десно? Пентони-
мата може да се ротираат.

14. Определи го најголемиот можен број на тетрамина од вид кои може
да се постават на квадратна табла со димензии 2003 2003 (не се дозволени
ротации) така да без преклопувања секое од нив да покрива точно четири
квадратчиња од таблата.

15. Дали е можно во единечните квадратчиња на табла со
димензии 6 6 да се запишат броевите од 1 до 36, во
секое квадратче по еден број, така што збирот на брое-
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вите запишани во секоја од фигурите дадени на цртежот десно е делив со
бројот 2?

16. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем xOy . Во секоја точка

( ,0),k k  е повлечена права паралелна со y  оската и во секоја точка

(0, ),n n е повлечена права паралелна со x  оската, со што е добиена
бесконечна табла. Во секое единечно квадратче на таблата се запишани нене-
гативни цели броеви такви што секој број е еднаков на аритметичката сре-
дина на броевите запишани во соседните квадратчиња (соседни се квадратчи-
њата кои имаат заедничка страна). Докажи дека сите запишани броеви се
еднакви.

17. Во секое единечно квадратче на квадратна табла со димензии
50 50 е запишан по еден број. Притоа каде и да ја поставиме
фигурата прикажана на цртежот десно (дозволени се ротации),
таа покрива четири полиња за кои збирот на запишаните брое-
ви е еднаков на 4. Докажи, дека сите запишани броеви се еднакви меѓу себе.

18. Од квадратна 2012 2012 табла е исечено едно единечно кавдратче. Докажи
дека остатокот од таблата може да се покрие со L тримина.

19. Агол со рамо n се нарекува фигура составена од 2 1n  квадратчиња 1 1 ,
која се добива кога на две соседни страни на едно квадратче 1 1 се залепи
по еден правоаголник со димензија 1 ( 1)n  така, што единичните страни на
квадратчето и правоагоникот се совпаѓаат.
Квадратчињата на табла со димензии 100 100 се обоени во 15 бои. Ќе вели-
ме дека еден агол со рамо 8 е разнобоен, ако тој содржи по едно квадратче од
секоја боја. Определи го најголемиот број разнобојни агли со рамо 8 на
таблата.

20. Располагаме со 19 аголни тримина ( 2 2 квадрат од кој е отстрането едно
квадратче) и неограничен број 2 2 квадрати. Определи го најголемиот
непарен број n за кој квадрат n n може да се покрие со дадените фигури.

21. На секое поле на квадратна табла со димензии 8 8 е поставена коцка (работ
на поставените коцки е еднаков страната на полињата на таблата). Една од
шесте страни на секоја од поставените коцки е обоена црно, а останатите пет
страни се обоени бело. Цел ред или цела колона коцки може да ротира за

90 ,180  или 270 (ротира како паралелопипед со основа квадрат и висина
осум пати поголема од страната на неговата основа). Дали постои редослед
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на ротации после кој сите црно обоени полиња се на горната страна на поста-
вените коцки.

22. Дадени се природни броеви ,m n и r , 2n  , 1 1r n   и квадратна табла
со димензии ( ) ( )mn r mn r   . Таблата е покриена со квадрати со димензии
n n со страни паралелни со страните на таблата, така што секое единечно
поле е покриено барем еднаш. Определи го најмалиот можен број единечни
полиња кои се покриени повеќе од еднаш.

23. Дадена е квадратна табла со димензија n n , каде n е парен број. Таблата е

поделена на 2n единечни квадрати. Два различни единечни квадрати на
таблата се соседни ако имаат заедничка страна.
Означени се N единечни квадрати така што секој единечен квадрат (означен
или неозначен) е соседен со барем еден означен квадрат.
Определи ја најмалата можна вредност на бројот N .

24. Нека 2n  е природен број. Од квадрат n n е отстрането едно поле и
остатокот на квадратот е покриен со квадрати 2 2 и 3 3 . Определи ги
можните вредности на n .

25. Дадена е бесконечна шаховска табла, поставе-
на во првиот квадрант, чии полиња се обоени
со бела и црна боја, а редовите и колоните се
нумерирани со броевите 1, 2, 3, ... (цртеж дес-
но). На почетокот на полето (1,1) е поставен
жетон. На секој чекор се избира еден од веќе
поставените жетони и се заменува со два нови
жетони според следново правило: ако на таб-
лата има k жетони и избраниот жетон е на
полето ( , )i j , тогаш двата нови жетона се поставуваат на полињата ( , 1)i k  и

( 1, )k j . Определи го бројот на достижните конфигурации, кои се состојат
од n жето-ни распоредени само на црните полиња.

26. Секое поле во табла 2014 2014 е обоено црно или бело. Познато е дека
секој квадрат 2 2 содржи парен број црни полиња, а секој крст (квадрат
3 3 без четирите аголни полиња) содржи непарен број црни полиња. Дока-
жи дека четирите аголни полиња од таблата се еднобојни.

27. Кука ќе ја наречеме фигурата прикажана на цртежот десно,
која составена од шест единечни квадрати, или било која друга
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фигура која е добиена од оваа фигура со примена на ротации и осни
симетрии. Определи ги сите m n правоаголници кои можат да се покријат
со куки така што
1) правоаголникот е покриен без празнини и преклопувања,
2) ниту еден дел од некоја кука не е надвор од правоаголникот.

28. Дадена е шаховска табла со димензии , . За боењето на единеч-
ните полиња на таблата во боите бела, зелена, црвена и сина (секое поле е
обоено со една боја) ќе велиме дека е шарено, ако четирите полиња во секој

квадрат се обоени во различни бои. Определи го бројот на шарените
боења на таблата.

29. Коцка со димензии 3 3 3  е поделена на 27 складни единечни коцки (клет-
ки). Една од добиените единечни клетки е празна, а во секоја од преостана-
тите се наоѓа единечна коцка означена со еден од броевите 1, 2, ..., 26 (секој
од овие броеви е доделен на точно една коцка). Дозволено е единечна коцка
да се премести во соседна празна клетка (две клетки се соседни ако имаат
заеднички ѕид). Дали може со помош на конечно многу дозволени потези
единичните коцки да се распоредат така што коцките означени со броевите
k и 27 k ги заменат местата, за секој {1,2,...,13}k ?

30. Полињата на бесконечна шаховска табла се стандардно обоени во црна и
бела боја. Потоа сите бели полиња се преобоени во црвена и сина боја така
што полињата кои имаат соседен агол се разнобојни. Нека l е произволна
права, која не е паралелна со страните на полињата. За секоја отсечка I која
е паралелна на l ја пресметуваме разликата од збировите на црвените и
сините делови на I . Докажи, дека постои број C , кој зависи само од правата
l , таков што сите добиени се помали или еднакви на C .

31. Точките во рамнината со целобројни координати се темиња на единечни
квадрати. Квадратите се наизменично обоени со бела и црна боја (како ша-
ховска табла). За произволен пар позитивни цели броеви m и n разгледуваме
правоаголен триаголник чии темиња имаат целобројни координати, а него-
вите катети, со должини m и n, лежат на страните на единечните квадрати.
Нека 1S е вкупната плоштина на црниот дел од триаголникот и 2S е вкуп-
ната плоштина на белиот дел од триаголникот. Нека

1 2( , ) | |f m n S S  .

а) Пресметај го ( , )f m n за кои било позитивни цели броеви m и n со иста
парност.
б) Докажи, дека 1

2( , ) max{ , }f m n m n за секои природни броеви m и n.

m n , 2m n 

2 2
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в) Докажи, дека не постои константа C таква што ( , )f m n C за секои при-
родни броеви m и n.

32. За полином ( )f x со реални коефициенти, deg 2012f  и позитивен водечки
коефициент ја разгледуваме фигурата составена од сите точки со координати
( , )x y такви што ( )y f x . Дали може рамнината да се покрие со конечен
број такви фигури?

33. Од квадратна табла со димензии 100 100 се исечени 1950 домина (право-
аголници 1 2 или 2 1 ). Докажи дека од преостанатите делови може да се
исече тетрамино (евентуално ротирано). Ако тетраминото веќе се добило се
смета дека е исечено.

34. Правоаголник со димензии 9 12 е поделен на единични квадрати. Со црвена
боја се обоени центрите на сите единични квадрати, освен на четирите агол-
ни и осумте квадрати кои имаат заедничка страна со некој од аголните квад-
рати. Дали е можно црвените центри да се означат со 1 2 96, ,...,C C C , но така
да се исполнети следниве услови:
1) 1 2 2 3 95 96 96 1... 13C C C C C C C C     , и

2) затворената искршена линија 1 2 96 1...C C C C е централно симетрична.

35. Дадена е квадратна табла 8 8 чии полиња се бели. Во еден чекор можеме да
одбереме 2 2 квадрат со сите бели полиња и во него да обоиме црно две
дијагонално соседни полиња. Колку чекори може најмногу да се направат?

36. Нека n е природен број. Определи го (во зависност од ) најмалиот приро-
ден број m за кој може да се обојат точно n полиња на бесконечна квадрат-
на табла така што е исполнет условот:
Секој правоаголник со страни долж линиите на таблата на кој му се обоени
две спротивни аголни полиња содржи најмногу обоени полиња.

37. Сите квадратчиња на табла 1000 1000 се обоени црно или бело. Познато е
дека постојат квадрат 10 10 во кој сите квадратчиња се црни и квадрат
10 10 во кој сите квадратчиња се бели. За секој квадрат со димензии
10 10 дефинираме негова моќ ( )m K како апсолутна вредност на разликата
на бројот на црните и белите  полиња во квадратот K . Нека T е 10 10
квадрат кој има најмала моќ меѓу сите квадрати на дадената табла со димен-
зија 10 10 . Определи ја најголемата можна вредност за ( )m T .
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38. Во едно од полињата на квадратна 41 41 табла е маскиран тенк. Стрелец со
еден истрел погодува едно поле. Ако го погоди полето во кое е тенкот, тогаш
тенкот се преместува во соседно поле, а во спротивно останува во полето во
кое се наоѓа. Соседни се полињата кои имаат заедничка страна. По истрелот
стрелецот не знае дали го погодил или не го погодил тенкот. За да се уништи
тенкот треба да е погоден двапати. Кој е најмалиот број истрели со кој стре-
лецот сигурно ќе го уништи тенкот?

39. Во квадрат 17 17 во црна боја се обоени n полиња. Секој ред, секоја колона
и секоја голема дијагонала на квадратот ќе ја наречеме линија. Во еден чекор
е дозволено ако најмалку 6 полиња на таа линија се обоени во црно, сите
полиња на таа линија да се обојат во црно. Определи ја најмалата можна
вредност на n , за која постои почетна конфигурација на n црни полиња, од
која може по конечен број чекори да се добие црна табла.

40. Квадрат, поделен на единечни квадратчиња, може да се расече на n складни
фигури со по k квадратчиња во секоја фигура. Докажи дека истиот квадрат
може да се расече и на k складни фигури со по n квадратчиња во секоја
фигура.

41. На квадрат 100 100 се поставени неколку рамнокраки правоаголни триагол-
ници со катети 1 кои не се сечат, при што секој триаголник покрива точно
половина поле. Се покажало дека секоја страна на поле (вклучувајќи ги и
граничните) е покриена од точно една катета на триаголник. Определи го
најголемиот можен број полиња кои не содржат ниту еден триаголник.

42. Квадрат со димензии n n е поделен на единечни квадрати. Во големиот
квадрат треба да се постават определен број рамнокраки правоаголни три-
аголници со должина на хипотенуза 2 и со темиња во темињита на единеч-
ните квадрати, но така што секоја страна на секој единечен  квадрат припаѓа
тачно на еден триаголник (лежи во внатрешноста или на работ). Определи ги
сите вредности на n за кои ова е можно.

43. Нека f е бројот на начините на покривање на табла со димензии 2 n со

2 1 домина, b е бројот на низи од единици и двојки чиј збир е еднаков на
n и

1 2
0 2 2

1 2 2 1
1 3 2 1

( ) ( ) ... ( ), 2

( ) ( ) ... ( ), 2 1.

m m m
m

m m m
m

n m
c

n m



  


     
    

(1)

Докажи, дека f b c  .
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44. Нека P е полимино со следниве својства:
1) барем еден правоаголник може да биде покриен со копии на P ,
2) за секој правоаголник, кој може да биде покриен со копии на P , тоа по-

кривање е единствено со точност до симетриите кои го запазуваат право-
аголникот.

Докажи, дека P е квадрат.

45. Во полињата на n n табла се распоредени 2 1n  жетони. Докажи дека
некои од овие жетони може да се обојат во зелено така што:
1) во секој ред и во секоја колона има парен број зелени жетони, или
2) во секој ред и во секоја колона има непарен број зелени жетони.
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20. ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ

1. Нека Q е множество од n елементи. Матрицата елементи од Q ја наре-
куваме латински r n  правоаголник ако во секој нејзин ред и во секоја неј-
зина колона сите елементи се различни меѓу себе.
Латинскиот n n правоаголник го нарекуваме латински квадрат од n  ти
ред.
Докажи, дека за секој природен број постои латински квадрат од n  ти ред.

2. Првиот квадрант на координатната рамнина е поделен на единечни квадрати.
Дали е можно во секој од овие квадрати да се запише по еден природен број,
така што во секој ред и секоја колона секој природен број биде запишан точ-
но еднаш?

3. Даден е латински квадрат од (2 1)n   ви ред пополнет со броевите 1, 2,...,
2 1n  . Ако броевите се симетрично распоредени во однос на една од дијаго-
налите, докажи дека на таа дијагонала се наоѓаат сите броеви од 1 до 2 1n  .

4. Докажи, дека за произволни природни броеви n и r , r n постои латински
r n  правоаголник.

5. Латинскиот 3 6  правоаголник
1 2 3 4 5 0
2 3 5 1 0 4
5 4 0 2 3 1

 
 
 
  

прошири го до латински 4 6  правоаголник.

6. Определи го бројот на латинските 2 n правоаголници.

7. За латинските квадрати кои еден од друг можат да се добијат со пермутирање
на редиците, колоните или преименување на елементите ќе велиме дека се
изотопни.
Нека множеството Q елементи на латинскиот квадрат е подредено мно-
жество. За латинскиот квадрат ќе велиме дека е стандарден ако елементите
на првиот ред се во основен поредок (основна пермутација). За латинскиот
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квадрат ќе велиме дека е двојно стандарден ако и елементите на првиот ред
и елементите на првата колона се во основен поредок.
За два латински квадрати [ ]ijA a и [ ]ijB b од n  ти ред ( , 1,...,i j n ) ќе

велиме дека се заемно ортогонални, ако за сите вредности на индексите , ,i j

,k l важи ( , ) ( , )ij ij kl kla b a b кога ( , ) ( , )i j k l , т.е. ако сите 2n подредени

парови ( , )ij ija b се различни меѓу себе.

Дадени се латинските квадрати:
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

A

 
 
 
 
 
 

и

1 2 3 4
3 4 1 2
4 3 2 1
2 1 4 3

B

 
 
 
 
 
 

.

Докажи дека тие се ортогонални.

8. Конструирај пар ортогонални латински квадрати од ред 2 1, 1n k k   .

9. Нека 1 2, ,..., kL L L се по парови заемно ортогонални латински квадрати. Дока-

жи дека постојат латински квадрати ' ' '
1 2, ,..., kL L L кои се изотопни на даде-

ните, стандардни и по парови заемно ортогонални.

10. Докажи дека за секој природен број 1n  постојат најмногу 1n  неизотопни
по парови заемно ортогонални латински квадрати.

11. За множеството од 1n  по парови ортогонални латински квадрати од ред n

велиме дека е потполн систем ортогонални латински квадрати од ред n

(скратено ПСОЛК ( )n ).

Докажи, дека за секој прост број 2p  постои ПСОЛК ( )p .

12. Конструирај ги ортогоналните латински квадрати од 5-ти ред.
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21. МАГИЧНИ КВАДРАТИ

1. Магичен квадрат од n  ти ред е квадратна n n шема (или матрица) од 2n
природни броеви, такви што збирот на броевите запишани во секој ред, во
секоја колона и на секоја дијагонала е еднаков на еден ист број nK . Бројот

nK го нарекуваме магична константа.

Ако во магичниот квадрат од n  ти ред се запишани првите 2n природни
броеви, тогаш нивниот збир е:

2 2( 1)2
21 2 ... n nn     ,

па затоа магичната константа е
2( 1)
2

n n
nK  . Магичните квадрати кои се

составени од броевите од 1 до 2n ги нарекуваме стандардни магични ква-
драти.
Конструирај магичен квадрат од ред 2 1n k  .

2. Конструирај магичен квадрат од ред 4n k , 1k  .

3. Конструирај магичен квадрат од ред 4 2n k  , 1k  .

4. Нека , ,a d n . Докажи дека од членовите на конечната аритметичка про-

гресија ( 1)ka a k d   , 21,2,...,k n може да се состави магичен квадрат.
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22. НЕКОНКУРЕНТСКИ ИГРИ

Математичките игри, кои овде се предмет на нашите разгледувања, се една
од најнестандардните и најразновидни области. Ние нема да се задржиме на
теориските разгледувања и на класичните алгоритми за решавање на определени
видови игри, туку ќе разгледаме неколку задачи кои припаѓаат на оваа интересна
математичка дисциплина и кои се задавани на матемаички натпревари.

Во овј параграф ќе разгледаме задачи во кои при определени услови треба да
се постигне дадена цел, но притоа нема играч кој оневозможува да се постигне
целта. Ваквите видови игри се нарекуваат неконкурентски игри.

1. Во едно кралство има 100 мудреци. Кралот сака да ги тестира мудреците на
следниов начин: ги реди во колона и на еској на главата му става бела или
црна капа така што секој мудрец ги геда капите на сите пред него, но не ја
гледа својата капа и капите на тие зад него. Потоа мудреците еден по еден
пробуваат да ја погодат бојата на својата капа. Мудрецот кој ќе погоди
добива награда еден златник, а мудрецот кој нема да погоди плаќа казна од
еден златник. Кој е најмалиот број златници кои мудреците заедно може да
ги заработат?

2. На случаен начин 2008 момчиња и 2008 девојчиња се распоредени на круг.
Секое девојче има топка, а секое момче има кукла. Во еден чекор секој на
својот десен сосед му го предава предметот кој го има во моментот. Потоа
сите момчиња кои добиле топка и сите девојчиња кои добиле кукла го на-
пуштаат кругот, а преостанатите продолжуваат на истиот начин. Определи го
максималниот можен број чекори во оваа игра.

3. Група разбојници го крие своето богатство во 2011 пештери кои се означени
со броевите 1, 2, 3, ..., 2011. Преку ден богатството се наоѓа во една од
пештерите, а во текот на ноќта разбојниците богатството го преместуваат во
една од соседните пештери. Алибаба ја имал оваа информација и секој ден на
пладне пребарува една од пештерите. Дали постои стратегија со која Алибаба
ќе го најде богатството по конечен број денови?

4. Група разбојници го крие своето богатство во n пештери кои редоследно се
означени со броевите 1, 2,..., n . Преку ден богатството се наоѓа во една од
пештерите, а во текот на ноќта разбојниците богатството го пренесуваат
надесно во соседната пештера. Кога богатството ќе се најде во крајната десна
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пештера, т.е. во пештерата означена со бројот n , тоа останува во неа. Али-
баба ја имал оваа информација и секој ден на пладне пребарува една од пеш-
терите. Определи го најмалиот можен број денови кои му се потребни на
Алибаба за со сигурност да го најде богатството.

5. Горјан ги запишал броевите од 1 до 100 во некој редослед. Со едно прашање
Андреј од Горјан може да го дознае меѓусебниот редослед на произволни 50
од запишаните броеви. Докажи дека со помош на само пет прашања Андреј
може да го открие редоследот на сите 100 броеви.

6. На неколку деца им се дадени 2n монети, при што секое дете има најмалку
една монета. Во еден потег, секогаш кога некое дете има најмалку половина
од сите монети, а повеќе од секое од преостанатите други деца, тоа на секое
друго дете му дава онолку монети колку што тоа дете веќе има. Колку нај-
многу потези може да се направат?

7. Во еден чекор можеме да го измениме множеството {1,2,..., }S X n  на
еден од следниве начини:
i) го додаваме 1, ако 1 S ,
ii) го отфрламе n , ако n S ,
iii) го отфрламе r и го додаваме 1r  , ако r е таков што r S и 1r S  .

Нека претпоставиме дека постои низа од 2 1n  чекори во која од  доаѓаме
до множеството { }n , при што поминуваме низ секое подмножество на мно-
жеството X точно еднаш. Докажи дека 1n  е степен на бројот 2.

8. Пабло замислил природен број n , 1 2000n  , а Матео пробува да го по-
годи. Во секој чекор Матео може да избере множество броеви A и во врска
со тоа множество на Пабло да му постави едно прашање, на што Пабло одго-
вара со да или со не. Определи го најмалиот број прашања кои што му се
потребни на Матео за со сигурност да го погоди бројот n .

9. Ивана замислила полином ( )P x чии коефициенти се ненегативни цели бро-
еви. Марија сака да го определи овој полином. Во еден потез го кажува
целиот број k , а Ивана и ја соопштува вредноста ( )P k . Најди стратегија со

која Марија со најмал број потези ќе го определи полиномот ( )P x .

10. Петар и Васил измислиле десет квадратни полиноми. Потоа Васил кажувал
последователни природни броеви (почнувајќи од некој број), а Петар го
заменувал секој од кажаните броеви во некој од квадратните полиноми (по
сопствен избор) и добиените вредности ги запишувал на табла од лево на
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десно. Се покажало, дека броевите, запишани на таблата, формираат арит-
метичка прогресија (во редослед во кој се запишувани). Колку најмногу
броеви може да каже Васил?

11. На кружница се распоредени 2009 ненегативни цели броеви кои се помали
или еднакви на 100. Дозволено е да се додаде по 1 на секои два соседни бро-
ја, при што за секои два соседни броја оваа операција се извршува најмногу
k пати. Определи го најмалиот k за кој сме сигурни дека сите броеви може-
ме да ги направиме еднакви.

12. Бесмртна болва се движи по целобројните точки од реалната права, почну-
вајќи од 0. За секој природен број k таа во k  тиот скок скока лево или дес-

но за 2 1k  во однос на точката во која се наоѓа. Дали е точно дека за секоја
точка со координата природен број постои момент во кој болвата ќе биде во
таа точка, ако и е дозволено да минува низ една иста точка повеќе од еднаш?

13. Дадени се три карти и на секоја од нив е напишан по еден природен број.
Овие броеви ,p q и r го задоволуваат условот 0 p q r   . Тројца играчи

,A B и C играат игра во која еден круг се состои во следното: картите се ме-
шаат и се делат така што секој играч добива по една карта и потоа секој иг-
рач добива онолку топчиња колку што е бројот запишан на неговата карта,
по што картите се враќаат, а топчињата остануваат кај играчите. Играта има
N кругови, 2N  . На крајот на играта, играчот A имал вкупно 20 топчи-
ња, B  10 топчиња, а 9C  топчиња.
Познато е дека во последниот круг играчот B добил r топчиња. Кој од игра-
чите добил q топчиња во првиот круг?

14. На кружница во некој редослед се распоредени броевите 1, 2,..., n . Ако по-
стојат два соседни броја a и b ( b е десно од a ) така што 2b a  , дозво-
лено е на овие броеви да им ги замениме местата. Докажи дека по најмногу

3( )n вакви замени може да се дојде во состојба по која понатаму замените не
се можни.

15. На темињата на правилен петаголник им се придружени цели броеви, чиј
збир е природен број. Ако на три последователни темиња им соодветствуваат
броевите , ,x y z и 0y  , тогаш се врши следнава операција:

броевите , ,x y z се заменуваат со , ,x y y z y   , соодветно.
Оваа операција се изведува се додека барем еден од петте броеви е негати-
вен. Дали постапката ќе заврши по конечно многу чекори?
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16. Даден е природен број 2N  . Во редица се наоѓаат ( 1)N N  фудбалери со

меѓусебно различни висини. Тренерот Ванчо сака да отстрани ( 1)N N  иг-
рачи, така што ќе остане редица со 2N фудбалери во која се задоволени
следниве N услови:
1) меѓу двајцата највисоки играчи не стои никој,
2) меѓу третиот и четвртиот играч по висина не стои никој,

..................................................................................................
N) меѓу двајцата најниски играчи не стои никој.
Докажи дека ова секогаш може да се постигне.

17. Нека се n и k природни броеви такви што k n и k n е парен број. Дадени
се 2n сијалици означени со броевите 1, 2,..., 2n ; секоја од кои може да биде
запалена или изгасната. На почетокот сите сијалици се изгаснатаи. Разгледу-
ваме низи од чекори: во секој чекор се менува состојбата на тачно една си-
јалица (запалена станува изгасната, а изгасната - запалена).
Нека N е бројот на такви низи од k чекори кои даваат состојба во која сите
сијалици од 1 до n се запалени, а сите сијалици од 1n  до 2n се изгаснати.
Нека M е бројот на такви низи од k чекори кои даваат состојба во која сите
сијалици од 1 до n запалени, а сите сијалици од 1n  до 2n се изгаснати и
притоа ниту еднаш не е променета состојбата на сјалиците од 1n  до 2n .

Пресметај N
M .

18. Дадена е правоаголна табла ABCD со димензии 20AB  и 12BC  , која е
поделена на 20 12 единечни квадрати.
Нека r . Монета може да биде придвижена од еден квадрат на друг ако и

само ако растојанието меѓу центрите на двата квадрата е r . Целта е да се
најде низа од движења на монетата од квадратот чие теме е A до квадратот
чие теме е B .
a) Докажи дека целта не може да се постигне ако r е делив со 2 или 3.
b) Докажи дека целта може да се постигне ако 73r  .
c) Дали целта може да се постигне ако 97r  ?

19. Десет играчи почнале да играат игра, секој со иста сума пари. Еден по друг
секој од нив фрлал по пет коцки. По секое фрлање, играчот кој ги фрлил коц-
ките му исплаќа на секој од своите девет соиграчи сума еднаква на n  тиот
дел од сумата која овој ја имал пред последното фрлање на коцките, каде n е
збирот на броевите кои ги покажале коцките. Кога последниот, десеттиот
играч ги фрлил коцките збирот на броевите кои го покажале бил 12, и по
извршеното плаќање се покажало дека секој играч имал еднаква сума на пари
како и на почетокот на играта.
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Најди ги, ако тоа е можно, збировите на броевите кои ги покажале коцките во
претходните девет фрлања.

20. Во еден ред се наредени n бели и n црни жетони. Во еден потег два разно-
бојни жетони можат да си ги заменат местата, но само ако меѓу нив има нај-
многу 1n  други жетони. Колкав е најмалиот број на потези со кои, тргну-
вајќи од произволен распоред, белите жетони може да се разместат на првите
n места, а црните жетони на преостанатите n места.

21. Во секоја од шесте кутии 1 2 3 4 5 6, , , , ,B B B B B B на почетокот се наоѓа точно по
една монета. Дозволено е да се вршат следниве операции:

1 Да се избере непразна кутија jB за некој {1,2,3,4,5}j , да се извади една

монета од jB и да се додадат две монети во 1jB  .

2 Да се избере непразна кутија kB за некој {1,2,3,4}k , да се извади една

монета од kB и да се заменат содржините (може да се и празни) на кутиите

1kB  и 2kB  .
Испитај дали со конечна низа вакви операции може да се постигне кутиите

1 2 3 4 5, , , ,B B B B B да се празни, а кутијата 6B да содржи точно
201020102010

монети. (Важи ( )c cb ba a .)

22. Во сите единечни клетки на n m таблица е запишан по еден цел број. Ди-
јагонала на таблицата се нарекува множеството клетки за кои разликата меѓу
бројот на редот и бројот на колоната е еднаква. Во секој чекор имаме право
или да додадеме 1 или да одземеме 1 од сите клетки од даден ред, дадена
колона или дадена дијагонала. Докажи, дека ако со помош на овие операции
можеме да ги направиме еднакви на нула броевите во секоја 3 3 подтабли-
ца, при што останатите броеви не се менуваат, тогаш можеме да ги напра-
виме еднакви на нула сите броеви од таблицата.

23. Даден е природен број k . Определи го најмалиот природен број 1n k  за
кој во следнава игра може да се одиграат бесконечно многу потези.
Дадени се n кутии означени со 1 2, ,..., nb b b , при што за секој i кутијата ib на
почетокот содржи точно i монети. Во секој потег редоследно ги реализираме
следниве три чекори:
1) Се избираат 1k  кутии.
2) Од овие 1k  кутии се избира една, да кажеме ib . Во оваа кутија се дода-

ваат i монети, а од секоја од преостанатите k кутии се отстранува нај-
малку половина од монетите.
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3) Ако некоја кутија се испразни, играта завршува. Во спротивно се пре-
минува на следниот чекор.

24. На бесконечна шаховска табла се игра следната игра. На почеток, 2n жетони
се поставени на полиња на n n квадрат и тоа по еден жетон на секое поле.
Во оваа игра, „потег“ е скок во хоризонтална или вертикална насока преку
зафатено на слободно поле кое е непосредно до него. Жетонот преку кој се
скока се отстранува.
Определи ги сите вредности n за кои играта може да се заврши само со еден
жетон на таблата.

25. Маѓионичар има 100 карти нумерирани со броевите од 1 до 100. Тој ги става
сите карти во три кутии – црвена, бела и сина, така што секоја кутија содржи
барем една карта. Гледач од публиката прво избира две кутии, а потоа избира
по една карта од секоја од избраните кутии и го соопштува збирот на брое-
вите на избраните карти. Знаејќи го тој збир маѓионичарот ја определува ку-
тијата од која не е избрана карта.
На колку начини маѓионичарот може да ги распореди картите во кутиите
така што овој трик секогаш ќе биде успешен? (Два распореди се различни
ако барем една карта не е двата пати ставена во иста кутија.)

26. Во секое од темињата на правилен 12-аголник е запишана една од цифрите 0
или 1 (или 0 или 1). Во еден чекор се избира теме во кое е запишана цифрата
1 и се променуваат цифрите во неговите соседни темиња, ако во соседно теме
на избраното теме стои 0 запишуваме 1, а ако стои 1 запишуваме 0. Определи
ги сите почетни позиции од кои со примена на конечен број на чекори може
да се добие позиција во која има запишано една цифра 1 и единаесет цифри
0.

27. Дадени се низа од 2014 природни броеви од интервалот и природен
број . Во еден потег можеме да избереме произволни броеви од

и за 1 да го зголемиме секој од овие броеви кој е помал од 6, а секој број
кој е еднаков на 6 да го замениме со 1. Определи ги сите вредности на t , за
кои од секоја низа после конечен број потези може да се добијат само
шестки.

28. Во еден ред има 2 1n  сијалици. На почетокот средната ( n  тата) сијалица е
запалена, а сите останати се изгаснати. Во еден чекор е дозволено да се избе-
рат две несоседни изгаснати сијалици меѓу кои сите сијалици се запалени и
да се промени состојбата на тие две сијалици, како и состојбата на сите
сијалици меѓу нив (на пример, од конфигурацијата     се добива конфи-

A [1,6]
2014t  t

A

A
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гурацијата   ). Определи го најголемиот број чекори кој може да се реа-
лизира.

29. Банката на градот Бата издава монети кои од едната страна имаат ознака H ,
а од другата ознака T . Хари наредил n вакви монети во низа од лево на
десно. Со овие монети тој ја повторува следнава операција: ако во низата има
точно 0k  монети кои покажуваат H , тогаш тој ја превртува k  тата мо-
нета од лево, а во спротивно сите монети покажуваат T и постапката за-
вршува. На пример, ако 3n  и почетниот распоред е THT , Хари ја извршу-
ва низата оперции THT HHT HTT TTT   и постапката завршува по
овие три операции.
а) Докажи дека за секој почетен распоред на монетите Хари ја завршува
опишаната постапка по конечно многу операции.
б) За почетен распоред C , нека со ( )L C е означен бројот на операциите кои

Хари ги извршува пред постапката да заврши. На пример, ( ) 3L THT  и

( ) 0L TTT  . Определи ја аритметичката средина на броевите ( )L C по сите

2n можни почетни распореди C .

30. Во непроѕирен сад се наоѓаат 2016 бонбони нумерирани со броевите 1, 2, ...,
2016, при што 1008 бонбони се црвени, а преостанатите 1008 се жолти.
Андреј постапува на следниов начин: во еден потег тој извлекува една
бонбона од садот (бонбоната не ја гледа додека не ја извлече), ја става на
купче пред себе (пред првиот потег нема бонбони во купчето пред Андреј), а
потоа може, ако сака, од купчето да одбере некои две бонбони со иста боја и
да ги изеде. Андреј ова го повторува вкупно 2016 пати (т.е. се додека има
бонбони во садот). Секогаш кога во оваа постапка тој ќе изеде две бонбони
(на опишаниот начин), да кажеме нумерирани со броевите a и b , Андреј
добива | |a b поени.
1) Докажи дека Андреј може да смисли стратегија која ќе му гарантира нај-

малку 22 504 освоени поени на крајот на играта.
2) Дали Адреј може да смисли стратегија која ќе му гарантира повеќе од

22 504 поени?

31. На масата се поставени 2009 жетони, секој од кои има бела и црна страна. На
почетокот сите жетони се во еден ред и сите, со исклучок на еден, се заврте-
ни со белата страна нагоре. Во секој чекор можеме да избереме жетон, завр-
тен со црната страна нагоре, и ги превртуваме двата соседни жетони (или
еден, ако сме избрале краен жетон). Определи ги сите почетни положби при
кои може да се постигне положба во која сите жетони се завртени со црните
страни нагоре.
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32. Маѓионичар зад параван ја открива плоштината на конвексен 2008-аголник.
Тој посочува две точки од контурата на многуаголникот, гледачите ја повле-
куваат правата низ тие два точки и на маѓионичарот му ја соопштуваат пома-
лата од плоштините на добиените многуаголници (ако плоштините се еднак-
ви, тие му ја кажуваат соодветната плоштина). Маѓионичарот посочува како
точка теме на многуаголникот или точка, која дели од него опеределена
страна во даден од него однос. Докажи дека со 2006 прашања маѓионичарот
може да ја открие плоштината на многуаголникот.

33. Нека n е природен број, а t е цел број. На таблата се запишани n различни
цели броеви. Бојан, кој е во соседната соба, сака да знае дали меѓу тие броеви
постојат неколку броја чиј збир е еднаков на t . Ана, која се наоѓа пред таб-
лата, ќе му помогне на Бојан да дојде до саканото сознание. На почеток, таа
му го кажува само вкупниот збир запишани на таблата. Потоа, Бојан во секој
чекор кажува една од следниве четири реченици:
1) Дали меѓу броевите запишани на таблата е бројот k ?
2) Ако на таблата е запишан бројот k , избриши го.
3) Ако на таблата не е запишан целиот број k , допиши го.
4) Дали броевите на таблата може да се поделат во две множества со ед-

наков збир на елементите?
На прашањата Ана точно одговара со да или не, а операциите кои ги кажува
Бојан таа ги реализира на таблата (ако е можно), при што не му кажува дали
ги реализирала. Докажи дека за помалку од 3n чекори Бојан може да осознае
дали меѓу броевите запишани на почетокот постојат неколку броја чиј збир е
еднаков на t .

34. Комплет од 2008 црвени и 2008 бели карти е измешан и секој од 2008 играчи
извлекува по две карти. По извлекувањето играчите седнуваат во круг. Во се-
кој чекор од играта играчите истовремено ја реализираат следнава постапка:
Ако играч има барем една црвена карта, тој дава една црвена карта на игра-
чот кој седи десно од него. Ако играчот нема црвена карта, тој дава една бела
карта на играчот кој седи лево од него.
Определи го најголемиот можен број чекори кој е потребен за да се дојде до
состојба во која секој играч има по една бела и по една црвена карта.

35. Стражарот им ја предлага на затворениците следнава игра. Сите ќе излезат во
дворот, каде на секој од нив на глава ќе му биде ставен шешир кој е обоен во
една од 5 можни бои. Стражарот потоа затворениците ќе ги нареди во ред
така што секој затвореник ги гледа сите шешири освен сопствениот и ќе го
праша првиот затвореник во редот дали ја знае бојата на својот шешир. Зат-
вореникот гласно одговара со „да“ или „не“. Ако одговори „не“, одма ќе биде
заклучен во самица. Ако одговори „да“, стражарот го прашува која боја е
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неговиот шешир, на што затвореникот треба да одговори така што останатите
затвореници да не го слушнат неговиот одговор. Ако одговор е погрешен, тој
затвореник одма ќе биде заклучен во самица пред сите, а ако одговор е точен,
тој затвореник ќе биде одма ослободен пред сите. Стражарот потоа му приоѓа
на следниот затвореник во редот и ја повторува истата постапка, и така се до
последниот затвореник. Затворениците имаат можност да осмислат страте-
гија пред почетокот на играта, но кога играта ќе почне, никаква комуникаци-
ја меѓу затворениците не е дозволена. Ако во затворот има 2015 затвореници,
докажи дека постои стратегија со која најмалку 2013 затвореници сигурно ќе
бидат ослободени?
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23. КОНКУРЕНТСКИ ИГРИ

Во параграф ќе се осврнеме на таканаречените конкурентски игри, т.е. на
игрите во кои според определени правила играат двајца играчи, при што треба да
се определи кој од играчите победува, без разлика како ќе игра противникот.
Притоа основна цел е наоѓањето на таканаречената победничка стратегија.

1. На масата има 10 купчиња со 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 10 ореви. Двајца играчи
последователно земаат по еден орев се додека не останат 3 ореви. Ако и
трите ореви се од различни купчиња, тогаш играта ја добива играчот кој зема
втор (втор играч), а во спротивно играта ја добива играчот кој зема прв (прв
играч). Кој играч има победничка стратегија?

2. Дваесет монети се распоредени во круг. Двајца играчи последователно зема-
ат по три монети, се додека не останат две монети. Ако преостанатите моне-
ти не се соседни, играта ја добива првиот играч, а ако се соседни, тогаш играта
ја добива вториот играч. Кој од двајцата играчи има победничка стратегија?

3. Марко и Симон последователно поставуваат жетони во полињата табла со
димензии 20 20 . На почетокот таблата е празна и прв на потег е Марко.
Играта ја добива играчот кој прв ќе постави жетон така што во пресечните
полиња на два реда и две колони има жетони. Кој од играчите има побед-
ничка стратегија?

4. Даден е n . Горјан и Андреј ја играат следнава игра против Филип. Прво
Филип во еден ред на масата поставува 2n карти означени со броевите
1, 2,..., 2n . Откако ќе го погледне распоредот на картите, Горјан може (но не
мора) да избере две карти и да им ги замени местата. Потоа сите карти се
вртат со лицето надолу, а на масата и приоѓа Андреј. Филип кажува било кој
број од 1 до 2n , а Андреј ги превртува картите за да ја најде картата со тој
број. Горјан и Андреј победуваат ако Андреј ја најде картата во најмногу n
обиди, а во спротивно победува Филип. Кој има победничка стратегија?
(Горјан и Андреј може да се договараат само пред почетокот на играта.)

5. Двајца играчи во декаден брон систем формираат шестцифрен број според
следните правила:
- првиот играч ја кажува првата цифра на бројот, потоа вториот играч ја ка-

жува втората цифра, потоа првиот играч ја кажува трета цифра итн. наиз-
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менично до шестата цифра на бројот и
- ниту една цифра не смее да биде повторена.
Ако добиениот број е сложен победува првиот играч, а ако е прост број побе-
дува вториот играч. Кој играч има победничка стратегија?

6. На кружница се избрани 2 1n  , 2n  точки, кои кружницата ја делат на ед-
накви лаци. Двајца играчи последователно бришат по една точка. Ако по по-
тегот на некој од играчите сите триаголници со темиња во останатите точки
се тапоаголни, играта завршува со победа на тој играч. Кој играч има побед-
ничка стратегија, првиот или вториот?

7. Даден е природен број n . Јана запишува n различни природни броеви, а
потоа Иван брише неколку од броевите (може ниту еден, но не може сите
броеви) и пред секој од преостанатите броеви става еден од знаците  или  .
Иван победува ако добиениот резултат е делив со 2003, а во спротивен случај
победува Јана. Кој од играчите има победничка стратегија?

8. Даден е природен број n . Даниел и Марија играат игра. Даниел има k ли-
стови, каде k е природен број. На горната страна на секој лист тој запишува
некои од броевите од 1 до n (може да запише произволно многу броеви,
вклучително ниту еден или сите броеви). На спротивната страна тој ги запи-
шува останатите броеви. Марија може да преврти дел од листовите (може да
преврти произволно многу листови, вклучително нула или сите листови).
Ако Марија може да постигне сите броеви од 1 до n да се гледаат, тогаш таа
победува.
Определи го најмалиот број k , за кој Марија секогаш може да победи,
независно од тоа кои броеви ги запишал Даниел.

9. Во конвексен 100-аголник M е избрана точка X која не лежи на страна или
дијагонала на M . На почетокот нема означени темиња. Павел и Вангел по
ред означуваат (до тогаш неозначени) темиња на M , при што во првиот
чекор Павел означува две темиња, а потоа секој од нив кога е на потег озна-
чува по едно теме. Потезите ги влечат наизменично. Играта ја губи тој по чиј
потег точката X ќе падне во внатрешноста на многуаголник чии темиња се
означени. Докажи дека Павел има победничка стратегија.

10. Во рамнината се обележани сите точки со целобројни координати ( , )x y

такви што 2 2 1010x y  . Двајца играчи ја играат следнава игра, при што
потезите ги влечат наизменично. Првиот става жетон на обележана точка и
точката ја брише. Во секој следен чекор жетонот се преместува во друга од-
бележена точка и таа се брише. Притоа должината на чекорите треба да
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расте, но е забрането преместување од точка во симетричната нејзина точка
во однос на центарот. Играта ја губи играчот што не може да направи потег.
Кој играч има победничка стратегија?

11. Нека ,t a и b се природни броеви. Двајца играчи ја играат следнава ( , , )t a b
игра: првиот играч го заменува бројот t со еден од броевите t a или t b ,
потоа вториот играч го заменува добиениот број ако од него одземе a или b ,
потоа одново првиот играч одзема a или b од бројот кој е добиен од втори-
от играч итн. Играта ја губи оној играч кој не може бројот t да го замени со
природен број. Докажи, дека постојат бесконечно многу броеви t такви што
првиот играч има победничка стратегија за ( , , )t a b игра за секои a и b так-

ви што 2005a b  .

12. Дадена е ( 1)m m  решетка и жетон во еден од нејзините јазли. Двајца
играчи последователно го поместуваат жетонот во соседни јазли, при што не
смее да се минува по отсечка која веќе е искористена. Губи играчот кој не
може да повлече потег. Докажи дека ако на почетокот жетонот е во еден од
јазлите на долната хоризонтала, тогаш првиот играч има победничка стра-
тегија.

13. Дадени се природни броеви m и n . Дадени се n купчиња од златни монети,
при што i  тото купче содржи 0ia  монети. Ја разгледуваме следнава игра:

1) Бојан избира множества 1 2, ,..., nB B B , секое од кои е подмножество на

{1, 2,..., }m .
2) Ана, знаејќи ги избраните множества на Бојан, избира непразно подмно-

жество S на {1, 2,..., }m .

3) Монетите од i  тото купче се даваат на Бојан ако iB S има парен број
елементи. Во спротивен случај монетите се даваат на Ана.

Докажи дека за секој избор на множествата 1 2, ,..., nB B B кој може да го на-
прави на Бојан, Ана може да избере множество S така, што ќе добие повеќе
монети од Бојан.

14. Нека 0n  . Играчите A и B наизменично избираат цели броеви 1 2, ,n n

3,...n според следниве правила:

- играчот A го знае бројот 2kn и избира природен број 2 1kn  таков што
2

2 2 1 2k k kn n n  ; и

- играчот B го знае бројот 2 1kn  и може да избере природен број 2 2kn 

таков што 2 1

2 2

k

k

n
n



е степен на прост број или на бројот 1 .
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Играчот A победува ако го избере бројот 1990, а играчот B победува ако го
избере бројот 1. За кое 0n
а) играчот A може да победи,
б) играчот B може да победи, и
в) ниту еден од играчите нема победничка стратегија?

15. Ана и Бојан ја играат следнава игра. Пред нив се наоѓаат две непразни купчи-
ња монети. Наизменично, прва почнува Ана, секој избира купче во кое има
парен број монети и половина од монетите ги преместува од тоа купче во
другото купче. Играта завршува ако играчот кој е на потег не може да одигра
потег, во кој случај победува другиот играч. Определи ги сите парови ( , )a b
природни броеви такви што ако купчињата на почетокот имаат a и b мо-
нети, тогаш Бојан има победничка стратегија.

16. Дадено е множество од 2013 прости броеви. Иван избира пар ( , )p q од раз-
лични броеви од даденото множество. Петар сака да ги определи броевите p
и q , при што за едно прашање на Иван му соопштува пар природни броеви

( , )a b , а Иван соопштува дали бројот ap bq е позитивен, негативен или е
еднаков на нула. Определи го најмалиот број прашања кои му се потребни на
Петар за да со сигурност знае кои броеви ги избрал Иван?

17. Дадени се природни броеви n и k , за кои 2n k  . Андреј ја игра следнава
игра со Мартин, кој располага со 2n карти, при што за секој 1,2,...,i n

бројот i е запишан точно на две карти. Мартин во произволен редослед ги
реди картите со запишаните броеви надолу. Андреј прави чекор на следниов
начин: избира k од картите на Мартин и тој му ги кажува броевите запиша-
ни на нив. Ако меѓу овие k карти има две со еднакви броеви запишани на
нив Андреј победува. Ако нема, Мартин ги размешуваа само картите кои во
овој потег ги избрал Андреј (притоа Андреј не го гледа) и Андреј повторно е
на потег. Ќе велиме дека играта е добитна за Андреј, ако постои природен
број m и стратегија со која Андреј може да победи во најмногу m чекори,
независно од како Мартин ги размешува картите. За кои вредности на n и k
играта е добитна за Андреј?

18. Нека p е прост број и нека 1
0 1 110 ... 10p

pM a a a     . Играчите A и B

играат игра, при што играчот A игра прв. Тие наизменично бираат број i од
множеството {0,1,..., 1}p  кој претходно не е избран, па на местото на ia
запишуваат некоја цифра (може и нула). Целта на играчот A е по завршу-
вање на играта бројот M да биде делив со p .
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Докажи дека A има победничка стратегија.

19. Погодувалка е игра која ја играат двајца играчи A и B . Правилата на играта
зависат од природните броеви k и n кои се познати и на едниот и на дру-
гиот играч.
На почетокот на играта A избира броеви x и N такви што 1 x N  .
Играчот A на играчот B не му соопштува информација за бројот x , но му ја
соопштува точната вредност на бројот N . Играчот B пробува да добие
информации за бројот x поставувајќи му на играчот A прашања од следни-
от вид: во секое прашање B избира произволно подмножество S на множе-
ството природни броеви (може да избира исто подмножество повеќе пати) и
го прашува играчот A дали x припаѓа на S . Играчот B може да поставува
колку сака прашања. По секое прашање играчот A одговара со да или со не,
но може и да лаже. Единствено ограничување е меѓу 1k  последователни
одговори барем еден мора да е вистинит.
Откако B ќе постави колку што сака прашања, тој треба да избере мно-
жество X кое се состои од најмногу n природни броеви. Ако x припаѓа на
X тогаш B победува, а во спротивно B губи. Докажи дека:

а) Ако 2kn  , тогаш B има победничка стратегија.

б) За секој доволно голем k постои природен број 1,99kn  така што A има
победничка стратегија.

20. Решетка е множеството од сите точки од видот ( , )m n , каде m и n се цели

броеви за кои важи | | 2019, | | 2019m n  и | | | | 4038m n  . Точките ( , )m n

од решетката за кои | | 2019m  или | | 2019n  ги нарекуваме рабни. Четирите
прави 2019x   и 2019y   ги нарекуваме рабови. Две точки на решетката
се соседни ако растојанието меѓу нив е еднакво на 1.
Зоран и Марко играат игра на решетката. Тие играат наизменично при што
Зоран ја почнува играта со поставување на жетон на точката (0,0) , а Марко
прв повлекува потег.
1) Во секој свој потег Марко отстранува најмногу по две рабни точки од

секој раб.
2) Во секој свој потег Зоран прави точно три чекори. Чекорот се состои во

поместување на жетонот на една од соседните точки кои не се отстранети.
Играта завршува со победа на Зоран во моментот кога тој ќе го постави жето-
нот на некоја гранична точка која сѐ уште не е отстранета. Дали Зоран има
победничка стратегија?
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21. Дадена е таблица 1 , ( 2)n n  . Двајца играчи во слободните полиња наизме-
нично ги запишуваат знаците ,,+“ и ,,-“. Првиот играч секогаш запишува ,,+“,
а вториот играч секогаш запишува ,,-“. Не е дозволено два исти знака да
бидат запишани во две соседни полиња. Играта ја губи играчот кој не може
да одигра потег. Кој од играчите има победничка стратегија?

22. Двајца играчи ја играат следнава игра: наизменично во темињата на n 
аголник ги запишуваат броевите 0 или 1. Првиот играч ја почнува играта и
победува ако по некој негов потег постои триаголник чии темиња се три
последователни темиња на n  аголникот, таков што збирот на броевите
запишани во неговите темиња е делив со 3. Вториот играч победува ако тоа
успее да го спречи. Определи кој играч има победничка стратегија ако:
а) 2019n  , б) 2020n  , в) 2021n  .

23. Позиција е секоја точка ( , )x y во рамнината таква што x и y се природни
броеви не поголеми од 20.
На почетокот, сите 400 позиции се слободни. Ана и Бојан играат игра во која
наизменично повлекуваат потези, при што Ана игра прва. Во секој свој потег
Ана поставува нов црвен жетон на слободна позиција така што растојанието
меѓу секои две позиции на кои се наоѓаат црвени жетони е различно од 5 .
Во секој свој потег Бојан поставува нов син жетон на некоја слободна пози-
ција. (Позицијата на која се наоѓа син жетон може да биде на било кое
растојание од другите позиции на кои се наоѓа некој жетон.) Играта завршува
кога некој од играчите не може да повлече потег.
Определи го најголемиот број K така што Ана сигурно може да постави K
црвени жетони, без разлика како Бојан ги поставува сините жетони.

24. Дадена е квадратна решетка со димензии 2012 2012 . Во некои темиња се
наоѓаат мува и k пајаци. Еден потег се состои во следново. Мувата се по-
местува во некое соседно теме или останува на исто место, а потоа секој од
k  те пајаци се поместува во некое соседно теме или останува на место
(соседни се темињата кои се разликуваат во точно една координата и тоа за
1). Во секој момент мувата и пајаците ја знаат позицијата на останатите.
а) Определи го најмалиот k за кој пајаците може да ја фатат мувата во ко-
нечно многу потези, без разлика на почетната позиција на мувата и пајаците.
б) Одговори на истото прашање во случај на кубна решетка со димензии
2012 2012 2012  .

25. Дадена е коцка. По нејзините рабови се движат мравка и два пајаци. Нивните
најголеми брзини се еднакви. На почетокот двата пајаци се наоѓаат во едно
теме, а мравката се наоѓа во дијагоналното спротивно теме. Докажи дека
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пајаците секогаш може да ја фатат мравката. Во текот на движењето и
мравката и пајаците имаат информација за моменталната положба на сите
учесници во потерата.

26. Дадена е коцка. По нејзините рабови се движат мравка и три пајаци. Мрав-
ката е три пати побрза од секој од пајаците. Докажи дека пајаците секогаш
може да ја фатат мравката. Во текот на движењето и мравката и пајаците
имаат информација за моменталната положба на сите учесници во потерата.

27. Дадени се n кутии нумерирани со броеви од 1 до n . На почетокот во секоја
кутија има карта со бројот на кутијата. Велко произволно ги разместил
картите во кутиите и потоа во i  тата кутија се наоѓала картата со број

, 1, 2,...,ia i n . Павле има право да избере две карти со броеви x и y и да им

ги замени местата, при што за размената на картите плаќа 2 | |x y денари.
Докажи дека, Павле може да ги врати сите карти на почетните места но така

да плати најмногу
1
| |

n
i

i
a i


 денари.

28. Ловец и невидлив зајак играат игра во рамнината. Почетните точки во рам-
нината на зајакот и ловецот, соодветно означени со 0A и 0B , се исти. По

1n  кругови играње, зајакот е во точката 1nA  , а ловецот е во точката 1nB  .
Во n тиот круг редоследно се случуваат следниве настани:
i) Зајакот незабележливо се поместува во точка nA која е на растојание 1 од

точката 1nA  ,

ii) Ловецот на радар отчитува точка nP . Единствено што гарантира радарот е

дека растојанието меѓу точките nP и nA е најмногу 1.

iii) Ловецот се поместува во точка nB на растојание точно 1 од точката 1nB  ,
што зајакот го гледа.

Дали ловецот секогаш, без разлика како ќе се движи зајакот и какви се из-

вештаите на радарот, може да се движи така што ќе обезбеди по 910 кругови
растојанието меѓу него и зајакот да биде најмногу 100?
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24. ТАБЕЛИ И РАСПОРЕДИ

1. Мравка се движи по линиите на квадратна шема од теме до теме на следниот
начин: поаѓа од едно теме на шемата и во секое следно теме го менува

правецот на движење за 90 . По посетата на одреден број на темиња, мрав-
ката се вратила во темето од кое го почнала движењето.
Докажи дека бројот на темиња кои мравката ги посетила е делив со 4. (Секое
теме се брои онолку пати колку што е посетено.)

2. Чета од ( 2)n n  војници е построена во n колони и 2n  реда на еднакви
растојанија од еден метар. По команда при која секој војник се придвижува
за еден метар во еден од четирите правци или останува на место, четата е
построена во 2n  колони и n редови на еднакви растојанија. Докажи, дека
n е парен број.

3. Дадена е табела со димензиии n n во која со ѕвездички се обележани 1n 
квадратче. Докажи, дека со меѓусебно разместување на редовите и меѓусебно
разместување на колоните може ѕвездичките да се постават само во квадрат-
чињата кои се наоѓаат под дијагоналата која ги поврзува горниот лев и дол-
ниот десен агол.

4. Во полињата на квадратна табела со димензии n n во произволен редослед

се запишани броевите 21,2,...,n . Докажи, дека постојат две соседни полиња,
за кои разликата меѓу броевите, запишани во нив, е поголема или еднаква на
n .

5. Разгледуваме квадратна табела

11 12 1

21 22 2

1 2

...
...

............................
...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

која содржи ненегативни цели броеви и го има следното својство: ако 0ija  ,

тогаш збирот на елементите на i  тата редица и j  тата колона е

1 2 1 2... ...i i in j j nja a a a a a n        .
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Докажи, дека 21
2

1 1

n n

ij
i j

a n
 

  .

6. Во секое поле на табела со димензии n n е запишан еден од броевите 1,0
или 1 . Дали може збировите на запишаните броеви по редици и колони да
бидат различни 2n броеви, ако
а) 4n  , б) 5n  .

7. Во секое поле на квадратна n n табела, 2n  , е запишан еден од броевите
1 или 1 . Полето кое се наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона го означу-

ваме со ( , ),i j , 0,1,..., 1i j n  . Соседни полиња на полето ( , )i j се полињата

( , 1), ( , 1), ( 1, ), ( 1, )i j i j i j i j    каде собирањето и одземањето е по модул
n . Во еден чекор го заменуваме бројот запишан во секое поле со производот
на броевите во четирите соседни полиња. На пример, за табела 3 3 имаме

Определи ги сите вредности на n , за кои од произволна табела после
конечен број чекори може да се добие табела составена само од 1 .

8. Табела е пополнета со нули и единици така што нема две еднакви
колони. Со да го означиме бројот запишан во тиот ред и тата ко-

лона. Ако збировите , за секој се еднакви, определи ја

нивната најмала можна вредност, кога:
а) 3n  , б) 4n  .

9. Дадена е табела со димензии чии колони се нумерирани од 1 до . Во
секое поле од табелата е запишан природен број од 1 до така што во секој
ред и во секоја колона броевите се различни. Едно поле се нарекува добро
ако бројот запишан во него е поголем од бројот на колоната во која тоа се
наоѓа. Определи ги сите природни броеви за кои сите редови содржат
еднаков број добри полиња.

10. Во единечните клетки на табела е запишан по еден цел број. Дијагoна-
ла на табелата се нарекува множеството клетки за кои разликата меѓу бројот
на редот и бројот на колоната е еднаква. Во секој чекор имаме право или да
додадеме 1 или да одземеме 1 од сите клетки од даден ред, дадена колона или
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Докажи, дека 21
2

1 1

n n

ij
i j

a n
 

  .

6. Во секое поле на табела со димензии n n е запишан еден од броевите 1,0
или 1 . Дали може збировите на запишаните броеви по редици и колони да
бидат различни 2n броеви, ако
а) 4n  , б) 5n  .

7. Во секое поле на квадратна n n табела, 2n  , е запишан еден од броевите
1 или 1 . Полето кое се наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона го означу-

ваме со ( , ),i j , 0,1,..., 1i j n  . Соседни полиња на полето ( , )i j се полињата

( , 1), ( , 1), ( 1, ), ( 1, )i j i j i j i j    каде собирањето и одземањето е по модул
n . Во еден чекор го заменуваме бројот запишан во секое поле со производот
на броевите во четирите соседни полиња. На пример, за табела 3 3 имаме

Определи ги сите вредности на n , за кои од произволна табела после
конечен број чекори може да се добие табела составена само од 1 .

8. Табела е пополнета со нули и единици така што нема две еднакви
колони. Со да го означиме бројот запишан во тиот ред и тата ко-

лона. Ако збировите , за секој се еднакви, определи ја

нивната најмала можна вредност, кога:
а) 3n  , б) 4n  .

9. Дадена е табела со димензии чии колони се нумерирани од 1 до . Во
секое поле од табелата е запишан природен број од 1 до така што во секој
ред и во секоја колона броевите се различни. Едно поле се нарекува добро
ако бројот запишан во него е поголем од бројот на колоната во која тоа се
наоѓа. Определи ги сите природни броеви за кои сите редови содржат
еднаков број добри полиња.

10. Во единечните клетки на табела е запишан по еден цел број. Дијагoна-
ла на табелата се нарекува множеството клетки за кои разликата меѓу бројот
на редот и бројот на колоната е еднаква. Во секој чекор имаме право или да
додадеме 1 или да одземеме 1 од сите клетки од даден ред, дадена колона или

i  j 

1, 2,...,i n

n

n

n
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дадена дијагонала. Докажи, дека ако со помош на овие операции можеме да
ги направиме еднакви на нула броевите во секоја подтабела, при што
останатите броеви не се менуваат, тогаш можеме да ги направиме еднакви на
нула сите броеви од табелата.

11. Во квадратна табела со димензии 7 7 Марко ги запишал сите природни
броеви од 1 до 49. Горјан треба да го открие распоредот на броевите во
табелата. Тој може да избере квадрат кој покрива некои полиња на табелата и
на Марко да му постави прашање кои броеви се наоѓаат во внатрешноста на
тој квадрат. Определи го најмалиот број прашања кои Горјан треба да ги
постави за да врз основа на одговорите на Марко го открие распоредот на
сите броеви во табелата?

12. Броевите од 51 до 150 се запишани во полињата на табела со димензии
10 10 . Дали е можно за секои два броја a и b кои се наоѓаат во соседни

полиња барем една од равенките 2 0x ax b   и 2 0x bx a   да има два
целобројни корени? (Соседни се полиња кои имаат заедничка страна.)

13. Дадена е квадратна табла со думензии n n , 3n  е природен број. На секое
поле од главната дијагонала (сите полиња од горниот лев до долниот десен
агол на таблата), без првото и последното, е поставен по еден жетон. Дозво-
лена е следнава операција: ако на дадено поле има жетон, а во двете полиња
оддесно и одгоре на даденото поле нема жетони, можеме да го отстраниме
тој жетон и да поставиме по еден жетон во тие две празни полиња. Дадена
операција е применета конечен број пати, после што се покажало дека во по-
лињата на главната дијагонала нема жетони. Определи ги сите можни вред-
ности на бројот на жетоните на таблата во тој момент.

14. Даден е природен број k . Во секое поле на квадратна n n табела е запишан
ненегативен цел број помал или еднаков на k . Во еден чекор додаваме 1 на
броевите од даден ред или дадена колона (броевите еднакви на 1k  ги
заменуваме со 0). Познато е дека дадената табела е добиена од нултата
табела со конечно многу чекори. Докажи дека од секој број од дадената
табела може да се добие 0 по најмногу kn чекори.

15. Множеството полиња на табела со димензии , 5n n n  го нарекуваме убаво,
ако секој ред и секоја колона на табелата содржи барем по две полиња од тоа
множество. Определи го наjголемиот број m со следното својство: постои
убаво множество со m полиња, кое престанува да биде убаво ако од него от-
страниме произволно поле.

3 3
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16. Нека A е множеството од сите низи од 0 и 1 со должина 4. За две такви низи
ќе велиме дека се соседни ако се совпаѓаат или ако се разликуваат во точно
еден член. Нека M е подмножество од A со својството: За секои два еле-
менти a и b на A постои елемент на M , кој е соседен со a , но не е со-
седен со b или е соседен со b , но не е соседен со a . Определи го најмалиот
можен број елементи на M ?

17. На состанок на комисијата за ЕГМО, 40 членови на комисијата од 30 предло-
жени задачи ја избира првата задача за ЕГМО. Се договориле да биде избра-
на задача која може да ја решат најмалку половина од членовите на коми-
сијата, но не сите членови. Се покажало дека секој член на комисијата решил
точно 26 задачи, при што никои два члена не решиле исто множество задачи.
Докажи дека комисијата може да најде соодветна задача.

18. Определи ги сите природни броеви n за кои е можно во секое поле на n n
табела да се запише една од буквите I, M и O така што се исполнети следниве
услови:
- во секој ред и секоја колона, една третина од запишаните букви се I, тре-

тина се M и третина се O;
- на секоја дијагонала на која бројот на запишаните букви е делив со три,

една третина ја сочинуваат буквите I, третина буквите M и третина букви-
те O.

Напомена. Редовите и колоните на n n табелата се означни со броевите од 1
до n на вообичаениот начин. На секое поле соодветствува пар природни
броеви ( , )i j , 1 ,i j n  За 1n  , табелата има 4 2n  дијагонали од два

вида. Дијагонала од првиот вид се состои од сите полиља ( , )i j за кои збирот
i j е константен, додека дијагонала од вториот вид се састои од сите поли-

ња ( , )i j за кои разликата i j е константна.

19. Определи ги сите природни броеви n , за кои во секое од единечниге квад-
ратчиња на квадратна табла со димензии n n може да се запише по еден од
броевите 1,0 или 1, но така што сите 2n збирови на броевите запишани во
колоните и редиците се различни.

20. Дадени се природни броеви m и n . Определи го бројот на начините на кој
може да се пополнат полињата на табела m n со броеви од множеството
{ 2, 1,1, 2}  така што производот на броевите во секој ред и во секоја колона
е еднаков на 2 .

21. Правоаголна шема со димензии m n е пополнета со броевите 1 и 1 . На
колку начини може да се направи пополнувањето така што производот на
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броевите во секоја колона да е 1 , а производот на броевите во секој ред да е
еднаков на 1?

22. Матрицата n n со елементи од множеството {1, 2,..., 2 1}S n  се нарекува
сребрена матрица, ако за секој 1,2,...,i n , i  тата редица и i  тата колона
заедно ги содржат сите елементи од S. Покажи дека:
а) не постои сребрена матрица за 1997n  ,
б) сребрени матрици постојат за бесконечно многу броеви n.

23. Во табела со димензии се обоени неколку полиња. Нека е

множеството од обоени полиња за кои . На почетокот во

секое обоено поле го запишуваме бројот . Во секој следен чекор во

секое обоено поле го запишуваме збирот на сите броеви кои во прет-

ходниот чекор се запишани во полињата од множеството . Докажи, дека

постои природен број таков што по чекори сите броеви запишани во
обоените клетки ќе бидат непарни.

24. Табелата со димензии n n во чии единечни полиња се броевите 21,2,...,n
(на секое поле точно по еден број и секој број се наоѓа на точно едно поле) ја
нарекуваме добра ако сите производи од по n броеви кои се наоѓаат на n

„расфрлени“ полиња даваат ист остаток при делење со 2 1n  . Дали постои
добра табела за:
а) 8n  , б) 10n  ?
( n полиња се „расфрлени“ ако ниту една редица и ниту една колона не со-
држи две од овие полиња.)

25. Определи ја најголемата вредност на бројот a таков што за било кој распо-
ред на кружница на броевите 1, 2, 3, ..., 10 мора да постојат три соседни бро-
еви чиј збир е поголем или еднаков на a .

26. Нека n . Броевите 1, 2,..., n се распоредени на кружница така што збирот
на никои три последователни броја не е поголем од S . Определи ја најмалата
можна вредност на S за 9n  .

27. Даден е природен број n . Ги разгледуваме сите тројки ( , , )a b c различни

природни броеви такви што a b c n   . Со k да го означиме најголемиот
број такви тројки кои може да се изберат така што никои две немаат заед-
нички елемент. Докажи дека 2 3

9
nk  .

2007 2007 ijS

( , )x y ,x i y j 

,| |i jS

( , )i j

,i jS

M M
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28. Даден е природен број n . Определи го бројот на дисјунктни парови елементи
на множеството {1,2,..., }n кои може да се изберат така што збировите во
паровите се различни и не се поголеми од n .

29. Докажи дека броевите 1, 2, ..., 2013 не може да се распоредат на кружница
така што за секои два соседни броја ,x y важи 503 | | 1005x y   .

30. Во p точки од кружницата се запишани  знаци плус, а во m точки се запи-
шани знаци минус (во секоја точка по еден знак). Кружницата ја обиколуваме
обратно од движењето на стрелките на часовникот. Нека x е бројот на знаци
плус кои следуваат по знак плус, а y е бројот на знаци минус кои следуваат
по знак минус. Докажи дека p m x y   .

31. На кружница се запишани 100 цели броеви. Секој од запишаните броеви е
поголем од збирот на двата броја запишани по него во насока на движењето
на стрелката на часовникот. Определи го најголемиот можен број позитивни
броеви.

32. Момчиња и девојчиња, кои се вкупно 2n , се распоредени во n n квадрат. За
секој ред и за секоја колона, како и за секоја од 2(2 1)n  дијагонали, знаеме
колку девојчиња има во неа. За кои броеви n овие податоци ни се доволни за
да ги определиме местата на сите девојчиња? За кои места со сигурност
можеме да кажеме дека на нив се девојчиња или момчиња?

33. Ѓердан се состои од 100 сини и неколку црвени монистра. Познато е дека
секој дел од ѓерданот кој содржи 8 сини монистра, содржи и најмалку 5 црве-
ни монистра. Определи го најмалиот можен број на црвените монистра.

34. За природниот број 4n  ќе велиме дека е необичен, ако во секое поле на
n n квадрат P може да се запише реален број така што збирот на 9-те броја
во секој 3 3 квадрат, кој се содржи во P , е негативен, а збирот на 16-те
броја во секој 4 4 квадрат, кој се содржи во P , е позитивен. Определи ги
сите необични броеви.

35. Квадрат со страна 5 е поделен на 25 квадратчиња со страна 1. Во секое мало
квадратче е запишан по еден позитивен број, помал или еднаков на 1, така
што се исполнети следниве услови:
- збирот на броевите запишани во секој ред и во секоја колона е цел број,
- збирот на сите 25 броеви е еднаков на 11.
а) Докажи дека барем еден од броевите е поголем или еднаков на 3

5 .
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б) Ако точно еден од запишаните броеви е поголем или еднаков на 3
5 , дока-

жи дека збирот на броевите во неговиот ред  е еднаков на збирот на броевите
во неговата колона.

36. Едно распоредување на жетони во полињата на n n квадрат се нарекува
разредено ако секој 2 2 квадрат содржи најмногу 3 жетони. Горјан поста-
вил жетони така што добил разредено распоредување, но забележал дека, ако
го премести било кој жетон во било кое слободно поле, тогаш ќе добие рас-
поредување кое не е разредено. Определи ги природните броеви n за кои
што ова е можно.

37. a) Докажи дека постојат пет ненегативни реални броеви чиј збир е еднаков на
1 и се такви што како и да се распоредат овие пет броеви на кружница, посто-
јат два соседни броја чиј производ не е помал од 1

9 .

б) Докажи дека било кои пет ненегативни реални броеви чиј збир е еднаков
на 1 може да се распоредат на кружница така што на секои два соседни броја
производот не е поголем од 1

9 .

38. Определи ги сите парови природни броеви a и b за кои во темињата на
правилен ( )a b  аголник може да се постават a единици и b нули така
што броевите кои се поставени во темињата може да се заротираат за некој
агол и по ротацијата во однос на почетната положба во две соседни темиња
нулата и единицата ги заменат местата, а во сите останати темиња се наоѓаат
истите броеви како во почетната положба.

39. Нека m и n се заемно прости природни броеви. Во секое поле на бесконечна
шаховска табла е запишан по еден реален број така што важи: збирот на
броевите во секој правоаголник m n или n m е еднаков на нула. Докажи
дека барем два од запишаните броеви се меѓусебно еднакви.

40. Еден клас има точно 28 ученици  кои учат во училница која има точно 14
клупи. Во секоја клупа седат точно по два ученика. По истекот на месецот
класниот раководител ги прераспоредува учениците, така што двајца учени-
ци кои претходно  седеле еден до друг не може да седат еден до друг во некој
од наредните месеци. Колку месеци редоследно такви распореди на учени-
ците може да направи класниот раководител?

41. Нека , . На кружница се поставени n светилки , во
овој редослед. Секоја светилка е запалена или изгасната. На почетокот сите

n 1n  0 1 1, ,..., nL L L 
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светилки се запалени. Се прават чекори . Во чекорот ако

светилката е запалена, тогаш се менува состојбата на и тоа од за-

палена во изгасната и обратно, а ако светилката е изгасната тогаш сос-

тојбата на светилката не се менува. Во чекорот состојбата на оста-

натите светилки не се менува. Светилките се означени по , т.е.
, итн.

Докажи дека
а) Постои природен број таков што после чекори сите светилки
ќе бидат запалени.

Б) Ако n е од облик тогаш сите светилки ќе бидат запалени по че-
кори.

в) Ако n е од облик сите светилки ќе бидат запалени по че-
кори.

42. Во секое теме на еден правилен 360-аголник F со центар O е запишан по
еден природен број помал или еднаков на 180, така што збирот на сите
запишани броеви е непарен. Докажи, дека може да се најдат две темиња A и
B на F такви што разликата на запишаните броеви во нив е еднаква на
мерката на AOB изразена во степени.

43. На тркалезна маса седат n , 3n  луѓе. Секоја минута еден пар соседи ги
менува своите места. Кое е најмалото време за кое сите луѓе ќе седат во
спротивна насока, (левиот сосед на секој човек ќе стане десен и обратно)?

44. Кејптаунската банка издава монети со вредност 1
n

за секој природен број n.

Ако имаме конечно многу такви монети (не задолжително со различни вред-
ности) со вкупна вредност не поголема од 1

299  , докажи дека можеме да ги

распоредиме во најмногу 100 групи тако што вкупната вредност на монетите
во секоја група не е поголема од 1.

0 1, ,..., ,...jS S S jS

1jL  jL

1jL 

jL jS

mod n

1 1nL L  0 ,nL L 1 1nL L 

( )M n ( )M n

2k 2 1n 

2 1k  2 1n n 
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25. МЕРЕЊА

1. Марко има 100 јаболки со вкупна маса од 10kg , такви што масата на секоја
јаболка не е помала од 25g . Марко треба да ги расече јаболките на делови и
да ги подели на 100 гости, така што секој гостин да добие по 100g . Докажи,
дека Марко може да го направи расекувањето така што секое парче да има
најмалку 25g .

2. Дадени се n тегови со маси природни броеви 1 2 ... nw w w   . Едно такво
множество од тегови се нарекува комплетно, ако секој природен број, кој е
помал од 1 2 ... nw w w   , може да се претстави како збир од неколку од
дадените маси. Докажи, дека ако од комплетно множество се отстрани нај-
големата мада, тогаш останатите маси повторно формираат комплетно мно-
жество.

3. Дадени сe n торби и во секоја торба има по 100 монети. Во една од торбите
секоја монета е со маса 9 грама, а во останатите 1n  торби секоја монета е
со маса 10 грама. Располагаме со вага која покажува маси до 1 килограм.
Определи го најмалиот можен број мерења, со кои може да се определи тор-
бата со полесните монети.

4. Дадени се N тегови такви што односот на масите на секои два тега е помал
или еднаков на 1,25. Петар ги разделил теговите на 10 групи со еднакви маси,
а Васил на ги разделил теговите на 11 групи со еднакви маси. Определи ја
најмалата можна вредност на N .

5. Нека n е природен број. Дадена е вага и n тегови со маси 0 1 12 ,2 ,..., 2n .
Сите n тегови се ставаат еден по друг на тасовите на вагата, односно во
секој од n  те чекори се избира еден од теговите, кој не се наоѓа на тасовите,
и се става или на левиот или на десниот тас. Притоа теговите се ставаат така
што во ниту еден момент десниот тас не е потежок од левиот. Определи го
бројот на начините на кои оваа постапка може да се реализира.

6. Меѓу 9k на изглед исти монети една е полесна од останатите. Дадени се три
ваги без тегови, едната од кои е неисправна (при секое мерење таа може
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случајно да биде како точна, така и неточна). Како може со најмногу 3 1k 
мерења да се определи неисправната монета?

7. Во 1n  сандаци се наоѓаат два вида златници: исправни и неисправни, кои
на изглед не се разликуваат. Во секој сандак се наоѓаат само златници од
едниот вид. Златниците од ист вид имаат еднаква маса, додека златниците од
различните видови имаат различна маса. Масата на исправниот златник е
позната. Определи го максималниот број мерења на дигитална вага со кои
може да се констатира кои сандаци содржат неисправни златници, како и
колкава е масата на неисправен златник.
(Од секој сандак можеме да земеме онолку златници колку што ни се по-
требни при мерењата.)

8. Нумизматичар има 100 на изглед еднакви монети. Тој знае дека 30 од нив се
вистински, а 70 се фалсификувани. Освен тоа знае дека сите вистински моне-
ти се со еднаква маса, а сите фалсификувани монети имаат различни маси и
секоја фалсификувана монета е потешка од секоја вистинска монета. Масите
на поединечните монети не му се познати. Нумизматичарот има вага со два
таса без тегови, на која може со едно мерење да спореди две групи со една-
ков број монети. Определи го најмалиот број мерења со кој со помош на ва-
гата нумизматичарот може со сигурност да најде барем една вистинска мо-
нета.

9. Работник располага со контејнер и мала количка. Контејнерот може да со-
бере најмногу 1000kg , а количката најмногу 1 kg жито. Даден е конечен

број торби со жито, чија вкупна маса е поголема од 1001 kg , но масата на

секоја од нив не е поголема од 1 kg . Определи го максималното количество
жито кое може да биде натоварено заедно во контејнерот и количката, неза-
висно од масата на одделните торби.

10. Работник располага со две колички. Едната може да носи не повеќе од 8 kg ,

а другата не повеќе од 9 kg . Даден е конечен број торби со жито кои имаат

вкупна маса поголема од 17 kg , но масата на секоја од нив е не поголема од

1 kg . Определи го максималното количество на жито кое може да биде нато-
варено заедно во двете колички, независно од масите на одделните торби.

11. Нека N е природен број. Дадено е множество тегови кое ги задоволува
следниве услови:
1) Секој тег од множеството има некоја од масите 1, 2,..., N ;
2) За секој {1,2,..., }i N постои тег со маса i .
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3) Збирот на масите на сите тегови од даденото множество е парен број.
Докажи дека даденото множество тегови може да се разбие на две подмно-
жества кои имаат еднакви маси.

12. Емилија и Весна го пребарувале таванот на дедо Марко и нашле вага и кутија
со тегови. Кога теговите ги распределиле по маси, констатирале дека има 5
различни групи тегови. Играјќи се со вагата и теговите, констатирале дека
ако на едната страна на вагата стават било кои два тега, тогаш е можно во
кутијата да се најдат други два тега такви што со нивно ставање на другата
страна на вагата, вагата е во рамнотежа.
Определи го најмалиот можен број тегови во кутијата.

13. Разгледуваме комплет тегови, секој од кои има маса цел број грамови, а заед-
но имаат маса 200 g . Таков комплет го нарекуваме правилен, ако секој пред-
мет со целобројна маса од 1 до 200 грама може да се измери со определен
број тегови и тоа на единствен начин, при што предметот се поставува на
едниот тас, а теговите на другиот тас и две мерења кои се разликуваат со
замена на неколку тегови со други, но со иста маса, ќе ги сметаме за еднакви.
а) Да се најде пример за правилен комплет во кој не сите тегови се по 1 g .
б) Колку различни правилни комплети постојат? (Два комплети се различни,
ако некој тег учетвува различен број пати).

14. Нека се 1 2, ,..., na a a по парови различни природни броеви и нека M е
множество кое се состои од 1n  природни броеви и не го содржи бројот

1 2 ... ns a a a    . Скакулец треба да направи n скокови надесно по број-
ната права, тргнувајќи од тoчката со координа 0. Притоа, должините на него-
вите скокови мора да бидат еднакви на броевите 1 2, ,..., na a a , во некој редос-
лед. Докажи, дека тој редослед може да се избере така што скакулецот нико-
гаш нема да скокне во точка чија координата е во множеството M .

15. Во земјата на математичарите избрале реален број 2  и во оптек пуштиле

монети со вредност 1 денар и k денари за секој природен број k . Притоа
бројот  бил избран така што сите вредности на монетите, без најмалата,
биле ирационални броеви. Дали може да се случи, секоја сума на пари од
природен број денари да се исплати со такви монети, при што секој вид
монета се користи не повеќе од 6 пати?

16. Дадени се n еднакви топки, три од кои се радиоактивни. Располагаме со
уред, кој го определува количеството на радиоактивност. Притоа со едно
мерење на произволно множество топки може да се определи дали во него
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има 0, 1 или повеќе од 1 радиоактивни топки. Ако со ( )L n го означиме мини-
малниот број мерења, потребни за наоѓање на трите радиоактивни топки:
а) определи го (6)L ,

б) докажи, дека 5
2( ) [ ]nL n  .
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26. ПАТИШТА

1. На цртежот десно е прикажана мрежа на патишта меѓу 14
градови. Дали може да се обиколат сите градови така што
секој град се посети точно еднаш?

2. Десет улици во еден град се паралелни една на друга, а другите десет ги
сечат под прав агол. Колку најмалку кривини може да има затворена марш-
рута која минува низ сите раскрсници на дваесетте улици?

3. Дадена е правоаголна табла со димензии ,
каде , (види цртеж). Да ги разгледа-
ме сите патишта од до кои имаат должина

. Докажи, дека бројот на таквите патишта
кои поминуваат низ е пати поголем од оние
кои поминуваат низ .

4. Еден град има мрежа од m „хоризонтални“ и n „вертикални“ улици, при
што секои две соседни раскрсници се еднакво оддалечени. Определи ја нај-
малата должина која треба да се асфалтира така што од секоја раскрсница  до
секоја раскрсница може да се стигне по асфалтен пат.

5. Во една држава постојат n , 2n  градови. Некои од нив се поврзани со
патишта. Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш
постои град со кој двата града се поврзани со директен пат. Определи го
најмалиот можен број патишта во државата.

6. Во една држава има , 4n n  градови. Некои од нив се поврзани со патишта.
Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш постојат
најмалку два града кои со секој од двата неповрзани градови се поврзани со
директен пат. Определи го најмалиот можен број патишта во државата.

7. Во една држава има , 4n n  градови. Некои од нив се поврзани со патишта.
Познато е дека за секои два града постои град кој со секој од двата града е
поврзан со директен пат. Определи го најмалиот можен број патишта во
државата.

m n
n km k 

A C

m n
T k

S
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8. Некои парови на множество од n точки 1 2, ,..., nA A A ( 4n  ) се меѓусебно
поврзани со отсечки, така што секоја точка е поврзана со барем три од
дадените точки. Докажи дека постојат различни точки

1 2 2 1 2, ,..., { , ,..., }k nX X X A A A за некој 2k  така што точките iX и 1iX  се

поврзани за секој (1 2 )i i k  каде 2 1 1kX X  .

9. Некои од n градови се поврзани со авионски линии (сите линии се двона-
сочни). Постојат точно m линии. Нека е бројот на линиите кои тргнуваат

од градот i , за 1, 2,...,i n . Ако , за секој , докажи
дека важи

.

Определи ги сите вредности на за кои се достигнува знак за равенство.

10. Човек се наоѓа во точката (1,1) во координатната рамнина и сака да најде

предмет кој се наоѓа во некоја точка ( , )a b , каде {1,2,..., }a m , {1,2,..., }b n

и после тоа да се врати во точката од која тргнал. Определи ја должината на
најкраткиот пат кој треба да го помине за да ја заврши работата, ако човекот
не знае во која од дадените точки се наоѓа предметот и може да се движи во
произволен правец.

11. Во темето A на коцката 1 1 1 1ABCDA B C D стои мравка. Мравката патува 2015
минути, при што секоја минута поминува преку раб до соседно теме. Нека m

е бројот на патеките со кои мравката своето патување го завршува во темето
B , а n е бројот на патеките со кои таа своето патување го завршува во
темето 1C . Пресметај ја вредноста на изразот m n .

12. Секои два града во една држава се поврзани со еднонасочен пат така што не
постои затворена маршрута. Дали е можно за поминувањето по секој пат да
се наплатува патарина (за различните патишта патарините може да се
различни) така што за секои два града A и B патарина која се плаќа за
секоја маршрута, која почнува во A и завршува во B , да биде една иста?

13. Дадени се природни броеви M и N . Иван се наоѓа во точката (0, )N и се

движи со чекори до точката ( ,0)M , при што ги почитува следниве две пра-
вила:
1) Секој чекор е со должина 1 и е паралелен на некоја од координатните

оски.

id

1 2010id  1, 2,...,i n

2

1
4022 2010

n

i
i

d m n


 

n
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2) За секоја точка ( , )x y на неговиот пат важи 0, 0x y  .
При секој чекор тој го запишува растојанието до оската која е паралелна на
тој чекор, при што ако чекорот го оддалечува од координатниот почеток, тој
тоа растојание го запишува со позитивен знак, а во спротивен случај го
запишува со негативен знак.
Докажи дека кога Иван ќе стигне во точката ( ,0)M , збирот на сите запишани
броеви ќе биде еднаков на нула.

14. Во една земја има n градови, секои два града се поврзани со двонасочна же-
лезничка линија. Цените на билетите се еднакви во двете насоки за секои два
града, но се различни за секоја линија, која директно поврзува два града.
Докажи, дека патник може да тргне од некој од градовите и последователно
да патува по 1n  линија, плаќајќи за секое патување помалку, отколку за
претходното. (Патникот има право да минува низ еден ист град повеќе пати.)

15. Нека n е природен број и nS е множеството точки со целобројни координати

( , )x y такви што
1
2| | | |x y n   .

Низата различни точки 1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )l lx y x y x y од nS ја нарекуваме пат

ако за 2,3,...,i l растојанието меѓу точките ( , )i ix y и 1 1( , )i ix y  е еднакво

на 1, т.е. точките ( , )i ix y и 1 1( , )i ix y  се соседни во целобројната решетка.

Докажи дека точките на nS не може да се разбијат на помалку од n патишта

(разбивање на nS на m патишта е множество P од m непразни патишта

при што секоја точка од nS се користи точно еднаш во патиштата од P ).

16. Во едно кралство има N градови при што некои парови градови се поврзани
со двонасочни патишта кои не се сечат (градовите од таков пар ги нареку-
ваме соседни). Познато е дека од секој град може да се стигне до секој друг
град, но не е можно, тргнувајќи од некој град и движејќи се по различни
патишта, да се вратиме во тој град.
Во секој град кралот имал свој намесник. Кралот наредил реформа во која:
секој од N  те намесници на градовите станал намесник во некој од градови-
те, при што секои два намесници кои биле во соседни градови пред реформа-
та биле во соседни градови и по реформата. Докажи дека или во некој град
по реформата не се променил намесникот, или некој пар соседни градови си
ги замениле намесниците.

17. Во државата Северна Баксузија има 100 градови, некои од кои се поврзани со
патишта така што од секој град може да се стигне до секој друг град. Во
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земјата има вкупно 1000 патишта. Владата на Северна Баксузија има намера
некои од патиштата (може и сите) да ги затвори така што од секој град
тргнуваат парен број патишта (и нулата е парен број). На колку начини
владата тоа може да го направи?

18. Во една држава има повеќе од 7 градови. Докажи, дека не постои мрежа од
еднонасочни патишта со следниве својства:
1) меѓу секои два града постои точно еден директен пат,
2) за секои два града A и B постои точно еден град во кој директно може

да се стигне и од A и од B ,
3) за секои два града A и B постои точно еден град од кој директно може

да се стигне и во A и во B .

19. Нека q е позитивен рационален број. Две мравки на почетокот се наоѓаат во

иста точка X во рамнината. Во n  тата минута ( 1, 2,...)n  секоја од нив из-
бира дали ќе се движи на север, исток, југ или запад, и притоа минува расто-

јание од nq метри. По цел број минути тие повторно се наоѓаат во иста точка
во рамнината (не задолжително во точката X ), а дотогаш изминатите патеки
не им се потполно идентични. Определи ги сите можни вредности на бројот
q .
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27. ПОЗНАНСТВА

1. Во група од 2 1n  луѓе ( n ), за секои n луѓе постои еден од човек од
преостанатите луѓе кој сите ги познава. Докажи дека во групата постои човек
кој ги познава сите членови на групата. (Познанството е симетрична рела-
ција.)

2. Докажи, дека во произволна група луѓе постојат најмалку двајца кои меѓу
членовите на таа група имаат еднаков број познаници. Познанството е симе-
трична релација, т.е. ако A го познава B , тогаш B го познава A .

3. На еден натпревар секој натпреварувач има најмногу тројца познаници (поз-
нанството е симетрична релација). Докажи дека е можно натпреварувачите
да се распоредат во две простории така да секој натпреварувач има најмногу
еден познаник во просторијата во која е сместен.

4. Секој жител од градовите , ,A B C познава најмногу еден од жителите на друг
град. Ако
1) бројот на жителите на градот A е еднаков на 6000,
2) бројот на жителите на градот B кои имаат познаници во градот C е

помал или еднаков на 2000, и
3) во градовите B и C повеќе од половината жители немаат познаници во

градот A ,
докажи дека вкупниот број жители во градовите ,A B и C кои немаат по-
знаници во други градови е поголем од 1999.

5. Нека 1N mn n   , каде 3m  и 2n  се природни броеви. Докажи, дека
ако во група од N лица меѓу секои m постојат две лица кои се познаваат,
тогаш постои лице кое познава барем n од преостанатите членови на група-
та. Дали тврдењето е точно за 1N mn n   ?

6. На устен испит учествуваат 100 студенти. Секој студент го испитува еден од
25 професори. Секој студент подкупил најмногу 15 професори. Докажи дека
може да се направи распоред на испрашувања така што ниту еден студент
нема да одговара кај професор кој го подкупил, а притоа ниту еден професор
нема да испрашува повеќе од 10 студенти.
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7. Докажи дека во множество од 2( )n
n луѓе, n , може да се најдат 1n  луѓе

кои меѓусебно сите се познават или 1n  луѓе кои меѓусебно сите не се поз-
наваат.

8. Определи го најмалиот број 5n  за кој постои група од n лица, така што
секои две лица кои се познаваат немаат заеднички познаник, а секои две лица
кои не се познаваат имаат точно два заеднички познаници. (Ако A B и A
го познава B , тогаш и B го познава A .)

9. Во група од n лица постојат тројца познаници, секој од кои се познава со
повеќе од половината членови на групата. Определи го најмалиот број тројки
познаници во оваа група?

10. На математички натпревар некои ученици се пријатели; ако A е пријател со
B, тогаш и B е пријател со A. Група ученици се нарекува дружина ако секои
два ученика во таа групи се пријатели. (Специјално, секоја група со помалку
од два ученика е дружина.) Бројот на учениците во една дружина се нарекува
големина на дружината.
На овој натпревар максималната големина на дружина е парен број. Докажи,
дека учениците може да се распоредат во две соби, така што максималната
големина на дружине во едната соба е еднаква на максималната големина на
дружина во другата соба.

11. Во една група ученици се исполнети следниве услови:
- секој ученик познава најмногу N други ученици и
- за секој {1,2,..., }k N бројот на учениците кои имаат k познаници е ед-

наков на k .
Определи ги сите можни вредности на N . (Познанството е симетрична
релација, ако A го познава B , тогаш B го познава A .)

12. За едно друштво луѓе ќе велиме дека е добро, ако неговите членови може да
се распоредат во неколку соби така што во секоја соба не постојат двајца кои
се познаваат, но да е можно да се избере по еден човек од секоја соба така
што секои двајца од избраните се познаваат. Едно друштво луѓе се нарекува
совршено, ако секое непразно множество од негови членови е добро друшт-
во.
Едно совршено друштво имало забава. Еден член на друштвото, Васко, го
довел својот другар Павле, кој не е од тоа друштво, и го запознал со сите
свои познати. Докажи дека новото друштво исто така е совршено.
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13. Македонската математичка олимпијада се одржува во две соби означени со
броеви 1 и 2. На почетокот сите натпреварувачи влегуваат во соба бр. 1.
Краен распоред на натпреварувачите по соби се добива на следниот начин:
листа со имиња на неколку од натпреварувачите се чита на глас; кога едно
име ќе биде прочитано, тој натпреварувач и сите негови познаници меѓу
останатите натпреварувачи ја менуваат просторијата во која моментално се
наоѓаат. Така на секоја листа  имиња соодветствува по еден краен распоред
на натпреварувачите по соби. Докажи дека вкупниот број на можни крајни
распореди не е еднаков на 2009. (Познанство меѓу натпреварувачи е си-
метрична релација).

14. Природните броеви .. и n се поголеми од 1 . Во една група од kn луѓе, секој

член на групата се познава со повеќе од ( 1)k n од преостанатите луѓе од

групата. Дали постојат 1k  луѓе од групата кои попарно се познаваат меѓу
себе? (Да се докаже за било кои k и n кои ги поседуваат дадените својства).
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28. ЗАДАЧИ СО ТУРНИРИ

1. На еден шаховски турнир учествувале n жени и 2n мажи и сите меѓусебно
одиграле по една партија при што ниту една партија не завршила нерешено.
Бројот на партии во кои победиле жените во однос на бројот на партии во
кои победиле мажите се однесува како 7 : 5 . Определи го n .

2. На турнир на кој било предвидено секој шахист да одигра по една партија со
секој шахист вкупно се одиграни 55 партии. Два учесника го напуштиле тур-
нирот, при што еден по првата одиграна партија, а другиот одиграл 10 пар-
тии. Дали овие шахисти играле меѓусебно?

3. На еден шаховски турнир учествувале n шахисти, мајстори и велемајстори.
По завршувањето на турнирот се покажало дека секој учесник половина од
своите поени ги освоил играјќи против мајсторите. Докажи, дека n е при-
роден број.

4. На еден фудбалски турнир учествувале 4 екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. На крајот на турнирот во табела-
та бројот на освоените поени на секои две соседни екипи се разликувал за 1.
Колку бодови може да има првопласираната екипа? (Во фудбалот за победа
се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за нерешен резултат секоја екипа
добива по 1 бод.)

5. На еден фудбалски турнир учествувале 6 екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. На крајот од турнирот секоја од
првите три екипи освоила по a бодови, а секоја од последните три екипи
освоила по b бодови, каде a b . Определи го бројот на можните различни
вредности на збирот a b .

6. На еден фудбалски турнир учествуваат n екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. Екипата која освоила најмногу
бодови, победила во помалку натпревари од секоја друга екипа. Определи ја
најголемата можна вредност на n ?

7. На шаховски турнир учествуваат n шахисти од државата A и n шахисти од
државата B . Се покажало дека како и да се поделат во парови, тогаш барем
еден од паровите се сретнал порано. Докажи, дека може да се изберат a
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шахисти од државата A и b шахисти од државата B , a b n  така, што
секој од избраните a шахисти се сретнал порано со секој од избраните b

шахисти.

8. На одбојкарски турнир играле 4n  тимови и секои два тима одиграле точно
по еден натпревар (во одбојката нема нерешен резултат). Познато е дека не
постојат четири тима , , ,A B C D такви што A го победил B , B го победил
C , C го победил D и D го победил A . Определи го најголемиот можен
број тројки ( , , )A B C такви што A го победил B , B го победил C , C го

победил A . (За тројките ( , , )A B C и ( , , )B C A сметаме дека си исти.)

9. На шаховски турнир учествувале 2 3n  шахисти, при што секои два шахис-
та меѓусебно играле по една партија. Партиите се играат последователно, при
што секој шахист по изиграна партија одмара најмалку n партии. Докажи
дека некој шахист играл во првата и последната партија.

10. Во НБА има 30 тимови, секој од кои во текот на една сезона треба да одигра
по 82 натпревари. Дали е можно тимовите да се поделат во две конференции
(не задолжително со еднаков број тимови) – Источна и Западна, и натпрева-
рувањето да се организира така што бројот на натпреварите меѓу тимовите
од различните конференции да е еднаков на половина од бројот на сите нат-
превари?

11. На тениски турнир учествуваат 14 тенисери и секој со секого одиграл точно
по еден меч. Тројката тенисери ( , , )a b c ја нарекуваме триаголник ако a го

победил b , b го победил c и c го победил a . Кој е најголемиот можен број
на триаголници на овој турнир?

12. На тениски турнир учествувале 2n тенисери. Секој тенисер одиграл по еден
меч со секој од останатите тенисери. Докажи, дека можеме да избереме 1n 
тенисери и да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите
тенисери кои во низата се наоѓаат по него.

13. На еден тениски турнир секои двајца играчи играле еден против друг. На
крајот на турнирот играчот имал , победи повеќе од играчот .
Докажи, дека постои група од играчи, , таква што секој играч од

е поразен од и секој играч од го победил .

14. На еден шаховски турнир на кој немало нерешени резултати, учествувале два
ученика и неколку студенти. Играле секој со секого. Двата ученика освоиле

A k 2k  B

S | | 1S k 

S A S B
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заедно 8 поени, додека секој студент освоил по еднаков број на поени. Колку
студенти учествувале на турнирот и колку поени освоиле. Да се најдат сите
решенија.

15. Нека n е природен број. Не една конференција се наоѓаат 6 4n  математи-
чари. Се одржуваат 2 1n  состаноци. На секој состанок математичарите
седат околу една тркалезна маса со 4 места и n тркалезни маси со по 6 места.
Растојанието меѓу секои две соседни столици на една маса се еднакви. Ќе
велиме дека двајца математичари се во специјална положба ако седат на иста
маса и ако се соседи или ако седат на дијаметрално спротивни столици. За
кои природни броеви n е можно по завршувањето на сите состаноци никои
двајца математичари да не биле во специјална положба повеќе од еднаш?
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29. КОМБИНАТОРИКА НА ШАХОВСКА ТАБЛА

1. На колку начини шаховската фигура
крал може од полето 1a да дојде до по-
лето 8h , ако во секој потез кралот се по-
местува на соседното поле десно, горе
или по дијагонала десно-горе? Кој пат е
најкраток?

2. Шаховската фигура крал може да се придвижи само на соседно поле на таб-
лата (поле кое има барем една заедничка точка со полето на кое се наоѓа
кралот), што значи дека може да нападне само фигура која се наоѓа на едно
од осумте соседни полиња. Определи го максималниот број на кралеви кои
можат да се постават на шаховска табла со димензии 12 12 така што секој
крал да напаѓа само еден друг крал.

3. Петар и Никола ја играат следнава игра: на почетокот Петар замислил едно
од полињата на шаховска 100 100 табла. Потоа Никола покажува на про-
изволно поле од шаховската табла и го прашува Петар колку најмалку потези
и се потребни на шаховската фигура крал за да стигне од посоченото до за-
мисленото поле. Откако ќе го добие одговорот, Никола може повторно на ист
начин да постави прашање или да го погоди полето кое Петар го замислил
итн. Петар на сите прашања одговара коректно. Колку најмалку прашања
треба да постави Никола за да го открие замисленото поле?

4. Растојание меѓу две единечни полиња на бесконечна шаховска табла го наре-
куваме минималниот број чекори потребни кралот да стигне од едното до
другото поле. На таблата се означени три полиња, такви што растојанието
меѓу секои две од нив е еднакво на 100. Определи го бројот на полињата кои
од обележените полиња се наоѓаат на растојание еднакво на 50.

5. Дадени се шаховска табла со димензии n n и m топови (шаховски фигури),
n m . Определи го бројот на начините на кои може да се распоредат топо-
вите, но така да тие меѓусебно не се напаѓаат.

6. Во некои полиња на табла со димензии 10 10 се поставени k топови и се
означени сите полиња кои се нападнати (топот го напаѓа и полето на кое се
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наоѓа). Определи го најголемиот k при кој по отстранување на било кој топ
барем едно означено поле не е нападнато.

7. Горната десна четвртина на шаховската табла е покриена со хартија. Колку
најмногу топови можеме да поставиме на преостанатиот дел на шаховската
таблатака што тие меѓусебно нема да се напаѓаат? На колку начини тоа може
да се направи?

8. Осумте полиња на големата црна дијагонала на шаховската табла ги наре-
куваме ограда. Топ се движи по таблата така што не стапнува на едно исто
поле повеќе од еднаш и не стапнува на оградата. Кој е најголемиот број
скокови кои топот може да ги направи преку оградата?

9. Даден е природен број 2n  . Разгледуваме шаховска табла n n која се

состои од 2n полиња. За распоредот на n топови на таблата ќе велиме дека е
мирољублив ако во секој ред и во секоја колона се наоѓа тачно едан топ.
Определи го најголемиот природен број k таков што за секој мирољублив
распоред на n топови постои квадрат k k кој не содржи топ ниту на едно од

своите 2k полиња.

10. Во полињата на шаховската табла да ги запишеме
броевите од 1 до 64, во секое поле по еден број, така
што во првот ред од лево на десно ги запишуваме
броевите од 1 до 8, во вториот ред од лево на десно
броевите од 9 до 16 итн. На таблата произволно
поставуваме 8 топови кои меѓусебно не се напаѓаат
(еден распоред од можните 40320 е даден на цртежот
десно). Определи го збирот на броевите кои се запи-
шани во полињата на кои се поставени топовите.

11. Дали може скокач да обиколи табла со димензија
4 2012 и да се врати на полето од кое тргнал при што
на секое поле ќе застане само еднаш?
Скокачот е фигура која во шахот се движи во облик на
бквата L: од полето означено со кругче може да скокне
на едно од осумте полиња означени со крвче (ако тоа
поле е на таблата).

12. Докажи дека скокаќот (скокајќи според правилата како шаховска фигура) не
може да го обиколи секое поле на табла со димензии (2 1) (2 1)k r   и да се
врати на почетното поле.
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13. Докажи дека скокачот (скокајќи според правилата како шаховска фигура)
може да го обиколи секое поле на табла со димензии 8 8 .

14. На колку начини на шаховската табла 8 8 може да се постават црн и бел
скокач, така да тие не се напаѓаат (според правилата на шаховската игра)?

15. Колку најмногу ловци можат да се постават на шаховска табла со димензии
n n така што било кои два од нив да не се напаѓаат (според правилата на
шаховската игра).

16. За две кралици поставени на шаховската табла ќе велиме дека се независни
ако меѓусебно не се напаѓаат. Нека 1D и 2D се две независни кралици, id е

бројот на полинањата кои ги напаѓа кралицата iD , 1, 2i  , а 1,2d е бројот на

полињата кои ги напаѓаат истовремено двете кралици. Со 1 2( , )d D D да го
означиме бројот на полињата кои се нападнати барем од една кралица.
Докажи дека за две независни кралици iD , 1, 2i  е точно неравенството:

1 2( , ) 42d D D  . (1)

17. Определи колку најмногу кралици може да се постават на табла со димензии
2017 2017 така што секоја кралица смее да напаѓа најмногу една од преос-
танатите кралици.

18. Разгледуваме поделби на шаховска 8 8 табла на p правоаголници кои не-
маат заеднички внатрешни точки, такви што секоја поделба ги задоволува
условите:
а) Секој правоаголник се состои од еднаков број бели и црни полиња.
б) Ако со ia го означиме бројот на бели полиња во i  тиот правоаголник,

тогаш 1 2 3 .... pa a a a    .

Најди ја најголемата вредност на p за која ваква поделба е можна. За вака

најденото p најди ги сите можни низи броеви 1 2 3, , ,...., pa a a a .
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30. ЗАДАЧИ НА ТРИАГОЛНА РЕШЕТКА

1. Триаголна n n решетка е рамностран триаголник со должина на страна n ,
и поделен на рамнострани триаголници со должина на страна 1, чии страни
се паралелни на страните на триаголникот. Пресечните точки на линиите на
решетката ги нарекуваме јазли на решетката. Докажи дека триаголна решетка

со должина на страна n има 2n мали триаголници и 2
2( )n јазли.

2. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на ромбовите составени од два мали три-
аголници.

3. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на паралелограмите од видот 1 ( 1)k k 

чии страни се на делбените линии и темињата се во јазлите на решетката.

4. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Колку паралелограми може да се формираат од малите три-
аголници?

5. Докажи дека:

а) 2 2 2 4 2 2 1 21
2 2 2 2 32( ) ( ) ... ( ) ( ) (( ) )k k k k       ,

б) 2 1 2 3 5 3 2 1 21
2 2 2 2 32( ) ( ) ... ( ) ( ) (( ) )k k k k        .

6. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на ромбовите чии страни се на делбените
линии и темињата се во јазлите на решетката.

7. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на триаголниците чии страни се на дел-
бените линии и темињата се во јазлите на решетката.



Задачи на триаголна решетка

91

8. Докажи дека за секој природен број 2k  важи:

а)
2 ( 1)( 1)2 2 2 4

3 3 3 3( ) ( ) ... ( ) k k kk k      ,

б)
2( 1)(2 2 1)2 1 2 3 5 3

3 3 3 3 2( ) ( ) ... ( ) ( ) k k k kk k         .

9. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на сите рамнокраки трапези чии страни се
на делбените линии и темињата се во јазлите на решетката.

10. Секоја страна на рамностран триаголник ја делиме на k еднакви дела. Низ
точките на страните повлекуваме прави паралелни на страните на триагол-
никот. Повлекуваме искршена линија низ триаголникот, при што:
а) Ниеден триаголник не се јавува два пати;
б) Секој нареден триаголник на искршената линија има заедничка страна со
претходниот.
Низ колку триаголници минува искршената линија?

11. Рамностран триаголник со должина на страна ,n n е поделен со прави
паралелни на страните на рамнострани триаголници со должина на страна 1.
Колку најмногу отсечки со должина 1 и крајни точки во темињата на малите
триаголници може да се отстранат така што да не постои триаголник со
страни кои се наоѓаат меѓу отстранетите отсечки?

12. Правилен шестаголник е поделен на 24 рамнострани триаголници како што е
прикажано на цртеж 1. На 19-те темиња на триаголниците им се придружени
19 различни броеви. Докажи дека меѓу 24-те триаголници постојат најмалку
7 такви што за броевите , ,a b c придружени на темињата на овие триаголни-
ци и земени во редослед спротивно од движењето на стрелките на часов-
никот важи a b c  .

13. Дадена е триаголна n n решетка. Триаголниците, кои се наоѓаат меѓу две
соседни паралелни прави формираат лента.
а) Нека 10n  . Колку најмногу полиња може да се обојат така, што никои
две обоени полиња не се во иста лента во ниту еден правец на решетката?
б) Нека 9n  . Колку најмногу полиња може да се обојат така, што никои две
обоени полиња не се во иста лента во ниту еден правец на решетката?

14. Град има форма на триаголна n n решетка. Улици во овој град ќе ги наре-
чеме сите линии од решетката, а раскрсници сите јазли од решетката. Градо-
началникот решил да ги осветли сите улици на градот со светилки, поставени
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на раскрсниците, при што не смее да има две светилки на една иста улица.
Секоја светилка ги осветлува сите улици, кои излегуваат од раскрсницата на
која е светилката. Колку најмногу светилки може да постави фирмата која
треба да го реализира осветлувањето на градот?

15. Во рамнина, 2014 прави се распоредени во три групи заемно паралелни
прави. Определи го најголемиот можен број на триаголници кои ги фор-
мираат правите (секоја страна од триаголникот лежи на некоја од правите).

16. Секое множество од n точки во рамнината ќе го наречеме n  аголник. По-
стои дванаесетаголник K во двобојна (сино-црвена) рамнина P така, што
P не содржи ниту монохроматска црвена отсечка со должина 1, ниту
монохроматски син дванаесетаголник, складен со K . Докажи!
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31. КОМБИНАТОРНА ГЕОМЕТРИЈА

Под комбинаторна геометрија обично се подразбираат геометриски задачи со
голем или неограничен степен на слобода, како што се геометриските распореди,
егзистенцијалните задачи за чие решавање често пати се користи принципот на
Дирихле, или разни задачи кои содржат комбинаторни идеи. Во претходните па-
раграфи разгледавме поголем број  задачи од комбинаторна геометрија, но заради
нивната разновидност овде ќе дадеме дополнителни задачи од оваа интересна
област.

1. Докажи дека меѓу било кои четири точки кои лежат во внатрешноста на
единичната кружница постојат две кои се на растојание помало од 2 .

2. (Задача на Силвестер). Во рамнината е дадено конечно множество точки S
такви што не лежат сите на една права. Докажи дека постои права која
содржи точно две точки од множеството S .

3. Рамнинска фигура  со плоштина поголема од 1012 е сместена во право-
аголник P со димензии 1 2023 . Докажи дека  содржи две точки на меѓу-
себно растојание 1.

4. Затворена искршена линија во рамнината се состои од парен број отсечки со
должина 1. Докажи, дека постојат две темиња на оваа искршена линија кои
се на растојание поголемо од 1.

5. Во координатната рамнина секоја искршена линија која се состои од една
вртикална и една хоризонтална отсечка ја нарекуваме ќоше. Во рамнината се
дадени n сини и n црвени точки чии проекции на координатните оски Ox и
Oy се меѓусебно различни. Докажи дека може да се нацртаат n ќошиња без
заеднички точки такви што секое ќоше има една црвена и една сина крајна
точка.

6. Во рамнината е дадено конечно множество точки. Докажи дека од него се-
когаш може да се исфрли една точка и остатокот да се подели на две под-
множества, секое од кои има дијаметар строго помал од почетното мно-
жество.
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7. Во внатрешноста на кружница со радиус 1 или на неа се наоѓаат 212 точки.
Докажи дека постојат барем 2017 парови точки чие растојание е најмногу 1.

8. Дадени се n , 3n  точки во рамнината, такви што растојанието меѓу било
кои две од нив не е поголемо од 1 . Определи го најголемиот можен број на
отсечки со должина 1 чии краеви се во дадените точки.

9. Во рамнината се дадени n прави такви што било кои две не се паралелни и
било кои три не се сечат во една точка (прави во општа положба). На колку
делови овие прави ја делат рамнината?

10. Во просторот се дадени n рамнини такви што секои три рамнини се сечат и
било кои четири немаат заедничка точка (рамнини во општа положба). На
колку делови овие рамнини го делат просторот?

11. Дадена е точка T во просторот. На колку најмногу делови може да биде
поделен просторот со n рамнини кои минуваат низ точката T ?

12. Во рамнината се дадени n кружници такви што секои две се сечат во две
точки и било кои три немаат заедничка точка. На колку делови ја делат рам-
нината овие n кружници?

13. Во просторот се дадени n сфери такви што секои две се сечат во кружница и
било кои три немаат заедничка кружница. На колку делови го делат про-
сторот овие n сфери?

14. На колку делови со своите дијагонали е поделен конвексен n  аголник таков
што било кои три негови дијагонали не се сечат во една точка.

15. Конвексен n -аголник е разделен на триаголници со дијагонали кои не се се-
чат меѓу себе. Секое теме на n -аголникот е теме на непарен број на делбени
триаголници. Определи ги сите можни вредности за n .

16. Во рамнина дадени се 5 точки. Правите кои се определени со овие точки се
различни и меѓу нив нема ниту паралелни, ниту нормални прави. Низ секоја
точка конструирани се сите нормали така што секоја од нив е нормална на
некоја права одредена со две од преостанатите 4 точки. Определи го најго-
лемиот можен број пресечни точки на овие нормали, не сметајќи ги дадените
точки.
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17. Даден е конвексен n  аголник таков што било кои три негови дијагонали не
се сечат во една точка. Определи го бројот на отсечките на кои сите дија-
гонали на n  аголникот се поделени со пресечните точки.

18. Во рамнина се дадени , ( 4)n n  точки, меѓу кои не постојат три колинеарни

точки. Докажи дека постојат најмалку 3
2( )n конвексни четириаголници кои

имаат темиња во четири од дадените точки.

19. Трака со ширина w го нарекуваме множеството точки во рамнината кои се
наоѓаат на или меѓу две паралелни прави кои се на растојание w една од
друга. Нека S е множество од n точки во рамнината такво што било кои три
точки од множеството S може да се покријат со трака со ширина 1. Докажи,
дека S може да се покрие со трака со ширина 2.

20. Во рамнината се дадени шест точки, така што било кои три од нив не се ко-
линеарни. Ги повлекуваме петнаесетте прави определени со овие шест точки.
Во колку точки, различни од дадените, најмногу можат да се сечат по три од
овие петнаесет прави?

21. Дадени се n различни точки на кружницата k . Било кои три отсечки со
крајни точки во дадените не се сечат во една точка, која е внатрешна точка за
кружницата. На колку области отсечките со крајни точки во дадените точки
го делат кругот?

22. Определи ги сите природни броеви n за кои во рамнината постојат n точки,

секоја од кои припаѓа на точно 1
3 од правите определени со тие точки.

23. Даден е природен број n . Во рамнината се избрани точки 1 2 4, ,..., nP P P такви
што никои три од нив не лежат на иста права. Познато е дека за секој

1, 2,..., 4i n сликата на полуправата 1i iP P


при ротација со центар iP и агол

90 во насока на движењето на стрелката на часовникот е полуправата

1i iP P


. Определи го максималниот можен број подредени парови ( , )i j ,

1 4i j n   , за кои отсечките 1i iP P и 1j jP P  се сечат во точка, различна од

крајна точка на отсечка. (Земаме 0 4 4 1 1,n nP P P P  .)

24. Дадени се 5n  рамнини, такви што било кои три имаат точно една заед-
ничка точка и не постојат четири рамнини кои минуваат низ една точка.
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Докажи, дека меѓу деловите на кои со дадените рамнини е поделен просторот
има најмалку 2 3

4
n тетраедри.

25. Квадрат со страна 2 поделен на единечни квадрати може да се нацрта со
цртање на три квадрати: два спротивни аголни квадрати и голем квадрат.
Колку најмалку квадрати е потребно да се нацртаат за да се добие квадрат со
страна n поделен на единечни квадрати?

26. Квадрат е разделен на 2 4n  правоаголници со 2 2n  прави, 1n  од кои се
паралелни на едната страна на квадратот, а преостанатите 1n  се паралелни
на другата страна на квадратот. Докажи дека од овие правоаголници може да
се изберат 2n такви што за секои два од избраните правоаголници едниот
може да се постави во другиот (евектуално по ротација).

27. Квадрат со страна 1 е поделен на многуаголници. Страните на сите многу-
аголници се паралелни со страните на квадратот. Вкупната должина на вна-
трешните страни на многуаголниците е еднаква на 2n . Докажи дека постои

барем еден многуаголник чија плоштина е поголема или еднаква на 2
1

( 1)n
.

28. Во координатната рамнина се дадени 2013 квадрати со страна 1, чии страни
се паралелни со координатните оски. Докажи дека збирот на плоштините на
сите области кои се покриени со непарен број квадрати не е помал од 1.

29. Дадени се 2n точки наредени во рамнината во форма на квадратна мрежа
n n . Искршена линија со должина l ја нарекуваме унијата на отсечките

0 1 1 2 2 3 1, , ,..., l lA A A A A A A A во таа рамнина. Определи го најмалиот природен

број l за кој постои искршена линија со должина l на која лежат сите 2n
дадени точки.

30. Нека n е природен број. Правоаголник со должини на страни 90 1n  и
90 5n  е поделен на единечни квадрати со страни паралелни на страните на
правоаголникот. Нека S е множеството од сите темиња на овие единечни
квадрати. Докажи, дека бројот на правите кои содржат барем две точки од
множеството S е делив со 4.

31. Во рамнината е даден квадрат, чии страни се хоризонтални и вертикални. Во
квадратот се наоѓаат неколку отсечки, паралелни со страните и такви што ни-
кои две отсечки не лежат на иста права и не се сечат во точка, која е вна-
трешна и за двете отсечки. Се покажало, дека отсечките го разбиваат квад-
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ратот на правоаголници, при што секоја вертикална права, која го сече
квадратот и не содржи отсечки од разбивањето пресекува точно k право-
аголници од разбивањето, а секоја хоризонтална права, која го сече квадратот
и не содржи отсечки од разбивањето пресекува точно l правоаголници од
разбивањето. Определи го бројот на правоаголниците во разбивањето.

32. Определи го најголемиот број правоаголници со димензии 1 10 2 кој може
да се добие од правоаголник со димензии , ако е дозволено сечење по
прави паралелни на страните на дадениот правоаголник.

33. Во рамнината се дадени неколку правоаголници со страни паралелни со
координатните оски. Познато е дека за секои два правоаголника постои вер-
тикална или хоризонтална права кој ги сече. Докажи дека постои една
вертикална и една хоризонтална права така што секој правоаголник се сече
со барем една од овие прави.

34. Од остроаголен триаголник ABC отсечи 2003 правоаголници секој од кои
има страна паралелна на AB и збирот на плоштините да е максимален.

35. Во внатрешноста на конвексен 100 аголник се избрани k точки, 2 50k  .
Докажи дека може да се изберат 2k темиња на 100 аголникот така што со
нив определениот 2k  аголник во својата внатрешност ги содржи сите k
точки.

36. Правилен n  аголник е поделен на триаголници со помош на 3n  дијаго-
нали такви што меѓу нив никои две немаат заеднички внатрешни точки.
Определи го најголемиот број на добиените триаголници кои меѓусебно не се
складни.

37. Во конвексен n  аголник се повлечени неколку дијагонали. Една од повле-
чените дијагоналите се нарекува добра, ако во внатрешна точка сече точно
една од другите повлечени дијагонали. Определи го најголемиот можен број
на добри дијагонали.

38. За дијагоналата на правилниот 2006-аголник R велиме дека е добра ако неј-
зините крајни точки ја делат границата на R на две дела такви што секој од
деловите се состои од непарен број страни на R . За страните на R исто така
сметаме дека за добри.
Ги разгледуваме разбивањата на многуаголникот R на триаголници со по-
мош на 2003 дијагонали такви што не постојат две дијагонали со заедничка
внатрешна точка. Определи го најголемиот можен број рамнокраки триагол-

50 90
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ници со по две добри страни кои може да се појават во такво разбивање.

39. На секоја страна b на конвексниот многуаголник R и ја придружуваме
најголемата плоштина на триаголникот кој се содржи во R и чија една
страна е b . Докажи, дека збирот на сите плоштини придружени на страните
на многуаголникот R е поголем или еднаков на двократната плоштина P на
многуаголникот R .

40. Даден е цел број 3n  . Нека 1 2,  и 3 се границите на три конвексни n 
аголници во рамнината такви да пресекот на секои две од нив е конечно мно-
жество точки. Определи го најголемиот можен број точки на 1 2 3    .

41. Нека m и n , 4n m  се природни броеви, 1 2 2 1... nA A A  е правилен

(2 1)n   аголник и 1 2 2 1{ , ,..., }nP A A A  . Определи го бројот на конвексните
m  аголници со темиња во множеството P кои имаат точно два внатрешни
остри агли.

42. Дадени се неколку тетиви на единичната кружница такви што секој нејзин
дијаметар сече најмногу k тетиви. Докажи дека збирот на должините на сите
тетиви е помал од k .

43. Во круг се нацртани n дијаметри кои го делат на 2n исечоци. Произволни
n исечоци се обоени црвено, а преостанатите n сино. Во сините исечоци,
почнувајќи од некој, во насока на движење на стрелките на часовникот се
запишани броевите 1, 2,..., n . Во црвените исечоци, почнувајќи од некој, во
спротивната насока се запишани броевите 1, 2,..., n . Дали постои полукруг
кој ги содржи сите броеви од 1 до n .

44. На кружница се означени n точки, кои ја делат на n лаци. Кружницата се

ротира околу центарот за агол 2 k
n
 , k е некој природен број, по што озна-

чените n точки се пресликуваат во нови n точки, кои ја делат кружницата
на n нови лаци. Докажи дека некој од новите лаци целосно лежи во некој од
старите лаци. (Лаците се разгледуваат како затворени множества.)

45. Во рамнита се дадени 2n  отсечки така што секои две отсечки се сечат во
внатрешна точка и никои три не се сечат во една точка. Ѓорѓи треба да избере
по еден крај на секоја отсечка и на него да постави жаба свртена кон другиот
крај на отсечката. Потоа тој ќе плесне со рацете 1n  пати. Секој пат кога ќе
плесне со рацете, секоја жаба одма скокнува напред во следната пресечна
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точка на својата отсечка. Жабите никогаш не ја менуваат насоката во која
скокаат. Ѓорѓи сака да ги постави жабите така што ниту во еден момент две
жаби нема да се најдат во иста пресечна точка.
а) Ако n е непарен, докажи дека Ѓорѓи секогаш може да ја постигне целта.
б) Ако n е парен, докажи дека Ѓорѓи никогаш не може да ја постигне целта.

46. Во рамнината разгледуваме n кружници 1 2, ,..., nC C C такви што центарот на

кружницата iC лежи на кружницата 1iC  , каде 1 1nC C  . Определи го

најголемиот можен број парови ( , )i j за кои внатрешноста на кружницата jC

лежи во внатрешноста на кружницата iC .

47. Дадени се природен број 3n  и 1n  точка кои дадена кружница ја делат на
лаци со еднакви должини. Ги разгледуваме сите можни означувања на овие
точки со броевите 0,1,..., n , каде секоја ознака се користи точно еднаш и две
такви означувања се сметаат за еднакви ако едното може да се добие од дру-
гото со ротација на кружницата. За означувањето ќе велиме дека е убаво ако
за секои четири ознаки a b c d   , такви што a d b c   , тетивата која ги
поврзува точките означени си a и d не ја сече тетивата која ги поврзува
точките означени со b и c .
Нека M е бројот на убавите означувања, а N е бројот на подредени парови
природни броеви ( , )x y такви што x y n  и ( , ) 1x y  . Докажи дека

1M N  .

48. Нека S е конечно множество точки во рамнината кое содржи најмалку две
точки. Множеството S не содржи три колинеарни точки. Ветерница се
нарекува следнава постапка. На почетокот се избира права l која содржи
точно една точка PS . Правата l се ротира во насока на движењето на
стрелките на часовникот околу центарот P до моментот во кој по прв пат
содржи некоја друга точка Q од S . Од тој момент таа точка Q станува нов
центар, а правата продолжува да се ротира околу Q во насока на движењето
на стрелките на часовникот до првиот момент во кој повторно содржи некоја
друга точка од множеството S . Оваа постапка бесконечно се повторува.
Докажи дека може да се избере некоја точка P од S и некоја права l која ја
содржи P така што во добиената ветерница секоја точка на множеството S
станува центар бесконечно многу пати.

49. Множеството содржи 66 точки, а множеството содржи 16 прави во
рамнината. За точка и права велиме дека се инцидентен пар ако

. Докажи, дека бројот на инцидентните парови не може да биде пого-
лем од 159, како и дека постои конфигурација со 159 инцидентни парови.

T P
A T l P

A l
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50. Рамнината е поделена на области со конечен број прави, такви што не посто-
јат три прави кои минуваат низ иста точка. За две области ќе велиме дека се
соседни ако нивната заедничка граница е отсечка, полуправа или права. Во
секоја област е запишан цел број така што се исполенти следниве услови:
1) производот на броевите во соседните области е помал од нивниот збир,
2) збирот на сите броеви од секоја страна на произволна права е еднаков на

нула.
Докажи, дека тоа е можно ако и само ако сите прави не се паралелни.

51. Во рамнината се дадени n конвексни k  аголници, такви што секои два од
нив имаат заедничка внатрешна точка. Познато е дека секој од k  аголни-
ците може да се преслика во секој друг k  аголник со хомотетија со пози-
тивен коефициент. Докажи, дека во рамнината постои точка која припаѓа
барем на 1

21 n
k
 од тие k  аголници.

52. Коцка со рамнини кои се паралелни на ѕидовите на коцката е разделена на 27
правоаголни паралелопипеди. Ако точно два од овие паралелопипеди се коц-
ки, докажи дека тие имаат еднакви рабови.

53. Тридимензионалниот простор е разбиен на тетраедри и октаедри со рамнини
со равенки x y z n   , n . Нека точката 0 0 0( , , )x y z со рационални ко-
ординати не лежи во ниту една од рамнините на разбивањето. Докажи дека
постои природен број k , за кој точката 0 0 0( , , )kx ky kz лежи во внатрешноста
на некој од октаедрите на разбивањето.

54. Нека n е природен број и нека
{( , , ) | , , {0,1,..., }, 1}S x y z x y z n x y z    

е множество точки кое се состои од 3( 1) 1n   точка на тридимензионалниот
простор. Определи го најмалиот можен број рамнини чија унија ги содржи
сите точки на множеството S , но не ја содржи точката (0,0,0) .

55. Нека 2n  е природен број и f е присликување од рамнината  во мно-

жеството реални броеви такво што 1 2( ) ( ) ... ( ) 0nf A f A f A    за секој

правилен n  аголник 1 2 ... nA A A . Докажи дека ( ) 0f X  , за секоја X  .

56. Внатре во кружница k со радиус R се наоѓаат флеки од мастило. Плошти-
ната на секоја флека е помала или еднаква на 1. Секој радиус на кружницата,
како и секоја нејзина концентрична кружница, сече најмногу една флека.
Докажи дека вкупната плоштина на флеките е помала од R  .
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57. Даден е квадрат S со должина на страната 100. Нека 0 1 2 ... nL A A A A е поли-
гонална линија во S која самата себе не се допира и не се пресекува, таква
што 0 nA A . Нека за секоја точка P од страните на квадратот S постои

точка од линијата L чија што оддалеченост од P не е поголема од 1
2 .

Докажи дека на L постојат две точки X и Y меѓу кои растојанието не е по-
големо од 1, а должината на линијата L меѓу тие точки не е помала од 198.
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32. КОМБИНАТОРНА ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ

Под комбинаторна теорија на броеви обично се подразбираат задачи од тео-
рија на броеви со голем степен на слобода, како што се распоредите на броеви,
егзистенцијалните задачи или разни задачи кои содржат комбинаторни идеи. Во
претходните параграфи разгледавме повеќе задачи од комбинаторна теорија на
броеви, но заради нивната разновидност овде ќе дадеме дополнителни задачи од
оваа интересна област.

1. Нека , , , 1, 2,...,i i ia b c i N се цели броеви такви што за секоја тројка

( , , )i i ia b c барем еден од броевите е непарен. Докажи дека постојат цели бро-

еви ,x y и z такви што барем 4
7
N од броевите i i ixa yb zc  , 1, 2,...,i N се

непарни.

2. Множеството M се состои од 1985 различни броеви, од кои ниту еден нема
прост делител поголем од 26. Докажи дека од множеството M може да се
изберат четири различни броја чиј производ е точен четврт степен на приро-
ден број.

3. Подмножеството M на множеството {1,2,3,...,15} е такво што производот на
некои три различни елементи на M не е точен квадрат. Колку најмногу
елементи може да има M ?

4. Докажи дека од секое множество од било кои десет различни двоцифрени
природни броеви може да се одделат две дисјунктни подмножества такви
што збировите на броевите во овие подмножества се еднакви.

5. Определи го најмалиот природен број N со следново својство: ако од мно-
жеството {1,2,..., }N произволно се избришат 2016 елементи, тогаш секогаш
меѓу преостанатите елементи ќе има 2016 броеви чиј збир е еднаков на N .

6. Определи го најголемиот број природни броеви кои што може да се изберат од
множеството {105,106,..., 210} така што било кои два од нив се заемно прости.

7. Даден е природен број n . Определи го максималниот број елементи во под-
множество на { , 1,..., 1, }n n n n    , кое не содржи три елементи , ,a b c (не

задолжително различни), такви што 0a b c   .



Комбинаторна теорија на броеви

103

8. Дадени се природни броеви 1 2 1010 ... 5050a a a     . Докажи дека посто-

јат различни броеви , , ,i j k ma a a a такви што 5050 | i j k ma a a a   .

9. На таблата се запишани 9N  различни ненегативни броеви, помали од 1.
Се покажало дека за секои осум различни броеви запишани на таблата
постои деветти број таков што збирот на деветте броја е цел број. Определи
ги сите N за кои е ова можно.

10. Даден е природен број n . Определи го минималниот број на броеви од видот
!m , каде m е природен број со следново својство: за секој природен број

!t n збирот на неколку од броевите од видот !m (можно е само еден) е
еднаков на t .

11. Во подмножеството S на множеството {1, 2,..., 2011} апсолутната вредност
на разликата на било кои два елементи не е 4 или 7. Определи го најголемиот
можен број елементи на S .

12. Нека A е подмножество на множеството {1, 2,3,...,1000000}S  такво што

| | 101A  . Докажи дека постојат броеви 1 2 100, ,...,t t t S такви што множест-

вата { | }i iA x t x A   за 1, 2,...,100i  се меѓусебно дисјунктни.

13. Докажи, дека сите природни броеви може да се распоредат во 100 непразни
множества така што не постојат три броја , ,a b c од три различни множества
за кои важи 99a b c  .

14. Определи го најмалиот број подмножества на кои може да се разбие мно-
жеството {1, 2,..., 40}M  , така што ниту едно подмножество не содржи три

(не задолжително различни) елементи , ,a b c за кои a b c  .

15. Докажи го или негирај го тврдењето: Во множеството природни броеви
5{1, 2,3,...,10 } постои подмножество од 1983 елементи, кое не содржи тројка

броеви кои се последователни членови на некоја аритметичка прогресија.

16. Нека S е конечно множество природни броеви со следново својство: ако S

го содржи бројот x , тогаш S ги содржи и сите делители на бројот x . Не-
празното подмножество T на множеството S го нарекуваме добро ако за се-

кои ,x y T , x y , количникот y
x

е степен на прост број. Непразното под-

множество T на множеството S го нарекуваме лошо ако за секои ,x y T ,
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x y , количникот y
x

не е степен на прост број. Едноелементните множества

ги сметаме и добри и лоши. Нека k е најголемиот можен број елементи на
добро подмножество на S . Докажи, дека k е најмалиот можен број на меѓу-
себно дисјунктни лоши подмножества чија унија е еднаква на S .

17. За секој природен број 3n  определи го најмалиот природен број ( )f n со

следново својство: за секој избор на множество {1,2,..., }A n со ( )f n еле-
менти постојат , ,x y z A кои се по парови заемно прости.

18. Нека {1, 2,..., 2008}A  . Ќе велиме дека едно множество е од тип r

( 0,1,2)r  ако тоа е подмножество од A и збирот на неговите елементи при

делење со 3 дава остаток r . Нека rX е класата множества од тип r . Опре-

дели која од класите 0 1 2, ,X X X е најголема.

19. Даден е природен број n . Нека се 1 2, ,..., na a a (не задолжително различни)
природни броеви чиј збир е еднаков на 2S ( S е природен број). Природниот
број k го нарекуваме сепаратор ако може да се изберат k различни индекси

1 2, ,..., ki i i од множеството {1,2,..., }n такви што

1 2
...

ki i ia a a S    .

Определи го најголемиот број сепаратори (во зависност од n ).
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33. ТЕОРЕМА НА ХОЛ

1. Нека S е непразно множество, ( )SP е партитивното множество на мно-

жеството S , 1 2( , ,..., )ma a a е варијација без повторување на елементи на

множеството S , а 1 2( , ,..., )mS S S е варијација на елементи на множеството

( )SP . Ако k ka S за секој {1,2,..., }k m , тогаш варијацијата 1 2( , ,..., )ma a a

ја нарекуваме систем различни претставници на варијацијата на множества-
та 1 2( , ,..., )mS S S . Елементот k ka S го нарекуваме претставник на мно-

жеството kS . Во натаможните разгледувања наместо систем различни прет-
ставници кратко ќе пишуваме с.р.п.
Очигледно, потребен услов за множествата 1 2, ,..., mS S S да постои с.р.п. е за

секој {1,2,..., }k m и за секој комбинација 1 2{ , ,..., }ki i i на елементи на мно-

жеството {1, 2,..., }m да важи
1 2

| ... |
ki i iS S S k    .

Нека { , , , , }S a b c d e . Определи с.р.п. за фамилијата множества

а) 1 2 3 4 5{ , , }, { , }, { , }, { , , }, { , }S a b c S a b S a c S b c d S d e     ,

б) 1 2 3 4 5{ , , }, { , }, { , }, { , }, { , }T a b c T a b T a c T b c T d e     .

2. (Теорема на Хол). Нека за множествата 1 2, ,..., mS S S важи потребниот услов
за егзистенција на с.р.п. и нека секое од овие множества содржи најмалку n

елементи. Докажи, дека:
а) Ако n m , тогаш 1 2( , ,..., )mS S S има најмалку !n с.р.п.

б) Ако n m , тогаш 1 2( , ,..., )mS S S има најмалку !
( )!

n
n m с.р.п.

3. Нека {1, 2,..., }S n и \{ }kS S k , за 1,2,...,k n . Определи го бројот на

с.р.п. за варијацијата на множествата 1 2( , ,..., )nS S S .

4. Нека 1 2{ , ,..., }nS a a a и iS S , за 1, 2,...,i m . Матрицата [ ]ij m nC c  оп-

ределена со
1, ,
0, ,

k k
jk

k k

a S
c

a S


  

ја нарекуваме матрица на припадност на елементите 1 2, ,..., na a a на мно-

жествата 1 2, ,..., mS S S .
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Докажи, дека ако матрицата на припадност на елементите 1 2, ,..., na a a на

множествата 1 2, ,..., mS S S во секој ред и во секоја клона содржи по k едини-

ци, каде 1 k m  , тогаш постои с.р.п. за варијацијата на множествата

1 2( , ,..., )mS S S .

5. Докажи, дека секој латински правоаголник може да се прошири до латински
квадрат.

6. Нека имаме n луѓе кои треба да ги распоредиме на n работни места. Секој
човек е квалификуван да работи на точно r од работните места, а на секое од
работните места може квалификувано да работат точно r од овие n луѓе,
r n . Докажи, дека луѓето може да се распоредат на работните места така
што секој од нив ќе работи на работно место за кое е квалификуван.

7. Во еден град живеат вкупно 2k луѓе, при што секои двајца се или пријатели
или непријатели, и секој има најмногу t непријатели. Ќе велиме дека една
група жители е пријателска ако секои два члена на групата се пријатели.
Познато е дека во градот нема пријателска група која содржи повеќе од k

жители, како и дека сите жители на градот може да се распределат во две
пријателски групи од по k луѓе во секоја група. Докажи, дека бројот на сите

можни пријателски групи од по k луѓе е помал или еднаков на 12 2k k t  .

8. Дадена е група од B момчиња и G девојчиња, каде 2 1G B  . Некои мом-
чиња познават некои девојчиња. Докажи, дека во еден танц сите момчиња
може да играат со девојки на таков начин, што секое момче кое не го познава
девојчето со кое танцува, да познава само девојчиња кои не танцуваат.
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34. ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ

1. На остров живеат 100 лажливци и 100 витези. Секој има барем еден другар.
Витезите секогаш ја говорат вистината, а лажливците секогаш лажат. Еден
ден 100 жители на островот рекле: „Сите мои другари се лажливци“, а
останатите 100 жители рекле: „Сите мои другари се витези“. Определи го
најмалиот можен број парови другари, од кои едниот е витез, а другиот е
лажливец.

2. Во земјата Параноја оперираат 16 тајни агенти, од кои секој следи барем еден
од останатите агенти, но никои двајца не се следат еден со друг. Познато е
дека било кои 10 агенти може да се наредат во низа така што првиот го следи
вториот, вториот го следи третиот итн. десеттиот го следи првиот. Докажи и
дека било кои 11 агени може да се наредат во ваква низа.

3. Учениците , , ,A B C D и E учествувале на натпревар. Еден гледач се обидел
да ги погоди резултатите на натпреварот и претпоставил дека редоследот ќе
биде , , , ,A B C D E , но тој не го погодил пласманот на ниту еден ученик и
ниту еден пар ученици кои што се пласирале непосредно еден по друг. Друг
гледач претпоставил дека резултатот ќе биде , , , ,D A E C B и тој го погодил
точното место на два ученика, а исто така и на два пара ученици кои се
пласирале непосредно еден по друг. Кој е резултатот на натпреварувањето?

4. На крајбрежјето на кружен остров има 20 градови. Секој град располага со 20
борачи за учество на турнир. Не постојат двајца борачи кои имаат еднаква
сила. Кога двајца борачи ќе се сретнат во борба, победува посилниот борач.
За даден природен број n еден град A се нарекува посилен од друг град B ,
ако постојат најмалку n различни борби меѓу борач од A и борач од B , во
кои победува борачот од A . Да се определи најголемата можна вредност на
n , за која е можно секој град да е n  посилен од својот сосед кој е во насока
на движењето на стрелката на часовникот.

5. Нека S е множество од 100-цифрени броеви. За број кој припаѓа на множе-
ството S ќе велиме дека е лош, ако не е делив со збирот на кои било други
два (не задолжително различни) броја од множеството S . Определи го најго-
лемиот можен број на елементи на множеството S , ако е познато дека S

содржи најмногу 10 лоши броеви.
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6. Неколку монети прво се поделени во 200 групи, а потоа во 300 групи. За една
монета ќе велиме дека е посебна, ако при втората поделба била во група со
помалку монети отколку при првата поделба. Определи го најмалиот можен
број посебни монети.

7. Секој од n ученици има некој (позитивен) број жетони, а сите ученици заед-
но имаат 2 2n  жетони. Докажи дека за секој природен број 2 2l n  по-
стои подмножество од множеството ученици кои имаат точно l жетони.

8. Дадени се природни броеви n и k , n k Во група од n луѓе секој човек е
член на точно еден од k клубови, означени со 1 2, ,..., kC C C , при што секој
клуб има барем еден член. Докажи дека меѓу сите n луѓе може да се распре-

делат 2n парчиња торта, така што се исполнети следниве услови:
1) Секој човек добива барем едно парче торта,
2) За секој , 1i i k  , секој член на клубот iC добива ia парчиња торта,

3) Ако 1 i j k   , тогаш i ja a .

9. Нека nA е множеството од сите низи со должина n , составени од q букви

1 2, ,..., qa a a . Со nB да го означиме подмножеството на nA со минимален

број елементи со следново својство: За секој низа 1 2( , ,..., )nc c c од nA постои

низа 1 2( , ,..., )nb b b од nB , таква што i ic b за секој 1, 2,...,i n . Докажи, дека

ако q n , тогаш | | 1nB n  .

10. Даден е збор со најмалку 10 букви, во кој секои две соседни букви се различ-
ни. Докажи дека е можно местата на некои две соседни букви да се заменат и
како резултат на тоа новодобиениот збор да не е периодичен (т.е. да не може
да се подели на еднакви подзборови).

11. Имаме 2n  сајтови означени со 1, 2,..., n и треба да ги поврземе со линкови.
За секој {1,2,..., 1}i n  од сајтот i до сајтот 1i  веќе постои линк. Можеме
да додадеме нов линк од сајтот i до сајтот j ако i j . Докажи дека со

поставување на најмногу 2 23( 1) log logn n нови линкови може да се постиг-
не од секој сајт i до секој сајт j ( i j ) да може да се стигне со користење
на најмногу три линка.

12. Дадени се 2 1n  двоелементни подмножества на множеството {1,2,..., }n .
Докажи дека може да се изберат n од овие подмножества чија унија содржи
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најмногу 2
3 1n  елементи.

13. Нека X е множество такво што | |X n . Докажи, дека ако 1{ }r
i iS X  е

фамилија различни подмножества од X таква што i jX X  за секои

, 1,2,...,i j r , тогаш 12nr  .

14. Нека затворениот интервал [0,1] е разделен на две дисјунктни множества A

и B , т.е. нека [0,1]A B  и A B   . Дали постои реален број a таков
што A a B  , каде

{ , , }A a y y x a x A     .

15. Нека n е природен број. Дадени се 2 1n  различни множества, од кои некои
се прогласени за црвени, а преостанатите за сини (од секоја боја има барем
по едно множество). Секоја симетрична разлика на црвено и сино множество

е наречена црно множество. Докажи дека има најмалку 2n различни црни
множества.

16. Броевите 1
5 и 1

5 се заменуваат со нивниот збир и нивниот производ. За

новите броеви 2
5 и 1

25 се применува истата операција итн. Докажи, дека во

секој момент добиените броеви се помали од 1
2 .

17. Во секое теме на правилниот n  аголник 1 2 ... nP P P е запишан бројот 1. Ја ре-

ализираме следнава операција: Избираме три произволни темиња 1, ,i iP P

2 1 1 2 1, ( , )i n nP P P P P    и ги заменуваме броевите 1 2, ,i i ia a a  , запишани

во нив соодветно со броевите ,ia x 1 | |ia x y   и 2ia y  , каде ,x y 

ги задоволуваат неравенствата 2 2 ,x y x  0ia x  и 2 0ia y   . За секоја

операција броевите x и y може да се различни.

Дали по неколкукратно применување на горната операција за некој ia ,
1 i n  е можно да е исполнето неравенството:
а) 1,5ia  ,

б) 5
3ia  .

18. Дали постојат 2000 реални броеви (не задолжително различни), кои не се
сите еднакви на 0, со следново својство: ако било кои од нив се корени на
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полином со степен 1000 и водечки коефициент еднаков на 1, тогаш неговите

коефициенти (освен тој пред 1000x ) се некоја пермутација на останатите 1000
броеви?

19. Археолог на n страници треба да напише труд за градот Хераклеа. На секоја
страна може да има само текст или само слики. Трудот треба да е поделен во
неколку параграфи, но во секој параграф мора да има и текст и слики. На
колку начини археологот може да ги уреди сликите и текстот во параграфот
така што ќе бидат исполнети сите барани услови?

20. Определи го бројот на зборовите со должина n составени од буквите
, , ,a b c d кои содржат непарен број букви b .

21. Определи ги диференцната равенка и генераторната функцијаза бројот на
начините на кои може во целост да се покрие табла со димензии 2 n со по-
мош на:
а) квадрати со димензии 1 1 и 2 2 ,
б) квадрат со димензии 1 1 и L тримино,
при што квадратите и триминото не се преклопуваат и не
излегуваат надвор од таблата.

22. (Бесконечен принцип на Дирихле). Ако елементите на едно бесконечно мно-
жество S се обоени во k бои, тогаш S содржи бесконечно монохроматско
множество 1S . Докажи!

23. (Теорема за монотона низа на П. Ердош и Г. Секереш). За низата реални
броеви { }ia ќе велиме дека е монотона ако таа монотоно расте или монотоно

опаѓа, т.е. ако 1i ia a  за секој i или 1i ia a  за секој i . Докажи
дека секоја бесконечна низа реални броеви содржи монотона подниза.

24. Докажи, дека секое бесконечно множество 1 2{ , ,..., ,...}nS a a a точки во рам-
нината такви, што никои три од нив не се колинеарни, содржи бесконечно
подмножество 1S , чии елементи се темиња на бесконечен конвексен многу-
аголник.
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14. ПАСКАЛОВ ТРИАГОЛНИК

1. Нека n и , 0,1,...,id n е произволна конечна низа реални броеви. За ко-

нечната низа реални броеви , 0,1,..., , 1is n n  определена со

0 0 1, , 1, 2,...,k k ks d s d d k n    и 1n ns d  (1)

ќе велиме дека е изведена од низата , 0,1,...,id n според Паскаловото правило.

За низата , 0,1,...,id n ќе велиме дека е симетрична ако за секој , 0k k n 

важи k n kd d  .

Нека низата , 0,1,..., , 1is n n  е изведена од низата , 0,1,...,id n според Паска-
ловото правило, докажи дека:
а) Збирот на елементите на добиената низа , 0,1,..., , 1is n n  е два пати пого-

лем од збирот на елемените на почетната низа , 0,1,...,id n .

б) Ако почетната , 0,1,...,id n е симетрична, тогаш и добиената низа ,is

0,1,..., , 1n n  е симетрична.
Решение. а) Од равенствата (1) следува

1 1
0 1

0 0 0
( ) 2

n n n

i i i n i
i i i

s d d d d d
 


  

       ,

што и требаше да се докаже.
б) Треба да докажеме дека важи

1k n ks s   , (2)

за секој , 0 1k k n   . За 0k  и 1k n  равенството (2) следува непо-
средно од претпоставката дека почетната низа е симетрична, односно

0 nd d и равенствата (1) според кои 0 0s d и 1n ns d  . За 1 k n  имаме

1 ( 1)

1 1 ( 1)

( 1 ) 1 1

1 ,

k k k n k n k

n k n k

n k n k

n k

s d d d d

d d

d d

s

   

    

    

 

   

 

 



што и требаше да се докаже.
Забелешка. Во натамоните разгледувања под низа ќе подразбираме конечна
низа ако не е поинаку кажано.

2. За низата која се состои од еден елемент еднаков на 1 ќе велиме дека е нулта
Паскалова низа. Ако за некој 0i е дадена i  тата Паскалова низа, тогаш
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низата добиена од оваа низа со помош на Паскаловото правило, т.е. со помош
на равенствата (1) од задача 1 ја добиваме ( 1)i   вата Паскалова низа.
Докажи, дека за Паскаловите низи важи:

а) Збирот на сите елемени на n  тата Паскалова низа е еднаков на 2n .
б) Сите Паскалови низи се симетрични.

Решение. а) Збирот на елементите во нултата Паскалова низа е 01 2 . Сега
со математичка индукција тврдењето следува од задача 1 а).
б) Нултата Паскалова низа е симетрична. Сега со математичка индукција твр-
дењето следува од задача 1 б).

3. Ако почнувајќи од нултата низа, ги запишеме Паскаловите низи така што се-
кој елемент на новата низа се наоѓа во следниот ред меѓу елементите на прет-
ходната низа од кои е добиен, добиваме бесконечна табела броеви, која ја на-
рекуваме Паскалов триаголник. Во долната табела се прикажани првите де-
сет реда на Паскаловиот триаголник, запишан на стандарден начин.

1
1     1

1     2     1
1     3     3     1

1     4     6     4     1
1     5     10     10     5     1

1     6     15     20     15     6     1
1     7     21     35     35     21     7     1

1     8     28     56     70     56     28     8     1
1     9     36     84     126     126     84     36     9     1

(1)

Ако го ротираме Паскаловиот триаголник за 45 во насока обратна од насо-
ката на движењето на стрелките на часовникот, истиот ќе биде запише во
следната форма:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 3 6 10 15 21 28 36
1 4 10 20 35 56 84
1 5 15 35 70 126 (2)
1 6 21 56 126
1 7 28 84
1 8 36
1 9
1

Забележуваме дека сега Паскаловиот триаголник може да се конструира ако
во првиот ред и првата колона запишеме единици, а потоа последователно
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секој елемент во секој ред ги добиваме како збир на елементот пред него во
редот и елементот над него во претходниот ред.
Докажи дека за елементите на Паскаловиот триаголник запишан во видот (2)
важи:
i) Секој елемент A во табелата (2) е еднаков на збирот на сите елементи од

претходниот ред, почнувајќи од првиот број, па се до бројот над елемен-
тот A .

ii) Секој елемент A во табелата (2) е еднаков на збирот на сите елементи од
претходната колона, почнувајќи од првиот број, па се до бројот лево од
елементот A .

iii) За секој елемент A од табелата (2) важи дека бројот 1A е еднаков на
збирот на сите елементи лево и над од претходните редови и колони, кои
не го содржат елементот A .

Решение. i) Со ,n mA да го означиме елементот кој се наоѓа во n  тиот ред и

m  тата колона. Треба да докажеме дека

, 1,0 1,1 1,...n m n n n mA A A A      . (3)

За 0m  имаме ,0 1,0n nA A  , бидејќи според дефиницијата на триаголникот

сите елементи на првата колона се еднакви на 1. Нека претпоставиме дека за
некој 0k важи

, 1,0 1,1 1,...n k n n n kA A A A      . (4)

Тогаш за 1k   од дефиницијата на триаголникот и индуктивната прет-
поставка (2) имаме:

, 1 , 1, 1 1,0 1,1 1, 1, 1...n k n k n k n n n k n kA A A A A A A              ,

што значи дека равенството (3) важи и за 1k  , па од принципот на мате-
матичка индукција следува дека важи за секој природен број m .
ii) Тврдењето, т.е. равенството

, 0, 1 1, 1 , 1...n m m m n mA A A A     

се докажува аналогно како равенството (2). Деталите ги оставаме на чита-
телот за вежба.
iii) Ако прво го искористиме ii), а потоа i), последователно добиваме

, , 0, 1

1, 1 2, 1 , 1

0,0 0,1 0, 1

1,0 1,1 1, 1

1,0 1,1 1, 1

1

...

...

...

...........................................
... ,

n m n m m

m m n m

m

m

n n n m

A A A

A A A

A A A

A A A

A A A



  





   

  

   

   

   

   

што и требаше да се докаже.
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4. Нека Паскаловиот триаголник е запишан во обликот (1) од задача 4. Докажи
дека:
a) низата формирана од членовите на неговата прва дијагонал е низата при-

родни броеви,
b) низата формирана од членовите на неговата втора дијагонала е низата

триагиолни броеви,
c) низата формирана од членовите

на неговата трета дијагонала е
низата тетраедарни броеви, која
всушност е низата парцијални
суми на низата триаголни броеви
(цртеж десно).

Решение. Нека Паскаловиот триаголник е запишан во обликот (1) од задача
3. Ако со , , 0, 0,1, 2,...,n kP n k n  го означиме k  тиот елемент во n  тата

Паскалова низа, тогаш за елементите ,n kP важи:

0,0 1,0 1, 1

1, , 1 ,

1, 1, 0,

, 0, 1,2,..., .
n n n

n k n k n k

P P P n

P P P n k n

  

 

   

   
(1)

Од друга страна, според Паскаловото правило кое го докажавме во задача 7.1
и дефиницијата на биномните коефициенти имаме:

0 1 1
0 0 1

1
1

( ) 1, ( ) ( ) 1, 0,

( ) ( ) ( ), 0, 1,2,..., .

n n
n

nn n
k kk

n

n k n

 





   

   
(2)

Според тоа, низите (1) и (2) се совпаѓаат, што значи дека Паскаловиот три-
аголник запишан во видот (1) од задача 3 има облик:

0
0( )

1
0( ) 1

1( )
2
0( ) 2

1( ) 2
2( )

3
0( ) 3

1( ) 3
2( ) 3

3( )
4
0( ) 4

1( ) 4
2( ) 4

3( ) 4
4( )

5
0( ) 5

1( ) 5
2( ) 5

3( ) 5
4( ) 5

5( )
6
0( ) 6

1( ) 6
2( ) 6

3( ) 6
4( ) 6

5( ) 6
6( )

7
0( ) 7

1( ) 7
2( ) 7

3( ) 7
4( ) 7

5( ) 7
6( ) 7

7( )
8
0( ) 8

1( ) 8
2( ) 8

3( ) 8
4( ) 8

5( ) 8
6( ) 8

7( ) 8
8( )

9
0( ) 9

1( ) 9
2( ) 9

3( ) 9
4( ) 9

5( ) 9
6( ) 9

7( ) 9
8( ) 9

9( )
................................................................................................................
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................................................................................................................
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Понатаму, низата формирана од членовите на првата дијагонала е 1( )n n ,
1, 2,3,...n  , т.е. тоа е низата природни броеви, а низата формирана од чле-

новите на втората дијагонала е низата ( 1)1
2 2( ) , 1, 2,3,...n nn n   и тоа е низа-

та триаголни броеви.

За тетраедарните броеви * , 1, 2,3,...nt n  добиваме

2( 1)* 21
2 2 2

1 1 1 1 1
( 1)(2 1) ( 1) ( 1)( 2) 21

32 6 2 6

( )

( ) ( ),

n n n n nk k k k
n k

k k k k k

n n n n n n n n n

t t k k 

    
     

    

   

    

и тоа е токму низата формирана од членовите на третата дијагонала на
Паскаловиот триаголник.
Забелешка. Од горното претставување на Паскаловиот триаголник и од зада-
чата 7.6 непосредно следува уште едно решение на задачата 2 а).

5. Докажи дека за секој 2n  важи
2
,1 ,2 1,2n n nP P P   . (1)

Решение. Имаме

2 2

( 1) ( 1)1
,2 1,2 2 2 2 2

2 2 2
1 ,12

( ) ( )

( ) .

n n n nn n
n n

nn n n n
n

P P

n P

 


  

    

   

Забелешка. Равенството (1) покажува дека во Паскаловиот триаголник  квад-
ратот на секој елемент од втората дијагонала  е еднаков на збир на два негови
соседни елементи. Истото е прикажано во следната табела

1
1     1

1 2     1
1     3 3 1

1 4     6 4     1
1     5 10 10     5     1

1 6     15 20     15     6     1
1     7 21 35     35     21     7     1

1 8     28 56     70     56     28     8     1
1     9 36 84     126     126     84     36     9     1

22 1 3 

24 6 10 

26 15 21 

28 28 36 

6. Докажи, дека за 1n  збирот на квадратите на членовите на n  тиот ред на
Паскаловиот триаголник е еднаков на средниот член на 2n  тиот ред на Па-
скаловиот триаголник.
Решение. Имајќи го предвид решението на задача 4 треба да го докажеме
равенството
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2 2 2

0
( ) ( )

n
n n
k n

k
 ,

кое го докажавме во задача 8.7.

7. (Давидова ѕвезда). Докажи дека за секои 2n  , 1k  ( n k ) важи

1, 1 , 1 1, 1, , 1 1, 1n k n k n k n k n k n kP P P P P P            . (1)

Решение. Од една страна имаме:
1 1

1, 1 , 1 1, 1 1
( 1)! ( 1)!!

( 1)!( )! ( 1)!( 1)! !( 1 )!
( 1)! ! ( 1)!

( 1)! ! ( 1)! ( 1)! ( )! ( 1)!

( ) ( ) ( )

.

nn n
n k n k n k k kk

n nn
k n k k n k k n k

n n n
k k k n k n k n k

P P P  
     

 
      

   
           

    

  



Од друга страна имаме:
1 1

1, , 1 1, 1 11
( 1)! ( 1)!!

!( 1 )! ( 1)!( 1)! ( 1)!( )!
( 1)! ! ( 1)!

( 1)! ! ( 1)! ( 1)! ( )! ( 1)!

( ) ( ) ( )

.

nn n
n k n k n k k kk

n nn
k n k k n k k n k

n n n
k k k n k n k n k

P P P  
    

 
      

   
           

    

  



Конечно, од последните две равенства следува равенството (1).
Забелешка. За 2n  и 1k  равен-
ството (1) во Паскаловиот триагол-
ник е прикажано на цртежот десно.
Како што можеме да видиме броеви-
те кои се јавуваат во ова равенство
формираат Давидова ѕвезда. Истото
важи секои 2n  , 1k  .

8. (Хокеарска палка). Докажи дека за секои 0, ,n k n k  важи

, 1, 1
n

i k n k
i k

P P  


 . (1)

Решение. Ако членовите на Паскаловиот триаголник ги запишеме со помош
на биномните коефициенти, всушност треба да го докажеме еквивалентното
равенство

1
1( ) ( )

n
i n
k k

i k





 . (2)

Доказот ќе го спроведеме со индукција по n . Ако n k , тогаш важи

1 1
1 1( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

n k
i i k k n
k k k k k

i k i k

 
 

 
      ,
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т.е. равенството (2) е точно. Нека претпоставимедека (2) за некој n k . То-
гаш од индуктивната претпоставка и од Паскаловото равенство за 1n  важи

1 1 1 1 2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n
i i n n n n
k k k k k k

i k i k


   

 
 

      .

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека равенството
(2) важи за секои 0, ,n k n k  .

Забелешка. За неколку вредности на n и k равенството (1) е подолу наглед-
но прикажано во Паскаловиот триаголник. Забележуваме дека броевите кои
учествуваат во равенството во самиот триаголник се распоредени како хоке-
арска палка, па оттука и името на равеството.

1
1     1

1     2 1
1     3 3 1

1     4 6 4 1
1     5 10 10 5 1

1     6 15 20 15 6 1
1     7     21 35 35 21 7     1

1     8     28     56 70 56 28     8     1
1     9     36     84     126 126 84 36     9 1

1 3 6 10 15 35,

1 5 15 35 70 126,

1 6 21 56 84

    

    

   

9. Докажи, дека во 2n  тиот ред на Паскаловиот триаголник разликата на сред-
ниот член и неговиот соседен член е еднаква на n  тиот Каталанов број.
Решение. Од решението на задача 13.6 и од својствата на биномните коефи-
циенти добиваме

2 22 2
1 1( ) ( ) ( ) ( )n nn n

n n nn n C     ,

што и требаше да се докаже.

10. Докажи, дека во (2 1)n   виот ред на Паскаловиот триаголник разликата на
еден од двата средни членови и неговиот соседен член кој не е среден е ед-
наква на n  тиот Каталанов број.
Решение. Ако искористиме дека

(2 )! (2 1)!2 2 12
1! ! ( 1)! !( ) 2( )n nn nn

n nn n n n n
 

    и 2 2 1 2 1
1 21( ) ( ) ( )n n n

n nn
 
    ,

тогаш од претходната задача следува
22 2 1 2 1 2 1

1 1 21
2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1

( ) ( ) 2( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

nn n n n
n n n n nn

n n n n
n n n n

C   
  

   
  

    

   

што и требаше да се докаже.
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Забелешка. а) Од формулата 21
1 ( )n

n nn
C  добиваме 2( ) ( 1)n

n nn C  , што

значи дека Каталановите броеви се делители на средните членови на парните
редови во Паскаловиот триаголник. Така, имаме:
1 1 1, 2 1 2, 6 2 3, 20 5 4, 70 14 5, 252 42 6, 924 132 7, ....             

б) Уште една поврзаност на Каталановите броеви и Паскаловиот триаголник

може да се најде ако во релацијата 22
1( ) ( )nn

n n nC   на последниот член по-

следователно се искористи Паскаловото правило за биномните коефициенти
1 1

1( ) ( ) ( )r r r
s s s

 
  . Имаме:

22 2 2 1 2 1
1 21

2 2 1 2 2 2 2
1 2 3

2 2 1 2 2 2 3 2 3
1 2 3 4

12 2 1
0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

... ( ) ( ) ( ).

nn n n n
n n n n nn

n n n n
n n n n

n n n n n
n n n n n

n
n n k n

n n k
k

C  
 

  
  

   
   


 




    

   

    

   

Со примена на горната формула за 4n  до-
биваме:

4 18 8 5
4 4 4 0

1
8 7 6 5 5
4 3 2 1 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
70 35 15 5 1
14.

k
k

k
C






  

    

    




11. На цртежот десно е прикажан Паскаловиот
триаголник така што почетните членови во
секоја Паскалова низа се запишани во ко-
лона, вторите членови во втората колона
итн., а потоа се повлечени неговите дијаго-
нали. Ако последователно ги собереме чле-
новите на секоја дијагонала одделно, први-
те девет добиени броеви се:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34.
Забележуваме дека тоа всушност се првите
девет ненулти членови на низата на Фибоначи

1 21, 1f f  и 2 1 , 1n n nf f f n    .
Докажи, дека за

2

,
0

n

n k k n
k

P f
  




 (1)
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n n n n

n n n n n
n n n n n

n
n n k n

n n k
k

C  
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2

,
0

n

n k k n
k

P f
  




 (1)
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Решение. Ако членовите на Паскаловиот триаголник ги запишеме со помош
на биномните коефициенти, всушност треба да го докажеме еквивалентното
равенство

2

1
0

( )
n

n k
k n

k
f

   



 ,

кое го докажавме во задача 12.35.

12. Нека nP е производот на елементите во n  тиот ред на Паскаловиот три-
аголник. Докажи дека

1 1
2lim n n

n

P P

Pn
e 


 .

Решение. Имаме

2

1! 1 1
!( )! ! ( )!

0 0 0 0

1 11 1 1
! ! ( !)0 0 0

( ) ( !)

( !) ( !) .

n n n n
n nn

n k k n k k n k
k k k k

n n n
n n

k k kk k k

P n

n n


 

   

 

  

   

  

   

  

Според тоа,

2

12 1
1 ( !)0

(( 1)!)
n

n
n kk

P n






   и 2

1
1

1 ( !)0
(( 1)!)

n
n

n kk
P n





   .

Според тоа,
1

2 21 1 1
2 2 2( !) ( !) (( 1)!)1 0 0

1 11 1
2 2( !) ( !)0 0

1

(( 1)!) (( 1)!)

( !) ( !)

(( 1)!) ( !) ( 1) ( 1)
!( !) ( !) !

n n
n n

k k nn k k
n n

n n n

k kk k

n n n n

n n

n n
P
P

n n

n n n n
nn n n


 

  

 

 



   

  


 
 

 

  

и аналогно
1 1

1 ( 1)! ( 1)! !
n n n

n

n

P n n n n
P n n n n

 




     .

Според тоа,
1 1 1 1

2

( 1) !
!

1

lim lim

lim

lim ( ) .

n n n n

n nn

n

n

P P P P
P PPn n

n n
n nn

nn
nn

e

   

 








 

 

 

13. Антипаскалов триаголник е таблица во облик на рамностран триаголник која
се состои од броеви такви што, освен за броевите во последниот ред, важи да
секој број е еднаков на апсолутната вредност на разликата на двата броја кои
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се непосредно под него. На пример, следната таблица е антипаскалов три-
аголник со четири реда кој се состои од сите природни броеви од 1 до 10.

Дали постои антипаскалов триаголник со 2018 реда кој се состои од сите
природни броеви од 1 до 1 2 ... 2018   ?
Решение. Одговор: НЕ.
Да ставиме 2018n  . Нека 1 1a A е бројот во горниот ред, а за 2,3,...,i n

нека ia и iA се броевите непосредно под бројот 1iA  , при што 1i i iA a A   .
Бидејќи

( 1) ( 1)
1 22 2... 1 2 ... ,n n n n

n nA a a a n          

следува дека 1 2( , ,..., )na a a е пермутација на броевите 1, 2,..., n и ( 1)
2

n n
nA  .

Да разгледаме два антипаскалови триаголници: bF , определен со броевите

лево од парот ( , )n na A , cF , определен со броевите десно од парот ( , )n na A .

Да забележиме дека во bF и cF нема
броеви помали од 1n  . Нека триагол-
ниците bF и cF се составени од k и

2n k  редови. На ист начин како и во
големиот триаголник, да ги означиме со-
одветно со 1 1b B и 1 1c C броевите во

горните редови на триаголниците bF и

cF , а со ib и iB ( 2 i k  ), односно jc и

jC ( 2 2j n k    ), соодветно паровите броеви непосредно под 1iB  и

1jB  , при што 1i i iB b B   и 1j j jC c C   . Бидејќи , 1i jb c n  , важи

2

2
1 1

3 7 2
2

3 ... ...

( 1) ( 2)... (2 2) ,

k l k l

n n

n n B C b b c c

n n n  

        

      

што не е точно за 9n  .
Забелешка. Антипаскалов триаголник составен од сите бро-

еви од 1 до ( 1)
2

n n не постои ниту за еден 6n  . За 5n 

единствениот пример (до симетрија) е прикажан на цртежот
десно.
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15. РАЗБИВАЊЕ НА БРОЕВИ

1. Композиција (подредено разбивање, подредена партиција) на природниот
број n на k собирци е било кое решение 1 2( , ,..., )ka a a во множеството при-
родни броеви на равенката

1 2 ... ka a a n    . (1)

Бројот на композициите на бројот n на k собирци ќе го означуваме со
( )kc n . Докажи дека бројот на решенија на равеката (1), т.е. бројот на компо-

зиции на природниот број n на k собирци е 1
1( ) ( )n

k kc n 
 .

Решение. Прв начин. Бројот n прво ќе го разбиеме на n единици:
1_1_1_ ..._1_1_1 .

Во ова разбивање на секоја цртичка меѓу две 1 можеме да ставиме знак  .
Бидејќи треба да имаме k собирци, на цртичките треба да ставиме 1k 

знаци  , што може да се направи на 1
1( )n

k

 начини. Кога имаме m последо-

вателни единици тие ќе даваат собирок m . Понатаму, збирот единиците до
првиот знак  го даваат првиот собирок 1a , збирот на единиците кои се меѓу

првиот и вториот знак  го даваат вториот собиерок 2a ,..., збирот на едини-

ците кои се по ( 1)k   от знак  го даваат последниот собирок ka . Затоа
1
1( ) ( )n

k kc n 
 .

Втор начин. Со ( ) ( | собироци)kc n c n k да го означиме бројот на компози-

циите на бројот n на k собирци. Композицијата 1 2( , ,..., )ka a a соодветствува

на членот 1 21 2 ...... k ka a a aa a nx x x x x    од производот
1 2 3 1 2 3 1 2 3( ...) ( ...) ... ( ...)

k
x x x x x x x x x            ,

каде множителот 1ax го земаме од првиот 1 2 3 ...x x x   , множителот 2ax

од вториот 1 2 3 ...x x x   , ..., множителот 2ax од k  тиот 1 2 3 ...x x x   .
Затоа генераторната функција за бројот на композициите на бројот n на k
собирци е еднаква на токму на горниот производ, т.е.

1 2 3

0
( ) ( ...)n k

k
n

c n x x x x



    .

Според забелешката е) по задача 10.38 имаме
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1 2 3

0

1
(1 ) 0

1 1
1

( ) ( ...)

( )

( ) ( ) .

k

k

n k
k

n

k r k rx
rx r

n n n n
n k k

n k n k

c n x x x x

x x

x x






 
 
 

 
 

 

   

 

 





 

Конечно, со изедначување на коефициентите во овие формални степенски

редови, добиваме 1
1( ) ( )n

k kc n 
 .

2. Докажи, дека вкупниот број композиции на бројот n е 1( ) 2nc n  .
Решение. Природниот број n можеме да го претставиме како 1 собирок (тоа
е самиот број n ), како два собирци, како три собирци, ..., како n собирци
(тоа е збирот 1 1 ... 1   ). Затоа во равенката 1 2 ... ka a a n    бројот k се
менува од 1 до n . Сега, од задача 1 следува дека

1 1
1

1
( ) ( ) 2

n n n
k

k
c n  




  .

3. Докажи, дека бројот на композициите на бројот n , кај кои секој nj се

јавува точно ja пати, при што 1 22 ... na a na n    е еднаков на

1 21 2
1 2 1 2

( ... )!...
, ,..., ! !... !( ) nn

n n

a a aa a a
a a a a a a

      .

Решение. Секое подредено разбивање на бројот n со наведеното својство,

nj се појавува ja пати, е очигледно 1 2( ... )na a a   -варијација на еле-

ментите 1, 2,..., n која што има вид 1 2( , ,..., )na a a . Бројот на такви варијации е

1 21 2
1 2 1 2

( ... )!...
, ,..., ! !... !( ) nn

n n

a a aa a a
a a a a a a

      .

4. Дадени се природни броеви r и n , r n . Ги разгледуваме си n  торки не-
негативни цели броеви 1 2( , ,..., )na a a за кои важи

1 2 ... na a a r    и 1 22 ... na a na n    . (1)

За секоја таква n  торка го пресметуваме количникот
1 2

1
! !... !na a a . Докажи

дека збирот на сите овие количници е еднаков на ( 1)!
( )! !( 1)!

n
n r r r


  .

Решение. Бројот на композиции на бројот n на r собирци е еднаков на
( 1)!1

1 ( 1)!( )!( ) nn
r r n r


   . Од друга страна, ако во ваква композиција има точно ia

собирци еднакви на i , тогаш се исполнети равенствата (1). За дадени ia има
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точно
1 2

!
! !... !r

r
a a a такви разложувања. Затоа вкупниот број разложувања е ед-

наков на
1 2

1
! !... !!

na a ar  , од каде следува

1 2

( 1)!1
! !... ! ( 1)!( )!!

n

n
a a a r n rr 

  , т.е.
1 2

( 1)!1
! !... ! ( 1)! !( )!n

n
a a a r r n r


  ,

што и требаше да се докаже.

5. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви и со 1 2( | { , ,..., })kc n n n n да го
означиме бројот на сите подредени разбивања на природниот број n кај кои
секој од деловите е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи, дека

1 2 1 2
1

( | { , ,..., }) ( | { , ,..., })
k

k j k
j

c n n n n c n n n n n


  , (1)

каде што по дефинција земаме
деф

1 2
0, ако  0,

( | { , ,..., })
1, ако  0.k

m
c m n n n

m


  
(2)

Решение. Нека S е множеството од сите композиции на бројот n , кај кои
секој од деловите на разбивањето е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n

и нека jS е множеството од сите разбивања 1 2( , ,....)a a S за кои што

1 ja n . Ако првиот број во некоја композиција е jn , тогаш остатокот на таа

композиција е компоИција на бројот jn n со собирци од множеството

1 2{ , ,..., |kn n n . Оттука следува дека 1 2| | ( | { , ,..., })j j kS c n n n n n  . Според тоа,

множеството S е дисјунктна унија на множествата 1 2, ,..., kS S S , па од прин-
ципот на збир следува

1 2 1 2
1 1

( | { , ,..., }) | | | | ( | { , ,..., })
k k

k j j k
j j

c n n n n S S c n n n n n
 

     .

Да се осврнеме уште на почетните услови (2). Ако 0m  , тогаш во некој мо-
мент за jn сме зеле поголем број отколку што можеме и бидејќи немаме так-

ва композиција, тогаш 1 2( | { , ,..., }) 0kc m n n n  . Ако 0m  , тоа значи дека
веќе сме ја нашле дадената композиција, па за да ја изброиме во дадениот
збир треба да земеме 1 2( | { , ,..., }) 1kc m n n n  .

6. Учителката на учениците им задала три прашања и секој ученик точно одго-
ворил на 1, 2 или 3 прашања. Учителката решила да подели чоколада која
има 9 реда со по 4 коцки во ред на следниот начин: ако ученикот точно од-
говорил на i прашања, тој добива i редови, т.е. секој ученик добива чокола-
до со димензија 1 4, 2 4  или 3 4 . Првото дете добило 1 0a  редови,
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второто 2 0a  редови итн. додека учителката не го подели целото чоколадо.
На колку начини може учителката да го подели чоколадото.
Решение. Од условот на задата следува дека треба да го определиме бројот

(9 |{1, 2,3})c . Од задача 5 следува

( | {1,2,3}) ( 1 |{1,2,3}) ( 2 |{1,2,3}) ( 3 |{1,2,3})c n c n c n c n      , (1)

па како ( 2 |{1,2,3}) ( 1 |{1,2,3}) 0c c    и (0 |{1,2,3}) 1c  , од (1) последова-
телно добиваме

(1 |{1,2,3}) 1 0 0 1,
(2 |{1,2,3}) 1 1 0 2,
(3 |{1,2,3}) 2 1 1 4,
(4 |{1,2,3}) 4 2 1 7,
(5 |{1,2,3}) 7 4 2 13,
(6 |{1,2,3}) 13 7 4 24,
(7 |{1,2,3}) 24 13 7 44,
(8 |{1,2,3}) 44 24 13 81,
(9 |{1,2,3}) 81 44 24

c
c
c
c
c
c
c
c
c

   
   
   
   
   
   
   
   
   149.

7. Нека претпоставиме дека порака се пренесува со помош на сигнали со дол-
жина 1, 2, 3, 4 единици време. Колку различни пораки можат да се пренесат
за 10 единици време.
Решение. Од условот на задачата следува дека треба да го определиме бројот

(10 |{1,2,3,4})c . Јасно, ( 3 |{1,2,3,4}) ( 2 |{1,2,3,4}) ( 1 |{1,2,3,4}) 0c c c     

и (0 |{1,2,3,4}) 1c  и како
( | {1,2,3,4}) ( 1|{1,2,3,4}) ( 2 |{1,2,3,4})

( 3 |{1,2,3,4}) ( 4 |{1,2,3,4})
c n c n c n

c n c n
    
   

добиваме
(1 |{1,2,3,4}) 1 0 0 0 1c      ,

(2 |{1,2,3,4}) 1 1 0 0 2c      ,

(3 |{1,2,3,4}) 2 1 1 0 4c      ,

(4 |{1,2,3,4}) 4 2 1 1 8c      ,

(5 |{1,2,3,4}) 8 4 2 1 15c      ,

(6 |{1,2,3,4}) 15 8 4 2 29c      ,

(7 |{1,2,3,4}) 29 15 8 4 56c      ,

(8 |{1,2,3,4}) 56 29 15 8 108c      ,

(9 |{1, 2,3, 4}) 108 56 29 15 208c      и

(10 |{1, 2,3, 4}) 208 108 56 29 401c      .
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8. Партиција (разбивање)  на бројот n , n , на k собирци, 1k  , е фа-
милија 1 2{ , ,..., }ka a a  , таква што важи ia  за секој 1,2,...,i k и

1 2 ... ka a a n    .

Ако за секој {1,2,3..., }i n во партицијата 1 2{ , ,..., }ka a a  на бројот n има

if делови еднакви на i , партицијата ја означуваме со 31 2[1 2 3 ... ]nf ff f n  .
Основната разлика меѓу композициите и партициите е во тоа што кај компо-
зициите е важен редоследот на собирците, а додека кај партициите редосле-
дот на собирците не е важен.
Нека ( )kp n е бројот на партициите на n на k собирци. Докажи, дека

1 1( ) ( ) ( ) ... ( )k k kp n p n k p n k p n k       . (1)

Решение. Ако 1 2 ... ka a a n    , каде 1ia  , тогаш

1 2( 1) ( 1) ... ( 1)ka a a n k        ,
при што некои од собирците може да се еднакви на 0. Според тоа, на секоја
партиција на бројот n на k собирци и соодветствува партиција на бројот
n k на најмногу k собирци. Точно е и братното и ова соодветствие е биек-
ција, па затоа точна е формулата (1).
Забелешка. Претходната задача може да се искористи за пресметување на
вкупниот број партиции ( )p n на бројот n . Имено, секоја партиција на бро-

јот n може да има од 1k  до k n собирци, па затоа важи формулата

1 2( ) ( ) ( ) ... ( )np n p n p n p n    ,

при што броевите ( )kp n ги пресметуваме користејќи ја формулата (1).

9. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви. Со 1 2( | { , ,..., }, )kp n n n n  да
го означиме бројот на партициите на бројот n на различни собирци, кај кои
секој од собирците е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи дека

1 1 1 1 1( | { ,..., }, ) ( | { ,..., }, ) ( | { ,..., }, )k k k kp n n n p n n n n p n n n       (1)
каде

1 2
0, ако 0,

( | { , ,..., }, )
1, ако 0.k

m
p m n n n

m


   
(2)

Решение. Со S да го означиме множеството од сите барани партиции. Нека

1S е множеството од сите такви партиции кои го содржат елементот kn , кој е

најголем од броевите 1 2, ,..., kn n n , а 2S е множеството партиции на различни

собирци кои не го содржат елеменот kn . Тогаш 1 2S S S  и 1 2S S   ,

па затоа 1 2| | | | | |S S S  .
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Ако бројот kn се содржи во бараната партиција, тогаш остатокот од пар-

тицијата е партиција на бројот kn n на различни собирци, но сега собирци-

те се од броевите 1 2 1, ,..., kn n n  , па затоа важи 1 1 1| | ( | { ,..., }, )k kS p n n n n    .

Ако бројот kn не се содржи во бараната партиција, тогаш партицијата всуш-
ност е партиција на бројот n на разлини собирци кои се некои од броевите

1 2 1, ,..., kn n n  , па затоа 2 1 1| | ( | { ,..., }, )kS p n n n   . Конечно од претходните
разгледувања следува формулата (1). За почетните услови (2) важи истата
дискусија како за почетните услови (2) од задача 5.

10. Докажи, дека

1 1( | , ) ( | , ) ( | , )k k kp n p n k p n         ,

каде (0 | , ) 1jp   и ( | , ) 0jp m   за 0m  .

Решение. Непосредно следува од претходната задача за 1 2{ , ,..., }k kn n n   .

11. Нека 1 2, ,..., kn n n се различни природни броеви. Со 1 2( | { , ,..., })kp n n n n да го
означиме бројот на партициите на бројот n , кај кои секој од собирците е
еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Докажи дека

1 1 1 1( | { ,..., }) ( | { ,..., }) ( | { ,..., })k k k kp n n n p n n n n p n n n    (1)
каде

1 2
0, ако 0,

( | { , ,..., })
1, ако 0.k

m
p m n n n

m


  
(2)

Решение. Со S да го означиме множеството партиции на бројот n при што
секој собирок е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Нека 1S е мно-
жеството партиции кои припаѓаат на множеството S и кај кои постои соби-
рок кој е еднаков на kn . Со 2S го означуваме множеството партиции на бро-
јот n кои што припаѓаат на множеството S и кај кои што не постои соби-
рок еднаков на kn . Тогаш 1 2S S S  и 1 2S S   и затоа 1 2| | | | | |S S S  .

Од друга страна, на секоја партиција од множеството 1S соодветствува една

партиција на бројот kn n при што секој собирок е еднаков на 1 2, ,..., kn n n .

На секој елемент од множеството 2S соодветствува партиција на бројот n

при што секој собирок е еднаков на некој од броевите 1 2 1, ,..., kn n n  . Според
тоа,

1 1 1 2 1 1| | ( | { ,..., }), | | ( | { ,..., }), | | ( | { ,..., })k k k kS p n n n S p n n n n S p n n n     ,
па затоа точна е формулата (1). За почетните услови (2) важи истата дискусија
како за почетните услови (2) од задача 5.
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12. Докажи, дека

1( | ) ( | ) ( | )k k kp n p n p n k     , (1)

1 1 1( | ) ( | ) ( | ) ( 2 | ) ...k k k kp n p n p n k p n k           (2)

каде (0 | ) 1jp  и ( | ) 0jp m  за 0m  .

Решение. Равенството (1) непосредно следува од претходната задача за

1 2{ , ,..., }k kn n n   . Равенството (2) се добива со последователна примена на
равенството (1).

13. На колку начини сума од 50 денари може да се исплати со монети и банкноти
од 1, 2, 5, 10 и 20 денари, ако секоја од монетите и банкнотите може да се
употреби произволен број пати?
Решение. Бараниот број е (50 |{1,2,5,10,20})p . Очигледно ( | {1}) 1p n  за
секој 0n  . Понатаму, користејќи ја формулата (1) од задача 12 последова-
телно наоѓаме

(2 |{1,2}) (2 |{1}) (2 2 |{1,2}) 1 (2 2 |{1,2})
1 1 (2 4 |{1,2}) ... (0 |{1,2}) 1,

p k p k p k p k
p k k p k

     
        

и
(2 1|{1,2}) (2 1|{1}) (2 1|{1,2}) 1 (2 1|{1,2})

1 1 (2 3 |{1,2}) ... (1 |{1,2}) 1.
p k p k p k p k

p k k p k
       

        

Користејќи ги претходните равенства, со примена на задача 11, последова-
телно наоѓаме:

(5 |{1,2,5}) (0 |{1,2,5}) (5 |{1,2}) 1 3 4p p P     ,

(10 |{1,2,5}) (5 |{1,2,5}) (10 |{1,2}) 4 6 10p p p     ,

(15 |{1,2,5}) (10 |{1,2,5}) (15 |{1,2}) 10 8 18p p p     ,

(20 |{1,2,5}) (15 |{1,2,5}) (20 |{1,2}) 18 11 29p p p    

(25 |{1,2,5}) (20 |{1,2,5}) (25 |{1,2}) 29 13 42p p p     ,

(30 |{1,2,5}) (25 |{1,2,5}) (30 |{1,2}) 42 16 58p p p     ,

(35 |{1,2,5}) (30 |{1,2,5}) (35 |{1,2}) 58 18 76p p p     ,

(40 |{1,2,5}) (35 |{1,2,5}) (40 |{1,2}) 76 21 97p p p     ,

(45 |{1,2,5}) (40 |{1,2,5}) (45 |{1,2}) 97 23 120p p p     ,
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(50 |{1,2,5,10}) (40 |{1,2,5,10}) (50 |{1,2,5}) 195 146 341p p p     ,
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(30 |{1,2,5,10,20}) (10 |{1,2,5,10,20}) (30 |{1,2,5,10})
(10 |{1,2,5,10}) (30 |{1,2,5,10}) 11 98 109,

p p p
p p
 
    

(50 |{1,2,5,10,20}) (30 |{1,2,5,10,20}) (50 |{1,2,5,10}) 109 341 450p p p     .

14. Докажи, дека низата { }nf на бројот на партициите кај кои сите собирци се

еднакви на i , т.е. ( | { })nf p n i , има генераторна функција 1
1

( ) ix
F x


 .

Решение. Партиција од саканиот вид постои ако и само ако бројот n е со-
држател на бројот i , т.е. n mi и тогаш постои единствена партиција

...
m

n i i i    .

Според тоа, низата { }nf е зададена со

1, ако , за 0,1, 2,...
0, во друг случај.n

n mi m
f

 
 


Оттука следува дека генераторната функција е
2 3 1

1
( ) 1 ... i

i i i
x

F x x x x


      .

15. Нека i S . Нека ( | { })nf p n i , ( | \{ })ng p n S i и ( | )nh p n S . Докажи,

дека низите { },{ },{ }n n nf g h имаат генераторни функции ( ), ( ), ( )F x G x H x за

кои важи ( ) ( ) ( )H x F x G x .

Решение. Нека nh е бројот на начините да бројот n го претставиме како

збир на r и n r , каде f е претставен како збир на собирци кои се сите ед-

накви на i (тоа може да се направи на rf начини), а n r е збир на собирци

од \{ }S i (тоа може да сенаправи на n rg  начини). Затоа nh е збир на собир-

ци од видот r n rf g  , односно

0 1 1 0
0

...
n

n n n n r n r
r

h f g f g f g f g 


      .

Сега, од правилото за множење на генераторни функции следува формулата
( ) ( ) ( )H x F x G x .

16. Докажи дека генераторната функција за низата броеви { ( )}p n е

2 3
1 1

1 (1 )(1 )(1 )...1
( ) ix x x xi

P x


   
  .

Решение. Секоја партиција на бројот n има собирци од множеството
{1,2,..., }n n . Сега тврдењето се докажува со повеќекратна примена на

претходните две задачи. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.
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17. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n кои немаат собирок 1 е
еднаков на ( ) ( 1)p n p n  .
Решение. Според претходната задача генераторната функција на низата
броеви { ( )}p n е 2 3

1
(1 )(1 )(1 )...

( )
x x x

P x
  

 . За генераторната функција на бројот

на партициите на бројот n кои немаат собирок 1 имаме

2 3 4 2 3 4
1 1

(1 )(1 )(1 )... (1 )(1 )(1 )(1 )...

1

0 0

1 1

1

( ) (1 )

(1 ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 ( ) ( 1)

1 ( ( ) ( 1)) ,

x x x x x x x

n n

n n

n n

n n

n

n

Q x x

x P x P x xP x

p n x p n x

p n x p n x

p n p n x

      

 


 
 

 




  

   

 

   

   

 

 



од каде следува дека бројот на партициите на бројот n кои немаат собирок 1
е еднаков на ( ) ( 1)p n p n 

18. На колку начини бројот 10 може да се претстави како збир на броевите 2 и 3.
Решение. Според задачите 14 и 15 на партициите ( | {2,3})p n соодветствува
генераторната функција

2 3
1 1

1 1
2 4 6 8 10 12 3 6 9 12

2 3 4 5 6 7 8 9 10 12

( )

(1 ...)(1 ...)

1 2 2 2 3 ....

x x
H x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

 
 

            

           

На членот (10 |{2,3})p , т.е. на бараниот број партиции на бројот 10 соодвет-

ствува коефициентот пред 10x , што значи 10 (10 |{2,3}) 2h p  .

19. (Ојлеров идентитет). Бројот на партициите на бројот n на раzлични собир-
ци е еднаков на бројот на партициите на бројот n на непарни собирци, т.е.
важи ( | ) ( | {1,3,5,...})p n p n  . Докажи!
Решение. Прв начин. Бидејќи во партицијата на бројот n на различни со-
бирци секој собирок i може да се јавува најмногу еднаш, добиваме дека со-
бирокот кој е еднаков на i во генераторната функција придонесува со по-

линомот 1 ix . Затоа од задачите 14 и 15 следува дека генераторната функ-
ција на броевите на партициите со различни собирци е

2 3 4 5( ) (1 )(1 )(1 )(1 )(1 )...R x x x x x x      .
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Слично, генераторната функција на броевите на партициите со непарни со-
бирци е

3 5 7
1

(1 )(1 )(1 )(1 )...
( )

x x x x
N x

   
 .

Понатаму,

2 2 3 3 4 4 5 5

2 3 4 5

2 4 6 8

2 3 4 5 6 7

2 3 4 5

(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )...
(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )...

(1 )(1 )(1 )(1 )...
(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )

( ) (1 )(1 )(1 )(1 )(1 )...
x x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x
x x x x x x x

R x x x x x x
         

    

   
      

     



 8

3 5 7

(1 )...
1

(1 )(1 )(1 )(1 )...
( ).

x

x x x x
N x



   
 

Значи, низите броеви на партиции со различни собирци и броеви на парти-
ции со непарни собирци имаат иста генераторна функција, па затоа тие се
еднакви, т.е. ( | ) ( | {1,3,5,...})p n p n  .

Втор начин. Да ја разгледаме партицијата 1 2 ... kn n n n    на бројот n на

различни собирци. Имаме, 2 iri in m , каде ir е ненегативен цел број, а im е

непарен природен број. Со групирање по непарниот дел im добиваме

2|
2 ir i m

i m
n m k m


   , каде 2 i

i

r
m

m m
k


  .

Десната страна страна во изразот за n е партиција на n на непарни собирци
( mk собироци еднакви на m ). Останува да се докаже дека вака воспоставе-
ното пресликување е биекција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.
На пример, на партицијата 13 6 4 3   на различни собирци соодветствува
партицијата 13 3 3 3 1 1 1 1       на неапрни собирци, бидејќи

26 4 3 2 3 2 1 3 (2 1) 3 4 1 3 3 4 1                .

20. Докажи, дека бројот на партициите на природниот број n во кои секој парен
собирок се појавува најмногу еднаш е еднаков на бројот на партициите на n
во кои секој собирок се појавува најмногу три пати.
Решение. Генераторната функција за првиот тип партиции е

2 4 6

3 5
(1 )(1 )(1 )...2 3
(1 )(1 )(1 )...2 | 2|

( ) (1 ...) (1 ) x x xk k k k
x x xk k

G x x x x x   
  

         .

Понатаму, генераторната функција за вториот тип партиции е

2 3 2

1 1
( ) (1 ) (1 )(1 )k k k k k

k k
H x x x x x x

 

 
        .

Сега, од задача 19 следува дека
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3 5 7
2 21

(1 )(1 )(1 )(1 )...1 1 1
( ) (1 ) (1 ) (1 ) ( )k k k

x x x xk k k
H x x x x G x

  

     
          ,

од каде што следува тврдењето на задачата.

21. (Теорема на Глејшер). Бројот на партициите на природниот број n на со-
бирци кои не се деливи со d е еднаков на бројот на партициите во кои ниту
еден собирок на се појавува d или повеќе пати. Докажи!
Решение. Генераторната функција на првиот тип партиции, т.е. на парти-
циите во кои собирците не се деливи со d е:

2 3 1
1| |

( ) (1 ...) k
k k k

xd k d k
G x x x x

 
       .

Генераторната функција на бројот на партициите во кои секој собирок се
појавува најмногу 1d  пати е:

2 ( 1) 1
11 1

( ) (1 ... )
dk

k
k k d k x

xk k
H x x x x

 
 

 
       .

Јасно, по скратувањето на броителот во ( )H x , се добива ( ) ( )H x G x , од
каде што следува тврдењето на задачата.

22. Партицијата  на бројот n може да се претстави со помош на Ферерсовиот
дијаграм така што делови на партицијата ги подредуваме по големина (т.е. во
нерастечка низа, почнувајќи од најголемиот), а потоа секој дел се претставу-
ва како ред со соодветен број симболи – ние ќе користиме точки  . Партици-
јата може да се претстави и сопомош
на табла на Ферерс, која во секој ред
наместо точки има единечни квадрат-
чиња. На цртежот десно се прикажани
дијаграмот и таблата на Ферерс за пар-
тицијата {4,4,2,1,1}  на бројот 12.
За партицијата  ќе велиме дека е добиена со коњугирање на партицијата 

ако Ферерсовиот дијаграм на  е добиен со замена на колоните и редовите
на Ферерсовиот дијаграм на  . Притоа ќе велиме дека  е коњугирана пар-

тиција на  и ќе пишуваме *  . На
цртежот десно е прикажано коњугира-
њето на партицијата {4,4,2,1,1}  .
За партицијата која е коњугирана сама
на себе ќе велиме дека е самокоњугирана.
Докажи, дека бројот на партициите на природниот број n кај кои собирците
не се поголеми од m , т.е. ( | )mp n  е еднаков на бројот на партициите на
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бројот n кои имаат најмногу m собироци ( )mp n , односно дека важи

( | ) ( )m mp n p n .

Решение. Биекцијата f меѓу множествата партиции од двата вида е пресли-
кувањето кое дадена партиција ја пресликува во најзината коњугирана парти-
ција. Деталите ги оставаме на читате-
лот за вежба.
На цртежот десно е прикажано

({4,3,2,1,1}) {5,3,2,1}f  .

23. Докажи, дека бројот ( | с.к.)p n на самокоњугираните партиции на бројот n е

еднаков на бројот ( | ,непарни)p n  на партициите на бројот n кај кои сите

собирци се различни непарни броеви, т.е. дека ( | с.к.) ( | ,непарни)p n p n  .
Решение. Јасно, Ферерсовиот дијаграм на секоја самокоњугирана партиција
е симетричен во однос на главната дијагонала. Сега, ако првиот ред и првата
колона ги споиме во еден ред, добиваме ред со непарна должина. Потоа
остатокот од вториот ред и втората колона ги спојуваме во еден ред, па пов-
торно добиваме ред со непарна должина, кој има помала должина. Продол-
жувајќи ја постапката добиваме биекција меѓу самокоњугираните партиции
на бројот n и партициите кај кои сите собирци се различни непарни броеви.
Оттука следува дека

( | с.к.) ( | ,непарни)p n p n  .
На цртежот десно е прика-
жано ({4,4,2,2}) {7,5}f  .

24. Докажи, дека бројот на партициите ( )mp n на бројот n кои немаат повеќе

од m собирци е едаков на бројот на партициите ( )mp n m на бројот n m
кои имаат точно m собирци, односно дека важи ( ) ( )m mp n p n m   .
Решение. Нека S е множеството од сите партиции на бројот m n кои
имаат точно m собирци, а T е множеството партиции на бројот n кои не-
маат повеќе од m собирци. Пресликувањето :f S T кои секој собирок на
партиција од S го намалува за 1 е биекција од множеството S во мно-
жеството T .
Пресликувањето f на Ферерсовиот дијаграм на партиција од S ја брише
првата колона која има точно m точки, со што се добива Ферерсов дијаграм

на партиција од T . Понатаму, инверзното пресликување 1g f  додава
колона со m точки пред првата колона на Ферерсовиот дијаграм на
партиција од T со што се добива партиција од S .
На цртежот десно се прикажани
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({8,7,6,4,1,1,1}) {7,6,5,3}f  и

({7,6,5,3}) {8,7,6,4,1,1,1}g  ,

односно пресликувањата f и g
за 7m  и 21n  .
Ќе докажеме дека пресликувањата f и g се инејкции. Навистина, ако важи

1 2( ) ... ( )kf x a a a f y     , за k m , тогаш важи

1 2( 1) ( 1) ... ( 1) 1 ... 1k
m k

x a a a y


           ,

т.е. функцијата :f S T е инјекција, па затоа | | | |S T . Од друга страна, ако

1 2( ) ... ( )mg x a a a g y     , тогаш

1 2( 1) ( 1) ... ( 1)mx a a a y        ,

т.е. функцијата :g T S е инјекција, па затоа | | | |T S . Конечно, од | | | |S T

и | | | |T S , следува | | | |S T , што значи ( ) ( )m mp n p n m   .

25. Докажи, дека бројот на самокоњугираните партиции на бројот n кај кои нај-
големиот собирок е еднаков на k е еднаков на бројот на самокоњугираните
партиции на бројот 2 1n k  кај кои најголемиот собирок е помал од k , од-
носно важи равенството

( | с.к., н.с. ) ( 2 1| с.к., н.с. 1)p n k p n k k      .

Решение. Пресликувањето :f S T кое во Ферерсовиот дијаграм ги брише
точките од првата редица е првата колона е биекција меѓу самокоњугираните
партиции на бројот n кај кои најголемиот собирок е еднаков на k и самоко-
њугираните партиции на бројот 2 1n k  кај кои најголемиот собирок е по-
мал од k . Јасно, инверзното пресликување g од горе и од лево додава ред и

колона со по k точки, односно додава „агол“ на чии краци има по k точки.
Доказот е аналоген на доказот во задача 24. Деталите ги оставаме на чита-
телот за вежба.
На цртежот десно е прикажано

({6,4,4,3,1,1}) {3,3,2}f  и

({3,3,2}) {6,4,4,3,1,1}g  ,

односно пресликувањата f и g за 19n  и

6k  .

26. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n на парни собирци е еднаков
на бројот на партициите на бројот n кај кои секој собирок се јавува парен
број пати, т.е. дека

( | парни) ( | секој собирок парен број пати)p n p n .
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({8,7,6,4,1,1,1}) {7,6,5,3}f  и

({7,6,5,3}) {8,7,6,4,1,1,1}g  ,

односно пресликувањата f и g
за 7m  и 21n  .
Ќе докажеме дека пресликувањата f и g се инејкции. Навистина, ако важи

1 2( ) ... ( )kf x a a a f y     , за k m , тогаш важи

1 2( 1) ( 1) ... ( 1) 1 ... 1k
m k

x a a a y


           ,

т.е. функцијата :f S T е инјекција, па затоа | | | |S T . Од друга страна, ако

1 2( ) ... ( )mg x a a a g y     , тогаш

1 2( 1) ( 1) ... ( 1)mx a a a y        ,

т.е. функцијата :g T S е инјекција, па затоа | | | |T S . Конечно, од | | | |S T

и | | | |T S , следува | | | |S T , што значи ( ) ( )m mp n p n m   .

25. Докажи, дека бројот на самокоњугираните партиции на бројот n кај кои нај-
големиот собирок е еднаков на k е еднаков на бројот на самокоњугираните
партиции на бројот 2 1n k  кај кои најголемиот собирок е помал од k , од-
носно важи равенството

( | с.к., н.с. ) ( 2 1| с.к., н.с. 1)p n k p n k k      .

Решение. Пресликувањето :f S T кое во Ферерсовиот дијаграм ги брише
точките од првата редица е првата колона е биекција меѓу самокоњугираните
партиции на бројот n кај кои најголемиот собирок е еднаков на k и самоко-
њугираните партиции на бројот 2 1n k  кај кои најголемиот собирок е по-
мал од k . Јасно, инверзното пресликување g од горе и од лево додава ред и

колона со по k точки, односно додава „агол“ на чии краци има по k точки.
Доказот е аналоген на доказот во задача 24. Деталите ги оставаме на чита-
телот за вежба.
На цртежот десно е прикажано

({6,4,4,3,1,1}) {3,3,2}f  и

({3,3,2}) {6,4,4,3,1,1}g  ,

односно пресликувањата f и g за 19n  и

6k  .

26. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n на парни собирци е еднаков
на бројот на партициите на бројот n кај кои секој собирок се јавува парен
број пати, т.е. дека

( | парни) ( | секој собирок парен број пати)p n p n .
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Решение. Биекцијата меѓу множеството партиии на бројот n на парни со-
бирци и множеството партиции на бројот n кај кои се кој собирок се јавува
парен број пати се воспоставува со

1 2 1 1 2 2:{2 ,2 ,..., 2 } { , , , ,..., , }k k kf a a a a a a a a a

за секоја партиција 1 2{2 ,2 ,..., 2 }ka a a  на n на парни собирци. Лесно се
гледа дека ова пресликување е би-
екција меѓу разгледуваните мно-
жества партиции. Деталите ги ос-
таваме на читателот за вежба.
На цртежот десно за 22n  е при-
кажано

({8,6,4,4}) {4,4,3,3,2,2,2,2}f  .

27. Докажи, дека бројот на партициите на бројот n кои имаат најмногу m со-

бирци е еднаков на бројот на партициите на бројот ( 1)
2

m mn  со точно m

различни собирци, т.е. важи равенството ( 1)
, 2( ) ( )m m

m mp n p n 
   .

Решение. Нека 1 2{ , ,..., },ka a a k m   е партиција на бројот n и нека важи

1 2 ... ka a a   . Тогаш 1 2' { , 1,..., 1, ,..., 2,1}ka m a m a m k m k         е

партиција на бројот ( 1)
2

m mn  со точно точно m различни собирци. Лесно

се докажува дека пресликувањето : 'f   е инјекција. Обратно, нека

1 2' { , ,..., }mb b b  е партиција на бројот ( 1)
2

m mn  со точно m различни со-

бирци. Тогаш важи 1 2 ... 1mb b b    , па затоа

1 2 1 ... 1 0mb m b m b       

од каде следува дека 1 2{ , 1,..., 1}mb m b m b      е партиција на бројот n
со најмногу n собирци. Лесно се докажува дека пресликувањето : 'g  

е инјекција. Конечно, од горните разгледувања следува равенството
( 1)

, 2( ) ( )m m
m mp n p n 
   .

Коментар. Во горниот доказ всушност на даден Ферерсов дијаграм на парти-
цијата  од левата страна додаваме „триаголник“ кој има m редици кои по-
следователно содржат , 1,..., 2,1m m  точки, со што ја добиваме партицијата

' . Јасно, ова пресликување  е биекција.
На цртежот десно за 10n  и

4m  е прикажано
({5,3,1,1}) {9,6,3,2}f  .
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Решение. Биекцијата меѓу множеството партиии на бројот n на парни со-
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2

m mn  со точно m

различни собирци, т.е. важи равенството ( 1)
, 2( ) ( )m m

m mp n p n 
   .

Решение. Нека 1 2{ , ,..., },ka a a k m   е партиција на бројот n и нека важи

1 2 ... ka a a   . Тогаш 1 2' { , 1,..., 1, ,..., 2,1}ka m a m a m k m k         е

партиција на бројот ( 1)
2

m mn  со точно точно m различни собирци. Лесно

се докажува дека пресликувањето : 'f   е инјекција. Обратно, нека

1 2' { , ,..., }mb b b  е партиција на бројот ( 1)
2

m mn  со точно m различни со-

бирци. Тогаш важи 1 2 ... 1mb b b    , па затоа

1 2 1 ... 1 0mb m b m b       

од каде следува дека 1 2{ , 1,..., 1}mb m b m b      е партиција на бројот n
со најмногу n собирци. Лесно се докажува дека пресликувањето : 'g  

е инјекција. Конечно, од горните разгледувања следува равенството
( 1)

, 2( ) ( )m m
m mp n p n 
   .

Коментар. Во горниот доказ всушност на даден Ферерсов дијаграм на парти-
цијата  од левата страна додаваме „триаголник“ кој има m редици кои по-
следователно содржат , 1,..., 2,1m m  точки, со што ја добиваме партицијата

' . Јасно, ова пресликување  е биекција.
На цртежот десно за 10n  и

4m  е прикажано
({5,3,1,1}) {9,6,3,2}f  .
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28. Докажи, дека ( ) ( 1)p n p n  за секој 2n  .
Решение. Според задача 17 бројот на партициите на бројот n кои немаат
собирок 1 е еднаков на ( ) ( 1)p n p n  , т.е. ( ) ( 1) ( | \{1})p n p n p n    . Би-

дејќи за 2n  секогаш имаме партиција { }n на бројот n , која се состои од

еден собирок и која нема собирок 1, заклучуваме дека ( | \{1}) 0p n  , од

каде што следува ( ) ( 1)p n p n  .

29. Докажи дека ( ) 2 ( 1) ( 2) 0p n p n p n     .
Решение. Од секоја партиција на бројот 1n  која не содржи собирок 1 мо-
жеме да добиеме партиција на бројот n која не содржи собирок 1, така што
најголемот собирок на партицијата на бројот 1n  ќе го зголемиме за 1. Сега,
од ова и од задача 17 последователно следува

( | \{1}) ( 1 | \{1}),
( ) ( 1) ( 1) ( 2),
( ) 2 ( 1) ( 2) 0,

p n p n
p n p n p n p n
p n p n p n

 
     
    

 

што и требаше да се докаже.

30. За секој природен број n, со f (n) е означен бројот од различни претста-
вувањана бројот n како збир од степени на бројот 2 со ненегативни цело-
бројни показатели. Претставувањата кои се разликуваат само во редоследот
на собирците се сметаат за еднакви. На пример, (4) 4f  бидејќи бројот 4
може да се претстави на следните четири начини: 4,  2+2,  2+1+1,  1+1+1+1.
Докажи дека за секој природен број 3n  важи

2 2
4 22 (2 ) 2

n nnf  .

Решение. Ако 2 1n k  е било кој непарен цел број поголем од 1, тогаш
секое запишување на n во бараниот вид го има 1 како еден од собирците. Ако
го отстраниме, добиваме запис на бројот 2k. Обратно, ако додадеме 1 во
зписот на бројот 2k ќе добиеме запис на бројот 2k+1. Ова придружување е
биективно. Затоа важи рекурентната формула

(2 1) (2 )f k f k  (1)

Понатаму, ако 2n k е било кој позитивен парен цел број, тогаш секој запис
на n има еден од следните два вида: или содржи еден собирок 1 или нема
таков собирок. Во првиот случај мажеме да одземеме 1 и да добиеме запис на
бројот 2 1k  . На тој начин добиваме биекција меѓу записот од првиот вид на
2k и сите записи на 2 1k  . Во записите од вториот вид (овде ниту еден член
не е 1), можеме секој член да го поделиме со 2 и ќе го добиеме записот на
бројот k. На тој начин ќе добиеме друга рекурентна формула

(2 ) (2 1) ( )f k f k f k   (2)
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Секоја од овие формули важи за секој цел број 1k  . Очигледно (1) 1f  .

Ако ставиме (0) 1f  , формулата (1) ќе важи и за 0k  . Од (1) и (2) следува
дека функцијата f е неопаѓачка.
Од (1) следува дека бројот (2 1)f k  во формулата (2) може да се замени со

(2 2)f k  , па добиваме

(2 ) (2 2) ( ) , 1, 2, 3,...f k f k f k k    .

Ако ги собериме овие равенства за 1, 2, ... ,k n , ја добиваме формулата

(2 ) (0) (1) ... ( )f n f f f n    , за 1,2,...,n n (3)
Во формулата (3) ниту еден собирок не е поголем од последниот. Бидејќи
2 (2) ( )f f n  за 2n  , добиваме

 (2 ) 2 (2) ... ( ) 2 ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ),f n f f n n f n f n n f n nf n          

за 2,3,...n  . Специјално, во нашиот случај имаме:

( 1)
2

1 1 1 1 1

( 1) ( 2) ... 1

(2 ) 2 (2 ) 2 2 (2 ) ...

2 (2) 2 2.
n n

n n n n n n

n n

f f f

f


    

    

     

   

Бидејќи
2( 1)

2 22 2 2
n n n

  за 3n  , следува дека важи десната оценка.
Пред да ја докажеме левата оценка, ќе го покажеме прво неравенството

( 1) ( ) ( 1) ( )f b f b f a f a     (4)

за целите броеви 0b a  со иста парност. Имено, ако a и b се парни броеви,
тогаш од (1) следува дека двете страни се нула; ако a и b се двата непарни,
тогаш од (2) следува

1
2( 1) ( ) ( )bf b f b f    , 1

2( 1) ( ) ( )af a f a f    ,

па неравенството (4) важи бидејќи функцијата f е непоаѓачка.
Нека r и k се цели броеви така што 1r k  и r е парен. Ставајќи во (4)

, , 0 , 1, 2,... , 1a r j b r j j k     

и собирајќи ги добиените неравенства, добиваме
( ) ( ) ( 1) ( 1)f r k f r f r f r k      

Бидејќи r е парен, ( 1) ( )f r f r  и

( ) ( 1) 2 ( ) , 1, 2,... ,f r k f r k f r k r      .
Собирајќи ги овие неравенства, добиваме

(1) (2) ... (2 ) 2 ( )f f f r rf r    .

Од (3) следува дека збирот на левата страна  е (4 ) 1f r  и

(4 ) 2 ( ) 1 2 ( )f r rf r rf r   за секој цел број 2r  .

Ставајќи 22mr  , добиваме
1 2(2 ) 2 (2 )m m mf f  (5)
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За 22mr  да биде парен број, m мора да биде цел број поголем од 2; да
забележиме дека (5) важи за 2.m 
Нека n е било кој цел број поголем од 1. Ако l е позитивен цел број таков што
2l n ,  тогаш применувајќи го неравенството (5) за , 1,... , 2 2m n n n l   

и добиваме
1 2 1 3 4

( 1) ( 3) ...( 2 1) 2 ( ) 2

(2 ) 2 (2 ) 2 2 (2 )

... 2 (2 ) 2 (2 )

n n n n n n

n n n l n l l n l n l

f f f

f f

    

        

    

    

Ако n е парен број, ставаме 2
nl  ; ако n е непарен, нека 1

2
nl  . Се добиваат

следниве неравенства:
2 2
4 40(2 ) 2 (2 ) 2

n nnf f   за n парен број,
22 2 21 14 4 4

1
14(2 ) 2 (2 ) 2 2 2

n n n
n

nf f
 


     за n непарен број.
Ја добивме бараната оценка за 2n  . Таа важи и за 1,n  што може непо-
средно да се провери.

*
* *

Во следните задачи ќе се осврнеме на примена на генераторните функции во
пребројувањата. Притоа, како што читателот ќе може сам да согледа во не-
кои случаи пребројувањата се тесно поврзани со партициите на природните
броеви.

31. Определи ги бројот на решенијата на равенката
a b c d r    ,

каде 0 6r  , 0, , ,a b c d  и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c d        .
Решение. Имаме партиција на природен број со ограничувања, па затоа
генараторната функција на проблемот е полиномот

2 2

2 3 4 5 6

( ) (1 )(1 )(1 )(1 )

1 4 8 10 8 4 .

H x x x x x x x

x x x x x x

      

      
.

Сега, за 0 6r  коефициентот пред rx го дава бројот на решенијата на
равенката

a b c d r    ,
каде 0, , ,a b c d  и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c d        .
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32. Нека A е множество кое содржи 1 објект од тип a , 1 објект од тип b , 2 об-
јекта од тип c и 2 објекта од тип d . Определи го бројот на начините на кои
може да се изберат 4 објекти од дадените 4 типа во множеството A .
Решение. Аналогно како во претходната задача, генераторната функција на
проблемот е

2 2

2 3 4 5 6

( ) (1 )(1 )(1 )(1 )

1 4 8 10 8 4 .

H x x x x x x x

x x x x x x

      

      
.

Сега, бројот на начините на кои може да се изберат 4 објекти од дадените 4

типа во множеството A е еднаков на коефицинтот 4a пред степенот 4x во

генераторната функција ( )H x , т.е. тој е 4 8a  .

33. Во сад имаме 4 црвени, 5 сини и 2 зелени топчиња.
а) На колку различни начини од садот можат да се изберат 7 топчиња?
б) На колку различни начини можат да се извлечат 7 топчиња, но притоа да
мора да се извлече 1 црвено и 2 сини топчиња?
Решение. а) Генераторната функција на поставениот проблем е:

2 3 4 2 3 4 5 2( ) (1 )(1 )(1 )H x x x x x x x x x x x x           

и бараниот број избори е еднаков на коефициентот пред 7x . Лесно се добива
дека тоа е коефицинтот 7 12a  во полиномто ( )H x .
б) Бидејќи мора да се извлече барем едно црвено топче, множителот кој соод-

ветствува на барањето на црвените топчиња е 2 3 4x x x x   . Слично, мно-

жителот кој соодветствува на барањето на сини топчиња е 2 3 4 5x x x x   .
Значи генераторната функција е

2 3 4 2 3 4 5 2( ) ( )( )(1 )G x x x x x x x x x x x        

и бараниот број е еднаков на коефициентот пред 7x . Лесно се добива дека
тоа е коефицинтот 7 10a  во полиномто ( )G x .

34. Нека претпоставиме дека во сад се наоѓаат 3 црвени, 8 зелени, 9 портокалови
и 2 бели топчиња. На колку начини можат да се изберат 12 топчиња, ако мо-
ра да се изберат барем едно црвено топче, парен број зелени топчиња и непа-
рен број портокалови топчиња?
Решение. Бидејќи од 3 црвени мора да се избере барем едно топче полино-

мот за црвените топчиња е 2 3x x x  . Бидејќи од 8 зелени топчиња мора да
се избере парен број топчиња, може да се изберат 0 или 2 или 4 или 6 или 8

зелени топчиња, па полиномот за зелените топчиња е 2 4 6 81 x x x x    .

Слично, полиномот за портокаловите топчиња е 3 5 7 9x x x x x    , а поли-

номот за белите топчиња е 21 x x  .
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Според тоа, за поставениот проблем генераторната функција е
2 3 2 4 6 8 3 5 7 9 2( ) ( )(1 )( )(1 )H x x x x x x x x x x x x x x x            

и бараниот број е коефициентот пред 12x . Определи го!

35. На колку начини 12 објекти можат да се изберат од 5 видови објекти, при
што мора да има најмногу 2 објекти од првите три видови, а неограничен
број објекти од останатите два видови објекти?
Решение. Генераторната функција е:

3

5

2 3 2 3 4 2

3 21 1
1 1

3 3 1
(1 )

3 6 9 6 2 5 1
2

( ) (1 ) (1 ...)

( ) ( )

(1 )

(1 3 3 )(1 5 ( ) ... ( ) ...).

x
x x

x
n n
n

H x x x x x x x

x

x x x x x x


 



 

       



  

        

Ако ги помножиме последните два полиноми, добиваме дека коефициентот

пред 12x , т.е. бараниот број избори е
5 12 1 5 9 1 5 6 1 5 3 1 16 13 10 7

12 12 9 6 3 12 9 6 31 ( ) 3( ) 3( ) ( ) ( ) 3( ) 3( ) ( ).a                

36. На колку начини 20 објекти можат да се изберат, ако објектите од првиот вид
можат да се изберат само во пакети од по 5 објекти, од вториот вид само во
пакети од по 3 објекти, од третиот вид можат да се земат најмногу 4, од чет-
вртиот вид најмалку 3 објекти и може да се земат најмногу 2 објекти од пет-
тиот вид?
Решение. Генераторната функција за поставениот проблем е:

5 3 3 3

5 3 3

5 10 3 6 2 3 4 3 4 2

1 11 1
1 1 11 1 (1 )

3 4 2 5 3 3 1
2 3

(1 ...)(1 ...)(1 )( ...)(1 )

(1 3 ( ) ( ) ... ( ) ...).

x x x x
x x xx x x

n n
n

x x x x x x x x x x x x

x x x x x

 
    

 

              

     

      

Бараниот број избори е коефициентот пред 20x . Но коефициентот пред rx е
1
3( )r

r

 , па затоа бараниот број избори е 19

17( ) .

37. Најди ја генераторната функција чиј n  ти коефициент го дава бројот на не-
негативните решенија на равенката

4 5 3a b c d n    .
Решение. Бараниот број е еднаков на бројот на начините за избор на n об-
јекти при што објектите од вториот вид се земаат во пакети од по 4 објекти,
објектите од третиот вид се земаат во пакети од по 5 објекти и објектите од
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четвртиот вид се земаат во пакети од по три објекти. Според тоа, бараната ге-
нераторна функција е

4 5 3

2 4 8 5 10 3 6

1
(1 )(1 )(1 )(1 )

( ) (1 ...)(1 ...)(1 ...)(1 ...)

.
x x x x

H x x x x x x x x x
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16. РАЗБИВАЊЕ НА МНОЖЕСТВА

1. Партиција (разбивање) на множеството M на k блокови е фамилија мно-
жества 1 2{ , ,..., }kM M M  таква што

а) jM   за 1, 2,3,...,j k ,

б) i jM M  за , 1, 2,3,...,i j k , i j и

в) 1 2 ... kM M M M    .

На секое разбивање  на множеството M на k блокови му соодветствуваат
!k подредени разбивања на M на k блокови. Тоа се пермутациите на бло-

ковите на разбивањето  . Нека 1 2, ,..., k   се природни броеви чиј збир е

еднаков на n и нека со 1 2( , ,..., )n kB    го означиме бројот на сите подре-

дени разбивања 1 2( , ,..., )kM M M на множеството M , | |M n на k блокови,

при што за деловите на тоа разбивање е исполнето | |j jM  , 1, 2,3,...,j k .

Со ,n kS ќе го означиме бројот на разбивања на множеството M , | |M n на

k блокови, а со nB бројот на сите разбивања на множеството M , | |M n .

Од дефиницијата на броевите ,n kS и nB е јасно дека ,0 0nS  за 1n  ,

, 1n nS  за 1n  и , 0n kS  за k n . По дефиниција ставаме 0,0 0 1S B  .

Бројот nB го нарекуваме n -ти Белов број. Броевите ,n kS , 0,n k се по-

знати како Стирлингови броеви од втор вид, за кои се користат уште и озна-

ките ( , )S n k и { }n
k . Во нашите разгледувања ние ќе ја користиме ознаката

,n kS .

Нека 1 2, , , ,..., kn k    се природни броеви за кои важи 1 2 ... k n      .
Докажи, дека

1 2

!
1 2 ! !... !( , ,..., )

k

n
n kB       . (1)

Решение. Од множеството M на 1
1

( )n
nC

 начини можеме да избереме

елементи за блокот 1M (множество кое содржи 1 елементи). Во случај кога

се избрани елементите за блокот 1M , од преостанатите 1n  елементи

можеме да формираме блок 2M , кој содржи 2 елементи на 2 1
1 2

( )n
nC 

 


 

начини. Според тоа, од подредната низа 1 2( , ,..., )kM M M  , првите две
множества последователно можеме да ги избереме на
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2 11
1 1 2

( )( )nn
n nC C 

  


 

начини. Продолжувајќи ја постапката, добиваме дека бројот на подредени
разбивања е еднаков на

21
11 1 21

!
1 2 ! !... !( , ,..., ) ... k

k
kjj

n
n k n n n

B C C C
   

   


 
 


.

2. Нека ,n k и нека n k . Докажи дека важат равенствата

1 2
1 2

!1
, ! ! !... !

... k
k

n
n k k

n
S   

     
  , (1)

1
, !

0
( 1) ( )

k k j k n
n k jk

j
S j


  , (2)

1
, !

1 1 0
( 1) ( )

n n k k j k n
n n k jk

k k j
B S j

  
     . (3)

Решение. За секое разбивање на бројот n на k собироци, 1 ... k n    ,

постојат
1 2

!
! !... !k

n
   подредени разбивања. Според тоа, бројот на подредени

разбивања на множеството , | |M M n е еднаков на

1 2
1 2

!
! !... !

... k
k

n

n
  

     
 .

Бидејќи на секое разбивање на множеството , | |M M n постојат !k
подредени разбивања, добиваме дека

1 2
1 2

!
,! !... !

...
!

k
k

n
n k

n
k S  

     
 ,

т.е. важи формулата (1).
Бројот на подредените разбивања на множеството , | |M M n на k блокови

е еднаков на ,! n kk S , бидејќи секое разбивање (неподредено) на множеството

M на k блокови определува !k подредени разбивања од истите блокови.
Секое подредено разбивање 1 2( , ,..., )kM M M на множеството 1 2{ , ,M x x

..., }nx е определено со пресликување : {1, 2,3,..., }f M k , кое за секој j се-

кој елемент на множеството jM го пресликува во j . Точно е и обратното,

секоја сурјекција : {1, 2,3,..., }f M k определува едно подредено разбивање

на множеството 1 2{ , ,..., }nS x x x и тоа е
1 1 1( ({1}), ({2}),..., ({ }))f f f k  

(бидејќи f е сурјекција, секоја компонента е непразно множество). Според

тоа, бројот на подредените разбивања на множеството , | |M M n на k
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блокови е еднаков на бројот на сите сурјекции F од множеството S во мно-
жеството {1, 2,..., }Y k . Да го определиме бројот на овие сурјекции. Ставаме

( ) { : | за секој , ( ) }F y f S Y x S f x y    .

Тогаш, за секој {1,2,..., }j k и секоја комбинација 1{ ,..., }jy y на елементи на

множеството Y важи

1 2| ( ) ( ) ... ( ) | ( )n
jF y F y F y k j     .

Сега од принципот на вклучување и исклучување следува

1

1
| (1) (2) ... ( ) | ( 1) ( )( )

k j k n
j

j
F F F k k j


      ,

па затоа

0 0
| | | (1) (2) ... ( ) | ( 1) ( )( ) ( 1) ( )

k kn j k n k j k n
j j

j j
F k F F F k k j j

 
           ,

т.е. точна е формулата (2). Точноста на формулата (3) непосредно следува од
претходните разгледувања.

3. Докажи, дека за броевите ,n kS за 0,k n и ,0 0nS  , ,1 , 1n n nS S  важи

1, , 1 ,n k n k n kS S kS   . (1)

Решение. Прв начин. Од задача 2 следува
1 1 1 11 1 1

, 1 , 1, ( 1)! ! !
0 0 0

1 11 1 11 1 1
( 1)! ( 1)! !

0 0

11
!

0

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

k k kk j k n k j k n k j k n
n k n k n k j j jk k k

j j j
k kk j k n k j k n k k k n

j j kk k k
j j

k k j k n
jk

j

S kS S j k j j

j j k

j


     

  
  

 
     

 
 

 



       

     

 

  

 

1 11
!

1 11 1
( 1)!

0
1 ( 1)!! !1

( 1)! !( )! !( )! !( 1 )!
0
1 ( 1)!1

( 1)! !( 1 )!
0

( 1) ( )

( 1) [( ) ( ) ( )]

( 1) [ ]

( 1) [ 1] 0,

k k k n
kk

k k j n k k k
j j jk k

j
k j kk j n k k

k j k j j k j k j k j
j
k k jk j n k

k j k j k j k j
j

k

j j

j

j


 


 




 
    



 
    



 

   

  

    









од што следува формулата (1).
Втор начин. Го разгледуваме множеството од сите разбивања на n  елемент-
ното множество 1 2{ , ,..., }nx x x на 1k  подмножества. Од овие , 1n kS  разби-

вања можеме да добиеме партиција на ( 1)n   елементното множество

1 2 1{ , ,..., , }n nx x x x  на k множества со додавање на едноелементното подмно-

жество 1{ }nx  .
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Елементот 1nx  може да биде додаден и во некое од k  те подмножества на

разбивањето на n  елементното множество 1 2{ , ,..., }nx x x на k подмноже-

ства. Бидејќи ова множество можеме да го избереме на 1( )k k начини, вакви

разбивања на множеството 1 2 1{ , ,..., , }n nx x x x  на k подмножества има ,n kkS .

Конечно, од претходно изнесеното следува равенството (1).

4. Користејќи ја рекурзијата (1) од претходната задача пресметај ги Стирлин-
говите броеви од втор вид за 0 , 10n k  .
Решение. Имаме

n ,0nS ,1nS ,2nS ,3nS ,4nS ,5nS ,6nS ,7nS ,8nS ,9nS ,10nS
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2466 462 36 1

10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

5. На колку начини може 8 разнобојни топчиња да се разместат во 3 идентични
кутии така што
а) ниту една кутија нема да остане празна,
б) може да има празна кутија?
Решение. а) Имаме 8 различни топчиња и треба да ги поделиме на три дела
така што во секој дел да има барем по едно топче. Со други зборови треба да
го определиме бројот на разбивања на множество , | | 8M M  на три блокови.

Како што знаеме овој број е Стирлинговиот број 8,3 966S  .

б) Бидејќи можеме да имаме празна кутија, разбивањето може да биде во 1-
блок, 2-блока и 3 блока. Според тоа, вкупниот број на сместувања на 8 раз-
нобојни топчиња во три идентични кутии, при што може да има празна
кутија е: 8,1 8,2 8,3 1 127 966 1094S S S      .

6. Имам 10 различни разгледници и сакам сите да ги испратам, но така што
секој од моите 6 пријатели ќе добие барем една разгледница. На колку начи-
ни тоа можам да го направам?
Решение. Множеството разгледници 1 2 10{ , ,..., }r r r сакам да го разбијам на 6
блокови. Од секое такво разбивање имам 6! начини да ги поделам разглед-
ниците (ова е бидејќи ги разликувам пријателите). Бројот на разбивања е
Стирлинговиот број од втор вид 10,6 22827S  .
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Конечно, бројот на сите можни начини на испраќање на разгледниците е

10,66! 720 22827 16435440S    .

7. Докажи дека Стирлинговите броеви од втор вид ја задоволуваат рекурентна-
та формула

1, , 1
1
( )

n n
n k j j k

j k
S S 

 
  . (1)

Решение. Нека 1 2 1{ , ,..., , }n nx x x x  . Го разгледуваме множеството од сите раз-

бивања на ( 1)n   елементното множество X на k подмножества. Тоа содр-

жи 1,n kS  разбивања. Секое од овие разбивања содржи едно подмножество

на кое му припаѓа елементот 1nx  и уште 1k  подмножества, па тоа опреде-
лува едно разбивање на j  елементно множество J ( J е унијата на тие

1k  подмножества) на 1k  подмножества, при што важи 1k j n   .
На тој начин добиваме меѓусебно различни разбивања на множеството J (во
спротивно, ако овде имаме две еднакви разбивања и меѓу разбивањата на
множеството X ќе имаме две еднакви разбивања). На овој начин ги добивме
сите разбивања на било кое множество J X (кое има најмалку 1k  еле-
мент) на 1k  подмножества.
Преостанатите n j елементи, кои заедно со 1nx  го формираат m  тото

множество може да ги избереме на ( ) ( )n n
jn j  начини, па од претходните

разгледувања следува формулата (1).

8. Докажи, дека за Беловите броеви важи следнава рекурентна формула

1
0

( )
n n

n k k
k

B B


  , каде 0 1B  .

Решение. Нека R е фамилија од сите разбивања на множеството {1,2,M 

..., , 1}n n  . Тогаш 0 1 2 ... nR R R R R     , каде kR е фамилијата од оние
разбивања на множеството M , кај кои елементот 1n  припаѓа на блокот кој
содржи 1k  елемент, каде 0 k n  . Блокот (ќе го означиме со 0M ) кој

содржи 1k  елементи на множеството M и меѓу нив и елементот 1n 

може да биде избран на ( )n
k начини. Множеството 0\M M кое содржи n k

елементи може да биде разбиено на n kB  начини. Според тоа, точно е ра-

венството | | ( )n
k k n kR B  . Бидејќи разбивањето е дисјунктно и ( ) ( )n n

k n k ,
добиваме дека

1
0 0 0

| | | | ( ) ( )
n n nn n

n k k n k k k
k k k

B R R B B 
  

      .
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9. Нека ( )B x е експоненцијалната генераторна функција за низата Белови брое-

ви ( )B n . Докажи дека 1( )
xeB x e  .

Решение. Според претходната задача имаме

1
0

( )
n n

n k k
k

B B


  , (1)

каде 0 1B  . Нека ( )B x е експоненцијалната генераторната функција за низа-
та Белови броеви, т.е.

!
0

( ) ( )
nx

n
n

B x B n



  .

Ако (1) ја помножиме со !
nx

n , а потоа сумираме по сите ненегативни n

добиваме

1 ! !
0 0 0

( )
n nn nx x

n k kn n
n n k

B B
 


  

   .

Сега, од забелешката по задача 10.34 за диференцирањето на експоненци-
јалните генераторни функции и од определбата на биномната конволуција,

бидеќи функцијата !
0

nx x
n

n
e




  е експоненцијална генераторна функција на

низата 1, 0,1,2,...ka k  , седува дека горното равенство е еквивалентно со

равенството '( ) ( ) xB x B x e , т.е. со равенството '( )
( )

B x x
B x e . По интегрирање

на последното равенство добиваме ln ( ) xB x e C  . Ако ставиме 0x  , до-

биваме дека 0ln (0)B e C  , па затоа 1c   . Според тоа, ln ( ) 1xB x e 

одноно 1( )
xeB x e  .

10. Докажи дека за Стирлингоите броеви од прв и втор вид важи

,, ,n k n ks S , за секои 0,k n . (1)

Решение. Нека е дадено множеството {1,2,..., }n . На секое разбивање на мно-

жеството {1,2,..., }n на k блокови, соодветствува барем една негова перму-

тација која има k циклуси. Навистина, секој блок определува најмалку еден
циклус, па затоа точно е неравенството (1).
Во неравенството (1) знак за равенство важи ако и само ако k n или

1k n  . Навистина, во првиот случај имаме само тривијални циклуси, а во
вториот случај имаме тривијални циклуси и една транспозиција, па затоа

, , 1n n n ns S  и , 1 , 1 2( )n
n n n ns S   .
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11. Користејќи ги експоненцијалните генераторни функции докажи дека бројот
на начините на кои n различни објекти може да се стават во k различни ку-
тии, при што ниту една кутија не смее да биде празна и 1 k n  , е

,
0

( 1) ( )( )
k i k n

n k i
i

A k i


   . (1)

Решение. За дадениот проблем експоненцијалната генераторна функција е
2 3

1! 2! 3!

( )( )
!

0 0 0

! !
0 0 0 0

( ) ( ...) ( 1)

( )( 1) ( )( 1)

( )( 1) ( ) ( 1) ( )( )

n n

n n

k x kx x x

k k k i xk i k i x k i
i i n

i i n
k kk i n i k nx x

i in n
n k n k

F x e

e

k i k i

 

  
 

   

     

   

     

  

   

и коефициентот пред !
nx

n е даден со (1), со што е докажана формулата (1).

Коментар. Бидејќи сместувањето на n различни елементи во k различни
кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна е ,n kA , добиваме

дека сместувањето на n различни елементи во k исти кутии, при што ниту

една кутија не смее да биде празна е еднакво на 1
,! n kk A . Но, ваквто сместу-

вање всушност е разбивање на множество од n елементи на k блокови, а тоа
е Стирлинговиот број од втор вид, т.е.

1 1 1
, ,! ! !

0 0
( 1) ( )( ) ( 1) ( )

k k ki k n k j n
n k n k i k jk k k

i j
S A k i j


 

       ,

и ова е уште еден доказ на формулата 2) од задача 2.

12. Определи ја експоненцијалната генераторната функција која може да се ис-
користи за наоѓање на бројот на начините на кој n лица може да се сметат во
3 соби со најмалку 2, но не повеќе од 9 лица.
Решение. Од својствата на експоненцијалните генераторни функции, добива-
ме дека бараната експоненцијална генераторна функција е

2 3 4 9 2 3 4 9 2 3 4 9

2 3 4 9
2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9!

3
2! 3! 4! 9!

( ) ( ... )( ... )( ... )

( ... ) .

x x x x x x x x x x x x

x x x x

f x             

    

13. Определи ја експоненцијалната генераторна функција за низата варијации со
повторување од n елементи од класа k .
Решение. Бројот на варијациите со повторување од n елементи од класа k е

еднаков на kn . Затоа за екпоненцијалната генераторна функција за варијаци-
ите  со повторување од n елементи од класа k добиваме
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2 2 3 3

2 3
1! 2! 3! !

( ) ( ) ( )
1! 2! 3! !

( ) 1 ... ...

1 ... ...

( ) .

k k

k

nx n x n x n x
k

nx nx nxnx
k

nx x n

F x

e e

      

      

 

14. Определи го бројот на сместување на n гости во три сали, при што во првата
сала мора да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен
број гости и во третата сала мора да има парен број гости.
Решение. Нека n гости се сметени во три сали, при што во првата сала мора
да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен број гости и
во третата сала мора да има парен број гости. Експоненцијалната генераторна
функција за овој проблем е

2 3 3 5 2 4 6

1! 2! 3! 1! 3! 5! 2! 4! 6!( ) ( ...)( ...)(1 ...)x x x x x x x x xF x          . (1)

Ако ги искористиме равенствата
2 3

1! 2! 3! !1 ... ...
kx x x x x

ke        ,
2 3

1! 2! 3! !1 ... ( 1) ...
kx kx x x x

ke        

добиваме
2 4 2

2 2! 4! (2 )!1 ... ...
x x ke e x x x

k
      

и
3 5 2 1

2 1! 3! 5! (2 1)!... ...
x x ke e x x x x

k
 

      ,

па со замена во (1) за експоненцијалната генераторна функција добиваме

2 2
2 2

4
3 2 21

4

( ) ( 1)

( 1)

[ ].

x x x x

x x

x e e e e

x e e

x x x x

f x e

e

e e e e

 



 



 

  

 

   

Коефициентот пред !
nx

n во последната функција е 1
4 [3 ( 1) 2 ( 2) ]n n n n     и

тој е еднаков на бројот на начините на сместување на n -те гости во трите
сали, при дадените услови.

15. Множеството {1, 2,..., }S n првиот пат е разбиено на m , а вториот пат на

m k непразни подмножества ( 0k  ). Докажи дека најмалку 1k  елемент
на множеството S првиот пат се наоѓа во побројно множество отколку вто-
риот пат.
Решение. Нека 1 2 1 2... ...m m kS A A A B B B         се дадените раз-

бивања. За t S со tx и ty соодветно да го означиме бројот елементите на
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она множество iA и jB кое го содржи t . Бидејќи за секој it A важи

| |t ix A , добиваме дека 1

1 t

n

x
t

m

 . Аналогно важи 1

1 t

n

y
t

m k


  . Според тоа,

1 1

1
( )

t t

n

y x
t

k


  , па бидејќи сите собироци во оваа сума се помали од 1, меѓу

собироците мора да има најмалку 1k  позитивен, т.е. за 1k  вредност на t
важи t ty x , што и требаше да се докаже.

16. Дали може множеството природни броеви да се разбие на три непразни по
парови дисјунктни множества , ,A B C така што ако x и y припаѓаат на две
од мнижествата, тогаш x y xy  припаѓа на третото множество.
Решение. Нека претпоставиме дека бараното разбивање постои.
Ќе докажеме дека во тој случај 1 и 3 припаѓаат на исто множество.
Нека го претпоставиме спротивното, т.е. дека 1 A и 3 B . Тогаш

1 3 1 3 7 ,1 7 1 7 15C B          и 3 7 3 7 31 A     .
Од друга страна 1 15 1 15 31 C     , штое противречност, па затоа 1 и 3 се
во исто множество. Нека 1,3 A и n B . Тогаш

1 1 2 1n n n C      и 3 3 4 3n n n C     .
Од друга страна, 1 (2 1) 1 (2 1) 4 3n n n B        , што е противречност, па
затоа бараното разбивање не е можно.

17. Множеството природни броеви дисјунктно е разбиено на следниот начин:

1 {1}A  , 2 {2,3}A  , 3 {4,5,6}A  , 4 {7,8,9,10}A  ,…
Определи го збирот на членовите од n -тото по ред множество.
Решение. За секој природен број m , точно е равенството

( 1)
21 2 ... m mm     .

Од дефиницијата на низата множества 1 2, ,..., ,...kA A A следува дека бројот на

елементите на k -тото множество kA е | |kA k . Во унијата

1 2 1... nA A A   

се содржат сите природни броеви од бројот 1 до бројот
( 1)

21 2 3 ... ( 1) n nn       .

Според тоа, n -тото множество nA се состои од следните n природни броеви

поголеми од ( 1)
2

n n , односно од броевите:

( 1) ( 1) ( 1)
2 2 21, 2,....,n n n n n n n     .

Нивниот збир е еднаков на
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( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2 2 2 2

( 1) ( 1)
2 2

2
2 2

1 2 .... (1 2 3 ... )

[ ( 1) 1] ( 1).

n n n n n n n n

n n n n

n n

n n n

n

n n n n

   

 

           

 

     

18. Броевите 1, 2,..., 2 1, 2n n се поделени на две групи, по n во секоја. Нека

1 2 ... na a a   се броевите од првата група запишани во растечки редослед,

а 1 2 ... nb b b   се броевите од втората група запишани во опаѓачки редос-
лед. Докажи дека

2
1 1 2 2| | | | ... | |n na b a b a b n       .

Решение. Да забележиме дека од двата броја ka и kb едниот секогаш е

помал или еднаков на n , а другиот е поголем од n . Навистина, ако ka n и

kb n , тогаш сите броеви 1 2, ,..., ka a a и 1, ,...,k k nb b b се помали или еднакви

на n . Според тоа, добиваме дека постојат ( 1) 1k n k n     различни при-
родни броеви кои се помали или еднакви на n , што не е можно. Аналогно се
докажува дека и двата броеви ka и kb не може да се поголеми од n .

Според тоа, секој собирок | |k ka b во нашата сума е еднаков на разлика на
број поголем од n и помал или еднаков на n . Ако се ослободиме од апсолут-
ните вредности и ги прегрупираме собирците добиваме

2
1 1 2 2| | | | ... | | ( 1) ( 2) ... ( ) (1 2 ... )n na b a b a b n n n n n n                  .

19. Дадени се природните броеви 1 21 , ,..., na a a закои важи 1 2i i ia a a  , за

1, 2,..., 1i n  и бројот
1

n
i

i
a


 е парен. Докажи, дека овие броеви може да се

поделат во две групи со еднакви збирови.
Упатство. Индуктивно се докажува, дека ако за низата { }na се исполнети

условите на задачата, тогаш во збирот 1 2 ... nS a a a     знаците може да

се изберат така, што важи 1 1a S a   . Сега, од 1 1a  следува 0S  , па во
едната група треба да ги земеме броевите со знак +, а во другата броевите со
знак  .

20. Дадени се реални броеви 1, 1, 2,..., 2ix i n  . Докажи, дека интервалот [0,2]

содржи најмногу 2( )n
n збирови од видот

2

1

n
i i

i
a x


 , каде { 1,1}ia   за 1, 2,..., 2i n .
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Решение. На секој збир
2

1

n
i i

i
a x


 соодветствува разбивање S T на множе-

ството {1, 2,..., 2 }n определено со

1kk S a    и 1kk T a   .

Нека
2

1
1

n
i i

i
a x


  и

2
2

1

n
i i

i
b x


  се два збира од дадениот вид, , { 1,1}i ia b   и

нека 1 1S T и 2 2S T се соодветните разбивања на множеството {1, 2,..., 2 }n .

Нека претпоставиме дека 1 2S S . Тогаш збировите 1 и 2 се разликуваат

за удвоениот збир на неколку од броевите ix , што значи за повеќе од 2, па не

е можно и двата да припаѓаат на интервалот [0,2] . Значи, ако 1 2, ,..., m  

се сите збирови од дадениот вид кои припаѓаат на интервалот [0,2] и

1 1 2 2, ,..., m mS T S T S T   се соодветните разбивања на множеството

{1, 2,..., 2 }n , тогаш множествата 1 2, ,..., mS S S се неспоредливи во однос на
инклузијата, т.е. ниту едно од нив не се содржи во друго како подмножество.

Конечно, имаме 2( )n
nm  .

21. Нека 30030 2 3 5 7 11 13m        и M е множеството од сите позитивни де-
лители на m кои се производ на два прости делители на m . Определи го
најмалиот природен број n со следното својство: од било кои n различни
броеви од M може да се изберат три чиј производ е m .

Решение. Множеството M има 6
2( ) 15 елементи, односно

{2 3,2 5,2 7,2 11,2 13,3 5,3 7,3 11,3 13,5 7,5 11,5 13,7 11,7 13,11 13}M                 .
Од друга страна, ако избереме 5 од 6-те прости делители на бројот m , може

да направиме 5
2( ) 10 елементи од множеството M . Производот на било

кои три од нив не може да е бројот m . Значи, 11n  .
Ќе докажеме дека 11n  . Елементите на множеството M ќе ги разделиме на
пет попарно дисјунктни подмножества од M при што производот на елемен-
тите од секое од тие множества одделно е бројот m . Една таква поделба е

{2 3,5 13,7 11}
{2 5,3 7,11 13}
{2 7,3 13,5 11}

  
  
  

{2 11,3 5,7 13}
{2 13,3 11,5 7} .
  
  

Ако избереме 11 елементи од множеството M , според принципот на Дирих-
ле три елементи ќе бидат од едно исто множество, од претходните делбени
множества. Нивниот производ е бројот m .
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22. Дали е можно множеството природни броеви да се раздели на две дисјунктни
подмножества, така да ниту едно од нив не содржи бесконечна аритметичка
прогресија, која што не е константна.
Решение. Може. Ќе пример на две дисјунктни множества чија унија е  ,
такви што било кое од нив не содржи бесконечна аритметичка прогресија
што не е константна.
Нека

2 2
2 { | (2 ) (2 1) , }kA n k n k n     , 0,1,2,...k 

2 2
2 1 { | (2 1) (2 2) , }kB n k n k n       , 0,1,2,...k 

и
0

k
k

A A



  , 2 1

2
k

k
B B






  .

Ќе докажеме дека не постои неконстантна аритметичка прогресија која це-
лосно се содржи во едно од множествата A или B . Нека го претпоставиме

спротивно, т.е. дека постои бесконечна аритметичка прогресија 1{ }n na 
 , со

почетен член 1a и разлика 0d  , која се содржи само во множеството A .
Ќе го разгледаме множеството

2 2
2 1 { | (2 1) (2 2) , }dB n d k d k       .

Ова множество има
2 24 8 4 4 4 1 4 3d d d d d      

елементи. Остатоците на овие елементи при делење со d се {0,1,2,..., 1}d  .

Од друга страна, постојат ,l r , 0 1r d   така што 1a ld r  . Затоа, за

некој 5,6,7s  и добиеното r во претставувањето на 1a имаме
2 2

1

4 1 2 1

4 4
(4 )

.d s l d

d sd r ld r d sd ld
a d d s l
a B   

      
   
 

Според тоа, постои член на прогресијата кој припаѓа на B .

23. Докажи, дека множеството {1, 2,3,...,12001} може да се разбие на пет подмно-
жества такви, што ниту едно од нив не содржи 11-члена аритметичка прогре-
сија.
Решение. Нека k е бројот на 11-члените аритметички прогресии, формирани
од дадените броеви. Ако a и d се соодветно првиот член и разликата на

една таква прогресија, тогаш 1 11991a  и 12001
101 [ ]ad   . Затоа

11991 1012001
10

1
[ ] 5a

a
k 


  .
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Бројот на разбивања на множеството {1,2,...,12001} на пет подмножества

(вклучувајќи кога некои од множествата се празни) е еднаков на 120015 (за
секој број имаме по 5 можности). Вкупниот број разбивања, при што има ба-

рем една 11-члена аритметичка прогресија е помал од 12001 115 5k  (бидејќи
фиксирана прогресија може да се избере по k , по што за неа и за секој од
преостанатите 12001 11 броеви има по 5 можности).

Сега, бидејќи 105k  , важи 12001 11 120015 5 5k   , што значи дека постои раз-
бивање кое не содржи 11-члена аритметичка прогресија

24. Нека 3n  е природен број. Докажи, дека множеството 2{1,2,3,..., }n n мо-
же да се разбие на две дисјунктни множества такви, што ниту едно од нив не

содржи n броеви 1 2 ... na a a   за кои важи 1 1
2

k ka a
ka   за секој

2,3,...,k n .
Решение. За 1,2,..., 1k n  дефинираме

2 2 2

2 2 2

{ 1, 2,..., }

{ 1, 2,..., }
k

k

S k k k k k

T k k k k

    

   

и нека
1

1

n
k

k
S S




  и

1

1

n
k

k
T T




  . Лесно се проверува дека важи S T  и

2{1,2,3,..., }S T n n   . Ќе докажеме дека ова разбивање го има саканото
својство.
Нека претпоставиме, дека S содржи n броеви 1 2 ... na a a   такви што

1 1
2

k ka a
ka   за секој 2,3,...,k n . Нека 1 ia S и нека

1

1
'

n
j

j i
S S



 
  . Бидејќи

1nS  има 1n  елемент, добиваме 1i n  . Според тоа, множеството

1 2' { , ,..., }nS a a a содржи најамалку | | 0in S n i    елементи. Но,  множе-
ството 'S е унија на 1n i  множества, па затоа најмалку едно од овие
множества содржи два елементи од 1 2{ , ,..., }na a a . Значи, постојат k и j

такви што
1

1
1

j
k l

l
a S






  и 1{ , }k k ja a S  . Но, тогаш важи

1 | | 1 1k k ja a S j      и 1 | | 1k k ja a T j    .

Според тоа, 1 1k k k ka a a a    , т.е. 1 12 k k ka a a   , што е противречност.
Аналогно се докажува дека множеството T не содржи n броеви

1 2 ... na a a   такви што 1 1
2

k ka a
ka   за секој 2,3,...,k n .
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25. Нека 1 2 2, ,..., nx x x се произволни реални броеви. Докажи, дека овие броеви
можат да се разделат на две дисјунктни множества A и B од по n броеви
така што разликата на збировите ( )S A и ( )S B на броевите во множествата
го задоволуваат неравенството

1
1 2

| ( ) ( ) | max | |i i
i n

S A S B x x
 

   .

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n .
За 1n  тврдењето е очигледно.
Нека претпоставиме дека тврдењето важи за некој 1n  и да ги разгледаме
броевите 1 2 2 2 1 2 2, ,..., , ,n n nx x x x x  . Тогаш, ако 1

1 2 2
max | |i i
i n

M x x
  

  , точни

се неравенствата 1
3 2 2

max | |i i
i n

x x M
  

  и 1 2| |x x M  .

Од индуктивната претпоставка следува дека броевите 3 2 2 1 2 2,..., , ,n n nx x x x 

може да се разделат во две дисјунктни множества A и B од по n броеви, за
кои важи

1
2 2 2

| ( ) ( ) | max | |i i
i n

S A S B x x M
  

    .

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека ( ) ( )S A S B и 1 2x x .

Да ги разгледаме множествата 2{ }A x и 1{ }B x . Јасно, овие множества се
дисјунктни, па ако искористиме дека за позитивни реални броеви x и y

важи | | max{ , }x y x y  , тогаш за соодветните збирови имаме

2 1 1 2

1 2

| ( ) ( ) | | ( ( ) ( )) ( ) |
max{ ( ) ( ), } .

S A x S B x S A S B x x
S A S B x x M

      
   

Според тоа, тврдењето важи за 1n  , со што задачата е решена.

26. Нека 1( )i i nA A   и 1( )i i nB B   се две разбивања на множеството M , так-

ви што унијата i jA B , на произволни две дисјунктни множества iA и jB

не содржи помалку од n елементи. Докажи дека
2

2| | nM  .

Дали е можно равенството
2

2| | nM  ?

Решение. Од условот на задачата имаме i jA A  , i jB B  , за i j ,

, 1,2,...,i j n и
1 1

n n
i i

i i
A B M

 
    , Со | |,| |, , 1,2,3,...,i jA B i j n ќе го означи-

ме бројот на елементи во множествата iA и jB , соодветно.

Множеството {| |,| | 1, 2,..., }i iS A B i n  е конечно, па според тоа во него

постои најмал елемент, т.е. постои k S , таков што
| |ik A , | |ik B , 1, 2,...,i n .
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Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1| |A k (во

спротивен случај, понатаму наместо да работиме со множеството 1A ќе рабо-

тиме со некое множество iA или iB кое има k елементи).

Нека претпоставиме дека 2
nk  . Ако го претпоставиме спротивно, т.е. 2

nk  ,

тогаш заради дисјунктноста на фамилиите множества имаме
2

2 2 21 1 1
| | | | | |

n n n
n n n

i i
i i i

M A A n
  

       ,

што значи дека е исполнето е тврдењето од задачата.
Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2, ,..., mB B B

се сите множества од фамилијата 1( )i i nB B   кои имаат непразен пресек со

множеството 1A , а 1 2, ,...,m m nB B B  имаат празен пресек. Јасно, m k . За-

ради i jB B  i j , , 1,2,...,i j n , добиваме дека

1 1( ) ( )i jA B A B    ,

па според тоа

1 1 1 2 3

1 1 1 2 1 3 1

1
1 1

| | | ( ... |
| ( ) ( ) ( ) ... (( ) |

| ( ) | 1 .

m

m
m m

i
i i

k A A B B B B
A B A B A B A B

A B m
 

      

        

    

Секое од множествата 1 2, ,..., mB B B содржи барем k елементи, и заради нив-
ната дисјунктност, добиваме дека

1 1 1
| | | |

m m m
i i

i i i
B B k mk

  
     .

Од условите на задачата и од начинот на избор на 1 2, ,...,m m nB B B  , имаме

1| |iA B n  , 1,...,i m n  .
Од формулата за вклучување и исклучување имаме

1 1 1| | | | | | | | | |j j j jA B A B A B k B n        , 1,...,j m n  ,

т.е. | |jB n k  . Тогаш

1 1 1
| | | | ( ) ( )( )

n n n
j j

j m j m j m
B B n k n k n m

     
        .

Сега

1 1 1 1 1

2 2 21 1
2 2 2

| | | | | | | | | |

( )( ) ( ) ( 2 )

( ) ( 2 ) 2( ) .

n m n m n
j j j j j

j j j m j j m

n

M B B B B B

km n k n m n n k m n k

n n k k n k k n n
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Равенството
2

2| | nM  важи, што го покажува следниов пример. Нека n е

парен број и нека важи за i iA B , 1, 2,...,i n и 2| | | | n
i iA B  , 1, 2,...,i n .

27. Нека 1( )i i nA A   , 1( )i i nB B   и 1( )i i nC C   се разбивања на конечното

множество M такви што за било кои , ,i j k , 1 , ,i j k n  важи

| | | | | |i j j k k iA B B C C A n      .

Докажи дека
3

3| | nM  . Докажи дека за n , 0(mod3)n  важи знак за

равенство.
Решение. Бидејќи 1( )i i nB B   е разбивање на множеството M , за секои

, {1,2,..., }i k n , тоа е разбивање на iA и kC . Според тоа

2

1
(| | | | | |) | | | | | |

n
i j j k k i i k i k

j
A B B C C A A n C A C n


          .

Бидејќи 1( )i i nA A   е разбивање на множеството M таа е разбивање и на

множеството kC за секое 1,2,...,k n , па според тоа

3

1
(| | | | | |) | | | | | |

n
i k i k k k

i
A n C A C M n C n C n


       .

Конечно, бидејќи 1( )i i nC C   е разбивање на множеството M , добиваме
дека

4

1
(| | | | | |) | | | | | |

n
k k

k
M n C n C n M n M n M n


      .

Од последното неравенство добиваме дека
3

3| | nM  .

Нека 0(mod3)n  и M е множество со
3

3
n елементи. Множеството M ќе го

разбиеме на 2n множества ,i jA , 1,2,..., ; 1,2,...,i n j n  , такви што

, ,i j k lA A  , ( , ) ( , )i j k l и , 3| | n
i jA  .

Ќе ги формираме множествата

,
1

n
i i j

j
A A


  , ,

1

n
i j i

j
B A


  , , 1(mod )

1

n
i j i j n

j
C A  


 

Не е тешко да се провери дека 1( )i i nA A   , 1( )i i nB B   и 1( )i i nC C   се
разбивања на множеството M , при што

, 1(mod ), , 1(mod )

3 3 3

| | | | | | | | | | | |

.

i j j k k i i j j k n j i k i n
n n n

A B B C C A A A A

n
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28. Докажи дека множеството {1,2,....,1989} може да се подели на 117 дисјункт-

ни подмножества 1 2 117, ,...,A A A за кои е исполнето:

1) iA има 17 елементи за 1,2,3,...,117i  ;

2) во секое множество ,iA 1,2,3,...,117i  збирот на елементите е еднаков.
Решение. Ќе докажеме поопшто тврдење во кое бројот 17 може да се замени

со било кој делител k на бројот 21989 3 13 17   , при што 1 1989k  и
1989 3k  .

Множеството {1,2,3,...,1989} ќе го претставиме како унија на множествата

{1, 2,3,...,3 }X k и {(3 2 ) 1, ..., (3 2 ) 2 }jY k kj k kj k     , 1,2,3,...,j L ,

каде 1989 3
2 1k

kL   .

Множеството X можеме да го поделиме на k дисјунктни подмножества

1 2, ,..., kX X X од по 3 броја, така што сите тие да имаат ист збир на елементи.

Секое од множествата jY може да се подели на k дисјунктни подмножества

1 2
, ,...,

kj j jY Y Y од по 2 броја, така што сите тие имаат ист збир на елементите.

Бараната поделба на множеството {1,2,3,...,1989} ја добиваме така што ги
формираме множествата

1
( )

i

L
i i j

j
A X Y


   , 1,2,3,...,i k .

29. Определи го најголемиот природен број n за кој постојат различни множе-
ства такви што:

1) , за секои , такви што , и

2) ,  за секои , ,i j k такви што .

Решение. Секое множество има најмногу 2003 елементи. Навистина, ако

, тогаш од условот 1) следува дека , за секој , што про-

тивречи на условот 2). Да ги разгледаме множествата
, за .

Важи и сите множества се меѓусебно дисјунктни (во

спротивно ако , тогаш , што не е мож-

но бидејќи барем три од индексите , , ,i j k l се различни). Според тоа,

, од каде добиваме 32n  .
Ќе конструираме 32 множества кои ги задоволуваат условите 1) и 2).

, 1,2,...,iS i n

| | 2004i jS S  ,i j 1 i j n  

{1,2,..., 2008}i j kS S S   1 i j k n   

iS

| | 2004iS  j iS S j

{ , } {1,2,..., 2008}\ ( )i j i jG S S  1 i j n  

{ , }| | 4i jG  2( )n
{ , }i jG

{ , } { , }i j k lx G G  i j k lx S S S S   

24( ) 2008n 
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Произволно го разбиваме множеството на дисјункт-

ни множества , такви што за и дефираме

, за 1, 2,...,32i  .

Условот 1) е очигледно исполнет. Освен тоа, секој припаѓа

најмногу на едно од множествата , што значи дека постојат најмногу

две множества кои не го содржат (тоа се и ), па затоа и условот 2)

е исполнет. Според тоа, бараниот најголем природен број е 32n  .

30. Определи ги сите природни броеви n за кои множеството {1, 2,...,3 }n може

да се подели на n дисјунктни триелементни подмножества { , , }a b c за кои

b a и c b се различни броеви од множеството { 1, , 1}n n n  .

Решение. Бараната поделба на множеството {1, 2,...,3 }n соодветствува на по-

делбата на темињата на правилен 3n  аголник 1 2 3... nP P P на тројки

{ , , }i i iA B C такви да аглите на секој од триаголниците i i iA B C се еднакви на
1

3 3,n n
n n  и 1

3
n

n  . Со погодно означување на темињата на 3n  аголникот

можеме да постигнеме темињата 1 1 1, ,A B C да бидат точно темињата ,nP

2 1 3,n nP P . Со други зборови, без ограничување на општоста можеме да прет-

поставиме дека меѓу тројките { , , }a b c на кои множеството {1, 2,...,3 }n е поде-

лено се наоѓа и тројката { 1, , 1}n n n  .
Една од преостанатите тројки мора да содржи два броја од интервалот
[2 ,3 1]n n  , а тоа единствено може да бидат броевите 2n и 3 1n  . Единстве-

на тројка која ги содржи овие броеви и не го содржи n е { 1,2 ,3 1}n n n  . Си-
те останати тројки содржат точно по еден број од секој од интервалите
[1, 2]n  , [ 1,2 2]n n  и [2 1,3 2]n n  . Со пресликувањето ( , , )a b c 

( , 2, 4)a b c  , за a b c  добиваме соодветна поделба на множеството

{1,2,...,3 2}n  . Бидејќи за 1n  ваква поделба не е можна со едноставна ин-
дукција се докажува дека поделбата не е можна ниту за еден непарен број n .
Од друга страна, за 2n m тројките

(2 1,2 ,2 2 1)i i n i n    и (2 , 2 1,2 2 )i i n i n   ,
за 1, 2,...,i m ги задоволуваат условите на задачата.

31. Нека 1,2,3,..., 2006 , , ,{ }S A B A B A B         , при што важи:
1) 13 A ;
2) ако , ,a A b B a b S    , тогаш a b B  ;

{1,2,..., 2008} 32
2( ) 496

{ , }i jG { , }| | 4i jG  1 , 32i j 

{ , }{1, 2,..., 2008} \i i j
j i

S G


 

{1, 2,..., 2008}s

{ , }p qG

iS pS qS
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3) ако , ,a A b B ab S   , тогаш ab A .
Определи го бројот на елементите на множеството A.
Решение. Ако 1 A и x B (таков x постои, бидејќи B   ), тогаш според
3) имаме 1·x x A  , што е противречност. Значи, 1 B . Понатаму, имаме
6 7 13 A   , па од 2) следува дека или 6,7 A или 6,7 B . Ако 6,7 A ,
бидејќи 1 B , од 2) следува 7 1 6 B   , што е противречност. Аналогно, со
користење на равенствата 3 10 13,  5 8 13,  4 9 13,  2 11 13        , после-
дователно добиваме дека сите броеви кои се помали од 13 се во множеството
B. Сега со индукција лесно се докажува дека сите елементи на S кои не се
деливи со 13 се во множеството B (претходно е добиена базата; ако
13k r B  , за k  и 1 12r  и ако 13 1( )k r S   , тогаш од 1) и 2),

следува дека 13 1( )k r S   ).
Значи, треба уште да се распределат броевите од S кои се деливи со 13. Ако
некои броеви деливи со 13 се во множеството B, тогаш меѓу нив постои
најмал. Нека тоа е бројот 2006

1213 , 2 [ ] 154k k   . Како и претходно, со ин-

дукција следува дека тогаш и броевите 13 , ( 154)m k m  се во множеството

B, па затоа 13·154 B . Меѓутоа, бидејќи 13 | 154 , од 3), бидејќи 13 A и
154 B , следува дека 13·154 A , што е противречност.
Според тоа, во множеството A се наоѓаат сите броеви од S кои се деливи со
13 и само тие, па затоа | 5| 1 4A  .

32. Определи ги сите подредени тројки ( , , )A B C од непразни множества цели
броеви такви што A B C    , а множествата ,A B B C  и C A се по
парови дисјунктни ( { | , }X Y x y x X y Y     ).
Решение. Ќе докажеме дека единствено разбивање со саканите својства е

{3 | }, {3 1| }, {3 2 | }A k k B k k C k k          , (1)
со точност до пермутација на множествата. Нека A B C    , каде мно-
жествата ,A B B C  и C A се по парови дисјунктни. Да забележиме, дека
од , ,a A b B c C   следува ,a b c C b c a A      и c a b B   . Навис-
тина, ако на пример a b c A   , тогаш a b A B A C       , што е
противречност.
Да фиксираме два последователни природни броја од различни множества,
b B и 1c b C   . Тогаш за секој a A имаме 1a a b c C     и

1a a c b B     , т.е. секој број од A има претходник во C и следбеник
во B . Во случајов, постои подреден пар ( , 1)c c  таков што c C и 1c A  .

Сега, како погоре добиваме дека секој број b B има претходник во A и
следбеник во C . Продолжувајќи ја постапката, добиваме дека секој број
c C има претходник во B и следбеник во A . Конечно, од претходните
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разгледувања следува дека со точност до пермутација множествата , ,A B C
се точно множествата (1).

33. Дали може целите броеви да се поделат во три дисјунктни множества така

што за секој n броевите 6, 2n n  и 63n  припаѓаат во трите различни
множества?
Решение. За даден n броевите , 64, 729n n n  припаѓаат на различни под-
множества. Според условот на задачата за 64n  и 729n  , добиваме дека

64, 128, 665n n n   , односно 665, 729, 1458n n n   се во различни под-
множества. Значи, 665n  не е во исто подмножество ниту со 64n  ниту со

729n  , па затоа мора да лежи во подмножеството кое го содржи n . Послед-
ното значи дека сите три подмножества се периодични по модул 665.
Понатаму, 64n  и 729n  се во исто подмножество, па според условот на
задачата следува дека 64, , 64n n n  се во три различни подмножества.
Според тоа, 64n  и 128n  се во исто подмножество, па затоа подмноже-
ствата се периодични и по модул 192. Но, (192,665) 1 , па затоа секое од
трите подмножесва има период 1, што не е можно.
Конечно, од добиената противречност следува дека бараната поделба не е
можна.

34. Нека N е природен број. На таблата се запишани природни броеви, кои ги
задоволуваат следниве услови:
1) За секој запишан број k важи 1 k N  .
2) Секој природен број k таков што 1 k N  е запишан барем еднаш.
3) Збирот на сите запишани броеви е парен број.
Докажи дека е можно некои од запишаните броеви да се означат со  , а
преостанатите со  така што збирот на означените броеви со  да е еднаков
на збирот на означените броеви со  .
Решение. Прв начин. Без ограничување на општоста мжеме да сметаме дека
на таблата се запишани броевите 1 2, ,..., ma a a при што

1 2 ... 1mN a a a     . (1)
Да ја разгледаме следнава стратегија: ги означуваме последователно брое-
вите 1 2, ,..., ma a a при што произволно го означуваме 1a и во i  тиот чекор

(при означување на , 2ia i  ) прво ги споредуваме збировите на броевите оз-

начени со  и означени со  , по што ia го означуваме со знакот кој соод-
ветствува на помалиот збир.
Со индукција ќе докажеме дека по i  тиот чекор разликата меѓу двата збира
не е поголема од ia . За 1i  тоа е очигледно. Нека тврдењето е точно за

1i k  . Со d да ја означиме разликата меѓу двата збира пред означувањето
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на ka . Од правилото за означување следува дека по означувањето разликата

станала | |kd a . Освен тоа, од условот на задачата и од (1) следува дека

1k ka a  или 1 1k ka a   . Сега, од индуктивната претпоставка следува

дека 0 1kd a   и затоа 1k k ka d a a     , односно | |k kd a a  .
Бидејќи последниот број е 0 или 1, разликата по неговото означување е 0 или
1. Останува да забележиме дека збирот на сите броеви е парен, т.е. па затоа
броевите не може да бидат разбиени во две групи со различна парност.
Втор начин. Да го претпоставиме спротивното и да разгледаме такво означу-
вање во кое разликата на двата збира е минимална. Бидејќи имаме конечен
број маркирања, изборот е коректен. Како на крајот на првиот начин на
решавање се гледа дека разликата е најмалку 2.
Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека збирот на броевите
означени со  е поголем. Нека t е најмалиот број означен со  . Тогаш ќе
го направиме следново „преозначување“:
- ако 1t  , го менуваме означувањето на t во  ,
- ако 1t  , го менуваме означувањето на t во  , и го менуваме озна-

чувањето на еден од броевите 1t  или 1t  во  .
Не е тешко да се види дека горните операции се секогаш можни и дека водат
до ново маркирање со помала разлика, што е противречност.

35. Нека X е делумно подредено множество, со релација на подредување  .
Множеството 1 2{ , ,..., }nx x x X го нарекуваме верига во X ако

1 2
...

ni i ix x x  

за некоја пермутација 1 2, ,..., ni i i на 1, 2,..., n . Множеството 1 2{ , ,..., }nx x x X
го нарекуваме антиверига во X ако секои два негови елементи не се спо-
редливи.
Докажи, дека ако во делумно подредено множество X не постои верига со

1m  елемент, тогаш X може да се претстави како унија од најмногу m
антивериги.
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m .
За 1m  тврдењето е тривијално. Нека претпоставиме дека тврдењето е точ-
но за некој 1m  . Нека X нема верига со 2m  елементи. Ако X нема ве-
рига со 1m  елемент, тогаш тврдењето следува од индуктивната претпо-
ставка. Нека X има верига со 1m  елемент. Да го разгледаме множеството
P од најмалите елементи на сите вериги со 1m  елемент. Јасно, секои два
елементи од ова множество се неспоредливи, бидејќи во спротивно ќе постои
верига со 2m  елементи. Според тоа, ова множество е антиверига. Сега
множеството \X P не содржи верига со 1m  елемент, па од индуктивната
претпоставка следува дека може да се претстави како унија од најмногу m
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антивериги. Последното значи дека X може да се претстави како унија од
најмногу 1m  антиверига, со што тврдењето е докажано.

36. Нека M е множество природни броеви, секој од кои има 2013 цифри и во
декадниот запис не ја содржи нулата. За два броја од M велиме дека се со-
седни, ако цифрите им се совпаѓаат барем во една класа. Определи го најго-
лемиот можен број елементи на M , ако меѓу секои 9 броеви од M можеме
да избереме 3 броја кои се соседни по парови.
Решение. Нека A е множеството од сите природни броеви со 2013 цифри,
такви што на првите 2012 места може да стои секоја од цифрите 1, 2, 3, ..., 9,
а на последното место може да стојат само цифрите 1, 2 , 3 и 4. Тогаш

2012| | 4 9A   . Од принципот на Дирихле следува, дека меѓу произволни 9
броеви од A најмалку три имаат иста последна цифра, што значи дека тие се

соседни по парови. Според тоа, 2012| | | | 4 9M A   .
Ќе докажеме, дека ако B е множество броеви секој од кои има 2013 цифри и

во декадниот запис не ја содржи нулата и ако 2012| | 4 9B   , тогаш можеме да
избереме 9 броеви, меѓу кои нема три кои се по парови соседни. Нека N е

множеството од сите броеви со 2013 ненулти цифри. Тогаш 2013| | 9N  . Да
ги подредиме цифрите 1, 2, ...,9 на кружница во насока на движењето на
стрелката на часовникот. Ќе велиме дека 2 е по 1, 3 е по 2, ..., 1 е по 9. За два
2013-цифрени броја a и b ќе велиме дека a е по b , ако секоја од цифрите
на a е по соодветната цифра на b . Множеството N може да се разбие на

20129 подмножества 20121 2 9, ,...,N N N од по 9 елементи, такви што во секое

подмножество деветте броеви се еден по друг.

Бидејќи 2012| | 4 9B   , од принципот на Дирихле следува дека можеме да

избереме 5 елементи од едно од множествата iN . Од останатите елементи на

B можеме да избереме 4 елементи од едно исто подменожество jN , i j .

Повторно од принципот на Дирихле следува дека од секои три од овие еле-
менти два се содржат во едно од множествата iN или jN . Последното

значи, дека овие два елементи не се соседни. Според тоа, 2012| | 4 9M   .

Конечно, од претходните разгледувања следува дека 2012| | 4 9M   .

37. Даден е прост број 3p  . Дали броевите 1,2,..., 1p  можеме да ги поделиме
(разбиеме) на две непразни множества така што збирот на броевите во едното
и производот на броевите во другото множество да даваат ист остаток при
делење со p ?
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Решение. Ќе докажеме дека постојат два ненулти остатоци a и b по модул
p , такви што нивниот производ е конгруентен со збирот на останатите не-

нулти остатоци по модул p . За збирот на остатоците имаме
( 1)

2 ( )(mod )p p a b a b p      ,

па затоа нашиот услов е еквивалентен на
( )(mod )ab a b p   ,

т.е. на условот
( 1)( 1) 1(mod )a b p   .

Бидејќи 3p  постојат ненулти остатоци m и n такви што 1(mod )mn p и

m n . Освен тоа, јасно е дека , 1(mod )m n p , па затоа можеме да избереме

1a m  и 1b n  .
Според тоа, бараното разбивање можеме да го направиме.

38. Нека m е природен број, { , 1,..., 1, }A m m m m     и :f A A е преслику-

вање такво што ( ( ))f f n n  за секој n A .
а) Докажи, дека m е парен број.
б) Определи го бројот на сите функции со даденото својство.
Решение. а) Нека n A и { , ( ), , ( )}nO n f n n f n   . Бидејќи ( ( ))f f n n  и

( ( ))f f n n  , лесно се докажува дека ако k A , тогаш или k nO O или

k nO O  . Од овие равенства уште следува дека ( ) ( )f n f n  кога 0n  .

Понатаму, ако ( )f n n   , тогаш

( ( )) ( )n f f n f n n      , т.е. 0n  .

Исто така, ако ( )f n n   , тогаш

( ( )) ( )n f f n f n n      , т. 0n  .

Според тоа, | | 4nO  , кога 0n  .  Од претходните разгледувања следува дека

\{0}A се разбива на дисјунктни четворки броеви, т.е. m е парен број.

б) Нека 2m k , :f A A е пресликување со даденото својство и

{1,2,..., }A m  . Да забележиме дека

( ) ( ( ( ))) ( )f n f f f n f n    ,

па затоа (0) 0f  . Според тоа, за 0n  важи или ( ) 0f n  или ( ) 0f n  .

Значи, за четворката nO соодветствува пар ( ', ( '))n f n од различни броеви од

:A ( , ( ))n f n или ( ( ), )f n n . Така f индуцира разбивање на A на подре-
дени парови броеви.
Обратно, на секое разбивање на A на подредени парови броеви ( , )n k со-
одветствува (непарна) функција со дадените својства:
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(0) 0, ( ) , ( ) , ( ) , ( )f f n k f k n f n k f k n         .
Останува да ги преброиме овие разбивања. Ако ги наредиме сите парови од
даденот разбивање еден по друг, добиваме пермутација на броевите од 1 до
m . Подредувањето на паровите може да се направи на !k начини, па затоа
вкупниот број од !m пермутации се разделува на !k „еквивалентни“ перму-

тации. Според тоа, бараниот број е еднаков на (2 )!!
! !

km
k k .

39. Даден е природен број n . Докажи дека множеството {1,2,..., }n може да се
подели на m дисјунктни подмножества со еднакви збирови на елементите

ако и само ако m е делител на бројот ( 1)
2

n n и не е поголем од 1
2

n .

Решение. Бидејќи бројот n припаѓа на некое од m  те дисјунктни подмно-
жество заклучуваме дека збирот на елементите во секое подмножество е

поголем или еднаков на n и тој е делител на збирот ( 1)
21 2 ... n nn     , па

затоа ( 1)
2| n nm  и 1

2
nm  .

Нека сега ( 1)
2

n n ms  и 1
2

nm  (или еквивалентно s n ). Ќе докажеме со

индукција по n дека (за секој m ) бараната поделба е можна. За 2 1n m  и
2n m единствена можна поделба е

1

1
{2 1} { ,2 1 }

m

i
m i m i




     , односно

1
{ ,2 1 }

m

i
i m i


  

Нека 4 1n m  . Според индуктивнта претпоставка доволно е множеството

{1,2,..., 2 }n m да се подели на 2 1
2

n mm   подмножества со еднакви збиро-

ви и на секое подмножество да се додаде по еден од паровите
{ 1 , 2 }n i n m i    , за 1, 2,...,i m .

Нека 2 4 1m n m   (и 1 2n s n   ). Разликуваме два случаја.
1) Ако s е непарен, според индуктивната претпоставка доволно е да се по-

дели множеството {1,..., 1}s n  на подмножества со збир 1s s n   и

на секое подмножество да му се додаде по еден од паровите { , }n s n ,

{ 1, 1}n s n   , ..., 1 1
2 2{ , }s s  .

2) Ако s е парен, според индуктивната претпоставка го делиме множество-

то {1,..., 1}s n  на подмножества со збир 2 1s s n   . Овие подмно-

жества и едноелементното подмножество 2{ }s во парови формираат

2
sm n  подмножества со збир s . Преостанатите 2

sn  подмножества со

збир s се 2{ , }, 1,...,si s i i n   .
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40. За секое подмножество S на множеството природни броеви  со ( )Sr n го оз-

начуваме бројот на подредените парови ( , ), , ,a b a b S a b  , за кои a b n  .
Докажи, дека  може да се разбие на две подмножества A и B , така што

( ) ( )A Br n r n за секој n .
Решение. Го разбиваме  на две множества A и B , при што во A ги ста-
ваме сите природни броеви, кои имаат парен број единици во нивното прет-
ставување во бинарниот броен систем, а во B сите природни броеви, кои
имаат непарен број единици во нивното претставување во бинарниот броен
систем. Ќе докажеме дека ( ) ( )A Br n r n за секој n .

За таа цел ќе конструираме биекција меѓу подредените парови ( , ), ,a b a b A ,

за кои важи a b n  и соодветните парови од множеството B .

Нека 1 2... ka a a a и 1 2... kb b b b се записите на a и b во бинарен броен
систем. Тоа значи дека

1 2 0
1 22 2 ... 2k

ka a a a    ,

каде 0ia  или 1, при што бројот на единиците е парен број. Бидејќи a b ,

постои , 1i i k  , таков што i ia b . Без ограничување на општоста можеме
да сметаме дека сме го избрале најголемиот i со тоа својство. Тогаш

1, 0i ia b  или 0, 1i ia b  . Нека 'a и 'b се броевите добиени соодветно

од a и b , во кои во бинарниот запис на a на местото на ia сме ја запишале

ib , а во b на местото на ib сме ја запишале ia . Тогаш во бинарните записи

на 'a и 'b ќе има непарни броеви единици, т.е. ', 'a b B и уште ќе важи
' 'a b a b n    .

Непосредно се проверува дека ова пресликување е биекција. Според тоа, нај-
довме разбивање со саканото својство.

41. Множеството од сите дијагонали на правилен (4 3)n   аголник ( )n е

поделено на k дисјунктни подмножества 1 2, ,..., kS S S така што за секои

1 i j k   барем една дијагонала од iS во внатрешна точка сече барем една

дијагонала од jS . Определи ја најголемата можна вредност на k .

Решение. Одговор (4 3)k n n  . Следниов пример покажува дека овој број
се достигнува. Дефинираме

1 2 2{ , }, 1 4 3, 1ij i i j i j i nS A A A A i n j n          .

Множествата ijS се разбивање (партиција) на S за која лесно се гледа дека

ги задоволува условите на задачата.
Нека претпоставиме дека постои бараната партиција со повеќе од (4 3)n n 
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множества. Тогаш, бидејќи бројот на дијагоналите на (4 3)n   аголникот е

2 (4 3)n n  барем едно од овие множества е едночлено, да кажеме { }iS d .

Нека од едната страна на d има m темиња, а од другата страна има
4 1n m  темиња. Според тоа, има вкупно (4 1 ) 2 (2 1)m m m n n    дијаго-

нали кои ја сечат d , па затоа бројот на множествата не е поголем од
2 (2 1) 1 (4 3)n n n n    , што е противречност.
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17. ИНВАРИЈАНТИ И ПОЛУИНВАРИЈАНТИ

Во овој параграф прво ќе се задржиме на задачи од следниов вид:
Задача. Дадени се некој математички објект A и дозволени трансформа-

ции на истиот. Се поставува прашањето дали со повеќекратна примена на доз-
волените трансформации дадениот објект A може да се претвори (трансфор-
мира) во некој друг однапред зададен објект B .

Решавањето на задачите од овој вид се сведува на следниве два случаја:
- ако одговорот на поставеното прашање е позитивен, тогаш доволно е

да се наведе било кој пример кој покажува како може со помош на
допустливите трансформации од објектот A да се добие објектот B и

- ако одговорот на поставеното прашање е негативен, тогаш е потребно
да се докаже дека при произволно реализирање на допустливите
трансформации од објектот A никогаш нема да се добие објектот B .

Во првиот случај треба да го докажеме постоењето на низа допустливи трансфор-
мации која ја обезбедува трансформацијата на објектот A во објектот B , а тоа не
е секогаш едноставна задача. Како да постапиме во вториот случај? Иако одго-
ворот на ова прашање не е еднозначен, а уште помалку едноставен, сепак во мно-
гу случаи го користиме следниов метод:

- наоѓаме својство кое го има објектот A и кое не се менува кога на A
ќе се примени која било од допустливите трансформации,

- докажуваме дека објектот B го нема наведеното својство, и
- заклучуваме дека при произволно реализирање на допустливите транс-

формации од објектот A никогаш нема да се добие објектот B .
Својството кое го има објектот A и кое не се менува кога на A ќе се примени
допустлива трансформација го нарекуваме инваријанта на допустливата транс-
формација, а претходно опишаниот метод го нарекуваме метод на инваријанти.

1. Квадратна табела 3 3 е пополнета со броевите 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7 и 8, како на цртжот десно. Во секој чекор можеме да
одбереме две соседни полиња и од двата броја запишани во
нив да одземеме помалиот број, без да ги менуваме другите
броеви. Дали со вакви трансформации може да се добие табела пополнета
само со нули?
Решение. Полињата на табелата да ги обоиме црвено и бело
како на цртежот десно. Разликата на збировите на броевите
запишани во црвените и белите полиња е еднаква на 4. Меѓу-
тоа со секој потег одземаме едени ист број од две разнобојни

0 1 2
3 4 5
6 7 8

0 1 2
3 4 5
6 7 8
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полиња, па затоа разликата на двата збира не се менува, т.е. е инваријанта.
Конечно, бидејќи во табела пополнета само со нули разликата би била ед-
наква на 0 заклучуваме дека со допустливите трансформации не е можно од
дадената табела да се добие табела пополнета само со нули.

2. Во секое поле на шаховска m n табла е запишан по еден природен број. Во
еден потег може на било два соседни броја да се додаде број цел број k така
што се добиваат ненегативни броеви, а притоа другите броеви не се менуваат
(два броја се соседни ако се во полиња кои имаат заедничка страна). Најди
потребен и доволен услов, по ко-
нечно многу потези, сите запишани
броеви на таблата да се еднакви на
нула.
Решение. Таблата е шаховска, што значи дека соседните полиња се различно
обоени, т.е. во еден потег го додаваме истиот број на две различно обоени
полиња. Ако со bS и cS ги означиме збировите на броевите запишани соод-

ветно во белите и црните полиња, тогаш b cS S е инваријанта. Тоа значи
дека ако сите броеви на крајот се еднакви на нула, тогаш на крајот важи

0b cS S  , што значи дека на почетокот важи 0b cS S  . Според тоа, овој
услов е потребен. Ќе докажеме дека всушност условот е и доволен.
Нека b cS S . Да претпоставиме дека , ,a b c се броевите запишани во по-
лињата , ,A B C , соодветно каде , ,A B C се полиња такви што A и C се со-
седни полиња на B . Ако a b , можеме да додадеме на двете полиња ( )a ,

па на местото на a го добиваме бројот 0. Ако a b , тогаш додаваме ( )a b
на броевите b и c , по што наместо b го запишуваме бројот a , а потоа на
двете додаваме ( )a по што и во двете полиња е запишан бројот 0. Јасно, со
наведениот алгоритам на местото на секој број можеме да го запишеме бро-
јот 0. Оваа постапка ја применуваме во секој ред, по што во сите полиња
освен можда во последните две е запишан бројот нула. Сега, постапката да ја
примениме од горе на последните две колони, по што во секоја од двете
колони во сите полиња освен можда во најдолните четири (по
две во секоја колона) сите броеви се еднакви на нула. Ко-
нечно, на крајот ако постапката прво го примениме на по-
лињата , ,A B D , а потоа на полињата , ,B D C во полињата A
и B ќе биде запишан бројот 0, а бидејќи b cS S во полињата C и D ќе
бидат запишани два еднакви броја, по што е јасно дека и во овие полиња
може да се запише бројот 0.

3. Дадена е бела квадратна табла со димензии 10 10 , на која во црвено се обо-
ени девет полиња. Никола дополнително во црвено смее да обои поле кое
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полиња, па затоа разликата на двата збира не се менува, т.е. е инваријанта.
Конечно, бидејќи во табела пополнета само со нули разликата би била ед-
наква на 0 заклучуваме дека со допустливите трансформации не е можно од
дадената табела да се добие табела пополнета само со нули.

2. Во секое поле на шаховска m n табла е запишан по еден природен број. Во
еден потег може на било два соседни броја да се додаде број цел број k така
што се добиваат ненегативни броеви, а притоа другите броеви не се менуваат
(два броја се соседни ако се во полиња кои имаат заедничка страна). Најди
потребен и доволен услов, по ко-
нечно многу потези, сите запишани
броеви на таблата да се еднакви на
нула.
Решение. Таблата е шаховска, што значи дека соседните полиња се различно
обоени, т.е. во еден потег го додаваме истиот број на две различно обоени
полиња. Ако со bS и cS ги означиме збировите на броевите запишани соод-

ветно во белите и црните полиња, тогаш b cS S е инваријанта. Тоа значи
дека ако сите броеви на крајот се еднакви на нула, тогаш на крајот важи

0b cS S  , што значи дека на почетокот важи 0b cS S  . Според тоа, овој
услов е потребен. Ќе докажеме дека всушност условот е и доволен.
Нека b cS S . Да претпоставиме дека , ,a b c се броевите запишани во по-
лињата , ,A B C , соодветно каде , ,A B C се полиња такви што A и C се со-
седни полиња на B . Ако a b , можеме да додадеме на двете полиња ( )a ,

па на местото на a го добиваме бројот 0. Ако a b , тогаш додаваме ( )a b
на броевите b и c , по што наместо b го запишуваме бројот a , а потоа на
двете додаваме ( )a по што и во двете полиња е запишан бројот 0. Јасно, со
наведениот алгоритам на местото на секој број можеме да го запишеме бро-
јот 0. Оваа постапка ја применуваме во секој ред, по што во сите полиња
освен можда во последните две е запишан бројот нула. Сега, постапката да ја
примениме од горе на последните две колони, по што во секоја од двете
колони во сите полиња освен можда во најдолните четири (по
две во секоја колона) сите броеви се еднакви на нула. Ко-
нечно, на крајот ако постапката прво го примениме на по-
лињата , ,A B D , а потоа на полињата , ,B D C во полињата A
и B ќе биде запишан бројот 0, а бидејќи b cS S во полињата C и D ќе
бидат запишани два еднакви броја, по што е јасно дека и во овие полиња
може да се запише бројот 0.

3. Дадена е бела квадратна табла со димензии 10 10 , на која во црвено се обо-
ени девет полиња. Никола дополнително во црвено смее да обои поле кое
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има заеднички страни со најмалку веќе две обоени полиња. Дали е можно, на
дозволениот начин, Никола целата табла да ја обои во црвено?
Решение. На почетокот периметарот на обоениот дел од таблата е помал или
еднаков на 36, при што е еднаков на 36 кога меѓу обоените полиња нема две
кои имаат заедничка страна. Лесно се гледа дека периметарот на обоениот
дел не може да се зголеми, а бидејќи периметарот на целата табла е еднаков
на 40, заклучуваме дека Никола на дозволениот начин не може да ја обои
целата табла.
Коментар. Овде уште да забележиме дека доколку во
10 10 табла имаме 10 обоени полиња, тогаш постојат
распореди на обоените полиња такви што при дадени-
те услови таблата може да биде обоена. Еден таков
распоред на десетте обоени полиња е даден на црте-
жот десно.

4. Во една сала има 2101 светилки распоредени во темиња на квадратна решет-
ка со должина на страна 100. На почетокот се запалени k светилки. Во секој
чекор избираме единечен квадрат, и ако во него се запалени три светилки, ја
палиме и четвртата. Определи го најмалиот број k за кој постои почетен
распоред на светилките кој овозможува во конечно време сите светилки да се
запалат.
Решение. За палење на една светилките секој единечен квадрат може да се

употреби најмногу во еден чекор. Бидејќи имаме 2100 единечни квадрати, а
2101 светилки, заклучуваме дека бројот на светилките кои мора да се запа-

лени на почетокот е 2 2101 100 201k    .
Од друга страна, ако се запалени сите светилки кои се наоѓаат на две соседни
страни на квадратот, тогаш имаме точко 201 запалена светилка и лесно се
гледа дека во овој случај може да се запалат сите светилки.

5. Круг е поделен на 10 сектори и во секој сектор е ставен по еден жетон. Доз-
волено е во еден чекор да се преместат два жетони, но така што секој жетон
се премести во соседно поле и тие два жетони при преместувањето се движат
во спротивни насоки. Дали со повторување на оваа операција може сите же-
тони да се преместат во едно поле?
Решение. Секторите редоследно во избрана насока да ги нумерираме со бро-
евите 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9. На секој жетон му го придружуваме бројот на
полето во кое се наоѓа тој жетон и да видиме како со примена на наведената
операција се менува остатокот кој при делење со 10 го дава збирот на брое-
вите придружени на тие жетони.
а) Реализираме операција при која не се преместува жетон од полето 9 на
полето 0 или од полето 0 на полето 9. Тогаш жетон од полето k се преме-
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стува на полето 1k  и жетон од полето m се преместува на полето 1m  ,
каде 0 8k  и 1 9m  . Во овој случај збирот на придружените броеви
пред и по операцијата е еднаков, па затоа и остатокот е еднаков.
б) Едниот жетон се преместува од полето 9 на полето 0, а другиот од полето
m се преместува на полето 1m  , каде 1 9m  . Притоа збирот на придру-
жените броеви се намалува за 10, па затоа остатокот не се менува.
в) Едниот жетон се преместува од полето 0 на полето 9, а другиот од полето
k се преместува на полето 1k  , каде 8o k  . Притоа збирот на придру-
жените броеви се зголемува за 10, па затоа остатокот не се менува.
г) Едниот жетон се преместува од полето 0 на полето 9, а другиот жетон се
преместува од полето 9 на полето 0. Збирот на броевите не се менува, па за-
тоа и остатокот не се менува.
Во почетната положба збирот на броевите придружени на жетоните е една-

ков на
9

0
45

i
i


 , а остатокот при делење со 10 е еднаков на 5. Во положба

при која сите жетони ќе бидат во полето k збирот на придружените броеви
ќе биде 10k , и тој збир е делив со 10. Според тоа, со дозволената операција
не е можно сите броеви да се преместат на едно поле.

6. Нека n е непарен природен број. На таблата се запишани броевите 1, 2,..., 2n .
Во секој чекор бришиме било кои два броја и наместо нив ја запишуваме
нивната разлика. Постапката ја реализираме се додека на таблата не остане
еден број. Докажи дека овој број е непарен.
Решение. Нека на таблата во еден момент се запишани броевите 1 2, ,..., ka a a

и нека 1 1 2 ... kS a a a    . Нека се избрани броевите ix a и jy a без

ограничување на општоста да претпоставие дека x y . Тогаш i jx y a a   ,

па затоа по реализирање на чекорот збирот на броевите на таблата ќе биде
еднаков на 2 1 1 2S S x y x y S x       . Последното значи, дека при реали-
зирање на дозволената операција парноста на збирот на запишаните броеви
не се менува. Сега, бидејќи n е непарен број, збирот на запишаните броеви е

2 (2 1)
21 2 3 ... 2 (2 1)n nS n n n        е непарен број, па затоа бројот кој

последен ќе остане запишан на таблата ќе биде непарен број.

7. На почеток на три плочки се наоѓаат броевите 2012, 2014 и 2016. Марко во
секој чекор броевите на плочките ги означува со ,a b и c по некој редослед,
а потоа ги заменува со броевите 3 , 3a b b c  и 3c a . Дали може, со после-
дователна примена на оваа постапка, Марко во некој момент на трите плочки
да има три еднакви броеви?
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Решение. Нека претпоставиме дека во некој момент може да се добијат три
еднакви броеви. Тогаш 3 3 3a b b c c a t      . Единствено решение на по-

следниот систем по непознатите ,a b и c е 2
ta b c   . Според тоа, во не-

кој чекор може да се добијат три еднакви броеви, ако во претходниот чекор
веќе се добиени три еднакви броеви. Но, почетните броевите 2012, 2014 и
2016 се различни, па затоа со повторување на дозволената операција не е
можно да се добијат три еднакви броеви.

8. Карти со броевите од 1 до 11 се дадени последователно во насоката на
движењето на стрелките на часовникот на 11 луѓе, кои стојат околу тркалезна
маса на еднакви растојанија. Во секој чекор човек може да даде една од
картите на свој сосед, ако бројот i на таа карта има својство, да пред и по
чекорот картите со броевите 1,i i и 1i  не се темиња на остроаголен три-
аголник (картата 0 е картата 11, а картата 12 е картата 1). Докажи дека не
може во ниту еден момент сите карти да се кај еден човек.
Решение. Да ја поделиме масата на 11 енакви лаци. Растојание меѓу две кар-
ти ќе го наречеме помалиот број лаци меѓу позициите на тие карти. Лесно се
гледа дека парноста на збирот на растојанијата меѓу картите со последо-
вателни броеви се запазува (ако картата со број i лежи на помалиот лак меѓу

1i  и 1i  , тогаш збирот не се менува, а во спротивно се менува за 2). Би-
дејќи на почетокот овој збир е непарен број (всушност е 11), тој секогаш е
различен од 0 (вредност кога сите карти се кај еден човек). Со тоа задачата е
решена.

9. На еден остров живеат 1995 камелеони, меѓу кои има сини, црвени и жолти.
Ако се сретнат два камелеони со различна боја, тие истовремено ја менуваат
својата боја во преостанатата трета боја. Во еден момент имало 1000 сини,
395 црвени и 600 жолти камелеони. Дали по извесно време може сите каме-
леони да бидат во една иста боја.
Решение. Нека во даден момент имаме a - сини, b - црвени и c - жолти каме-
леони. Тогаш од тројката ( , , )a b c се добива тројка еднаква на некоја од трој-
ките:

( 1, 1, 2)a b c   , ( 1, 2, 1)a b c   или ( 2, 1, 1)a b c   .
Затоа при секоја промена на боите на два камелеони разликите на броевите
на камелеоните во трите пара бои | |a b , | |b c , | |c a се инваријантни по
модул 3.
На почетокот ја имаме тројката (1000,395,600) , за која важи

1000 395 2(mod 3)  , 1000 600 1(mod3)  и 600 395 1(mod 3)  .
Ако може сите камелеони да бидат во една иста боја, тогаш се добива една од
тројките (1995,0,0) , (0,1995,0) или (0,0,1995) . Но, соодветните  разлики во
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секоја од овие три тројки се конгруентни со 0 по модул 3, од каде следува
дека во ниту еден момент, камелеоните не можат да бидат во една иста боја.

10. Четири цели броеви се запишани во четири различни точки на една круж-
ница. За еден број, негов соседен е бројот што е прв до него во насока обрат-
на од насоката на движењето на стрелките на часовникот. Во еден чекор
секој од броевите се заменува со разликата меѓу него и неговиот соседен
број. Дали по 2012 вакви чекори може да се добијат четири броја , , ,a b c d
такви што броевите | |, | |, | |ab cd ac bd bc ad   ќе бидат прости?
Решение. Нека , , ,m n p q се четири цели броја запишани во четири различни
точки од кружницата, во насока на движење на стрелките на часовникот. Во
првиот чекор добиените  броеви се

, , ,m q n m p n q p    ,
во вториот чекор ги добиваме броевите

2 , 2 , 2 , 2m q p n m q p n m q p n        ,
во третиот броевите

3 3 , 3 3 , 3 3 , 3 3m q p n n m q p p n m q q p n m           

и во четвртиот чекор ги добиваме броевите
2 4 6 4 ,2 4 6 4 ,2 4 6 4 ,2 4 6 4m q p n n m q p p n m q q p n m            .

Забележуваме дека добиените четири броја се парни. Оттука, во секој следен
чекор добиените броеви ќе бидат парни, што значи дека по 2012 чекори
добиените броеви , , ,a b c d ќе бидат парни. Но, тоа значи дека броевите
| |, | |, | |ab cd ac bd bc ad   ќе бидат деливи со 4, па затоа тие не може да се
прости броеви.

11. На таблата се запишани некои цели броеви. Во секој чекор избираме два бро-
ја a и b кои се запишани на таблата, ги бришеме и на нивно место ги запи-
шуваме броевите 3a b и 13 3a b . Ако на почетокот се запишани броевите
1, 2, 3, 4, ..., 2011, 2012, дали е можно по конечен број чекори на таблата да
бидат запишани броевите 2, 4, 6, 8, …, 4022, 4024?
Решение. Со s да го означиме збирот на запишани броеви пред примена на
дозволената трансформација. При бришењето на броевите a и b и запишу-
вањето на нивно место на броевите 3a b и 13 3a b збирот на броевите се
променил за 3 13 3 ( ) 5(3 )a b a b a b a b       . Според тоа, ако 's го озна-
чиме збирот на броевите по примена на дадената трансформација, тогаш

' 5(3 )s s a b   , што значи дека разликата на почетниот и новиот збир е
делива со 5, т.е. деливоста со 5 на разликата на двата збира е инваријанта.
Сега, ако со ps го означиме збирот на почетните броеви и со ks збирот на

крајните броеви заклучуваме дека нивната разлика мора да е делива со 5. Но,
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2012 2012 2012 2012 (2012 1)
2

1 1 1
2 1006 2013 2025078p k

k k k
s s k k k  

  
          ,

и како 5 | 2025078 заклучуваме дека со дозволената трансформација од бро-
евите 1, 2, 3, 4, ..., 2011, 2012 не може да се добијат броевите  2, 4, 6, 8, …,
4022, 4024.

12. На таблата е запишан природен број. Ако на таблата веќе е запишан бројот
, тогаш можеме да допишеме 2 1x  или 2

x
x . Докажи, дека ако во некој

момент на таблата се појави бројот 2008, тогаш и првиот запишан број е
2008.
Решение. Ќе ги разгледаме само броевите кои учествуваат во добивањето на
бројот 2008. Да забележиме, дека сите броеви се позитивни и рационални.

Ако на таблата веќе е запишана нескратливата дропка p
qx  , тогаш може да

допишеме
22 1 p q

qx   или 2 2
px

x p q  .

Ако можеме да скратиме некоја од овие дропки, тогаш можеме да скратиме
само со 2. Навистина,

(2 , ) (2 , ) 2( , )p q q p q p q   и ( , 2 ) ( , 2 ) 2( , )p p q p q p q   .
Значи, збирот на броителот и именителот во нескратливиот запис на секој од
новите броеви е или

(2 ) ( 2 ) 2( )p q q p p q p q       или 2( )
2

p q p q   .

Според тоа, збирот или се запазува или се удвојува. Ако во некој момент се
појави бројот 2008, тогаш во тој момент збирот броителот и именителот е
непарен број 2008 1 2009  , заклучуваме дека во ниту еден момент пред тоа
немало удвојување, што значи дека и на почетокот тој збир бил 2009. Но,
почетниот број е природен број, што значи дека неговиот именител е 1, па
затоа почетниот број е 2009 1 2008  .

13. Дадена се реалните броеви ,a b и c . Во еден чекор се прави некоја перму-
тација на броевите ,a b и c , на пример ( , , )a b c и од неа се добива тројката

2 2
( , , )a b a b c  , т.е. се добиваат броевите

2 2
,a b a b  и c . Потоа од овие броеви

се прави нова пермутација итн. Дали со оваа трансформација од броевите
2, 2 и 1

2
може да се добијат броевите 1, 2 и 1 2 .

Решение. Нека почетните броеви се ,a b и c и нека во следниот чекор се

добиени броевите
2 2

,a b a b  и c . Тогаш

x
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2 2 2 22 2 2 2 2 2 22 2
2 22 2

( ) ( )a b a b a ab b a ab bc c a b c             .

Според тоа, во секој чекор при дадената трансформација збирот на квадра-
тите на дадените броеви не се менува, т.е. тој е инваријантен. Но,

2 2 2 2 2 2131
22

2 ( 2) ( ) 6 2 2 1 ( 2) (1 2)         ,

па затоа при дадената трансформација од броевите 2, 2 и 1
2

не може да се

добијат броевите 1, 2 и 1 2 .

14. Компјутер ги врши следниве операции:

1 Парот ( , )a b го трансформира во парот ( 1, 1)a b  .

2 Ако a и b се парни, тогаш парот ( , )a b го трансформира во 2 2( , )a b .

3 Од паровите ( , )a b и ( , )b c може да го добие парот ( , )a c .
Дали е можно компјутерот со комбинација на претходно опишаните опера-
ции, од парот (5,19) да го добие парот (17,2009) . (Компјутерот ги има на
располагање сите добиени парови до тој момент)
Решение. При првата операција ( , ) ( 1, 1)a b a b   , имаме

( 1) ( 1)a b a b     . (1)

При втората 2 2( , ) ( , )a ba b  имаме

2 2 2
a b a b  . (2) .

При третата операција ( , )a b , ( , )b c  ( , )a c имаме

( ) ( )a c a b b c     . (3)

Нека сега 2p  е прост делител на разликата на даден пар ( , )x y , т.е.

|p x y . Тогаш поради (1) , (2) и (3) имаме дека |p a b каде ( , )a b е било

кој новодобиен пар тргнувајќи од парот ( , )x y .

Сега бидејќи 7 | 5 19 мора да важи 7 |17 2009 1992 7 ( 285) 3       , што
е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека од па-
рот (5,19) не може да се добие парот (17,2009) .

15. На таблаta се напишани броевите 49
k , каде 1,2,...,97k  . Во еден чекор мо-

жеме да избришеме два од дадените броеви a и b и на нивно место на таб-
лата го запишуваме бројот 2 1ab a b   . Оваа постапка ја повторуваме се
додека на таблата не остане само еден број. Определи кои броеви може да
бидат последниот број кој ќе биде запишан на таблата.
Решение. Да забележиме дека за секои два броја a и b важи:
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2(2 1) 1 (2 1)(2 1)ab a b a b       . (1)

Да го разгледаме производот 1 2(2 1)(2 1)...(2 1)na a a   , каде 1 2, ,..., na a a се
броевите кои во даден момент се наоѓаат на таблата. Од (1) следува дека овој
производ е инваријантен при секој чекор. Имено, ако во некој чекор ги из-
бришеме броевите 1a и 2a тогаш на нивно место го запишуваме бројот

1 2 1 22 1a a a a   , па споменатиот производ по овој чекор ќе биде

1 2 1 2 3 1 2(2(2 1) 1)(2 1)...(2 1) (2 1)(2 1)...(2 1)n na a a a a a a a a          .
Според тоа, ако бројот што ќе остане на таблата го означиме со N , тогаш
важи

2 49 2 49 2 49 97 97 1
1 2 97 1 2 972 1 ( 1)( 1)...( 1) ... 1N            

од каде добиваме дека 1N  .

16. На таблата се запишани броевите 0,1, 2 . Во еден чекор е дозволено на еден
од овие броеви да се додаде раликата на другите два помножена со некој
рационале број. Дали може со помош на овие операции да се добијат броеви-
те 0, 2, 2 ?
Решение. Секој број кој се добива со наведените операции може да се запи-
ше во видот 2, ,a b a b  и тоа на единствен начин. На бројот 2a b ,

,a b во кординатната рамнина му придружуваме точка ( , )a b . Според
тоа, на трите броја запишани на таблата во секој момент им соодветствуваат
три точки во координатната рамнина, кои определуваат некој триаголник.
Лесно се докажува дека со наведените операции, во секој чекор едно теме на
триаголникот паралелно се поместува во однос на спротивната страна. Тоа
значи дека во секој чекор плоштината на триаголникот не се менува, т.е. таа е
инаријанта. Понатаму, на броевите 0,1, 2 соодветствуваат точките (0,0),

(1,0), (0,1) и плоштината на почетниот триаголник е 1
2 , а на броевите

0, 2, 2 соодветствуваат темињата (0,0), (2,0), (0,1) и плоштината на овој

триаголник 1, па затоа со наведените операции од броевите 0,1, 2 не може

да се добијат броевите 0, 2, 2 .

17. На почетокот на таблата се запишани броевите 1, 2, 3, ..., 2010. Во еден чекор
е дозволено да се избришат два броја a и b и да се запише бројот ab a b  .
Дали е можно на овој начин на таблата да се добие само бројот:

а) 20112 1 , б) 20112 .
Решение. Ако сите броеви запишани на таблата ги зголемиме за 1, тогаш
нивниот производ е еднаков на 2011!. Но, производот на два броја запишани
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на таблата зголемени за 1 е ( 1)( 1) 1a b ab a b      , што значи дека при
бришење на два вакви броја тој не се менува.

а) Ако може да се добие бројот 20112 1 , тоа значи 20112 е делител на 2011!,
што не е точно.

б) Ако може да се добие бројот 20112 , тоа значи дека бројот 20112 1 е де-
лител на 2011!, што е точно бидејќи сите прости делители на бројот

20111
3 (2 1) се поголеми од 2011 (Докажи!).

18. Нека ( , )x y е подреден пар природни броеви во кој точно една координата е

парна. Во еден чекор парот ( , )x y го пресликуваме во парот 2 2( , )x xy  ако

2 | x , односно во парот 2 2( , )y yx  ако 2 | y . Докажи дека за секој непарен

природен број ,  1n n  , постои парен природен број ,b b n , таков што со
последователна примена на конечно многу чекори од подредениот пар ( , )n b

се добива подредениот пар ( , )b n .

Решение. Нека по k чекори се добива парот ( , )k kx y . Збирот k kx y е инва-

ријантен во текот на постапката и тој е еднаков на s n b  . Бидејќи

2 (2( ) mod  )yx x x y   , важи 12 (mod )k kx x s . Со индукција добиваме

02 (mod )k
kx x n s  . Бидејќи ( , 2 ) 1ks  , доволно е да докажеме дека постои

непарен број ,  2s n s n  , таков што за некој k важи 2 (mod )k b n s , т.е.

(2 1) 0(mod )k n s  . За последното да го докажеме доволно е да земеме

2 1rs   и k r , каде 12 2 ( )r rn r    . Тогаш 2 1rb n   .

19. Кругот е поделен на шест кружни исечоци, во кои во насока на движењето на
стрелките на часовникот последователно се запишани броевите 1, 0, 1, 0, 0, 0.
Во секој потез е дозволено да се зголемат броевите во два соседни исечоци за
1. Дали може се конечно многу повторување на дозволениот потег сите
запишани броеви во кругот да се еднакви?
Решение. Со 1 2 6, ,...,a a a редоследно во насока на движењето на стрелките на
часовникот да ги означиме запишаните броеви во кружните исечоци. Нека

1 3 1a a  . Да го разгледаме алтернативниот збир

1 2 3 4 5 6S a a a a a a      . (1)
На почетокот 2S  . Понатаму, ако на било кои два соседни броја додадеме
1, тогаш бидејќи во збирот два соседни броја учествуваат со спротивни зна-
ци, заклучуваме дека вредноста на збирот не се менува. Меѓутоа, ако сите
шест запишани броја се еднакви, тогаш вредноста на збирот треба да биде
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еднаква на 0, па затоа од дадената состојба не може да добиеме состојба во
која сите запишани броеви ќе бидат еднакви.

20. На кружница се запишани 299 нули и една единица. Дозволени се следниве
потези:
1) од секој број истовремено да се одземат двата негови соседни броја,
2) да се изберат два броја меѓу кои се наоѓаат точно два броја и двата из-

брани броја истовремено да се зголемат или намалат за 1.
Дали може со конечна низа дозволени потези да се постигне на кружницата
да се запишани:
а) две последователни единици и 298 нули,
б) три последоваелни единици и 297 нули.
Решение. Да забележиме дека на почетокот на кружницата се запишани 300
броја, а нивниот збир е еднаков на 1. Со ka да ги означиме броевите запиша-

ни на кружницата, и тоа така што 1a на местото на кое на почетокот се наоѓа

единицата, а броевите 2 3 300, ,...,a a a се наоѓаат последователно на кружни-
цата во насока на движењето на стрелките на часовникот.

а) Нека
300

1
i

i
S a


  . Ако го примениме првиот дозволен потег, добиваме

1 1 300 2

1 1

300 300 299 1

,
,

,
2,...,299,k k k k

b a a a
b a a a
b a a a

k 

  

  

  

 (1)

па затоа
300 299

1 1 300 2 1 1 300 299 1
1 2
300

1

( ) ( ) ( )

,

i i i i
i i

i
i

S b a a a a a a a a a

a S

 
 



         

   

 



што значи дека апсолутната вредност на збирот не се менува, па затоа не се
менува ниту неговата парност.
Да го примениме вториот дозволен потег. Ако двата избрани броја ги зголе-
миме за 1, тогаш збирот S ќе се зголеми за 2, а ако ги намалиме за 1, тогаш
збирот S ќе се намали за 2, што значи дека и при примена на вториот чекор
не се менува парноста на збирот на запишаните броеви.
Бидејќи на почетокот збирот на запишаните броеви е 1, тој со примена на
секој дозволен потег ќе биде непарен број, па затоа не може да се добие
состојба во која ќе имаме две единици и 298 нули, бидејќи збирот на брпеите
во овој случај е парен.
б) Да го разгледаме алтернативниот збир
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300 1

1
* ( 1)i

i
i

S a


  .

Со примена на првиот дозволен потег ги добиваме броевите (1), па затоа
300 299* 1 1

1 1 300 2 1 1 300 299 1
1 2

299 299 2991 2 2
1 300 2 1 1 300 299 1

2 2 2
299 2981 1

1 300 2
2 1

( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

i i
i i i i

i i

i i i
i i i

i i i

i k
i k

i k

S b a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a

 
 

 

  
 

  

 

 

           

           

       

 

  

 
300 1

300 299 1
3

299 300 2981 1 1
1 300 1 2 299 300

2 3 1

( 1)

( 1) ( 1) ) ( ( 1)

3 *.

k
k

k

i k k
i k k

i k k

a a a a

a a a a a a a a a

S





  

  

   

           





  

Да го примениме вториот дозволен потег. Ако избраните броеви се ka и

3ka  , тогаш изменетите собирци во алтернативниот збир *S учествуваат со
1 4 1 4

3 3( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k
k k k ka a a a   

          ,
односно со

1 4 1 4
3 3( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k

k k k ka a a a   
          ,

што значи дека алтернативниот збир не се менува.
Да претпоставиме дека имаме состојба со три последователни единици и 297

нули. Тогаш алтернативниот збир *
1S е еднаков на 1 (ако двете единици се

наоѓаат на места со непарни индекси) или 1 (ако двете единици се наоѓаат
на места со парни индекси). Бидејќи со дозволените потези алтернативниот
збир се утростручува или не се менува, три последователни единици може да
се добијат само ако алтернативниот збир е 1, т.е. две единици се наоѓаат на
места со непарни индекси и ако се користел само вториот дозволен потег.
Да го разгледаме збирот на броевите на местата со индекси кои се содржа-
тели на бројот 3. Овој збир да го означиме со 0S , т.е.

100
0 3

1
i

i
S a


  .

Пред потегот имаме 0 0S  , бидејќи на кружницата е запишана само една

единица на местото 1a . Ако на кружницата би биле три последователни

единици и 297 нули, тогаш би бил 0 1S  , бидејќи во збирот ќе учествува
само една од трите последователни единици. Со примена само на вториот
потег, збирот 0S може да се менува само за 2 (доколку двата броја ги избе-
реме на места со разгледуваните индекси) или нема да се менува во спро-
тивно. Во секој случај, збирот 0S не ја менува парноста, па затоа од состојба
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0 0S  не можеме да преминеме во состојба 0 1S  , т.е. не може да постиг-
неме на кружницата последо-вателно да се запишани 3 единици и 297 нули.

21. На квадратен трином Пабло може да ги изврши следниве операции:
1) Да ги промени местата на водечкиот и слободниот коефициент.
2) Да го замени x со x m , каде m е произволен реален број.
Дали е можно, со помош на конечен број дозволени дејствија, тргнувајќи од

26 2 1996x x  Пабло да го добие триномот 225 5 2014x x  .

Решение. Од полиномот 2( )f x ax bx c   со дозволените операции може

да се добие полиномот 2( )g x cx bx a   или полиномот
2 2 2( ) ( ) ( ) ( 2 )h x a x m b x m c ax b ma x am bm c           .

Понатаму дискриминантите на полиномите се
2 4f gD D b ac   и 2 2 2( 2 ) 4 ( ) 4hD b ma a am bm c b ac       .

Значи, при наведените операции дискриминантата на триномите не се мену-

ва, т.е. таа е инваријанта. Но дискриминантата на триномот 26 2 1996x x  е

47900D   , а на триномот 225 5 2014x x  е ' 201375D   , што значи дека
Пабло не може да ја посигне поставена цел.

22. На таблата прво се запишани полиномите 3 5 2 1, , ,..., ,...kx x x x  Ако во еден
момент на таблата се запишани полиномите ( )f x и ( )g x , дозволено е да се

допишат и некои од полиномите ( ) , ( , , 0af x b a b a   ), ( ) ( )f x g x или

( ( ))f g x . Дали е можно, во конечен број чекори со дозволените операции, да

се добие полиномот 2023 20 11x x  ?
Решение. Дадените полиноми се монотоно растечки. Понатаму, со дозволе-
ните операции полиномите кои се добиваат во секој чекор се монотоно рас-
течки на множеството реални броеви. Според тоа, својството полиномот е
мо-нотоно растечки е инваријанта. Но, за полиномот

2023( ) 20 11p x x x  

важи (0) 11 8 (1)p p    , т.е. не е монотоно растечки, па затоа од дадените
полиноми со помош на дозволените операции не може да се добие полино-
мот ( )p x .

23. Дали е можно, тргнувајќи од полиномото 2( ) 4 3f x x x   да се добие по-

линомот 2( ) 10 9g x x x   , со конечен број пати примена на трансформа-

циите 2 1( ) ( 1)xf x x f  или 2 1
1( ) ( 1) ( )xf x x f   .
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Решение. Нека 2( )f x ax bx c   , , ,a b c е даден квадратен трином. Со
првата трансформација го добиваме полиномот

2 21 1

2 2

2

( ) ( ( 1) ( 1) )

( 1) ( 1)

( ) (2 ) ,

x xh x x a b c

a x b x x cx

a b c x a b x a

    

    

     

а со втората трансформација го добиваме полиномот
2 21

1 1
2

2

'( ) ( 1) )( ( ) )

( 1) ( 1)

( 2 ) ( ).

b
x xh x x a c

a b x c x

cx b c x a b c

    

    

     

Притоа за дискриминантите на добиените полиноми имаме
2 2(2 ) 4( ) 4hD a b a b c a b a      

и
2 2

' ( 2 ) 4( ) 4hD b c a b c c b a       .
Според тоа, за наведените трансформации вредноста на детерминантата е

инваријанта. Но, 24 4 3 4fD     , а 210 4 9 64gD     , што значи дека со

дадените трансформации од полиномот 2( ) 4 3f x x x   не може да се до-

бие полиномот 2( ) 10 9g x x x   .

24. Дадена е фигурата прикажана на цртежот десно. На
почетокот во секој квадрат е запишан бројот 0. Во
секој потег се избира еден од квадратите и истовре-
мено броевите кои се наоѓаат во тој квадрат и во не-
му соседните квадрати се зголемуваат за 1. Докажи
дека по конечно многу потези:
а) може да се постигне во секој квадрат да е запи-
шан бројот 2010;
б) не може да се постигне во секој квадрат да е запишан бројот 2011.
Решение. а) Во секој од квадратите на цр-
тежот десно се запишани броеви кои пока-
жуваат колку пати го избираме соодветни-
от квадрат. Бидејќи збирот на броевите за-
пишани во секој квадрат и нему соседните
квадрати е еднаков на 10, по реализирање-
то на наведените чекори во секој од квад-
ратите ќе биде запишан бројот 10. Сега,
бидејќи 2010 :10 201 , ако опишаната по-
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стапка ја повториме 201 пат, во секој од квадратите ќе биде запишан бројот
2010.
б) Во некој момент, по определен број
потези, во секој квадрат се запишани
некои броеви 1 2 21, ,...,a a a , како на

цртежот десно. Нека се 1 24, 3b b  ,

7 21..., 1,..., 4b b  броевите запиша-
ни во квадратите на горниот цртеж.

Дефинираме
21

1
i i

i
X a b


  . За почетна-

та конфигурација, кога во квадрат е
запишан бројот 0, важи 0X  . Да
видиме што станува со бројот X во
еден потег кога ќе го избереме полето , {1, 2,..., 21}ka k  и кога ќе го реали-

зираме потезот. Бидејќи во полето ka и во нему соседните броеви го додава-

ме бројот 1, а збирот на соодветните броеви ib е еднаков на 10, заклучуваме
дека по секој потег бројот X се зголемува за 10. Последното значи дека X
по секој потег е делив со 10. Ако можеме да постигнеме во секој квадрат да
биде запишан бројот 2011, тогаш бројот вредноста на бројот X ќе биде

21

1
2011 2011 62i

i
b


  . Но, последното не е можно бидејќи бројот 2011 62 не е

делив со 10. Конечно, од ова следува дека не е можно да се постигне во секој
квадрат да се запише бројот 2011.

25. Три скакулци се наоѓаат во три темиња на квадрат. Секоја минута еден од
нив прескокнува некој од преостанатите два скакулци и доскокнува во точ-
ката која е централно симетрична на точката од која скокнал во однос на ска-
кулецот кој што го прескокнал. Дали може некој од скакулците по конечно
многу такви скокови да стигне во четвртото теме на квадратот?
Решение. Квадратот да го сместиме во коорди-
натен систем во рамнината. Заради поедностав-
но пресметување, квадратот ќе го сместиме во
првиот квадрант со едно теме во (0,0)A . Нека

скакулците се сместени во темињата (1,0),B

(1,1), (0,1)C D , цртеж десно.
Секој скакулец има две можности за централно
симетрично да скокне. Положбите во кои ска-
кулците може да се најдат се дадени на долни-
от цртеж.
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- Ако прво скока (1,0)B , ќе скокне или во точката (1,2) или во точката

( 1, 2) .

- Ако прво скока (1,1)C , ќе скокне или во точката (1, 1) или во точката

( 1,1) .

- Ако прв скока (0,1)D , ќе скокне или во точката (2,1) или во точката

(2, 1) .

Забележуваме дека ниту еден од скакулците не скокнал во точката (0,0)A и
парноста на координатите на точките во кои еден скакулец скокнал останува
иста. Имено, ако две координати пред скокот биле непарни, тогаш и по ско-
кот ќе бидат непарни, а ако пред скокот биле парна и непарна, тогаш и по
скокот ќе бидат парна и непарна и обратно. Ќе докажеме дека ова важи за
било кој скакулец, независно од точката од која скокнува и точката преку
која скока.
Нека скакулец моментално се наоѓа во точката ( , )T x y и прескокнува во точ-

ката '( ', ')T x y која е централно симетрична на точката ( , )S a b . Бидејќи спо-
ред дефиницијата на централна симетрија, точката S е средина на отсечката

'TT , важи ''
2 2, y yx xa b   . Но, броевите , , , ', , 'a b x x y y се цели, па од

претходните равенства следува дека 'x x и 'y y се деливи со 2, што значи
дека x и 'x се со иста парнос, односно y и 'y се со иста парност.
Конечно, ниту еден скакулец не тргнува од точка во која двете координати се
парни, ниту еден скакулец не може да доскокне во точката (0,0)A ,чии две
координати се парни.

26. На бесконечна шаховска табла во квадрат n n се распоредени 2n жетони,
на секое поле по еден жетон. Се игра следнава игра. Во еден потег еден же-
тон се преместува во хоризонтален или вертикален правец, преку жетон на
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соседното поле, на следното поле, ако истото е слободно. Прескокнатиот
жетон се отстранува од таблата. За кои n може да се постигне на таблата да
остане само еден жетон?
Решение. Нека претпоставиме дека играта може да заврши за 3n k . Коло-
ните и редовите последователно ги нумерираме со природни броеви. Нека

mS , 0,1, 2m  е бројот на жетоните на полињата ( , )i j за кои е исполнето

(mod3)i j m  . На почетокот имаме 2
0 1 2 3S S S k   , што значи дека бро-

евите mS , 0,1, 2m  имаат иста парност. Со секој потег се менува парноста
на сите три броја, двата се намалуваат за 1, а третиот се зголемува за 1, што
значи дека својството броевите mS , 0,1, 2m  имаат иста парност е ин-
варијанта. Но, ако на таблата може да остане само еден жетон, тогаш два од
овие броеви се еднакви на 0 и еден е еднаков на 1, што значи дека броевите

mS , 0,1, 2m  немаат иста парност. Значи, за 3n k целта не може да се
постигне.
Ако 3 | n тогаш целта може да се по-
стигне. За 2n  лесно се проверува де-
ка целта може да се постигне. За 4n  ,

со низата потези прикажани на десниот цртеж може да се от-
странат три жетони од било кој 1 3 правоаголник. Притоа
дополнително се користи еден жетон и едно слободно поле,
по што жетонот кој се користи повторно се враќа на полето
на кое на почетокот се наоѓал. На овој начин играта може да

ја сведеме од квадрат n n на квадрат ( 3) ( 3)n n   .

27. На полињата на правоаголна m n табла се поставени жетони кои се бели од
едната страна и црни од другата страна, така што сите полиња се свртени на
белата страна, освен еден жетон кој се наоѓа во еден од аглите на таблата и
тој е свртен на црната страна. Во еден потег е дозволено да се земе еден
жетон кој е свртен на црната страна, по што сите негови соседни по страна
жетони се превртуваат. За кои m и n од таблата можеме да ги земеме сите
жетони?
Решение. Нека A е бројот на жетоните завртени на белата страна, а B е
бројот на парови жетони соседни по страни. Со отстранување на црн жетон
со k бели и p црни соседни, A се намалува за k p , а B за k p , што
значи дека збирот A B не ја менува парноста. На почетокот важи A B 
3 1mn m n   . Ако успееме да ги отстраниме сите жетони, на крајот ќе важи

0A B  . Според тоа, важи 2 | (3 1)mn m n   , од каде следува дека барем
еден од броевите m и n мора да е непарен.
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Навистина, ако на пример m е непарен, тогаш можеме да ја постигнеме цел-
та (види цртеж).

Имено, од позицијата (1) во позицијата (2) можеме да стигнеме со m чекори.

Потоа во позицијата (3) можеме да стигнеме со 1
2

m чекори, па во позицијата

(4) можеме да стигнеме со 1
2

m чекори. Понатаму, ги повторуваме чекорите

за премин од позицијата (2) во позицијата (4) се додека не ја испразниме
таблата.

28. Во ред се наредени n жетони, кои се бели од едната страна и црни од дру-
гата страна. На почетокот сите жетони се завртени со белата страна нагоре.
Во секој чекор, ако е можно, отстрануваме по еден жетон со белата страна
нагоре, но не еден од крајните жетони, при што жетоните кои од двете стра-
ни му се најблиски на тој жетон (лево и десно) ги превртуваме. Докажи дека
може да постигнеме да ни останат само два жетона ако и само ако бројот

1n  не е делив со 3.
Решение. На почетокот да забележиме дека парноста на бројот на црните
жетони не се менува, што значи дека по секој чекор тој број е парен. На секој

бел жетон ќе му го придружиме бројот ( 1)k , ако лево од него има точно k
црни жетони. Збирот S на сите придружени броеви по модул 3 не се менува.
Во крајната позиција 0S  ако останале два црни жетони, а 2S  ако оста-
нале два бели жетони. На почетокот е S n , па затоа не е можно

1(mod 3)n  .
Од друга страна, играта со n жетони се сведува на игра со 3n  жетони ако
ги отстраниме вториот, четвртиот и третиот жетон, по овој редослед. Бидејќи
случаите 2n  и 3n  се тривијални, заклучуваме дека играта може да
заврши за секој 1(mod 3)n  .

29. Рамностран триаголник ABC со должина на страна AB n  е поделен на
2n единечни рамнострани триаголници. Во секое теме на некој од малите

триаголници е запишан по еден број, и тоа 1 во темињата , ,A B C и точката

D за која важи 3AD  , а 0 во сите други темиња. Во еден чекор можеме
броевите запишани во темињата на некој ромб со должина на страна 1 (кој се
состои од два мали триаголника) да ги зголемиме или намалиме за иста
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вредност. За кои n може да се постигне сите запишани броеви да се еднакви
на нула?

Решение. Да ги означиме со u


и v


век-
торите со должина 2, паралелни на стра-
ните AB и BC . Да ги означиме сите

точки M за кои AM mu nv 
  

, за некои
,m n (за 12n  означувањето е при-

кажано на цртежот десно). Секој ромб со
должина на страна 1 има точно едно оз-
начено теме. Нека S е збирот на сите за-
пишани броеви, а 'S е збирот на сите
броеви во означените точки. Бидејќи во
секој чекор ги менуваме броевите во те-
мињата на ромб со должина на страна 1,
вредноста на изразот 4 'S S не се менува.
За n парен број, почетната вредност на 4 'S S е 8, па затоа не е можно да се
постигне сите запишани броеви да се еднакви на 0.
Нека 3n  е непарен број и нека 'B и 'C се точки на страните AB и AC

соодветно такви што ' ' 2BB CC  . Во два потези можеме секој од броевите
во B и C да го намалиме за 1, а секој од броевите во 'B и 'C да го зголе-
миме за 1, при што другите броеви не се менуваат. Сега задачата ја сведовме
на истата задача за триаголник со должина на страна 2n  . Продолжувајќи ја
постапката задачата ја сведуваме на триаголник со должина на страна 3n  ,
за кој лесно се гледа дека целта може да се постигне (Провери!).

*
* *

Ако за истиот вид задача дадена на почетокот од овој параграф најдеме вели-
чина која при примена на дозволената операција се менува строго монотоно рас-
течки (опаѓачки), тогаш за ваквата величина велиме дека е полуинваријанта (мо-
ноинваријанта).

30. Во секое теме на петаголникот е запишан по еден цел број, при што збирот
на сите пет броја е позитивен. Се додека меѓу запишаните броеви има нега-
тивни, ја реализираме следнава операција: избираме три последователни бро-
ја , , ( 0)x y z y  и ги заменуваме со броевите , ,x y y z y   . Докажи дека
овој процес завршува по конечен број чекори.
Решеиие. Со S да го означиме збирот на петте броеви, кој со наведената
операција не се менува. Да го разгледаме изразот

2
1 2 3 4 5 1 1( , , , , ) ( )i i

i
F a a a a a a a   ,
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, за некои
,m n (за 12n  означувањето е при-

кажано на цртежот десно). Секој ромб со
должина на страна 1 има точно едно оз-
начено теме. Нека S е збирот на сите за-
пишани броеви, а 'S е збирот на сите
броеви во означените точки. Бидејќи во
секој чекор ги менуваме броевите во те-
мињата на ромб со должина на страна 1,
вредноста на изразот 4 'S S не се менува.
За n парен број, почетната вредност на 4 'S S е 8, па затоа не е можно да се
постигне сите запишани броеви да се еднакви на 0.
Нека 3n  е непарен број и нека 'B и 'C се точки на страните AB и AC

соодветно такви што ' ' 2BB CC  . Во два потези можеме секој од броевите
во B и C да го намалиме за 1, а секој од броевите во 'B и 'C да го зголе-
миме за 1, при што другите броеви не се менуваат. Сега задачата ја сведовме
на истата задача за триаголник со должина на страна 2n  . Продолжувајќи ја
постапката задачата ја сведуваме на триаголник со должина на страна 3n  ,
за кој лесно се гледа дека целта може да се постигне (Провери!).

*
* *

Ако за истиот вид задача дадена на почетокот од овој параграф најдеме вели-
чина која при примена на дозволената операција се менува строго монотоно рас-
течки (опаѓачки), тогаш за ваквата величина велиме дека е полуинваријанта (мо-
ноинваријанта).

30. Во секое теме на петаголникот е запишан по еден цел број, при што збирот
на сите пет броја е позитивен. Се додека меѓу запишаните броеви има нега-
тивни, ја реализираме следнава операција: избираме три последователни бро-
ја , , ( 0)x y z y  и ги заменуваме со броевите , ,x y y z y   . Докажи дека
овој процес завршува по конечен број чекори.
Решеиие. Со S да го означиме збирот на петте броеви, кој со наведената
операција не се менува. Да го разгледаме изразот

2
1 2 3 4 5 1 1( , , , , ) ( )i i

i
F a a a a a a a   ,
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каде , 1, 2,3,4,5ia i  е бројот запишан во темето , 1, 2,3, 4,5iA i  на петагол-

никот 1 2 3 4 5A A A A A 0 5 6 1( , )a a a a  . Имаме

( , , , , ) ( , , , , ) 2 0F u x y y z y v F u x y z v yS      ,
што значи дека со секоја примена на дадената операција вредноста на F се
намалува. Но, вредноста на F е природен број, па затоа таа не може неогра-
ничено да се намалува, од што следува тврдењето на задачата.

31. На почетокот на таблата се запишани n единици. Во еден чекор е дозволено
од таблата да се избришат броевите x и y и наместо нив за са запише бројот

4
x y . По 1n  чекори на таблата останува само еден број. Докажи дека овој

број е поголем или еднаков на 1
n .

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина

1 1
2

2
x y

x y


 следува 1 1 4
x y x y  , што значи дека во секој чекор збирот на ре-

ципрочните вредности на запишаните броеви монотоно опаѓа. Овој збир на
почетокот е еднаков на n , па ако на крајот остане само еден број a , доби-

ваме 1
a n , од каде следува 1

na  .

32. Во полињата на правоаголна табела m n се запишани цели броеви. Дозво-
лено е операција со која се заменуваат знаците на сите броеви, кои се наоѓаат
во произволен ред или произволна колона на табелата. Докажи, дека со
помош на вакви операции може да се добие табела, во која збирот на бро-
евите во секој ред и во секоја колона е ненегативен.
Решение. За поедноставно колоните и редовите на табелата ќе ги наречеме
линии. Да го разгледаме збирот на сите броеви во табелата. При примената
на операцијата овој збир се зголемува, ако збирот на броевите во линијата во
која се менуваат знаците е негативен, се намалува, ако збирот бил позитивен
и не се менува ако збирот бил 0. Според тоа, ако во табелата има линија со
негативен збир на броевите во неа, тогаш применувајќи ја операцијата, ние
можеме да го зголемиме збирот на сите броеви во табелата. Освен тоа овој
збир не може бесконечно да се зголемува. Навистина, бројот кој е во дадено
поле на табелата се совпаѓа со почетниот или со спротивниот број, т.е. може
да има најмногу две вредности. Табелата има mn полиња, па затоа бројот на

различните табели кои можеме да ги добиеме не е поголем од 2mn . Затоа
збирот на сите броеви во табелата може да прима само конечен број вред-
ности. Значи, збирот на броевите во табелата при примена на операцијата од
условот на задачата се менува монотоно и тој е ограничен, т.е. тоа е полуин-
варијанта.
Сега да ја разгледаме почетната табела. Во неа да избереме линија со нега-
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тивен збир на броевите во неа (ако таква линија нема, тогаш бараната табела
е најдена). Да ја примениме операцијата на оваа линија. Во добиената табела
повторно да најдеме линија со негативен збир на броевите во неа, да ја при-
мениме операцијата итн. Бидејќи во секој чекор збирот на броевите во табе-
лата се зголемува и овој збир може да прима само конечен број различни
вредности, во некој чекор ќе добиеме табела  со максимално можен збир на
броевите во неа. Јасно, ова е бараната табела, бидејќи ако во неа сѐ уште има
линија со негативнен збир, тогаш со примена уште еднаш на операцијата, ќе
добиеме табела со уште поголем збир, што не е можно.

33. Во рамнината се дадени 2 ( 1)n n  различни точки. Докажи, дека постојат n
отсечки со краеви во овие точки такви, што не постојат две отсечки со
заедничка внатрешна точка.
Решение. Да повлечеме n отсечки со краеви во
дадените точки. Ако никои две од нив не се сечат,
тогаш задачата е решена. Во спротивно да раз-
гледаме две отсечки AB и CD кои се сечат во
точката O (цртеж десно). Ја разгледуваме опера-
цијата: замена на отсечките AB и CD кои се
сечат со отсечките AC и BD кои не се сечат. Би-
дејќи збирот на должините на дијагоналите AB и CD на конвексниот чети-
риаголник ADBC е поголем од збирот на должините на спротивните страни
AC и BD , за полуинваријанта може да се земе збирот на должините на сите

отсечки. Јасно, овој збир може да прима само конечно многу различни вред-
ности (конечен е бројот на точките, па значи и на отсечките кои ги повр-
зуваат) и се намалува при примена на споменатата операција.
Затоа со последователна примена на операцијата, ќе дојдеме до конфигура-
ција со минимално можен збир на должините на сите отсечки. Јасно, ова е
бараната конфигурација, бидејќи ако се уште има отсечки кои се сечат, ќе ја
примениме операцијата уште еднаш и ќе добиеме збир на должините на от-
сечките, помал од најмалиот можен збир, што е противречност.
За да го комплетираме решението, треба уште да докажеме дека збирот на
должините на дијагоналите AB и CD на конвексен четириаголник ADBC е
поголем од збирот на должините на спротивните страни AC и BD . Навис-
тина, од неравенството на триаголник, применето на AOC и BOD , сле-
дува

( ) ( ) ( ) ( ) .AC BD AO CO OD DB AO OD CO OD AB CD          

34. Секој член на еден парламент има најмногу три непријатели. Докажи дека
парламентот може да се подели на две групи така, што секој парламентарец
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во својата група ќе има најмногу еден непријател. (Непријателството е симе-
трична релација.)
Решение. Да го поделиме парламентот на две групи на произволен начин.
Ако секој парламентарец во својата група има најмногу еден непријател,
тогаш задачата е решена. Во спротивно нека A е парламентарец кој во сво-
јата група има најмалку двајца непријатели. Јасно, ако го префрлиме A во
другата група, ќе се намали бројот на паровите непријатели. Според тоа,
откривме величина (бројот на паровите непријатели во двете групи), која при
примената на операцијата префрлање на парламентарец од групата во која
има најмалку два непријатели во другата група, монотоно се менува (се нама-
лува) и прима само конечно многу вредности (конечен е бројот на парла-
ментарците и секој има конечен број непријатели), т.е. откривме полуин-
варијанта.
Затоа, со последователна примена на операцијата, ќе добиеме распределба на
парламентарците во две групи со најмал можен број непријатели во двете
групи. Јасно, ако и сега има парламентарец со барем двајца непријатели во
својата група, тогаш преместувајќи го во другата група, ќе добиеме број на
парови непријатели, помал од минималниот, што е противречност.

35. На пазарот има тезга за размена на килими. Ако има килим со димензии a b ,

клиентот може да добие или килим со димензии 1 1
a b или два килима со

димензии c b и a
c b (при секоја таква размена бројот c го избира клиен-

тот). Патник раскажал дека на почетокот имал еден килим со страни пого-
леми од 1, а по неколку такви размени се здобил со неколку килими, кај секој
од кои едната страна е поголема од 1, а другата е помала од 1. Дали може
патникот да ја говори вистината? (Ако клиентот сака, килимот со димензии
a b може да го смета за килим со димензии b a .)
Решение. За еден килим ќе велиме дека е голем ако неговите страни се по-
големи од 1, а дека е мал ако неговите страни се помали од 1. На почетокот
патникот имал еден голем килим. Ќе докажеме дека вкупниот број на голе-
мите и малите килими не се намалува. Доволно е да го разгледаме случаите
во кои патникот заменува голем и мал килим.
При замена од првиот вид голем килим се менува за мал и обратно, т.е. вкуп-
ниот број големи и мали килими не се намалува.
Да ги разгледаме замените од вториот вид. При замената на голем килим
a b патникот ќе добие килими 1a b и 2a b . Ако 1 20 , 1a a  , тогаш

1 2 1a a a  , што не е можно. Бидејќи 1b  барем еден од новите килими ќе
биде голем. Аналогно, при замена на мал килим барем еден од новите ки-
лими ќе биде мал.
Од претходните разгледувања следува дека патникот не ја говорел вистината.
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36. Околу тркалезна маса седат 2024 гусари кои распоредуваат златници меѓу се-
бе. На почетокот сите златници се кај капетанот. Во секој чекор, ако некој
гусар има најмалку два златника, еден од тие гусари му дава по еден златник
на своите соседи.
а) Докажи дека за 2024n  гусарите никогаш нема да ја завршат распредел-
бата.
б) Докажи дека за 2024n  како и да постапуваат гусарите ќе ја завршат
распределбата.
Решение. а) Случајот 2024n  е триијален, бидејќи секогаш ќе постои гусар
кој има најмалку два златника. Нека 2024n  . Нека претпоставиме дека
распределбата може да заврши, што значи дека ќе дојдеме во ситуација секој
гусар да има по еден златник. Да ги нумерираме гусарите, со броевите од 1
до 2024. Во секој момент на секој златник да му го придружиме редниот број
на гусарот кој го поседува. Нека C е збирот на овие броеви, каде сумира-
њето е по сите златници. Во секој чекор C не се менува или се менува точно
за 2024. Но, на почетокот C е делив со 2024, што значи дека во секој чекор
ќе биде делив со 2024. На крајот C е еднаков на 1 2 ... 2024 2012 2025    
и овој број не е делив со 2024, што е противречност.
б) Нека 2024n  . Ако гусарот A му го дава на својот сосед златникот ABz ,
и во некој момент подоцна B му дава по еден златник на своите соседи, без
ограничување на општоста може да сметаме дека на гусарот A му го дава
точно златникот ABz . Вака можеме да сметаме дека секој златник само цир-
кулира меѓу двајца фиксираи соседни гусари. Бидејќи има помалку златници
отколку парови соседни гусари, постојат соседни гусари кои никогаш нема
да разменат златници. Тоа значи дека постои гусар G кој дава златници само
конечно многу пати. Ако некој негов сосед дава златници бесконечно многу
пати, тогаш бројот на златниците кај G постојано ќе се зголемува, што не е
можно бидејќи бројот на златниците е 2024n  . Значи, секој гусар дава злат-
ници само конечен број пати, па затоа распределбата ќе заврши во конечно
време.

37. Нека , , ,a b c d се различни цели броеви. Во секој чекор броевите , , ,a b c d ги
заменуваме редоследно со броевите , , ,a b b c c d d a    . Докажи дека по
конечен број чекори апсолутната вредност на барем еден од броевите ќе биде
поголема од однапред зададен број позитивен број M .
Решение. Нека ( , , , )n n n n nP a b c d е подредената четворка добиена по n

чекори. Според условот на задачата важи 0n n n na b c d    , за секој 1n  .

Да го разгледаме збирот на квадратите на подредените четворки nP и 1nP  .
Имаме:
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2 2 2

2 2

0 ( ) ( ) ( ) 2( )( )

( ) ( ) 2 2 2 2 ,
n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

a b c d a c b d a c b d

a c b d a b b c c d d a

          

       

односно
2 22 2 2 2 ( ) ( )n n n n n n n n n n n na b b c c d d a a c b d        .

Затоа
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2( ) 2 2 2 2

2( ) ( ) ( )

2( ).

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

a b c d a b b c c d d d

a b c d a b b c c d d a

a b c d a c b d

a b c d

             

       

       

   

Понатаму, , , ,a b c d се различни цели броеви, што значи дека апсолутната
вредност на барем еден од нив е поголема или еднаква на 2. Нека k е при-

роден број таков што 1 2 2 2 22 ( ) 4k a b c d M     . Тогаш, од горното нера-
венство следува дека

2 2 2 2 1 2 2 2 2
1 1 1 1 2 ( ) 4k

n n n na b c d a b c d M
           .

Конечно, од последното неравенство следува дека апсолутната вредност на
барем еден од броевите 1 1 1 1, , ,k k k ka b c d    е поголема или еднаква на M .

38. Нека 2n  . На хоризонтална права се наоѓаат n болви но така што не се
сите во една точка. За позитивен број  потез се дефинира на следниов на-
чин: Се избираат две болви кои се наоѓаат во произволни точки A и B при
што точката A се наоѓа лево од точката B . Болвата од точката A скока во
точката C , која на дадената права се наоѓа десно од B така што важи
BC
AB

 .

Определи ги сите вредности на  така што за секоја точка M на дадената
права и произволен почетен распоред на n  те болви постои конечна низа
потези после која сите болви ќе се најдат десно од точката M .
Решение. Ќе докажеме дека за 1

1n  сите болви може да отидат произволно

далеку во десно. Со d и  да го означиме најголемото и најмалото растојание
меѓу две болви во дадениот момент, соодветно. Јасно, ( 1)d n   . Ако крајна-
та лева болва ја прескокне крајната десна болва, тогаш најмалото растојание
меѓу две болви нема да се намали бидејќи d  , а притоа позицијата на
крајната десна болва се поместила во десно за најмалку  . Со низа на вакви
скокови на болвите се постигнува саканата цел.
Сега нека 1

1n  . На секоја болва нека и ја придружиме координатата на

нејзината положба на реалната права. Со kw и ks да ги означиме коорди-
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натата на крајната десна болва и збирот на координатите на сите болви по k
скокови, соодветно. Ако во ( 1)k   от скок болвата од точка a прескокне

преку болвата во точка b во точка c , тогаш
1 1

1 1( ) ( )k k k ks s c a c b w w 
 
 

        .

Ако за 0,1,2,..., 1k i  ги собереме овие неравенства добиваме
1

0 0( )i i inw s s w w

    ,

т.е.
1 1

0 0( ) in w w s 
 
    ,

што покажува дека низата iw е ограничена бидејќи 1 0n

   . Според тоа,

во овој случај сите болви не може да стасаат произволно далеку.

39. Нека 2n луѓе седат на кружна маса на кои им се поделени m колачиња.
Колачињата може да се подаваат под следниве услови:
а) Секој може да подаде колаче само на соседите.
б) Ако некој подаде на некого колаче, тогаш тој мора и да изеде едно колаче.
Нека A е еден од тие луѓе. Најди го најмалиот број m така што без разлика
како колачињата првично се поделени, постои стратегија за подавање на
колачињата така што A да добие најмалку едно колаче.
Решение. Нека ги означиме луѓето со 1 2 0 1 2, ,..., , , ,...,n n nA A A A A A    , така

што 0A A . Исто така означуваме n nA A  . Припишуваме тежина | |
1

2 i за

секое колаче кое го поседуваме лицето iA . Ако за секој i лицето iA има ia

колачиња, па тогаш вкупната тежина на колачињата е | |21

i
i

n a

i n
W

 
  .

Понатаму, ако 0i  и лицето iA му даде колаче на лицето 1iA  , тогаш те-

жината на колачето се зголемува од 1
2i на 1

1
2i , па како лицето iA изедува

едно колаче и 1
1 1 1

2 2 2i i i   , заклучуваме дека вкупната тежина на колачи-

њата не се менува. Исто така, ако iA му даде колаче на лицето 1iA  , пов-
торно заклучуваме дека вкупната тежина на колачињата не се менува.
Понатаму, ако за 0 1i n   лицето iA му даде колаче на лицето 1iA  , то-

гаш вкупната тежина на колачињата ќе се намали, а ако лицето iA му даде

колаче на лицето 1iA  , тогаш вкупната тежина на колачињата повторно ќе

се намали. Вкупната тежина на колачињата не се менува ако nA му даде ко-

лаче на 1nA  , а се намалува ако 1nA  му даде колаче на nA .
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Од досега изнесеното следува дека при
секое давање на колаче вкупната тежи-
на на колачињата не се зголемува, што
значи дека таа е полуинваријанта

Нека 2nm  . Ако сите колачиња на
почетокот се доделени на nA , тогаш
нивната вкупна почетна тежина е ед-
наква на

2
1m

m  . Тоа значи дека при

било какво подавање на колачињата
вкупната тежина ќе биде помала од 1,
па 0A не може да добие колаче, бидеј-

ќи ако 0A добие колаче, тогаш тоа би имало тежина 1.

Значи, мора да е 2nm  . Сега ќе докажеме дека за 2nm  , можеме секогаш
да обезбедиме 0A да добие колаче.

Нека W е збирот на тежините на колачињата кои ги имаат 0 1, ,..., nA A A и

нека W е збирот на тежините на колачињата кои ги имаат 0 1, ,..., nA A A  .

Без губење на општоста може да претпоставиме дека W W  . Ова сугерира

дека мора nA да додава колачиња само на 1nA  и треба да работиме само во
полукругот кој ги содржи само ненегативните индекси, бидејќи колачињата
во овој полукруг имаат поголема тежина. Со алгоритамот nA додава што е

можно повеќе колачиња на 1nA  , потоа 1nA  додава што е можно повеќе ко-

лачиња на 2nA  итн. се додека 0A не добие колаче. Но, ова важи ако и само

ако 1W  . Јасно, 1W  е потребен услов бидејќи W е моноваријанта, па
останува уште да покажеме дека тоа е и доволен услов.
Нека 1W  . Да забележиме дека алгоритамот го остава W инваријанта. Да
претпоставиме дека алгоритамот завршува, односно не можеме да подадеме
повеќе колачиња од било кое iA , каде i е позитивен, понатаму и 0A нема

колачиња. Тогаш секој од луѓето 1 2, ,..., nA A A има најмногу едно колаче (ако
некој има повеќе од едно, тогаш тој може да подаде едно и да изеде едно, па
алгоритмот не би бил завршен). Тогаш 1 1 1

2 4 2
... 1nW      , што е контра-

дикција со фактот дека W е инваријанта поголема од 1 . Значи добивме дека

1W  е доволен услов за алгоритамот да фунцкионира.

Конечно, докажавме дека мора 1W  , при претпоставка W W  . Сега да

забележиме дека секое колаче влијае со најмалку 1
1

2n на збирот ( )W W  ,
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бидејќи секое колаче има маса најмалку 1
1

2n , освен колачињата на nA . Но,

колачињата на nA се броени двапати, по еднаш во W и во W , па тие исто

така придонесуваат со 1
1

2n на збирот. Бидејќи имаме најмалку 2n колачиња,

добиваме 2W W   . Затоа, 1W  , со што покажавме дека алгоритамот
навистина функционира.

40. Пабло има три сметки во банка, секоја од нив со цел број на долари на неа.
На Пабло му е дозволено да префрла пари од една на друга сметка така, што
сумата на сметката на која се префрлаат пари се дуплираат. Докажи дека
Пабло секогаш може да ги префрли сите пари на две сметки. Дали секогаш
Пабло може да ги префрли сите пари само на една сметка?
Решение. Прашањето дали Пабло може да ги префрли сите пари на една
сметка е тривијално. Имено, ако вкупната сума на долари кои ги има Пабло
на сите три сметки е непарна, тогаш не е можно да се префрлат сите пари на
една сметка.
Сега да го докажеме првиот дел од задачата. Нека , ,A B C , каде A B C  , е
соодветно бројот на доларите на првата, втората и третата сметка во одреден
момент. Ако 0A  , тогаш нема што да се докажува. Затоа, нека 0A  и нека
B qA r  , каде 0 r A  . Наша цел е до го намалиме бројот на долари на

втората сметка од B на r . Бидејќи r A , вредноста min{ , , }A B C ќе се на-
мали.
Задачата вклучува дуплирање на дадени броеви, па затоа ќе го разгледуваме
бинарното претставување на броевите. Нека

2
0 1 22 2 ... 2k

kq m m m m    

е бинарниот запис на q , каде 0im  или 1im  , за секој i . За да го нама-
лиме B до r , префрламе пари на првата сметка. Префрлањето е од втората
сметка ако 1 1im   и од третата сметка ако 1 0im   . Бројот на долари на
првата сметка почнува со A и со горниот алгоритам се дуплира во секој
чекор. Сега, имаме префрлање од втората на првата сметка на

0 1( 2 ... 2 )k
kA m m m Aq   

долари, па на втората сметка останануваат B Aq r  долари. Значи, имаме

алгоритам со кој се намалува min{ , , }A B C , од што следува првиот дел на
задачата.
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18. БОЕЊА БРОЕВИ, ТОЧКИ И ОТСЕЧКИ

1. Дадени се 6 триелементни подмножества на множеството X . Докажи дека
елементите на X може да се обојат во две бои така што ниту едно од даде-
ните подмножества не е еднобојно (монохроматско).
Решение. Може да сметаме дека множеството X е конечно, | | 6X n  , и да

примениме математичка индукција. За 6n  има 6
3( ) 20 2 6   триелемент-

ни подмножества, па постои едно од нив кое не е еднакво на ниту едно од
дадените множества или на неговиот комплемент. Неговите елементи ќе ги
обоиме со една боја, а преостанатите елементи со друга боја.
Нека сега 6n  и нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1k n  .

Парови елементи на множеството X има најмалку 7 3
2 2( ) 21 6( )  , па затоа

постои пар { , }u v кој не се содржи во ниту едно од дадените подмножества.
Да ги замениме сите појавувања на u и v со некој нов елемент w и да го
примениме боењето од индуктивната претппставка. Јасно, ова боење ги
задоволува условите на задачата, со што доказот е завршен.

2. Сите реални броеви поголеми од 1 се обоени во две бои, при што се користат
и двете бои. Докажи, дека постојат реални броеви a и b за кои броевите

1
b

a  и 1
a

b  се обоени во различни бои.

Решение. Нека 1
b

a x  и 1
a

b y  . Ако го елиминираме 1
a

b y  по a ја

добиваме квадратната равенка 2 0a y axy x   , која треба да има реални

ненулти корен. Според тоа, 2 2 4 0x y xy  , од каде добиваме 4xy  .
Ако тврдењето на задачата не е точно, тогаш секои два броја x и y со про-
извод 4xy  треба да се обоени во иста боја (во спротивно од горниот сис-

тем наоѓаме a и b и имаме противречност). Тоа значи, дека секој број пого-
лем од 1 треба да е обоен како и бројот 4 (зошто?), што е противречност.

3. Докажи дека природните броеви можат да бидат обоени во две бои така што
истовремено се исполнети условите:

1) За секој прост број p и секој природен број n броевите 1,n np p  и 2np 

не се монохромаѕски.
2) Не постои бесконечна геометриска прогресија од монохроматски броеви.
Решение. Прво ќе ги обоиме сите природни броеви и нулата во две бои (зе-
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лена и црвена) така што да не постои бесконечна монохроматска аритме-
тичка прогресија и да нема три последователни еднобојни броеви.
Природните броеви и нулата ги делиме во групи така што i  тата група за

0,1, 2,...i  почнува со бројот 2 1i  и завршува со бројот 12 2i  . Во секоја
група броевите ги боиме алтернативно во две бои така што за i парен првиот
број во групата го боиме во зелено, а за i непарен првиот број го боиме во
црвено.
Очигледно, при ова боење нема три последователни монохроматски броеви.
Ако претпоставиме дека постои бесконечна монохроматска аритметичка про-
гресија со разлика d , тогаш за доволно големо i должината на i  тата група
ќе биде поголема од d . Тоа значи дека d е парен број, но тогаш два после-
дователни члена на прогресијата кои лежат во различни групи се разнобојни.
Според тоа, не постои бесконечна аритметичка прогресија составена од
монохроматски броеви. Ова боење ќе го наречеме боење A .
Ќе конструираме боење B кое ги задоволува условите на задачата. Секој

природен број 1 2
1 2 ... k

kn p p p  да го обоиме во бојата на бројот

1 2 ... k     од боењето A . Бидејќи во A нема три последователни мо-
нохроматски броеви, заклучуваме дека за секој прост број p и секој приро-

ден број n броевите 1,n np p  и 2np  не се монохроматски. Понатаму, бидеј-
ќи во A нема бесконечна монохроматска аритметичка прогресија, заклучу-
ваме дека при боењето B нема бесконечна монохроматска геометриска про-
гресија.

4. Определи го минималниот број бои со кои може да се обојат природните
броеви од 1 до 2004 така што да не постојат тројки различни монохроматски
броеви , ,a b c за кои |a b и |b c .

Решение. Нека ( )f n е минималниот број бои со кои може да се обојат
природните броеви од 1 до n така што да не постојат тројки различни
монохроматски броеви , ,a b c за кои |a b и |b c . Ќе докажеме дека

1
2( ) [ ]kf n  , каде 12 2k kn   .

Јасно, во низата 2 11,2,2 ,..., 2k не може да има три монохроматски броеви, па

затоа 1
2( ) [ ]kf n  . Да ги нумерираме искористените бои со првите 1

2[ ]k

природни броеви и нека 1 2
1 2 ... t

tm p p p n   . Очигледно,

1 2( ) ... th m k       .

Го боиме бројот m во бојата со број ( ) 1
2[ ]h m  . Ако |a b и |b c , тогаш важи
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( ) ( ) ( )h a h b h c  , т.е. ( ) ( ) 2h c h a  . Според тоа, броевите a и c се обоени

со различни бои. Затоа 1
2( ) [ ]kf n  . Конечно, за 2004n  добиваме

(2004) 6f  .

5. Нека E е бројната оска (т.е. ориентирана права со единечна отсечка на неа)
и нека S е множеството точки од E кои имаат координати 19 85x y , каде
x и y се природни броеви. Точките од S се обоени во црвено, а останатите
точки од E кои имаат целобројни координати се обоени во зелено. Дали
постои точка A од E (не задолжително со целобројна координата) таква
што секои две точки B и C од E со целобројни координати кои се симе-
трични во однос на A да се различно обоени?
Решение. Ќе докажеме дека точката A со координата 19 85 19 85 1719

2 2
    го

задоволува условот на задачата. За таа цел треба да докажеме дека секои две
точки кои се симетрични во однос на A се разнобојни. Нека точките p и q

се симетрични во однос на A . Тоа значи, дека 2 1719p q A   .

1) Нека точките p и q се црвени. Тогаш постојат природни броеви 1 1, ,x y

2x и 2y такви што 1 1 2 219 85 , 19 85p x y q x y    . Оттука

1 2 1 219 85 19 85 19( ) 85( ),x x y y      

односно

1 2 1 219 85 19( 1) 85( 1)x x y y       .
Броевите 19 и 85 се заемно прости, па од последното равенство следува
дека 1 2 1x x  е делив со 85, а 1 2 1y y  е делив со 19. Од 1 2 1 1x x  

и 1 2 1 1y y   заклучуваме дека 1 2 1 85x x   и 1 2 1 19y y   , што
значи дека

1 2 1 219 85 19( 1) 85( 1) 2 19 85x x y y          ,
што е противречност.

2) Нека претпоставиме дека p и q се зелени. Бидејќи 19 и 85 се заемно

прости броеви, постојат 1 1 2, ,x y x и 2y за кои што важи 1 119 85p x y  ,

2 219 85q x y  . Притоа можеме да сметаме дека сме избрале решенија за

кои 1x и 2x се можните најмали природни броеви. Бидејќи p и q се

зелени, важи 1 20, 0y y  . Ако 1 85x  од

1 1 1 119( 85) 85( 19) 19 85x y x y p     

добиваме противречност со минималноста на 1x . Според тоа, 1 85x  и

аналогно 2 85x  . Како во случајот 1) добиваме дека 1 2 1x x  е делив со

85 и 1 2 86x x  . Но, 1 2 2 85x x   , па затоа 1 2 86x x  . Тогаш
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1 2 1 2 1 219 85 19 85 19( ) 85( ) 19 86 85( )x x y y y y           ,

па затоа 1 2 1y y  , што противречни на 1 20, 0y y  .
Конечно, останува единствена можност p и q да се разнобојни точки.

6. Множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}A  е поделено на три
подмножества. Докажи, дека постојат два броја (може и еднакви) од едно
исто подмножество чиј збир е во истото тоа подмножество.
Решение. Нека трите дисјунктни подмножества се 1 2 3, ,A A A . Избираме 17
точки во рамнината и ги нумерирамесо броевите 0, 1, 2, 3, 4, ..., 16. Отсечката
со краеви i и j , ( i j ) ја боиме со црвено, сино или жолто во зависност од

тоа во кое множество 1 2,A A или 3A припаѓа разликата i j . Од принципот

на Дирихле следува дека постои триаголник со темиња , , , ( )i j k i j k  чии

страни се обоени во една иста боја, што значи дека броевите ,i j j k  и

( )i k i j j k     се од едно исто подмножество.

7. Нека ,n k , ( , ) 1n k  , 1 1k n   и {1, 2,3,..., 1}M n  . Секој елемент
од M е обоен со една од две бои, бела или сина така што:
( )i за секој i од M , броевите i и n i имаат иста боја;

( )ii за секој ,i M i k  , броевите i и | |i k имаат иста боја.
Докажи дека сите елементи од M се обоени во иста боја.
Решение. Сите природни броеви ќе ги обоиме така што за броевите

{1,..., 1}i n  , броевите од облик i qn имаат иста боја. Нека сите броеви од

облик qn се обоени како и k . Ако докажеме дека сите броеви , 2 , 3 ,k k k

..., ,...pk се исто обоени, тогаш сме докажале дека и сите броеви {1,...,i

1}n  се исто обоени. Имено, бидејќи k и n се заемно прости, за секој број

i постои {1, 2,..., 1}p n  таков што ( mod )pk i n , т.е. pk qn i  . Значи,

броевите i и pk се исто обоени, па според тоа и сите броеви од множе-
ството M се исто обоени.
Ќе го докажеме претходното тврдење. Постојат две можности:

1 ( 1)pk qn p k   ,

2 ( 1)qn pk p k   .
Ознаката " "i j означува дека „броевите i и j имаат иста боја“. Во први-
от случај

( 1)p k qn i i    (по деф.) k i  (заради )ii )  n k i  (заради )i )

 qn k i pk   (по деф.).
Во вториот случај
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( 1)p k qn j j    (по деф) k i  (заради )ii )

 qn k i pk   ( по деф.).

8. Дали може природните броеви да се обојат во 2009 бои така што секоја боја
да се среќава бесконечно многу пати и производот на секои два разнобојни
броја да има боја на некој од нив?
Решение. Одговор. Можно е такво боење.
Нека 1 2 2008...p p p   се првите прости броеви. Нека 1A е множеството

природни броеви кои се деливи со 1p , 2A е множеството природни броеви

кои се деливи со 2p , но не се деливи со 1p , 3A - на оние броеви кои се дели-

ви со 3p , но не се деливи со 1p или 2p , ..., 2008A - на природни броеви кои

се деливи со 2008p но не се деливи со ниту еден од броевите 1 2 2007, ,...,p p p .

Во множеството 2009A ги вклучуваме останатите природни броеви. Јасно е

дека ако ,k nx A y A  и k n , тогаш kxy A . Останува да ги обоеиме бро-

евите од kA во боја k , за 1,2,..., 2009k  .

9. Секоја точка од рамнината е обоена во црвена или сина боја. Докажи дека по-
стои многуаголник со еднобојни темиња од барем еден од следниве видови:
- рамностран триаголник со должина на страна 2,
- рамностран триаголник со должина на страна 3 ,
- ромб со должина на страна 1.
Решение. Прво ќе докажеме дека постои еднобоен рамностран триаголник со
должина на страна 1 или таков со должина на страна 3 . Нека претпостави-
ме дека не постои триаголник од првиот вид. Тогаш постојат точки A и B ,
A е црвена, B е сина и 1AB  . Да ја разгледаме точката C за која важи

2AC BC  . Без ограничување на општоста можеме да земеме дека C е
сина. Ако M е средината на AC , тогаш таа има иста боја како A или како
C , па без ограничување на општоста можеме да земеме дека е бојата на A .
Да ги разгледаме рамностраните триаголници ADM и AEM . По претпо-
ставка точките D и E се обоени во сина боја, па затоа триаголникот CDE е

син, рамностран и има должина на страна 3 .
Сега да претпоставиме дека постои еднобоен (црвен) триаголник PQR , кој е
рамностран и има должина на страна 1. Надворешно од него конструираме
рамнострани триаголници ,PQW QRU и RPV . Тогаш или точките , ,U V W

се сите сини и тогаш имаме рамностран син триаголник со должина на стра-
на 2, или една од нив е црвена, на пример U и во тој случај четириаголникот
PQUR е ромб со саканите својства.
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10. Во просторот се дадени девет точки, такви што било кои четири не лежат во
иста рамнина. Секои две точки се поврзани со отсечка и секоја од нив е обое-
на со сина или со црвена боја или не е обоена. Определи го најмалиот број n

таков што при било какво боење на избраните n отсечки, меѓу нив постојат
три еднакво обоени кои се страни на триаголник.
Решение. Ако 32n  , тогаш може да се
изберат и обојат отсечките така да не
постои ниту еден триаголник, обоен со
иста боја, како што е покажано на црте-
жот десно.
Притоа со полна линија се претставени
отсечките обоени со сина боја, а со ис-
прекината линија се претставени отсеч-
ките обоени со црвена боја.
Меѓу деветте точки има 9 8

2 36  отсечки. Да претпоставиме дека сме избрале

33 обоени отсечки. Тогаш, само три отсечки се необоени.
Сека можеме да отстраниме 3 темиња така што преостанатите 6 бидат повр-
зани сите со обоени отсечки. Да земеме некое теме, на пример 1A . Тоа е по-
врзано со останатите 5 точки со обоени отсечки, па затоа постојат три исто
обоени отсечки, на пример сини отсечки 1 2 1 3 1 4, ,A A A A A A . Ако ниту еден од

триаголниците 1 2 3A A A , 1 2 4A A A и 1 3 4A A A не е обоен во сина боја, тогаш три-

аголникот 2 3 4A A A е обоен во црвена боја.
Според тоа, ако избереме 33 обоени отсечки, секогаш ќе постои триаголник
така што сите негови страни се обоени со иста боја. Значи, најмалата вред-
ност за n со бараните својства е 33n  .

11. Определи го најмалиот природен број n за кој важи: како и да ги обоиме во
три бои темињата на правилен n  аголник, постои рамнокрак трапез чии те-
миња се монохроматски.
Решение. Нека M е правилен 17-аголник и да претпоставиме дека постои
боење во три бои на темињата на M , при кое нема рамнокрак трапез чии
темиња се монохроматски. Од принципот на Дирихле следува дека постојат 6

монохроматски темиња на M . Овие темиња определуваат 6
2( ) 15 страни и

дијагонали на M кои имаат најмногу 17
2[ ] 8 различни должини. Можни се

два случаја.
Случај 1. Три од 15-те отсечки се со еднаква должина. Бидејќи 17 не е делив
со 3, не е можно секои две од овие три отсечки да имаат заедничко теме, т.е.
да постои рамностран триаголник. Тогаш двете еднакви монохроматски
отсечки без заедничко теме определуваат рамнокрак трапез чии темиња се
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монохроматски.
Случај 2. Имаме 7 парови отсечки со еднакви должини. Секој таков пар мора
да има заедничко теме, бидејќи во спротивно како во случајот 1 добиваме
дека постои рамнокрак трапез чии темиња се монохроматски. Тогаш постојат
два пара во кои учествува едно исто теме. Затоа четирите останати темиња од
тие два пара отсечки определуваат рамнокрак трапез чии темиња се моно-
хроматски.
Останува да докажеме дека ако 1 2 ... nA A A е правилен n  аголник со 16n 

темиња, тогаш неговите темиња може да се обојат во три бои така што не
постои рамнокрак трапез чии темиња се монохроматски. За 16n  темињата

5 8 13 14 16, , , ,A A A A A ги боиме во една боја, 3 6 7 11 15, , , ,A A A A A во втора боја и

1 2 4 9 10 12, , , , ,A A A A A A во трета боја. Непосредно се проверува дека ова боење
ги има саканите својства. Слични конструкции се можни за 10 15n 
(направи ги!), а за 3 9n  едноставно не треба да допуштиме четири мо-
нохроматски темиња.

12. Дадена е петстрана призма со основи 1 2 3 4 5A A A A A и 1 2 3 4 5B B B B B . Сите рабо-

ви на основите и сите отсечки i jA B ( , 1, 2,3, 4,5)i j  се обоени со црвена или

зелена боја, така што во секој триаголник, чии темиња се во темињата на ос-
новите на призмата, постојат две страни обоени со различна боја. Докажи
дека сите десет рабови на основите на призмата се обоени со иста боја.

Решение. 1 Ќе докажеме дека, ако некој раб од некоја од основите е обоен
со една боја, тогаш за секое теме кое е крајна точка на тој раб постојат барем
три отсечки кои го поврзуваат со темињата на другата основа и кои се обоени
со друга боја.
Претпоставуваме дека, на пример ра-
бот 1 2A A е обоен со зелена боја, и
спротивно на тврдењето, барем три од
отсечките 2 iA B , 1, 2,3, 4,5i  се исто
така обоени со зелена боја. Нека се тоа
отсечките 2 jA B , 2 kA B , 2 mA B . Од три

темиња на петаголникот барем две се соседни. Без ограничување на општоста
можеме да претпоставиме дека 1j  , 2k  . Тогаш отсечките 2 1A A , 2 1A B и

2 2A B се обоени зелено (на цртежот  се означени со полна линија). Според

условот на задачата, отсечките 1 1A B , 1 2A B и 1 2B B се обоени црвено, т.е.

1 1 2A B B е еднобоен, што противречи на претпоставката. Според тоа, најмалку

три отсечки 2 iA B , 1, 2,3, 4,5i  се обоени црвено.
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2 Ќе докажеме дека петаголниците при основите се еднобојни. Да го прет-
поставиме спротивното, т.е. дека во некој од нив постојат рабови со различна

боја. Нека на пример, работ 1 2A A е зелен, а работ 2 3A A е црвен. Според 1 ,

најмалку три од отсечките 2 ,iA B 1, 2,3, 4,5i  се  црвени, а најмалку три се
зелени, што не е можно.

3 Да претпоставиме дека сите страни на основата 1 2 3 4 5A A A A A се зелени, а

сите страни на основата 1 2 3 4 5B B B B B се црвени. Ако 1 го примениме на

страните на основата 1 2 3 4 5A A A A A , добиваме дека од дваесет и петте отсечки

i jA B , , 1,2,3,4,5i j  има најмалку 5 3 15  црвени. Аналогно, од петаголни-

кот 1 2 3 4 5B B B B B заклучуваме дека меѓу тие отсечки барем 15 се зелени. Би-
дејќи ова не е можно, сите десет рабови на основите на призмата се обоени
со иста боја.
На крајот да забележиме дека призма со саканите својства постои. Дади
пример!

13. Дадено е конечно множество точки во рамнината, такво што секоја точка има
целобројни координати. Дали е можно некои точки од тоа множество да се
обојат со црвена боја, а преостанатите со бела боја, така што за секоја права
L која е паралелна со било која од координатните оски, разликата меѓу бро-
јот на белите и бројот на црвените точки на L да биде 1 ,0 или 1?
Решение. Одговорот е позитивен, т.е. секогаш е можно на бараниот начин да
се обојат точките.
Нека L е произволна права паралелна со една од координатните оски која го
пресекува множеството A . Нека 1 2, ,...P P се точки од A L подредени така
што слободните координати им растат (т.е. ако L е паралелна со x  оска,
сите точки имаат иста y  координата и точките 1 2, ,...P P ги подредуваме
така што x  координатите им растат; аналогно и во случајот кога L е па-
ралелна со y  оската).

Ги поврзуваме 1P со 2P , 3P со

4P итн. со отсечки, при што
евентуално ќе остане една сло-
бодна точка. Тоа го правиме со
секоја таква права L . Бидејќи
A е конечно множество имаме

конечно многу такви прави. На
тој начин добивме фамилија од
отсечки, со тоа што секоја точ-
ка од A припаѓа најмногу на
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две од тие отсечки. Унијата на овие отсечки се распаѓа на полигонални линии
(затворени или незатворени) без заеднички темиња и определен број изоли-
рани точки).
Затворените полигонални линии содржат парен број отсечки бидејќи две по-
следователни отсечки се нормални меѓу себе. Ги боиме точките на секоја по-
лигонална линија редоследно: црвено, бело, црвено, бело итн. (што е можно
согласно со парноста во случај на затворени криви), а преостанатите изоли-
рани точки по желба. Таквиот начин на боење е саканиот: на секоја права L
точките се во парови, во кои се обоени различно, и постои најмногу една
точка без свој пар.

14. Секоја точка од рамнината е обоена во сино или црвено. Докажи дека посто-
јат две сини точки на растојание 1 или четири колинеарни црвени точки

1 2 3 4, , ,A A A A такви што 1 2 2 3 3 4 1A A A A A A   .
Решение. Нека претпоставиме дека тврдењето на задачата не е точно. Тогаш
постои барем една точка P која е обоена во сино. Во спротивно, тривијално
е исполнет условот од задачата. Околу точката P ќе опишеме кружница k

со радиус еднаков на 1. Сите точки од кружницата и кругот се обоени во
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спротивно, ако имаме две црвени, заедно со двете црвени од шестаголникот
кои припаѓаат на отсечката определена со тие точки се четири црвени точки
кои го исполнуваат условот на задачата.
Ќе направиме ротација, така што ' ' ' 1XX YY ZZ   . Шестаголникот ' 'A B

' ' ' 'C D E F е обоен црвено, бидејќи тој е впишан во кружницата K . Ако две
точки од ', ', 'X Y Z се црвени, тогаш од точките ', ', 'A B C , ', ', 'D E F , ', ', 'X Y Z

може да се одвојат четири црвени кои го исполнуваат условот од задачата.
Тоа е контрадикција со претпоставката. Според тоа, најмалку две точки од

', ', 'X Y Z се обоени во сино. Конечно, барем една од отсечките ', ', 'XX YY ZZ

има крајни точки кои се обоени во сино. Повторно контрадикција со претпо-
ставката. Значи, претпоставката дека нема две точки кои се на растојание 1 и
се обоени сино и нема четири колинеарни точки кои се обоени црвено и се на
растојание 1 води до противречност.

15. Нека T е конвексна фигура во рамнина, која содржи барем три неколинеар-
ни точки. Секоја точка од фигурата е обоена во една од p дадени бои. Дока-
жи дека за 3n  постојат бесконечно многу складни n -аголници такви што
сите нивни темиња се обоени со една иста боја.
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Решение. Нека , ,A B C се три неколинеарни точки кои припаѓаат на конвекс-
ното множество S . Според тоа, секоја точка од триаголникот ABC припаѓа
на множеството S . Впишаната кружница k припаѓа на множеството S . По-
натаму, во кружницата k може да се впишат бесконечно многу различни

( 1) 1N n p   многуаголници кои се правилни. Според принципот на Ди-
рихле, за еден фиксен N -аголник постојат барем n -темиња кои се обоени во
иста боја, една од p -те бои.
Бидејќи множеството од N -аголници е бесконечно, постојат бесконечно
многу n -аголници кои се обоени во иста боја, една од p -те бои. Значи, по-
стојат бесконечно многу n -аголници, сите обоени во иста боја. Од еден N -

аголник може да се издвојат ( 1) 1( ) ( )N n p
n n

  различни n -аголници. Бидејќи

множеството од n -аголници чии темиња се и темиња на ( 1) 1N n p  

аголници е бесконечно и бидејќи ( 1) 1( ) ( )N n p
n n

  е конечен број, добиваме

дека постојат бесконечно многу складни n -аголници кои се обоени во иста
боја.

16. Права е обоена во две бои. Докажи, дека постои отсечка чии крајни точки и
средина се монохроматски (обоени во иста боја).
Решение. Прв начин. На правата земаме девет тројки на точки чии координати
имаат вид ( , 1, 2)x x x  , (за девет различни вредности на x ). Секоја тројка на

точки може да се обои во две бои на 32 8 различни начини и како имаме 9
тројки на точки, од принципот на Дирихле следува дека постојат две тројки
кои се обоени на ист начин. Од друга страна во секоја тројка постојат две
монохроматски точки. На таков начин добивме четири точки 00 01 10, ,A A A и

11A кои се монохроматски, да кажеме во бела боја, при што 00 01 10 11A A A A
 

(види цртеж).

Нека точките 02A и 12A ги избереме така што точките 01A и 11A се средини

на отсечките 00 02A A и 10 12A A , соодветно. Ако било која од овие точки е бе-

ла, тогаш бараната тројка точки е најдена. Ако и двете точки 02A и 12A се

црни, тогаш избираме точка 22A така што точката 12A е средина на отсечка-

та 02 22A A . Ако точката 22A е црна, тогаш бараната тројка е 02 12 22( , , )A A A , а

ако е бела, тогаш бараната тројка е 00 11 22( , , )A A A .
Втор начин. Нека AB е отсечка чии крајни точки се обоени во бела боја.
Нека D и E се точки од правата такви што A е меѓу D и B , B е меѓу A
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и E и важи AD AB BE  . Тогаш ако некоја од точките D и E е обоена во
бела боја, бараните точки се ,A B и таа точка. Нека точките D и E се обое-
ни во црна боја. Средината F на отсечката AB е средина и на отсечката DE
и F е обоена или во бела или во црна боја. Во првиот случај точките ,A B и
F се бараните точки, а во вториот случај тоа се точките ,D E и F .

17. Рамнина е обоена во две бои. Докажи, дека постои триаголник кој е сличен
на даден триаголник и чии темиња се монохроматски.
Решение. Прв начин. Во рамнината да разгледаме произволна права и на неа
да најдеме четири монохроматски точки 00 01 10, ,A A A и 11A , распоредени
како во првиот начин од решението на
задача 16, да кажеме сите се обоени во
бела боја. Точките 02 12,A A и 22A ги
избираме така што триаголниците

00 01 02 10 11 12 02 12 22, ,A A A A A A A A A

се слични на дадениот триаголник, при
што распоредот на темињата е суште-
ствен (цртеж десно). Јасно, ако една од
точките 02 12,A A и 22A е бела, тогаш еден од триаголниците 00 01 02 ,A A A

10 11 12A A A и 00 11 22A A A го задоволува условот на задачата, а во спротивно

тоа е триаголникот 02 12 22A A A .
Втор начин. Според претходната задача постојат три бели точки ,A B и C

такви што B е средина на AC . Од иста страна на правата AC конструираме
триаголници ,ABD BCE и ACF слични на дадениот триаголник. Можни се
следниве случаи:
1) Ако една од точките ,D E или F е бела, тогаш бараниот триаголник е

,ABD BCE или ACF , соодветно.
2) Ако трите точки ,D E или F се црни, тогаш бараниот триаголник е DEF .

18. Рамнината е обоена во две бои. Докажи, де-
ка постои рамнокрак правоаголен триагол-
ник чии темиња се монохроматски.
Решение. Прв начин. Сите рамнокраки пра-
воаголни триаголници се слични, па доказот
непосредно следува од претходната задача.
Втор начин. Во рамнината да разгледаме
произволна права и на неа да најдеме четири
монохроматски  точки 00 01 10, ,A A A и 11A ,
распоредени како во решението на задача
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16, да кажеме сите се обоени во бела боја. Точките 02 12,A A и 22A ги из-

бираме така што триаголниците 00 01 02 10 11 12,A A A A A A и 02 12 22A A A се рамно-

краки правоаголни со прави агли во темињата 01 11,A A и 12A , соодветно

(види цртеж). Јасно, ако една од точките 02 12,A A и 22A е бела, тогаш еден

од триаголниците 00 01 02 ,A A A 10 11 12A A A и 00 11 22A A A го задоволува условот

на лемата, а во спротивно тоа е триаголникот 02 12 22A A A .

19. Тврдењата во секоја од задачите 16, 17 и 18 се точни ако наместо целата рам-
нина се разгледува конечно множество точки (за секоја задача множеството е
различно).
Решение. Во задачата 16 четирите монохроматски точки 00 01 10, ,A A A и 11A ,

кои го задоволуваат условот 00 01 10 11A A A A
 

се наоѓаат меѓу единаесет по-
следователни точки со целобројни координати. Навистина, доволно е за x

последователно да ги земеме вредностите од 1 до 9. Тогаш, точката 22A од
решението на задача 16 има координата помала или еднаква на 21. Затоа,
тврдењето е точно ако наместо целата права ги разгледуваме само точките со
координати од 1 до 21.
Во задача 17 треба да се разгледа само целобројна решетка со димензија
11 11 , на пример множеството точки од рамнината ( , )x y со целобројни
кординати и такви што 1 11x  и 1 11y  , во косоаголен координатен
систем чии оски се паралелни со две страни на дадениот триаголник.
Аналогно во задачата 18 доволно е да се разгледа само целобројна решетка
со димензија 11 11 , на пример множеството точки од рамнината ( , )x y со
целобројни кординати и такви што 1 11x  и 1 11y  .

20. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во три бои. До-
кажи, дека постои рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се мо-
нохроматски.
Решение. Во рамнината да разгледаме доволно голем квадрат (смислата на
изразот „доволно голем“ ќе ја објасниме покасно), чија страна лежи на апс-
цисната оска и сите негови транслации долж апсцисата за целоброен вектор.
Бидејќи бројот на сите боења на квадратите е конечен, а имаме бесконечно
многу квадрати добиваме дека меѓу добиените квадрати има два еднакво
обоени. Овие квадрати да ги означиме со 0 и 1 (види цртеж).

Аналогно, внатре во квадратот 0 наоѓаме два еднакво обоени квадрати

00 и 01 кои се со помала димензија и чии страни лежат на апсцисата. Со-

одветните квадрати во квадратот 1 да ги означиме со 10 и 11 . Внатре во
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квадратот 00 наоѓаме две монохроматски точки 000A и 001A кои лежат на
апсцисата, да кажеме бели. Од условот за егзистенција на овие точки ги

наоѓаме димензиите на претходно споменатите квадрати. Така квадратот

00 мора да има димензија 4 4 , а квадратот 0 мора да има димензија
16 16(3 1) (3 1)   . Соодветните парови 010 011 100 101 110 111( , ), ( , ), ( , )A A A A A A

бели точки ќе бидат внатре во квадратите 01 , 10 и 11 . Да ги констру-

ираме точките 2ijA , 0 , 1i j  така што триаголниците 0 1 2ij ij ijA A A се рам-

нокраки и правоаголни. На крајот да конструираме точка 222A , така што

триаголникот 022 122 222A A A е рамнокрак правоаголен. Ако една од новокон-
струираните точки е бела, тогаш имаме монохроматски триаголник. Во спро-
тивно, овие точки се обоени во другите две бои и на конструкцијата од овие
точки може да се применат размислувањата од вториот начин на решавање
на задачата 18. Навистина, бидејќи квадратите 00 и 01 се еднакво обое-

ни добиваме дека точките 002A и 012A се монохроматски, па како квадратите

0 и 1 се еднакво обоени добиваме дека сите точки 2ijA , 0 , 1i j  се

монохроматски.

21. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохро-
матски.
Упатство. Постапи аналогно на решението на задача 20.

22. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои правоаголник чии темиња се монохроматски.
Решение. Доволно е да разгледаме боење на правоаголен дел од целоброј-

ната решетка со димензии 1( 1) ( 1)NN N    . Имено, при боење во N бои
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нокраки и правоаголни. На крајот да конструираме точка 222A , така што

триаголникот 022 122 222A A A е рамнокрак правоаголен. Ако една од новокон-
струираните точки е бела, тогаш имаме монохроматски триаголник. Во спро-
тивно, овие точки се обоени во другите две бои и на конструкцијата од овие
точки може да се применат размислувањата од вториот начин на решавање
на задачата 18. Навистина, бидејќи квадратите 00 и 01 се еднакво обое-

ни добиваме дека точките 002A и 012A се монохроматски, па како квадратите

0 и 1 се еднакво обоени добиваме дека сите точки 2ijA , 0 , 1i j  се

монохроматски.

21. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохро-
матски.
Упатство. Постапи аналогно на решението на задача 20.

22. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои правоаголник чии темиња се монохроматски.
Решение. Доволно е да разгледаме боење на правоаголен дел од целоброј-

ната решетка со димензии 1( 1) ( 1)NN N    . Имено, при боење во N бои
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меѓу 1N  точка на апсцисата имаме две монохроматски точки. Понатаму,
множеството од сите пресликувања :f A B , каде | | 1, | |A N B N   има

1NN  елемент, па затоа меѓу првите 1 1NN   редови мора да има два еднак-
во обоени. Во едниот од нив се наоѓаат две монохрометски точки, па затоа и
точките кои се наоѓаат во другиот еднакво обоен ред се монохроматски и тие
заедно со првите две точки формираат правоаголник чии темиња се монохро-
матски.

23. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во две бои. Дока-
жи, дека постои квадрат чии темиња се монохроматски.
Решение. Според задача 19 секој 11 11 квадрат обоен во две бои содржи
рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохроматски. Секој

11 11 квадрат во две бои може да се обои на 1212 начини. Сега целобројната
решетка да ја замислиме како решетка во која 11 11 квадрати се точки и

секое од 1212  те различни боења да го земеме како една боја со која се бои
вака замислената решетка. Според задача 21, при ваквото боење постои
рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохроматски. Тоа значи
дека постојат три 11 11 квадрати кои се еднакво обоени и кои се распоре-
дени како да се темиња на рамнокрак правоаголен триаголник (види цртеж).
Понатаму, во секој од овие три квадрати се наоѓа по еден рамнокрак право-
аголен триаголник чии темиња се монохроматски. Да земеме во првиот
квадрат еден таков триаголник и во останатите два квадрати да ги разгледаме
соодветните триаголници.

Според тоа, добивме три монохроматски рамнокраки правоаголни триа-
голници, да кажеме бели: 00 01 02 10 11 12,A A A A A A и 20 21 22A A A , (види цртеж).
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Секој од нив да го дополниме до квадрат со точките 03 13,A A и 23A . Ако една
од овие точки е бела, тогаш е добиен бараниот квадрат чии темиња се
монохроматски. Ако точките 03 ,A 13A и 23A се црни, тогаш да разгледаме

точка 33A која триаголникот 03 13 23A A A го дополнува до квадрат. Ако оваа

точка е црна, тогаш бараниот монохроматски квадрат е 03 13 23 33A A A A , а ако е

бела тогаш тоа е квадратот 00 11 22 33A A A A .

24. Во рамнината точките со целобројни координати се обоени во N бои. Дока-
жи, дека постои квадрат чии темиња се монохроматски.
Упатство. Постапи аналогно на решението на задача 23.

25. Нека во рамнината точките со целобројни координати се обоени во k бои и
M е произволно конечно множество точки од решетката. Тогаш постои мо-
нохроматско множество, слично на множеството M .
Решение. Нека е дадено конечно множество 0 1{ , ,..., }nM M M M и приро-

ден број k . Воведуваме ознаки 0 , 1, 2,...,i iv M M i n 
 

. Ќе докажеме дека

постои ограничено множество  такво, што за секое негово боење во k бои,
постои монохроматско подмножество 0 1{ , ,..., }nA A A A   , слично на M ,

т.е. постои 0  таков што 0 , 1, 2,...,iiA A v i n 
 

. Според тоа, наместо
сличност докажуваме хомотетичност со позитивен коефициент.
Доказот ќе го спроведеме со индукција по бројот на точките на множеството
M , кој при нашите ознаки е еднаков на 1n  .
База на индукцијата. Нека 1n  , т.е. множеството M се состои од две точ-
ки. Правата која минува низ овие две точки содржи бесконечно многу точки
од решетката. Да рагледаме област која содржи 1k  точка од овие точки на
правата. Согласно принципот на Дирихле, меѓу овие две точки постојат две
монохроматски и тие го формираат множеството A .
Индуктивен чекор. Нека 0 1{ , ,..., }nM M M M е множество со 1n  точка и е

дадено боење на рамнината во k бои. По претпоставка за множеството

0 1 1' { , ,..., }nM M M M  кое содржи n точки е исполнето тврдењето на зада-
чата, кое важи не само за даденото боење, туку и за секое боење во произ-
волен број бои.

Во рамнината последователно избираме области ( ) , 0,1,...,i i k  на след-

ниот начин. (0) се состои од една точка. За 1i  , користејќи ја областа
( 1)i областа ( )i ја конструираме на следниот начин. Прво ја определу-

ваме областа ( )' i така што при секое нејзино боење во 1iNk  бои ( 1iN  е

бројот на точките кои се содржат во областа ( 1)i ) постои монохроматско
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множество слично на 'M . Потоа ја прошируваме ( )' i до ( )i така што при
секое вложување на множество 0 1{ , ,..., }nA A A A , слично на множеството

M , во решетка која го содржи множеството ( )' i , при кое 0 1 1{ , ,..., }nA A A 
( )' i  , е исполнет условот ( )i

nA  .

Ќе докажеме дека ( )k   е бараното множество. Од секоја фигура ( )i ќе

избереме точка ( )iF . Да го разгледаме следното боење на множеството ( )i

во 1iNk  бои. Две точки 1F и 2F ги боиме во една боја ако почетните боења

на фигурата ( 1)' i при транслациите за векторите ( 1) 1iF F


и ( 1) 2iF F


се

совпаѓаат. При таквото боење постои монохроматско множество слично на

'M . Тоа значи, дека постои еднакво почетно боење на множествата ( 1)i
j
 ,

0,1,..., 1j n  кои се добиваат од ( 1) ( 1)
0
i i    со транслација за вектор

0i jM M


за некој позитивен број i . Ќе го разгледаме множеството ( 1)i
n


кое се добива од ( 1)
0
i со транслација за вектор 0i nM M


, за чие боење не

можеме ништо да кажеме. Соодветно определените точки ( 1)
( 1)

i
j

i
jF 


  ,

0,1,2,...,j n се добиваат од ( 1)iF  со транслации за вектори 0i jM M


и

формираат монохроматско множество во разгледуваното боење на множе-

ството ( )' i . Бидејќи ( 1)
( )'i

j

iF   , за 0,1,..., 1j n  , добиваме ( 1)
( )

i
n

iF   .

Ја применуваме опишаната конструкција на множеството ( )k   и доби-
ваме множества , 0,1,...,i i n  . Потоа, на истиот начин од нив добиваме

множества
1 2 1 2, , 0,1,...,i i i i n  . Продолжувајќи ја постапката конструираме

( 1)kn  точки
1 2... ki i iA , 1 2, ,..., 0,1,...,ki i i n . Притоа

1 21 2 1 200...0 ... ... kk k
i i ii i i i i iA A v v v     

   
.

Точките
1 2... ki i iA , во која сите индекси се помали од n ќе ги наречеме основ-

ни, а оние во кои постои индекс еднаков на n ќе ги наречеме додадени. По
конструкција сите основни точки се обоени во една боја. Ова боја да ја наре-
чеме прва. Да разгледаме некоја додадена точка

1 2... ki i iA , при што нејзините

индекси кои се еднакви на n се 1 2, ,..., sj j j . Оваа точка да ја означиме nA и

да ги разгледаме точките iA , 0,1,..., 1i n  кои се добиваат од точката

1 2... ki i iA кога во индексите сите броеви n се заменат со i .
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Добиеното множество е слично со множеството M , бидејќи

1 20 0( ... )
si j j j iA A M M     

 
.

Бидејќи сите точки iA , 0,1,..., 1i n  се монохроматски, ако една од додаде-
ните точки е обоена во првата боја, тогаш монохроматското множество
слично на M е најдено. Ако меѓу додадените точки не постои точка обоена
во правата боја, тогаш го разгледуваме множеството точки

2... kni iA во кои пр-

виот индекс е еднаков на n . Тие сите се обоени во една боја, која ја нареку-
ваме втора. Со аналогни расудувања докажуваме дека во случај кога една
точка во која еден од индексите, освен првиот, е еднаков на n е обоена во
втората боја, тогаш тврдењето е докажано. Продолжувајќи ја постапката,
добиваме дека тврдењето е докажано ако барем една точка за која првите p

индекси се еднакви на n е обоена во една од првите p бои. Последното

сигурно е точно бидејќи при p k точката ...nn nA е обоена во една од даде-

ните k бои.

26. Во точките на целобројната решетка на рамнината се запишани природни
броеви. Докажи, дека за секој n постои квадрат со страни паралелни на
линиите на решетката, таков што збирот на броевите внатре во квадратот е
делив со n .
Решение. Бројот кој се наоѓа во точката со координати ( , )i j да го означиме

со ija . Точките од решетката со целобројни координати да ги обоиме во n

бои на следниот начин. Боја на точката ( , )k m го нарекуваме остатокот од

делењето на бројот
0 0

( , )
k m

ij
i j

N k m a
 

   со n . Од задача 24 следува дека по-

стои квадрат чии темиња се монохроматски. Нека темињата на тој квадрат
имаат координати ( , ), ( , ), ( , )k m k l m k m l  и ( , )k l m l  . Тогаш, збирот на
броевите во квадратот чии темиња се

( 1, 1), ( , 1), ( 1, )k m k l m k m l      и ( , )k l m l 

е еднаков на
( , ) ( , ) ( , ) ( , )N k l m l N k l m N k m l N k m      

и тој е делив со n .

27. Нека рамнината е обоена во k бои и M е произволно конечно множество
точки од рамнината. Докажи, дека постои монохроматско множество, слично
на множеството M .
Решение. Нека е дадено конечно множество 0 1{ , ,..., }nM M M M . Точката

0M ја нарекуваме координатен почеток и ги разгледуваме векторите
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0i iv M M
 

, 1, 2,...,i n . Множеството точки од облик
1

n
ii

i
x v





, каде ix се

цели броеви, го нарекуваме n  димензионална целобројна решетка. Според
тоа, при ознаките од задача 25, во својство на координатен почеток ја имаме

точката 0M , а бараната решетка е распната на векторите 0i iv M M
 

,
1, 2,...,i n . Понатаму, доказот е наполно аналоген на доказот во задача 25,

ако под решетка се подразбира n  димензионалната целобројна решетка во
рамнината.

28. Во рамнината се дадени две различни точки O и A . За секоја точка X во
рамнината, различна од O , со ( )X ја означуваме големината на аголот

AOX изразена во радијани (0 ( ) 2X   и аголот се мери од кракот AO

во насока обратна од движењето на стрелките на часовникот) и со ( )C X ја

означуваме кружницата со центар во O и радиус ( )X

OX
OX  . Точките од

рамнината се обоени со конечно многу бои. Докажи дека во рамнината
постои точка Y за која ( ) 0Y  и таква што на кружницата ( )C Y се наоѓа
точка обоена со истата боја како и Y .
Решение. Разгледуваме произволни кружници ( , )R O r и ( , )S O s . На

кружницата R земаме точка X со ( ) ( )X r s r   . За да 0 ( ) 2X  

доволно е да земеме 0 1r s   . Кружницата ( )C X има радиус
( ) ( )X r s r

rOX
OX r s    ,

т.е. таа се совпаѓа со кружницата ( , )S O s .
Нека претпоставиме дека бојата на точката X не се појавува на кружницата
S , т.е. дека множеството бои на кружницата R е различно од множеството
бои на кружницата S . Тоа повлекува дека секои две кружници со радиус
помал од единица се обоени со различни множества бои. Според тоа, на се-
која кружница ( , ), 0 1S O s    , а нив ги има бесконечно многу, постои
боја што ја нема на кружницата R . Последното противречи на условот на
задачата дека обојувањето на рамнината е со конечно многу бои.

29. Дадена е бесконечна квадратна решетка. Определи го најмалиот природен
број n со следново својство: За секој позитивен број d јазлите на решетката
може да бидат обоени во n бои така, што секои два јазли меѓу кои расто-
јанието е d се обоени во различни бои.
Бројот n се нарекува хроматичен број на решетката.
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Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме, дека должина-
та на страната на квадратите во решетката е еднаква на 1.
Од условот на задачата следува дека треба да
ги разгледуваме само оние реални броеви d ,
за кои постојат два јазли на решетката кои се
на растојание d (за сите други броеви едно-
ставно решетката може да ја обоиме во една
боја). Од Питагоровата теорема (цртеж десно)

следува 2 2 2x y d  , каде ,x y . Значи, 2d е природен број. Ако 2d е
непарен број, тогаш x y е непарен број. Во овој скучај шаховското обоју-
вање на јазлите на решетката во две бои ќе ги задоволува условите на зада-
чата (бидејќи двата краја на отсечка со должина d ќе бидат обоени во

различна боја). Ако 2d е парен број, тогаш шаховскотообојување на решет-
ката во две бои ја дели на две подрешетки (формирани од дијагоналите на
почетната решетка), секоја со должина на страна 2 . Сега можеме да ги
обоиме овие две подрешетки независно една од друга: квадратот на расто-
јанијата меѓу темињата обоени со различна боја е непарен број и затоа не е

еднаков на парниот број 2d . Така задачата за бројот d ја сведовме на истата

задача за бројот
2

d . Ако продолжиме по индукција заклучуваме дека две

бои се доволни за да го добиеме саканото боење за секое растојание d .

30. За множеството прави во рамнината ќе велиме дека се во општа положба ако
никои две прави не се паралелни и никои три не минуваат низ иста точка.
Множеството прави во општа положба ја дели рамнината на области; ограни-
чени области во поделбата ги нарекуваме оние кои имаат конечна плоштина.
Докажи дека за секој доволно голем n, во секое множество од n прави во оп-
шта положба може да се обојат во сино барем n прави така што ниту една
од ограничените области во поделбата нема потполно сина граница.
Решение. Пресечната точка на две сини прави ја нарекуваме сина. Да прет-
поставиме дека сме обоиле k прави и дека веќе ниту една права не може да се
обои без да се наруши условот на задачата. Тоа значи дека за секоја необоена
права  постои ограничена област  чија единствена необоена страна лежи

на  . Нека , ,A B C   се три последователни темиња на областа  во насо-

ка на движењето на стрелките на часовникот, при што A и B лежат на

правата  . На правата  и доделуваме сина точка C . Ќе докажеме дека
секоја сина точка е доделена најмногу на две прави. Бидејќи сини точки има

2( )k , а необоени прави n k , ќе следува дека 22( ) ( 1)kn k k k    , т.е.
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2k n .
Да го претпоставиме спротивното, т.е. дека постојат три прави 1 2, ,  3 на
кои им е доделена иста точка

1 2 3
C C C C     . Нека  правите

p и q се сечат во точката C . Точ-

ките
1 2 3
, ,B B B   се различни и ле-

жат на сини прави p и q , при што

на отсечките 1,2,3( )
i

CB i  нема

други пресечни точки на дадените прави. Нека
2

B и
3

B лежат на правата

p . Четирите последователни страни на областа
1

 во насока ма движењето

на стрелките на часовникот се 1, ,p q и (без ограничување на општоста) 2 ,
па оваа област има две необоени страни, што е спротивно на претпоставката.

31. Триаголникот ZCP е поделен на 25 мали
триаголници како на цртежот десно, а потоа
сите темиња на овие триаголници се обоени
во три бои на следниот начин: темето Z е
обоено со зелена боја, темето C со црвена
и темето P со сина; секое од темињата на
отсечката ZC е обоено или со зелена или со
црвена боја, секое од темињата на отсечката
CP е обоено или со црвена или со сина бо-
ја, а секое од темињата на отсечката ZP е
обоено или со зелена или со сина боја. Секое теме кое се наоѓа во внатреш-
носта на триаголникот е обоено без ограничување, со една од трите бои.
Докажи, дека за секое боење барем на еден од 25-те мали триаголници теми-
њата се обоени со различна боја.
Решение. Ќе ги разгледуваме страните на малите триаголници кои имаат
едно теме обоено со црвена, а друго со сина боја. Таквите страни ќе ги наре-
куваме црвено-сини страни.
Секоја црвено-сина страна која се наоѓа во внатрешноста на ZCP е страна
на точно два мали триаголници. Понатаму, секоја црвено-сина страна која се
наоѓа на една од страните на ZCP според условот мора да припаѓа на от-
сечката CP . Бидејќи темето C е обоено со црвена боја, а темето P со сина
боја, заклучуваме дека бројот на црвено-сините страни на отсечката CP е
непарен.
Според тоа, мора да постои барем еден мал триаголник кој има непарен број
црвено-сини страни. На тој триаголник мора сите три темиња да се обоени со
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различни бои.

32. Секоја точка во рамнината е обоена со една од три бои. Докажи, дека постои
триаголник за кој важи:
i) Темињата на триаголникот се монохроматски.
ii) Радиусот на опишаната кружница околу триаголникот е 2008.
iii) Еден агол на триаголникот е два или три пати поголем од некој од дру-

гите два агли на триаголникот.
Решение. Нека е правилен тринаесетаголник впишан во кружница
со радиус 2008. Од принципот на Дирихле следува дека постојат 5 монохро-
матски точки, на пример црвени. Можни се два случаја.
1) Меѓу петте точки нема две соседни. На секоја положба на црвените точки

со точност до ротација, соодветствува разбивање на бројот 13 на пет
собирци поголеми од 1. Постојат распореди кои не се совпаѓаат и тие се
прикажани на долниот цртеж, со истакнат триаголник.

2) Нека две црвени темиња се соседни, на пример и . Ако е црвена би-

ло која од точките , тогаш бараниот триаголник е

определен со оваа точка и точките и . Затоа, нека претпоставиме
дека ниту една од овие шест точки не е црвена. Тогаш меѓу темињата

има барем три црвени. Ако меѓу нив е (аналогно за

), тогаш барем една од точките е црвена, па барем еден од

триаголниците определен со оваа точка и точките , и ги задо-

1 2 13...A A A

1A 2A
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13A 7 9 13, ,A A A
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волува условите. Единствен преостанат случај е кога точките

се црвени, па тогаш бараниот триаголник е .

33. Рамнината е поделена на единечни квадрати со помош на две множества па-
ралелни прави кои формираат бесконечна решетка. Секој единечен квадрат е
обоен во една од 1201 боја така што ниту еден правоаголник со периметар
100 не содржи два единечни квадрати обоени со иста боја. Докажи дека ниту
еден правоаголник со димензии 1 1201 (или 1201 1 ) не содржи два квадра-
та обоени со иста боја.
Напомена. Се претпоставува дека страните на сите разгледувани правоагол-
ници припаѓаат на решетката.
Решение. Ќе сметаме дека центрите на по-
лињата (т.е. единичните квадрати) се точки
со целобројни координати. Дијамант со
центар ( , )a b го нарекуваме множеството
од сите полиња со центри (x, y) за кои важи

|| 4| | 2x a y b   . Секои две полиња од
еден ист дијамант припаѓаат на еден право-
аголник со периметар 100. Бидејќи дија-

мантот се состои од 2 224 25 1201  поли-
ња, меѓу нив мора да се појават сите 1201 бои.
Да фиксираме една боја, да кажеме сина. Секое поле A припаѓа барем на еден
дијамант со центар во сино поле. Навистина, дијамант со центар A содржи
едно сино поле, да кажеме B, а тогаш A припаѓа на дијамантот со центар B.
Од  друга страна, ако некои два дијаманти со центри во сини полиња B и C
имаат заедничко поле A, тогаш двете полиња B и C припаѓаат на дијамантот
со центар A, што не е можно. Според тоа, дијамантите со сини центри го
покриваат секое поле точно еднаш.
Лесно се гледа дека поплочувањето со дијаманти е единствено до симетрија
(на цртежот е прикажано аналогно поплочување со помали дијаманти). Без
ограничување на општоста, центрите на тие дијаманти се точки (x, y) за кои
1201 | 24x −25y. Бидејќи за секој x постои точно еден ваков y по модул
1201, добиваме дека тврдењето на задачата е точно.

34. Определи ги сите природни броеви n такви што страните и дијагоналите на
правилен n  аголник може да се обојат така што се исполнети следниве ус-
лови:
а) Секоја страна или дијагонала е обоена во една боја.
б) За секои три различни бои постои триаголник со темиња меѓу темињата на
правилниот n  аголник чии страни се обоени со тие три бои.
Решение. Одговор. Сите непарни 3n  .
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Бидејќи имаме 3( )n начини да избереме три различни бои и исто толку начи-
ни да избереме триаголник, при саканото боење треба да имаме биекција ме-
ѓу множеството триаголници и множеството тројки различни бои. Во случа-
јот, не е можно едно теме на дадениот правилен n  аголник да биде заед-
ничка точка на две еднобојни отсечки.
Бидејќи секоја комбинација од три бои се користи точно за еден триаголник,

треба да имаме 1
2( )n триаголници со една страна од фиксирана боја. Но се-

која обоена отсечка учествува во 2n  триаголника. Според тоа, бројот на
отсечките обоени во оваа фиксирана боја (оттука и во секоја боја) е

1 1
2 2( ) : ( 2)n nn   .

Тоа значи дека n е непарен број.
Нека 3n  е непарен број. Да ги обоиме страните и дијагоналите на следни-
ов начин: со секоја боја боиме една страна и сите дијагонали кои се паралел-
ни со таа страна. Да забележиме дека тоа се 3

2
n дијагонали и сите се со раз-

лична должина.
Да допупштиме дека при ваквото боење има два различни триаголници со
една иста комбинација од три бои.Тогаш страните на тие триаголници се две
по две паралелни, т.е. триаголниците се слични. Но, овие триаголници се
впишани во иста кружница, па бидејќи се слични, тое се складни, што значи
дека се совпаѓаат.

35. На кружница е дадено множество E од 2 1n  ( 3n  )  различни точки, меѓу
кои точно k точки се обоени со црна боја. За боењето на точките велиме де-
ка е „добро“ ако постојат две црни точки такви што во внатрешноста на еден
од соодветните лаци кои тие точки ги определуваат се наоѓаат точно n точки
од E . Определи го најмалиот број k за кој секое боење на множеството E е
„добро“.
Решение. Прв начин. Да ги означиме точките со броеви 1,2,..., 2 1n  . Ќе го

определиме најголемиот број k таков што постои боење кое не е „добро”.
Тогаш 1k  е решение на задачата.
Нека на некој лак меѓу точките со броеви p и q постојат точно n точки од
E (таквите точки ќе ги наречеме „соседни”). Тогаш:

| | 1(mod 2 1)p q n n    .
Да ги разгледаме броевите од облик

( 1) (mod 2 1)ia p i n n    (*)

каде , {0,1,2,..., 2 2}ii a n  . Секои два последователни члена од оваа низа се

парови соседни точки (бидејќи 1 1(mod 2 1)i ia a n n     ).
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Ако боењето не е добро, соседните точки не смеат истовремено да бидат цр-
ни. Доволно е точките да се прикажат со помош на членови од низата (*) и да
се констатира дека соседните членови не се црни, па обоени се најмногу по-
ловина од членовите на низата.
Според Евклидовиот алгоритам важи

(2 1, 1) ( 1, 2) ( 2,3) {1,3}n n n n n        .
па затоа разликуваме два случаи:
а) ( 1,2 1) 1n n   . Нека 1 (1 ) (mod 2 1)ia i n n    . Броевите ia формираат
полн систем на остатоци по модул 2 1n  . Од тука следува дека може да
бидат обоени најмногу

2 1 1
2 2[ ] [ ] 1n n n    

членови на низата. Сега бараниот број е еднаков на n .
б) ( 1,2 1) 3n n   . Нека

1 ( 1) (mod 2 1),ia i n n    2 ( 1) (mod 2 1),ib i n n   

3 ( 1) (mod 2 1),ic i n n    2 1
30, 1,..., 1ni   .

Низите , ,i i ia b c имаат различни членови. Слично како во предходниот случај
можеме да обоиме најмногу

2 1 2 21 1
2 3 3 2 3[ ] [ ]n n n     

членови на низата. Значи можеме да обоиме најмногу 2
33 2n n   точки, а

притоа боењето да не биде добро. Решението во овој случај е 1n  .
Втор начин. Со M да го означиме множеството на тетиви на дадената круж-
ница со крајни точки во множеството E , при што еден од кружните лаци
што го определува една тетива содржи точно n точки од E не сметајќи ги
крајните точки на лаците. На кружницата избираме насока, на пример насо-
ката на движење на стрелките на часовникот. Од произволна точка се дви-
жиме по избраната насока и ја одделуваме ( 1)n   та точка по ред во E .
Тетивата што ги поврзува овие точки припаѓа на M . Затоа секоја од тетиви-
те во M е страна на еден многуаголник впишан во кружницата и со темиња
во множеството E . Да го пресметаме бројот на тие многуаголници. Бидејќи

(2 1, 1) ( 1, 2) ( 2,3) {1,3}n n n n n        ,
ќе разгледаме два случаја:
а) Ако 2 1n  не е делив со 3, тогаш (2 1, 1) 1n n   па секој многуаголник ќе
минува низ некое теме. Значи, во овој случај бројот на многуаголниците е 1.
Во овој случај најмалата вредност за бројот k со бараното својство е

2 1 1
2 2[ ] 1 [ ] 1n n n      .

Навистина, ако обоиме само 1n  точка, може да обоиме 1n  последова-
телни точки и тогаш бараниот услов не е исполнет. Ако обоиме барем n
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точки од E , тогаш ќе постои тетива во множеството M за која крајните
точки се обоени.
б) Ако 2 1n  е делив со 3, тогаш (2 1, 1) 3n n   . Во овој случај бројот на

впишаните многуаголници е 3, а секој од нив има 2 1
3
n темиња. Затоа во овој

случај минималната вредност за бројот k е
2 1 2 21 1

2 3 3 2 33 [ ] 1 3 [ ] 1 3 1 1n n n n              ,

бидејќи меѓу k обоени точки мора да има повеќе од половина темиња на
еден од тие многуаголници.

36. Во рамнината се дадени 2012 точки, секоја обоена во една од n бои. Познато
е дека нема две бои со кои се обоени еднаков број точки. Да се определи оној
број n , за кој бројот на множествата со по n точки, по една од секоја боја, е
максимален.
Решение. Нека имаме соодветно 1 2, ,..., nx x x точки од секоја боја, при што

без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 1 2 ... nx x x   .

Бројот на множествата со по n точки, по една од секоја боја е 1 2... nx x x . Спо-
ред тоа, задачата се сведува на наоѓање на оној број n за кој

1 2 ... 2012nx x x   

и производот 1 2... nx x x е  најголем.

Ако за некои , , 1 1i j i j n    важи 1 2i ix x   и 1 2j jx x   , тогаш мо-

жеме ix и jx да ги замениме соодветно со 1ix  и 1jx  , при што добиваме

ист збир, а производот се зголемува (провери!). Зачи, броевите 1 2, ,..., nx x x се
последователни, со исклучок најмногу на еден број,
Нека 1 2{ , ,..., } { , 1,..., , , 1,..., 2}nx x x x x x l x l k x l k x n k           , каде

2n k l   . Ако 3k  , како и претходно ги заменуваме x l и x l k  со-
одветно со 1x l  и 1x l k   и добиваме поголем производ при ист збир.
Ако 5x  , можеме да го замениме x со 2x  и 2, при што производот се
зголемува, бидејќи 2( 2)x x  . Според тоа, 4x  и 1k  или 2.

Ако 1k  , со непосредна проверка на равенството
( 1)

2 1 2012n n x    ,

за 1 4x  се добива дека во овој случај немаме решение.
Останува да го разгледаме случајот 2k  , при што броевите се сите броеви
од x до x n , со исклучок на 1x l  . Според тоа,

( )( 1) ( 1)
2 2

( 1)
2

2012 1

( )( 1) 2[2013 ],

n x n x x x

x x

x l

n x n x l
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каде 1 4x  и 0 2l n   . Бидејќи десната страна во последното равенство
е меѓу 4028 и 4052 2 4048 2l n   , лесно се заклучува дека 63n x  . Тогаш
2 ( 1) 6l x x   , од каде се добива 1, 2x l  и соодветно 62n  и 2,x 

0l  и соодветно 61n  . Во првиот случај производот е 63!
4 , а во вториот

63!
3 . Значи, бараниот брај е 61n  .

37. Целобројните точки во рамнината се обоени со три бои. Определи го најма-
лиот позитивен реален број S со следново својство: за секое такво боење
постои триаголник со плоштина S , чии темиња се монохроматски?
Решение. Да ги разгледаме следниве две боења:
1) точката ( , )x y ја боиме во бојата , 1 2i i  таква што (mod 2)x i ,

2) точката ( , )x y ја боиме во бојата , 1 3i i  таква што (mod 3)x i .

Јасно, ако бројот S постои, тогаш S е од видот n или 2 ,n n . Боењето 1)

покажува дека S може да биде еднаков на 1, 2 или 3, а боењето 2) покажува

дека S може да се 3
2 ,3 или поголем број. Според тоа, ако S постои, тогаш

3S  . Ќе докажеме дека при произволно боење од дадениот вид секогаш
постои монохроматски триаголник со плоштина еднаква на 3.
На почетокот да забележиме дека за некој {1, 2,3}d  постои монохроматски

пар точки од видот ( , ), ( , )A x y B x d y . Навистина, последното следува од

принципот на Дирихле применет на точките (0,0), (1,0), (2,0), (3,0) . Сега, ако

m AB и l е паралелна права на m на растојание 6
d

, тогаш правата ||l Ox е

двобојна или имаме монохроматски триаголник со плоштина 3.
Ќе велиме дека бојата c во правата l реализира растојание a , ако на правата
l постојат две точки обоени во бојата c кои се на растојание a .
Ако има растојание {1,2,3,6}a , кое се реализира и од двете бои во l , тогаш

правата ||p l на растојание 6
a

од l треба да биде монохроматска (во спро-

тивно имаме монохроматски триаголник со плоштина 3). Ако такво расто-
јание не постои, тогаш една од боите во l ги реализира сите растојанија во
множеството {2,3,6} . Навистина, нека претпоставиме дека бојата 1c не го

реализира растојанието 1 и дека барем една точка 0P од l е обоена во 1c .

Тогаш во l соседните точки 1P и 1P на точката 0P треба да се обоени во

бојата 2c , што значи дека 2c реализира растојание 2. Тоа значи, дека 1c не

реализира растојание 2, па затоа 2P и 2P се обоени во 2c . Значи, 2c реали-

зира растојание 3, па затоа 1c не реализира растојание 3. Но, тоа значи дека

3P и 3P се обоени во 2c , што значи дека 2c реализира растојание 6, т.е. 2c
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ги реализира сите растојанија во множеството {2,3,6} . Според тоа, и во двата

случаја постои права ||p Ox и боја c од p која ги реализира сите растоја-

нија во множеството {2,3,6} или веќе сме нашле монохроматски триаголник
со плоштина 3.
Да ги разгледаме правите 1 2 3, ,u u u паралелни на p и такви што , 1, 2,3iu i 

е на растојание i над p . Тогаш од претходните разгледувања следува дека
овие три прави се двобојни. Да ги разгледаме деветте точки во кои правите

1 2 3, ,u u u ги сечат правите 0, 3, 6x x x   . Лесно се покажува дека три од
овие девет точки се темиња на монохроматски триаголник со плоштина 3.

38. Во целобројна решетка е даден 10 10 квадрат. Единечните отсечки на ква-
дратот се обоени во неколку бои. Познато е дека контурата на секој квадрат
со страни на целобројната решетка е обоена најмногу во две бои. (Не е
задолжително таков квадрат да се содржи во дадениот.) Определи го макси-
малниот број искористени бои?
Решение. Прво ќе докажеме дека за боење кое соодветствува на условите на
задачата се потребни не повеќе од 11 бои.
Контурата на дадениот квадрат е обоена во најмногу две бои. Овие бои (или
оваа боја) да ги наречеме стари (стара), а останатите бои да ги наречеме
нови. Доволно е да докажеме дека се потребни најмногу 9 нови бои.
Лема 1. На секоја хоризонтална (вертикална) права има најмногу една нова
боја.
Доказ. Да разгледаме хоризонтална (вертикална) отсечка од дадениот квад-
рат, која поврзува две спротивни страни. Оваа отсечка е страна на 10 10
квадрат, кој содржи и отсечки од дадениот квадрат, кои се обоени со најмал-
ку една од старите бои. Според тоа, на неговата контура, во случајов на
разгледуваната отсечка, може да има најмногу една нова боја. ■
Лема 2. Ако вертикална и хоризонтална единечна отсечка се обоени со нови
бои, тогаш тие бои се исти.
Доказ. Не е тешко да се види дека постои квадрат со страни на целобројната
решетка, кој ги содржи рагледуваните две отсечки и дел од контурата на
дадениот квадрат. Тогаш на неговата контура, што значи и на двете отсечки
може да има најмногу една нова боја. ■
Од Лема 2 следува, дека ако постојат вертикални и хоризонтални отсечки,
обоени во нови бои, тогаш имаме најмногу една нова боја. Понатаму, ако
новите бои се само на вертикалните (или само на хоризонталните) отсечки,
тогаш од лема 1 следува дека може да имаме најмногу 9 нови бои.
Пример, во кој се искористени точно 11 бои е следниов: единечните отсечки
кои ги поврзуваат темињата ( , )i i и ( 1, )i i ги боиме во бојата 1, 2,...,10i  , а
сите останати се обоени во 11-тата боја. Лесно се гледа дека контурата на
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произволен квадрат со страни на целобројната решетка содржи најмногу
една отсечка со боја од 1 до 10, па затоа содржи најмногу две бои.

39. Конфигурацијата од 4027 точки во рамнината ја нарекуваме колумбиска ако
се состои од 2013 црвени и 2014 сини точки, при што никои три точки од
конфигурацијата не се колинерани. Со повлекување на прави рамнината се
дели на области. За распоредот на правите ќе велиме дека е добар за колум-
биската конфигурација, ако се исполнети следниве услови:
- ниту една права не минува низ некоја точка од конфигурацијата,
- ниту една област не содржи различно обоени точки.
Определи го најмалиот број k таков што за секоја колумбиска конфигура-
ција од 4027 постои добар распоред на k прави.
Решение. Прв начин. Да разгледаме конфигурација на точки 1 2 4027, ,...,A A A

во која 1 2 4027...A A A е правилен 4027-аголник и точката nA е сина за 2 | n и

црвена за 2 | n . Во добиениот распоред на прави, секоја од 4026 отсечки

1n nA A  , за 1, 2,...,n  4026 мора да биде пресечена барем со една права. Од
друга страна, секоја права може да сече најмногу две такви отсечки. Затоа во
овој случај, за добар распоред ни се потребни барем 4026

22013  прави,

односно 2013k  .
Ќе докажеме дека за секоја колумбиска конфигурација
постои добар распоред на 2013 прави.
На почетокот да забележиме дека било кои две едно-
бојни точки може да се одделат од конфигурацијата со
помош на две прави. Доволно е да се земат две прави
кои се паралелни со правата определена со овие две
точки и кои се доволно блиску до неа (цртеж десно).
Ја разгледуваме конвексната обвивка P на дадените 4027 точки. Можни се
два случаја.
1) Ако на P постои теме кое е црвена точка, тогаш

неа можеме да ја одделиме со една права (цртеж
десно). Преостанатите 2012 црвени точки можеме
да ги поделиме во 1006 парови и според претходно
изнесеното да ги одделиме со помош на 2012 прави.
На овој начин повлековме 2013 прави кои формира-
ат добар распоред.

2) Ако сите темиња на конвексната обвивка P се си-
ни, тогаш со помош на една права може да одделиме
две сини точки (цртеж десно). На ист начин како во
случајот 1), преостанатите 2012 сини точки можеме
да ги одделиме со помош на 2012 прави, со што
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добивме добар распоред на 2013 прави.
Втор начин. Со индукција по n ќе докажеме дека за произволно множество

од n точки обоени во црвено или сино постои добар распоред на 2[ ]n прави.

За 2n  тврдењето тривијално важи. Нека 2n  . Ја разгледуваме конвекс-
ната обвивка на дадените n точки и нека A и B се две нејзини соседни
темиња. Според индуктивната претпоставка, за преостанатите 2n  точки

можеме да повлечеме 2
2 2 2[ ] [ 1] [ ] 1n n n     прави во добар распоред. Можни

се три случаи:
1) Ако точките A и B се истобојни, тогаш од преостанатите 2n  точки

можеме да ги одделиме со една права l . Така добиваме добар распоред на

вкупно 2 2[ ] 1 1 [ ]n n   прави.

2) Ако A и B се различно обоени, но се одделени со некоја од веќе нацрта-
ните прави, повторно е доволно да се додаде правата l .

3) Ако A и B се различно обоени, но лежат во иста област определена со
повлекувањето на 2[ ] 1n  прави, тогаш во таа обаст точките кои се раз-

лични од A и B се еднобојни, да кажеме дека се сини. Точно една од
точките A и B е црвена, па неа можеме да ја одделиме од другите точки
со една права, со што добиваме добар распоред на 2 2[ ] 1 1 [ ]n n   прави.
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19. БОЕЊА И ПОПЛОЧУВАЊА

1. Дадена е квадрат 4 4 и четири различни бои. На колку начини може да се
обои квадратот, секое квадратче во една боја, така да во секоја колона и во
секоја редица, секоја боја се јавува точно еднаш.
Решение. Нека претпоставиме дека боите во кои се обоени квадратчињата на
квадратот се бела, црна, пороткалова и зелена. Нив ќе го означуваме со
буквите , , ,B C P Z соодветно.
Првата хоризонтала (прва редица броејќи од горе кон долу) можеме да ја
обоиме на 4! начини. Кога првата хоризонтала е обоена, првата вертикала
(првата колона броејќи од лево кон десно) можеме да ја обоиме на 3! раз-
лични начини. Според тоа, бројот на различни боења на првата хоризонтала
и првата вертикала истовремено е 4! 3! .
Ќе определиме на колку начини може да се обојат пре-
останатите девет полиња, кога првата хоризонтала и пр-
вата вертикала се фиксно обоенпорти. Нека претпоста-
виме дека првата хоризонтала и првата вертикала се
обоени како на цртеж 1. Во преостанатите три бои во
кои треба да ги обоиме трите полиња од втората
хоризонтала, две бои веќе ги има во полињата над нив.
При тоа трите полиња од втората хоризонтала можеме

да ги обоиме на точно три начини (види цртеж 2). Во првиот и вториот случај
на цртеж 2 (од лево кон десно) понатамошното боење може да се направи на
еден единствен начин. Во третиот случај, понатамошното боење може да се
направи на два начини (провери).

Според тоа квадратната шема може да се обои на 24! 3!(3 1) 24   начини.

2. Секое поле на квадратна 50 50 табела е обоено со една од 10 бои. Докажи
дека на табелата постојат полиња , , , ,M A B C D обоени со иста боја така што
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A е во ист правец лево од M (не задолжително соседно), B е во ист правец
десно од M , C е во ист правец горе од M и D е во ист правец долу од M .

Решение. Според принципот на Дирихле најмалку
250

10 полиња се обоени со

иста боја, да кажеме црна. Меѓу црните полиња има најмногу 50 крајно леви
(т.е. во ист ред нема црни полиња лево од нив), најмногу 50 крајно десни,
најмногу 50 крајно долни и најмного 50 крајно горни. Остануваат најмалку
50 црни полиња кои не се крајно леви, десни, долни и горни, па било кое од
нив може да се земе за полето M .

3. Определи ги сите природни броеви n за кои квадрат со должина на страна n

може да се расече на квадрати со должини на страни 2 или 3.
Решение. Ако 2 | n или 3 | n , тогаш очигледно поделбата е можна.
Ќе докажеме дека во останатите случаи поделбата не е можна. Нека n е не-
парен број. Да го поделиме квадратот на единечни квадрати и секој парен ред
да го обоиме со сина боја, а секој непарен ред со црвена боја. Разликата на
црвената и сината плоштина во квадратот n n е n . Од друга страна, разли-
ката на црвената и сината плоштина во секој 2 2 или 3 3 квадрат е 3,0,3 .
Затоа n мора да биде делив со 3.

4. Дадена е табла со димензии 8 8 која е шаховски обоена во две бои црна и
бела, т.е. полињата кои имаат заедничка страна се обоени во различни бои.
Во еден потег треба да избереме еден ред или една колона и на секое од
осумте полиња во тој ред или колона да ја смениме бојате, од црна во бела и
обратно. Дали може со конечна низа вакви потези да се постигне точно едно
поле на таблата да е црно?
Решенне. На почетокот на таблата имаме 32 црни и 32 бели полиња. Во еден
потег менуваме боја во 8 полиња. Ако пред потезот вкупниот број на црни
полиња е C , а во тој момент во одбраниот ред/колона имаме k црни по-
лиња, {0,1,2,3,4,5,6,7,8}k  , по потегот бројот на црните полиња ќе се

намали за k и ќе се зголеми за 8 k , што значи дека по потегот ќе имаме
(8 ) 2( 4)C k k C k     

црни полиња. Според тоа, парноста на бројот на црните полиња е инвари-
јанта, а како на почетокот имаме 32, т.е. парен број црни полиња, заклучу-
ваме дека по секој потег ќе имаме парен број црни полиња. Но, 1 е непарен
број, па затоа по конечна низа потези не може да остане едно црно поле.

5. Докажи, дека табла со димензии 8 8 не мо-
же да се покрие со 15 тетрамина од облик на
цртеж а) и едно тетрамино од облик на цр-
теж б).
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Решение. Таблата ќе ја обоиме како на цртежот
десно. При вакво боење секое тетрамино а) покрива
три бели и едно црно поле или три црни и едно бело
поле, а секое тетрамино б) покрива 2 бели и 2 црни
полиња. Според тоа, 15 тетрамина од облик а) по-
криваат непарен број црни и непарен број бели по-
лиња, па како едното тетрамино од облик б) покрива
2 бели и 2 црни полиња заклучуваме дека со распо-
ложливите тетрамина може да покриеме непарен број црни и непарен број
бели полиња. Но, нашето боење на таблата има парен број црни и парен број
бели полиња, па затоа таа не може да се покрие со дадените тетрамина.

6. Правоаголна табла со димензии m n е покриенa со 2 2 и 1 4 тетрамина,
кои не се преклопуваат и не излегуваат надвор од таблата. Докажи, дека
таблата не може да се покрие на опишаниот начин со истите тетрамина, ако
едно од тетрамината 2 2 се замени со тетратмино 1 4 .
Решение. Броејќи од долниот лев агол на таблата со
димензии m n да ги обоиме непарните квадратчињата
на непарните редови (цртеж десно). При вакво боење
1 4 тетрамино покрива или две или ниту едно обоено
квадратче, а 2 2 тетрамино со покрива едно обоено
квадратче. Ќе разгледаме два случаја.
Нека со 2 2 тетрамината се покриени 2 1k  обоени полиња, а со 1 4 се
покриени 2m обоени полиња, т.е. вкупно се покриени 2( ) 1k m  обоени
полиња. Ако едно од тетрамината 2 2 се замени со тетрамино 1 4 , тогаш
вкупно ќе да бидат покриени 2( 1)k m  обоени полиња, што е противреч-
ност бидејќи бројот на обоените полиња е константен.
Нека со 2 2 тетрамината се покриени 2k обоени полиња, а со 1 4 се по-
криени 2m обоени полиња, т.е. вкупно се покриени 2( )k m обоени полиња.
Ако едно од тетрамината 2 2 се замени со тетрамино 1 4 , тогаш вкупно ќе
да бидат покриени 2( ) 1k m  обоени полиња, што е противречност бидејќи
бројот на обоените полиња е константен.
Конечно, од претходните разгледувања следува дека таблата не може да се
покрие на опишаниот начин со истите тетрамина, ако едно од тетрамината
2 2 се замени со тератмино 1 4 .

7. Дали може квадратна табла со димензии 10 10 да се покрие со 1 4 тетра-
мина?
Решение. Прв начин. Да ја обоиме таблата како во претходната задача. При
вакво боење имаме 25 обоени квадратчиња, што е непарен број, а секое 1 4
тетрамино покрива 0 или 2 обоени квадратчиња, т.е. со 25 тетрамина ќе
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бидат покриени парен број обоени квадратчиња. Според тоа, квадратна табла
со димензии 10 10 не може да се покрие со 1 4 тетрамина.
Втор начин. Да ја обоиме таблата како во четири
бои и тоа дијагонално како на цртежот десно.
Секое тетрамино, без разлика како ќе се постави
покрива по едно поле од секоја боја. Значи, бро-
јот на покриените полиња во секоја од четирите
бои ќе биде еднаков. Ако таблата може да се по-
крие на саканиот начин ќе бидат покриени по 25
полиња од секоја боја. Но, на таблата има 26 по-
лиња обоени портокалово и 24 полиња обоени
сино, па затоа саканото покривање не е можно.

8. Квадратна табла со димензии 2004 2004 се покрива со 1 4 тетрамина Да-
ли постои покривање во кое бројот на хоризонтално поставени домина е ед-
наков на бројот на вертикално поставени тетрамина?
Решение. Нека претпоставиме дека е дадено покривање во кое бројот на хо-
ризонтално поставените тетрамина е еднаков на бројот на вертикално поста-
вените тетрамина. Притоа се искористени 2004 2004

4 1004004  од кои поло-

вината, т.е. 502002 се хоризонтални, а половината се вертикални.
Почнувајќи од првиот најгорен ред секој четврти ред заедно со првиот ќе го
обоиме со црна боја. Според тоа, бројот на полиња кој е обоен во црно е
еднаков на 501 2004 . Секое хоризонтално тетрамино покрива или 0 или 4
црни полиња, што значи дека бројот на црните полиња покриени со хори-
зонтални тетрамина е делив со 4. Секое вертикално поставено домино
покрива точно едно црно поле, па затоа со вертикално поставените тетрамина
се покриени 502002 црни полиња. Значи, хоризонталните тетрамина треба да
покријат

502002502002 2(501 10501 022004 251001)   

црни полиња. Но, бројот на покриени црни полиња со хоризонталните те-
трамина треба да е делив со 4, а бројот 2(501 1002 251001)  не е делив со 4.
Според тоа, не постои покривање со еднаков број хоризонтални и вертикални
тетрамина.

9. Дали може табла со димензии 10 10 да се покрие со 25 T  те-
трамина (цртеж десно)?
Решение. Таблата да ја обоиме шаховски црно-бело, при
што имаме 50 црни и 50 бели полиња. Како и да поста-
виме T  тетрамино на таблата тоа покрива три полиња
од едната боја и едно поле од другата боја (цртеж десно). Нека a е бројот на
тетрамината кои покриваат три црни и едно бело поле, а b е бројот на
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4 1004004  од кои поло-
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502002502002 2(501 10501 022004 251001)   

црни полиња. Но, бројот на покриени црни полиња со хоризонталните те-
трамина треба да е делив со 4, а бројот 2(501 1002 251001)  не е делив со 4.
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9. Дали може табла со димензии 10 10 да се покрие со 25 T  те-
трамина (цртеж десно)?
Решение. Таблата да ја обоиме шаховски црно-бело, при
што имаме 50 црни и 50 бели полиња. Како и да поста-
виме T  тетрамино на таблата тоа покрива три полиња
од едната боја и едно поле од другата боја (цртеж десно). Нека a е бројот на
тетрамината кои покриваат три црни и едно бело поле, а b е бројот на
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тетрамината кои покриваат три бели и едно црно поле. Тогаш вкупнот број
покриени црни полиња ќе биде 3a b , а вкупниот број покриени бели поли-
ња ќе биде 3b a . Треба да покриеме по 50 полиња од секоја боја, па затоа
3 3a b b a   , од каде добиваме a b . Но, вкупниот број T  тетрамина е
100 : 4 25 , ша затоа не можеме да имаме еднаков број тетрамина од двата
вида. Значи, бараното покривање не е можно.

10. На секое поле на табла 3 3 се наоѓа по 1 жетон. Во секој че-
кор преместуваме било кои два жетони, секој од нив на сосед-
но поле (соседни се полиња кои имаат заедничка страна). Да-
ли е можно, по определен број чекори, сите жетони да се нај-
дат на полето означено со буквата X ?
Решение. Полињата на таблата да ги обоиме шаховски како
на црежот десно. На почетокот на црните полиња имаме 5
жетони, а на белите полиња имаме 4 жетони. При преместува-
њето можни се следниве случаи:
- ако преместуваме два жетони од различно обоени полиња, тогаш бројот

на жетоните на белите полиња, односно на црните полиња не се менува,
- ако преместуваме два жетони кои се наоѓаат на црните полиња, тогаш

бројот на жетоните на црните полиња се намалува за 2, а на белите се
зголемува за 2,

- ако преместуваме два жетони кои се наоѓаат на белите полиња, тогаш
бројот на жетоните на белите полиња се намалува за 2, а на црните се
зголемува за 2.

Според тоа, бројот на жетоните на белите полиња не ја менува парноста, па
како на почетокот е парен број, заклучуваме дека при секој потег ќе биде
парен број. Конечно, ова значи дека не може по определен број потези сите 9
жетони да се најдат на белото поле означено со X .

11. На табла со димензии 10 10 се поставени 50 жето-
ни така што никои два не се на исто поле. Притоа
25 жетони се поставени на долниот лев дел од таб-
лата, а преостанатите 25 жетони се поставени на
горниот десен дел од таблата (цртеж десно). Нека

, ,X Y Z се редоследно три последователни полиња
(хоризонтално, вертикално или дијагонално. Ако
два жетони се на полињата X и Y и ако полето Z
е слободно, жетонот од полето X може да се премести на полето Z , пре-
скокнувајќи го жетонот на полето Y .
Дали со конечна низа вакви потези може да се преместат сите жетони на
долниот дел од таблата, т.е. на првите пет реда гледајќи оддолу-нагоре?
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Решение. Бараниот распоред на жетоните е прика-
жан на цртежот десно. Таблата да ја обоиме шахов-
ски. Од вкупно 100 полиња имаме 50 бели и 50
црни полиња. Да ги поставиме сите 50 жетони на
зададениот начин. Притоа таблата е поставена така
што полето во долниот лев агол, односно полето во
горниот десен агол е црно. Во долнит лев агол на
четвртина од плочата имаме 25 жетони од кои 12
жетони се на белите и 13 жетони се на црните поли-
ња. Истото важи и за жетоните кои се поставени во горната десна четвртина
од таблата.
Да видиме сега што се случува кога жетоните ги преместуваме на саканиот
начин. На долните цртежи се прикажани три полиња , ,X Y Z на кои жетони-
те се движат. Движењето на жетоните вертикално е слично како и движењето
на жетоните хоризонтално.

На опишаниот начин жетонот секогаш поминува на поле со иста боја како
што е бојата на полето од кое тргнал, независно дали се движи хоризонтално,
вертикално или дијагонално. Затоа бројот на црните, односно белите полиња
на кои има жетони не се менува. Но, на почетокот имаме 12 12 24  бели и
13 13 26  црни полиња, а на крајот треба да имаме 25 бели и 25 црни
полиња, па затоа не може да ја постигнеме сакана цел.

12. Даден е правилен n  аголник. Повлечени се некои дијагонали на n  аго-
лникот, така што никои две не се сечат во внатрешна точка и тие го делат n 
аголникот на триаголници. Притоа од секое теме на n  аголникот излегуваат
парен број дијагонали. Определи ги сите природни броеви 4n  за кои ова е
можно.
Решение. Одговор. Сите природни броеви n деливи со 3.
Тврдењето ќе го докажеме за сите конвексни n  аголници.
Прво ќе докажеме дека за 3n k постои конфигурација. Нека 1 2 3, ,..., kA A A

се темињата на n  аголникот. Го поврзуваме 1A со 3iA и со 3 2iA  и ги по-

врзуваме 3iA и 3 2iA  за секој 1,2,..., 1i k  .
Нека претпоставиме дека многуаголникот е поделен со дијагонали на са-
каниот начин. Тогаш внатрешностите на добиените триаголници може да се
обојат со две бои, сина и црвена, така што секои два триаголници кои имаат
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заедничка страна се обоени во различни бои. Ова се постигнува така што
многуаголникот на почетокот се бои во една боја, а потоа се конструираат
дијагоналите една по друга и по секоја конструкција на нова дијагонала, сите
обоени површини од една страна на дијагоналата се пребојуваат во другата
боја. Очигледно е дека секои два триаголника, кои имаат дијагонала како за-
едничка страна, се обоени со различни бои. Забележуваме, дека заради усло-
вот на задачата дека од секое теме излегуваат парен број дијагонали, сите
триаголници кои имаат страна која се совпаѓа со страна на многуаголникот
се обоени со иста боја. Без ограничување на општоста нека тоа е сината боја.
Ако s е бројот на сините триаголници, а c е бројот на црвените триагол-
ници, тогаш 3 3n c p  , бидејќи секоја дијагонала е страна на еден син и
еден црвен триаголник, а секоја страна на многуаголникот е страна само на
еден син триаголник. Затоа n мора да е делив со 3.

13. Дадена е табла со димензии 2016 2017 . Дали е
можно во последната колона да се отстранат две
полиња и така добиената плоча да се покрие со
пентонима дадени на цртежот десно? Пентони-
мата може да се ротираат.
Решение. Во полињата на почетната
табла 2016 2017 редоследно да ги за-
пишеме броевите од 1 до 2017 во рас-
течки редослед во секој ред. На црте-
жот десо е прикажана таквото запишу-
вање. Забележуваме дека во секоја ко-
лона се запишани исти броеви. Секое
пентонимо покрива пет броеви: пенто-
нимото во облик на крст ги покрива
броевите , 1, , 1,n n n n n  , а пентони-
мото во облик на правоаголник покри-
ва или пет последователни броја (ако е оставено хоризонтално) или пет исти
броја (ако е поставено вертикално).
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Важи
( 1) ( 1) 5 ,

( 2) ( 1) ( 1) ( 2) 5 ,
5 , .

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n

      
        
     

Гледаме дека збирот на броевите кои ги покрива секое пентонимо е делив со
5. Значи, ако саканото покривање е можно, тогаш збирот на сите броеви на
полињата покриени со пентонимата треба да е делив со 5. Меѓутоа, за овој
збир имаме

2017 2018
2

2016 (1 2 3 ... 2017) 2 2017

2016 2 2017

2017 (2016 1009 2).

S


       

   

   

Цифрата на единиците на бројот 2017 (2016 1009 2)   е 4, па затоа овој број
не е делив со 5, што значи дека саканото покривање не е можно.

14. Определи го најголемиот можен број на тетрамина од вид кои може
да се постават на квадратна табла со димензии 2003 2003 (не се дозволени
ротации) така да без преклопувања секое од нив да покрива точно четири
квадратчиња од таблата.
Решение. Со исклучување
на последниот ред и пос-
ледната колона од таблата
се добива квадратна шема
која може да се подели на
квадрати со димензии 2 2 ,
и во секое единечно квад-
ратче од таквиот квадрат кое се наоѓа долу и десно ќе ставиме црна точка.
Секое тетрамино од дадениот облик ако го поставиме на квадратната шема со
димензии 2003 2003 ќе покрие точно една црна точка. Според тоа, на таб-

лата може да се стават најмногу 2003 2003
2 2[ ] [ ] 1002001  тетрамина.

Еден таков начин на поставување е даден на цртеж 2.

15. Дали е можно во единечните квадратчиња на табла со
димензии 6 6 да се запишат броевите од 1 до 36, во
секое квадратче по еден број, така што збирот на брое-
вите запишани во секоја од фигурите дадени на црте-
жот десно е делив со бројот 2?
Решение. Нека претпоставиме дека бараното запишување е
можно. Да ја разгледаме фигурата дадена на цртежот десно во
која се запишани броевите , , ,a b c d и e . Од условот на задачата
следува дека збировите a b c d   и a c d e   се парни, па
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лата може да се стават најмногу 2003 2003
2 2[ ] [ ] 1002001  тетрамина.
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која се запишани броевите , , ,a b c d и e . Од условот на задачата
следува дека збировите a b c d   и a c d e   се парни, па
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затоа броевите b и e се со иста парност. Аналогно се добива дека броевите
a и e и броевите b и d се со иста парност. Значи, броевите , , ,a b d e се со
иста парност, па бидејќи збирот a c d e   е делив со 2 добиваме дека и
бројот e со иста парност. Бидејќи дадената фигура на таблата може да се по-
стави така што може да се покрие секое нејзино поле, освен четирите аголни
полиња, добиваме дека во сите полиња освен во четирите аголни полиња
мора да се запишани броеви со иста парност. Но, меѓу броевите од 1 до 36
има 18 парни и 18 непарни, а треба да се запишат 32 броја со иста парност,
што е противречност.

16. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем xOy . Во секоја точка

( ,0),k k  е повлечена права паралелна со y  оската и во секоја точка

(0, ),n n е повлечена права паралелна со x  оската, со што е добиена
бесконечна табла. Во секое единечно квадратче на таблата се запишани нене-
гативни цели броеви такви што секој број е еднаков на аритметичката сре-
дина на броевите запишани во соседните квадратчиња (соседни се квадратчи-
њата кои имаат заедничка страна). Докажи дека сите запишани броеви се
еднакви.
Решение. Бидејќи се запишани цели ненегативни броеви, постои
број c кој е помал или еднаков од сите запишани броеви. Да ја
разгледаме фигурата на цртежот десно, во која во централното
квадратче е запишан бројот c , а во соседните квадратчиња се за-
пишани броевите , ,a b d и e . Ако броевите , , , ,a b c d e не се сите еднакви
меѓу себе, тогаш меѓу нив постои најголем. Без ограничување на општоста
можеме да земеме дека a b d e c    , при што во едно од првите три нера-

венства имаме строго неравенство. Тогаш 1
4 ( )c a b d e c     , што е про-

тивречност. Според тоа, a b c d e    . Сега лесно заклучуваме дека сите
запишани броеви се еднакви меѓу себе.

17. Во секое единечно квадратче на квадратна табла со димензии
50 50 е запишан по еден број. Притоа каде и да ја поставиме
фигурата прикажана на цртежот десно (дозволени се ротации),
таа покрива четири полиња за кои збирот на запишаните брое-
ви е еднаков на 4. Докажи, дека сите запишани броеви се еднакви меѓу себе.
Решение. Лесно се докажува дека во секој крст прикажан на
цртежот десно броевите во црните квадратчиња се еднакви ме-
ѓу себе. Последното значи дека ако таблата ја обоиме шахов-
ски, тогаш во сите црни полиња е запишан ист број a и во сите
бели полиња е запишан ист број b .
Да ги разгледаме фигурите прикажани на цртежот лево. Од претходно из-
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несеното следува дека
3 4 3a b b a    , т.е. 1a b  .

Според тоа, во сите квадратчиња е запишан бројот
1.

18. Од квадратна 2012 2012 табла е исечено едно единечно кавдратче. Докажи
дека остатокот од таблата може да се покрие со L тримина.
Решение. Ако тврдењето на за-
дачата важи за табла со должи-
на на страна 6n  , тогаш важи
и за табла со должина на страна

6n  . Последното следува од
фактот дека ако од квадрат со
должина на страна 6n  се
исече квадрат со должина на страна n , тогаш остатокот од таблата може да
се покрие со правоаголници 2 3 , секој од кои е составен од две L тримина
(види го левиот цртеж).
Сега, бидејќи 2012 334 6 8   , останува да докажеме дека табла 8 8 без
едно аголно поле може дасе покрие на саканиот начин. Исеченото поле при-
паѓа на еден од аголните 4 4 квадрати. Остатокот на таблата се покрива
како на цртежот, па тврдењето се сведува на случајот 4n  . Слично, слу-
чајот 4n  го сведуваме на тривијалниот случај 2n  .

19. Агол со рамо n се нарекува фигура составена од 2 1n  квадратчиња 1 1 ,
која се добива кога на две соседни страни на едно квадратче 1 1 се залепи
по еден правоаголник со димензија 1 ( 1)n  така, што единичните страни на
квадратчето и правоагоникот се совпаѓаат.
Квадратчињата на табла со димензии 100 100 се обоени во 15 бои. Ќе вели-
ме дека еден агол со рамо 8 е разнобоен, ако тој содржи по едно квадратче од
секоја боја. Определи го најголемиот број разнобојни агли со рамо 8 на
таблата.
Решение. Опишан квадрат на еден агол со рамо 8 ќе го наречеме единстве-
ниот квадрат 8 8 кој го содржи разгледуваниот агол.
Да ги групираме сите агли со рамо 8 на таблата во четворки така, што аглите
во секоја четворка имаат еден ист опишан квадрат. Ќе докажеме дека секоја
четворка содржи најмногу два разнобојни агли.
Навистина, нека P е еден опишан квадрат и , ,L R D и U се соодветно најле-
вата и најдесната негова колона и најдолниот и најгорниот негов ред. Да
претпоставиме дека барем три од опишаните во овој квадрат агли се разно-
бојни. Без губење на општоста може да земеме, дека L D и R D се раз-
нобојни. Бидејќи R D е разнобоен, бојата во горниот десен агол на P не
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се среќава во D . Бидејќи L D е разнобоен, оваа боја се среќава во L .
Според тоа, L U не е разнобоен. Аналогно се докажува дека R U не е
разнобоен, што противречи на претпоставката дека барем три од опишаните
во овој квадрат агли се разнобојни.
Според тоа, најмногу половина од аглите на таблата се разнобојни. Од друга
страна, при боење, во кое секое квадратче ( , )i j е обоено во остатокот на
i j при делење со 15, точно половината од сите агли се разнобојни (Зош-
то?).

20. Располагаме со 19 аголни тримина ( 2 2 квадрат од кој е отстрането едно
квадратче) и неограничен број 2 2 квадрати. Определи го најголемиот
непарен број n за кој квадрат n n може да се покрие со дадените фигури.
Решение. Ќе докажеме дека, за покривање на (2 1) (2 1)k k   квадрат  со

аголни тримина и 2 2 квадрати ни се потребни 4 1k  аголни тримина.
Нека (2 1) (2 1)k k   квадратот е покриен со x аголни тримина и y квад-

рати 2 2 . Тогаш 23 4 (2 1)x y k   . Квадратчето кое се наоѓа во i  тиот

ред и j  тата колона го означуваме со ( , )i j . Да ги обоиме црвено квадрат-

чињата ( , )i j , за кои i и j се непарни броеви. Имаме точно 2k обоени квад-
ратчиња и бидејќи секој 2 2 квадрат покрива точно едно обоено квадратче,
а секое аголно тримино покрива најмногу едно обоено квадратче, добиваме

2x y k  . Значи, 2y k x  , од каде добиваме
2 2 2(2 1) 3 4 3 4( ) 4k x y x k x k x        ,

т.е.
4 1x k  .

Ако допуштиме дека 11 2 6 1n     , тогаш
за покривање на квадрат n n ни се по-
требни најмалку 4 6 1 23   квадратчиња.
Според тоа, 9n  . Нацртежот десно е при-
кажано едно покривање за 9n  .

21. На секое поле на квадратна табла со димензии 8 8 е поставена коцка (работ
на поставените коцки е еднаков страната на полињата на таблата). Една од
шесте страни на секоја од поставените коцки е обоена црно, а останатите пет
страни се обоени бело. Цел ред или цела колона коцки може да ротира за

90 ,180  или 270 (ротира како паралелопипед со основа квадрат и висина
осум пати поголема од страната на неговата основа). Дали постои редослед
на ротации после кој сите црно обоени полиња се на горната страна на поста-
вените коцки.

Боења и поплочувања

233

се среќава во D . Бидејќи L D е разнобоен, оваа боја се среќава во L .
Според тоа, L U не е разнобоен. Аналогно се докажува дека R U не е
разнобоен, што противречи на претпоставката дека барем три од опишаните
во овој квадрат агли се разнобојни.
Според тоа, најмногу половина од аглите на таблата се разнобојни. Од друга
страна, при боење, во кое секое квадратче ( , )i j е обоено во остатокот на
i j при делење со 15, точно половината од сите агли се разнобојни (Зош-
то?).

20. Располагаме со 19 аголни тримина ( 2 2 квадрат од кој е отстрането едно
квадратче) и неограничен број 2 2 квадрати. Определи го најголемиот
непарен број n за кој квадрат n n може да се покрие со дадените фигури.
Решение. Ќе докажеме дека, за покривање на (2 1) (2 1)k k   квадрат  со

аголни тримина и 2 2 квадрати ни се потребни 4 1k  аголни тримина.
Нека (2 1) (2 1)k k   квадратот е покриен со x аголни тримина и y квад-

рати 2 2 . Тогаш 23 4 (2 1)x y k   . Квадратчето кое се наоѓа во i  тиот

ред и j  тата колона го означуваме со ( , )i j . Да ги обоиме црвено квадрат-

чињата ( , )i j , за кои i и j се непарни броеви. Имаме точно 2k обоени квад-
ратчиња и бидејќи секој 2 2 квадрат покрива точно едно обоено квадратче,
а секое аголно тримино покрива најмногу едно обоено квадратче, добиваме

2x y k  . Значи, 2y k x  , од каде добиваме
2 2 2(2 1) 3 4 3 4( ) 4k x y x k x k x        ,

т.е.
4 1x k  .

Ако допуштиме дека 11 2 6 1n     , тогаш
за покривање на квадрат n n ни се по-
требни најмалку 4 6 1 23   квадратчиња.
Според тоа, 9n  . Нацртежот десно е при-
кажано едно покривање за 9n  .

21. На секое поле на квадратна табла со димензии 8 8 е поставена коцка (работ
на поставените коцки е еднаков страната на полињата на таблата). Една од
шесте страни на секоја од поставените коцки е обоена црно, а останатите пет
страни се обоени бело. Цел ред или цела колона коцки може да ротира за

90 ,180  или 270 (ротира како паралелопипед со основа квадрат и висина
осум пати поголема од страната на неговата основа). Дали постои редослед
на ротации после кој сите црно обоени полиња се на горната страна на поста-
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Решение. Редовите од долу на-
горе ќе ги означиме редоследно
со броевите од 1 до 8 а коло-
ните од лево на десно ќе ги
означиме редоследно со бук-
вите од a до h (види цртеж).
Таблата ќе ја ориентираме како
страните на светот. Најдолниот
ред, т.е. редот 1 ќе биде југ, а
колоната a ќе биде запад (види
цртеж).
Коцката 1a со вртење само на
редот број 1 и колоната a можеме да ја наместиме така што нејзината црна
страна да е на југ. Со понатамошно вртење на првата колона, без да се врти
првиот ред црната страна ќе остане на југ.
Коцката 2a со вртење на првата колона и вториот ред (без вртење на првиот
ред) можеме да ја наместиме така што нејзината црна страна е на југ. Со
понатамошно вртење на првата колона, без да се вртат првиот и вториот ред
црните страни на 1a и 2a ќе останат на југ.
Истата постапка ја повторуваме за коцките 3, 4, 5, 6, 7a a a a a и 8a при што во
секој нареден чекор од вртење ги исклучуваме претходните редови (при мес-
тење на црната страна на југ од коцката ai редовите 1, 2,..., 1i  не ги врти-
ме). Со оваа постапка сите црни страни на коцките од првата колона ќе бидат

насочени кон југ. Потоа сите редици ги ротираме за 90 така што црните
страни на коцките од прва колона да бидат поставени нагоре, и на крајот

првата колона ја вртиме за 90 така што црните страни на коцките од првата
колона да бидат на запад. Со вртење на било кој редица или било која колона
повеќе не ја вртиме првата колона.
Претходната постапка ја повторуваме за останатите колони , , , , , ,b c d e f g h

последователно во запишаниот редослед. При што кога црните страни на
коцките од една колона ќе ги наместиме на запад, таа и колоните лево од неа,
не ги ротираме.
По конечен број на чекори, црните страни на сите коцки ќе бидат завртени

кон запад. На крајот, секоја колона ја ротираме за 90 во насока на стрелките
на часовникот, после што црните страни на сите коцки ќе бидат завртени
нагоре.

22. Дадени се природни броеви ,m n и r , 2n  , 1 1r n   и квадратна табла
со димензии ( ) ( )mn r mn r   . Таблата е покриена со квадрати со димензии
n n со страни паралелни со страните на таблата, така што секое единечно
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поле е покриено барем еднаш. Определи го најмалиот можен број единечни
полиња кои се покриени повеќе од еднаш.
Решение. Полињата кои се покриени повеќе од еднаш ќе ги наречеме лоши.
Да фиксираме еден ред и да ги разгледаме полињата кои се во колоните со
броеви 1, 1,... ( 1) 1r r n r m n      . Овој ред е покриен со најмалку 1m 

„лента“ од нашите n n квадрати, а разгледуваме m полиња, па затоа барем
едно од нив е лошо.
Аналогно добиваме барем едно лошо поле во пресекот на нашиот ред со
колоните со броеви 2, 2,..., ( 1) 2r r n r m n      итн. Според тоа, во из-
браниот ред ќе имаме најмалку n r лоши полиња. Истото размислување во
останатите неискористени колони дава по најмалку n r лоши полиња во
секоја од нив. Според тоа, имаме најмалку

( )( ) ( 1) ( ) ( 2 )( )mn r n r m r n r mn mr r n r        

лоши полиња.
Ќе дадеме пример на покривање со точно ( 2 )( )mn mr r n r   лоши полиња.

Во долниот лев агол на таблата одделуваме квадрат ( ) ( )n r n r   и го пок-
риваме поставувајќи квадрати во неговите четири агли. Понатаму, почнувај-
ќи од горниот десен агол на дијагоналата на таблата поставуваме 1m 
квадрати со димензија n n кои не се преклопуваат и за секој од овие квад-
рати поставувајќи лево и долу по еден n n квадрат ги дуплираме сите по-
лиња кои се наоѓаат надвор од горниот десен r r квадрат. Конечно, оста-
натиот дел од таблата го покриваме со n n квадрати кои не се преклопу-
ваат. На ваков начин добиваме точно

2 2 2 2( ) ( 1)( ) ( 2 )( )n r r m n r mn mr r n r        

лоши полиња.

23. Дадена е квадратна табла со димензија n n , каде n е парен број. Таблата е

поделена на 2n единечни квадрати. Два различни единечни квадрати на
таблата се соседни ако имаат заедничка страна.
Означени се N единечни квадрати така што секој единечен квадрат (означен
или неозначен) е соседен со барем еден означен квадрат.
Определи ја најмалата можна вредност на бројот N .
Решение. Нека 2n k . Множеството квадратни по-

лиња чии центри се на растојание 1
2i  од најблиска-

та страна на квадратот ( 1,2,...,i k ) го нарекуваме
i  та рамка. Полињата на i  тата рамка ги боиме во
црно за непарно i , а во бело за парно i . Сега секое
поле на таблата (обоено во било која боја) е соседно
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со точно две црни полиња. Бидејќи имаме 2 ( 1)k k  црни полиња, мораме да

означиме најмалку ( 1)k k  поле. Останува да докажеме дека овој број може
да се достигне. Во секоја црна рамка да го означиме полето во долниот лев
агол и полето непосредно над него, а потоа одејќи долж оваа рамка во насока
на движењето на стрелката на часовникот, наизменично прескокнуваме и
означуваме по две полиња (означените полиња се со црвени квадратчиња).
Лесно се гледа дека секое поле има точно по едно означено соседно поле, а
се означени

2(2 1) 2(2 5) 2(2 9) ... ( 1)k k k k k       

полиња. Според тоа, одговорот на задачата е ( 1)k k  .

Забелешка. На сличен начин може да се решат случаите кога 4 1n k  и

4 1n k  . Во општи случај одговорот е 4 4(2[ ] 1)( 2[ ])n nn  .

24. Нека 2n  е природен број. Од квадрат n n е отстрането едно поле и
остатокот на квадратот е покриен со квадрати 2 2 и 3 3 . Определи ги
можните вредности на n .
Решение. Редовите и колоните да ги нумерираме од 1 до n и во сино да ги
обоиме парните редови, а во жолто непарните редови. Разликата меѓу сините
и жолтите полиња во квадратите 2 2 и 3 3 е 0 или 3 . Ако n е парен
број, тогаш по отстранувањето на едно поле разликата меѓу сините и жолтите
полиња ќе биде 1 и овој број не е делив со 3, што е противречност. Значи,
n не е парен број. Ако n е делив со 3, т.е. 3n k , тогаш жолтите полиња во
квадратот n n се за 3n k повеќе, па по отстранување на едно поле разли-
ката на сините и жолтите полиња не е делива со 3, што повторно е против-
речност.
Ако 6 1n k  , тогаш жолтите полиња во n n се за 6 1k  повеќе. Ако от-
странетото поле е сино, тогаш жолтите полиња ќе бидат за 6 2k  повеќе, а
овој број не е делив со 3. Значи, отстранетото поле треба да е жолто (жолтите
полиња ќе бидат 6k повеќе и овој број е делив со 3).
Да ги обоиме редовите во бело, зелено, црвено, бело, зелено, црвено, ..., бело.
Имаме парен број црвени и зелени полиња и непарен број бели полиња.
Квадрат 2 2 покрива по парен број полиња од секој вид, а квадрат 3 3
покрива еднаков број полиња од секој вид, па затоа не е можно отстранетото
поле да е црвено или зелено. Значи, тоа поле е бело. Ако
ги споредиме двете боења, добиваме дека отстранетото
поле е од ред (аналогно од колона) со реден број од
видот 6 1m  . Непосредно се проверува, дека ако тоа е
на границата на квадратот тогаш не е можно да биде
заградено со квадрати 2 2 и 3 3 . Ако полето е вна-
трешно, што е можно при 2k  , т.е. 13n  , тоа може да се загради со четири
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правоаголници 7 6 , кои формираа квадрат 13 13 (цртеж десно). Притоа
можеме да составиме правоаголник 7 6 од два реда, еден до друг, од по три
квадрати 2 2 и еден ред со два квадрати 3 3 . Лесно се гледа дека остато-
кот од квадратот n n се покрива со правоаголници 7 6 и 6 6 .
Ако 6 5n k  , тогаш жолтите полиња во квадратот n n се за 6 5k  пове-
ќе. Ако отстранетото поле е жолто, тогаш жолтите полиња ќе бидат за 6 4k 
повеќе, а овој број не е делив со 3. Значи, отстранетото поле треба да е сино,
по што имаме 6 6k  жолти полиња повеќе и овој број е делив со 3.
Да ги обоиме редовите во бело, зелено, црвено, бело, зелен, црвено, ..., бело.
Белите и зелените полиња се парен број, а црвените полиња се непарен број.
Квадрат 2 2 покрива по парен број полиња од секој вид, а квадрат 3 3
покрива еднаков број полиња од секој вид, па затоа не е можно отстранетото
поле да е бело или зелено. Значи, отстранетото поле е црвено. Ако ги споре-
диме двете боења, добиваме дека отстранетото поле е од ред (аналогно од
колона) со број делив со 6. Ова автоматски го исклучува случајот 5n  . Во
преостанатите случаи може да се заобиколи отстранетото поле со четири
правоаголници 5 6 , кои формираат квадрат 11 11 (слично како горниот
цртеж). Сега, правоаголник 5 6 можеме да составиме од три квадрати 2 2
еден до друг и два квадрати 3 3 еден до друг. Лесно се гледа дека оста-
тоткот од квадратот n n се покрива со правоаголници 5 6 и 6 6 .
Конечно, можните вредности на n се непарните броеви, кои не се делив со 3
и се поголеми од 10.

25. Дадена е бесконечна шаховска табла, поставе-
на во првиот квадрант, чии полиња се обоени
со бела и црна боја, а редовите и колоните се
нумерирани со броевите 1, 2, 3, ... (цртеж дес-
но). На почетокот на полето (1,1) е поставен
жетон. На секој чекор се избира еден од веќе
поставените жетони и се заменува со два нови
жетони според следново правило: ако на таб-
лата има k жетони и избраниот жетон е на
полето ( , )i j , тогаш двата нови жетона се поставуваат на полињата ( , 1)i k  и

( 1, )k j .
Определи го бројот на достижните конфигурации, кои се состојат од n жето-
ни распоредени само на црните полиња.
Решение. Нека на таблата се поставени n жетони. Очигледно не постојат
два жетони кои се во линија (Зошто?). На секоја конфигурација можеме
еднозначно да и придружиме пермутација на броевите 1, 2,3,..., n на следниот
начин: ако жетоните имаат позиции
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1 2(1, ), (2, ),..., ( , )na a n a

1 2{ , ,..., } {1,2,..., }na a a n , тогаш придружената пермутација на оваа конфи-
гурација е

1 2 3

1 2 3 ...
...( )

n

n
a a a a  .

Со индукција по n се покажува дека оваа пермутација е циклус

1 2 3 1... ni i i i i     ,

1 2{ , ,..., } {1, 2,..., }ni i i n . Понатаму, полето ( , )i j е црно ако и само ако i j е
непарен број. Според тоа, за горниот циклус важи

1 2 2 3 1 1... 1(mod 2)n n ni i i i i i i i         .
Останува да забележиме, дека кога n е непарен број не постои циклус со
даденото својство, а кога n е парен број, тогаш бараниот број на конфи-

гуирации е 2
2 2( )!( )!n n .

26. Секое поле во табла 2014 2014 е обоено црно или бело. Познато е дека
секој квадрат 2 2 содржи парен број црни полиња, а секој крст (квадрат
3 3 без четирите аголни полиња) содржи непарен број црни полиња. Дока-
жи дека четирите аголни полиња од таблата се еднобојни.
Решение. Да запишеме 1 во секое црно поле и 0 во секое
бело поле. Да разгледаме квадрат 3 3 без аголните полиња
на втората дијагонала (цртеж десно). Од условот на задачата
следува дека збировите a b c d   и d e f g   се парни

броеви, а збирот b c d e f    е непарен број. Значи, збирот

( ) ( ) ( )a b c d d e f g b c d e f a d g              

е непарен број. Според тоа, збирот на броевите запишани во трите полиња на
главната дијагонала на 3 3 квадрат е непарен број. Ова својство важи и за
трите дијагонални полиња на втората дијагонала.
Да разгледаме произволен 4 4 квадрат (цртеж десно).
Бидејќи a e h  и e h d  се непарни броеви заклу-
чуваме дека броевите a и d се со иста парност, па како
тие се еднакви на 0 или 1, заклучуваме дека a d .
Аналогно се заклучува дека b c . Понатаму, збирот
e f g h   е парен број, па затоа e h и f g се со иста парност и како

a e h  и b f g  непарни  броеви, како погоре заклучуваме дека a b .

Според тоа, a b c d   , што значи дека во секој 4 4 квадрат четирите
аголни полиња се еднобојни. Конечно, од 2014 1(mod 3) следува дека чети-
рите аголни полиња на таблата се еднобојни.

a c

b d f

e g

a b

e f

g h

c d



Боења и поплочувања

239

27. Кука ќе ја наречеме фигурата прикажана на цртежот десно,
која составена од шест единечни квадрати, или било која друга
фигура која е добиена од оваа фигура со примена на ротации и
осни симетрии. Определи ги сите m n правоаголници кои
можат да се покријат со куки така што
1) правоаголникот е покриен без празнини и преклопувања,
2) ниту еден дел од некоја кука не е надвор од правоаголникот.
Решение. Одговор. Сите правоаголници m n за кои 12 | mn , барем еден од

броевите ,m n е делив со 4 и , {1,2,5}m n .
Нека претпоставиме дека правоаголникот m n може да се покрие со куки.
За секоја кука H нејзиниот „внатрешен“ квадрат е покриен точно со една
кука K . Од друга страна, H го покрива внатрешниот квадрат на K , па
затоа сите куки можат да се поделат на парови { , }H K кои формираат една
од следниве фигури со плоштина 12.
Значи, нашиот правоаголник е по-
криен со вакви фигури. Тоа значи
дека 12 | mn . Следниве случаи ги
исцрпуваат сите можности.
1) 4m a и 3n b . Тогаш пра-

воаголникот очигледно се по-
крива со правоаголници 4 3 ,
што значи дека се покрива со
куки.

2) 12m a . Јасно, ако 1, 2n  тогаш правоаголникот не може да се покрие.
Ако 5n  , тогаш разгледување покривање на аголното поле, и лесно
следува дека покривањето не е можно. Затоа секој {1,2,5}n постојат

природни броеви 0,k l такви што 3 4n k l  (за 3, 4,6,7,8n  по-
следното е точно, а ако е точно за некој n , тогаш е точно и за 3n  ). За-
тоа правоаголникот m n може да се подели на правоаголници 12 3 и
12 4 , и оттука на правоаголници 4 3 и 3 4 .

3) Прв начин. 2 , 2m a n b  , каде a и b се непарни броеви. Ќе докажеме
дека таков правоаголник не може да се покрие со куки. Да воведеме коор-
динатен систем со кординатен почеток во долното лево поле и m е на x 
оската. Да ги обоиме полињата со координати ( , )k l , за 1,3,..., 1l m  и

1,3,..., 1l n  кога 4 1k t  и за 1,3,..., 1k m  и 2,4,...,l n кога
4 3k t  . Да забележиме дека вкупниот број обоени полиња е ab и тоа е

непарен број. Непосредно се проверува дека секоја од трите фигури во
горниот ред на цртежот (тип А) покрива по 3 обоени полиња, а секоја до
трите фигури во долниот ред на цртежот (тип В) покрива 2 или 4 обоени
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полиња. Според тоа, имаме непарен рбој фигури од типот А. Со аналогно
боење на непарните редови добиваме дека имаме непарен број фигури од
типот В. Според тоа, вкупниот број на фигури од двата типа е парен, што
значи дека mn е делив со 24, што е противречност.
Втор начин. 2 , 2m a n b  , каде a и b се непарни броеви. Јасно, притоа
вкупниот број фигури составени од две куки е непарен. Имено, ако тој е
парен, тоа значи дека mn е делив со 24, што е противречност.
Без ограничување на општоста
можеме да претпоставиме дека
вкупниот број фигури прика-
жани во долниот ред на црте-
жот десно е непарен. Да ја обо-
име секоја секоја четврта коло-
на на таблата mn во црно. То-
гаш секоја фигура од долниот
ред на цртежот покрива по 3
црни полиња, а секоја фигура од горниот ред на цртежот покрива по 2 или
4 црни полиња. Значи, бројот на покриените црни полиња е непарен, што
не е можно бидејќи има парен број црни полиња.

28. Дадена е шаховска табла со димензии , . За боењето на единеч-
ните полиња на таблата во боите бела, зелена, црвена и сина (секое поле е
обоено со една боја) ќе велиме дека е шарено, ако четирите полиња во секој

квадрат се обоени во различни бои. Определи го бројот на шарените
боења на таблата.
Решение. Да ги нумерираме колоните на таблата со , а редовите
со . Нека е полето во тата колона и тиот ред.
Да разгледаме едно произволно шарено боење на . Ќе докажеме дека секој
ред на содржи само две различни бои или секоја колона на содржи
само две различни бои.
Нека претпоставиме дека не содржи правоаголник со хоризонтална по-
долга страна, кој содржи три различн бои. Тогаш во секој ред на се ме-
нуваат две различни бои, што и се бараше.
Нека сега полињата и се обоени во три различни бои

и , соодветно. Последователно добиваме дека е обоено во

четвртата боја , во , во , во ,

во итн. Аналогно добиваме дека е обоено во ,

во , во итн. Продолжувајќи ја постапката доби-
ваме дека колоната ги содржи само боите и , колоната само
боите и , и колоната само боите и . Сега, лесно се гледа

2 2

1, 2,..., n ( , )i j i 

S

S

( , ), ( 1, )u v u v ( 2, )u v

,a b c

d ( , 1)u v  c

( 2, 1)u v  c

( , 1)u v  c ( 2, 1)u v  a

u

b d 2u 
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дека секоја колона чиј број има иста парност како ги содржи само боите
и , и секоја колона чиј број има спротивна парност од бројот ги содр-

жи само боите и , што и требаше да се докаже.
Од претходно изнесеното следува дека во секое шарено боење или во секој
ред или во секоја колона се менуваат две различни бои.
Бројот на шарените боења во кои во секоја колона со парен непарен број се
менуваат две бои, а во секоја колона со парен број – другите две бои, е

еднаков на . Бројот на шарените боења во кои во секој ред со непарен
број се менуваат две бои, а во секој ред со парен број – другите две бои е

еднаков на . Боењата во кои имаме менување на две бои како во секој
ред, така и во секоја колона се броени двапати (со други зборови, тоа се
боењата во кои бојата на полето зависи само од парностит на и ).
Вакви боења имаме (зошто?).
Конечно, вкупниот број на шарени боења е еднаков на

.

29. Коцка со димензии 3 3 3  е поделена на 27 складни единечни коцки (клет-
ки). Една од добиените единечни клетки е празна, а во секоја од преостана-
тите се наоѓа единечна коцка означена со еден од броевите 1, 2, ..., 26 (секој
од овие броеви е доделен на точно една коцка). Дозволено е единечна коцка
да се премести во соседна празна клетка (две клетки се соседни ако имаат
заеднички ѕид). Дали може со помош на конечно многу дозволени потези
единичните коцки да се распоредат така што коцките означени со броевите
k и 27 k ги заменат местата, за секој {1,2,...,13}k ?
Решение. Да ја означиме секоја непразна клетка со бројот на коцката која се
наоѓа во неа, а празната клетка со 0. Така позицијата во секој чекор можеме
да ја опишеме со некоја пермутација  на множеството {0,1,2,..., 26} , при
што почетната позиција соодветствува на идентичната пермутација

0 1 2 25 26
0 1 2 25 26( ... ) .

Во секој потез реализираме транспозиција (0, )x за некој 0x  , т.е. елемен-
тите 0 и x ги менуваат местата. Секоја транспозиција ја менува парноста на
пермутацијата (т.е. парноста на бројот парови ( , )i j такви што i j и

( ) ( )i j   ). Бидејќи конечната пермутација 0 1 2 25 26
0 26 25 2 1( ... ) е непарна

(како производ на 13 транспозиции ( , 26 )i i ), потребен е непарен број по-
тези.
Од друга страна, ако клетките ги обоиме наизменично црно и бело, како кај
шаховската табла, добиваме дека бојата на празната клетка се менува во секој
потез. Така, таа по непарен број потези не може да биде во иста боја. Тоа

u
a c u

b d

4
2( ) 2m

4
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значи, дека празната клетка не може да остане на истото место како во по-
четната позиција, со што добивме противречност.

30. Полињата на бесконечна шаховска табла се стандардно обоени во црна и
бела боја. Потоа сите бели полиња се преобоени во црвена и сина боја така
што полињата кои имаат соседен агол се разнобојни. Нека l е произволна
права, која не е паралелна со страните на полињата. За секоја отсечка I која
е паралелна на l ја пресметуваме разликата од збировите на црвените и
сините делови на I . Докажи, дека постои број C , кој зависи само од правата
l , таков што сите добиени се помали или еднакви на C .
Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.
Лема. Нека на бесконечна табла сместена во правоаголен кординатен систем
непарните колони се обоени со зелена, а парните со жолта боја. За секоја
отсечка паралелна на правата l разликата меѓу збировите на нејзините жолти
и зелени делови е помала или еднаква на некој број D , кој зависи само од l .
Доказ. Со вертикалните прави правата l е поделена на отсечкии со еднаква
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1 2

2 | | | ( ') ( ') ( ') ( ' ) |
| ( ') ( ') | | ( ') ( ' ) |
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r b r r b b r b r b

r r b b r b r b

D D
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r b
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Нека 1S е вкупната плоштина на црниот дел од триаголникот и 2S е вкуп-
ната плоштина на белиот дел од триаголникот. Нека

1 2( , ) | |f m n S S  .

а) Пресметај го ( , )f m n за кои било позитивни цели броеви m и n со иста
парност.
б) Докажи, дека 1

2( , ) max{ , }f m n m n за секои природни броеви m и n.

в) Докажи, дека не постои константа C таква што ( , )f m n C за секои при-
родни броеви m и n.
Решение. а) Нека ABC е правоаголен триаголник
чии темиња се темиња на квадрат, чии катети ле-

жат на страните на квадратот, при што 90A   ,

AB n и AC m . Разгледуваме n m правоагол-
ник ABCD како што е покажано на цртежот десно.
За било кој полигон P со 1( )S P ќе ја означиме вкупната плоштина на црниот

дел од P, а со 2 ( )S P вкупната плоштина на белиот дел.
Кога m и n се со иста парност, боењето на правоаголникот ABCD е централно
симетрично во однос на средината на хипотенузата BC. Затоа

1 1( ) ( )S ABC S BCD , 2 2( ) ( )S ABC S BCD и
1

1 2 1 22( , ) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | .f m n S ABC S ABC S ABCD S ABCD   

Затоа ( , ) 0f m n  , ако m и n се парни, а 1
2( , )f m n  ако m и n се непарни.

б) Ако m и n се со иста парност, тврдењето сле-
дува од а). Да претпоставиме дека m е непарен, а
n е парен. Нека L е точка на  страната AC, така
што 1AL m  , како што е покажано на цртежот
десно.
Бидејќи 1m  е парен број, тогаш

( 1, ) 0f m n  , т.е. 1 2( ) ( )S ABL S ABL .
Оттука следува:

1 2 1 2
1

2 2

( , ) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

( ) max{ , }.n

f m n S ABC S ABC S LBC S LBC

P LBC m n

   

  

в) Да го најдеме (2 1,2 )f k k . Нека L е точка на страната AC таква што

2AL k . Бидејќи
(2 ,2 ) 0f k k  и 1 2( ) ( )S ABL S ABL ,

следува

1 2(2 1,2 ) | ( ) ( ) |f k k S LBC S LBC   .
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Плоштината на триаголникот LBC е еднаква на k.
Без губење на општоста, можеме да претпоставиме
дека дијагоналата BL е црна (цртеж десно). Тогаш
белиот дел од триаголникот LBC се состои од
неколку триаголници: 2 2 1 2 1 2 1, , ,k k k kCLN M L N   

1 1 1M L N , од кои секој е сличен со триаголникот CAB.
Нивната вкупна плоштина е еднаква на:

2 2 22 2 2 11 1
2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 4 11
4 (2 1) 12

( ) ( ( ) ( ) ... ( ) )

(1 2 ... (2 ) ) .

k k k
k k k k

k
k k

S LBC

k







   

    

Значи,
1 1

1 12 12( ) (4 1) (8 1)S LBC k k k     , 2 1
6(2 1, 2 ) kf k k   .

32. За полином ( )f x со реални коефициенти, deg 2012f  и позитивен водечки
коефициент ја разгледуваме фигурата составена од сите точки со координати
( , )x y такви што ( )y f x . Дали може рамнината да се покрие со конечен
број такви фигури?
Решение. На почетокот фигурите да ги разгледаме како дел од рамнината
определен со неравенството ( )y f x . Секоја таква фигура може да се по-
крие со агол со однапред зададена големина и теме на y  оската. Навистина,

бидејќи водечкиот коефициент на ( )f x е позитивен и неговиот степен е

парен број, неравенството ( )f x ax е исполнето за секој доволно голем и
секој доволно мал број x , а за останатиот конечен интервал покривањето
можеме да го реализираме со транслација на аголот во негативната насока на
y  оската.

Нека претпоставиме дека бараното покривање на рамнината е можно. Тогаш
е можно рамнината да се покрие со конечен број агли со однапред зададени

големини. Нека аглите се зададени така што нивниот збир е помал од 360 .
Аглите да ги транслатираме така што тие да имаат заедничко теме. Тогаш
постои полуправа со почетна точка во ова теме, која нема други заеднички
точки (освен темето) со ниту еден од аглите. Последното е противречност,
бидејќи оваа полуправа не може да биде покриена пред транслацијата, бидеј-
ќи секој агол од полуправата најмногу покрива отсечка со конечна должина.

33. Од квадратна табла со димензии 100 100 се исечени 1950 домина (право-
аголници 1 2 или 2 1 ). Докажи дека од преостанатите делови може да се
исече тетрамино (евентуално ротирано). Ако тетраминото веќе се добило се
смета дека е исечено.
Решение. Да го разгледаме сечењето домина едно по едно. Во секој момент
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од процесот на сечење да го наречеме потенцијал на секое уште неисечено
поле бројот на неговите неисечени соседи (по страни) намален за 2. Тогаш
почетниот потенцијал на секое поле е 2 t , каде t е бројот на единичните
отсечки од контурата на квадратот, кои се гранични за тоа поле. Според тоа,
вкупниот заеднички почетен потенцијал на сите полиња на таблата е еднаков

на 22 100 400 19600   .
Да видиме како се менува вкупниот потенцијал S на сите неисечени полиња
по исекување на домино. Исекувањето намалува две полиња со потенцијал
најмногу 2 2 4  и за 1 го намалува потенцијалот на полињата кои се
гранични со исеченото домино (вакви полиња се најмногу 6). Според тоа,
вкупниот потенцијал S се намалува најмногу за 10.
По исекување на 1950 домина вкупниот потенцијал ќе биде најмалку
19600 19500 100  . Според тоа, ќе имаме неисечено поле k кое има позити-
вен потенцијал. Последното значи дека k има најмалку три неисечени
соседни полиња, кои заедно со k формираат тетрамино.

34. Правоаголник со димензии 9 12 е поделен на единични квадрати. Со црвена
боја се обоени центрите на сите единични квадрати, освен на четирите агол-
ни и осумте квадрати кои имаат заедничка страна со некој од аголните квад-
рати. Дали е можно црвените центри да се означат со 1 2 96, ,...,C C C , но така
да се исполнети следниве услови:
1) 1 2 2 3 95 96 96 1... 13C C C C C C C C     , и

2) затворената искршена линија 1 2 96 1...C C C C е централно симетрична.
Решение. Правоаголникот да го поставиме
во координатна рамнина така што цента-
рот на полето во i  тата колона и j  тата

редица има координати ( , )i j . Точките

( , )i j и ( ', ')i j се соседни на патеката

1 2 96 1...C C C CC

ако и само ако {| ' |,| ' |} {2,3}i i j j   .

Центарот на симетрија на патеката C е точката 1
2(6 ,5)O . Точките (2,2)A и

(11,8)B се симетрични во однос на O и ја делат C на два дела 1C и 2C .
Единичните квадрати ќе ги обоиме стандардно како шаховска табла. Тогаш
точките A и B се различно обоени, па како секои две соседни точки се
различно обоени, секој од деловите 1C и 2C се состои од непарен број
отсечки. Затоа овие делови се со различни должини, па затоа не се симе-
трични еден на друг. Според тоа, секој од деловите 1C и 2C мора да биде
централно симетричен.
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Деловите 1C и 2C се со непарна должина, па затоа секој од нив треба да со-
држи отсечка која е централно симетрична во однос на O . Единствени такви
отсечки се отсечките кои ги поврзуваат точките (5,4)C и (8,6)D , односно

(5,6)E и (8,4)F , што значи дека отсечките CD и EF се содржани во C .

Понатаму, точката A може да се поврзи само со точките C и (4,5)G , па за-
тоа отсечките CA и AG се содржани во C . Аналогно, разгледувајќи ги точ-
ките B , (2,8)H , (11, 2)I и (9,5)J , добиваме дека патеката AGHEFIJBDCA

целосно се содржи во C , што е противречност.

35. Дадена е квадратна табла 8 8 чии полиња се бели. Во еден чекор можеме да
одбереме 2 2 квадрат со сите бели полиња и во него да обоиме црно две
дијагонално соседни полиња. Колку чекори може најмногу да се направат?
Решение. Ако направиме 16 чекори кои се при-
кажани на цртежот десно, тогаш ни остануваат 5
празни 2 2 квадрати. Според тоа, може да се на-
прават најмногу 21 чекор. Ќе докажеме дека не
може да се направат повеќе од 21 чекор.
Центрите на сите полиња на таблата формираат
квадратна табла T со димензии 7 7 . Секој чекор
на квадратот 2 2 може да се разгледува како чекор на едно поле на таблата
T , и тоа во еден од двата можни правци: нагоре-лево или нагоре десно.
Имаме:
1) Не може да се реализираат чекори во две соседни полиња на таблата T .

Навистина, првиот од тие два чекора ќе обои едно од единечните квадрат-
чиња кои соодветствуваат на соседното поле на таблата.

2) Не е можно да се реализираат чекори во четири
полиња соседни на исто поле A на таблата T ,
Навистина, ако без ограничување на општоста
првиот чекор е на долното соседно поле на A
во правец нагоре-десно, тогаш не може да се на-
прави чекор на долното десно соседно поле на
A .

Да ја поделиме таблата на четири правоаголници со димензии 3 4 и еден
единичен квадрат (цртеж десно). Од (1) и (2) следува дека во ниту еден пра-
воаголник 3 4 не може да се направат повеќе од пет чекори. Тоа значи дека
може да се направата најмногу 4 5 1 21   чекори.

36. Нека n е природен број. Определи го (во зависност од n ) најмалиот приро-
ден број m за кој може да се обојат точно n полиња на бесконечна квадрат-
на табла така што е исполнет условот:
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Секој правоаголник со страни долж линиите на таблата на кој му се обоени
две спротивни аголни полиња содржи најмногу m обоени полиња.
Решение. Одговор: 1m  за 1n  и 5[ ] 2nm   за 2n  .

Го разгледуваме најмалиот правоаголник P со страни долж линиите кој ги
содржи сите обоени полиња. Тој долж секоја своја страна има барем по едно
обоено поле. Да ги избереме редоследно обоените полиња , ,A B C и D долж
долната, десната, горната и левата страна на правоаголникот P . За 2n 
можеме да земеме A C и B D (но може да биде, на пример, A B ). Со

XYP го означуваме правоаголникот чии две спротивни аголни полиња се X

и Y . Тогаш унијата на правоаголниците ABP . BCP , CDP , DAP и ACP ги
содржи сите n обоени полиња. Притоа полињата A и C се наоѓаат во по
три од овие правоаголници, а полиња-та B и D во по два. Според тоа,
5 6m n  , т.е. 5[ ] 2nm   .

За да покажеме дека оваа оценка се
достигнува, доволно е да конструираме
пример за 5 4n k  и 2m k  , каде

0k  . Една можност е прикажана на
цртежот десно. Навистина, секој право-
аголник кој содржи некои обоени поли-
ња на централниот k k квадрат (кои
ги има точно k ) може да содржо уште
најмногу две обоени полиња, додека се-
кој друг правоаголник содржи најмногу

1k  обоено поле од еден квадрат со
страна 1k  и уште едно поле од руг
таков квадрат.

37. Сите квадратчиња на табла 1000 1000 се обоени црно или бело. Познато е
дека постојат квадрат 10 10 во кој сите квадратчиња се црни и квадрат
10 10 во кој сите квадратчиња се бели. За секој квадрат K со димензии
10 10 дефинираме негова моќ ( )m K како апсолутна вредност на разликата
на бројот на црните и белите  полиња во квадратот K . Нека T е 10 10
квадрат кој има најмала моќ меѓу сите квадрати на дадената табла со димен-
зија 10 10 . Определи ја најголемата можна вредност за ( )m T .

Решение. За секој квадрат X со димензии 10 10 нека ( )b X е бројот на

белите квадратчиња во него, а ( )c X е бројот на црните квадратчиња и нека

( ) ( ) ( )r X b X c X  . Нека Y е 10 10 квадратот кој целиот е бел, а Z е

10 10 квадратот кој целиот е црн. Тогаш ( ) 100r Y  и ( ) 100r Z   . Нека W
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е променлив 10 10 квадрат кој на почетокот ќе го поставиме во Y . Го
поместуваме квадратот W се додека не се преклопи со Z , при што под еден
чекор поместување го подразбираме поместувањето на квадратот W за едно
место паралелно со страните на квадратот. Забележуваме дека ( )r W во еден

чекор може да се промени најмногу за 20. Бидејќи на почетокот ( ) 100r W  ,

а на крајот ( ) 100r W   , тогаш во некој чекор важи 10 ( ) 10r W   . Тоа

значи дека ( ) 10m T  .

Од друга страна, ќе докажеме дека ( ) 10m T  , од каде ќе следува дека

бараната најголема можна вредност на ( )m T е 10.
Да ги обоиме сите квадратчиња на 1000 1000 под главната дијагонала црно,
а преостанатите бело. На оваа табла да земеме произволен 10 10 квадрат.
Ако неговата главна дијагонала е црна, тогаш под неа сите квадратчиња се
црни, па затоа бројот на црните квадратчиња е најмалку за 10 поголем од
бројот на белите. Слично, ако главната дијагонала е бела, тогаш бројот на
белите квадратчиња е најмалку за 10 поголем од бројот на црните. Според
тоа, не постои ниту еден 10 10 чија моќ е помала од 10, со што доказот е
завршен.

38. Во едно од полињата на квадратна 41 41 табла е маскиран тенк. Стрелец со
еден истрел погодува едно поле. Ако го погоди полето во кое е тенкот, тогаш
тенкот се преместува во соседно поле, а во спротивно останува во полето во
кое се наоѓа. Соседни се полињата кои имаат заедничка страна. По истрелот
стрелецот не знае дали го погодил или не го погодил тенкот. За да се уништи
тенкот треба да е погоден двапати. Кој е најмалиот број истрели со кој стре-
лецот сигурно ќе го уништи тенкот?
Решение. Таблата да ја обоиме шаховски така што четирите аголни полиња
се црни. Нека стрелецот на почетокот стрела во сите бели полиња, потоа во
сите црни полиња и на крајот повторно во сите бели полиња. Ако тенкот е во
бело поле, тој ќе биде погоден и во првата и во втората серија. Ако тенкот е
на црно поле, тој ќе биде погоден во втората и третата серија. При ваквиот

начин на стрелање стрелецо стрела
222 3 41 141 1

2 241    пати.

Сега да разгледаме низа од истрели по која тенкот е погоден двапати. Јасно,
во секое поле треба да се стрела барем еднаш. Да претпоставиме дека има две
соседни полиња A и B , во кои стрелецот стрелал точно по еднаш, но прво
стрелал во A , а потоа во B . Ако тенкот бил во B и по истрелот преминал во
A , тој нема да биде униптен и нема второ негово погодување во A . Според

тоа, такви две соседни полиња не постојат. Таблата ја покриваме со
241 1
2


домина 1 2 и со едно поле 1 1 . Во секое домино стрелецот треба да стрела
барем три пати, а во полето 1 1 треба да стрела еднаш. Затоа се потребни
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најмалку
22 3 41 141 1

2 23 1     истрели.

39. Во квадрат 17 17 во црна боја се обоени n полиња. Секој ред, секоја колона
и секоја голема дијагонала на квадратот ќе ја наречеме линија. Во еден чекор
е дозволено ако најмалку 6 полиња на таа линија се обоени во црно, сите
полиња на таа линија да се обојат во црно. Определи ја најмалата можна
вредност на n , за која постои почетна конфигурација на n црни полиња, од
која може по конечен број чекори да се добие црна табла.
Решение. Одговор: 27.
Како што е вообичаено, полето во i  тиот ред и j  тата колона ќе го означу-

ваме со ( , )i j . Не е тешко да се види дека ако на почетокот се црни следниве
27 полиња:

(7,1), (8,1), (9,1), (10,1), (7,2), (8,2), (9,2), (10,2),
(7,16), (8,16), (9,16), (10,16), (7,17), (8,17), (9,17), (10,17),
(7,7), (8,8), (9,9), (10,10), (11,11), (12,12),
(11,7), (7,11), (10,8), (8,10), (6,12),

тогаш по неколку чекори може да се добие црна табла (прво дијагоналите, па
колоните 1, 2, 16, 17 итн.).
Затоа доволно е да докажеме дека секоја конфигурација од која може да се
добие црна табла има најмалку 27 црни полиња. Бидејќи во секој чекор се
појавуваат најмногу 17 6 11  нови црни полиња, за да се постигне целта се

потребни најмалку
217 16
11[ ] 1 24   чекори.

Нека B е множеството од почетните црни полиња, iA е линијата (ред, коло-
на или голема дијагонала), која се користи во i  тиот чекор. Тогаш

1

1
\ ( )

i

i i j
j

B A B A



  

е множеството полиња од B кое во i  тиот чекор за првпат се користи и
нека | |i iB b . Да забележиме дека | | 1i sA A  за i s , и i sA A   ако

iA и sA се или истовремено редови или колони. Од условот на задачата

следува дека | | 6i i j
j i

b A A


   , т.е.

,

,

,

6 |{ : , е ред} | , ако  е колона или дијагонала,

6 |{ : , е колона} | , ако  е ред или дијагонала,

6 1 , ако  е дијагонала.

j i c i

i j i r i

i d i

j j i A f A

b j j i A f A

i f A

   
   
   

Нека k е најмалиот природен број за кој имаме 6 реда или дијагонала, или 6
колони или дијагонала меѓу 1 2, ,..., kA A A . Така , бидејќи се направени нај-
малку 24 чекори, овој избор е можен. Без ограничување на општоста можеме
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да сметаме дека имаме c колони, r редови и d дијагонали, така што
6r d  , 2d  и r d c k   . Тогаш последователно добиваме:

, , ,
1 : е ред, : е колона, : е дијагонала,

: е ред,

: е колона,

: е дијагонала,

| |

6 ( | { : , е ред} |

| { : , е колона} |

( 1)).

i i i

i

i

i

k

i i c i r i d
i i A i k i A i k i A i k

j
i A i k

j
i A i k

i A i k

B b f f f

k j j i A

j j i A

i

   







   

  

 

 

   







Во последното равенство првиот збир ги брои паровите ( , )j i за кои 1 j 

i k и парот ( , )j iA A е (ред, колона) или (дијагонала, колона). Аналогно

вториот збир ги брои паровите ( , )j i за кои 1 j i k   и парот ( , )j iA A е

(колона, ред) или (дијагонала, ред), а третиот збир ги брои паровите ( , )j i за

кои 1 j i k   и iA е дијагонала. Затоа збирот на трите збира е еднаков на

2( ) ( )drc r c d   . Според тоа, имаме
2 2

2 2| | 6 ( ) ( ) ( ) ( )d dB k r k r d d k d r rd d          

И притоа важи 6r d  и 0,1d  или 2. Лесно се проверува дека миниму-
мот на десната страна на последното неравенство се достигнува за 4r  и

2d  . Конечно, | | 27B  , што и требаше да се докаже.

40. Квадрат, поделен на единечни квадратчиња, може да се расече на n складни
фигури со по k квадратчиња во секоја фигура. Докажи дека истиот квадрат
може да се расече и на k складни фигури со по n квадратчиња во секоја
фигура.

Решение. Нека m е должината на страната на квадратот. Тогаш 2m nk .
Ако ( , )d n k , тогаш 1m dm и 1n dn , каде 1 1( , ) 1m n  . Затоа 1 1mm kn ,

од каде следува дека 1 |n m . Последното значи дека квадратот може да се

подели со хоризонтални паралелни прави на растојание 1n и вертикални

паралелни прави на растојание d . При оваа поделба квадратот е поделен на
k складни правоаголници со по 1dn n единечни квадратчиња.

41. На квадрат 100 100 се поставени неколку рамнокраки правоаголни триагол-
ници со катети 1 кои не се сечат, при што секој триаголник покрива точно
половина поле. Се покажало дека секоја страна на поле (вклучувајќи ги и
граничните) е покриена од точно една катета на триаголник. Определи го
најголемиот можен број полиња кои не содржат ниту еден триаголник.
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Решение. Одговор: 49 50 2450  .
Да ставиме 50n  . Ќе велиме дека еден триаголник е добар ако се наоѓа над
правата определена со неговата хоризонтална катета, а е лош во спротивен
случај. Хоризонталните линии на мрежата да ги нумерираме со броевите од 0
до 2n .
Со ku (соодветно kd )  да го означиме бројот на отсечките од k  тата линија
кои учествуваат во добри (соодветно лоши) триаголници. Тогаш точни се ра-
венствата 2k ku d n  и 0 2u n . Освен тоа, вертикалните отсечки од мре-

жата, кои се наоѓаат меѓу k  тата и ( 1)k   вата линија, улчествуваат во

точно 1k ku d  триаголник, па затоа 1 2 1k ku d n   . Оттука лесно се до-

бива дека kd k и 2ku n k  за секој k .

Сега да ги разгледаме полињата кои се наоѓаат меѓу k  тата и ( 1)k   вата

линија на мрежата. Најмалку 2ku n k  од овие полиња содржат добар три-

аголник и најмалку 1 1kd k   од овие полиња соржат лош триаголник.

Според тоа, слободните полиња од овој ред се најмногу 12 max{ , }k kn u d  ,

што значи најмногу k кога k n и најмногу (2 1)n k  кога k n . Затоа

вкуниот број слободни полиња не е поголем од 2(0 1 ... ( 1)) ( 1)n n n      .
Останува да дадеме пример при кој се до-
стигнува добиената оценка. На цртежот
десно е даден пример за 4n  . Пример за

50n  се конструиран наполно аналогно.
Се одделува „правоаголник“ од полиња со
страни од по n и 1n  поле паралелни со
дијагоналите на мрежата, неговите полиња
се бојат шаховски (дијагоналите со по 1n 
полиња се црни), и во секое црно поле се
поставуваат по два триаголника (притоа

( 1)n n  бело поле се слободни); во секое
поле од преостанатите четири „агли“ на квадратот триаголниците се поста-
вуваат така што нивните прави агли се во иста насока како и големиот агол
во кој лежи полето.

42. Квадрат со димензии n n е поделен на единечни квадрати. Во големиот
квадрат треба да се постават определен број рамнокраки правоаголни три-
аголници со должина на хипотенуза 2 и со темиња во темињита на единеч-
ните квадрати, но така што секоја страна на секој единечен  квадрат припаѓа
тачно на еден триаголник (лежи во внатрешноста или на работ). Определи ги
сите вредности на n за кои ова е можно.
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стигнува добиената оценка. На цртежот
десно е даден пример за 4n  . Пример за
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се бојат шаховски (дијагоналите со по 1n 
полиња се црни), и во секое црно поле се
поставуваат по два триаголника (притоа

( 1)n n  бело поле се слободни); во секое
поле од преостанатите четири „агли“ на квадратот триаголниците се поста-
вуваат така што нивните прави агли се во иста насока како и големиот агол
во кој лежи полето.

42. Квадрат со димензии n n е поделен на единечни квадрати. Во големиот
квадрат треба да се постават определен број рамнокраки правоаголни три-
аголници со должина на хипотенуза 2 и со темиња во темињита на единеч-
ните квадрати, но така што секоја страна на секој единечен  квадрат припаѓа
тачно на еден триаголник (лежи во внатрешноста или на работ). Определи ги
сите вредности на n за кои ова е можно.
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Решение. Големиот квадрат има
2 )( 1n n  единечни отсечки, а
секој триаголник покрива три
отсечки, па затоа | (3 2 1)n n  ,

т.е. 0n  или (m2 od3)n  . Ис-
то така, отсечките на страните
на големиот квадрат може да
бидат покриене само со хипоте-
нузи, па затоа мора 2 | n . Спо-
ред тоа,

0n  или 2(mod 6)n  .
На цртежот десно се прикажани соодветните поставувања за 2n  и 6n  ,
како како од поставувањето за квадрат со димензии n n се добива по-
кривањето за квадрат со димензии 6) )( 6(n n   .

Сега со индукција следува дека бараните броеви се од видот 6n k или
6 4n k  , каде k  .

43. Нека f е бројот на начините на покривање на табла со димензии 2 n со

2 1 домина, b е бројот на низи од единици и двојки чиј збир е еднаков на
n и

1 2
0 2 2

1 2 2 1
1 3 2 1

( ) ( ) ... ( ), 2

( ) ( ) ... ( ), 2 1.

m m m
m

m m m
m

n m
c

n m



  


     
    

(1)

Докажи, дека f b c  .

Решение. Очигледно f b . Нависти-
на, покривањето на табла со димензии
2 n можеме да го направиме со поставување на 2 1 домината на два
начина, или едно домино вертикално или две домина хоризонтално (види
цртеж). Притоа се потребни n домина. Сега на секое вертикално домино го
придружуваме бројот 1, а на секои две хоризонтални домина го придружваме
бројот 2. Притоа добиваме низа од единици и двојки чиј збир е еднаков на n .
Јасно, на секоја низа од единици и двојки чиј збир е еднаков на n соодвет-
ствува покривање од дадениот вид (за единицата поставуваме вертикално
домино, а за двојката две хоризонтални домина).
Ќе докажеме дека b c . Нека r е бројот на низите од единици и двојки чиј
збир е еднаков на n . Нека k е бројот на двојките во дадена низа. Тогаш

2[ ]nk  и имаме r k единици. Притоа 2 ( )n k r k k r     . Низата е оп-

ределена ако во неа е познат распоредот, на пример, на двојките. Бројот на
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различните низи со должина r е еднаков на ( ) ( )r n k
k k

 . Според тоа, бројот

на сите низи ќе биде еднаков на
2[ ]

0
( )

n

n k
k

k




 . Притоа, за 2n m имаме

2[ ]
2 2

2 2
0 0 0

( ) ( ) ( )
n

m m
n k m k m k

k k m k
k k k

  


  
    ,

а за 2 1n m  добиваме

2[ ]
2 12 1

2 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( )
n

m m
m kn k m k

k k m k
k k k

   
 

  
    .

Забелешка. Во задача 12.3 докажавме дека 1nf f  е ( 1)n   виот Фибона-

чиев број, а во задача 12.35 докажавме дека 1nc f  , па сега од f b

следуваат равенствата 1nb f f c   .

44. Нека P е полимино со следниве својства:
1) барем еден правоаголник може да биде покриен со копии на P ,
2) за секој правоаголник, кој може да биде покриен со копии на P , тоа по-

кривање е единствено со точност до симетриите кои го запазуваат право-
аголникот.

Докажи, дека P е квадрат.
Решение. Прво, да забележиме дека ако со копии на P може да се покрие
правоаголник a b , тогаш може да се покрие и квадрат ab ab . Нека S е
најмалиот можен квадрат кој може да се покрие со копии од P и нека (1,1) и

( , )s s се долното лево и горното десно поле на тој квадрат.
Нека претпоставиме дека не постои копија на P која ја сече правата
2 1x s  . Тогаш s е парен број и симетријата во однос на правата x y

покажува, дека не постои копија на P која ја сече правата 2 1y s  . По-

следното значи дека со копии на P сме го покриле квадратот 2 2
s s , што

противречи на изборот на S .
Нека Q е копија на P која е пресечена од правата 2 1x s  . Бидејќи симе-
тријата во однос на оваа права го запазува покривањето, заклучуваме дека Q ,
т.е. P има вертикална оска на симетрија. Аналогно се добива дека P има и
хоризонтална оска на симетрија.
Нека R е копија на P која го покрива полето (1,1) . Бидејќи симетријата во
однос на правата x y го запазува покривањето, таа го пресликува R во R .
Значи, R е симетричен истовремено во однос на правите 2 1x m  и
2 1y m  , за некој природен број m . Тогаш R ги содржи полињата (1,1),
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( ,1), ( , )m m m и (1, )m . Бидејќи целиот квадрат S лежи горе и десно во однос

на полето (1,1) , добиваме дека R исто така лежи горе и десно во однос на

полето (1,1) , долу и десно од полето (1, )m , долу и лево од полето ( , )m m и

горе и лево од полето (1, )m . Според тоа, R целосно се содржи во квадратот

'S , определен со аголните полиња (1,1), ( ,1), ( , ), (1, )m m m m .

Нека претпоставиме дека некое поле ( ,1)i , каде 1 i m  , не припаѓа на R .
Тогаш тоа е покриена од некоја друга копија T на P . Бидејќи T и P се
складни, најдолниот ред кој содржи полиња на T треба да содржи две такви
полиња на растојание 1m  едно од друго, што не е можно. Според тоа, R ги
содржи сите полиња меѓу (1,1) и ( ,1)m и тогаш заради симетријата, следува
дека ја содржи и целта внатрешност на 'S . Но, тоа значи дека 'R S ,
односно дека R , па значи и P е квадрат.

45. Во полињата на n n табла се распоредени 2 1n  жетони. Докажи дека
некои од овие жетони може да се обојат во зелено така што:
1) во секој ред и во секоја колона има парен број зелени жетони, или
2) во секој ред и во секоја колона има непарен број зелени жетони.

Решение. За 1, 2,..., 2 1k n  нека 1k k
i ja b  ако k  тиот жетон се наоѓа во

i  тиот ред и j  тата колона и ' ' 0k k
i ja b  за 'i i и 'j j . Ги раз-

гледуваме векторите 1 2 1 1( , ,..., , ,..., )k k k k k
k n nv a a a b b  во векторскиот простор

2 1
2
n . Ако постојат 1 21 ... 2 1rk k k n      такви што

1
...

rk kv v  е ед-

наков на векторот 0 (0,0,...,0)


(односно на векторот 1 (1,1,...,1)


), тогаш со

боење на жетоните 1 2, ,..., rk k k во зелено постигнуваме во n редови и 1n 

колони, а со самото тоа и во преостаната колона, да има парен (односно
непарен) број зелени жетони.
Ако векторите 1 2 1,..., nv v  се линеарно зависни, тоа значи дека постојат

1 2 1,..., {0,1}n   такви што
2 1

1
(0,0,...,0) 0

n

i i
i

v



  


. Во спротивно секој

вектор од 2 1
2
n може да се запише како нивна линеарна комбинација. Значи,

2 1

1
(1,1,...,1) 1

n

i i
i

v



  


за некои 1 2 1,..., {0,1}n   , со што доказот е завршен.
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20. ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ

1. Нека Q е множество од n елементи. Матрицата елементи од Q ја наре-
куваме латински r n  правоаголник ако во секој нејзин ред и во секоја неј-
зина колона сите елементи се различни меѓу себе.
Латинскиот n n правоаголник го нарекуваме латински квадрат од n  ти
ред.
Докажи, дека за секој природен број постои латински квадрат од n  ти ред.
Решение. Да ја разгледаме матрицата [ ]ijM a за која (mod )ija i j n  ,

0 1ija n   . Ако ij ika a , тогаш (mod )i j i k n   , од каде по скратување-

то добиваме дека (mod )j k n , што значи j k , бидејќи j и k се ненега-

тивни броеви помали од n . Слично, од ij kja a следува i k . Според тоа,

елементите на секој ред (колона) се различни, па M е латински квадрат.
Забелешка. а) Како што видовме, за секој природен број n постои латински
квадрат од n  ти ред. Логично се поставува прашањето за бројот на латин-
ските квадрати од n  ти ред. Бројот на латинските квадрати од n  ти ред, во
општ случај, не е познат. Имено, позната е само долната граница, односно е
докажано само тврдењето:
Бројот на латнските квадрати од n ти ред е поголем или еднаков на

!( 1)!( 2)!...1!n n n  .
Во следната табела се дадени податоците за 11n  за бројот на латинските
квадрати од n  ти ред, објавени во 2007 година во списанието Journal of

Combinatorial Designs.
n Број на латински квадрати од n  ти ред
1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 61479419904000
8 108776032459082956800
9 5524751496156892842531225600

10 9982437658213039871725064756920320000
11 776966836171770144107444346734230682311065600000
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За 11n  не се знае точната вредност. Дури и разликата меѓу познатите дол-
на и горна граница е голема.
б) Во решението на задачата всушност е даден алгоритам за конструкција на
латински квадрат од произволен ред n . Така за 8n  се добива латинскиот
квадрат

2 3 4 5 6 7 0 1
3 4 5 6 7 0 1 2
4 5 6 7 0 1 2 3
5 6 7 0 1 2 3 4
6 7 0 1 2 3 4 5
7 0 1 2 3 4 5 6
0 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. (1)

Овде, да забележиме дека во општ случај ако пермутацијата (2,3,..., 1,0,1)n 

на броевите 0,1, 2,..., 1n  ја запишеме во првиот ред, а потоа во секој следен
ред циклично ги поместуваме броевите го добиваме латинскиот квадрат кој
се добива со горниот алгоритам. Ова всушност важи и за секоја пермутација
на броевите 0,1, 2,..., 1n  .
Меѓутоа, постојат и други начини за конструкција на латински квадрати Така

латински квадрат од ред 2n може да се конструира индуктивно. Да долниот

цртеж е прикажано како од латински квадрат од ред 2n се добива латински

квадрат од ред 12n .

1

2
2 2

2 2
2 2

2

2

n n

n

n n

n

n

A A
A

A A


 
 
  

.

Користејќи го овој алгоритам конструирај латински квадрат од ред 8, а потоа
спореди го со латинскиот квадрат (1).

2. Првиот квадрант на координатната рамнина е поделен на единечни квадрати.
Дали е можно во секој од овие квадрати да се запише по еден природен број,
така што во секој ред и секоја колона секој природен број биде запишан точ-
но еднаш?
Решение. Да! Распоред на броевите кој го има наведеното својство се доби-
ва ако во полето на добиената бесконечна табла чие теме е координатниот
почеток го запишеме бројот 1, а потоа конструираме латински квадрати од
ред 2, 4, 8, 16, ... со алгоритмот кој е даден во забелешката под б) на прет-
ходната задача. На читателот за вежба му препуштаме ова да го направи за
првите неколку редови и колони.
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3. Даден е латински квадрат од (2 1)n   ви ред пополнет со броевите 1, 2,...,
2 1n  . Ако броевите се симетрично распоредени во однос на една од дијаго-
налите, докажи дека на таа дијагонала се наоѓаат сите броеви од 1 до 2 1n  .
Решение. Во латински квадрат од (2 1)n   ви ред секој од броевите од 1 до
2 1n  се појавува 2 1n  пати, односно непарен број пати. Бидејќи распоре-
дот на броевите во однос на разгледуваната дијагонала е симетричен, заклу-
чуваме дека надвор од дијагоналата секој број се наоѓа парен број пати, од
каде следува дека секој број се јавува на дијагоналата.

4. Докажи, дека за произволни природни броеви n и r , r n постои латински
r n  правоаголник.
Решение. Непосредно следува од задача 1 и фактот дека со отстранувањето
на произволен број редици од латинскиот квадрат се добива латински пра-
воаголник.
Забелешка. Со остранување на произволен ред од латинскиот r n  правоа-
голник, 1 r n  , се добива латински ( 1)r n   правоаголник. Се поставува
обратното прашање, дали може секој латински r n  правоаголник, r n со
додавање на еден ред да се прошири до латински ( 1)r n   правоаголник.
Одговорот на ова прашање е потврден, т.е. важи следново тврдење кое овде
нема да го докажуваме.
Ако r n , тогаш секој латински r n  правоаголник може да се прошири
до латински ( 1)r n   правоаголник.
Непосредна последица од претходното тврдење е дека:
Секој латински правоаголник може да се прошири до латински квадрат.

5. Латинскиот 3 6  правоаголник
1 2 3 4 5 0
2 3 5 1 0 4
5 4 0 2 3 1

 
 
 
  

прошири го до латински 4 6  правоаголник.
Решение. Со , 1,2,3,4,5,6jS j  да го означиме подмножеството елементи

{0,1,2,3,4,5}Q  кои не се појавуваат во j  та колона. Имаме

1 {0,3,4}S  , 2 {0,1,5}S  , 3 {1,2,4}S  ,

4 {0,3,5}S  , 5 {1,2,4}S  , 6 {2,3,5}S  .
Од овие множества избираме по еден преставник, но така да сите се различни
меѓу себе, т.е

10 S , 21 S , 32 S , 43 S , 54 S и 65 S .
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На дадениот латински 3 6  правоаголник му допишуваме редица, така што
последователно ги запишуваме најдените преставници и го добиваме ла-
тинскиот 4 6  правоаголник:

1 2 3 4 5 0
2 3 5 1 0 4
5 4 0 2 3 1
0 1 2 3 4 6

 
 
 
 
 
 

.

6. Определи го бројот на латинските 2 n правоаголници.
Решение. Во првиот ред на латинскиот 2 n правоаголник можеме да ја за-
пишеме било која пермутација на броевите 1, 2,3,..., n , што значи дека имаме

!n можности. Сега во вториот ред треба да е било кој деаранжман на перму-

тацијата запишана во првиот ред, па имаме 1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! !!(1 ... ( 1) )n

n
n       

можности. Конечно, од принципот на производ следува дека бројот на латин-

ските 2 n правоаголници е еднаков на 2 1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! !( !) (1 ... ( 1) )n

n
n        .

7. За латинските квадрати кои еден од друг можат да се добијат со пермутирање
на редиците, колоните или преименување на елементите ќе велиме дека се
изотопни.
Нека множеството Q елементи на латинскиот квадрат е подредено мно-
жество. За латинскиот квадрат ќе велиме дека е стандарден ако елементите
на првиот ред се во основен поредок (основна пермутација). За латинскиот
квадрат ќе велиме дека е двојно стандарден ако и елементите на првиот ред
и елементите на првата колона се во основен поредок.
За два латински квадрати [ ]ijA a и [ ]ijB b од n  ти ред ( , 1,...,i j n ) ќе

велиме дека се заемно ортогонални, ако за сите вредности на индексите , ,i j

,k l важи ( , ) ( , )ij ij kl kla b a b кога ( , ) ( , )i j k l , т.е. ако сите 2n подредени

парови ( , )ij ija b се различни меѓу себе.

Дадени се латинските квадрати:
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

A

 
 
 
 
 
 

и

1 2 3 4
3 4 1 2
4 3 2 1
2 1 4 3

B

 
 
 
 
 
 

.

Докажи дека тие се ортогонални.
Решение. Ќе ја формираме матрицата од подредените парови кои се наоѓаат
на соодветните места во двата латински квадрати:
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(1,1) (2, 2) (3,3) (4, 4)
(2,3) (1, 4) (4,1) (3, 2)
(3, 4) (4,3) (1, 2) (2,1)
(4, 2) (3,1) (2, 4) (1,3)

C

 
 
 
 
 
 

. (1)

Забележуваме дека матрицата C е составена од 24 16 различни подредени
парови, што значи дека двата латински квадрати се заемно ортогонални.
Забелешка. Матрицата [ , ], , 1,2,...,ij ijC a b i j n  е таканаречениот грчко-ла-

тински квадрат добиен од заемно ортогоналните латински квадрати [ ]ijA a

и [ ], , 1,2,...,ijB b i j n  . Ако ги замениме елементите на првиот квадрат со

латинични букви, а елементите на вториот квадрат со грчки букви, тогаш ус-
ловот за ортогоналност вели дека секој пар кој се состои од грчка и латинич-
на буква се појавува точно еднаш во матрицата чии елементи се подредените
парови на елементите на почетните латински квадрати.
Грчките и латиничните букви на овој начин кај латинските квадрати прв ги
користел Ојлер, па затоа грчко-латинските квадрати понекогаш ги нареку-
ваат и Ојлерови квадрати. За матрицата (1) записот со помош на буквите од
грчката и латинската азбука е:

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

A B C D

B A D C
C

C D A B

D C B A

   
   
   
   

 
 
 
 
 
 

.

8. Конструирај пар ортогонални латински квадрати од ред 2 1, 1n k k   .

Решение. Избираме произволна пермутација 1 2( , ,..., )ni i i на броевите 0,1,...,

1n  во која ni k . Оваа пермутација ја запишуваме во последниот ред од
квадратот. Потоа преостанатите редови ги пополнуваме оддолу-нагоре при
што секоја следна пермутација се добива од претходната со преместување на
првиот член на крајот. За вториот квадрат избираме произволна пермутација

1 2( , ,..., )nj j j на броевите 0,1,..., 1n  во која nj k . Оваа пермутација ја
запишуваме во првиот ред на квадратот. Потоа преостанатите редови ги
пополнуваме одгоре-надолу така што секоја следна пермутација се добива од
претходната со преместување на првиот член на крајот. Јасно, на овој начин
добивме пар латински квадрати. Останува да докажеме дека овие латински
квадрати се ортогонални, т.е. дека за сите вредности на индексите , , ,i j k l

важи ( , ) ( , )ij ij kl kla b a b кога ( , ) ( , )i j k l . Последното следува од начинот

на конструкцијата на двата латински квадрати. Имено, според конструкци-
јата кај првиот латински квадрат на комплементарните дијагонали, т.е. дија-
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гоналите кои содржат n броеви и кои одат од левиот горен агол кон десниот
долен агол е запишан еден ист број (на различни дијагонали различен број), а
на истите дијагонали кај вториот квадрат е запишана пермутација на броеви-
те 0,1,..., 1n  .
За 9n  , од пермутацијата (7,8,3,1,5,0,2,6,4) е добиен левиот, а од перму-

тацијата (7,8,1,3,0,2,6,5,4) е добиен десниот латински квадрат.

4 7 8 3 1 5 0 2 6
6 4 7 8 3 1 5 0 2
2 6 4 7 8 3 1 5 0
0 2 6 4 7 8 3 1 5
5 0 2 6 4 7 8 3 1
1 5 0 2 6 4 7 8 3
3 1 5 0 2 6 4 7 8
8 3 1 5 0 2 6 4 7
7 8 3 1 5 0 2 6 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

7 8 1 3 0 2 6 5 4
8 1 3 0 2 6 5 4 7
1 3 0 2 6 5 4 7 8
3 0 2 6 5 4 7 8 1
0 2 6 5 4 7 8 1 3
2 6 5 4 7 8 1 3 0
6 5 4 7 8 1 3 0 2
5 4 7 8 1 3 0 2 6
4 7 8 1 3 0 2 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

за кои грчко-латинскиот квадрат е:
(4,7) (7,8) (8,1) (3,3) (1,0) (5,2) (0,6) (2,5) (6,4)
(6,8) (4,1) (7,3) (8,0) (3,2) (1,6) (5,5) (0,4) (2,7)
(2,1) (6,3) (4,0) (7,2) (8,6) (3,5) (1,4) (5,7) (0,8)
(0,3) (2,0) (6,2) (4,6) (7,5) (8,4) (3,7) (1,8) (5,1)
(5,0) (0,2) (2,6) (6,5) (4,4) (7,7) (8,8) (3,1) (1,3)
(1,2) (5,6) (0,5) (2,4) (6,7) (4,8) (7,1) (8,3) (3,0)
(3,6) (1,5) (5,4) (0,7) (2,8) (6,1) (4,3) (7,0) (8,2)
(8,5) (3,4) (1,7) (5,8) (0,1) (2,3) (6,0) (4,2) (7,6)
(7,4) (8,7) (3,8) (1,1) (5,3) (0,0) (2,2) (6,6) (4,5)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

9. Нека 1 2, ,..., kL L L се по парови заемно ортогонални латински квадрати. Дока-

жи дека постојат латински квадрати ' ' '
1 2, ,..., kL L L кои се изотопни на даде-

ните, стандардни и по парови заемно ортогонални.
Решение. Без ограничување на општоста, можеме да претпоставиме дека
елементите на сите квадрати се од множеството {0,1, 2,..., 1}Q n  . За секој

квадрат , {1, 2,..., }iL i k треба елементите на Q да ги преименуваме така да

од iL се добие стандарден квадрат '
iL . Сега тврдењето следува од фактот

дека со преименување на елементите на множеството Q во еден од квадра-
тите на ортогоналниот пар (но така да сите елементи се различно означени,
нивно пермутирање) ортогоналноста се запазува. Последното е точно и кога
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имаме повеќе латински квадрати кои по парови се заемно ортогонални.
Деталите ги оставаме на читателот за вежба.
Забелешка. Може да се докаже дека ортогонални латински квадрати од n  ти
ред не постојат за 2n  и 6n  , но дека постојат за секој природен број n

од множеството {3,4,5,7,8,9,10,...} .

10. Докажи дека за секој природен број 1n  постојат најмногу 1n  неизотопни
по парови заемно ортогонални латински квадрати.
Решение. Согласно задача 5, можеме да се ограничиме на разгледување само
на стандардните латински квадрати со елементи од {0,1,2,...,Q  1}n  . Да
го разгледаме полето во пресекот на втората редица и првата колона на секој
квадрат. Во ова поле не може да се наоѓа елементот 0. Од друга страна, секои
два стандардни заемно ортогонални квадрати мораат во тоа поле да имаат
два различни елементи. Значи, во множеството по парови ортогонални ла-
тински квадрати од ред n не може да има повеќе од 1n  квадрат.

11. За множеството од 1n  по парови ортогонални латински квадрати од ред n

велиме дека е потполн систем ортогонални латински квадрати од ред n

(скратено ПСОЛК ( )n ).

Докажи, дека за секој прост број 2p  постои ПСОЛК ( )p .
Решение. Да ги разгледаме 1p  матриците од ред p p со елементите од

множеството {0,1,2,..., 1}Q p  :

[ ], 1,2,..., 1k
k ijL a k p  

каде

(mod )k
ija i kj p  .

Прво ќе докажеме дека за 1,2,... 1k p  матрицата е латински квадрат. На-

вистина, ако за kL важи
1 2

k k
ij ija a , тогаш во полето на остатоци по модул p

важи

1 2i kj i kj   .
Бидејќи во полето важи законот за кратење на двете операции добиваме:

1 2kj kj , т.е. 1 2j j . Значи, на две различни места во иста редица не може да
има исти броеви. Слично се докажува дека на две различни места во една ко-
лона не може да има исти броеви, па значи kL е латински квадрат. Нека сега

tL и sL , t s се два латински квадрати добиени на опишаниот начин и нека

,t s
ij ijx a y a  т.е. во полето остатоци по модул p важи ,x i tj y i sj    .

Тогаш ( )t s j x y   , па затоа 1( ) ( )j t s x y   . Според тоа, i и j се ед-
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нозначно определени за дадени , ,x y t и s . Затоа секој пар ( , )x y само еднаш

се појавува како пар на соодветните елементи ( , )t s
ij ija a во латинските квад-

рати tL и sL , t s .

12. Конструирај ги ортогоналните латински квадрати од 5-ти ред.
Решение. Со примена на постапката од решението на задача 11 ги добиваме
следните четири латински квадрати од 5-ти ред:

2 3 4 0 1
3 4 0 1 2
4 0 1 2 3
0 1 2 3 4
1 2 3 4 0

 
 
 
 
 
 
  

,

3 0 2 4 1
4 1 3 0 2
0 2 4 1 3
1 3 0 2 4
2 4 1 3 0

 
 
 
 
 
 
  

,

4 2 0 3 1
0 3 1 4 2
1 4 2 0 3
2 0 3 1 4
3 1 4 2 0

 
 
 
 
 
 
  

и

0 4 3 2 1
1 0 4 3 2
2 1 0 4 3
3 2 1 0 4
4 3 2 1 0

 
 
 
 
 
 
  

,

кои формираат ПСОЛК(5).
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21. МАГИЧНИ КВАДРАТИ

1. Магичен квадрат од n  ти ред е квадратна n n шема (или матрица) од 2n
природни броеви, такви што збирот на броевите запишани во секој ред, во
секоја колона и на секоја дијагонала е еднаков на еден ист број nK . Бројот

nK го нарекуваме магична константа.

Ако во магичниот квадрат од n  ти ред се запишани првите 2n природни
броеви, тогаш нивниот збир е:

2 2( 1)2
21 2 ... n nn     ,

па затоа магичната константа е
2( 1)
2

n n
nK  . Магичните квадрати кои се

составени од броевите од 1 до 2n ги нарекуваме стандардни магични ква-
драти.
Конструирај магичен квадрат од ред 2 1n k  .
Решение. Прв начин (метод на Ојлер). Конструираме пар ортогонални ла-
тински квадрати [ ]ijA a и [ ]ijB b од ред 2 1n k  (види задача 20.8).

Понатаму, со помош на формулите ' 1ij ij ijc na b   и '' 1ij ij ijc nb a   , до-

биваме два магични квадрати '' [ ]ijC c и '''' [ ]ijC c .

На пример, од двата латински квадрати од деветти ред дадени во задача 20.8
се добива магичниот квадрат:

44 72 74 31 10 48 7 24 59
63 38 67 73 30 16 51 5 26
20 58 37 66 79 33 14 53 9
4 19 57 43 69 77 35 18 47

46 3 25 60 41 71 81 29 13
12 52 6 23 62 45 65 76 28
34 15 50 8 27 56 40 64 75
78 32 17 54 2 22 55 39 70
68 80 36 11 49 1 21 61 42

На читателот му препуштаме да го конструира и другиот магичен квадрат
определен од двата ортогонални латински квадрат.
Втор начин (Сијамски метод). Правилата на овој метод се: прво се запишува
бројот 1 во средното поле на најгорниот ред. Потоа се запишуваат последо-
вателно следните природни броеви одејќи по комплементарните дијагонали
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на квадратот (две паралелни дијагонали на кои се наоѓаат n полиња). Кога ќе
се добие број од видот mn ( 1m  ) следниот број се запишува под него и
пополнувањето продолжува на истиот начин. Долу е прикажан магичен
квадрат од деветти ред добиен со Сијамскиот метод.

47 58 69 80 1 12 23 34 45
57 68 79 9 11 22 33 44 46
67 78 8 10 21 32 43 54 56
77 7 18 20 31 42 52 55 66
6 17 19 30 41 53 63 65 76

16 27 29 40 51 62 64 75 5
26 28 39 50 61 72 74 4 15
36 38 49 60 71 73 3 14 25
37 48 59 70 81 2 13 24 36

Трет начин (метод на тераси или метод на Башѐ). Над секоја од страните на
квадратот последователно конструираме редови и колони со 2, 4,...,3,1n n 
квадратчиња. Во така добиената фигура последователно дијагонално ги вне-

суваме броевите од 1 до 2n . Подолу е даден пример за 7n  , при што поли-
њата на основниот квадрат се обоени.

7
6 14

5 13 21
4 12 20 28

3 11 19 27 35
2 10 18 26 34 42

1 9 17 25 33 41 49
8 16 24 32 40 48

15 23 31 39 47
22 30 38 46

29 37 45
36 44

43

Сега, броевите кои не се во квадратот ги запишуваме во истите редови и
колони, и тоа во полето кое е n  то по ред броено од полето во кое е бројот
кон внатрешноста на добиената фигура, во нашиот случај 7n  , со што го
добиваме магичниот квадрат прикажан на долниот квадрат.

4 29 12 37 20 45 28

35 11 36 19 44 27 3

10 42 18 43 26 2 34

41 17 49 25 1 33 9

16 48 24 7 32 8 40

47 23 6 31 14 39 15

22 5 30 13 38 21 46
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На потполно ист начин е добиен магичниот квадрат за 9n  , кој е подолу
прикажан. На читателот му оставаме самостојно да ја реализира постапката.

5 46 15 56 25 66 35 76 45

54 14 55 24 65 34 75 44 4

13 63 23 64 33 74 43 3 53

62 22 72 32 73 42 2 52 12

21 71 31 81 41 1 51 11 61

70 30 80 40 9 50 10 60 20

29 79 39 8 49 18 59 19 69

78 38 7 48 17 58 27 68 28

37 6 47 16 57 26 67 36 77

Четврт начин (метод на скок на коњ на шаховска табла). На квадратот
n n горе му додаваме два реда, а десно една колона. Потоа бројот 1 го за-
пишуваме во произволно поле. Понатаму, броевите ги запишуваме според
правилото на скокање на коњот во шахот, при што секогаш скокаме нагоре и
надесно. Ако некој број е запишан во додаден ред, тогаш него го префрламе
во поле кое се наоѓа во истата колона но n места подолу, а ако е запишан во
додадената колона, тогаш го префрламе во истиот ред, но во поле кое е десно
за n места. Кога во некое поле е запишан број од видот mn ( 1m  ) следниот
број се запишува под него и пополнувањето продолжува на истиот начин. Во
долната табела е прикажана постапката за добивање на магичен квадрат од
единаесетти ред. Притоа полињата во кои се префрлани броеви се обоени
сино, а полињата во кои се запишува број по број од видот mn ( 1m  ) се
обоени портокалово.

108 26 51 76 90 115 19 44 58 83
120 13 38 63 88 102 6 31 70 95

107 11 25 50 75 89 114 18 43 57 82 107
119 12 37 62 87 101 5 30 55 69 94 119
10 24 49 74 99 113 17 42 56 81 106 10
22 36 61 86 100 4 29 54 68 93 118 22
23 48 73 98 112 16 41 66 80 104 9

35 60 85 110 3 28 53 67 92 117 21 35
47 72 97 111 15 40 65 79 104 8 33 47
59 84 109 2 27 52 77 91 116 20 34 59
71 96 121 14 39 64 78 103 7 32 46 71
83 108 1 26 51 76 90 115 19 44 58 83
95 120 13 38 63 88 102 6 31 45 70 95

89

2. Конструирај магичен квадрат од ред 4n k , 1k  .
Решение (метод на Роуз-Бол). Во квадратот n n прво ги запишуваме

броевите од 1 до 2n во природен редослед, т.е. од лево кон десно во првиот
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ред ги запишавме броевите од 1 до n , во вториот ред од 1n  до 2n итн. во

последниот ред од ( 1) 1n n   до 2n . Потоа квадратот го делиме на 2k
квадрати со должина на страна 4 и во секој од овие квадрати ги повлекуваме
главните дијагонали. Сега паровите броеви кои лежат на дијагоналите и се
симетрични во однос на центарот на квадратот ги заменуваат местата, а
преостанатите броеви остануваат на своите места. На овој начин е добиен
бараниот магичен квадрат. Во долните два квадрати се прикажани двете
етапи при конструкција на магичен квадрат од осми ред. Полињата во кои се
запишани броевите на дијагоналите се обоени портокалово.

1 2 3 4 5 6 7 8 64 2 3 61 60 6 7 57

9 10 11 12 13 14 15 16 9 55 54 12 13 51 50 16

17 18 19 20 21 22 23 24 17 47 46 20 21 43 42 24

25 26 27 28 29 30 31 32 40 26 27 37 36 30 31 33

33 34 35 36 37 38 39 40 32 34 35 29 28 38 39 25

41 42 43 44 45 46 47 48 41 23 22 44 45 19 18 48

49 50 51 52 53 54 55 56 49 15 14 52 53 11 10 56

57 58 59 60 61 62 63 64 8 58 59 5 4 62 63 1

Забелешка. Друга варијанта на методот на Роуз-Бол е замената на местата на
местата на броевите кои се наоѓаат во полиња симетрични во однос на цента-
рот на квадратот и кои не лежат во полиња на дијагоналите на квадратот.

3. Конструирај магичен квадрат од ред 4 2n k  , 1k  .
Решение (метод на четири квадрати). Имаме 2(2 1), 1n k k   . Квадратот

го делиме на четири квадрати (2 1) (2 1)k k   . Во горниот лев квадрат спо-
ред некој од познатите методи, конструираме стандарден магичен квадрат со
ред 2 1k  . Квадратите во долниот десен, горниот десен и долниот лев агол
ги пополнуваме со магични ква-
драти кои се добиваат од кон-
струираниот магичен квадрат со
ред 2 1k  на кој му ги додаваме

броевите 2(2 1)k  , 22(2 1)k  и
23(2 1)k  , соодветно. Потоа бро-

евите кои се наоѓаат во обоените
полиња на горните два квадрати,
како што е прикажано на десни-
от квадрат, ги заменуваат места-
та со броевите кои се на истите
места во долните два квадрати,
кои се точно под нив. Во средишниот дел на квадратот се обоени 2 2k 
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колони и истите симетрични во однос на неговата вертикална оска на
симетрија. Примерот е за 4 3 2n    , па затоа се обоени 2 3 2 4   колони.
Значи, замените се меѓу црвените и сините полиња, портокаловите и зелени-
те полиња, жолтите и пиперовите полиња.
Во третиот начин на задача 1 конструиравме магичен квадрат од седми ред.
Сега, ако истиот го искористиме, тогаш за 2 7n   го добиваме следниот
помошен квадрат:

4 29 12 37 20 45 28 102 127 110 135 118 143 126
35 11 36 19 44 27 3 133 109 134 117 142 125 101
10 42 18 43 26 2 34 108 140 116 141 124 100 132
41 17 49 25 1 33 9 139 115 147 123 99 131 107
16 48 24 7 32 8 40 114 146 122 105 130 106 138
47 23 6 31 14 39 15 145 121 104 129 112 137 113
22 5 30 13 38 21 46 120 103 128 111 136 119 144
151 176 159 184 167 192 175 53 78 61 86 69 94 77
182 158 183 166 191 174 150 84 60 85 68 93 76 52
157 189 165 190 173 149 181 59 91 67 92 75 51 83
188 164 196 172 148 180 156 90 66 98 74 50 82 58
163 195 171 154 179 155 187 65 97 73 56 81 57 89
194 170 153 178 161 186 162 96 72 55 80 63 88 64
169 152 177 160 185 168 193 71 54 79 62 87 70 95

од кој по соодветната замена на броевите го добиваме магичниот квадрат од
четиринаесетти ред:

151 29 12 37 20 192 175 53 78 110 135 118 143 126
35 158 36 19 44 174 150 84 60 134 117 142 125 101
10 189 18 43 26 149 181 59 91 116 141 124 100 132
41 164 49 25 1 180 156 90 66 147 123 99 131 107
16 195 24 7 32 155 187 65 97 122 105 130 106 138
47 170 6 31 14 186 162 96 72 104 129 112 137 113
169 5 30 13 38 168 193 71 54 128 111 136 119 144
4 176 159 184 167 45 28 102 127 61 86 69 94 77

182 11 183 166 191 27 3 133 109 85 68 93 76 52
157 42 165 190 173 2 34 108 140 67 92 75 51 83
188 17 196 172 148 33 9 139 115 98 74 50 82 58
163 48 171 154 179 8 40 114 146 73 56 81 57 89
194 23 153 178 161 39 15 145 121 55 80 63 88 64
22 152 177 160 185 21 46 120 103 79 62 87 70 95

4. Нека , ,a d n . Докажи дека од членовите на конечната аритметичка про-

гресија ( 1)ka a k d   , 21,2,...,k n може да се состави магичен квадрат.

Решение. Со броевите од 1 до 2n составуваме стандарден магичен квадрат

C , чија магична константа е
2( 1)
2

n n
nK  . Понатаму, во така добиениот ма-

гичен квадрат од секој од запишаните броеви го одземаме бројот 1 и добива-
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ме нов магичен квадрат 'C во кој се распоредени броевите од 0 до 2 1n  и

чија магична константа е
2( 1)'
2

n n
n nK K n    . Броевите во магичниот квад-

рат 'C ги множиме со бројот d и добиваме нов магичен квадрат ''C во кој

се распоредени броевите 20, , 2 ,..., ( 1)d d n d и чија магична константа е
2( 1)'' '

2
nd n

n nK dK   . Броевите во магичниот квадрат ''C ги зголемуваме за

a и така добиваме нов магичен квадрат '''C во кој се распоредени броевите

2, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d    и чија магична константа е
2(2 ( 1))'''

2
n a d n

nK   ,

со што задачата е решена.
*

* *
Коментари. а) Според една кинеска легенда, магич-
ните квадрати се откриени во 2200 год. п.н.е., кога
импаторот Ју (2025-2197 год. п.н.е.) шетајќи покрај
брегот на Жолтата река здогледал како на повр-
шината испливала една необична желка, на чиј грб
имало девет полиња во кои биле распоредени точки
(цртеж десно). Во секое поле имало распоредено
различен број точки од една до девет и збирот по
секој правец бил 15. Јасно, ова е магичниот квадрат од трет ред.
б) Најстарите пишани текстови за магичните квадрати кои денес може да се
најдат се од арапско потекло од VIII век, од авторот Аполонио од Тиана,
припадник на александриската школа. Се претпоставува дека во Европа ги
донел византискиот математичар Емануел Москопулос.
Најпознатиот европски магичен квадрат се
наоѓа на ренесансното дело Меланхолија, на
германскиот сликар Албрехт Дирер (1471-
1528), кој е прикажан на цртежот десно. Овој
квадрат има 16 полиња, во кои се запишани
броевите од 1 до 16.  Интересно е да се забе-
лежи дека во средните две полиња на дол-
ниот ред еден до друг се наоѓаат броевите 15
и 14, па така тие го формираат бројот 1514, а
тоа е годината на создавањето на ова несе-
којдневно дело.
в) Совршени квадрати. За магичниот квадрат ќе велиме дека е совршен (ѓа-
волски) ако збирот на броевите во секој ред, во секоја колона, на секоја дија-
гонала и на секои две комплементарни дијагонали е еднаков. Единствениот
магичен квадрат од трет ред не е совршен. Понатаму, може да се докаже дека
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не постојат совршени квадрати од (4 2)k   ри ред. Подолу се дадени совр-
шени квадрати од 4 ти, 5 ти и 7  ми ред и на секој е обоен по еден пар
комплементарни доијагонали.

1 25 19 13 7
1 14 4 15 14 8 2 21 20
8 11 5 10 22 16 15 9 3

13 2 16 3 10 4 23 17 11
12 7 9 6 18 12 6 5 24

1 32 14 38 20 44 26
45 27 2 33 8 39 21
40 15 46 28 3 34 9
35 10 41 16 47 22 4
23 5 29 11 42 17 48
18 49 24 6 30 12 36
13 37 19 43 25 7 31

г) Вкупен број на магични квадрати. Како и кај латинските квадрати и овде
се поставува прашањето за бројот на магичните квадрати од даден ред. Раз-
лични магични квадрати од 4 ти ред има 7070. Ако два квадрати кои може
да се добијат еден од друг со пресликување на некоја оска на симетрија или
со ротација ги сметаме за еквивалентни, тогаш бројот на нееквивалентните
магични квадрати од 4 ти ред е еднаков на 880. Од овие 880 нееквива-
лентни магични квадрати од 4 ти ред точно 48 се совршени. Нееквива-
лентни магични квадрати од 5 ти ред има 275305224.
д) Од нестандардните магични квадрати, посебно се интересни магичните
квадрати кои се составени само од прости броеви. Јасно, бројот 2 не може да
учествува во таков квадрат, бидејќи во спротивно редот и колоната во тој се
наоѓа ќе имаат различна парност од другите редови и колони. Затоа, најчесто
бројот 2 се заменува со бројот 1. При овој услов на почетокот
на XIX век Хенри Дадни за прв пат конструира магичен квад-
рат кој се состои од прости броеви и чија магична константа е
еднаква на 111 (квадратот десно). Подолу се дадени уште че-
тири магични квадрати составени од прости броеви, во кои не учествува
бројот 1.

17 89 71 29 131 107 37 79 103 59 53 101
113 59 5 167 89 11 139 73 7 113 71 29
47 29 101 71 47 149 43 67 109 41 89 83

На почетокот на XIX век Ален Џонсон составува магичен квадрат од четврт
ред (долу лево), кој е составен од бројот 1 и прости броеви. Магичната
константа на квадратот на Џонсон е 120. Понатаму, подолу се дадени уште
два магични квадрати од четврт ред. Кај едниот од овие квадрати цифрата на
единиците на сите броеви е еднаква на 7.

67 1 43
13 37 61
31 73 7
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3 61 19 37 7 367 587 197 19 23 103 107
43 31 5 41 617 167 97 277 113 97 29 13
7 11 73 29 227 557 337 37 83 79 47 43

67 17 23 13 307 67 137 647 37 53 73 89

Забележуваме, дека горните магични квадрати не се составени од последова-
телни прости броеви, па затоа било предизвик да се состави таков магичен
квадрат. Така, во 1913 година Џ. Менси го составил магичниот квадрат кој ги
содржи бројот 1 и првите 143 непарни прости броеви. Покрај тоа, Менси до-
кажал дека тоа е најмалиот магчен квадрат од ваков вид. Магичната констан-
та на квадратот на Менси е 4514.

1 823 821 809 811 797 19 29 313 31 23 37
89 83 211 79 641 631 619 709 617 53 43 739
97 227 103 107 193 557 719 727 607 139 757 281
223 653 499 197 109 113 563 479 173 761 587 157
367 379 521 383 241 467 257 263 269 167 601 599
349 359 353 647 389 331 317 311 409 307 293 449
503 523 233 337 547 397 421 17 401 271 431 433
229 491 373 487 461 251 443 463 137 439 457 283
509 199 73 541 347 191 181 569 577 571 163 593
661 101 643 239 691 701 127 131 17 613 277 151
659 673 677 683 71 67 61 47 59 743 733 41
827 3 7 5 13 11 787 769 773 419 149 751

ѓ) Со правилните шестаголници, исто како и со квадратите, може да се по-
плочи целата рамнина. Затоа, логично е да се постави прашањето дали е мож-
но дел од рамнината да се покрие со правилни шестаголници и во шестагол-
ниците да се запишат природните броеви од 1 до k (по
еден број во секој шестаголник), така што збирот на
броевите во сите правци на соседни шестаголници е
еднаков. Одговорот на поставеното прашање го дал К.
У. Адамс кој во 1963 година магичниот шестаголник
прикажан на цртежот десно му го пратил на познатиот
популаризатор на математичките досетки Мартин Гард-
нер. Гарднер не верувал дека добил некој нов резултат и затоа се консулти-
рал со специјалистот за оваа област Чарлз Триг. Триг не знаел ништо за
прашањето, но докажал дека постојат само магични шестаголници од прв и
трет ред. Така, се покажало дека Адамс го нашол единствениот нетривијален
магичен шестаголник, чија магична константа е 38.
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22. НЕКОНКУРЕНТСКИ ИГРИ

Математичките игри, кои овде се предмет на нашите разгледувања, се една
од најнестандардните и најразновидни области. Ние нема да се задржиме на
теориските разгледувања и на класичните алгоритми за решавање на определени
видови игри, туку ќе разгледаме неколку задачи кои припаѓаат на оваа интересна
математичка дисциплина и кои се задавани на матемаички натпревари.

Во овј параграф ќе разгледаме задачи во кои при определени услови треба да
се постигне дадена цел, но притоа нема играч кој оневозможува да се постигне
целта. Ваквите видови игри се нарекуваат неконкурентски игри.

1. Во едно кралство има 100 мудреци. Кралот сака да ги тестира мудреците на
следниов начин: ги реди во колона и на еској на главата му става бела или
црна капа така што секој мудрец ги геда капите на сите пред него, но не ја
гледа својата капа и капите на тие зад него. Потоа мудреците еден по еден
пробуваат да ја погодат бојата на својата капа. Мудрецот кој ќе погоди
добива награда еден златник, а мудрецот кој нема да погоди плаќа казна од
еден златник. Кој е најмалиот број златници кои мудреците заедно може да
ги заработат?
Решение. Мудреците може да заработат најмалку 98 златници. Навистина,
тоа може да го направата со следнава стратегија. Прв одговара последниот
мудрец во колоната така што ќе каже „бела“ ако бројот на црните капи пред
него е парен, а „црна“ ако е непарен. Сега првиот мудрец пред него, гледајќи
ги капите пред себе, ја знае бојата на својата капа, потоа тој пред него,
гледајќи ги капите пред себе и случајќи ги претходните одговори, ја знае
бојата на својата капа. Според, тоа, ако сите освен последниот мудрец во
колоната ќе дадат точен одговор, што значи дека ќе добијат 99 златници.
Сега, ако последниот мудрец во колоната ја погоди бојата на својата капа,
тогаш мудреците ќе добијат 99 1 100  златници, а ако не ја погоди бојата
на својата капа мудреците ќе добијат 99 1 98  златници.

2. На случаен начин 2008 момчиња и 2008 девојчиња се распоредени на круг.
Секое девојче има топка, а секое момче има кукла. Во еден чекор секој на
својот десен сосед му го предава предметот кој го има во моментот. Потоа
сите момчиња кои добиле топка и сите девојчиња кои добиле кукла го на-
пуштаат кругот, а преостанатите продолжуваат на истиот начин. Определи го
максималниот можен број чекори во оваа игра.
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Решение. Ако сите момчиња се наредени едно до друго, тогаш и сите девој-
чиња се наредени едно до друго. При ваков распоред во секој чекор само
двајца го напуштаат кругот, едно момче и едно девојче. Според тоа, за овој
распоред се потребни 2008 чекори.
Ќе докажеме дека за произволен распоред по најмногу 2008 чекори играта ќе
заврши. За таа цел доволно е да докажеме дека во секој момент во кругот има
како момчиња, така и девојчиња. Тоа значи дека во секој момент ќе има нај-
малку две соседства девојче-момче и во следниот чекор најмалку двајца ќе го
напуштат кругот.
Нека претпоставиме дека во даден момент во кругот останале само момчиња.
Тогаш тие имаат кукли, а од кругот излегле 2008 девојчиња, кои исто така
имале кукли. Според тоа, кукли има повеќе од 2008, што противречи на усло-
вот на задачата. Аналогно се докажува дека не е можно во кругот да останале
само девојчиња.

3. Група разбојници го крие своето богатство во 2011 пештери кои се означени
со броевите 1, 2, 3, ..., 2011. Преку ден богатството се наоѓа во една од
пештерите, а во текот на ноќта разбојниците богатството го преместуваат во
една од соседните пештери. Алибаба ја имал оваа информација и секој ден на
пладне пребарува една од пештерите. Дали постои стратегија со која Алибаба
ќе го најде богатството по конечен број денови?
Решение. Да претпоставиме дека првиот ден богатството е во пештера нуме-
рирана со парен број (парна пештера). Алибаба прво ја проверува пештерата
2010. Ако не го најде богатството, тогаш тоа е во парна пештера со број не
поголем од 2008, а следниот ден тоа е во непарна пештера со број не поголем
од 2009. Затоа Алибаба утредента влегува во пештерата 2009. Ако пак не го
најде богатството, тогаш следниот ден влегува во пештерата 2008 итн. се
додека 2009 дена не ја провери пештерата означена со бројот 2. Ако уште не
го нашол богатството, тоа ќе значи дека појдовната претпоставка била греш-
на и дека богатството на почетокот било во непарна пештера. Значи, 2010-
тиот ден богатството е во парна пештера, па Алибаба може да ја повтори
својата стратегија и така сигурно ќе го најде богатството.

4. Група разбојници го крие своето богатство во n пештери кои редоследно се
означени со броевите 1, 2,..., n . Преку ден богатството се наоѓа во една од
пештерите, а во текот на ноќта разбојниците богатството го пренесуваат
надесно во соседната пештера. Кога богатството ќе се најде во крајната десна
пештера, т.е. во пештерата означена со бројот n , тоа останува во неа. Али-
баба ја имал оваа информација и секој ден на пладне пребарува една од пеш-
терите. Определи го најмалиот можен број денови кои му се потребни на
Алибаба за со сигурност да го најде богатството.
Решение. Доволни се 2[ ] 1n  денови. Алибаба во i  тиот ден ја посетува
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(2 1)i   та пештера за 21 [ ]ni  , а последниот ден ја посетува n  тата

пештера. На овој начин, ако богатството се наоѓа во пештерата означена со
бројот x и 21 [ ]nx  , тогаш Алибаба го наоѓа во x  тиот ден, а ако 2[ ]nx  ,

тој го наоѓа во последниот 2[ ] 1n  ден.

Сега, да претпоставиме дека Алибаба може богаството да го најде за 2[ ]n

денови и дека во овие денови тој последователно ги посетува пештерите

2
1 2 [ ], ,..., np p p . За пештерата x ќе велиме дека е лоша ако богатството кое на

почетокот се наоѓа во пештерата x е најдено во i  тиот ден, односно ако
1 ix i p   . За секоја посета на пештерите од страна на Алибаба најмногу

една од пештерите 21, 2,...,[ ] 1n  е лоша. Според тоа, барем една од овие

пештери не е лоша, па затоа Алибаба нема да ги најде богатството ако тоа на
почетокот се наоѓа токму во оваа пештера.

5. Горјан ги запишал броевите од 1 до 100 во некој редослед. Со едно прашање
Андреј од Горјан може да го дознае меѓусебниот редослед на произволни 50
од запишаните броеви. Докажи дека со помош на само пет прашања Андреј
може да го открие редоследот на сите 100 броеви.
Решение. Да ги поделиме броевите во две групи A и B од по 50 броеви.
Прво прашуваме за редоследот на броевите од групата A , а потоа за редо-
следот на броевите од групата B . Во третото прашање прашуваме за
редоследот на првите 25 броја од групата A и првите 25 броја од групата B .
Во четвртото прашање прашуваме за редоследот на последните 25 броја од
групата A и последните 25 броја од групата B . Така, по само четири пра-
шања ги знаеме првите 25 и последните 25 броја од бараниот редослед. Ко-
нечно, со петтото прашање го добиваме редоследот на преостанатите 50
броеви.

6. На неколку деца им се дадени 2n монети, при што секое дете има најмалку
една монета. Во еден потег, секогаш кога некое дете има најмалку половина
од сите монети, а повеќе од секое од преостанатите други деца, тоа на секое
друго дете му дава онолку монети колку што тоа дете веќе има. Колку нај-
многу потези може да се направат?
Решение. По првиот потег секое дете има парен број монети. Со индукција
лесно се докажува дека по k  тиот потег секое дете има број на монети

делив со 2k . Но, вкупниот број монети е еднаков на 2n , па затоа по послед-
ниот чекор секое од двете деца кое добива монети не може да има повеќе од

12n монети. Тоа значи дека на опишаниот начин може да се направат нај-
многу 1n  чекори. Бројот 1n  се достигнува, на пример, кога имаме три



Р. Малчески

274

деца, при што двете имаат по 1 монета, а третото има 2 2n  монети. Притоа,
од првиот до ( 1)n   виот потег бројот на монетите кои ќе ги имаат децата
последователно ќе биде

2

2 2 3

2 2 1

1 1

2,2,2 2 ,

2 ,2 ,2 2 ,
.......................

2 , 2 ,2 ,

2 ,2 ,0.

n

n

n n n

n n

  

 





7. Во еден чекор можеме да го измениме множеството {1,2,..., }S X n  на
еден од следниве начини:
i) го додаваме 1, ако 1 S ,
ii) го отфрламе n , ако n S ,
iii) го отфрламе r и го додаваме 1r  , ако r е таков што r S и 1r S  .

Нека претпоставиме дека постои низа од 2 1n  чекори во која од  доаѓаме
до множеството { }n , при што поминуваме низ секое подмножество на мно-
жеството X точно еднаш. Докажи дека 1n  е степен на бројот 2.
Решение. Во секој чекор зброт на елементите на множеството S се зголе-
мува за 1 или се намалува за n , што значи дека се менува за 1 по модул 1n  .

Како од празното множество по 2n чекори повторно се добива празното

множество, следува дека 2 0(mod 1)n n  , т.е. 1| 2nn  , т.е. 1n  е степен на
бројот 2.

8. Пабло замислил природен број n , 1 2000n  , а Матео пробува да го по-
годи. Во секој чекор Матео може да избере множество броеви A и во врска
со тоа множество на Пабло да му постави едно прашање, на што Пабло одго-
вара со да или со не. Определи го најмалиот број прашања кои што му се
потребни на Матео за со сигурност да го погоди бројот n .
Решение. Нека n е најмалиот број прашања кои му се потребни на Матео за
со сигурност да го погоди бројот кој што го замислил Пабло. За да Матео
секогаш може да го погоди бројот сите броеви од 1 до 2000 мора да генери-

раат различни низи одговори да и не, а низи одговори има 2n . Затоа мора да

важи 2 2000n  . Најмалиот број n за кој е исполнето последното
неравенство е 11, што значи дека на Матео му требаат најмалку 11 прашања.
Единаесет прашања се доволни со следнава стратегија. Матео постојано го
избира множеството {1}A  и за 1, 2,...,11i  неговото i  то прашање е:
„Дали i  тата бинарна цифра на бројот n во бинарниот запис на замислени-
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от број, гледајќи од десно на лево, припаѓа на множеството A ?“
Јасно, добиените одговори му овозможуваат да ги определи сите цифри во
бинарниот запис на бројот n , а со тоа и бројот n .

9. Ивана замислила полином ( )P x чии коефициенти се ненегативни цели бро-
еви. Марија сака да го определи овој полином. Во еден потез го кажува
целиот број k , а Ивана и ја соопштува вредноста ( )P k . Најди стратегија со

која Марија со најмал број потези ќе го определи полиномот ( )P x .
Решение. Еден потез не е доволен, бидејќи врз основа на равенството

( )P k k Марија не може да се определи меѓу полиномите ( )P x x и

( )P x k . Два потези се доволни и стратегијата е следна. За 1k  Марија

дознава (1)P n , од што заклучува дека сите коефициенти на полиномот

( )P x не се поголеми од n . Потоа за 1k n  Марија ја дознава вредноста

( 1)P n m  . Од добиениот одговор таа еднозначно ги определува коефици-

ентите на полиномот ( )P x како цифри на бројот m во броен систем со ос-
нова 1n  .

10. Петар и Васил измислиле десет квадратни полиноми. Потоа Васил кажувал
последователни природни броеви (почнувајќи од некој број), а Петар го
заменувал секој од кажаните броеви во некој од квадратните полиноми (по
сопствен избор) и добиените вредности ги запишувал на табла од лево на
десно. Се покажало, дека броевите, запишани на таблата, формираат арит-
метичка прогресија (во редослед во кој се запишувани). Колку најмногу
броеви може да каже Васил?
Решение. Ќе докажеме, дека Петар го искористил секој квадратен полином

( )P x не повеќе од двапати. Навистина, нека n  тиот член на добиената арит-

метичка прогресија е еднаков на an b , а n  тиот од броевите на Васил е
k n . Тогаш ако k n го замениме во ( )P x , ја добиваме равенката

( )P k n an b   , која е квадратна по n и истата има најмногу два корени.
Значи, Васил може да каже најмногу 20 броеви. Петар и Васил можат да
направат да се кажат 20 броеви, на следниов начин: ги избираат квадратните
полиноми ( ) ( 2 )( (2 1))kP x x x k x k     , за 1,2,...,10k  и Васил ги кажува

броевите 1, 2, ..., 20. Бидејќи (2 1) 2 1kP k k   и (2 ) 2kP k k ., Петар може да

ги заменува така да последователно се добијат броевите 1, 2, ..., 20.

11. На кружница се распоредени 2009 ненегативни цели броеви кои се помали
или еднакви на 100. Дозволено е да се додаде по 1 на секои два соседни бро-
ја, при што за секои два соседни броја оваа операција се извршува најмногу
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k пати. Определи го најмалиот k за кој сме сигурни дека сите броеви може-
ме да ги направиме еднакви.
Решение. Одговор: 100400k  .
Броевите да ги означиме со 1 2009,...,a a и да означиме 2009 2009n n na a a   .
Нека 100400N  .
1) Ставаме 2 4 2008... 100a a a    и 1 3 2009... 0a a a    . Нека за некој

k броевите станале еднакви. Да го разгледаме збирот

2 3 4 5 2008 2009( ) ( ) ... ( )S a a a a a a       .

Овој збир се зглемува за 1 кога додаваме 1 на парот 1 2( , )a a , се намалува

за 1 кога додаваме 1 на парот 2009 1( , )a a и не се менува во останатите слу-
чаи. Бидејќи на почетокот 100 1004S N   , а на крајот 0S  , последно-
то значи дека парот 2009 1( , )a a ќе биде зголемен најмалку N пати. Значи,

k N .
2) Останува да докаеме дека при k N сите броеви можеме да ги напра-

виме еднакви. За таа цел да го зголемиме парот 1( , )i ia a  точно

2 4 2008...i i i is a a a     

пати. Тогаш бројот ia ќе биде еднаков на

1 1 3 2007 2 4 2008

1 2 2009

( ... ) ( ... )
... ,

i i i i i i i i i ia s s a a a a a a a
a a a
                

   

што значи дека сите броеви стануваат еднакви. Останува да забележиме
дека 1004 100is   .

12. Бесмртна болва се движи по целобројните точки од реалната права, почну-
вајќи од 0. За секој природен број k таа во k  тиот скок скока лево или дес-

но за 2 1k  во однос на точката во која се наоѓа. Дали е точно дека за секоја
точка со координата природен број постои момент во кој болвата ќе биде во
таа точка, ако и е дозволено да минува низ една иста точка повеќе од еднаш?
Решение. Одговор: ДА.
Нека во еден момент болвата се наоѓа во точка n . Ќе покажеме како
болвата ќе премине од точката n во точката 1n  . Нека болвата стигнала во

n со 1k  скокови. Тогаш следниот скок на болвата е со дожина 2 1k  , лево
или десно од местото на кое се наоѓа. Нека тоа е десно. Имаме

1 1

1 1

2 1 (2 1) (2 1) ... (2 1)

(2 2 2 ... 2 ) 1 2

2 1 2 1.

k l k k k l

k l k k k l k

k k

   

   

        

      

   

Тоа е операција која ни дозволува преместување десно за должина 1. Така,
почнувајќи од 0, можеме да се преместиме во 1, па потоа во 2 итн.
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13. Дадени се три карти и на секоја од нив е напишан по еден природен број.
Овие броеви ,p q и r го задоволуваат условот 0 p q r   . Тројца играчи

,A B и C играат игра во која еден круг се состои во следното: картите се ме-
шаат и се делат така што секој играч добива по една карта и потоа секој иг-
рач добива онолку топчиња колку што е бројот запишан на неговата карта,
по што картите се враќаат, а топчињата остануваат кај играчите. Играта има
N кругови, 2N  . На крајот на играта, играчот A имал вкупно 20 топчи-
ња, B  10 топчиња, а 9C  топчиња.
Познато е дека во последниот круг играчот B добил r топчиња. Кој од игра-
чите добил q топчиња во првиот круг?
Решение. Вкупниот број на поделени топчиња во играта е

( ) 20 10 9 39N p q r      .
Бидејќи 2N  и 1 2 3 6p q r      , мора да е 3N  и 13p q r   .
Играчот B во последниот круг добил r топчиња, а вкупно добил 10 топ-
чиња и бидејќи 13 10p q r    , тој во првите два круга мора да добил по
p топчиња. Тоа значи, дека C во првите два круга добил барем по q топ-

чиња. Ако тој во еден круг добие r топчиња, тогаш вкупно би ги имал барем
13r q p   , што не е можно, бидејќи вкупно добил само 9 топчиња.

Значи, распоредот на топчињата е:
: , , ;A r r q : , , ;B p p r : , , .C q q p

Броевите ,p q и r може да се одредат со следниот систем линеарни ра-
венки:

2 20
2 10

2 9

q r
p r

p q

 
 
 

т.е. 1, 4p q  и 8r  .

14. На кружница во некој редослед се распоредени броевите 1, 2,..., n . Ако по-
стојат два соседни броја a и b ( b е десно од a ) така што 2b a  , дозво-
лено е на овие броеви да им ги замениме местата. Докажи дека по најмногу

3( )n вакви замени може да се дојде во состојба по која понатаму замените не
се можни.
Решение. За 1,2,..., 1k n  , со kx да го означиме бројот на броевите l k

такви што броевите 1,k l и k се појавуваат на кружницата во овој редо-
след. При замена на бројот n со некој од броевите 1a n  , бројот 1nx  се

намалува за 1, а сите други броеви ix остануваат исти. Исто така, ако b и

2a b  ги заменат местата, тогаш 1bx  се намалува за 1, додека bx расте за
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1. Според тоа, по секоја замена големината
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па затоа не може да се реализираат повеќе од 3( )n замени.

15. На темињата на правилен петаголник им се придружени цели броеви, чиј
збир е природен број. Ако на три последователни темиња им соодветствуваат
броевите , ,x y z и 0y  , тогаш се врши следнава операција:

броевите , ,x y z се заменуваат со , ,x y y z y   , соодветно.
Оваа операција се изведува се додека барем еден од петте броеви е негати-
вен. Дали постапката ќе заврши по конечно многу чекори?
Решение. Нека 1 5,...,u u се цели броеви и барем еден од нив е негативен.

Еден од овие броеви да го означиме со ju .

Нека 1 5,...,v v се цели броеви добиени

од 1 5,...,u u со примена на операцијата

од задачата, така што 1jx u  , jy u ,

1jz u  (применето е циклично индек-

сирање 5i iu u  ), т.е. 1 1j j jv u u   ,

j jv u  , 1 1j j jv u u   . Значи, рабо-

тиме со подредени петорки

1 5( ,..., )U u u , 1 5( ,..., )V v v .
Ја разгледуваме функцијата F која на

секоја петорка 1 5( ,..., )X x x и  придружува број
5 2

1
1
( )i i

i
x x 


 (секаде се

применува циклично индексирање).
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при што 1 5 1 5... ...S u u v v      (т.е. во секој чекор се појавува исто S ).

Бидејќи 0,S  ( ) ( ),F V F U па според тоа вредностите на F образуваат
строго опаѓачка низа ненегативни цели броеви. Секоја таква низа е конечна.

16. Даден е природен број 2N  . Во редица се наоѓаат ( 1)N N  фудбалери со

меѓусебно различни висини. Тренерот Ванчо сака да отстрани ( 1)N N  иг-
рачи, така што ќе остане редица со 2N фудбалери во која се задоволени
следниве N услови:
1) меѓу двајцата највисоки играчи не стои никој,
2) меѓу третиот и четвртиот играч по висина не стои никој,

..................................................................................................
N) меѓу двајцата најниски играчи не стои никој.
Докажи дека ова секогаш може да се постигне.
Решение. Да ја поделиме редицата на N групи со по 1N  последователни
играчи и со iA и iB соодветно да ги означиме највисокиот и вториот најви-

сок играч во i  тата група. Нека kB е највисокиот од сите играчи 1 2, ,B B

..., nB . Тренерот Ванчо ги отстранува сите играчи iA за i k и сите играчи

од k  тата група освен kB . На играчите kA и kB им дава дресови и веќе не
се осврнува на нив: тие се повисоки од сите играчи во редицата и меѓу нив не
стои ниту еден играч. Остануваат уште 1N  група со по N играчи. Ако
претходната постапка ја повтори N пати, тогаш Ванчо ја постигнува целта.
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17. Нека се n и k природни броеви такви што k n и k n е парен број. Дадени
се 2n сијалици означени со броевите 1, 2,..., 2n ; секоја од кои може да биде
запалена или изгасната. На почетокот сите сијалици се изгаснатаи. Разгледу-
ваме низи од чекори: во секој чекор се менува состојбата на тачно една си-
јалица (запалена станува изгасната, а изгасната - запалена).
Нека N е бројот на такви низи од k чекори кои даваат состојба во која сите
сијалици од 1 до n се запалени, а сите сијалици од 1n  до 2n се изгаснати.
Нека M е бројот на такви низи од k чекори кои даваат состојба во која сите
сијалици од 1 до n запалени, а сите сијалици од 1n  до 2n се изгаснати и
притоа ниту еднаш не е променета состојбата на сјалиците од 1n  до 2n .

Пресметај N
M .

Решение. Низата чекори по која сите сијалици од 1 до n се запалени, а
останатите се изгаснати ја нарекуваме допустлива. Ако притоа сијалиците од

1n  до 2n не ја менувале состојбата, тогаш низата ја нарекуваме строга.
Значи, има N допустливи низи, од кои M се строги. Јасно, , 0M N  . Секоја
допустлива низа, на секоја сијалица од 1 до n и ја менува состојбата непарен
број пати, а на секоја од останатите сијалици парен број пати.
Набљудуваме строга низа чекори P. Нека со неа сијалицата i (1 i n  ) ја
менувала состојбата im пати. Притоа важи 1 2 ... nm m m k    . Ако за секој

i избереме парен број од овие im чекори и ги замениме во чекорите на сија-
лицата n i , добиваме допустлива низа чекори. За дадено i, овие чекори мо-

же да се изберат на 12 im  начини (толку има подмножества на im -елементно
множество со парен број елементи). Вкупно, со оваа постапка од строга низа

чекори P можеме да направиме допустлива низа на точно
1

12 2i
n k

i

m n



 

начини.
Од друга страна, секоја допустлива низа чекори може да се добие само од
една строга низа (онаа која се добива кога сите чекори на било која сијалица j
за j n се заменат со чекор на сијалицата j n ), и тоа на само еден начин.

Според тоа, вака е конструирано “1 2 ”k n пресликување меѓу строгите и

допустливите низи чекори. Затоа 2k nN
M

 .

18. Дадена е правоаголна табла ABCD со димензии 20AB  и 12BC  , која е
поделена на 20 12 единечни квадрати.
Нека r . Монета може да биде придвижена од еден квадрат на друг ако и

само ако растојанието меѓу центрите на двата квадрата е r . Целта е да се
најде низа од движења на монетата од квадратот чие теме е A до квадратот
чие теме е B .
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a) Докажи дека целта не може да се постигне ако r е делив со 2 или 3.
b) Докажи дека целта може да се постигне ако 73r  .
c) Дали целта може да се постигне ако 97r  ?
Решение. Работиме на решетка

2{( , ) | 0 19, 0 11}x y x y     A  .

Ако монетата ја придвижиме од точката 1 1( , )P x y до точката 2 2( , )Q x y , таа

ќе помине растојание 2 2
1 2 1 2( ) ( )d x x y y    , односно 2 2d x y  ,

каде 1 2x x x  , 1 2y y y   . Значи, 2 2x y r  .

а) Ако 2r k , тогаш 2 2 2x y k  , што е можно ако и само ако x и y се со

иста парност. Со 1 1 1, ,A B C и 1D да ги означиме центрите на квадратите со
темиња , , ,A B C D соодветно. Нека поставиме правоаголен координатен сис-
тем таков што 1(0,0)A , 1(19,0)B , 1(0,12)D и 1(19,12)C . Тогаш монетата може

да се помести од полето 1 1( , )p q на полето 2 2( , )p q ако и само ако

1 1 2 2 (mod 2)p q p q   , т.е. 1 2 1 2 (mod 2)p p q q   .

Но, бидејќи 1(0,0)A и 1(19,0)B од 0 0 19 0(mod 2)   заклучуваме дека
целта не може да се постигне.

Нека 3r k , т.е. 2 2 3x y k  .  Ако 3x p , тогаш мора да е 3y q . Ако

3 1x p  , тогаш 2 1(mod3)x  , па мора да е 2 1(mod 3)y   , што не е можно.

Значи, ако монетата се поместува од полето 1 1( , )p q на полето 2 2( , )p q то-

гаш 1 2 1 2 (mod3)p p q q   . Но, како 19 0 0 0(mod 3)   заклучуваме дека
целта не може да се постигне.

b) Може. Бидејќи 2 273 8 3r    секој че-
кор е од видот 1 1 1 1( , ) ( 8, 3)x y x y   или

од видот 1 1 1 1( , ) ( 3, 8)x y x y   . Едно ре-
шение е дадено на цртежот десно.
c) Не е можно. Ќе докажеме дека бројот на
поместувања од видот ( , ) ( 4, 9)x y x y  

е еднаков на бројот на поместувања од видот ( , ) ( 4, 9)x y x y   .
Ако ова не е точно, тогаш без ограничување на општоста можеме да претпо-
ставиме дека имаме повеќе поместувања од видот ( , ) ( 4, 9)x y x y   , „ка-
чувања“ за 9.
За да точката остане на x  оската, овој вишок на качувања може да се ком-
пензира со „симнувања“ за 4 и притоа y  положбата на паричката се менува
за 1 по модул 4. Затоа, за да остане на x  оската вишокот на движења од
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облик ( 4, 9)x y  , во однос на движењата ( 4, 9)x y  мора да е делив со 4,
и при секое од нив почетната y  положба на монетата е различна по модул

4. Но, бидејќи не постои положба на таблата ( , )x y , каде 3(mod 4)y  и качу-
вање за 9 е можно, добиваме дека тврдењето е точно, т.е. бројот на движе-
њата од облик ( , ) ( 4, 9)x y x y   е еднаков на бројот на движењата од об-

лик ( , ) ( 4, 9)x y x y   . Оттука следува и дека:

колку што има движења од облик ( , ) ( 9, 4)x y x y   , толку има дви-

жења од облик ( , ) ( 9, 4)x y x y   .
Значи, секогаш имаме парен број на поместувања од двата вида, што значи
по x  оската секогаш се движиме за парно растојание, па како растојанието
од 1(0,0)A до 1(19,0)B е 19, заклучуваме дека целта не може да се постигне.
Забелешка 1. Во делот на задачата под c)
всушност е докажано дека при димензии
на таблата 12 2n целта не може да се
постигне, а истото го докажавме и во
делот од задачата а) i).
Забелешка 2. На десниот цртеж се прика-
жани сите полиња кои може да се достиг-
нат во делот од задачата под c).

19. Десет играчи почнале да играат игра, секој со иста сума пари. Еден по друг
секој од нив фрлал по пет коцки. По секое фрлање, играчот кој ги фрлил коц-
ките му исплаќа на секој од своите девет соиграчи сума еднаква на n  тиот
дел од сумата која овој ја имал пред последното фрлање на коцките, каде n е
збирот на броевите кои ги покажале коцките. Кога последниот, десеттиот
играч ги фрлил коцките збирот на броевите кои го покажале бил 12, и по
извршеното плаќање се покажало дека секој играч имал еднаква сума на пари
како и на почетокот на играта.
Најди ги, ако тоа е можно, збировите на броевите кои ги покажале коцките во
претходните девет фрлања.
Решение. Нека T е сумата со која секој играч ја почнал играта и нека jn е

вкупниот збир кој го покажале коцките во j  тото фрлање. Играчот со број
i непосредно по 1i  - то фрлање има вкупна сума на пари

1 2 2 1

1 1 1 1(1 )(1 )...(1 )(1 )
i in n n nS T
 

     .

Во следното фрлање играчот i мора да плаќа. Тој мора да плати вкупно
1 (10 )
in T S , па му останува

1 (10 )
inS T S  

1 2 2 1

101 1 1 1[(1 )(1 )...(1 )(1 ) ]
i i in n n n nT
 

     .
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По десет фрлања тој вкупно има

1 2 2 1 1 10

101 1 1 1 1 1[(1 )(1 )...(1 )(1 ) (1 )...(1 )]
i i i in n n n n n nT
  

      

пари, што е еднакво на почетната сума на пари T . За 0,1,...i  воведуваме
ознаки

1 10

1 1(1 )...(1 )
i

i n na


   и 10 1a  .

Така добиваме систем од десет линеарни равенки со десет непознати:
10

0 1
i

ina a  , 1, 2,..., 10i  .

Со одземање на i  тата и ( 1)i   та равенка добиваме

1 1i in n   , 1, 2,..., 9i  .

Од 10 12n  се добива 9 13n  , 8 14n  ,..., 1 21n  .
Со непосредна проверка се покажува дека играта се одвивала на опишаниот
начин.

20. Во еден ред се наредени n бели и n црни жетони. Во еден потег два разно-
бојни жетони можат да си ги заменат местата, но само ако меѓу нив има нај-
многу 1n  други жетони. Колкав е најмалиот број на потези со кои, тргну-
вајќи од произволен распоред, белите жетони може да се разместат на првите
n места, а црните жетони на преостанатите n места.
Решение. Нека во почетниот распоред црните жетони се наоѓаат на првите n
места, а белите на последните n места. Јасно, тргнувајќи од овој распоред за
да се добие саканиот распоред се потребни најмалку n потези (секој бел
жетон треба да се премести).
Ќе докажеме дека тргнувајќи од произволен распоред, по најмногу n потези
може да се добие саканиот распоред на жетоните.
Ако почетниот распоред е саканиот, тогаш се потребни 0 потези.
Нека постои црн жетон кој се наоѓа меѓу првите n жетонии нека најлевиот
таков жетон се наоѓа на i  тото место ( 1i  ). Следните n жетони не може
да бидат црни, т.е. некој од следните n жетони е бел. Но, тогаш меѓу тој бел
и почетно избраниот црн жетон има најмногу 1n  други жетони, па можеме
да ги земениме нивните места. Значи, во еден потег добиваме распоред во кој
најлевиот црн жетон е десно од i  тото место ( 1i  ). Ако е добиен саканиот
распоред, тогаш постапката завршува по еден потег. Нека повторно постои
црн жетон кој се наоѓа меѓу првите n жетони и нека најлевиот таков жетон е
на i  тото место ( 2i  ). Повторувајќи ја претходната постапка, по вкупно
два потега, добиваме распоред во кој најлевиот црн жетон е десно од i  тото
место ( 2i  ). Ако вака добиениот распоред е саканиот, тогаш постапката
завршува по два потези.
Повторувајќи ја опишаната постапка или саканиот распоред ќе го добиеме
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пред n  тиот потег или по 1n  потези меѓу првите n жетони ќе има црн
жетон и тој ќе се наоѓа десно од ( 1)n   вото место, т.е. ќе се наоѓа на n 
тото место. Сега со уште еден потег се добива саканиот распоред.

21. Во секоја од шесте кутии 1 2 3 4 5 6, , , , ,B B B B B B на почетокот се наоѓа точно по
една монета. Дозволено е да се вршат следниве операции:

1 Да се избере непразна кутија jB за некој {1,2,3,4,5}j , да се извади една

монета од jB и да се додадат две монети во 1jB  .

2 Да се избере непразна кутија kB за некој {1,2,3,4}k , да се извади една

монета од kB и да се заменат содржините (може да се и празни) на кутиите

1kB  и 2kB  .
Испитај дали со конечна низа вакви операции може да се постигне кутиите

1 2 3 4 5, , , ,B B B B B да се празни, а кутијата 6B да содржи точно
201020102010

монети. (Важи ( )c cb ba a .)
Решение. Си низа операции, од почетната состојба (1,1,1,1,1,1) последова-
телно се добива:

(1,1,1,0,3,1)→(1,1,1,0,0,7)→(1,1,0,2,0,7)→(1,0,2,2,0,7)→(0,2,2,2,0,7)
→(0,2,2,1,7,0)→(0,2,2,1,0,14)→(0,2,2,0,14,0)→(0,2,1,14,0,0).

Лема 1. За a , со низа операции на три кутии од состојба ( ,0,0)a може да

се дојде до состојба (0, 2 ,0)a .
Доказ. Индукција по a . Тврдењето е точно за 1a  . Нека претпоставиме
дека тоа е точно за 1a  . Тогаш од состојбата ( ,0,0)a , занемарувајќи една

монета во првата кутија може да се дојде до состојбата 1(1, 2 ,0)a . Ја приме-

нуваме операцијата 1 точно 12a пати и ја добиваме состојбата (1,0,2 )a , од

каде со примена на операцијата 2 ја добиваме состојбата (0, 2 ,0)a . ■

Лема 2. Дефинираме 1 2T  и 1 2 aT
aT   . За a , со низа операции на чети-

ри кутии, од состојбата ( ,0,0,0)a може да се дојде до состојбата 1(0, ,0,0)aT  .
Доказ. Индукција по a . Тврдењето е точно за 1a  . Нека претпоставиме де-
ка тоа е точно за 1a  . Тогаш од состојбата ( ,0,0,0)a може да се дојде до

состојбата (1, ,0,0)aT , па според лема 1 до состојбата 1(1,0, ,0)aT  , па ако

уште еднаш го примениме чекорот 2 до состојбата 1(0, ,0,0)aT  . ■
Користејќи ги низите чекори опишани во лемите 1 и 2 добиваме
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14 14 142

14 14 14

2 2

0,2,1,14,0,0) (0,2,1,0,2 ,0) (0,2,0,2 ,0,0) (0,1,2 ,0,0,0)
(0,1,0, ,0,0) (0,0, ,0,0,0) (0,0,0, ,0,0)

(
.TT T T

  
  

Очигледно
142

TT е многу поголем од
201020102010N  . Со примена на опера-

цијата 2 точно
142

1
4TT N пати ја добиваме состојбата 1

4(0,0,0, ,0,0)N , од

каде со примена на операцијата 1 добиваме 1
2(0,0,0,0, ,0)N , па добиваме

(0,0,0,0,0, )N .

22. Во сите единечни клетки на n m таблица е запишан по еден цел број. Ди-
јагонала на таблицата се нарекува множеството клетки за кои разликата меѓу
бројот на редот и бројот на колоната е еднаква. Во секој чекор имаме право
или да додадеме 1 или да одземеме 1 од сите клетки од даден ред, дадена
колона или дадена дијагонала. Докажи, дека ако со помош на овие операции
можеме да ги направиме еднакви на нула броевите во секоја 3 3 подтабли-
ца, при што останатите броеви не се менуваат, тогаш можеме да ги напра-
виме еднакви на нула сите броеви од таблицата.
Решение. Со ,i ja да го означиме бројот кој е запишан во клетката која се

наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона, а со ( , )S i j да го означиме 3 3

квадратот со горен десен агол со клетката со бројот ,i ja , ако таков постои.

Кога , 3m n  (ако 2m  или 2n  нема подтаблица 3 3 ), за секоја под-
таблица ,i jS да го разгледаме изразот

, 1, 2, 2, 1 1, 2 , 2 , 1.i j i j i j i j i j i j i jM a a a a a a            

Ако избереме ред, колона или дијагонала на таблицата ,i jS , вредноста на тој

израз не се менува. Бидејќи по услов можеме да ги направиме сите броеви на
секоја 3 3 подтаблица еднакви на нула, добиваме дека , 0i jM  .

Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m n . Ако 6m n  , т.е. m n
3 , тогаш тврдењето е точно. Ако 6m n  , без ограничување на општоста

можеме да земеме дека 3m  . Разгледуваме таблица ( 1)n m  , добиена од
дадената таблица без последната колона. Од индуктивната претпоставка
следува, дека сите броеви на оваа ( 1)n m  таблица можеме да ги направиме
еднакви на нула.
Вредностите , ,i mm 1 1i n   се инваријанти, од каде следува (имајќи пред-

вид, дека само во последната колона на разгледуваните 3 3 подтаблици има
различни од нула), дека 1, 2,i m i ma a  , за 1 2i n   . Според тоа, 2,ma 

3, ,...m n ma a  и ако ја извршиме дозволената операција за таа колона може-
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ме да ги направиме сите овие броеви еднакви на нула. Останува само бројот

1,ma , кој е дијагонала и исто така можеме да го направиме еднаков на нула.

Со тоа индукцијата е завршена.
За 6m n  имаме 2m  или 2n  и доказот е тривијален.

23. Даден е природен број k . Определи го најмалиот природен број 1n k  за
кој во следнава игра може да се одиграат бесконечно многу потези.
Дадени се n кутии означени со 1 2, ,..., nb b b , при што за секој i кутијата ib на
почетокот содржи точно i монети. Во секој потег редоследно ги реализираме
следниве три чекори:
1) Се избираат 1k  кутии.
2) Од овие 1k  кутии се избира една, да кажеме ib . Во оваа кутија се дода-

ваат i монети, а од секоја од преостанатите k кутии се отстранува нај-
малку половина од монетите.

3) Ако некоја кутија се испразни, играта завршува. Во спротивно се пре-
минува на следниот чекор.

Решение. Бараниот минимум е 2 1kn k   .
Во овој случај може да се одиграат бесконечно многу потези ако во секој
чекор се избираат последните 1k  кутии 2 1 2 2 1, ,...,k k k kb b b   . Така, ако во

чекорот r кутијата 2 1k ib   има точно im монети, тогаш од неа се отстра-

нуваат точно / 2im   монети, освен во случајот 1(mod 1)i r k   , кога во

кутијата се додаваат 2 1k i  монети. Така по чекорот r кутијата 2 1k ib  

содржи точно / 2im   монети, освен ако 1(mod 1)i r k   , во кој случај таа

содржи 2 1k
im i   монети. Значи, играта ќе продолжи неограничено, би-

дејќи секогаш кога кутија се дополнува се додаваат најмалку 2 1k  монети,

па така кутијата ќе содржи најмалку 2k монети, што е доволно да се реали-
зираат следните k чекори.

Нека 2 2kn k   и да претпоставиме дека во играта може да се реализи-
раат бесконечно многу потези. Да забележиме дека од кутија која содржи m
монети може најмногу 2logw m    пати да се извадат монети и бројот w ќе

го наречеме тежина на оваа кутија. Збирот од тежините на сите кутии ќе го
наречеме вкупна тежина. Сега ќе ја докажеме следнава лема.
Лема. Реализирањето на произволен чекор не ја зголемува вкупната тежина.

Освен тоа, дополнувањето на било која од првите 2 2k  кутии строго ја на-
малува вкупната тежина.
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Доказ. Бидејќи вадењето на монети од секоја кутија ја намалува нејзината
тежина за најмалку 1, доволно е да докажеме дека дополнувањето на било
која кутија ја зголемува нејзината тежина за најмногу k , и ако тоа се прави

со некоја од првите 2 2k  кутии, тогаш нејзината тежина се зголемува за
најмногу 1k  . Нека кутијата која ја пополнуваме е ib и нека во моментот

таа содржи точно im монети. Ќе разгледаме неколку случаи.

Ако 1im  , тогаш тежината се зголемува за

1
2 2 2log ( 1) log (2 1) log (2 2)k ki k k                ,

и ако  додадеме 2 2ki   монети, тогаш тежината се зголемува за

2 2log ( 1) log (2 1) 1ki k          .

Ако 2im  , тогаш тежината се зголемува за

2 2 2log ( 2) log 2 log (2 ) 1 1ki k k                .

Ако 3im  , тогаш тежината се зголемува за

2 2 2 2

2 2
2 3

log ( ) log log ( ) log 1

log (1 ) 1 ,
k

i i i i

k

i m m i m m

k 

               
      

бидејќи
12 2 2 1 2 2

3 3 31 2
k k k k kk k         .

Конечно, ако 2 2ki   тогаш ги разгледуваме подслучаите 3im  и 4im  .
Во останатите подслучаи тежината се зголемува за

2 2 2log ( 3) log 3 log (2 1) 1 1ki k                ,

а во последниот за

2 2 2 2

2 2
2 4

log ( ) log log ( ) log 1

log (1 ) 1 1,
k

i i i ii m m i m m

k

               
       

бидејќи 22 2 2 2
4 41 2 1

k k k     . ■

Да се вратиме на задачата. Бидејќи вкупната тежина не може да опаѓа беско-

нечно многу пати, 2 2kn   и од некој момент ниту една од првите 2 2k 
кутии не е дополнета. Понатаму, секој чекор вклучува избор на 1k  кутија.

Бидејќи 2 2kn k   , од овој момент во секој чекор имаме одземање монети

од најмалку една од првите 2 2k  кутии. Ова не е можно да се направи бес-
конечно многу пати, што противречи на претпоставиме дека во играта може
да се реализираат бесконечно многу потези
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Конечно, во оваа игра може да се направат бесконечно многу чекори ако и

само ако 2 1kn k   .

24. На бесконечна шаховска табла се игра следната игра. На почеток, 2n жетони
се поставени на полиња на n n квадрат и тоа по еден жетон на секое поле.
Во оваа игра, „потег“ е скок во хоризонтална или вертикална насока преку
зафатено на слободно поле кое е непосредно до него. Жетонот преку кој се
скока се отстранува.
Определи ги сите вредности n за кои играта може да се заврши само со еден
жетон на таблата.
Решение. а) За 1n  играта е завршенма. Ако 2n  , тогаш играта може да
заврши со еден жетон на таблата, како што е прикажано на долниот цртеж.

б) Ако 4n  или 5n  , тогаш исто така играта може да заврши само со еден
жетон на таблата, како што е прикажано на долните два цртежи.

Имено, секои четири жетони распоредени како на цртежот
десно, каде штрафираното поле е слободно, со последователна
примена на опишаните чекори прикажани на долните цртежи
можеме да ги сведеме на поедноставен облик, каде со цртата
се обележени полињата од кои се отстранети жетоните.

т.е.
в) Нека 7n  и 3 | n . Сега, со примена на претходно опишаните постапки
можеме да ги отстраниме сите жетони кои се наоѓаат надвор од квадратот
( 6) ( 6)n n   и постапката ја повторуваме онолку пати колку што тоа е
потребно. На крајот проблемот се сведува на еден од случаите 1, 2, 4n  или
5 и во секој случај играта може да заврши со само еден жетон на таблата.
г) Сега да го разгледаме случајот 3n p .
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Да ги нумерираме редовите и колоните како
што е прикажано на цртежот десно. На се-
кој жетон кој се наоѓа на полето ( , )i j му го
придружуваме бројот i j и сите жетени да

ги поделиме на три групи 0 1 2, ,S S S така да

во групата kS за кои важи

(mod 3), 0,1,2i j k k   .
Ако еден жетон го прескокне соседниот и
премине на ново поле, тогаш во две групи
бројот на жетоните се намалува за еден, а во
третата се зголемува за еден, што значи дека парноста на бројот на жетоните
во секој чекор се менува во секоја група. Да определиме колку жетонин има
на почетокот во секоја група.

0

3
3 (3 1) 3 ( 1) 2

2 2

| | 2 5 ... ( 1) ( 2) ( 5) ... 4 1

(1 2 ... ) 3(1 2 ... )

3

n

p p p p

S n n n

n

p 

           

       

  

1

3 ( 1) 3 ( 1) 2
2 2

| | 3 6 ... ( 3) ( 3) ... 6 3
3(1 2 ... ) 3(1 2 ... ( 1))

3p p p p

S n n n
p p

p 

          
        

  

2 2
2 0 1| | (3 ) | | | | 3S p S S p   

Броевите 0 1 2| |,| |,| |S S S на почетокот се со иста парност и парноста ја задр-
жуваат по секој чекор, па затоа не е можно на крајот два од нив да се еднакви
на 0, а еден да е еднаков на 1.

25. Маѓионичар има 100 карти нумерирани со броевите од 1 до 100. Тој ги става
сите карти во три кутии – црвена, бела и сина, така што секоја кутија содржи
барем една карта. Гледач од публиката прво избира две кутии, а потоа избира
по една карта од секоја од избраните кутии и го соопштува збирот на брое-
вите на избраните карти. Знаејќи го тој збир маѓионичарот ја определува ку-
тијата од која не е избрана карта.
На колку начини маѓионичарот може да ги распореди картите во кутиите
така што овој трик секогаш ќе биде успешен? (Два распореди се различни
ако барем една карта не е двата пати ставена во иста кутија.)
Решение. Нека , ,a b c и d се карти такви што , ,a b c се во различни кутии и
c d a b   . Тогаш картите c и d мора да се во иста кутија, бидејќи во
спротивно ако гледачот го соопшти збирот a b маѓионичарот нема да може
да даде сигурен одговор.
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Броевите 0 1 2| |,| |,| |S S S на почетокот се со иста парност и парноста ја задр-
жуваат по секој чекор, па затоа не е можно на крајот два од нив да се еднакви
на 0, а еден да е еднаков на 1.

25. Маѓионичар има 100 карти нумерирани со броевите од 1 до 100. Тој ги става
сите карти во три кутии – црвена, бела и сина, така што секоја кутија содржи
барем една карта. Гледач од публиката прво избира две кутии, а потоа избира
по една карта од секоја од избраните кутии и го соопштува збирот на брое-
вите на избраните карти. Знаејќи го тој збир маѓионичарот ја определува ку-
тијата од која не е избрана карта.
На колку начини маѓионичарот може да ги распореди картите во кутиите
така што овој трик секогаш ќе биде успешен? (Два распореди се различни
ако барем една карта не е двата пати ставена во иста кутија.)
Решение. Нека , ,a b c и d се карти такви што , ,a b c се во различни кутии и
c d a b   . Тогаш картите c и d мора да се во иста кутија, бидејќи во
спротивно ако гледачот го соопшти збирот a b маѓионичарот нема да може
да даде сигурен одговор.
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Нека претпоставиме дека за некој i картите , 1, 2i i i  се во различни кутии.
Бидејќи ( 3) ( 1) ( 2)i i i i      , заклучуваме дека картите i и 3i  се во
иста кутија. Слично, 1i  е во иста кутија како 2i  (ако 1i  ). Со едно-
ставна индукција се докажува дека картите 1, 4, 7, ..., 100 се во една кутија,
картите 2, 5, ..., 98 во друга и картите 3, 6, ..., 99 во трета кутија. Така во овој
случај имаме 6 можни распореди.
Да претпоставиме дека не постојат три последователно нумерирани карти
кои не се во различни кутии. Нека картата 1 е во кутијата A и нека b и c се
картите со најмали броеви кои се во кутиите B и C , соодветно, при што на
пример b c . Картата 1b  е во кутијата A , па по претпоставка 1b  не е во
C , што значи 1c b  . Ако сега 100c  , тогаш од

( 1) ( 1)b c b c    

следува дека 1c  е во A , но тогаш од
( 1) ( 1)b c b c    

следува дека 1b  е во C , што е противречност. Според тоа, 100c  , и тоа е
единствената карта во C . Понатаму, од

99 100 ( 1)b b   

следува дека 99 е во B . Сега, кутијата A не може да содржи ниту една од
картите k за 2 99k  , бидејќи во спротивно од

99 100 ( 1)k k   

ќе следува дека 1k  е во C , што не е можно. Според тоа, во A е само кар-
тата 1, а картите 2, 3, ..., 99 се во B . И во овој случај имаме 6 можни распо-
реди, па затоа вкупнот број распореди е 12.

26. Во секое од темињата на правилен 12-аголник е запишана една од цифрите 0
или 1 (или 0 или 1). Во еден чекор се избира теме во кое е запишана цифрата
1 и се променуваат цифрите во неговите соседни темиња, ако во соседно теме
на избраното теме стои 0 запишуваме 1, а ако стои 1 запишуваме 0. Определи
ги сите почетни позиции од кои со примена на конечен број на чекори може
да се добие позиција во која има запишано една цифра 1 и единаесет цифри
0.
Решение. Ако редоследно (во три последователни темиња) се запишани три
цифри при што сите три се единици, тогаш нив можеме да ги замениме спо-
ред правилото со 010. Значи во ваков случај бројот на единици се променува
за парен број. Ако редоследно (во три последователни темиња) се запишани
три цифри од облик 011 или 110 тогаш може да се направи чекор со кој
новите распореди се 110 или 011 односно бројот на единици не се променува,
односно промената е пак за парен број на единици. Ако редоследно (во три
последователни темиња) се запишани три цифри од облик 010 тогаш можеме
да направим чекор при што ќе дојде до промена 111. Значи, секогаш кога
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може да се направи чекор, бројот на единици се променува за парен број на
единици. Според тоа, потребен услов за да по конечен број на чекори се
дојде до една единица и единаесет нули е да има непарен број на единици.
Ќе докажеме дека ако во темињата се запишани непарен број на единици,
тогаш може да се дојде до позиција во која имаме една единица и единаесет
нули. Ако имаме три последователни темиња во кои се запишани единици,
111 тогаш во еден чекор нив можеме да ги замениме со 010, т.е. бројот на
единици да го намалиме за 2.
Ако имаме две единици запишани во две соседни темиња а во останатите две
нивни соседни темиња се запишани нули, ...0110.. , тогаш во истите полиња
можеме да запишеме ...1100... според дозволениот чекор, односно да ги по-
местиме во лево. По конечен број на чекори, двете единици поместувајќи ги
во лево, двете единици ќе се допрат до единица, бидејќи бројот на единици е
непарен, и тогаш ќе го примениме претходниот чекор, односно бројот на
единици ќе го намалиме за два.
Ако имаме две единици изолирани со нули 010...010 , тогаш со низата чекори

-должина -должина -должина -должина -должина
010...010 111...010 1011...010 100...1110 100...0100
k k k k k

        ,

двете единици може да се поместат за едно место во лево. Повторувајќи ја
оваа постапка конечен број пати, и бидејќи бројот на единици е непарен ќе
дојдеме до ситуација две единици да бидат една до друга. Потоа ќе го спро-
ведеме претходниот чекор. Притоа ќе дојдеме до позиција кога бројот на еди-
ници ќе го намалиме за два.
Повторувајќи ги претходните три чекори конечен број пати, ако бројот на
единици е непарен ќе дојдеме до една единица и единаесет нули.
Според тоа, почетни позиции по кои може да се дојде до една единица и
единаесет нули е секоја позиција во која имаме непарен број на единици.

27. Дадени се низа од 2014 природни броеви од интервалот и природен
број . Во еден потег можеме да избереме произволни броеви од

и за 1 да го зголемиме секој од овие броеви кој е помал од 6, а секој број
кој е еднаков на 6 да го замениме со 1. Определи ги сите вредности на t , за
кои од секоја низа после конечен број потези може да се добијат само
шестки.
Решение. Ќе докажеме дека бараните броеви t се оние за кои ( ,6) 1t  . Нека

( ,6) 1t d  и да избереме t броеви, x од кои се еднакви на 6. По извршу-
вање на дозволената операција збирот на броевите се менува за
( ) 5 6t x x t x    и овој број е делив со d . Сега е јасно, дека ако еден од
броевите е 5, а сите останати се еднакви на 6, тогаш не можеме да добиеме
само шестки.
Нека ( ,6) 1t  и да избереме природен број k таков што 1(mod 6)kt  . Ќе по-

A [1,6]
2014t  t

A

A
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кажеме како може да се зголеми даден број 6a  за 1, а сите останати
броеви да останат непроменети. Нека B е подмножество од A со 1t  бро-
еви (бидејќи 2014t  такво множество постои) и a B . Да ја реализираме
k пати дозволената операција врз секое од t елементните подмножества од
B . Секој број од B се менува точно kt пати. Бидејќи 1(mod 6)kt  , заклу-
чуваме дека претходното е еквивалентно на еднократна примена на дозво-
лената операција врз сите броеви од B .
Ако t пати ја примениме операцијата врз t  елементното множество \{ }B a ,
ќе добиеме дека само a е зголемен за 1. Според тоа, по конечен број потези
може да се добијат само шестки.

28. Во еден ред има 2 1n  сијалици. На почетокот средната ( n  тата) сијалица е
запалена, а сите останати се изгаснати. Во еден чекор е дозволено да се избе-
рат две несоседни изгаснати сијалици меѓу кои сите сијалици се запалени и
да се промени состојбата на тие две сијалици, како и состојбата на сите
сијалици меѓу нив (на пример, од конфигурацијата     се добива конфи-
гурацијата   ). Определи го најголемиот број чекори кој може да се реа-
лизира.

Решение. Одговор:
12 5
3[ ]

n  .

На i  тата сијалица и го придружуваме бројот | |2 n i и дефинираме вредност
на конфигурацијата како збир на броевите придружени на запалените сијали-
ци. Вредноста на почетната конфигурација е 1, а во секој чекор таа се зголе-
мува за природен број делив со 3 (провери!). Притоа, ако во некој чекор n 
тата сијалица ја менува состојбата, тогаш вредноста на конфигурацијата се
менува точно за 3 и овој чекор го нарекуваме добар.

Бидејќи вредноста на конфигурацијата не може да е поголема од 12 4n  (не
може сите сијалици да се запалат), не е можно да се извршат повеќе од

12 5
3[ ]

n  чекори. Овој број може да се достигне и доволно е да се покаже дека

може да се извршат барем
12 7
3

n  чекори.

Со индукција по n ќе докажеме дека почнувајќи од конфигурација со вред-
ност помала или еднаква на 3 можеме со низа добри чекори да добиеме кон-

фигурација со вредност поголема или еднаква на 12 6n  .
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фигурација со вредност поголема или еднаква на 12 6n  .
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Јасно, тврдењето важи за 2n  . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за
1n  и нека 3n  . Од индуктивната претпоставка следува дека за 1n  може

со помош на добри чекори да се добие конфигурација со вредност поголема

или еднаква на 2 6n  . Притоа првата и последната сијалици се изгаснати
(зошто?). Во ваква конфигурација освен првата и последната сијалица, може
да бидат изгаснати:

(1 ) само n  тата сијалица

(2 ) само n  тата и на неа соседна сијалица,

(3 ) само една од двете соседни сијалици на n  тата сијалица.
Во секој од овие три случаи, во најмногу три добри чекори се постигнува пр-
вата и последната сијалици да бидат запалени и вредноста на остатокот на
конфигурацијата (без овие две сијалици) да биде најмногу 3.
Сега со повторна примена на индукивната претпоставка следува дека тврде-
њето важи и за бројот n , со што доказот е завршен.

29. Банката на градот Бата издава монети кои од едната страна имаат ознака H ,
а од другата ознака T . Хари наредил n вакви монети во низа од лево на
десно. Со овие монети тој ја повторува следнава операција: ако во низата има
точно 0k  монети кои покажуваат H , тогаш тој ја превртува k  тата мо-
нета од лево, а во спротивно сите монети покажуваат T и постапката за-
вршува. На пример, ако 3n  и почетниот распоред е THT , Хари ја извршу-
ва низата оперции THT HHT HTT TTT   и постапката завршува по
овие три операции.
а) Докажи дека за секој почетен распоред на монетите Хари ја завршува
опишаната постапка по конечно многу операции.
б) За почетен распоред C , нека со ( )L C е означен бројот на операциите кои

Хари ги извршува пред постапката да заврши. На пример, ( ) 3L THT  и

( ) 0L TTT  . Определи ја аритметичката средина на броевите ( )L C по сите

2n можни почетни распореди C .
Решение. Прв начин. Нека ( )l n е аритметичката средина на ( )L C по сите

распореди на n монети. Имаме (0) 0l  и (1) 1l  . Тврдењето под а) ќе го

докажеме ако докажеме дека ( )l n е конечен број.

Со ( )f c да го означиме распоредот кој се добива од распоредот 1 2 ... nc a a a

по една операција. Исто така воведуваме ознака 1 2... nc a a a , каде H T и

T H .
1) За произволен распоред на n монети важи ( ) ( )f cT f c T . Според тоа,

аритметичката средина на ( )L cT е еднаква на ( )l n .
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2) Од друга страна ( ) ( )f cH f c H . Навистина, ако точно k монети во рас-

поредот покажува H , тогаш ( )f c се разликува од c само во ( 1 )n k  

тата позиција, па ( )f c H се разликува од cH само во ( 1)k   та позиција,

т.е. се совпаѓа со ( )f cH .

Од распоредот cH по ( )L c операции се добива распоредот ...HH HH , од
кој потоа со 1n  операција се добива распоредот ..TT TT . Според тоа
аритметичката средина на броевите ( )L cH е еднаква на ( ) 1l n n  .

Значи, точна е формулата 1
2( 1) ( ) nl n l n    , од каде со индукција се

добива дека ( 1)
4( ) n nl n  .

Втор начин. За распоред на n монети 1 2... nC a a a со ( )C да го означиме

бројот на монетите кои покажуваат H , а со ( )C збирот на позициите i на

кои ia H . На пример, ( ) 3HHTTH  и ( ) 1 2 5 8HHTTH     .
Нека со операцијата од распоредот C се добива распоредот 'C . Тогаш

( ') ( ) 1C C    и ( ') ( ) ( )C C C     ,

во зависност од тоа дали на позицијата ( )C е T или H . Во двата случаја
важи

( ') ( ) 1C C    , каде 2( ) 2 ( ) ( )C C C     .
Бидејќи

2( ) 2(1 2 ... ( )) ( ) 0C C C         ,

за секој распоред C , следува дека ( ) ( )L C C  е секогаш конечен.

Аритметичката средина на ( )C е еднаква на ( 1)1
2 4(1 2 ... ) n nn     , бидеј-

ќи за секој i монетата на i  тото место покажува H точно во половината

случаи.  Аритметичката средина на 2( )C е:

2

1

2 1 1!1 1
1 1!( )!2 2 2 20 0 1 1

( 1) ( 1)1 11
12 42 21

( ) ( ) ( 1)( )

( 1)( ) 2 .

n n n n

n n

n n n nn n ni n n n
i i ii n i

i i i i
n n n n nn nn

i
i

i i n i
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Според тоа, аритметичката средина на броевите ( )L C по сите 2n можни по-

четни распореди C е еднаква на ( 1) ( 1) ( 1)
4 4 42 n n n n n n     .

30. Во непроѕирен сад се наоѓаат 2016 бонбони нумерирани со броевите 1, 2, ...,
2016, при што 1008 бонбони се црвени, а преостанатите 1008 се жолти.
Андреј постапува на следниов начин: во еден потег тој извлекува една
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бонбона од садот (бонбоната не ја гледа додека не ја извлече), ја става на
купче пред себе (пред првиот потег нема бонбони во купчето пред Андреј), а
потоа може, ако сака, од купчето да одбере некои две бонбони со иста боја и
да ги изеде. Андреј ова го повторува вкупно 2016 пати (т.е. се додека има
бонбони во садот). Секогаш кога во оваа постапка тој ќе изеде две бонбони
(на опишаниот начин), да кажеме нумерирани со броевите a и b , Андреј
добива | |a b поени.
1) Докажи дека Андреј може да смисли стратегија која ќе му гарантира нај-

малку 22 504 освоени поени на крајот на играта.
2) Дали Адреј може да смисли стратегија која ќе му гарантира повеќе од

22 504 поени?
Решение. 1) Нека црвените бонбони се нумерирани со броевите 1 2 ...c c 

1008c , а жолтите со броевите 1 2 1008...z z z   . Бонбоните нумерирани со

броевите ic и iz ги нарекуваме мали за 504i  и големи за 504i  .
Нека Андреј во првите 1008 потези не јаде бонбони. Ќе докажеме дека потоа
во секој потег тој може да избере една мала и една голема бонбона од иста
боја и да ги изеде.
Нека претпоставиме дека во k  тиот потег ( 1009)k  по прв пат Андреј не
може да изеде две соодветни бонбони. Тоа значи дека од секоја боја сите
бонбони на купчето се или мали или големи. Бидејќи во претходните

1009k  потези тој јадел по две бонбони, во купчето има 2018 k бонбони.
Од друга страна, неизедени бонбони има 2016 2( 1009) 2(2017 )k k    и
тоа од секоја боја еднаков број мали и големи бонбони, па затоа во тој
момент на купчето може да има најмногу 2017 k бонбони, што противречи
на тоа дека на купчето има 2018 k бонбони. Со оваа противречност доказот
е завршен
На овој начин, бидејќи 504 504i ic c   и 504 504i iz z   . Андреј може да
освои

1008 504 504 504 2
504 504

505 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 504i i i i i i i i

i i i i
c z c z c c z z 

   
            поени.

2) Ако црвените бонбони се 1, 2,...,1008 , а жолтите се 1009,1010,...2016 ,
тогаш Андреј може да заработи најмногу

2(505 ... 1008) (1 ... 504) (1513 ... 2016) (2009 ... 1512) 2 504            

поени.

31. На масата се поставени 2009 жетони, секој од кои има бела и црна страна. На
почетокот сите жетони се во еден ред и сите, со исклучок на еден, се заврте-
ни со белата страна нагоре. Во секој чекор можеме да избереме жетон, завр-
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тен со црната страна нагоре, и ги превртуваме двата соседни жетони (или
еден, ако сме избрале краен жетон). Определи ги сите почетни положби при
кои може да се постигне положба во која сите жетони се завртени со црните
страни нагоре.
Решение. Да ги нумерираме жетоните последователно со броевите од 1 до
2009 одлево-надесно. Да ја разгледаме положбата во која имаме k црни же-
тони на местата 1 2, ,..., kt t t , 1 21 ... 2009kt t t     и да видиме како при
нашата операција се менува бројот

1 1
1 2 3

1
( 1) ... ( 1)

k i k
i k

i
M t t t t t 


        .

Ако сме избрале ,1jt j k  , и 1,2009jt  , 1 1j jt t   и 1 1j jt t   , тогаш

бројот M не се менува, бидејќи „новиот“ број е

1 1 2 3

1,
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

k i j j j
i j j j

i i j
t t t t M   

 
          .

Не е тешко да се провери дека M не се менува и во случаите кога

1 1j jt t   и 1 1j jt t   , кога 1j  добиваме дека M се менува во M , а

кога 2009j  добиваме дека M се менува во 1( 1) 2010kM   . Во сите слу-
чаи остатокот при делење на M со 2010 секогаш е r или 2010 r , каде r
зависи само од почетната кнфигурација. Ако сите жетони станале црни,
тогаш

1 2 3 ... 2008 2009 1005M        ,
колку што е неговата вредност само кога на почетокот црниот жетон е на
позицијата 1005.
Останува да докажеме, дека ако на почетокот црниот жетон е на позиција

1005s  , тогаш можеме да ги превртиме сите жетони со црната страна наго-
ре. Навистина, по три чекори во позициите , 1, 1s s s  добиваме 5 црни же-
тони во позициите од 2s  до 2s  . Понатаму, ако сме ги превртиле жето-
ните

, 1,..., 1, , 1,..., 1,s k s k s s s s k s k        ,
кога 2k l продолжуваме со чекорите во позициите

2 , 2 , 2( 1), 2( 1),..., 2, 2,s l s l s l s l s s s        ,
и притоа во позициите

2 1, 2 1, 2 3, 2 3,..., 1, 1,s l s l s l s l s s s          ,
т.е. во позициите

1, 1,..., 1, , 1,..., 1, 1s k s k s s s s k s k         
добиваме црни жетони. На сличен начин се разгледува и случајот кога k е
непарен. Според тоа, оваа постапка ги дава сите жетони завртени со црната
страна нагоре.
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32. Маѓионичар зад параван ја открива плоштината на конвексен 2008-аголник.
Тој посочува две точки од контурата на многуаголникот, гледачите ја повле-
куваат правата низ тие два точки и на маѓионичарот му ја соопштуваат пома-
лата од плоштините на добиените многуаголници (ако плоштините се еднак-
ви, тие му ја кажуваат соодветната плоштина). Маѓионичарот посочува како
точка теме на многуаголникот или точка, која дели од него опеределена
страна во даден од него однос. Докажи дека со 2006 прашања маѓионичарот
може да ја открие плоштината на многуаголникот.
Решение. Нека 2008-аголникот е 1 2 2008...A A AB и 2008A A . Дијагоналите

повлечени од A го делат B на 2006 триаголници: 1 2 2007 2007,...,AA A AA A .

Нека 1 2006,...,AM AM се нивни тежишни линии. Ќе докажеме дека ако маѓио-

ничарот ги кажува паровите ( , ), 1, 2,..., 2006kA M k  тогаш тој може да ја

открие плоштината на B . Со kS да ја означиме плоштината кажана од

гледачите за правата kAM , а со 2 kT плоштината на триаголникот 1k kAA A  .
Тогаш

1 1 1 2006min{2( ... ) , 2( ... )}k k k k kS T T T T T T        ,

Каде 1 1S T и 2006 2006S T . Да забележиме дека на маѓионичарот му е

доволно да ги определи сите плоштини kT .
Нека AL е правата која ја полови плоштината на B . Ако отсечката AM е
од едната страна на таа права, соодветно соопштената плоштина ќе биде таа
на многуаголникот 1 2 ... k kAA A A M , а ако е на другата страна тоа е плошти-

ната на преостанатиот дел. Значи, до правата AL вредностите на kS ќе

растат, а потоа ќе опаѓаат. Значи, ако 1 2 1 2006... ...n nS S S S S     

(можно е 1n  или 2006n  ), тогаш при 1, 2,..., 1i n  имаме

1 12( ... )i i iS T T T    ,

од каде лесно го наоѓаме iT . Аналогно се пресметува iT и при 2006,...,i 
1n  . На крајот од

1 1 1 20062min{ ... , ... }n n n nS T T T T T      

го пресметуваме и nT .
Забелешка. Постои стратегија за откривање на плоштината со помалку од
2006 прашања.

33. Нека n е природен број, а t е цел број. На таблата се запишани n различни
цели броеви. Бојан, кој е во соседната соба, сака да знае дали меѓу тие броеви
постојат неколку броја чиј збир е еднаков на t . Ана, која се наоѓа пред таб-
лата, ќе му помогне на Бојан да дојде до саканото сознание. На почеток, таа
му го кажува само вкупниот збир запишани на таблата. Потоа, Бојан во секој
чекор кажува една од следниве четири реченици:
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1) Дали меѓу броевите запишани на таблата е бројот k ?
2) Ако на таблата е запишан бројот k , избриши го.
3) Ако на таблата не е запишан целиот број k , допиши го.
4) Дали броевите на таблата може да се поделат во две множества со ед-

наков збир на елементите?
На прашањата Ана точно одговара со да или не, а операциите кои ги кажува
Бојан таа ги реализира на таблата (ако е можно), при што не му кажува дали
ги реализирала. Докажи дека за помалку од 3n чекори Бојан може да осознае
дали меѓу броевите запишани на почетокот постојат неколку броја чиј збир е
еднаков на t .
Решение. Нека збирот на броевите на почетокот е еднаков на s . Бојан прво
ќе праша дали меѓу броевите постои бројот 2t s . Ако овој број го нема, во
следниот чекор Бојан ќе го додаде и тогаш вкупниот збир на запишаните бро-
еви ќе биде 2t . Сега Бојан го поставува прашањето 4) и ако добие потврден
одговор, тоа значи дека имаме две дисјунктни подмножества на почетното
множество и збирот на броевите во двете множества е t . Во едното од нив
сигурно не се наоѓа бројот 2t s , па затоа во почетното множество имаме
подмножество со збир на елементи t . Ако одговорот е негативен, очигледно
во почетното множество нема подмножество со збир на елементи t . Значи,
ако бројот 2t s не се наоѓа во почетното множество, тогаш Бојан во два
чекори може да добие одговор на своето прашање. Ако бројот 2t s е во
множеството, Бојан ќе и каже на Ана да го избрише, а потоа го поставува
прашањето 4). Ако добие потврден одговор, бидејќи збирот на елементите
на таблата е еднаков на (2 ) 2 2s t s s t    , тоа значи дека постои множество
со збир s t и кога на тоа множество му се додаде бројот 2t s , добиваме
множество со збир t и во овој случај Бојан веќе го знае одговорот. Ако Бојан
добие негативен одговор, тогаш сигурно меѓу почетните броеви не постои
подмножество кое го содржи елементот 2t s и чиј збир е t (бидејќи тогаш
меѓу броевите без 2t s ќе постои подмножество со збир s t , што не е
точно). Значи, ако одговорот е негативен, тогаш не постои подмножество со
збир t кое го содржи елементот 2t s , но гледаме дека Бојан потрошил три
чекори и веќе го дознал одговорот или дознал дека еден од запишаните n
броеви сигурно не учествува во бараниот збир. Продолжувајќи на овој начин,
по секои три прашања Бојан го дознава одговорот или отфрла еден елемент.
Тоа значи дека по 3( 1)n  чекори Бојан ќе го знае одговорот или на таблата
ќе остане само еден број кој Бојан го знае, бидејќи во секој момент тој го знае
збирот на броевите кои во тој момент се запишани на таблата. Последното
значи дека Бојан ќе го знае одговорот, што и требаше да се докаже.

34. Комплет од 2008 црвени и 2008 бели карти е измешан и секој од 2008 играчи
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извлекува по две карти. По извлекувањето играчите седнуваат во круг. Во се-
кој чекор од играта играчите истовремено ја реализираат следнава постапка:
Ако играч има барем една црвена карта, тој дава една црвена карта на игра-
чот кој седи десно од него. Ако играчот нема црвена карта, тој дава една бела
карта на играчот кој седи лево од него.
Определи го најголемиот можен број чекори кој е потребен за да се дојде до
состојба во која секој играч има по една бела и по една црвена карта.
Решение. Да забележиме дека ако на почетокот еден играч има две бели кар-
ти, играчот кој е десно од него има две црвени карти, а сите останати играчи
имаат по една бела и една црвена карта, тогаш состојбата во која секој играч
има по една бела и една црвена карта за првпат се појавува по 2007 чекори.
Ќе докажеме дека 2007 чекори се доволни при произволна почетна распре-
делба на картите.
За фиксиран играч A да ги означиме играчите со 1 2 3 2008, , ,...,A A A A A сме-
тано во насока на движењето на стрелките на часовникот. За ненегативен цел
број k и за природен број i со ( , )F k i да ја означиме разликата на бројот на

белите и бројот на црвените карти кои вкупно ги имаат играчите 1 2, ,..., iA A A
по реализирање на k  тиот чекор (под нулти чекор се подразбира почетната
состојба). Да забележиме дека ( , )F k i е парен чекор и ( , ) ( , 2008)F k i F k i 

за секои k и i .
Лема 1. Постои играч A за кој (0, ) 0F i  за секој природен број i .
Доказ. Да направиме произволно оначување и нека

(0, ) min{ (0, ), }F m F i i  .

Сега преозначуваме 1 1 2 2, ,...m mA A A A A    . Тогаш имаме

(0, ) (0, 1) (0, ) 0F i F m F m    ,
(одлево се новите ознаки, а оддесно се старите ознаки) за секој природен број
i . ■
Во следните разгледувања ќе сметаме дека играчот A е како во Лема 1.
Лема 2. За секој природен број i и за секој цел број 0k  важи ( , ) 0F k i  .

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по k . Базата на индукцијата е
Лема 1 и изборот на A . Нека тврдењео е точно за k l .
Нека претпоставиме дека ( 1, ) 0F l j  за некој j . Можеме да сметаме дека

1j  бидејќи ( , ) ( , 2008)F k i F k i  . Бидејќи разликата ( , ) ( 1, )F l j F l j 

зависи само од две карти – таа која 1A ја добива и таа која jA ја дава во

( 1)l   виот чекор, и е парен број, имаме единствена можност ( , ) 0F l j  и

( 1, ) 2F l j   . Последното се случува точно кога 1A добива црвена карта, а

jA дава бела карта. Но, тогаш jA имал две бели карти по l  тиот чекор, од
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каде следува дека ( , 1) ( , ) 2 2F l j F l j     , што противречи на индуктив-
ната претпоставка. ■
Да се вратиме на задачата. Од Лема 2 следува дека имаме ( , 2007) 0F k  за

секој 0k  . Тогаш и ( , 2008) 2008 2008 0F k    за секој 0k  , што означу-

ва дека 2008A секогаш има барем една црвена карта. Според тоа, 1A секогаш
добива црвена карта. Сега со индукција по n се докажува дека секој од игра-
чите 1 2, ,..., nA A A има барем по една црвена карта по n  тиот чекор. Тоа зна-

чи дека секој од играчите 1 2 2007, ,...,A A A има барем по една црвена карта по

2007-миот чекор, па како 2008A секогаш има барем една црвена карта, заклу-

чуваме дека секој од играчите 1 2 2008, ,...,A A A има барем по една црвена кар-
та по 2007-миот чекор. Но, имаме вкупно 2008 црвени карти, па затоа секој
од играчите 1 2 2008, ,...,A A A по 2007-миот чекор има точно по една црвена
карта, а другата карта е бела.

35. Стражарот им ја предлага на затворениците следнава игра. Сите ќе излезат во
дворот, каде на секој од нив на глава ќе му биде ставен шешир кој е обоен во
една од 5 можни бои. Стражарот потоа затворениците ќе ги нареди во ред
така што секој затвореник ги гледа сите шешири освен сопствениот и ќе го
праша првиот затвореник во редот дали ја знае бојата на својот шешир. Зат-
вореникот гласно одговара со „да“ или „не“. Ако одговори „не“, одма ќе биде
заклучен во самица. Ако одговори „да“, стражарот го прашува која боја е
неговиот шешир, на што затвореникот треба да одговори така што останатите
затвореници да не го слушнат неговиот одговор. Ако одговор е погрешен, тој
затвореник одма ќе биде заклучен во самица пред сите, а ако одговор е точен,
тој затвореник ќе биде одма ослободен пред сите. Стражарот потоа му приоѓа
на следниот затвореник во редот и ја повторува истата постапка, и така се до
последниот затвореник. Затворениците имаат можност да осмислат страте-
гија пред почетокот на играта, но кога играта ќе почне, никаква комуникаци-
ја меѓу затворениците не е дозволена. Ако во затворот има 2015 затвореници,
докажи дека постои стратегија со која најмалку 2013 затвореници сигурно ќе
бидат ослободени?
Решение. Боите да ги означиме со броевите 0, 1, 2, 3, 4 и со B да ја означиме
бојата на шеширот на вториот затвореник, а со S збирот на боите на шеши-
рите од третиот до последниот затвореник по модул 5. Ќе опишаме стра-
тегија на првите двајца затвореници по која сите преостанати затвореници ќе
го знаат S, што значи дека знаејќи ги боите на останатите шешири ќе може да
ја определат бојата на својот шешир. Така, за најмалку 2013 затвореници ќе
биде обезбедена слобода.
Првиот затвореник одговара „не“ ако 1{ }0, ,S B B  или ( , ) 4,1)(B S  . По-
тоа вториот затвореник одговара „не“ ако 0S  , а во спротивно одговара со
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„да“ и на стражарот му дава одговор S. На овој начин, ако слушнат два
одговори „не“, преостанатите затвореници знаат дека 0S  . Ако вториот
каже „да“ и биде ослободен, останатите знаат дека S B , додека во спро-
тивно знаат дека 1S B  ако 4B  , односно 1S  ако 4B  .
Во преостанатите случаи првиот затвореник вели „да“ (не е важно што ќе
биде со него). Потоа вториот вели „да“ ако 4{ }2,S  и на стражарот му дава

одговор 2S  . Ако 0B  , тогаш 1{ }0,S  , па останатите знаат дека 2S 
ако вториот биде ослободен, 3S  ако каже “не”, и 4S  ако каже “да” и не
биде ослободен. Најпосле, ако 0B  , бидејќи при потврден одговор на пр-
виот важи 2S B  или 3(mod 4)S B  , а одговорот на вториот ја опреде-
лува парноста на S, тоа на останатите им овозможува да го определат S.
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23. КОНКУРЕНТСКИ ИГРИ

Во параграф ќе се осврнеме на таканаречените конкурентски игри, т.е. на
игрите во кои според определени правила играат двајца играчи, при што треба да
се определи кој од играчите победува, без разлика како ќе игра противникот.
Притоа основна цел е наоѓањето на таканаречената победничка стратегија.

1. На масата има 10 купчиња со 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 10 ореви. Двајца играчи
последователно земаат по еден орев се додека не останат 3 ореви. Ако и
трите ореви се од различни купчиња, тогаш играта ја добива играчот кој зема
втор (втор играч), а во спротивно играта ја добива играчот кој зема прв (прв
играч). Кој играч има победничка стратегија?
Решение. Прв начин. Купче со еден орев ќе го наречеме единица. Победнич-
ка стратегија за првиот играч е следнава:
1) Ако има единица, тогаш зема една од нив.
2) Не зема од купчиња со парен број ореви.
Бројот на оревите на почетокот е непарен, па затоа тој е непарен пред секој
потег на првиот играч. Значи тој во секој чекор може да ги запазува горните
правила.
Сега, да забележиме дека по првиот чекор на првиот играч на масата нема
единици. Значи, по првиот чекор на вториот играч на масата ќе има најмногу
една единица, која првиот ја зема во следниот чекор. Тоа значи дека по секој
чекор на вториот играч на масата ќе има најмногу една единица. Ова ќе биде
и на крајот на играта, што значи дека првиот играч победува.
Втор начин. Нека во секој свој чекор првиот играч зема од најмалото купче.
Тогаш по 21-от чекор на првиот играч ќе има најмногу 4 купчиња, а по чеко-
рот на вториот играч ќе има 13 ореви. Ако купчињата се 4, тогаш во најма-
лото ќе има најмногу 3 ореви. Значи, без разлика колку ореви има во секое
купче, по уште три чекори на првиот и на вториот играч ќе има уште 7 ореви
и најмногу 3 купчиња. Ако има три купчиња, тогаш во најмалото има нај-
многу 2 ореви. Значи, колкави и да се купчињата, по уште два чекори на
првиот и на вториот играч ќе има три ореви и најмногу 2 купчиња, што значи
дека првиот играч победува.

2. Дваесет монети се распоредени во круг. Двајца играчи последователно зема-
ат по три монети, се додека не останат две монети. Ако преостанатите моне-
ти не се соседни, играта ја добива првиот играч, а ако се соседни, тогаш играта
ја добива вториот играч. Кој од двајцата играчи има победничка стратегија?
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Решение. Вториот играч има победничка стратегија и таа е следната.
Прво тој ги дели сите монети на парови од соседни монети, т.е. ако монетите
се нумерираат последователно, на пример во насока на движењето на стрел-
ките на часовникот, со броевите од 1 до 20, парови се на пример (1, 2), (3, 4),
..., (19, 20). Потоа на секој потег на првиот играч вториот одговара на след-
ниот начин.
- Ако првиот играч земе три монети од различни парови, тогаш вториот

играч ги зема останатите три монети од истите парови.
- Ако првиот играч земе две монети од еден пар и една монета од друг пар,

тогаш вториот играч ја зема останата монета од вториот пар и било кои
две монети од ист пар.

Така, на крајот, по третиот чекор, последните две монети ќе бидат од еден
ист пар, што значи дека тие ќе бидат соседни.
Забелешка. Ваквата стратегија е добитна за вториот играч ако бројот на мо-
нетите е од облик 6 2n  , 1, 2,3,...n  .

3. Марко и Симон последователно поставуваат жетони во полињата табла со
димензии 20 20 . На почетокот таблата е празна и прв на потег е Марко.
Играта ја добива играчот кој прв ќе постави жетон така што во пресечните
полиња на два реда и две колони има жетони. Кој од играчите има побед-
ничка стратегија?
Решение. Ќе докажеме дека Симон има победничка стратегија, која се со-
стои во следново: ако Симон може да победи во некој чекор тој тоа го прави,
а во спротивно поставува жетон во полето кое е симетрично (во однос на
некоја од средните линии на таблата) на она поле во кое Марко тукушто
поставил жетон. Според тоа, по секој чекор на Симон распоредот на жето-
ните на квадратот е симетричен.
Таблата има 20 20 400  полиња, што значи дека по конечен број чекори
играта завршува, т.е. еден од играчите победува. Да претпоставиме дека, при
опишаната стратегија на Симон, победник е Марко. Тогаш пред неговиот
победоносен чекор распоредот на жетоните вклучува три жетони во три од
четирите пресечни полиња на два реда и две колони. Ако меѓу овие три жето-
ни нема пар симетрични жетони, тогаш во нивните три симетрични полиња
има жетони, што значи дека Симон требало да победи во претходниот чекор.
Ако два од трите жетони се симетрични, тогаш и третиот треба да има симе-
тричен и веќе да има правоаголник од жетони, што е противречност. Од до-
биената противречност следува дека стратегијата на Симон е победничка.

4. Даден е n . Горјан и Андреј ја играат следнава игра против Филип. Прво
Филип во еден ред на масата поставува 2n карти означени со броевите
1, 2,..., 2n . Откако ќе го погледне распоредот на картите, Горјан може (но не
мора) да избере две карти и да им ги замени местата. Потоа сите карти се
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вртат со лицето надолу, а на масата и приоѓа Андреј. Филип кажува било кој
број од 1 до 2n , а Андреј ги превртува картите за да ја најде картата со тој
број. Горјан и Андреј победуваат ако Андреј ја најде картата во најмногу n
обиди, а во спротивно победува Филип. Кој има победничка стратегија?
(Горјан и Андреј може да се договараат само пред почетокот на играта.)
Решение. Распоредот на картите на масата можеме да го разгледуваме како
пермутација  на броевите 1, 2,..., 2n . Ако Филип го каже бројот k , Андреј

ќе проба да ја најде картата k отварајќи ги картите на местата 2, ( ), ( ),k k k 
1..., , ( )r k  , каде r е должината на циклусот на пермутацијата на кој му

припаѓа бројот k . Така Андреј ќе победи ако сите циклуси на пермутацијата
 имаат должина не поголема од n . Пермутацијата таква ќе ја направи
Горјан. Имено, во пермутацијата  постои најмногу еден циклус со должина
поголема од n (ако не постои Горјан не мора ништо да прави). Нека тоа е

циклусот 2 1, ( ), ( ),..., ( ), ( )si i i i s n     . Со замена на картите i и ( )n i

Горјан го дели овој циклус на два циклуси со должина n и s n , со што
целта е постигната.

5. Двајца играчи во декаден брон систем формираат шестцифрен број според
следните правила:
- првиот играч ја кажува првата цифра на бројот, потоа вториот играч ја ка-

жува втората цифра, потоа првиот играч ја кажува трета цифра итн. наиз-
менично до шестата цифра на бројот и

- ниту една цифра не смее да биде повторена.
Ако добиениот број е сложен победува првиот играч, а ако е прост број побе-
дува вториот играч. Кој играч има победничка стратегија?
Решение. Со A да го означиме првиот, а со B вториот играч. Ќе докажеме
дека A има победничка стратегија,
Цигрите 1, 3, 7 и 9 да ги наречеме добри, а цифрите 0, 2, 4, 5, 6 и 8 лоши. Ка-
ко прва цифра A ја избира цифрата 3. Ако B избере добра цифра, тогаш A
исто така избира добра цифра. Понатаму, ако B повторно избере добра циф-
ра, бидејќи сите добри цифри се искористени, A избира произволна лоша
цифра, па B како шеста цифра мора да избере лоша цифра, со што се добива
сложен број (број делив со 2 или со 5). Ако B како четврта цифра избере ло-
ша цифра, тогаш A како петта цифра ја избира преостанатата добра цифра и
повторно B како шеста цифра мора да избере лоша цифра, со што ја губи
играта.
Нека B за втора цифра избере лоша цифра. Тогаш A како трета цифра ја
избира цифрата 9. Ако сега B како четврта цифра избере добра цифра, тогаш
A како петта цифра ја избира последната добра цифра и повторно победува.

Затоа нека B за четврта цифра избере лоша цифра, по што од добрите цифри
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останаа цифрите 1 и 7. Во овој момет збирот на избраните цифри или е делив
со 3, или при делење со 3 дава остаток 1 или при делење со 3 дава остаток 2.
Нека збирот е делив со 3. Бидејќи најмалку една од цифрите 2, 5 и 8 не е
искористена играчот A како петта цифра избира една од овие цифри. Сега
B како шеста цифра може да избере лоша цифра и губи или една од цифрите
1 или 7, со што повторно ја губи играта бидејќи во овој случај збирот на
цифрите ќе биде делив со 3.
Нека остатокот е 1. Во овој случај A како петта цифра ја избира цифрата 1,
па затоа B како шеста цифра може да избере лоша цифра и губи или цифра-
та 7. Јасно и во двата случаја B ја губи играта бидејќи се добива сложен број
(во вториот случај збирот на цифрите е делив со 3).
Нека остатокот е 2. Бидејќи барем една од цифрите 0 и 6 не е искористена (во
спротивно остатокот ќе биде 0) играчот A избира една од овие цифри. Како
последна цифра B избира лоша цифра и губи или избира една од цифрите 1
или 7 со што збирот на цифрите на бројот е делив со 3, па затоа B повторно
губи.
Конечно, од претходно изнесеното следува дека играчот A има победничка
стратегија.

6. На кружница се избрани 2 1n  , 2n  точки, кои кружницата ја делат на ед-
накви лаци. Двајца играчи последователно бришат по една точка. Ако по по-
тегот на некој од играчите сите триаголници со темиња во останатите точки
се тапоаголни, играта завршува со победа на тој играч. Кој играч има побед-
ничка стратегија, првиот или вториот?
Решение. Со индукција по бројот на чекорите ќе докажеме, дека вториот
играч може да игра така што пред секој потег на првиот играч, ако останале
2 1 5k   точки, тогаш на секоја полукружница се наоѓаат најмалку k точки.
На почетокот на играта овој услов е исполнет. Нека условот е исполнет и
пред некој потег на првиот играч. Останатите точки последователно да ги
означиме со 0 1 2, ,..., kA A A . Без ограничување на општоста можеме да земеме

дека првиот играч ја брише точката 0A . Притоа триаголникот 1 1 2k kA A A  е
остроаголен и играта не е завршена. Вториот играч треба да ја избрише точ-
ката kA . Ако на некоја полукружница е избришана најмногу една точка, то-

гаш на неа остануваат најмалку 1k  точка. Во спротивно, од оваа полукруж-
ница се избришани точките 0A и kA и на неа останале или точките 1,...,A

1kA  или точките 1 2,...,k kA A , што значи дека повторно останале 1k  точ-
ка.
Ако првиот играч порано не ја изгубил играта, тогаш по 2 4n  чекори на
кружницата ќе останат 5 точки 0 1 2 3 4, , , ,A A A A A . Без ограничување на општо-

ста можеме да сметаме дека првиот играч ја избришал точката 0A , по што
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останува остроаголниот триаголник 1 2 4A A A . Со последниот чекор вториот

играч ја брише точката 4A и останатиот триаголник 1 2 3A A A е тапоаголен (во

спротивно имаме полукружница која од петте точки 0 1 2 3 4, , , ,A A A A A ја

содржела само точката 2A ).
Конечно, од претходните разгледувања следува дека при правилна игра вто-
риот играч има победничка стратегија.

7. Даден е природен број n . Јана запишува n различни природни броеви, а
потоа Иван брише неколку од броевите (може ниту еден, но не може сите
броеви) и пред секој од преостанатите броеви става еден од знаците  или  .
Иван победува ако добиениот резултат е делив со 2003, а во спротивен случај
победува Јана. Кој од играчите има победничка стратегија?
Решение. Јана има победничка стратегија ако 10n  . Имено, ако таа ги запи-

ше броевите 2 11,2,2 ,..., 2n , тогаш како и да игра Иван, добиениот резултат
не може да е делив со 2003, бидејќи истиот е меѓу 1023 и 1023 и не е една-
ков на 0. Навистина, бидејќи има знак пред најголемиот неизбришан број

имаме
1

0
2 2 1 2

kk k i

i




    .

Ако 11n  , тогаш множеството C од броевите кои ги избрала Јана има

2 1 2003n   различни непразни подмножества. Според тоа, збировите на
броевите во две од нив, на пример A и B , даваат еднакви остатоци при де-
лење со 2003. Ако Иван стави знак  пред броевите од \A B ,  пред брое-
вите од \B A и ги избрише останатите броеви од C , тогаш тој победува,
бидејќи добиениот збир е делив со 2003.

8. Даден е природен број n . Даниел и Марија играат игра. Даниел има k ли-
стови, каде k е природен број. На горната страна на секој лист тој запишува
некои од броевите од 1 до n (може да запише произволно многу броеви,
вклучително ниту еден или сите броеви). На спротивната страна тој ги запи-
шува останатите броеви. Марија може да преврти дел од листовите (може да
преврти произволно многу листови, вклучително нула или сите листови).
Ако Марија може да постигне сите броеви од 1 до n да се гледаат, тогаш таа
победува.
Определи го најмалиот број k , за кој Марија секогаш може да победи,
независно од тоа кои броеви ги запишал Даниел.

Решение. Ќе докажеме дека бараниот број k е најмалиот k за кој 2k n . Да
ги нумерираме листовите со 1,2,...,k и за секој 1, 2,...,i n нека

{1,2,..., }iA k е множеството листови на кои е запишан бројот i . Бидејќи
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2k n , постои множество {1,2,..., }B k кое е различно од iA за секој i .

Нека Марија ги преврти листовите нумерирани со броевите од B . Ако iA не
е подмножество од B , тогаш бројот i ќе се појави на некој од превртените
листови. Ако iA е подмножество од B , тогаш бројот i ќе се појави на пре-

вртените листови од \ iB A .

Нека 2k n . За секое подмножество {1,2,..., }k Даниел може да избере еден
од броевите 1, 2,..., n , бидејќи на секое подмножество соодветствува барем
еден број. Потоа тој го запишува секој од броевите 1, 2,..., n на листовите од
соодветното множество на тој број. Ако Марија ги преврти листовите од
подмножество {1,2,..., }B k , тогаш бројот (или броевите), кој (кои) соод-
ветствува (соодветствуваат) на тоа множество нема да се гледа (гледаат). Со
тоа доказот е завршен.

9. Во конвексен 100-аголник M е избрана точка X која не лежи на страна или
дијагонала на M . На почетокот нема означени темиња. Павел и Вангел по
ред означуваат (до тогаш неозначени) темиња на M , при што во првиот
чекор Павел означува две темиња, а потоа секој од нив кога е на потег озна-
чува по едно теме. Потезите ги влечат наизменично. Играта ја губи тој по чиј
потег точката X ќе падне во внатрешноста на многуаголник чии темиња се
означени. Докажи дека Павел има победничка стратегија.
Решение. Да ги обоиме страните на M во црна и бела боја, така што секои
две соседни страни се различно обоени. Да разгледаме две еднобојни страни
AB и CD , кои формираат конвексен четириаголник ABCD . Нека дијагона-

лите AC и BD се сечат во точката K и да претпоставиме дека X лежи во
триаголникот KBC . Тогаш Павел може да победи ако во првиот чекор ги
избере темињата B и C . Навистина, по овој чекор играчите мора да избира-
ат (ако не сакаат да загубат) само темиња кои лежат во полурамнината во
однос на правата BC која не ја содржи X . Бројот на овие темиња е парен,
па затоа последниот чекор е на Павел.
Останува да докажеме дека секогаш можеме да најдеме такви страни AB и
CD . Нека го претпоставиме спротивното. Нека T е произволно теме и да
претпоставиме дека полуправата TX пресекува црна страна PQ . Нека TR е
црната страна која излегува од T . Можеме да сметаме дека четириаголникот
TRPQ е конвексен. Ако X припаѓа во внатрешноста на триаголникот TRQ ,
тогаш RTQP ги имасаканите својства. Во спротивен случај полуправата RX
исто така ја сече отсечката PQ .
Нека RS е следната по TR страна на M . Ако полуправата SX сече бела
страна, како погоре се докажува дека полуправата RX ја сече истата бела
страна, што не е можно. Според тоа, SX сече некоја црна страна и можеме
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да ги повториме горните расудувања за темето S . Продолжувајќи на истиот
начин, ќе заклучиме дека за секоја црна страна ' 'T R постои црна страна

' 'P Q која се сече и со двете полуправи 'T X и 'R X . Но, тоа не е исполнето
за црната страна PQ (полуправите PX и QX соодветно ги сечат деловите
QT и RP од контурата на M ), што е противречност.

10. Во рамнината се обележани сите точки со целобројни координати ( , )x y

такви што 2 2 1010x y  . Двајца играчи ја играат следнава игра, при што
потезите ги влечат наизменично. Првиот става жетон на обележана точка и
точката ја брише. Во секој следен чекор жетонот се преместува во друга од-
бележена точка и таа се брише. Притоа должината на чекорите треба да
расте, но е забрането преместување од точка во симетричната нејзина точка
во однос на центарот. Играта ја губи играчот што не може да направи потег.
Кој играч има победничка стратегија?
Решение. Одговор: Првиот играч.
Ќе докажеме поопшто тврдење: Во игра со горните правила на конечно мно-
жество точки S кое го содржи координатниот почеток (0,0)O и е инва-

ријантно при ротација за 90 околу O , првиот играч има победничка стра-
тегија.
Ќе користиме индукција по бројот на точките n во S . За 1n  нема што да
докажуваме. Нека 1n  . Под отсечка ќе подразбираме отсечка со крајни
точки во S , кои не се симетрични во однос на O . Нека d е максималната
должина на отсечка и 1 1 2 2, ,..., n nA B A B A B се сите отсечки со таа должина

(некои точки iA , како и iB може да се совпаѓаат).
Да забележиме дека O не е крајна точка на ниту една од тие отсечки. На-
вистина, ако допуштиме дека OA е една од тие отсечки и B (од S ) е сли-

ката на A при ротацијата за 90 околу O , тогаш 2AB OA OA  , што е
противречност.
Да ги тргнеме од S сите точки iA и iB . Добиеното множество 'S ги испол-

нува условите на нашето тврдење (бидејќи множеството отсечки i iA B е инва-

ријантно при ротација за 90 околу O ). Согласно индуктивната претпостав-
ка првиот играч има победничка стратегија кога се игра на 'S . Ќе покажеме
таква стратегија и на S .
Првиот играч игра по стратегијата на 'S , додека вториот играч не го пре-
мести жетонот од точка X во 'S во точка Y надвор од 'S (последното си-
гурно се случува, бидејќи првиот играч има победничка стратегија на 'S ).
Нека iY A . Тогаш првиот играч го преместува жетонот во iB , бидејќи
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i i iA B d XA  . Сега вториот играч не може да направи потег, бидејќи нема

отсечка со должина поголема од d .

11. Нека ,t a и b се природни броеви. Двајца играчи ја играат следнава ( , , )t a b
игра: првиот играч го заменува бројот t со еден од броевите t a или t b ,
потоа вториот играч го заменува добиениот број ако од него одземе a или b ,
потоа одново првиот играч одзема a или b од бројот кој е добиен од втори-
от играч итн. Играта ја губи оној играч кој не може бројот t да го замени со
природен број. Докажи, дека постојат бесконечно многу броеви t такви што
првиот играч има победничка стратегија за ( , , )t a b игра за секои a и b так-

ви што 2005a b  .
Решение. Прво ќе докажеме дека ако некој играч има победничка стратегија
на играта ( , , )t a b , тогаш тој има победничка стратегија и за играта

( , , )t a b a b  . Да го означиме првиот играч со A , а вториот со B . Нека B
има победничка стратегија за играта ( , , )t a b . Тогаш за играта ( , , )t a b a b 

по чекорот на играчот A се добива играта ( , , )t a a b или играта ( , , )t b a b .
И во двата случаи играчот B може со својот чекор да ја остави играта
( , , )t a b , по што тој повторно е втор на потег, што значи дека има победничка
стратегија.
Нека A има победничка стратегија за играта ( , , )t a b . Бидејќи A може да

добие ( , , )t a a b или ( , , )t b a b игра, по која тој е втор на потег, добиваме

дека ( , , )t a a b или ( , , )t b a b игра е победничка за играчот кој игра втор.
Без ограничување на општоста можеме да земеме дека тоа е играта
( , , )t a a b . Понатаму, од претходните разгледувања следува дека играта

( , , ) ( , , )t a a b a b t b a b     е победничка за играчот кој игра втор. Бидејќи

од игра ( , , )t a b a b  играчот A може да добие игра ( , , )t b a b во која тој е

втор, заклучуваме дека играта ( , , )t a b a b  е победничка за A .

Ќе докажеме дека за 2004t  и 2005a b  првиот играч има победничка
стратегија. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека a b .
Бидејќи 0a  , важи 2004 b . За да ја добие играта играчот A треба од

2004t  да го одземе бројот b . Тогаш за играчот B останува играта
(2004 , , )b a b и како 2004 2005b b a    тој ја губи играта. Конечно, од
претходните разгледувања дека за секој s играчот A има победничка
стратегија за играта (2004 2005 , , )s a b за секои a и b такви што

2005a b  .
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12. Дадена е ( 1)m m  решетка и жетон во еден од нејзините јазли. Двајца
играчи последователно го поместуваат жетонот во соседни јазли, при што не
смее да се минува по отсечка која веќе е искористена. Губи играчот кој не
може да повлече потег. Докажи дека ако на почетокот жетонот е во еден од
јазлите на долната хоризонтала, тогаш првиот играч има победничка стра-
тегија.
Решение. Нека решетката е {( , ) | 0,1, 2,..., , 0,1, 2,..., 1}x y x m y m   и почет-

ната положба на жетонот е во точката ( ,0)P a . Да означиме

(0, )Q a , ( 1 , 1)R m a m    и ( 1, 1 )S m m a    .
Нека X е множеството од сите точки од решетката кои се наоѓаат на
контурата и во внатрешноста на четириаголникот определен со правите

, ,PQ QR RS и SP .
Ако бројот a е парен, да ги обоиме точките од X во две бои на следниов
начин: ја боиме ( , )x y во црвено, ако x y a  е парен број, а во сино ако
x y a  е непарен број. Нека во првиот чекор првиот играч го премести же-

тонот од ( ,0)P a во ( ,1)a , која е сина точка. Тогаш не е тешко да се види
дека првиот играч е на потег кога жетонот е во црвена точка, а вториот е на
потег кога жетонот е во сина точка. Уште повеќе, секоја црвена точка е со-
седна со непарен број сини точки во кои жетонот до тогаш не бил поставен.
Според тоа, првиот играч секогаш има непарен број можности, во случајов
барем една. Останува да видиме дека од сините точки не може да се излезе
од X , бидејќи контурата на X се состои од црвени точки. Според тоа,
доволно е првиот играч да игра само во X и тој победува.
Случајот кога a е непарен се разгледува аналогно.

13. Дадени се природни броеви m и n . Дадени се n купчиња од златни монети,
при што i  тото купче содржи 0ia  монети. Ја разгледуваме следнава игра:

1) Бојан избира множества 1 2, ,..., nB B B , секое од кои е подмножество на

{1, 2,..., }m .
2) Ана, знаејќи ги избраните множества на Бојан, избира непразно подмно-

жество S на {1, 2,..., }m .

3) Монетите од i  тото купче се даваат на Бојан ако iB S има парен број
елементи. Во спротивен случај монетите се даваат на Ана.

Докажи дека за секој избор на множествата 1 2, ,..., nB B B кој може да го на-
прави на Бојан, Ана може да избере множество S така, што ќе добие повеќе
монети од Бојан.
Решение. Ана ќе има повеќе монети ако
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| |
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Нека претпоставиме, дека за секое непразно множество S Бојан не добива
помалку монети од Ана. Тоа значи, дека
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  ,

при што за S   имаме | |
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    . Ако сумираме по сите

множества {1, 2,..., }S m , добиваме
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За произволно множество B да го разгледаме збирот
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За S C D  , каде \C S B , D S B  и C D  имаме
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D B r 

     ,

па затоа
| |

{1,2,..., }
( 1) 0B S

S m




  ,

за секое непразно подмножество B од {1, 2,..., }m . Добиваме

| | | |

{1,2,..., } 1 1 {1,2,..., }
( 1) ( ( 1) ) 0i i

n nB S B S
i i

S m i i S m
a a 

   
       ,

што противречи на (1). Конечно, од добиената противречност следува твр-
дењето на задачата.

14. Нека 0n  . Играчите A и B наизменично избираат цели броеви 1 2, ,n n

3,...n според следниве правила:

- играчот A го знае бројот 2kn и избира природен број 2 1kn  таков што
2

2 2 1 2k k kn n n  ; и



Р. Малчески

312

- играчот B го знае бројот 2 1kn  и може да избере природен број 2 2kn 

таков што 2 1

2 2

k

k

n
n



е степен на прост број или на бројот 1 .

Играчот A победува ако го избере бројот 1990, а играчот B победува ако го
избере бројот 1. За кое 0n
а) играчот A може да победи,
б) играчот B може да победи, и
в) ниту еден од играчите нема победничка стратегија?
Решение. Со W да го означиме множеството од сите природни броеви 0n

такви да играчот А може да победи започнувајќи ја играта со 0n . Ќе ја
докажеме следнава лема.
Лема. Нека m и s се природни броеви за кои важи:
1) 1990m  , 1990s  ,
2) { , 1,...,1990}m m W  ,

3) За секој прост делител p на s важи r
s
p

m , каде што r е природен број

таков што |rp s и 1 |rp s  .

Тогаш сите природни броеви 0n , за кои што важи 0s n m  , се содржани
во W .
Доказ. Ако 0 1990n  , тогаш А го избира тој број и со тоа победува. Нека сега

0s n m  . Играчот А може да избере 1n s . Тогаш, според условот на

задачата, играчот B мора да, избере број 2n W , таков што

2 1990r
s
p

m n s    .

Бидејќи 2 { , 1,...,1990}n m m W   играчот А може сигурно да победи. Со
тоа лемата е докажана. ■

Бидејќи 245 2025 1990,  сите 0n такви што 045 1990n  се наоѓаат во

.W Понатаму, броевите 45m  и 2420 2 3 5 7s      ги задоволуваат усло-

вите 1), 2) и 3) од лемата и 420 21 45,  од каде се добива дека

{21, 22,..., 44} .W Користејќи ја лемата за 21m  и 3168 2 3 7,s     се до-

бива дека {13,14,..., 20} .W За 13m  и 105 3 5 7,s     од лемата се добива

дека {11,12} .W Земајќи 11m  и 260 2 3 5,s     од лемата следува дека

{8,9,10} .W Со тоа докажавме дека

{8, 9,...,1990} .W

За 0 1990n  играчот А може да најде природен број 7r  таков што
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2 1 2 2
0 02 3 2 3r rn n    

и тогаш избира
1 2

1 2 3 .rn  

Сега независно од изборот на играчот B мора 1
2 2 8rn   или 2

2 3 8n   ,

т.е. 2 08 n n  . По конечен број на чекори ќе биде 28 1990,kn  а тогаш
играчот А победува во играта.
Да го разгледаме сега случајот 0 5.n  Бидејќи најмалиот производ на три

различни прости броеви е еднаков на 22 3 5 30 5 ,    играчот А мора да

избере број од облик 1
r sn p q , каде p е прост број, q е прост број или 1,

r sp q и , 1r s  . Тогаш играчот B може да избере 1
2 1 0.r

ns
p

n q n n   

По конечен број на чекори, играчот B ќе добие 2 1kn  и победува.

За 0 6n  или 0 7,n  играчот А мора да избере 1 30 2 3 5n     или

1 42 2 3 7,n     па играчот B мора да избере 2 6n  . Понатаму А и B
мораат да бираат 30, 6, 30, 6, ... наизменично, за да избегнат пораз и никој
нема да победи.

15. Ана и Бојан ја играат следнава игра. Пред нив се наоѓаат две непразни купчи-
ња монети. Наизменично, прва почнува Ана, секој избира купче во кое има
парен број монети и половина од монетите ги преместува од тоа купче во
другото купче. Играта завршува ако играчот кој е на потег не може да одигра
потег, во кој случај победува другиот играч. Определи ги сите парови ( , )a b
природни броеви такви што ако купчињата на почетокот имаат a и b мо-
нети, тогаш Бојан има победничка стратегија.
Решение. Со 2 ( )v n да го означиме најголемиот ненегативен цел број r

таков што 2 |r n . За позицијата ( , )a b , т.е. две купчиња со a и b монети, ќе

велиме дека е k  среќна ако 2 2( ) ( )v a v b k  за некој цел број 0k  , и k 

несреќна ако 2 2 2 2min{ ( ), ( )} max{ ( ), ( )}v a v b k v a v b  . Ќе докажеме дека Бо-

јан има победничка стратегија ако и само ако почетната позиција е k 
среќна за некој парен број k .
- Во случај на 0-среќна позиција играчот кој е на потег одма губи.
- Ако е дадена k  среќна позиција ( , )a b со 1k  , играчот кој е на потег ја

менува во една од позициите 1 1
2 2( , )a b b и 1 1

2 2( , )b a a , при што и двете

се ( 1)k  -среќни бидејќи 1 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 1v a b v b v b a v a k       .
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Според тоа, ако почетната позиција е k  среќна, по k потези се доаѓа до ко-
нечна 0-среќна позиција, при што Бојан ќе победи ако и само ако k е парен
број.
- Ако е дадена k  несреќна позиција ( , )a b со непарен k и 2 ( )v a k 

2 ( )v b l , Ана може да ја промени во позиција 1 1
2 2( , )b a a . Бидејќи

1 1
2 22 2( ) ( ) 1v b a v a k    , новата позиција е ( 1)k   среќна и 2 | 1k  , па

така Ана ќе победи.
- Ако е дадена k  несреќна позиција ( , )a b со парен k и 2 2( ) ( )v a k v b 

l , Ана не смее да одигра во позиција 1 1
2 2( , )b a a , бидејќи таа е

( 1)k   среќна и Бојан ќе победи. На Ана и останува потег за позицијата
1 1
2 2( , )a b b . Добиената позиција е исто така k  несреќна, бидејќи за

1l k  имаме 1 1
2 22 2( ) ( ) 1v a b k v b l     , а додека за 1l k  имаме

1 1
2 22 2( ) ( )v a b v b k   .

Според тоа, ако почетната позиција е k  несреќна, тогаш Ана победува ако е
k непарен, а нема победник ако е k парен број.

16. Дадено е множество од 2013 прости броеви. Иван избира пар ( , )p q од раз-
лични броеви од даденото множество. Петар сака да ги определи броевите p
и q , при што за едно прашање на Иван му соопштува пар природни броеви

( , )a b , а Иван соопштува дали бројот ap bq е позитивен, негативен или е
еднаков на нула. Определи го најмалиот број прашања кои му се потребни на
Петар за да со сигурност знае кои броеви ги избрал Иван?
Решение. На секој пар ( , )p q од различни прости броеви од даденото мно-

жество му ја придружуваме дропката p
q . Да ги подредиме така добиените

дропки во растечки редослед. Одговорот на Иван покажува кој од следните

услови е исполенет pb
a q , pb

a q или pb
a q .

Нека претпоставиме дека во даден момент можните парови на Иван се t . Да
ја разгледаме следнава стратегија на Петар. Ако t е парен број, тогаш тој

задава прашање ( , )a b , каде b
a е поголем точно од половината од можните

броеви на Иван (бидејќи множеството рационални броеви е густо, тоа е
секогаш можно), а ако t непарен дропката b

a треба да е еднаква на средната

дропка. При ваква стратегија со секој одговор на Иван можните парови на
Иван стануваат 2

t ако t е парен и 1
2

t ако t е непарен број.
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Од друга страна, јасно е дека за секое прашање на Петар постои одговор за
кој можните парови на Иван се намалуваат најмногу за 2

t ако t е парен и

1
2

t ако t е непарен број.

При опишаната стратегија на Петар, ако бројот на можните парови на Иван е

t и 1 22 2 ... 2 kt      , каде 1 2 ... k     е претставувањето на t во
бинарен броен систем, тогаш по секое прашање на Петар највисокиот степен
на бројот 2 се намалува за 1. Според тоа, за да остане еден број потребни се
точно 1 прашања.

Бидејќи бројот на дропките е 2013 2012 и 21 222 2013 2012 2   , одговорот
е 21.

17. Дадени се природни броеви n и k , за кои 2n k  . Андреј ја игра следнава
игра со Мартин, кој располага со 2n карти, при што за секој 1,2,...,i n

бројот i е запишан точно на две карти. Мартин во произволен редослед ги
реди картите со запишаните броеви надолу. Андреј прави чекор на следниов
начин: избира k од картите на Мартин и тој му ги кажува броевите запиша-
ни на нив. Ако меѓу овие k карти има две со еднакви броеви запишани на
нив Андреј победува. Ако нема, Мартин ги размешуваа само картите кои во
овој потег ги избрал Андреј (притоа Андреј не го гледа) и Андреј повторно е
на потег. Ќе велиме дека играта е добитна за Андреј, ако постои природен
број m и стратегија со која Андреј може да победи во најмногу m чекори,
независно од како Мартин ги размешува картите. За кои вредности на n и k
играта е добитна за Андреј?
Решение. Играта е добитна ако и само ако n k .
Нека 2 k n  . Да ги нумерираме местата на кои Мартин ги поставува кар-
тите последователно со броевите од 1 до 2n . Последователно прашуваме за
картите кои се наоѓаат на местата (1, 2,..., ); (2,3,..., 1)k k  итн. на крајот на

местата (2 1,2 2,..., 2 )n k n k n    . Последователно споредувајќи два сосед-
ни одговори на Мартин, ги дознаваме вредностите на картите кои по поста-
вувањето на последното прашање ќе се наоѓаат на местата 1,2,..., 2n k .
Бидејќи k n , ги знаеме местата на повеќе од n карти, па затоа можеме да
најдеме две еднакви. Сега со следниот чекор Андреј победува.
Ако n k , тогаш ако Андреј не победил во првиот чекор, имаме n карти и
на секоја од нив секој од броевите 1, 2,..., n е запишан точно по еднаш. Отка-
ко Мартин ќе ги размеша картите, Андреј нема информација за редоследот
на тие карти. Тврдиме дека тоа значи дека играта не е добитна за Андреј. На-
вистина, нека S е множеството од тие карти, а S е множеството од преоста-
натите n карти. Андреј не може да победи ако избира карти само од S или
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само од S . Ако Андреј избере неколку карти од S , а останатите ги избере од

S , може да се случи изборот од S да е комплементарен на изборот од S .
Јасно, не постои стратегија со која последната ситуација може да се избегне.

18. Нека p е прост број и нека 1
0 1 110 ... 10p

pM a a a     . Играчите A и B

играат игра, при што играчот A игра прв. Тие наизменично бираат број i од
множеството {0,1,..., 1}p  кој претходно не е избран, па на местото на ia
запишуваат некоја цифра (може и нула). Целта на играчот A е по завршу-
вање на играта бројот M да биде делив со p . Докажи дека A има побед-
ничка стратегија.
Решение. Ќе велиме дека играчот прави потег ( , )ii a ако во својот потег

избира индекс i , потоа број ia од множеството {0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9} .
Ако 2p  или 5p  , тогаш играчот A во првиот потег го избира потегот
(0,0) и победува независно од следните потези бидејќи M на крајот на
играта ќе биде делив со 10.
Сега нека p е прост број различен од 2 и 5. Играчот A во првиот потег го

избира потегот ( 1,0)p  . Од малата теорема на Ферма следува
1

2 2(10 ) 1(mod )
p

p


 , т.е.
1 1 1

2 2 22| (10 ) 1 (10 1)(10 1)
p p p

p
  

    .
Бидејќи p е прост број поголем од 2 разликуваме два случаја.

1)
1

2|10 1
p

p


 . Во овој случај, секогаш кога играчот B ќе направи потег

( , )ii a , играчот A ќе направи потег 1
2( , ) ( , )p

j ij a i a  ако 1
2

pi  или

потег 1
2( , ) ( , )p

j ij a i a  ако 1
2

pi  . Забележуваме дека p е делител

на 10 10i j
i ja a , па затоа по секој потег на A збирот на дотогаш избра-

ните членови ќе биде делив со p . На овој начин 1p  членови се поде-
лени во парови чиј збир е делив со p , па затоа на крајот од играта M ќе
биде делив со p , т.е. A има победничка стратегија.

2)
1

2|10 1
p

p


 . Во овој случај, секогаш кога играчот B ќе направи потег

( , )ii a , играчот A ќе направи потег 1
2( , ) ( ,9 )p

j ij a i a   ако 1
2

pi 

или потег 1
2( , ) ( ,9 )p

j ij a i a   ако 1
2

pi  . Важи 10 10i j
i ja a 

9 10i , па затоа на крајот на играта имаме
3

12
2

0
9 10 10 1 0(mod )

p
p

i

i
M p





     ,
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што значи дека A има победничка стратегија.

19. Погодувалка е игра која ја играат двајца играчи A и B . Правилата на играта
зависат од природните броеви k и n кои се познати и на едниот и на дру-
гиот играч.
На почетокот на играта A избира броеви x и N такви што 1 x N  .
Играчот A на играчот B не му соопштува информација за бројот x , но му ја
соопштува точната вредност на бројот N . Играчот B пробува да добие
информации за бројот x поставувајќи му на играчот A прашања од следни-
от вид: во секое прашање B избира произволно подмножество S на множе-
ството природни броеви (може да избира исто подмножество повеќе пати) и
го прашува играчот A дали x припаѓа на S . Играчот B може да поставува
колку сака прашања. По секое прашање играчот A одговара со да или со не,
но може и да лаже. Единствено ограничување е меѓу 1k  последователни
одговори барем еден мора да е вистинит.
Откако B ќе постави колку што сака прашања, тој треба да избере мно-
жество X кое се состои од најмногу n природни броеви. Ако x припаѓа на
X тогаш B победува, а во спротивно B губи. Докажи дека:

а) Ако 2kn  , тогаш B има победничка стратегија.

б) За секој доволно голем k постои природен број 1,99kn  така што A има
победничка стратегија.
Решение. За одговорот o на играчот A на прашањето: „Дали b S “ ќе
велиме дека не е согласен со бројот b ако о да и b S , или о не и
b S .

а) Ќе докажеме дека во секое множество Y со 2 1k  броеви, B со сигурност
може да определи барем еден број кој не е x . Нека без ограничување на

општоста претпоставиме дека {0,1,2,..., 2 }kY  . Играчот B почнува така

што го повторува прашањето „Дали 2kx  “. Ако 1k  пати по ред добие

одговор не, тој знае дека 2kx  . Во спротивно, кога ќе добие одговор да, тој
редоследно го поставува прашањето „Дали i тата бинарна цифра на бро-
јот x е еднаква на 1“ за 1,2,...,i k . Без разлика какви се одговорите, сите

тие не се согласни со некој број b , 0 2 1kb   . Ако се има предвид прет-

ходниот одговор да за бројот 2k , B може да заклучи дека x b .
б) Нека 1 2   . За секој 1,2,...,i N , нека ( )ia m го означува тековниот

број последователни одговори по m  тото прашање кои не се согласни со i .

Разгледуваме ( )

1
( ) i

N a m

i
m


   . Јасно, A ја постигнува целта ако може да
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одговара така што ќе важи 1( ) km    за секој m .

Со mS да го означиме множеството броеви со кои одговорот да на m  тото
прашање ќе биде несогласен. Ако A на m  тото прашање одговори да,
тогаш важи ( ) ( 1) 1i ia m a m   , за mi S и ( ) 0ia m  за mi S , па затоа
важи

( 1)
1( ) 1i

m m

a m

i S i S
m f 

 
       .

Од друга страна, ако A одговори не, тогаш ( ) ( 1) 1i ia m a m   , за mi S и

( ) 0ia m  за mi S , па затоа важи
( 1)

2( ) 1i

m m

a m

i S i S
m f 

 
       .

Бидејќи 1 2 ( 1)f f m N     , на m  тото прашање A може да одговори

така што ќе биде 2 2( ) ( 1) Nm m     .

На почетокот е (0) N  . Врз основа на претходните разгледувања со едно-
ставна индукција се докажува дека A може да избира одговори така што секо-

гаш ќе важи 2( ) Nm   . Специјално, ако 1(2 ) kN    , тогаш 1( ) km    ,

па затоа A има победничка стратегија.
Конечно, ако 1,99 2   , тогаш за доволно голем k важи

1(2 ) 1,99 1k k    ,
со што тврдењето е докажано.

20. Решетка е множеството од сите точки од видот ( , )m n , каде m и n се цели

броеви за кои важи | | 2019, | | 2019m n  и | | | | 4038m n  . Точките ( , )m n

од решетката за кои | | 2019m  или | | 2019n  ги нарекуваме рабни. Четирите
прави 2019x   и 2019y   ги нарекуваме рабови. Две точки на решетката
се соседни ако растојанието меѓу нив е еднакво на 1.
Зоран и Марко играат игра на решетката. Тие играат наизменично при што
Зоран ја почнува играта со поставување на жетон на точката (0,0) , а Марко
прв повлекува потег.
1) Во секој свој потег Марко отстранува најмногу по две рабни точки од

секој раб.
2) Во секој свој потег Зоран прави точно три чекори. Чекорот се состои во

поместување на жетонот на една од соседните точки кои не се отстранети.
Играта завршува со победа на Зоран во моментот кога тој ќе го постави жето-
нот на некоја гранична точка која сѐ уште не е отстранета. Дали Зоран има
победничка стратегија?
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Решение. Прв начин. Марко може да го оневозможи Зоран да победи. Стра-
тегијата на Марко ќе ја опишеме на работ 2019y  . На останатите рабови тој
игра аналогно.
Во првиот потег Марко ги отстранува точките ( 1,2019) и (0, 2019) . Потоа:
i) Ако Зоран со својот потег ја намали x  координатата, тогаш Марко ги от-

странува првите две достапни точки лево од точката (0, 2019) ,
ii) Ако Зоран не ја промени x  координатата, тогаш Марко ја отстранува

првата достапна точка лево и првата достапна точка десно од точката
(0, 2019) .

iii) Ако Зоран ја зголеми x  координатата, тогаш Марко ги отстранува
првите две достапни точки десно од точката (0, 2019) .

iv) Единствено отстапување е кога Зоран прв пат ја намали x  координатата
за точно 1, тогаш Марко ја отстранува првата достапна точка лево и
првата достапна точка десно од (0, 2019) .

Да претпоставиме дека Зоран ќе победи со доаѓање до некоја точка ( , 2019)a .
Можеме да сметаме дека 0a  . Навистина, ако Зоран се движел по симе-
трична патека до точката ( , 2019)a , тогаш Марко ќе стигнел да отстрани
онолку точки лево од нулата колку што во овој случај отстранил десно од
нулата.
Ја разгледуваме големината 2 3x y k   , каде ( , )x y е моменталната по-

зиција на жетонот, а k е најдесната отстранета точка. Имаме:
- Ако Зоран го помести жетонот за вектор ( 1, 2), (0,3) или (3,0) , по него-

виот и потегот на Марко  не се менува. Сепак, заради )iv , кога Зоран

прв пат го поместува жетонот за вектор ( 1,2) , по неговиот и потегот на
Марко  се намалува за 1.

- Ако Зоран го помести жетонот за вектор (2,1) , по неговиот потег и поте-
гот на Марко  се намалува за 1.

- Во секој друг случај  се намалува за најмалку 2.
По првиот потег на Марко важи 0 , па пред последниот потег на Зоран
мора да биде 0 . Меѓутоа во тој момент е

2 3 2( 2) 2018 3( 1) 2017 1x y k a a a            ,
па е 2018a  и  никогаш не се намалила за повеќе од 1. Оттука следува
дека сите дотогашни потези на Зоран биле за вектор (0,3) или (3,0) , освен

можда еден за вектор (2,1) , па во тој момент

( , ) (0,0)(mod3)x y  или ( , ) (2,1)(mod3)x y  .
Бидејќи Зоран има победа во најмногу три чекори, единствена можност е
( , ) (2018,2017)x y  . Но, тогаш
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2 2018 2017 3 6053 3 0k k       ,
што е противречност.
Втор начин. Ќе дадеме друга стратегија на Марко на работ 2019y  . До-
стапните точки на овој раб ќе ги наречеме излезни.
Во првите 672 чекори, што и да игра Зоран, Марко ги затвора сите 1345
излези од видот ( , 2019)x за 3 | x , а во 673 потег го затвора излезот кој е
најблизок до Зоран (било кој, ако ги има два). Понатаму, по секој потег на
Зоран, Марко затвора два излези кои се најблиски до Зоран (било кои ако ги
има повеќе).
Со индукција по 673n  ќе докажеме дека Зоран пред својот n  ти потег се
наоѓа на растојание најмалку 4 (по координати) од најблискиот излез.
Нека 673n  . Зоран е или во точката (0, 2016) или под правата 2016y  , а

излезот (0, 2019) Марко веќе го затворил, па затоа тврдењето важи.

Нека 674n  . Моменталната позиција на Зоран да ја означиме со 0 0( , )x y .

Ако 0 2018y  , единствени три излези на растојание помало или еднакво на 3

од Зоран се 0( 1,2019)x  и 0( , 2019)x , од кои едниот е веќе затворен, а Марко

во својот n  ти потег ги затвора преостанатите два. Ако 0 2018y  , тогаш

0 1x   и без ограничување на општоста можеме да земеме дека 0 1x  .

Меѓу излезите ( , 2019)a за 1 3a   три се веќе затворени, а Марко сега ги
затвора преостанатите два.
Нека 674n  и нека 1( , )x y е позицијата на Зоран по 2n  потези. Сите
излези се на растојание поголемо или еднакво на 4 од Зоран. Од трите излези

1( 1,2019)x  и 1( , 2019)x еден е веќе затворен, а Марко во ( 1)n   от потег

ги затвора преостанатите два (ако се отворени). Го разгледуваме ( 1)n   от
потег на Зоран.
i) Да претпоставиме дека Зоран свртува десно (случајот кога свртува лево е

аналоген). Најблискиот излез лево од правата 1x x има x координата

која не е поголема од 1 2x  и таа му е на растојание најмалку 4. Од друга

страна, десно од правата 1x x на растојание помало или еднакво на 3
има најмногу два отворени излези, а Марко во својот n  ти потег ги
затвора.

ii) Ако Зоран не ја менува x  координатата, тогаш Марко во својот n  ти
потег ги затвора излезите 1( 2, 2019)x  (ако се отворени), па затоа нај-
блискиот излез на Зоран ќе му биде на растојание поголемо или еднакво
на 4.

Од претходните разгледувања следува дека Марко има стратегија со која
Зоран не може да победи.



Конкурентски игри

321

21. Дадена е таблица 1 , ( 2)n n  . Двајца играчи во слободните полиња наизме-
нично ги запишуваат знаците ,,+“ и ,,-“. Првиот играч секогаш запишува ,,+“,
а вториот играч секогаш запишува ,,-“. Не е дозволено два исти знака да
бидат запишани во две соседни полиња. Играта ја губи играчот кој не може
да одигра потег. Кој од играчите има победничка стратегија?
Решение. Вториот играч има победничка стратегија. Стратегијата се состои
во тоа да во првиот потег вториот играч запише ,,-“ во некое од крајните по-
лиња. Сега во натамошниот тек на играта може да игра на произволен начин,
се разбира почитувајќи ги правилата за игра. Ќе докажеме дека со оваа стра-
тегија тој стално победува. По k  от потег на првиот играч ако се исфрлат k
полиња кои содржат ,,+“, таблицата се разбива на k поврзани делови кои
содржат празни полиња или полиња со ,,-“. Бидејќи има 1k  минуси,
добиваме дека останал еден дел кој содржи само празни полиња и вториот
играч може да запише ,,-“ во некое од тие полиња. Значи, вториот играч има
потег по секој потег на првиот играч, што значи дека тој победува.

22. Двајца играчи ја играат следнава игра: наизменично во темињата на n 
аголник ги запишуваат броевите 0 или 1. Првиот играч ја почнува играта и
победува ако по некој негов потег постои триаголник чии темиња се три
последователни темиња на n  аголникот, таков што збирот на броевите
запишани во неговите темиња е делив со 3. Вториот играч победува ако тоа
успее да го спречи. Определи кој играч има победничка стратегија ако:
а) 2019n  , б) 2020n  , в) 2021n  .
Решение. Првиот играч победува ако 3n  е непарен број, додека во спро-
тивно победува вториот играч.
Јасно ако 3n  победува вториот играч. Понатаму, ако 2n k , да ги по-
делиме темињата на многуаголникот 1 2 3 2 1 2... k kA A A A A на последователни

1 2 3 4 2 1 2{ , },{ , },...,{ }k kA A A A A A . Вториот играч игра така што во преоста-
натото теме во парот кој првиот играч само што го одбрал, го запишува
спротивниот број од бројот кој го запишал првиот играч. Попрецизно, ако
првиот играч во темето 2 1jA  го запише бројот i , тогаш вториот играч во

темето 2 jA го запишува бројот 1 i , а ако првиот играч во темето 2 jA го

запише бројот i , тогаш вториот играч во темето 2 1jA  го запишува бројот

1 i . Така збирот на броевите во секои три последователни темиња ќе биде 1
или 2, бидејќи секои три темиња содржат пар последователни темиња чиј
збир е еднаков на 1. Значи, ако 3n  или 2n k , победува вториот играч
Во преостанатите случаи победува првиот играч. Без ограничување на оп-
штоста да претпоставиме дека првиот играч во првиот потег го запишал бро-
јот 0 во темето 1A . Ако вториот играч не запише 1 во темето 2A или nA ,
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тогаш брзо победува првиот играч. Навистина, барем до едно од темињата

3A и 1nA  не е запишан број по првиот потег на вториот играч. Нека тоа е

темето 3A . Првиот играч запишува 0 во темето 2A (ако тоа веќе го направил

вториот играч, тогаш победува првиот играч со запишување 0 во темето 3A ).

Ако вториот играч запишал 0 во темето nA , тогаш тоа е веќе победа за

првиот играч, а во спротивно темето nA е празно, како и темето 3A . Сега,
при било каков потег на вториот играч, првиот играч победува така што
запишува 0 во едно од темињата 3A или nA , во кое до тој момент не е за-
пишан број.
Понатаму, нека претпоставиме дека вториот играч запишал 1 во полето 2A

(симетрично се игра за nA ).

Ако 4 1 5n k   , тогаш првиот играч победува на следниов начин. Првиот
играч во темето 4 1iA  го запишува бројот 1, а во темето 4 1iA  го запишува

бројот 0, за секој 1 i k  . Гледаме дека вториот играч мора форсирано да
игра така што запишува 0 во темињата 4iA , за 1 i k  и 1 во темињата

4 2iA  , за 1 i k  . Ако тоа не го направи губи, бидејќи тогаш првиот играч
запишува во три последователни темиња ист број, што значи збир делив со 3.
Меѓутоа, на крајот на играта, во темињата 1 4 1, kA A  и 4kA е бројот 0, што
значи дека првиот играч победува.
Ако 4 3 7n k   , тогаш првиот играч победува на следниов начин. Играта
се одвива на ист начин како во преходниот случај, се до претпоследниот
циклус потези. Нека претпоставиме дека до сега се запишани броеви во теми-
њата 1 2 4 1 4... k kA A A A како и во претходниот случај, бидејќи во спротивно

првиот играч веќе победил. Во темињата 1A и 4kA е запишан бројот 0, до-

дека во темињата 4 1 4 2 4 3, ,k k kA A A   не се запишани броеви. Сега првиот иг-

рач во темето 4 2kA  го запи-шува бројот 0 и победува во следниот потег,
запишувајќи го бројот 0 во преостанатото теме кое  не го одбрал вториот
играч.

23. Позиција е секоја точка ( , )x y во рамнината таква што x и y се природни
броеви не поголеми од 20.
На почетокот, сите 400 позиции се слободни. Ана и Бојан играат игра во која
наизменично повлекуваат потези, при што Ана игра прва. Во секој свој потег
Ана поставува нов црвен жетон на слободна позиција така што растојанието
меѓу секои две позиции на кои се наоѓаат црвени жетони е различно од 5 .
Во секој свој потег Бојан поставува нов син жетон на некоја слободна пози-
ција. (Позицијата на која се наоѓа син жетон може да биде на било кое
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растојание од другите позиции на кои се наоѓа некој жетон.) Играта завршува
кога некој од играчите не може да повлече потег.
Определи го најголемиот број K така што Ана сигурно може да постави K
црвени жетони, без разлика како Бојан ги поставува сините жетони.
Решение. Одговор: 100K  .
Квадратната решетка 20 20 на која се игра играта
може да се подели на 25 подрешетки 4 4 , секоја од
кои може да се подели на 4 циклуси ABCDA во кои

5AB BC CD DA    . Бојан може да ја спречи
Ана во ист циклус да постави повеќе од еден црвен
жетон – доволно е на секој нејзин потег да одговори со
поставување на свој жетон во спротивната точка на
истиот циклус (на пример, ако Ана стави жетон во точката A , Бојан става
жетон во точката C ). На овој начин Ана не може да постави повеќе од 100
жетони,
Од друга страна, позиции ( , )i j во кои i и j се со иста парност има 200 и

никои две не се на растојание 5 . Со поставување на црвени жетони само на
вакви позиции Ана ќе успее да постави најмалку 100 жетони.

24. Дадена е квадратна решетка со димензии 2012 2012 . Во некои темиња се
наоѓаат мува и k пајаци. Еден потег се состои во следново. Мувата се по-
местува во некое соседно теме или останува на исто место, а потоа секој од
k  те пајаци се поместува во некое соседно теме или останува на место
(соседни се темињата кои се разликуваат во точно една координата и тоа за
1). Во секој момент мувата и пајаците ја знаат позицијата на останатите.
а) Определи го најмалиот k за кој пајаците може да ја фатат мувата во ко-
нечно многу потези, без разлика на почетната позиција на мувата и пајаците.
б) Одговори на истото прашање во случај на кубна решетка со димензии
2012 2012 2012  .
Решение. Еден пајак не може да ја фати мувата. Доволно е мувата да не мрда
ако пајакот не е во соседно теме, односно да се помести во теме кое е дија-
гонално на темето во кое се наоѓа пајакот, ако тој се наоѓа во соседно теме.
Ќе докажеме дека во двата случаја два пајаци се доволни да ја фатат мувата.
Пајаците да ги означиме со P и Q , мувата со M , а x и y координатата на

точката A со xA и yA , соодветно.

а) Да го поставиме координатниот почеток во долниот лев агол на решетката.
На почетокот, движејќи се по x  оската, пајакот P во конечен број чекори
постигнува да важи x xP M . Аналогно пајакот Q постигнува да важи

y yQ M . Потоа пајаците се движат на следниов начин: ако мувата ја про-
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мени x  координатата, P го прави истото така да важи x xP M , во спро-
тивно и се приближува на мувата за еден чекор долж y  оската. Пајакот Q

се движи аналогно. На овој начин бројот | | | |y y x xP M P M   или се нама-

лува или останува непроменет, при што непроменет може да остане најмногу
во 2 2010 потези (кога мувата се повлекува). Според тоа, по конечен број
потези барем еден собирок ќе биде еднаков на нула, т.е. мувата ќе биде фа-
тена.
б) Занемарувајќи ја z  оската, врз база на делот под а), еден од пајаците, да
кажеме P , може да постигне да важи x xP M и y yP M . Понатаму, секо-

гаш кога мувата ќе направи чекор долж z  оската, пајакот P оди кон неа, а
во спротивно секогаш се движи така да остане точно под (над) мувата. Јасно
мувата може само конечно многу пати да направи чекор долж z  оската или
да остане на место, а притоа пајакот P да не ја фати. Според тоа, почнувајќи
од некој момент, мувата мора да се движи исклучиво во нејзина xy  рамни-
на, без притоа да стои на едно место.
Сега пајакот Q во конечно многу чекори доаѓа до xy  рамнината по која се
движи мувата. Исто така, со стоење во место по потреба, Q постигнува бро-

јот | | | |x x y yf Q M Q M    да е парен. В секој следен чекор пајакот Q се

приближува на мувата долж x  оската ако | | | |x x y yQ M Q M   , а долж

y  оската аво спротивно. По секој потег, бројот f не се зголемува и не ја
менува парноста, при што само конечен број пати може да остане ист (кога
мувата бега од пајакот кон крајот на решетката). Според тоа, во некој момент
ќе биде 0f  и мувата ќе биде фатена.

25. Дадена е коцка. По нејзините рабови се движат мравка и два пајаци. Нивните
најголеми брзини се еднакви. На почетокот двата пајаци се наоѓаат во едно
теме, а мравката се наоѓа во дијагоналното спротивно теме. Докажи дека
пајаците секогаш може да ја фатат мравката. Во текот на движењето и
мравката и пајаците имаат информација за моменталната положба на сите
учесници во потерата.
Решение. Нека коцката е 1 1 1 1ABCDA B C D и

нека во почетниот момент пајаците 1P и 2P
се наоѓаат во темето A , а мравката се наоѓа
во темето 1C . Добра стратегија за пајаците е

следнава: Пајакот 2P се движи кон темето

1C по патот 1 1A D D C   , а пајакот 1P се
движи така што е во симетрична положба со
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мравката во однос на центарот на коцката. Движењето на мравката може да
биде такво што:
1) Мравката никогаш не доаѓа во некоја од средините , ,X Y Z на отсечките

1 1 1 1 1, ,C C C B C D , т.е. се движи само по отсечките 1 1 1, ,C X C Y C Z , без точ-

ките , ,X Y Z . Тогаш мравката ја фаќа пајакот 2P на некоја од овие от-
сечки.

2) Мравката во текот на движењето стигнува во некоја од точките , ,X Y Z ,
да кажеме во моментот 1t е во точката X . Во тој момент пајакот 1P е во

средината S на отсечката 1AA . Од моментот 1t па понатаму пајакот 1P
се движи така што е во симетрична положба со мравката во однос на
рамнината 1 1BB D D . Ако мравката во текот на движењето по моментот

1t дојде во некоја од точките 1 1, , ,B B D D , тогаш во таа точка ја фаѓа

пајакот 1P . Во спротивен случај ја фаќа пајакот 2P , кој по доаѓањето во

точката 1C ја заробува мравката на отсечката 1 1C B , или по доаѓањето од

1C во C ја заробува мравката на една од отсечките CB или CD .

26. Дадена е коцка. По нејзините рабови се движат мравка и три пајаци. Мрав-
ката е три пати побрза од секој од пајаците. Докажи дека пајаците секогаш
може да ја фатат мравката. Во текот на движењето и мравката и пајаците
имаат информација за моменталната положба на сите учесници во потерата.
Решение. Нека коцката е 1 1 1 1ABCDA B C D , AB a и нека X и 1X се точки

од работ 1AA , а Y и 1Y се точки од работ 1CC такви што важи

1 1 1 1 1 13 3,a aAX XX X A CY YY Y C      .

Добра стратегија за пајаците, да ги означи-
ме со 1 2,P P и 3P е следнава. Во некој мо-

мент 0t пајаците 1P и 2P стигнуваат во
точките X и Y , соодветно. Во текот на
натамошната потера по мравката пајакот

1P ќе се движи само по работ 1AA , а

пајакот 2P само по работ 1CC . По мо-

ментот 0t пајакот 3P тргнува во потера по
мравката. Мравката при бегањето пред
пајакот 3P не смее да се задржува многу долго на рабовите 1AA и 1CC ,

бидејќи во спротивно пајакот 3P ќе ја зароби со еден од пајаците 1P и 2P на

некоја од отсечките 1 1, , ,AX A X CY C Y . Очигледно, при движењето по дру-

гите рабови пајакот 3P може да ја примора мравката да дојде во некое од
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мравката во однос на центарот на коцката. Движењето на мравката може да
биде такво што:
1) Мравката никогаш не доаѓа во некоја од средините , ,X Y Z на отсечките

1 1 1 1 1, ,C C C B C D , т.е. се движи само по отсечките 1 1 1, ,C X C Y C Z , без точ-

ките , ,X Y Z . Тогаш мравката ја фаќа пајакот 2P на некоја од овие от-
сечки.

2) Мравката во текот на движењето стигнува во некоја од точките , ,X Y Z ,
да кажеме во моментот 1t е во точката X . Во тој момент пајакот 1P е во

средината S на отсечката 1AA . Од моментот 1t па понатаму пајакот 1P
се движи така што е во симетрична положба со мравката во однос на
рамнината 1 1BB D D . Ако мравката во текот на движењето по моментот

1t дојде во некоја од точките 1 1, , ,B B D D , тогаш во таа точка ја фаѓа

пајакот 1P . Во спротивен случај ја фаќа пајакот 2P , кој по доаѓањето во

точката 1C ја заробува мравката на отсечката 1 1C B , или по доаѓањето од

1C во C ја заробува мравката на една од отсечките CB или CD .

26. Дадена е коцка. По нејзините рабови се движат мравка и три пајаци. Мрав-
ката е три пати побрза од секој од пајаците. Докажи дека пајаците секогаш
може да ја фатат мравката. Во текот на движењето и мравката и пајаците
имаат информација за моменталната положба на сите учесници во потерата.
Решение. Нека коцката е 1 1 1 1ABCDA B C D , AB a и нека X и 1X се точки

од работ 1AA , а Y и 1Y се точки од работ 1CC такви што важи

1 1 1 1 1 13 3,a aAX XX X A CY YY Y C      .

Добра стратегија за пајаците, да ги означи-
ме со 1 2,P P и 3P е следнава. Во некој мо-

мент 0t пајаците 1P и 2P стигнуваат во
точките X и Y , соодветно. Во текот на
натамошната потера по мравката пајакот

1P ќе се движи само по работ 1AA , а

пајакот 2P само по работ 1CC . По мо-

ментот 0t пајакот 3P тргнува во потера по
мравката. Мравката при бегањето пред
пајакот 3P не смее да се задржува многу долго на рабовите 1AA и 1CC ,

бидејќи во спротивно пајакот 3P ќе ја зароби со еден од пајаците 1P и 2P на

некоја од отсечките 1 1, , ,AX A X CY C Y . Очигледно, при движењето по дру-

гите рабови пајакот 3P може да ја примора мравката да дојде во некое од
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темињата 1, ,B D B или 1D . Навистина, ако мравката во моментот 0t се нашла

на работ 1BB , тогаш пајакот 3P и се приближува и ја принудува мравката да

дојде во темето B или во темето 1B . Ако мравката во моментот 0t се наоѓа

на некоја од страните на квадратот ABCD , тогаш пајакот 3P ја принудува да
дојде во некое од темињата B или D , бидејќи мравката не смее од точките
A и C да оди по рабовите 1AA и 1CC , на кои ја чекаат пајаците 1P и 2P .

Аналогно се разгледуваат останатите можни положби на мравката во мо-
ментот 0t . Сега, ќе разгледаме два случаја.

1) Мравката во некој момент 1 0t t дошла во некое од темињата B или D ,

да кажеме во B . По моментот 1t , пајакот 1P се движи на следниот начин:

ако мравката се движи по рабовите на ѕидот 1 1ABB A во насока A B 

1 1B A , пајакот 1P се движи по работ 1AA кон темето 1A . Ако мравката
се движи по рабовите на ѕидот ABCD во спротивна насока, тогаш пајакот

1P тргнува кон темето A . Мравката не може да стигне во темето A пред

пајакот 1P , бидејќи 3
aAX  и BA a . Исто така, мравката не може да

стигне во темето 1A пред пајакот 1P , бидејќи 2
1 1 1 13 , 2aXA BB B A a   .

Ако мравката го напушти ѕидот 1 1ABB A , тргнувајќи од точката B по

работ BC или тргнувајќи од точката 1B по работ 1 1B C , тогаш додека

мравката се движи по рабовите на квадратот ABCD пајакот 1P мирува
(во точката X , ако мравката тргнала по работ BC , односно во точката

1X , ако мравката тргнала по работ 1 1B C ). Според тоа, пајакот 1P може да

ја спречи мравката да побегне преку темињата A и 1A . Аналогно се дока-

жува дека пајакот 2P може да ја спречи мравката да побегне преку теми-

њата C и 1C . Бидејќи пајакот 3P оди по мравката, мравката ќе биде

фатена на некој од рабовите 1 1 1, , ,BA BC BB B A или 1 1B A .

2) Мравката во некој момент 2 0t t дошла во некое од темињата 1B или

1D , да кажеме во темето 1B . Бегајќи пред пајакот 3P по моментот 2t ,

мравката мора од темето 1B да дојде во некое од темињата 1,B C или 1A .

За тоа време пајаците 1P и 2P може да се движат така што ќе ја постигнат
следнава цел:
а) Во моментот на доаѓање на мравката во темето B пајаците 1P и 2P ќе
се наоѓаат во точките X и Y , со што задачата се сведува на случајот 1).
б) Во моментот на доаѓање на мравката во темето 1A или темето 1C , да

кажеме во моментот 3t , пајаците 1P и 2P се наоѓаат во точките 1X и 1Y .
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По моментот 3t , пајаците 1P и 2P чекаат во точките 1X и 1Y , додека

мравката бегајќи пред пајакот 3P не дојде во некое од темињата 1B или 1D

. Позицијата кога пајаците 1P и 2P се наоѓаат во точките 1X и 1Y , а мрав-

ката во некое од темињата 1B или 1D е аналогна на позицијата во
случајот 1). Со тоа докажавме дека пајаците може да ја фатат мравката.

27. Дадени се n кутии нумерирани со броеви од 1 до n . На почетокот во секоја
кутија има карта со бројот на кутијата. Велко произволно ги разместил
картите во кутиите и потоа во i  тата кутија се наоѓала картата со број

, 1, 2,...,ia i n . Павле има право да избере две карти со броеви x и y и да им

ги замени местата, при што за размената на картите плаќа 2 | |x y денари.
Докажи дека, Павле може да ги врати сите карти на почетните места но така

да плати најмногу
1
| |

n
i

i
a i


 денари.

Решение. Нека 1 2( , ,..., )nb b b е произволна распределба на картите во даден

момент ( ib е бројот запишан на картата која се наоѓа во i  тата кутија).

Бројот
1
| |

n
i

i
b i


 ќе го наречеме цена на таа распределба.

Лема. За секоја распределба 1 2( , ,..., )nb b b , различна од почетната, може да се

разместат некои две карти ib и jb така, што цената на новата распределба во

однос на цената на распределбата 1 2( , ,..., )nb b b да се намали точно за

2 | |i jb b денари.

Доказ. Да забележиме, дека при размена на местата на картите ib и jb цената

на распределбата 1 2( , ,..., )nb b b се намалува за

| | | | | | | | (| | | |) (| | | |)i j i j i j j ib i b j b j b i b i b i b j b j              

Лесно се гледа дека последниот израз е еднаков на 2 | |i jb b точно кога се

исполнети неравенствата j ii b b j   и тогаш секој од двата собирци на

десната страна на последното равенство ќе биде еднаков на | |i jb b . Оста-

нува да определиме такви индекси i и j .
Нека j е најголемиот број, запишан на карта која не е во својата кутија, т.е.

не е во кутијата со број j . Картата со број jb исто така не е во својата кутија

(се наоѓа во кутијата j ), па затоа jb j . Да ги означиме првите jb кутии.

Имаме точно jb карти со броеви помали или еднакви на jb и една од нив,
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т.е. картата со број jb се наоѓа во неозначената j  та кутија кутија, бидејќи

jb j . Според тоа, меѓу означените кутии постои кутија i , таква што

i jb b . Јасно, заради изборот на j важи ib j , од каде следува низата

неравенства j ii b b j   . ■

Тврдењето на задачата сега лесно следува од лемата – за секоја распределба,
различна од почетната, можеме да ја намалиме цената за некоја сума a , така
што плаќаме точно a денари. Продолжувајќи на овој начин, ќе добиеме
распределба со цена нула, при што при трансформациите сме ја платиле
точно цената на распределбата 1 2( , ,..., )nb b b .

28. Ловец и невидлив зајак играат игра во рамнината. Почетните точки во рам-
нината на зајакот и ловецот, соодветно означени со 0A и 0B , се исти. По

1n  кругови играње, зајакот е во точката 1nA  , а ловецот е во точката 1nB  .
Во n тиот круг редоследно се случуваат следниве настани:
i) Зајакот незабележливо се поместува во точка nA која е на растојание 1 од

точката 1nA  ,

ii) Ловецот на радар отчитува точка nP . Единствено што гарантира радарот е

дека растојанието меѓу точките nP и nA е најмногу 1.

iii) Ловецот се поместува во точка nB на растојание точно 1 од точката 1nB  ,
што зајакот го гледа.

Дали ловецот секогаш, без разлика како ќе се движи зајакот и какви се из-

вештаите на радарот, може да се движи така што ќе обезбеди по 910 кругови
растојанието меѓу него и зајакот да биде најмногу 100?
Решение. Одговор: НЕ, сигналите на радарот може да бидат такви што лове-
цот не може да ја има саканата стратегија.

Со n n nd A B да го оз-
начиме растојанието ме-
ѓу зајакот и ловецот по
n чекори. Ако 100nd 
ќе докажеме дека со по-
мош на радарот и малку
среќа зајакот во 200 чекори може да го зголеми квадратот на растојанието од
ловецот за 1

2 .

Да ги разгледаме точката C на полуправата n nB A таква што 200nB C  и

точките 'A и "A на растојание 1 од правата n nB A и растојание 200 од

точката nA (каде ' " 90n n n nB A A B A A    ). Зајакот може да ја избере една



Конкурентски игри

329

од точките 'A и "A и да направи 200 скокови кон неа. Меѓутоа, бидејќи за
тоа време неговото растојание од правата n nB A нема да е поголемо од 1,

можно е сите сигнали 1 200, ,...,n n nP P P  да се на правата n nB A . Така, лове-

цот по 200 чекори стигнува во точката 200nB B  за која важи 200nB B  ,
при што нема начин да знае дали зајакот стигнал до точката 'A или "A .
Бидејќи

max{ ', "} 'BA BA CA

ниту една стратегија не му гарантира на ловецот растојание помало од 'CA .
Со други зборови оптималната стратегија на ловецот е да оди право кон
точката C . Меѓутоа, ако D е подножјето на нормалата од 'A на правата

n nA B , тогаш лесно се добива
2 2 2 2 2' 1 ( ) 1 1 2n n nCA CD d x x d d x         ,

каде 2200 200 1x    . Од 1
400x  и 2 1 400x x  следува

2 2 2 1
2' (400 2 )n n nCA d d x d     .

Според тоа, со малку среќа зајакот постигнува да важи 2 2 1
200 2n nd d   . На

овој начин по 2 6400 100 4 10   чекори зајакот може да му побегне на лове-
цот на растојание поголемо од 100, без разлика каква стратегија ќе користи
ловецот.
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24. ТАБЕЛИ И РАСПОРЕДИ

1. Мравка се движи по линиите на квадратна шема од теме до теме на следниот
начин: поаѓа од едно теме на шемата и во секое следно теме го менува

правецот на движење за 90 . По посетата на одреден број на темиња, мрав-
ката се вратила во темето од кое го почнала движењето.
Докажи дека бројот на темиња кои мравката ги посетила е делив со 4. (Секое
теме се брои онолку пати колку што е посетено.)
Решение. Движењата на мравката можеме да ги разделиме на четири вида:
движење нагоре, движење надолу, движење во лево и движење во десно.
Движењата нагоре и надолу ќе ги нарекуваме вертикални, а движењата во
лево и во десно ќе ги нарекуваме хоризонтални.
Нека мравката тргнала од некое теме и по посета на одреден број на темиња
таа се вратила во почетното  теме.
Бројот на темиња y кои ги посетила мравката движејќи се налево е еднаков
на бројот на темиња кои ги посетила движејќи се на десно. Според тоа, таа
движејќи се хоризонтално посетила 2y темиња. Бројот на темиња x кои
мравката ги посетила движејќи се нагоре е еднаков на бројот на темиња кои
мравката ги посетила движејќи се надолу. По посетата на теме движејќи се
хоризонтално, таа продолжува да се движи вертикално и посетува теме кое
се наоѓа вертикално. Според тоа 2 2x y , т.е. x y . Значи, бројот на темиња
кои таа ќе ги посети е 2 2 2 2 4 4x y x x x y     , т.е. тој е делив со 4, што
требаше да се докаже.

2. Чета од ( 2)n n  војници е построена во n колони и 2n  реда на еднакви
растојанија од еден метар. По команда при која секој војник се придвижува
за еден метар во еден од четирите правци или останува на место, четата е
построена во 2n  колони и n редови на еднакви растојанија. Докажи, дека
n е парен број.
Решение. Нека четирите правци се горе, долу, лево и десно. По командата
најгорниот ред се придвижува надолу, најдолниот ред – нагоре, најлевата
колона (без двајцата крајни војници) – налево, а најдесната колона (исто без
двајцата крајни војници) – надесно. Останатите војници, кои на почетокот се
построени во 2n  колони и n редови, се придвижуваат така што се по-
стројуваат во n колони и 2n  редици. Така од n преминавме на 2n  . Ако
постапката ја продолжиме доаѓаме до 1n  или 2n  . Бидејќи за 1n  ус-
ловот не може да биде исполнет добиваме дека n е парен број.
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3. Дадена е табела со димензиии n n во која со ѕвездички се обележани 1n 
квадратче. Докажи, дека со меѓусебно разместување на редовите и меѓусебно
разместување на колоните може ѕвездичките да се постават само во квадрат-
чињата кои се наоѓаат под дијагоналата која ги поврзува горниот лев и дол-
ниот десен агол.
Решение. Бидејќи се обележани 1n  квадратче, во некоја од n  те колони
нема обележано квадратче и таа ја заменуваме со крајната десна колона. Сега
ги разгледуваме редовите. Сите нивни десни квадратчиња се необележани и
постои ред во кој е обележано најмалку едно квадратче. Овој ред ќе го
замениме со најдолниот ред. Тогаш во најдолниот ред има најмалку едно
обележано квадратче и сите квадратчиња од овој ред се наоѓаат под
дијагоналата. Сега постапката ќе ја повториме прво за квадратот со димензии
( 1) ( 1)n n   кој не ја содржи крајната десна колона и најдолниот ред од

табелата, потоа за квадратот со димензии ( 2) ( 2)n n   кој не ги содржи
двете крајни десни колони и најдолните два реда итн. Јасно, во секој следен
чекор обележаните квадратчиња во исфрлените редови ќе се наоѓаат под
дијагоналата на квадратот со димензии n n , а постапката ќе заврши после
конечен број чекори, со што тврдењето е докажано.

4. Во полињата на квадратна табела со димензии n n во произволен редослед

се запишани броевите 21,2,...,n . Докажи, дека постојат две соседни полиња,
за кои разликата меѓу броевите, запишани во нив, е поголема или еднаква на
n .
Решение. Со kM да го означиме множеството од оние полиња во кои се за-

пишани броевите 1,2,...,k . Нека 0k е најмалиот k , за кој kM содржи линија.

Јасно, 2
0 2k n n   . Нека, на пример,

0kM го содржи првиот ред. Тогаш

0 1kM  го содржи првиот ред без едно поле. Нека тоа поле е во s  тата коло-

на. Да ги разгледаме преостанатите 1n  колони. Барем една од нив нема да
го содржи ниту еден од броевите 0 0 01, 2, ..., 2k k k n    . Нека тоа е коло-

ната со реден број r . Во неа има броеви поголеми од 0k , што значи броеви

поголеми од 0 2k n  . Од овие броеви да го разгледаме бројот кој е нај-
блиску до првиот ред. Јасно, овој број во r  тата колона има сосед кој е
помал од 0k . Според тоа, нивната разлика е поголема или еднаква на

0 0( 1) ( 1)k n k n     .

5. Разгледуваме квадратна табела
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11 12 1

21 22 2

1 2

...
...

............................
...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

која содржи ненегативни цели броеви и го има следното својство: ако 0ija  ,

тогаш збирот на елементите на i  тата редица и j  тата колона е

1 2 1 2... ...i i in j j nja a a a a a n        .

Докажи, дека 21
2

1 1

n n

ij
i j

a n
 

  .

Решение. Ги разгледуваме сите можни збирови по редици и колони. Нека p

е најмалиот од сите тие збирови. Ако p n , тогаш нема што да се докажува.
Затоа нека p n . Со замена на редиците и колоните збировите не се мену-
ваат.  Затоа можеме да претпоставиме дека збирот на елементите од првата
колона е еднаков на p и првите собирци се еднакви на нула, а останатите
собирци се ненулти. Бидејќи p n , во првата редица има најмалку n p

нули. Збирот на елементите во секоја од првите n p колони е најмалку
n p , па затоа збирот на елементите во сите тие колони е поголем или

еднаков на 2( )n p . Во последните p колони збирот на елементите е нај-

малку 2p . Затоа збирот на сите елементи nS го исполнуваат условот:
2 2 2 2 21 1 1

2 2 2( ) ( 2 )nS n p p n n p n       ,

што требаше да се докаже.

6. Во секое поле на табела со димензии n n е запишан еден од броевите 1,0
или 1 . Дали може збировите на запишаните броеви по редици и колони да
бидат различни 2n броеви, ако
а) 4n  , б) 5n  .
Решение. а) Да, на пример, тоа може да се постигне со следнава табела

1 0 1 1
1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 1 1

б) Не. Имаме 11 можности за 10  те збирови: 0, 1, 2, 3, 4, 5     . Со ia да го

означиме збирот на броевите во i  от ред, а со jb збирот на броевите во j 

тата колона. Очигледно
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5a a a a a b b b b b         ,

што значи дека бројот на непарните броеви ia и бројот на непарните броеви

jb имаат иста парност. Според тоа, сите непарни збирови мора да се реали-

зираат.
Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 1 5b  . Тогаш ниту

еден ia не може да биде еднаков на 5 , па затоа можеме да земеме дека

2 5b   . Од можните збирови 4 и 4 треба да се реализира барем еден и
нека тоа е 4 (во спротивно доволно е да ги замениме знаците на запишаните
броеви во табелата). Тој се реализира само ако во една колона има 4 единици
и 1 нула. Нека 3 4b  и нулата е во последната редица. Според тоа, 3ia  

за секој i и можеме да сметаме дека 4 3b   . Тогаш во третата колона има
најмалку три броја 1 .
Ако тие се во првите четири редици, можеме да сметаме дека се во првите
три редици и добиваме дека 1 2,a a и 3a е пермутација на броевите 1,0 и 1.

Според тоа, 5 3b  и бидејќи 5 3a  , добиваме дека 4 3a  , т.е. во двете по-

следни полиња на четвртата редица се запишани единици. Бидејќи 4 3b  

заклучуваме дека бројот во последното поле на четвртата колона е 1 . Сега
за секоја вредност на бројот во петтата редица и петтата колона добиваме
противречност.
Останува да го разгледаме случајот кога во првите четири редици на чет-
вртата колона има најмногу два броја 1 . Можеме да сметаме дека броевите
во четвртата колона се последователно 1, 1,0,0, 1   . Бидејќи збировите на
првите четири броеви по редици се 0,0,1,1 и 1 , заклучуваме дека ниту еден
од збировите не може да биде еднаков на 3, па затоа 5 3b  . Последното е
можно само кога во петтата колона се запишани броевите 1,0,1,0,1 и тогаш

1 4 1a a  , што е противречност.

7. Во секое поле на квадратна n n табела, 2n  , е запишан еден од броевите
1 или 1 . Полето кое се наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона го означу-

ваме со ( , ),i j , 0,1,..., 1i j n  . Соседни полиња на полето ( , )i j се полињата

( , 1), ( , 1), ( 1, ), ( 1, )i j i j i j i j    каде собирањето и одземањето е по модул
n . Во еден чекор го заменуваме бројот запишан во секое поле со производот
на броевите во четирите соседни полиња. На пример, за табела 3 3 имаме

Определи ги сите вредности на n , за кои од произволна табела после
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конечен број чекори може да се добие табела составена само од 1 .
Решение. Прво ќе докажеме дека, за секој непарен број 3n  , постојат по-
четни положби од кои не можеме да добиеме табела составена само од 1 .
Да разгледаме произволна n n табела составена само од 1 и со

, 1, 2,...,iP i n да го означиме производот на броевите во i  тиот ред во прет-

последниот чекор. Тогаш 1 2 2 4 1 1 1... 1n nP P P P P P P P     и бидејќи n е

непарен број, лесно се добива дека 1 2 ... nP P P   . Аналогно заклучуваме
дека во почетната табела сите производи по редови се еднакви. Според тоа,
од почетна табела во која не се сите производи по редови не може да се
добие табела составена само од 1 .

Сега да разгледаме рабела од ред 2kn m , каде m е непарен број и 1k  .
После два чекори бројот во полето ( , )i j ќе биде еднаков на производот на

бровите во полињата ( 2, ), ( , 2), ( , 2), ( 2, )i j i j i j i j    . Според тоа, резулта-
тот во табелата добиен во секој парен чекор може да се добие со примена на

операциите на следните четири табели од ред 12k m :
- табела составена од сите полиња ( , )i j такви што

0(mod 2)i j  ,

- табела составена од сите полиња ( , )i j такви што

0(mod 2), 1(mod 2)i j  ,

- табела составена од сите полиња ( , )i j такви што

1(mod 2), 0(mod 2)i j  ,

- табела составена од сите полиња ( , )i j такви што

1(mod 2)i j  .

Сега по индукција добиваме дека табела од ред 2kn m , составена само од
1 , може да се добие од секоја произволна положба ако и само ако тврде-

њето важи и за табела од ред 12k m . Оттука и од претходно изнесеното
следува дека 1m  . Понатаму, лесно се гледа дека тврдењео важи за табела

од 2. Конечно, бараните броеви се од видот 2 , 1kn k  .

8. Табела е пополнета со нули и единици така што нема две еднакви
колони. Со да го означиме бројот запишан во тиот ред и тата ко-

лона. Ако збировите , за секој се еднакви, определи ја

нивната најмала можна вредност, кога:
а) 3n  , б) 4n  .

2nn

ija i  j 

2

1

n

ij
j

ja

 1, 2,...,i n
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Решение. Јасно, ако колоните на табелата се различни, тогаш тие се
сите подредени торки од броевите 0 и 1. Според условот имаме

, за секој . Ако со го означиме бројот на единиците

во тата колона, тогаш

.

Од неравенството за преуредување следува дека најмалата можна вредност
се достигнува кога .

а) За и имаме

1 1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0

,

па затоа , т.е. . Во горната табела е даден пример кога вред-
носта се достигнува.
б) Аналогно на а) наоѓаме

, т.е. .

Во долната табела е даден пример за табела со .

1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0

9. Дадена е табела со димензии чии колони се нумерирани од 1 до . Во
секое поле од табелата е запишан природен број од 1 до така што во секој
ред и во секоја колона броевите се различни. Едно поле се нарекува добро
ако бројот запишан во него е поголем од бројот на колоната во која тоа се
наоѓа. Определи ги сите природни броеви за кои сите редови содржат
еднаков број добри полиња.
Решение. Јасно, во колоната со број има добри полиња, па затоа
вкупниот број добри полиња е еднаков на

.
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Според тоа, во секој ред има по добри полиња, од каде следува дека е

непарен број.

... 1
1 ... 2
2 1 ... 3
... ... ... ... ...

...

Во горната табела е даден пример за произволен непарен број . Во
секој ред имаме циклична пермутација на . Лесно се
гледа, дека во тиот ред добри се првите поле и полињата од до

, а во од ред добри се првите поле и полињата од до

. Според тоа, во секој ред имаме добри полиња.

10. Во единечните клетки на табела е запишан по еден цел број. Дијагoна-
ла на табелата се нарекува множеството клетки за кои разликата меѓу бројот
на редот и бројот на колоната е еднаква. Во секој чекор имаме право или да
додадеме 1 или да одземеме 1 од сите клетки од даден ред, дадена колона или
дадена дијагонала. Докажи, дека ако со помош на овие операции можеме да
ги направиме еднакви на нула броевите во секоја подтабела, при што
останатите броеви не се менуваат, тогаш можеме да ги направиме еднакви на
нула сите броеви од табелата.
Решение. Со да го означиме бројот кој е запишан во клетката која се

наоѓа во тиот ред и тата колона, а со да го означиме ква-

дратот со горен десен агол со клетката со бројот , ако таков постои.

Кога (ако или нема подтабела ), за секоја подта-
бела да го разгледаме изразот

Ако избереме ред, колона или дијагонала на табелата , вредноста на
тој израз не се менува. Бидејќи по услов можеме да ги направиме сите броеви
на секоја подтаблица еднакви на нула, добиваме дека .

Тврдењето ќе го докажеме со индукција по . Ако , т.е.
, тогаш тврдењето е точно. Ако , без ограничување на

општоста можеме да земеме дека . Разгледуваме табeла , до-
биена од дадената табeла без последната колона. Од индуктивната претпо-

1
2

n n

2 1k  2k 2 1k 
2 1k  2k

2 1k 

2k 2 1k  2 2k  2 1k 

2 1n k 
2 1, 2 , 2 1,..., 2,1k k k 
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ставка следува, дека сите броеви на оваа табeла можеме да ги
направиме еднакви на нула.
Вредностите се инваријанти, од каде следува (имајќи пред-

вид, дека само во последната колона на разгледуваните подтабeли има
различни од нула), дека , за . Според тоа, важи

и ако ја извршиме дозволената операција за таа коло-

на можеме да ги направиме сите овие броеви еднакви на нула. Останува само
бројот , кој е на дијагонала и исто така можеме да го направиме еднаков

на нула. Со тоа индукцијата е завршена.
За имаме или и доказот е тривијален.

11. Во квадратна табела со димензии 7 7 Марко ги запишал сите природни
броеви од 1 до 49. Горјан треба да го открие распоредот на броевите во
табелата. Тој може да избере квадрат кој покрива некои полиња на табелата и
на Марко да му постави прашање кои броеви се наоѓаат во внатрешноста на
тој квадрат. Определи го најмалиот број прашања кои Горјан треба да ги
постави за да врз основа на одговорите на Марко го открие распоредот на
сите броеви во табелата?
Решение. Секој квадрат кој Горјан ќе го воочи определува некое подмно-
жество од полиња на дадената табела. Исто така, за фамилија множества која
Горјан ќе ја воочи, секој елемент на табелата определува фамилија подмно-
жества од воочената фамилија. За да може Горјан да го определи распоредот
на елементите, потребно е на различните елементи да соодветствуваат раз-
лични подфамилии, односно за секои два елементи да постои подмножество
во воочената фамилија која го содржи едниот од елементите, но не го содржи
другиот.
Фамилијата подмножества која е определена со 12 квад-
рати со димензии 4 4 кои се наоѓаат барем со една сво-
ја страна на страната на почетниот квадрат е доволна (на
пример централното квадрат припаѓа на сите подмно-
жества, аголните само на по еден квадрат итн.). Имено,
од претходно изнесеното и заради симетрија доволно е
да се докаже дека произволни две полиња од горниот лев 4 4 квадрат се
разделуваат. Тие два елементи не припаѓаат или на ист ред, или на иста
колона, па е јасно дека ова може да се направи (на цртежот е покажано како
се разделуваат полињата на кои се наоѓаат црн и бел
жетон – тие припаѓаат на различни колони, па е воочен
4 4 квадрат кој со страната ги разделува тие колони).
Од друга страна воочената фамилија мора да ги разделува
рабните полиња на табелата (т.е. полињата на цртежот

, , 1 1i mM i n  

1, 2,i m i ma a 

2, 3, ,...m m n ma a a  

1,ma

6m n  2m  2n 
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Решение. Секој квадрат кој Горјан ќе го воочи определува некое подмно-
жество од полиња на дадената табела. Исто така, за фамилија множества која
Горјан ќе ја воочи, секој елемент на табелата определува фамилија подмно-
жества од воочената фамилија. За да може Горјан да го определи распоредот
на елементите, потребно е на различните елементи да соодветствуваат раз-
лични подфамилии, односно за секои два елементи да постои подмножество
во воочената фамилија која го содржи едниот од елементите, но не го содржи
другиот.
Фамилијата подмножества која е определена со 12 квад-
рати со димензии 4 4 кои се наоѓаат барем со една сво-
ја страна на страната на почетниот квадрат е доволна (на
пример централното квадрат припаѓа на сите подмно-
жества, аголните само на по еден квадрат итн.). Имено,
од претходно изнесеното и заради симетрија доволно е
да се докаже дека произволни две полиња од горниот лев 4 4 квадрат се
разделуваат. Тие два елементи не припаѓаат или на ист ред, или на иста
колона, па е јасно дека ова може да се направи (на цртежот е покажано како
се разделуваат полињата на кои се наоѓаат црн и бел
жетон – тие припаѓаат на различни колони, па е воочен
4 4 квадрат кој со страната ги разделува тие колони).
Од друга страна воочената фамилија мора да ги разделува
рабните полиња на табелата (т.е. полињата на цртежот

( 1)n m 

3 3

1, 2,i m i ma a  1 2i n  
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десно на кои се наоѓаат црните жетони). Очигледно дека за полињата на
секоја страна на квадратот се потребни сите четири квадрати, па како
квадратите кои ги содржат аголните полиња се повторуваат, за разделување
на сите полиња на дадениот квадрат се потребни сите воочени 12 квадрати.
Значи, на Горјан му се потребни 12 прашања за да го открие распоредот на
броевите кои Марко ги запишал и доволно е ако, на пример, ги избере наве-
дените прашања.

12. Броевите од 51 до 150 се запишани во полињата на табела со димензии
10 10 . Дали е можно за секои два броја a и b кои се наоѓаат во соседни

полиња барем една од равенките 2 0x ax b   и 2 0x bx a   да има два
целобројни корени? (Соседни се полиња кои имаат заедничка страна.)
Решение. Нека претпоставиме дека одговорот на прашањето е потврден.
Нека a е прост број од интервалот [79,143] , а b е број запишан во соседно

поле. Ако равенката 2 0x bx a   има два целобројни корени, тогаш нивни-
от производ е еднаков на a , а нивниот збир е еднаков на b . Значи, овие

корени се a и 1, при што важи 1b a  . Ако равенката 2 0x ax b   има
два целобројни корени 1x и 2x , тогаш 1 2x x a  и 1 2x x b . Ако 1 2, 2x x  ,

тогаш бидејќи функцијата ( )y t a t  монотоно расте за 2
at  добиваме дека

1 1( ) 2( 2) 2(78 2) 150b x a x a       , што е противречност. Значи, 1 1x 

или 2 1x  , па затоа 1 ( 1) 1b a a     .
Од досега изнесеното следува дека за секој прост број a од интервалот
[79,143] имаме две можности 1b a  и 1b a  . Според тоа, полето во кое
е запишан бројот a треба да има најмногу две соседни полиња, а тоа е мож-
но само ако полето е аголно. Меѓутоа, табелата има четири аголни полиња, а
прости броеви од интервалот [79,143] се повеќе од четири (79, 83, 89, 97,
101, 103, ..., 143), што е противречност. Конечно, од добиената противреч-
ност следува дека одговорот на поставеното прашање е не.

13. Дадена е квадратна табла со думензии n n , 3n  е природен број. На секое
поле од главната дијагонала (сите полиња од горниот лев до долниот десен
агол на таблата), без првото и последното, е поставен по еден жетон. Дозво-
лена е следнава операција: ако на дадено поле има жетон, а во двете полиња
оддесно и одгоре на даденото поле нема жетони, можеме да го отстраниме
тој жетон и да поставиме по еден жетон во тие две празни полиња. Дадена
операција е применета конечен број пати, после што се покажало дека во по-
лињата на главната дијагонала нема жетони. Определи ги сите можни вред-
ности на бројот на жетоните на таблата во тој момент.
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Решение. Во секое поле во кое на почетокот има жетон да го запишеме бро-
јот 1. Понатаму, во секое поле над главната дијагонала да запишеме 1

2 , во

секое поле над полето со 1
2 да запишеме 1

4 итн. при што во последните две

полиња кои се соседни со горното десно поле запишуваме 2
1

2n . Да за-

бележиме дека при примена на дозволената операција збирот на броевите
соодветни на полињата во кои има жетони не се менува. На почетокот овој
збир е еднаков на 2n  .
Од друга страна, од равенството

2 3 2
1 2 3 2

2 2 2 2
2 ... n

n n nn 
       

(кое лесно се докажува со индукција) следува дека збирот на броевите во
сите полиња над главната дијагонала без најгорното десно поле е еднаков на

2n  . Бидејќи во најгорното десно поле не може да има жетон, добиваме
дека ако во даден момент на главната дијагонала нема жетони, тогаш сите
полиња над главната дијагонала, без најгорното десно поле, треба да имаат

жетони. Нивниот број е еднаков на ( 1)
2 1n n  .

14. Даден е природен број k . Во секое поле на квадратна n n табела е запишан
ненегативен цел број помал или еднаков на k . Во еден чекор додаваме 1 на
броевите од даден ред или дадена колона (броевите еднакви на 1k  ги
заменуваме со 0). Познато е дека дадената табела е добиена од нултата
табела со конечно многу чекори. Докажи дека од секој број од дадената
табела може да се добие 0 по најмногу kn чекори.
Решение. За секој цел број r со ( 1)kr  ќе го означиме остатокот на r кој се

добива при делењето со 1k  .
Нека некоја табела е добиена од нултата табела по 1 2, ,..., nc c c чекори реали-

зирани соодветно со првиот, вториот, ..., n  тиот ред и по 1 2, ,..., nd d d чеко-
ри реализирани соодветно со првата, втората, ..., n  тата колона. Тогаш бро-
јот во полето ( , )s t е еднаков на ( 1)( )s t kc d  . Според тоа, ако во таква табе-

ла една колона или еден ред се нулти, тогаш таа е нулта табела.
Нека за дадена табела x е бројот во полетото (1,1) , а ia ( ib ) е бројот на

броевите во првиот ред (колона), еднакви на , (0 )i i k  . Нека 0 t k  .

Тогаш по ( 1)
0

( )
k

k i
i

t i a

 чекори на колоните можеме да добиеме сите брое-

ви во првиот ред да се еднакви на j . Бидејќи бројот a е менува во t , ние

имаме ( 1)( ) kt a  чекори во првата колона. Тогаш бројот i во поле од првиот
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ред се менува во ( 1)( ) kt x i   . Сега по ( 1)
0

( )
k

k i
i

x t i b


  чекори по редо-

вите можеме да добиеме нулта прва колона. Бидејќи броевите во првиот ред
остануваат еднакви по секој таков чекор, на крајот добиваме нулти прв ред.
Согласно досегашните разгледувања по вкупно

( 1) ( 1)
0 0

( ) ( )
k k

t k i k i
i i

S t i a x t i b 
 

     

чекори ќе добиеме нулта табела. Понатаму,

( 1) ( 1)
0 0 0 0

( 1) ( 1)
0 0 0

( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ).

k k k k

t k i k i
t t i i

k k k

i k i k
i t t

S t i a x t i b

a t i b x t i

 
   

 
  

    

    

   

  

Бидејќи двата внатрешни збира се еднакви на

( 1)
2

0

k k k

t
t 


 и

0 0

n n

i i
i i

a b n
 

   ,

следува дека
0

( 1)
k

t
t

S k k n


  . Значи, еден од броевите tS не е поголем од

kn , од што следува точноста на тврдењето на задачата.

15. Множеството полиња на табела со димензии , 5n n n  го нарекуваме убаво,
ако секој ред и секоја колона на табелата содржи барем по две полиња од тоа
множество. Определи го наjголемиот број m со следното својство: постои
убаво множество со m полиња, кое престанува да биде убаво ако од него от-
страниме произволно поле.
Решение. Множеството од сите полиња во првите два реда без последните
по две во ред и сите полиња во последните две колони без првите по две во
колона го има саканото својство и има 4( 2) 4 8n n   клетки.
Нека M е убаво множество кое престанува да биде убаво ако од него отстра-
ниме произволно поле. Една линија (ред или колона на табелата) ја нареку-
ваме базна за M , ако содржи точно две полиња од M . Значи, секое поле од
M се содржи во барем една базна линија (во спротивно ќе го отстраниме тоа
поле и новото множество исто така ќе биде убаво).
Нека rt и kt се соодветно бројот на базните редици и бројот на базните

колони. Од претходно изнесеното следува | | 2( )r kM t t  .

Ако max{ , } 2r kt t n  , тогаш

| | 2( ) 4( 2)r kM t t n    ,

а ако max{ , }r kt t n , имаме
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| | 2 4( 2)M n n   , кога 5n  .

Нека max{ , } 1r kt t n  , при што, на пример, 1kt n  . Ако сите полиња од
единствената колона на таблицата, која не е базна, не се во M , тогаш

| | 2( 1) 1 3 3 4( 2)M n n n n        , кога 5n  .
Ако пак сите полиња од таа колона се во M , тогаш во некој ред на табелата
не може да има повеќе од едно поле надвор од таа колона, т.е.

| | 1 4( 2)M n n n     , кога 4n  .

Според тоа, 4( 2)m n  и бидејќи имаме пример на убаво множество со

4( 2)n  полиња, заклучуваме дека 4( 2)m n  .

16. Нека A е множеството од сите низи од 0 и 1 со должина 4. За две такви низи
ќе велиме дека се соседни ако се совпаѓаат или ако се разликуваат во точно
еден член. Нека M е подмножество од A со својството: За секои два еле-
менти a и b на A постои елемент на M , кој е соседен со a , но не е со-
седен со b или е соседен со b , но не е соседен со a . Определи го најмалиот
можен број елементи на M ?
Решение. Да разгледаме табела, чии редови соодветствуваат на елементите
на A, а колоните соодветствуваат на елементите на M. Во едно поле ставаме
 , ако елементот на A во соодветниот ред е соседен на елемента на M во
соответната колона. Нека | |M k . Од условот следува, дека нема два еднак-
ви реда, што значи дека M има барем 16 различни подмножества. Бидејќи

множество со n елементи има 2n подмножества, важи 4k  .
Бидејќи секој ред има пет соседни (тоа е самиот ред и оние кои се разлику-
ваат од него во првиот, вториот, третиот или четвртиот член), добиваме дека
во секоја колона има точно пет знаци  , т.е. вкупниот број им е 5k . Мини-
мален број знаци  по редови се добива кога имаме еден ред со нула знаци

 , k редови со по еден знак  , 2( )k елементи со два знака  итн.

1) За 4k  сите подмножества на M се 16 и затоа секое подмножество на M

треба да се среќава точно по еднаш како множество од соседни на некој
елемент на A. Тогаш по редови имаме еден ред без  , 4 реда со по еден
знак  , 6 реда со по два знака  , 4 реда со по 3 знака  и еден ред со
четири знака  . Вкупниот број на знаците  ќе биде 32 20 4 4   , што е
противречност.

2) За 5k  имаме 25 знаци  . По редови минималниот број се достигнува
кога е еден ред со нула знаци  , 5 реда со по еден знак  и 10 реда со по
два знака  . Бидејќи 5 1 10 2 25    распределбата треба да биде точно
опишаната. Тоа значи, дека секои два елементи на M треба да бидат
едновремено соседни на некој елемент на A. Лесно се гледа, дека ако два
елементи на M се разликуваат во повеќе од две места (позиции), тогаш не
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постои елемент, на кој и двата се соседни. Според тоа секои два елементи
на M се разликуваат во една или две позиции. Ако допуштиме дека има
два елементи, кои се разликуваат во точно една позиција, тогаш без огра-
ничување на општоста нека тоа се 0000 и 1000. Тогаш соседните на

0000a  и 1000b  во M се 0000 и 1000 и редовите на 0000a  и
1000b  се совпаѓаат, што е противречност. Тоа покажува, дека секои два

елементи на M се разликуваат во точно две позиции. Без ограничување на
општоста нека 0000 M . Тогаш останатите 4 елементи се меѓу 0011,
1100, 0101, 1010, 1001 и 0110. Но од секој од паровите 0011,1( 100),

0101,( 1010) и 1001,( 0110) може да се избере најмногу еден елемент, про-
тивречност.

3) За 6k  множеството {0000,1111,0111,0100,1001,0101}M  ги разделува
секои два елементи на A.

Значи, бараниот најмал број е 6.

17. На состанок на комисијата за ЕГМО, 40 членови на комисијата од 30 предло-
жени задачи ја избира првата задача за ЕГМО. Се договориле да биде избра-
на задача која може да ја решат најмалку половина од членовите на коми-
сијата, но не сите членови. Се покажало дека секој член на комисијата решил
точно 26 задачи, при што никои два члена не решиле исто множество задачи.
Докажи дека комисијата може да најде соодветна задача.
Решение. Да претпоставиме дека секоја задача или ја решиле сите 40 члено-
ви на комисијата, или најмногу 19. Во полето на i  тиот ред и j  тата коло-
на на табела запишуваме 1 ако i  тиот член на комисијата ја решил j  тата

задача. Во табелата има 40 26 1040  единици. Од друга страна, ако има k

задачи кои ги решиле сите членови на комисијата, тогаш секоја од преостана-
тите 30 k задачи ја решиле најмногу 19 членови на комисијата, па затоа
може да има најмногу 40 19(30 ) 21 570k k k    единици, од каде добиваме

23k  , т.е. најмалку 23 задачи ги решиле сите членови на комисијата. Од
преостанатите 7 задачи секој член на комисијата решил по 26 23 3  зада-
чи. Бидејќи никои два члена не решиле исто множество задачи, ги определу-
ваме тричлените множества кои соодветствуваат на решените задачи на чле-

новите на комисијата. Вакви множества има 7
3( ) 35 40  , што е против-

речност. Конечно, од добиената противречност следува дека постои задача
која е решена од најмалку половината членови на комисијата, но не од сите
нејзини членови и тоа е задачата која може да биде избрана.

18. Определи ги сите природни броеви n за кои е можно во секое поле на n n
табела да се запише една од буквите I, M и O така што се исполнети следниве
услови:
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- во секој ред и секоја колона, една третина од запишаните букви се I, тре-
тина се M и третина се O;

- на секоја дијагонала на која бројот на запишаните букви е делив со три,
една третина ја сочинуваат буквите I, третина буквите M и третина букви-
те O.

Напомена. Редовите и колоните на n n табелата се означни со броевите од 1
до n на вообичаениот начин. На секое поле соодветствува пар природни
броеви ( , )i j , 1 ,i j n  За 1n  , табелата има 4 2n  дијагонали од два

вида. Дијагонала од првиот вид се состои од сите полиља ( , )i j за кои збирот
i j е константен, додека дијагонала од вториот вид се састои од сите поли-

ња ( , )i j за кои разликата i j е константна.
Решение. Пример за 9n  е прикажан на цр-
тежот десно. Со сложување на така пополнети
квадрати во квадрат со страна 9k може да се
добие пример за било кој n делив со 9.
Да претпоставиме дека табела n n е попол-
нета на саканиот начин. Јасно, 3 | n , т.е. 3n k

за k . Среќни полиња ги нарекуваме сите
полиња ( , )i j за кои  )(2 3i j mod  , а среќни
линии сите редови, колони и дијагонали кои садржат барем едно среќно поле.
Секоја среќна дијагонала има број полиња делив со 3. На два начина ќе го
преброиме бројот N на парови ( ),c , каде  е среќна линија, а c е поле на
неа кое ја содржи буквата M.
Секој од 2k среќни редови и колони содржи по k букви M. Исто така, на среќ-
ните дијагонали од секој тип вкупно има по

21
3 (3 6 .... ... 6 3)n k      

букви M . Според тоа, 24N k . Од друга страна, секоја од 23k букви M

лежи на точно една или четири среќни линии, па затоа 23 (mod 3)N k .

Според тоа, 23 | 4k , па затоа 3 | k , т.е. 9 | n .

Втор начин. Да претпоставиме дека за некој 3n k бараното пополнување е
можно. За , 1, }{ 2,3i j со ija да го означиме вкупниот број букви M во по-

лињата ( , )x y со x i и (mo  3)dy j . Според условот на задачата важи:
2

11 22 33 21 22 23 31 22 13a a a a a a a a a k         , (1)
2

11 21 31 13 23 33a a a a a a k      . (2)
Со собирање на равенствата (1) и одземање на равенствата (2) добиваме

2
223a k , па затоа 3 | k , т.е. 9 | n . Пример за 9 | n се прави како во првиот
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начин на решавање.

19. Определи ги сите природни броеви n , за кои во секое од единечниге квад-
ратчиња на квадратна табла со димензии n n може да се запише по еден од
броевите 1,0 или 1, но така што сите 2n збирови на броевите запишани во
колоните и редиците се различни.
Решение. Одговор: за секој парен број таков распоред е можен.
Нека е дадена квадратна шема со димензии n n така што во секое нејзино
поле е запишан еден од броевите 1,0 или 1 , т.е. нека [ ]ij n na  е квадратната

шема при што { 1,0,1}ija   , која го исполнува условот од задачата. Најголем

збир кој може да се појави во некоја колона или редица е n а најмал која
може да се појави е n . Според тоа можни збирови се сите броеви од мно-
жеството

{ , ( 1), ( 2),..., 2, 1,0,1, 2,..., 2, 1, }n n n n n n         .

Според принципот на Дирихле некој од овие броеви не е збир, бидејќи сите
2n збирови се меѓу себе различни. Нека 1 2, ,..., nr r r се збирови по редици а

1 2, ,..., nc c c се збирови по колони. Нека бројот на ненегативни збирови во

редиците е k . Тогаш според условот на задачата бројот на ненегативни зби-
рови по колони е еднаков на n k . Без ограничување на општоста можеме да
претпоставиме дека 1 2, ,..., kr r r се ненегативни,т.е. во првите k редици зби-

ровите се ненегативни, и дека 1 2, ,..., n kc c c  се исто така позитивни, т.е. во

првите n k колони збировите се ненегативни. Ако тоа не е така ќе изврши-
ме преместување на редиците и потоа преместување на колоните за да биде
исполнет тој услов. При тоа, со таквото преместување збировите ни по реди-
ци ни по колони нема да се промени.
За таквиот распоред имаме

( 1) 2
2

1 1
| | | | | | 2

n n n n n
i j

i j r n
r c r n n n

  
         . (1)

Од друга страна
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

| | | |
n n k n n k n

i j i i j j
i j i i k j j n k

k n n n n k n n n

ij ij ij ij
i j i k j j i j n k i

k n k k n n n k n n

ij ij ij ij ij
i j i j n k i k j i k j n k i

r c r r c c

a a a a

a a a a a
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2
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j

n k n n k n n

ij ij ij
j i k j n k i j n k i k

k n k n n

ij ij
i j j n k i k

a a a

a a

k n k k n k

k n k



 



           



      

  

 

   
 

 

     

   

(2)

Од (1) и (2) добиваме 2 24 4n nk k  , кое е еквивалентно со 2( 2 ) 0n k  .

При тоа, последното равенство е можно ако и само ако 2n k .
Со помош на математичка индукција може да се докаже дека за секој парен
природен број 2n k таков распоред е можен. На цртеж 1 и цртеж 2 дадени
се такви распореди. За индуктивниот чекор на цртеж 3 е даден начинот на кој
треба да се дополни квадратната шема со со димензии 2 2k k со две нови
редици и две нови колони за да се добие бараниот резултат. При тоа распо-
редот на броеви во квадратната шема со димензии (2 ) (2 )k k е даден со

1 2 3 4 2 1, 1, 2, 3,.... 3, 2, 1n n nc n c n c n c n c c c              

1 2 3 4 2 11, 2, 3, 4,...., 2, 1, 0n n nr n r n r n r n r r r               .

20. Дадени се природни броеви m и n . Определи го бројот на начините на кој
може да се пополнат полињата на табела m n со броеви од множеството
{ 2, 1,1, 2}  така што производот на броевите во секој ред и во секоја колона
е еднаков на 2 .
Решение. Со ija да го означиме бројот кој е запишан во i  тиот ред и j 

тата колона, за {1,2,..., }i m и {1,2,..., }j n .
За m n пополнувањето со саканите својства не постои. Навистина, во секој
ред треба да има точно по еден број по апсолутна вредност еднаков на 2
(значи вкупно m такви броја) и аналогно важи за колоните (значи вкушно n
такви броја), што не е можно.
Нека m n . Прво имаме !n начини да ги избереме полињата со апсолутна
вредност 2 (не е можно да има барем два броја со апсолутна вредност 2 во
еден ист ред или една иста колона). Останатите броеви се со апсолутна
вредност 1.
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Знакот на ija можеме да го избереме слободно за , {1,2,..., 1}i j n  и тоа

може да се направи на
2( 1)2 n начини. Бидејќи производот на броевите во

секој ред и во секоја колона е фиксиран, секој од горните избори еднозначно
ги опреелува знаците на ina и nja за , {1,2,..., 1}i j n  . На крајот да забеле-

жиме дека
1 1

1 1

n n

in nj
i i

a a
 

 
  ,

бидејќи левиот производ (соодветно десниот производ), помножен со

1 ,
ij

i j n
a

 
 е еднаков на производот на броевите во првите 1n  редови

(соодветно колони), т.е. на 1( 2)n . Значи, зналот на nna е еднозначно опре-

делен, па затоа одговорот на задачата е
2( 1)!2 nn  .

21. Правоаголна шема со димензии m n е пополнета со броевите 1 и 1 . На
колку начини може да се направи пополнувањето така што производот на
броевите во секоја колона да е 1 , а производот на броевите во секој ред да е
еднаков на 1?
Решение. Со ija ќе го означиме бројот кој е запишан во пресекот на i -тиот

ред и j -тата колона, 1, 2,...,i m ; 1,2,...,j n . Притоа { 1,1}ija   .

За да производот на броевите запишани во квадратчињата во секој од првите
1m  редови е еднаков на 1 потребно и доволно е да

1

1

n

ij in
j

a a



 , 1, 2,..., 1i m  . (1)

За да производот на броевите запишани во квадратчињата во секоја од пр-
вите ( 1)n  -на колона е еднаков на 1 потребно е и доволно да

1

1

m

ij mj
i

a a



  , 1,2,..., 1j n  . (2)

За да производот на броевите запишани во m -тиот ред биде еднаков на 1 ,
потребно и доволно е да е исполнето равенството

1 1 1 1 11

1 1 1 1 1
( ) ( 1)

n n m n m
n

mn mj ij ij
j j i j i

x x x x
    



    
         . (3)

Од друга страна, за производот на броевите запишани во n -тата колона да
биде еднаков на 1 потребно е и доволно да

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
( )

m m n m n

mn in ij ij
i i j i j

x x x x
    

    
          . (4)
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Од (3) и (4) имаме 1( 1) 1n   . Според тоа, такво пополнување е можно
само ако n е парен број. Ако n е непарен број, такви пополнувања нема,
односно нивниот број е еднаков на 0 .
Нека n е парен број. Во полињата на пресекот на првите 1m  редови и пр-
вите ( 1)n  -на колона ќе запишеме на произволен начин броеви 1 и 1 , во
секое поле по еден број. Полињата на последната колона и последната
редица ќе ги пополниме на тој начин да се исполнети равенствата (1), (2), (3)
и (4). На тој начин добиваме пополнување кое ги задоволува условите на
задачата. Притоа
- бројот на пополнувања на квадратна шема од облик ( 1) ( 1)m n   во која

го нема бројот 1 е еднаквов на ( 1)( 1)
0( )m n  .

- бројот на пополнувања на квадратна шема од облик ( 1) ( 1)m n   во која

бројот 1 се појавува точно еднаш  е еднаквов на ( 1)( 1)
1( )m n  , итн.

- бројот на пополнувања во кои бројот 1 се појавува точно i -пати е ед-

наков на ( 1)( 1)( )m n
i

  .

Според тоа, бројот на пополнувања на квадратната шема кои го исполнуваат
условот на задачата е еднаков на

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
0 1 ( 1)( 1)( ) ( ) ... ( ) ... ( ) 2m n m n m n m n m n

i m n
         

       .

22. Матрицата n n со елементи од множеството {1, 2,..., 2 1}S n  се нарекува
сребрена матрица, ако за секој 1,2,...,i n , i  тата редица и i  тата колона
заедно ги содржат сите елементи од S. Покажи дека:
а) не постои сребрена матрица за 1997n  ,
б) сребрени матрици постојат за бесконечно многу броеви n.
Решение.. а) Нека 1n  е цел број. Да претпоставиме дека постои n n сре-
брена матрица A. Нека x е некој елемент од множеството {1,2,..., 2 1}n  кој
што не се појавува на дијагоналата. (Таков елемент постои, бидејќи има n
елементи на дијагоналата, но вкупно имаме 2 1n  броеви.) Унијата на i-тата
редица и i-тата колона ќе ја наречеме i-ти „дел“. Елементот x се појавува во
секој „дел“ само по еднаш. Ако x е ( , )i j  ти елемент од A, тогаш тој припаѓа
во i-тиот j-тиот „дел“. Во овој случај двата „дела“ се означени со x. (На при-
мер во вториот пример под б) првиот и четвртиот дел се означени со 6.) Тоа
значи дека сите n „делови“ сме ги поделиле во парови x-обележани, па затоа
n е парен број. Бидејќи 1997n  е непарен број, следува дека не постои сре-
брена матрица за овој број n.
б) За 2n 
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1 2
3 1

A
 
  
 

е сребрена матрица. За 4n  има повеќе примери, од кои еден е
1 2 6 7
3 1 7 6
4 5 1 2
5 4 3 1

A

 
 
 
 
 
 

Со помош на математичка индукција може да се конструираат бесконечно
многу сребрени матрици, како што може да се види од следниот пример:

A Y
B

X A

 
  
 

каде што A е сребрена матрица со елементи од множеството {1,2,..., 2 1}n  ,

2 2 1 ... 3 1
3 1 2 ... 3 2

3 1 2 2 2

n n n

n n n
X

n n n

  
   
 
 
  

   


,

3 3 1 ... 4 1
4 1 3 ... 4 2

3 1 2 2 3

n n n

n n n
Y

n n n

  
   
 
 
  

   


.

Матрицата B е исто така сребрена.

23. Во табела со димензии се обоени неколку полиња. Нека е

множеството од обоени полиња за кои . На почетокот во

секое обоено поле го запишуваме бројот . Во секој следен чекор во

секое обоено поле го запишуваме збирот на сите броеви кои во прет-

ходниот чекор се запишани во полињата од множеството . Докажи, дека

постои природен број таков што по чекори сите броеви запишани во
обоените клетки ќе бидат непарни.
Решение. Нека е бројот запишан во полето по модул 2, т.е.

ако во има парен број и ако во има непарен

број.
Ќе користиме индукција по бројот на обоените полиња . Ако , тогаш
во секој чекор имаме , т.е. тврдењето е точно. Нека тврдењето е точ-

но за и да разгледаме табела со обоени поле.
Ќе велиме, дека ако истовремено и . Нека е
максимално обоено поле при ова подредување. Ако го отстраниме полето

, од индуктивната претпоставка следува дека постои таков што

после чекори важи во сите останати обоени полиња. Не е тешко

2007 2007 ijS

( , )x y ,x i y j 

,| |i jS

( , )i j

,i jS

M M

,i ja ( , )i j

, 0i ja  ( , )i j , 1i ja  ( , )i j

n 1n 

, 1i ja 

n k 1k 
( , ) ( , )i j p q i p j q ( , )s r

( , )s r M

M , 1i ja 
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да се покаже дека полето не влијае на останатите полиња во ниту еден

чекор. Според тоа, и без да го отстраниме полето после чекори за

сите останати полиња ќе важи . Ако во овој момент , тогаш

нема што да се докажува. Ако пак после чекори важи , тогаш

овие чекори на додале 1, па затоа уште после чекори (т.е. по вкупно

чекори) ќе имаме во сите полиња.

24. Табелата со димензии n n во чии единечни полиња се броевите 21,2,...,n
(на секое поле точно по еден број и секој број се наоѓа на точно едно поле) ја
нарекуваме добра ако сите производи од по n броеви кои се наоѓаат на n

„расфрлени“ полиња даваат ист остаток при делење со 2 1n  . Дали постои
добра табела за:
а) 8n  , б) 10n  ?
( n полиња се „расфрлени“ ако ниту една редица и ниту една колона не со-
држи две од овие полиња.)
Решение. а) Нека претпоставиме дека постои табела со димензии 8 8 таква
што производот на секои 8 расфрлени броеви дава остаток r по модул

28 1 5 13   . Сите броеви во табелата можеме да ги поделиме на 8 дис-
јунктни множества од по 8 расфрлени броеви. Меѓу овие множества постои
едно кое содржи множител 13 и едно кое не содржи таков множител. Про-
изводот на броевите во првото множество е делив со 13, а во второто не е
делив со 13, противречност. Според тоа, добра табела со димензии 8 8 не
постои.

б) За 10n  бројот 2 1 101n   е прост. Да ја
пополниме табелата како на цртежот десно,
каде q е примитивен корен по модул 101.
Лесно се проверува дека производот на бро-
евите во било кои 10 расфрлени полиња е кон-

груентен со 495q по модул 101. Според тоа, ова
е пример на добра 10 10 табела.

25. Определи ја најголемата вредност на бројот a таков што за било кој распо-
ред на кружница на броевите 1, 2, 3, ..., 10 мора да постојат три соседни бро-
еви чиј збир е поголем или еднаков на a .
Решение. Да ги разгледаме сите последователни тројки броеви. Такви има 10
и да ги означиме со 1 2 10, ,...,S S S . Важи

1 2 10... 3(1 2 ... 10) 165S S S        .

( , )s r

, 1i ja 

,r sa

2M , 1i ja 
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чекор. Според тоа, и без да го отстраниме полето после чекори за

сите останати полиња ќе важи . Ако во овој момент , тогаш

нема што да се докажува. Ако пак после чекори важи , тогаш

овие чекори на додале 1, па затоа уште после чекори (т.е. по вкупно

чекори) ќе имаме во сите полиња.

24. Табелата со димензии n n во чии единечни полиња се броевите 21,2,...,n
(на секое поле точно по еден број и секој број се наоѓа на точно едно поле) ја
нарекуваме добра ако сите производи од по n броеви кои се наоѓаат на n

„расфрлени“ полиња даваат ист остаток при делење со 2 1n  . Дали постои
добра табела за:
а) 8n  , б) 10n  ?
( n полиња се „расфрлени“ ако ниту една редица и ниту една колона не со-
држи две од овие полиња.)
Решение. а) Нека претпоставиме дека постои табела со димензии 8 8 таква
што производот на секои 8 расфрлени броеви дава остаток r по модул

28 1 5 13   . Сите броеви во табелата можеме да ги поделиме на 8 дис-
јунктни множества од по 8 расфрлени броеви. Меѓу овие множества постои
едно кое содржи множител 13 и едно кое не содржи таков множител. Про-
изводот на броевите во првото множество е делив со 13, а во второто не е
делив со 13, противречност. Според тоа, добра табела со димензии 8 8 не
постои.

б) За 10n  бројот 2 1 101n   е прост. Да ја
пополниме табелата како на цртежот десно,
каде q е примитивен корен по модул 101.
Лесно се проверува дека производот на бро-
евите во било кои 10 расфрлени полиња е кон-

груентен со 495q по модул 101. Според тоа, ова
е пример на добра 10 10 табела.

25. Определи ја најголемата вредност на бројот a таков што за било кој распо-
ред на кружница на броевите 1, 2, 3, ..., 10 мора да постојат три соседни бро-
еви чиј збир е поголем или еднаков на a .
Решение. Да ги разгледаме сите последователни тројки броеви. Такви има 10
и да ги означиме со 1 2 10, ,...,S S S . Важи

1 2 10... 3(1 2 ... 10) 165S S S        .

( , )s r M

, 1i ja  , 1s ra 

M , 0s ra 

M
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Оттука следува дека мора да постои {1, 2,...,10}i таков што 165
10 16,5iS   .

Значи, 17a  .
Ќе докажеме дека 18a  . Ако го испуштиме бројот 1 ќе добиеме низа од
девет броеви и истата да ја поделиме во три последователни збирови од по
три броја 1 2 3, ,T T T . Збирот на овие броеви ќе биде

1 2 32 3 ... 9 10 54 T T T        .

Од овде следува дека за некој i мора да важи 54
3 18iT   . Дека a не може

да биде поголем од 18 следува врз основа на цикличното распоредување
(1,10,6,2,9,4,5,3,8,7) .

26. Нека n . Броевите 1, 2,..., n се распоредени на кружница така што збирот
на никои три последователни броја не е поголем од S . Определи ја најмалата
можна вредност на S за 9n  .
Решение. Нека 1 2, ,..., na a a е пермутација на броевите 1, 2,..., n да означиме

1 2k k k ks a a a    , каде 1 1 2 2,n na a a a   . Од 1 3 0k k k ks s a a     ,

следува дека барем еден од броевите 1,k ks s  не е поголем од 1S  . Исто

така, не може да важи 2 4k k ks s s S    и 1 3 5 1k k ks s s S      , би-

дејќи тогаш ќе биде 6k ka a  . Според тоа, 1 5... 6 4k k ks s s S      . Ако

собереме по сите k добиваме 1 218( ... ) (6 4)na a a n n     , од каде следува

9 ( 1) (6 4)n n n S   , т.е. 9 13
6

nS  . За 9n  добиваме 47
3S  , т.е. min 16S 

и истиот се достигнува за распоредот 1, 6, 7, 2, 5, 8, 3, 4, 9.

27. Даден е природен број n . Ги разгледуваме сите тројки ( , , )a b c различни

природни броеви такви што a b c n   . Со k да го означиме најголемиот
број такви тројки кои може да се изберат така што никои две немаат заед-
нички елемент. Докажи дека 2 3

9
nk  .

Решение. Нека тројките ( , , ), 1, 2,...,i i ia b c i k ги задоволуваат условите на

задачата. Збирот на сите елементи , ,i i ia b c е еднаков на nk . Од друга страна,

овој збир не е помал од 3 (3 1)
21 2 ... 3 k kk     . Значи, 3 (3 1)

2
k knk  , од каде

до биваме 2 3
9

nk  .

28. Даден е природен број n . Определи го бројот на дисјунктни парови елементи
на множеството {1,2,..., }n кои може да се изберат така што збировите во
паровите се различни и не се поголеми од n .
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Решение. Нека x е бројот на паровите. Бидејќи се дисјунктни, збирот S на
сите 2x елементи во нив е поголем или еднаков на

1 2 ... 2 (2 1)x x x     .
Од друга страна, збировите во паровите се различни и не се поголеми од n ,
па затоа

(2 1 )
2( 1) ... ( 1 ) x n xS n n n x          .

Значи, 2 (2 1) (2 1 )x x x n x    , од каде добиваме 2 1
5
nx  .

Ќе дадеме пример со точно 2 1
5[ ]nx  парови. За 5 3n k  можеме да избе-

реме 2 1
5 2 1n k   парови и тоа:

Пар 2 2
2
k

k
 2 3

2 2
k
k



...

...
3 1

2
k 3 2

2 1
k
k



3 3
2 1
k
k



...

...
4 1

3
k 4 2

1
k

Збир 4 2k  4 1k  ... 3 3k  5 3k  5 2k  ... 4 4k  4 3k 

Истата конструкција работи и за {5 4,5 5}n k k   . За 5 1n k  имаме
2 1

5[ ] 2n k  и пример може да се добие со бришење на парот (3 2,2 1)k k  и

намалување на првиот елемент на секој преостанатпар за 1. Истата конструк-
ција работи и за 5 2n k  .

29. Докажи дека броевите 1, 2, ..., 2013 не може да се распоредат на кружница
така што за секои два соседни броја ,x y важи 503 | | 1005x y   .
Решение. Нека претпоставиме дека такво распоредување е можно. Броевите
да ги поделиме на две множества:

{504,505,...,1510}A  и {1,2,...,503,1511,1512,..., 2013}B  .
Два елементи од множеството B не може да се соседни. Освен тоа, броевите
504 и 1510, кои припаѓаат на A , не се соседни и имаат барем по еден сосед
од A . Според тоа, 1007 | | | | 2 1008A B    , што е противречност.

30. Во p точки од кружницата се запишани  знаци плус, а во m точки се запи-
шани знаци минус (во секоја точка по еден знак). Кружницата ја обиколуваме
обратно од движењето на стрелките на часовникот. Нека x е бројот на знаци
плус кои следуваат по знак плус, а y е бројот на знаци минус кои следуваат
по знак минус. Докажи дека p m x y   .

Решение. Со d ќе го означиме бројот на премини од знак плус кон знак
минус. Јасно, бројот d е еднаков и на бројот на премини од знак минус кон
знак плус. Бројот x на знаци плус кои следуваат по знак плус собрани со
бројот на премини d од знак плус кон знак минус го дава бројот p на знаци



Р. Малчески

352

плус запишани во точките од кружницата (бројот на знаци плус кои се први
во низа знаци плус и кои не следуваат по знак плус е еднаков на бројот од
премини од знак плус кон знак минус).
Истото е точно и за бројот на знаци минус. Значи p x d  и m y d  . Зна-

чи, d p x  и d m y  , од каде добиваме p x m y   , т.е. p m x y   .

31. На кружница се запишани 100 цели броеви. Секој од запишаните броеви е
поголем од збирот на двата броја запишани по него во насока на движењето
на стрелката на часовникот. Определи го најголемиот можен број позитивни
броеви.
Решение. Да допуштиме дека меѓу запишаните броеви два ненегативни броја
се еден до друг. Тогаш бројот кој е запишан пред нив, кој е поголем од нив-
ниот збир е позитивен. Последното важи за бројот кој е пред него итн., што
значи дека сите запишани броеви се ненегативни. Го избираме најмалиот ме-
ѓу запишаните броеви и тој не може да биде поголем од збирот на двата броја
кои следуваат во насока на движење на стрелката на часовникот, што е про-
тивречност.
Од претходните разгледувања следува дека меѓу секои два последователни
броја едниот мора да е негативен. Последното значи дека има најмногу 50
позитивни броеви. Да разгледаме три последователни броја , ,a b c  , каде

, , 0a b c  . Тогаш a b c c     , што значи дека секој негативен број е стро-
го поголем од следниот негативен број, што не е можно бидејќи броевите се
запишани на кружница. Од добиената противречност следува дека имаме
најмногу 49 позитивни броеви. Лесно се проверува дека броевите

200,1, 202,1, 204,1, 206,..., 296,1, 298, 99      

запишани во овој редослед ги задоволуваат условите на задачата.

32. Момчиња и девојчиња, кои се вкупно 2n , се распоредени во n n квадрат. За
секој ред и за секоја колона, како и за секоја од 2(2 1)n  дијагонали, знаеме
колку девојчиња има во неа. За кои броеви n овие податоци ни се доволни за
да ги определиме местата на сите девојчиња? За кои места со сигурност
можеме да кажеме дека на нив се девојчиња или момчиња?
Решение. Да означиме 1ija  ако во пресекот на i  тиот ред и j  тата ко-

лона е девојче, а 0ija  ако е момче.

За 1, 2n  тривијално ги определуваме сите ija . Исто така за 3n  знаејќи ги

11a и 13a го определуваме 12a . Слично ги определуваме 21 23 32, ,a a a и 22a .

За 4n  ги знаеме 11 14 41 44, , ,a a a a . Понатаму, знаејќи

1 11 12 13 14r a a a a    , 1 11 21 32 41k a a a a    ,



Табели и распореди

353

2 12 21d a a  и 3 13 22 31d a a a   ,
добиваме

22 3 1 1 11 14 41 2( ) (2 )a d r k a a a d       .

Слично ги определуваме 23 32 33, ,a a a . Од друга страна останатите 8 вред-
ности не е можно да се определат бидејќи распоредот во кој е

12 24 43 31 1a a a a    и 13 34 42 21 0a a a a   

дава исти податоци како и распоредот во кој е

12 24 43 31 0a a a a    и 13 34 42 21 0a a a a    .
За 5n  ги знаеме четирите аголни вредности. Концентрирајќи се на под-
квадрати 4 4 заклучуваме дека не е можно да се определат вредностите во
ниту едно друго поле различно од централното. Од друга страна, централ-
ното поле може да се определи: знаејќи ги

11 12 21a a a  , 15 14 25a a a  , 55 54 45a a a  и 51 41 52a a a  ,

наоѓаме 13 31 35 53a a a a   , а оттука и 22 24 42 44a a a a   . Најпосле зна-

ејќи ги збировите на големите дијагонали го определуваме 33a .
За 6n  , концентрирајќи се на подквадрати 5 5 , гледаме дека во општ
случај не е можно да се определи ниту една вредност освен аголните.

33. Ѓердан се состои од 100 сини и неколку црвени монистра. Познато е дека
секој дел од ѓерданот кој содржи 8 сини монистра, содржи и најмалку 5 црве-
ни монистра. Определи го најмалиот можен број на црвените монистра.
Решение. Одговор: 72.
Да ги нумерираме сините монситра со броевите од 1 до 100, на пример, во
насока на движењето на стрелките на часовникот. Нека меѓу првите две сини
монистра има 1a црвени, меѓу второто и третото има 2a црвени итн. меѓу

последното и првото сино има 100a црвени. Да ги запишеме броевите

1 2 100, ,...,a a a редоследно на кружница. Тогаш збирот на било кои седум
последователни од овие броеви е поголем или еднаков на 5 и треба да го
определиме најмалиот можен збир на овие 100 броеви.
Јасно е дека има два последователни броја чиј збир е најмалку 2 (во спро-
тивно збирот на 7, па дури и 8 последователни броеви нема да е поголем од
4). Да ги одделиме овие два броја и да ги поделиме преостанатите 98 броеви
на 14 групи од по 7 последователни броја. Збирот на броевите во секоја од
овие групи е најмалку 5, па затоа збирот на сите 100 броеви е најмалку
5 14 2 72   .
Останува да забележиме дека ако броевите 1 2 100, ,...,a a a се распоредени на
следниот начин: 11111001111100...111110011, тогаш нивниот збир е точно
72.
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34. За природниот број 4n  ќе велиме дека е необичен, ако во секое поле на
n n квадрат P може да се запише реален број така што збирот на 9-те броја
во секој 3 3 квадрат, кој се содржи во P , е негативен, а збирот на 16-те
броја во секој 4 4 квадрат, кој се содржи во P , е позитивен. Определи ги
сите необични броеви.
Решение. Ќе докажеме дека единствени необични броеви се 4n  и 5n  .
Да разгледаме 5 5 квадрат во кој во секое поле во средната колона е запи-
шан бројот 5 , а сите преостанати броеви се еднакви на 2. Овој квадрат го
има саканото својство, што покажува дека 4n  и 5n  се необични броеви.
Ако 6n  , да разгледаме произволен 6 6 квадрат кој се содржи во P и овој
квадрат да го означиме со Q . Директно се проверува дека збирот на брое-
вите во сите 3 3 квадрати од Q е еднаков на збирот на броевите во сите
4 4 квадрати од Q . Последното е противречност, бидејќи првиот збир како
збир на негативни броеви треба да е негативен, а вториот збир како збир на
позитивни броеви требна да е позитивен.

35. Квадрат со страна 5 е поделен на 25 квадратчиња со страна 1. Во секое мало
квадратче е запишан по еден позитивен број, помал или еднаков на 1, така
што се исполнети следниве услови:
- збирот на броевите запишани во секој ред и во секоја колона е цел број,
- збирот на сите 25 броеви е еднаков на 11.
а) Докажи дека барем еден од броевите е поголем или еднаков на 3

5 .

б) Ако точно еден од запишаните броеви е поголем или еднаков на 3
5 , дока-

жи дека збирот на броевите во неговиот ред  е еднаков на збирот на броевите
во неговата колона.
Решение. а) Нека претпоставиме дека сите броеви се помали од 3

5 . Тогаш

збирот на броевите во секој ред е помал од 3
55 3  , па како е цел број тој е

помал или еднаков на 2. Според тоа, збирот на сите запишани броеви е помал
или еднаков на 5 2 10  , што е противречност.
б) Нека 0  е произволно мал број. Бидејќи точно еден од запишаните

броеви е поголем или еднаков на 3
5 , збирот на броевите во редот и колоната

кои го содржат најголемиот број може да се направи да е поголем или една-
ков 3 3

5 54( ) 3 4      , а е помал или еднаков на 3
54( ) 1 3, 4 4      . Но

овој збир е цел број, па затоа тој е еднаков на 3. Бидејќи 3
55 3  , заклу-чува-

ме дека  најголемиот збир на броевите во останатите четири реда и четири
колони е 2. Но, 11 4 2 3   , што значи дека постојат ред и колона во кои
збирот на броевите е 3 и тоа се редот и колоната кои го содржат најголемиот
елемент.
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36. Едно распоредување на жетони во полињата на n n квадрат се нарекува
разредено ако секој 2 2 квадрат содржи најмногу 3 жетони. Горјан поста-
вил жетони така што добил разредено распоредување, но забележал дека, ако
го премести било кој жетон во било кое слободно поле, тогаш ќе добие рас-
поредување кое не е разредено. Определи ги природните броеви n за кои
што ова е можно.
Решение. Одговор: Сите непарни броеви n .
Пример за непарен n е распоредувањето во кое
има жетони во сите полиња на работ на квадратот,
во следниот слој жетоните се распоредени шахов-
ски без жетони во аголните полиња, во третиот
слој има жетони во сите полиња итн. Ова распоре-
дување за 9n  е прикажано на цртежот десно.
Кога n е парен број квадратот може да биде
поделен на квадрати 2 2 и секогаш е можно да се премести еден жетон така
што распоредувањето ќе остане разредено. Ова тврдење ќе го докажеме во
поопшт случај, а тоа е за секоја конфигурација од k дисјунктни 2 2
квадрати.
За 1k  тврдењето е очигледно. Нека тоа е точно за k квадрати и да претпо-
ставиме дека имаме конфигурација од 1k  квадрат и разредено распореду-
вање на жетони за кое не може да се премести жетон така што распоредува-
њето повторно ќе биде разредено. Да ги разгледаме најгорните 2 2 квад-
рати и најлевиот од нив да го означиме со A . Ако левото горно поле на A е
празно, можеме да преместиме жетон во тоа поле и распоредувањето ќе оста-
не разредено. Според тоа, во левото горно поле на A има жетон. Ако во
спротивното поле, т.е. десното долно поле на A има жетон, тогаш едно
останатите полиња на A е празно и жетонот од долното десно поле може да
се премести во тоа празно поле, по што распоредувањето повторнно ќе биде
разредено. Значи, во десното долно поле на A има жетон.
Да ја разгледаме конфигурацијата која се добива од дадената со отстрану-
вање на квадратот A . Распоредувањето на жетонити во оваа конфигурација е
разредено и согласно индуктивната претпоставка во оваа конфигурација
може да се премести жетон така што распоредувањето ќе остане разредено.
При ова преместување и распоредувањето во почетната конфигурација со

1k  квадрати ќе биде разредено. Навистина, секој 2 2 квадрат во ова
распоредување кој се сече со A и е различен од A го содржи празното
долно десно поле од A .

37. a) Докажи дека постојат пет ненегативни реални броеви чиј збир е еднаков на
1 и се такви што како и да се распоредат овие пет броеви на кружница, посто-
јат два соседни броја чиј производ не е помал од 1

9 .
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б) Докажи дека било кои пет ненегативни реални броеви чиј збир е еднаков
на 1 може да се распоредат на кружница така што на секои два соседни броја
производот не е поголем од 1

9 .

Решение. а) Да ги разгледаме броевите 1 1 1
3 3 3, , , 0,0 . Бидејќи како и да ги

распоредиме овие броеви секогаш ќе има два соседни броја еднакви на 1
3 ,

заклучуваме дека секогаш постојат два соседни броја чиј производ не е
помал од 1

9 .

б) Нека се дадени броевите 1 2 3 4, , ,x x x x и 5x и нека за овие броеви важи

1 2 3 4 5x x x x x    . Овие броеви да ги поставиме во насока на движењето

на стрелките на часовникот во редослед 1 5 2 3 4, , , ,x x x x x . Бидејќи важи

1 5 1 4x x x x , 2 5 2 3x x x x и 3 4 2 3x x x x , доволно е да докажеме дека важи
1

1 4 9x x  и 1
2 3 9x x  .

Прво ќе докажеме дека 1
2 3 9x x  . Ако 1

1 3x  , тогаш 1
2 3x  и 1

3 3x  , па

очигледно важи 1
2 3 9x x  . Ако 1

1 3x  , тогаш 2
2 3 3x x  , па затоа важи

2 3 1
2 3 2 3

x x
x x

  , т.е. 1
2 3 9x x  .

Сега ќе докажеме дека 1
1 4 9x x  . Нека претпоставиме дека 1

1 4 9x x  . Тогаш

1
1 2 1 3 1 4 9x x x x x x   , па затоа 1

1 2 3 4 3( )x x x x   . Сега од неравенството

меѓу аритметичката и геометриската средина следува
1 2 3 4 1

1 2 3 42 3( )x x x x
x x x x

       ,

односно
4

1 2 3 4 3 1x x x x     ,

што е противречност.

38. Определи ги сите парови природни броеви a и b за кои во темињата на
правилен ( )a b  аголник може да се постават a единици и b нули така
што броевите кои се поставени во темињата може да се заротираат за некој
агол и по ротацијата во однос на почетната положба во две соседни темиња
нулата и единицата ги заменат местата, а во сите останати темиња се наоѓаат
истите броеви како во почетната положба.
Решение. Полињата на многуаголникот да ги нумерираме со броевите
1,2,...,a b . Ќе докажеме дека паровите заемно прости броеви ги задоволу-
ваат условите на задачата. Бидејќи a и b се заемно прости, добиваме дека и
броевите a и a b се заемно прости. Затоа постои единствен природен број
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k a b  таков што 1(mod )ka a b  . Единиците ги поставуваме во полиња-

та 1, 1, 2 1,..., ( 1) 1k k a k    (нумерирањето на полињата е по модул a b ).
Забележуваме дека ниту еден од овие броеви не е конгруентен со 2 по модул
a b (во спротивно за некој i a ќе важи 1(mod )ik a b  , што не е можно).

Затоа при ротација за k места последниот број се пресликува во нулата која
е соседна на првата единица (бидејќи се пресликува во местото нумерирано
со бројот 2), додека очигледно сите преостанати единици се пресликуваат во
единици. Единствено во првата единица не се пресликува некоја друга еди-
ница, што значи дека во неа се пресликува некоја нула, додека преостанатите
нули се пресликуваат во нули. Затоа единствени два броја кои си ги смениле
мсетата се броевите на местата 1 и 2, со што доказот е завршен.
Сега ќе докажеме дека ако a и b не се заемно прости, тогаш единиците и
нулите не може да се распоредат на саканиот начин. Нека претпоставиме
дека е можно да се распоредат нулите и единиците на саканиот начин и дека
со ротација за k места се добива саканата конфигурација. Да го разгледаме
збирот на индексите на кои се единиците по модул a b . При ротација за k

места збирот на сите индекси се зголемува за ka по мудул a b . Од условот
на задачата следува дека овој збир треба да се зголеми или намали за 1 по
мудул a b , од каде следува дека ka е конгруентен со 1 или 1 по модул
a b . Последното не е можно бидејќи броевите a и a b не се заемно
прости.

39. Нека m и n се заемно прости природни броеви. Во секое поле на бесконечна
шаховска табла е запишан по еден реален број така што важи: збирот на
броевите во секој правоаголник m n или n m е еднаков на нула. Докажи
дека барем два од запишаните броеви се меѓусебно еднакви.
Решение. Броевите m и n се заемно прости, па затоа при делење на брое-
вите , 2 ,3 ,..., ( 1)m m m n m со бројот n се добиваат остатоците 1, 2,..., 1n  .

Според тоа, за некој {1,2,..., 1}k n  бројот 1km  е делив со n , па затоа и

бројот ( 1)mn km  е делив со n , т.е. 1mn km nl   , каде l е природем
број.
На шаховската табла да воведеме правоаголен координатен систем така што
точките со целобројни координати се темиња на полињата на таблата.
Квадратот ABCD со темиња (0,0), ( ,0), ( , ), (0, )A B mn C mn mn D mn , може да
се разбие на правоаголници со димензии m n или n m . Затоа збирот на
броевите кои се запишани внатре во квадратот ABCD е еднаков на нула.
Воведуваме ознаки 1 2 1 2( 1,0), ( ,0), ( 1, ), ( , )B mn B km C mn mn C km mn  . Тогаш

секој од правоаголниците 2 2AB C D и 2 1 1 2B B C C може да се разбие на право-
аголници со димензии m n или n m . Збирот на сите тие броеви кои се
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запишани внатре во правоаголникот 1 1AB C D е еднаков на нула, што значи
дека и збирот на броевите кои се запишани внатре во правоаголникот

1 1B BCC е еднаков на нула. Аналогно се докажува дека исто својство има и

правоаголникот 1 1FEE F каде

1 1( ,1), ( 1,1), ( , 1), ( 1, 1)F mn F mn E mn mn E mn mn    .

Според тоа, во полињата 1 1BFF B и 1 1CEE C се запишани исти броеви.

40. Еден клас има точно 28 ученици  кои учат во училница која има точно 14
клупи. Во секоја клупа седат точно по два ученика. По истекот на месецот
класниот раководител ги прераспоредува учениците, така што двајца учени-
ци кои претходно  седеле еден до друг не може да седат еден до друг во некој
од наредните месеци. Колку месеци редоследно такви распореди на учени-
ците може да направи класниот раководител?
Решение. Еден ученик може да седи со најмногу 27 други различни учени-
ци во една клупа. Според тоа, добиваме дека бројот на месеци во кои такви
распореди може да направи класниот раководител не е поголем од 27.
Доволно да докажеме дека тоа може да се направи точно во 27 последова-
телни месеци.
Учениците ќе ги означиме со броевите од 1 до 28 (на секој ученик по еден
број и во текот на понатамошните разгледувања тој распоред е фиксен).
Броевите од 1 до 27 ќе ги запишеме во темињата на правилен 27-аголник, а
во центарот на кружницата опишана околу него ќе го запишеме бројот 28.
За парот броеви 28 и 1 ќе повлечеме радиус. Од секој од броевите 2,3,…,27 ќе
повлечеме отсечка нормална на правата која минува низ точките 28 и 1, а
краевите и се на опишаната кружница. На тој начин, заедно со парот 28 и 1
ќе добиеме уште 13 пара броеви поврзани со отсечки кои се темиња на 27-
аголникот. Според паровите броеви поврзани со отсечки класниот раководи-
тел може да направи еден распоред на учениците во клупите.
Потоа, центарот на кружницата ќе ги поврзиме со темето во кое е запишан
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бројот 2. Од секоја од преостанатите темиња 1,3,4,…,27 ќе повлечеме отсечка
со крајни точки во опишаната кружница и која е нормална на правата која
минува низ 2 и 28. Секоја таква отсечка (тетива), поврзува два броја. Како и
претходно, паровите броеви (пар формираат броевите кои се поврзани со
отсечка) определуваат 14 пара ученици кои класниот раководител може да ги
распореди на клупите. Овој распоред не може да е ист со претходниот заради
нормалноста на повлечените тетиви кои поврзуваат две темиња од 27-агол-
никот.
Понатаму ќе направиме поврзување последователно на 28 со 3, па со 4 и на
крајот во 27-миот месец со бројот 27. Бидејќи нема два радиуси (што го по-
врзува цнтарот со теме на 27 -аголникот) кои формираат рамен агол, сите до-
биени распореди што ќе ги направи класниот раководител ќе бидат различни.
Значи, класниот раководител може 27 месеци последоватлно да прави распо-
реди кои ќе го исполнуваат условот од задачата.

41. Нека , . На кружница се поставени n светилки , во
овој редослед. Секоја светилка е запалена или изгасната. На почетокот сите
светилки се запалени. Се прават чекори . Во чекорот ако

светилката е запалена, тогаш се менува состојбата на и тоа од за-

палена во изгасната и обратно, а ако светилката е изгасната тогаш сос-

тојбата на светилката не се менува. Во чекорот состојбата на оста-

натите светилки не се менува. Светилките се означени по , т.е.
, итн.

Докажи дека
а) Постои природен број таков што после чекори сите светилки
ќе бидат запалени.

Б) Ако n е од облик тогаш сите светилки ќе бидат запалени по че-
кори.

в) Ако n е од облик сите светилки ќе бидат запалени по че-
кори.
Решение. а) Чекорите ќе ги поделиме во групи и тоа така што првите n че-
кори во првата група, вторите во втората група итн.
По секој чекор можеме да ја констатираме состојбата пред него: ако по от
чекор светилката на местото била запалена, тогаш тата светилка ја
променила својата состојба, а ако светилката на местото била изгасната,
тогаш состојбата на тата светилка не се променила. На ваков начин можеме
да ја констатираме состојбата пред произволно многу чекори.
Бидејќи имаме конечно многу комбинации за состојбите на светилките, по
конечно многу чекори мора да се појави периода. Да земеме дека состојбата по

n 1n  0 1 1, ,..., nL L L 

0 1, ,..., ,...jS S S jS

1jL  jL

1jL 

jL jS

mod n

1 1nL L  0 ,nL L 1 1nL L 

( )M n ( )M n

2k 2 1n 

2 1k  2 1n n 
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1i 
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чекори е еднаква на состојбата по чекори, . Состојбите по и
чекори се еднакви, па затоа и состојбите по и чекори се еднакви.
Исто така и состојбите по и чекори се еднакви итн, за на крајот да
се еднакви состојбите по и чекори. Според тоа, по
чекори ја добиваме почетната состојба во која сите светилки се запалени.
б) Бројот 1 нека означува запалена, а 0 изгасната светилка. Чекорите ги запи-
шуваме во табела со помош на низа од нули и единици. Кога ќе стигнеме до
првата светилка продолжуваме да запишуваме во следниот ред. Со да
ја означиме состојбата на светилката на местото во от ред. Низата

ги означува состојбите на светилките од то до то место

во от, а низата состојбната на светилките од то до
то место во колоната . Конечно,

ја означува состојбата од от до от ред и од тата до тата
колона. На пример:

Ќе докажеме дека за сите табели се од овој облик. Навистина:
- полињата имаат вредност 1 (последниот ред),

- полињата имаат вредност 0 (претпоследниот ред),

- полињата имаат вредност 1 (последната колона), и

- полињата имаат вредност 0 (претпоследната коло-
на).

Ако сите табели се од овој облик, тогаш сите светилки ќе бидат запалени по

чекори. Последното тврдење може да се докаже со индукција. Детали-
те ги оставаме на читателот.
c) Аналогно се докажува тврдењето

за . Во овој случај сите та-
бели се од обликот прикажан десно:
- полињата имаат

вредност 0 (прва колона),
- полињата имаат

вредност 1 (втора колона),

k m k m k m

1k  1m 
2k  2m 

0m m  k m k m

( , )x y

y x 

( , ),..., ( , )x i x j i  j 

x  ( , ),..., ( , )i y j y i  j 

y

( , ) ( , )
( , ) ( , )
i x i y

j x j y

i  j  x  y 

Почетна состојба 1 1 1 1
1. ред 0 1 0 1
2. ред 1 0 0 1
3. ред 0 0 0 1
4. ред 1 1 1

2kn 
( ,1),..., ( , 1)n n n 

( 1,1),..., ( 1, 1)n n n  

(1, ),..., ( 1, )n n n

(1, 1),..., ( 1, 1)n n n  

2 1n 

2 1kn  

(1,1),..., ( 1,1)n 

(1, 2),..., ( 1, 2)n 

Почетна состојба 1 1 1 1 1
1. ред 0 1 0 1 0
2. ред 0 1 1 0 0
3. ред 0 1 0 0 0
4. ред 0 1 1 1 1
5. ред 1
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- полињата имаат вредност 1 (претпоследен ред),

- полињата имаат вредност 0 (претпретпоследен ред),

- полињата имаат вредност 0 (последна колона), и

- полето има вредност 1.
Јасно, ако сите табели имаат ваков облик, тогаш сите светилки ќе бидат

запалени по чекори.
Последното тврдење може да се докаже со индукција. Деталите ги оставаме
на читателот за вежба.

42. Во секое теме на еден правилен 360-аголник F со центар O е запишан по
еден природен број помал или еднаков на 180, така што збирот на сите
запишани броеви е непарен. Докажи, дека може да се најдат две темиња A и
B на F такви што разликата на запишаните броеви во нив е еднаква на
мерката на AOB изразена во степени.
Решение. За секое теме A на F нека 'A е она теме на F за кое мерката на

AOB изразена во степени е еднаква на бројот запишан во A и AOB е
позитивно ориентиран. За секое теме A да нацртаме стрелка насочена од A
кон 'A .
Ако две од овие стрелки покажуваат едно исто теме на F , тогаш нивните
почетни темиња формираат пар од видот кој се бара во задачата.
Нека претпоставиме дека таков пар не постои. Тогаш, бидејќи од секое теме
излегува точно една стрелка, добиваме дека во секое теме треба да влегува точ-
но една стрелка. Според тоа, стрелките формираат неколку независни циклуси.
Бидејќи секој таков циклус извршува цел број пати обиколувања околу O ,
збирот, изразен во степени, на мерките на стрелките кои учествуваат во цик-
лусот е делив со 360. Оттука следува дека збирот, изразен во степени, на сите
стрелки – кој се совпаѓа со збирот на сите запишани броеви – ќе биде делив
со 360, што противречи на условот дека збирот на сите запишани броеви е
непарен.

43. На тркалезна маса седат n , 3n  луѓе. Секоја минута еден пар соседи ги
менува своите места. Кое е најмалото време за кое сите луѓе ќе седат во
спротивна насока, (левиот сосед на секој човек ќе стане десен и обратно)?
Решение. Со nt да го означиме најмалото време изразено во минути. Ќе до-
кажеме дека за 4n  важи

( 1, 2),..., ( 1, )n n n 

( 2,3),..., ( 2, )n n n 

(1, ),..., ( 2, )n n n

( ,1)n

2( 1) 1 1n n n n    



Р. Малчески

362

1
1 2[ ]n

n nt t 
  (1)

каде со [а] е означен целиот дел од бројот a . Да земеме дека луѓето се
наоѓаат во темиња на правилен n  аголник. Тогаш новиот распоред може да
се добие со симетрија во однос на некоја оска. Нека A е еден од луѓето кои
се најоддалечени од оската, а B е човекот симетричен на него. Најкусиот пат
од A до B по страните на многуаголникот (полната линија на цртеж 1)
содржи 1

2[ ]nk  страни, па затоа A за да дојде на местото на B мора да

помине најмалку k страни, т.е. треба да имаме најмалку k менувања на
местата. Но при овие менувања на местата распоредот
на останатите луѓе не се менува, па затоа за да се
постигне целта треба да се направат уште 1nt  менува-
ње на местата, што значи дека точна е оценката (1).
Бидејќи 3 1t  , (цртеж 2), од оценката (1) наоѓаме

23 2 1
2 2 21 [ ] ... [ ] 2(1 2 ... ( 1))k

kt k k k           (2)

23 2 1 2
2 1 2 2 21 [ ] ... [ ] [ ]k k

kt k
       (3)

Ќе докажеме дека најдените броеви на менување на
местата на соседите се и доволни, т.е. дека во (2) и (3)
знакот  може да се замени со знакот  . Да ги нуме-
рираме луѓето со броевите од 1 до n и да ги поделиме
во две групи, од првиот до k  тиот и од ( 1)k   тиот до
n  тиот човек. За да го смениме редоследот во првата
група првиот човек ќе го смени местото со вториот, па
со третиот, итн. со k  тиот; потоа вториот човек ќе го
смени местото со третиот, па со четвртиот итн со k 
тиот, итн (цртеж 3). На тој начин имаме

2( 1)
2 2( 1) ( 2) ... 2 1 k k k kk k         

менување на местата. Аналогно за да останатите n k

луѓе го променат редоследот на седење ќе имаме ( )( 1)
2

n k n k   менување на

местата. Сега за 2n k , односно 2 1n k  , т.е. 1
2[ ]nk  , добиваме дека се

потребни 2k k , односно 2k менувања на местата.

44. Кејптаунската банка издава монети со вредност 1
n

за секој природен број n.

Ако имаме конечно многу такви монети (не задолжително со различни вред-
ности) со вкупна вредност не поголема од 1

299  , докажи дека можеме да ги
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распоредиме во најмногу 100 групи тако што вкупната вредност на монетите
во секоја група не е поголема од 1.
Решение. Ќе докажеме дека, ако вкупната вредност на монетите е 1

2n  за

некој n , тогаш монетите можеме да ги распоредиме во n групи во секоја
од кои сумата не е поголема од 1. Монетите со вредност 1 се групи сами за
себе, па можеме да сметаме дека такви монети нема. Понатаму, ако имаме

1d  монети со вредност 1
k

, каде |d k , тогаш можеме да ги замениме со

една монета со вредност 1
e

за k
d

e  . На овој начин можеме да претпоставиме

дека:
(1) монета со вредност 1

2 1k , k  се појавува најмногу 2 2k  пати, и

(2) монета со вредност 1
2k

, k  се појавува најмногу еднаш.

За 1,...,k n , во k  тата група ги ставаме сите монети со вредност 1
2 1k и

1
2k

и вкупната сума во оваа група не е поголема од 2 2 1
2 1 2 1k

k k

   . Преостана-

тите монети, кои се со вредности помали од 1
2n

, ќе ги распоредуваме една по

една. Да земеме една од овие монети. Барем во една група сумата не е по-
голема од 1 1 1

2 2( ) 1
n n

n    , па оваа монета ќе ја ставиме во таа група. На овој

начин ја завршуваме поделбата.
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25. МЕРЕЊА

1. Марко има 100 јаболки со вкупна маса од 10kg , такви што масата на секоја
јаболка не е помала од 25g . Марко треба да ги расече јаболките на делови и
да ги подели на 100 гости, така што секој гостин да добие по 100g . Докажи,
дека Марко може да го направи расекувањето така што секое парче да има
најмалку 25g .
Решение. Сите тежини во решението се во грамови. За едно парче јаболко
(или цело јаболко) ќе велиме дека е големо, ако неговата маса е најмалку
25g . Со индукција по n ќе докажеме дека секогаш е можно да поделиме n

големи јаболки со вкупна маса 100n подеднакво на n лица.
Случајот 1n  е очигледен. Нека 1n  и да ги разгледаме двете најголеми
јаболки со маси a и b , a b . Да забележиме дека 200a b  (во спротивно

просечната маса на јаболките е помала од 200
2 100 и нема да имаме вкупна

маса 100n ). Да ги замениме овие две јаболки со едно јаболко со вкупна маса
100 100c a b    . Согласно индуктивната претпоставка добиениот „ком-

плет“ јаболки може да се раздели на големи парчиња и да се подели подед-
накво на 1n  лица. Ако во таа поделба има парче со маса поголема од 50, да
го расечеме на две големи парчиња и по оваа постапка да сметаме дека
јаболките се расечени на парчиња со маси 1 2, ,..., kc c c чии маси се помали

или еднакви на 50. Да означиме 1 2 ...d ds c c c    , за 1,2,...,d k и да ста-

виме 0 0s  .
Сега да го разгледаме почетниот комплет јаболки. Да ги расечеме сите јаболки
без a и b како во новиот комплет. За забележиме дека 200

2 100a   . Со t да

го означиме минималниот индекс за кој 75ta s  и од a да отсечеме пар-

чиња 1 2, ,..., tc c c , а од b последователно отсекуваме парчиња 1 2, ,...t tc c 

Бидејќи 1 75ta s   , заклучуваме дека од a останало парче ' ta a s  

1( )t ta s c  за кое важи 75 75 25ta c    . Од b останало парче 'b за

кое важи ' ' 100a b a b c     , па затоа 25 ' 75b  . Сега 'a и 'b можеме
да ги дадеме на еден човек и останатите парчиња да ги распределиме како во
новиот комплет.

2. Дадени се n тегови со маси природни броеви 1 2 ... nw w w   . Едно такво
множество од тегови се нарекува комплетно, ако секој природен број, кој е
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помал од 1 2 ... nw w w   , може да се претстави како збир од неколку од
дадените маси. Докажи, дека ако од комплетно множество се отстрани нај-
големата мада, тогаш останатите маси повторно формираат комплетно мно-
жество.
Решение. Ќе ја користиме ознаката 1 2{ , ,..., }nw w w a , ако бројот a може

да се претстави како збир на некои од броевите 1 2, ,..., nw w w . Притоа ќе ве-

лиме дека 1 2{ , ,..., }nw w w го генерира бројот a . Ќе докажеме дека 1 2{ , ,w w

..., }nw е комплетно множество ако и само ако

1 1 11, ... 1,i iw w w w      за секој {2,3,..., }i n . (1)

Ако 1 1w  или 1 1... 1i iw w w     , за некој {2,3,..., }i n , тогаш соодветно

масите 1 или 1 1... 1iw w    не може да бидат генерирани од множеството

1 2{ , ,..., }nw w w .

Обратно, нека претпоставиме дека 1 2, ,..., nw w w го задоволуваат условот (1).
Со индукција ќе докажеме дека овие броеви формираат комплетно множест-
во. За 1n  тврдењето е точно и нека претпоставиме, дека тоа е точно за

1n  .
Бидејќи 1 2, ,..., nw w w го задоволуваат условот (1), добиваме дека броевите

1 2 1, ,..., nw w w  исто така го задоволуваат условот (1). Затоа за секој

1 2 1... nW w w w     важи 1 2 1{ , ,..., }nw w w W  . Ако

1 2 1 1 2 1... ...n n nw w w W w w w w         

тогаш

1 2 1...n nW w w w w      .

За nW w е јасно, дека 1 2{ , ,..., }nw w w W , а ако nW w , тогаш од

1 2 11 ...n nW w w w w       следува дека 1 2 1{ , ,..., }n nw w w W w   , па за-

тоа 1 2 1{ , ,..., , }n nw w w w W  .
Конечно, од претходно изнесеното следува тврдењето на задачата.

3. Дадени сe n торби и во секоја торба има по 100 монети. Во една од торбите
секоја монета е со маса 9 грама, а во останатите 1n  торби секоја монета е
со маса 10 грама. Располагаме со вага која покажува маси до 1 килограм.
Определи го најмалиот можен број мерења, со кои може да се определи тор-
бата со полесните монети.
Решение. Со ( )f k да го означиме максималниот број торби, за кои k мерења

се доволни. Јасно, функцијата ( )f k е моното растечка.

Ќе докажеме, дека 1(1) 4f  . Ако 14n  , на вагата поставуваме по –1i мо-

нета от i-тата торба за 1, 2,...,14i  . Тогаш ќе биде покажана маса 910 k и
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тоа ќе значи дека торбата со полесните монети е 1k  -вата. Според тоа,
(1) 14f  . Нека имаме некој број на торби и право на едно мерење. Нека ia е

бројот на торбите, од кои сме зеле по i монети. Тогаш

1 22 100ma a ma   ... , (1)

каде 1ia  за секој 0i  , бидејќи ако земеме еднаков број монети од две
различни торби и една од тие торби е со полесните монети, нема да можеме
да направиме разлика меѓу тие торби. Треба дa најдеме максимум на бројот

на торбите
0

m

i
i

a

 . Ова се постигнува, кога прво се ќе се најде максимум на

0a , потоа на 1a итн. Имајќи го предвид неравенството (1) добиваме дека

максимумом е 14, т.е. 1(1) 4f  .

Во вториот чекор ќе докажеме, дека (2) 60f  . Неравенството (1) одново е

исполнето и од 1(1) 4f  следува, дека 14ia  за секој 0i  . Сега максиму-

мот на
0

m

i
i

a

 се добива за 0 1 2 3 14a a a a    и 4 4a  , од каде наоѓаме

4 14(2 4 60)f     .

На сличен начин се докажува, дека 4(3) 1 0f  . На крајот, ако 3k  , тогаш

бидејќи 100ia  треба да имаме 0 ( 1)a f k  и добиваме максимум кога

0 ( 1)a f k  и 1 100a  . Според тоа, 1 1( ) 0( ) 0f k f k   , што заедно со

најдените (1), (2)f f и (3)f , ја определува функцијата ( )f k .

4. Дадени се N тегови такви што односот на масите на секои два тега е помал
или еднаков на 1,25. Петар ги разделил теговите на 10 групи со еднакви маси,
а Васил на ги разделил теговите на 11 групи со еднакви маси. Определи ја
најмалата можна вредност на N .
Решение. Нека имаме 20 тегови од 5kg и 30 тегови од 4kg . Петар може да

ги подели сите тегови на 10 групи, во секоја од која има по два тега од 5kg и

три тега од 4kg , а Васил може да ги подели на пет групи од 4 тегови со маси

5kg и шест групи од 4 тегови со маси 4kg . Според тоа, 50N  е можна
вредност.
Нека претпоставиме дека 50N  е можна вредност. Тогаш во една од гру-
пите на Петар и во една од групите на Васил има најмногу 4 тегови. Ќе ја
докажеме следнава лема.
Лема. Нека две групи од k и l тегови ( k l ) имаат еднакви маси. Тогаш

4k  . За 4k  следува 5l  и во секоја од групите масите се еднакви.
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Доказ. Нека во групата со l тегови најмалиот тег има маса m . Тогаш масата
на таа група е поголема или еднаква на lm и како 1l k  добиваме

( 1)lm k m  . Од друга страна, масата на втората група е помала или еднаква

на 1,25km , па затоа ( 1) 1, 25k m km  , т.е. 4k  . Ако 4k  , тогаш горните

неравенства се равенства, па затоа 1 5l k   и во групата со 5 тегови сите
тегови имаат маси 4m x , а во групата со 4 тегови сите тегови имаат маси
5x . Со тоа лемата е докажана. ■
Да се вратиме на задачата. Можни се два случаја.
Случај 1. Меѓу десетте групи на Петар има две со различен број на тегови.
Тогаш од лемата следува, дека некои од групите на Петар се состојат од 4
тегови со маси 5x , а останатите од 5 тегови со маси 4x . Според тоа,
вкупната маса на сите тегови е 200x . Последното не е можно, бидејќи 200 не
е делив со 11, а масата на секоја од 11-те групи на Васил е од видот

,px p .

Случај 2. Сите 10 групи на Петар имаат ист број на тегови. Тогаш 10 | N .
Ако меѓу 11-те групи на Васил има две со различен број на тегови, тогаш од
лемата следува, дека секоја од тие групи има најмалку 4 тегови. Значи,

44N  и бидејќи 10 | N , добиваме 50N  , што е противречност.

Ако сите 11 групи на Васил имаат ист број на тегови, тогаш 11| N , па затоа

110 | N , од каде следува дека 110N  , што повторно е противречност.

5. Нека n е природен број. Дадена е вага и n тегови со маси 0 1 12 ,2 ,..., 2n .
Сите n тегови се ставаат еден по друг на тасовите на вагата, односно во
секој од n  те чекори се избира еден од теговите, кој не се наоѓа на тасовите,
и се става или на левиот или на десниот тас. Притоа теговите се ставаат така
што во ниту еден момент десниот тас не е потежок од левиот. Определи го
бројот на начините на кои оваа постапка може да се реализира.
Решение. Прв начин. Нека nf е бројот на начините на поставувањата на n

тегови со опишаната постапка. Овие поставувања ќе ги наречеме добри.
Секое вакво поставување му соодветствува на изразот 1 2 ... nx x x   во кој

0 1 1
1 2{| |,| |,...,| |} {2 ,2 ,..., 2 }n

nx x x  и кој задоволува 1 2 ... 0kx x x    , за

1, 2,...,k n .
За распоредот на елементите и знакот на собирокот 1 има 2n можности,
при што за 1 1x   нема добри поставувања. Во секој друг случај, вредноста

на изразот 1 2 ... ix x x   е различна од нула за секои i , па затоа со изоста-
вување на собирокот 1 и делење со 2 се добива добро поставување за 1n 
тегови, а такви има 1nf  . Според тоа, 1(2 1)n nf n f   , што заедно со почет-
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ниот услов 1 1f  дава (2 1)!!nf n  .
Втор начин. Бројот на добрите поставувања на n тегови да го означиме со

na . Нека во првиот чекор се поставува тегот 2i . Теговите полесни од него

потоа може да се постават на било кој тас (бидејќи 0 12 ... 2 2i i   ). Чеко-

рите во кои овие тегови може да се постават може да ги избереме на 1( )n
i


начини, нивниот редослед на !i начини, а тасовите на 2i начини. Од друга
страна, во преостанатите потези потешките тегови може да се постават на

1n ia   начини, бидејќи полесните тегови не влијаат на исправноста на нив-
ното поставување. Според тоа,

1 1
1 0

0
2 !( ) , 1

n
i n

n i n i
i

a i a a



 


  . (1)

Ако означиме
2 !

n
n

a
n n

b  , рекурентната релација го добива обликот

1

0
2

n

n i
i

nb b



  ,

па имаме
1 2

1 1 1 1
0 0

2 2( 1) (2 1)
n n

n i n i n n n
i i

nb b b b b n b n b
 

   
 

         ,

т.е. 2 1
12

n
n nn

b b  , со почетен услов 0 1b  . Според тоа, (2 1)!!
(2 )!!
n

n n
b  , па затоа

(2 1)!! (2 1)!! (2 1)!!
(2 )!! (2 )!! (2 )!!2 ! 2 ! 2 4 ... (2 ) (2 )! (2 1)!!n n nn n

n n n n n
a n b n n n n           .

Забелешка. Наоѓањето на na од (1) може да се направи и на следниов начин.

Од 1
1( 1) ( ) ( )n n

kkk n 
   со замена во (1) добиваме

1
0 1

1 1
11

0
1 1

1
0

2 !( ) 2 !( )

2 ( 1)!( )

2 2 !( )

2 (2 1) .

n n
i n i n

n i n i n i n i
i i

n
nk

n n kk
k

n
k n

n k n k
k

n n n

a i a a i a

a k a

a n k a

a na n a

  
 




 




 



  

  

 

   

 





Сега, ако се земе предвид почетниот услов 0 1a  добиваме

1 2(2 1) (2 1)(2 3) ... (2 1)!!n n na n a n n a n         .

Трет начин. Нека nf е бројот на начините на поставувањата на n тегови со
опишаната постапка. Овие поставувања ќе ги наречеме добри.
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Да разгледаме добро поставување на теговите 0 1 12 ,2 ,..., 2n . Да ја разгледаме
истата низа на чекори без чекорот во кој ја поставуваме тежината 1. Бидејќи

1 2 1 1 2 12 2 2 ... 2 2 2 2 ... 2 1k k k k k            

оваа низа од чекори е добра за теговите 1 2 12 ,2 ,..., 2n . Бидејќи бројот на до-

брите низи за 1 2 12 ,2 ,..., 2n е еднаков на бројот на добрите низи за 0 12 ,2 ,...,
22n , тој број е еднаков на 1nf  .

Сега да ги разгледаме можните поставувања на тегот 1. Ако тој е поставен во
првиот чекор,тој треба да се постави на левиот тас. Ако е поставен во некој
од следните чекори, тој може да се постави на кој било тас (разликата меѓу
било кои два тега е најмалку 2). Според тоа,

1( ) (2 1) nf n n f   ,

и бидејќи (1) 1f  имаме

1 2(2 1) (2 1)(2 3) ... (2 1)!!n n nf n f n n f n         .

6. Меѓу 9k на изглед исти монети една е полесна од останатите. Дадени се три
ваги без тегови, едната од кои е неисправна (при секое мерење таа може
случајно да биде како точна, така и неточна). Како може со најмногу 3 1k 
мерења да се определи неисправната монета?
Решение. Неисправната монета да ја означиме со НМ. Ќе ја докажеме след-
нава лема.

Лема. Меѓу 9k монети со 3k мерења можеме или да ја определиме НМ, или
да најдеме три монети, една од кои е НМ. Во вториот случај можеме да нај-
деме и една исправна вага.
Доказ. Ќе користиме индукција по k .
Нека 1k  . Да ги распоредиме монетите во форма на 3 3 квадрат и да ги
нумерираме редовите и колоните од 1 до 3, а монетите со нивните коорди-
нати.
Ги мериме монетите од првиот и вториот ред на првата вага, а потоа моне-
тите од втората и третата колона на втората вага.
Да претпоставиме дека и двете ваги се во рамнотежа. Бидејќи барем една од
вагите е исправна, НМ е во третиот ред или третата колона. Со третото
мерење од третата вага ги споредуваме масите (3,1) (3,2) и (1,3) (2,3) .

Ако вагата е во рамнотежа, тогаш НМ е (3,3) , но не знаеме која вага е неис-

правна (зошто?). Нека една од тежините е помала, на пример (3,1) (3,2) , тоа
значи, дека резултатот од мерењето на третата вага противречи на резултатот
од мерењето на втората вага. Според тоа, првата вага е исправна и НМ е меѓу
монетите од третиот ред.
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Другите два случаи: една од првите две ваги не е во рамнотежа или и двете
не се во рамнотежа, се разгледуваат аналогни.

Нека тврдењето важи за 1k  и нека имаме 9k монети. Монетите да ги раз-
делиме во групи од по 9 монети и секоја од групите да ја наречеме нова
монета. Согласно индуктивната претпоставка со 3( 1) 3 3k k   мерења мо-
жеме или да ја најдеме неисправната нова монета или да најдеме исправна
вага и три нови монети, едната од кои е НМ.
Во првиот случај имаме 9 монети и трите ваги, па сега тврдењето следува од
базата на идндукцијата за 1k  .
Во вториот случај имаме исправна вага и 27 монети од кои едната е НМ. То-
гаш со три мерења, при што прво ги делиме монетите во групи од по 9 мо-
нети и вршиме споредување со кое ја наоѓаме групата во која е НМ, а потоа
таа група ја делиме во три групи од по 3 монети и вршиме споредување со
кое повторно ја наоѓаме групата во која е НМ, за на крај да споредиме две
монети со што ја наоѓаме НМ.
Конечно од принципот на математичка индукција следува точноста на ле-
мата. ■
Сега лесно можеме да ја решиме задачата. Да реализираме 3k мерења како
во лемата. Ако по овие мерења не сме ја откриле НМ, тогаш сме нашле ис-
правна вага и 3 монети меѓу кои е НМ. Јасно, со последното мерење ја нао-
ѓаме НМ.

7. Во 1n  сандаци се наоѓаат два вида златници: исправни и неисправни, кои
на изглед не се разликуваат. Во секој сандак се наоѓаат само златници од
едниот вид. Златниците од ист вид имаат еднаква маса, додека златниците од
различните видови имаат различна маса. Масата на исправниот златник е
позната. Определи го максималниот број мерења на дигитална вага со кои
може да се констатира кои сандаци содржат неисправни златници, како и
колкава е масата на неисправен златник.
(Од секој сандак можеме да земеме онолку златници колку што ни се по-
требни при мерењата.)
Решение. Ќе докажеме дека се доволни две мерења. Нека масите на исправ-
ниот и неисправниот златник ги означиме со x и y , соодветно и нека 1ia 

ако златниците во i  тиот сандак се неисправни, а 0ia  во спротивно.
Во првото мерење да земеме по еден златник од секој сандак. Тогаш

1
1 2 ... nx m

n x y
a a a


    , каде 1m е добиената маса. Нека претпоставиме дека

1nx m , бидејќи во спротивно нема неисправни златници. Во второто ме-

рење, за некој q , од i  тиот сандак земаме 1iq  златници. Ако е добиена

маса 2m , имаме
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1
2(1 ... )1

1 2 ...
nq q x mn

n x y
a a q a q

   
    .

Оттука добиваме
1 1

1 2 2

1 2 1

... (1 ... )
1 2 ...( , ,..., )

n n
n

n

a a q a q q q x m
n a a a nx m

f a a a
       

     .

Сакаме вредноста f еднозначно да ги определува 1 2, ,..., na a a . Значи, до-
волно е да докажеме дека постои природен број q таков што функцијата

:{0,1} \{(0,0,...,0)}nf  
е инјекција.
Нека 1 2( , ,..., )na a aa и 1 2( , ,..., )nb b bb . Равенството ( ) ( )f fa b е екви-
валентно на равенството

1 2
, 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0n n

n n n nP q a b b a q a b b a q a b b a q a b b a 
          a b

каде 1 2 1 2... 0 ...n na a a a b b b b          . Според тоа, ако функцијата

f не е инјекција, тогаш q е нула на полиномот

,
, {0,1} \{(0,0,...,0)

( ) ( )
n

P q P q


  a b
a b

.

Но, бидејќи ниту еден од полиномите , ( )P qa b не е идентично еднаков на 0,

постојат само конечно многу броеви q за кои ( ) 0P q  , па затоа може да се

избере q за кои функцијата f е инјекција.

Според тоа, за избраниот q во две мерења со помош на функцијата f може-

ме да ја определиме подредената n  торка 1 2( , ,..., )na a a , т.е. да ги определи-
ме сандаците со неисправни златници. Конечно, y го определуваме од ра-

венството 1

1 2 ... n

nx m
a a a

y x


    .

Дека се потребни најмалку две мерења следува од фактот, дека ако земеме ik

златници од i  тиот сандак, тогаш ја добиваме равенката

1 1 ... kx m
n n x y

k a k a 
   ,

каде 1 ... nk k k   , која во општ случај има повеќе решенија. На пример, две

нејзини решенија за 1 2( , ,..., , )na a a y се
1

(1,0,...,0, )kx m
k

x  и (0,...,0,1, )
n

kx m
k
 .

8. Нумизматичар има 100 на изглед еднакви монети. Тој знае дека 30 од нив се
вистински, а 70 се фалсификувани. Освен тоа знае дека сите вистински моне-
ти се со еднаква маса, а сите фалсификувани монети имаат различни маси и
секоја фалсификувана монета е потешка од секоја вистинска монета. Масите
на поединечните монети не му се познати. Нумизматичарот има вага со два
таса без тегови, на која може со едно мерење да спореди две групи со една-
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ков број монети. Определи го најмалиот број мерења со кој со помош на ва-
гата нумизматичарот може со сигурност да најде барем една вистинска мо-
нета.
Решение. Одговор:70.
Прво ќе докажеме дека 70 мерења се доволни. Да ги ставиме монетите на ед-
но купче. Во секое мерење избираме две монети од купчето и ги споредува-
ме. Ако масите им се еднакви, двете монети се вистински и сме ја нашле са-
каната монета. Ако не се еднакви, тогаш потешката монета е фалсификувана.
Ја отстрануваме потешката монета, а другата ја враќаме во купчето.
Во случај, кога рамнотежа на вагата не се достигнува во ниту едно од првите
70 мерења, по овие мерења сите 70 фалсификувани монети ќе бидат отстра-
нети и во купчето ќе останат сите 30 вистински монети и сме нашле вистин-
ска монета.
Останува да докажеме дека не постои алгоритам со кој можеме да најдеме
вистинска монета со најмногу 69 мерења. Да го допуштиме спротивното, т.е.
дека нумзматичарот знае таков алгоритам.

Нека масата на вистинска монета е 1002 , а масата на i  тата фалсификувана

монета е 1002 2i
im   (ваква претпоставка е допустлива, бидејќи само може

да му олесни на нумизматичарот).
Нека при некое мерење на вагата има по k монети на двете страни, од кои

0d  се фалсификувани и нека броевите на фалсификуваните монети се

1 2 ... di i i   . Тогаш на страната на која е најтешката фалсификувана мо-

нета имаме маса најмалку 1002 2 dik  , а вупната маса на другата страна не

надминува 1100 1 1002 (2 ... 2 ) 2 2 1d di ik k      , т.е. таа е помала. Според
тоа, при постоење на барем една фалсификувана монета вагата ќе превагне
на онаа страна на која е фалсификуваната монета со најголем број (маса).
Нека нумизматичарот работи според својот алгоритам. Ние ќе му ги сооп-
штуваме резултатите од мерењата и ќе задаваме маси im на некои монети,

при што по секое мерење зададените маси се од видот 70 69 70, ,..., im m m  за
некој i . Притоа, ако соодветните монети навистина ги имаат масите кои им
се зададени (а преостанатите маси се распределени произволно), тогаш ре-
зултатите од мерењата ќе бидат навистина такви какви што сме ги соопшти-
ле.
При првото мерење избираме произволна монета меѓу монетите кои се мерат,
на оваа монета и задаваме маса 70m и соопштуваме дека нејзината страна
превагнува. При секое следно мерење, ако на вагата има монета со веќе за-
дадена маса, ја избираме најголемата од сите зададени маси кои учествуваат
во мерењето и соопштуваме дека нејзината страна превагнува. Ако пак во
мерењето нема монета со зададена маса, повторно избираме произволна мо-
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нета меѓу мерените монети, на оваа монета и ја задаваме најголемата сè уште
незададена маса и соопштуваме дека нејзината страна претегнува. Лесно се
гледа дека сите наши постапки можеме да ги реализираме.
Откако нумизматичарот извршил најмногу 69 мерења, ние сме задале нај-
многу 69 маси. Според тоа, масата 1m не е зададена и може да и припаѓа на
било која монета, за која се уште нема зададена маса, а притоа сите резултати
од мерењата ќе останат такви какви што сме ги соопштили. Тоа значи дека во
овој момент нумизматичарот не може со сигурност да посочи вистинска мо-
нета.

9. Работник располага со контејнер и мала количка. Контејнерот може да со-
бере најмногу 1000kg , а количката најмногу 1 kg жито. Даден е конечен

број торби со жито, чија вкупна маса е поголема од 1001 kg , но масата на

секоја од нив не е поголема од 1 kg . Определи го максималното количество
жито кое може да биде натоварено заедно во контејнерот и количката, неза-
висно од масата на одделните торби.
Решение. Прво ќе докажеме дека може да се натоварат 1000kg . Почнуваме
со полнење на контејнерот и товараме на случаен начин се додека тоа е
можно. Да претпоставиме дека сме натовариле 1000 x kg . Тогаш 1x  и ни

преостанале торби со маса која е поголема од x , но не е поголема од 1 kg .
Според тоа, произволна торба од преостанатите натоварена на количката
обезбедува да се натоварат најмалку 1000kg .
Нека претпоставиме дека без разлика на масите на одделните торби може да
се натоварат 1000 d kg , каде 0d  е константа. Нека 0e  е таков што

2000e d и да разгледаме сет од еднакви торби, секоја од кои собира
0,5 e kg (може да сметаме дека 0,5e kg ). Тогаш количката може да
собере најмногу една торба, а контејнерот најмногу 1999 торби. Според тоа,
вкупната маса на натовареното жито не е поголема од

2000(0,5 ) 1000 2000 1000e e d     ,
што е противречност.
Конечно, од претходните разгледувања следува дека максималното коли-
чество жито кое може да биде натоварено заедно во контејнерот и количката,
независно од масата на одделните торби е 1000 kg .

10. Работник располага со две колички. Едната може да носи не повеќе од 8 kg ,

а другата не повеќе од 9 kg . Даден е конечен број торби со жито кои имаат

вкупна маса поголема од 17 kg , но масата на секоја од нив е не поголема од
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1 kg . Определи го максималното количество на жито кое може да биде нато-
варено заедно во двете колички, независно од масите на одделните торби.
Решение. Одговор: 15,3 kg . Прво ќе докажеме дека не може да се натовари

повеќе од 15,3 kg . Нека претпоставиме дека може да се натовари 15,3 d kg ,

каде 0d  е константа. Нека (0;0,1)e е таков што 17e d и да разгледаме

сет со еднакви торби секоја од кои има маса 0,9 e kg . Тогаш малата колич-
ка не може да собере повеќе од 8 торби, а големата не може да собере повеќе
од 9 торби. Според тоа, вкупната маса на натовареното жито не е поголема
од

17(0,9 ) 15,3 17 15,3e e d     ,
што е противречност.
Ќе докажеме дека може да натовариме најмалку 15,3 kg .

Лема. Меѓу конечен број торби со вкупна маса поголема од a kg (секоја тор-

ба има маса помала или еднаква на 1 kg ) можеме да избереме неколку така

што нивната вкупна маса е во интервалот 1[ , ]a
a

a a .

Доказ. Да ги подредиме торбите според масата во опаѓачки редослед и да ги
товараме по ред почнувајќи од торбата со најголема маса. Нека претпоста-
виме дека вкупната маса на првите k торби е помала од 1

a
a

a  , а по дода-

вање на следната торба таа станува поголема од a . Тогаш k a и ( 1)k  

вата торба има маса поголема од 1
a

a . Според тоа, вкупната маса на првите

k торби е поголема од
2

1 1 1
ka a a

a a a
a     , што е противречност. ■

Да претпоставиме дека можеме да избереме неколку торби со вкупна маса
меѓу 7,2 и 8 kg . Овие торби ќе ги натовариме на малата количка. Потоа меѓу

преостанатите торби (чија вкупна маса е поголема од 19 8 9 kg  ), согласно

лемата, можеме да избереме неколку со вкупна маса меѓу 8,1 и 9 kg , кои ќе
ги натовариме на големата количка. На овој начин имаме натоварено нај-
малку 15,3 kg .
Аналогно, ако можеме да избереме неколку торби со вкупна маса меѓу 8,2 и
9 kg , нив го товариме на големата количка, а меѓу преостанатите торби,

согласно лемата, можеме да избереме неколку со вкупна маса 7,1 и 8 kg , кои

ќе ги натовариме на малата количка, и одново имаме најмалку 15,3 kg .
Ќе докажеме дека секогаш можеме да избереме торби со вкупна маса во еден
од интервалите [7,2;8] или [8,2;9] . Нека го претпоставиме спротивното. Би-
дејќи согласно лемата постои множество S од торби со вкупна маса во
интервалот [8,1;9] , заклучуваме дека S всушност има маса во интервалот
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[8,1;8, 2) . Ако S има , 0k k  торби со маса помала од 0,8, тогаш ги отстра-
нуваме една по една.
Бидејќи не можеме да го прескокнеме интервалот [7,2;8] , а по претпоставка
не можеме и да паднеме во него, во крајна мера ќе добиеме множество

1S S , во кое сите торби имаат маса најмалку 0,8 kg , а масата на отстра-

нетите торби е не поголема од 0,2 kg . Тогаш преостанатите големи торби се
со маса поголема или еднаква на 8,1 0, 2 7,9  и има најмалку 8 такви тор-
би. Секоја од овие торби има маса 0,9 kg (во спротивно ја отстрануваме од
S и добиваме противречност). Според тоа, можеме да земеме 8 од нив и да
добиеме вкупна маса во интервалот [7,2;8] .

11. Нека N е природен број. Дадено е множество тегови кое ги задоволува
следниве услови:
1) Секој тег од множеството има некоја од масите 1, 2,..., N ;
2) За секој {1,2,..., }i N постои тег со маса i .
3) Збирот на масите на сите тегови од даденото множество е парен број.
Докажи дека даденото множество тегови може да се разбие на две подмно-
жества кои имаат еднакви маси.
Решение. Нека 2S е збирот на масите на сите тегови. Нека T е најголем
збир на маси кој можеме да го добиеме во едната група, но таков што T S .
Ако T S , тогаш тврдењето е докажано. Нека T S . Нека A е група која
има збир на маси T , а нека B е групата која има збир на маси 2S T . Ако
некој тег со маса 1 се наоѓа во групата B , тогаш можеме да го префрлиме во
групата A , па тогаш групата A ќе има маса поголема од T која и понатаму
е помала или еднаква на S , што противречи на претпоставката дека T е
најголемиот збир на кој е помал или еднаков на S . Значи, сите тегови со
маси 1 се наоѓаат во групата A . Понатаму, ако некој тег со маса 2 се наоѓа во
групата B , тогаш овој тег го префрламе во A и еден од теговите со маса 1
од групата A го префрламе во групата B , и повторно групата A ќе има
маса поголема од T која е помала или еднаква на S , што е противречност.
Значи, сите тегови со маса 2 се наоѓаат во групата A . Продолжувајќи ја
постапката, после 1N  чекори, добиваме дека сите тегови со маса 1N  се
наоѓаат во групата A , па затоа во групата B се наоѓаат само тегови со маса
N . Ако сега тег со маса 1N  од групата A замениме со тег со маса N од
групата B , повторно групата A ќе има маса поголема од T која е помала
или еднаква на S , што е противречност со претпоставката дека T е најго-
лемиот збир на маси кој е помал или еднаков на S . Конечно, претпоставката
дека T S доведува до противречност, па затоа T S .
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12. Емилија и Весна го пребарувале таванот на дедо Марко и нашле вага и кутија
со тегови. Кога теговите ги распределиле по маси, констатирале дека има 5
различни групи тегови. Играјќи се со вагата и теговите, констатирале дека
ако на едната страна на вагата стават било кои два тега, тогаш е можно во
кутијата да се најдат други два тега такви што со нивно ставање на другата
страна на вагата, вагата е во рамнотежа.
Определи го најмалиот можен број тегови во кутијата.
Решение. Според условот на задачата, за секој пар тегови ( , )x y постои пар

тегови ( , )u v таков што x y u v   . Во овој случај ќе велиме дека парот

( , )u v го урамнотежува парот ( , )x y .

Нека , , , ,a b c d e се различни тежини на теговите од ова множество. Без
ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека a b c d e    .
Да го разгледаме парот ( , )a b . Бидејќи 2 2a a b b   и a b x y   за секои

x и y различни од a и b , заклучуваме дека овој пар го урамнотежува само

ист таков пар, т.е. парот ( , )a b . Затоа во множеството од сите тегови S мора

да има два тега со маса a и два тега со маса b .
Бидејќи во S постојат најмалку два тега со маса a , треба да го разгледаме
парот ( , )a a . Вкупната маса на овој пар е 2a a a  . Секој пар ( , ) ( , )x y a a

има поголем збир на маси од парот ( , )a a . Според претпоставката постои пар
тегови кој го урамнотежува, а тоа единствено е можно ако урамнотежу-
вачкиот пар е ( , )a a . Тоа значи дека имаме најмалку 4 тегови со маса a .

Сега да го разгледаме парот ( , )d e . Единствен пар кој го урамнотежува е ист

таков пар, што значи дека имаме 2 тега со маса d и 2 тега со маса e . Парот
( , )e e има најголема вкупна маса, па единствен пар кој го урамнотежува е ист
таков пар. Значи, имаме 4 тегови со маса e .
Според условот на задачата постои тег чија маса е поголема од b и е помала
од d . Масата на тој тег ја означивме со c .
Од досега изнесеното следува дека бројот на теговите не може да биде помал
од 4 2 1 2 4 13     . Ќе докажеме дека тоа е најмалиот број елементи на
множеството S . Последното може да го докажеме, ако конструираме мно-
жество S со 13 елементи кои го задоволуваат условот на задачата. Такво
множество се состои од 4 тегови со маса 1, 2 тега со маса 2, 1 тег со маса 3, 2
тега со маса 4 и 4 тегови со маса 5.

13. Разгледуваме комплет тегови, секој од кои има маса цел број грамови, а заед-
но имаат маса 200 g . Таков комплет го нарекуваме правилен, ако секој пред-
мет со целобројна маса од 1 до 200 грама може да се измери со определен
број тегови и тоа на единствен начин, при што предметот се поставува на
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едниот тас, а теговите на другиот тас и две мерења кои се разликуваат со
замена на неколку тегови со други, но со иста маса, ќе ги сметаме за еднакви.
а) Да се најде пример за правилен комплет во кој не сите тегови се по 1 g .
б) Колку различни правилни комплети постојат? (Два комплети се различни,
ако некој тег учетвува различен број пати).
Решение. Да разгледаме еден правилен комплет тегови. Нивните маси да ги
означиме со 1 2 ... na a a   , а бројот на теговите од соодветните маси со

1 2, ,..., nk k k . Јасно, јасно 1 1a  , бидејќи во спротивно масата од 1 g не би
можеле да ја измериме.
Ќе докажеме дека 2 1 1a k  . Навистина, ако 2 1 1a k  , тогаш масата 1 1k 

не може да се измери, а ако 2 1 1a k  , масата може да се измери на два
начини:
а) со еден тег од 2a грама,

б) со 2a тегови од по 1 грам.
Со индукција ќе покажеме дека

1 1( 1)i i ia k a   , за 2,3, 4,...i  . (1)
Ова равенство означува дека секој тег има 1 грам поголема маса од збирот на
масите на сите тегови полесни од него. Навистина,

1 1 1 1 1 1 1 2 2

1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 1 1

( 1) ( 1) ...
...
... 1

i i i i i i i i i i

i i i i

i i i i

a k a k a a k a k a

k a k a k a a

k a k a k a k a

        

   

   

       

    

     

За 2i  равенството (1) е докажано. Да претпоставиме дека

1 1( 1)q q qa k a   , за q i .

Значи, за секој тег до ( 1)i   от важи: секој тег има за 1 грам поголема маса
од збирот на сите тегови полесни од него. Значи, секоја маса од x грама каде

1 1 2 2 2 2 1 1 1 1... 1 ( 1)i i i i i ix k a k a k a k a k a            

може да се измери со тегови чија маса е помала или еднаква на 1ia  на един-

ствен начин (индуктивна претпоставка). Ако 1 1( 1)i i ia k a   , масата ia мо-
же да се измери на два начини. Еден начин според индуктивната претпостав-
ка со тегови со помала маса од масата ia , а еден со тег со маса ia , па затоа

1 1( 1)i i ia k a   . Но, масата 1 1( 1)i i ia k a   не може да се измери со маси

кои не се поголеми од 1ia  , и затоа 1 1( 1)i i ia k a   (според условот на
задачата). Сега, равенството (1) следува од принципот на математичка индук-
ција.
Бидејќи вкупната маса е 200 грама, наоѓаме

1 1 2 2 1 1 1 1201 ... 1 ( 1)n n n n n n nk a k a k a k a k a a            .
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Значи, 201 е еднаков на 1 1( 1)n nk a  , од каде наоѓаме дека 201 е делив со

1na  итн. Лесно се гледа дека 201 е делив со секој ia , за 1, 2,..., 1i n  .
Бидејќи 201 1 3 67   добиваме три различни правилни комплети:
1) 1na  , комплет од 200 тегови, секој по 1 грам;

2) 3na  , комплет од 2 тега по 1 грам и 66 тегови од по 3 грама;

3) 67na  , комплет од 66 тегови по еден грам и 2 тега по 67 грама.

14. Нека се 1 2, ,..., na a a по парови различни природни броеви и нека M е
множество кое се состои од 1n  природни броеви и не го содржи бројот

1 2 ... ns a a a    . Скакулец треба да направи n скокови надесно по број-
ната права, тргнувајќи од тoчката со координа 0. Притоа, должините на него-
вите скокови мора да бидат еднакви на броевите 1 2, ,..., na a a , во некој редос-
лед. Докажи, дека тој редослед може да се избере така што скакулецот нико-
гаш нема да скокне во точка чија координата е во множеството M .
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . За 1n  тврдењето
очигледно важи. Нека претпоставиме дека 2n  и дека тврдењето важи за
сите k n . Нека 1 2 ... na a a   и minm M . Можни се два случаја.

1) nm a . Ако na M , скакулецот го прави првиот скок со должина na .

Потоа, треба да направи скокови со должини 1 2 1, ,..., na a a  така што пре-

скокнува 2n  точки од множеството }\{M m , а тоа според индуктивната

претпоставка тоа може да го направи. Нека претпоставиме дека na M .

Паровите ( , )i i na a a за 1 1i n   се меѓусобно дисјунктни, па барем

еден од нив не содржи ниту еден елемент од множеството }\{ nM a (а не

го содржи ниту na ). Нека тоа е парот ( , )k k na a a . По два скока со дол-

жини ka и na редоследно, на скакулецот му останува да направи скокови

со должини 1 1 1 1,..., , ...,k k na a a a   така што ќе прескокне 3n  точки на

множеството }\{ , nM m a , што според индуктивната претпоставка повтор-
но може да го направи.

2) nm a . Според индуктивната претпоставка, скакулецот може првиот

скок да го направи со должина na и останатите скокови по некој редослед

1 1
 ,  . . . ,

ni ia a


така што ѓе ги заобиколи сите точки на множеството

}\{M m . Ако притоа не скокне и во точката m , доказот е завршен. Затоа

нека претпоставиме дека во k  тиот скок тој скокнува во точката m , т.е.

1 1...
kn i ia a a m    . Во овој случај, скакулецот со низата скокови

1 1 1,..., , ,  ,...,
k ki i n i na a a a a

  ги исполнува барањата на задачата. Навистина,
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и на овој начин скакулецот ги прескокнува точките на множеството
}\{M m , но ја прескокнува и точката m бидејќи

1 1
... ...

k ki i i i na a m a a a       .

Конечно, од претходните разгледувања следува дека тврдењето важи и за n ,
па од принципот на математичка индукција следува дека важи за секој при-
роден број.

15. Во земјата на математичарите избрале реален број 2  и во оптек пуштиле

монети со вредност 1 денар и k денари за секој природен број k . Притоа
бројот  бил избран така што сите вредности на монетите, без најмалата,
биле ирационални броеви. Дали може да се случи, секоја сума на пари од
природен број денари да се исплати со такви монети, при што секој вид
монета се користи не повеќе од 6 пати?

Решение. Ќе докажеме дека бројот 1 29
2   , кој е корен на равенката

2 7   го задоволува условот на задачата. Јасно, 2  . За секој при-

роден број m имаме (2 ) 29m
m ma b   , каде ma и mb се цели броеви

такви што 0m ma b  за непарно m и 0m ma b  за парно m . Во случајов,

бројот m е ирационален.
Останува да докажеме, дека за секој природен број n сумата од n денари
може да се исплати на саканиот начин. Да ги разледаме сите можности за
исплаќање на n денари со дадените монети (барем еден начин постои – со n

монети од по 1 денар). Меѓу сите можности на исплаќање да ја избереме
онаа, при која се користи најмал број монети.

Да претпоставиме, дека во тој момент некоја монета со вредност i , i е не-
негативен цел број се користи 7 и повеќе пати. Тогаш од дефиницијата на  ,

т.е. од 2 1 7i i i     следува, дека овие 7 монети со вредност i можеме

да ги замениме со две монети со вредности 2i  и 1i  . Притоа сумата оста-
нува иста, а вкупниот број монети се намалува за 5, што противречи на прет-
поставката дека сме искористиле најмал број монети.
Забелешка. Од условот следува дека сумата од 7 монети на саканиот начин

може да исплати само во видот 27    . Оттука следува единственоста на
бројот  .

16. Дадени се n еднакви топки, три од кои се радиоактивни. Располагаме со
уред, кој го определува количеството на радиоактивност. Притоа со едно
мерење на произволно множество топки може да се определи дали во него
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има 0, 1 или повеќе од 1 радиоактивни топки. Ако со ( )L n го означиме мини-
малниот број мерења, потребни за наоѓање на трите радиоактивни топки:
а) определи го (6)L ,

б) докажи, дека 5
2( ) [ ]nL n  .

Решение. а) Ќе докажеме дека 4 мерења се доволни. Топките да ги означиме
со 1, 2, 3, 4, 5, 6. И последователно да измериме {1, 2}, {1,3}, {1, 4} и {1,5} .
1) Ако при сите мерења има радиоактивност, тогаш 1 е радиоактивна (во

спротивен случај сите четири 2, 3, 4 и 5 се радиоактивни, што не е мож-
но). Ако во {1, }, 2,3, 4,5a a  има повеќе од една радиоактивна, тогаш a е
радиоактивна, а ако има само една тогаш a не е радиоактивна. Според
тоа, можеме да разбереме кои од 2, 3, 4, 5 се радиоактивни, па оттука
знаеме и за 6.

2) Ако при некое мерење нема радиоактивност, тогаш 1 не е радиоактивна.
Според тоа, можеме да определиме кои од 2, 3, 4, 5 се радиоактивни, па
оттука знаеме и за 6.

Нека претпоставиме дека (6) 3L  , т.е. можеме да сметаме дека 3 мерења се
доволни. Резултатите од секое мерење се три: нема радиоактивни топки, има
само една радиоактивна топка или има повеќе од една радиоактивна топка.

Според тоа, при две мерења имаме 23 9 можни резултати. При првото
мерење може да се изберат 1, 2, 3, 4, 5 или 6 топки. Јасно, меѓу секои 5 или 6
топки секогаш има повеќе од една радиоактивна топка, па така ова мерење не
дава никаква информација.
Нека првото мерење е на множество од , 4x x  топки. При 1x  и резултат
има една радиоактивна топка можностите за радиоактивните топки се 10

(меѓу останатите 5 топки има две радиоактивни и 5
2( ) 10 ), а во исто време

можните резултати од останатите две мерења се 23 9 . Аналогно, при прво-
то мерење на:
- две топки и одговор има една радиоактивна можностите се

2 4
1 2( )( ) 12 9  ,

- три топки и има повеќе од една радиоактивна можностите се
3 3 3
2 1 3( )( ) ( ) 10 9   ,

- четири топки и одговор има повеќе од една радиоактивна можностите се
4 2 4
2 1 3( )( ) ( ) 13 9   .

Според тоа, три мерења не се доволни и (6) 4L  .

б) Ќе докажеме дека 5
2[ ]n мерења се доволни за определувањена трите ра-

диоактивни топки, од каде ќе следува бараното неравенство. Нека 2n t e  ,
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каде {0,1}e . Сите топки да ги поделиме на t множества од по две топки
(кога 0e  ) или на 1t  множество од по две топки и едно множество со
една топка (кога 1e  ). И во двата случаи да ја провериме радиоактивноста
на 1t  множество со две топки. Во зависност од резултатите од тие мерења
за сите t множества имаме два случаја:
1) Наоѓаме едно множество со две радиоактивни топки и едно множество со

1 радиоактивна топка.
2) Наоѓаме три множества со по една радиоактивна топка.
И во двата случаја уште три мерења се доволни за наоѓање на радиоактив-
ните топки. Вкупниот број на мерење е 1 3 2t t    . Бидејќи

5 2 5 1
2 2 2[ ] [ ] 2 [ ] 2n t e et t         ,

добиваме 5
2( ) [ ]nL n  .
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26. ПАТИШТА

1. На цртежот десно е прикажана мрежа на патишта меѓу 14
градови. Дали може да се обиколат сите градови така што
секој град се посети точно еднаш?
Решение. Секое кругче претставува еден град, а соседни
градови се оние меѓу кои постои пат.  Кругчињата да ги
обоиме со црна и бела боја така што соседните градови се
обоени со различни бои, како што тоа е прикажано на долниот лев цртеж.

На овој начин осум градови се обоени со бела боја, а шест
се обоени со црна боја. При премин од еден град во нему
соседен град, се менува бојата на градот, бидејќи така ги
обоивме градовите. Ако постои пат по кој секој град ќе се
посети точно еднаш, тој пат би се состоел од седум бели и

седум црни кругчиња. Но, на мапата на патиштата постојат 8 бели и 6 црни
градови, па затоа бараната обиколка не е можна.
Забелешка. Горното боење на градовите не е можно за секоја мрежа на па-
тишта, но во нашиот случај тоа постои

2. Десет улици во еден град се паралелни една на друга, а другите десет ги
сечат под прав агол. Колку најмалку кривини може да има затворена марш-
рута која минува низ сите раскрсници на дваесетте улици?
Решение. Пример со 20 кривини е даден на цртежот
десно. Ќе докажеме дека не е можно да има помалку
од 20 кривини. Да разгледаме 10 улици со ист правец.
Ако маршрутата минува низ секоја, таа на секоја од
нив има најмалку 2 кривини и тврдењето е докажано.
Ако меѓу нив има улица по која маршрутата не мину-
ва, тогаш таа мора да минува низ сите 10 улици кои се
нормални на неа. Овие 10 улици се со ист правец, па
значи маршрутата на секоја од нив има најмалку по 2 кривини.

3. Дадена е правоаголна табла со димензии ,
каде , (види цртеж). Да ги разгледа-
ме сите патишта од до кои имаат должина

. Докажи, дека бројот на таквите патишта
кои поминуваат низ е пати поголем од оние
кои поминуваат низ .

n km k 
A C

m n
T k
S
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m n



Патишта

383

Решение. Од условот на задачата следува дека е бројот на хоризонталните и
е бројот на вертикалните придвижувања, при што важи . Секој пат

можеме да го кодираме со нули и единици, ставајќи 0 за хоризонтален чекор и
1 за вертикален чекор, па затоа вкупниот број на патишта од до кои

имаат должина е еднаков на . Аналогно, бројот на патиштата низ

е еднаков на , а бројот на патиштата низ е еднаков на .

Затоа .

4. Еден град има мрежа од m „хоризонтални“ и n „вертикални“ улици, при
што секои две соседни раскрсници се еднакво оддалечени. Определи ја нај-
малата должина која треба да се асфалтира така што од секоја раскрсница  до
секоја раскрсница може да се стигне по асфалтен пат.
Решение. Во градот има mn раскрсници. Де-
лот од улицата меѓу две соседни раскрсници
ќе го наречеме сокак. Ако тргнеме од една
раскрсница, за да поминеме низ секоја од ос-
танатите раскрсници, движејќи се по асфалтен
дел од мрежата, мора да асфалтираме најмал-
ку 1mn  сокак (до секоја следна раскрсница
стигнуваме по нов сокак). На цртежот е прикажана мрежа на која се
асфалтирани ( 1) 1 1m n m mn     сокаци, при што секои две раскрсници
се поврзани со асфалтен пат.

5. Во една држава постојат n , 2n  градови. Некои од нив се поврзани со
патишта. Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш
постои град со кој двата града се поврзани со директен пат. Определи го
најмалиот можен број патишта во државата.
Решение. Ќе докажеме дека во државата има најмалку 1n  пат.
Нека A е еден од градовите и нека од него поаѓаат k патишта. Ако 1k n  ,
тогаш нема што да се докажува. Нека 1k n  и нека A е директно поврзан
со градовите 1 2, ,..., kA A A , а не е поврзан со градовите 1 2 1, ,...,k k nA A A   . Но,

тогаш од секој од градовите 1 2 1, ,...,k k nA A A   постои барем еден пат до

некој од градовите 1 2, ,..., kA A A . Според тоа, во државата има најмалку

( 1 ) 1k n k n     пат.
Понатаму, ако фиксен град се поврзе со директен пат со секој од останатите

1n  градови, добиваме мрежа од 1n  пат која ги задоволува условите на
задачата.

m
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6. Во една држава има , 4n n  градови. Некои од нив се поврзани со патишта.
Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш постојат
најмалку два града кои со секој од двата неповрзани градови се поврзани со
директен пат. Определи го најмалиот можен број патишта во државата.
Решение. Ќе докажеме дека во државата има најмалку 2 4n  патишта.
Нека X е произволен град. Бројот на патиштата кои поаѓаат од градот X го
нарекуваме степен на градот X . Јасно степенот на секој град е поголем или
еднаков на 2. Можни се следниве случаи:
1) постои град со степен еднаков на 2,
2) не постои град со степен еднаков на 2, но постои град со степен еднаков

на 3 и
3) степенот на секој град е поголем или еднаков на 4.
Одделно ќе го разгледаме секој од овие случаи.
1) Нека градот A е поврзан само со градовите B и C . Според условот на

задачата, бидејќи секој друг град не е поврзан со A , тој мора да е поврзан
со B и C . Значи, во земјата постојат најмалку 2( 3) 2 2 4n n    па-
тишта.

2) Нека градот A е поврзан само со градовите , ,B C и D . Ако , ,A B C и D
се единствени градови во државата, тогаш бидејќи сите имаат степен 3, во
државата има 4 3

2 6 4 2 4 4      патишта. Нека во државата постои град

различен од градовите , ,A B C и D . Според условот на задачата, бидејќи
секој друг град не е поврзан со A тој мора да е поврзан со два од градо-
вите , ,B C и D . Според тоа, во земјата постојат најмалку 2( 4) 3n   

2 5n  патишта, при што се броени само патиштата од A кон , ,B C и D ,
и од другите градови кон , ,B C и D се броени само по два пата. Но
степенот на градот кој е различен од градовите , ,A B C и D е 3, па затоа
во државата постојат најмалку 2 5 1 2 4n n    патишта.

3) Во овој случај вкупниот број на патишта е поголем или еднаков на
4
2 2 2 4n n n    .

Останува уште да покажеме дека 2 4n  патишта се доволни за бараниот вид
поврзување. Ако фиксни два града A и B ги поврземе со секој друг град,
тогаш ваквата мрежа од 2( 2) 2 4n n   патишта ги задоволува условите на
задачата.

7. Во една држава има , 4n n  градови. Некои од нив се поврзани со патишта.
Познато е дека за секои два града постои град кој со секој од двата града е
поврзан со директен пат. Определи го најмалиот можен број патишта во
државата.
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Решение. Ќе докажеме дека 21 [ ]nn   патишта се доволни за бараниот вид

поврзување.
Нека 2 1, 2n k k   . Избираме град A и го поврзуваме со сите други градо-

ви. Останатите 2k градови ги делиме во k парови и ги поврзуваме градови-

те од секој пар. Ваквата патна мрежа има 23 1 [ ]nk n   патишта и ги задово-

лува условите на задачата.
Нека 2 , 2n k k  . Избираме град A и го поврзуваме со сите други градови.

Останатите 2 1k  градови ги делиме во 2k  парови и една тројка градови
, ,B C D . Ги поврзуваме градовите од секој пар и го поврзуваме градот B со

градовите C и D . Ваквата патна мрежа има 2 1 2 2k k     21 [ ]nn   и

ги задоволува условите на задачата.
Ќе докажеме дека се потребни најмалку 21 [ ]nn   патишта. Јасно, секој пат

има степен (број на патишта кои што поаѓаат од него) поголем или еднаков
на 2. Ако степенот на секој град е најмалку 3, тогаш бројот на патиштата е
поголем или еднаков на 3

2
n . Бидејќи 3

2 2 21 [ ] 1n n nn n      , следува дека се

потребни најмалку 21 [ ]nn   патишта.

Нека постои град A со степен 2, кој е поврзан само со градовите B и C . За
градовите A и B постои град кој е поврзан и со двата града, па како A е
поврзан само уште со C , добиваме дека B и C се поврзани. Со M да го
означиме множеството од преостанатите 3n  градови. За градот X од M и
градот A постои град кој е поврзан и со X и со A , што значи дека X е
поврзан со еден од градовите B или C . Значи, во државата има најмалку
3 3n n   патишта, при што се броеви само патиштата меѓу градовите

, ,A B C и од градовите од M кон градовите B и C . Но степенот на секој
град е најмалку 2, па затоа од секој град на множеството M поаѓа најмалку
уште по еден пат, што значи дека во државата има најмалку уште 2[ ] 1n 

патишта, што значи дека вкупниот број патишта е поголем или еднаков на

21 [ ]nn   .

8. Некои парови на множество од n точки 1 2, ,..., nA A A ( 4n  ) се меѓусебно
поврзани со отсечки, така што секоја точка е поврзана со барем три од
дадените точки. Докажи дека постојат различни точки

1 2 2 1 2, ,..., { , ,..., }k nX X X A A A за некој 2k  така што точките iX и 1iX  се

поврзани за секој (1 2 )i i k  каде 2 1 1kX X  .

Решение. Да го разгледаме најдолгиот пат 1 2 ... mY Y Y со меѓусебно различни
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точки 1 2{ , ,..., }i nY A A A . Заради максималноста на патот, точката 1Y е по-

врзана само со точката 2Y и некои ,i jY Y , каде 2 i j n   . Меѓу индексите

2, ,i j , два се со иста парност: да ги означиме со , ( )k l k l . Тогаш

1 1 1...k k lY Y Y Y Y е кружен пат со парен број точки.

9. Некои од n градови се поврзани со авионски линии (сите линии се двона-
сочни). Постојат точно m линии. Нека е бројот на линиите кои тргнуваат

од градот i , за 1, 2,...,i n . Ако , за секој , докажи
дека важи

.

Определи ги сите вредности на за кои се достигнува знак за равенство.
Решение. Од условот на задачата следува , за секој ,

т.е. . Ако ги собереме овие неравенства и искористиме

дека добиваме

,

а знак за равенство важи ако и само ако за секој .

1) Нека , . Линии меѓу градовите и постојат ако и само

ако , тогаш важи , за секој .

2) Нека . Не може да важи за секој бидејќи тогаш ќе

важи . Затоа мора да важи за некој . Оттука

следува . Од друга страна, ако воспоставиме авиолинии меѓу
градовите 1 и и меѓу градовите и 2 1i  , за 1 1006,...,k

добиваме мрежа во која и .

Според тоа, знак за равенство важи ако , или и .

10. Човек се наоѓа во точката (1,1) во координатната рамнина и сака да најде

предмет кој се наоѓа во некоја точка ( , )a b , каде {1,2,..., }a m , {1,2,..., }b n

и после тоа да се врати во точката од која тргнал. Определи ја должината на
најкраткиот пат кој треба да го помине за да ја заврши работата, ако човекот
не знае во која од дадените точки се наоѓа предметот и може да се движи во
произволен правец.
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Решение. Човекот треба да ја посети се-
која точка ( , ), (1 , 1 )a b a m b n    , па
затоа барем mn пати мора да помине пат
со должина 1.
Ако, на пример, 2 | n , човекот може тоа да
го направи одејќи по пат со должина ед-
наква на mn (види цртеж).
Од друга страна, ако m и n се непарни,
тогаш при секој премин во соседна точка се менува парноста на збирот на
координатите на положбата. Бидејќи по непарен број чекори треба да се вра-
ти во почетната точка, заклучуваме дека барем во еден чекор треба да поми-
не во некоја несоседна точка и така да помине пат со должина најмалку 2 ,

па затоа вкупниот пат не е помал од 2 1mn   (види цртеж).

11. Во темето A на коцката 1 1 1 1ABCDA B C D стои мравка. Мравката патува 2015
минути, при што секоја минута поминува преку раб до соседно теме. Нека m
е бројот на патеките со кои мравката своето патување го завршува во темето
B , а n е бројот на патеките со кои таа своето патување го завршува во
темето 1C . Пресметај ја вредноста на изразот m n .

Решение. Нека km е бројот на патеките при кои после k минути мравката е
во B . Поради симетрија овој број е еднаков на бројот на патеките и до D и
до 1A . Нека kn е бројот на патеките при кои после k минути мравката е во

1C . Нека kp е бројот на патеките при кои после k минути мравката е во 1B .

Поради симетрија тој број е еднаков на бројот на патеките и до C и до 1D .

Нека kq е бројот на патеките при кои после k минути мравката е во A .
Имаме

1 1 1 12 , 3 , 2 , 3k k k k k k k k k km q p n p p n m q m         .
Според тоа,

1 1 2 3k k k k k k km n q p p q p       и

1 1 3 2k k k k k k kq p m n m m n       ,
па затоа

2015 2015 2014 2014 2013 2013

3 3 2 2 1 1 0 0

...
1.

m n m n q p m n
m n q p m n q p

       

        

12. Секои два града во една држава се поврзани со еднонасочен пат така што не
постои затворена маршрута. Дали е можно за поминувањето по секој пат да
се наплатува патарина (за различните патишта патарините може да се
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различни) така што за секои два града A и B патарина која се плаќа за
секоја маршрута, која почнува во A и завршува во B , да биде една иста?
Решение. Ако од секој град излегува барем еден пат, тогаш тргнувајќи од
произволен град ќе формираме затворена маршрута (бидејќи влегувајќи во
еден град секогаш можеме да излеземе по некој пат). Според тоа, има град од
кој не излегува ниту еден пат. Разгледувајќи ги останатите градови, со индук-
ција добиваме, дека градовите може да се наредат во низа 1 2, ,..., nA A A при

што патот меѓу секои два града е кон градот со поголем број. На патот i jA A ,

i j да ставиме патарина j i . Тогаш секоја маршрута меѓу два града pA и

qA за p q има цена q p , што значи дека одговорот на поставеното пра-

шање е позитивен.

13. Дадени се природни броеви M и N . Иван се наоѓа во точката (0, )N и се

движи со чекори до точката ( ,0)M , при што ги почитува следниве две пра-
вила:
1) Секој чекор е со должина 1 и е паралелен на некоја од координатните

оски.
2) За секоја точка ( , )x y на неговиот пат важи 0, 0x y  .
При секој чекор тој го запишува растојанието до оската која е паралелна на
тој чекор, при што ако чекорот го оддалечува од координатниот почеток, тој
тоа растојание го запишува со позитивен знак, а во спротивен случај го
запишува со негативен знак.
Докажи дека кога Иван ќе стигне во точката ( ,0)M , збирот на сите запишани
броеви ќе биде еднаков на нула.
Решение. Нека Иван прави k чекори и на i  тиот чекор преминал од точ-
ката 1 1( , )i ix y  во точката ( , )i ix y . Ако овој чекор е паралелен со x  оската,

тогаш 1i iy y  и запишаниот број е 1 1( )i i iy x x  . Ако чекорот е паралелен

со y  оската, тогаш 1i ix x  и запишаниот број е 1( )i i ix y y  . Според тоа,
независно од насоката, бројот кој се запишува е еднаков на

1 1 1( ) ( )i i i i i iy x x x y y     .
Значи, збирот на сите запишани броеви е

1 1 1 1 1
1 1

0 0

( ) ( ) ( )

0 0 0.

k k
i i i i i i i i i i

i i

k k

y x x x y y x y x y

x y x y M N

    
 

    

      

 

14. Во една земја има n градови, секои два града се поврзани со двонасочна же-
лезничка линија. Цените на билетите се еднакви во двете насоки за секои два
града, но се различни за секоја линија, која директно поврзува два града.
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Докажи, дека патник може да тргне од некој од градовите и последователно
да патува по 1n  линија, плаќајќи за секое патување помалку, отколку за
претходното. (Патникот има право да минува низ еден ист град повеќе пати.)
Решение. Возот кој директно поврзува два града ќе го наречеме експрес. Да
ги пуштиме експреси меѓу градовите еден по друг според цената на билетите
за соодветните линии во растечки редослед, т.е. прво да го пуштиме најев-
тиниот експрес, вториот е најефтин од останатите итн. Во секој момент во
секој град ќе го запишуваме максималниот број на експресите, со кои може
да се патува последователно, почнувајќи од тој град, така да цените на
патувањата монотоно се намалуваат.
Во почетниот момент сите броеви во градовите се еднакви на нула. Да раз-
гледаме дадем момент во кој пуштаме нов експрес, кој ги соединува градо-
вите A и B , во кои точно пред тоа соодветно биле запишани броевите a и
b . По пуштањето на новиот експрес во A ќе се појави број кој не е помал од

1b  (бидејќи новиот експрес е поскап од сите досегашни и тогаш со него
можеме да отидеме од A до B , а оттаму имаме маршрута со саканото свој-
ство со должина b ). Аналогно, во B ќе биде запишан број кој не е помал од

1a  . Тогаш збирот на броевите во A и B ќе се зголеми барем за 2, а бро-
евите во останатите градови нема да се намалат. Според тоа, збирот на сите
запишани броеви ќе се зголемува барем за 2.

Да ја разгледаме финалната ситуација, кога се пуштени сите ( 1)
2

n n експреси.

Тогаш збирот на броевите во градовите ќе биде барем ( 1)
22 ( 1)n n n n   . Спо-

ред тоа, барем во еден град ќе биде запишан број кој не е помал од 1n  , што
значи дека бараната маршрута за патникот постои.

15. Нека n е природен број и nS е множеството точки со целобројни координати

( , )x y такви што
1
2| | | |x y n   .

Низата различни точки 1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )l lx y x y x y од nS ја нарекуваме пат

ако за 2,3,...,i l растојанието меѓу точките ( , )i ix y и 1 1( , )i ix y  е еднакво

на 1, т.е. точките ( , )i ix y и 1 1( , )i ix y  се соседни во целобројната решетка.

Докажи дека точките на nS не може да се разбијат на помалку од n патишта

(разбивање на nS на m патишта е множество P од m непразни патишта

при што секоја точка од nS се користи точно еднаш во патиштата од P ).

Решение. Точките од nS да ги обоиме со црна и бела боја на следниов на-
чин:
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- ако 0y  , тогаш точката ( , )x y ја боиме во бело ако x y n  е парен
број, а во црно ако x y n  е непарен број,

- ако 0y  , тогаш точката ( , )x y ја боиме во бело ако x y n  е непарен
број, а во црно ако x y n  е парен број.

Парот последователни црни точки 1 1( , )i ix y  и ( , )i ix y во даден пат ќе го

нарекуваме црн пар. Нека претпоставиме, дека nS е разбиен на m патишта и

нека k е бројот на црните парови во сите патишта. Бидејќи во множеството

nS имаме точно n црни парови (тоа се паровите ( ,0)x и ( , 1)x  , за x 

1, 3,..., 3, 1n n n n      ), заклучуваме дека k n .
Да ги поделиме сите патишта низ црните парови. Добиваме разбивање на nS
на k m патишта. Во секој од овие патишта има најмногу по една црна
точка повеќе од белите точки. Според тоа, вкупниот број на црни точки е
поголем од вкупниот број на бели точки за најмногу k m . Од друга страна,
во направеното боење има 2n повеќе црни од бели точки (во секој ред на nS
има точно по една црна точка повеќе). Според тоа, 2n k m  и бидејќи
k n добиваме 2n k m n m    , па затоа n m .

16. Во едно кралство има N градови при што некои парови градови се поврзани
со двонасочни патишта кои не се сечат (градовите од таков пар ги нареку-
ваме соседни). Познато е дека од секој град може да се стигне до секој друг
град, но не е можно, тргнувајќи од некој град и движејќи се по различни
патишта, да се вратиме во тој град.
Во секој град кралот имал свој намесник. Кралот наредил реформа во која:
секој од N  те намесници на градовите станал намесник во некој од градови-
те, при што секои два намесници кои биле во соседни градови пред реформа-
та биле во соседни градови и по реформата. Докажи дека или во некој град
по реформата не се променил намесникот, или некој пар соседни градови си
ги замениле намесниците.
Решение. Ќе користиме индукција по N . Тврдењето е очигледно за 1N  и

2N  . Нека 1 е множеството градови од кои излегува еден пат, а  е
множеството од преостанатите градови. Знаеме дека, дека одејќи по различни
патишта од некој град (ако е можно), не можеме да стигнеме два пати во еден
ист град и така некогаш ќе стигнеме до град од 1 . Тоа покажува дека мно-

жеството 1 не е празно. Според тоа, кога 3N  множеството  не е празно
и има помалку од N елементи.
Да го наречеме значајност на даден намесник бројот на соседните градови на
неговиот град. Според условот значајноста на даден намесник не се намалува
по реформата. Во случајов, намесник на град од  , по реформата повторно е
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намесник на град од  , т.е. како резултат од реформата градовите од  си ги
размениле намесниците. Јасно е дека од секој град A може да се стигне
до секој друг град B , без да се минува низ град од 1 .
Според тоа, множеството од градовите  и реформата разгледана само на
нив ги задоволува условите на задачата. Останува да ја примениме
идуктивната претпоставка.

17. Во државата Северна Баксузија има 100 градови, некои од кои се поврзани со
патишта така што од секој град може да се стигне до секој друг град. Во
земјата има вкупно 1000 патишта. Владата на Северна Баксузија има намера
некои од патиштата (може и сите) да ги затвори така што од секој град
тргнуваат парен број патишта (и нулата е парен број). На колку начини
владата тоа може да го направи?
Решение. Ќе дозволиме патишта кои некој град го поврзуваат сам со себе,
како и парови градови кои се поврзани повеќе од еднаш. Да разгледаме пат s
кој ги поврзува градовите A и B . Да замислиме држава Јужна Баксузија со
99 градови и 999 патишта, која од Северна се разликува само во тоа што
градовите A и B се споени во еден, а патот s исчезнал (сите останати па-
тишта се сочувани). Да претпоставиме дека Јужна Баксузија, следејќи ја
Северна, има намера да реализира ист таков план. Доволно е да го искористи
планот на Северна Баксузија, бришејќи ги сите споменувања на планот s . Од
друга страна, секој план на Северна Баксузија може да се добие од планот на
Јужна Баксузија, со евентуален додаток на патот s се со цел за да од A и B
излегуваат парни броеви патишта. На овој начин имаме биекција меѓу пла-
новите на Северна и Јужна Баксузија.
Од претходните разгледувања следува дека со спојување на два града во еден
бројот на можни планови не се менува. Да ја примениме операцијата спо-
јување на два града во еден 99 пати. Ни останува еден град кој е поврзан сам
со себе со помош на 901 пат. Било кое подмножество патишта да укинеме
автоматски ќе важи условот за парност на патиштата. Според тоа, во овој
случај, а со самото тоа и во почетниот случај бројот на можните планови е

9012 .

18. Во една држава има повеќе од 7 градови. Докажи, дека не постои мрежа од
еднонасочни патишта со следниве својства:
1) меѓу секои два града постои точно еден директен пат,
2) за секои два града A и B постои точно еден град во кој директно може

да се стигне и од A и од B ,
3) за секои два града A и B постои точно еден град од кој директно може

да се стигне и во A и во B .
Решение. Нека претпоставиме дека меѓу градвите 1 2, ,..., , ( 7)nA A A n  по-
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стои мрежа еднонасочни патишта таква што се исполенти условите 1), 2) и
3). Да го означиме со i jA A патот со почеток во iA и крај во jA , а множе-

ството од сите патишта со P . За секој {1,2,..., }k n нека

{ | }k i k iB A A A P  и { | }k j j kC A A A P  .

Ако за некој i важи i kA B , тогаш од условот 3) следува дека постои точно

еден град jA таков што j iA A P и j kA A P , па за jA важи j kA C . Спо-

ред тоа, | | | |k kB C . На сличен начи, користејќи го условот 2) се докажува

дека | | | |k kB C . Според тоа, за секој {1,2,..., }k n важи | | | |k kB C . Од

условот 1) следува дека 1 | | | | 1 2 | |k k kn B C B     , т.е. n е непарен број.

Стваме 2 1, | | | |k kn r B C r    .
Нека

{( , ) | , , }k k i k jP i j i j A A P A A P    .

Од условот 3) следува дека за секој пар ( , ),i j i j постои точно еден број

{1,2,..., }k n таков што важи ( , ) ki j P . Значи, множествата 1 2 2 1, ,..., rP P P 

се дисјунктни по парови и според 1) важи

1 2 2 1 1 2 2 1| | | ... | | | | | ... | |r rP P P P P P P         .

Бидејќи | |kB r , т.е. од градот kA може директно да се стигне во r други

градови добиваме 2| | ( )r
kP  . Но, 2 1

2| | ( )rP  , па затоа

2 1
2 1 2 2 1 2( ) | | | | | | ... | | (2 1)( )r r

rP P P P r
       ,

од каде наоѓаме 3r  , т.е. 7n  , што противречи на претпоставката.
За држава со 7 градови може да се конструира мрежа која ги задоволува ус-
ловите на задачата. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.

19. Нека q е позитивен рационален број. Две мравки на почетокот се наоѓаат во

иста точка X во рамнината. Во n  тата минута ( 1, 2,...)n  секоја од нив из-
бира дали ќе се движи на север, исток, југ или запад, и притоа минува расто-

јание од nq метри. По цел број минути тие повторно се наоѓаат во иста точка
во рамнината (не задолжително во точката X ), а дотогаш изминатите патеки
не им се потполно идентични. Определи ги сите можни вредности на бројот
q .

Решение. Со na да го означиме збирот на x и y координатата на првата

мравка, а со nb збирот на координатите на втората мравка по n минути. Од

условот на задачата следува 1 1| | | | n
n n n na a b b q     , па затоа
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1

n i
n i

i
a q


  и

1

n i
n i

i
b q


 

за некои коефициенти , { 1,1}i i    . Ако мравките се сретнале по n минути,
тогаш

2 2
1

0 ( )n n i i
na b i

i
q P q  


  

при што коефициентите 2
i i  на полиномот ( )P q се целобројни и припаѓаат

на множеството { 1,0,1} . Според тоа, ако , ,a
bq a b  , тогаш |1, |1a b и

затоа 1q  . Вредноста 1q  очигледно е можна, на пример, ако првата
мравка оди на исток па на запад, а втората на север па на југ.
Втор начин. Ги разгледуваме позициите на мравките k и k по k чекори
во комплексната рамнина, сметајќи дека појдовната точка е координатниот
почеток и дека чекорите се паралелни на координатните оски. Знаеме дека

1
k

k k ka q    и 1
k

k k kb q    , каде , {1, 1, , }k ka b i i   . Ако n n 

за некој 0n  , тогаш

1
( ) 0

n k
k k

k
a b q


  , каде {0, 1 , 2 2 }k ka b i i      .

Да забележиме дека коефициентот k ka b секогаш е делив со 1 i во прсте-
нот [ ]i . Навистина

1 {0, 1, , 1 }k ka b
k ic i i

      .

Со скратување со 1 i добиваме
1

0
n k

k
k

c q


 . Без ограничување на општоста

можеме да сметаме дека 1, 0nc c  . Ако сега , ( , )a
bq a b  , тогаш 1|a c и

| nb c во [ ]i , што е можно само за 1a b  . Според тоа, 1q  .
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27. ПОЗНАНСТВА

1. Во група од 2 1n  луѓе ( n ), за секои n луѓе постои еден од човек од
преостанатите луѓе кој сите ги познава. Докажи дека во групата постои човек
кој ги познава сите членови на групата. (Познанството е симетрична рела-
ција.)
Решение. Да разгледаме максимална група G на луѓе кои меѓусебно се по-
знаваат. Ако G содржи помалку од 1n  човек, тогаш постои човек x кој
сите ги познава, па G може да се зголеми со човекот x , што противречи на
претпоставката дека G е максимална. Според тоа, најмалку 1n  човек
припаѓа на групата G .
Надвор од G има најмногу n луѓе, па постои човек y од G кој ги познава
сите овие луѓе. Овој човек y е во G , па затоа тој ги познава и сите луѓе кои
се во G . Значи, y ги познава сите луѓе во групата.

2. Докажи, дека во произволна група луѓе постојат најмалку двајца кои меѓу
членовите на таа група имаат еднаков број познаници. Познанството е симе-
трична релација, т.е. ако A го познава B , тогаш B го познава A .
Решение. Нека 1{ ,..., }nS a a е множество од n луѓе. За секој {0,1,...,i

1}n  со iA да го означиме подмножеството од S составено од оние луѓе ои
имаат i познаници. Ако постои човек кој нема ниту еден познаник, тогаш не
постои човек кој има 1n  познаник, што значи дека ако 0A   , тогаш

1nA    . Точно е и обратното тврдење, т.е. ако 1nA    , тогаш 0A   .

Според тоа, најмногу 1n  од множествата , 0,1,..., 1iA i n  се непразни.

Но, | |S n , па од принципот на Дирихле следува дека најмалку едно од тие
множества има барем два члена од S , што значи дека најмалку двајца меѓу
членовите на таа група имаат еднаков број познаници.

3. На еден натпревар секој натпреварувач има најмногу тројца познаници (поз-
нанството е симетрична релација). Докажи дека е можно натпреварувачите
да се распоредат во две простории така да секој натпреварувач има најмногу
еден познаник во просторијата во која е сместен.
Решение. Произволно да ги распоредиме  натпреварувачите во две просто-
рии. Со 1S да го означиме вкупниот број познанства во првата просторија, а

со 2S да го означиме вкупниот број познанства во втората просторија. Нека
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1 2S S S  (доколку два натпреварувачи рапоредени во иста просторија се
познаници, тоа познанство го броиме еднаш). Тогаш S е природен број. Да
претпоставиме дека ваквиот распоред не е задоволителен, т.е. дека постои
натпреварувач A така што во неговата просторија има барем двајца негови
познаници B и C .  Го префрламе A во другата просторија; да забележиме
дека со ова вредноста на S се намалува најмалку за 1. Во другата просторија
A има најмногу еден познаник. Според тоа, едниот од броевите 1S и 2S се

намалил најмалку за два, а другиот се зголемил најмногу за 1, па затоа S се
намалил најмалку за 1. Постапката ја продолжуваме се додека моменталниот
распоред не е поволен. Бидејќи S е природен број, можни се само конечно
многу вакви префрлања, по кои ќе стигнеме до поволен распоред, т.е. распо-
ред во кој натпреварувачите се распоредени во две простории така што секој
натпреварувач има најмногу еден познаник во просторијата во која се наоѓа.

4. Секој жител од градовите , ,A B C познава најмногу еден од жителите на друг
град. Ако
1) бројот на жителите на градот A е еднаков на 6000,
2) бројот на жителите на градот B кои имаат познаници во градот C е

помал или еднаков на 2000, и
3) во градовите B и C повеќе од половината жители немаат познаници во

градот A ,
докажи дека вкупниот број жители во градовите ,A B и C кои немаат по-
знаници во други градови е поголем од 1999.
Решение. Нека r е бројот на жителите во градовите , ,A B C кои немаат
познаници во други градови. Со , ,A B Ck k k да ги означиме бројот на жители

во градот , ,A B C , соодветно, со ABk бројот на жителите од градот A кои

имаат познаници во градот B , BCk и ACk го имаат истото значење и ABCk

нека е бројот на жителите од градот A кои имаат познаници во градовите B
и C . Тогаш

2 2 2 3
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ).
A B C AB BC AC ABC

A BC B AB C AC

r k k k k k k k

k k k k k k

      

     

Од условот на задачата следува
6000, 2000, 2 0, 2 0A BC B AB C ACk k k k k k      ,

па затоа
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 6000 2 2000 1999A BC B AB C ACr k k k k k k          .

5. Нека 1N mn n   , каде 3m  и 2n  се природни броеви. Докажи, дека
ако во група од N лица меѓу секои m постојат две лица кои се познаваат,
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тогаш постои лице кое познава барем n од преостанатите членови на група-
та. Дали тврдењето е точно за 1N mn n   ?
Решение. Од дадените N лица да избереме подгрупа со максимален број
лица така што во подгрупата не постојат две лица кои се познаваат. Јасно,
ако во групата има l лица, тогаш 1l m  . Освен тоа, од максималноста на l

следува дека со додавање на било кој од преостанатите членови на групата,
ќе имаме барем едно познанство. Според тоа, секое од преостанатите N l
лица познава најмалку едно од избраните l лица. Тогаш некое од избраните

l лица ќе има најмалку N l
l
 познати. Бидејќи

1
1 11 1 1 1N l N N

l l m m
n n

          ,

постои лице со најмалку n познати.
Нека ( 1)N mn n m n    и да разгледаме 1m  групи од по n лица, такви
што секои две лица од секоја група се познаваат и нема познати од различни
групи. Тогаш меѓу секои m лица има двајца кои припаѓаат на иста група, т.е.
двајца кои се познаваат. Од друга страна секој познава точно 1n  лице.
Според тоа, тврдењето не е точно ако 1N mn n   .

6. На устен испит учествуваат 100 студенти. Секој студент го испитува еден од
25 професори. Секој студент подкупил најмногу 15 професори. Докажи дека
може да се направи распоред на испрашувања така што ниту еден студент
нема да одговара кај професор кој го подкупил, а притоа ниту еден професор
нема да испрашува повеќе од 10 студенти.
Решение. Со индукција по k го докажуваме следното тврдење: Ако има n

студенти и m професори, при што секој студент заборавил да подкупи нај-
малку k професори, тогаш може да се направи распоред така што секој сту-
дент ќе одговара кај професор кој не го поткупил, а секој професор испра-
шува најмногу [ ]n

k
студенти.

За 1k  тврдењето е тривијално. Нека 1k  . Ако секој професор има нај-

многу [ ]n
k

студенти кои не го поткупиле, тогаш произволен распоред на ис-

питувачите ги задоволува условите. Нека претпоставиме дека некој професор
има повеќе од [ ]n

k
студенти кои смее да ги испрашува и да му ги доделиме

било кои [ ]n
k

од нив. Ни остануваат [ ]n
k

n  студенти и 1m  професор. Спо-

ред индуктивната претпоставка за нив може да се направи соодветен распо-
ред во кој ниту еден професор нема да испрашува повеќе од

[( [ ]) / ] [ ]n n
k k

n k 

студенти, со доказот е завршен.
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7. Докажи дека во множество од 2( )n
n луѓе, n , може да се најдат 1n  луѓе

кои меѓусебно сите се познават или 1n  луѓе кои меѓусебно сите не се поз-
наваат.

Решение. Ќе докажеме поопшто тврдење: Во множество од ( )p q
q
 луѓе,

,p q , може да се најдат 1p  луѓе кои сите меѓусебно се познаваат или
1q  луѓе кои сите меѓусебно не се познаваат. Тврдењето ќе го докажеме со

индукција по p q .
Ако 2p q  , тогаш 1p q  , па тврдењето важи.

Нека претпоставиме дека имаме ( )p q
q
 луѓе. Да избереме произволен човек

A . Можни се следниве случаи:

1) Ако A познава ( 1)
1( )p q

p
 
 луѓе, тогаш од индуктивната претпоставка сле-

дува дека меѓу познаниците на A може да се најдат p кои сите меѓусеб-
но се познаваат и кои заедно со A се бараните 1p  луѓе кои сите меѓу-
себно се познаваат, или 1q  луѓе кои сите меѓусебно не се познаваат.

2) Ако A не познава барем ( 1)( )p q
p
  луѓе, тогаш од индуктивната претпо-

ставка следува дека меѓу луѓето кои не го познават A може да се најдат
1p  луѓе кои сите меѓусебно не се познаваат или q луѓе кои сите меѓу-

себно не се познаваат, па овие луѓе заедно со A се 1q  луѓе кои сите
меѓусебно не се познаваат.

3) Случајот кога A познава најмногу ( 1)
1( ) 1p q

p
 
  луѓе и не познава нај-

многу ( 1)( ) 1p q
p
   луѓе не е можен, бидејќи

( 1) ( 1) ) )
1( ) 1 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1p q p q p q p q

p p pp
     
        .

8. Определи го најмалиот број 5n  за кој постои група од n лица, така што
секои две лица кои се познаваат немаат заеднички познаник, а секои две лица
кои не се познаваат имаат точно два заеднички познаници. (Ако A B и A
го познава B , тогаш и B го познава A .)
Решение. Нека A е фиксиран член на групата и 1 2, ,..., rA A A се познаниците

на A . Тогаш од условот на задачата следува дека меѓу лицата 1 2, ,..., rA A A не

постојат двајца кои се познаваат и за секои две лица iA и jA , 1 i j r  

постои точно едно лице ijA A кое се познава со двајцата. Освен тоа, не

постојат две од лицата ijA кои се познаваат меѓу себе, бидејќи во спротивно

ќе има член на групата кој има барем три заеднички познаници со A .
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Множеството членови ijA , 1 i j r   всушност е множеството од оние

лица кои не го познаваат A . Според тоа, 21 ( )rn r   , од каде наоѓаме

8 7 1
2

nr   . Добиениот израз за r не зависи од изборот на A , што значи

дека сите членови на групата имаат еднакв број познаници.
Од условот 5n  следува 3r  . Уште повеќе, бидејќи познаниците на 1,2A

се 1A , 2A и уште 2r  членови на множеството { | 3 }ijA i j r   треба да

биде исполнето неравенството 2
22 ( )rr   , па затоа 5r  и 16n  .

Ќе дадеме пример на група од 16 лица 1 2 5 1,2 1,3 4,5, , ,..., , , ,...,A A A A A A A во која

познанствата се меѓу следниве парови
1) ( , ), 1,2,...,5iA A i 

2) ( , )i ijA A , ( , ), 1 5j ijA A i j   ,

3) ( , ), 1 5,1 5, { , } { , }ij kmA A i j k m i j k m        .

Лесно се проверува дека оваа група ги има саканите својства, па затоа нај-
малиот број  е 16.

9. Во група од n лица постојат тројца познаници, секој од кои се познава со
повеќе од половината членови на групата. Определи го најмалиот број тројки
познаници во оваа група?
Решение. Тројцата познаници да ги означиме со ,A B и C .
Нека 2 1n k  . Во тој случај секој од ,A B и C има барем 1k  познаник,
т.е. 1k  од кои не се ,A B или C . Со T да го означиме множеството од
сите лица од групата без ,A B и C и нека , 0,1,2,3ia i  е бројот на лицата од

T кои имаат точно по i познаници меѓу ,A B и C . Тогаш 0 1 2 3a a a a   е

бројот на сите членови на T , т.е. 0 1 2 3 2 2a a a a k     . Од друга страна

1 2 32 3a a a  е бројот на познаниците на ,A B и C , т.е.

1 2 32 3 3 3a a a k    .
Оттука следува

1 2 3 0 1 2 3 2 3 2 33 3 2 3 ( ) 2 2 2 2k a a a a a a a a a k a a             

па затоа 2 32 1a a k   . Бидејќи секој познаник со двајцата од ,A B и C

формира тројка познаници, а секој познат со тројцата формира три тројки
познаници, добиваме дека бројот на тројките познаници е најмалку

2 3 2 32 1 3 1a a a a k      ,

што значи дека бројот на тројките познаници не е помал од k . Останува да
дадеме пример во кој бројот на тројките познаници е точно k . Нека во T не
постојат две лица кои се познаваат. Ако A познава точно 1k  лице од T ,
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B ги познава останатите 1k  лице од T , а C познава било кои 1k  лица
од T , тогаш само познаниците на C влегуваат во тројки познаници и вкуп-
ниот број на тројки е k .
Нека 2n k . Како и во случај кога n е непарен број, добиваме дека бројот
на тројките познаници е најмалку 1k  . Ако A и B имаат само еден заед-
нички познаник во T (тоа е можно бидејќи | | 2 3T k  , а познаниците на A

и B се по 1k  ), кој не е меѓу познаниците на C , тогаш имаме точно 1k 
тројки познаници.

10. На математички натпревар некои ученици се пријатели; ако A е пријател со
B, тогаш и B е пријател со A. Група ученици се нарекува дружина ако секои
два ученика во таа групи се пријатели. (Специјално, секоја група со помалку
од два ученика е дружина.) Бројот на учениците во една дружина се нарекува
големина на дружината.
На овој натпревар максималната големина на дружина е парен број. Докажи,
дека учениците може да се распоредат во две соби, така што максималната
големина на дружине во едната соба е еднаква на максималната големина на
дружина во другата соба.
Решение. На почетокот да ги сместиме сите ученици на една дружина со
максимална големина 2n во соба X. Овие ученици да ги наречеме П–уче-
ници. Преостанатите ученици ги сместуваме во соба Y. Нека се ( )d X и ( )d Y

максималните големини на дружините во собите X и Y во дадениот момент,
соодветно. Со префрлање на еден ученик од собата X во собата Y големината

( )d X се намалува за 1, а ( )d Y не се не менува или се зголемува за 1, па за-

тоа разликата ( ) ( )d X d Y се намалува за 1 или 2. Со повторување на оваа
постапка можеме да постигнеме оваа разлика да биде 0 (со што тврдењето на
задачата е докажано) или 1 (т.е. ( ) ( ) 1d Y d X  ).

Во натамошните разгледувања ќе земеме дека ( )d X l и ( ) 1d Y l  . Ги
разликуваме следниве случаи:
1) Ако во собата Y постои П–ученик кој не припаѓа на некоја од дружините

во Y со големина 1l  , тогаш по неговото префрлање во собата X остану-
ва ( ) 1d Y l  , но бројот ( )d X се зголемува за 1, со што се постигнува

( ) ( )d X d Y .

2) Нека претпоставиме дека секој од 2n l П–ученици во Y припаѓа на сите
дружини во Y со големина 1l  . Тогаш произволна дружина со големина

1l  во собата Y содржи 2n l П–ученици и
( ) ( )0 1 2 2 1l n l n l      

ученици кои не се П–ученици (да ги наречеме не-П–ученици). Бидејќи
( )2 1 0n l   , во секоја дружина со големина 1l  во Y постои не-П–уче-
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ник.
Сега да избереме некоја дружина во Y со големина 1l  и да префрлиме
еден не-П–ученик од неа во X. Оваа постапка ја повторуваме се додека
постојат дружини со големина 1l  во Y (нив ги има конечно многу). Би-
дејќи ( )d Y при секој ваков потег не се менува или се намалува за 1, во

еден момент ќе важи ( )d Y l . Доволно е да докажеме дека по оваа пос-

тапка останува ( )d X l .
Навистина, ако претпоставиме дека во X се формирала дружина со голе-
мина 1l  , тогаш сите ученици на таа дружине ги познаваат сите 2n l
П–ученици во Y (бидејќи сите се или П–ученици, или се префрлени од Y

каде биле во дружина со овие 2n l ученици), па нивната унија со овие
2n l ученици формира дружина со големина

1 2 2 1) ( ) 2(l n l n n      ,
што не е можно.

Конечно, од претходните разгледувања следува точноста на тврдењето на
задачата.

11. Во една група ученици се исполнети следниве услови:
- секој ученик познава најмногу N други ученици и
- за секој {1,2,..., }k N бројот на учениците кои имаат k познаници е ед-

наков на k .
Определи ги сите можни вредности на N . (Познанството е симетрична
релација, ако A го познава B , тогаш B го познава A .)
Решение. Бидејќи постои еден ученик кој има едно познанство, два ученика
со две познанства итн. N ученици со N познанства, заклучуваме дека во

групата има ( 1)
21 2 ... N NN     ученици. Понатаму, 2 2 21 2 ... N   е

парен број, бидејќи во овој број секое познанство се брои двапати (за секој

пар познаници по еднаш за секој ученик). Според тоа, бројот ( 1)(2 1)
6

N N N  е

парен, па затоа бројот ( 1)N N  е делив со 4. Но, броевите N и 1N  се
заемно прости, па затоа 4 , 1N q q  или 4 3, 0N q q   .
Ќе докажеме дека и во двата случаја постои група ученици кои ги задоволу-
ваат условите на задачата.

Нека 4 , 1N q q  и нека S е група од ( 1)
2

N N ученици кои меѓусебно не се

познаваат. Бидејќи ( 1)
21 2 ... N NN     , учениците можеме да ги поделиме

во N групи , 1, 2,...,iS i N така што групата iS има i ученици, 1, 2,...,i N .
Сите ученици кои се во иста група ги запознаваме меѓусебно. На овој начин за
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секој 1, 2,...,i N имаме група iS од i ученици секој од кои има по 1i 

познаници. Останува секој ученик да се запознае со точно еден ученик. Уче-
ниците ги делиме во две групи 1R и 2R на следниов начин:

1 1 2 3 1 3 2 4

2 1 2 2 2 1 2 2 3

( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... ).
q q q q

q q q q q q

R S S S S S S

R S S S S S S

 

   

       

       

Бројот на учениците во групата 2R е еднаков на 2 (3 1) ( 1)
2 4

q q N N  , што значи

дека тој е еднаков на бројот на учениците во групата 1R . Сега секој ученик

од групата 1R го запознаваме со различен ученик од групата 2R , со што
секој ученик добива точно уште по едно познанство.

Нека 4 3, 0N q q   и S е група од ( 1)
2

N N кои меѓусебно не се познаваат.

Постапуваме како во претходниот случај со тоа што групите 1R и 2R се
дефинираат со:

1 1 2 4 5 3 3 4 3 5 4 3

2 3 4 5 2 3 2 4 2 5 3 3

( ) ( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... ).
q q q q

q q q q q q

R S S S S S S S S

R S S S S S S S

   

     

         

        

12. За едно друштво луѓе ќе велиме дека е добро, ако неговите членови може да
се распоредат во неколку соби така што во секоја соба не постојат двајца кои
се познаваат, но да е можно да се избере по еден човек од секоја соба така
што секои двајца од избраните се познаваат. Едно друштво луѓе се нарекува
совршено, ако секое непразно множество од негови членови е добро друшт-
во.
Едно совршено друштво имало забава. Еден член на друштвото, Васко, го
довел својот другар Павле, кој не е од тоа друштво, и го запознал со сите
свои познати. Докажи дека новото друштво исто така е совршено.
Решение. За едно распоредување по соби на луѓето од друштвото ќе велиме
дека е правилно, ако го задоволува условот за добро друштво, т.е. никои
двајца од иста соба не се познаваат и може да се избере по еден човек од
секоја соба така што секои двајца од избраните се познаваат.
Ќе докажеме дека бројот на собите во правилно распоредување е константен
и тој е еднаков на бројот на најголемата група познаници. Нека најголемата
група познаници има n членови. Тогаш се потребни најмалку n соби, за да
нема двајца познаници во иста соба. Од друга страна, ако бројот на собите е
поголем од n , тогаш од условот следува дека можеме да избереме група која
повеќе од n познаници, што е противречност. Според тоа, бројот на собите е
точно n .
Се разбира, во друштвото може да има неколку групи познаници со максима-
лен број членови, но при правилно распоредување во секоја соба мора да има
точно по еден член од секоја максимална група познаници.
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Ќе докажеме дека друштвото останува добро и откако Павле ќе пристапи на
друштвото. Нека имаме правилно распоредување во n соби на оригиналното
друштво. Ќе разгледаме два случаја.
Случај 1. Васко припаѓа на група која има максимален број од n познаници.
Тогаш Павле се запознава со сите членови на групата и во новото друштво
групата со најголем број познаници брои 1n  човек. Сега едно правилно
распоредување е Павле да се смести сам во соба, а сите други да останат во
собите во кои претходно биле распоредени.
Случај 2. Васко не припаѓа на група која има максимален број од n позна-
ници. Да го отстраниме времено од друштвото Павле и сите кои се во една
соба со Васко (без самиот тој). Тогаш секоја максимална група губи по еден
член и во новото друштво максималната група има 1n  членови. Бидејќи
оригиналното друштво е совршено, за новото друштво постои правилно рас-
поредување (се разбира во 1n  соба). Сега додаваме нова соба во која ќе ги
сместиме сите времено отстранети (Павле и тие од собата на Васко). Новото
распоредување во n соби е правилно. Навистина во старите 1n  соба се е во
ред, а во новата соба Павле не познава никого (бидејќи таму сите се не-
познати за Васко), а никои двајца од другите не се познаваат, бидејќи пред
тоа биле во иста соба со Васко. На крајот, секоја максимална група има n

членови и тие се распоредени по еден во секоја од n  те соби (во спротивно
имаме противречност со правилното распоредување во 1n  соба или со
состојбата во собата на Павле).
Останува да докажеме дека секое подмножество на ннвото друштво исто
така е добро друштво. Ако тое е подмножество од оригиналното друштво,
тогаш нема што да докажуваме. Ако Павле е во тоа друштво, а Васко не е,
можеме да замислиме дека тие ги замениле местата и како познанствата не се
појавуваат и не исчезнуваат, исто така имаме ситуација како подменожество
од оригиналното друштво.
На крајот, а Васко и Павле се во подмножеството, тогаш времено го отстра-
нуваме Павле и добиваме совршено друштво. Сега го додаваме Павле кон тоа
друштво и можеме да ги повториме размислувањата како погоре.
Забелешка. Случајот 2 може да се докаже на следниов начин. Бидејќи Васко
не припаѓа на група која има максимален број познаници, неговата група има
најмногу 1n  членови кои се распоредени во n соби. Од принципот на
Дирихле следува дека постои најмалку една соба во која нема ниту еден член
од групата на Васко. Сега, Павле ќе го сместиме во ваква соба и бидејќи во
оваа соба нема ниту еден познаник на Васко, заклучуваме дека Павле нема да
се познава со ниту еден човек сместен во оваа соба, а било кои други двајца
меѓусебно не се познаваат. Јасно, ако на момент замислиме дека Павле не е
во собата во која е сместен, тогаш имаме добро распоредување на оригинал-
ното друштво, па затоа од секоја соба може да се избере по еден човек така



Познанства

403

што секои двајца од избраните се познаваат. Според тоа, новото друштво е
добро.

13. Македонската математичка олимпијада се одржува во две соби означени со
броеви 1 и 2. На почетокот сите натпреварувачи влегуваат во соба бр. 1.
Краен распоред на натпреварувачите по соби се добива на следниот начин:
листа со имиња на неколку од натпреварувачите се чита на глас; кога едно
име ќе биде прочитано, тој натпреварувач и сите негови познаници меѓу
останатите натпреварувачи ја менуваат просторијата во која моментално се
наоѓаат. Така на секоја листа  имиња соодветствува по еден краен распоред
на натпреварувачите по соби. Докажи дека вкупниот број на можни крајни
распореди не е еднаков на 2009. (Познанство меѓу натпреварувачи е си-
метрична релација).
Решение. Ќе покажеме дека вкупниот број можни крајни рапореди е парен,
па затоа не може да биде 2009. Доволно е да се покаже дека постои листа
имиња на некои од натпреварувачите со која сите натпреварувачи од соба бр.
1 се префрлаат во соба бр. 2. (ако ова важи тогаш за секој можен краен
распоред и обратниот распоред во кој секој натпреварувач е во другата соба е
можен, па имаме спарување на можните крајни рапореди) .
Тврдењето ќе го покажеме со индукција по n, каде n е бројот на натпрева-
рувачи.
За 1n  тврдењето очигледно важи.
Нека претпоставиме дека за n натпреварувачи тврдењето важи.
Да го разгледаме случајот со 1n  натпреварувачи: за секои n меѓу нив по-
стои листа имиња со која се префрлаат во соба бр. 2; доколку со некоја таква
листа и преостанатиот натпреварувач се префрла во соба бр. 2 тогаш тврде-
њето важи; затоа да претпоставиме дека за секој од ( 1n  )-те натпревару-
вачи постои т.н. негова добра листа со која преостанатите n се префрлаат во
соба бр. 2, а тој натпреварувач останува во соба бр. 1; ќе разгледаме два
случаи:
i) n е непарен; тогаш со големата листа составена од ваквите 1n  добри

листи сите натпреварувачи се префрлаат во соба бр. 2;
ii) n е парен; тогаш меѓу ( 1n  )-те натпреварувачи постои барем еден со

парен број на познаници меќу преостанатите; името на таков натпрева-
рувач ни е прво во новоформираната листа; по прочитувањето на тоа име
во собата бр. 2 има непарен број натпреварувачи, па ги додаваме нивните
добри листи; така е конструирана листа со која сите натпреварувачи од
соба бр. 1 се префрлаат во соба бр. 2.

Со тоа индуктивниот доказ е комплетиран.

14. Природните броеви .. и n се поголеми од 1 . Во една група од kn луѓе, секој

член на групата се познава со повеќе од ( 1)k n од преостанатите луѓе од
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групата. Дали постојат 1k  луѓе од групата кои попарно се познаваат меѓу
себе? (Да се докаже за било кои k и n кои ги поседуваат дадените својства).
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со математичка индукција. За 2k 
групата на луѓе има 2n членови. Било кој човек од групата се познава со
повеќе од (2 1) 1n n   членови на групата, па според тоа, постојат барем
двајца кои се познаваат меѓу себе. Секој од нив се познава со повеќе од n

членови на групата. Нека множеството на луќе со кои се познава едниот го
означиме со A а множеството луѓе со кои се познава другиот  го означиме со
B . Според тоа | |A n и | |B n . Користејќи ја формулата

| | | | | | | |A B A B A B     ,
добиваме

| | | | | | | | | | 2 | |A B A B A B n n A B n A B            .

Ако | | 0A B  , тогаш | | 2A B n  , што не е можно. Значи, | | 0A B  ,
односно A B   . Значи, постои барем еден член на групата кој припаѓа на
множеството A и кој припаѓа на множеството B . Значи, тој се познава и со
едниот и со другиот избран член на групата кои што ги избравме. Бидејќи
двата члена на групата ги избравме да се познаваат, добиваме дека тројцата
се познаваат меѓу себе. Според тоа тврдењето е точно за 2k  .
Нека тврдењето е точно за k m , односно во група во која има mn луѓе во
која сечкој човек од групата се познава со повеќе од ( 1)m n , постојат барем

1m  од нив кои попарно се познаваат меѓу себе.
За 1k m  , нека имаме група од ( 1)m n луѓе, во која секој од нив се поз-
нава со повеќе од mn луѓе од групата. Ќе избереме еден член на групата, кој
според претпоставката се познава со повеќе од mn членови на групата.
Значи, можеме да избереме точно mn членови од групата со кои тој се поз-
нава. Од новата група составена од mn членови секој од нив се познава со
повеќе од ( 1)m n од нив (од почетната група се отстранети најмногу 1n 

член со кои тој се познава, па според тоа тој се познава со не помалку од
( 1)mn n  член од избраната груп;а. Или од групата од mn членови кои се

избрани, секој од  нив се познава со повеќе од mn членив од почетната група
од ( 1)m n луѓе. Бидејќи се отстранети n членови од почетната група, тој се
познава со повеќе од mn n членови од избраната група). Значи, во избра-
ната група од mn членови на групата, секој од нив се познава со повеќе од
( 1)m n од нив. Според индуктивната претпоставка, постојат 1m  луѓе од
избраната група од mn луѓе кои попарно се познаваат. Тие заедно со на
почеток избраниот човек, формираат група од 2m  луѓе во која секои двајца
се познаваат.
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Според принципот на математичка индукција, тврдењето е точно, односно во
група од kn луѓе во која секој познава повеќе од ( 1)k n од преостанатите,

постојат 1k  член од групата така што било кои два од нив попарно се поз-
наваат.



Р. Малчески

406

28. ЗАДАЧИ СО ТУРНИРИ

1. На еден шаховски турнир учествувале n жени и 2n мажи и сите меѓусебно
одиграле по една партија при што ниту една партија не завршила нерешено.
Бројот на партии во кои победиле жените во однос на бројот на партии во
кои победиле мажите се однесува како 7 : 5 . Определи го n .

Решение. Бројот на партии меѓу две жени на турнирот е еднаков на ( 1)
2

n n а

бројот на партии кои се одиграле меѓу два мажи е еднаков на (2 1)n n  . Бро-

јот на партии кои се одиграле меѓу маж и жена е еднаков на 22 2n n n  . Ако
во меѓусебните партии меѓу маж и жена на турнирот жените извојувале x

победи, тогаш бројот на победи кои ги извојувале жените е ( 1)
2

n n x  а

бројот на победи кои ги извојувале мажите е еднаков на 2( 2 1) 2n n n x   .
Од условот на задачата имаме

( 1)
2

2
7
5(2 1) 2

n n x

n n n x

 

  
 ,

која што можеме да ја запишеме во облик 28 17 3x n n  . Бидејќи 22x n ,

добиваме 28 16x n , т.е. 2 216 17 3 8n n n x   . Последното неравенство мо-
жеме да го запишеме во облик ( 3) 0n n   кое е можно и точно за 1,2,3n  .

За 1,2n  равенката 28 17 3x n n  нема целобројни решенија. За 3n  ,
добиваме 18x  .
Според тоа, бројот на мажи, учесници на турнирот е 6 , а бројот на жени кои
се  учесници на турнирот е 3 .

2. На турнир на кој било предвидено секој шахист да одигра по една партија со
секој шахист вкупно се одиграни 55 партии. Два учесника го напуштиле тур-
нирот, при што еден по првата одиграна партија, а другиот одиграл 10 пар-
тии. Дали овие шахисти играле меѓусебно?
Решение. Нека n е бројот на учесниите на турнирот. Тогаш 2n  е бројот на
шахистите кои играле до крајот на турнирот и тие меѓусебно одиграле
( 2)( 3)

2
n n  партии. Шахистите A и B кои го напуштиле турнирот учеству-

вале со вкупно 10 или 11 партии, зависно од тоа далииграле мешусебно или
не. Според тоа, треба да ги разгледаме двете квадратни равенки
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( 2)( 3)
2 10 55n n    и ( 2)( 3)

2 11 55n n    .

Притоа не интересираат само кога n е природен број. Барано решение 12n 
има само првата равенка, што значи дека A и B играле меѓу себе.

3. На еден шаховски турнир учествувале n шахисти, мајстори и велемајстори.
По завршувањето на турнирот се покажало дека секој учесник половина од
своите поени ги освоил играјќи против мајсторите. Докажи, дека n е при-
роден број.
Решение. Нека на турнирот учествувале m мајстори и v велемајстори. Мај-

сторите во меѓусебните средби освоиле вкупно ( 1)
2

m m бодови, и според ус-

ловот на задачата исто толку бодови освоиле против велемајсторите. Слично

велемајсторите меѓусебно и против мајсторите освоиле ( 1)
2

v v бодови. Сега,

бидејќи бројот на освоените бодови меѓу шахистите од различните категории
е mv , добиваме

( 1) ( 1)
2 2

m m v v mv   ,

од каде по средувањето следува 2( )m v m v   . Конечно,

2( ) | |n m v m v m v      ,
што е требаше да се докаже.

4. На еден фудбалски турнир учествувале 4 екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. На крајот на турнирот во табела-
та бројот на освоените поени на секои две соседни екипи се разликувал за 1.
Колку бодови може да има првопласираната екипа? (Во фудбалот за победа
се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за нерешен резултат секоја екипа
добива по 1 бод.)
Решение. Според условот на здачата, ако првопласираната екипа освоила n

бодови, тогаш останатите три екипи освоиле 1. 2n n  и 3n  бодови. Спо-
ред тоа, четирите екипи вкупно освоиле 4 6n  бодови. Бидејќи на турнирот

се одиграни 4 3
2 6  натпревари, а од секој натпревар се добиваат по 3 или 2

бода, заклучуваме дека збирот на освоените бодови е најмалку 6 2 12  , а
најмногу 6 3 18  . Според тоа,

12 4 6 18n   , т.е. 9
2 6n  .

Бидејќи n е природен број, добиваме 5n  или 6n  .
Ако 6n  , тоа значи дека на турнирот вкупно се освоени 18 бодови. Послед-
ното значи, дека сите натпревари завршиле со победа на една од екипите. Но,
тоа не е можно, бидејќи тогаш две екипи или ќе имаат еднаков број бодови
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или бројот на освоените бодови ќе се разликува за содржател на бројот 3, а
тоа противречи на условот на задачата.
Случајот 5n  е можен. Имено, ако според пласманот екипите ги означиме
со , , ,A B C D , тогаш овој случај се реализира кога A ја победила B , B ја
победила D и сите други напревари завршиле нерешено. Притоа, A освоила
3 1 1 5   бода, B освоила 0 1 3 4   бода, C освоила 1 1 1 3   бода,
D освоила 1 0 1 2   бода и вкупно се освоени 5 4 3 2 14    бодови.

5. На еден фудбалски турнир учествувале 6 екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. На крајот од турнирот секоја од
првите три екипи освоила по a бодови, а секоја од последните три екипи
освоила по b бодови, каде a b . Определи го бројот на можните различни
вредности на збирот a b .

Решение. На турнирот вкупно се одиграле 6 5
2 15  натпревари. Збирот на

бодовите кои ги освоиле сите екипи е поголем или еднаков на 15 2 30  (ако
сите напревари завршиле нерешено) и е помал или еднаков на 15 3 45  бо-
дови (ако сите напревари завршиле со победа на едната екипа). Од друга
страна, збирот на освоените бодови од сите шест екипи е еднаков на 3 3a b .
Значи, 30 3 3 45a b   , од каде добиваме 10 15a b   .
Останува да провериме која од вредностите 10, 11, 12, 13, 14 и 15 на збирот
a b може да се реализира при што се исполнети условоите на задачата.
Ако 10a b  , тоа значи дека сите натпревари завршиле нерешено и тогаш
a b , што противречи на условот на задачата.
Ако 11a b  , тогаш збирот на сите бодови е 3 11 33  и 45 33 12  нат-
превари завршиле нерешено. Ако првата ја победила четвртата, втората ја
победила петтата, третата ја победила шестата и сите други натпревари
завршиле нерешено, тогаш првите три екипи освоиле по 7 бодови, а послед-
ните три по 4 бодови и условите на здачата се исполнети.
Ако 12a b  , тогаш збирот на сите бодови е 3 12 36  и 45 36 9  нат-
превари завршиле нерешено. Ова се реализира ако првата ги победила четвр-
тата и петтата, втората ги победила петтата и шестата, третата ги победила
шестата и четвртата, а сите други натпревари завршиле нерешено. Тогаш
првите три екипи освоиле по 9 бодови, а последните три по 3 бодови и
условите на задачата се исполнети.
Ако 13a b  , тогаш збирот на сите бодови е 3 13 39  и 45 39 6  нат-
превари завршиле нерешено. Ова се реализира ако првите три екипи ги побе-
диле последните три екипи и сите други натпревари звршиле нерешено. То-
гаш првите три екипи освоиле по 11 бодови, а последните три екипи освоиле
по 2 бода.
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Ако 14a b  , тогаш збирот на сите бодови е 3 14 42  и 45 42 3  нат-
превари завршиле нерешено. Ова се реализира ако првите три екипи ги побе-
диле последните три екипи, во меѓусебните средби секоја победила во еден
натпревар и загубила во еден натпревар, а последните три екипи меѓусебно
играле нерешено. Тогаш првите три екипи освоиле по 12 бодови, а послед-
ните три екипи освоиле по 2 бода.
Ако 15a b  , тогаш збирот на сите бодови е 3 14 42  и нема нерешени
натпревари завршиле нерешено. Ова се реализира ако првите три екипи ги
победиле последните три екипи, во меѓусебните средби секоја победила во
еден натпревар и загубила во еден натпревар, а во средбите на последните
три екипи секоја екипа победила по еден натпревар и загубила по еден
натпревар. Тогаш првите три екипи освоиле по 12 бодови, а последните три
екипи освоиле по 3 бода.

6. На еден фудбалски турнир учествуваат n екипи, при што секоја екипа со се-
која друга екипа одиграла по еден натпрвар. Екипата која освоила најмногу
бодови, победила во помалку натпревари од секоја друга екипа. Определи ја
најголемата можна вредност на n ?
Решение. Ако екипата со најмногу бодови нема победа, тогаш таа освоила
најмногу 1n  бод (ако во сите натпревари играла нерешен). Но, сите екипи
освоиле најмалку ( 1)n n  бодови (секој натпревар носи најмалку 2 бода),  па
не е можно екипата со најмногу бодови да има 1n  бод.
Ако првопласираната екипа нема нерешен резултат, тогаш таа не може да
има помалку победи од било која друга екипа, што противречи на условот на
здачата.
Според тоа, првопласираната екипа има најмалку една победа и најмалку
еден нерешен резултат.
Првопласираната екипа да ја означиме со A и нека B е екипа со која A
играла нерешено. Според условот B има повеќе победи од A (значи барем
една повеќе), па затоа од победите има најмалку 3 бода повеќе од A . За да
може A да има повеќе бодови од B , потребни се барем 4 бода, кои треба да
ги освои од нерешени резултати. Значи, има најмалку 7 екипи и тоа: ,A B ,
победената екипа од A и 4 екипи, од кои A треба да освои по еден бод.
Нека претпоставиме дека има 7 екипи. Тогаш A треба да има 7 бодови, а се-
која од другите 6 екипи по 6 бода (тие имаат барем по две победи и помалку
од 7 бода). Но, вкупниот број освоени бодови е 7 6 6 43   , при што нај-
малку 1 6 2 13   натпревари завршиле со победник, па значи се освоени
најмалку 3 13 8 2 55    бодови, што е противречност.
Значи, на турнирот имало најмалку 8 екипи. Пример за турнир со 8 екипи, кој
ги задоволува условите на задачата е: првиот има 2 победи и 5 нерешени
резултати, секоја од другите седум екипи има по три победи и по три порази
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во меѓусебните средби. Значи, првата освоил 2 3 5 1 11    бодови, втората,
третата, четвртата, петата и шестата екипа освоиле по 3 3 3 0 1 1 10     
бодови, а седмата и осмата екипа освоиле по 3 3 4 0 9    бодови. Во
следната табела се прикажани освоените бодови во меѓусебните натпревари.

I II III IV V VI VII VIII
I 1 1 1 1 1 3 3
II 1 3 3 3 0 0 0
III 1 0 3 3 3 0 0
IV 1 0 0 3 3 3 0
V 1 0 0 0 3 3 3
VI 1 3 0 0 0 3 3
VII 0 3 3 0 0 0 3
VIII 0 3 3 3 0 0 0

7. На шаховски турнир учествуваат n шахисти од државата A и n шахисти од
државата B . Се покажало дека како и да се поделат во парови, тогаш барем
еден од паровите се сретнал порано. Докажи, дека може да се изберат a

шахисти од државата A и b шахисти од државата B , a b n  така, што
секој од избраните a шахисти се сретнал порано со секој од избраните b

шахисти.
Решение. Шахистите од секоја држава да ги нумерираме со броевите 1, 2,...n
и да формираме табела M со димензии n n , при што 0ija  или 1 во за-

висност од тоа дали шахистот i од A не се сретнал со шахистот j од B

или обратно. Од условот следува, дека како и да избереме n елементи на M
(од секој ред и секоја колона по еден елемент), тогаш барем еден елемент ќе
биде еднаков на 1. Последното значи дека нулите може да се покријат со
најмногу 1n  хоризонтална и вертикална линија. Нека тоа се k редови и

1n k  колони. Тоа значи дека пресекот на преостанатите n k редови и
1k  колона се состои само од единици. Сега, ги земаме овие a n k  ша-

хисти од земјата A и 1b k  шахист од земјата B кои соодветствуваат на
пресекот на редовите и колоните кој се состои само од единиц. Јасно, секои
двајца од овие шахисти се среќавале порано и важи 1a b n k k n      ,
што и требаше да се докаже.

8. На одбојкарски турнир играле 4n  тимови и секои два тима одиграле точно
по еден натпревар (во одбојката нема нерешен резултат). Познато е дека не
постојат четири тима , , ,A B C D такви што A го победил B , B го победил
C , C го победил D и D го победил A . Определи го најголемиот можен
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број тројки ( , , )A B C такви што A го победил B , B го победил C , C го

победил A . (За тројките ( , , )A B C и ( , , )B C A сметаме дека си исти.)
Решение. Ако тимот A го победил тимот B ќе пишуваме A B . Да за-
бележиме дека во никои две од нив немаат заеднички тим. Навистина, нека
претпоставиме дека A B C A   и A D E A   . Тогаш за тимовите
B и D важи или B D или D B . Во случајот кога B D , добиваме
A B D E A    , а во случајот D B имаме A D B C A    ,

што значи дека секогаш имаме недозволена четворка. Според тоа, бројот на
бараните тројки е помал или еднаков на 3[ ]n . Останува да докажеме дека овој

број може да се достигне.
Нека тимовите се 1 2, ,..., nA A A . Разгледуваме турнир во кој 3 3 2k kA A  за

31, 2,...,[ ]nk  и i jA A за i j во сите останати случаи. На овој турнир

има точно 3[ ]n од бараните тројки. Нека претпоставиме дека постои четворка

i j k l iA A A A A    и нека max{ , , , }i i j k l . Тогаш за некој r важи

3i r , 3 2j r  , j k и l i . Според тоа, 3 2 3r j k i r     , па затоа

3 1k r  . Понатаму, од k lA A следува k l , па затоа 3 1 3r l r   , што
е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека на овој
турнир не постои четворка со бараните својства.

9. На шаховски турнир учествувале 2 3n  шахисти, при што секои два шахис-
та меѓусебно играле по една партија. Партиите се играат последователно, при
што секој шахист по изиграна партија одмара најмалку n партии. Докажи
дека некој шахист играл во првата и последната партија.
Решение. Стапка на даден шахист ќе го наречеме бројот на партиите меѓу
две негови соседни партии, вклучувајќи ја втората партија (бројот на него-
вите стапки е 2 1n  ). Значи, сите стапки не се помали од 1n  .
Да разгледаме произволни 3n  последователни партии 1 3,..., ng g  . Во нив
учествуваче 2 6n  шахисти. Да забележиме дека само тројца шахисти може
да учествуваат по двапати во овие партии. Навистина, тоа може да  се случи
само во паровите партии 1 1 1 3( , ), ( , )n ng g g g  и 2 3( , )ng g  и овие парови се
различни. Јасно, секој од овие парови има по еден заеднички шахист (во слу-
чајов во партиите 1 3,..., ng g  учествувале сите шахисти). Според тоа, стап-

ката на двајцата шахисти од партијата 1g е еднаква на 1n  и 2n  (и една

од стапките од партијата 2g е еднаква на 1n  ). Според тоа, стапката е ед-
наква на 1n  или 2n  .
Подолу ќе докажеме дека постои шахист за кој сите стапки се еднакви на

2n  . Тогаш збирот на неговите 2 1n  стапка е еднаков на
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2( 2)(2 1) 2 5 2n n n n     .
Бидејќи вкупниот број партии на турнирот е еднаков на

(2 3)(2 2) 2
2 2 5 3n n n n     ,

заклучуваме дека овој шахист играл во првата и во последната партија.
Нека претпоставиме дека секој шахист имал барем една стапка еднаква на

1n  . Да го разгледаме шахистот X кој последен имал прва таква стапка.
Нека по таа стапка тој играл со шахистот Y во t  тата партија.Тогаш Y
пред тоа имал стапка еднаква на 1n  и нека последната таква стапка била од
q  тата до ( 1)q n   вата партија. Значи, сите k стапки на Y потоа (до

t  тата партија) се еднакви на 2n  и затоа ( 1) ( 2)t q n k n     . Од друга
страна, сите претходни стапки на X се еднакви на 2n  . Ако тој имал барем
k такви стапки, тогаш тој играл во партијата со број ( 1) ( 2)t n k n q     .
Тоа значи дека X и Y играле двапати, што е противречност. Ако пак X
имал помалку од k претходни стапки, тогаш првата негова партија била пар-
тијата со број ( 1) ( 1)( 2) ( 2)t n k n q n        . Последното противречи со
веќе докажаното дека сите шахисти играле во некоја од првите 2n  партии.

10. Во НБА има 30 тимови, секој од кои во текот на една сезона треба да одигра
по 82 натпревари. Дали е можно тимовите да се поделат во две конференции
(не задолжително со еднаков број тимови) – Источна и Западна, и натпрева-
рувањето да се организира така што бројот на натпреварите меѓу тимовите
од различните конференции да е еднаков на половина од бројот на сите нат-
превари?
Решение. Ќе докажеме дека натпреварувањето не може да се организира така
што ќе биде исполнет саканиот услов.
Со x и y да го означиме бројот на натпреварите одиграни внатре во Ис-
точната и Западната конференција, соодветно, а со z да го означиме бројот
на одиграните натпревари меѓу тимовите од различните конференции. Треба

да докажеме дека равенството 2
x y zz   не е можно.

Секој тим ( k на број) од Источната конференција учествува во 82 натпрева-
ри и затоа 82 2k x z  (коефициентот 2 се појавува заради фактот дека при
броењето на секој внатрешен натпревар истиот го броиме и за двата тима кои
го играат натпреварот). Според тоа, бројот 82 2z k x  е парен број. Од дру-

га страна, за вкупниот број натпревари добиваме 30 82
2x y z    , односно

30 82
2 4 15 41x y zz       е непарен број, што е противречност.
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11. На тениски турнир учествуваат 14 тенисери и секој со секого одиграл точно
по еден меч. Тројката тенисери ( , , )a b c ја нарекуваме триаголник ако a го

победил b , b го победил c и c го победил a . Кој е најголемиот можен број
на триаголници на овој турнир?

Решение. Вкупно има 14
3( ) 364 тројки. Ќе ги преброиме тројките кои не се

триаголници. Со ia да го означиме бројот на победите на i  тиот играч.
Имаме

14
1 2 14 2... ( ) 91a a a     .

Ако тројката не е триаголник, тогаш еден од тие три играчи победник (ги
победил другите два играчи). Така тројки кои не се триаголници, а во кои е

победник i  тиот играч има точно 2( )ia . Значи, вкупно имаме 2( )ia

i
S 

тројки кои не се триаголници. Јасно, бројот триаголници е максимален кога
S е минимален (заедно со условот 91i

i
a  ).

Од
11

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)j ji i
a aa a

i ja a
       ,

за 1i ja a  , следува дека збирот S е најмал кога сите ia се разликуваат

точно за 1, т.е. кога меѓу нив има по седум еднакви на 6 и 7. Тогаш
6 7
2 27( ) 7( ) 252S    , па имаме 364 252 112  триаголници.

Овој број навистина може да се постигне, на пример, кога i  тиот играч ги
победил играчите 1, 2,..., 6i i i   , за 1, 2,...,14i  (индексите се по модул
14). Тогаш по седум играчи имаат по 6 и 7 победи.

12. На тениски турнир учествувале 2n тенисери. Секој тенисер одиграл по еден
меч со секој од останатите тенисери. Докажи, дека можеме да избереме 1n 
тенисери и да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите
тенисери кои во низата се наоѓаат по него.
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n .
Ако 1n  , тогаш на турнирот има точно два тенисера, па прв во низата е по-
бедникот од нивниот меѓусебен меч.
Нека претпоставиме дека тврдењето важи за некој природен број n , т.е. дека

меѓу 2n тенисери кои играле секој со секој можеме да избереме 1n  тени-
сери и да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите тени-
сери кои во низата се наоѓаат по него.

Понатаму, победникот на турнир со 12n тенисери победил најмалку 2n те-

нисери. Имено, ако секој тенисер има помалку од 2n победи, тогаш вкупни-
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от број победи е најмногу 12 (2 1)n n  . Меѓутоа, бројот на победите е една-
ков на бројот на мечевите, т.е. еднаков е на

1 1 1 11
2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)n n n n n n        .

Значи, не е можно сите играчи да имале помалку од 2n победи. Според прет-

поставката, меѓу 2n тенисери кои ги победил победникот на турнирот може-
ме да избереме 1n  тенисер и да ги подредиме во низа така што секој од нив
ги победил сите тенисери кои во низата се наоѓаат после него. Сега, доволно
е победникот на турнирот да го додадеме на почетокот на низата.

13. На еден тениски турнир секои двајца играчи играле еден против друг. На
крајот на турнирот играчот имал , победи повеќе од играчот .
Докажи, дека постои група од играчи, , таква што секој играч од

е поразен од и секој играч од го победил .
Решение. Нека е множеството играчи кои се поразени од и нека е

бројот на играчите кои на турнирот се поразени од . Тогаш .
Можни се два случаја:
1) . Нека е подмножество играчи од кои што го победиле

. Јасно, . Ако претпоставиме дека , тогаш

,
што е противречност.

2) . Нека е подмножество играчи од кои што го победиле

. Јасно, . Ако претпоставиме дека , тогаш

,
што е противречност.

14. На еден шаховски турнир на кој немало нерешени резултати, учествувале два
ученика и неколку студенти. Играле секој со секого. Двата ученика освоиле
заедно 8 поени, додека секој студент освоил по еднаков број на поени. Колку
студенти учествувале на турнирот и колку поени освоиле. Да се најдат сите
решенија.
Решение. Нека x е бројот на студенти што учествувале на турнирот и k е
бројот на поени што секој од нив го освоил. Тогаш

2
2( ) 8x kx   , т.е. 2 (2 3) 14 0x k x    .

Бидејќи ,x k , дисриминантата на горната равенка мора да е точен
квадрат, т.е.

2 2(2 3) 56k n   ,

A k 2k  B

S | | 1S k 

S A S B

AR A b

B | |AR k b 

AB R V AR

B V   | | 1V k 

| | 1 | | ( ) 1 ( 1)Ab R V b k k b        

AB R V AR

B V   | | 1V k 

| | | | ( ) ( 1) 1Ab R V b k k b       
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односно 2 2(2 3) 56k n    . Ова може да се запише во следниот облик

( 2 3)( 2 3) 56 1 2 2 2 7n k n k          .
Ги имаме следните можности:

1 2 3 1n k   и 2 3 56n k  

2 2 3 2n k   и 2 3 28n k  

3 2 3 4n k   и 2 3 14n k  

4 2 3 8n k   и 2 3 7n k  

5 2 3 56n k   и 2 3 1n k  

6 2 3 28n k   и 2 3 2n k  

7 2 3 14n k   и 2 3 4n k  

8 2 3 7n k   и 2 3 8n k  

Со непосредна проверка се гледа дека само системите 2 и 3 даваат
решенија кои соодветствуваат на дадените услови.

Од 2 се добива 15n  , 8k  и 14x 

Од 3 се добива 9n  , 4k  и 7x  .

15. Нека n е природен број. Не една конференција се наоѓаат 6 4n  математи-
чари. Се одржуваат 2 1n  состаноци. На секој состанок математичарите
седат околу една тркалезна маса со 4 места и n тркалезни маси со по 6 места.
Растојанието меѓу секои две соседни столици на една маса се еднакви. Ќе
велиме дека двајца математичари се во специјална положба ако седат на иста
маса и ако се соседи или ако седат на дијаметрално спротивни столици. За
кои природни броеви n е можно по завршувањето на сите состаноци никои
двајца математичари да не биле во специјална положба повеќе од еднаш?
Решение. Одговор: за секој природен број n .
Лема. За секој природен број k може да се организира турнир на кој ќе
учествуваат 2 1k  тимови, кој има 2 1k  кола и во кој секои две екипи ќе
играат точно еднаш една против друга.
Доказ. Земаме правилен (2 1)k   аголник 1 2 2 1... kA A A  . Нека тимовите ги
претставуваат темињата, а отсечките кои ги поврзуваат нека се меѓусебните
натпревари на тимовите. Турнирот го организираме на следнов начин: ако во
едно коло играат тимовите iA и jA ( i j ) тогаш во тоа коло играат и сите

тимови претставени со темињата kA и lA така што важи ||i j k lA A A A (за-

бележуваме дека имаме 1k  вакви отсечки кои се паралелни со i jA A , а се

различни од неа и дека точно едно теме не е крајна точка на ниту една од
овие отсечки (со тоа теме е претставен тимот кој е слободен во тоа коло).
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Бидејќи од секое теме излегуваат 2k различни отсечки ќе имаме точно 2k

кола во кои ќе игра тимот претставен со тоа теме и едно коло во кое овој тим
ќе биде слбоден, што вкупно дава 2 1k  кола. Со ова доказот на лемата е
завршен. ■
Сега ќе дадеме конструкција, т.е. ќе покажеме како математичарите може да
се распоредат на масите на сите овие состаноци за секој природен број n .
Множеството од 6 4n  математичари ќе го поделиме на 2 2n  дисјунктни
подмножества, од кои 2 1n  се триелементни и едно множество во кое се
наоѓа само еден математичар (да го означиме со A ). Според лемата, на
2 1n  состаноци, на секоја маса која има 6 места, можеме да ги ставиме
математичарите од две од воочените тројки, така што било кои две од
воочените тројки на иста маса седат точно еднаш. Притоа математичарите од
овие тројки околу масата ги распоредуваме наизменично, што значи дека
никои два математиари од иста тројка нема да бидат соседи, а нема да седат
и на дијаметрално спротивни столици. На масата која има 4 столици ги на
произволен начин ги распоредуваме трите математиари од тројката која
преостанала, т.е. чии членови не седат на масите со 6 столици и математи-
чарот A , кој на секој состанок седи на масата со 4 столици. Јасно, A со
секој од преостанатите математиари точно еднаш ќе биде во специјална
положба. Двајца математичари од секоја тројка во специјална положба ќе
бидат само на масата со 4 столици, а математичарите од различни тројки
само кога нивните тројки ќе се состанат на маса со 6 столици.
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29. КОМБИНАТОРИКА НА ШАХОВСКА ТАБЛА

1. На колку начини шаховската фигура
крал може од полето 1a да дојде до по-
лето 8h , ако во секој потез кралот се по-
местува на соседното поле десно, горе
или по дијагонала десно-горе? Кој пат е
најкраток?
Решение. Од полето 1a на полето 8h

кралот може да дојде во 7k  чекори,
одејќи k чекори надесно, k чекори на-
горе и 7 k чекори по дијагонала, каде {0,1,2,...,7}k  . Очигледно, најма-

лиот број чекори е кога кралот се движи по дијагонала (случајот 0k  ). На
секое движење во 7k  чекори му придружуваме пермутација со повторува-
ње од тип ( , ,7 )k k k на броевите 0,1, 2 при што цифрата 0 соодветствува на
чекор надесно, цифрата 1 на чекор нагоре и цифрата 2 на чекор по дијаго-
нала, во редоследот во кој се прават чекорите. Опишаното придружување е
обратно еднозначно, па затоа бараниот број е еднаков на

7 ( 7)!
! !(7 )!

0
48639k

k k k
k





 .

2. Шаховската фигура крал може да се придвижи само на соседно поле на таб-
лата (поле кое има барем една заедничка точка со полето на кое се наоѓа
кралот), што значи дека може да нападне само фигура која се наоѓа на едно
од осумте соседни полиња. Определи го максималниот број на кралеви кои
можат да се постават на шаховска табла со димензии 12 12 така што секој
крал да напаѓа само еден друг крал.
Решение. Дадената шаховска табла да ја дополниме до табла со димензии
13 13 додавајќи нулти ред и нулта колона. На новата табла, на кралот
поставен на полето ( , ),i j , {1,2,...,12}i j да му ги придружиме полињата

( , ), ( 1, ), ( , 1), ( 1, 1)i j i j i j i j    .
Лесно се гледа дека на два крала кои се напаѓаат вкупно им се придружени
најмногу 6 полиња, т.е. најмалку две полиња се придружени и со други два
крала. Понатаму, ниту едно поле не е придружено со два пара кралеви кои
меѓусебно се напаѓаат. Според тоа, бараниот минимален број е помал или

еднаков на
213

62[ ] 56 .
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Обиди се да прикажеш конструкција на 56 кралеви секој од кои напаѓа точно
еден друг крал.

3. Петар и Никола ја играат следнава игра: на почетокот Петар замислил едно
од полињата на шаховска 100 100 табла. Потоа Никола покажува на про-
изволно поле од шаховската табла и го прашува Петар колку најмалку потези
и се потребни на шаховската фигура крал за да стигне од посоченото до за-
мисленото поле. Откако ќе го добие одговорот, Никола може повторно на ист
начин да постави прашање или да го погоди полето кое Петар го замислил
итн. Петар на сите прашања одговара коректно. Колку најмалку прашања
треба да постави Никола за да го открие замисленото поле?
Решение. Ќе докажеме дека две прашања не се доволни. Нека претпоставиме
дека Петар на првото прашање одговорил со „Еден“. Тогаш (независно кое е
првото избрано поле) меѓу допуштените положби на замисленото поле има
три полиња ,a b и c кои формираат „агол“ ( a и c имаат заедничко теме, а
секое од нив има заедничка страна со b ). Лесно се проверува, дека било кое
поле да го избере Никола за да го постави второто прашање, Петар секогаш
може да одговори така што или a и b , или b и c , или c и a се на еден
потез од замисленото поле и Никола не може еднозначно да ја определи
положбата на замисленото поле.
За да го открие замисленото поле, Никола едноставно може да посочи три од
аголните полиња на таблата. Множеството полиња, еднакво оддалечени од
аголното поле за шаховската фигура крал формираат   фигура составена
од рабни полиња на две соседни страни на квадрат кои се спротивни на агол-
ното поле. Пресекот на две вакви фигури, соодветни на две спротивни аголни
полиња на таблата, се состои од најмногу две полиња. Притоа двете полиња
секогаш се на различно растојание и затоа по третото прашање местопо-
ложбата на замисленото поле е еднозначно определена.

4. Растојание меѓу две единечни полиња на бесконечна шаховска табла го наре-
куваме минималниот број чекори потребни кралот да стигне од едното до
другото поле. На таблата се означени три полиња, такви што растојанието
меѓу секои две од нив е еднакво на 100. Определи го бројот на полињата кои
од обележените полиња се наоѓаат на растојание еднакво на 50.
Решение. Да разгледаме две произволни полиња A и B . Нека разликата
меѓу апцисите на нивните центри е 0x  , а разликата меѓу ординатите е

0y  . Лесно се покажува, дека растојанието ( , )A B меѓу тие две полиња е

еднакво на max{ , }x y .
Нека обележените полиња се , ,A B C . Тогаш за секои две од овие три полиња
постои координата во која тие се разликуваат за 100. Јасно, за две од полињата
тоа ќе биде една иста координата. Нека, на пример, паровите ( , )A B и ( , )A C
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се разликуваат во апцисата. Тогаш апцисите на B и C или се оддалечени за
200 или се совпаѓаат. Првиот случај не е можен, бидејќи ( , ) 100B C  . Спо-
ред тоа, нивните апциси се совпаѓаат, а ординатите се разликуваат за 100.
Тогаш (со точност до симетрија) можеме да сметаме дека полињата имаат
координати (0,0),B , (0,100)C и (100, )A x . Притоа, 0 100x  бидејќи во

спротивно ( , )A B или ( , )A C е поголем од 100.

Да разгледаме точка X за која ( , ) ( , ) ( , ) 50X A X B X C     . Нејзината

апциса е 50, бидејќи во спротивно или ( , ) 50X B  или ( , ) 50X A  . Ана-

логно, нејзината ордината е 50, бидејќи во спротивно или ( , ) 50X B  или

( , ) 50X C  . Според тоа, координатите на точката X се (50,50) и притоа

важи ( , ) ( , ) ( , ) 50X A X B X C     . Конечно, постои само една точка со
саканото својство.

5. Дадени се шаховска табла со димензии n n и m топови (шаховски фигури),
n m . Определи го бројот на начините на кои може да се распоредат топо-
вите, но така да тие меѓусебно не се напаѓаат.

Решение. Таблата има 2n полиња, и еден топ можеме да го ставиме на било

кое од нив. Значи еден топ може да се стави на таблата на 2n начини.
Ако е ставен еден топ, тогаш втор топ не може да се стави на било кое поле
од хоризонталата и вертикалата на која не се наоѓа првиот топ. Но тој може
да се стави на било кое од преостанатите

2 2(2 1) ( 1)n n n   

полиња, и нема да го напаѓа првопоставениот топ.  Значи, два топа може да

се стават на таблата така да не се напаѓаат на 2 2( 1)n n  начини.
Истиот чекор ќе го повториме за третиот и секој следен од m -те топови кој
претходно не е поставен. Според тоа, бројот на поставувања на топовите, кој
ги исполнува условите од задачата е еднаков на

2 2 2 2( 1) ( 2) ...( 1)n n n n m    .

6. Во некои полиња на табла со димензии 10 10 се поставени k топови и се
означени сите полиња кои се нападнати (топот го напаѓа и полето на кое се
наоѓа). Определи го најголемиот k при кој по отстранување на било кој топ
барем едно означено поле не е нападнато.
Решение. Да ја разгледаме положбата на k топови кои го задоволуваат
условот на задачата. Можни се два случаја.
1) Во секој ред или во секоја колона има барем по еден топ, на пример во

секоја колона. Тогаш секое поле од таблата е нападнато, при што може да
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отстраниме топ од колоната во која има најмалку два топа. Значи, во
секоја колона има точно по еден топ и 10k  .

2) Има колона и ред без топови. Тогаш нивното заедничко поле не е напад-
нато. Да забележиме дека секој топ е единствен во својот ред или колона
(во спротивно го отстрануваме и полињата од редот или колоната остану-
ваат нападнати). За секој топ го обе-
лежуваме тој ред или колона. Ако се
обележени не повеќе од 8 реда и 8
колони, тогаш имаме најмногу
8 8 16  топови. Ако се означени 9
колони, тогаш имаме 9 топови (по
еден во секоја колона, а според прет-
поставката во десеттата колона нема
топ).

Од претходните разгледувања следува
дека 16k  . Пример со 16 топови е да-
ден на цртежот десно.

7. Горната десна четвртина на шаховската табла е покриена со хартија. Колку
најмногу топови можеме да поставиме на преостанатиот дел на шаховската
таблатака што тие меѓусебно нема да се напаѓаат? На колку начини тоа може
да се направи?
Решение. Два топа меѓусебно се напаѓаат
ако се наоѓаат во ист ред или иста колона.
Според тоа, не е можно да се постават по-
веќе од 8 топови, бидејќи во секој ред може
да има најмногу еден топ. Примерот на цр-
тежот десно покажува како 8 топови може
да се постават на саканиот начин.
На долната половина на шаховската табла
не може да има повеќе од 4 топови, па затоа
во горниот лев дел на шаховската табла
мора да има 4 топови, секој во свој ред и во своја колона. Тоа значи дека во
долната лева четвртина на таблата не може да има ниту еден топ, па затоа
уште 4 топа треба да распоредиме во долната десна четвртина на таблата.
Четири топа на 4 4 табла може да се распоредат на 4! 24 начини. Имено,
во првиот ред топ може да се постави во било кое од 4 полиња. За вториот
ред топот не може да е во иста колона како првиот топ, па затоа имаме 3
можности. Во третиот ред имаме уште 2 ненападнати полиња и конечно во
четвртиот ред имаме само едо можно поле. Сега, од принципот на производ

следува дека топовите може да се постават на 2 24! 24 576  начини.
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8. Осумте полиња на големата црна дијагонала на шаховската табла ги наре-
куваме ограда. Топ се движи по таблата така што не стапнува на едно исто
поле повеќе од еднаш и не стапнува на оградата. Кој е најголемиот број
скокови кои топот може да ги направи преку оградата?
Решение. Одговор: 47 ско-
кови.
Таблата да ја поделиме на
четири 4 4 квадрати и
полињата на таблата да ги
обоиме како што е прика-
жано на цртежот десно.
Забележуваме дека кога
топот скока преку ограда-
та, тогаш почетното или
крајното поле не е бело на
скокот. Бидејќи 24 полиња
не се бели и не се на огра-
дата и на секое поле соод-
ветствуваат најмногу два
скока (полето е почетно
или полето е крајно), заклучуваме дека бројот на скоковите е помал или
еднаков на 48.
Ако има 48 скокови, тогаш секој скок од/во обоено поле треба да е скок во/од
бело поле (Зошто?). Според тоа, сите скокови од црвените полиња се во бели
полиња под дијагоналата, а оттаму повторно мора да скокнеме на црвено
поле. Последното значи дека топот никогаш нема да стапне на жолто поле,
што е противречност.
На цртежот горе е даден пример за 47 скокови (броевите во полињата го
покажуваат редоследот по кој топот стапнува на полињата).

9. Даден е природен број 2n  . Разгледуваме шаховска табла n n која се

состои од 2n полиња. За распоредот на n топови на таблата ќе велиме дека е
мирољублив ако во секој ред и во секоја колона се наоѓа тачно едан топ.
Определи го најголемиот природен број k таков што за секој мирољублив
распоред на n топови постои квадрат k k кој не содржи топ ниту на едно од

своите 2k полиња.

Решение. Прво ќе докажеме дека за 2k n таков квадрат секогаш постои.
За произволен мирољубив распоред, го разгледуваме полето A на првата
колона во кое се наоѓа топ, како и k последователни редови кои го садржат
ова поле. Унијата на овие k редови е правоаголник k n со точно k топови.
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Од овој правоаголник да го отстраниме полето A. Остатокот садржи 1k 
топови, но од него може да се исечат k дисјунктни квадрати k k , од кои
барем еден мора да биде празен.

Сега за 2 ( ) 1n k k  ќе конструираме
мирољубив распоред во кој бараниот
квадрат не постои. Со ( , )a b да го означи-

ме полето во ( 1)a   от ред и ( 1)b   та

колона. За секој 0 ,i j k  ќе ставиме

топ во полето , )(ik j jk i  . Бидејќи секој
цел број од 0 до 1n  може на единствен
начин да се запише во облик ik j , овој
распоред навистина е мирољубив. Оста-
нува да докажеме дека во секој квадрат
k k се наоѓа барем еден топ. Да го разгледаме квадратот K со долно лево

поле 2( , ),0 , 1a b a b k k    . Постои поле ( , )A x y со x a и y b на кое
се наоѓа топ. Разгледуваме такво поле со најмал збир x y . Да претпоста-
виме дека полето A е надвор од квадратот K. Без ограничување на општоста
можеме да земеме дека x a k  . По конструкција, на полињата

1, 1 , , 1( ) ( )B x k y k C x k y      и 2 1, 2( )D x k y k   

исто така се наоѓаат топови (ако се на таблата). Од условот за минималност
на полето A следува дека   2 1x k a   и 1y b  , од каде добиваме

  2 2x a k   и y b , но, тогаш квадратот K содржи поле B на кој има топ.

Конечно, за 2n k , со бришење на првите 2k n редови и првите 2k n
колони од опишаниот распоред добиваме распоред со најмногу n топови
таков што ниту еден квадрат k k не е празен. Овој распоред по потреба
може да се дополни до мирољубливо биективно спарување на празните
колони и празните редови. Според тоа, одговорот е најголемиот k за кој

2k n , т.е. [ 1]k n  .

10. Во полињата на шаховската табла да ги запишеме
броевите од 1 до 64, во секое поле по еден број, така
што во првот ред од лево на десно ги запишуваме
броевите од 1 до 8, во вториот ред од лево на десно
броевите од 9 до 16 итн. На таблата произволно
поставуваме 8 топови кои меѓусебно не се напаѓаат
(еден распоред од можните 40320 е даден на цртежот
десно). Определи го збирот на броевите кои се запи-
шани во полињата на кои се поставени топовите.
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Решение. Редовите и колоните на шаховската табла да ги нумерираме со
броевите од 1 до 8. Сите полиња на таблата се пополнети со броевите од 1 до
64. Притоа на секое поле му придружуваме подреден пар ( , )i j , каде i е
редот, а j е колоната во која се наоѓа полето. Не е тешко да се види дека во

полето ( , )i j , , {1,2,3,4,5,6,7,8}i j е запишан бројот 8 8i j  . Знаеме дека
топовите меѓусебно не се напаѓаат, што значи дека во секој ред и секоја
колона се наоѓа по еден топ. Нека ( , ), 1, 2,3, 4,5,6,7,8k ki j k  се полињата на
кои се наоѓаат топовите. Тогаш мора да важи

8 8

1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 36k k

k k
i j

 
           .

Според тоа, збирот на броевите кои се запишани во полињата на кои се
поставени топовите ќе биде

8 8 8

1 1 1
(8 8) 8 8 8 9 36 64 260k k k k

k k k
i j i j

  
            .

11. Дали може скокач да обиколи табла со димензија
4 2012 и да се врати на полето од кое тргнал при што
на секое поле ќе застане само еднаш?
Скокачот е фигура која во шахот се движи во облик на
бквата L: од полето означено со кругче може да скокне
на едно од осумте полиња означени со крвче (ако тоа
поле е на таблата).
Решение. Таблата да ја обоиме ша-
ховски црвено и бело како на црте-
жот десно. Бидејќи скокачот се дви-
жи во облик на буквата L, во секој
потег ја менува бојата на полето во
кое се наоѓа.
Понатаму, полињата во првиот и четвртиот ред да ги означиме со A , а
полињата во вториот и третиот ред со B . Скокачот мора од поле од поле
означен со A да скокне во поле означено со B .
Да претпоставиме дека постои начин скокачот да го посети секое поле точно
еднаш и да се врати на почетокот. Бројот на полињата означени со A е
еднаков на бројот на полињата означени со B . Тоа значи дека колку пати
скокаќот ќе се најде на поле означено со A толку пати ќе се најде на поле
означено со B . Затоа скокачот мора од поле означено со B да скокне на
поле означено со A , бидејќи ако скокне од поле означено со B на поле озна-
чено со B , тој мора во еден момент да скокне од поле означено со A на
поле означено со A , а тоа не е можно.
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64. Притоа на секое поле му придружуваме подреден пар ( , )i j , каде i е
редот, а j е колоната во која се наоѓа полето. Не е тешко да се види дека во

полето ( , )i j , , {1,2,3,4,5,6,7,8}i j е запишан бројот 8 8i j  . Знаеме дека
топовите меѓусебно не се напаѓаат, што значи дека во секој ред и секоја
колона се наоѓа по еден топ. Нека ( , ), 1, 2,3, 4,5,6,7,8k ki j k  се полињата на
кои се наоѓаат топовите. Тогаш мора да важи

8 8

1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 36k k

k k
i j

 
           .

Според тоа, збирот на броевите кои се запишани во полињата на кои се
поставени топовите ќе биде

8 8 8

1 1 1
(8 8) 8 8 8 9 36 64 260k k k k

k k k
i j i j

  
            .

11. Дали може скокач да обиколи табла со димензија
4 2012 и да се врати на полето од кое тргнал при што
на секое поле ќе застане само еднаш?
Скокачот е фигура која во шахот се движи во облик на
бквата L: од полето означено со кругче може да скокне
на едно од осумте полиња означени со крвче (ако тоа
поле е на таблата).
Решение. Таблата да ја обоиме ша-
ховски црвено и бело како на црте-
жот десно. Бидејќи скокачот се дви-
жи во облик на буквата L, во секој
потег ја менува бојата на полето во
кое се наоѓа.
Понатаму, полињата во првиот и четвртиот ред да ги означиме со A , а
полињата во вториот и третиот ред со B . Скокачот мора од поле од поле
означен со A да скокне во поле означено со B .
Да претпоставиме дека постои начин скокачот да го посети секое поле точно
еднаш и да се врати на почетокот. Бројот на полињата означени со A е
еднаков на бројот на полињата означени со B . Тоа значи дека колку пати
скокаќот ќе се најде на поле означено со A толку пати ќе се најде на поле
означено со B . Затоа скокачот мора од поле означено со B да скокне на
поле означено со A , бидејќи ако скокне од поле означено со B на поле озна-
чено со B , тој мора во еден момент да скокне од поле означено со A на
поле означено со A , а тоа не е можно.
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Скокачот во еден момент мора да дојде на бело поле означено со A . Во
следниот потег доаѓа на црвено поле означено со B , па потоа повторно на
бело поле означено со A итн. Затоа тој никогаш не доаѓа на бело поле
означено со B , што противречи на претпоставката дека скокачот го посетува
секое поле.

12. Докажи дека скокаќот (скокајќи според правилата како шаховска фигура) не
може да го обиколи секое поле на табла со димензии (2 1) (2 1)k r   и да се
врати на почетното поле.
Решение. Полињата на таблата да ги обоиме црно-бело на шаховски начин.
При секој скок скокачот оди од бело на црно или од црно на бело поле, т.е. ја
менува бојата на полето. Ако саканото обиколување на таблата е можно,
тогаш скокачот треба да скокне непарен број пати и да се врати на почетното
поле, што не е можно, бидејќи при непарен број скокови скокачот се наоѓа на
поле кое е обоено со спротивната боја од полето од кое тргнал.
Забелешка. Турите на скокачот, на кои се однесуваат претходните две задачи,
се познат математички проблем. Разликуваме затворени тури (оние во кои
скокачот мора да се врати на почетното поле) и отворени (оние на кои не
мора). Проблемите во горните две задачи се проблеми за непостоење на
затоворени тури на скокачот за некои конкретни димензии на таблата. Allen
J. Schwenk во 1991 година докажал дека за табла со димензии m n , m n ,
затворена тура на скокачот е можна aко не е исполнет ниту еден од следниве
услови:
1) m и n се непарни броеви,
2) 1, 2m m  или 4m  ,
3) 3m  и 4, 6n n  или 8n  .

13. Докажи дека скокачот (скокајќи според правилата како шаховска фигура)
може да го обиколи секое поле на табла со димензии 8 8 .
Решение. На цртежот десно е прикажано едно
решение на задачата.
Забелешка. Како што рековме во забелешката на
претходната задача за турите на скокачот постои
обемна литература. Во оваа задача станува збор
за отворени тури на скокачот, за кои е докажано
дека има решение на сите правоаголни табли со
димензии m n за , 3m n  , освен за таблите
3 3, 3 5, 3 6   и 4 4 .

14. На колку начини на шаховската табла 8 8 може да се постават црн и бел
скокач, така да тие не се напаѓаат (според правилата на шаховската игра)?
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Решение. Во секое поле од таблата е запишан бројот на полиња на кои може
да се наоѓа белиот скокач, а да не го напаѓа црниот скокач, кога тој се наоѓа
на тоа поле.
На пример, ако црниот скокач се наоѓа на полето

1a , тогаш белиот скокач не може да се наоѓа на
три полиња 1, 3, 2a b c . Според тоа, во полето 1a ќе
го запишеме бројот 61.
Исто така, ако црниот скокач се наоѓа во полето

2b , тогаш белиот скокач не може да се наоѓа на
полињата 1, 3, 3, 2b a c d . Значи, белиот скокач
може да се наоѓа на 60 полиња, па затоа во полето

2b ќе го запишеме бројот 60.
Ако опишаната постапка ја направиме за секое поле од шаховската таблa ќе
го добиеме прикажаниот цртеж.
Сега, бараниот број е

4 61 8 60 20 59 16 57 16 55 3966          .
Значи, белиот и црниот скокач на шаховската табле може да се постават на
3696 начини, а тие да не се напаѓаат.

15. Колку најмногу ловци можат да се постават на шаховска табла со димензии
n n така што било кои два од нив да не се напаѓаат (според правилата на
шаховската игра).
Решение. Најголемиот број на дијагонали кои попарно не се сечат на ша-
ховска табла со димензии n n е 2 1n  . Значи, на таблата не може да се
постават повеќе од 2 1n  ловци кои не се напаѓаат. Од друга страна, во било
кој распоред на ловците на овие дијагонали, ловецот поставен на 1 и ( 2 1n  )-
та дијагонала ќе се напаѓаат. За случајот

8n  напарави цртеж. Според тоа, тој број не
може да е поголем од 2 2n  . Еден распоред,
за случајот 8n  , т.е. на 2 2 16 2 14n     е
даден на цртежот десно (ловците се претста-
вени со црвени квадратчиња).
Аналогно се прави распоред за било кој при-
роден број n .

16. За две кралици поставени на шаховската табла ќе велиме дека се независни
ако меѓусебно не се напаѓаат. Нека 1D и 2D се две независни кралици, id е

бројот на полинањата кои ги напаѓа кралицата iD , 1, 2i  , а 1,2d е бројот на

полињата кои ги напаѓаат истовремено двете кралици. Со 1 2( , )d D D да го
означиме бројот на полињата кои се нападнати барем од една кралица.

1
2
3
4
5
6
7
8

a b c d e f g h
61 61

61 61

60
60

60
60

60
60 60

60

59
59

59

59
59

59 59
59

59

59
59

59

59 59

59 59

59
5959

59

57

57
57
57
57

57575757
57
57
57
57

575757
55 55 55 55
55 55 5555
55 55 55 55
55 55 55 55
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Докажи дека за две независни кралици iD , 1, 2i  е точно неравенството:

1 2( , ) 42d D D  . (1)
Решение. Во решението на задачата 64-те полиња на шаховската табла ќе ги
означуваме со точки. Лесно се гледа дека

1,2 4d  . (2)

Навистина, доволно е да го разгледаме правоаголникот 1,2P со спротивни

темиња 1D и 2D , чии две страни се хоризонтални. Очигледно овој правоа-
голник содржи четири полиња, кои се нападнати од две кралици.
Понатаму, лесно се гледа дека ако кралицата е на работ на таблата таа напаѓа
21 поле, ако е на растојание едно поле од работ на таблата таа напаѓа 23
полиња, кога е на растојание две полиња од работ на таблата таа напаѓа 25
полиња и кога е на растојание три полиња од работ на таблата таа напаѓа 27
полиња.
Од принципот на вклучување и исклучување следува равенството

1 2 1 2 1,2( , )d D D d d d   . (3)

Сега, од (2) и (3) следува дека неравенството (1) е исполнето во случајот кога

1 2 46d d  , т.е. ако 23, 1, 2id i  и исто така ако еден од броевите id е 21,
а другиот е 25.
Нека 1 23d  и 2 25d  . За да го докажеме (1)

доволно е да докажеме дека 1,2 6d  , т.е. бро-

јот на полињата кои истовремено се нападнати
од двете дами и се надвор од правоаголникот

1,2P е најмалку 2. Без ограничување на оп-

штоста можеме да земеме, дека 1D е на отсеч-
ката AB (цртеж десно). Освен тоа ѓе земеме
дека 1D е на некое од трите полиња на дес-
ната половина на AB , бидејќи во спротивно
можеме да ги земениме местата на 1D и 2D

во однос на симетралата на AB , при што бројот на нападнатите полиња од
двете кралици не се менува. Сега, кралицата 2D се наоѓа на некоја од
страните на квадратот EFGH , па лесно се проверува дека е исполнето
бараното неравенство. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.
Нека 1 2 25d d  . Доволно е да докажеме дека 1,2 8d  . Кралиците 1D и 2D

се наоѓаат на страните на квадратот EFGH и аналогно какопогоре можеме
да сметаме дека 1D е на некое од двете полиња на десната половина на EF .
Лесно се проверува дека бројот на полињата кои истовремено се нападнати
од двете кралици и не се на страните на правоаголникот 1,2P е најмалку 4.
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Деталите ги оставаме на читателот за вежба.
Останува да ги разгледаме случаите, кога 2 27d  , а 1d е 21, 23 или 25 (не е

можно 1 27d  , бидејќи кралиците се независни).

Нека 1 21d  и 2 27d  . Без ограничување на
општоста можеме да земеме дека кралицата

2D е во полето E , а дека кралицата 1D е на
една од отсечките AB или BC , ќе ја префр-
лиме 1D на полето симетрично во однос на
дијагоналата AC , при што бројот на напад-
натите полиња не се менува. Сега лесно се
гледа дека бројот на нападнатите полиња од

1D и 2D кои не се на страните на правоагол-

никот 1,2P е најмалку 3, па затоа важи 1,2 6d  ,

па значи во (1) важи строго неравенство.
За 1 23d  и 2 27d  неравенството (1) следува од неравенството 1,2 8d  ,

кое се докажува аналогно како во претходните случаи. Деталите ги оставаме
на читателот за вежба.
На крајот нека 1 25d  и 2 27d  . Ќе докажеме дека 1,2 10d  . Можеме да ја

поставиме 2D како во претходните случаи, а ако ја искористиме симетријата

добиваме дека за 1D има само две можности, во секоја од кои 1,2 10d  .

Со тоа доказот на неравенството (1) е завршен.

17. Определи колку најмногу кралици може да се постават на табла со димензии
2017 2017 така што секоја кралица смее да напаѓа најмногу една од преос-
танатите кралици.
Решение. Да означиме 2017n  . Нека претпоставиме дека се поставени
m n кралици. Ниту во еден ред нема повеќе од две кралици, па затоа
најмалку во m n редови се наоѓаат по две кралици, што значи дека има
најмногу )2 2(m m n n m    кралици кои се сами во својот ред. Слично,
најмногу 2n m кралици се сами во својата колона. Од друга страна, секоја
кралица е сама во својот ред или во својата колона, па затоа 2 2( )m n m  ,

од каде следува дека 4
3[ ] 2689nm   .

На цртежот А е прикаж распоред на 8 кралици на табла 6 6 , при што се
исполнети условите на задачата. Пред да конструираме пример на табла со
димензии 2017 2017 да го разгледаме следниот распоред на кралици:
- На табла 335 335 може да се постават 335 кралици кои меѓусебно не се

напаѓаат. Навистина, доволно е кралиците да се поставата на сите полиња
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, ),  1 , 35(  3x y x y  , за кои важи 2 (mod 335)y x , како на цртеж Б. То-
гаш, сите збирови x y се меѓусебно различни по модул 335, сите раз-
лики x y се меѓусебно различни по модул 335, па затоа нема две кра-
лици во ист ред, колона или дијагонала.

Да ја поделиме таблата со димензии 2017 2017 на правоаголници и ква-
драти со должини на страни 335, 6 и 1, како на цртеж В. Квадратите означени
со Б и А ќе ги пополниме како на цртежите Б и А, соодветно, а во горното
десно поле на таблата ќе ставиме уште една кралица. На овој начин распо-
редивме 8·335 8 1 2689   кралици. Лесно се проверува дека овој распоред
ги задоволува условите на задачата.

18. Разгледуваме поделби на шаховска 8 8 табла на p правоаголници кои не-
маат заеднички внатрешни точки, такви што секоја поделба ги задоволува
условите:
а) Секој правоаголник се состои од еднаков број бели и црни полиња.
б) Ако со ia го означиме бројот на бели полиња во i  тиот правоаголник,

тогаш 1 2 3 .... pa a a a    .

Најди ја најголемата вредност на p за која ваква поделба е можна. За вака

најденото p најди ги сите можни низи броеви 1 2 3, , ,...., pa a a a .

Решение. Вкупниот број на бели полиња е

1 2 ... 32pa a a    .

Бидејќи сите броеви ia се различни меѓу
себе исполнето е неравенството

1 2
( 1)

2

... 1 2 3 ...

,

p

p p

a a a p



       



од каде се добива 7p  . Бројот 32 може
да се запише на следниве пет начини како
збир од седум меѓусебно различни броеви:
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десно поле на таблата ќе ставиме уште една кралица. На овој начин распо-
редивме 8·335 8 1 2689   кралици. Лесно се проверува дека овој распоред
ги задоволува условите на задачата.

18. Разгледуваме поделби на шаховска 8 8 табла на p правоаголници кои не-
маат заеднички внатрешни точки, такви што секоја поделба ги задоволува
условите:
а) Секој правоаголник се состои од еднаков број бели и црни полиња.
б) Ако со ia го означиме бројот на бели полиња во i  тиот правоаголник,

тогаш 1 2 3 .... pa a a a    .

Најди ја најголемата вредност на p за која ваква поделба е можна. За вака

најденото p најди ги сите можни низи броеви 1 2 3, , ,...., pa a a a .

Решение. Вкупниот број на бели полиња е

1 2 ... 32pa a a    .

Бидејќи сите броеви ia се различни меѓу
себе исполнето е неравенството

1 2
( 1)

2

... 1 2 3 ...

,

p

p p

a a a p



       



од каде се добива 7p  . Бројот 32 може
да се запише на следниве пет начини како
збир од седум меѓусебно различни броеви:



Комбинаторика на шаховска табла

429

32 1 2 3 4 5 6 11
1 2 3 4 5 7 10
      
      

1 2 3 4 5 8 9
1 2 3 4 6 7 9
1 2 3 5 6 7 8.

      
      
      

На првиот од овие начини не соодветствува ниту една поделба на шаховската
табла, бидејќи на неа не може да се смести правоаголник со 22 полиња. На ос-
танатите случаи соодветствуваат поделби како на горните цртежи.
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30. ЗАДАЧИ НА ТРИАГОЛНА РЕШЕТКА

1. Триаголна n n решетка е рамностран триаголник со должина на страна n ,
и поделен на рамнострани триаголници со должина на страна 1, чии страни
се паралелни на страните на триаголникот. Пресечните точки на линиите на
решетката ги нарекуваме јазли на решетката. Докажи дека триаголна решетка

со должина на страна n има 2n мали триаголници и 2
2( )n јазли.

Решение. Нека е дадена триаголна решетка. Тогаш одејќи одгоре-надолу во
првиот ред имаме 1 мал триаголник, во вториот ред имаме 3 мали триагол-
ници, во третиот ред имаме 5 мали триаголници, во претпоследниот ред
2 3n  и во последниот ред имаме 2 1n  мали триаголници. Според тоа,
решетката содржи

21 3 5 ... (2 3) (2 1)n n n       

мали триаголници. Понатаму, решетката содржи n хоризонтални линии и
притоа гледајќи одгоре надолу прво имаме 1 јазол, па на првата линија имаме
2 јазли, па на втората линија имаме 3 јазли, ..., на k  тата линија имаме 1k 
јазол, ..., на n  тата линија имаме 1n  јазол. Според тоа, бројот на јазлите
на решетката е еднаков на

( 1)( 2) 2
221 2 3 ... ( 1) ( )n n nn          .

2. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на ромбовите составени од два мали три-
аголници.
Решение. Нека е даден триаголникот ABC
(за 8n  види цртеж десно). Ги броиме ром-
бовите со остар агол чии краци се паралелни
со краците на аглите на триаголникот ABC .
На пример, за темето A такви ромбови имаме

( 1)
2( 1) ( 2) ... 3 2 1 n nn n         .

Според тоа, бројот на сите ромбови составе-
ни од два мали триаголници е

3 ( 1)
22( ) 3( )n n nd n   .
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3. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на паралелограмите од видот 1 ( 1)k k 

чии страни се на делбените линии и темињата се во јазлите на решетката.
Решение. Ги броиме паралелограмите од видот 1 ( 2)k k  . Тогаш за најдол-
ниот ред AB имаме две ориентации на такви паралелограми (од A кон B и
обратно), па за целиот триаголник имаме вкупно 6 ориентации. За едната

ориентација во првиот ред имаме 1
2( )n паралелограми, во вториот ред имаме

2
2( )n итн. во ( 2)n   от ред имаме 2

2( ) паралелограми. Според тоа, за една

ориентација вкупниот број паралелограми е еднаков на

2 2 2 2

( 1) (2 1) ( 1)
6 2

( 1)( 2) ( 2)( 3) ... 2 11 2 2
2 2 2 2

( 1) ( 2) ... 2 1 ( 1) ( 2) ... 2 1
2

( 1)( 2)
32 6

( ) ( ) ... ( )

( ).
n n n n n

n n n nn n

n n n n

n n n n
  

        

            

  

   



  

Конечно, бидејќи имаме 6 ориентации и ако го земеме предвид бројот на
ромбовите со страна 1, за бараниот број паралелограми добиваме

( 1) ( 1)( 2) ( 1)(2 1)
2 6 2( ) 3 6n n n n n n n np n          .

4. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Колку паралелограми може да се формираат од малите три-
аголници?
Решение. Ги разгледуваме јазлите кои се
долно лево теме на паралелограм со остар
агол чии краци се паралелни на краците на
аголот во темето A . Бројот на спротив-
ните темиња го определува бројот на пара-
лелограмите. За темето A тоа се сите
јазли на триаголникот 1 1 1A B C , чија дол-
жина на страна е 2n  , па од задача 1

следува дека тој има 2( )n јазли. Понатаму,

за следните јазли кои се на страната AB имаме 1 2 2
2 2 2( ), ( ), ..., ( )n n  пара-

лелограми. Според тоа, за првот ред имаме
1 2 2 1

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n      

паралелограми. Ако долното лево теме е на следниот ред, тогаш бројот на
паралелограмите е
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1 2 2
2 2 2 3( ) ( ) ... ( ) ( )n n n    

итн. Според тоа, бројот на паралелограмите чие долно лево теме е со остар
агол и краци кои се паралелни на краците на аголот во темето A е еднаков
на

1 3 2
3 3 3 4( ) ( ) ... ( ) ( )n n n     .

Конечно, имаме три темиња, па затоа вкупниот број на разгледуваните пара-

лелограми е 2
4( ) 3( )nP n  .

5. Докажи дека:

а) 2 2 2 4 2 2 1 21
2 2 2 2 32( ) ( ) ... ( ) ( ) (( ) )k k k k       ,

б) 2 1 2 3 5 3 2 1 21
2 2 2 2 32( ) ( ) ... ( ) ( ) (( ) )k k k k        .

Решение. Прв начин. Идентитетите ќе ги докажеме со индукција по k .

а) За 1k  имаме 21 1 2 211 1
3 22 2(( ) 1 ) (1 1) 1 ( )       , т.е. тврдењето е точно.

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за k . Тогаш за 1k  добиваме

2

2( 1) 2( 1)2 4 2 2 1 21
2 2 2 32 2 2

(2 2)(2 1) 2 1 21
32 2

(2 1)(4 10 12) 21
2 6

(2 1)((2 3)(2 2) 6) 21
2 6

(2 3)(2 2)(2 1) 21
2 6

2 3 21
32

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) (( ) )

(( ) )

( )

( )

( 2 1)

(( ) ( 1) ),

k kk k

k k k

k k k

k k k

k k k

k

k

k

k

k

k k

k

  

  

  

   

  



      

  

 

 

   

  

па од принципот на матемтичка индукција следува дека важи за секој при-
роден број k .
б) Доказот е наполно аналоген на доказот на идентитетот под а). Деталите ги
оставаме на читателот за вежба.
Втор начин. Да ставиме

2 2 2 4 2
2 2 2 2(2 ) ( ) ( ) ... ( ) ( )k kf k     

и
2 1 2 3 5 3

2 2 2 2(2 1) ( ) ( ) ... ( ) ( )k kf k        .

Тогаш
2 2 1 3 2 2 1
2 2 2 2 3(2 ) (2 1) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )k k kf k f k         

а од Паскаловото правило следува
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2 2 1 2 2 2 3 4 3 2
2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 3
1 1 1

2

(2 ) (2 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) 1

(2 1) (2 3) ... 3 1 .

k k k k

k k

f k f k

k k k

  

 

         

    

       

Сега, ако ги собереме последните две равенства го добиваме идентитетот под
а), а ако ги одземеме истите равенства го добиваме идентитетот под б).
Деталите ги оставаме на читателот за вежба.

6. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на ромбовите чии страни се на делбените
линии и темињата се во јазлите на решетката.
Решение. Нека е даден триаголникот ABC
(за 8n  види цртеж десно). Ги броиме ром-
бовите со остар агол чии краци се паралелни
со краците на аглите на триаголникот ABC .
Во задача 2 докажавме, дека за еден агол

имаме 2( )n мали ромбови составени од два
триаголници. Понатаму, имаме

( 2)( 3) 2
22( 3) ( 4) ... 2 1 ( )n n nn n          

ромбови составени од осум триаголници, па
( 4)( 5) 4

22( 5) ( 6) ... 2 1 ( )n n nn n          

ромбови составени од осумнаесет триаголници итн.
Конечно при ознаките од претходната задача следува дека за 2n k бројот
на ромбовите е:

( 1)(4 1)2 2 2 4 2 2 1 23
2 2 2 2 32 2(2 ) 3(( ) ( ) ... ( ) ( )) (( ) ) k k kk k kD k k           ,

а за 2 1n k  бројот на ромбовите е
( 1)(4 1)2 1 2 3 5 3 2 1 23

2 2 2 2 32 2(2 1) 3(( ) ( ) ... ( ) ( )) (( ) ) k k kk k kD k k             .

7. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на триаголниците чии страни се на дел-
бените линии и темињата се во јазлите на решетката.
Решение. Забележуваме дека имаме два типа триаголници, тип X и тип Y .
Кај типот X врвот е меѓу основата и темето на големиот триаголник, а кај
типот Y врвот е мешу основата и основата на големиот триаголник. Ќе ги
изброиме двата типа триаголници одделно.
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2 2 1 2 2 2 3 4 3 2
2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 3
1 1 1

2

(2 ) (2 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) 1

(2 1) (2 3) ... 3 1 .

k k k k

k k

f k f k

k k k
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изброиме двата типа триаголници одделно.
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Да ги изброиме триаголниците од типот X . Започнуваме од темето C . Тоа е
теме на n триаголници од типот X . Двата јазли под него се темиња на 1n 
триаголник, трите јазли под нив се темиња на по 2n  триаголника итн.
Според тоа, имаме

2

2

( 1) 2 2 2
2

( 1) ( 1) (2 1) ( 1)
2 6 2

2 2
6
( 2)( 1) 2

36

( ) 1 2( 1) 3( 2) ... 1
(1 2 ... ) 1 2 2 3 ... ( 1)

(1 2 ... ( 1) ) (1 2 ... ( 1))

(3 3 2 3 1 3 3)

( ).

n n

n n n n n n n

n

n n n n

X n n n n n
n n n n

n n

n n n n n



   

  

        
          

          

  

      

 

Сега да ги изброиме триаголниците од типо Y . Забележуваме дека секој
триаголник од типот Y е половина од три ромба со темиња во јазлите на
дадената триаголна решетка и страни на линиите на решетката. Според
задача 6 бројот на овие ромбови е

( 1)(4 1)
2(2 ) k k kD k   и ( 1)(4 1)

2(2 1) k k kD k    .

Оттука го наоѓаме вкупниот број на триаголници кога 2n k и 2 1n k  .
Имаме:

( 1)(4 1) ( 1)(4 1)2 21
33 6 2(2 ) (2 ) (2 ) ( ) k k k k k kkA k X k D k         ,

2( 1)(4 1) (4 1)2 11
33 6 2(2 1) (2 1) (2 1) ( ) k k k k k kkA k X k D k            .

8. Докажи дека за секој природен број 2k  важи:

а)
2 ( 1)( 1)2 2 2 4

3 3 3 3( ) ( ) ... ( ) k k kk k      ,

б)
2( 1)(2 2 1)2 1 2 3 5 3

3 3 3 3 2( ) ( ) ... ( ) ( ) k k k kk k         .

Решение. Прв начин. Идентитетите ќе ги докажеме со индукција по k .

а) За 2k  имаме
22 (2 1)(2 1)2 2 4

3 3 3( ) ( ) 4      , т.е. тврдењето важи. Нека

претпоставиме дека тврдењето важи за некој 2k  . Тогаш за 1k  добиваме
2

2

2 2

( 1)( 1)2( 1) 2 4 2 2
3 3 33 3

(2 2)(2 1)2 ( 1)( 1)
6 3

( 1)( 3 2) ( 1) ( 2)
3 3

( ) ( ) ... ( ) ( )

,

k k kk k k

k k k k k k

k k k k k k k

  

   

    

    

 

 

па од принципот на матемтичка индукција следува дека важи за секој при-
роден број k .



Задачи на триаголна решетка

435

б) Доказот е наполно аналоген на доказот на идентитетот под а). Деталите ги
оставаме на читателот за вежба.
Втор начин. Нека 2k  и да ставиме

2 2 2 4
3 3 3(2 ) ( ) ( ) ... ( )k kg k     и 2 1 2 3 3

3 3 3(2 1) ( ) ( ) ... ( )k kg k       .

Тогаш лесно се докажува дека
2 2 1 2 2 2 3 4 3 2 1
3 3 3 3 3 3 4(2 ) (2 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )k k k k kg k g k              ,

а од Паскаловото правило и задача 5 следува
2 2 1 2 2 2 3 4 3
3 3 3 3 3 3
2 1 2 3 3

2 2 3
2 1 21

32

(2 ) (2 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( )

(( ) ).

k k k k

k k

k

g k g k

k

  

 



        

   

 

Сега, ако ги собереме последните две равенства го добиваме идентитетот под
а), а ако ги одземеме истите равенства го добиваме идентитетот под б).
Деталите ги оставаме на читателот за вежба.

9. Рамностран триаголник со должина на страна n е поделен на рамнострани
триаголници со должина на страна 1, чии страни се паралелни на страните на
триаголникот. Определи го бројот на сите рамнокраки трапези чии страни се
на делбените линии и темињата се во јазлите на решетката.
Решение. Прво ќе ги преброиме трапезите од прв вид, т.е. трапезите кај кои
големата основа големата основа се наоѓа меѓу малата основа и страната на
триаголникот. Нивниот број да го означи-
ме со 1( )F n . Ги разгледуваме јазлите, кои
се лево долно теме на трапез и се наоѓаат
на страната AB на триаголникот. Ако
долното лео теме на трапезот е A , тогаш
горното десно теме е еден од јазлите на

триаголникот 1 1 1A B C , па затоа имаме 2( )n

трапези. Понатаму, на потполно ист начин
се покажува дека последователно за јазли-

те кои се на страната AB имаме 1 2 2
2 2 2( ), ( ),..., ( )n n  рамнокраки трапези, што

значи дека вкупно имаме
1 2 2 1

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n      

рамнокраки трапези. Сега аналогно за следниот ред имаме
1 2 3 2

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n       ,

за следниот ред
2 3 4 2 1

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n       
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итн. рамнокраки трапези. Според тоа, бројот на рамнокраките трапези од
првиот вид со основи паралелни на една од страните на триаголникот е
еднаков на

1 3 3 2
3 3 3 3 4( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n       ,

па како имаме три можности, добиваме 2
1 4( ) 3( )nF n  .
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1 2 2
2 2 2 3( ) ( ) ... ( ) ( )n n n     ,

кои во себе содржат триаголници од два реда има
3 4 2 2

2 2 2 3( ) ( ) ... ( ) ( )n n n      ,

кои во себе содржат триаголници од три реда има
5 6 2 4

2 2 2 3( ) ( ) ... ( ) ( )n n n     

итн. Но, триаголникот има три страни, па затоа од задача 9 следува дека
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(2 ) 3(( ) ( ) ... ( ))
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k kF k

k k k
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2
1 2
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2
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10. Секоја страна на рамностран триаголник ја делиме на k еднакви дела. Низ
точките на страните повлекуваме прави паралелни на страните на триагол-
никот. Повлекуваме искршена линија низ триаголникот, при што:
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а) Ниеден триаголник не се јавува два пати;
б) Секој нареден триаголник на искршената линија има заедничка страна со
претходниот.
Низ колку триаголници минува искршената линија?
Решение. Да забележиме дека триаголникот е разби-

ен на 2k мали триаголници. Да го обоиме триаголни-
кот со две бои. Притоа црни триаголници има k
повеќе од бели. Бројот на белите триаголници е

( 1)
2

k k а на црните е ( 1)
2

k k . Два триаголници со иста

боја не се допираат. Затоа, при поминувањето на ис-
кршената линија се менува бојата на триаголникот. Ако тргнеме од триагол-
никот со црна боја, тогаш можеме да ги опфатиме сите бели триаголници,

т.е. ( 1)
2

k k и уште ( 1)
2 1k k  црни триаголници. Значи, сите опфатени триа-

голници се:
( 1) ( 1) 2

2 2 1 1k k k k k k      .

11. Рамностран триаголник со должина на страна ,n n е поделен со прави
паралелни на страните на рамнострани триаголници со должина на страна 1.
Колку најмногу отсечки со должина 1 и крајни точки во темињата на малите
триаголници може да се отстранат така што да не постои триаголник со
страни кои се наоѓаат меѓу отстранетите отсечки?
Решение. Бројот на отсечките со должина 1, паралелни на секоја страна од
триаголникот е еднаков на

( 1)
21 2 ... n nn     ,

што значи дека вкупниот број на отсечки со должина

1 е еднаков на 3 ( 1)
2

n n . Секои две отсечки, паралелни

со две страни на почетниот триаголник не формираат
мал триаголник, бидејќи секој мал триаголник се
состои од три отсечки кои се паралелни на сите три
страни. Според тоа, сигурно може да се отстранат

3 ( 1)2
3 2 ( 1)n n n n   отсечки со должина 1.

Ќе докажеме дека повеќе отсечки не може да се отстранат. Да штрафираме
триаголници со должина на страна 1 како на цртежот. Овие триаголници ги
содржат сите отсечки со должина 1, при што секоја отсечка припаѓа само на
еден триаголник. Затоа, за да не може да се состави ниеден од штрафираните
триаголници, во секој може да се отфрлат најмногу 2 отсечки. Според тоа,
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бројот на отстранетите отсечки не е поголем од 2
3 од вкупниот број отсечки,

т.е. не е поголем од 3 ( 1)2
3 2 ( 1)n n n n   .

12. Правилен шестаголник е поделен на 24 рамнострани триаголници како што е
прикажано на цртеж 1. На 19-те темиња на триаголниците им се придружени
19 различни броеви. Докажи дека меѓу 24-те триаголници постојат најмалку
7 такви што за броевите , ,a b c придружени на темињата на овие триаголни-
ци и земени во редослед спротивно од движењето на стрелките на часов-
никот важи a b c  .
Решение. На секоја страна на триаголник од даде-
ната поделба (цртеж 1) и придружуваме стрелка на-
сочена лево од страната, ако по страната се движиме
од теме со помал број кон теме со поголем број (цреж
2). Ако броевите, запишани во темињата на некој
триаголник, растат кога темињата ги обиколуваме во
насока спротивна од насоката на стрелките на часов-
никот, тогаш кон внатрешноста на тој триаголник се насочени две стрелки, а
ако се движиме во насока на стрелките на часовникот тогаш кон внатреш-
носта на триаголникот е насочена една стрелка. Нека имаме n триаголници
од првиот тип и m триаголници од вториот тип, 24m n  . Бидејќи
вкупниот број на стрелки насочени кон внатрешноста на шестаголникот е

2 24N n m n    доволно е да докажеме дека 31N  .
Стрелките кои соодветствуваат на 30 внатрешни отсечки на поделбата на

шестаголникот лежат во внатрешноста на шестаголникот. Од преостанатите
дванаесет стрелки, соодветни на страните на триаголниците кои лежат на
контурата на шестаголникот барем една мора да е насочена кон внатреш-
носта на шестаголникот. Во спротивно, за броевите 1 2 12, ,...,a a a соодветни

на темињата кои лежат на контурата треба да важи 1 2 12 1...a a a a    , што
не е можно. Значи, 30 1 31N    .

13. Дадена е триаголна n n решетка. Триаголниците, кои се наоѓаат меѓу две
соседни паралелни прави формираат лента.
а) Нека 10n  . Колку најмногу полиња може да се обојат така, што никои
две обоени полиња не се во иста лента во ниту еден правец на решетката?
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б) Нека 9n  . Колку најмногу полиња може да се обојат така, што никои две
обоени полиња не се во иста лента во ниту еден правец на решетката?
Решение. а) Да го поделиме триаголникот на 4 три-
аголника со по 25 мали триаголници (цртеж десно).
Нека во аголните триаголници се обоени , ,a b c ма-
ли триаголници, а во централниот триаголник се
обоени d мали триаголници. Бидејќи било кои два
аголни триаголници заедно со централниот три-
аголник се покриени од 5 ленти (види цртеж дес-
но), а во секоја лента може да има најмногу по едно обоене поле, добиваме
дека:

5, 5, 5a b d a c d b c d         .

Според тоа,
1
2

151
2 2

(2 2 2 2 )

(2 2 2 3 ) ,

a b c d a b c d

a b c d

      

    

односно 7a b c d    .
б) Да ја разгледаме задачата за произволен
број n . Спроти секоја од страните на по-
четниот триаголник ги нумерираме лен-
тите, при што за дадена страна почнуваме
од лентата која ја содржи избраната страна
на триаголникот (цртеж десно). На тој на-
чин за секој мал триаголник имаме подре-
дена тројка броеви, кои ги запишуваме
почнувајќи од бројот со кој е означена хо-
ризонталната лента во насока обратна на
насоката на движење на стрелките на часовникот. Така на полето во кое е
портокаловото квадратче му соодветствува тројката (1, 2, 2)n  , на полето во

кое е црвеното квадратче му соодветствува тројката ( 2, 2, 2)n  и на полето

во кое е зеленото квадратче му соодветствува тројката (2, 2,1)n  . Да ги
наречеме овие тројки координати на соодветниот мал триаголник. Збирот на
координатите на секој мал триаголник е 2n  (кога има иста ориентација
како почетниот триаголник) или 1n  (ако има спротивна ориентација од
почетниот триаголник). Нека се обоени k мали триаголничиња, така што
никои две не се во иста лента. Од една страна за збирот на нивните коорди-
нати S имаме ( 2)S k n  , а од друга страна бидејќи збирот по секоја

координата не е помал од ( 1)
21 2 ... k kk     , добиваме ( 1)

23 k k S  . Според

тоа, ( 1)
23 ( 2)k k S k n    , од каде добиваме 2 1

3
nk  , т.е. 2 1

3[ ]nk  .
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3
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Како може да се обојат точно точно 2 1
3[ ]nk  , кога 9n  , т.е. 2 9 1

3[ ] 6k   

мали триаголници е прикажано на долните два цртежи.

Како може да се обојат точно 2 1
3[ ]nk  , кога 10n  , т.е. 2 10 1

3[ ] 7k    ма-

ли триаголници е прикажано на следните два цртежи.
Во општ случај боењето на 2 1

3[ ]nk  мали триаголници може да се реали-

зира на следниов начин.

Ставаме 1
3[ ]nm  . Го боиме ( 1)m   виот мал триаголник сметано одлево

кој има иста ориентација како и големиот триаголник. Во истата вертикала ги
боите триаголниците кои се над него и се со иста ориентација. Така сме
обоиле 1m  мал триаголник. Во втората хоризонтална лента го боиме
(2 1)m   виот мал триаголник сметано одлево кој има иста ориентација како
и големиот триаголник. Во истата вертикала вертикала ги боите триаголни-
ците кои се над него и се со иста ориентација. Така сме обоиле уште

1 2n m  мали триаголници. Значи, вкупно сме обоиле
1 2 1

3 31 1 2 [ ] [ ]n nm n m n m n           .

Точно на последното равенство непосредно се покажува со разгледување на
деливоста на бројот n со 3.

14. Град има форма на триаголна n n решетка. Улици во овој град ќе ги наре-
чеме сите линии од решетката, а раскрсници сите јазли од решетката. Градо-
началникот решил да ги осветли сите улици на градот со светилки, поставени
на раскрсниците, при што не смее да има две светилки на една иста улица.
Секоја светилка ги осветлува сите улици, кои излегуваат од раскрсницата на
која е светилката. Колку најмногу светилки може да постави фирмата која
треба да го реализира осветлувањето на градот?
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Решение. Да го разгледаме цртежот десно.
Светилката поставена на раскрсницата E
ги осветлува улиците ,MN PQ и UV . На
секоја раскрсница во соодветствие и става-
ме тројка броеви – растојанијата од раскрс-
ницата до крајните улици, т.е. до страните
на триаголникот ABC . За единица должи-
на ја земаме должината на висината на еден
мал триаголник. Така, на пример, коорди-
натите на точката E се 1, 2 и 6.
Нека 2n  е природен број, N е максималниот број светилки кои може да се
постават според условите на задачата и 1 2{ , ,..., }NT T T е множеството од
тројки координати кои ги задоволуваат условите на задачата. Притоа, ако
ставиме ( , , )i i i iT a b c , тогаш бидејќи збирот на растојанијата од секоја вна-
трешна точка на рамностраниот триаголник е еднаков на должината на
неговата висина, добиваме дека i i ia b c n   . Да ги запишеме тројките како
во следнава табела:

1a 1b 1c

2a 2b 2c

  

Na Nb Nc
Сега, од условот на здачата следува дека во секоја колона нема два исти
броја (во спротивно две светилки ќе осветлуваат една иста улица), па затоа

( 1)
1 2 2

( 1)
1 2 2

( 1)
1 2 2

... 0 1 2 ... ( 1) ,

... 0 1 2 ... ( 1) ,

... 0 1 2 ... ( 1) .

N N
N

N N
N

N N
N

a a a N

b b b N

c c c N







         

         

         

Ако ги собереме трите неравенства и искористиме дека

i i ia b c n   , за 1, 2,...,i N ,
добиваме

( 1)
23 N NnN  ,

од каде следува 2 3 3n N  , односно
2
3[ ] 1nN   .

Во табелите 1, 2 и 3 е прикажано како може за случаите
3 1, 3n k n k   и 3 1n k  , за 1k  ,

да се распоредат светилки при што 2
3[ ] 1nN   .
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2
3

3 1,

[ ] 1 2n

n k

k

 

  2
3

3 ,

[ ] 1 2 1n

n k

k



   2
3

3 1,

[ ] 1 2 1n

n k

k

 

  

ia ib ic ia ib ic ia ib ic
0 1k  2 2k  0 k 2k 0 k 2 1k 
1 2k  2 4k  1 1k  2 2k  1 1k  2 1k 
        

1k  2k 0 k 2k 0 k 2k 1
k 0 2 1k  1k  0 2 1k  1k  0 2k

1k  1 2 3k  2k  1 2 3k  2k  1 2 2k 
        

2 1k  1k  1 2k 1k  1 2k 1k  2
Табела 1 Табела 2 Табела 3

На долните цртежи се прикажани распореди на светилките за случаите
8,9n  и 10.

8n  9n 

10n  10n 

15. Во рамнина, 2014 прави се распоредени во три групи заемно паралелни
прави. Определи го најголемиот можен број на триаголници кои ги фор-
мираат правите (секоја страна од триаголникот лежи на некоја од правите).
Решение. Нека a b c  се броевите на прави во трите групи за кои се доби-
ва најголем можен број на триаголници. Тогаш 2014a b c   , а најголе-
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миот можен број на триаголници е abc (кога никои три прави немаат заед-
ничка точка). Ќе докажеме дека 1a c  .
Да го претпоставиме спротивното, т.е. 1a c  . Тогаш

( 1) ( 1)( 1)abc b ac a c b a c       ,

што е противречи на изборот на a , b и c . Не може a c , бидејќи во тој

случај 2014
3a b c   не е цел број. За a , b и c да бидат цели мора 672a 

и 671b c  и бројот на триаголници е 2672 671 .

16. Секое множество од n точки во рамнината ќе го наречеме n  аголник. По-
стои дванаесетаголник K во двобојна (сино-црвена) рамнина P така, што
P не содржи ниту монохроматска црвена отсечка со должина 1, ниту
монохроматски син дванаесетаголник, складен со K . Докажи!

Решение. Прво ќе
ја опишеме
рамнината P .

Конструираме
решетка од
рамнострани триаголници со должина на страна 2
(цртеж десно). Ја боиме црвено внатрешноста на
секој круг со центар на решетката и радиус 1

2 , лакот

од неговата гранична кружница под хори-зонталниот
дијаметар и најлевата точка од тој дија-метар.

Преостанатиот дел од рамнината го боиме во сино (цртеж лево). Лесно се
покажува дека, добие-ната двобојна рамнина P не содржи монохромат-ска
црвена отсечка со должина 1. Исто така, секој круг со радиус 1 2

2 3
 (види

цртеж лево) целосно  содржи барем еден од претходно конструираните
кругови со радиус 1

2 .

Сега ќе го определиме бараниот дванаесетагол-
ник K . Како погоре конструираме триаголна

решетка, но сега со должина на страна 3
2 и

кружница C со радиус 1 2
2 3
 и со центар на

еден од триаголниците на решетката (цртеж
десно). Во внатрешноста на C има точно 12
јазли на решетката, кои го формираат бараниот
дванаесетаголник. Останува да докажеме, дека
P не содржи монохроматски син дванаесетаголник, складен со K . Да
разгледаме дванаесетагоник 1K , складен со K , заедно со кружницата 1C
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која го ограничува и е еднаква на кружницата C . Како што забележавме, 1C

содржи барем еден од црвените кругови, да го означиме со 2C . Од друга

страна, 2C содржи барем едно теме на 1K , што значи дека сите темиња на

1K не може да се сини.
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31. КОМБИНАТОРНА ГЕОМЕТРИЈА

Под комбинаторна геометрија обично се подразбираат геометриски задачи со
голем или неограничен степен на слобода, како што се геометриските распореди,
егзистенцијалните задачи за чие решавање често пати се користи принципот на
Дирихле, или разни задачи кои содржат комбинаторни идеи. Во претходните па-
раграфи разгледавме поголем број  задачи од комбинаторна геометрија, но заради
нивната разновидност овде ќе дадеме дополнителни задачи од оваа интересна
област.

1. Докажи дека меѓу било кои четири точки кои лежат во внатрешноста на
единичната кружница постојат две кои се на растојание помало од 2 .
Решение. Нека O е центарот на кружницата. Меѓу било кои четири точки, за

некои две од нив, да кажеме A и B , важи 90AOB   , што заедно со

, 1OA OB  дава 2AB  .

2. (Задача на Силвестер). Во рамнината е дадено конечно множество точки S

такви што не лежат сите на една права. Докажи дека постои права која
содржи точно две точки од множеството S .
Решение. Да ги разгледаме недегенерираните триаголници чии темиња се
точки од множеството S . Нека ABC е триаголникот кој има најкратка мож-
на висина и нека тое е висината Ah повлечена од темето A . Ќе докажеме
дека на правата BC нема други точки од множеството S , освен точките B

и C . Нека го претпоставиме спротивното, т.е. нека точката \{ , }D S B C пр-
ипаѓа на правата BC . Без ограничување на општоста можеме да претпоста-

виме дека распоредот е B C D  и дека 90ACD   . Тогаш AD CD , па
во триаголникот ACD висината повлечена од темето C е пократка од ви-
сината повлечена од темето A , односно од Ah , што е противречност.

3. Рамнинска фигура  со плоштина поголема од 1012 е сместена во право-
аголник P со димензии 1 2023 . Докажи дека  содржи две точки на меѓу-
себно растојание 1.
Решение. Нека ' е фигурата добиена од фигурата  со транслација  за

вектор v


со должина 1 во правец на подолгата страна на правоаголникот P .
Фигурата ' лежи во правоаголникот ( ) P , што значи дека унијата '
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припаѓа на правоаголникот ( )P P со димензии 1 2024 . Според тоа,
плоштината на фигурата ' е помала или еднаква на 2024, а бидејќи
секој од фигурите  и ' има плоштина поголема од 1012, нивниот пресек
не може да е празен. Нека 'Y  и нека точката X е таква што

( )X Y  . Тогаш X  и притоа важи 1XY  .

4. Затворена искршена линија во рамнината се состои од парен број отсечки со
должина 1. Докажи, дека постојат две темиња на оваа искршена линија кои
се на растојание поголемо од 1.
Решение. Нека претпоставиме дека тврдењето не е точно. Нека

1 2 2 3 2 1 2 2 1... 1n n nA A A A A A A A     .

Ако за некој 3 2 1i n   точките iA и 1iA  се од иста страна на правата

1 2A A , тогаш четириаголникот 1 2 1i iA A A A  или четириаголникот 1 2 1i iA A A A е
конвексен со две спротивн страни еднакви на 1, па збирот на неговите дијаго-
нали е поголем од 2, што значи дека барем едната од нив е поголема од 1, а
тоа е противречност. Според тоа, за секој i точките iA и 1iA  се на различни

страни на правата 1 2A A . Тоа значи дека точките 3 5 2 1, ,..., nA A A  се од едната

страна на правата 1 2A A , а точките 2 4 2, ,..., nA A A се од другата нејзина стра-

на. Но, тогаш четириаголникот 2 1 3 2nA A A A е конвексен со две спротивни
страни еднакви на 1, па збирот на неговите дијагонали е поголем од 2, што
значи дека барем едната од нив е поголема од 1, што е противречност.

5. Во координатната рамнина секоја искршена линија која се состои од една
вртикална и една хоризонтална отсечка ја нарекуваме ќоше. Во рамнината се
дадени n сини и n црвени точки чии проекции на координатните оски Ox и
Oy се меѓусебно различни. Докажи дека може да се нацртаат n ќошиња без
заеднички точки такви што секое ќоше има една црвена и една сина крајна
точка.
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . Очигледно, за 1n 
тврдењето е точно. Нека 1n  и нека се ,A B и C соодветно крајната лева,
крајната долна и крајната десна меѓу дадените точки. Без ограничување на
општоста можеме да претпоставиме дека точката B е црвена.
1) Ако една од точките A и C , да кажеме

A е сина, тогаш точките A и B ги по-
врзуваме со ќоше AXB така што от-
сечката AX е вертикална, а на преос-
танатите точки да ја примениме индук-
твната претпоставка.

2) Ако точките A и C се црвени, даде-
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страни еднакви на 1, па збирот на неговите дијагонали е поголем од 2, што
значи дека барем едната од нив е поголема од 1, што е противречност.

5. Во координатната рамнина секоја искршена линија која се состои од една
вртикална и една хоризонтална отсечка ја нарекуваме ќоше. Во рамнината се
дадени n сини и n црвени точки чии проекции на координатните оски Ox и
Oy се меѓусебно различни. Докажи дека може да се нацртаат n ќошиња без
заеднички точки такви што секое ќоше има една црвена и една сина крајна
точка.
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . Очигледно, за 1n 
тврдењето е точно. Нека 1n  и нека се ,A B и C соодветно крајната лева,
крајната долна и крајната десна меѓу дадените точки. Без ограничување на
општоста можеме да претпоставиме дека точката B е црвена.
1) Ако една од точките A и C , да кажеме

A е сина, тогаш точките A и B ги по-
врзуваме со ќоше AXB така што от-
сечката AX е вертикална, а на преос-
танатите точки да ја примениме индук-
твната претпоставка.

2) Ако точките A и C се црвени, даде-
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ните точки можме да ги поделиме со вертикална права на p на две
непразни множества така што лево од правата p (а исто така и десно)
има еднаков број црвени и сини точки. Навистина, при непрекинато по-
местување на правата p од точката A до точката C , разликата на
бројот на црвените и сините точки се менува од 1 (на почетокот) до 1
(на крајот) и тоа при секој премин преку една од точките таа разлика се
менува за 1. Оттука следува дека во еден момент разликата мора да е 0.
Сега е доволно индуктивната претпоставка да ја примениме на две мно-
жества точки лево и десно од правата p .

6. Во рамнината е дадено конечно множество точки. Докажи дека од него се-
когаш може да се исфрли една точка и остатокот да се подели на две под-
множества, секое од кои има дијаметар строго помал од почетното мно-
жество.
Решение. Нека d е дијаметарот на даденото множество M . Да разглеаме

две точки A и B од M такви шо AB d . Тогаш секоја точка M припаѓа
на пресекот на круговите со радиус d и центри во A и B . Нека кружниците

( , )k A d и ( , )k B d се сечат во точките C и D . Тврдиме дека барем еден од
пократките лаци AC и BD не содржи точки од множеството M различни
од A и B . Навистина, ако претпоставиме дека лаците AC и BD содржат

соодветно точки K и L од множеството M , тогаш KB AB AL d   и

AB KL BK AL   , па е KL d , што е противречност.
Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека лакот AC не
содржи точки од множеството M . Од множеството M да ја исфрлиме
точката A , а преостанатите точки да ги поделиме на множества 'M и ''M ,
при што 'M е множеството точки од множеството \{ }M A кои се на правата
AB или на иста страна од таа права како и точката C . Јасно, множествата

'M и ''M имаат дијаметри помали од d .

7. Во внатрешноста на кружница со радиус 1 или на неа се наоѓаат 212 точки.
Докажи дека постојат барем 2017 парови точки чие растојание е најмногу 1.
Решение. Да ја поделиме единичната кружница на шест еднакви делови, така

да на секој дел соодветствува централен агол од 60 . Притоа растојанието на
секои две точки од ови делови е помало или еднакво на 1. Нека 1 2 3 4, , , ,a a a a

5 6,a a се броевите на точките во секој од шесте делови (ако точката припаѓа
на заедничката граница на два дела ќе земеме дека припаѓа на еден од овие
делови, кој било). Притоа важи

1 2 3 4 5 6 212a a a a a a      .
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Според тоа, за секој 1, 2,3, 4,5,6i  во i  от дел постојат точно ( 1)
2

i ia a  па-

рови точки, чие најголемо меѓусебно растојание е помало или еднакво на 1.

Значи, дадените 212 точки формираат најмалку
6 ( 1)

2
1

i ia a

i




 парови точки чие

растојание е најмногу 1. Да ја разгледаме функцијата ( 1)
2( ) x xf x  . Оваа

функција е конвексна на целата реална права, па од неравенството на Јенсен
следува

1 2 3 4 5 6

106 106
3 3

6 ( 1)
1 2 3 4 5 62

1

212
6 6

( 1) 106103 10918
2 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 ( ) 6 ( )

6 2017,

i ia a

i

a a a a a a

f a f a f a f a f a f a

f f




    

  

     

 

    



што и требаше да се докаже.

8. Дадени се n , 3n  точки во рамнината, такви што растојанието меѓу било
кои две од нив не е поголемо од 1 . Определи го најголемиот можен број на
отсечки со должина 1 чии краеви се во дадените точки.
Решение. Ќе докажеме дека најголемиот можен број отсечки кои го задо-
волуваат условот на задачата е еднаков на n .
Ќе докажеме дека постојат n точки за кои што по-
стојат n отсечки чии краеви се во дадените точки и
имаат должина 1 . Нека избереме единечна кружница
k со центар во точка 1A . Нека 2 , nA A k такви што

2 1nA A  , а сите останати точки 
3 1 2,..., n nA A A A  .

Тогаш отсечките 1 , 2,3,...,iA A i n и 2 nA A имаат дол-
жина 1, а сите останати парови точки се на растојание
помало од 1 (цртеж десно).
Сега ќе докажеме дека не може да постојат повеќе од n отсечки со бараното
својство. Тврдењето ќе го докажеме со математичка индукција.
Нека точката X припаѓа на даденото множество. Бројот на отсечките со дол-
жина 1 чија една крајна точка е X го нарекуваме степен на точката X .
Во доказот ќе ја користиме следнава лема.
Лема. Ако , , ,P Q R S се точки такви што PQ и RS се сечат, тогаш

PQ RS PR QS   . □
Нека 3n  , т.е. дадени се три точки такви што растојанието
меѓу било кои две од нив не е поголемо од 1. Ако тие точки
се темиња на рамностран триаголник со страна 1, тогаш
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имаме точно три отсечки со должина 1 и крајни точки во дадените. Значи
тврдењето е точно за 3n  (цртеж десно).
Нека претпоставиме дека за било кои ( 1n  )-на дадена точка такви што ра-
стојанието меѓу било кои две од нив не е поголемо од 1 , постојат најмногу

1n  парови точки кои се на растојание 1.
Нека се дадени n точки. Ако степенот на секоја од
нив не е поголем од 2, тогаш нема што да се дока-
жува. Затоа ќе претпоставиме дека постои точка A
со степен поголем или еднаков на 3. Значи, постојат
најмалку три точки , ,B C D такви што

1AB AC AD   .
Тие припаѓаат на кружница k со центар во A и радиус 1. Нека претпоста-
виме дека во дадениот редослед се поставени на кружницата во насока об-
ратна од движењето на стрелките на часовникот (види цртеж). Јасно, 1BD 

и 1BC  , 1CD  . Сите преостанати точки мора да припаѓаат во пресекот на
круговите со центри , , ,A B C D и радиуси 1. Од лемата следува дека един-
ствена точка која од точката C е на растојание 1 е точката A . Значи степенот
на C е 1. За преостанатите ( 1)n  -на точка е исполнета индуктивната прет-
поставка. Според тоа, за нив, има најмногу 1n  парови точки кои се на ра-
стојание 1, па заедно со отсечката AC нивниот број не е поголем од n .
Сега тврдењето на задачата следува од принципот на математичка индукција.

9. Во рамнината се дадени n прави такви што било кои две не се паралелни и
било кои три не се сечат во една точка (прави во општа положба). На колку
делови овие прави ја делат рамнината?
Решение. Нека nx е бројот на деловите на кои n  те прави ја делат рам-
нината. Тогаш важат следниве равенства

1 12, n nx x x n   , за 2n  .

Навистина, нека 1, ,..., np p p се прави во рамнината за кои важат условите на

задачата. Правите 1 1, ,..., np p p  ја делат рамнината на 1nx  деловии и ја се-

чат правата np во 1n  точка. Овие 1n  точка ја делат правата np на n

делови, а секој од нив дели еден од претходно воочените 1nx  делови на

рамнината на два нови дела. Затоа со додавање на правата np бројот на
деловите во рамнината се зголемува за n . Конечно, ако ги собереме ра-
венствата 1k kx x k  , за 1,2,...,k n добиваме

2( 1) 2
2 22 2 3 4 ... 1 n n n n

nx n            .
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10. Во просторот се дадени n рамнини такви што секои три рамнини се сечат и
било кои четири немаат заедничка точка (рамнини во општа положба). На
колку делови овие рамнини го делат просторот?
Решение. Нека nx е бројот на деловите на кои n  те рамнини го делат

просторот. Тогаш 1 2x  . Нека се дадени n рамнини за кои се исполенти

услвоите на задачата. Првите 1n  рамнини го делат просторот на 1nx  де-
лови и ја сечат n  тата рамнина во 1n  права. Според претходната задача

овие 1n  прави ја делат n  тата рамнина на
2 2

2
n n  делови и секој од овие

делови го дели просторот на два нови дела. Затоа со додавање на новата

рамнина бројот на деловите во просторот се зголемува за
2 2

2
n n  . Значи,

2 2
1 2

n n
n nx x  

  , за 2n  . Конечно, ако ги собереме равенствата
2 2

1 2
k k

k kx x  
  , за 2,...,k n добиваме

2 21 1
2 6

2
2 ( 2) ( 1)( 6)

n

n
k

x k k n n n


        .

11. Дадена е точка T во просторот. На колку најмногу делови може да биде
поделен просторот со n рамнини кои минуваат низ точката T ?
Решение. Да земеме дека низ точката T минуваат n рамнини кои просторот
го делат на најголем број можни делови и да земеме една од овие рамнини,
која ќе ја означиме со  .
Заради централната симетрија на целата конфигурација во однос на T доби-
ваме дека секој од двата дела на кои просторот е поделен со  има еднаков
број делови ( )M n определени со дадените n рамнини.

Повлекуваме рамнина  паралелна на  , ( )  . Според условот на за-
дачата рамнината  , освен  , ги сече сите дадени рамнини, при што доби-
ваме 1n  пресечна права. Јасно, со овие прави рамнината  ќе биде поде-
лена на еднаков број делови колку што има делови просторот од онаа страна
на  на која се наоѓа  , т.е. на ( )M n . Очигледно, важи и обратното, т.е. со
задавање на ,T  и  каде  е поделена со 1n  права секогаш може да се
најдат 1n  рамнини низ T кои  ќе ја сечат точно во зададените прави.
Значи, задачата се сведува на тоа да се определи на колку најмногу делови
рамнината може да биде поделена со 1n  права. Тој број да го означиме со

( 1)N n  . Според задача 9 имаме
( 1)

2( 1) 1 n nN n    .

Конечно, бараниот број е еднаков на
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( 1) 2
22 ( ) 2 ( 1) 2(1 ) 2n nM n N n n n       .

12. Во рамнината се дадени n кружници такви што секои две се сечат во две
точки и било кои три немаат заедничка точка. На колку делови ја делат рам-
нината овие n кружници?
Решение. Нека nx е бројот на деловите на кои е поделена рамнината со n

кружници кои го задоволуваат условот на задачата. Бидејќи n  те кружници
ја сечат ( 1)n   та кружница во n парови точки и тие истата ја делат на

2ny n делови, добиваме дека ( 1)n   та кружница сече 2ny n од nx

деловите на кои е поделена рамнината со n  те кружници. Затоа,

1 2n n n nx x y x n     . (1)
Ако во равенството (1), наместо n последователно ставиме 1,..., 2,1n  и ги

собереме добиените равенства наоѓаме 2 2nx n n   .

13. Во просторот се дадени n сфери такви што секои две се сечат во кружница и
било кои три немаат заедничка кружница. На колку делови го делат про-
сторот овие n сфери?
Решение. Бидејќи n  те сфери ја сечат ( 1)n   та сфера во n кружници и

како тие нејзината површина ја делат на 2 2n n  делови, добиваме дека ако
n сфери кои го задоволуваат условот на задачата го делат просторот на nx

делови, тогаш 1n  сфера просторот го делат на
2

1 ( 2)n nx x n n     (1)
делови. Сега постапувајќи аналогно како во решението на претходната за-

дача добиваме
2( 3 8)

3
n n n

nx   .

14. На колку делови со своите дијагонали е поделен конвексен n  аголник таков
што било кои три негови дијагонали не се сечат во една точка.
Решение. Прв начин. Со nR да го означиме бројот на деловите на кои дија-
гоналите на n  аголникот ја делат неговата внатрешност. Ќе докажеме, дека

1
1 3( ) 2n

n nR R n
    .

Нека имаме ( 1)n   аголник. Ако го додадеме n  тото теме ќе се добијат
2n  нови делови со страна и уште онолку нови делови колку што има пре-

сеци на новите дијагонали со старите дијагонали и страните, па бидејќи от-
сечката која ги поврзува n  тото и k  тото теме сече точно ( 1)( ( 1))k n k  

дијагонали тоа е
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1 ( 1)( 2) ( 1) (2 1)
2 6

1
1

6
2 11

36

( 1)( ( 1)) ( 1)

(3 ( 2) (2 1) 6)

( 5 6) ( ),

n n n n n n n

k

n

nn

k n k n

n n n n

n n

    






      

    

   



Според тоа,
1

1 3( ) 2n
n nR R n

    .

Сега имаме 3 1R  и од Паскаловото правило следува
1 1 1

3 4 2
3 1
( ) ( ) ( )

n n
k n n

n
k k

R k
 



 
     .

Втор начин. Конвексниот n  аголникот има ( 3)
2

n n дијагонали. Меѓу множе-

ството 1S на пресечните точки на дијагоналите на конвексниот n  аголник
кои се наоѓаат во внатрешноста на n  аголникот и множеството комбинации

од четврта класа од n елементи постои биекција (зошто?). Затоа 1 4| | ( )nS  .
Да ги конструираме сите дијагонали на конвексниот n  аголник една по
друга. Со конструкцијата на секоја нова дијагонала се добиваат онолку нови
области колку што е бројот на деловите на кои таа дијагонала ја делат веќе
конструираните дијагонали, а тој број е за еден поголем од бројот на пресе-
ците на новата дијагонала со претходно конструираните дијагонали. Според
тоа, бројот на областите, кој на почетокот беше еднаков на 1, со конструк-
цијата на сите дијагонали се зголемува за збирот на бројот на сите дијагонали
и бројот на сите пресечни точки, што значи дека тој е еднаков на

( 3)
4 4 221 ( ) ( ) ( )n n n n n    .

15. Конвексен n -аголник е разделен на триаголници со дијагонали кои не се се-
чат меѓу себе. Секое теме на n -аголникот е теме на непарен број на делбени
триаголници. Определи ги сите можни вредности за n .
Решение. Јасно е дека 3n  е тривијално решение на задачата. За 4n 
може да се повлече најмногу една дијагонала која не се сече со останатите
негови дијагонали. Но тогаш постојат две темиња на четириаголникот кои се
темиња на по два делбени триаголници.
Во случајот 5n  секоја повлечена дијагонала го дели петаголникот на два
многуаголници од кои едниот е триаголник а едниот е четириаголник  Ако
имаме поделба што го задоволува условот на задачата имаме и една дија-
гонала. Во четираголникот, што се добива со повлекување на таа дијагонала,
е повлечена најмногу уште една дијагонала која е делбена. Не е тешко да се
провери дека во сите можни случаи претходно опишани секогаш ќе се јави
теме од 5 -аголникот, кое е теме на парен број на делбени триаголници.
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Според тоа 5n  . Во даден n -аголник секоја негова дијагонала го дели на
два многуаголници. Ако имаме поделба што го задоволува условот на зада-
чата, тогаш не постои дијагонала која го дели n -аголникот на два многу-
аголници од кои едниот е четириаголник. Нека претпоставиме спротивно, т.е.
дека имаме поделба на n -аголникот кој го задоволува условот од задачата,
при што постои делбена дијагонала која n -аголникот го дели на два многу-
аголници од кои едниот е четириаголник. Тој четириаголник е поделен на два
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ме 3 3n p  , т.е. 3( 1)n p  . Конечно потребен услов е 3 | n , а не е тешко
да се докаже дека тој услов е и доволен.

16. Во рамнина дадени се 5 точки. Правите кои се определени со овие точки се
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лемиот можен број пресечни точки на овие нормали, не сметајќи ги дадените
точки.

Решение. Вкупно има 5
2( ) 10 прави. Низ секоја точка, на пример A , мину-

ваат четири прави. Според тоа, низ секоја точка минуваат шест нормали (на
секоја права која не минува низ точката A ). Разгледуваме било кои две
точки, на пример A и B . Ќе го пресметаме бројот на пресеци на нормалите
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низ точката B , ги сече сите нормали низ точката B . Низ точката B ми-
нуваат три прави кои не минуваат низ точката A . Тоа значи дека низ точката
A кон нив може да се повлечат три нормали. Тие се сечат со нормалите низ

точката B во 3 6 18  точки. Секоја друга нормала низ точката A на пре-
останатите три прави, кои не минуваат низ точката A , сече пет нормали низ
точката B . Со една од нив не се сече бидејќи е паралелна со неа. На тој
начин се добиваат уште 15 точки. Значи, нормалите низ тие две точки се
сечат во 18 15 33  точки. Од петте точки може да се состават 10 парови.
Затоа, бројот на пресечни точки не е поголем од 33 10 330  . Но, некои од
тие точки се повторуваат. Имено, секои три точки од дадените 5 точки се
темиња на триаголник. Правите на кои лежат висините на секој триаголник
се сечат во една точка. Оваа точка е броена 3 пати. Такви триаголници има

5
3( ) 10 , па според тоа вкупниот број на пресечни точки не е поголем од

330 30 10 310   .

17. Даден е конвексен n  аголник таков што било кои три негови дијагонали не
се сечат во една точка. Определи го бројот на отсечките на кои сите дија-
гонали на n  аголникот се поделени со пресечните точки.
Решение. Нека 1 2 ... nA A A е конвексен n  аголник. Дијагоналата 1 kA A , каде

3 1k n   , останатите дијагонали ги сече во ( 2)( )k n k  точки и притоа

се добиваат ( 2)( ) 1k n k   отсечка. Според тоа, бараниот број отсечки е
еднаков на

21 ( 3)( 3 8)
2 12

3
(( 2)( ) 1)

n n n n nn

k
k n k

   


    .
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18. Во рамнина се дадени , ( 4)n n  точки, меѓу кои не постојат три колинеарни

точки. Докажи дека постојат најмалку 3
2( )n конвексни четириаголници кои

имаат темиња во четири од дадените точки.
Решение. Лема. Во рамнина се дадени пет точки, меѓу кои не постојат три
колинеарни точки. Тогаш постојат четири точки кои се темиња на конвексен
четириаголник.
Доказ. Ако конвексното затворање на дадените
точки е петаголник, тогаш било кои четири точки
се темиња на конвексен четириаголник. Ако кон-
вексното затворање на дадените точки е четири-
аголник, тогаш тој е бараниот четириаголник.
Нека конвексното затворање е триаголник и точ-
ките , ,A B C од дадените се темиња на тој на три-
аголник. Две точки D и E од дадените, лежат
во внатрешноста на тој триаголник, а правата
DE сече две од страните на тој триаголник во внатрешни точки. Нека се тоа
на пример AB и BC (цртеж десно). Тогаш точките , ,A C D и E се темиња
на конвексниот четириаголник. ■

Ги разгледуваме сите комбинации од по 5 точки. Нив ги има 5( )n . Секоја ком-
бинација содржи подмножество од четири точки кои се темиња на конвексен
четириаголник. Секое теме на четириаголникот е вклучено во 4n  комби-

нации. Значи, постојат барем 1
54 ( )n

n конвексни четириаголници, кои при-

паѓаат на даденото множество точки. Останува да докажеме дека
31

5 24 ( ) ( )n n
n


  .

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството
( 5)( 6)( 8) 0n n n    .

кое е точно за секој 4n  . Знак за равенство важи ако и само ако 5n  или
6n  .

19. Трака со ширина w го нарекуваме множеството точки во рамнината кои се
наоѓаат на или меѓу две паралелни прави кои се на растојание w една од
друга. Нека S е множество од n точки во рамнината такво што било кои три
точки од множеството S може да се покријат со трака со ширина 1. Докажи,
дека S може да се покрие со трака со ширина 2.
Решение. Меѓу сите триаголници со темиња во S , го разгледуваме триагол-
никот кој има најголема плоштина, и нека тоа е ABC . Нека ', ', 'A B C се
симетричните точки на точките , ,A B C во однос на средините на страните

, ,BC CA AB , соодветно. Тврдиме дека сите точки на множеството S лежат
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внатре или на страните на ' ' 'A B C . Навистина, ако X S е надвор од
' ' 'A B C , тогаш без ограничување на општоста можеме да земеме дека X и

BC се на различни страни од правата ' 'B C , па затоа BCX има поголема
плоштина од ABC , што е противречност.
Триаголникот ABC може да се покрие со трака со ширина 1, па затоа три-
аголникот ' ' 'A B C може да се покрие со трака со ширина 2, бидејќи е хомо-
тетична слика на ABC со коефициент на хомотетија 2. Оваа трака го по-
крива множеството S .

20. Во рамнината се дадени шест точки, така што било кои три од нив не се ко-
линеарни. Ги повлекуваме петнаесетте прави определени со овие шест точки.
Во колку точки, различни од дадените, најмногу можат да се сечат по три од
овие петнаесет прави?
Решение. Пример на распоред со 10 точки во секоја од
кои се сечат по три прави е даден на црт. 1. За почетни-
те 6 точки се земени темињата на правилен петаголник
и неговиот центар (петаголникот со поголема страна).
Сега ќе докажеме дека на секоја од петнаесетте разгле-
дувани прави лежат најмногу две точки во кои се сечат
по три прави (различни од дадените точки), т.е. дека
вкупниот број на вакви точки е најмногу (15 2) : 3 10  .
Да забележиме, дека шесте прави, кои минуваат
низ било кои од четирите точки се сечат две по две
во три точки (ако меѓу овие прави нема паралелни)
при што овие точки не може да лежат на една пра-
ва (црт. 2). Затоа на правата која ги поврзува двете
преостанати точки може да лежат најмногу две
точки од тројниот пресек, што и требаше да се до-
каже.

21. Дадени се n различни точки на кружницата k . Било кои три отсечки со
крајни точки во дадените не се сечат во една точка, која е внатрешна точка за
кружницата. На колку области отсечките со крајни точки во дадените точки
го делат кругот?
Решение. Со na ќе го означиме бројот на дисјунктни области на кој е по-
делен кругот кога се дадени n точки.
Нека бројот на точки е 1n  , односно на множеството од n точки додаваме
уште една точка. Со додавање на една отсечка која поврзува една од n -те
стари точки со додадената точка се добиваат нови ( 1)m  -на делбена област.
Притоа m е бројот пресеци на дадените отсечки со додадената отсечка (бро-
јот на пресечни точки е m , а бројот на отсечки на кои е разделена додадената
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отсечка е еднаков на 1m  ) . Секоја од тие ( 1m  )-на отсечка дели постоечка
област на два дела.
Останува да се пресмета бројот на пресеци на дадените отсечки со една нова
делбена отсечка. Додадената делбена отсечка го дели множеството на точки
на два дела и тоа ( 1)k  -на точка што се наоѓаат на една страна од делбената

отсечка и ( )n k -точки кои се наоѓаат од другата страна од делбената

отсечка. Според тоа, новата делбена отсечка сечи ( 1)( )k n k  отсечки при

што се добиваат ( 1)( ) 1k n k   нови области, каде 1,2,3,...,k n . Затоа

1
1
[( 1)( ) 1]

n

n n
k

a a k n k


     .
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Со повеќекратна примена на ова равенство добиваме
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Формулата 4 3 21
24 ( 6 23 18 24)na n n n n     е точна и за 0n  и 1n  од-

носно е точна за секој 0n .

22. Определи ги сите природни броеви n за кои во рамнината постојат n точки,

секоја од кои припаѓа на точно 1
3 од правите определени со тие точки.

Решение. Ќе докажеме, дека единствено решение е 6n  . Ако имаме 6 точки
во општа положба (никои три не лежат на една права), тогаш имаме 15 прави
и секоја точка лежи на 5 прави, т.е. 6n  е решение.
Нека k е бројот на правите определени од дадените n точки. Нека има права
на која лежат 4 од дадените точки. Секоја од дадените точки лежи на уште

3 1k  прави, што значи дека има најмалку 34( 1) 1k   различни прави. Според

тоа, 34( 1) 1k k   , т.е. 9k  . Од друга страна, бидејќи секоја точка, која не

лежи на разгледуваната права, лежи на барем 4 различни прави (правите низ
таа точка и четирите точки на правата), добиваме дека 12k  , што е против-
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речност. Според тоа, на секоја од правите има најмногу 3 точки. Нека на a

од правите има точно по 2 точки. Тогаш на секоја од останатите k a прави
има по 3 точки.
Бројот на точките (секоја броена 3

k пати) е еднаков на 2 3( )a k a  , па затоа

32 3( ) nka k a   . Од друга страна, бидејќи n точки определуваат ( 1)
2

n n

прави (некои од кои се совпаѓаат) и секоја права со три точки на неа е броена

три пати, добиваме ( 1)
23( ) n na k a    . Од последните две равенства наоѓа-

ме ( 1)(9 )
2(2 9)

n n n
n

a  
 и 3 ( 1)

2(2 9)
n n

n
k 

 . Бидејќи ( 1)
2

n nk  , добиваме 2 9 3n   , т.е.

6n  . Од друга страна 0a  , па затоа 9n  . За 7n  вредностите на a и k

не се целобројни, па затоа 8n  или 9n  . За 8n  имаме 12, 4k a  , а за

9n  добиваме 12, 0k a  .

Со l да го означиме најголемиот број точки меѓу дадените n точки, такви
што никои три од нив не се колинеарни. Тогаш сите преостанати точки лежат
на правите, определени од овие l точки.
1) 3l  и нека тоа се точките 1 2 3, ,A A A . Секоја од преостанатите точки

лежи на една од правите 1 2 2 3,A A A A и 3 1A A . Бидејќи на една права нема
повеќе од 3 точки, добиваме најмногу 6 точки, што е противречност.

2) 4l  и нека тоа се точките 1 2 3 4, , ,A A A A . Бидејќи имаме најмалку 8 точ-
ки, следува дека постои точка, која лежи точно на една од правите, опре-
делени од точките 1 2 3 4, , ,A A A A . Без ограничување на општоста нека тоа

е точката 5A и 5 1 2A A A . Тогаш четворките точки 1 3 4 5, , ,A A A A и

2 3 4 5, , ,A A A A се во општа положба. Според тоа, сите точки треба да лежат

на правите определени од 1 2 3 4, , ,A A A A ; 1 3 4 5, , ,A A A A и 2 3, ,A A 4 5,A A .

Единствените заеднички прави се 3 4A A и 1 2 1 5 2 5A A A A A A  , т.е. сите
точки лежат на две прави, што противречи на фактот дека на права нема
повеќе од три точки.

3) 5l  и нека тоа се точките 1 2 3 4 5, , , ,A A A A A . Од секоја од точките

1 2 3 4 5, , , ,A A A A A излегуваат по точно 4 прави. Тоа значи дека 6 iA A ,
1, 2,...,5i  треба да се меѓу веќе постојните прави. Без ограничување на

општоста можеме да сметаме, дека 6 1 2A A A . Тогаш 6 3A A треба да се

совпадне со некоја од правите 3 4 3 5,A A A A или 4 5A A . Без ограничување на

општоста можеме да земеме дека 6 3 4A A A и тогаш 6 5A A е нова права,
што е противречност.
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23. Даден е природен број n . Во рамнината се избрани точки 1 2 4, ,..., nP P P такви
што никои три од нив не лежат на иста права. Познато е дека за секој

1, 2,..., 4i n сликата на полуправата 1i iP P


при ротација со центар iP и агол

90 во насока на движењето на стрелката на часовникот е полуправата

1i iP P


. Определи го максималниот можен број подредени парови ( , )i j ,

1 4i j n   , за кои отсечките 1i iP P и 1j jP P  се сечат во точка, различна од

крајна точка на отсечка. (Земаме 0 4 4 1 1,n nP P P P  .)

Решение. За 1,2,...,k n да ставиме 4 3 4 2 4 1, ,k k k k k kA P B P C P     и

4k kD P . Освен тоа, нека 1 1nA A  и 1 1nB B  . Можеме да сметаме, дека

насочените отсечки , ,i i i i i iA B B C C D и 1i iD A  се соодветно во насока налево,
надолу, надесно и нагоре. За секој 1, 2,...,i n ќе велиме дека конвексната
линија е од тип налево-надолу и аналогно дефинираме надолу-надесно, на-
десно-нагоре и нагоре-налево конвексни линии.
Ја разгледуваме пресечната точка на две отсечки, кои се насочени соодветно
налево и надолу како пресечна точка на две конвексни линии од видот нале-
во-надолу. Задачата се сведува на наоѓање на максималниот број на пре-
сечните точки на две налево-надолу конвексни линии, две надолу-надесно
конвексни линии, две надесно-нагоре конвексни линии и две нагоре-налево
конвексни линии.
Ќе велиме дека парот ( , ), 1i j i j n   е добар, ако конвексните линии во

секој од следните четири парови i i iA B C и j j jA B C , i i iB C D и j j jB C D ,

1i i iC D A  и 1j j jC D A  , 1i i iD A B и 1j j jD A B се сечат. Да забележиме дека,

ако парот ( , )i j е добар и iA се наоѓа над jA , тогаш iB лежи десно од jB ,

iC лежи под jC , iD се наоѓа лево од jD и 1iA  е под 1jA  .

Лема. Да го означиме комплементот на секое непразно вистинско подмно-

жество X на множеството {1,2,..., }n со cY X . Тогаш постојат x X и

y Y , за кои парот ( , )x y не е добар.

Доказ. За секој {1,2,..., }x n дефинираме

1, ако 1 1
1, ако
x x n

x
x n

    
  

,
1, ако 2

1, ако 1
x x n

x
x

   
  

Нека за секој избор на x X и y Y парот ( , )x y е добар. Дефинираме

( )f k i и 1( )f i k  , ако kA е на i  тата позиција одгоре надолу меѓу

точките 1 2, ,..., nA A A .
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Ќе докажеме, дека за секој , 1k k n  бројот на точките меѓу (1), (2),...,f f

( )f k кои припаѓаат на X е еднаков на бројот на точките меѓу (1) ,f 

(2) ,..., ( )f f k  кои припаѓаат на X . Нека претпоставиме дека во првото

множество има повеќе елементи. Тогаш постои x X , токов што 1( )f x k 

и 1( )f x k   . Освен тоа, бидејќи бројот на точките од множеството

{ ( 1), ( 2),..., ( )}f k f k f n  кои се од Y е поголем од бројот на точките од

множеството { ( 1) , ( 2) ,..., ( ) }f k f k f n    кои се од Y , постои y Y таков

што 1( )f y k  и 1( )f y k   . Тоа значи дека парот ( , )x y не е добар, што е
противречност. Аналогно се добива противречност ако претпоставиме, дека
второто подмножество има повеќе елементи од првото.
Ако го искористиме равенството на бројот на елементите на двете множест-

ва, за k l и 1k l  добиваме дека ( )f l X ако и само ако ( )f l X  . Тоа

значи дека за секој x важи x X ако и само ако x X  . Последното про-
тивречи на претпоставката, дека X е непразно подмножество на {1,2,..., }n ,
со што доказот на лемата е завршен. ■
Нека претпоставиме дека бројот на паровите ( , )x y кои не се добри е нај-

многу 2n  . Тогаш бројот на елементите на множеството {1,2,..., }n , кои мо-
жат да бидат достигнати од 1 со низа на парови кои не се добри е најмногу

1n  . Нека X е множеството на оние елементи, кои можат да бидат достиг-
нати од 1 на посочениот начин, а Y е комплементот на X . Добиваме против-
речност со лемата. Според тоа, имаме најмногу 1n  парови од множеството
{1,2,..., }n кои не се добри. Значи, максималниот број парови ( , )i j , кои го
задоволуваат условот е еднаков на

24( ) ( 1) (2 1)( 1)n n n n     .

Дади пример, во кој има точно (2 1)( 1)n n  пресечни точки.

24. Дадени се 5n  рамнини, такви што било кои три имаат точно една заед-
ничка точка и не постојат четири рамнини кои минуваат низ една точка.
Докажи, дека меѓу деловите на кои со дадените рамнини е поделен просторот
има најмалку 2 3

4
n тетраедри.

Решение. Секој дел од просторот заграден со рамнини од дадените n рамни-
ни, а кој не е пресечен со рамнина од преостанатите рамнини го нарекуваме
клетка на поделбата. Според условите од задачата било кои четири рамнини
од дадените n рамнини определуваат единствен тетраедар. Бројот на тетра-

едри определени со овие n рамнини е еднаков на 4( )n . Ако секој од овие те-
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траедри е делбена клетка на просторот, тогаш задачата е решена, бидејќи
2 3

4 4( )n n , за 5n  . Меѓутоа, може да се случи некој од овие тетраедри оп-

ределен со четири рамнини, петта рамнина да го дели на два дела при што и
двата дела да не се тетредри, а да се делбени клетки на простор (направи
цртеж).
Единствената заедничка точка на три рамнини избрани од дадените n рам-
нини ќе ја нарекуваме теме. За секоја рамнина  од дадените n рамнини ќе
го разгледаме темето A кое е на најмало растојание до неа. Таквото теме е
определен со три рамнини кои заедно со дадена рамнина  определуваат
тетраедар ABCD ( , ,B C D  ).
Ако некоја рамнина  различна од дадените четири рамнини го сече тетра-
едарот ABCD , тогаш таа сече некој од рабовите , ,AB AC AD со што се до-
бива теме S кое е поблиску до  од темето A , а тоа противречи на изборот
на точката A . Значи, таква рамнина  не постои. Според тоа ABCD е дел-
бена клетка.
Рамнината  го дели просторот на два полупростори. Ако точката A при-
паѓа на еден од полупросторите, тогаш постои точка W која е теме и е на
најмало растојание од сите темиња кои се наоѓаат во  полупросторот во кој
не лежи A . Трите рамнини кои го определуваат W заедно со рамнината 
определуваат тетраедар WXYZ кој не го сече ниту една од преостанатите
рамнини. Според тоа и тој тетраедар е делбена клетка.
Ако се случи во некој од полупросторите определен со рамнина од дадените
n -рамнини да нема теме, тогаш таа рамнина ќе ја нарекуваме крајна.
Не е можно да има повеќе од три крајни рамнини. Нека претпоставиме дека
има четири крајни рамнини. Тогаш тие определуваат единствен тетраедар кој
ќе го наречеме „краен“. Било која друга рамнина од n -те рамнини различна
од четирите крајни рамнини, не може сите шест рабови на „крајниот“ тетре-
дар да ги сече во точки кои ќе лежат на иста страна од крајните рамнини како
и најблиското теме до неа. Според тоа, барем една од крајните рамнини нема
да е крајна. Значи, може да има најмногу три крајни рамнини.
Од досега изнесеното следува, дека секоја рамнина генерира два тетраедри
кои се клетки на просторот, освен трите крајни рамнини кои генерираат по
еден. Секој од нив го броиме по четири пати (за секоја рамнина која го опре-
делува по еднаш). Според тоа, бројот на тетраедрите е еднаков на 2 3

4
n .

25. Квадрат со страна 2 поделен на единечни квадрати може да се нацрта со
цртање на три квадрати: два спротивни аголни квадрати и голем квадрат.
Колку најмалку квадрати е потребно да се нацртаат за да се добие квадрат со
страна n поделен на единечни квадрати?
Решение. Нека 3n  . Д ги разгледаме страните на единечните квадратчња со
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точно по еден крај на страна на големиот квадрат. Вакви отсечки има 4( 1)n 

и секој квадрат кој ќе го нацртаме може да покрие најмногу две од овие
отсечки. Затоа ни се потребни најмалку 2( 1)n  квадрати. Овој број може да
се достигне на следниов начин. Ги цртаме сите квадрати со должини на
страни 21, 2,...,[ ] 1nn n   со едно теме во теме на големиот квадрат. Уште за

2 | n доцртуваме два квадрати со должини на страни 2
n со по едно темево

спротивните темиња на големиот квадрат. Вака нацртавме 2 2n  квадрати
кои ги задоволуваат условите на задачата.

26. Квадрат е разделен на 2 4n  правоаголници со 2 2n  прави, 1n  од кои се
паралелни на едната страна на квадратот, а преостанатите 1n  се паралелни
на другата страна на квадратот. Докажи дека од овие правоаголници може да
се изберат 2n такви што за секои два од избраните правоаголници едниот
може да се постави во другиот (евектуално по ротација).
Решение. За еден пар правоаголници ќе велиме дека е добар, ако едниот од
нив може да се стави во другиот.
Нека хоризонталната страна на квадратот е разбиена на отсечки со должини

1,..., na a , а вертикалната на отсечки со должини 1,..., nb b . Без ограничување

на општоста можеме да сметаме дека 1 ... na a  и 1 ... nb b  (Зошто?). Со

,i jQ да го означиме правоаголникот од разбивањето со страни ia и jb .

Јасно, за i k и j l парот , ,( , )i j k lQ Q е добар.

Бидејќи 1 1... ...n na a b b     , постојат различни индекси i и ј, за кои

i ia b и j ja b . Можеме да сметаме дека i j . Тогаш постои индекс

[ , ]k i j таков што k ka b и 1 1k ka b  .

Тврдиме дека правоаголниците 1,1 1,2 1, 1 2, 1 , 1, ,..., , ,...k k k kQ Q Q Q Q   заедно со

правоаголниците 1, , , 1, ,, ,..., , ,...,k k k k k n k n n nQ Q Q Q Q  го задоволуваат условот

на задачата. Навистина, имаме вкупно 2( 1) 2( 1) 2k n k n     правоаголни-

ци. Секој пар, освен , 1 1,( , )k k k kQ Q  , е добар според горната забелешка, а по-

следниот пар е добар бидејќи k ka b и 1 1k ka b  .

27. Квадрат со страна 1 е поделен на многуаголници. Страните на сите многу-
аголници се паралелни со страните на квадратот. Вкупната должина на вна-
трешните страни на многуаголниците е еднаква на 2n . Докажи дека постои

барем еден многуаголник чија плоштина е поголема или еднаква на 2
1

( 1)n
.

Решение. Нека претпоставиме дека квадратот е поделен на многуаголниците
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1 2, ,..., mR R R . Нека
iRP и

iRO се плоштината и периметарот на многуагол-

никот iR , соодветно. Тогаш, бидејќи секоја отсечка на поделбата се јавува во
периметарот на два многуаголника, имаме

1
1

i

m

R
i

P


  и
1

4 2 2
i

m

R
i

n O


    .

Сега, да разгледаме некој мно-
гуаголник kR (цртеж десно).
Да опишеме минимален пра-
воаголник околу многуагол-
никот kR и нeкa должините
на страните на овој правоагол-
ник се ku и kv . Важи

2( )
4 , 2( ),k k

k k

u v
R k k R k kP u v O u v

   

т.е.

2 4
Rk k k

k

Ou v
RP

  .

Од последното неравенство следува

4 4
4 4

1 1
1Rk

k

m m O n
R

k k
P n

 
     .

Нека претпоставиме дека 2
1

( 1)kR n
P


 за секој многуаголник kR . Според тоа,

1 1
1 1

1 1 1
1 ( 1) 1

i k k k

m m m

R R R Rn n
i k k

P P P P n 
  

         ,

што е противречност. Конечно од добиената противречност следува дека
постои барем еден многуаголник чија плоштина е поголема или еднаква на

2
1

( 1)n
.

28. Во координатната рамнина се дадени 2013 квадрати со страна 1, чии страни
се паралелни со координатните оски. Докажи дека збирот на плоштините на
сите области кои се покриени со непарен број квадрати не е помал од 1.
Решение. За секоја точка A во рамнината дефинираме [ ]S A како множество
од сите точки кои се добиваат со транслација на точката A за некој вектор
( , ), ,i j i j . Ако ниту една точка на множеството [ ]S A не лежи на грани-
цата на некој од дадените квадрати, добиваме дека секој квадрат покрива точно
една точка од [ ]S A . Бидејќи бројот на квадратите е непарен, барем една точка
во [ ]S A е покриена непарен број пати. Тоа значи дека со транслација на
деловите на областите кои се покриени непарен број пати може да се покрие
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1 2, ,..., mR R R . Нека
iRP и

iRO се плоштината и периметарот на многуагол-

никот iR , соодветно. Тогаш, бидејќи секоја отсечка на поделбата се јавува во
периметарот на два многуаголника, имаме

1
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4 2 2
i
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R
i

n O


    .

Сега, да разгледаме некој мно-
гуаголник kR (цртеж десно).
Да опишеме минимален пра-
воаголник околу многуагол-
никот kR и нeкa должините
на страните на овој правоагол-
ник се ku и kv . Важи
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Нека претпоставиме дека 2
1

( 1)kR n
P


 за секој многуаголник kR . Според тоа,

1 1
1 1

1 1 1
1 ( 1) 1
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         ,

што е противречност. Конечно од добиената противречност следува дека
постои барем еден многуаголник чија плоштина е поголема или еднаква на

2
1

( 1)n
.

28. Во координатната рамнина се дадени 2013 квадрати со страна 1, чии страни
се паралелни со координатните оски. Докажи дека збирот на плоштините на
сите области кои се покриени со непарен број квадрати не е помал од 1.
Решение. За секоја точка A во рамнината дефинираме [ ]S A како множество
од сите точки кои се добиваат со транслација на точката A за некој вектор
( , ), ,i j i j . Ако ниту една точка на множеството [ ]S A не лежи на грани-
цата на некој од дадените квадрати, добиваме дека секој квадрат покрива точно
една точка од [ ]S A . Бидејќи бројот на квадратите е непарен, барем една точка
во [ ]S A е покриена непарен број пати. Тоа значи дека со транслација на
деловите на областите кои се покриени непарен број пати може да се покрие
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единечен квадрат, па значи дека нивната вкупна плоштина е најмалку 1.

29. Дадени се 2n точки наредени во рамнината во форма на квадратна мрежа
n n . Искршена линија со должина l ја нарекуваме унијата на отсечките

0 1 1 2 2 3 1, , ,..., l lA A A A A A A A во таа рамнина. Определи го најмалиот природен

број l за кој постои искршена линија со должина l на која лежат сите 2n

дадени точки.
Решение. Бараната вредност на
бројот l да ја означиме со nl .

Тривијално е 1 1l  и 2 3l  .
Примерите на цртежите десно
покажуваат дека 3 4l  и вооп-

што 2 2nl n  за секој 3n  .
Нека претпоставиме дека искр-

шена линија C со должина l ги покрива сите 2n точки. Меѓу отсечките на
линијата C има a хоризонтални и b вертикални. Преостанатите l a b 
отсечки на линијата C ги нарекуваме коси. Точките кои не се покриени со
хоризонталните и вертикалните отсечки формираат правоаголна решетка S
со димензии ( ) ( )n a n b   .

1) Ако a n (аналогно за b n ), тогаш не постои решетка S , но се по-
требни најмалку 1n  отсечка за да се поврзат n хоризонтални отсечки.

2) Ако 1a n  (аналогно 1b n  ), решетката S се состои од n b точки,
а секоја коса отсечка покрива најмногу една точка, па затоа ни требаат
барем уште n b отсечки, што вкупно дава 1 2 1l n b n b n       от-
сечки.

3) Ако 2a n  и 1b n  , тогаш консвексната обвивка на решетката се
состои од 2(2 2)n a b   точки, а секоја коса отсечка покрива најмногу

две точки, па затоа ни требаат уште барем 2 2n a b   отсечки. Така
имаме (2 2) 2 2l a b n a b n        отсечки.

Според тоа, 2 2nl n  за секој 3n  .

30. Нека n е природен број. Правоаголник со должини на страни 90 1n  и
90 5n  е поделен на единечни квадрати со страни паралелни на страните на
правоаголникот. Нека S е множеството од сите темиња на овие единечни
квадрати. Докажи, дека бројот на правите кои содржат барем две точки од
множеството S е делив со 4.
Решение. Нека поставиме координатен систем со координатен почеток во
центарот O на правоаголникот и x  оска паралелна на подолгата страна на
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правоаголникот. Множеството P од разгледуваните прави да го поделиме на
две групи.
1) Прави кои не минуваат низ точката O . Има (90 2) (90 6)n n   прави па-

ралелни на една од координатните оски и овој број е делив со 4. За секоја
од останатите прави кои минуваат низ точката O , правите кои се симе-
трични на неа во однос на координатните оски и во однос на точката O

исто така припаѓаат на множеството P , па затоа множеството од овие
прави е унија на дисјунктни четириелементни множества. Затоа, бројот на
правите кои не минуваат низ точката O е делив со 4.

2) Прави кои минуваат низ точката O . Секоја права низ O која содржи не-
која точка од S ја содржи и нејзината симетрична точка, па затоа припаѓа

на P , а нејзиниот коефициент на правец е рационален број p
q

, каде p и

q се непарни цели броеви такви што | | 90 1,p n  0 90 5q n   и при-

тоа ( , ) 1p q  . Правите од оваа група ги делиме на три подгрупи:

а) Две прави 1 2( ), ( )l x y l x y   .

б) За секоја права која минува низ O со коефициент на правец p
q

за

| | 90 1p n  и 0 90 1q n   , различна од 1l и 2l , правите симетрични на

неа во однос на правите 1,x l и 2l припаѓаат на множеството P , па затоа
множеството од овие прави е унија на дисјунктни четириелементни мно-
жества.
в) Остануваат правите кои минуваат низ О и имаат коефициент на правец
p
q

за кој {90 3,90 5}q n n   . Бидејќи ( , ) 1x q  и 2 | x ако и само ако

( , ) 1q q x  и 2 | q x , заклучуваме дека непарни природни броеви кои се
помали или еднакви на q и се заемно прости со q има исто колку што

има и парни, па затоа нивниот број е 1
2 ( )q . Според тоа, за 90 3q n 

бројот на овие прави е (90 3)n  , додека за 90 5q n  нивниот број е

(90 4) 2n   , бидејќи треба да се исклучат правите со коефициент на

агол 90 3
90 5

n
n

 . Бидејќи

4 | (3) (30 1) (90 3)n n     и 4 (5) | (90 5)n   ,

добиваме дека бројот на овие прави е од облик 4 2k  .
Од а), б) и в) следува дека бројот на правите кои минуваат низ точката O

е делив со 4.
Конечно, од 1) и 2) следува дека бројот на правите кои содржат барем две
точки од множеството S е делив со 4.
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31. Во рамнината е даден квадрат, чии страни се хоризонтални и вертикални. Во
квадратот се наоѓаат неколку отсечки, паралелни со страните и такви што ни-
кои две отсечки не лежат на иста права и не се сечат во точка, која е вна-
трешна и за двете отсечки. Се покажало, дека отсечките го разбиваат квад-
ратот на правоаголници, при што секоја вертикална права, која го сече
квадратот и не содржи отсечки од разбивањето пресекува точно k право-
аголници од разбивањето, а секоја хоризонтална права, која го сече квадратот
и не содржи отсечки од разбивањето пресекува точно l правоаголници од
разбивањето. Определи го бројот на правоаголниците во разбивањето.
Решение. Да фиксираме една хоризонтална отсечка I и нека I учествува во
a правоаголници над неа и во b правоаголници под неа. Ќе докажеме дека
a b . Нека h е хоризонтална права, која на почетокот минува низ горната
страна на квадратот и да почнеме да ја движиме паралелно надолу. Во
моментот, кога правата минува низ I (според условот во тој момент таа
минува само низ I ), бројот на правоаголниците пресечен од h се намалува
за a и се зголемува за b . Бидејќи според условот бројот на пресечените
правоаголници е константен, добиваме дека a b .
Со индукција по k , ќе докажеме дека бараниот број е kl . За 1k  тврдењето
е очигледно. Нека 1k  . Да ги разгледаме правоаголниците од разбивањето,
кои имаат една страна врз долната страна на разбивањето. Јасно, вакви пра-
воаголници има точно l (хоризонтална права, која е доволно блиска до дол-
ната страна, ги сече само нив). Разгледуваните правоаголници да ги разбиеме
на групи од соседи со еднакви висини. Секоја таква група има за горна
граница некоја од дадените отсечки.
Да разгледаме една таква група чија горна граница е отсечката I . Да забеле-
жиме, дека вертикалните отсечки, кои ја ограничуваат групата, продолжуваат
нагоре над I . Навистина, ако е точно обратното, на пример ако горниот крај
на левата вертикална отсечка J лежи на I , тогаш оддесно на J се допира
еден правоаголник, а одлево се допираат повеќе правоаголници, бидејќи J е
граница на групата. Последното противречи на претходно докажаното.
Да ја отсраниме разгледуваната група и да ги продолжиме правоаголниците
над I до долната страна на квадратот. Бидејќи под I и над I имаме еднаков
број на правоаголници, секоја хоризонтална права се уште пресекува точно l

правоаголници.
Да ја извршиме опишаната операција со сите групи. На таков начин отстра-
нивме точно l правоаголници, а притоа секоја вертикална права ќе пресекува
по еден правоаголник помалку, т.е. ќе пресекува 1k  правоаголници. Од
индуктивната претпоставка следува дека бројот на преостанатите пра-
воаголници ќе биде ( 1)k l и ако ги додадеме отстранетите правоаголници,

добиваме дека имаме ( 1)k l l kl   правоаголници.
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32. Определи го најголемиот број правоаголници со димензии 1 10 2 кој може
да се добие од правоаголник со димензии , ако е дозволено сечење по
прави паралелни на страните на дадениот правоаголник.
Решение. Нека темињата на правоаголникот се

(0,0), (0,50),A B (90,50),C (90,0)D . Да ги пов-
лечеме правите

: 10 2nL x y n  ,

каде 90 50
10 2

1, 2,3,...,[ ] 9n   и да ги разгледу-

ваме отсечките кои правоаголникот ги отсекува од нив. Бидејќи

горните прави зафаќаат агол од 45 со секоја од координатните оски, лесно
се пресметува дека збирот на должините на отсечките од овие прави, кои
лежат во произволен правоаголник со димензии 1 10 2 и страни паралелни

на координатните оски е 2 . Со nl да ја означиме должината на отсечката

од правата nL која лежи во внатрешноста на правоаголникот ABCD . Со
едноставни пресметувања се добива дека

1 2 3 4 5 6

7 8 9

20, 40, 60, 50 2,

140 2 140, 140 2 160, 140 2 180.

l l l l l l

l l l

     

    

Според тоа, вкупната должина на тие отсечки е еднаква на 570 2 360 .

Сега, ако вкупниот број на правоаголниоци со димензии е 1 10 2 , бидејќи

секој ваков правоаголник покрива отсечка со должина 2 , добиваме дека е

исполнето неравенството 2 570 2 360t   . Но, 570 2 360
2

316 315  , па

затоа 570 2 360
2

[ ] 315t   .

Ќе покажеме како може да се отсечат 315 правоаголници со димензии
1 10 2 . Бидејќи 90 60 2 дадениот правоаголник можеме да го поделиме

на правоаголници со димензии 50 60 2 и 50 (90 60) 2  . Првиот право-

аголник го делиме на 50 правоаголници со димензии 1 60 2 , а потоа секој

од нив го делиме на 6 правоагиолници со димензии 1 10 2 и така првиот

правоаголник може да подели на 300 правоаголници 1 10 2 . Бидејќи

(90 60) 2 5  и 50 30 2 од вториот правоаголник може да се отсечат

уште 3 5 15  правоаголници со димензии 1 10 2 , Според тоа, од дадениот

правоаголник може да се добијат 315 правоаголници со димензии 1 10 2 .
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33. Во рамнината се дадени неколку правоаголници со страни паралелни со
координатните оски. Познато е дека за секои два правоаголника постои вер-
тикална или хоризонтална права кој ги сече. Докажи дека постои една
вертикална и една хоризонтална права така што секој правоаголник се сече
со барем една од овие прави.
Решение. Лема. Ако секои два од неколку дадени правоаголника можат да
бида пресечени со вертикална права, тогаш постои вертикална права која ги
сече сите правоаголници.
Доказ. Да ги разгледаме правоаголникот со најлева меѓу десните страни и
правоаголникот со најдесна меѓу левите страни. Според условот овие два
правоаголника можат да бидат пресечени со вертикална права. Тогаш левата
на секој од преостанатите правоаголници ќе биде лево од таа права, а него-
вата десна страна ќе биде десно од таа права. Јасно, оваа права го сече секој
од преостанатите правоаголници, т.е. го сече секој правоаголник. ■
Да се вратиме на задачата. Нека го претпоставиме спротивното. За два право-
аголника ќе велиме дека се разделени, ако не можеме да ги пресечеме со
вертикална права. Да ги разгледаме сите парови разделени правоаголници. За
секој пар ја разгледуваме правата на која лежи најдолната од нивните хори-
зонтални страни. Нека h најгорната од тие прави. Можни се два случаја.
Случај 1. Не постои пар разделени правоаголници кои лежат под h . Ги раз-
гледуваме сите правоаголници кои не се пресечени од h . Ако меѓу нив има
пар разделени, тогаш согласно лемата можеме да ги пресечеме со вертикална
права и задачата е решена. Нека имаме пар ( , )A B од разделени правоагол-

ници. Тогаш согласно претпоставката еден од нив, на пример A , лежи над h .
Од изборот на h следува дека долната страна на B лежи под h , па значи B

лежи под h (оваа права не го сече). Следствено овој пар не може да се пре-
сече ниту со вертикална, ниту со хоризонтална права, што противречи на
условот на задачата.
Случај 2. Постои пар разделени правоаголници ( , )C D кои лежат под h . Од

изборот на h следува дека постојат два разделени правоаголници A и B ,
кои лежат не пониско од h . Ќе сметаме дека A е влево од B , а C е влево
од D . Нека заради определеност десната страна од A не е подесно од
десната страна на C . Тогаш правоаголниците A и D исто така се разделени
при што едниот лежи не пониско од h , а другиот лежи пониско од h . Затоа
тие не може да се пресечат ниту со хоризонтална, ниту со вертикална права,
што е противречност.
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воаголник лежи на AB и секој има по едно теме на страните AC и BC .
Со индукција ќе докажеме дека максимален збир на плоштините при пра-
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мална плоштина. Ако означиме , тогаш лесно се пресметува дека

. Затоа е максимална ако , т.е. е сре-

дината на AC . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за правоагол-
ници и да разгледаме 1k  правоаголници , каде

и .

Ако , тогаш . Од индуктивната претпо-

ставка следува дека е максимална кога

и затоа

.

Тогаш

Знак за равенство важи ако , т.е. ако точките ја

делат страната AC на еднакви делови.
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Нека претпоставиме дека тврдењето важи за некој k и нека се дадени 1k 
точка 1 2 1, ,..., kA A A  . Според индуктивната претпоставка постои 2k  агол-

ник
1 2 22 ...

kk i i iP P PP ( 1 2 2... ki i i   ) кој ги содржи точките 1 2, ,..., kA A A .

Ако 2kP ја содржи точката 1kA  , тогаш тврдењето тривијално важи и за

1k  . Во спротивно, точката 1kA  лежи во еден од најмногу 2k многуагол-

ници кои страните на 2kP ги отсекуваат од P . Без ограничување на општо-

ста можеме да земеме дека тоа е многуаголникот отсечен одстраната
1 2i iP P .

Нека правата
1 1i kP A  ја сече страната 1j jP P  на 100 аголникот P . Тогаш

(2 2)k   аголникот
1 2 22 2 1 ...

kk i j j i iP P P P P P ги содржи сите точки

1 2 1, ,..., kA A A  .

36. Правилен n  аголник е поделен на триаголници со помош на 3n  дијаго-
нали такви што меѓу нив никои две немаат заеднички внатрешни точки.
Определи го најголемиот број на добиените триаголници кои меѓусебно не се
складни.
Решение. Триаголниците со по две, една и ниту една страна на n  аголникот
( 3n  ) ќе ги обоиме со црна, бела и црвена боја, соодветно. Нека во подел-
бата има a црвени, b бели и c црни триаголници. Тогаш бројот на страните
на n  аголникот е 2n b c  . Од друга страна, вкупниот број на триаголници
е 2a b c n    . Од последните две равенства следува 2c a  .
Бидејќи бројот на нескладните триаголниците кои не се црвени е помал или
еднаков на 1

2[ ]n , добиваме дека вкупниот број N на триаголници во подел-

бата кои меѓусебно не се складни е помал или еднаков на 1
2

n a  . Од друга

страна, во таква поделба има 2a  црни триаголници, а сите црни триагол-
ници се складни, па затоа 2 ( 1) 3N n a n a       . Според тоа,

1 3 7
2 22 ( ) ( 3)n nN a n a       , т.е. 3 7

4[ ]nN  .

Конечно, ако ги повлечеме дијагоналите 0 2iA A и 2 2 2 4( [ ])n
i iA A i i   и

0 4(2[ ] 2)n
jA A j n   добиваме пример со точно 1 3 7

2 4 4[ ] [ ] 1 [ ]n n n    триа-

голници кои меѓусебно не се складни. Според тоа, ако 3n  , постојат 3 7
4[ ]n

триаголници кои меѓусебно не се складни, а за 3n  имаме само еден таков
триаголник.

37. Во конвексен n  аголник се повлечени неколку дијагонали. Една од повле-
чените дијагоналите се нарекува добра, ако во внатрешна точка сече точно
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една од другите повлечени дијагонали. Определи го најголемиот можен број
на добри дијагонали.
Решение. Во конвексен n  голник може да се повлечат најмногу 3n  дија-
гонали кои немаат заеднички внатрешни точки.
Со индукција по n ќе докажеме дека бројот на добрите дијагонали е помал
или еднаков на 2n  , ако n е парен број, и е помал или еднаков на 3n  ако
n е непарен број. Отсечката ќе ја сметаме за 2 аголник без дијагонали.
Јасно, за 2,3n  тврдењето е точно. Нека 4n  и нека многуаголникот е

1 2: ... nP A A A .
Ако никои две добри дијагонали не се сечат, од тврдењето следува дека нив-
ниот број е помал или еднаков на 3. Нека i kA A и j lA A , i j k l   , се две

добри дијагонали кои се сечат. Тогаш секоја од тие дијагонали не се сече со
другите повлечени дијагонали.
На момент да заборавиме на i kA A и j lA A . Се-

која од останатите повлечени дијагонали d е
дијагонала или страна точно на еден од многу-
аголниците

1 : ...i jQ A A , 2 : ...j kQ A A ,

3 : ...k lQ A A или 4 1: ... ...l n iQ A A A A .

Притоа, ако d е страна на некој од нив, тогаш d не се сече со други дија-
гонали, па значи не е добра.
Нека n е парен број. Од индуктивната претпоставка следува, дека меѓу сите
дијагонали, кои припаѓаат на некој од многуаголниците , 1, 2,3, 4sQ s  бро-

јот на добрите дијагонали е помал или еднаков на бројот на темињата на sQ

намален за 2. Затоа, заедничкиот број на добри дијагонали на P е помал или
еднаков на

2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2j i k j l k n l i n               . (1)

Кога n е непарен број, вкупниот број на темиња на многуаголниците ,sQ

1, 2,3, 4s  е еднаков на непарниот број 4n  . Тоа значи дека барем еден од
нив има непарен број темиња. Тогаш, соодветниот собирок во збирот (1) се
намалува за 1 и вкупниот број на добри дијагонали е еднаков на 3n  .
На читателот му препуштаме да најде примери кои ја покажуваат точноста на
најдената оценка.

38. За дијагоналата на правилниот 2006-аголник R велиме дека е добра ако неј-
зините крајни точки ја делат границата на R на две дела такви што секој од
деловите се состои од непарен број страни на R . За страните на R исто така
сметаме дека за добри.

Комбинаторна геометрија

471

една од другите повлечени дијагонали. Определи го најголемиот можен број
на добри дијагонали.
Решение. Во конвексен n  голник може да се повлечат најмногу 3n  дија-
гонали кои немаат заеднички внатрешни точки.
Со индукција по n ќе докажеме дека бројот на добрите дијагонали е помал
или еднаков на 2n  , ако n е парен број, и е помал или еднаков на 3n  ако
n е непарен број. Отсечката ќе ја сметаме за 2 аголник без дијагонали.
Јасно, за 2,3n  тврдењето е точно. Нека 4n  и нека многуаголникот е

1 2: ... nP A A A .
Ако никои две добри дијагонали не се сечат, од тврдењето следува дека нив-
ниот број е помал или еднаков на 3. Нека i kA A и j lA A , i j k l   , се две

добри дијагонали кои се сечат. Тогаш секоја од тие дијагонали не се сече со
другите повлечени дијагонали.
На момент да заборавиме на i kA A и j lA A . Се-

која од останатите повлечени дијагонали d е
дијагонала или страна точно на еден од многу-
аголниците

1 : ...i jQ A A , 2 : ...j kQ A A ,

3 : ...k lQ A A или 4 1: ... ...l n iQ A A A A .

Притоа, ако d е страна на некој од нив, тогаш d не се сече со други дија-
гонали, па значи не е добра.
Нека n е парен број. Од индуктивната претпоставка следува, дека меѓу сите
дијагонали, кои припаѓаат на некој од многуаголниците , 1, 2,3, 4sQ s  бро-

јот на добрите дијагонали е помал или еднаков на бројот на темињата на sQ

намален за 2. Затоа, заедничкиот број на добри дијагонали на P е помал или
еднаков на

2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2j i k j l k n l i n               . (1)

Кога n е непарен број, вкупниот број на темиња на многуаголниците ,sQ

1, 2,3, 4s  е еднаков на непарниот број 4n  . Тоа значи дека барем еден од
нив има непарен број темиња. Тогаш, соодветниот собирок во збирот (1) се
намалува за 1 и вкупниот број на добри дијагонали е еднаков на 3n  .
На читателот му препуштаме да најде примери кои ја покажуваат точноста на
најдената оценка.

38. За дијагоналата на правилниот 2006-аголник R велиме дека е добра ако неј-
зините крајни точки ја делат границата на R на две дела такви што секој од
деловите се состои од непарен број страни на R . За страните на R исто така
сметаме дека за добри.



Р. Малчески

472

Ги разгледуваме разбивањата на многуаголникот R на триаголници со по-
мош на 2003 дијагонали такви што не постојат две дијагонали со заедничка
внатрешна точка. Определи го најголемиот можен број рамнокраки триагол-
ници со по две добри страни кои може да се појават во такво разбивање.
Решение. Рамнокраките триаголници со две добри страни ќе ги наречеме
добри. Темињата на добар триаголник T ја делат границата на R на три
дела, од кои два, да кажеме 1R и 2R , се состојат од непарен број страни. Ќе

велиме дека T ги поседува сите страни во 1R и 2R .
Секој добар  триаголник различен од T поседува парен број страни во секој
од деловите 1R и 2R . Бидејќи бројот на страните во iR е непарен, барем

една од нив, да кажеме ia , не ја поседува ниту еден добар триаголник освен

T . На триаголникот T му придружуваме две страни 1a и 2a . По конструк-
ција, не постојат два триаголници кои имаат заедничка придружена страна,
па затоа добри триаголници не може да има повеќе од 1003.
Пример со 1003 добри триаголници може да се добие со повлекување на ди-
јагоналите 2 2 2k kA A , за 1,2,...,1003k  (каде 0 2006A A ) и уште произволни
1000 дијагонали.

39. На секоја страна b на конвексниот многуаголник R и ја придружуваме
најголемата плоштина на триаголникот кој се содржи во R и чија една
страна е b . Докажи, дека збирот на сите плоштини придружени на страните
на многуаголникот R е поголем или еднаков на двократната плоштина P на
многуаголникот R .
Решение. На секое теме A на многуаголникот R му соодветствува един-
ствена точка A на границата на R таква што правата AA ја полови
плоштината на R . Сметајќи ги и овие точки по потреба во темињата,
можеме да претпоставиме дека R има парен број темиња 1 2 2, ,..., nA A A , и

дека секоја дијагонала 1,. ).,( .i i nA A i n  ја полови неговата плоштина.

Со ia и id да ги означиме страната 1i iA A  и

полуправата i i nA A  , 1 2i n  (индексите се
по модул 2n ), соодветно. За 1,...,i n , нека

iR е областа ограничена со 1, ,i i id d a и i na  ,

а iT е нејзината плоштина. Ќе докажеме дека

областите iR го покриваат целиотR . Нека
X е произволна точка во внатрешноста на R . Без ограничување на

општоста можеме да земеме дека X е лево од id . Бидејќи X е десно од

i nd  , постои j ( i j  i n ) таков што X е лево од jd и десно од 1jd  , а
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тогаш jX R . Оттука следува дека 1 nT T P  ... . Со iP да ја означиме

плоштината придружена на страната ia (1 i n  ). Нека id и 1id  се сечат

во точката O . Триаголниците 1i iOA A  и 1i n i nOA A   имаат плоштина 1
2 iT ,

додека барем еден од триаголниците 1i i nOA A   и 1i i nOA A  има плоштина

T  која не е помала од 1
2 iT . Според тоа, 1

2, 'i i n i iP P T T T    . Конечно,

1 2 12( ) 2n nP P T T P     ... ... .
Знак за равенство важи ако и само ако многуаголникот R е централно
симетричен.

40. Даден е цел број 3n  . Нека 1 2,  и 3 се границите на три конвексни n 

аголници во рамнината такви да пресекот на секои две од нив е конечно мно-
жество точки. Определи го најголемиот можен број точки на 1 2 3    .

Решение. Точките во 1 2 3    се темиња на конвексен многуаголник P .
Да разгледаме една негова страна AB . Таа припаѓа најмногу на една од
границите на n  аголниците 1 2,  и 3 (пресекот на било кои две граници
не содржи отсечка), што значи дека правата AB отсекува од останатите два
n  аголници барем по едно теме. Така секоја страна на P отсекува барем
две од вкупно 3n темиња на 1 2,  и 3 , па затоа P не може да има повеќе

од 3
2
n страни.

Бројот 3
2[ ]nm  може да се достиг-

не. Нека 1 2... mA A A е конвексен

m  аголник, (1 )ka k m  права

низ темињата 1,k kA A  и kb

(1 3 )k n m   произволна права

низ kA која со m  аголникот нема

други заеднички точки ( 1 1,nA A 

1 1nb b  ). Доволно е да се дефинира ,i ( 1, 2,3)i  како многуаголник опре-

делен со сите прави ka и qb , каде 1 (mod3)k q i   . Лесно се проверува

дека 1 2,  и 3 се конвексни n  аголници.

41. Нека m и n , 4n m  се природни броеви, 1 2 2 1... nA A A  е правилен

(2 1)n   аголник и 1 2 2 1{ , ,..., }nP A A A  . Определи го бројот на конвексните
m  аголници со темиња во множеството P кои имаат точно два внатрешни
остри агли.
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делен со сите прави ka и qb , каде 1 (mod3)k q i   . Лесно се проверува

дека 1 2,  и 3 се конвексни n  аголници.

41. Нека m и n , 4n m  се природни броеви, 1 2 2 1... nA A A  е правилен

(2 1)n   аголник и 1 2 2 1{ , ,..., }nP A A A  . Определи го бројот на конвексните
m  аголници со темиња во множеството P кои имаат точно два внатрешни
остри агли.
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Решение. Да забележиме дека ако конвексен m  аголник, 4m  , со темиња
во P има точно два внатрешни остри агли, тогаш овие агли се во две по-
следователни темиња (во спротивно ќе имаме два пара страни кои меѓу себе
не се сечат, секој од кои зафаќа повеќе од половина од опишаната кружница).
Затоа е доволно да се определи бројот на четворките темиња (последовател-
ни во m  аголникот), кои определуваат два остри агли, со фиксирано крајно
во насока на движењето на стрелките на часовникот теме, а потоа добиениот
број да се помножи со 2 1n  .
Нека големиот лак, определен од четирите точки, содржи k точки од P . То-
гаш другиот (малиот) лак содржи 2 1n k  точки од P и темињата на m 

аголникот може да бидат избрани на 2 1
4( )n k

m
 
 начини. Двете внатрешни за

големиот лак темиња може да бидат избрани на 2( 1)k n  начини (јасно за

да имаме голем лак мора да е k n ).

Според тоа, за фиксиран k имаме 2 2 1
4( 1) ( )n k

mk n  
  од саканиот вид m 

аголници. Ако сумираме по k и направиме смена на променливата го

добиваме збирот 2 2
4

0
( )n k

m
k

k  



 . Ќе докажеме дека овој збир е еднаков на

1
11( ) ( )n n

mm

  . Притоа ќе користиме индукција по n m и по 4m  .

Базните случаи 1n m  и 5m  се проверуваат непосредно. Сега од индук-
тивната претпоставка следува

( 1) 2 ( 1) 22 2 2 2
4 4 ( 1) 4

0 0 0
1 1
1 21 2

1
11

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

n k n kn k
m m m

k k k

n nn n
m mm m

n n
mm

k k k      
   

  
 
  




 

   

 

  

Според тоа, бараниот број е 1
11(2 1)(( ) ( ))n n

mmn 
  .

42. Дадени се неколку тетиви на единичната кружница такви што секој нејзин
дијаметар сече најмногу k тетиви. Докажи дека збирот на должините на сите
тетиви е помал од k .
Решение. На секоја тетива да и го придружиме лакот определен со нејзините
крајни точки и дијаметрално спротивниот лак. Тогаш збирот на лаците при-
дружени на тетива со должина d е поголем од 2d . Дијаметар на кругот сече
тетива ако и само ако ги сече двата придружени лаци. Тоа значи дека секој
дијаметар сече најмногу 2k лаци, па збирот на должините на тие лаци е
помал или еднаков на 2k . Следува дека збирот на должините на тетивите е
помал од k .
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43. Во круг се нацртани n дијаметри кои го делат на 2n исечоци. Произволни
n исечоци се обоени црвено, а преостанатите n сино. Во сините исечоци,
почнувајќи од некој, во насока на движење на стрелките на часовникот се
запишани броевите 1, 2,..., n . Во црвените исечоци, почнувајќи од некој, во
спротивната насока се запишани броевите 1, 2,..., n . Дали постои полукруг
кој ги содржи сите броеви од 1 до n .
Решение. Да разгледаме два исечоци со еднакви броеви кои се на најмало
меѓусебно растојание: нека се тоа, да кажеме, синиот и црвениот исечок со
број n и да ги означиме со A и B , при што B е по A во насока на
движењето на стрелките на часовникот. Барем еден исечок со број 1 не е
меѓу A и B , бидејќи во спротивно исечоците со број 1 би биле на помало
растојание. Според тоа, сите исечоци кои се строго меѓу A и B имаат иста
боја, да кажеме сина. Тврдиме дека полукругот кој почнува со син исечок
бројот 1 и продолжува во насока на движењето на стрелките на часовникот
ги содржи сите броеви од 1 до n . Навистина, ако црвените броеви на тој
полукруг се 1,2,...,k , тогаш во него има сини исечоци n k и тие се озна-
чени со броевите , 1,..., 1n n k  .

44. На кружница се означени n точки, кои ја делат на n лаци. Кружницата се

ротира околу центарот за агол 2 k
n
 , k е некој природен број, по што озна-

чените n точки се пресликуваат во нови n точки, кои ја делат кружницата
на n нови лаци. Докажи дека некој од новите лаци целосно лежи во некој од
старите лаци. (Лаците се разгледуваат како затворени множества.)
Решение. Ќе сметаме дека радиусот на кружницата е 1, а ротацијата е во на-
сока на движењето на стрелката на часовникот. Ако две нови точки лежат на
еден ист стар лак, тогаш некој нов лак лежи исцело во тој стар лак. Затоа да
претпоставиме, дека нема такви нови точки. Бидејќи како новите, така и ста-
рите лаци се вкупно по n , тоа е можно само кога на секој стар лак има точно
по една нова точка (притоа новите точки не се краеви на старите лаци).
Нека старите точки се 1 2, ,..., nA A A , нумерирани во насока на движење на

стрелката на часовникот и нека при ротацијата точката iA се пресликува во

нова точка iB (индексите се по модул n , т.е. ,n i i n i iA A B B   ). Јасно,  со-

седните точки припаѓаат на соседни лаци, т.е. ако 1B лежи во лакот 1j jA A  ,

тогаш за секој i точката iB лежи во лакот 1j i j iA A   .

Нека j k . Да забележиме, дека сите лаци од видот 1...i i i jA A A  ја покри-

ваат кружницата точно j пати. Според тоа, збирот на нивните должини е

еднаков на 2 2j k  . Од друга страна, должината на лакот 1...i i i jA A A  е
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строго поголема од должината на лакот i iA B , која е еднаква на 2 k
n
 , па затоа

збирот на нивните должини е строго поголем од 2 2k
n

n k  , што е против-

речност.
Аналогно, ако j k , тогаш збирот на должините на сите лаци од видот

1 1...i i i jA A A   е еднаков на 2 ( 1) 2j k   , а од друга страна тој е строго

помал од збирот на должините на лаците i iA B , кој е еднаков на 2 k , што
повторно е противречност.

45. Во рамнита се дадени 2n  отсечки така што секои две отсечки се сечат во
внатрешна точка и никои три не се сечат во една точка. Ѓорѓи треба да избере
по еден крај на секоја отсечка и на него да постави жаба свртена кон другиот
крај на отсечката. Потоа тој ќе плесне со рацете 1n  пати. Секој пат кога ќе
плесне со рацете, секоја жаба одма скокнува напред во следната пресечна
точка на својата отсечка. Жабите никогаш не ја менуваат насоката во која
скокаат. Ѓорѓи сака да ги постави жабите така што ниту во еден момент две
жаби нема да се најдат во иста пресечна точка.
а) Ако n е непарен, докажи дека Ѓорѓи секогаш може да ја постигне целта.
б) Ако n е парен, докажи дека Ѓорѓи никогаш не може да ја постигне целта.
Решение. Разгледуваме голема кружница која ги содржи сите отсечки и да ги
продолжиме отсечките на двете страни до пресекот со кружницата. Пресеч-
ните точки да ги означиме со 1 2 2, ,..., nA A A во насока на движењето на стрел-

ките на часовникот. Дадените отсечки лежат на правите i n iA A  , 1 i n  .
a) Ќе докажеме дека Ѓорѓи ја постиг-
нува целта ако жабите ги постави во
точките 1 3 5 2 1, , ,..., nA A A A  . Ги разгледу-

ваме жабите во точките iA и jA , каде i

и j се непарни броеви и i j n i   (ин-
дексите се по модул 2n ). Нека X е пре-
сечната точка на отсечките i n iA A  и

j n jA A  . На лакот 1i i jA A A има непарен

број означени точки, а секоја отсечка со
еден крај во овие точки сече точно една од отсечките iA X и jA X . Сите

останати отсечки ги сечат или двете отсечки iA X и jA X , или ниту една.

Следува дека на отсечките iA X и jA X вкупно има непарен број пресечни

точки, па затоа овие две жаби нема да се судрат.
б) Ако n е парен, некои две жаби на Ѓорѓи ќе бидат во соседни точки на
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кружницата, да кажеме во iA и 1iA  . Нека отсечките со краеви во овие две
точки се сечат во точката X. Бидејќи секоја отсечка која сече една од
отсечките iA X и 1iA X , мора да ја сече и другата, на отсечките iA X и

1iA X има еднаков број пресечни точки. Затоа овие две жаби ќе се судрат во
точката X.

46. Во рамнината разгледуваме n кружници 1 2, ,..., nC C C такви што центарот на

кружницата iC лежи на кружницата 1iC  , каде 1 1nC C  . Определи го

најголемиот можен број парови ( , )i j за кои внатрешноста на кружницата jC

лежи во внатрешноста на кружницата iC .
Решение. Да поставиме редум n кружници така што за 2 1i n   круж-
ницата iC е внатре во кружницата 1iC  и минува низ нејзиниот центар, а

кружницата nC има центар на 1C и минува низ центарот на 1nC  . На овој

начин добиваме пример со ( 1)( 2)
2

n n  парови ( , )i j кои го задоволуваат ус-

ловот на задачата.
Множеството G од разгледуваните парови ги има следниве својства:
1) ( , )i i G ,

2) (2,1), (3, 2),..., ( , 1), (1, )n n n G  ,

3) ако ( , ), ( , )i j j k G , тогаш ( , )i k G ,

4) ако ( , )i j G , тогаш ( , )j i G .
Ќе докажеме со индукција по n (база на индукцијата 2n  ) дека множе-

ството со својства 1) – 4) има најмногу ( 1)( 2)
2

n n  елементи.

Ако ниту еден од паровите (1,2), (2,3),..., ( ,1)n не е во G , тогаш
( 1) ( 1)( 2)

2 2| | 1n n n nG n      .

Затоа да претпоставиме дека, на пример, ( ,1)n G . Тогаш (1, 1)n G  (во

спротивно од 3) ќе следува дека ( , 1)n n G  ), па множеството

' {( , ) |1 , 1}G i j G i j n     ,
за 1n  ги задоволува условите 1) – 4), и по индуктивната претпоставка важи

( 2)( 3)
2| ' | n nG   . Останува да докажеме дека | \ ' | 2G G n  , од што ќе сле

дува дека
( 2)( 3) ( 1)( 2)

2 2| | | ' | | \ ' | ( 2)n n n nG G G G n         .

Нека претпоставиме дека | \ ' | 1G G n  . Тогаш за секои 1, 2,..., 1i n  точно

еден од паровите ( , )i n , ( , )n i припаѓа на G . Бидејќи ( , 1)n n G  , важи
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( , 1)n n G  . Ако ( , 2)n n G  , тогаш од 3) следува ( 1, 2)n n G   , што не

е точно. Значи, ( , 2)n n G  и ( 2, )n n G  . Слично, ( , 3)n n G  и

( 3, )n n G  итн. и најпосле ( ,1)n G и (1, )n G , што е противречност, од

што следува дека | \ ' | 2G G n  .

47. Дадени се природен број 3n  и 1n  точка кои дадена кружница ја делат на
лаци со еднакви должини. Ги разгледуваме сите можни означувања на овие
точки со броевите 0,1,..., n , каде секоја ознака се користи точно еднаш и две
такви означувања се сметаат за еднакви ако едното може да се добие од дру-
гото со ротација на кружницата. За означувањето ќе велиме дека е убаво ако
за секои четири ознаки a b c d   , такви што a d b c   , тетивата која ги
поврзува точките означени си a и d не ја сече тетивата која ги поврзува
точките означени со b и c .
Нека M е бројот на убавите означувања, а N е бројот на подредени парови
природни броеви ( , )x y такви што x y n  и ( , ) 1x y  . Докажи дека

1M N  .
Решение. Наместо означување на дадените 1n  точка ќе работиме со ци-
клични распореди на броевите 0,1,..., n на кружницата, каде распоредот е
убав ако соодветствува на убаво означување.
Избираме ирационален број (0,1)  . Произволна точка на кружницата да ја

означиме со 0, а за k  со k ја означуваме точката на кружницата на
аголно растојание  од точката 1k  во насока
на движењето на стрелките на часовникот. Доби-
ениот распоред на броевите 0,1,..., n го нареку-
ваме цикличен и го означуваме со ( )R  , цртеж
десно.
Со [ , ]p q да ја означиме тетивата на кружницата

определена со точките p и q , а со [ , ]p q соод-
ветниот лак во насока на движењето на стрелки-
те на часовникот. Ако броевите a b c d   го задоволуваат условот a d 

b c , тогаш точките означени со , , ,a b c d се темиња на рамнокрак трапез, па
затоа [ , ]a d е паралелна со [ , ]b c . Следува дека распоредот ( )R  е убав.

Бидејќи  се менува од 0 до 1, распоредот ( )R  единствено се менува кога

минува низ рационалниот број p
q

со ( , ) 1p q  и q n . Бидејќи p
q


( , )p q p е биекција меѓу ваквите дропки p
q

и паровите ( , )x y природни
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( , 1)n n G  . Ако ( , 2)n n G  , тогаш од 3) следува ( 1, 2)n n G   , што не
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( 3, )n n G  итн. и најпосле ( ,1)n G и (1, )n G , што е противречност, од
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47. Дадени се природен број 3n  и 1n  точка кои дадена кружница ја делат на
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природни броеви ( , )x y такви што x y n  и ( , ) 1x y  . Докажи дека

1M N  .
Решение. Наместо означување на дадените 1n  точка ќе работиме со ци-
клични распореди на броевите 0,1,..., n на кружницата, каде распоредот е
убав ако соодветствува на убаво означување.
Избираме ирационален број (0,1)  . Произволна точка на кружницата да ја

означиме со 0, а за k  со k ја означуваме точката на кружницата на
аголно растојание  од точката 1k  во насока
на движењето на стрелките на часовникот. Доби-
ениот распоред на броевите 0,1,..., n го нареку-
ваме цикличен и го означуваме со ( )R  , цртеж
десно.
Со [ , ]p q да ја означиме тетивата на кружницата

определена со точките p и q , а со [ , ]p q соод-
ветниот лак во насока на движењето на стрелки-
те на часовникот. Ако броевите a b c d   го задоволуваат условот a d 

b c , тогаш точките означени со , , ,a b c d се темиња на рамнокрак трапез, па
затоа [ , ]a d е паралелна со [ , ]b c . Следува дека распоредот ( )R  е убав.

Бидејќи  се менува од 0 до 1, распоредот ( )R  единствено се менува кога

минува низ рационалниот број p
q

со ( , ) 1p q  и q n . Бидејќи p
q


( , )p q p е биекција меѓу ваквите дропки p
q

и паровите ( , )x y природни
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броеви со ( , ) 1x y  и x y n  , вакви рационални броеви p
q

има точно N ;

нека 0 11 2

0 1 2 1
0 ... 1N N

N N

p p pp p
q q q q q




       . Секој интервал 1

1
( , )i i

i i

p p
q q




определу-

ва по еден цикличен распоред, па затоа има точно 1N  различни циклични
распореди.

Да забележиме дека за 1

1
( , )i i

i i

p p
q q

 


 броевите непосредно пред и по бројот 0

во насока на движењето на стрелката на часовникот се еднакви на 1iq  и iq ,

соодветно. Навистина, за доволно мало  , јасно е дека во ( )i

i

p
q

R  точката iq

е непосредно по 0, а додека во 1

1
( )i

i

p
q

R 
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48. Нека S е конечно множество точки во рамнината кое содржи најмалку две
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нарекува следнава постапка. На почетокот се избира права l која содржи
точно една точка PS . Правата l се ротира во насока на движењето на
стрелките на часовникот околу центарот P до моментот во кој по прв пат
содржи некоја друга точка Q од S . Од тој момент таа точка Q станува нов
центар, а правата продолжува да се ротира околу Q во насока на движењето
на стрелките на часовникот до првиот момент во кој повторно содржи некоја
друга точка од множеството S . Оваа постапка бесконечно се повторува.
Докажи дека може да се избере некоја точка P од S и некоја права l која ја
содржи P така што во добиената ветерница секоја точка на множеството S
станува центар бесконечно многу пати.
Решение. Прв начин. Правата l во почет-
ната позиција ја ориентираме произвол-
но. Тогаш l во секој момент ја дели рам-
нината на лева и десна полурамнина. Во
текот на работата на ветерницата, при
премин на центарот од точката P во
точката Q , точката P преминува од l

во левата полурамнина, додека Q преми-

нува од левата полурамнина на l . На овој начин броевите 1n и 2n на точките

соодветно лево и десно од правата l остануваат исти во текот на целиот
процес (со исклучок кога l содржи две точки).
Да земеме произволна точка AS и права l низ A таква што 1 2| | 1n n  и
да ја пуштиме ветерницата во погон. Нека претпоставиме дека постои точка
B која ќе се најде на l само конечен број пати. Тоа значи дека почнувајќи од
некој момент, B никогаш нема да биде на l , т.е. секогаш ќе се наоѓа од иста

страна, да кажеме левата страна од правата l . Кога l ќе се заврти за 180 , ќе
се најде во положба на некоја права 'l паралелна со l , но со спротивна
ориентација. Точката B е меѓу правите l и 'l , што значи дека лево од l се
наоѓаат сите точки кои се десно од 'l , плус точката B и една точка која во
тој момент лежи на l . Затоа 1 2 2n n  , што е противречност. Од добиената
противречност следува дека ветерницата минува низ секоја точка бесконечно
многу пати.
Втор начин. Правата l ја дели рамнината на две полурамнини. Едната од нив
да ја наречеме сина, а другата црвена. Да забележиме дека при промена на
центарот на вртење новиот и стариот центар преминуваат од една полурам-
нина во друга. Според тоа, во секој момент (освен кога правата минува низ
две точки) бројот на точките во синиот дел е непроменет и бројот на точките
во црвениот дел е непроменет.
Нека | | 2 1n S . Ќе го користиме добро познатиот факт, дека низ секоја
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точка на S постои права која ја дели рамнината на две полурамнини со
еднаков број точки. Да избереме точка P и права низ P , која ги разделува

точките од S на два еднакви дела. Ќе докажеме дека при ротација за 180

правата минува низ секоја точка од S .
Да разгледаме произволна точка Q од S и права l која ги разделува
точките од S . Точката Q е единствена точка од S , за која права паралелна

со l ги разделува точките на еднакви делови. Тоа значи дека кога правата на
мелницата стане паралелна со l , таа всушност е правата l и затоа мелницата
минува низ Q .

Нека | | 2nS . Повторно ќе го искористиме познатиот факт дека за секоја
точка постои права  која минува низ таа точка и за која има 1n  точка во
синиот дел и n точки во црвениот дел.
Да избереме една таква права за почетна состојба на мелницата. Ќе докажеме

дека при завртување за 360 правата минува низ секоја точка од S .
Да разгледаме произволна точка Q од S и права l за која имаме 1n  точка
во синиот дел и n точки во црвениот дел од рамнината. Кога правата на
мелницата стане паралелна со l со истите сина и црвена полурамнина, таа
мора да биде точно правата l и затоа мелницата минува низ точката Q .
Конечно, од претходните разгледувања следува тврдењето на задачата.

49. Множеството содржи 66 точки, а множеството содржи 16 прави во
рамнината. За точка и права велиме дека се инцидентен пар ако

. Докажи, дека бројот на инцидентните парови не може да биде пого-
лем од 159, како и дека постои конфигурација со 159 инцидентни парови.
Решение. Со да ги означиме точките на множеството и со

бројот на правите кои ја содржат точката . Тогаш бројот на правите кои

се сечат во е еднаков на , а бројот на инцидентните парови е .

Бидејќи секои две прави се сечат во најмногу една точка, важи

.

Нека е бројот на точките од низ кои минуваат точно прави од .
Тогаш

, и ,

бидејќи . Знак за равенство важи ако , за ,

и , т.е. ако правите од определуваат 39 двојни и 27 тројни пре-
сеци.
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Пример на конфигурација со 159 инцидентни парови може да се конструира
со помош на теоремата на Дезарг. Да земеме точки на права и

на права и да повлечеме 9 прави . На при-

мер, на цртежот имаме
,

што значи дека меѓу овие прави
нема паралелни. Според теоре-
мата на Дезарг овие 9 прави оп-
ределуваат 18 пресечни точки
кои се по три колинеарни – што
значи дека определуваат уште 6
прави. Заедно со овие 6 прави
имаме цртеж со 15 прави и 24
тројни пресеци. Притоа трите
прави добиени со теоремата на
Дезарг се сечат во една точка
(на цртежот точката ) и тоа е
25-тиот троен пресек. Да повле-
чеме само една права која мину-
ва низ две двојни пресечни точки. За множеството од 16 нацртани прави и
множеството кое се состои од добиените 27 тројни и преостанатите 39
двојни пресеци важи знак за равенство.

50. Рамнината е поделена на области со конечен број прави, такви што не посто-
јат три прави кои минуваат низ иста точка. За две области ќе велиме дека се
соседни ако нивната заедничка граница е отсечка, полуправа или права. Во
секоја област е запишан цел број така што се исполенти следниве услови:
1) производот на броевите во соседните области е помал од нивниот збир,
2) збирот на сите броеви од секоја страна на произволна права е еднаков на

нула.
Докажи, дека тоа е можно ако и само ако сите прави не се паралелни.
Решение. Ако сите прави се паралелни, тогаш од условот 2) следува дека
сите броеви мора да бидат еднакви на нула, но тогаш не важи условот 1), па
значи не е можно да се запишат цели броеви така што се исполенти условите
1) и 2).
Сега ќе го конструираме бараното запишување на броевите при кое се испол-
нети условите 1) и 2). На почетокот во рамнината да фиксираме точка A која
не лежи ниту на една од дадените прави. За произволна област R земаме
точка B внатре во областа. Јасно, бројот Rk на прави кои ја сечат отсечката
AB не зависи од изборот на точката B . Освен тоа, за секои две соседни

области R и S важи 1R Sk k  .

1 2 3, ,B B B ||b a

1 2 2 3 1 2 2 3: : : 2 : 2 : 3 : 6A A A A B B B B 
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На областа R и го доделуваме бројот

( 1) Rk
Ru  , каде Ru е бројот на аглите

на областа R (на пример, види цр-
теж). Ќе докажеме дека ова доделува-
ње на целите броеви ги задоволува
условите на задачата.
1) По конструкција, броевите a и b

доделени на две соседни области
се со различен знак, да кажеме

0a b  , па затоа ab a a b   .

2) Во секој агол на секоја област R го запишуваме бројот ( 1) Rk . Збирот на
броевите во областите од една страна на права p е еднаков на збирот на
броевите во сите агли на таа страна на правата. Бидејќи во секоја пре-
сечна точка збирот на броевите во аглите (имаме 2 или 4 броја) е еднаков
на 0, добиваме дека вкупниот збир исто така е еднаков на 0.

51. Во рамнината се дадени n конвексни k  аголници, такви што секои два од
нив имаат заедничка внатрешна точка. Познато е дека секој од k  аголни-
ците може да се преслика во секој друг k  аголник со хомотетија со пози-
тивен коефициент. Докажи, дека во рамнината постои точка која припаѓа
барем на 1

21 n
k
 од тие k  аголници.

Решение. Ќе ја користиме следнава лема.
Лема. Ако два конвексни многуаголници со заедничка внатрешна точка се
пресликуваат еден во друг при хомотетија со позитивен коефициент, тогаш
некое од темињата на едниот многуаголник е внатрешна точка за другиот
многуаголник.
Доказ. Нека двата многуаголници се P и 'P . Ако едниот од нив лежи во
другиот, тогаш нема што да се докажува. Во спротивно, постои страна AB
на P , која ја сече контурата на 'P . Ако 'P содржи една од точките A или
B , тогаш тврдењето е докажано.
Останува да го разгледаме случајот кога 'P ја сече AB по отсечка, која лежи
во внатрешноста на AB . Јасно, 'P има темиња и од двете страни на правата
AB . Да ги разгледаме страната ' 'A B на 'P која при хомотетијата е соод-

ветна на AB и произволно теме 'C на 'P , такво што ' 'A B и 'C се во раз-
лични полурамнини во однос на AB . Нека C е во P соодветното теме на

'C . Тогаш 'C лежи во внатрешноста на ABC , бидејќи се наоѓа во една
иста полурамнина во однос на ,AB BC и AC со тој триаголник. Во случајов

'C припаѓа на P , со што доказот е завршен. ■
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на областа R (на пример, види цр-
теж). Ќе докажеме дека ова доделува-
ње на целите броеви ги задоволува
условите на задачата.
1) По конструкција, броевите a и b

доделени на две соседни области
се со различен знак, да кажеме

0a b  , па затоа ab a a b   .

2) Во секој агол на секоја област R го запишуваме бројот ( 1) Rk . Збирот на
броевите во областите од една страна на права p е еднаков на збирот на
броевите во сите агли на таа страна на правата. Бидејќи во секоја пре-
сечна точка збирот на броевите во аглите (имаме 2 или 4 броја) е еднаков
на 0, добиваме дека вкупниот збир исто така е еднаков на 0.

51. Во рамнината се дадени n конвексни k  аголници, такви што секои два од
нив имаат заедничка внатрешна точка. Познато е дека секој од k  аголни-
ците може да се преслика во секој друг k  аголник со хомотетија со пози-
тивен коефициент. Докажи, дека во рамнината постои точка која припаѓа
барем на 1

21 n
k
 од тие k  аголници.

Решение. Ќе ја користиме следнава лема.
Лема. Ако два конвексни многуаголници со заедничка внатрешна точка се
пресликуваат еден во друг при хомотетија со позитивен коефициент, тогаш
некое од темињата на едниот многуаголник е внатрешна точка за другиот
многуаголник.
Доказ. Нека двата многуаголници се P и 'P . Ако едниот од нив лежи во
другиот, тогаш нема што да се докажува. Во спротивно, постои страна AB
на P , која ја сече контурата на 'P . Ако 'P содржи една од точките A или
B , тогаш тврдењето е докажано.
Останува да го разгледаме случајот кога 'P ја сече AB по отсечка, која лежи
во внатрешноста на AB . Јасно, 'P има темиња и од двете страни на правата
AB . Да ги разгледаме страната ' 'A B на 'P која при хомотетијата е соод-

ветна на AB и произволно теме 'C на 'P , такво што ' 'A B и 'C се во раз-
лични полурамнини во однос на AB . Нека C е во P соодветното теме на

'C . Тогаш 'C лежи во внатрешноста на ABC , бидејќи се наоѓа во една
иста полурамнина во однос на ,AB BC и AC со тој триаголник. Во случајов

'C припаѓа на P , со што доказот е завршен. ■
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Нека 1 2, ,..., nP P P се дадените k  аголници и да означиме ,1 ,...i i i kP A A , за

1, 2,...,i n . За секое теме ,i jA со ,i ja да го означиме бројот на многуаголни-

ците ,sP s i , за кои ,i jA е внатрешна точка. Од лемата следува, дека секој

пар k  аголници е броен барем еднаш при наоѓање на броевите ,i ja . Затоа

( 1)
1,1 1, ,1 , ,1 , 2... ... ... ... ... n n

k i i k n n ka a a a a a           .

Оттука следува, дека најмалку еден од броевите ,i ja не е помал од

( 1) 1
2 2

n n n
nk k
  . Бидејќи темето ,i jA лежи во iP и уште ,i ja други k  аголни-

ци, добиваме дека тоа припаѓа на 1
21 n

k
 од k  аголниците, т.е. го има сака-

ното својство.

52. Коцка со рамнини кои се паралелни на ѕидовите на коцката е разделена на 27
правоаголни паралелопипеди. Ако точно два од овие паралелопипеди се коц-
ки, докажи дека тие имаат еднакви рабови.
Решение. Нека A е едно од темињата на коцката. Секој од трите раба кои
излегуваат од A е поделен од дадените рамнини на три дела. Ако тоа не е
така, тогаш нема да добиеме 27 паралелопипеди во поделбата.
Со 1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y y и 1 2 3, ,z z z да ги означиме должините на тие отсечки по
секој раб на коцката кој излегува од темето A . Добиваме

1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x y y y z z z        .

Ако двете коцки во поделбата имаат рабови a и b , a b , тогаш

i j ka x y z   и p q ra x y z   , каде , ,i p j q k r   .

Нека u не е i или p , v не е j или q и t не е k или r . Од горните ра-
венства следува

u v ta b x a b y a b z        , т.е. u v tx y z  .
Последното значи дека имаме уште една коцка, што противречи на условот
на задачата. Од добиената противречност следува a b .

53. Тридимензионалниот простор е разбиен на тетраедри и октаедри со рамнини
со равенки x y z n   , n . Нека точката 0 0 0( , , )x y z со рационални ко-
ординати не лежи во ниту една од рамнините на разбивањето. Докажи дека
постои природен број k , за кој точката 0 0 0( , , )kx ky kz лежи во внатрешноста
на некој од октаедрите на разбивањето.
Решение. Лема. Нека , ,a b c и a b c  се рационални броеви, кои не се це-
ли. Тогаш постои природен број k таков што броевите ,ka kb и kc не се це-
ли и
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1 { } { } { } 2ka kb kc    .

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека , , (0,1)a b c .

Нека ( ) { } { } { }f t ta tb tc   . Ако 1 2a b c    , тогаш доволно е да земеме

1k  .
Ако 1a b c   , избираме природен број m за кој ,ma mb и mc се цели
броеви. Тогаш

( 1) ( 1) 3 ( ) 2 1f m f a b c         .

Нека k е минималниот природен број за кој ( ) 1f k  , што значи ( 1) 1f k   .

Ќе докажеме дека за вака избраниот k важи ( ) 2f k  . Ако го искористиме
неравенството

{ } {( 1) }ka k a a  

и аналогните неравенства добиваме
( ) ( 1) ( ) ( 1) 1 2f k f k a b c f k         .

Останува да докажеме дека ,ka kb и kc не се цели броеви. Нека претпоста-
виме дека некој од овие броеви е цел број, на пример ka . Тогаш

{ } {( 1) } 1ka k a a    ,
па оттука добиваме

( ) ( 1) ( ) 1 ( 1) 1f k f k a b c f k         ,

што противречи на изборот на k .
Ако 2a b c   , тогаш ги разгледуваме броевите ' 1 , ' 1a a b b    и

' 1c c  , за кои ', ', ' (0,1)a b c  и ' ' ' 1a b c   , што значи дека за ', 'a b и 'c

постои k кој го задоволува условот на лемата. Тогаш k ќе го задоволува
условот и за ,a b и c . ■
Да се вратиме на задачата. Воведуваме координатен систем Oabc , за кој на
секоја точка со координати ( , , )x y z од Oxyz и соодветствува точка со коор-

динати ( , , )a b c , каде ,a y z x b z x y      и c x y z   . Тогаш 2 ,b cx 

2
c ay  и 2

a bz  , при што важи x y z a b c     . Тогаш во Oabc рамни-

ните од условот соодветствуваат на рамнините ,a n ,b n c n и
a b c n   . Нека 0 0 0 0 0 0 0 0,a y z x b z x y      и 0 0 0 0c x y z   при

услов дека 0 0 0, ,a b c и 0 0 0a b c  не се цели броеви.

Нека ( , , )u v w е точка од Oabc која нема целобројни кординати. Тогаш таа

припаѓа во некоја коцка од видот 1, 1, 1A a A B b B C c C         .
Оваа коцка ги сече рамнините

1a b c A B C      и 2a b c A B C      ,
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кои ја разбиваат на два тетраедри и еден октаедар (кој може да не е пра-
вилен). Ако ( , , )u v w лежи во внатрешноста на овој октаедар, таа го задоволу-

ва условот 1 { } { } { } 2u v w    . Согласно лемата, применета на броевите

0 0 0, ,a b c , можеме да најдеме број k кој ги задоволува условите на задачата.

54. Нека n е природен број и нека
{( , , ) | , , {0,1,..., }, 1}S x y z x y z n x y z    

е множество точки кое се состои од 3( 1) 1n   точка на тридимензионалниот
простор. Определи го најмалиот можен број рамнини чија унија ги содржи
сите точки на множеството S , но не ја содржи точката (0,0,0) .
Решение. Прв начин. Унијата на 3n рамнини , ,x i y i z i   за 1 i n  го

содржи множеството S и не ја содржи точката (0,0,0) . Нека претпоставиме

дека постои фамилија { 0 |1 }i i i ia x b y c z d i N      од 3N n рамнини

кои го содржат S и не ја содржат (0,0,0) . Го разгледуваме полиномот

1
( , , ) ( )

N

i i i i
i

P x y z a x b y c z d


    .

Лема 1. Постојат броеви , 1, 2,...,i i n  такви што

1
1

n

i
i



  и

1
0

n
m

i
i

i


 , за 0 m n  .

Доказ. Горниот систем е систем од n линеарни равенки со n непознати.
Детерминантата на системот е Вандермондовата детерминанта (за броевите
1, 2,..., n ) која е различна од нула, од каде следува тврдењето на лемата. ■

Од лема 1 (ако се усвои 00 1 ) следува дека постојат 0 1, , 1, 2,...,i i n  

такви што

0
0

n
m

i
i

i


 за 0 m n  .

Нека deg 3P N n  и

1
0 0 0

( , , )
n n n

i j k
i j k

S P i j k  
  

    .

Бидејќи во претходната сума 3
0 (0,0,0)P е единствен член различен од 0,

следува дека 1 (0,0,0) 0S P  . Од друга страна, ако

, ,( , , )
N

P x y z p x y z  
  

    
  ,

следува
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1 , ,
0 0 0

, ,
0 0 0

( )( )( )

n n n

i j k
i j k N

n n n

i j k
N i j k

S p i j k

p i j k

  
  

  

  
  

  

  

  

     

     





   

   
(1)

Да го разгледаме собирокот кој соодветствува на тројката ( , , )   во (1). Би-
дејќи 3N n      , барем еден од , ,   мора да е помал од n . Без
огранилчување на општоста можеме да земеме дека тоа е  и тогаш важи

0
n

i
i

i


 . Според тоа, секој собирок во (1) е 0, па затоа 1 0S  , што е про-

тивречност
Од добиената противречност следува дека се потребни најмалку 3n рамни-
ни, што значи дека врз основа на горниот пример, бараниот број рамнини е
3n .
Забелешка. Без користење на Вандермондовата детерминанта може да се до-

каже дека броевите 0 1, ( 1) ( ), 1, 2,...,i n
i i i n     ги задоволуваат условите

потребни во горното решение. Тоа следува од следната лема.
Лема 2. За секои природни броеви 0 m n  и произволен полином P ,
deg P m важи

0
( 1) ( ) ( ) 0

n
i n

i
i

P i

  .

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . За 1n  полиномот P
е константа, па затоа го задоволува даденото равенство, бидејќи важи

(0) (1) 0P P  .

Нека тврдењето е точно за 1n  и нека ( ) ( 1) ( )Q x P x P x   . Јасно Q е по-

лином и важи deg deg 1 1 1Q P m n      , па затоа важи
1 11 1

0 0
1 11 1

0 0
1 1 1

1
0 1

1 1 1
1

0

0 ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )( ( ) ( 1))

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

(0) ( 1) (( ) ( )) ( ) ( 1) ( )

n n
i n i n

i i
i i

n n
i n i n

i i
i i

n n
i n i n

i i
i i

n
i n n n

i i
i

Q i P i P i

P i P i

P i P i

P P i P n

 
 

 
 

 

 


 


 


 




      

    

   

     

 

 

 



0
( 1) ( ) ( ),

n
i n

i
i

P i


 

т.е. тврдењето важи и за n . ■
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Втор начин. Нека важи се исто како во првиот пасус на првиот начин на ре-
шавање.
Лема 3. Нека 1 2*( , ,..., )kP x x x е полином кој се анулира во сите точки на
множеството

1 2 1 2 1 2{( , ,..., ) | , ,..., {0,1,..., }, ... 0}k k kx x x x x x n x x x    

и *(0,0,...,0) 0P  . Тогаш deg *P kn .

Доказ. Со индукција по k . За 1k  , *P е ненулти полином со n нули, па
затоа deg *P n . Нека тврдењето важи за полином со 1k  променлива.

Нека 1 2( , ,..., )kR x x x е остатокот од делењето на полиномот 1 2*( , ,..., )kP x x x

со ( ) ( 1)...( )k k k kQ x x x x n   . Бидејќи 0,1, 2,..., n се нули на полиномот Q ,

добиваме дека *P и R примаат исти вредности на множеството {0,1,..., }kn ,

па затоа за полиномот R се исполнети условите на лема 2 и deg
kx R n .

Нека
1

1 1 1 1 1 1 0 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., )n n
k n k k n k k kR x x R x x x R x x x R x x

       .

1) Нека 1 2 1, ,..., {0,1,..., }ka a a n  не се сите еднакви на нула. Степенот на

полиномот 1 2 1( ) ( , ,..., , )k k kT x R a a a x е помал или еднаков на n и тој се

анулира за {0,1,..., }kx n , па затоа мора да е 0T  , од каде што следува

1 1( ,..., ) 0n kR a a   .

2) Слично, ( ) (0,0,...,0, )k kT x R x е полином со степен помал или еднаков

на n , има n нули 1, 2,..., n и важи (0) (0,0,...,0) 0T R  , па затоа

degT n , од каде што следува дека 0nR  , како и дека (0,0,...,0) 0nR  .

Од претходно изнесеното следува дека полиномот 1 1( ,..., )n kR x x  ја задово-
лува индуктивната претпоставка, па затоа

deg * deg deg ( 1)nP R R n k n n kn       . ■
Сега тврдењето на задачата следува од лема 3 применета на полиномот P ,
бидејќи (0,0,0) 0P  и ( , , ) 0P i j k  за ( , , )i j k S , па е deg 3P n .

55. Нека 2n  е природен број и f е присликување од рамнината  во мно-

жеството реални броеви такво што 1 2( ) ( ) ... ( ) 0nf A f A f A    за секој

правилен n  аголник 1 2 ... nA A A . Докажи дека ( ) 0f X  , за секоја X  .

Решение. Нека е даден правилен n  аголник 0 0
1 2 ... nA A A . Со ротација околу

точката 1A за агол 2k
n
 точката 0 , 1iA i  се пресликува во точката k

iA .

Тогаш 1 2 ...k k
nA A A е правилен n  аголник за секој 0,1,k  ..., 1n  , па од

условот на задачата следува
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1 2( ) ( ) ... ( ) 0k k
nf A f A f A   

Ако за 0,1,..., 1k n  ги собе-реме добиените равенства, по средувањето го
добиваме равенството

1 1
1 2

0 0
( ) ( ) ... ( ) 0

n n
k k

n
k k

nf A f A f A
 

 
     .

Меѓутоа, според конструкцијата

многуаголникот 0 1 1... n
i i iA A A  е пра-

вилен, па затоа
1

0
( ) 0

n
k
i

k
f A




 ,

за 2,...,i n . Сега, од горното ра-
венство следува

1( ) 0nf A  , т.е. 1( ) 0f A  ,

па од произволноста на точката 1A

следува тврдењето на задачата.

56. Внатре во кружница k со радиус R се наоѓаат флеки од мастило. Плошти-
ната на секоја флека е помала или еднаква на 1. Секој радиус на кружницата,
како и секоја нејзина концентрична кружница, сече најмногу една флека.
Докажи дека вкупната плоштина на флеките е помала од R  .
Решение. Нека i е аголната ширина на i  тата флека, ia е најголемото

растојание од центарот на кружницата до точките на оваа флека, ib е најма-

лото растојание од центарот на кружницата до точките на оваа флека и iP е
нејзината плоштина. Бидејќи секој радиус на кружницата, како и секоја неј-
зина концентрична кружница сече само една флека важи

0 1 2 2 3 30 ... n na a b a b a b a R          и
1

2
n

i
i

 

 .

Од досега изнесеното следува, дека i  тата флека лежи во криволиниски тра-

пез со плоштина 2 21
2 ( )i i ia b  . Според тоа,

2 21
2 ( )i i i iP a b   ,

па затоа постои i ic b таков што
2 21

2 ( ) 1i i i ia c P   ,

односно
2 2( ) 2i i ia c   .
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Сега, од претходно изнесеното и неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц
следува

2 2 2 221
2 2

1 1 1

2 2 2 22 2
12 2

1 1

2 2 2 22 2
1 12 2

1 1 1

2
2

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 .

n n n

i i i i i i i
i i i

n n

i i i i i i
i i

n n n

i i i i i i
i i i

n

P a c a c

a b a a

a a a a

a R

 

 

 

 

  


 

 
  

   

   

   

 

  

 

  

57. Даден е квадрат S со должина на страната 100. Нека 0 1 2 ... nL A A A A е поли-
гонална линија во S која самата себе не се допира и не се пресекува, таква
што 0 nA A . Нека за секоја точка P од страните на квадратот S постои

точка од линијата L чија што оддалеченост од P не е поголема од 1
2 .

Докажи дека на L постојат две точки X и Y меѓу кои растојанието не е по-
големо од 1, а должината на линијата L меѓу тие точки не е помала од 198.
Решение. Според условите, полигоналната линија L навлегува во појас со
ширина 1

2 по должината на сите страни на квадратот ' ' ' 'A B C D . Притоа

линијата L мора да ги посети околините на точките , ,A B C и D (види ги
цртежите), така што ќе се приближи и до темињата на квадратот на расто-
јание 1

2d  . Зависно од редоследот по кој се посетуваат точките , , ,A B C D ,

односно нивната околина, линијата L може да биде во облик на буквата N

или во облик на буквата U . Во двата случаја точката C на линијата L се
наоѓа меѓу точките A и B .
До точките од страната ' 'A B линијата L се доближу-
ва или со нејзиниот дел од A до C или со нејзиниот
дел од C до B . Врз основа на ова точките од страната

' 'A B ги делиме на две множества од конечен број
интервали. Пресекот на овие две множества не може
да биде празно множество. Затоа постои точка P од
страната ' 'A B што е на растојание помало од 1

2 од

некоја точка X на делот на линијата меѓу точките A

и C и што е истовремено на растојание помало од 1
2

од некоја точка Y што припаѓа на делот на L меѓу C

и B .
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Сега, од претходно изнесеното и неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц
следува

2 2 2 221
2 2

1 1 1

2 2 2 22 2
12 2

1 1

2 2 2 22 2
1 12 2

1 1 1

2
2

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 .

n n n

i i i i i i i
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n n n

i i i i i i
i i i
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57. Даден е квадрат S со должина на страната 100. Нека 0 1 2 ... nL A A A A е поли-
гонална линија во S која самата себе не се допира и не се пресекува, таква
што 0 nA A . Нека за секоја точка P од страните на квадратот S постои

точка од линијата L чија што оддалеченост од P не е поголема од 1
2 .

Докажи дека на L постојат две точки X и Y меѓу кои растојанието не е по-
големо од 1, а должината на линијата L меѓу тие точки не е помала од 198.
Решение. Според условите, полигоналната линија L навлегува во појас со
ширина 1

2 по должината на сите страни на квадратот ' ' ' 'A B C D . Притоа

линијата L мора да ги посети околините на точките , ,A B C и D (види ги
цртежите), така што ќе се приближи и до темињата на квадратот на расто-
јание 1

2d  . Зависно од редоследот по кој се посетуваат точките , , ,A B C D ,

односно нивната околина, линијата L може да биде во облик на буквата N

или во облик на буквата U . Во двата случаја точката C на линијата L се
наоѓа меѓу точките A и B .
До точките од страната ' 'A B линијата L се доближу-
ва или со нејзиниот дел од A до C или со нејзиниот
дел од C до B . Врз основа на ова точките од страната

' 'A B ги делиме на две множества од конечен број
интервали. Пресекот на овие две множества не може
да биде празно множество. Затоа постои точка P од
страната ' 'A B што е на растојание помало од 1

2 од

некоја точка X на делот на линијата меѓу точките A

и C и што е истовремено на растојание помало од 1
2

од некоја точка Y што припаѓа на делот на L меѓу C

и B .
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Од неравенството на триаголник и 1
2( , )d P X  , 1

2( , )d P Y  следува

( , ) 1d X Y  . Истовремено должината на линијата меѓу точките X и C не е

помала од 99, бидејќи точките X и C се на растојание кое не е помало од 1
2

од ' 'A B и ' 'D C , соодветно. Од исти причини и должината на линијата меѓу
точките C и Y не е помала од 99. Конечно, од претходно изнесеното
следува дека должината на линијата меѓу точките X и Y не е помала од 198.
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32. КОМБИНАТОРНА ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ

Под комбинаторна теорија на броеви обично се подразбираат задачи од тео-
рија на броеви со голем степен на слобода, како што се распоредите на броеви,
егзистенцијалните задачи или разни задачи кои содржат комбинаторни идеи. Во
претходните параграфи разгледавме повеќе задачи од комбинаторна теорија на
броеви, но заради нивната разновидност овде ќе дадеме дополнителни задачи од
оваа интересна област.

1. Нека , , , 1, 2,...,i i ia b c i N се цели броеви такви што за секоја тројка

( , , )i i ia b c барем еден од броевите е непарен. Докажи дека постојат цели бро-

еви ,x y и z такви што барем 4
7
N од броевите i i ixa yb zc  , 1, 2,...,i N се

непарни.
Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека

, , {0,1}x y z , при што 0x y z   . Тоа значи дека имаме седум можности за

тројката ( , , )x y z . Оние четири од нив, во кои единицата соодветствува на

непарен број во ( , , )i i ia b c , а останатите се произволни, го даваат саканиот

непарен резултат. Според тоа, за барем една од седумте тројки барем 4
7
N од

броевите i i ixa yb zc  , 1, 2,...,i N се непарни.

2. Множеството M се состои од 1985 различни броеви, од кои ниту еден нема
прост делител поголем од 26. Докажи дека од множеството M може да се
изберат четири различни броја чиј производ е точен четврт степен на приро-
ден број.
Решение. Имаме девет прости броеви  кои се помали од 26. Нека

91 22 3 ...23 nn n aa a
nx  , 1, 2,3,...,1985n 

се елементите на множеството M . Производот m nx x е точен квадрат ако и
само ако

(mod 2)
i im na a , за 1, 2,...,9i  .

Бидејќи имаме 92 512 можни подредени деветорки
1 2 9

( , ,..., )n n na a a , еден

по еден можеме да избереме 1985 512
2[ ] 736  дисјунктни парови елементи од

M чии производи се точни квадрати. На ист начин заклучуваме дека меѓу
овие 736 точни квадрати постојат два чиј производ е точен четврт степен.
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3. Подмножеството M на множеството {1,2,3,...,15} е такво што производот на
некои три различни елементи на M не е точен квадрат. Колку најмногу
елементи може да има M ?
Решение. Во секое од дисјунктните подмножества {1,4,9}, {2,6,12}, {3,5,15}

и {7,8,14} производот на елементите е точен кватрат. Затоа M може да
содржи најмногу по два елементи од овие множества и да ги содржи уште
броевите 10, 11 и 13. Според тоа, | | 11M  . Да претпоставиме дека | | 11M  .

Тогаш 10 M и ниту едно од дисјунктните множества {1,4,9}, {2,5}, {6,15} и

{7,8,14} не е подмножество од M . Оттука следува дека {3,12} M , па за-

тоа ниту едно од множествата {1}, {4}, {9}, {2,6}, {5,15} и {7,8,14} не е под-

множество од M . Но, тоа значи дека | | 9M  , што е противречност. Според

тоа, | | 10M  . Овој број се достигнува за {1,4,5,6,7,10,11,12,13,14}M 

4. Докажи дека од секое множество од било кои десет различни двоцифрени
природни броеви може да се одделат две дисјунктни подмножества такви
што збировите на броевите во овие подмножества се еднакви.
Решение. Да забележиме дека доволно е да докажеме дека постојат две раз-
лични подмножества кои имаат еднаков збир на елементите. Во тој случај се
исфрлат заедничките елементи.
Разгледуваме на почеток колку различни подмножества има множество со 10
елементи. Секој број може но не мора да биде во бараното множество. Праз-
ното множество мораме да го исфрлиме, па затоа бројот на сите множества е

102 1 1023.  Секој број во групата може да има најголема вредност 99 па
најголемиот збир не може да биде поголем од 99 10 990  , т.е. најмногу мо-
же да има 990 различни збирови. Според принципот на Дирихле меѓу 1023
подмножества мора да има две кои имаат еднаков збир.

5. Определи го најмалиот природен број N со следново својство: ако од мно-
жеството {1,2,..., }N произволно се избришат 2016 елементи, тогаш секогаш
меѓу преостанатите елементи ќе има 2016 броеви чиј збир е еднаков на N .
Решение. Ќе докажеме дека 2017 2018 ... 4032 1008 6049N       . Прво ќе
докажеме дека N не може да биде помал број. За таа цел да ги избришеме
броевите од 1 до 2016. Тогаш меѓу преостанатите броеви збирот на било 2016
броеви ќе биде поголем или еднаков на 2017 2018 ... 4032   .
Останува да покажеме дека бројот 1008 6049N   навистина ги задоволува
условите на задачата. Да ги разгледаме паровите

(1,6048), (2,6057),..., (3024,3025) ,
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кои ги има точно 3024. Јасно, ако избришеме било кои 2016 броеви, тогаш ќе
останат најмалку 1008 од наведените парови во кои и двата броја нема да се
избришани. Збирот на броевите во секој од наведените парови е еднаков на
6049, па затоа збирот на сите 2016 броеви во овие 1008 парови ќе биде ед-
наков на 1008 6049N   .

6. Определи го најголемиот број природни броеви кои што може да се изберат
од множеството {105,106,..., 210} така што било кои два од нив се заемно
прости.
Решение. Даденото множество содржи 19 прости броеви и тоа: 107, 109, 113,
127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197 и 199.
Да претпоставиме дека сме избрале 7 сложени броеви. Само еден сложен
број од даденото множество не е делив со броевите 2, 3, 5, 7 и 11 (тоа е

бројот 213 169 ), што значи дека најмалиот прост делител е ист за барем два
од тие броеви. Последното значи, дека меѓу избраните броеви може да има
најмногу 6 сложени, па затоа можеме да избереме најмногу 25 броеви.
Пример за 25 броеви се наведените прости броеви и сложените броевите:

7 3 2 22 ,5 ,11 ,13 ,3 37,7 17  .

7. Даден е природен број n . Определи го максималниот број елементи во под-
множество на { , 1,..., 1, }n n n n    , кое не содржи три елементи , ,a b c (не

задолжително различни), такви што 0a b c   .
Решение. Бараниот број елементи е n , кога n е парен број и 1n  , кога n е
непарен број. И во двата случаја бараното множество е

2 2{ ,..., 1, 1,..., }n nn n          .

Лема. Нека A и B се две непразни подмножества на  . Тогаш множе-
ството { | , }A B a b a A b B     има најмалку | | | | 1A B  елементи.

Доказ. Нека 1 2{ , ,..., }lA a a a и 1 2{ , ,..., }mB b b b , при што 1 2 ... la a a   и

1 2 ... mb b b   . Тогаш

1 1 1 2 1 2 3, ,..., , , ,...,m m m l ma b a b a b a b a b a b     

е строго растечка низа од 1l m  елементи, со што лемата е докажана. ■
Нека S е подмножество на { , 1,..., 1, }n n n n    со саканото својство. Јасно,

0 S . Да ги разгледаме множествата { ,..., 1}A S n    и { ,...,1}B S n  .

Ако множествата A B и { | }S s s S    имаат заеднички елемент, тогаш

ќе добиеме a b s   , т.е. 0a b s   , што е противречност. Според тоа,
A B и { | }S s s S    се дисјунктни подмножества и согласно Лемата

имаме
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2 1 | | | | | | | | | | 2 | | 1n A B S A B S S          .

Оттука следува | | 1S n  , т.е. за непарни n тврдењето е точно. Останува да

докажеме дека за парни n равенството | | 1S n  не е можно. Бидејќи

{ 1,..., 1}A B n n     равенството 2 1 | | | |n A B S    се достигнува само
за ,n n S  , т.е. ,n n S  . Според тоа, n S  и секое од множествата

2 2 2{1, 1},...,{ 1, 1},{ }n n nn    треба да содржи елемент кој не е во B . Според

тоа, 2| | nB  и аналогно 2| | nA  , што противречи на | | 1S n  .

8. Дадени се природни броеви 1 2 1010 ... 5050a a a     . Докажи дека посто-

јат различни броеви , , ,i j k ma a a a такви што 5050 | i j k ma a a a   .

Решение. Ги разгледуваме збировите i ja a , i j . Вакви збирови има 5050.

Да претпоставиме дека сите овие збирови се различни по модул 5050. Тоа

значи, дека
5049

0
( ) 2525(mod5050)i j

i j k
a a k

 
    , што не е можно бидејќи

101

1
( ) 100i j k

i j k
a a a

 
   е парен број. Според тоа, постојат два различни збира

i ja a и k ma a такви што (mod5050)i j k ma a a a   . Останува да забеле-

жиме дека броевите , , ,i j k ma a a a се меѓусебно различни. Навистина, од i j

следува дека ,i ja a се меѓусебно различни броеви, а истото важи и за ,k ma a .

Сега, ако постои број кој припаѓа на двата пара, на пример j ma a , доби-

ваме (mod5050)i ka a и како 0 , 5050i ka a  заклучуваме дека i ka a ,
што е противречност.

9. На таблата се запишани 9N  различни ненегативни броеви, помали од 1.
Се покажало дека за секои осум различни броеви запишани на таблата
постои деветти број таков што збирот на деветте броја е цел број. Определи
ги сите N за кои е ова можно.
Решение. За 9N  доволно е да избереме кои било девет различни ненега-
тивни броеви чиј збир е еднаков на 1. Ќе докажеме дека барањето од задачата
не е задоволено за кој било 9N  . Нека го претпоставиме спротивното и да
ги означиме броевите со 1 2, ,..., na a a , при што означуваме 1 2 ... nS a a a   

и 1 2 7...T a a a    .
Прво ќе докажеме дека за секој 7i  постои единствен 7j  таков што

i jT a a  е цел број. Егзистенцијата следува од условот. Нека претпоста-
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виме дека за некој i постојат два такви индекси j и k . Тогаш

1 | | | ( ) ( ) | 0k j k i j ia a T a a T a a         ,

што противречи на претпоставката дека ( ) ( )k i j iT a a T a a     е цел

број. Според тоа, броевите со индекси поголеми од 7 можеме да ги поделиме
во парови ( , ), 1, 2,...,i ix y i m така што броевите , 1, 2,...,i iT x y i m   се
цели. Значи, 7 2N m  и 1m  .

Да го разгледаме збирот
1

( 1)
m

i i
i

P T x y T m S


      . Овој збир е цел број

и 1
P S
m

T 
 . Аналогно за 2 3 8' ...T a a a    добиваме '

1' P S
m

T 
 . Според тоа,

'
1 8 1' P P

m
a a T T 

    . Бидејќи 1a и 8a може да бидат било кои два броја,

заклучуваме дека разликата на секои два цели броја е од видот 1
k

m за некој

цел број k . Сега, ако t е најмалиот број на таблата, тогаш можните броеви

на таблата се 1
k

m
t  за 0 2k m   . Според тоа, 7 2m N m   , што е

противречност. Конечно од добиената противречност следува 9N  .

10. Даден е природен број n . Определи го минималниот број на броеви од видот
!m , каде m е природен број со следново својство: за секој природен број

!t n збирот на неколку од броевите од видот !m (можно е само еден) е
еднаков на t .

Решение. Ќе докажеме, дека бараниот минимален број е еднаков на ( 1)
2 1n n  .

За секој 1, 2,..., 1i n  да земеме i броеви по !i и да го додадеме бројот !n .

Имаме точно ( 1)
2 1n n  броеви. Ако 1 !t n  , нека 0r t и индуктивно да ги

дефинираме броевите iq и ir на следниов начин:

1 ( )! , 0 ( )!i i i ir q n i r r n i       .

Тогаш
1

1
( )!

n

i
i

t q n i



  и бидејќи 1 ( 1)!ir n i    добиваме дека iq n i  . За

секој 1, 2,..., 1i n  можеме да избереме iq броеви, сите еднакви на ( )!n i и
збирот на овие броеви е еднаков на t .
Да го разгледаме минималниот број на броеви, потребни за добивање на

! 1n  . Бројот на броевите еднакви на !i да го означиме со ic . Ако 1ic i  ,
тогаш можеме 1i  броеви еднакви на !i да замениме со еден број еднаков на
( 1)!i  и ќе добиеме противречност со минималноста на бројот на разгле-
дуваните броеви. Тогаш
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1 1 1

1 1 1
! 1 ! ! (( 1)! !) ! 1

n n n

i
i i i

n c i i i i i n
  

  
           ,

па затоа сите неравенства треба да се равенства, т.е. за секој i важи ic i .

Бројот на броевите е ( 1)
21 2 3 ... ( 1) n nn       и нивниот збир е ! 1n  . Ос-

танува да забележиме, дека за добивање на бројот !n треба да додадеме ба-

рем уште еден број и тогаш вкупниот број е ( 1)
2 1n n  .

11. Во подмножеството S на множеството {1, 2,..., 2011} апсолутната вредност
на разликата на било кои два елементи не е 4 или 7. Определи го најголемиот
можен број елементи на S .
Решение. Меѓу 11 последователни броеви , 1, 2,..., 10x x x x   од множест-
вото {1, 2,..., 2011} , најмногу 5 припаѓаат на множеството S . Навистина, во
спротивно некои два последователни членови на низата

, 4, 8, 1, 5, 9, 2, 6, 10, 3, 7,x x x x x x x x x x x x         

припаѓаат на множеството S , што не е можно, бидејќи разликите на апсо-
лутните вредности на последователните членови се 4 или 7.
Но, 2011 183 11 2   , па затоа | | 183 5 915S    . Овој број се достигнува ако

земеме { |1 2011, 1,3,4,6,9(mod11)}S x x x    .

12. Нека A е подмножество на множеството {1, 2,3,...,1000000}S  такво што

| | 101A  . Докажи дека постојат броеви 1 2 100, ,...,t t t S такви што множест-

вата { | }i iA x t x A   за 1, 2,...,100i  се меѓусебно дисјунктни.

Решение. За множеството { | , }D x y x y A   важи | | 101 100 1D    . Пона-

таму, множествата iA t и jA t се дисјунктни ако и само ако i jt t D  .

Индуктивно ќе ги избереме броевите 1 2 100, ,...,t t t S . Елементот 1t го изби-

раме произволно од множеството \S D и истиот постои бидејќи | | | |S D .

Да претпоставиме дека сме ги избрале елементите 1 2, ,..., kt t t S , 99k 

такви што никои два не припаѓаат на множеството D . Сега елементот 1kt 
може да е било кој елемент на множеството S кој не припаѓа на унијата на
мно-жествата 1 2, ,..., kt D t D t D   . Навистина

1 1
| ( ) | | | (101 100 1) 99 10101 999999 1000000

k k

m m
m m

t D t D k
 
           ,

па затоа
1

\ ( )
k

m
m

S t D

    .
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13. Докажи, дека сите природни броеви може да се распоредат во 100 непразни
множества така што не постојат три броја , ,a b c од три различни множества
за кои важи 99a b c  .

Решение. Секој природен број може да се запише во облик 2n k , каде 2 | k .

За секој {1,2,...,100}i во множеството iA да ги ставиме броевите од видот

2n k , каде 2 | k и (mod100)n i . Сега, ако , ,a b c се три броја од три раз-

лични множества, тогаш 100 100 ' 100 ''2 , 2 ', 2 ''s i s j s ma k b k c k     за некои

, , {1, 2,...,100}i j m , такви што i j m i   . Затоа, ако 99a b c  , тогаш
100 100 ' 100 ''2 2 99 ' 2 ''s i s j s mk k k     .

Јасно, броевите 100s i , 100 's j и 100 ''s m се различни, па ако во послед-
ното равенство скратиме со најмалиот степен на бројот 2, добиваме дека збир
на два броја со различна парност да е парен број или збир на два парни броја
да е непарен број, што е противречност. Конечно, од добиената против-
речност следува дека не постојат три броја , ,a b c од три различни множества

iA , {1,2,...,100}i за кои важи 99a b c  , со што задачата е решена.

14. Определи го најмалиот број подмножества на кои може да се разбие мно-
жеството {1, 2,..., 40}M  , така што ниту едно подмножество не содржи три

(не задолжително различни) елементи , ,a b c за кои a b c  .
Решение. Нека претпоставиме дека постои разбивање на три множества

, ,X Y Z кое ги задоволува условите на задачата. Едно од овие множества, да
кажеме X , содржи барем шест елементи: 1 2 6, ,...,a a a , меѓу кои 6a е најго-
лем. Ниту една од петте разлики не е во X , па затоа едно од множествата Y
и Z , да кажеме Y , содржи најмалку три од овие разлики и нека тоа се

6 , 1, 2,3i ib a a i   . Разликите 1 2 2 3 3 1, ,b b b b b b   не се ниту во X ниту
во Y , што значи дека се во Z . Но, збирот на првите две е еднаков на третата,
што е противречност.
Ќе дадеме пример на четири подмножества, со бараното својство. Имаме,

1

2

3

4

{1, 4,10,13, 28,31,37, 40},
{2,3,11,12, 29,30,38,39},
{5,6,7,8,9,32,33,34,35,36},
{14,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27}.

A

A

A

A







15. Докажи го или негирај го тврдењето: Во множеството природни броеви
5{1, 2,3,...,10 } постои подмножество од 1983 елементи, кое не содржи тројка

броеви кои се последователни членови на некоја аритметичка прогресија.



Комбинаторна теорија на броеви

499

Решение. Ќе докажеме дека тврдењето во задачата е точно. Со nT го означу-
ваме множеството природни броеви чиј запис во систем со основа 3 има нај-
многу n цифри, во кој запис сите цифри се различни од 2. Бројот на елемен-

тите на тоа множество е 2n , а неговиот најголем елемент е
0 1 1 1

211...1 3 3 ... 3 (3 1).n n     

Множеството nT не содржи ниту една аритметичка тројка. Имено, ако

, , nx y z T и 2y x z  , тогаш записот на бројот 2y во систем со основа 3
ќе ги содржи само цифрите 0 или 2, а бројот x z (ако x и y се различни

броеви од nT ) мора барем на едно место да има цифра 1.

За 11n  добиваме 112 1983 , а 111
2 (3 1) 88573 100000   , што значи дека

не може да се избере множество од 2048 броеви кои ги имаат бараните
својства.

16. Нека S е конечно множество природни броеви со следново својство: ако S

го содржи бројот x , тогаш S ги содржи и сите делители на бројот x . Не-
празното подмножество T на множеството S го нарекуваме добро ако за се-

кои ,x y T , x y , количникот y
x

е степен на прост број. Непразното под-

множество T на множеството S го нарекуваме лошо ако за секои ,x y T ,

x y , количникот y
x

не е степен на прост број. Едноелементните множества

ги сметаме и добри и лоши. Нека k е најголемиот можен број елементи на
добро подмножество на S . Докажи, дека k е најмалиот можен број на меѓу-
себно дисјунктни лоши подмножества чија унија е еднаква на S .
Решение. Јасно, не постојат два елементи на добро множество со k елемен-
ти кои припаѓаат на исто лошо множество. Затоа ни требаат барем k лоши
множества за да го покриеме S .
Ќе конструираме k лоши множества кои го покриваат S . Нека 1 2, ,..., np p p

се сите прости броеви во S . Бидејќи S ги содржи сите делители на своите

елементи, секој елемент на S е од облик 1 2
1 2 ... nr r r

nx p p p , каде 1ir k  за

секој i (броевите , 0,1,2,...,j
i

x
ip

j r , формираат добро подмножество на мно-

жеството S со 1ir  елементи).

За секој таков x S дефинираме 1 2( ) ... nh x r r r    . Ако , ,x y S x y 

припаѓаат на некое добро множество, тогаш важи 1 ( ) ( ) 1h y h x k    . Да ги

разгледаме множествата { | ( ) (mod )}mS x S h x m k   , 1,2,...,m k . Овие
множества се дисјунктни и нивната унија е еднаква на множеството S . Од
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претходно изнесеното следува дека секое множество mS е лошо, што значи
дека тоа е бараната конструкција.

17. За секој природен број 3n  определи го најмалиот природен број ( )f n со

следново својство: за секој избор на множество {1,2,..., }A n со ( )f n еле-
менти постојат , ,x y z A кои се по парови заемно прости.
Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.
Лема. Нека m е природен број и { , 1,..., 5}M m m m   . Тогаш секое петеле-
ментно подмножество на M содржи три броја кои се по парови заемно
прости.
Доказ. Ако m е непарен број, тогаш за a m , а ако m е парен број тогаш за

1a m  , важи a е непарен број и { , 2, 4}A a a a M    . Барем еден од

броевите 1a  и 3a  не е делив со 3. Тој број да го означиме со b и да го
разгледаме множеството { , 2, 4, }B a a a b M    . Тогаш елементите на B

се по парови заемно прости, а секое петелементно подмножество на M со-
држи три елементи од B . Со тоа доказот на лемата е завршен. ■
Да го разгледаме множеството {1, 2,3,..., }X n кое се состои од броевите

деливи со 2 или со 3. Тогаш X го нема саканото својство, бидејќи од прин-
ципот на Дирихле следува дека во секое триелементно подмножество на X
ќе има два броја со заеднички делител 2 или 3. Според тоа, секое множество
со саканото својство има најмалку | | 1X  елемент, па затоа

2 3 6( ) [ ] [ ] [ ] 1n n nf n     .

Со индукција ќе докажеме дека за секој избор на множество {1,2,..., }A n со

2 3 6( ) [ ] [ ] [ ] 1n n ng n     елементи постојат , ,x y z A кои се по парови заемно

прости. За забележиме дека ( 6) ( ) 4g n g n   .
Случаите 3, 4,5n  се тривијални, а за 6n  тврдењето следува од лемата. За

7n  ја применуваме лемата кога 1,7 A , а во спротивен случај тројката
{1,7, }x , каде 1,7x  е произволен елемент од A , е бараната тројка од ус-
ловот на задачата. На сличен начин се разгледува и случајот 8n  . Нека

9n  и ( ) ( )f k g k за секој 3, 4,..., 1n  . Ако пресекот { 5, 4,..., }A n n n  

содржи барем 5 елементи, тогаш тврдењето следува од лемата. Ако
| { 5, 4,..., } | 4A n n n    , тогаш во A се содржат најмалку

( ) 4 ( 6)g n g n  

елементи од {1, 2,..., 6}n  и меѓу нив согласно индуктивната претпоставка
постојат , ,x y z A кои се по парови заемно прости.
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18. Нека {1, 2,..., 2008}A  . Ќе велиме дека едно множество е од тип r

( 0,1,2)r  ако тоа е подмножество од A и збирот на неговите елементи при

делење со 3 дава остаток r . Нека rX е класата множества од тип r . Опре-

дели која од класите 0 1 2, ,X X X е најголема.

Решение. Кон 0X да го додадеме празното множество и со ,r nX да ја озна-

чиме класата подмножества од тип r на {1,2,..., }n . По пермутација на 1,n 

2, 3n n  добиваме три броја 0(mod3), 1(mod3)a b  и 2(mod3)c  . То-

гаш 0, 3nX  се состои од:

- множествата од 0,nX со додадено , { }, { , }a b c или { , , }a b c ,

- множествата од 1,nX со додадено { }c или { , }a c ,

- множествата од 2,nX со додадено { }b или { , }a b .

Според тоа,

0, 3 0, 1, 2,| | 4 | | 2 | | 2 | |n n n nX X X X   

и аналогно

1, 3 0, 1, 2,| | 2 | | 4 | | 2 | |n n n nX X X X    , и

2, 3 0, 1, 2,| | 2 | | 2 | | 4 | |n n n nX X X X    .

Бидејќи 0,1 1,1| | | | 1X X  и 2,1| | 1X  , по индукција следува дека

0,3 1 1,3 1 2,3 1| | | | | |n n nX X X    .

Но, 2008 3 669 1   и 0 0,2008| | | | 1X X  , па затоа 1 0 2| | | | | |X X X  .

19. Даден е природен број n . Нека се 1 2, ,..., na a a (не задолжително различни)
природни броеви чиј збир е еднаков на 2S ( S е природен број). Природниот
број k го нарекуваме сепаратор ако може да се изберат k различни индекси

1 2, ,..., ki i i од множеството {1,2,..., }n такви што

1 2
...

ki i ia a a S    .

Определи го најголемиот број сепаратори (во зависност од n ).
Решение. Да забележиме дека ако бројот k е сепаратот, тогаш и бројот n k
е сепаратор. Исто така, да забележиме дека ако бројот 1 е сепаратот, тогаш
ниту еден друг број освен 1n  не може да биде сепаратор. Според тоа,
бројот на сепаратори е сигурно помал или еднаков на max{ 3, 2}n  ( 3n  е
максимум во случај кога 1 не е сепаратор, а 2 е максимум ако 1 е сепаратор).
Со n да го означиме бараниот максимум. Очигледно е 1 0  , 2 1  (на

пример броевите 1, 1), 3 2  (на пример броевите 1, 2, 3), 4 2  (на при-

мер броевите 1, 2, 3, 6). Ќе докажеме дека 3n n   за 5n  . Веќе докажав-
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ме дека 3n n   (бидејќи 2 3n  за 5n  ).

За 2n k можеме да ги земеме броевите
2 21,1,1,1,2,2,4,4,8,8,..., 2 ,2k k  .

Тогаш 2 21 1 1 1 2 2 4 4 8 8 ... 2 2 2k k k              , па затоа 12kS  ,
што може да се запише како

2 2 2 3 3 2 3 42 2 2 2 2 ... 2 2 2 ... 2 1 1k k k k k k k k                   .
Исто така, за 2n k можеме да ги земеме броевите

1 11,1,2,2,2,4,4,8,8,..., 2 ,2k k  .

Тогаш збирот на броевите 2S е еднаков на 12k , т.е. 12kS  , што може да
се запише како

1 1 1 2 2 1 2 32 2 2 2 2 ... 2 2 2 ... 4 2 1 1k k k k k k k k                    .
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33. ТЕОРЕМА НА ХОЛ

1. Нека S е непразно множество, ( )SP е партитивното множество на мно-

жеството S , 1 2( , ,..., )ma a a е варијација без повторување на елементи на

множеството S , а 1 2( , ,..., )mS S S е варијација на елементи на множеството

( )SP . Ако k ka S за секој {1,2,..., }k m , тогаш варијацијата 1 2( , ,..., )ma a a

ја нарекуваме систем различни претставници на варијацијата на множества-
та 1 2( , ,..., )mS S S . Елементот k ka S го нарекуваме претставник на мно-

жеството kS . Во натаможните разгледувања наместо систем различни прет-
ставници кратко ќе пишуваме с.р.п.
Очигледно, потребен услов за множествата 1 2, ,..., mS S S да постои с.р.п. е за

секој {1,2,..., }k m и за секој комбинација 1 2{ , ,..., }ki i i на елементи на мно-

жеството {1, 2,..., }m да важи
1 2

| ... |
ki i iS S S k    .

Нека { , , , , }S a b c d e . Определи с.р.п. за фамилијата множества

а) 1 2 3 4 5{ , , }, { , }, { , }, { , , }, { , }S a b c S a b S a c S b c d S d e     ,

б) 1 2 3 4 5{ , , }, { , }, { , }, { , }, { , }T a b c T a b T a c T b c T d e     .

Решение. а) Еден с.р.п. за фамилијата 1 2 5( , ,..., )S S S е

1 2 3 4 5, , , ,a a a b a c a d a e     .

Оваа фамилија има уште два с.р.п. и тоа: 1 2 3 4 5, , , ,a b a a a c a d a e    

и 1 2 3 4 5, , , ,a c a b a a a d a e     .

б) Имаме, 1 2 3 4 { , , }T T T T a b c    , т.е. 1 2 3 4| | 3T T T T    , што значи
дека не е исполнет потребниот услов за да една фамилија множества има
с.р.п., што значи дека фамилијата 1 2 3 4 5, , , ,T T T T T подмножества на множест-
вото S нема с.р.п.

2. (Теорема на Хол). Нека за множествата 1 2, ,..., mS S S важи потребниот услов
за егзистенција на с.р.п. и нека секое од овие множества содржи најмалку n

елементи. Докажи, дека:
а) Ако n m , тогаш 1 2( , ,..., )mS S S има најмалку !n с.р.п.

б) Ако n m , тогаш 1 2( , ,..., )mS S S има најмалку !
( )!

n
n m с.р.п.

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m .
Очигледно тврдењето важи за 1m  . Нека претпоставиме дека тврдењето ва-
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жи за сите броеви помали од m . Ќе докажеме дека тврдењето важи и за
бројот m . Ќе разгледаме два случаја.
Случај 1. Да претпоставимедека за секој {1,2,..., 1}k m  и за секоја комби-

нација 1 2{ , ,..., }ki i i на елементите на множеството {1, 2,..., }m да важи

1 2
| ... | 1

ki i iS S S k     . Нека 1a е фиксиран елемент на множеството 1S и

*
1\{ }i iS S a , за {2,3,..., }i m . Тогаш варијацијата * * *

2 3( , ,..., )mS S S го задово-

лува потребниот услов за егзистенција на с.р.п., бидејќи за 1 22 ...i i  

ki m  важи

1 2 1 2
* * * * * *

1| ... | | ( ... ) \{ } | 1 1
k ki i i i i iS S S S S S a k k           .

Ако n m , тогаш 1 1n m   , па од индуктивната претпоставка следува

дека * * *
2 3( , ,..., )mS S S има најмалку ( 1)!n  с.р.п. Ако 2 3( , ,..., )ms s s е некој

с.р.п. за * * *
2 3( , ,..., )mS S S , тогаш 1 2 3( , , ,..., )ma s s s е с.р.п. за 1 2( , ,..., )mS S S . Еле-

ментот 1a може да се избере на n начини, што значи дека 1 2( , ,..., )mS S S има

најмалку ( 1)! !n n n   с.р.п. Ако n m , тогаш 1 1n m   , па од индуктив-

ната претпоставка следува дека * * *
2 3( , ,..., )mS S S има најмалку ( 1)!

( )!
n
n m

 с.р.п.

Сега, на потполно единтичен начин како и во случајот n m добиваме дека

1 2( , ,..., )mS S S има најмалку ( 1)! !
( )! ( )!

n n
n m n m

n 
  с.р.п

Случај 2. Постои {1,2,..., 1}k m  , таков што унијата на некои k од мно-

жествата 1 2, ,..., mS S S содржи точно k елементи. Без ограничување на оп-

штоста можеме да земеме дека 1 2| ... |kS S S k    . Јасно,

1 1 2| | | ... |kn S S S S k m       .

па од индуктивната претпоставка следува дека 1 2( , ,..., )kS S S има најмалку

!n с.р.п. Нека 1 2( , ,..., )ka a a е еден од овие с.р.п. на 1 2( , ,..., )kS S S . Да озна-
чиме

*
1 2\{ , ,..., }i i kS S a a a , за { 1, 2,..., }i k k m   .

Ќедокажеме дека за * * *
1 2( , ,..., )k k mS S S  важи потребниот услов за егзисте-

нција на с.р.п. Нека го претпоставиме спротивното,т.е. дека за 1 21k i i   

... pi m  важи неравенството
1 2
* * *| ... |

pi i iS S S p    . Тогаш

1 1
* * * *

1 1| ... ... | | ... | | ... |
p pk i i k i iS S S S S S S S k p             ,

што противречи на тоа дека за 1 2( , ,..., )mS S S важи потребниот услов за егзи-

стенција на с.р.п. Според тоа, за варијацијата * * *
1 2( , ,..., )k k mS S S  важи по-
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требниот услов за егзистенција на с.р.п., а како m k m  од индуктивната

претпоставка следува дека * * *
1 2( , ,..., )k k mS S S  има барем еден с.р.п. Сега,

лесно се докажува дека 1 2( , ,..., )mS S S има најмалку !n с.р.п.

3. Нека {1, 2,..., }S n и \{ }kS S k , за 1,2,...,k n . Определи го бројот на

с.р.п. за варијацијата на множествата 1 2( , ,..., )nS S S .
Решение. Бараниот број е еднаков на бројот на деаранжмените на мно-
жеството {1, 2,..., }S n . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.

4. Нека 1 2{ , ,..., }nS a a a и iS S , за 1, 2,...,i m . Матрицата [ ]ij m nC c  оп-

ределена со
1, ,
0, ,

k k
jk

k k

a S
c

a S


  

ја нарекуваме матрица на припадност на елементите 1 2, ,..., na a a на мно-

жествата 1 2, ,..., mS S S .

Докажи, дека ако матрицата на припадност на елементите 1 2, ,..., na a a на

множествата 1 2, ,..., mS S S во секој ред и во секоја клона содржи по k едини-

ци, каде 1 k m  , тогаш постои с.р.п. за варијацијата на множествата

1 2( , ,..., )mS S S .

Решение. Нека претпоставиме дека не постои с.р.п. за 1 2( , ,..., )mS S S . Тогаш

од теоремата на Хол следува дека постојат броеви 1 2, ,..., pi i i такви што важи

1 21 ... pi i i m     и
1 2

| ... |
pi i iS S S q p     .

Бидејќи секој ред на матрицата C има k единици, во редовите кои соодвет-
ствуваат на броевите 1 2, ,..., pi i i има точно kp единици. Бидејќи секоја коло-

на на матрицата C содржи точно k единици, добиваме дека секој од елемен-
тите 1 2, ,..., na a a , што значи и секој од q  те елементи на множеството

1 2
...

pi i iS S S   , се содржи во точно k од множествата 1 2, ,..., mS S S . Спо-

ред тоа, во редовите со редни броеви 1 2, ,..., pi i i има најмногу kq единици.

Според тоа, kp kq , т.е. p q , што е противречност. Конечно, од добиената
противрешност следува дека постои с.р.п. за варијацијата на множествата

1 2( , ,..., )mS S S .

5. Докажи, дека секој латински правоаголник може да се прошири до латински
квадрат.
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Решение. Нека m n и нека е даден латински m n  правоаголник во чии
редови се запишаи броевите 1, 2,..., n . За {1,2,..., }k n со kS да го означиме

множеството од оние броеви од броевите 1, 2,..., n кои ги нема во k  тата
колона. Матрицата на припадност на елементите 1, 2,..., n во множествата

1 2, ,..., nS S S во секој ред и во секоја колона содржи по n m единици. Сега,

од задача 4 следува дека за варијацијата 1 2( , ,..., )nS S S постои с.р.п.

1 2( , ,..., )nx x x . Ако на дадениот латински m n  правоаголник како ( 1)m  

ва редица ја додадеме подредената n  торка 1 2( , ,..., )nx x x , тогаш добиваме

латински ( 1)m n   правоаголник. Ако 1m n  , тогаш тврдењето е дока-
жано, а ако 1m n  , тогаш постапуваме на ист начин како претходно со
додавање на нови редови се додека на добиеме латински квадрат од n  ред.

6. Нека имаме n луѓе кои треба да ги распоредиме на n работни места. Секој
човек е квалификуван да работи на точно r од работните места, а на секое од
работните места може квалификувано да работат точно r од овие n луѓе,
r n . Докажи, дека луѓето може да се распоредат на работните места така
што секој од нив ќе работи на работно место за кое е квалификуван.
Решение. Нека 1 2, ,..., nL L L се луѓето кои треба да се распореат на работните

места, 1 2, ,..., nR R R се работните места и 1 2, ,..., nS S S се подмножества од

1 2{ , ,..., }nL L L определени со условот на задачата, т.е. k jL S ако и само ако

kL може квалификувано да работи на работното место jR . Бидејќи секој

човек е квалификуван за точно r работни места и за секое работно место се
квалификувани точно r луѓе, матрицата на припадност на елементите

1 2, ,..., nL L L на множествата 1 2, ,..., nS S S во секој ред и секоја колона содржи
точно по r единици. Сега, од задача 4 следува дека постои с.р.п. за

1 2( , ,..., )nS S S . Со други зборови постои пермутација 1 2( , ,..., )nm m m на мно-

жеството {1,2,..., }n таква што важи
ik iL S , за 1, 2,...,i n што значи дека

луѓето може да се распоредат на работните места така што секој од нив ќе
работи на работно место за кое е квалификуван.

7. Во еден град живеат вкупно 2k луѓе, при што секои двајца се или пријатели
или непријатели, и секој има најмногу t непријатели. Ќе велиме дека една
група жители е пријателска ако секои два члена на групата се пријатели.
Познато е дека во градот нема пријателска група која содржи повеќе од k

жители, како и дека сите жители на градот може да се распределат во две
пријателски групи од по k луѓе во секоја група. Докажи, дека бројот на сите

можни пријателски групи од по k луѓе е помал или еднаков на 12 2k k t  .
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Решение. Нека 1 2{ , ,..., }kA a a a и 1 2{ , ,..., }kB b b b се двете пријателски

групи. За произволна подгрупа C од A со CS да ја означиме групата од си-
те луѓе од B , секој од кои не е пријател со барем еден човек од C . Ако
| | | |CC S , тогаш групата ( \ )CC B S е пријателска и таа има

| | | | | | | |CC B S B k   

членови, што е противречност.
Тоа значи, дека множествата { }iaS ги исполнуваат условите од теоремата на

Хол за с.р.п.. Според тоа, можеме да сметаме дека ia и ib , за 1,2,...,i k се

непријатели. Тоа значи, дека секоја пријателска група од k луѓе содржи точно
по еден човек од секој пар ( , )i ia b за 1,2,...,i k .

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека непријатели на 1a се

1 2, ,..., tb b b . Секоја пријателска група, која го содржи 1a не ги содржи

1 2, ,..., tb b b , па затоа ги содржи 1 2, ,..., ta a a . Од секој од останатите k t

парови ( , ),j ja b j t треба да избереме ja или jb . Според тоа, такви групи

се најмногу 2k t .
Секоја пријателска група со k членови која не го содржи 1a го содржи 1b .

Од секој од останатите 1k  парови ( , ), 1j ja b j  треба да избереме ja или

jb . Според тоа, такви групи се најмногу 12k .

Конечно, од претходните разгледувања следува дека бројот на сите можни

пријателски групи од по k луѓе е помал или еднаков на 12 2k k t  .

8. Дадена е група од B момчиња и G девојчиња, каде 2 1G B  . Некои мом-
чиња познават некои девојчиња. Докажи, дека во еден танц сите момчиња
може да играат со девојки на таков начин, што секое момче кое не го познава
девојчето со кое танцува, да познава само девојчиња кои не танцуваат.
Решение. Нека за секој 1, 2,...,s B секоја група од s момчиња заедно поз-
нава барем s девојчиња. Тогаш од теоремата на Хол за с.р.п. следува дека
секое момче може да танцува со девојче кое го познава и условот на задачата
е исполнет. Нека го претпостваиме спротивното и да го избереме најголе-
миот s B за кој има s момчиња кои заедно познаваат не повеќе од 1s 
девојчиња.
Множеството на избраните s момчиња да го означиме со S , а множеството
на девојчињата кои ги познаваат со L . Ако некои t од момчињата надвор од
S познаваат најмногу t девојчиња надвор од L , ќе добиеме противречност
со максималноста на s . Според тоа, секои t од момчињата надвор од S

познаваат најмалку 1t  од девојчињата надвор од L . Сега, од теоремата на
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Хол следува дека секое момче надвор од S може да танцува со познато
девојче надвор од L . Бидејќи B s се девојчињата кои танцуваат со момчи-
ња надвор од S , а 1s  е најголемиот број девојчиња познати на момчињата
од S , добиваме дека надвор од L има најмалку

( ) ( 1) 1G B s s G B B       

девојчиња кои не танцуваат. Ако момчињата од S танцуваат со некои s од
останатите нетанцувачки девојчиња надвор од L тогаш условот на задачата е
исполнет.
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34. ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ

1. На остров живеат 100 лажливци и 100 витези. Секој има барем еден другар.
Витезите секогаш ја говорат вистината, а лажливците секогаш лажат. Еден
ден 100 жители на островот рекле: „Сите мои другари се лажливци“, а
останатите 100 жители рекле: „Сите мои другари се витези“. Определи го
најмалиот можен број парови другари, од кои едниот е витез, а другиот е
лажливец.
Решение. Ако најмалку 50 витези рекле „Сите мои другари се лажливци“,
тогаш имаме најмалку 50 барани парови. Во спротивно, најмалку 50 лажлив-
ци рекле (и лажеле) „Сите мои другари се лажливци“, па добиваме дека секој
од нив се дружи со некој витез, што значи дека повторно имаме најмалку 50
барани парови.
Ќе докажеме дека е можно да има точно 50 парови. Нека 1 2 100, ,...,v v v се ви-

тезите и 1 2 100, ,...,l l l се лажливците, и нека ip и il се дружат ( 1, 2,...,50i  ),

при што ниту едниот ниту другиот нема повеќе другари. Витезите 51 52, ,...,v v

100v се дружат меѓу себе, а лажговците 51 52 100, ,...,l l l се дружат меѓу себе.

Тогаш за 1, 2,...,50i  сите ip и il ќе речат: „Сите мои другари се лажлив-

ци“, а за 51,52,...,100i  сите ip и il ќе речат: „Сите мои другари се витези“,
со што се исполнети условите на задачата.

2. Во земјата Параноја оперираат 16 тајни агенти, од кои секој следи барем еден
од останатите агенти, но никои двајца не се следат еден со друг. Познато е
дека било кои 10 агенти може да се наредат во низа така што првиот го следи
вториот, вториот го следи третиот итн. десеттиот го следи првиот. Докажи и
дека било кои 11 агени може да се наредат во ваква низа.
Решение. За два агенти ќе велиме дека се ортаци ако не се пратат меѓу себе.
Ако некој агент прати 6 или помалку други агенти, со нивно отфрлање доби-
ваме 10 агенти кои не може да се наредат во низа. Според тоа, секој агент
прати најмалку 7 агенти. Аналогно се добива дека секој е пратен од најмалку
7 агенти. Последното значи дека секој агент има најмногу еден ортак.
Разгледуваме произволни 11 агенти. Бидејќи ортаците формираат парови,
барем еден од нив, да кажеме x , нема ортак  меѓу останатите 10 агенти. Да
ги подредиме овие 10 агенти во низа 1 2 10, ,...,a a a така што ia го следи 1ia 

за 1, 2,...,10i  ( 11 1a a ). За секој i , или x го прати ia или ia го прати x ,
при што x прати барем еден од десетмината и е пратен од страна на барем
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еден од десетмината. Оттука следува дека за некој i агентот ia го прати x , а

x го прати 1ia  . Сега единаесетте агенти можеме да ги наредиме во низата

1 2 1 10, ,..., , , ,...,i ia a a x a a .

3. Учениците , , ,A B C D и E учествувале на натпревар. Еден гледач се обидел
да ги погоди резултатите на натпреварот и претпоставил дека редоследот ќе
биде , , , ,A B C D E , но тој не го погодил пласманот на ниту еден ученик и
ниту еден пар ученици кои што се пласирале непосредно еден по друг. Друг
гледач претпоставил дека резултатот ќе биде , , , ,D A E C B и тој го погодил
точното место на два ученика, а исто така и на два пара ученици кои се
пласирале непосредно еден по друг. Кој е резултатот на натпреварувањето?
Решение. Прво да забележиме дека, ако пласманот на двајца натпреварувачи
е точно предвиден и ако е точно предвиден пласманот на едниот натпрева-
рувач, тогаш точно е предвиден и пласманот на другиот натпреварувач.
Да го разгледаме предвидувањето на вториот гледач. Во ова предвидување
имаме четири парови: DA , AE , EC и CB . Два од овие пара се точно пред-
видени.
Нека претпоставиме дека точно се предвидени паровите кои имаат заеднички
елемент ( DA , AE или AE , EC или EC , CB ). Тогаш ниту едно од точно
предвидените места не може да припаѓа на некој од точно предвидените па-
рови, бидејќи во овој случај ќе имаме барем три точно предвидени места.
Ако двете погодени места се надвор од тројката со погоден редослед, тогаш
би биле погодени сите пет места (бидејќи трите преостанати места ги попол-
нуваат на точен начин трите преостанати натпреварувачи). Затоа точно пред-
видените парови се дисјунктни.
Според тоа кои парови се точно предвидени, можни се следните случаи:
а) DA и EC . Барем едно погодено место припаѓа на подреден пар, па тој пар
претставува две погодени места, а другиот пар погрешно предвидени места.
Ако двете места од парот DA се точно предвидени резултатот на натпрева-
рувањето би бил DABEC , што не е можно, бидејќи првата личност ќе има
точно погоден пар. Ако парот EC е точен, тогаш и парот DA треба да е
точно предвиден (во однос на местата) што не е можно.
б) AE и CB . Ако двете места на парот AE се точно предвидени, тогаш и
парот CB (во однос на местата) е точно предвиден, што не е можно. Ако
двете места на парот CB се точно предвидени, тогаш резултатот ќе биде
AEDCB , што не е можно, бидејќи предвидувањето за A би било како и кај

првата личност.
в) DA и CB . Ако двете места на DA се точно предвидени, тогаш резултатот
би бил DACBE , што не е можно бидејќи C е на третото место како исто
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како и кај првата личност. Ако двете места на парот CB се точни, тогаш
резултатот е EDACB и се исполнети сите услови на задачата.

4. На крајбрежјето на кружен остров има 20 градови. Секој град располага со 20
борачи за учество на турнир. Не постојат двајца борачи кои имаат еднаква
сила. Кога двајца борачи ќе се сретнат во борба, победува посилниот борач.
За даден природен број n еден град A се нарекува посилен од друг град B ,
ако постојат најмалку n различни борби меѓу борач од A и борач од B , во
кои победува борачот од A . Да се определи најголемата можна вредност на
n , за која е можно секој град да е n  посилен од својот сосед кој е во насока
на движењето на стрелката на часовникот.
Решение. Да претпоставиме дека 290n  и дека секој град е посилен од сво-
јот сосед кој е во насока на движењето на стрелките на часовникот. Во секој
град да ги подредиме борачите според нивната сила, по што од секој град го
земаме десеттиот по сила борач. Нека најслабиот десетти борач е од градот
S . Тогаш борачите од S можат да победат најмногу 20 20 10 11 290    бо-
рачи од секој друг град, вклучувајќи го и соседот во насока на движењето на
стрелките на часовникот, што е противречност. Значи, 290n  . Ќе докажеме
дека 290n  е бараниот број.
Да ги подредиме и нумерираме, почнувајќи од најслабиот по сила сите 400
борачи. Нека борачите нумерирани со броевите од 1 до 210 ги наречеме сла-
би, а борачите нумерирани со броевите од 211 до 400 ги наречеме силни. Не-
ка во градот , 1, 2,..., 20iA i  се наоѓаат подредените i слаби и 20 i силни

борачи (распоредуваме редоследно), т.е. во 1A се борачите 1 и 211-229, во

градот 2A се борачите 2-3 и 230-247 итн. Градовите , 1, 2,..., 20iA i  ги реди-
ме обратно од насоката на движење на стрелките на часовникот. Понатаму,
за 2,3,..., 20i  борачите од градот iA ги победуваат борачите од градот 1iA 

во 2( 1) (20 ) 20 21 400i i i i i       борби. Последната квадратна функција
имам минимум (за целоброен аргумент) за 10i  и 20i  и тој минимум е
днаков на 290. Останува да забележиме, дека борачите од 1A ги победуваат

борачите од 20A во 19 20 380 290   борби.

5. Нека S е множество од 100-цифрени броеви. За број кој припаѓа на множе-
ството S ќе велиме дека е лош, ако не е делив со збирот на кои било други
два (не задолжително различни) броја од множеството S . Определи го најго-
лемиот можен број на елементи на множеството S , ако е познато дека S

содржи најмногу 10 лоши броеви.
Решение. Броевите од множеството S кои не се лоши ќе ги наречеме добри.
Да забележиме дека секој добар број може да се запише како збир на најмал-
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ку два и најмногу девет (не задолжително различни) лоши броеви. Бидејќи

имаме 10
9( ), 2,3,...,9j j  збирови од по j броеви, бројот на елементите на

S е помал или еднаков на
9 10 19

109
1
( ) ( )j

j




 .

Десетте лоши броеви се избрани од интервалот
101100 10 1
9[10 , ] . Овој интервал

содржи
10010 1
9
 броеви, од кои можеме да избираме. Освен тоа, јасно е дека

збировите на барем два и најмногу девет (не задолжително различни) броја
од овој интервал се 100-цифрени броеви од овој интервал и можеме да ги
разгледуваме за вклучување во S . Останува да го прецизираме изборот така
што да не се добиваат еднакви збирови.
Да претпоставиме дека веќе сме избрале j лоши броеви и сите збирови од
најмногу девет (не задолжително различни) од овие броеви се различни.
Следниот лош број не треба да е делител на ниту еден од веќе избраните бро-
еви и не треба да е еднаков на разликата на веќе избраните лоши броеви. Тоа
ни дава не повеќе од

10 1010 (10 1) 10 21
2 9 10 10   

(го искористивме неравенството 19 10
10( ) 10 ) можности и сега можеме да го

направиме изборот на следниот ( 1)j   ви лош број, 1 10j   .

6. Неколку монети прво се поделени во 200 групи, а потоа во 300 групи. За една
монета ќе велиме дека е посебна, ако при втората поделба била во група со
помалку монети отколку при првата поделба. Определи го најмалиот можен
број посебни монети.
Решение. Ако поделиме 200 101 монета прво во 200 групи од по 101 моне-
та, а потоа една од тие групи ја поделиме на 101 група од 1 монета, ќе доби-
еме втора поделба со 300 групи и ќе имаме точно 101 посебна монета.
Нека 1 2 200...x x x   е бројот на монетите при првата поделба. Да претпо-
ставиме дека при втората поделба има 200 групи без посебни монети и нека

1 2 200...y y y   е бројот на монетите во тие групи. Бидејќи

1 2 200 1 2 200... ...x x x y y y       ,
постои индекс j за кој важи

1 1 1 1,..., ,j j j jx y x y x y    .

Монетите од секоја група iy за 1 i j  не се посебни и затоа при првата

поделба тие биле во група со број монети iy . Но, сите групи kx за k j

имаат повеќе монети од секоја група iy за 1 i j  . Значи, сите монети од
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1 2, ,..., jy y y се меѓу 1 2 1, ,..., jx x x  . Затоа

1 2 1 2 1... ...j jy y y x x x        ,

што противречи на 1 1 1 1,..., , 0j j jx y x y y    . Од добиената противреч-

ност следува дека во втората поделба има најмногу 199 групи без посебни
монети. Според тоа, имаме најмалку 101 група барем со по една посебна
монета.

7. Секој од n ученици има некој (позитивен) број жетони, а сите ученици заед-
но имаат 2 2n  жетони. Докажи дека за секој природен број 2 2l n  по-
стои подмножество од множеството ученици кои имаат точно l жетони.
Решение. Нека има k ученици со по еден жетон. Останатите n k ученици
имаат редоследно по 1 2, ,..., n ka a a  жетони, при што важи ia k за секој i .

Навистина, ако постои ученик кој има најмалку 1k  жетон, тогаш бидејќи
другие 1n k  ученици имаат барем по 2 жетони, добиваме дека вкупниот
број жетони е 1 1 ( 1) ( 1) 2 2 1k k n k n          , што е противречност.
Да означиме

0 0s  и 1 2 ...i is a a a    за 1,2,...,i n k  .

За некој {0,1,..., }i n k  важи 1i i is l s s k    . Значи, постојат неколку

ученици кои имаат најмалку по два жетони и кои вкупно имаат is жетони, па

со додавање уште на il s k  ученици кои имаат по еден жетон го добиваме
саканото подмножество.

8. Дадени се природни броеви n и k , n k Во група од n луѓе секој човек е
член на точно еден од k клубови, означени со 1 2, ,..., kC C C , при што секој
клуб има барем еден член. Докажи дека меѓу сите n луѓе може да се распре-

делат 2n парчиња торта, така што се исполнети следниве услови:
1) Секој човек добива барем едно парче торта,
2) За секој , 1i i k  , секој член на клубот iC добива ia парчиња торта,

3) Ако 1 i j k   , тогаш i ja a .

Решение. За секој , 1i i k  со ix да го означиме бројот на членовите на

клубот iC . Ќе докажеме дека броевите

1 22( ... )i i i i i ka x x x x      

ги задоволуваат условите на задачата. Јасно, условот 0ia  е исполнет. За

секој , 1 1i i k   имаме

1 1 1i i i i ia x x a a      ,
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па затоа i ja a кога 1 i j k   . Вкупно се разделени

12 2 2

1 1 1 1 1
2 ( )

k k k k k

i i i i j i
i i i j i i

a x x x x x n


     
       

парчиња торта.

9. Нека nA е множеството од сите низи со должина n , составени од q букви

1 2, ,..., qa a a . Со nB да го означиме подмножеството на nA со минимален

број елементи со следново својство: За секој низа 1 2( , ,..., )nc c c од nA постои

низа 1 2( , ,..., )nb b b од nB , таква што i ic b за секој 1, 2,...,i n . Докажи, дека

ако q n , тогаш | | 1nB n  .

Решение. Да забележиме дека множеството {( , ,..., ) | 1,..., 1}n i i iB a a a i n  

го исполнува условот на задачата. Имено, за секоја низа 1 2( , ,..., )nc c c од nA

постои елемент , {1,2,..., 1}ja j n  кој не се среќава во таа низа, па затоа

низата ( , ,..., )j j ja a a го има саканото својство. Според тоа, | | 1nB n  . Нека

претпоставиме дека | |nB n . Да ја разгледаме матрицата од ред n n , во

која редиците се низите од nB . Јасно, за низата составена од дијагоналните

елементи на оваа матрица не постои елемент од nB , што е противречност. Од

добиената противречност следува | |nB n , па затоа | | 1nB n  .

10. Даден е збор со најмалку 10 букви, во кој секои две соседни букви се различ-
ни. Докажи дека е можно местата на некои две соседни букви да се заменат и
како резултат на тоа новодобиениот збор да не е периодичен (т.е. да не може
да се подели на еднакви подзборови).
Решение. Нека дадениот збор е W со должина n со букви од азбука A .
Очигледно | | 2A  . Ако по замената на местата на две соседни букви доби-

еме периодичен збор со основна периода p , тогаш 1 p n  , |p n и секоја

буква учествува во нашиот збор најмалку 2n
p
 пати. Јасно, 3p  , бидејќи

2p  значи дека во W има две соседни еднакви букви.
Нека a е буква од W , за која минималното растојание меѓу две нејзини (раз-
лични) појавувања, е најмало можно и нека тоа растојание е еднакво на m .
Тогаш 1m  и нека 1 2... ... ...mW aw w w a . Размената на местата на a и 1w да-
ва нов збор 'W со помало минимално растојание, кое при тоа не се среќава
на друго место во 'W . Последното дава противречност при 3p  .

11. Имаме 2n  сајтови означени со 1, 2,..., n и треба да ги поврземе со линкови.
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За секој {1,2,..., 1}i n  од сајтот i до сајтот 1i  веќе постои линк. Можеме
да додадеме нов линк од сајтот i до сајтот j ако i j . Докажи дека со

поставување на најмногу 2 23( 1) log logn n нови линкови може да се постиг-
не од секој сајт i до секој сајт j ( i j ) да може да се стигне со користење
на најмногу три линка.
Решение. Со ( )T n да го означиме најмалиот потребен број нови линкови.

СО индукција ќе докажеме дека 2 2( ) 3( 1) log logT n n n  . Ова важи за 3n 

бидејќи (2) (3) 0T T  .

Нека 4n  и k  е таков што 2 2( 1)k n n   . Бидејќи функцијата T е

растечка, важи 2( ) (( 1) 1)T n T k   . Сајтовите 21,2,..., ( 1) 1k   да ги поде-

лиме на групи 1 2 1, ,..., kG G G  , каде
2{ | ( 1)( 1) ( 1), ( 1) }iG x i k x i k x k        .

Во секоја група има 1k  сајтови, освен во последната во која има k сајтови.
За 1 ,r i k  додаваме линкови ( 1) ( 1)r k i r k    и ( 1) ( 1)r k r k i    ,

како и сите линкови меѓу сајтовите со редни броеви деливи со 1k  . Потоа
во секоја група да го додадеме најмалиот потребен број линкови ( )T k . Вака

со додавање на 5
2 ( 1) ( 1) ( )k k k T k   нови линкови ја постигнуваме саканата

цел. Ако сега докажеме дека 2 25
2 22 ( 1) ( 1) ( ) 3( 1) log logk k k T k k k     , од-

ма следува дека 2 2( ) 3( 1) log logT n n n  . Ако ја искористиме индуктивната

претпоставка за ( )T k потребното неравенство се сведува на неравенството
2 5 6 0k k   , кое е точно.

12. Дадени се 2 1n  двоелементни подмножества на множеството {1,2,..., }n .
Докажи дека може да се изберат n од овие подмножества чија унија содржи

најмногу 2
3 1n  елементи.

Решение. Со индукција по 2 1
3, ( )nk k  ќе докажеме дека може да се исфр-

лат 3k подмножества така што унијата на преостанатите множества има
најмногу n k елементи.
За 0k  тврдењето е тривијално. Нека претпоставиме дека 1k  и дека сме
исфрлиле 3( 1)k  подмножества тако што унијата на преостанатите мно-

жества не содржи повеќе од 1n k  елементи. Бидејќи
( )2 1 3 1 2( )1n k n k      ,
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постои елемент kx од унијата кој се наоѓа во најмногу три од преостанатите
подмножества. Значи, можеме да исфрлиме уште три подмножества така што
унијата на преостанатите 2 1 3n k  не го содржи елементот kx , со што до-
казот е завршен.
Тврдењето на задачата следува за 1

3 ][ nk  бидејќи

1 3 2
3 3 3[ ] 1n nn n n      .

13. Нека X е множество такво што | |X n . Докажи, дека ако 1{ }r
i iS X  е

фамилија различни подмножества од X таква што i jX X  за секои

, 1,2,...,i j r , тогаш 12nr  .

Решение. Нека \ , 1, 2,..,i iY X X i r  . Ако 12nr  , тогаш постои i таков

што ,i iX S Y S  и притоа важи i iX Y  . Последното противречи на де-
финицијата на фамилијата S . Конечно, од добиената противречност следува

12nr  .

14. Нека затворениот интервал [0,1] е разделен на две дисјунктни множества A

и B , т.е. нека [0,1]A B  и A B   . Дали постои реален број a таков
што A a B  , каде

{ , , }A a y y x a x A     .
Решение. Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека 0a  (во
спротивно наместо со a ќе работиме со a и ќе ги смениме улогите на
множествата A и B ). Најмала вредност која може да припаѓа на B е a ,
бидејќи во спротивен случај, ако 0 ,x a x B   , тогаш 0x a a a    и
x a A  што не е можно. Според тоа, [0, )a A . Но тогаш интервалот

[ , 2 )a a е подмножество од B , и според тоа, тој е дисјунктен со A . Нека

[2 .3 )y a a B  . Тогаш постои x A таков што што y x a  , т.е. x y a  .

Сега, од 2 3a y a  следува 2a y a a   , т.е. [ , 2 )x y a a a B    , што

противречи на A B   . Значи, [2 ,3 ) [0,1]a a A  . Нека претпоставиме
дека 3 1a  . Тогаш [2 ,1]a A и од 1 A следува 1 a B  , што не е можно

бидејќи [0,1]B  , а 1 1a  . Значи, [2 ,3 )a a A . Повторувајќи ја постапка-

та добиваме дека [4 ,5 ),[6 ,7 ),....,[2 , (2 1) ),...a a a a ka k a A  . Понатаму, за секој

позитивен реален број a , постои 0k  таков што 02 1k a  . Значи,

0 0 01 2 [2 , (2 1) ) [0,1]k a k a k a A     ,
што е противречност.
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Конечно, од добиената противречност следува дека не постојат множества A
и B и реален број a со саканите својства.

15. Нека n е природен број. Дадени се 2 1n  различни множества, од кои некои
се прогласени за црвени, а преостанатите за сини (од секоја боја има барем
по едно множество). Секоја симетрична разлика на црвено и сино множество

е наречена црно множество. Докажи дека има најмалку 2n различни црни
множества.
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по 0n . За 0n  тврде-
њето е тривијално. Нека претпоставиме дека 1n  .
Ако секое црно множество може да се добие само на еден начин, тогаш има-

ме (2 1 ) 2n nk k   различни црни множества, каде k е бројот на црвените
множества. Затоа нека претпоставиме дека некое црно множество може да се
добие на два начина: како 1 1 2 2A B A B   , каде 1A и 2A се различни црвени

множества, а 1B и 2B се сини множества.  Да земеме елемент a кој е точно

во едно од множествата 1A , 2A . Јасно, a исто така се наоѓа во едно од мно-

жествата 1B , 2B . Да ги поделиме сите црвени множества на фамилија C од

оние множества кои го содржат a и фамилија C од оние множества кои не

го содржат a . Аналогно ги делиме и сините множества на фамилиии S и

S .

Една од фамилиите  C S и  C S содржи најмалку 12 1n  множе-

ство, а тие според индуктивната претпоставка определуваат најмалку 12n

црни множества кои не го содржат елементот a . Слично, една од фамилиите

 C S и  C S содржи најмалку 12 1n  множества, а тие според ин-

дуктивната претпоставка определуваат најмалку 12n црни множества кои го

содржат елементот a . На овој начин добивме најмалку 1 12 2 2n n n   раз-
лични црни множества.

16. Броевите 1
5 и 1

5 се заменуваат со нивниот збир и нивниот производ. За

новите броеви 2
5 и 1

25 се применува истата операција итн. Докажи, дека во

секој момент добиените броеви се помали од 1
2 .

Решение. Нека 1
1 1 5a b  , 1n n na a b   и 1n n nb a b  , за 1n  . Со индук-

ција ќе докажеме дека 12
25na  и 2

1
25 2nnb 
 , за 2n  .

Јасно, за 2n  тврдењето важи. Нека претпоставиме дека тоа важи за некој
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2n  . Имаме

2
2 1 1 1 2 2 12

1 2 2 3 5 25 2 5 25 252
... (1 ... )nn na a b b b               и

1
1

1 2 25 2
n

n

b
n n nb a b  
   ,

па од принципот на математичка индукција следува дека важи за секој n .

17. Во секое теме на правилниот n  аголник 1 2 ... nP P P е запишан бројот 1. Ја ре-

ализираме следнава операција: Избираме три произволни темиња 1, ,i iP P

2 1 1 2 1, ( , )i n nP P P P P    и ги заменуваме броевите 1 2, ,i i ia a a  , запишани

во нив соодветно со броевите ,ia x 1 | |ia x y   и 2ia y  , каде ,x y 

ги задоволуваат неравенствата 2 2 ,x y x  0ia x  и 2 0ia y   . За секоја

операција броевите x и y може да се различни.

Дали по неколкукратно применување на горната операција за некој ia ,
1 i n  е можно да е исполнето неравенството:
а) 1,5ia  ,

б) 5
3ia  .

Решение. а) Да, на пример
52 4 1

3 3 3 3(1,1,1) ( , , ) (0, ,0)  .

б) Нека претпоставиме дека 5
3ia  по конечен број чекори. Од 2 2x y x 

следува 3| | min{ , , }x yx y x y   . Под i  та операција ќе подразбираме опера-

ција врз тројката 1 1, ,i i ia a a  . Бројот 1ia  ќе се зголемува само при примена

на ( 1)i   та операција и да го означиме вкупното зголемување на 1ia  со  .

Тогаш намалувањето на ia не е помало од  . Аналогно, нека  е вкупното

зголемување на 1ia  по 1i  операции и  е вкупното зголемување на ia по
i операции.
Тогаш збирот на намалувањата на 1 1i ia a  по i оперции не е помал од 3 .

Според тоа, (1 ) (1 ) 3      , од каде следува 2 3( )     , односно
2
3     . Оттука добиваме

52
3 31 1ia          ,

што е противречност.

18. Дали постојат 2000 реални броеви (не задолжително различни), кои не се
сите еднакви на 0, со следново својство: ако било кои од нив се корени на
полином со степен 1000 и водечки коефициент еднаков на 1, тогаш неговите
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коефициенти (освен тој пред 1000x ) се некоја пермутација на останатите 1000
броеви?
Решение. Нека претпоставиме дека такви броеви постојат. Ако точно 0k 

од тие броеви се еднакви на 0, тогаш за 1000k  полиномот 1000x покажува
дека сите 2000 броеви се еднакви на 0, што е противречност. Ако 1000k  ,
тогаш полиномот со корени тие k нули и 1000 k од останатите броеви има
слободен член еднаков на 0, т.е. има уште еден корен еднаков на 0, што е
противречност. Според тоа, сите 2000 броеви се различни од 0.
Ако 1000 од тие броеви се негативни, тогаш останатите 1000 броеви се
коефициенти на полином со степен 1000 со негативни корени, па затоа се
позитивни. Според тоа, со сигурност имаме 1000 позитивни броеви. Ако
преостанатите 1000 се корени, добиениот полином има само позитивни
коефициенти и тогаш неговите корени се негативни. Значи, имаме 1000 пози-
тивни и 1000 негативни броеви. Повторно имаме противречност, бидејќи од
Виетовите формули следува дека знаците на коефициентите на полином со
1000 позитивни корени наизменично се менуваат.
Конечно, од претходно изнесеното следува дека не постојат реални броеви
кои го задоволуваат условот на задачата.

19. Археолог на n страници треба да напише труд за градот Хераклеа. На секоја
страна може да има само текст или само слики. Трудот треба да е поделен во
неколку параграфи, но во секој параграф мора да има и текст и слики. На
колку начини археологот може да ги уреди сликите и текстот во параграфот
така што ќе бидат исполнети сите барани услови?
Решение. Нека na е бараниот број начини на кои археологот може да го

напише трудот и нека
0

( ) n
n

n
A x a x




  , при што сметаме дека постои еден

начин археологот да напише моногарфија на нула страници, т.е. 0 1a  .

Параграф кој има m страни може да се напише на 2 2m
mb   начини, би-

дејќи треба да избереме непразно подмножество различно од {1, 2,..., }m за

слики, а останатото би било текст. Притоа земаме дека 0 0b  . Нека ( )B x е

генераторната функција за низата 0{ }n nb 
 . Тогаш

22 2 2
1 2 1 (1 2 )(1 )

1
( ) (2 2)n n x x x

x x x x
n

B x x


   


     .

Сега, ако трудот има k параграфи, тогаш бројот на начините истиот да се

напише на n страници е еднаков на коефициентот пред nx во ( )kB x .
Археологот сам избира колку параграфи ќе има неговиот труд, па затоа важи
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2 1
1 ( )( ) 1 ( ) ( ) ... ( ) ...k

B x
A x B x B x B x        ,

што е добро дефинирано бидејќи 0 0b  . Значи,
22 9

22
(1 2 )(1 )

(1 )(1 2 ) 2 3 1 71 2
1 3 1 3 9 3 1 31

27 2 2
9 3 9

0 2

( )

3 1 2 3 ,

x
x x

x x x x
x x x

n n n n

n n

A x x

x x x

 

   
  

 


 

     

      

од каде следува дека за 1n  археологот трудот може да го напише на
22 3n

na   начини.

20. Определи го бројот на зборовите со должина n составени од буквите
, , ,a b c d кои содржат непарен број букви b .

Решение. Нека бараниот број зборови го означиме со nq , а со np да го

означиме бројот на зборовите со должина n составени од буквите , , ,a b c d

кои содржат парен број букви b . Тогаш 4n
n nq p  .

Збор со должина 1n  со непарен број букви b може да се добие од збор со
должина n со непарен број букви b на кој се допишува една од буквите

, ,a c d или од збор со должина n со парен број букви b на кој се допишува
буквата b . Со други зборови имаме 1 3n n nq q p   . Ако во последната

равенка замениме 4n
n np q  , добиваме

1 2 4n
n nq q   . (1)

Понатаму, бидејќи имаме само еден збор со должина 1, кој содржи непарен
број букви b , добиваме 1 1q  , па ако замениме во (1), добиваме 0 0q  .

Сега, ако ( )Q x е генераторната функција на низата 0{ }n nq 
 , добиваме

( ) 0 1
1 42 ( )Q x

x x
Q x

  ,

од каде наоѓаме
1 1 1 1

(1 2 )(1 4 ) 2 1 4 2 1 2

1 1
2 2

0 0

1
2

0

( )

(4 ) (2 )

(4 2 ) .

x
x x x x

n n

n n

n n n

n

Q x

x x

x

   

 

 




  

 

 

 



Конечно, од последното равенство следува 1
2 (4 2 )n n

nq   , за 0n .

Забелешка. Вториот дел од задачата може да се доврши и со решавање на
диференцната равенка (1) при почетен услов 0 0q  . Деталите ги оставаме на
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читателот за вежба.

21. Определи ги диференцната равенка и генераторната функцијаза бројот на
начините на кои може во целост да се покрие табла со димензии 2 n со по-
мош на:
а) квадрати со димензии 1 1 и 2 2 ,
б) квадрат со димензии 1 1 и L тримино,
при што квадратите и триминото не се преклопуваат и не
излегуваат надвор од таблата.
Решение. а) Со na да го означиме бројот на соодветвите покривања на таб-
лата 2 n . Ако во долниот лев агол е квадратот 1 1 , тогаш над него мора да
е квадрат 1 1 , па останува табла 2 ( 1)n  која може да се покрие на 1na 
начини. Ако во долниот лев агол е квадрат 2 2 , тогаш останува табла
2 ( 2)n  која може да се покрие на 2na  начини. Затоа важи

1 2n n na a a   . (1)

Јасно, почетните услови се 1 1a  и 2 2a  . Оттука, ако ставиме 0 1a  лесно

се добива дека генераторната функција на низата 0{ }n na 
 и 2

1
1

( )
x x

A x
 

 .

Да забележиме дека 1 0,n na f n  , каде 0{ }n nf 
 е низата Фибоначиеви

броеви.
б) Со na да го означиме бројот на соодветвите покривања на таб-
лата 2 n . Ако на левата страна имаме две квадратчиња едно над
друго, тогаш ни преостанува табла 2 ( 1)n  која може да се по-

крие на 1na  начини (цртеж десно).
Ако на левата страна се квадатче и L тримино, тогаш во секој од четирите

можни случаи ни преостанува таб-
ла 2 ( 2)n  која може да се по-

крие на 2na  начини (цртеж лево).
Ако на левата страна има две L тримина, тогаш
во секој од двата можни случаја ни преостанува
табла 2 ( 3)n  која може да се покрие на 3na 
начини (цртеж десно).
Од претходните разгледувања следува диференцната равенка

1 2 34 2n n n na a a a     , (2)

со почетни услови 1 21, 5a a  и 3 11a  (види цртеж).

Сега лесно се добива дека генераторната функција во случајов е
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2 3
1

1 4 2
( )

x x x
A x

  
 .

22. (Бесконечен принцип на Дирихле). Ако елементите на едно бесконечно мно-
жество S се обоени во k бои, тогаш S содржи бесконечно монохроматско
множество 1S . Докажи!

Решение. Нека во i  тата од дадените k бои е обоено конечно подмно-
жество iS и нека | |i iS n . Тогаш од принципот на збир следува

1 1
| | | |

k k

i i
i i

S S n
 

     ,

што противречи на тоа дека множеството S е бесконечно. Од добиената про-
тивречност следува тврдењето на задачата.

23. (Теорема за монотона низа на П. Ердош и Г. Секереш). За низата реални
броеви { }ia ќе велиме дека е монотона ако таа монотоно расте или монотоно

опаѓа, т.е. ако 1i ia a  за секој i или 1i ia a  за секој i . Докажи
дека секоја бесконечна низа реални броеви содржи монотона подниза.
Решение. Без доказ ќе го користиме бесконечниот принцип на Ремзи, кој
гласи:
Нека сите r  елементни подмножества на бесконечното множество S се
обоени во k бои. Докажи, дека S содржи бесконечно подмножество 1S

такво, што сите r  елементни подмножества на 1S се обоени во една
иста боја.
Да го обоиме секое двоелементно подмножество на низата { }ia во сино или

црвено според следново правило: го боиме ( , )i ja a , i j во црве-но, ако

i ja a и во сино ако i ja a . Според бесконечниот принцип на Ремзи мно-

жеството 1 2{ , ,..., ,...}nS a a a содржи бесконечно подмножество 1S , такво

што сите двоелементни подмножества на 1S се обоени во една иста боја. Ако

таа боја е црвена, тогаш елементите на 1S формираат растечка подниза на S .

Ако бојата е сина, тогаш елементите на 1S формираат опаѓачка подниза на S .

24. Докажи, дека секое бесконечно множество 1 2{ , ,..., ,...}nS a a a точки во рам-
нината такви, што никои три од нив не се колинеарни, содржи бесконечно
подмножество 1S , чии елементи се темиња на бесконечен конвексен многу-
аголник.
Решение. Прв начин. Го боиме секое четириелементно подмножество на S

во сино или црвено според следново правило: во црвено, ако четирите точки
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формираат конвексен четириаголник, а во спротивно го боиме во сино. Спо-
ред бесконечниот принцип на Ремзи S содржи такво бесконечно подмно-
жество 1S , такво што сите четириалементни подмножества на 1S се обоени
во иста боја. Оваа боја не е сина, бидејќи секое петелементно подмножество
содржи конвексно четириелементно подмножество. Според тоа, сите четири-
елементни подмножества на 1S се конвексни. Сега лесно се докажува дека

елементите на 1S се темиња на бесконечен многуаголник. Деталите ги оста-
ваме на читателот за вежба.
Втор начин. Го боиме секое триелементно подмножество на S во сино или
црвено според следново правило: Подмножеството { , , }i j ka a a , каде i j k 

го боиме во црвено, ако при движењето од ia преку ja до ka се движиме во

насока на движењето на стрелките на часовникот, а во спротивно го боиме во
сино. Согласно бесконечниот принцип на Ремзи постои бесконечно подмно-
жество 1S на S , чии триелементи подмножества се обоени во една иста боја.

Но, тоа значи дека сите триелементни подмножества на 1S имаат иста ори-

ентација, т.е. елементите на 1S се темиња на конвескен многуаголник.
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