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ПРЕДГОВОР  

 

 

 

Ниту едно истражување на човекот не може да се 

нарече вистинска наука, ако истото не е поткрепено со 

математички доказ.  

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките, каде нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката.  

Леонардо да Винчи  

 

 

Успехот на учениците на натпреварите по математика не е можен без решава-

ње на соодветни задачи, меѓу кои се и задачите кои претходно биле задавани на 

престижните натпревари, како што е Балканската математичка олимпијада. Затоа, 

имајќи ја предвид долгогодишната наша работа со надарените ученици за матема-

тика, пристапивме кон издавање на книгава која е пред вас и во која се содржани 

задачите и нивните решенија кои се задавани на Балканската математичка олим-

пијада од нејзиното основање во 1984 година, па се до 2020 година.  

На балканските математички олимпијади, покрај балканските држави Босна и 

Херцеговина, Србија, Романија, Молдавија, Црна Гора, Албанија, Македонија, Бу-

гарија, Грција, Турција и Кипар, последниве години по правило учествуваат и 

десетина земји кои имаат статус на гости на натпреварот, но учениците од овие 

земји имаат рамноправен третман како и учениците од балканските држави. Сето 

ова доволно говори за тежината на натпреварот, особено ако се земе предвид дека 

меѓу учесниците на балканијадите има неколку држави кои според работата со 

надарените ученици се наоѓаат во самиот светски врз.  

Балканската математичка олимпијада, по правило секоја година се одржува во 

различна држава. Изборот на задачите кои се задават на Балканските математички 

олимпијади е според следните правила:  

- земјите учеснички, освен домаќинот, испраќаат задачи до домаќинот на 

олимпијадата,  

- домаќинот формира комисија, која од предлозите издвојува дваесетина за-

дачи и истите ги групира во четири основни области, и тоа: алгебра, геоме-

трија, комбинаторика и теорија на броеви,   



Р. Малчески, А. Малчески, С. Малчески  

 6 

- од избраните задачи Жирито на натпреварот, кое го сочинуваат водачите на 

екипите на земјите учеснички, заедно со претседателот на Жирито кој го 

определува државата домаѓин, врши избор на четири задачи, кои по прави-

ло се од четтирите наведени области,  

- за избраните задачи Жирито составува маркинг шема според која се врши 

прегледувањето, односно бодирањето на решенијата на учениците, при што 

секоја задача се вреднува по 10 бодови.  

Како што рековме во книгава се дадени решенијата на сите задачи задавани на 

балканијадите во разгледуваниот период. Притоа, за голем број задачи се дадени 

по два или повеќе начини на решавање на истите.  

Стандардно, книгава содржи список на користената литература. За крај, и 

покрај вложениот напор, свесни сме дека се можни подобрувања на оваа книга, 

како и дека се присутни грешки, кои за жал не го одминуваат издавањето на било 

кој ракопис. Затоа однапред сме благодарни на секоја добронамерна критика и 

сугестија, која ќе допринесе да се подобри книгава.  

 

Март 2021                 Авторите  

Скопје  
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БМО 1984  

 

1. Нека , 1,2,..., , ( 2)ia i n n   се позитивни броеви такви што 
1

1
n

i
i

a


 . Докажи 

дека  

1 2

2 3 1 3 1 2 11 ... 1 ... 1 ... 2 1
... n

n n n

aa a n
a a a a a a a a a n            

    . 

Решение. За секој 1,2,...,i n  важи  

2 1 1

2
1 ... ... 2 2

1i i

i i n i i

a a

a a a a a a        
   , 

па затоа даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
2

1 2

1 1 1
2 2 2 2 1

...
n

n
a a a n   
    . 

Ставаме 2 , 1,2,...,i ix a i n    и добиваме  

2

1 2

1 1 1
2 1

...
n

n
x x x n
    , 

каде 0ix   и 
1 1

2 2 1
n n

i i
i i

x n a n
 

     . Според тоа, неравенството е еквива-

лентно со неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина  

1

1

1

1
n

xi
i

n
n

in
i

x








 . 

 

2. Нека 1 2 3 4A A A A  тетивен е четириаголник. Со 1 2 3 4, , ,H H H H  соодветно да ги 

означиме ортоцентрите на триаголниците 2 3 4 1 3 4 1 2 4, , ,A A A A A A A A A 1 2 3A A A . 

Докажи дека четириаголниците 1 2 3 4A A A A  и 1 2 3 4H H H H  се складни.  

Решение. Прв начин. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Ако ABCD  е тетивен четириаголник и P  

и Q  се ортоцентрите соодветно на ABC  и 

ABD , тогаш четириаголникот PCDQ  е пара-

лелограм.  

Доказ. Од CP AB  и DQ AB  следува ||CP

DQ . Ако O  е центарот на опишаната кружница 

околу четириаголникот ABCD  и S  е средината 

на AB , тогаш важи 2OS CP  (ова својство се 

докажува ако се искористи дека пресечната точка на CS  и OP  е тежиштето на 

триаголникот ABC ). Аналогно, 2OS DQ , па затоа DQ CP . Конечно, од 

||CP DQ  и DQ CP  следува, дека PCDQ  е паралелограм. ■ 
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Од лемата следува, дека отсечките 1 2A A  и 2 1H H ; 2 3A A  и 3 2H H ; 3 4A A  и 

4 3H H ; 4 1A A  и 1 4H H  се паралелни и еднакви, па затоа четириаголниците 

1 2 3 4A A A A  и 1 2 3 4H H H H  се складни.  

Втор начин. Нека O  е центарот на опишаната 

кружница, а 1 2 2 4, , ,G G G G  се тежиштата на 

триаголниците 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3, , ,A A A A A A A A A A A A , 

соодветно. Точките , ,i iO G H , за 1,2,3,4i   

припаѓаат на соодветните Ојлерови прави и 

притоа важи 3i iOH OG . Тогаш  

4
1
3

1

3i j i
j
j i

OH OA v OA



    , 

каде 
4

1
j

j

v OA


  . Ако i iOAB OA  , за 1,2,3,4i  , тогаш i iOH v OB  , па 

значи четириаголникот 1 2 3 4H H H H  се добива од четириаголникот 1 2 3 4B B B B  

со транслација за вектор v . Но, 1 2 3 4B B B B  и 1 2 3 4A A A A  се симетрични при 

централна симетрија со центар O , т.е. 1 2 3 4H H H H  се добива од 1 2 3 4A A A A  со 

помош на централна симетрија и транслација, па затоа овие четириаголници се 

складни.  

Трет начин. Да разгледаме координатен систем со координатен почеток во 

центарот O  на опишаната кружница околу четириаголникот 1 2 3 4A A A A . Нека 

ia  и ih  се комплексните броеви (афиксите) соодветни на iA  и iH , за 

1,2,3,4i  . Тогаш 
4

1
i j i

j

h a a


  , па затоа | | | |i k i k i k i kH H h h a a A A     . 

Според тоа, четириаголниците 1 2 3 4H H H H  и 1 2 3 4A A A A  имаат еднакви страни 

и еднакви дијагонали. Затоа, 4 1 2 4 1 2A A A H H H , т.е. 1 1A H , што значи 

дека разгледуваните четириаголници се складни.  

Четврт начин. Четириаголниците 1 2 2 4G G G G  и 1 2 3 4A A A A  се слични со кое-

фициент на сличност 1
3

, бидејќи на пример 1 2 2 1||G G A A  и 1 2

2 1

1
3

G G

A A
 . Четири-

аголниците 1 2 2 4G G G G  и 1 2 3 4H H H H  се исто така слични со коефициент на 

сличност 1
3

, бидејќи на пример 1 2 2 1||G G H H  и 1 2

2 1

1
3

G G

H H
  (Ојлерова права). 

Значи, четириаголниците 1 2 3 4A A A A  и 1 2 3 4H H H H  се слични со коефициент на 

сличност 1, т.е. тие се складни.  
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3. Докажи, дека за секој природен број m  постои природен број n m  таков што 

декадниот запис на 5n  се добива од декадниот запис на 5m  со додавање на 

неколку цифри од лево.  

Решение. Прв начин. Прво ќе докажеме, дека ако бројот 5m  има k  цифри, 

тогаш k m . Навистина, ако го претпоставиме спротивното, тогаш 1k m  , 

па како секој број со k  цифри е поголем или еднаков на 110k  добиваме  

1 110 10 5 10k m m k    , 

што е противречност.  

Ако најдеме n  таков што 5 5n m  е делив со 10k , тогаш последните k  цифри 

на 5n  се совпаѓаат со бројот 5m , т.е. 5n  се добива од 5m  со додавање на 

неколку цифри од лево. Бидејќи броевите 2 и 5 се заемно прости, заклучуваме 

дека бројот (2 )5 1
k   е делив со 2k , каде ( )x  е Ојлеровата функција. Тогаш 

бројот  

(2 ) (2 )5 5 5 (5 1)
k km m m     

е делив со 5k  и со 2k , т.е. е делив со 10k . Значи, (2 )kn m   е бројот со 

саканото својство.  

Втор начин. Ќе бараме n  во облик n m k  , каде 0k  . Нека mr  е бројот на 

цифрите на декадниот запис на 5m . Бидејќи треба 5 5 10 mrn m a  , доволно е 

10 mr  да е делител на 5 5n m . Но, 5 5 5 (5 1)n m m k    и како mr m  (Зошто?), 

добиваме дека 5 mr  е делител на 5m . Од друга страна 10 5 2m m mr r r
  и затоа 

доволно е 2 mr  да е делител на 5 1k  . Ќе користиме индукција. Нека 1mr   и 

да ставиме 1k  . Очигледно 2 2mr   е делитек на 5 1 4k   . Нека 1mr   и 

нека k  е таков што 2 mr  е делитек на 5 1k  . На 1mr   во соодветствве му 

ставаме 2k . Тогаш, бидејќи 2 | 5 1mr k   и 2 | 5 1k  , добиваме 
1 22 | 5 1mr k

 , 

што и требаше да се докаже.  

 

4. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2

2

2

( )

( )

( )

ax by x y

by cz y z

cz ax z x

   



  


  

 

каде , ,a b c  се позитивни броеви.  

Решение. Ги собираме трите равенки и добиваме  

2 2 2ax by cz x y z xy yz zx        . 
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Во последното равенство заменуваме  

2 2 2ax by x y xy     

и добиваме  

2 ( )( )cz z xy yz zx z x z y       . 

Аналогно добиваме ( )( )by y x y z    и ( )( )ax x z x y   . Ако x y z  , 

тогаш  

( )( ) 0

( )( ) 0

( )( ) 0.

ax x z x y

by y x y z

cz z x z y

   

   

   

 

Бидејќи , ,a b c  се позитивни броеви, добиваме 0, 0x y   и 0z  . Сега од 

y z  следува дека 0y z   и од 2ax x  добиваме 0x   или x a . Во овој 

случај ги добиваме решенијата (0,0,0)  и ( ,0,0)a . Аналогно добиваме уште две 

решенија (0, ,0)b  и (0,0, )c .  
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1. Нека O  е центарот на опишаната кружница околу ABC , а D  е средината на 

AB . Нека E  е тежиштето на ACD . Докажи, дека правата CD  е нормална на 

OE  ако и само ако AB AC .  

Решение. Прв начин. Ќе ги користиме стандардните ознаки за елементите на 

триаголник. Ќе докажеме дека скаларниот производ на векторите OE  и CD  е 

нула ако и само ако AB AC . Бидејќи E  е тежиштето на ACD , добиваме  

3
OA OB OCOE    и 

2
CA CBCD  . 

Освен тоа,  

| cos |OD R  , | 90 |OAC OCA   ,  

| 90 |OAB     и | 90 |OCB   .  

Пресметуваме:  

sinOA CA Rb   , sin( )OA CB Rb    , 

sinOC CA Rb    , sinOC CB Ra    ,  

cos sinOD CA Rb    , 

cos sinOD CB Ra    .  

Ако искористиме дека sin sinb a   , добиваме  

6 ( ) ( )

(sin( ) 2cos sin sin )

(sin( ) 2cos sin sin( ))

2 (sin cos cos sin ) 2 sin( ).

OE CD OA OC OD CA CB

Ra

Ra

Ra Ra

     

      

       

        

 

Според тоа, скаларниот производ OE CD  е еднаков на нула ако и само ако 

sin( ) 0   , т.е. ако и само ако    , што значи ако и само ако AB AC .  

Втор начин. Од условот на задачата следува O E . 

Во спротивно DE AB  и DE  е тежишна линија во 

ACD  повлечена од темето D , т.е. DE AC , што 

не е можно. Нека F  и K  се средините на BC  и AD , 

соодветно. Бидејќи 2GC

GD
  и 2EC

EK
 , од теоремата на 

Талес следува дека ||EG AB .  

Нека OE CD . Но, OD AB  и како ||EG AB , доби-

ваме OD EG . Значи, O  е ортоцентар во DGE  и 

OG DE . Од друга страна 1
2

KD

DB
 , 1

2
KE

EC
  и од 
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теоремата на Талес заклучуваме дека ||DE BC . Според тоа, OG BC , што 

значи дека OG  минува низ средината F  на BC . Значи, тежишната линија 

AF  во ABC  е и висина, па затоа AB AC .  

Нека AB AC . Тогаш OG BC  и како ||DE BC , добиваме OG DE . Ана-

логно на претходните разгледувања OD EG , па значи O  е ортоцентар на 

DGE , т.е. OE CD .  

 

2. Нека , , ,a b c d  се реални броеви од интервалот 
2 2

[ , ]   такви што  

10
3

sin sin sin sin 1,

cos2 cos2 cos2 cos2 .

a b c d

a b c d

   

   
 

Докажи дека 
6

, , , [0, ]a b c d  .  

Решение. Ако искористиме дека 2cos2 1 2sina a   добиваме  

2 2 2 210
3

cos2 cos2 cos2 cos2 4 2(sin sin sin sin )a b c d a b c d         , 

т.е.  

2 2 2 21
3

sin sin sin sina b c d    . 

За да докажеме дека 
6

, , , [0, ]a b c d  , доволно е да докажеме дека sin ,sin ,a b

1
2

sin ,sin [0, ]c d .  

Ако ставиме sin , sin , sin , sinx a y b z c t d    , треба да докажеме дека ако 

1x y z t     и 
2 2 2 2 1

3
x y z t    , тогаш 1

2
, , , [0, ]x y z t . Од неравенството 

на Коши-Буњаковски-Шварц за броевите , ,x y z и 1,1,1  следува  

2 2 2 2( ) 3( )x y z x y z     , 

па ако земеме предвид дека  

1 ,t x y z     и 
2 2 2 21

3
x y z t    , 

добиваме дека  

2 2 2 2 2 21
3

(1 ) ( ) 3( ) 3( )t x y z x y z t         , 

т.е. 22 0t t  . Оттука добиваме 1
2

[0, ]t . Аналогно се докажува дека 

1
2

, , [0, ]x y z .  

 

3. Нека E  е бројната оска (т.е. ориентирана права со единечна отсечка на неа) и 

нека S  е множеството точки од E  кои имаат координати 19 85x y , каде x  и 

y  се природни броеви. Точките од S  се обоени во црвено, а останатите точки 

од E  кои имаат целобројни координати се обоени во зелено. Дали постои 
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точка A  од E  (не задолжително со целобројна координата) таква што секои 

две точки B  и C  од E  со целобројни координати кои се симетрични во 

однос на A  да се различно обоени?  

Решение. Ќе докажеме дека точката A  со координата 19 85 19 85 1719
2 2

     го 

задоволува условот на задачата. За таа цел треба да докажеме дека секои две 

точки кои се симетрични во однос на A  се разнобојни. Нека точките p  и q  се 

симетрични во однос на A . Тоа значи, дека 2 1719p q A   .  

1) Нека точките p  и q  се црвени. Тогаш постојат природни броеви 1 1 2, ,x y x  

и 2y  такви што 1 1 2 219 85 , 19 85p x y q x y    . Оттука  

1 2 1 219 85 19 85 19( ) 85( ),x x y y        

односно  

1 2 1 219 85 19( 1) 85( 1)x x y y       . 

Броевите 19 и 85 се заемно прости, па од последното равенство следува 

дека 1 2 1x x   е делив со 85, а 1 2 1y y   е делив со 19.  

Од 1 2 1 1x x    и 1 2 1 1y y    заклучуваме дека 1 2 1 85x x    и 

1 2 1 19y y   , што значи дека  

1 2 1 219 85 19( 1) 85( 1) 2 19 85x x y y          , 

што е противречност.  

2) Нека претпоставиме дека p  и q  се зелени. Бидејќи 19 и 85 се заемно прости 

броеви, постојат 1 1 2, ,x y x  и 2y  за кои што важи 1 119 85p x y  , 

2 219 85q x y  . Притоа можеме да сметаме дека сме избрале решенија за 

кои 1x  и 2x  се можните најмали природни броеви. Бидејќи p  и q  се 

зелени, важи 1 20, 0y y  . Ако 1 85x   од  

1 1 1 119( 85) 85( 19) 19 85x y x y p       

добиваме противречност со минималноста на 1x . Според тоа, 1 85x   и 

аналогно 2 85x  . Како во случајот 1) добиваме дека 1 2 1x x   е делив со 

85 и 1 2 86x x  . Но, 1 2 2 85x x   , па затоа 1 2 86x x  . Тогаш  

1 2 1 2 1 219 85 19 85 19( ) 85( ) 19 86 85( )x x y y y y           , 

па затоа 1 2 1y y  , што противречни на 1 20, 0y y  .  

Конечно, останува единствена можност p  и q   да се разнобојни точки.  

 

4. На меѓународна средба учествувале 1985 лица. Меѓу секои три лица има двајца 

кои зборуваат еден ист јазик. Докажи, дека ако секој учесник зборува на не 

повеќе од 5 јазици, тогаш има барем 200 лица кои знаат еден ист јазик.  

Решение. Ќе докажеме дека има учесник кој се разбира со најмалку 992 од 

преостанатите учесници. Ако има учесник, кој се разбира со сите останати 
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учесници, тогаш тој се разбира со 1984 992  учесници. Нека претпоставиме 

дека два учесника A  и B  не се разбираат. Од условот на задачата следува 

дека секој од останатите 1983 учесници се разбира или со A  или со B . Од 

принципот на Дирихле следува дека еден од нив (на пример A ) се разбира со 

992 учесници.  

Учесникот A  говори најмногу 5 јазици и 992 5 198 2   , па од принципот на 

Дирихле заклучуваме дека барем 199 од учесниците со кои A  се разбира на 

еден ист јазик. Овие 199 учесници заедно со A  ја формираат бараната група 

од најмалку 200 лица кои говорат еден ист јазик.  
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1. Права, која минува низа центарот I  на впишаната кружница во ABC , ја сече 

опишаната кружницата во точките F  и G  и впишаната кружница во точките 

D  и E , при што D  е меѓу I  и F . Докажи, дека 2DF EG r  , каде r  е ра-

диусот на впишаната кружница во ABC . Кога важи знак за равенство?  

Решение. Прв начин. Ќе докажеме дека степенот на 

центарот I  на впишаната кружница во однос на 

опишаната кружница е еднаков на 2Rr . Ако L  е 

средината на лакот AB  (види цртеж), тогаш од  

2
LIA LAI


   

следува LI LA . Од синусната теорема за ACL  

следува дека 
2

2 sinLI LA R


   и ако искористиме 

дека 
2

sin

rCI


 , добиваме 2CI LI Rr  . Оттука сле-

дува дека 2FI GI Rr  . Пресметуваме  

2

2

( )( )

( )

2 .

FD EG FI r GI r

FI GI r FI GI r

Rr rFG r

   

    

  

 

Неравенството 2FD EG r   е еквивалентно со 

неравенството 2R FG , кое очигледно важи. 

Знак за равенство важи ако и само ако FG  е 

дијаметар.  

Втор начин. Нека O  е центарот на опишаната 

кружница. Според Ојлеровата формула добиваме  

2

22 2

2 2 2

2 2

( ) ( )

( )

( 2 )

(2 ) ,

DF EG IF r EG r

IF EG r IF EG r

R OI r FG r

R R Rr r FG r

r R FG r r

    

    

    

     

   

  (*) 

бидејќи FG  е тетива на опишаната кружница и 2FG R . Јасно, знак за 

равенство важи ако FG  е дијаметар, т.е. ако правата од условот на задачата 

минува низ O  и I . Имено, ако O I , тогаш триаголникот е рамностран и 

според (*) имаме 2DF EG r  .  
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2. Нека ABCD  е тетраедар и , , , , ,E F G H K L  се точки соодветно на рабовите 

, , , , ,AB BC CA DA DB DC . Докажи, дека ако  

AE BE BF CF CG AG DH AH DK BK DL CL           , 

тогаш точките , , , , ,E F G H K L  лежат на една свера.  

Решение. Нека p AE BE BF CF CG AG DH AH DK BK DL CL             

и со O  да го означиме центарот на опишаната свера околу тетраедарот. 

Пресекот на рамнината определена со точките ,O A  и B  со опишаната свера е 

кружница. Во оваа кружница степенот на точката E  е еднаков на  

22R OE AE BE p    , 

па затоа 
2OE R p  . Аналогно  

2OF OG OH OK OL R p      , 

т.е. шесте точки лежат на сверата со центар во точката O  и радиус 
2R p .  

 

3. Низата 1 2 3, , ,..., ,...na a a a  е определена со равенствата  

1 2,a a a b   и 
2

1
1

n

n

a c
n a

a



  , за 2n  , 

каде , ,a b c  се реални броеви, 0ab   и 0c  . Докажи дека сите членови на 

низата се цели броеви ако и само ако ,a b  и 
2 2a b c

ab
   се цели броеви.  

Решение. Од условот на задачата следува  

2 2
1 1 2 1, 2n n n n n na a a c a a a n         

т.е.  

2 1 1

1
constn n n n

n n

a a a a

a a
t  



 
   , 

па затоа 1 1n n na ta a   , зa 2n  . Од друга страна  

2
2

2 21
1 3 1

2 2

a c

a
aa a a b c

a a ab
t


     . 

Ако ,a b  и t  се цели броеви, тогаш по индукција ќе следува дека 

1 1n n na ta a    исто така е цел број.  

Обратно, нека претпоставиме дека na  е цел број за секој 1,2,...n  . Тогаш 

1a a  и 2a b  се цели броеви и 1 3

2

a a

a
t


  е рационален број. Нека прет-

поставиме дека t  не е цел број. Тогаш 
p

q
t  , каде p  и 1q   се заемно прости 

броеви. Од 2 1 3( )pa q a a   следува дека 2|q a . Понатаму, од  

1 1( )n n npa q a a    
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по индукција следува дека | nq a  за секој 2n  . Одново од  

1 1( )n n npa q a a    

следува дека за 1n l   важи дека |l
nq a . Сега, од 

2
1 1n n nc a a a    следува 

дека 
2 |lq c  за секој природен број l , што не е можно. Според тоа 1q   и t  е 

цел број.  

 

4. Триаголникот ABC  е таков што во рамнината постои точка P  таква, што 

триаголниците ,PAB PBC  и PCA  имаат еднакви периметри и еднакви плош-

тини. Докажи, дека  

1) Ако P  е внатрешна точка за ABC , тогаш тој е рамностран.  

2) Ако P  не е внатрешна точка за ABC , тогаш тој е правоаголен.  

Решение. Плоштината на ABC  да ја означиме со S .  

1) Бидејќи P  е внатрешна точка, од условот следува дека 
3
S

PABP  . Според 

тоа, должината на висината повлечена од P  во PAB  е еднаква на 1
3

 од 

должината на висината повлечена од C  во ABC . Тоа значи дека P  лежи на 

права која минува низ тежиштето G  на ABC , која е паралелна на AB . 

Аналогно P  припаѓа на права низ G  која е паралелна со BC  и затоа P  се 

совпаѓа со G . Сега, од условот следува  

2 2 2
3 3 3

( ) ( ) ( )b c a c b aa m m b m m c m m        . 

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека a b c  . Бидејќи  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

4 2( ) 3 ,

4 2( ) 3 ,

4 2( ) 3 ,

a

b

c

m a b c a

m a b c b

m a b c c

   

   

   

 

добиваме дека a b cm m m  . Оттука следува  

2 2 2
3 3 3

( ) ( ) ( )b c a c b aa m m b m m c m m        , 

при што равенства се можни само ако a b c  , т.е. ABC  е рамностран.  

2) Нека претпоставиме дека точката P  

лежи во некој од трите надворешни агли 

при темињата ,A B  и C  (цртеж десно). 

Тогаш PBC  се содржи во PAB , што 

значи дека нивните плоштини не може да 

се еднакви.  

Без ограничување на општоста можеме 

точката P  да ја избереме како на цр-

тежот долу лево. Ако  
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PAB PAC PBCP P P t   , 

тогаш  

PAC PBC PABS P P P t    , 

па затоа PAC PBCS P P  . Оттука доби-

ваме дека висината во ACP  повлечена 

од темето P  е еднаква на висината во 

ABC  повлечена од темето B , т.е. BP  е 

паралелна на AC . Аналогно ||PA BC , 

т.е. PBCA  е паралелограм. Сега од ед-

наквоста на периметрите на PAB  и PCB  добиваме  

PA AB BP PC CB BP     , 

од каде следува PC AB . Според тоа, PBCA  е правоаголник, па затоа  

90ACB  .  
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1. Нека a  и функцијата :f   е таква што  

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f a y f y f a x     , за секои ,x y   

2) 1
2

(0)f  .  

Докажи, дека constf  .  

Решение. Прв начин. Ако во 1) ставиме 0x y   добиваме 1
2

( )f a  . Тогаш за 

0x   и произволно y  добиваме 1 1
2 2

( ) ( ) ( )f y f a y f y   , од каде следува 

дека ( ) ( )f y f a y  . Сега равенството од условот може да се запише во видот 

( ) 2 ( ) ( )f x y f x f y  , за секои ,x y . Ако го искористиме последното ра-

венство последователно добиваме  

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x f y f a x f y f a x y       . 

За y x   имаме 1
2

(0) ( 2 ) (2 )f f a x f x    . Според тоа, за секој z  важи 

1
2 2

( ) (2 )zf z f  .  

Втор начин. Ќе го докажеме следново поопшто тврдење:  

Нека a  и функцијата :f   е таква што  

а) 1(0)
n

f  ,  

б) 
1 1 1,

( ) ( ) ( )
n n n

i i k
i k i i k

f x f x f a x
   

    , за секои 1 2, ,..., nx x x  .  

Тогаш f  е константна функција.  

Доказ. Ако во б) ставиме 1 2 ... 0nx x x    , добиваме 1( )
n

f a  , а ако стави-

ме 1 2 3, ... 0nx x x x x      добиваме 11( ) ( ) ( )n
n n

f x f a x f x   , од каде 

следува дека ( ) ( )f x f a x  , за секој x . Од последното равенство и од 

условот б) следува  

1 1 1,

( ) ( ) ( )
n n n

i i k
i k i i k

f x f x f x
   

   . 

Нека 2n  , т.е. 1 2 1 2( ) 2 ( ) ( )f x x f x f x  , за секои 1 2,x x  . Овој случај се 

совпаѓа со почетната задача. Ако во последното равенство 1x  го замениме со 

1a x  добиваме  

2 1 1 2 1 2 1 2( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f a x x f a x f x f x f x f x x       . 

Ако наместо 1x  ставиме 2x , од последното равенство следува  

1
2 2

( 2 ) (0)f a x f   , за секој 2x  . 
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Сега, ставаме 2 2
x ax   и добиваме 1

2
( )f x  , за секој x .  

Понатаму, ќе користме математичка индукција. Ако во б) ставиме 0nx   и 

земеме предвид дека ( ) ( )f x f a x  , добиваме  

1 1 1 1

1 1 1, 1

( ) ( ) ( ) (0) ( )
n n n n

i i k i
i k i i k i

f x f x f x f f x
   

    

     , 

па од условот а) следува  

1 1 1
1

1 1 1,

( ) ( ) ( )
n n n

n
i i kn

i k i i k

f x f x f x
  



   

   .  

Ако последното равенство го помножиме со 
2

1
( )n
n

 и ставиме 
1

( ) ( )n
n

g x f x


 , 

тогаш  

1
1

(0)
n

g


  и 
1 1 1

1 1 1,

( ) ( ) ( )
n n n

i i k
i k i i k

g x g x g x
  

   

   , за секои 1 2 1, ,..., nx x x   . 

Според индуктивната претпоставка тврдењето е точно за 1n , што значи дека 

функцијата g  е константна, т.е. 1
1

( )
n

g x


 , за секој x . Конечно, од 

1( ) ( )n
n

f x g x  следува 1( )
n

f x  , за секој x , што и требаше да се докаже.  

 

2. Нека 1x   и 1y   се такви реални броеви што броевите 1 1a x y     и 

1 1b x y     се цели и нивната разлика е поголема од 1. Докажи дека 

2b a   и 5
4

x y  .  

Решение. Бидејќи 2

1 1
1 1 2

t t
t t

  
     , за 1t  , добиваме  

1 1 ( 1 1)

( 1 1) ( 1 1)

2 2 3.

b a x y x y

x x y y

        

       

 

 

Според тоа, 1 3b a   , од каде следува 2b a  . Така го добиваме системот  

1 1

1 1 2.

x y a

x y a

    


    

 

Воведуваме замена 1 0u x    и 1 0v y    и системот го добива видот  

2 22 2 2

u v a

u v a

 


    

, 

каде , [0, ]u v a . Во втората равенка заменуваме u v a   и истата ја запи-

шуваме во обликот  
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2 2 22 2 2 2a v av a v       . 

По квадрирањето и средувањето ја добиваме равенката  

2( 2) 2 2( 1)a v a av     . 

Повторно квадрираме и ја добиваме равенката  

2 2( ) 2( 1) 2 ( 1) 2 0f v a v a a v a       . 

Нека претпоставиме дека 2a  . Тогаш 
2(0) ( ) 2 0f f a a    . Тоа значи де-

ка корените на ( ) 0f v   се надвор од интервалот [0, ]a , што е противречност. 

Значи, 1a   и од 24 4 1 0v x    следува 1
2

v  , па затоа 1
2

u  . Конечно, од 

1
2

1x   и 1
2

1y  , следува 5
4

x y  .  

 

3. Ако за ABC  важи  

23 48 23 48

2 2 2 2
(sin ) (cos ) (sin ) (cos )

   , 

каде   и   се аглите при темињата A  и B , соодветно, пресметај го односот 

:AC BC .  

Решение. Ќе докажеме дека    , т.е. : 1AC BC  . Нека претпоставиме, дека 

   . Тогаш 
2 2 2

0
    . Бидејќи sin x  и cos x  се соодветно растечка и 

опаѓачка функција на интервалот 
2

[0, ] , добиваме дека важи  

2 2
0 sin sin

   и 
2 2

0 cos cos
   . 

Според тоа,  

23 23

2 2
0 (sin ) (sin )

   и 
48 48

2 2
0 (cos ) (cos )

   . . 

Ако ги помножиме последните неравенства, добиваме  

23 48 23 48

2 2 2 2
(sin ) (cos ) (sin ) (cos )

   , 

што противречи на условот на задачата. Случајот     се разгледува ана-

логно. Според тоа,    , т.е. : 1AC BC  .  

 

4. Две кружници 1k  и 2k  соодветно со центри 1O  и 2O
 
и радиуси 1  и 2  се се-

чат во точките A  и B , при што 2 1 2O O  . Нека AC  е тетива во 2k  чија сре-

дина лежи на 1k . Определи ја должината на AC .  

Решение. Прв начин. Средината на AC  да ја означиме со X , а пресечната 

точка на 2O X  и 1k  со Y . Тогаш 2O X AC  и затоа AY  е дијаметар на 1k , 

т.е. 1O AY . Значи, 2 1O O  е тежишна линија во 2YO A , па затоа  
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2 2 2 2 2

1 2 2 2 216 4 2 2 2 ,O O O A O Y YA O Y      

т.е. 2 2 2O Y  . Останува да ја пресметаме 

висината во 2YO A . Бидејќи  

22 22 2 (2 2) 2
2 42 2 2

cos YAO
 

 
   , 

добиваме  

2 14
2 2 4

sin 1 cosYAO YO A   . 

Сега, од равенството  

2 2 2 22 sinYAOP AY AO YAO AX YO     

добиваме 14
4

AX  , па затоа 14
2

2AC AX  .  

Втор начин. Нека M  е средината на AC  и 

D  е дијаметрално спротивната точка на A  

во однос на 1O . Тогаш 1O M  е средна ли-

нија во DCA  и 12 2DC O M   . Од дру-

га страна 2 1O O  е тежишна линија во 

2DO A  и од формулата за тежишналинија 

имаме  

2 2 2 2 21
1 2 2 2 24

(2 2 ) 2O O O A O D DA O D    . 

Значи, 2 2 2O D  . Понатаму ќе користиме дека 2O M AC  и дека DMA  е 

правоаголен, т.е. точките ,D M  и 2O  се колинеарни. Нека AM x . Од DMA  

имаме 24DM x  , а од 2MO A  следува 2
2 2MO x  . Значи,  

2 2
2 22 2 4 2O D DM MO x x       . 

Равенката 
2 22 2 4 2x x     има единствен корен 14

2
x  , па затоа 

14
2

AC  .  

Трет начин. Ќе ги користиме истите ознаки како при вториот начин на реша-

вање. Нека 1O MA   . Од рамностраниот 1O MA  имаме 
2

cos x  , па значи 

2

4
sin 1 x   , бидејќи 

2
(0, ) . Од друга страна, од косинусната теорема за 

1 2O O M  имаме 
2

2

1
2

2 2
cos( ) x

x

 


   , т.е. 

2

2

1

2 2
sin x

x




  . Така, ја добиваме 

равенката 
2 2

2

1
4

2 2
1x x

x




  , чие решение е 14

2
x  , па затоа 14

2
AC  .  
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1. Нека CH , CL  и CM  се соодветно висината, симетралата на аголот и тежиш-

ната линија повлечени од темето C  во ABC  (точките ,H L  и M  се на 

правата AB ). Односите на плоштините на HMC  и LMC  спрема плошти-

ната на ABC  се 1
4

 и 3

2
1 , соодветно. Определи ги аглите на ABC .  

Решение. Без ограничување на општоста мо-

жеме да претпоставиме дека BAC ABC . 

Тогаш точките , , ,A H L M  и B  на AB  се рас-

поредени според овој редослед (цртеж десно). 

Од 4 HMC ABCP P  следува 4HM AB , т.е. 

H  е средина на AM  и AC CM . Од 

3

2
(1 )LMC ABCP P   следува дека 3

22
1LM

AM
  , па затоа 3 1

3 3

AM LM

AM LM



 
 , т.е. 

1

3

AC AL

BC BL
  . Го изразуваме 

2
CH  на два начина, преку Питагоровата теорема 

за AHC  и BHC  и добиваме 
2 22 3

4 4
( ) 3 ( )ABABAC AC   , од каде добиваме 

2AB AC . Тогаш 2AB CM , што значи дека 90ACB  . Оттука и од 

3BC AC  заклучуваме дека 60BAC   и 30ABC  .  

Кога BAC ABC , аналогно се добива дека 90ACB  , 30BAC   и 

60ABC  .  

 

2. Определи ги сите полиноми со две променливи ( , )P x y  за кои равенството 

( , ) ( , ) ( , )P a b P c d P ac bd ad bc    е исполнето за секои реални броеви , , ,a b c d .  

Решение. Лема 1. Ако ( , )f x y  е полином од две променливи и ( , ) 0f x x   за 

секој реален број x , тогаш ( , ) ( ) ( , )f x y x y g x y  , каде ( , )g x y  е полином од 

две променливи.  

Доказ. Да го запишеме ( , )f x y  по степени на x , т.е.  

1
0 1 1( , ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n

n nf x y a y x a y x a y x a y
     , 

каде ( ), 0,1,...,ia y i n  се полиноми од y . Го бараме ( , )g x y  во облик  

1 2
0 1 2 1( , ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n

n ng x y b y x b y x b y x b y 
       

каде ( ), 0,1,..., 1ib y i n   се полиноми од y .  

Равенството ( , ) ( ) ( , )f x y x y g x y   е еквивалентно со  

0 0

1 0 1

( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

b y a y

b y yb y a y



 
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1 2 1

1

...................................,

( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

n n n

n n

b y yb y a y

yb y a y

  



 

 

 

Првите n  равенства еднозначно ги определуваат ( ), 0,1,..., 1ib y i n   и оста-

нува да докажеме дека и последното равенство е точно. Ако првото равенство 

го помножиме со 
ny , второто со 

1ny 
 итн. n тото со y  и ги собереме 

добиените равенства добиваме  

1
1 0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( , ) ( ) ( )n n

n n n nyb y a y y a y y a y y f y y a y a y
         , 

со што доказот е завршен. ■ 

Аналогно се докажува дека ако ( , )f x y  е полином од две променливи таков 

што ( , ) 0f x x   за секој реален број x , тогаш ( , ) ( ) ( , )f x y x y g x y  , каде 

( , )g x y  е полином од две променливи.  

Лема 2. Ако ( )f x  е полином од една променлива и ( ) ( ) ( )f x f y f xy  за секои 

реални броеви x  и y , тогаш ( ) 0f x   или ( ) mf x x  за некој ненегативен цел 

број m .  

Доказ. Од условот следува ( ) (0) (0)f x f f  за секој реален број x . Нека по-

линомот ( )f x  не е идентично еднаков на 0. Ако (0) 0f   добиваме ( ) 1f x   

за секој реален број x . Ако (0) 0f   имаме ( ) ( )mf x x g x , каде m  е при-

роден број и ( )g x  е полином за кој (0) 0g  . Тогаш од условот следува дека 

( ) ( ) ( )g x g y g xy  за секои реални броеви x  и y  и како погоре заклучувамне 

дека ( ) 1g x  . Според тоа, ( ) , 0mf x x m  , со што доказот е завршен. ■ 

Да го разгледаме полиномот ( ) ( ,0)Q x P x . Од условот на задачата следува 

( ,0) ( ,0) ( ,0)P x P y P xy , т.е. дека ( ) ( ) ( )Q x Q y Q xy  за секои реални броеви x  

и y . Согласно со лема 2 можни се следниве случаи:  

1) Нека ( ) 0Q x   за секој x . Тогаш 0 ( ) ( , ) ( ,0) ( , ) ( , )Q t P x y P t P x y P tx ty    за 

секои , ,t x y , па затоа за 1t   добиваме ( , ) 0P x y   за секои реални броеви 

x  и y .  

2) Нека ( ) mQ x x  за некој цел ненегативен број m . Имаме  

( , ) (1,1) ( , ) ( ,0) (1,1)

( ) (1,1) ( ) (1,1)m

P x y P P x y x y P x y P

Q x y P x y P

    

   
 

и аналогно ( , ) (1, 1) ( ) (1, 1)mP x y P x y P    .  

Одделно ќе ги разгледаме четирите можности за анулирање на (1,1)P  и 

(1, 1)P  . Имаме:  
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2.1. Ако (1,1) 0P   и (1, 1) 0P   , добиваме ( , ) ( ) ( )m mP x y x y x y    , 

што е можно само за 0m  . Според тоа, ( , ) 1P x y   за секои реални 

броеви x  и y .  

2.2. Ако (1,1) 0P   и (1, 1) 0P   , добиваме ( , ) ( )mP x y x y  , за секои ре-

ални броеви x  и y . 

2.3. Ако (1,1) 0P   и (1, 1) 0P   , добиваме ( , ) ( )mP x y x y  , за секои ре-

ални броеви x  и y . 

2.4. Ако (1,1) 0P   и (1, 1) 0P   , добиваме  

0 (1,1) ( , ) ( , )P P x y P x y x y    , 

т.е. ( , ) 0P x x   за секој x . Аналогно ( , ) 0P x x   за секој x . Сега од 

лема 1 следува дека  

( , ) ( ) ( ) ( , )k nP x y x y x y R x y   , 

каде ( , )R x y  е полином од две променливи за кој важи (1,1) 0R   и 

(1, 1) 0R   . Но, од условот на задачата следува дека  

( , ) ( , ) ( ) ( )R a b R c d R ac bd R ad bc   , 

за секои реални броеви , , ,a b c d . Оттука и од претходните разгле-

дувања следува дека ( , ) 1R x y  , т.е.  

( , ) ( ) ( )k nP x y x y x y   , за секои ,x y . 

 

3. Докажи, дека секој тетраедар 1 2 3 4A A A A  може да биде поставен меѓу две 

паралелни рамнини, кои се на растојание d  и бројот d  го задоволува нера-

венството 
2 3

p
d  , каде  

2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4p A A A A A A A A A A A A      . 

Решение. Ќе ја користиме следнава теорема на Ојлер.  

Теорема. Квадратот на растојанието меѓу 

средините на два спротивни раба на тетра-

едарот е четири пати помал од збирот на 

квадратите на должините на рабовите кои 

не ги содржат тие средини, намален за зби-

рот на квадратите на должините на рабо-

вите кои ги содржат тие средини.  

Доказ. Нека , ,a b c  се растојанијата меѓу 

средините на 1 2A A  и 3 4A A , 1 3A A  и 2 4A A , 

1 4A A  и 2 3A A , соодветно. Теоремата ќе ја докажеме за a . Нека M  е средината 
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на 1 2A A  и N  е средината 3 4A A . Од формулите за тежишните линии 

3 4, ,MN A M A M  соодветно за триаголнисите 3 4MA A , 1 2 3A A A , 1 2 4A A A  следува  

2 2 22 1
3 4 3 44

2 2 2 2 2 2 21 1 1
1 3 2 3 1 2 1 4 2 4 1 2 3 44 2 4

2 2 2 2 2 21
1 3 2 3 1 4 2 4 1 2 3 44

(2 2 )

( (2 2 ) (2 2 ) )

( ),

a A M A M A A

A A A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

  

      

     

 

што и требаше да се докаже. ■ 

Од теоремата на Ојлер следува 
2 2 24( )a b c p   . Без ограничување на 

општоста можеме да сметаме дека min{ , , }a a b c . Тогаш 
212p a , т.е. 

2 3

p
a  .  

Нека   е рамнината која го содржи работ 1 2A A  и е паралелна на работ 3 4A A  и 

  е рамнината која го содржи работ 3 4A A  и е паралелна на работ 1 2A A . Јасно, 

||   и тетраедарот се наоѓа меѓу овие две рамнини. Освен тоа растојанието 

меѓу   и   не е поголемо од 
2 3

p
a  .  

 

4. Определи ги сите парови 1( , )n na a   од последователни чкенови на низата 

2 49,n
na    1,2,...n   за кои 1,n na pq a rs  , каде , , ,p q r s  се прости бро-

еви такви што ,p q r s   и q p s r   .  

Решение. Да означиме 0q p s r x     .Тогаш  

( )na p p x   и 1 ( )na r r x    

и од 1n na a   следува дека r p . Од друга страна 1 2 49n na a    , т.е. 

1 2n na a  , што значи ( ) 2 ( )r r x p p x   . Според тоа,  

2 ( ) ( ) ( )p p x r r x r p x     , 

па затоа 2p r .  

Бидејќи 2 49n
na    е делив со 3 ако и само ако n  е непарен број, од 

min{ , , , }p q r s p  следува дека 3p  . Оттука и од 2p r  следува дека 5r  . 

Тогаш од 1 2 49n na a    наоѓаме 56x   и конечно  

7
7 3 59 2 49a      и 

8
8 5 61 2 49a     . 

Според тоа, единствено решение е подредениот пар 7 8( , )a a .  
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1. Нека 1 2, ,..., kd d d  се сите делители на природниот број n , каде  

1 21 ... kd d d n     . 

Определи ги сите природни броеви, за кои 4k   и  

2 2 2 2
1 2 3 4d d d d n    . 

Решение. Ако n  е непарен број, тогаш и неговите делители се непарни бро-

еви, од каде следува дека 
2 2 2 2
1 2 3 4d d d d n     е парен број, што е противреч-

ност. Според тоа, n  е парен број, 1 21, 2d d   и 
2 2
3 45n d d   . Тогаш, само 

еден од броевите 3d  и 4d  е парен. Одделно ќе ги разгледаме двата случаја.  

1) Нека 3d  е парен, т.е. 3 2 , 1d a a  . Тогаш a  е делител на n  кој е поголем 

од 1d  и е помал од 3d , па затоа 2 2a d   и 3 4d  . Според тоа, 

2
421n d  , што не е можно бидејќи n  е делив со 4, a 

2
4 0d   или 1(mod4)  

и 21 1(mod4) .  

2) Нека 4d  е парен, т.е. 4 2 , 1d a a  . Ако 2a  , добиваме 4 4d   и од 

2 3 42 4d d d     следува 3 3d  . Тогаш 30n  , кој не е делив со 4 и 

значи не е решение на задачата. Според тоа, a  е делител на n  кој е 

поголем од 2 2d   и помал од 4d , т.е. 3a d . Значи, 
2
35(1 )n d  . Од 

3 |d n  и 
2

3 3NZD( ,1 ) 1d d   заклучуваме дека 3 | 5d , и како 3 1d   следува 

3 5d  . Тогаш 130n   и тоа е единственото решение на задачата.  

 

2. Нека 
1

1 1 0 1 1 0... 10 10 ... 10n n
n n n na a a a a a a a

       е декаден запис на прост 

број, каде 1n   и 1na  . Докажи дека полиномот  

1
1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a
      

е неразложлив, т.е. не може да се претстави како производ на два полиноми со 

позитивни степени и целобројни коефициенти.  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Ако a  е комплексен корен на полином со реални коефициенти  

1
0 1 1( ) ...n n

n nf x a x a x a x a
     , 

тогаш | | 1a m  , каде  

max{| | : 0 1}k

n

a

a
m k n    . 

Доказ. Ако | | 1a m  , тогаш последователно добиваме   
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1 2 0

2

1 2 0

2

2

2

1
1

1 1 1
1 ( 1) ( 1)

1

1

0 | ( ) | | | |1 ... |

| | (1 | | | | ... | |)

| | (1 | | | | ... | |)

| | [1 ( ... )]

| | [1 ( 1 )] 0,

n n

n
n n n

n n

n
n n n

n

n

m

a a an
n a a a a a a

a a an
n a a a a a a

n m m m
n a a a

n
n m m m

n
n

f a a a

a a

a a

a a m

a a m

 

 



  



      

    

    

    

    

 

што е противречност. Според тоа, | | 1a m  . ■ 

Нека претпоставиме дека ( ) ( ) ( )P x f x g x , каде ( )f x  и ( )g x  се полиноми со 

позитивни степени и целобројни коефициенти. Нека корените на ( )f x  се 

1 2, ,..., kx x x . Тогаш 1 2, ,..., kx x x  се корени на ( )P x  и согласно со докажаната 

лема модулите им се помали од 9
2

1 9  . Според тоа, ако b  е коефициентот 

пред највисокиот степен на ( )f x , тогаш  

1 1

| (10) | | | | (10 ) | | | (10 | |) 1
k k

i i
i i

f b x b x
 

        

и аналогно | (10) | 1g  . Значи, (10) (10) (10)P f g  не е прост број, што про-

тивречи на условот на задачата.  

 

3. Нека BAC  е триаголник со тежиште G  и нека l  е права која ги сече страните 

AB  и AC  соодветно во точките 1B  и 1C  така што A  и G  лежат во иста 

полурамнина во однос на l . Докажи дека  

1 1 1 1

4
9BB GC CC GB ABCP P P  . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Заради пократко запишување да 

означиме 
1 1 0, ,ABC AB CP P P P 

1 1AB GP P  

и 
1 2AC GP P . Од условот на задачата сле-

дува, т.е. бидејќи A  и G  лежат од иста 

страна на правата l , важи 0 1 2P P P  . 

Имаме  

1 1 1 1 2BB GC ABCP P P P    и 

1 1 1 1 2CC GB ACBP P P P   . 

Од 
1 1

: 2 :1 :ABG AMG BGC MGCP P P P   следува дека 
1 23ABCP P . Аналогно се 

докажува дека 
1 13ACBP P . Тогаш  
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1 1 1 1 1 11 2 1 2 1 2BB GC CC GB ABC ACBP P P P P P P P P P         . 

Останува да докажеме дека 4
1 2 9

PP P  . Имаме  

1 1
1 3 3

AB CP P AB

AB
P


   и 1

2 3

P AC

AC
P


 . 

Тогаш од горните равенства, неравенството меѓу аритметичката и геометри-

ската средина за 1AB

AB
 и 1AC

AC
 и од равенствата  

1 1 sin
0 2

AB AC ABC
P


  и sin

2
AB AC ABCP   

следува:  

01 1 1 12 2 2
1 2 1 23 3 3 3

( ) ( )
PAB AC AB ACP P P
PAB AC AB AC

P P P P P        , 

од каде што следува саканото неравенство. Знак за равенство важи ако и само 

ако 1 1AB AC

AB AC
  и 0 1 2P P P  , т.е. ако и само ако правата l  минува низ G  и е 

паралелна со BC .  

 

4. Нека F  е множество, чии елементи се подмножества на множеството 

{1,2,..., }n  и кои ги имаат следниве својства:  

1) Ако AF , тогаш | | 3A  .  

2) Ако ,A BF  и A B , тогаш | | 1A B  .  

Нека ( )f n  е максималната вредност на | |F  за сите такви множества F . 

Докажи дека за 3n   важи  

2 24
6 6

( )n n n nf n   . 

Решение. Нека F  е произволна фамилија од триелементни подмножества на 

множеството {1,2,..., }n  која ги има саканите својства. Секој AF  има 
3
2( ) 3  

двоелементни подмножества, при што заради 2) за ,A BF , A B  не е можно 

да содржат едно исто двоелементно подмножество, што значи дека различните 

A  и B  генерираат различни двоелементни подмножества. Тоа значи, дека 

множествата од F  заедно содржат 3 | |F  различни двоелементни подмно-

жества на {1,2,..., }n . Според тоа, 
( 1)

2 2
3 | | ( )

n nn 
 F , т.е. 

2

6
( ) n nf n  .  

За левото неравенство е потребна конкретна конструкција на множество со 

најмалку 
2 4
6

n n  елементи за кои се исполнети условите 1) и 2). Нека 0F  е мно-

жеството од оние триелементни подмножества { , , }a b c  на {1,2,..., }n  за кои ва-

жи a b c n    или 2a b c n   . Секои две такви множества имаат најмногу 

еден заеднички елемент. Навистина, нека 1 { ,2 }a b c n n    и 2 { ,2 }a b c n n   . 
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Ако 1 2c c , тогаш 1 2| | 2c c n n n    , што не е можно бидејќи 1 2,c c 

{1,2,..., }n . Значи, за множеството 0F  се исполнети условите 1) и 2), па затоа 

0( ) | |f n  F . Останува оддолу да го оцениме 0F . Нека 0, ,a b cF . За бројот a  

имаме n  можности, а при фиксирано a  за b  имаме најмалку 4n  можности 

(единствени ограничувања за b  се 1 b n  , b a , 
2

n ab  , 2
2

n ab  , 

2b n a  ). Всушност бираме подредени тројки ( , , )a b c  за кои 0{ , , }a b c F . 

Но, тројката ( , , )a b c  има 3! 6  пермутации и затоа секој елемент на 0F  се 

брои шест пати. Според тоа, 06 | | ( 4)n n F , од каде следува дека 

2 4
0 6

( ) | | n nf n  F .   
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1. Нека 1 21, 3a a   и 2 1( 3) ( 2)n n na n a n a     , за секој 1,2,...n  . Определи 

ги сите броеви n  за кои na  е делив со 11.  

Решение. Прв начин. Од рекурентната врска следува дека ако два последо-

вателни члена на низата се деливи со 11, тогаш сите следни членови се деливи 

со 11. Со непосредна проверка се добива дека 10a  и 11a  се деливи со 11, а меѓу 

членовите 1 2 9, ,...,a a a  само 4a  и 8a  се деливи со 11. Според тоа, na  е делив со 

11 за 4, 8n n   и 10n  .  

Втор начин. Ставаме 1n n nb a a  , за 1,2,...n  . Тогаш рекурзијата можеме 

да ја запишеме во видот 1 ( 2)n nb n b   , за 1,2,3,...n  . Бидејќи 2 1 2a a  , со 

индукција лесно се докажува дека ( 1)!nb n  , за 1,2,3,...n  . Значи,  

1 1 1

1 1
1 1 1

( 1)! ( ) 1
n n n

i i i n n
i i i

i b a a a a a
  


  

          . 

Затоа 
1

!
n

n
i

a i


  . Јасно, ако 11n  , бројот !n  е делив со 11, така што ако 

11,12,...n   имаме 10(mod11)na a . Понатаму, ако ги земеме предвид 

остатоците на броевите 1!,2!,...,10! по модул 11, добиваме: 

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

1(mod11), 3(mod11), 9(mod11), 0(mod11), 10(mod11),

4(mod11), 6(mod11), 0(mod11), 1(mod11), 0(mod11).

a a a a a

a a a a a

    

    
 

Од досега изнесеното следува дека na  е делив со 11 за 4, 8n n   и 10n  .  

 

2. Нека ( )p x  е полином дефиниран со равенството  

2 2 2 3 2
0 1 2 2( ) ... (1 2 3 ... )n n

nP x a a x a x a x x x x nx           . 

Докажи, дека  

2( 1)(5 5 2)
1 2 2 24

...
n n n n

n n na a a
  

     . 

Решение. Ќе ги искористиме познатите равенства  

( 1)
1 2

1

n
n n

k

S k




  , 
( 1)(2 1)2

2 6
1

n
n n n

k

S k
 



   и 
2 2( 1)3

3 4
1

n
n n

k

S k




  . 

Тогаш 
2

2
1

0

(1)
n

i
i

P a S


  . Од друга страна, од принципот на споредување на 

коефициентите, следува дека за секој фиксиран {0,1,2,..., }k n  важи  

2 3( 1) ( 1)(2 1)2

2 6 6
0 0 0

( )
k k k

k k k k k k k
k

i i i

a i k i k i i
   

  

         . 

Според тоа,  
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23
1 1

0 1 6 6
0

...
n

S Sk k
n

k

a a a




      

и за бараниот збир добиваме  

2
1 1

2 2
1 1

2
1 2 2 1 6

0

5 ( 1)(5 5 2)

6 24

... (1)

.

n
S S

n n n k
k

S S n n n n

a a a P a S


 


   

      

 


 

 

3. Нека ABC  е остроаголен триаголник кој не е рамнострам. Нека 1 1 1, ,A B C  се 

подножјата на висините повлечени соодветно од темињата , ,A B C  и нека 

2 2 2, ,A B C  се допирните точки на впишаната кружница во 1 1 1A B C  со неговите 

страни. Докажи дека Ојлеровите прави на ABC  и 2 2 2A B C  се совпаѓаат.  

Забелешка. Ојлеровата права на даден триаголник е правата определена од 

ортоцентарот и центарот на опишаната кружница околу триаголникот.  

Решение. Ќе го користиме фактот дека 

висините на ABC  се симетрали на аглите 

на 1 1 1A B C (Докажи!). Според тоа, ортоцен-

тарот H  на ABC  е центар на впишаната 

кружница k  во 1 1 1A B C , која истовремено 

е опишана кружница околу 2 2 2A B C . Зна-

чи, Ојлеровите прави l  и 2l  соодветни на 

ABC  и 2 2 2A B C  имаат заедничка точка 

H . Од рамнокракиот 2 2 1B C A  следува 

дека 1 2 2AA B C , па затоа 2 2 ||B C BC . Аналогно се докажува дека 2 2 ||A B AB  

и 2 2 ||A C AC . Според тоа, ABC  и 2 2 2A B C  се слични, па затоа постои хомо-

тетија h  која ABC  го пресликува во 2 2 2A B C . Но, тоа значи дека 2( )h l l , 

од каде следува 2||l l . Но, правите l  и 2l  имаат заедничка точка H , па затоа 

тие се совпаѓаат.  

 

4. Определи го минималниот број елементи на конечното множество A  за кое 

постои функција :f A  со следново својство: ( ) ( )f i f j  секогаш кога 

| |i j  е прост број.   

Решение. Нека функцијата :f A  го има саканото својство. Да ги разгле-

даме броевите 1, 3, 6 и 8. Разликата меѓу секои два од овие броеви е прост број. 

Тогаш (1), (3), (6), (8)f f f f  се различни елементи од A , па затоа A  има барем 

4 елементи.  
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Ќе докажеме дека минималниот број елементи на A  е четири, така што ќе 

конструираме функција :f A  со разгледуваното својство, за која A  има 

четири елементи. Нека {0,1,2,3}A   и за секој n  нека ( )f n  е остатокот од 

делењето на n  со 4. Очигледно f  е добро дефинирана, бидејќи ( )f n 

{0,1,2,3}  за секој n . Нека ,i j  и | |i j  е прост број. Ако допуштиме 

( ) ( )f i f j , од дефиницијата на f  следува дека (mod4)i j . Но, во тој случај 

| |i j  е делив со 4, т.е. | |i j  е сложен број, што е противречност. Според 

тоа, минималниот број елементи на A  е 4.  
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1. Нека M  е точка на лакот AB  од опишаната кружница околу остроаголен 

ABC , кој не ја содржи точката C . Нормалата повлечена од M  на радиусот 

OA  ( O  е центар на опишаната кружница околу ABC ) ги сече страните AB  

и AC  соодветно во точките K  и L , а нормалата повлечена од M  на 

радиусот OB  ги сече страните AB  и BC  соодветно во точките N  и P . 

Изрази го MLP  со помош на аглите на триаголникот, ако е дадено, дека 

KL MN .   

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за аглите на ABC . Имаме:  

1
2

90 90 (180 ) .MKN AKL OAB AOB         

Аналогно, MNK   , т.е. MNK  е рамнокрак и од условот добиваме, дека 

MK MN KL  . Од друга страна ~ALK ABC  (аглите им се   е заедниччки 

агол и AKL   ). Оттука  следува BC

AC
KL AK  . Понатаму, нека R  е пресеч-

ната точка на MK  со кружницата. Бидејќи AO MR , добиваме AM AR . 

Освен тоа, ~AKR MKB , т.е.  

AM

BM
AK MK  . 

Добиваме  

BCAM

BM AC
KL MK   . 

Аналогно,  

ACBM

AM BC
NP MN   . 

Бидејќи KL MN , важи BCAM

BM AC
MN MK    

и значи  

BC ACAM BM

BM AC AM BC
NP MK MK      . 

Според тоа, NP MN , а претходно видовме дека MK KL . Значи, NK  е 

средна линија во MLP , па затоа MLP MKN   .  

 

2. Докажи, дека постојат бесконечно многу триаголници T  кои не се складни и 

за кои:  

а) должините на страните , ,a b c  на T  се заемно прости природни броеви, т.е. 

најголемиот заеднички делител на , ,a b c  е 1,  

б) плоштината на T  е природен број,  

в) должините на висините на T  не се природни броеви.  

Решение. Триаголниците со страни  
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2 4 2 24 1, 4 1, 4 ( 1)a n b n c n n      , 

каде 2n   е природен број, ги имаат саканите својства. Доказот непосредно 

следува од равенствата 
4 24 , 4 , 1s a n s b n s c       и Хероновата формула  

( )( )( )P s s a s b s c    . 

Триаголниците со страни  

2 2 2 2 4 2( 1) ( 1), ( 2), 2 2 1a n n b n n n c n n         , 

каде 5n   е непарен природен број ги имаат саканите својства. Докажи!   

 

3. Правилен шестаголник со плоштина H  е впишан во конвексен многуаголник 

со плоштина P . Докажи дека 3
2
HP  . Кога важи знак за равенство?  

Решение. Прв начин. Нека правилниот шестаголник е 1 2 3 4 5 6A A A A A A  и должи-

ната на неговата страна е a . Да конструираме шест рамнострани триаголници 

1i i iA A B , 1,2,3,4,5,6i  , каде 7 1A A , надворешни за  шестаголникот. Тогаш 

за секој 1,2,3,4,5,6i   постои права il  која минува низ iA , но не содржи 

внатрешни точки ниту на шестаголникот, нуту на опишаниот многуаголник. 

Со iM , 1,2,3,4,5,6i   да ја означиме пресечната точка на il  и 1il  , соодветно. 

Тогаш опишаниот многуаголник се содржи во многуаголникот 1 2 3 4M M M M

5 6M M .  

Точката iM  е внатрешна за 1i i iA A B , па затоа 1 60i i i iM A A    . Имаме  

2
1

1
1

2

1

2

sin sin(60 )

2sin( 60 )

2(ctg ctg(60 ))

18
(tg tg(60 )),

i i

i i i
i i

i i

a
A A M

a

a
i i

P 






 

  

  







   

 

при што знак за равенство важи ако и само ако 160i i   . (Тука го 

искористивме неравенството 1 1( )( ) 4, 0, 0
x y

x y x y     .) Според тоа,  

1 2 6 1

2

2

6

...
1

6

18
1

6

8
1

(tg tg(60 ))

(tg tg(60 )).

i i iM M M A A M
i

a
i i

i

a
i i

i

P P H P

H

H









  

    

    







 

Но,  
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tg tg(60 )

1 tg tg(60 )
tg60 tg tg(60 )

 

  
    , за 0 60   , 

па затоа  
22 3 3 3

8 4 2
6tg60 aa HP H H      , 

со што е неравенството е докажано.  

Втор начин. Нека правилниот шестаголник е 

1 2 3 4 5 6A A A A A A . Со , , , , ,M N T Q R S  ги означу-

ваме пресечните точки на правите 1 6A A  и 

2 3A A , 1 2A A  и 3 4A A , 2 3A A  и 4 5A A , 3 4A A  и 

5 6A A , 4 5A A  и 6 1A A , 5 6A A  и 1 2A A , соодвет-

но. Ќе докажеме дека многуаголникот со 

плоштина P , кој исто така ќе го означуваме 

со P , е впишан во ѕвездата 1 2 3 4A MA NA TA Q

5 6A RA S .  

Да претпоставиме дека X  е од P  и нека X  

не е во ѕвездата, на пример X  е во внатреш-

носта на 5QA R  (цртеж десно). Од конвексноста на P  следува дека отсечките 

4 6 4 6, ,XA XA A A  се во P , па значи 6 4A A X P . Но, тогаш 5A  е внатрешна 

точка за 6 4A A X , а тоа противречи на условот дека 1 2 3 4 5 6A A A A A A  е впишан 

во P  ( 5A  треба да лежи на страна на P ).  

Понатаму, можеме да сметаме дека во секој од 

триаголниците 1 2A A M , 2 3A A N , 3 4A A T , 4 5A A Q , 

5 6A A R  и 6 1A A S  е содржи најмногу по едно теме 

од P . Во спротивно, ако на пример темињата 1X  

и 2X  се во 1 2A A M , тогаш 1X  и 2X  може да се 

заменат со пресечната точка Y  на 1 1A X  и 2 2A X  

при што новодобиениот многуаголник ќе има поголема плоштина од P  (цртеж 

десно). Нека 1X  и 2X  се две последователни темиња на P  кои се соодветно 

во триаголниците 1 2A A M  и 2 3A A N . Да разгледаме црнтрална симетрија со 

центар во 2A  и нека таa симетрија ја пресликува 1X  во 
'
1X . Бидејќи сликата 

на 1A  е N  и P  е конвексен, следува дека триаголниците 2 3 2A A X  и 
'

2 1A NX  

немаат заеднички внатрешни точки. Оттука следува дека  

'
2 3 2 2 32 1

A A X A A NA NX
P P P  , 

па значи  

2 3 2 2 2 3

1
6A A X A NX A A NP P P H   . 
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Ако ги повоториме истите размислувања за останатиоте темиња на P  

добиваме  

31
6 2

3P H H H    . 

Равенство се достигнува само кога  

'
2 3 2 2 32 1

A A X A A NA NX
P P P  , 

а тоа е можно кога во еден од триаголниците 1 2A A M  и 2 3A A N  нема теме од 

P , а кога тоа теме го има истото се совпаѓа со M  или N . Според тоа, 

равенство се достигнува ако и само ако P  е еден од триаголниците TRM  или 

SNQ .  

 

4. Докажи дека не постои бикеција :{1,2,..., ,...} {0,1,2,..., ,...}f n n  таква што  

( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( )f mn f m f n f m f n   , за секои ,m n . 

Решение. Нека претпоставиме дека постои функција ( )f x  со саканите свој-

ства и да ја разгледаме функцијата ( ) 3 ( ) 1g x f x  . Лесно се проверува дека 

g  е инјекција и ( ) ( ) ( )g mn g m g n , за секои ,m n . Да забележиме дека 

( )g x  не е сурјекција, т.е. за секој {0,1,2,...}y  не постои {1,2,...}x  таков 

што ( )g x y . Имено, g  го пресликува множеството {1,2,...}  во множеството 

природни броеви од видот 3 1n , каде {1,2,...}n .  

Освен тоа важи 
2 2(1) (1 ) (1) 1g g g   , па затоа важи (1) 1g  .   

Нека ,p q  и r  се природни броеви за кои ( ) 4, ( ) 10g p g q   и ( ) 25g r  . Би-

дејќи ниту еден од броевите 4, 10 и 25 не може да се запише како производ на 

два броја од множеството {4,7,10,...} , заклучуваме дека ,p q  и r  се различни 

прости броеви. Но,  

2 2 2 24 25 10 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g p g r g q g pr g q pr q        , 

што не е можно за различни прости броеви.  

Конечно, од добиената противречност следува дека не постои функција со са-

каните својства.  
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БМО 1992  

 

1. Нека ,m n  и  

4 43 6 3 4 5 3( , )
n n

A m n m m m m     . 

Определи ги сите природни броеви n  за кои ( , )A m n  е делив со 1992 за секој 

m .  

Решение. Лема. Нека a  и b  се заемно прости броеви и s  е најмалиот при-

роден број таков што 1(mod )sa b . Ако n  е природен број таков што 

1(mod )na b , тогаш |s n . Бројот s  го нарекуваме степенов показател на a  

по модул b .  

Доказ. Нека ,q r  се такви што n sq r  , 0 r s  . Тогаш  

1 ( ) (mod )n qs r s q ra a a a b   , 

па од монималноста на s  следува 0r  , т.е. |s n . ■ 

Да забележиме дека 31992 2 3 83    и  

43 2 3 1( , ) ( 1)( 1)
n

A m n m m m    . 

Лесно се докажува дека 24 е делител на ( , )A m n . Имено, 
2( 1)m m   е производ 

на три последователни броеви, па затоа 
23 | ( 1)m m  , што значи 3 | ( , )A m n . 

Ако m  е парен број, тогаш 
3 32 | m , т.е. 

32 | ( , )A m n . Ако m  е непарен број, 

тогаш 
2 1m   е производ на два последователни парни броеви, едниот од кои е 

делив со 4, па затоа 
32 | ( , )A m n . Броевите 2, 3 и 83 се заемно прости и значи 

1992 | ( , )A m n  ако и само ако 83 | ( , )A m n . Нека n  е таков што 83 | ( , )A m n  за 

секој m . Во случајов имаме 
43 183 | (2, ) 2 1
n

A n   . Ако s  е степенов 

показател на 2 по модул 83, тогаш од лемата следува дека 
4| 3 1ns  . Да го 

определиме s . Бидејќи NZD(2,83) 1  од малата теорема на Ферма следува 

822 1(mod83) , па значи | 82s , т.е. {1,2,41,82}s . Но, 
12 1(mod83) , 

22 1(mod83)  и 
41 4 4 4 42 1024 2 28 2 784 2 37 2 82(mod83)         , однос-

но 
412 1(mod83) . Според тоа, 82s  , па значи 

482 | 3 1n  . Од друга страна 

43 81n n  и 81 1(mod82)  , па затоа 
482 | 3 1n   само ако n  е непарен број. ќе 

докажеме дека последното е доволно, т.е. дека за секој непарен број важи 

83 | ( , )A m n . За 1m   имаме 83 | 0 (1, )A n  и уште можеме да сметаме дека 83 

не е делител на m . Но, 83 е прост број  и затоа NZD( ,83) 1m  . Повторно од 
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малата теорема на Ферма следува дека 
82 1(mod83)m  . Сега, бидејќи n  е не-

парен број добиваме  

4 1 23 1 81 1 82(81 81 ... 1) 82n n n n K         , K  . 

Значи,  
43 1 82 82( ) 1 1(mod83)
n K K Km m m     .  

 

2. Докажи дека за секој природен број n  е исполнето неравенството  

2 2(2 3 1) 6 ( !)n nn n n   . 

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина сле-

дува за броевите 2 2 21 ,2 ,...,n  следува дека  

2 2 2 2 21 2 3 ... ( !)nn
n

n     .        (1) 

Од друга страна, ако го искористиме познатото равенство  

( 1)(2 1)2 2 2

6
1 2 ...

n n n
n

 
    , 

и замениме во (1) добиваме  

( 1)(2 1) 2

6
( !)

n n n n
 

 . 

Но 
2( 1)(2 1) 2 3 1n n n n     , па ако последното неравенство го степенуваме 

на n  степен добиваме  

2 2(2 3 1) 6 ( !)n nn n n   . 

 

3. Даден е ABC  и точки , ,D E F  соодветно на неговите страни , ,BC CA AB , 

различни од темињата на триаголникот. Докажи дека ако четириаголникот 

AFDE  е тетивен, тогаш  
2

2

4 DEF

ABC

P EF
P

AD
 . 

Решение. Прв начин. Последователно имаме  

sin sin

sin sin

( )

2 ,

ABC ABD ACD ACDABD

DEF DEF DEF DEF

P P P PP

P P P P

AB AD FAD AC AD EAD

ED EF DEF DF EF DFE

AC AD ACAB AD AD AB

ED EF DF EF EF DE DF

ACAD AB

EF DE DF



 

 



 

  

 

   

 

 

при што искористивме дека  

FAD DEF  и EAD DFE , 

бидејќи четириаголникот AFDE  е тетивен. 

Од друга страна 180BAC EDF  , па 
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затоа sin sinBAC EDF , од што слеува   

sin

sin

ABC

DEF

P AB AC BAC AB AC
P DE DF EDF DE DF

 

 
  . 

Според тоа,  

2 ,ABC ABC

DEF DEF

P PAD
P PEF

  

и со квадрирање на последното неравенство го добиваме бараното нера-

венство. Јасно, знак за равенство важи ако и само ако точката D  е средина на 

BC .  

Втор начин. Лема. Ако D  е точка во внатрешноста на даден BAC , тогаш 

меѓу сите прави кои минуваат низ D  и ги сечат краците на аголот, триаголник 

со минимална плоштина отсекува правата од која краците на аголот отсекуваат 

отсечка чија средина е D .  

Доказ. Нека  || ( )DM AC M AB , ||DN AB  

( )N AC  и 0 0 ||B C MN  0 0( , )B AB C AC  . 

Од конструкцијата следува дека D  е сре-

дина на 0 0B C . Сега ќе докажеме дека  

0 0B C A ABCP P . 

Нека за определност земеме дека B  е меѓу 

A  и 0B . Бидејќи D  е внатрешна точка за 

BAC , па затоа 0C  е меѓу A  и C  (цртеж 

десно). Затоа ако искористиме дека 0 0DC DB MN   добиваме   

0 0 0 0

1
0 0 02

1
02

( )sin

( ) sin .

ABC B C A DCC DBBP P P P

DC DC DB DB BDB

DC DB MN BDB

  

   

 

 

Од друга страна, од теоремата на Талес следува  

0 1
NCDC NC

DB NA NA
   , 

па затоа DC DB , односно 
0 0ABC B C AP P . ■ 

Од лемата следува дека доволно е да се раз-

гледа парцијалниот случај кога D  е средина 

на BC . Ќе докажеме дека во тој случај не-

равенството од условот преминува во ра-

венство. Нека M  и N  соодветно се среди-

ните на AB  и AC  (цртеж десно). Имаме  

1
2

4 DEF DEF DEF

ABC ADNAMDN

P P P

P PP
  . 

Понатаму, четириаголникот AFDE  е тети-
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вен, па затоа  

DFE DAE  и DEF FAD . 

Но, FAD ADN  ( ||DN AB ), па затоа DEF ADN . Тогаш од  

2
sin sin

2sin(2 )
EF DFE DEF

DEF DFE DEF
P

 
  и 

2
sin sin

2sin(2 )
AD DAE ADN

ADN DAE ADN
P

 
  

следува 
2

2

DEF

ADN

P EF
P

AD
 , па затоа 

2

2

4 DEF

ABC

P EF
P

AD
 . 

 

4. За секој природен број 3n   определи го најмалиот природен број ( )f n  со 

следново својство: за секој избор на множество {1,2,..., }A n  со ( )f n  еле-

менти постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно прости.  

Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Нека m  е природен број и { , 1,..., 5}M m m m   . Тогаш секое петеле-

ментно подмножество на M  содржи три броја кои се по парови заемно про-

сти.  

Доказ. Постои непарен број a  таков што { , 2, 4}A a a a M    . Навистина, 

ако m  е непарен број, тогаш a m , а ако m  е парен број, тогаш 1a m  . 

Елементите на { , 2, 4}a a a   се по парови заемно прости. Барем еден од бро-

евите 1a   и 3a   не е делив со 3. Тој број да го означиме со b  и да го 

разгледаме множеството { , 2,B a a  4, }a b M  . Тогаш елементите на B  се 

по парови заемно прости, а секое петелементно подмножество на M  содржи 

три елементи од B . Со тоа доказот на лемата е завршен. ■ 

Да го разгледаме множеството {1,2,3,..., }X n  кое се состои од броевите 

деливи со 2 или со 3. Тогаш X  го нема саканото својство, бидејќи во секое 

триелементно подмножество на X  ќе има два броја со заеднички делител 2 

или 3. Според тоа, секое множество со саканото својство има најмалку | | 1X   

елемент, па затоа  

2 3 6
( ) [ ] [ ] [ ] 1n n nf n     . 

Со индукција ќе докажеме дека за секој избор на множество {1,2,..., }A n  со  

2 3 6
( ) [ ] [ ] [ ] 1n n ng n      

елементи постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно прости. Да забележиме 

дека ( 6) ( ) 4g n g n   .  

Случаите 3,4,5n   се тривијални, а за 6n   тврдењето следува од лемата. За 

7n   ја применуваме лемата кога 1,7 A , а во спротивен случај тројката 

{1,7, }x , каде 1,7x   е произволен елемент од A  е бараната тројка од условот 

на задачата. На сличен начин се разгледува и случајот 8n  .  
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Нека 9n   и ( ) ( )f k g k  за секој {3,4,..., 1}k n  . Нека A  е произволно 

подмножество од {1,2,..., }n  со ( )g n  елементи. Ако { 5, 4,..., }A n n n    

содржи барем пет елементи, тогаш тврдењето следува од лемата. Ако  

| { 5, 4,..., }| 4A n n n    , тогаш во A  се содржат најмалку ( ) 4 ( 6)g n g n    

елемент од {1,2,..., 6}n , а според индуктивната претпоставка меѓу нив 

постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно прости.  
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БМО 1993  

 

1. Нека , , , ,a b c d e  и f  се реални броеви такви што  

2 2 2 2 2 2

10

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 6.

a b c d e f

a b c d e f

     

           
 

Определи ја најголемата вредност која може да ја прими бројот f .  

Решение. Од условот на задачата следува  

10a b c d e f       и 
2 2 2 2 2 2 20a b c d e f      . 

Тогаш, од неравенството меѓу аритметичката и кавадратната средина следува  

2 2 2 2 2 2

5
10 5 5(20 )a b c d ef a b c d e f            , 

па затоа 2 2(10 ) 5(20 )f f   , т.е. 2 (3 10) 0f f   . Според тоа, бараната мак-

симална вредност на f  е 10
max 3

f   и се достигнува кога 4
3

a b c d e     .  

 

2. За природниот број чиј декаден запис е  

1
1 1 010 10 ... 10 , {0,1,2,...,9}N N

N N ia a a a a
      

ќе велиме дека е монотон ако 1 1 0...N Na a a a    . Определи го бројот на 

сите монотони броеви со најмногу 1993 цифри.  

Решение. Нека A  е множеството од сите монотони броеви со најмногу 1993 

цифри. Нека B  е множеството од сите низи со должина 1993 од видот  

0 1 2 9

00...011...122...2...99...9
a a a a

,        (1) 

каде 0 1 9... 1993a a a    , со барем еден ненулти елемент (не е задолжително 

сите цифри да се појавуваат). Тогаш меѓу множествата A  и B  постои биек-

ција, т.е. | | | |A B . Низите во B  заедно со низата од 1993 нули можат да бидат 

преброени на следниот начин: тие се еднакви на бројот на начините на кои 

можеме да поставиме девет прегради меѓу различните цифри, при што ако две 

прегради се соседни, тогаш соодветната цифра отсуствува. Овој број е еднаков 

на 
1993 10 1

10 1( ) 
 , што значи дека  

2002
9| | | | ( ) 1A B   . 

 

3. Кружниците 1C  и 2C  со центри соодветно 1O  и 2O  надворешно се допираат 

во точката T . Нека C  е кружница со центар O  таква што 1C  и 2C  се 

допираат внатрешно со C  соодветно во точките A  и B . Заедничката тангента 

на 1C  и 2C  во точката T  ја сече C  во точките K  и L . Ако D  е средината на 

отсечката KL , докажи дека 1 2O OO ADB .  
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Решение. Нека правите AT  и BT  по 

вторпат ја сечат кружницата C  соодветно 

во точките M  и N . Тогаш од рамнокра-

киот триаголник 1ATO  добиваме  

1 1O TA O AT , 

од рамнокракиот триаголник AMO  доби-

ваме  

OMA OAT , 

а точките 1,A O  и O  лежат на една права. 

Значи, 1O TA OMA , па затоа 1 2 ||O O

OM . Аналогно 1 2 ||O O ON , т.е. точките 

,O M  и N  лежат на една права. На истата 

права лежи и точката D , бидејќи KL 

1 2O O , па затоа дијаметарот MN  е норма-

лен на тетивата KL , а D  е средина на KL . Бидејќи MN  е дијаметар, важи 

90NBM NAM   , па затоа темињата на ABD  се подножјата на виси-

ните во MNP , каде P  е пресечната точка на NA  и MB . Тогаш  

NDA MDB MPN   

и затоа  

1 2 180

180 (180 2 ) (180 2 )

2( ) 180 180 2

180 .

O OO AOB AON BOM

ANM BMN

ANM BMN MPN

NDA MDB ADB

   

    

    

   

 

  

4. Нека p  е прост број и 2m   е природен број. Докажи дека равенката  

2 2
( )

p px y x y m 
  

во множеството природни броеви има решение ( , ) (1,1)x y   само ако m p .  

Решение. Јасно, ако m p , тогаш дадената равенка има бесконечно многу ре-

шенија од видот ( , ),x x x .  

Нека ( , )x y  е решение на равенката. Ако x y , тогаш p mx x , па затоа m p . 

Затоа во натамошните разгледувања ќе сметаме дека x y . Да забележиме 

дека од  

2 2 2
( ) ( )

p px y x y x ym p  
   

следува дека m p .  
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Нека NZD( , )x y d , x du  и y dv , каде NZD( , ) 1u v  . Заменуваме во ра-

венката и добиваме  

2
2 ( )p p m p mu vu v d    .        (1) 

Ако u  и v  се со различна парност, тогаш ( )mu v  е делител на p pu v , што 

не е можно, бидејќи ( ) ( )m p p pu v u v u v     . Според тоа, u  и v  се непар-

ни броеви. Нека 2au v t  , каде a  е природен број и t  е непарен број. Да 

забележиме дека NZD( , ) NZD( , ) 1t u t v  . За 2p   имаме 
2 2 2(mod4)u v  , 

а кога p  е непарен прост број имаме  

1 2 2 1
1 2

(2 )

2 [(2 ) ( )(2 ) ... 2 ( ) ],

p p a p

ppa a p a p a p p
p

u v t v v

t t t v tv pv   


   

    
 

каде 
1ppv 

 е непарен број, а сите собирци освен него во средната заграда се 

парни броеви. Според тоа, ако p  е непарен број, тогаш највисокиот степен на 

2 кој е делител на p pu v  е 2a , а ако 2p  , тогаш е 2. Но десната страна на 

(1) е делива барем со 1 ( 1)2 m a  . Затоа 1 ( 1)m a a   , а тоа е можно само за 

1a  . Добивме 2u v t  , каде t  е непарен број, при што очигледно 3t  . 

Сега равенката (1) го добива видот  

(2 ) 2p p m p mt v v d t   . 

За 2p   имаме 
2| 2t v , што не е можно бидејќи NZD( , ) 1t v  . Ако p  е непа-

рен прост број, добиваме  

1 1 2 2 1 1
1 22 ( )2 ... ( )4 2 2

ppp p p p p p m p m
pt t v tv pv d t      
     , 

од каде следува дека |t p , т.е. t p . Но, сега сите членови со исклучок на 

12 ppv 
 се деливи со 

2p , што не е можно.  

Според тоа, равенката нема решенија за кои x y , со што тврдењето е дока-

жано.  
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БМО 1994  

 

1. Дадени се остар агол XAY  и точка P  во неговата внатрешност. Конструирај 

права која минува низ точката P  и ги сече краците на аголот AX  и AY  

соодветно во точките B  и C  така што плоштината на ABC  е еднаква на 

плоштината на квадрат со страна AP .  

Решение. Прв начин. Анализа. Нека претпо-

ставиме дека ABC  е конструиран и нека 

точките D  и E  припаѓаат на AB  и се так-

ви што ||PD AC  и PE AB  (цртеж дес-

но). Да означиме  

, ,AP p AD d PE h    и BD x . 

Тогаш од условот следува дека ,p d  и h  се 

познати и треба да се најде x . Од ABC

~ DBP  следува дека  
2 2

2

( ) 2ABC

DBP

Pd x p

P xhx


  . 

Според тоа, x  е корен на квадратната равенка 
2 22 0x bx d   , каде 

2p dh

h
b


 .  

Конструкција. 1) Конструираме отсечка со должина 
2p

h
b d  .  

2) Конструираме отсечка 2MN b  и по-

лукружница k  со дијаметар MN  (цртеж 

десно).  

3) Во полурамнината на k  конструираме 

права ||l MN  која од MN  е на растојание 

d .  

4) Конструираме нормала ,ST MN T MN  .  

5) Отсечките MT  и NT  имаат должини еднакви на корените на равенката 

2 22 0x bx d   .  

Доказ. Од правоаголниот MNS  имаме 
2MN NT d   и 2MN NT b  .  

Дискусија. Задачата има две решенија ако d b , односно 
22dh p , точно 

едно решение ако d b , односно 
22dh p  и нема решение ако d b .  

Втор начин. Со SP  ја означуваме плоштината на многуаголникот P . Нека 

претпоставиме дека BC  е бараната права. Нека M  и N  се точки соодветно на 

краците Ax  и Ay  такви што ||PM Ay  и ||PN Ax . Од сличноста на триагол-

ниците BMP  и PNC  следува  
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PNBM

AN NC
 , т.е. BM AM

AN NC
 , 

па затоа  

(1 )AM

BM
AC AN NC AN    . 

Сега имаме  

2

( ) (1 )

2 .

ABC

AMN AMN

AM

BM

P AB ACAP
P P AM AN

AM BM AN

AM AN

BM AM

AM BM

k 



   



  



  

 

Значи, доволно е да се конструира отсечка BM  таква што  
2

AM

BM
BM d  , каде ( 2)d k AM  . 

Отсечка со должина d  се конструира едноставно: ако h  е висината од темето 

M  во триаголникот AMP , тогаш 2AP
h

k   и 
2( )AP h AM

h
d


 . Сега 

конструираме точка Z  на кружницата над дијаметар XY , на растојание 

еднакво на AM  од правата XY  (таа постои ако и само ако 2d AM ). Ако 'Z  

е подножјето на нормалата од Z  на XY , тогаш 
2

' 'AM XZ Z Y  , т.е. 
2

'
' ' 'AM

XZ
XZ XZ YZ d    , па можеме да земеме "BM XZ .  

Задачата има две решенија ако 2d AM , едно решение ако 2d AM  и нема 

решение ако 2d AM .  

 

2. Докажи, дека полиномот 
4 3 2( ) 1994 (1993 ) 11P x x x m x x m      , каде m  е 

цел број, има најмногу еден целоброен корен.  

Решение. Прв начин. Нека претпоставиме дека полиномот има барем два 

целобројни корени. Тогаш  

4 3 2 2 21994 (1993 ) 11 ( )( )x x m x x m x ax b x cx d           

каде a  и b  се цели броеви. Со споредување на коефициентите добиваме  

1994a c              (1) 

1993ac b d m            (2)  

11ad bc             (3)  

bd m .             (4)  

Од (1) следува дека c  е цел број, а тогаш од (2) следува дека и d  е цел број. 

Повторно од (1) следува дека a  и c  се со иста парност, а од (3) добиваме дека 

тие не може да се истовремено парни. Според тоа, a  и c  се непарни, па од (3) 

заклучуваме дека b  и d  се со различна парност. Сега од (4) следува дека m  е 
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парен број. Но, тоа значи дека левата страна на (2) е парна, а десната страна е 

непарна што е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека полиномот има најмногу 

еден целоброен корен.  

Втор начин. Нека претпоставиме дека x  е целобројна нула на дадениот 

полином. Тогаш  
4 3 2

2 2

21994 1993 11 1983 1992

1 1
1994 1992x x x x x

x x
m x x   

 
      . 

Според тоа, 2 1x   е делител на 1983 1992x , па затоа 2 1x   е делител на 

2 2 2 2 2 2 21983 1992 1983 ( 1) (1983 1992 )x x     . Тоа значи дека 2 1x   е дели-

тел на 2 2 21983 1992 3 877817   . Последното е можно само за 0x  , бидејќи 

кога 0x   имаме 2 21 | 3x   , а 877187 е прост број и не е од видот 2 1x  . Од 

претхопдно изнесеното следува дека дадениот полином може да има најмногу 

една целобројна нула.   

 

3. Нека 1 2( , ,..., )na a a  е пермутација на броевите 1,2,...,n , 2n  . Определи ја 

најголемата можна вредност на изразот  

1

1
1

| |
n

k k
k

a a





 . 

Решение. Прв начин. Да означиме  

1

1 1
1

| | | |
n

n k k
k

S a a a a





          (1) 

и на реалната оска да ги разгледаме точките 1 2, ,..., nA A A  со координати 

1 2, ,..., na a a , соодветно. Тогаш збирот S  е еднаков на должината на затворе-

ната искршена линија 1 2 1... nA A A A . Ќе ја оцениме оваа должина ако го разгле-

даме покривањето на интервалите од видот [ , 1]k k  , каде {1,2,..., 1}k n  .  

Ако 
2
nk  , интервалот [ , 1]k k   е покриен најмногу 2k  пати, бидејќи на рас-

полагање имаме најмногу k  леви краеви на покривните отсечки, а секоја точка 

е крајна за две отсечки. Аналогно при 
2
nk   интервалот [ , 1]k k   е покриен 

најмногу 2( )n k  пати. Според тоа, кога 2n m  имаме  

22[1 2 ... ( 1) ... 2 1] 2S m m m          , 

а кога 2 1n m   имаме  

2[1 2 ... ( 1) ... 2 1] 2 ( 1)S m m m m m            .  

Можеме да ги обединиме двете оценки со  

2 ( )S m n m  , каде 
2

[ ]nm  . 



БМО 1994 

  49  

Бидејќи 1| | 1na a   бараниот збир е помал или еднаков на 2 ( 1)m n m  .  

Не е тешко да се провери дека пермутацијата зададена со 2ka k  и 

2 1ka n m k    , за 1,2,...,k m , 1na m  , ако n  е непарен број, дава збир 

2 ( ) 1m n m  . Според тоа, бараната најголема вредност е 
2 2

[ ]( [ ]) 1n nn  .  

Втор начин. Да означиме 1
1

| |
n

i i
i

S a a 


  , каде 1 1na a  . Овој збир може да 

се запише во видот  

1
1 1

( )
n n

i i i i i
i i

S a a c a
 

     , за некои { 1,1}i    и 1i i ic    , 

при што 0 n   . За секој i  важи { 2,0,2}ic   . Ги разгледуваме множествата 

{ | 2}iA i c   и { | 2}iB i c   . Од 1 2 ... 0nc c c     следува дека | | | |A B

k , за некој 
2
nk  . Според тоа,  

2 2( ( 1) ... ( 1)) 2(1 2 ... ) 2 ( )i i
i A i B

S x x n n n k k k n k
 

                . 

Изразот 2 ( )k n k  прима најголема вредност за 
2

[ ]nk  , па затоа  

2 ( )S k n k  , каде 
2

[ ]nk  . 

Бидејќи 1| | 1na a   бараниот збир е помал или еднаков на 2 ( ) 1m n m  .  

Равенство се достигнува, на пример, за пермутацијата  

1 2( , ,..., ) ( 1,1, 2,2, 3,3,..., )na a a m m m m    , каде 
2

[ ]nm n  . 

Според тоа, бараната најголема вредност е 
2 2

[ ]( [ ]) 1n nn  .  

 

4. Определи го најмалиот број 5n   за кој постои група од n  лица, така што 

секои две лица кои се познаваат немаат заеднички познаник, а секои две лица 

кои не се познаваат имаат точно два заеднички познаници. (Ако A B  и A  го 

познава B , тогаш и B  го познава A  .)  

Решение. Нека A  е фиксиран член на групата и 1 2, ,..., rA A A  се познаниците 

на A . Тогаш од условот на задачата следува дека меѓу лицата 1 2, ,..., rA A A  не 

постојат двајца кои се познаваат и за секои две лица iA  и jA , 1 i j r    

постои точно едно лице ijA A  кое се познава со двајцата. Освен тоа, не 

постојат две од лицата ijA  кои се познаваат меѓу себе, бидејќи во спротивно ќе 

има член на групата кој има барем три заеднички познаници со A .  

Множеството членови ijA , 1 i j r    всушност е множеството од оние лица 

кои не го познаваат A . Според тоа, 21 ( )rn r   , од каде наоѓаме 8 7 1

2

nr   . 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Малчески  

 50 

Добиениот израз за r  не зависи од изборот на A , што значи дека сите членови 

на групата имаат ист број познаници.  

Од условот 5n   следува 3r  . Уште повеќе, бидејќи познаниците на 1,2A  се 

1A , 2A  и уште 2r   членови на множеството { | 3 }ijA i j r    треба да биде 

исполнето неравенството 
2

22 ( )rr   , па затоа 5r   и 16n  .  

Ќе дадеме пример на група од 16 лица 1 2 5 1,2 1,3 4,5, , ,..., , , ,...,A A A A A A A  во која 

познанствата се меѓу следниве парови  

1) ( , ), 1,2,...,5iA A i    

2) ( , )i ijA A , ( , ),1 5j ijA A i j   ,  

3) ( , ),1 5,1 5,{ , } { , }ij kmA A i j k m i j k m        .  

Лесно се проверува дека оваа група ги има саканите својства, па затоа нај-

малиот број  е 16.  
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БМО 1995  

 

1. Определи ја вредноста на изразот  

(...(((2*3)*4)*5)*...)*1995  

каде 
1

*
x y

xy
x y




  за произволни позитивни броеви x  и y .  

Решение. Прв начин. Нека 1
1

( ) x
x

f x 


  и * (...(((2*3)*4)*5)*...)*n n . Непо-

средно се проверува дека ( * ) ( ) ( )f x y f x f y  и затоа  

2
( 1)

( *) (2) (3)... ( ) ( 1)n

n n
f n f f f n


   . 

Оттука, ако во 1
1

( ) x
x

f x 


  ставиме *x n  добиваме 1 *
1 *

( *) n
n

f n 


 , односно  

1 ( *) ( 1) 2( 1)

1 ( *) ( 1) 2( 1)
*

n

n

f n n n

f n n n
n

   

   
  . 

Во случајов 1991009
1991011

1995*  .  

Втор начин. Со индукција се докажува дека 
( 1) 2( 1)

( 1) 2( 1)
*

n

n

n n

n n
n

  

  
 , за 3n  . На-

вистина, за 3n   имаме 
3

3

3 4 2( 1)2 3 5 3 4 2
1 2 3 7 3 4 2 3 4 2( 1)

2*3
    

      
    . Нека претпоставиме 

дека за 1n  важи 
1

1

( 1) 2( 1)

( 1) 2( 1)
( 1)*

n

n

n n

n n
n





  

  
  . Тогаш  

1 1

1 1

1 2 1

1 2 1

( 1) 2( 1) (( 1) 2( 1) )

( 1) 2( 1) (( 1) 2( 1) )

( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1)

( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1)

* (( 1)*)*

.

n n

n n

n n n

n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n
 

 

 

 

      

      

           

           

  

  

 

Во случајов 1991009
1991011

1995*  .  

 

2. Дадени се кружниците 1 1 1( , )c O r  и 2 2 2( , )c O r , кои се сечат во точките A  и B , 

при што 2 1r r  и 1 2 90O AO  . Правата 1 2O O  ја сече 1c  во точките C  и D , 

а 2c  ја сече во точките E  и F  ( E  е меѓу C  и D , а D  е меѓу E  и F ). 

Правата BE  ги сече кружницата 1c  во точката K  и правата AC  во точката 

M , а правата BD  ги сече кружницата 2c  во точката L  и правата AF  во 

точката N . Докажи, дека  

2

1

r LNKE
r KM LD
  . 

Решение. Прв начин. Нека 1 1P AO c  , 2 2Q AO c   , 1ACO    и 

2AFO   . Тогаш AFL ABD ACD     и аналогно ACK   . Од 

друга страна имаме 2APB    и 2AQB   . Сега од MKC  и CKE  соод-
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ветно добиваме, дека 
sin

cos( )

CK
KM




  и 

sin( )

cos

CK
KE




 . Според тоа, 

sin( )cos( )

sin cos
KE

KM

 

 
 и аналогно sin cos

sin( )cos( )
LN

LD

 
 

 . Од последните две ра-

венства следува sin 2
sin 2

LNKE

KM LD




  . Останува да забележиме, дека ABP   

90ABQ   и значи 
1 22 2

sin 2 , sin 2AB AB
r r
    . Според тоа,  

 

1

2

sin 2
sin 2

r LNKE
r KM LD




   . 

Забелешка. Тврдењето на задачата го докажавме без да го искористиме 

условот 1 2 90O AO  , што значи дека задачата е предефинирана.  

Втор начин. Бидејќи   

1 1
2 12 2

1
1 22

180

180 (90 ) (90 )

45

KCD EBD BED BDE

BO E BO D

O BO

   

    

 

 

 
и  
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  90 90  135 ,CAF E AD     

точките ,F A  и k  се колинеарни. Аналогно 45LFD  . Сега ги имаме след-

ниве сличности:  

- ~KCM DFN  ( KCM KBA DFN   и CKM CDB FDN  ) и от-

тука следува DN

DF
KM KC  ,  

- ~KEC DLF  ( 45KCE DLF   и CKE FDL ) и оттука следува 

LD

FD
KE KC  ,  

- ~KDN FLN  ( ||KD LF  и A KN ) и оттука следува DN

KD
LN LF  .   

Сега,  

2 2

11

2

2

DNLD

FD KD

DN

DF

KC LF r rLNKE LF
rKM LD LD KD rKC

 


      . 

 

3. Нека , ,a b a b   и a b  е парен број. Докажи, дека корените на равенката  

2 2 2 2 2( 1)( 1) ( 1) 0x a a x b b         

се природни броеви, но ниту еден од нив не е точен квадрат.  

Решение. Корените на равенката се 
2

1 1x b   и 
2 2

2x a b a   . Јасно, тие се 

природни броеви и 1x  не е точен квадрат. Да претпоставиме дека постојат 

природни броеви a b , за кои a b  е парен број и 2x  е точен квадрат, на 

пример 2c . Тогаш 
2

a bm   и 
2

a bn   се природни броеви и важи  

2 2 2(4 1)(4 1) 4(4 ) 1 4( ) 1 (2 ) 1m n mn m n a b a c            . 

Според тоа, бројот 
2(2 ) 1c   има прост делител од видот 4 1k  . Како што е 

познато, на пример, следува од малата теорема на Ферма, дека тој делител 

треба да е делител на 2c  и 1, што е противречност.  

 

4. Нека n  е природен број и S  е множеството од сите точки ( , )x y , каде x  и y  

се природни броеви и ,x n y n  . Нека T  е множеството од сите квадрати со 

темиња од S . Со ka , 0k   да го означиме бројот на паровите точки од S , кои 

се темиња на точно k  квадрати од T . Докажи дека 0 2 32a a a  .  

Решение. Бидејќи 0ka  , за 3k  , бројот на паровите различни точки од S  е 

еднаков на 
2

0 1 2 3 2( )na a a a    . Бројот на квадратите од T , чии страни се 

паралелни со координатните оски и имаат должина k  е еднаков на 
2( )n k . 
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Секој од тие квадрати содржи 1k   квадрати чии темиња лежат на неговите 

страни и чии страни се паралелни со координатните оски. Според тоа, бројот 

на сите квадрати од T  е еднаков на  

2 2 2 21 1 1
( 1)(2 1) ( 1) ( 1)2 2 3

6 4 12
1 1 1

( )
n n n

n n n n n n n

j j j

n j j n j j n
  

   

  

        . 

Од друга страна, ако земеме предвид дека темињата на секој квадрат гене-

рираат 6 парови точки од S , добиваме дека бројот на сите квадрати од T  е 

еднаков на 1 2 32 3

6

a a a 
. Според тоа,  

2 2 2( 1)
1 2 3 2 0 1 2 32

2 3 ( )
n n na a a a a a a


        , 

од каде следува дека 0 2 32a a a  .  
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БМО 1996  

 

1. Нека G  и O  се соодветно тежиштето и центарот на опишаната кружница 

околу ABC , а R  и r  соодветно се радиусите на опишаната и впишаната 

кружница. Докажи дека ( 2 )OG R R r  .  

Решение. Ако го искористиме равенството на Лајбниц 
2 2 22 2

9
a b cOG R    , 

добиваме дека даденото неравенство е еквивалентно на неравенството  

2 2 2 18a b c Rr   . 

Но, 
4
abc

P
R   и 2P

a b c
r

 
 , па затоа доволно е да докажеме дека  

2 2 2( )( ) 9a b c a b c abc     . 

Последното следува ако ги помножиме неравенствата  

33a b c abc    и 
32 2 2 2 2 23a b c a b c   . 

 

2. Нека 5p   е прост број и 
2 2{ | , }X p n n n p    . Докажи, дека множест-

вото X  содржи два различни елементи x  и y  такви што 1x   и |x y .  

Решение. Прв начин. Нека [ ]m p , 
2x p m   и 

2| |y p m x   . Тогаш  

2 2( ) (2 1 )y m x m x x m x       , 

па затоа |x y . Освен тоа, од 
2 2( 1)x m p m     следува дека 2 1x m  , т.е. 

0y  . Исто така, m x  бидејќи 
2p m . Освен тоа, y x , бидејќи во спро-

тивно 0x   или 2x m , од каде следува 
2p m  или ( 2)p m m  , т.е. 1m   

и 3p  . Од досега изнесеното следува дека ,x y X  и |x y . Ако 1x  , тогаш 

задачата е решена. За 1x   следува дека m  е парен број и затоа 2m 

2( 1)p m   е делител на 
2 21m p  . Останува да забележиме дека 22m m , 

бидејќи во спротивно 2m   и 
21 2 5p    .  

Втор начин. Нека 2 2( 1)n p n   . Ако е 2 1p n   земаме 2x p n  . Јасно, 

2| ( )x p x n  . Бидејќи броевите 2n n  и 2 2n n  се сложени, нора да важи 

2 1x n   и x n , т.е. 0 | |x n n   , па можеме да земеме 2( )y p x n   .  

Ако е 2 1p n  , земаме 2( 1) 2x p n n     и 2 21y p n   . Бројот n  мора 

да е парен, па затоа 22 |n n .   

 

3. Нека ABCDE  е конвексен петаголник и нека , , ,M N P Q  и R  се средините на 
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страните , , ,AB BC CD DE  и EA , соодветно. Ако , ,AP BQ CR  и DM  се сечат во 

една точка, докажи дека таа точка лежи на отсечката EN .  

Решение. Ќе докажеме, дека точката O  лежи на тежишната линија 1XX  на 

XYZ  ако и само ако XYO XZOP P . Навистина, 1 1

1 1

XYO

XZO

P Y Y X Y

P Z Z X Z
  . Според тоа, 

XYO XZOP P  ако и само ако 1X  е средина на YZ .  

 
Сега, ако O  е  заедничка точка на , ,AP BQ CR  и DM , последователно доби-

ваме BEO BDO ADO ACO CEOP P P P P    . Според тоа, BEO CEOP P , т.е. EO  

минува низ средината N  на отсечката BC .  

 

4. Докажи, дека постои подмножество A  на множеството 
1996{1,2,3,4,...,2 1}  со 

следниве својства:  

1) 19961,2 1 A  ,  

2) Секој елемент од \{1}A  е збир на два (не задолжително различни) елементи 

од A ,  

3) Бројот на елементите на A  е најмногу 2012.  

Решение. Прв начин. Нека ( )f n  е најмалиот можен број на елементи на под-

множеството A  од множеството {1,2,3,4,...,2 }n
, кое ги задоволува условите 1) 

и 2). Тогаш  

- 
1(2 1) (2 1) 2n nf f     . Навистина, 

1 1{2 2,2 1}n nB A       е подмно-

жество на 
1{1,2,3,...,2 }n

 кое ги задоволува условите 1) и 2), бидејќи  

12 2 2 1 2 1n n n       и 1 12 1 1 2 2n n     . 

- 
2(2 1) (2 1) ( 1)n nf f n     . Навистина  

2 2{2(2 1),2 (2 1),...,2 (2 1),2 1}n n n n nC A       

е подмножество на 
2{1,2,3,...,2 1}n  , кое ги задоволува условите 1) и 2), 

бидејќи  

12 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)j n j n j n      , за 0,1,..., 1j n    
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и 

22 1 2 (2 1) 2 1n n n n     . 

Тогаш  

1996 998 998 499

499 498 498 249

(2 1) (2 1) 999, (2 1) (2 1) 500,

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2 1) 250,

f f f f

f f f f

       

       
 

249 248 248 124

124 62 62 31

31 30 30 15

15 14 14 7

7 6 6 3

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2 1) 125,

(2 1) (2 1) 63, (2 1) (2 1) 32,

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2 1) 16,

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2 1) 8,

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2

f f f f

f f f f

f f f f

f f f f

f f f f

       

       

       

       

      

3 2 2 1

1

1) 4,

(2 1) (2 1) 2, (2 1) (2 1) 2,

(2 1) 1.

f f f f

f



       

 

 

Ако ги собереме горните неравенства, после скратувањето добиваме  

1996(2 1) 2012f   .  

Втор начин. Со 0 ( )a x  и 1( )a x  ќе го означуваме бројот на нулите и единиците 

во бинарниот запис на природниот број x . Со индукција по n  ќе докажеме 

дека постои множество nA   кое го задоволува условот 2) такво што 

1,2 1n
nA   и 0 1| | 2 ( ) 2 ( )nA n a n a n    . Бидејќи 0(1996) 4a   и 1(1996) 7a   

( 21996 11111001100 ), од тука ќе следува тврдењето на задачата.  

За 1n   тврдењето важи. Нека претпоставиме дека 2 ,n k k  . Тогаш за 

множеството nA  доволно е да земеме  

1 2 2 2 2{2 2,2 2 ,...,2 2 ,2 1}k k k k k
kA       . 

Навистина, лесно се гледа дека множеството го задоволува условот 2) и има 

0 1 0 12 1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )k a k a k n a n a n        елементи.  

Нека сега 2 1,n k k   . Слично како во претходниот случај за множеството 

nA  можеме да го земеме множеството  

1 2 2 2 1 1 1 2 1{2 2,2 2 ,...,2 2 ,2 1,2 1}k k k k k k
kA            . 
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БМО 1997 

 

1. Нека O  е внатрешна точка на конвексен четириаголник ABCD  со плоштина 

P  таква што 
2 2 2 2

2OA OB OC OD P    . Докажи, дека ABCD  е квадрат со 

центар O .  

Решение. Имаме  

2 2 2 2 2 2 2 2

4 4( )

2 sin 2 sin

2 sin 2 sin

( ) ( ) ( ) ( )

4 4 .

ABCD AOB BOC COD DOA

ABCD

P P P P P

OA OB AOB OB OC BOC

OC OD COD OD OA DOA

OA OB OB OC OC OD OD OA

P P

   

   

   

       

 

 

Тогаш од горното неравенство следува дека OA OB OC OD    и четирите 

синуси се еднакви на 1. Според тоа, четириаголникот ABCD  е квадрат со 

центар O .  

 

2. Нека S  е множество со 2n   елементи и 1 2, ,..., ( 2)mA A A m   се подмноже-

ства од S  со следново својство: за секои два различни елементи x  и y  од S  

постои подмножество iA  кое содржи точно еден од овие два елементи. Докажи 

дека 2m n .  

Решение. Прв начин. Нека 1 2{ , ,..., }nS x x x  и 
1 2 ( )
, ,...,

k ii i i ix A A A . Од условот 

следува дека ако i j , тогаш  

1 2 ( ) 1 2 ( )
{ , ,..., } { , ,..., }

k i k ji i i i i jA A A A A A . 

Бројот на сите подмножества на множеството 1 2{ , ,..., }mA A A  е еднаков на 2m  

и овој број не е помал од бројот на елементите на S .  

Втор начин. На секој елемент a  од множеството S  му придружуваме низа од 

нули и единици 1[ ] ( ,..., )ka x x , каде 1ix   ако ia A  и 0ix   ако ia A . 

Според условот на задачата сите низи [ ]a  се различни. Но, низи со должина m  

има 2m , па затоа 2m n .  

 

3. Нека 1C  и 2C  се две кружници, кои надворешно се допираат во точка D , а   

е кружница која 1C  и 2C  внатрешно ја допираат соодветно во точки B  и C . 

Со A  да ја означиме едната од двете пресечни точки на   со заедничката 

тангента на 1C  и 2C  во точката D . Ако K  и L  се пресечните точки на AB  и 

AC  соодветно со 1C  и 2C , а M  и N  се пресечните точки на BC  соодветно 

со 1C  и 2C , докажи дека правите ,AD KM  и LN  се сечат во една точка.  
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Решение. Прв начин. Нека i  е инверзија со 

центар A  и радиус AD . Бидејќи 1 1( )i C C , 

2 2( )i C C , ( )i B K , ( )i C L  и ( )i KL , 

заклучуваме дека KL  е заедничка тангента 

на 1C  и 2C . Од друга страна,  

2
AK AB AD AL AC    , 

па затоа четириаголникот BCLK  е тетивен. 

Ако T KM LN  , тогаш  

LKT KBC ALK  , 

па затоа ||KT AL . Аналогно ||LT AK , од 

каде што следува дека четириаголникот 

AKTL  е паралелограм. Според тоа, AT  ја 

полови KL . Од друга страна, ако S AD KL  , тогаш SK   SD SL , како 

тангенти. Значи, и AD  ја полови KL , па затоа T AD .  

Втор начин. Нека правите KM  и LN   се 

сечат во точката X . Хомотетијата B  

која кружницата 1C  ја пресликува во 

кружницата   ги пресликува точките K  

и M  во точките A  и C , соодветно, па 

затоа ||KM AC . Аналогно ||LN AB . Спо-

ред тоа, четириаголникот AKXL  е пара-

лелограм, што значи дека AX  минува 

низ средината Y  наотсечката KL . Од 

друга страна важи  

2
AK AB AD AL AC    , 

па затоа четириаголникот BCLK  е тетивен. Затоа AKL ACB KMB  , па 

правата KL  ја допира кружницата 1C . Слично, Kl  ја допира кружницата 

2C . Според тоа, ако правите AD  и KL  се сечат во точката 'Y , тогаш од 

' ' 'Y K Y D Y L   следува дека 'Y Y , т.е. правите AD  и AX  се совпаѓаат, од 

каде следува тврдењето на задачата.  

 

4. Определи ги сите функции :f   такви што  

2( ( ) ( )) ( ( ))f xf x f y f x y   , за секои ,x y . 

Решение. За 0x   добиваме 
2( ( )) ( (0))f f y y f  . Според тоа, ( ( ))f f y , па 

затоа и ( )f y  е сурјекција. Тогаш, ако ( ) 0f a  , со замена во равенката 
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добиваме ( ( ))f f y y , од каде следува дека (0) 0f  . Сега, за 0y   од усло-

вот добиваме 
2( ( )) ( ( ))f xf x f x . Според тоа  

2 2 2( ( )) ( ( )) ( ( ( )) ( )) [ ( ( ))]f x f xf x f f f x f x f f x x     . 

Ако ( )f x x  и ( )f y y   за некои x  и y , тогаш од условот следува дека 

2 2( )f x y x y   . Оттука добиваме 
2 2( )x y x y    , т.е. 0x   или 0y  . 

Значи, ( )f x x  или ( )f x x   за секој x . Очигледно овие функции се ре-

шенија на задачата.  
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БМО 1998 

 

1. Определи го бројот на различните членови на конечната низа со општ член 
2

1998
[ ]k , каде 1,2,...,1997k  .  

Решение. Бидејќи разликата на два последователни членови на низата 
2 999

11998
{ }k

k  е помала од 1, заклучуваме дека секои два соседни членови на низата 

2 999
11998

{[ ]}k
k  се еднакви или се разликуваат за 1. Бидејќи првиот член на таа 

низа е еднаков на 
20

1998
[ ] 0 , а последниот на 

2999
1998

[ ] 499 , заклучуваме дека 

бројот на нејзините различни членови е 500. Од друга страна, разликата на два 

последователни членови на низата 
2 1997

10001998
{ }k

k  е поголема од 1 и затоа чле-

новите на низата 
2 1997

10001998
{[ ]}k

k  се различни.  

Конечно, дадената низа има 500 998 1498   различни членови.  

 

2. Нека 2n   е природен број и 1 2 2 10 ... na a a      се реални броеви. Докажи 

го неравенството  

1 2 2 2 1 1 2 3 2 2 1... ...n n n n n
n n n na a a a a a a a a           . 

Решение. Нека 2m   е природен број. Со индукција по 1n   ќе докажеме 

поопшто неравенство од даденото, т.е. ќе докажеме дека  

1 2 2 2 1 1 2 3 2 2 1... ...m m m m m
n n n na a a a a a a a a           . 

За 1n   треба да докажеме дека  

1 2 3 1 2 3
m m m ma a a a a a     , 

т.е.  

( )m m m ma b c a c b     , 

каде 1 2 3, ,m m ma a b a c a   .Последното следува од  

1 2 2 1

1 2 2 1

( ) ( )( ( ) ... ( ) ( ) )

( )( ... )

,

m m m m m m

m m m m

m m

a b c a c b a a c b a c b c b

c b b b c bc c

c b

   

   

           

     

 

 

(искористивме дека 1, 0 , 0m a b c b c      ).  

Нека претпоставиме дека неравенството е точно за некој 1n  . Тогаш  

1 2 2 2 1 2 2 2 3

1 2 3 2 2 1 2 2 2 3

1 2 3 2 2 1 2 2 2 3

...

...

...

m m m m m m
n n n n

m m m
n n n n

m
n n n n

a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

  

  

  

      

       

       
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При што првото неравенство важи заради индуктивната претпоставка, а вто-

рото неравенство е веќе докажаната база на индукцијата, т.е. неравенството за 

три броја. Со тоа поопштото неравенство е докажано за 1n  и од принципот 

на математичка индукција следува дека тоа важи за секој природен број n .  

 

3. Нека S  е множеството внатрешни точки на даден триаголник без една контур-

на точка. Докажи, дека S  може да се претстави како унија на затворени отсеч-

ки такви што не постојат две отсечки кои имаат заедничка точка.  

Решение. Нека T  e внатрешна точка на триагол-

никот ABC , Q  е точка на страната BC  таква 

што ||TQ AC  , а P  и R  се точки на страната AB  

такви што ||TP AC  и ||TR BC . Ги разгледуваме 

сите затворени отсечки , ,XY X AP ,X P  

,Y CQ  Y Q . Овие отсечки го покриваат тра-

пезот APQC  без отсечката PQ . Аналогно, от-

сечките , ,MN M QT ,M T ,N BR N R  го 

покриваат трапезот TRBQ  без отсечката TR . На крајот, на ист начин го по-

криваме PRT  без точката T  со отсечки паралелни со PR .  

 

4. Докажи, дека равенката 2 5 4m n   нема решенија во множеството цели бро-

еви.  

Решение. Прв начин. Од условот следува дека n  е природен број и 2n  , т.е. 

доволно е да бараме решенија во множеството природни броеви. Лесно се 

проверува дека можните остатоци на квадрат на еден природен број при 

делење со 11 се 0, 1, 3, 4, 5 и 9, т.е. 
2 0,1,3,4,5,9 (mod11)m  . Аналогно 

5 0,1,10 (mod11)n  , па затоа 
5 4 6,7,8 (mod11)n   . Од горните конгруенции 

следува дека 
2 5 4 (mod11)m n  , што значи дека дадената равенка нема 

решенија во множеството цели броеви.  

Втор начин. Равенката 2 5 4m n   нема решение по модул 11. Навистина, 

можни остатоци на 2m   по модил 11 се 0, 1, 3, 4, 5 и 9, а 5 4n   дава само оста-

тоци 6, 7 и 8. Тоа значи дека равенката нема решение во множеството цели 

броеви.  
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БМО 1999  

 

1. Даден е остроаголен триаголник ABC . Нека D  е средина на помалиот лак 

BC  на кружницата опишана околу ABC . Точките E  и F  се симетрични на 

точката D  соодветно во однос на правата BC  и центарот на опишаната 

кружница околу ABC . Нека K  е средина на отсечката EA .  

а) Докажи дека кружницата која минува низ средините на страните на ABC  

ја содржи точката K .  

б) Докажи дека правата која минува низ точката K  и средината на страната 

BC  е нормална на правата AF .  

Решение. a) Нека со ', ', 'A B C  соодветно ги 

означиме средините на страните , ,BC CA AB . 

Отсечките 'KB  и 'KC  се средни линии на 

триаголниците AEC  и AEB , па затоа  

' ' 180

180 ' ' ',

C KB BEC CDB BAC

B A C

   

 
 

што значи дека точката K  лежи на кружница-

та ' ' 'A B C . 

б) Отсечката 'KA  е средна линија во триагол-

никот EAD , па затоа ' ||KA AD . Понатаму, DF  е дијаметар на кружницата 

ABC  па затоа атоа AD AF . Конечно, од ' ||KA AD  и AD AF  следува 

'KA AF .  

 

2. Нека 2p   е прост број таков што 3 | 2p  . Докажи, дека најмногу 1p   

елементи на множеството  

2 3{ 1| , , 0 , 1}S y x x y x y p        

се деливи со p .  

Решение. Од 2(mod3)p   следува дека броевите 3 3 30 ,1 ,..., ( 1)p   даваат раз-

лични остатоци при делење со p . Навистина, ако 3 3(mod )a b p , тогаш со 

степенување на 
2

3

p
 добиваме 2 2(mod )p pa b p  . Но, 1 1(mod )p pa b p  , 

па затоа (mod )a b p . Според тоа, за секој {0,1,2,..., 1}y p   постои точно 

еден елемент 
2 3 1ys y x S     делив со p . Меѓутоа,  

2 3 2 3
1 31 0 1 0 3 2 1s s        , 

па затоа меѓу елементите 0 1 1, ,..., ps s s   има најмногу 1p   различни.  
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3. Нека , ,M N P  се подножјата на нормалите повлечени од тежиштето G  на 

остроаголниот ABC  соодветно на страните , ,AB BC CA . Докажи дека важи  

4 1
27 4

MNP

ABC

P

P
  .         (1) 

Решение. Прв начин. Ќе ги користиме стандардните ознаки , ,a b c  за страните 

на триаголникот соодветно наспроти темињата , ,A B C , , ,    за соодветните 

агли и , ,a b ch h h  за висините. Од  

1 1 1 1
3 3 3 3

cos , cosc aGM h a GN h c       и 180MGN    

следува  

3 21 1 1
18 18 9

sin sin sinGMN c a ABCP h h ac P      . 

Слично,  

21
9

sinGNP ABCP P   и 
21

9
sinGPM ABCP P  . 

Според тоа, имаме  

2 2 21
9

(sin sin sin )MNP GMN GNP GPM ABCP P P P P       .   (2) 

Но,  

cos2 cos22 2 2 2 2

2
sin sin sin sin 1 1 sin cos cos( )K

 
             , 

па како cos cos( ) 1      следува  

2 2 2 2 9
4

2 1 sin cos 1 sin cos 2 cos cosK              .   (3) 

Конечно, неравенствата (1) следуваат од равенството (2) и неравенствата (3).  

Втор начин. Нека O  и R  се центарот и радиусот на опишаната кружница 

околу триаголникот ABC  и D  е произволна точка во триаголникот ABC . Ако 

, ,a b cD D D  се подножјата на нормалите повлечени од точката D  на страните 

на триаголникот ABC , тогаш точна е Ојлеровата формула  

2

2

1
4

(1 )
a b c

OD
D D D ABC

R
P P  . 

Десното неравенство сега е очигледно и тоа за произволен триаголник, при 

што знак за равенство важи ако и само ако G O , т.е. триаголникот ABC  е 

рамностран.  

Левото неравенство може да биде подобрено. Поточно ќе докажеме дека 

2
9

MNP

ABC

P

P
  ако и само триаголникот ABC  е остроаголен. Навистина, од форму-

лата на Ојлер следува дека последното неравенство е еквивалентно со неравен-

ството 
2

2

1 2
4 9

(1 )OD

R
  , т.е. со неравенството 3R OG . Бидејќи 3OG OH , 

добиваме дека R OH , каде H  е ортоцентарот на триаголникот ABC . Тоа 

значи дека H  е внатрешна точка за опишаната кружница околу триаголникот 
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ABC , што значи дека триаголникот е остроаголен.  

 

4. Дадена е низата 0 1 20 ...x x x     цели броеви таква што за секој 0k   бро-

јот на членовите кои не се поголеми од k  е конечен (тој број да го означиме со 

ky ). Докажи дека за секои природни броеви m  и n  важи  

0 0

( 1)( 1)
n m

i j
i j

x y n m
 

     . 

Решение. Прв начин. Да ги обележиме сите точки ( , )i j , , 0i j   на целоброј-

ната решетка во рамнината за кои важи ij x . За дадено i , бројот на обеле-

жените точки ( , )i j  е еднаков на ix , па така во множеството  

{( , ) | 0 , 0 }S i j i n j m      

има најманогу 
0

n

i
i

x


  обележени точки. Од друга страна, за дадено j , необе-

лежени точки ( , )i j  за кои 0i   има точно jy , па така во множеството S  има 

0

m

j
j

y


  необележени точки. Но, сите точки од множеството S  се обележени 

или не се обележени, па затоа 
0 0

n m

i j
i j

x y
 

   не е помал од бројот на точките на 

множеството S , т.е. од ( 1)( 1)n m  .  

Втор начин. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m n . Од условот на 

задачата следува дека за 0m n   имаме 0 1x   или 0 1y  . Нека претпоста-

виме дека тврдењето е точно за m n . Ќе докажеме дека тоа важи за 1m n  . 

Ако 0 1x m  , тогаш  

1

0
0 0 0 0

( 1) 1 ( 1)( 1)
n m n m

i j i j
i j i j

x y x y x n m m n m


   

              . 

Ако 0x m , од условот следува дека 1my n   и тогаш  

1

0 0 0 0

( 1) 1 ( 1)( 1)
n m n m

i j i j m
i j i j

x y x y y n m n n m


   

              . 
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БМО 2000 

 

1. Задачата е иста со четвртата задача од БМО 1997 година  

 

2. Нека  е разностран остроаголен триаголник и  е внатрешна точка на 

тежишната линија . Нека точката  е подножјето на нормалата 

повлечена од точката  на правата ,  е внатрепна точка на отсечката 

, а  и  се подножјата на нормалите повлечени од точката  на пра-

вите  и , соодветно. Докажи дека правите на кои лежат симетралите на 

аглите  и  немаат заеднички точки.  

Решение. Прв начин. Нека правата 

низ  паралелна на правата  

ги сече страните  и  соод-

ветно во точките  и . Од Тале-

совата теорема следува , 

па затоа  е рамнокрак. Освен 

тоа четириаголниците  и 

 се тетивни, па затоа важи  

.  

Ако  и  се соодветно под-

ножните точки на нормалите повлечени од точката  на страните  и , 

тогаш од претходно изнесеното следува , па затоа симетра-

лите на аглите  и  се совпаѓаат. Бидејќи симетралите на аглите 

 и  се паралелни, останува само да забележиме дека тие не се 

совпаѓаат, бидејќи во спротивно двете симетрали би се совпаѓале со правата 

, што не е можно затоа што .  

Втор начин. Прво ќе докажеме дека ENM

EPM . Нека l  е правата низ E  паралелна 

со BC . Со 1B  и 1C  да ги означиме пре-

сечните точки на l  со AB  и AC , соодветно. 

Јасно, E  е средина на 1 1B C  и 1 1EM B C . 

Според тоа, 1 1B C M  е рамнокрак, па затоа 

1 1 1 1MC B MB C . Од друга страна 1 1Mc B  

ENM , бидејќи точките 1, , ,E M N C  лежат 

на кружницата со дијаметар EM . Аналогно, 

1 1MB C EPM , па затоа ENM EPM . 

Понатаму, PMN  и PEN  ќе ги поистоветуваме со соодветните внатрешни 

агли на четириаголникот EPMN  (може да е конкавен, па дури и дегенериран 

кога E PN ).  

ABC E

( )AD D BC F

E BC M

EF N P M

AC AB

PMN PEN

E BC

AC AB

K L

EK EL

MKL

MENK

MELP

MNE MKE MLE MPE  

'P 'N

E AB AC

' 'PEP NEN

PEN ' 'P EN

' 'P EN PMN

ME AB AC
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Без ограничување на општоста ќе сметаме дека симетралата на PEN  ја сече 

правата MP  во точка Q . Тогаш  

2
180 PMNEQP PEQ MPE    , 

па затоа симетралите на PEN  и PMN  се паралелни. Останува да докажеме 

дека тие не се совпаѓаат. Имено, во спротивно симетралата на PEN  ќе мину-

ва низ M . Тогаш EMN EPN , па затоа MN MP . Сега 1 1MNC MPB , 

па затоа 1 1MC N MB P . Бидејќи 1 1 1 1MC B MB C , следува дека 1 1AC B

1 1AA C . Тоа значи дека ACB ABC , што противречи на условот дека 

триаголникот ABC  е разностран.  

 

3. Определи го најголемиот број правоаголници со димензии 1 10 2  кој може 

да се добие од правоаголник со димензии , ако е дозволено сечење по 

прави паралелни на страните на дадениот правоаголник.  

Решение. Нека темињата на правоаголникот 

се  и . Да 

ги повлечеме правите  

: 10 2nL x y n   , 

каде 90 50

10 2
1,2,3,...,[ ] 9n    и да ги разгледу-

ваме отсечките кои правоаголникот  

ги отсекува од нив. Бидејќи горните прави зафаќаат агол од 45  со секоја од 

координатните оски, лесно се пресметува дека збирот на должините на 

отсечките од овие прави, кои лежат во произволен правоаголник со димензии 

1 10 2  и страни паралелни на координатните оски е . Со nl  да ја означи-

ме должината на отсечката од правата nL   која лежи во внатрешноста на 

правоаголникот ABCD . Со едноставни пресметувања се добива дека  

1 2 3 4 5 6

7 8 9

20, 40, 60, 50 2,

140 2 140, 140 2 160, 140 2 180.

l l l l l l

l l l

     

    
 

Според тоа, вкупната должина на тие отсечки е еднаква на 570 2 360 . Сега, 

ако вкупниот број на правоаголниоци со димензии е 1 10 2 , бидејќи секој 

ваков правоаголник покрива отсечка со должина 2 , добиваме дека е 

сиполнето неравенството 2 570 2 360t   . Но, 570 2 360

2
316 315  , па 

затоа 570 2 360

2
[ ] 315t   .  

Ќе покажеме како може да се отсечат 315 правоаголници со димензии 1 10 2 . 

50 90

(0,0), (90,0), (90,50)A B C (0,50)D

ABCD

2
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Бидејќи 90 60 2  дадениот правоаголник можеме да го поделиме на право-

аголници со димензии 50 60 2  и 50 (90 60) 2  . Првиот правоаголник го 

делиме на 50 правоаголници со димензии 1 60 2 , а потоа секој од нив го 

делиме на 6 правоагиолници со димензии 1 10 2 и така првиот правоаголник 

може да подели на 300 правоаголници 1 10 2 . Бидејќи (90 60) 2 5   и 

50 30 2  од вториот правоаголник може да се отсечат уште  пра-

воаголници со димензии 1 10 2 , Според тоа, од дадениот правоаголник може 

да се добијат 315 правоаголници со димензии 1 10 2 .  

 

4. Природниот број  го нарекуваме степен ако може да се прикаже во облик 

 каде . Докажи, дека за секој природен број  постои мно-

жество природни броеви A , кои ги задоволуваат условите  

1) A  има  елементи,  

2) сите елементи на A  се степени, и  

3) за секои  бројот  е степен.  

Решение. Ќе го користиме следново тврдење:  

Лема. За секој  постои  таков што броевите  се сте-

пени.  

Доказ. Нека се  првите  прости броеви. Броевите 

 ги запишуваме во видот . Можеме да избереме  

таков што  е точен ти степен за . Навистина, доволно е да 

се најде  во видот  таков што  е делив со  за секои 

, а такви степени  постојат според Кинеската теорема за оста-

тоци. ■ 

Множеството A  ќе го побараме во облик . Ако ставиме 

, тогаш сите броеви од видот , за  и  

се цели и припаѓаат на множеството . Сега е доволно да 

определиме  таков што сите елементи на множеството  се степени, а 

според лемата таков  постои.  

 

3 5 15 

r

,sr t , \{1}t s n

n

, 1,2,..., , 2ir A i k k n    1

1

k

ik
i

r




k x ,2 ,3 ,...,x x x kx

1 22 ... kp p p    k

1,2,...,i x ,1 ,2 ,

1 2 ...i i i kr r r

k
i p p p x

ix ip  1,2,...,i k

x 1 2
1 2 ... kss s

k
x p p p ,j i js r ip

,i j 1 2, ,..., ks s s

{ ,2 ,3 ,..., }m m m nm

!m n x 1

1

k

ik
i

r


 , 1,2,...,ir A i k  1 k n 

{ ,2 ,..., ! }B x x n n x 

x B

x
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БМО 2001 

 

1. Нека n  е природен број. Ако a  и b  се природни броеви поголеми од 1 и такви 

што 2 1nab   , докажи дека бројот ( ) 1ab a b    е од видот 22 m k , каде k  е 

непарен природен број, а m  е природен број.  

Решение. Прв начин. Нека 12 1ra a   и 12 1sb b  , каде 1a  и 1b  се непарни 

природни броеви и , 1r s  . Тогаш  

1 1 1 1 1 12 1 (2 1)(2 1) 2 2 2 1n r s r s r sab a b a b a b         ,  

па затоа 12 | 2r sb  и 12 | 2s r a , што е можно ако и само ако r s . Според тоа,  

2
1 1( ) 1 ( 1)( 1) 2 rab a b a b a b       , 

каде 1 1a b  е непарен природен број.  

Втор начин. За секој природен број c  со 2deg ( )c  го означуваме најголемиот 

ненегативен цел број d  за кој 2d  е делител на c . Бидејќи  

1 ( 1)( 1) 0A ab a b a b         

и a  е непарен број добиваме  

2 2 2deg ( ) deg (( 1)( 1) ) deg (( 1)(2 1))nA a b a a a       . 

Бидејќи 1 (0,2 )na    е парен, лесно се добива дека  

2 2deg ( 1) deg (2 ( 1)) 0na a     . 

Според тоа, 2 2deg ( ) 2deg ( 1)A a   е парен број, со што задачата е решена.  

 

2. Конвексниот петаголник ги задоволува условите  

1) сите внатрешни агли се еднакви, и  

2) должините на сите страни се рационални броеви.  

Докажи дека петаголникот е правилен.  

Решение. Прв начин. Нека 1 2 3 4 5A A A A A  е дадениот петаголник и нека 
1i i

A A


,ia  6 1( )A A . Должините на проекцијата на петаголникот на правата нор-

мална на страната 1 2A A  е еднаква на 2 3sin72 sin36a a , а исто така е еднак-

ва и на 5 4sin72 sin36a a , па затоа  

4 3 2 52( )cos36a a a a   . 

Но, 1 5

4
cos36   е ирационален број, па затоа мора да важи 4 3a a . Аналог-

но се добива дека 4 5 1 2a a a a   , што значи дека петаголникот е правилен.  

Втор начин. Нека петаголникот 1 2 3 4 5A A A A A  ги задоволува условите на зада-

чата. Тогаш неговите агли се еднакви на 108 . Ако 1 5 2 3C A A A A   и D   
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1 5 3 4A A A A , тогаш  

1 2
1 2

2sin18

A A
A C A C   и 4 5

4 5
2sin18

A A
A D A D  . 

Тогаш равенствата  

2 2 3 3 3 4 4 3CA A A CA DA DA A A     , 

покажуваат дека  

2 3 4 5 4 3 2 32sin18 ( )A A A A A A A A   . 

Бидејќи sin3 18 cos2 18   , важи 20 cos18 (4sin 18 2sin18 1)   , па затоа 

5 1

4
sin18   и тоа е ирационален број. Значи, 2 3 4 5A A A A  и 4 3 2 3A A A A . 

Аналогно се докажува дека сите страни на петаголникот се еднакви, па затоа 

тој е правилен.  

Забелешка. Познато е дека тврдењето на задачата е точно за произволен p 

аголник, каде 3p   е прост број. Со помош на комплексни броеви, доказот се 

сведува на познатиот факт дека полиномот 1 2 ... 1p px x x      не може да 

се претстави како производ на два неконстантни полиноми со целобројни кое-

фициенти.  

 

3. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што a b c abc   . Докажи, 

дека 2 2 2 3a b c abc   .   

Решение. Прв начин. Прво од неравенстото меѓу аритметичката и квадратната 

средина, а потоа од неравенството меѓу аритметичката и геометриската 

средина и условот на задачата следува  

2 2 2 2 4 3 21
9 3

( ) ( ) 3( ) ( ) 3 ( ) 3( )a b ca b c a b c a b c abc a b c abc             , 

т.е. 2 2 2 3a b c abc   .  

Втор начин. Нека претпоставиме дека 2 2 2 3a b c abc   . Тогаш од нера-

венството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

3 2 2 2 2 2 23 3a b c a b c abc    . 

Значи, 3 3abc   и тогаш од неравенството меѓу аритметичката и квадратната 

средина следува  
2 2( ) ( ) 2 2 2

3 3
3

abc a b c
a b c abc

 
     , 

т.е. 3 3abc  , што е противречност.  

 

4. Коцка со димензии 3 3 3   е поделена на 27 складни единечни коцки (клетки). 

Една од добиените единечни клетки е празна, а во секоја од преостанатите се 

наоѓа единечна коцка означена со еден од броевите 1, 2, ..., 26 (секој од овие 
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броеви е доделен на точно една коцка). Дозволено е единечна коцка да се пре-

мести во соседна празна клетка (две клетки се соседни ако имаат заеднички 

ѕид). Дали може со помош на конечно многу дозволени потези единичните 

коцки да се распоредат така што коцките означени со броевите k  и 27 k  ги 

заменат местата, за секој {1,2,...,13}k ?  

Решение. Да ја означиме секоја непразна клетка со бројот на коцката која се 

наоѓа во неа, а празната клетка со 0. Така позицијата во секој чекор можеме да 

ја опишеме со некоја пермутација   на множеството {0,1,2,...,26} , при што 

почетната позиција соодветствува на идентичната пермутација  

0 1 2 25 26
0 1 2 25 26( ... ) . 

Во секој потез реализираме транспозиција (0, )x  за некој 0x  , т.е. елементите 

0 и x  ги менуваат местата. Секоја транспозиција ја менува парноста на пер-

мутацијата (т.е. парноста на бројот парови ( , )i j  такви што i j  и ( ) ( )i j   ). 

Бидејќи конечната пермутација 0 1 2 26 26
0 26 25 2 1( ... )  е непарна (како производ на 

13 транспозиции ( ,26 )i i ), потребен е непарен број потези.  

Од друга страна, ако клетките ги обоиме наизменично црно и бело, како кај 

шаховската табла, добиваме дека бојата на празната клетка се менува во секој 

потез. Така, таа по непарен број потези не може да биде во иста боја. Тоа 

значи, дека празната клетка не може да остане на истото место како во по-

четната позиција, со што добивме противречност.  
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БМО 2002 

 

1. Некои парови на множество од n  точки 1 2, ,..., nA A A  ( 4n  ) се меѓусебно по-

врзани со отсечки, така што секоја точка е поврзана со барем три од дадените 

точки. Докажи дека постојат различни точки 1 2 2 1 2, ,..., { , ,..., }k nX X X A A A  за 

некој 2k   така што точките iX  и 1iX   се поврзани за секој (1 2 )i i k   каде 

2 1 1kX X  .  

Решение. Да го разгледаме најдолгиот пат 1 2... mY Y Y  со меѓусебно различни 

точки 1 2{ , ,..., }i nY A A A . Заради максималноста на патот, точката 1Y  е по-

врзана само со точката 2Y  и некои ,i jY Y , каде 2 i j n   . Меѓу индексите 

2, ,i j , два се со иста парност: да ги означиме со , ( )k l k l . Тогаш 

1 1 1...k k lY Y Y Y Y  е кружен пат со парен број точки.  

 

2. Низата 1{ }n na   е дефинирана со 1 2 2 120, 30, 3 , 1n n na a a a a n      . Опре-

дели ги сите природни броеви n  за кои 11 5 n na a   е точен квадрат.  

Решение. Прв начин. Од рекуреантната релација следува  

2 2
1 1 1 1 1

2 2
1 1

5 5 5 (3 2 ) (4 ) ( )

( ) ( ) .

n n n n n n n n n n n

n n n n

a a a a a a a a a a a

a a a a

    

 

      

   
 

Оттука следува  

2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 25 ( ) 5 ( ) ... 5 ( ) 500n n n n n n n na a a a a a a a a a a a             . 

Според тоа,  

2
1 11 5 ( ) 501n n n na a a a      

е меѓу 
2

1( )n na a   и 
2

1( 1)n na a    ако 1 250n na a   , т.е. за 4n  , бидејќи 

3 4 570, 180, 470a a a   , па тогаш не е точен квадрат. Со проверка за 

1,2,3n   добиваме дека 11 5 n na a   е точен квадрат само за 3n   и тогаш  

2 2
3 41 5 1 5 70 180 250 501 251a a        . 

Втор начин. Со индукција лесно се докажува дека за секој n   исполнето 

равенството 
2 2

1 13 500n n n na a a a      т.е. равенството  

2
1 11 5 ( ) 501n n n na a a a     . 

Сега од претхопдното равенство следува дека ако 
2

11 5 n na a t  , тогаш 

2 2 501t A  , каде 1n nA a a   . Но, низата 1{ }n na   строго монотоно расте 

(Докажи!), па затоа t  и A  се позитивни броеви. Според тоа, тие се решенија 

на системот 1, 501t A t A     или 3, 167t A t A    , од каде добиваме 
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251t   или 85t  . Според тоа, треба да провериме за кое n  важи  

2
11 5 251n na a    или 

2
11 5 85n na a   . 

За 1n   и 2n   ниту едно од равенствата не е точно, а 
2

3 41 5 251a a   и како 

низата строго монотоно расте заклучуваме дека 3n   е единствено решение на 

задачата.  

 

3. Кружниците 1C  и 2C  имаат различни радиуси и се сечат во точките A  и B . 

Нека MN  и ST , ( 1 2, , ,M S C N T C  ) се заедничките тангенти на 1C  и 2C . 

Докажи, дека ортоцентрите на триаголниците , ,AMN AST BMN  и BST  се те-

миња на правоаголник.  

Решение. Прв начин. Со 1 2 3 4, , ,H H H H  соодветно да ги означиме центрите на 

триаголниците ,AMN , ,AST BMN BST . Точките 3H  и 4H  се соодветно симе-

трични на точките 2H  и 1H  во однос на правата l  која минува низ центрите 

на кружниците 1C  и 2C . Затоа доволно е да се докаже дека 1 2H H AB .  

Точката D AB MN   е средина на отсечката MN  бидејќи  

2 2
DM DA DB DN    

(степен на точка во однос на дадените 

кружници). Ако 'A  е точка таква што 

'AMA N  е паралелограм, тогаш 

1 1' ' 90H MA H NA  , т.е. точките 

M  и N  лежат на кружница   со 

дијаметар 1 'H A . Понатаму, и точката 

B  лежи на   бидејќи  

'DB DA DB DA DM DN     .  

Оттука следува дека 1 ' 90H BA  . 

Аналогно, 2 ' 90H BA  , па затоа 1 2B H H AB  .  

Втор начин. Ќе го користиме следново тврдење: Во секој остроаголен три-

аголник растојанието од дадено теме до ортоцентарот на триаголникот е 

еднакво на спротивната страна помножена со котангенсот на аголот при 

даденото теме.  

Нека 1H  и 2H  се ортоцентрите на триаголниците MNA  и MNB , соодветно. 

Тогаш A  е ортоцентар на триаголникот 1MNH  и затѕоа  

1 1ctgH A MN MH N  и 2 ctgH B MN MBN . 

Бидејќи MN  е тангента и на двете кружници, важи NMA MBA  и MNA
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NBA . Тоа значи дека 180MAN MBN  . Но, 1 180MAN MH N  , 

па затоа 1MBN MH N . Според тоа,  

1 1 2ctg ctgH A MN MH N MN MBN H B   , 

па како 1 2||H A BH , заклучуваме дека 1 2H BH A  е паралелограм.  

 

Според тоа, средината на 1 2H H  се совпаѓа со средината на AB . Аналогно, ако 

3H  и 4H  соодветно се ортоцентрите на AST  и BST , тогаш средината на 

3 4H H  се совпаѓа со средината на AB . Од досега изнесеното следува дека 

отсечките 1 2H H  и 3 4H H  имаат заедничка средина, што значи дека четири-

аголникот 1 3 2 4H H H H  е паралелограм Останува да забележиме дека отсечките 

1 2H H  и 3 4H H  се симетрични во однос на правата која минува низ центрите 

на двете кружници. Според тоа, четириаголникот 1 3 2 4H H H H  е паралелограм 

со еднакви дијагонали, па затоа тој е правоаголник.  

 

4. Определи ги сите функции :f   такви што за секој n  важи  

2 2001 ( ( )) ( ) 2 2002n f f n f n n     . 

Решение. Прв начин. Функцијата ( ) 667f n n   ги задоволува условите на 

задачата.  

За даден n , дефинираме низа { }ka  со 0a n  и 1 ( ), 0k ka f a k   . Ако 

означиме 1
1 6

667k k kb a a    , тогаш од условот на задaчата следува  

1 1
12 2

2k k kc b b     . 

Бидејќи  

1
1

0
0

( 2) ( 2)
m

m m k
m k

k

b b c


 



     и  
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1

1

1 1 2 1
1

0 0 0
0 0 0 1

2
1 ( 2) 1 ( 2)

0 03 3
0

1 ( 2) ( 1)
0 03 2

667 667 ( 2) ( 2)

667

667 ( ),

n n k

n n

n n n n
m m k

n m k
m m k m k

n

k
k

a a b a b c

a b c

a b

 



   
 

    


   



  

        

   

   

   

  

мора да важи 0na   за некој n  ако 1
0 2

| |b  . Но, според условот на задачата 

важи 0na  , за секој n , па затоа  

1 1 1
02 6 2

( ) 667b f n n       , 

од каде заклучуваме дека ( ) 667f n n  .  

Втор начин. Нека функцијата f  ги задоволува условите на задачата. Прво ќе 

докажеме дека ( )f n n  за секој n . Да го претпоставиме спротивното, т.е. 

дека постои m  таков што ( )f m m  и нека ( )k f m  е возможно најмалиот. 

Очигледно k m  и ако ( )l f k , тогаш  

2 2001k l m    и ( ) 2 2002f l l k   . 

Според тоа,  

2 2002 ( ) 2 2001k f l m k     , т.е. ( ) 3 2 1f l k m k    , 

што е противречност. Според тоа, функцијата ( ) ( )g n f n n   е позитивна. Ако 

( )g p  е нејзината најмала вредност и ( )q g p p  , од условот следува дека  

2 ( ) ( ) 2001g p g q   и 2 ( ) ( ( ) ) 2002g q g g q q   , 

па затоа  

4 ( ) 4002 2 ( ) 2000 ( ( ) ) 2000 ( )g p g q g g q q g p       , т.е. ( ) 667g p  . 

Сега, од неравенството 2 ( ) ( ( ) ) 2002g n g g n n    скледува ( ) 667g n  , т.е. 

( ) 667f n n  , за секој n . Лесно се проверува дека оваа функција ги задо-

волува условите на задачата.  
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1. Дали постои множество B  кое се состои од 4004 природни броеви такво што 

за секое негово подмножество A  кое има 2003 елементи збирот на елементите 

на множеството A  не е делив со 2003?  

Решение. Постои. Доволно е да земеме множество B  кое се состои од 2002 

броја од видот 2003k  и 2002 броја од видот 2003 1k  . Навистина, ако 2003-

елементно множество A B  содржи m  елементи од облик 2003 1k   и 

2003 m  елементи од облик 2003k  (каде 1 2002m  ), тогаш збирот на не-

говите елементи е конгруентен со m  по модул 2003.  

 

2. Нека ABC  е триаголник таков што AB AC . Нека D  е пресечната точка на 

тангентата на опишаната кружница околу ABC  во точката A  и правата BC . 

Нека E  и F  се точки соодветно на симетралите на отсечките AB  и AC  такви 

што BE  и CF  се нормални на BC . Докажи дека точките ,D E  и F  се коли-

неарни.  

Решение. Прв начин. Доволно е 

да се докаже дека DB BE

DC CF
 . Нека 

1B  и 1C  се соодветно средините 

на страните AC  и AB . Од слич-

носта на триаголниците DBA  и 

DAC  следува DB DA AB

DA DC AC
  , па 

затоа 
2

2

DB AB

DC AC
 . Од друга страна, имаме 1

cos 2sin

BC AB
ABE ABC

BE    и, слично, 

2sin
AC

ACB
CF  . Според тоа, 

2

2

sin

sin

AB ACBBE AB

CF AC ABC AC
  .  

Втор начин. Без ограничување на општоста 

можеме да сметаме дека ABC ACB . АКо 

1C  и 1B  се средините соодветно на AB  и AC , 

тогаш 1 90FCB     и 1 90C BE    (ако 

90   ) или 1 90C BE    (ако 90   ). 

Тогаш  
2sin

cBE


  и 
2sin

bCF


 . Бидејќи 

BAD   , од синусната теорема за триагол-

ниците ABD  и ADC  следува 
sin

sin( )

c
DB




  и 

sin( )

sin( )

b
DC




 . Според тоа,  
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2sin sin

sin( )
DCDB

BE CF

 


  , 

што значи дека ~DBE DCF . Но, тоа значи дека BDE CDF , т.е. 

точките ,D E  и F  се колинеарни.  

 

3. Определи ги сите функции :f   такви што  

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y yf x xf y f x f y x y xy       , за секои ,x y ,  

2) ( ) 2 ( 1) 2f x f x x    , за секој x ,  

3) (1) 1 0f   .  

Решение. Условот 1) е еквивалентен со условот  

( ) ( ( ) )( ( ) )f x y x y f x x f y y      . 

Воведуваме смена ( ) ( )g x f x x   и условите 1) – 3) ги добиваат облиците  

( ) ( ) ( )g x y g x g y  ,  1
2

( 1) ( )g x g x  ,  (1) 0g  .    (*) 

Понатаму, од (1) (1) (0)g g g  следува (0) 1g  , а од (0) ( ) ( )g g x g x   следува 

дека ( ) 0g x  . Од првиот услов во (*) следува 2

2
( ) ( ) 0xg x g   за секој x . 

Ако ставиме 2( ) log ( )h x g x , тогаш од условите (*) добиваме  

( ) ( ) ( )h x y h x h y             (**) 

( 1) ( ) 1h x h x            (***) 

Според (**) функцијата h  ја задоволува Кошиевата равенка, па затоа 

( ) (1)h x h x , за x , а од (***) добиваме (1) (0) 1 1h h    . Според тоа, 

( )h x x  , па затоа ( ) 2 xg x   и ( ) 2 xf x x  . Лесно се проверува дека оваа 

функција ги задоволува условите 1) – 3). 

 

4. Нека m  и n  се заемно прости непарни природни броеви. Правоаголникот 

ABCD  е таков што ,AB m AD n   и е поделен на mn  единечни квадрати. Со 

1 2, ,..., kA A A  да ги означиме последователните пресечни точки на дијагоналата 

AC  со страните на делбените единечни квадрати  ( 1 , kA A A C  ). Докажи, 

дека  

2 21
1

1
1

( 1)
k

j m n
j j mn

j

A A


 




  .       (*) 

Решение. Прв начин. Да поставиме коор-

динатни оски x  и y  соодветно на правите 

AB  и AD . Со xB  да ја означиме точката 

( , )x x
n m

. Сите точки iA  припаѓаат на мно-

жеството  
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{ | 1,2,..., }xB x mn . 

Притоа бројот на пресеците на полуотворените отсечки ( , ]xA B  со страните на 

единичните квадратие еднаков на ( ) [ ] [ ]x x
m n

i x   , па затоа отсечката 1x xB B   

лежи на отсечката ( ) 1 ( ) 2i x i xA A  . Според тоа,  

2 21 1 1 [ ] [ ]1 ( )
1 1

1 0 0

( 1) ( 1) ( 1)
x x
m n

k mn mn
j i x m n

j j x x mn
j x x

A A B B
    

 
  

       .  (1) 

Нека xr  и xs  се соодветно остатоците од делењето на x  со m  и n . Тогаш 

[ ] [ ]x x
m n

  има иста парност како и x xr s , па како паровите ( , )x xr s , 

0,1,..., 1x mn   всушност се паровите ( , ), 0 , 0a b a m b n    , добиваме  

1 1 1 1[ ] [ ]

0 0 0 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1
x x
m n x x

mn mn m n
r s a b

x x a b

    

   

          .   (2) 

Конечно, од равенствата (1) и (2) следува равенсвото (*).  

Втор начин. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека m n . Ќе 

велиме дека отсечката 1p pA A   е од прв вид, ако точките pA  и 1pA   се пре-

сечни точки на AC  со вертикални страни на единечните квадрати. Кога една 

од точките pA  или 1pA   е пресечна точка на AC  со хоризонтална страна на 

единечен квадрат, ќе велиме дека отсечката 1p pA A   е од втор вид.  

Дијагоналата AC  ги сече 1m  пати вертикалните страни и 1n  пати хори-

зонталните страни. Бидејќи NZD( , ) 1m n   сите пресечни точки се различни и 

затоа тие ја делат AC  на 1m n   отсечки. Бидејќи првиот собирок е со знак + 

и 1m n   е непарен број, добиваме дека позитивните собироци се за еден 

повеќе од негативните. Да забележиме дека ако pA  е пресечна точка на AC  со 

хоризонтална страна, тогаш 1p pA A  и 1p pA A   се од втор вид и имаат спро-

тивни знаци. Според тоа, отсечките од првиот вид со знак + се за една повеќе 

од отсечките од првиот вид со знак –, што значи дека отсечките од првиот вид 

во бараниот збир дават допринос тоќчно една таква отсечка, односно 
2 2m n

m

 .  

Да поставиме координатни оски x  и y  соодветно на правите AB  и AD . За 

фиксиран 1,2,..., 1k n   нека k kkm t n r  , каде 0 kr n  . Тогаш пресечната 

точка на AC  со хоризонталната права k  (не ја броиме AB ) има координати 

( , )kr
k n

t k  и тоа е точката со број 1ks k t   . Тоа значи дека кога kk t  е 

парен, тогаш 1s sA A  има знак – и 1s sA A   има знак +. Аналогно, кога kk t  е 

непарен, тогаш 1s sA A  има знак + и 1s sA A   има знак –.  
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Да забележиме дека kr  ја има истата парност како kk t . Навистина, ако k  е 

парен број, тогаш k kt n r  е парен број, што значи дека kt  и kr  имаат иста 

парност. Ако k  е непарен број, тогаш k kt n r  е непарен број, т.е. kt  и kr  се со 

различна парност. И во двата случаја kr  и kk t  имаат иста парност.  

Од друга страна, бидејќи (mod )pm qm n  дава (mod )p q n ,  добиваме дека 

kr  ги прима сите остатоци по модул n . Според тоа, кога kr  е парен број имаме  

2 2 ( )
1 1

k kr n rm n
s s s s m n

A A A A
  

     , 

а кога kr  е непарен број имаме  

2 2 ( )
1 1

k kr n rm n
s s s s m n

A A A A
  

     . 

1 1
2 22 2 2 2 2 21

1 4 4 2 1
1 2

1 1 1

( 1) (1 ) (1 )

n n
k

i m n m n m nn s s n n
i i mn n n mn mn

i s s

A A

 


      


  

         . 
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1. Низата реални броеви 0 1 2, , ,...a a a  ја задоволува релацијата  

2 2

2
1 m na a

m n m na a m n


      , за секои , ,m n m n  . 

Ако 1 3a  , пресметај го 2004a .  

Решение. Прв начин. За 0m n   добиваме 0 1a  . Понатаму, за 0n   

добиваме 2 4 2 3m ma a m   . Сега релацијата од условот на задачата го 

добива видот  

2( 1)m n m n m na a a a n      . 

Оттука за 1n  добиваме 1 12 2m m ma a a    , односно 1 2m mb b   , за 

секој m , каде 1m m mb a a  . Од 0 2b  , следува 2 2mb m  , па затоа  

2
0 0 1 1... 1 (2 4 ... 2 ) 1m ma a b b b m m m             , 

т.е. 2
2004 2004 2005a   .  

Втор начин. За 0m n   добиваме 0 1a  . Понатаму, за 0n   добиваме 

2 4 2 3m ma a m   . Понатаму, со индукција лесно се докажува дека 

2
2 (2 ) 2 1ma m m   , па затоа 2 2 3 2

4
1ma m

ma m m
 

    , за m . 

Непосредно се проверува дека оваа низа го задоволува словот на задачата. 

Затоа 2
2004 2004 2005a    

 

2. Во множеството прости броеви реши ја равенката  

2 19y xx y xy    . 

Решение. Од малата теорема на Ферма следува (mod )yx x y , па од 

дадената равенка добиваме 19(mod )x y  , т.е. | 19y x . Слично, со 

сведување по модул x  дoбиваме | 19x y  . Бидејќи равенката нема ре-

шение за x y , од овде следува дека | 19xy x y  . Притоа 19 0x y    

не е можно, бидејќи тогаш x  мора да биде парен, т.е. 2x  , но тогаш 

21y   не е прост број. Значи,  

| 19 | 19xy x y x y      , т.е. ( 1)( 1) 20x y   . 

Останува да испитаме неколку случаи:  

1) 2, 19x y  ;  

2) 3, 7x y  ;  

3) 3, 5 7y x    или  

4) 2, 5 19y x   .  
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Со непосредна проверка наоѓаме дека (2,3)  и (2,7)  се единствени ре-

шенија на дадената равенка.  

 

3. Нека O  е внатрешна точка на остроаголниот триаголник ABC . Круж-

ниците со центри во средините на страните на триаголникот ABC  кои 

минуваат низ точката O  меѓусебно се сечат во точките ,K L  и M  

различни од O . Докажи дека O  е центар на впишаната кружница на 

триаголникот KLM  ако и само ако O  е центар на опишаната кружница 

околу триаголникот ABC .  

Решение. Прв начин. Со 1 1 1, ,A B C  соодветно 

да ги означиме средините на страните 

, ,BC CA AB . Втората пресечна точка K  на 

кружниците 1 1( , )B B O  и 1 1( , )C C O  е 

симетрична на точката O  во однос на 1 1B C  

бидејќи 1 1B K B O  и 1 1C K C O . Аналогно 

L  и M  соодветно се симетрични на O  во 

однос на 1 1C A  и 1 1A B . Средините 1 1 1, ,K L M  на отсечките , ,OK OL OM  

соодветно лежат на правите 1 1B C , 1 1C A , 1 1A B . Да забележиме дека, ако O  

е надвор од 1 1 1A B C , тогаш O  е надвор од KLM , па затоа не е центар 

на впишаната кружница во KLM , а не е ниту центар на опишаната 

кружница околу ABC . Затоа во натамошните разгледувања ќе 

претпоставиме дека точката O  е внатре во 1 1 1A B C .  

Точката O  е центар на впишаната кружница во KLM  ако и само ако  

1 1 1 1 1 1 1 1OB A OK M OKM OKL OK L OC A      

и слично 1 1 1 1OA B OC B  и 1 1 1 1OA C OB C , т.е. ако и само ако важи  

1 1 1 1OA B OC B , 1 1 1 1OA C OB C , 1 1 1 1OB A OC A .   (1) 

Ако O  е центар на опишаната кружница околу ABC , т.е. ортоцентар на 

1 1 1A B C , тогаш важи (1), бидејќи на пример  

1 1 1 1 1 1 190OA B OC B A B C   . 

Од друга страна, ако важи (1), тогаш  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

180

180

180

B OC OB C OC B

OA C OA B

B A C

  

  

 

 

и аналогно 1 1 1 1 1180C OA C B A  , па затоа O  е ортоцентар на 1 1 1A B C , 

т.е. O  е центар на опишаната кружница околу ABC .  
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Втор начин. Со 1 1 1, ,A B C  соодветно 

да ги означиме средините на страните 

, ,BC CA AB . Бидејќи заедничката те-

тива на две кружници е нормална на 

отсечката која ги поврзува центрите 

на кружниците и оваа отсечка ја по-

лови заедничката тетива, заклучуваме 

дека средините 1 1 1, ,K L M  соодветно 

на отсечките , ,Ok OL OM  се ортого-

нални проекции на O  врз страните на 

1 1 1A B C . Како што е познато, оттука 

следува дека точката O  е ортоцентар 

на остроаголниот 1 1 1A B C , т.е. центар 

на опишаната кружница околу ABC  ако и само ако е центар на впи-

шаната кружница на 1 1 1K L M  (Докажи!). Од друга страна, хомотетијата со 

центар O  и коефициент 2 го пресликува 1 1 1K L M  во KLM , па затоа O  е 

центар на впишаната кружница во 1 1 1K L M  ако и само ако е центар на 

впишаната кружница во KLM . Со тоа задачата е решена.  

 

4. Рамнината е поделена на области со конечен број прави, такви што не 

постојат три прави кои минуваат низ иста точка. За две области ќе велиме 

дека се соседни ако нивната заедничка граница е отсечка, полуправа или 

права. Во секоја област е запишан цел број така што се исполенти след-

ниве услови:  

1) производот на броевите во соседните области е помал од нивниот 

збир,  

2) збирот на сите броеви од секоја страна на произволна права е еднаков 

на нула.  

Докажи, дека тоа е можно ако и само ако сите прави не се паралелни.  

Решение. Ако сите прави се паралелни, тогаш од условот 2) следува дека 

сите броеви мора да бидат еднакви на нула, но тогаш не важи условот 1), 

па значи не е можно да се запишат цели броеви така што се исполенти 

условите 1) и 2). 

Сега ќе го конструираме бараното 

запишување на броевите при кое се 

исполнети условите 1) и 2). На по-

четокот во рамнината да фиксираме 

точка A  која не лежи ниту на една 

од дадените прави. За произволна 

област R  земаме точка B  внатре во 
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областа. Јасно, бројот Rk  на прави кои ја сечат отсечката AB  не зависи 

од изборот на точката B . Освен тоа, за секои две соседни области R  и S  

важи 1R Sk k  .  

На областа R  и го доделуваме бројот ( 1) Rk
Ru  , каде Ru  е бројот на аг-

лите на областа R  (на пример, види цртеж). Ќе докажеме дека ова доде-

лување на целите броеви ги задоволува условите на задачата.  

1) По конструкција, броевите a  и b  доделени на две соседни области се 

со различен знак, да кажеме 0a b  , па затоа ab a a b   .  

2) Во секој агол на секоја област R  го запишуваме бројот ( 1) Rk
 . Зби-

рот на броевите во областите од една страна на права p  е еднаков на 

збирот на броевите во сите агли на таа страна на правата. Бидејќи во 

секоја пресечна точка збирот на броевите во аглите (имаме 2 или 4 

броја) е еднаков на 0, добиваме дека вкупниот збир исто така е 

еднаков на 0.  
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1. Впишаната кружница во триаголникот ABC  ги допира страните AB  и AC  

соодветно во точките D  и E . Нека симетралите на аглите во темињата C  и 

B  ја сечат правата DE  соодветно во точките X  и Y  и нека Z  е средината на 

страната BC . Докажи, дека триаголникот XYZ  е рамностран ако и само ако 

60A  .  

Решение. Нека I  е центарот на впи-

шаната кружница. Од 

1
2

1
2

( )

90

BIX B C

A ADX

 

  
 

следува дека точките , , ,B I X D  лежат 

на иста кружница. Според тоа,  

90BXI BDI  , 

па затоа триаголникот BCX  е правоаголен, што значи  

ZX ZB  и ZXC ZCX XCA  , 

т.е. ||ZX AC . Аналогно ZY ZB  и ||ZY AB .  

Конечно, ZX ZY  и XZY A , од што следува тврдењето.  

 

2. Определи ги сите прости броеви p  за кои бројот 2 1p p   е точен куб.  

Решение. Прв начин. Равенката 2 31p p b    можеме да ја запишеме во ви-

дот  

2( 1) ( 1)( 1)p p b b b     . 

Од b p  следува дека 2| 1p b b  , т.е. 2 1b b kp    и 1 ( 1)p k b   , за 

некој цел број 1k  . Уште повеќе 3k   бидејќи 2 1b b   е непарен број. Сега 

1p kb k    и  

2 2 2 21 ( 1) ( 1) 0b b kp b k b k k                (1) 

што е квадратна равенка по b . Нејзината дискриминаната  

2 2 2 4 2( 1) 4( 1) 6 4 3D k k k k k k          

мора да биде точен квадрат. Сега од 2 2 2 2( 3) ( 2)k D k    , следува 

2 2( 3)D k  , па затоа 3k  . Конечно, од (1) следува 7b   и 19p   и тоа е 

единствено решение.  

Втор начин. Равенката 2 31p p b    можеме да ја запишеме во видот  

2( 1) ( 1)( 1)p p b b b     . 
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Од b p  следува дека 2| 1p b b  , т.е. 2 1b b kp    и 1 ( 1)p k b   , за 

некој цел број 1k  . Оттука следува 2 1 ( ( 1) 1)b b k k b     . Лесно се прове-

рува дека 2k   и тогаш  

2 221 1
1

1 3b b b b
b b

b k b   


      . 

Значи, 2 2k b  . Сега, последователно добиваме  

2 2

2

1 ( 1) ,

1 ( 2)( 1) ,

3,

b b k b k

b b b b k

k

    

     



, 

па затоа, 23 2 7b     и 3 (7 1) 1 19p      .  

 

3. Ако , ,a b c  се позитивни реални броеви докажи го неравенството  

22 2 2 4( )a ba b c
b c a a b c

a b c


 
      . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Бидејќи 
2 2 22 2 2( ) ( ) ( )

2 , 2 , 2
a b b c c aa b c

b b c c a a
a b b c c a

  
         , 

даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  

2 2 2 2| | | | | | 4| |a b b c c a a b

b c a a b c

   

 
    

Последното неравенство непосредно следува од неравенството на Коши-Буња-

ковски- Шварц 

2 2 2| | | | | | 2 2( )( ) (| | | | | |) (2 | |)
a b b c c a

b c a
a b c a b b c c a a b

  
             

бидејќи | | | | | |a b a c c b     . Знак за равенство важи ако и само ако 

| |a b kb  , | |b c kc  , | |c a ka  , за некој k  и | | | | | |a b a c c b     . Ако 

0k  , од овие релации следува b c a  , па затоа 2a kc k b   и 

1| 1| | |
k

a c a ka     и лесно се добива дека 5 1

2
k    . Ако 0k  , тогаш 

a b c  . Според тоа, знак за равенство важи ако и само ако a b c   или 

2: : :1:a b c    .  

 

4. Нека 2n   е природен број и нека S  е подмножество на множеството 

{1,2,..., }n  кое не содржи два заемно прости броја, ниту два броја од кои едниот 

е делител на другиот. Колку елементи може најмногу да има множеството S ?  

Решение. За секој x S  постои единствен 0xk   таков што 
2

2 xkn x n  . Да 

означиме ( ) 2 xk
f x x . Пресликувањето f  е инјекција. Навистина, ако за 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Малчески  

 86 

,x y S  важи ( ) ( )f x f y , тогаш или |x y  или |y x , па според условот на 

задачата x y . Според тоа, множеството ( ) { ( ) | }f S f x x S   има ист број 

елементи како и множеството S . Притоа ( )f S  не содржи два последователни 

броја (бидејќи тие се заемно прости), па затоа 2
[ ] 1 2
2 4

| ( ) | [ ] [ ]
nn nf S

    .  

Од друга страна, множеството 
4 2

{2 | }n nS i i    има точно 2
4

[ ]n  елементи и 

ги задоволува условите на задачата. Според тоа, одговорот е 2
4

[ ]n .  
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БМО 2006 

 

1. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

31 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) 1a b b c c a abc   

   . 

Решение. Прв начин. Со смените 3, , ,
ky kz kx
x y z

abc k a b c    , за , , , 0k x y z   

неравенството го добива видот  

2 2 2 3

3

1

yx z

ky k z kz k x kx k y k   
   . 

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 3

( )

( ) ( ) ( )

( ) 3 3

( )( ) 1
,

y x y zx z

ky k z kz k x kx k y x ky k z y kz k x z kx k y

x y z

k k xy yz zx k k k

 

       

 

    

  

  

 

бидејќи   

3( ) 3( )x y z xy yz zx      и 2 3 1k k k   . 

Знак за равенство важи ако и само ако x y z   и 1k  , т.е. 1a b c   .  

Втор начин. Ако помножиме со 1 abc и земеме предвид дека  

(1 )1 1
(1 ) (1 ) 1

1
b cabc a

a b a b b

 
  

   , 

како и аналогните равенства даденото неравенство го добива видот   

(1 ) (1 ) (1 )1 1 1
(1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1

6
b c c a a ba b c

a b b b c c c a a

    
     

      .    (1) 

Сега неравенството (1) следува од неравеството меѓу аритметичката и геоме-

триската средина, т.е. од неравенството  

(1 )1
(1 ) 1

2
a ba

a b a


 

   

и аналогните неравенства. Лесно се добива дека знак за равенство важи ако и 

само ако 1a b c   .  

Трет начин. Ако даденото неравенство го сведеме под заеднички именител и 

се ослободиме од заградите го добиваме неравенството  

3 2 2 2 3 2 2 2 3 2 3 2 3 3 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 0.

a b c a b c a b c a b c ab c a bc a bc ab c a b c

a bc ab c abc ab bc a c ab ac bc

       

         
 

Забележуваме дека мономите кои на левата страна од неравенството се со 

коефициент 2  имаат степени 4 или 5, а останатите мономи имаат коефи-

циенти 1. Последното укажува на можноста да се искористи неравенството 

2 2 1 0x x   . За таа цел степенот на секој собирок со коефициент 2  треба 

да е аритметичка средина на степените на другите два собироци со коефициент 

1. Последноито значи дека треба да ги фрупираме собироците со степени 3, 5, 

7 и собироците со степени 2, 4, 6,. Така го добиваме очигледното неравенство  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0bc ab ca bc ab ca bc ab ca bc ab ca            . 

Јасно, знак за равенство важи ако и само ако 1ab bc ca   , т.е. 1a b c   .  

 

2. Даден е триаголник ABC  и права m  која ги сече страните AB  и AC  соодвет-

но во точките D  и F , и продолжението на страната BC  во точката E  така 

што C  е меѓу B  и E . Трите прави кои минуваат низ точките , ,A B C  и се 

паралелни со m по вторпат ја сечат кружницата опишана околу триаголникот 

ABC  соодветно во точките 1 1 1, ,A B C . Докажи дека правите 1 1 1, ,A E B F C D  се 

сечат во една точка.  

Решение. Нека правата 1A E  по вторпат ја 

сече опишаната кружница околу ABC  во 

точката P . Тогаш  

1 1EPC A PC A AC EFC   , 

па затоа четириаголникот EPFC  е тетивен. 

Сега  

1 1FPC FEC B BC B PC   , 

па затоа точката P  лежи на правата 1B F . Аналогно P  лежи на правата 1C D .  

 

3. Определи ги сите подредени тројки ( , , )m n p  позитивни рационални броеви 

такви што броевите 1 1 1, ,
np pm mn

m n p    се цели.  

Решение. Да означиме a mnp . Броевите 1 1 1, ,a a a
mn np pm
    се цели, па затоа и 

нивниот производ 
3

2

( 1)a

a
k


  е цел број. Значи, a  е решение на равенката  

3 2(3 ) 3 1 0x k x x     . 

Оттука следува дека ако , ( , , NZD( , ) 1)
q

r
a q r q r   , тогаш , |1q r , па затоа 

1a  . Според тоа, 1 2 2a a mnp   , па затоа 12 a
mn

p   е цел број. Аналогно 

2m  и 2n  се цели броеви, па бидејќи 2 2 2 8m n p   , единствени решенија 

( , , )m n p  се тројките 1
2

(1,1,1), (1,2, )  и 1 1
2 2

(4, , )  со нивните пермутации.  

 

4. Нека m  е природен број. Определи ги сите природни броеви a  за кои низата 

дефинирана со 0a a  и  

2
1

, ако е парен, 

, ако е нeпарен,

na
n

n

n n

a
a

a m a



 



 

за 1,2,3,..n    е периодична, со период (сегмент кој периодично се повторува) 
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од видот 0 1, ,..., ka a a , за некој k .  

Решение. Ако m  е парен број, тогаш низата не е периодична. Навистина, за 

2 , 2 |ra k k   имаме ra k  и ,r ia k im    за 0i  .  

Нека m  е непарен и нека ka  е најмалиот член на низата. Јасно, 2 | ka , па затоа 

1k ka a m    и 2 2
ka m

k ka a


   , што значи ka m . Со едноставна индукција 

се покажува дека по ka  нема непарни членови на низата поголеми од m  и 

парни членови на низата поголеми од 2m . Според тоа, ако низата { }na  е чисто 

периодична, тогаш {1,2,..., , 1, 3,...,2 }a S m m m m    .  

Од друга страна, за a S  сите членови на низата припаѓаат на множеството S , 

па затоа низата е периодична почнувајќи од некоја точка. Уште повеќе, ако 

k la a  за l k , тогаш лесно се докажува дека мора да важи 1 1k la a   итн., 

па затоа низата е периодична почнувајќи од 0a .  
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БМО 2007 

 

1. Во конвексен четириаголник ABCD  важи AB BC CD  , дијагоналите AC  и 

BD  се со различни должини и се сечат во точката E . Докажи дека AE DE  

ако и само ако 120BAD ADC  .  

Решение. Прв начин. Нека AE DE  и 'C  е 

точка на полуправата EB  таква што 'EC EC . 

Од складноста на триаголниците 'AEC  и 

DEC  следува  

'AC DC AB  , 

но 'C B , па затоа  

180 'ABD AC D ABD ACD    . 

Тоа значи дека полуправите AB  и DC  се сечат во некоја точка F  (бидејќи 

180ABC BCD  ) и дека четириаголникот BEFC  е тетивен. Сега  

EFA ECB EAF  , 

па затоа EF EA ED  , т.е. E  е центар на опишаната кружница околу ADF . 

Конечно,  

2 180AFD AED BEC AFD    , 

па значи  

60AFD   и 120BAD ADC  .  

Нека 120BAD ADC  , F  е пресечната точка на правите AB  и CD . То-

гаш AEB ACB DBC   и AEB DAE ADE  , па затоа важи  

1
2

1
2

1
2

( )

( )

( ) 60 .

AEB ACB DBC DAE ADE

CAB BDC DAE ADE

BAD ADC

   

   

  

 

Бидејќи и 180 ( ) 60DFA BAD ADC    , следува дека четириаголни-

кот BECF  е тетивен, па затоа EFB ECB , т.е. EFA CAF  (бидејќи 

AB BC , па е ECB CAB ). Според тоа, AEF  е рамнокрак и затоа важи 

AE FE . Аналогно DFE CBD BDC  , па затоа DE FE . Конечно, 

имаме AE FE DE  .  

Втор начин. Нека 1AB BC CD   , ACB x  и DBC y . Од синусната 

теорема применета на BCE  имаме 2cosAC x  и 
sin

sin( )

y

x y
CE


 , па затоа 

sin 2sin( )cos sin sin(2 )

sin( ) sin( ) sin( )
2cos

y x y x y x y

x y x y x y
AE AC CE x

  

  
      . Аналогно се 
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добива 
sin( 2 )

sin( )

x y

x y
DE




 . Сега, од AE DE  следува 

sin(2 ) sin( 2 )

sin( ) sin( )

x y x y

x y x y

 

 
 , однос-

но 
3 3

2 2
0 sin(2 ) sin( 2 ) 2sin cos

x y x y
x y x y

 
     . Но, x y  и , 90x y  , па за-

тоа 
3 3

2
90

x y
 , т.е. 60x y  . Сега 360 2 2 240ABC BCD x y     , 

од каде 120BAD ADC  .  

Доказот на обратната импликација е како во првиот начин на решавање.  

 

2. Определи ги сите функции :f   такви што за секои ,x y  важи  

( ( ) ) ( ( ) ) 4 ( )f f x y f f x y f x y    . 

Решение. Ако во дадената равенка наместо ( , )x y  последователно замениме 

( , ( ))x f x  и ( ,2 ( ) ( ))z f x f z  добиваме  

2(2 ( )) (0) 4 ( )f f x f f x    и 2(2 ( )) (2 ( ) 2 ( )) 8 ( ) ( ) 4 ( )f f x f f z f x f x f z f z    . 

Ако од првата равенка ја одземеме втората добиваме  

2(2 ( ) 2 ( )) (2 ( ) 2 ( )) (0)f f x f z f x f z f    .      (1) 

Јасно, 0f   е едно решение. Да забележиме дека ако 0f  , тогаш секој реа-

лен број t  може да се запише како 2 ( ) 2 ( )f x f z . Навистина, од почетната 

равенка имаме 2( ( ( ) ) ( ( ) )) 8 ( )f f u y f f u y f u y t     , за 
8 ( )

t
f u

y  , каде 

( ) 0f u  . Затоа од (1) следува дека 2( ) (0)f t t f c   , т.е. 2( )f t t c  . Лес-

но се проверува дека последната функција е решение на почетната равенка.  

 

3. Определи ги сите природни броеви n  за кои постои пермутација   на 

броевите 1,2,...,n  таква што (1) (2) ... ( )n       е рационален број.   

Решение. Да означиме ( ) ( 1) ... ( )ia i i n        , за 1 i n   и 

1 0na   . Ако 1a  е рационален, со повеќекратно квадрирање добиваме дека и 

2 ,..., na a  се рационални. Уште повеќе, na  мора да биде цел број, па затоа и 

1 1,...,na a  се цели броеви.  

Понатаму, од 1na n   следува дека 1 1 1na n n n      , а потоа дека 

2 1na n    итн. па затоа 1ia n  , за секој i . Нека 2 2( 1)k n k   . За 

некој j  важи 2( ) 1j k   . Бидејќи ja k  имаме 
2

11 1j ja k a k     , 

т.е. 1 2ja k  . Меѓутоа, 1 1ja n   , па затоа 22 ( 1) 1k k   , од што 

следува 
23 2 2k k  , па затоа 1k  , т.е. 4n  .  
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Ако 4n  , тогаш (4) 1   или (4) 4  . Во првиот случај мора да биде 

(3) 3   и (2) 2  , па останува (4) 1  , што не е решение. Во вториот случај 

се добива (3) (2) 2    , што не е можно. Слично и за 2n   немаме решение. 

За 1n   и 3n   решенија се 1 1  и 2 3 1 2   . Значи, {1,3}n .  

 

4. Даден е цел број 3n  . Нека 1 2,  и 3  се границите на три конвексни n

аголници во рамнината такви да пресекот на секои две од нив е конечно мно-

жество точки. Определи го најголемиот можен број точки на 1 2 3  .  

Решение. Точките во 1 2 3   

се темиња на конвексен многу-

аголник P . Да разгледаме една 

негова страна AB . Таа припаѓа 

најмногу на една од границите на 

n аголниците 1 2,  и 3  (пре-

секот на било кои две граници не 

содржи отсечка), што значи дека 

правата AB  отсекува од остана-

тите два n аголници барем по 

едно теме. Така секоја страна на 

P  отсекува барем две од вкупно 3n  темиња на 1 2,  и 3 , па затоа P  не 

може да има повеќе од 3
2
n  страни.  

Бројот 3
2

[ ]nm   може да се достигне. Нека 1 2... mA A A  е конвексен m аголник, 

(1 )ka k m   права низ темињата 1,k kA A   и (1 3 )kb k n m    произволна 

права низ kA  која со m аголникот нема други заеднички точки ( 1 1,nA A 

1 1nb b  ). Доволно е да се дефинира , ( 1,2,3)i i   како многуаголник опре-

делен со сите прави ka  и qb , каде 1 (mod3)k q i   . Лесно се проверува дека 

1 2,  и 3  се конвексни n аголници.  
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БМО 2008  

 

1. Даден е разностран остроаголен триаголник ABC  во кој AC BC . Нека O  е 

центарот на опишаната кружница и H  е ортоцентарот на ABC  и нека F  е 

подножјето на висината повлечена од темето C . На правата AB  е избрана 

точка P , различна од A , таква што AF PF , а M  е средината на страната 

AC . Нека X  е пресекот на правите PH  и BC , Y  е пресекот на правите OM  

и FX , а Z  е пресекот на правите OF  и AC . Докажи, дека точките , ,F M Y  и 

Z  лежат на иста кружница.  

Решение. Прв начин. Бидејќи ZMY 

90 , доволно е да докажеме дека  

90ZFY OFX  . 

Нека 'X  е точка на страната BC  таква 

што ' 90OFX   и нека L  е средина 

на страната BC . Точките F  и L  се 

наоѓаат на кружницата k  над дијаметар 

'OX , а исто така и двете лежат на Ој-

леровата кружница   на триаголникот 

ABC , чиј центар K  е средина на отсечката OH . Затоа FL  како заедничка 

тетива на кружниците k  и   е нормална на JK , каде J  е средината на 'OX . 

Од || 'JK HX  следува дека 'FL HX . Оттука следува  

' 90 90FHX CFL FCL ABC AHF FHX       , 

па затоа 'X X .  

Втор начин. Прво ќе ја докажеме 

следнава лема.  

Лема. Низ средината T  на тетивата 

'SS  на кружницата k  се конструи-

рани тетиви AB  и CD , така што 

точките A  и C  се на иста страна 

на правата 'SS . Нека AD  и BC  ја 

сечат 'SS  во точките E  и F , 

соодветно. Тогаш EP PF .  

Доказ. Нека 1E  и 2E  се подножјата 

на нормалите од E  на AB  и CD , 

соодветно, а 1F  и 2F  се подножја-

та на нормалите од F  на AB  и 

CD , соодветно. Од 1 1~EPE FPF  
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и 2 2~EPE FPF  следува 1

1

EEEP

PF FF
  И 2

2

EEEP

EF FF
 . Од 1 2~AEE CFF  ( BAD

BCD ) и 2 1~DEE BFF  ( ADC ABC ) следува 1

2

EEAE

CF FF
  и 2

1

EEDE

BF FF
 .  

Бидејќи 'SP SP , користејќи го степенот на точките E  и F  добиваме  

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 2 1

2 '( ) 1
EE EE EE EE SE S E SP EPEP AE DE

PF FF FF FF FF CF BF SF SF SP FP

 

  
        , т.е. EP PF . ■ 

Бидејќи 90YMZ OMC  , 

доволно е да се докаже дека 

90YFZ  , т.е. дека OF FX

.  

Нека 'C  е втората пресечна точ-

ка на правата CF  и кружницата 

опишана околу ABC . Тогаш 

'C  и H  се симетрични во однос 

на F . Нека правата нормална на 

OF  во точката F  ги сече 'AC  

и BC  во точките 'T  и T , соод-

ветно. Според лемата 'FT FT . 

Бидејќи , ', 'A T C  се колинеарни, 

колинеарни се и точките , ,P T H  симетрични на овие точки во однос на 

точката F , односно точката T  е пресечната точка на правите BC  и PH . 

Според тоа, T X , па затоа OF FX .  

Трет начин. Нека ознаките се исти како во вториот начин на решавање. Нека 

, ,    се аглите на триаголникот во темињата , ,A B C , соодветно, а R  е ра-

диусот на опишаната кружница. Доволно е да се докаже дека OF FX , што 

следува од 90OFA XFP  .  

Навистина, ако 1C  е средина на страната AB , од 1OFC  (бидејќи AC BC  

важи 1F C A  ) следува  

1

1 2

cos cos
1 sin 2 sin coscos

cos cos

sin( ) 2sin cos sin( )

tg tg

.

c

OC R R

R RFC a
OFA OFC

 

   

 

    

   

 

 

 Исто така  

sin sin sin
sin sin sin

1 XFP XCF XPCXCXP XF
FPX XFC PCXXF XC XP

       

(теорема на Чева во тригонометриски облик за CFP  во точката X ) и бидејќи  

90XFC XFP  , 90FPX HAB    ( APH  е рамнокрак), 
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90XCF   , 2 2(90 )PCX FCA BCA        ,  

90XPC ABC XCF HAC       ( APC  е рамнокрак),  

следува дека  

cossin
sin sin( )

ctg XPC
PCX

XFP



  . 

Според тоа, tg ctgOFA XFP , па затоа 90OFA XFP  .  

Четврт начин. Нека ознаките се како во вториот начин. Нека конфигурацијата 

од условот на задачата е сместена во комплексната рамнина така што точката 

O  е во координатниот почеток и кружницата опишана околу ABC  е 

единечна. Нека точките , , , , , ,A B C H F P X  имаат афикси , , , , , ,a b c h f p x . Важи 

| | | | | | 1a b c    и h a b c   .  

Бидејќи F  припаѓа на AB , а CF  е нормална на AB , важи  

f a f cb a

f a b a f c
ab

 

  
    , 

па затоа f ab f a b    и f ab f c abc   , т.е. 1
2

( )f a b c abc    . Бидеј-

ќи AF FP  следува 2p f a b c abc     . Точката X  припаѓа на BC , па 

затоа x b b c

x b b c
b 

 
   , т.е. b c x

bc
x   . Точката X  припаѓа на PH , па затоа  

2( )

( )

p x p h ac b cb c abc a b c a b
cp x p h b c abc a b c ab c b

       

        
    , 

од каде следува  
2

2

2

2 2 2 2 2 21

2 21

( )

( )

( ),

a b b c x
c bc

c

c

p x b c abc

a c a b ac a b a c a x

ac a x

     

     

  

 

односно 
2

2 2 2 2

22 21 ( )
fc

a c a c
x c p ac

 
   . Доволно е да се докаже дека OF FX , 

што е еквивалентно со 
0

0

f f x

f f x

 

 
  , т.е. 22 | |x f x f f  . Последното равен-

ство е точно бидејќи  

22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 | | ( ) 2 | |
fc f c c a

a c a c a ca c
x f x f f f f f

  
      . 

Петти начин. Нека ознаките се како во вториот начин на решавање. Земаме 

правоаголен координатен систем со координатен почеток во точката F , а пра-

вите AB  и FC  се оските x  и y , соодветно. Нека ( ,0)A a , ( ,0)B b , (0, )C c  (

, , 0a b c   и како AC BC , добиваме a b ). Равенката на правата BC  е 

( )c
b

y x b   , а нормалата на оваа права која ја содржи точката A  е 
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( )c
b

y x a  . Пресекот на оваа нормала со y  оската е (0, )ab
c

H . Бидејќи во 

остроаголен триаголник растојанието од точката O  до страната AB  е двапати 

помало од растојанието меѓу точките C  и H , следува дека 
2

2 2
( , )b a c ab

c
O   .  

Понатаму, ( ,0)P a , равенката на правата PH  е ( )b
c

y x a   , па пресекот на 

правите BC  и PH  е 
2

2 2 2 2

( ) ( )
( , )
b ab c bc b a

b c b c
X

 

 
. Конечно, доволно е да се докаже 

дека OF FX , што следува од  

22

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

2 2

( , ) ( , )

0.

b ab c bc b ab a c ab
c b c b c

b ab c bc b ab a c ab
cb c b c

FO FX
  

 

  

 

  

    

 

 

2. Дали постои низа позитивни броеви 1 2, ,...a a  кои ги задоволуваат условите  

1) 2

1

n

i
i

a n


 , за секој n  и  

2) 1

1

2008
i

n

a
i

 , за секој n .  

Решение. Прв начин. Нека претпоставиме дека таква низа постои. Од неравен-

ството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
2 2 2

2
1 2 1 2 1 2

1 1 1
... ... 44

...
n n n n n

n n n
a a a a a a n     

      , 

за секој n . Меѓутоа, од тука следува 
2

1
4

1

k

i

k
a

i

 , за 1,2,...k  , што против-

речи на условот 2).  

Втор начин. Нека 1

1 i

n

n a
i

x


  , за n . Низата 1{ }n nx 
  е монотона, па ако е 

ограничена таа е конвергентна. Но конвергентна низа реални броеви е 

Кошиева, па затоа постои 0n   таков што 1
4

0 n mx x   , кога 0n m n  . 

Сега, од неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина следува  

2 20 0 0
0 0

2 0 2 0 01
0 0

10

2 2 2
2 2
0 0

1 1 1

4 (2 )
n

n n

ai
i n

n n n
n n

i i ix x
i n i i n

a n n a a

 


    

     



   , 

што не е можно. Според тоа, низата 1{ }n nx 
  не е ограничена.  

 

3. Нека n  е природен број. Правоаголник со должини на страни 90 1n  и 90 5n  

е поделен на единечни квадрати со страни паралелни на страните на право-

аголникот. Нека S  е множеството од сите темиња на овие единечни квадрати. 
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Докажи, дека бројот на правите кои содржат барем две точки од множеството 

S  е делив со 4.  

Решение. Нека поставиме координатен систем со координатен почеток во 

центарот O  на правоаголникот и x  оска паралелна на подолгата страна на 

правоаголникот. Множеството P  од разгледуваните прави да го поделиме на 

две групи.  

1) Прави кои не минуваат низ точката O . Има (90 2) (90 6)n n    прави па-

ралелни на една од координатните оски и овој број е делив со 4. За секоја 

од останатите прави кои минуваат низ точката O , правите кои се симе-

трични на неа во однос на координатните оски и во однос на точката O  

исто така припаѓаат на множеството P , па затоа множеството од овие 

прави е унија на дисјунктни четириелементни множества. Затоа, бројот на 

правите кои не минуваат низ точката O  е делив со 4.  

2) Прави кои минуваат низ точката O . Секоја права низ O  која содржи не-

која точка од S  ја содржи и нејзината симетрична точка, па затоа припаѓа 

на P , а нејзиниот коефициент на правец е рационален број 
p

q
, каде p  и q  

се непарни цели броеви такви што | | 90 1,p n  0 90 5q n    и притоа 

NZD( , ) 1p q  . Правите од оваа група ги делиме на три подгрупи:  

а) Две прави 1 2( ), ( )l x y l x y   .  

б) За секоја права која минува низ O  со коефициент на правец 
p

q
 за 

| | 90 1p n   и 0 90 1q n   , различна од 1l  и 2l , правите симетрични на 

неа во однос на правите 1,x l  и 2l  припаѓаат на множеството P , па затоа 

множеството од овие прави е унија на дисјунктни четириелементни мно-

жества.  

в) Остануваат правите кои минуваат низ О  и имаат коефициент на правец 

p

q
 за кој {90 3,90 5}q n n   . Бидејќи NZD( , ) 1x q   и 2 | x  ако и само ако 

NZD( , ) 1q q x   и 2 | q x , заклучуваме дека непарни природни броеви 

кои се помали или еднакви на q  и се заемно прости со q  има исто колку 

што има и парни, па затоа нивниот број е 1
2

( )q . Според тоа, за 90 3q n   

бројот на овие прави е (90 3)n  , додека за 90 5q n   нивниот број е 

(90 4) 2n   , бидејќи треба да се исклучат правите со коефициент на агол 

90 3
90 5

n
n



 . Бидејќи 4 | (3) (30 1) (90 3)n n       и 4 (5) | (90 5)n    , доби-

ваме дека бројот на овие прави е од облик 4 2k  .  

Од а), б) и в) следува дека бројот на правите кои минуваат низ точката O  е 

делив со 4.  
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Конечно, од 1) и 2) следува дека бројот на правите кои содржат барем две 

точки од множеството S  е делив со 4.  

 

4. Нека c  е природен број. Низата 1 2, ,...a a  е дефинирана со  

2 3
1 1, n n na c a a a c    , 

за секој природен број n . Определи ги сите вредности на c  за кои постојат 

природни броеви 1k   и 2m   такви што бројот 2 3
ka c  е еднаков на m

тиот степен на некој природен број.  

Решение. За 1k   од рекурентната врска добиваме  

2 3 2 2
1 1 1 1 1( )( 1)k k k k k k k k k k ka c a a a a a a a a a a               .   (1) 

Нека претпоставиме дека 1| k kd a a   и 1| 1k kd a a   . Тогаш | 2 1kd a   и 

1| 2 1kd a   . Но, од рекурентната релација следува  

2 3
12(2 1) (2 1) 4 1k ka a c     , 

па затоа 3| 4 1d c  , а оттука следува дека | 2 1nd a  , за секој n k . Според 

тоа, 1| 2 1 2 1d a c   . Меѓутоа, тогаш 3 2| 2(4 1) (2 1)(4 2 1) 1d c c c c      , 

т.е. 1d  .  

Сега, ако 1k ka a   е m ти степен, од (1) следува дека и 1k ka a   е m ти 

степен. Постапката ја продолжуваме е заклучуваме дека 2
2 1 ( 1)a a c c    е 

m ти степен, па од 2NZD( , 1) 1c c   следува дека 2c  и 1c  се m ти 

степени. Меѓутоа, c  не може да биде m ти степен, па затоа m  мора да биде 

парен број и уште повеќе 2m  . Значи, 1c  е точен квадрат. Конечно, ако 

1c  е точен квадрат, тогаш и 2 2 3
1( 1)c c a c    е точен квадрат.  
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БМО 2009  

 

1. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

23 5x y z  . 

Решение. Прво да забележиме дека 2 | z , па затоа  

24 | 3 5 ( 1) 1(mod4)x y xz      , 

од каде следува дека x  е парен број, т.е. 2x k . Сега равенката го добива 

видот  

(3 )(3 ) 5k k yz z   , 

па затоа 3 5k nz   и 3 5k y nz   , за некој цел број 0n  . Ако ги собереме 

последните две равенства добиваме 5 5 2 3n y n k    и бидејќи 2 3k  не е 

делив со 5, следува дека 0n  , односно  

1 5 2 3y k   . 

Нека претпоставиме дека 2k  . Тогаш 9 | 5 1y  , т.е. 5 1(mod9)y   . Бидејќи 

степенот на 5 по модул 9 е еднаков на 6 (Провери!) и 35 1(mod9)  , од по-

следната конгруенција следува дека 3(mod6)y  . Но, тогаш  

32 3 5 1 5 1 0(mod7)k y      , 

што не е можно.  

Според тоа, 1k  , од каде следува дека единствено решение на дадената ра-

венка е ( , , )x y z  (2,1,2) .  

 

2. Во триаголникот ABC  точките M  и N  се соодветно на страните AB  и AC  и 

се такви што правата MN  е паралелна со страната BC . Нека P  е пресекот на 

правите BN  и CM . Кружниците опишани околу BMP  и CNP  се сечат во 

две различни точки P  и Q . Докажи дека BAQ CAP .  

Решение. Прв начин. Нека правата AP  ја 

сече BC  во точка L . Од теоремата на Че-

ва следува  

1ANBL BM

LC MA AC
   , 

т.е. L  е средина на страната BC . Нека bL  

и bQ  (односно cL  и cQ ) се соодветно под-

ножните точки на нормалите повлечени од 

L  и Q  на AC  (односно на AB ).  

Бидејќи QBN QPC QNC   и аналогно QMB QCN , триаголниците 

BQM  и NQC  се слични. Од оваа сличност следува  
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b c

c b

QQ LLNC AC

QQ MB AB LL
   , 

па затоа ~b c c bQ QQ L LL  и притоа важи  

c c b b cBAQ Q AQ Q Q Q L L L CAL CAP     . 

Втор начин. Четириаголниците MBQP  

и NCQP  се тетивни, што значи  

NCQ BPQ BMQ  , 

па затоа четириаголникот AMQC  е те-

тивен. Аналогно и четириаголникот 

ABQN  е тетивен. Ќе докажеме дека 

~ANQ APB . Од сличноста ~PBQ

CAQ  следува 
AQ AC

BQ PB
 , а од ~CNQ  

MBP  следува 
NQ CN

BQ MB
 . Според тоа, 

AQ AC BM AB BM AB

NQ CN PB BM PB PB
     , што заедно со AQN ABN  дава ~ANQ

CAQ , па затоа BAQ CAP .  

Трет начин. Нека   е композиција на симетријата во однос на симетралата на 

CAB  и инверзијата во однос на точката A , со радису AB AN . Бидејќи 

||MN BC , следува дека ~AMN ABC , па затоа AB AN AC AM   . Нека 

' ( )X X  за произволна точка X . Инверзијата ја пресликува полуправата 

која го содржи центарот на инверзијата во самата себе. Претходно споменатата 

симетрија ги пресликува полуправите AB  и AC  една во друга. Бидејќи 

2

' AB AN AC AM

AC AC
AC AM    , 

2

' AB AN

AB
AB AN  , 

2

' AB AN

AN
AN AB  , 

2

' AB AN AC AM

AM AM
AM AC     и бидејќи точките 'C  и 'N  припаѓаат на полу-

правата AB , а точките 'B  и 'M  на полуправата AC , следува дека ( )C M , 

( )B N , ( )N B  и ( )M C . Како и во вториот начин ан решавање 

докажуваме дека четириаголниците ABDN  и AMQC  се тетивни. Бидејќи A  е 

центар на гореспоменатата инверзија, со пресликувањето   кружниците 

опишани околу овие четириаголници се пресликуваат во прави и тоа кружни-

цата опишана околу четириаголникот ABQN  се пресликува во правата 

' 'B N BN , а кружницата опишана околу четириаголникот AMQC  во правата 

' 'M C MC . Пресечните точки на овие кружници се A  (центарот на инвер-
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зија) и Q , што значи дека точката Q  со пресликувањето   се пресликува во 

пресекот на правите NB  и CM , т.е. ( )Q P .  

Бидејќи симетријата ги запазува аглите и како при инверзијата правите кои 

минуваат низ центарот на инверзијата се пресликуваат во самите себе (па не се 

менува аголот меѓу нив), следува дека  

' 'BAQ B AQ NAP CAP   . 

Четврт начин. Нека конфигурацијата од задачата е сместена во комплексна 

рамнина, така што на темето A  му соодветствува бројот 0. Нека на точките 

означени со големите букви на латиницата им соодветствуваат афикси озна-

чени со истите мали букви на латиницата.  

Нека (0,1)k  е коефициентот на сличност на триаголниците AMN  и ABC . 

Тогаш 0, ,a m kb n kc   . Ако точката z  припаѓа на MC , тогаш важи 

z c m c kb c

z c m c kb c

  

  
  , т.е. ( ) ( ) ( )z kb c z kb c k bc bc     . Аналогно, точката z  

припаѓа на NB  ако и само ако важи ( ) ( ) ( )z kc b z kc b k cb cb     . Бидејќи 

P MC BN   добиваме  

2

( )( ) ( 1)( )( )

1( )( ) ( )( ) ( 1)( )
( )

k bc bc kb c kc b k k bc bc b c k
kkc b kb c kb c kc b k bc bc

p b c
      

      
    . 

Како и во првиот начин на решавање докуваме дека ~MBQ NQC , па затоа 

BQ NQ

BM NC
 , од каде добиваме 

q b q n

m b c n

 

 
 , па затоа важи  

2(1 )

( )(1 )
( 1)

bc kbc mn bc
b c m n b c k b c

q k


     
    . 

Бидејќи 1c a c k c
p a p k b c
 
 

    следува  

( )

( )
: ( )

c b cc a c a
p a p a c b c

U
 

  
  , 

а бидејќи ( 1)
q a q c
b a b b c

k


 
     следува  

( )

( )
: ( )

q a q a c b c

b a b a c b c
V

  

  
  . 

Според тоа, U V , а оттука следува дека BAQ CAP .  

 

3. Правоаголник со димензии 9 12  е поделен на единични квадрати. Со црвена 

боја се обоени центрите на сите единични квадрати, освен на четирите аголни 

и осумте квадрати кои имаат заедничка страна со некој од аголните квадрати. 

Дали е можно црвените центри да се означат со 1 2 96, ,...,C C C , но така да се 

исполнети следниве услови:  

1) 1 2 2 3 95 96 96 1... 13C C C C C C C C     , и  

2) затворената искршена линија 1 2 96 1...C C C C  е централно симетрична.  
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Решение. Правоаголникот да го поставиме 

во координатна рамнина така што центарот 

на полето во i  тата колона и j  тата ре-

дица има координати ( , )i j . Точките ( , )i j  и 

( ', ')i j  се соседни на патеката  

1 2 96 1...C C C CC  

ако и само ако {| ' |,| ' |} {2,3}i i j j   .   

Центарот на симетрија на патеката C  е точ-

ката 1
2

(6 ,5)O . Точките (2,2)A  и (11,8)B  се симетрични во однос на O  и ја 

делат C  на два дела 1C  и 2C . Единичните квадрати ќе ги обоиме стандардно 

како шаховска табла. Тогаш точките A  и B  се различно обоени, па како секои 

две соседни точки се различно обоени, секој од деловите 1C  и 2C  се состои 

од непарен број отсечки. Затоа овие делови се со различни должини, па затоа 

не се симетрични еден на друг. Според тоа, секој од деловите 1C  и 2C  мора да 

биде централно симетричен.  

Деловите 1C  и 2C  се со непарна должина, па затоа секој од нив треба да со-

држи отсечка која е централно симетрична во однос на O . Единствени такви 

отсечки се отсечките кои ги поврзуваат точките (5,4)C  и (8,6)D , односно 

(5,6)E  и (8,4)F , што значи дека отсечките CD  и EF  се содржани во C . 

Понатаму, точката A  може да се поврзи само со точките C  и (4,5)G , па затоа 

отсечките CA  и AG  се содржани во C . Аналогно, разгледувајќи ги точките 

B , (2,8)H , (11,2)I  и (9,5)J , добиваме дека патеката AGHEFIJBDCA  целос-

но се содржи во C , што е противречност.  

 

4. Определи ги сите функции :f   такви што  

2 2 2 2( ( ) 2 ( ) ) 2f f m f n m n   , за секои ,m n .    (*) 

Решение. Прв начин. Нека n  е фиксиран број и да претпоставиме дека 

1 2( ) ( )f m f m . Тогаш од (*) добиваме  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 22 ( ( ) 2 ( ) ) ( ( ) 2 ( ) ) 2m n f f m f n f f m f n m n       , 

т.е. 1 2m m , што значи дека f  е инјекција. Воведуваме смена 2( ) ( )g n f n  и 

ја добиваме равенката  

2 2 2( ( ) 2 ( )) ( 2 )g g m g n m n   .        (1) 

Од равенството  

2 2 2 2( 2) 2( 1) ( 2) 2( 1)n n n n        

следува дека  
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( 2) 2 ( 1) 2 ( 1) ( 2) 0g n g n g n g n        , 

т.е. низата { ( )}ng n   задоволува линеарна диференцна равенка чие општо 

решение е  

2( ) ( 1)ng n an bn c d     .         (2) 

Ако (2) го замениме во (1), тогаш за 1m   по средувањето добиваме  

4 3 2 4 24 4 1An Bn Cn Dn E F n n        , за секој n , 

каде 34A a  и 28B a b , па затоа 1a   и 0b  . Сега, од (2) имаме  

2 2( ) ( 1)nf n n c d     . 

Понатаму, за | | | |n c d   имаме 2 2 2( )n n f n n n    , па затоа мора да важи 

( )f n n , т.е. ( 1) 0nc d   , од каде следува 0c d  . Според тоа, ( )f n n , 

за секој n .  

Лесно се проверува дека функцијата ( )f n n  е решение на задачата.  

Втор начин. Како и во првиот начин докажуваме дека f  е инјекција. Затоа 

важи  

2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )f m f n f p f q        2 2 2 22 2m n p q   .   (3) 

Ставаме (1)f a . Ако во (*) ставиме 1m n   добиваме 2(3 ) 3f a  . За 

2 2, 5m a n a   и 23p q a   од (3) добиваме  

2 2 2 2 2 2(5 ) 2 ( ) 3 (3 ) 27f a f a f a   . 

Бидејќи решенија на равенката 2 22 27x y   во множеството природни бро-

еви се ( , ) (3,3)x y   и ( , ) (5,1)x y  , заклучуваме дека 2( ) 1f a   и 2(5 ) 5f a  . 

Оттука и од (3) за 
2 25 , 2m a n a  , 2p a  и 24q a  добиваме  

2 2 2 2 2 2 2 22 (4 ) 2 (2 ) (5 ) ( ) 24f a f a f a f a    , 

од каде наоѓаме  2(4 ) 4f a   и 2(2 ) 2f a  . Повторно од (3) следува дека за 

2 2( 4) , ( 1)m k a n k a    , 2p ka  и 2( 3)q k a   важи  

2 2 2 2 2 2 2 2(( 4) ) 2 (( 3) ) 2 (( 1) ) ( )f k a f k a f k a f ka      . 

Од последното равенство со индукција следува дека 2( )f ka k . Затоа 

3( ) (1)f a a f  , и како f  е инјекција добиваме 3 1a  , т.е. 1a  . Според тоа, 

( )f k k , за секој k . Лесно се проверува дека оваа функција го задоволува 

условот на задачата.  
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1. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 2 2( ) ( ) ( )
0

a b b c b c c a c a a b

a b b c c a

  

  
   . 

Решение. Прв начин. Неравенството е еквивалентно со неравенството  
3 3 3 3 3 3 3 2 3 2 3 2

( )( )( )
0a b b c c a a b c b c a c a b

a b b c c a
    

  
 , 

па затоа доволно е да докажеме дека  

3 3 3 3 3 3 3 2 3 2 3 2a b b c c a a b c b c a c a b     .    (1) 

Од неравенството меѓу средините следува  

33 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 23 3a b a b a c a b a b a c a b c      . 

Конечно, ако ги собереме аналогните циклични неравенства го добиваме 

неравенството (1). Знак за равенство важи ако и само ако a b c  .  

Втор начин. Ако двете страни на неравенството ги поделиме со 0abc   и 

додадеме на 3 го добиваме неравенството  
2 2 2( ) ( ) ( )

1 1 1 3
a b b c b c c a c a a b

a b b c c a

  

  
      , 

кое е еквивалентно со неравенството  

( ) ( ) ( )
3

b c a c a b a b c

a b b c c a

  

  
   .        (2) 

Неравенството (2) следува од неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина. Навистина  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 3
b c a c a b a b c b c a c a b a b c

a b b c c a a b b c c a

     

     
      , 

при што зна за равенство важи ако и само ако  

( ) ( ) ( )b c a c a b a b c

a b b c c a

  

  
  , 

т.е. ако и само ако ab bc ca  , што значи ако и само ако a b c  .  

 

2. Нека H  е ортоцентар на остроаголниот триаголник ABC , а M  среди-

ната на AC . Нека 1C  е подножјето на нормалата повлечена од C  на AB , 

а 1H  е симетричната точка на H  во однос на AB . Нека ,P Q  и R  соод-

ветно се подножјата на нормалите повлечени од точката 1C  на правите 

1,AH AC  и CB , а 1M  е центарот на опишаната кружница околу триагол-

никот PQR . Докажи дека симетричната точка на M  во однос на точката 

1M  лежи на отсечката 1BH .  

Решение. Ќе го користиме следново едноставно тврдење.  

Лема. Нека во конвексен тетивен четириаголник 1 2 3 4A A A A  дијагоналите 

се сечат по прав агол во точката X . Ако iB  е средина на страната 1i iA A  , 
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а iX  е подножјето на нормалата повлечена од X  кон таа страна ( 5 1A A ), 

тогаш точките , , 1,2,3,4i iB X i   лежат на иста кружница.  

Доказ. Четириаголникот 1 2 3 4B B B B  е пра-

воаголник бидејќи 1 2 3 4||B B B B 1 3|| A A  и 

2 3 4 1 2 4|| ||B B B B A A . Понатаму, 

3 3 4 3 1 4 2 1B XA A A A A A A  1 1A XX ,  

па затоа точките 3 1, ,B X X  се колинеарни, 

што значи дека точката 1X  лежи на круж-

ницата над дијаметарот 1 3B B , т.е. на опи-

шаната кружница k  околу правоаголникот 

1 2 3 4B B B B . Аналогно се докажува 

дека , 2,3,4iX i   лежат на k . ■ 

Познато е дека точката 1H  лежи на 

опишаната кружница околу ABC . 

Според претходната лема точките 

, ,P Q R  лежат на кружницата над ди-

јаметарот MN , каде N  е средина на 

отсечката 1BH . Според тоа, точката 

N  е симетрична на точката M  во 

однос на точката 1M , па затоа лежи 

на 1BH .  

Втор начин. Бидејќи H  е ортоцентар 

на ABC , а точката 1H  е симетрична 

на точката H  во однос на AB , доби-

ваме  

1 180AH B AHB ACB   , 

и затоа 1H  лежи на опишаната круж-

ница околу ABC . Нека правата 1C P  

ја сече BC  во точката S , а правата 

1C R  ја сече 1AH  во точката T  (цр-

теж десно). Имаме:  

1 1 1 1TC A BC R BCC TAC   , 

и затоа T  е средина на 1AH , а TM  како средна линија е паралелна на 

1CH . Аналогно S  е средина на BC  и SM  е паралелна на AB .  
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Од досега изнесеното следува дека 1( , ) 90TMS AB CH  , т.е. точ-

ките , , , ,T P R S M  припаѓаат на кружница   со дијаметар ST . Од друга 

страна, 1 1 1 1 1PQR PQC RQC PAC RCC BH PTR      , т.е. 

точката Q  припаѓа на   и 1M  е дијаметрално спротивната точка на M  

во  . Според тоа, четириаголникот 1MSM T  е правоаголник, 1 ||SM  

1 1, ||CH TM AB , т.е. 1M  се совпаѓа со средината на отсечката 1BH  и во 

случајов лежи на неа.  

Забелешка. И двета начини на решавање всушност се засноваат на иста 

идеја, само начинот на испишување е различен.  

 

3. Трака со ширина w  го нарекуваме множеството точки во рамнината кои 

се наоѓаат на или меѓу две паралелни прави кои се на растојание w  една 

од друга. Нека S  е множество од n  точки во рамнината такво што било 

кои три точки од множеството S  може да се покријат со трака со ширина 

1. Докажи, дека S  може да се покрие со трака со ширина 2.  

Решение. Меѓу сите триаголници со темиња во S , го разгледуваме 

триаголникот кој има најголема плоштина, и нека тоа е ABC . Нека 

', ', 'A B C  се симетричните точки на точките , ,A B C  во однос на среди-

ните на страните , ,BC CA AB , соодветно. Тврдиме дека сите точки на 

множеството S  лежат внатре или на страните на ' ' 'A B C . Навистина, 

ако X S  е надвор од ' ' 'A B C , тогаш без ограничување на општоста 

можеме да земеме дека X  и BC  се на различни страни од правата ' 'B C , 

па затоа BCX  има поголема плоштина од ABC , што е противречност.  

Триаголникот ABC  може да се покрие со трака со ширина 1, па затоа 

триаголникот ' ' 'A B C  може да се покрие со трака со ширина 2, бидејќи е 

хомотетична слика на ABC  со коефициент на хомотетија 2. Оваа трака 

го покрива множеството S .  

 

4. Нека 2n   е природен број. Со ( )f n  да го означиме збирот на сите 

природни броеви кои се помали или еднакви на n  и кои не се заемно 

прости со n . Докажи, дека ( ) ( )f n p f n  , за секој 2n   и за секој прост 

број p .  

Решение. Ненегативни цели броеви кои не се заемно прости со n  и кои 

се помали или еднакви на n  има 1 ( )n n  . Понатаму, ако r  е таков 

број, тогаш и n r  е таков број, па затоа важи 1
2

( ) ( 1 ( ))f n n n n   . 

Нека претпоставиме дека ( ) ( )f n p f n   за некој природен број n  и 

прост број p . Тогаш го добиваме равенството   
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( 1 ( )) ( )( 1 ( ))n n n n p n p n p        .    (1) 

Ако NZD( , ) 1n p  , тогаш n p  е делител на 1 ( )n n n   , што не е 

можно. Нека ,n pt t   и (1) да го запишеме во видот  

( 1 ( )) ( 1)( 1 ( ))t tp tp t tp p tp p        .    (2) 

Да допуштиме дека p  е делител на t  и нека ,t ps s  . Бидејќи 

NZD( , 1) NZD( , 1) 1t t p t    , имаме  

1| 1 ( ) ( 1)( 1) ( )t pt pt p t p t p t          , 

од каде следува дека  1| (1 ( ))t p s t   , па затоа 1|1 ( )t s t   . Но,  

1 ( ) 1 2( 1)s t t t t        

и затоа 1 1 ( )t s t    . Тогаш 1 1 ( )t pt pt     и од (2) добиваме  

1 ( ( 1)) 1 ( 1) ( 1)t pt p p t pt p p t            . 

Последното равенство, разгледано по модул 1p   дава 1| 2p  , па затоа 

2p   или 3p  . Ако 2p  , тогаш 2 3 ( 1) 2t t t t      , а ако 3p  , 

добиваме 3 4 2 ( 1) 2t t t t       , што и во двата случаја е противреч-

ност. Според тоа, NZD( , ) 1p t  .  

Ако | 1p t  , т.е. 1 ,t pq q   , тогаш аналогно како погоре добиваме 

1| ( 1)( ( ) 1))t p t    . Заменуваме ( 1)( ( ) 1) ( 1) ,p t t u u       и доби-

ваме ( ) 1 ( 1)t p u pt p p t       . Според тоа, |1 1p tu u pqu    , т.е. 

| 1p u  . Меѓутоа, 
( 1)( ( ) 1)

1
1

p t

t
u p

  


   , па затоа важи 1u  . Тогаш 

1 ( 1)( ( ) 1)t p t      е непарен, а од друга страна од 1 ( 1)q t     

следува дека q  е непарен, што значи дека 1t pq   е непарен. Послед-

ното противречи на фактот дека 1t   не може да има два непарни делите-

ли од видот p  и 1p  , а во случајот 2p   би добиле 1| ( ) 1 1t t t     , 

што не е можно.  

Сега, бидејќи NZD( , ) NZD( , 1) 1p t p t    од (2) следува  

( 1 ( 1) ( )) ( 1)( 1 ( 1) ( 1))t tp p t t tp p p t            , 

односно  

2 1 ( 1)

( 1)
( 1) ( )

pt p t

t p t
t t

   


     .      (3) 

Бидејќи  

2 1 ( 1) 2( 1)

( 1) ( 1)
1 1

pt p t p t

t p t t p

    

 
     

имаме 4t   и бројот ( 1) ( )t t    е парен (како разлика на два парни 

броја). Освен тоа 
2 1 ( 1) 2 1

( 1) 1
4

pt p t p

t p t p

    

 
    кога 3p  , а за 2p   доби-
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ваме 
5 1 ( )

4
t t

t

 
 . Според тоа, ( 1) ( ) 2t t    . Од последното равен-

ство и од 4t   следува дека точно еден од броевите ( 1)t   и ( )t  не е 

делив со 4 (т.е. дава остаток 2 при делење со 4). Тоа е можно ако и само 

ако точно еден од броевите t  и 1t   е еднаков на 4, kq  или 2 kq , каде q  

е непарен прост број (конгруентен со 3 по модул 4) и k .  

Освен тоа со помош на ( 1) ( ) 2t t     од (3) ги добиваме равенствата  

2 1 2 1

1 1
( 1) 2

pt p t p

p p
t t

   

 
      и 

2 3

1
( ) ( 1) 2

t p

p
t t

 


      .   (4) 

Да забележиме дека, 
1 2

3
( ) ( 1)k k kq q q q    . Имаме и 7p  , бидејќи во 

спротивно добиваме ( ) 2 1t t t     за 2p  , ( )t t t    за 3p  , а за 

5p   добиваме дека 2 ( ) 1t t    и 2 ( 1) 3t t    , што лесно доведува до 

противречност. Со помош на овие оценки добиваме противречност во 

секој одделен случај.  

Случај 1. Ако kt q  или 2 kt q , тогаш  

14 ( 1) ( 1) 4 3 4 2k k k kq p q q q p q        , 

што не е можно.  

Случај 2. Ако 1 kt q   или 1 2 kt q  , тогаш за 7p   добиваме  

1  (3 1) 4k kq q q     или 2 4kq  . 

Сега од NZD( ,4) 1q   следува 1k   и лесно се гледа дека единствена 

можност е 7q   и соодветно 1 14t   . Но последното противречни на 

второто равенство во (4). Конечно, ако 11p   имаме  

1( 1) )( 1 2k k kp q q q     или 4 kq , 

од каде следува  

20

3

110 ( 1)( 1) 4
kq k k kq qp q      , т.е. 4 15kq  , 

што е можно само за 3, 1q k   и соодветно 1 6t   , а тоа противречи на 

второто равенство во (4).  
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БМО 2011 

 

1. Нека ABCD  е тетивен четириаголник кој не е трапез и чии дијагонали се сечат 

во точката E . Нека средините на отсечките AB  и CD  соодветно се точките 

F  и G , а l  е права која минува низ G  и е паралелна со AB . Подножјата на 

нормалите повлечени од точката E  кон правите l  и CD  соодветно се H  и K . 

Докажи дека правите EF  и HK  за заемно нормални.  

Решение. Нека претпоставиме дека точ-

ката K  е меѓу точките G  и C . Точките 

, ,E G H  и K  лежат на кружницата со ди-

јаметар EG , па затоа EHK EGK  . 

Бидејќи триаголниците EAB  и EDC  се 

слични: AEB DEC  и EAB EDC , 

заклучуваме дека триаголниците EFB  и 

EGC  исто така се слични. Следува дека  

EFB CGE KHE  , 

што заедно со FB HE  дава EF KH .  

 

2. Нека , ,x y z  се реални броеви такви што 0x y z   . Докажи, дека  

2 2 2

( 2) ( 2) ( 2)

2 1 2 1 2 1
0

x x y y z z

x y z

  

  
   . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
2 2 2

2 2 2

(2 1) (2 1) (2 1)

2 1 2 1 2 1
3

x y z

x y z

  

  
   . 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека  

| | max{| |,| |,| |}z x y z . 

Тогаш, од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува дека  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

(2 1) (2 1) 2( 1) 2(1 ) 2(1 ) (2 1)

2 1 2 1 1 1 2 1 2 1
3 3

x y x y z z z

x y x y x y z z

      

       
       , 

што и требаше да се докаже. Знак за равенство важи ако и само ако 

0x y z    или 1 1
2 2

( , , ) ( , ,1)x y z    , до пермутации.  

 

3. Нека S  е конечно множество природни броеви со следново својство: ако S  го 

содржи бројот x , тогаш S  ги содржи и сите делители на бројот x . Непраз-

ното подмножество T  на множеството S  го нарекуваме добро ако за секои 

,x y T , x y , количникот 
y

x
 е степен на прост број. Непразното подмно-

жество T  на множеството S  го нарекуваме лошо ако за секои ,x y T , x y , 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Малчески  

 110 

количникот 
y

x
 не е степен на прост број. Едноелементните множества ги сме-

таме и добри и лоши. Нека k  е најголемиот можен број елементи на добро 

подмножество на S . Докажи, дека k  е најмалиот можен број на меѓусебно 

дисјунктни лоши подмножества чија унија е еднаква на S .  

Решение. Јасно, не постојат два елементи на добро множество со k  елементи 

кои припаѓаат на исто лошо множество. Затоа ни требаат барем k  лоши 

множества за да го покриеме S  .  

Ќе конструираме k  лоши множества кои го покриваат S . Нека 1 2, ,..., np p p  се 

сите прости броеви во S . Бидејќи S  ги содржи сите делители на своите еле-

менти, секој елемент на S  е од облик 1 2
1 2 ... nr r r

nx p p p , каде 1ir k   за секој i  

(броевите , 0,1,2,...,
j

i

x
i

p
j r , формираат добро подмножество на множеството 

S  со 1ir   елементи).  

За секој таков x S  дефинираме 1 2( ) ... nh x r r r    . Ако , ,x y S x y   при-

паѓаат на некое добро множество, тогаш важи 1 ( ) ( ) 1h y h x k    . Да ги раз-

гледаме множествата { | ( ) (mod )}mS x S h x m k   , 1,2,...,m k . Овие множе-

ства се дисјунктни и нивната унија е еднаква на множеството S . Од претходно 

изнесеното следува дека секое множество mS  е лошо, што значи дека тоа е 

бараната конструкција.  

 

4. Нека ABCDEF  е конвексен шестаголник со плоштина 1 и таков што секои две 

спротивни страни му се паралелни. Правите ,AB CD  и EF  се сечат по парови, 

при што определуваат триаголник. Слично правите ,BC DE  и FA  определу-

ваат друг триаголник. Докажи дека барем еден од овие два триаголници има 

плоштина поголема или еднаква на 3
2

.  

Решение. Нека правите ,AB CD  и EF  го 

определуваат триаголникот 1 1 1A C E , а пра-

вите ,BC DE  и FA  го определуваат три-

аголникот 1 1 1B D F  (види цртеж). Да озна-

чиме  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, , ,

, , .

BC CDAB

F B A C B D

DE EF FA

C E D F E A

a b c

d e f

  

  
 

 Од 
1 1 1 1

2
ABD B D FP a P  итн. следува  

1 1 1

2 2 2(1 )ABCDEF B D FP a c e P     и  
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1 1 1

2 2 2(1 )ABCDEF AC EP b d f P    .  

Коефициентите , ,b d f  може да се изразат преку , ,a c e . Од  

1 1 1 1 1
D F D B CFBC

EF EF
a c

 
     и 1 1 1 1 2

AC A E EF FC

EF EF
a c e

 
      

следува 1
2

a c
a c e

b  
  

 . Аналогно се добива 1
2

c e
a c e

d  
  

  и 1
2

e a
a c e

f  
  

 . Сега за 

a c e p    имаме  

2 2 2 21
3

a c e p    и 
2 2 2 2

2

3 4 3 22 2 2 21
3 2(2 )
( )

p p a c e p

pp
b d f

     


    . 

Нека претпоставиме дека 
1 1 1

3
2B D FP   и 

1 1 1

3
2A C EP  . Од претходно изнесеното 

следува дека тоа е еквивалентно со 
2 2 2 1

3
a c e    и 

2 2 2 1
3

b d f   . Но, то-

гаш од првото неравенство следува 1p  , а од второто 
3 2

2
1

p

p




 , што не е 

можно.  
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БМО 2012 

 

1. Нека ,A B  и C  се точки на кружница   со центар O  такви што 90ABC  . 

Нека D  е пресечната точка на правата AB  и нормалата на правата AC  во 

точката C . Нека l  е нормалата повлечена од точката D  на правата AO , E  е 

пресечната точка на правите l  и AC , а F  е онаа точка на пресекот на круж-

ницата   и правата l  која се наоѓа меѓу точките D  и E . Докажи, дека круж-

ниците опишани околу триаголниците BFE  и CFD  се допираат во точката F .  

Решение. Нека G  е точката на   дијаметрал-

но спротивна на A . Точката E  е ортоцентар 

на триаголникот DAG , па затоа G  лежи на 

правата BE . Бидејќи CDF GAC GFC   

и FBE FAG GFE  , правата FG  е за-

едничка тангента на кружниците CFD  и BFE , 

па затоа овие кружници се допираат во точката 

F .  

 

2. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

( ) ( )( ) 4( )
cyc

x y y z z x xy yz zx      . 

Збирот на левата страна на горното неравенство е еднаков на  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x y y z z x y z z x x y z x x y y z           . 

Решение. Прв начин. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2( )( ) ( )z x z y z xy    , 

од каде добиваме  

( ) ( )( ) [( ) ( ) ]

[( ) 2 ]

4( ).

cyc cyc

cyc

x y y z z x x y z x y xy

x y z xy

xy yz zx

      

  

  

 

  

Втор начин. Ако го квадрираме неравенството  

( ) ( )( ) 2x y y z z x xy yz zx      ,     (1) 

Со елементарни трансформации добиваме дека тоа е еквивалентно со 

очигледното неравенство  

2( )( ) 0xy yz zx x y    . 

Аналогно добиваме дека се точно неравенствата  

( ) ( )( ) 2y z z x x y yz zx xy           (2) 

( ) ( )( ) 2z x x y y z zx zy yz      .     (3) 
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Конечно, ако ги собереме неравенствата (1), (2) и (3) го добиваме бараното 

неравенство.  

 

3. Нека n  е природен број и нека  

1 2 2 1{2 ,2 3,2 3 ,...,2 3 ,3 }n n n n n
nP       . 

За секое подмножество X  од множеството nP  со XS  да го означиме збирот на 

сите елементи од множеството X , при што 0S  , каде   е празното мно-

жество. Нека y  е реален број таков што 1 10 3 2n ny     . Докажи, дека по-

стои подмножество Y  на множеството nP  такво што 0 2n
Yy S   .  

Решение. Прв начин. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по N . Очиглед-

но тврдењето важи за 1n  . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1n . 

Нека е даден y  таков што 1 10 3 2n ny     . Можни се следниве случаи:  

1) 10 2 3 2n ny     . Од индуктивната претпоставка следува дека постои 

множество 1' nY P   такво што 1
'2

0 2
y n

YS    . Тогаш можеме да земеме 

2 ' {2 | '}Y Y t t Y   .  

2) 1 1 12 3 2 3 2n n n ny       . Тогаш 1 10 3 2 3 2 3 2n n n n ny        , па 

од индуктивната претпоставка следува дека постои множество 1' nY P   

такво што 
3 1

'2
0 2

ny n
YS

    . Тогаш можеме да земеме 2 ' {3 }nY Y  . 

Според тоа, тврдењето важи и за n . Конечно, од принципот на математичка 

индукција следува дека тврдењето важи за секој природен број.  

Втор начин. Имаме 
1 13 2

n

n n
PS    , па ако сите елементи на nP  ги поделиме 

со 2n  задачата се сведува на следнава еквивалентна задача:  

Нека n  е природен број, 3
2

a   и 2{1, , ,..., }n
nQ a a a . Докажи дека за секој ре-

ален број 2[0,1 ... ]nx a a a      постои подмножество X  на nQ  за кое 

0 1Xx S   .  

Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . За 1n   имаме 0S  , {1} 1S 

, 3
{ } 2aS   и 5

{1, } 2aS  , т.е. тврдењето очигледно е точно.  

Нека тврдењето е точно за n  и нека 2 1[0,1 ... ]n nx a a a a        е произво-

лен. Ако 2[0,1 ... ]nx a a a     , од индуктивната претспоставка имаме дека 

постои множество 1n nX Q Q    за кое 0 1Xx S   .  
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Нека 
12 1
1

1 ...
nn a
a

x a a a
 


      . Бидејќи 
1 11
1

n na
a

a
 


 , заклучуваме дека 

1 2
1 [0,1 ... ]n nx x a a a a       . Сега, од индуктивната пшретпоставка сле-

дува дека постои 1 nX Q  таков што 
110 1Xx S   , па затоа доволно е да 

земеме 1
1 { }nX X a   .  

 

4. Определи ги сите функции :f   кои ги задоволуваат условите  

1) ( !) ( )!f n f n , за секој n ,  

2) m n  е делител на ( ) ( )f m f n , за секои , ,m n m n  .  

Решение. Од (1) (1)!f f  и (2) (2)!f f  следува (1), (2) {1,2}f f  .  

Нека претпоставиме дека (3) 3f  . Ако индуктивно дефинираме 0 3n   и 

1 !i in n  , за 0i  , добиваме дека ( )i if n n , за секој i . Нека m  е произволен 

природен број. Бидејќи разликата im n  е делител на ( ) ( )if m f n , добиваме 

дека im n  е делител на  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i if m m f m f n f n m f m f n n m         , 

за секој i . Според тоа, ( )f m m  има бесконечно многу делители, што значи 

дека ( )f m m , за секој m .  

Сега нека (3) 3f  . Од 4 3! 2 | (3)! (2)f f    следува дека 4 | (3)!f , па затоа 

(3) {1,2}f  . Освен тоа, ! 3n   е делител на ( )! (3)f n f  за секој 4n  , па затоа 

3 | ( )!f n , од што следува дела ( ) {1,2}f n  , за секој n . Сега лесно се докажува 

дека во случајов ( )f n  мора да е константа.  

Конечно, единствени решенија се функциите 1, 2f f   и ( )f x x , за секој 

x .   
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1. Во триаголник ABC  припашаната кружница наспроти темето A  ги допира 

правата AB  во точката P  и правата AC  во точката Q , а припишаната круж-

ница наспроти темето B  ги допира правата AB  во точката M  и правата BC  

во точката N . Нека K  и L  соодветно се подножјата на нормалите повлечени 

од C  кон правите MN  и PQ . Докажи, дека четириаголникот MKLP  е тети-

вен.  

Решение. Прв начин. Аглите 

на триаголникот да ги 

означиме со , , .    Бидејќи  

2
90KMP


  , 

доволно е да докажеме дека  

2
90KLP


  ,  

т.е. дека 
2

KLC


 . 

Нека I  е центарот на впиша-

ната кружница во триаголникот ABC  и D  е допирната точка на впишаната 

кружница со AB . Од ||CK IB  и ||CL IA  следува KCL AIB . Понатаму, од 

2
b c aCN AD     и 

2
KCN


  следува  

2 2 2 2
cos cos cos cosCK CN AD AI

     . 

Аналогно 
2 2

cos cosCL BI
 , па затоа CK AI

CL BI
 . Според тоа, триаголниците 

KCL  и AIB  имаат по две пропорционални страни и еднаков агол меѓу нив, па 

затоа тие се слични. Од сличноста на овие триаголници следува KLC 

2
ABI


 , па затоа 

2
90KLP KLC CLP


    .  

Втор начин. Нека I  е цента-

рот на опишаната кружница 

во ABC , а T  е проекцијата 

на I  на страната AB . Ќе до-

кажеме дека ~KCL AIB .  

Од AI PQ  и BI MN  до-

биваме ||AI CL  и ||BI CK . 

Тогаш  

,

,

.

KCL AIB

QCL QZI IAT

NCK NBI IBT



 

 
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Од последните две равенства следува дека ~QCL IAT  и ~NCK IBT , па 

затоа CL AT

CQ AI
  и CK BT

CN BI
 . Но, ,CQ BT p b CN AT p a       и така доби-

ваме ( )( )CL AI p a p b CK BI      , што значи CL IB

CK IA
 . Од друга страна, 

KCL AIB , па затоа ~KCL AIB . Тогаш  

(90 ) (90 ) 180KLP PMK ABI ABI      , 

со што доказот е завршен.  

 

2. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

5 4 2013y zx   . 

Решение. Прв начин. Сведуваме по модул 11 и добиваме 5 4 0(mod11)yx   , 

при што важи 5 1(mod11)x   , па мора да важи 4 1(mod11)y   . Конгруен-

цијата 4 1(mod11)y    не важи за ниту еден y , а додека конгруенцијата 

4 1(mod11)y   важи ако и само ако 5 | y .  

Воведуваме смена 54
y

t   и ја добиваме равенката  

5 5 2013zx t A B    , 

каде NZD( , ) 1x t  , A x t   и 4 3 2 2 3 4B x x t x t xt t     . Понатаму, од  

3 2 2 3 4( 2 3 4 ) 5B A x x t xt t t      

следува дека 4NZD( , ) NZD( ,5 ) | 5A B A t , но 5 | 2013z
 , па мора да важи 

NZD( , ) 1A B  . Според тоа, zA a  и zB b , за некои природни  бореви a  и 

b  такви што 2013ab  .  

Меѓутоа, од неравенството 
4 41

16
A B A  , кое се докажува со едноставна при-

мена на неравенствата меѓу средините, добиваме  

4 41
16

a b a  , т.е. 
5 51

16
2013a ab a   . 

Оттука следува 5 8a  , што не е можно бидејќи 2013 нема делители меѓу 

броевите 5, 6, 7 и 8.   

Втор начин. Имаме 4 4,5,9,3,1(mod11)y  , 5 0,1,10(mod11)x  , па затоа 

2013 0 mod11)z O , па затоа мора да е 4 0(mod11)y  , од каде добиваме 5 | y . 

Нека 5 ,y t t   и равенката да ја запишеме во видот  

4 3 2 2 3 4( 4 )( 4 4 4 4 ) (3 11 61)t t t t t zx x x x x        . 

Како и при првиот начин на решавање заклучуваме дека множителите на 

левата страна на последната равенка се заемно прости и бидејќи 3 не е делител 
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на вториот множител (Докаѓи!), заклучуваме дека 3 | 4z tx  . Ќе разгледаме два 

случаја. Ако NZD( 4 ,11 61) 1tx   , тогаш  

3 4z tx   и 5 5 52013 4 ( 4 ) 243z t t zx x     , 

што е противречност.  Ако пак NZD( 4 ,11 61) 1tx   , тогаш  

4 33t zx   и 
5 5( 4 )5 5 433

15 16
2013 4 2 (33 ) 2013

t zxz t z zx


       ,  

што е противречност.   

 

3. Со   да го означиме множеството позитивни реални броеви. Определи ги 

сите функции 3:f    такви што за секои , , ,x y z k   важи  

1) ( , , ) ( , , )xf x y z zf z y x ,  

2) 2( , , ) ( , , )f x ky k z kf x y z  и 

3) (1, , 1) 1f k k k   .  

Решение. Прв начин. Од својствата на функцијата f  следува дека за секои 

, , , , 0x y z a b   важи  

2

2 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )bz bz
ax aa x

f a x aby b z bf a x ay z b f z ay a x f z y x f x y z    . 

Броевите a  и b  ќе ги избереме така што тројката 2 2( , , )a x aby b z  и од облик 

(1, , 1)k k  , за некој k . Нека земеме 1

x
a   и b  така да важи 2 1b z aby  . 

Последната равенка ја решаваме по b  и добиваме 
2 4

2

y y xz

z x
b

 
  и 

2( 4 )

2

y y y xz

xz
k

 
 . Сега лесно следува дека  

2 42 2

2
( , , ) ( , , ) (1, , 1) ( 1)

y y xza a a
b b b x

f x y z f a x aby b z f k k k
 

      . 

Непосредно се проверува дека функцијата f  ги задоволува условите на 

задачата.  

Втор начин. Од 2) и 3) следува  

2(1, , ( 1)) (1, , 1) ( 1)f tk t k tf k k t k     . 

Да ставиме tk a  и 2 ( 1)t k b  . Јасно променливите a  и b  може да ги при-

мат сите вредности на  . Тогаш 
2 4

2

a a bt     и  

2 4

2
(1, , ) a a bf a b a t     . 

Сега од 1 добиваме 
2 4

2
( , ,1) a a b

b
f b a   . Според тоа,  
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2
24

2 4

2 2
( , , ) ( , ,1 ) ( , ,1)

a a
cc

b
a a bca a

b bc c
f b c a f b c c c f b c

 
      , 

каде c  е произволен број од  . Непосредно се проверува дека функцијата 

2 4

2
( , , )

y y xz

x
f x y z

 
  ги задоволува условите на задачата.  

 

4. На математички натпревар некои учесници се пријатели (пријателството е 

симетрична релација, т.е. ако A  е пријател на B  , тогаш и B  е пријател на A . 

За различните натпреварувачи 1 2, ,..., nA A A , каде 3n  , велиме дека формираат 

скоро пријателски циклус ако iA  не е пријател со 1iA   за 1 i n   ( 1 1nA A  ), 

додека сите останати парови натпреварувачи од овој циклус пријатели.  

Притоа, на овој натпревар важи:  

За секој натпреварувач C  и секој скоро пријателски циклус S  кој не го содр-

жи C , множеството натпреварувачи D  од S  кои не се пријатели со C  има 

најмногу еден елемент.  

Докажи дека сите натпреварувачи може да се распоредат во три соби така што 

секои два натпреварувачи кои се наоѓаат во иста соба се пријатели.  

Решение. Разгледуваме граф G  чии темиња соодветствуваат на натпревару-

вачите при што две темиња се поврзани со ребро ако и само ако соодветните 

натпреварувачи не се пријатели.  

Лема. Графот G  содржи теме со степен помал или еднаков на 2.  

Доказ. Нека претпоставиме дека секое теме има степен поголем или еднаков 

на три. Да го разгледаме најдолгиот индуциран пат во графот 0 1... kP u u u  (пат 

во кој никои две несоседни темиња не се поврзани). Темето 0u  е поврзано 

најмалку со уште две темиња v  и w  и тие се надвор од патот P . Бидејќи P  е 

најдолгиот индуциран пат, темињата v  и w  мора да имаат соседи во тој пат. 

Нека iu  и ju  се по ред соседите на v  и w  со најмали индекси ,i j  и нека без 

ограничување на општоста i j . Тогаш 0 1, ,..., ,iu u u v  формираат скоро при-

јателски циклус, а на него w  има два соседи 0u  и ju , што е противречност. ■ 

Да се вратиме на тврдењето на задачата кое ќе го докажеме со индукција по 

бројот на темињата n  на G . За 3n   тврдењето е тривијално. Нека претпо-

ставиме дека тврдењето важи за 1n  и ќе го докажеме за n . Според лемата, 

во G  постои теме v  чиј степен е помал или еднаков на два. Графот 'G  добиен 

со бришење на темето v  и сите ребра кои излегуваат од него, очигледно ги 

задоволува условите на задачата, па неговите темиња може да се поделат во 

три соби на саканиот начин. Притоа v  нема соседи барем во една соба, па 

може да се стави во таа соба. Со ова доказот е завршен.  
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1. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 3xy yz zx xyz   . Дока-

жи, дека  

2 2 2 2( ) 3x y y z z x x y z      . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Прв начин. Равенството од условот е еквивалентно со равенството  

1 1 1 3
x y z
   .           (1) 

Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува 

2 21 12 2
y y

x y x y x     и аналогно добиваме 
2 1 2

z
y z y   и 

2 1 2
x

z x x  . 

Ако ги собереме последните три неравенства и го искористиме равенството (1) 

го добиваме бараното неравенство.  

Знак за равенство важи ако и само ако 2 1
y

x y  , 
2 1

z
y z   и 

2 1
x

z x  , од каде 

лесно следува 1x y z   .  

Втор начин. Равенството од условот е еквивалентно со равенството (1). Затоа  

2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 21 1 1

2( ) 3 2 2 2

( ) ( ) ( ) 0.

y z x

y z x

x y y z z x x y z x y x y z y z x x

y x z y x z

              

      
 

Знак за равенство важи ако и само ако 1 1 1 0
y z x

x y z      , од каде лесно 

следува 1x y z   .  

 

2. За природниот број n  ќе велиме дека е специјален ако постојат природни 

броеви , ,a b c  и d  такви што 
3 3

3 3

2

2

a b

c d
n 


 .  

а) Докажи, дека постојат бесконечно многу специјални броеви.  

б) Докажи, дека бројот 2014 не е специјален.  

Решение. а) Ако земеме ,a nc b nd   добиваме дека 
3 3 3 3

3 3 3 3

3 32 2

2 2

a b c d

c d c d
n n 

 
  , 

што значи дека за секој n  бројот 3n  е специјален.  

б) Прв начин. Да забележиме дека 2014 2 19 53   . Ако 2014 е специјален број, 

тогаш  

3 3 3 32 2014( 2 )x y u v           (1) 

за некои природни броеви , , ,x y u v . Без ограничување на општоста можеме да 

претпоставиме дека за така избраните вредности  , , ,x y u v  вредноста на изразот 

3 32x y  е најмала. Сега 3 319 | 2x y . Ќе докажеме дека 19 | x  и 19 | y . Ако 

претпоставиме дека 19 | x , тогаш очигледно 19 | y   и обратно. Затоа нека 
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претпоставиме дека 19 | x  и 19 | y . Тогаш од 3 32 (mod19)x y   следува дека 

3 6 3 6( ) ( 2 ) (mod19)x y  , т.е. 18 6 182 (mod19)x y  и од малата теорема на 

Ферма следува дека 61 2 (mod19)  што е противречност.  

Според тоа, 1 119 , 19x x y y   за некои природни броеви 1 1,x y . Заменуваме во 

(1) и добиваме  

2 3 3 3 3
1 119 ( 2 ) 2 53( 2 )x y u v    ,      (2) 

т.е. 3 319 | 2u v , од каде следува дека 1 119 , 19u u v v   за некои природни 

броеви 1 1,u v . Заменуваме во (2) и добиваме  

3 3 3 3
1 1 1 1( 2 ) 2014( 2 )x y u v   . 

Бидејќи 3 3 3 3
1 12 2x y x y   , последното противречи со минималноста на 

3 32x y . Затоа 2014 не е специјален број.  

Втор начин. Нека претпоставиме дека 
3 3

3 3

2

2
2014 a b

c d




 , за некои природни брое-

ви , ,a b c  и d , т.е. дека 3 3 3 32 2 19 53( 2 )a b c d     . Без ограничување на оп-

штоста можеме да земеме NZD( , , , ) 1a b c d  . Имаме 3 0, 1, 7, 8(mod19)x     , па 

затоа 3 32 0(mod19)a b   ако и само ако 19 | ,a b . Но, тогаш од 3 3 319 | 2a b  

следува дека 2 3 319 | 2c d , од каде следува 19 | ,c d , што противречи на 

NZD( , , , ) 1a b c d  .  

 

3. Нека ABCD  е трапез впишан во кружница   со дијаметар AB  и нека E  е 

пресечната точка на дијагоналите AC  и BD  на трапезот. Кружницата со 

центар во точката B  и радиус BE  ја сече кружницата   во точките K  и L , 

при што точката K  е од иста страна на правата AB  како и точката C . Ако 

нормалата повлечена од точката E  на правата BD  ја сече правата CD  во 

точката M , докажи дека правите KM  и DL  се заемно нормални.  

Решение. Бидејќи ABCD  е тетивен трапез, тој 

е рамнокрак. Нека EM  ја сече AB  во точката 

Q . Од 90ADB QEB   следува дека MQ

|| AD , т.е. QBCM  исто така е рамнокрак тра-

пез. Ќе докажеме дека Kl  е симетрала на MC  

(и QB  соодветно). Точките ,B C  и E  лежат на 

кружницата   со дијаметар BE , која ги допира 

правата EM  и кружницата ( , )B BE . Радикал-

ните оски на паровите кружници ( , ), ( , ),  
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( , )   се правите ,KL BC и EM , соодветно, па затоа овие прави се сечат во 

нивниот радикален центар R . Но R  лежи на симетралата на MC  и KL QB , 

па затоа KL  е симетрала на MC  (и QB  соодветно). Сега  

90MKL CKL CDL DLK    ,  

па затоа KM DL .  

 

4. Нека n  е природен број. Правилен шестаголник со должина на страна еднаква 

на n  е поделен со прави, кои се паралелни на неговите страни, на рамнострани 

триаголници чии страни се со должина 1. Определи го вкупниот број правилни 

шестаголници чии темиња воедно се и темиња на делбените рамнострани три-

аголници.  

Решение. Нека P  е дадениот шестаголник. Теми-

њата на разгледуваните рамнострани триаголници 

ќе ги нарекуваме јазли. За секој шестаголник Q  со 

темиња во јазлите го разгледуваме шестаголникот 

Q  опишан околу Q  со страни паралелни на 

страните на P  (види цртеж десно). Темињата на 

Q  се исто така јазли.  

За 0 m n   шестаголникот Q  со должина на страна n m  може да се избере 

на 2 3 33 3 1 ( 1)m m m m      начини. За дадениот шестаголник Q , шестагол-

никот Q  може да се избере на n m  начини. Според тоа, вкупниот број можни 

шестаголници Q  е еднаков на  

2 2

1 1 1
3 3 3 3

0 0 0

1
3 3

1 0

( 1)3

4
1

( )(( 1) ) ( )( 1) ( )

( 1) ( )

.

n n n

m m m

n n

m m

n
n n

m

n m m m n m m n m m

n m m n m m

m

  

  



 





       

    

 

  

 


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БМО 2015 

 

1. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

3 6 3 6 3 6 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 33 ( ) ( )a b b c c a a b c abc a b b c c a a b c a b c         . 

Решение. Со смената 2 2,x ab y bc   и 2z ca  бараното неравенство се све-

дува на неравенството на Шур 

3 3 3 2 2 2 2 2 23x y z xyz xy yz zx x y y z z x         . 

 

2. Даден е разностран триаголник ABC , со опишана околу него кружница   со 

центар I . Правите ,AI BI  и CI  ја сечат соодветно   во точките ,D E  и F , 

различни од ,A B  и C . Правите низ точката I  паралелни со правите ,BC CA  и 

AB  соодветно ги сечат правите ,EF FD  и DE  во точките ,K L  и M . Докажи, 

дека точките ,K L  и M  се колинеарни.  

Решение. Прв начин. Ако го разгледаме распоредот D E M   забележуваме 

дека EIM EBA EDI  , па затоа правата IM  е тангента на кружницата 

DEI  и 
2

MI MD ME  . Тоа значи дека точката M  припаѓа на радикалната 

оска s  на опишаната кружница околу ABC  и дегенираната кружница ( ,0)I . 

Аналогно и точките K  и L  припаѓаат на s , т.е. точките ,K L  и M  се коли-

неарни 

 
Втор начин. Од теоремата на Дезарг следува дека точките ' ,K BC EF 

'L CA FD    и 'M AB DE   се колинеарни. Последното запишано со ори-

ентирани отсечки значи дека  

' ' '

' ' '
1EK FL DM

K F L D M E
    . 

Но,  

' '

' '

EK EK EK KF EK BE IF

K F KF EK K F KF IE CF
      , 

со замена на оваа и аналогните релации добиваме  

1EK FL DM

KF LD ME
    , 
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па од теоремата на Менелај заклучуваме дека точките ,K L  и M  се колине-

арни.  

Забелешка. Во ниту едно од понудените два начини на решавање не се користи 

дека I  е центар на впишаната кружница, што значи дека задачата е предефи-

нирана.  

 

3. Комисија составена од 3366 филмски критичари гласа за Оскар. Секој крити-

чар гласа за еден глумец и една глумица. По гласањето се констатирало дека за 

секој природен број n  помал или еднаков на 100 постои глумец или глумица 

кој добил/ла точно n  гласови. Докажи, дека постојат двајца критичари кои 

гласале за ист глумец или глумица.  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното. За секој 1,2,...,100i   да фик-

сираме еден кандидат iA  кој добил i  гласови.  

Бројот на критичарите кои двата пати гласале за некој од кандидатите од мно-

жеството од множеството 34 35 100{ , ,..., }A A A A  е помал или еднаков на бројот 

парови глумец-глумица меѓу овие кандидати, а овој број е помал или еднаков 

на 33 34 1122  .  

Од друга страна, вкупно има 2 3366 6732   гласови кои критичарите ги доде-

лиле. Од овие гласови кандидатите од множеството A  добиле  

34 35 ... 100 4489     

гласови. Затоа има најмногу 6732 4489 2243   критичари кои двата пати не 

гласале за кандидатите од множеството A .  

Според тоа, вкупниот број критичари е помал или еднаков на  

1122 2243 3365  , 

што е противречност.  

 

4. Докажи, дека меѓу произволни 20 последователни природни броеви постои 

број d  таков што неравенството  

5
2

{ }n d n d   

важи за секој природен број n . (Со { }x  е означена функцијата дробен дел од 

x .)  

Решение. Бидејќи за [ ]m n d  важи  

2 2

2 2 2 2

22

{ } ( )

,

dn m

n d m

dn m dn m

n d

n d n d n d n d m n d

n d





 

   

 

 

доволно е да се избере d  таков што за секои ,m n  важи 2 2dn m 

{1,2,3,4} , (од горното неравенство е јасно дека 2 2 0dn m  ). Последното 

може да се постигне ако земеме  
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20 15 5(4 3)d k k    , за 0k . 

Навистина, тогаш 2 2m   и 3m   не се деливи со 5, додека 2 1m   и 2 4m   

немаат делители од облик 4 3k  , па затоа ниту еден од броевите  2 1m  , 

2 2m  , 2 3m   и 2 4m   не може да е делив со d .  
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БМО2016  

 

1. Определи ги сите инјективни функции :f   такви што за секој реален 

број x  и секој природен број n  важи  

1

| ( ( 1) ( ( ))) | 2016
n

i

i f x i f f x i


     . 

Решение. Да означиме  

1

( , ) ( ( 1) ( ( )))
n

i

S x n i f x i f f x i


     . 

Да фиксираме x . Од неравенствата  

| ( , ) | 2016S x n n   и | ( , 1) | 2016S x n n    

добиваме  

| ( 1) ( ( )) | | ( , ) ( , 1)) | 4032n f x f f x S x n n S x n n         , 

за секој n . Последното е можно само ако ( ( )) ( 1)f f x f x  , за секој 

x . Но функцијата f  е инјективна, па затоа ( ) 1f x x  , за секој x .  

 

2. Нека ABCD  е тетивен четириаголник за кој AB CD . Дијагоналите AC  и 

BD  се сечат во точката F , а правите AD  и BC  се сечат во точката E . Нека 

K  и L  се соодветно подножјата на нормалите повлечени од точката F  на 

правите AD  и BC , а ,M S  и T  се средините на отсечките ,EF CF  и DF , 

соодветно. Докажи дека втората пресечна точка на кружниците опишани околу 

триаголниците MKT  и MLS  припаѓа на отсечката CD .  

Решение. Ќе докажеме дека круж-

ниците опишани околу триаголни-

ците MKT  и MLS  минуваат низ 

средината на отсечката CD .  

Кружницата MKT  е Ојлеровата 

кружница за триаголникот DEF , 

па затоа таа минува низ средината 

P  на отсечката DE . Бидејќи 

||PN EC , ||MT ED , ||MP BD  и 

||TN AC , во ориентирани агли ва-

жи  

PMT BDA BCF PNT   , 

па затоа N  припаѓа на кружница-

та MKPT . Аналогно, N  припаѓа 

на кружницата MLS .  

Забелешка. Во случај кога CD  е дијаметар на опишаната кружница околу 
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четириаголникот ABCD  кружниците MKT  и MLS  се совпаѓаат.  

 

3. Определи ги сите монични полиноми f  со целобројни коефициенти кои го 

имаат следново својство: постои природен број N  таков што 2( ( )!) 1f p   е 

делив со p  за секој прост број p N  за кој ( )f p  е природен број.  

Напомена. Моничен полином е полином со водечки коефициент 1.  

Решение. Јасно е дека полиномот f  не е константен. Од друга страна, од 

условот на задачата следува дека | ( )!p f p , т.е. ( )f p p  за секој p N , па 

затоа мора да важи deg 1f  . Според тоа, ( )f x x c  , за некој c . Бидејќи 

според теоремата на Вилсон  

12( )! 1 ( 1)! ( 1) ( 1)!( )!(mod )cp c p c p c p          

за секој прост број p N , следува дека 
1( 1) ( 1)! 2 (mod )c c p   , односно 

1( 1) ( 1)! 2c c   . Од последното равенство добиваме 3c  , па затоа 

( ) 3f x x  .  

 

4. Рамнината е поделена на единечни квадрати со помош на две множества па-

ралелни прави кои формираат бесконечна решетка. Секој единечен квадрат е 

обоен во една од 1201 боја така што ниту еден правоаголник со периметар 100 

не содржи два единечни квадрати обоени со иста боја. Докажи дека ниту еден 

правоаголник со димензии 1 1201  (или 1201 1 ) не содржи два квадрата 

обоени со иста боја.  

Напомена. Се претпоставува дека страните на сите разгледувани правоагол-

ници припаѓаат на решетката.  

Решение. Ќе сметаме дека центрите на 

полињата (т.е. единичните квадрати) се 

точки со целобројни координати. Дија-

мант со центар ( , )a b  го нарекуваме мно-

жеството од сите полиња со центри (x, y) 

за кои важи || 4| | 2x a y b    . Секои 

две полиња од еден ист дијамант припа-

ѓаат на еден правоаголник со периметар 

100. Бидејќи дијамантот се состои од 

2 224 25 1201   полиња, меѓу нив мора 

да се појават сите 1201 бои.  

Да фиксираме една боја, да кажеме сина. Секое поле A припаѓа барем на еден 

дијамант со центар во сино поле. Навистина, дијамант со центар A содржи 

едно сино поле, да кажеме B, а тогаш A припаѓа на дијамантот со центар B. Од  

друга страна, ако некои два дијаманти со центри во сини полиња B и C имаат 
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заедничко поле A, тогаш двете полиња B и C припаѓаат на дијамантот со 

центар A, што не е можно. Според тоа, дијамантите со сини центри го покри-

ваат секое поле точно еднаш.  

Лесно се гледа дека поплочувањето со дијаманти е единствено до симетрија 

(на цртежот е прикажано аналогно поплочување со помали дијаманти). Без 

ограничување на општоста, центрите на тие дијаманти се точки (x, y) за кои 

1201 | 24x −25y. Бидејќи за секој x  постои точно еден ваков y по модул 

1201, добиваме дека тврдењето на задачата е точно. 
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БМО 2017  

 

1. Определи ги сите подредени парови природни броеви ( , )x y  за кои важи  

3 3 2 242x y x xy y    . 

Решение. Нека , , NZD( , )x da y db d x y   . Дадената равенка може да се за-

пише во видот  

2 2 2 2( )( ) 43d a b a ab b a ab b ab       .     (1) 

од каде следува дека 
2 2 | 43a ab b ab  . Бидејќи  

2 2 2 2NZD( , ) NZD( , ) NZD( , ) 1a a ab b b a ab b a b       , 

од (1) следува дека 
2 2 | 43a ab b  . Притоа 

2 2 0a ab b   .  

Ако 
2 2 1a ab b   , тогаш мора да е 1a b   и од (1) следува 22x y d   .  

Нека 
2 2 43a ab b   , т.е. 

2 2(2 ) 3 172a b b    и нека без ограничување на 

општоста земеме a b . Тогаш 
2 23 172 4b b  , што важи само за 7b  . 

Оттука 1, 1a d   или 43
13

6,a d  . Само првата можност има смисол и за 

истата се добива решението ( , ) (1,7)x y  .  

Конечно, сите решенија ( , )x y  се дадени со паровите (1,7), (7,1), (22,22) .  

 

2. Нека   е опишаната кружница околу остроаголниот триаголник ABC  во кој 

AB AC . Со Bt  и Ct  да ги означиме соодветно тангентите на кружницата   

во точките B  и C , а со L  нивната пресечна точка. Правата низ B  паралелна 

со правата AC  ја сече Ct  во точката D , а правата низ C  паралелна со AB  ја 

сече Bt  во точката E . Опишаната кружница околу триаголникот BDC  ја сече 

правата AC  во точка T  која е меѓу A  и C . Опишаната кружница околу 

триаголникот BEC  ја сече правата AB  во точка S  така што B  е меѓу A  и S .  

Докажи дека правите ,ST BC  и AL  се сечат во една точка.  

Решение. Да означиме AC b  и 

AB c . Од 180BTA BDC  

DCA ABC , следува дека триа-

голниците ATB  и ABC  се слични, 

па затоа AT AB

AB AC
 , т.е. 

2c
b

AT   и от-

тука 
2 2b c
b

TC  . Слично е 
2b
c

AS   

и 
2 2b c
c

CB  .  
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Од друга страна, правата AL  е симедијана во триаголникот ABC  и ја сече 

страната BC  во точка K  таква што 
2

2

cBK

KC b
 . Според тоа,  

2 2 2 2

2 2 2 2
1AS CT b c b cBK

SB KC TA c b b c




       , 

па од теоремата на Менелај следува дека точката K  припаѓа на поравата ST .  

Забелешка. Равенството 
2

2

cBK

KC b
  може да се добие и од синусната теорема. 

Имаме:  

2

2

sin sin sin
sin sin sin

sin sin sin
sin sin sin

sin
sin

.

BAK ACk BALcBK BK AK
ABK CAk b CALKC AK KC

BAL ACL ABLc
b ABL CAL ACL

ACBc cBL AL
b ABCAL CL b

     

   

    

 

 

3. Определи ги сите функции :f   такви што  

( )n f m  е делител на ( ) ( )f n nf m  

за секои ,m n .  

Решение. Од условот на задачата следува  

2( ) | ( ) ( ) ( ( ) ( )n f m f n nf m n n f m f n n      . 

За 1m n   добиваме (1) 1| (1) 1f f  , па затоа (1) 1f  .  

Функцијата 
2( )f x x  ги задоволува условите на задачата. Нека претпо-

ставиме дека за некој a  важи 
2( )f a a . Од 

2( ) | | ( ) |a f m f a a   следува 

2( ) | ( ) |f m A f a a a    . Од друга страна, за 1m   имаме 1| ( )n f n n  , од-

носно ( ) 1(mod )f n n , но ( ) 1f n A  , па мора да е ( ) 1f n   за секој n A .  

Конечно, за секој n A  важи  

2( ) | ( )( ( )) ( ( ) ( )) ( ) 1n f m f m n f m f n nf m f m      , 

па затоа ( ) 1f m  , за секој m , што исто така е решение на задачата.  

Според тоа, сите решенија се функциите 
2( )f x x  и ( ) 1f x  .  

 

4. Околу тркалезна маса седат 2n   ученици. На почетокот секој ученик има 

точно по една бонбона. Во секој чекор секој ученик избира една од следниве 

две операции:  

1) му дава една своја бонбона или на ученикот лево од себе или на ученикот 

десно од себе,  

2) ги дели сите свои бонбони на две множества (не задолжително непразни) и 

едно множество му дава на ученикот лево, а друго на ученикот десно од 

себе.  
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Сите операции во еден чекор се извршуваат истовремено. За распоредот на 

бонбоните ќе велиме дека е достижен ако може да се добие во конечно многу 

чекори. Определи го бројот на достижните распореди.  

(Два распореди се различни ако барем еден ученик во нив има различен број 

бонбони.)  

Решение. Вкупниот број распореди (достижни и недостижни) е 2 1( )n
n
 .  

Лема. Во два чекори, секој ученик може да додаде бонбона (ако ја има) на 

ученик на две места лево или десно од себе, така што состојбата кај останатите 

ученици ќе остане непроменета.  

Доказ. Да разгледаме три последователни ученици ,A B  и C  одлево надесно, 

при што A  има барем една бонбона. Нека сите ученици ја извршуваат опера-

цијата 2). Тогаш секоја бонбона произволно се поместува за едно место налево 

или надесно. Првиот чекор може да се реализира така што сите бонбони ќе се 

поместат надесно, а вториот чекор може да се реализира така што сите бонбо-

ни ќе се вратат налево, освен една кај ученикот B  која ќе се помести надесно 

кај ученикот C . Така една бонбона на ученикот A  завршила кај ученикот C . 

Другата насока е аналогна. ■ 

Нека n е нeпарeн број. Бидејќи растојанието меѓу секои два ученика во една од 

насоките е парно, со користење на лемата, секој ученик може да му додаде 

бонбона на произволен ученик во парен број чекори. Според тоа, сите  распо-

реди се достижни.  

Нека сега n е парен број. Со едноставна индукција се покажува дека по секој 

чекор кај учениците на парни, односно непарни позиции се наоѓа барем по 

една бонбона. Распоредите во кои сите бонбони се кај 
2
n  ученици на парни 

или 
2
n  ученици на непарни позиции се недостижни, а нив ги има 

3
2

1
2( )

n

n


. 

Останува да докажеме дека сите останати распореди се достижни. 

Според лемата, доволно е да докажеме дека за секој 1,2,..., 1a n   може да се 

добие барем еден распоред во кој точно a бонбони се наоѓаат на парни по-

зиции. За почеток, според лемата,  сите бонбони може да се проследат на два 

соседни ученици A и B, каде A е на парна позиција. Нека во тој момент, без 

ограничување на општостша, A има a a   бонбони. Во првиот потез, A ќе 

додаде една бонбона на ученикот B, а B една бонбона на својот втор сосед C. 

Во вториот потез, A и B ќе разменат по една бонбона, а C ќе ја врати бонбоната 

на ученикот B. Сега A има 1a   бонбона, а B ги има преостанатите 1n a   

бонбони. Повторувајќи ја оваа постапка a a   пати ја постигнуваме целта.  

Значи, достижни распореди има 2 1( )n
n
  ако n  е непарен, и 

3
2

12 1( ) 2( )
n

n
n n

   ако 

n  е парен.  
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БМО 2018  

 

1. Четириаголникот ABCD  е впишан во кружница k , при што AB CD  и пра-

вата AB  не е паралелна со правата CD . Точката M  е пресек на дијагоналите 

AC  и BD , а подножјето на нормалата од M  на AB  е точката E . Ако EM  е 

симетрала на CED , докажи дека AB  е дијаметар на кружницата k .  

Решение. Прв начин. Нека претпоставиме дека AB  не е дијаметар на 

кружницата и да избереме точка 'A  на полуправата CA  и точка 'B  на 

полуправата DB  такви што ' ' 90A DB B CA  .  

 
Четириаголникот ' 'A B CD  е тетивен, па затоа ' ' 'B A C B DC BAC  , а 

оттука следува ' ' ||A B AB  и ' 'ME A B . Нека правата ME  ја сече ' 'A B  во 

точката 'E . Од тетивните четириагоници ' 'A E MD  и ' 'B E MC  следува 

' ' ' 'DE E DA M CB M CE E   , па како ' 'DEE CEE , заклучуваме 

дека триаголниците 'CEE  и 'DEE  се складни. Затоа CE DE . Конечно, 

симетралата EM  на CED  е нормална на CD , па затоа ||AB CD , што 

противречи на условот на задачата.  

Втор начин. Нека правите AD  и BC  се сечат во точката N , а правите AB  и 

CD  се сечат во точката P . Правата MN  е полара на точката P  во однос на 

кружницата k , па затоа MN OP , каде O  е центар на кружницата k . Со K  

да го означиме пресекот на правите MN  и CD , а со 'E  пресекот на правите 

MN  и AB . Бидејќи EK  и EP  се соодветно внатрешната и надворешната 

симетрала на CED , заклучуваме дека четворката ( , ; , )C D P K  е хармониска. 

Со проектирање од M  следува дека четворката ( , ; , )A B P E  е хармониска. Од 

друга страна, од четириаголникот ABCD  следува дека четворката ( , ; , ')A B P E  

е хармониска, па затоа 'E E  и оттука MN AB . Според тоа, O  припаѓа на 

правата AB , т.е. AB  е дијаметар на кружницата k .  

 

2. Нека q  е позитивен рационален број. Две мравки на почетокот се наоѓаат во 

иста точка X  во рамнината. Во n тата минута ( 1,2,...)n   секоја од нив из-
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бира дали ќе се движи на север, исток, југ или запад, и притоа минува расто-

јание од 
nq  метри. По цел број минути тие повторно се наоѓаат во иста точка 

во рамнината (не задолжително во точката X ), а дотогаш изминатите патеки 

не им се потполно идентични. Определи ги сите можни вредности на бројот q .  

Решение. Со na  да го означиме збирот на x  и y  координатата на првата 

мравка, а со nb  збирот на координатите на втората мравка по n  минути. Од 

условот на задачата следува 1 1| | | | n
n n n na a b b q     , па затоа  

1

n
i

n i
i

a q


   и 
1

n
i

n i
i

b q


   

за некои коефициенти , { 1,1}i i    . Ако мравките се сретнале по n  минути, 

тогаш  

2 2
1

0 ( )n n i i
n

a b i

i

q P q
  



    

при што коефициентите 
2

i i 
 на поиномот ( )P q  се целобројни и припаѓаат на 

множеството { 1,0,1} . Според тоа, ако , ,a
b

q a b  , тогаш |1, |1a b  и затоа 

1q  . Вредноста 1q   очигледно е можна, на пример, ако првата мравка оди 

на исток па на запад, а втората на север па на југ.  

Втор начин. Ги разгледуваме позициите на мравките k  и k  по k  чекори во 

комплексната рамнина, сметајќи дека појдовната точка е координатниот по-

четок и дека чекорите се паралелни на координатните оски. Знаеме дека 

1
k

k k ka q    и 1
k

k k kb q   , каде , {1, 1, , }k ka b i i   . АКо n n    за 

некој 0n  , тогаш  

1

( ) 0
n

k
k k

k

a b q


  , каде {0, 1 , 2 2 }k ka b i i      . 

Да забележиме дека коефициентот k ka b  секогаш е делив со 1 i  во прстенот 

[ ]i . Навистина  

1
{0, 1, , 1 }k ka b

k i
c i i




      . 

Со скратување со 1 i  добиваме 
1

0
n

k
k

k

c q


 . Без ограничување на општоста 

можеме да сметаме дека 1, 0nc c  . Ако сега , ( , )a
b

q a b  , тогаш 1|a c  и 

| nb c  во [ ]i , што е можно само за 1a b  . Според тоа, 1q  .  

 

3. Ана и Бојан ја играат следнава игра. Пред нив се наоѓаат две непразни купчи-

ња монети. Наизменично, прва почнува Ана, секој избира купче во кое има 
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парен број монети и половина од монетите ги преместува од тоа купче во 

другото купче. Играта завршува ако играчот кој е на потез не може да одигра 

потез, во кој случај победува другиот играч. Определи ги сите парови ( , )a b  

природни броеви такви што ако купчињата на почетокот имаат a  и b  монети, 

тогаш Бојан има победничка стратегија.  

Решение. Со 2 ( )v n  да го означиме најголемиот ненегативен цел број r  таков 

што 2 |r n . За позицијата ( , )a b , т.е. две купчиња со a  и b  монети, ќе велиме 

дека е k  среќна ако 2 2( ) ( )v a v b k   за некој цел број 0k  , и k  несреќна 

ако 2 2 2 2min{ ( ), ( )} max{ ( ), ( )}v a v b k v a v b  . Ќе докажеме дека Бојан има по-

бедничка стратегија ако и само ако почетната позиција е k  среќна за некој 

парен број k .  

- Во случај на 0-среќна позиција играчот кој е на потез одма губи.  

- Ако е дадена k  среќна позиција ( , )a b  со 1k  , играчот кој е на потез ја 

менува во една од позициите 1 1
2 2

( , )a b b  и 1 1
2 2

( , )b a a , при што и двете 

се ( 1)k  -среќни бидејќи 1 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) 1v a b v b v b a v a k       .  

Според тоа, ако почетната позиција е k  среќна, по k  потези се доаѓа до ко-

нечна 0-среќна позиција, при што Бојан ќе победи ако и само ако k  е парен 

број.  

- Ако е дадена k  несреќна позиција ( , )a b  со непарен k  и 2( )v a k   

2 ( )v b l , Ана може да ја промени во позиција 1 1
2 2

( , )b a a . Бидејќи 

1 1
2 22 2
( ) ( ) 1v b a v a k    , новата позиција е ( 1)k   среќна и 2 | 1k  , па 

така Ана ќе победи.  

- Ако е дадена k  несреќна позиција ( , )a b  со парен k  и 2 2( ) ( )v a k v b   

l , Ана не смее да одигра во позиција 1 1
2 2

( , )b a a , бидејќи таа е ( 1)k  

среќна и Бојан ќе победи. На Ана и останува потез за позицијата 

1 1
2 2

( , )a b b . Добиената позиција е исто така k  несреќна, бидејќи за 

1l k   имаме 1 1
2 22 2
( ) ( ) 1v a b k v b l     , а додека за 1l k   имаме 

1 1
2 22 2
( ) ( )v a b v b k   . 

Според тоа, ако почетната позиција е k   несреќна, тогаш Ана победува ако е 

k  непарен, а нема победник ако е k  парен број.  

 

4. Определи ги сите прости броеви p  такви што 
13 1qp    е делител на 11 17p p .  

Решение. За 2p   непосредно се проверува дека задачата нема решение. 

Понатаму, нека 2p  .  
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Бидејќи 11 17 4(mod8)p pN    , следува дека 
18 | 3 1 4qp    . Да разгледаме 

некој непарен прост делител r  на бројот 
13 1qp   . Јасно, {3,11,17}r . Ако 

n  е таков што 17 1(mod )n r  , тогаш | 1(mod )p pr n N m r  , каде 

11m n . Значи, редот на бројот m  по модул r  е делител на p , т.е. 

ord ( ) {1, }r m p . Притоа, ако ord ( ) 1r m  , имаме | 1 (11 17) (mod )r m n r   , 

што како единствена можност дава 7r  . Од друга страна, ако ord ( )r m p , 

тогаш | 1p r  . Според тоа, канониската факторизација на бројот 
13 1qp    има 

облик  

1 21
1 23 1 2 7 ... kcc cq a b

k
p p p p   ,       (*) 

каде {2,7}ip   се прости броеви такви што 1(mod )ip p .  

Видовме дека 2a  . Според тоа, ако 7p  , тогаш 0b  , а во спротивно  

1 2 3 2 1 111 17
28

11 11 17 11 17 ... 17 4 (mod7)
p p p p p p p p           , 

па 11 17p p  не е делив со 
27 . Во двата случаја е 1b  .  

За 2q   од (*) добиваме  

1 2
1 23 1 2 7 ... kcc ca b

k
p p p p  , 

па како важи 2 1ip p   ова е можно само ако 0ic   за секој i , т.е. 

3 1 2 7 {2,4,14,28}a bp   . Од овде не добиваме ниту едно решение.  

Останува случајот 2q  , а тогаш имаме 
14 | 3 1qp   , т.е. 2a  . Сега во (*) 

десната страна е конгруентна со 4 или 28 по модул p , од каде што следува 

3p  . Во овој случај 3 1| 6244q  , што важи само за 3q  . Навистина, парот 

( , ) (3,3)p q   е решение на задачата.  
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1. Со P  да го означиме множеството од сите прости броеви. Определи ги сите 

функции :f P P  такви што важи  

( ) ( )( ) ( )f q p f p qf p q f q p   ,     (1) 

за секои ,p qP .  

Решение. Да претпоставиме дека (2) 2f  . Тогаш (1) следува дека  

(2) ( ) 2( ) (2) 2f f p pf p f p   ,  

е парно за секој pP , 2p  , па мора да важи ( ) 2f p  , за секој 2p  . По-

следното не е можно бидејќи тогаш за ( , ) (3,5)p q   од (1) следува 5 33 5 , 

што не е точно. Според тоа, (2) 2f   и сега за 2q   добиваме  

2 ( ) 2( ) 2 2p f pf p p   .        (2) 

Од (2) следува дека ( ) 2f p   за 2p  . Од друга страна, за секои природни 

броеви 2x y   важи  

2 22 2x yx y   . 

Последното неравенство се добива со индукција од неравенството  

1 2 22 ( 1) (2 ) 2 2 1 0y y yy y y          

за 3y  . Сега од (2) непосредно следува дека ( )f p p , за секој pP . Јамо, 

оваа функција ја задоволува равенката (1).  

 

2. Реалните броеви , ,a b c  се такви што 0 a b c    и 0a b c ab bc ca      . 

Докажи дека  

( 1) 2a bc  . 

Определи ги сите тројки ( , , )a b c  за кои важи знак на равенство.  

Решение. Прв начин. Од условот на задачата следува  

2 23( ) ( ) ( )ab bc ca a b c ab bc ca        , 

односно 3ab bc ca   . Понатаму, бидејќи bc ca ab  , од последното нера-

венство следува 1bc  . Да означиме 1bc x  . Тогаш 2 2b c bc x   , па 

од условот на задачата следува  
2 (2 )1 1

1 1 2 1 2 1
1 1

x xb c bc bc x
b c b c x x

a
   

     
      ,     (1) 

при што знач за равенство важи ако и само ако b c x  .  

1) Ако 2bc x  , тогаш очигледно  

( 1) 2( 1) 2a bc a    . 

Знак за равенство важи ако и само ако  
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0a   и 2b c x   , т.е. ( , , ) (0,2,2)a b c  . 

2) Ако 2bc x  , тогаш од (1) следува  

2

2 1
( 1) (2 ) (2 ) 2x

x
a bc ax x x x x x


          , 

бидејќи  
22 ( 1)

2 1 2 1
1 1

xx
x x



 
   . 

Знак за равенство важи ако и само ако  

1b c x    и 
(2 )

2 1
1

x x

x
a




  , т.е. ( , , ) 1a b c  . 

Втор начин. Да означиме a b c k   . Сега од  

( )k ab bc ca a a b c ka        

следува 1a  . Имаме,  

b c k a    и 2( ) ( ) (1 )bc k a b c k a k a a k a         .  (2) 

Од неравенството меѓу средините имаме 2( ) 4b c bc  , па ако ги искори-

стиме равенствата (2) имаме  

2 2(2 4) 3 0k a k a     

и како 0k   добиваме  

22 2 1k a a a     . 

Оттука следува  

2

2 2

2

( 1) ( 1) (1 )

( 1) (1 )(2 2 1)

( 1)(1 1) .

a bc a a k a

a a a a a a

a a a a F

    

       

      

 

Сега неравенството 2F   е еквивалентен на неравенството  

2 2( 1) 1 1a a a a     , 

што со квадрирање се сведува на очигледното неравенство 3 22a a a  . 

Знак за равенство важи ако и само ако 0a   или 1a  , при услов b c , 

односно ако и само ако ( , , ) (0,2,2)a b c   или ( , , ) (1,1,1)a b c  .  

 

3. Даден е остроаголен разностран триаголник ABC . Нека X  и Y  се различни 

внатрешни точки на отсечката BC  такви што CAX YAB . Да ги означиме 

со:  

1) K  и S  соодветно подножјата на нормалите повлечени од темето B  на 

правите AX  и AY ,  

2) T  и L  соодветно подножјата на нормалите повлечени од темето C  на 

правите AX  и AY .  



БМО 2019 

  137  

Докажи дека правите Kl  и ST  се сечат на правата BC .  

Решение. Прв начин. Од условот на задачата следува ~ABK ACL  и ~ABS  

ACT , па затоа ASAK AB

AL AC AT
  , односно AK AT AL AS   . Според тоа, точ-

ките , , ,K L S T  лежат на иста кружница k . Средината M  на страната BC  ле-

жи на симетралите на отсечките KT  и LS , па затоа таа е центар на кружни-

цата k . Нека D  е подножјето на висината повлечена од темето A . Кружница-

та 1k  со дијаметар AB  минува низ точките ,D K  и S , а кружницата 2k  со 

дијаметар AC  минува низ точките ,D L  и T .  

Радикалните оски на паровите кружници 1 2( , ), ( , )k k k k  и 1 2( , )k k  се соодветно 

правите ,KS LT  и AB  и тие се 

сечат во радикалниот центар P  

на овие три кружници.  

Сега, ако правите KL  и ST  се 

сечат во точката Q , од теоремата 

на Брокар за четириаголникот 

KSLT  следува дека правата AP  

е полара на точката Q  во однос 

на кружницата k , па затоа MQ

AP , односно ||MQ BC , од ка-

де што следува дека Q  припаѓа 

на правата BC .  

Втор начин. Нека правите KL  и ST  ја сечат правата BC  во точките 1Q  и 2Q , 

соодветно. Од теоремата на Менелај следува  

1

1

XQ XK AL

Q Y KA LY
   и 2

2

XQ ASXT

Q Y TA SY
  , 

па како или двете прави KL  и ST  ја сечат отсечката XY  или ниту една од 

нив не ја сече отсечката XY  доволно е да докажеме дека 1 2

1 2

XQ XQ

Q Y Q Y
 , т.е.  

1ASAK XT YL

AL AT XK YS
    .         (1) 

Сега од сличностите ~ , ~ , ~ , ~ABK ACL ABS ACT BXK CXT CYL BYS  

следува  

, ,AS CT CL CT CL AC ACAK AB AB XT YL

AL AC AT AC XK YS BK BS BS BK AB AB
         .   (2) 

Ако ги помножиме равенствата (2) го добиваме равенството (1).  

 

4. Решетка е множеството од сите точки од видот ( , )m n , каде m  и n  се цели 

броеви за кои важи | | 2019, | | 2019m n   и | | | | 4038m n  . Точките ( , )m n  од 
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решетката за кои | | 2019m   или | | 2019n   ги нарекуваме рабни. Четирите 

прави 2019x    и 2019y    ги нарекуваме рабови. Две точки на решетката 

се соседни ако растојанието меѓу нив е еднакво на 1.  

Зоран и Марко играат игра на решетката. Тие играат наизменично при што Зо-

ран ја почнува играта со поставување на жетон на точката (0,0) , а Марко прв 

повлекува потез.  

1) Во секој свој потез Марко отстранува најмногу по две рабни точки од секој 

раб.  

2) Во секој свој потез Зоран прави точно три чекори. Чекорот се состои во по-

местување на жетонот на една од соседните точки кои не се отстранети.  

Играта завршува со победа на Зоран во моментот кога тој ќе го постави жето-

нот на некоја гранична точка која сѐ уште не е отстранета. Дали Зоран има по-

бедничка стратегија?  

Решение. Прв начин. Марко може да го оневозможи Зоран да победи. Страте-

гијата на Марко ќе ја опишеме на работ 2019y  . На останатите рабови тој 

игра аналогно.  

Во првиот потез Марко ги отстранува точките ( 1,2019)  и (0,2019) . Потоа:  

i) Ако Зоран со својот потез ја намали x  координатата, тогаш Марко ги от-

странува првите две достапни точки лево од точката (0,2019) ,  

ii) Ако Зоран не ја промени x  координатата, тогаш Марко ја отстранува 

првата достапна точка лево и првата достапна точка десно од точката 

(0,2019) .  

iii) Ако Зоран ја зголеми x  координатата, тогаш Марко ги отстранува првите 

две достапни точки десно од точката (0,2019) .  

iv) Единствено отстапување е кога Зоран прв пат ја намали x  координатата за 

точно 1, тогаш Марко ја отстранува првата достапна точка лево и првата 

достапна точка десно од (0,2019) .  

Да претпоставиме дека Зоран ќе победи со доаѓање до некоја точка ( ,2019)a . 

Можеме да сметаме дека 0a  . Навистина, ако Зоран се движел по симе-

трична патека до точката ( ,2019)a , тогаш Марко ќе стигнел да отстрани 

онолку точки лево од нулата колку што во овој случај отстранил десно од 

нулата.  

Ја разгледуваме големината   

2 3x y k   , 

каде ( , )x y  е моменталната позиција на жетонот, а k  е најдесната отстранета 

точка. Имаме:  

- Ако Зоран го помести жетонот за вектор ( 1,2), (0,3)  или (3,0) , по него-

виот и потезот на Марко   не се менува. Сепак, заради )iv , кога Зоран прв 



БМО 2019 

  139  

пат го поместува жетонот за вектор ( 1,2) , по неговиот и потезот на Марко 

  се намалува за 1.  

- Ако Зоран го помести жетонот за вектор (2,1) , по неговиот потез и потезот 

на Марко   се намалува за 1.  

- Во секој друг случај   се намалува за најмалку 2.  

По првиот потез на Марко важи 0 , па пред последниот потез на Зоран мо-

ра да биде 0 . Меѓутоа во тој момент е  

2 3 2( 2) 2018 3( 1) 2017 1x y k a a a            , 

па е 2018a   и   никогаш не се намалила за повеќе од 1. Оттука следува дека 

сите дотогашни потези на Зоран биле за вектор (0,3)  или (3,0) , освен можда 

еден за вектор (2,1) , па во тој момент  

( , ) (0,0)(mod3)x y   или ( , ) (2,1)(mod3)x y  . 

Бидејќи Зоран има победа во најмногу три чекори, единствена можност е 

( , ) (2018,2017)x y  . Но, тогаш  

2 2018 2017 3 6053 3 0k k       , 

што е противречност.  

Втор начин. Ќе дадеме друга стратегија на Марко на работ 2019y  . Достап-

ните точки на овој раб ќе ги наречеме излезни.  

Во првите 672 чекори, што и да игра Зоран, Марко ги затвора сите 1345 излези 

од видот ( ,2019)x  за 3 | x , а во 673 потез го затвора излезот кој е најблизок до 

Зоран (било кој, ако ги има два). Понатаму, по секој потез на Зоран, Марко 

затвора два излези кои се најблиски до Зоран (било кои ако ги има повеќе).  

Со индукција по 673n   ќе докажеме дека Зоран пред својот n ти потез се 

наоѓа на растојание најмалку 4 (по координати) од најблискиот излез.  

Нека 673n  . Зоран е или во точката (0,2016)  или под правата 2016y  , а из-

лезот (0,2019)  Марко веќе го затворил, па затоа тврдењето важи.  

Нека 674n  . Моменталната позиција на Зоран да ја означиме со 0 0( , )x y . Ако 

0 2018y  , единствени три излези на растојание помало или еднакво на 3 од 

Зоран се 0( 1,2019)x   и 0( ,2019)x , од кои едниот е веќе затворен, а Марко во 

својот n ти потез ги затвора преостанатите два. Ако 0 2018y  , тогаш 

0 1x    и без ограничување на општоста можеме да земеме дека 0 1x  . Меѓу 

излезите ( ,2019)a  за 1 3a    три се веќе затворени, а Марко сега ги затвора 

преостанатите два.  

Нека 674n   и нека 1( , )x y  е позицијата на Зоран по 2n  потези. Сите излези 

се на растојание поголемо или еднакво на 4 од Зоран. Од трите излези 

1( 1,2019)x   и 1( ,2019)x  еден е веќе затворен, а Марко во ( 1)n  от потез ги 
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затвора преостанатите два (ако се отворени). Го разгледуваме ( 1)n  от потез 

на Зоран.  

i) Да претпоставиме дека Зоран свртува десно (случајот кога свртува лево е 

аналоген). Најблискиот излез лево од правата 1x x  има x  координата која 

не е поголема од 1 2x   и таа му е на растојание најмалку 4. Од друга стра-

на, десно од правата 1x x  на растојание помало или еднакво на 3 има нај-

многу два отворени излези, а Марко во својот n ти потез ги затвора.  

ii) Ако Зоран не ја менува x  координатата, тогаш Марко во својот n ти по-

тез ги затвора излезите 1( 2,2019)x  (ако се отворени), па затоа најблискиот 

излез на Зоран ќе му биде на растојание поголемо или еднакво на 4.  

Од претходните разгледувања следува дека Марко има стратегија со која Зоран 

не може да победи.  
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1. Даден е остроаголен триаголник ABC  таков што AB AC . Точката D  е сре-

дина на страната AC , а Y  е опишаната кружница околу триаголникот ABD . 

Тангентата на кружницата Y  во точката A  ја сече страната BC  во точката E . 

Нека O  е центарот на опишаната кружница на триаголникот ABE . Докажи 

дека средината на отсечката AO  припаѓа на кружницата Y .  

Решение. Прв начин. Прво ќе докажеме дека точката C  е средина на отсечката 

BE . Имаме:  

BCD ACB CBA EBA    и  

BDC BAD DBA BAD DAE BAE     ,  

па затоа ~ABE DCB . Според тоа, 2BE AB
BC CD

  , т.е. точката C  е средина на 

отсечката BE .  

 
Сега ќе докажеме дека AE  е тангента на кружницата ACO . Имаме:  

90OAE EBA   и 90 90OCA OCB ACB CBA EBA      , 

па затоа OAE OCA , што значи дека AE  се совпаѓа со тангентата во 

точката A  на кружницата ACO .  

Конечно, нека   е сликата на Y  при хомотетија со центар во A  и коефици-

ент 2. Тогаш   исто така се допира до AE  во точката A  и минува низ C , па 

така   се совпаѓа со кружницата која минува низ точката O , т.е. со кружни-

цата ACO . Така, Y  минува низ средината на отсечката AO .  

Втор начин. Како и при првиот начин на решавање прво докажуваме дека C  е 

средина на отсечката BE . Нека точката F  е средина на отсечката AB . Од 

EAC ABD FCD  , следува ||CF AE . Последното значи дека CF  е 

средна линија на BAE , па така C  е средина на отсечката BE .  

Нека L  е средина на отсечката AO . Бидејќи LD  е средна линија на AOC , 

заклучуваме дека ||LD OC , што значи дека ALD AOC . Сега, од  



Р. Малчески, А. Малчески, С. Малчески  

 142 

 
2 ,

,

2 180 ,

ALD AOC BOC AOB BAE BEA

ABD CEA BCA BEA ABE BEA

ALD ABD BAE BEA ABE BEA

    

    

     

 

следува дека четириагоникот ABDL  е тетивен, т.е. L  припаѓа на Y .  

Трет начин. Како и во претходните начини на решавање прво се докажува дека 

точката C  е средина на отсечката BE .  

Нека правите AE  и AD  се сечат во точката S . Ќе докажеме дека S  припаѓа 

на правата CO . Бидејќи  

 
BDC BAD DBA BAD DAE BAE      

(исто како и во првиот начин на решавање), добиваме дека SBE  е рамнокрак, 

па така CO  како симетрала на основата BE  минува низ врвот S .   

Од BOC BAS  следува дека четириаголникот ASOB  е тетивен, па затоа 

BAL BSO . Со L  да ја означиме пресечната точка на AO  и Y . Тогаш 

LDS BAL , што заедно со претходното равенство дава BSO LDS , па 

затоа ||LD SO . Последното значи дека LD  е средна линија на AOC , што 

значи дека точката L  која припаѓа на Y  е средина на отсечката AO .  



БМО 2020 

  143  

Четврт начин. Како и претходно прво докажуваме дека точката C  е средина 

на отсечката BE . Нека точката F  е средина на отсечката AB . Тогаш точките 

F  и C  лежат на кружница со дијаметар BO . Бидејќи четириаголникот 

BFDC  е тетивен, заклучуваме дека D  исто така припаѓа на оваа кружница.  

 
Нека K  е средина на BO . Тогаш AK  е симетрала на отсечката BC , па затоа 

||OC AK , што значи KAD DCO . Освен тоа, DCO KBD , бидејќи 

четириаголникот DBCO  е тетивен. Од последните две равенства следува 

KAD KBD , па така K  припаѓа на Y . Понатаму, AK  е симетрала на 

BAD , што значи дека K  е средина на лакот BD .  

Сега да разгледаме осна симетрија со оска на симетрија правата OF . Јасно, B  

се пресликува на A . Бидејќи OF  е симетрала на AB , при оваа симетрија 

кружницата Y  се пресликува во самата себе. Така, пресечната точка K  меѓу 

OB  и Y  се пресликува во точката L  која е пресечна точка меѓу OA  и Y . Но, 

K  е средина на отсечката BO , па затоа L  е средина на отсечката OA .  

 

2. Определи ги сите функции :f   такви што за секој природен број n  

важи:  

1) 
1

( )
n

k

f k


  е квадрат на природен број и  

2) 3n  е делив со ( )f n .  

Решение. Прв начин. Со индукција ќе докажеме дека 
3( )f n n  за секој приро-

ден број n . Лесно се проверува дека оваа функција ги задоволува условите на 

задачата.  

Јасно, тврдењето важи за 1n  . Нека 2n   и да претпоставиме дека 

3( )f m m  за секој природен број m n . Тогаш 
2 21
( 1)

4
1

( )
n

n n

k

f k






 , па затоа од 

1) следува  
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2 21
( 1) ( 1)2 2

2 4
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n n n

k k

f n f k f k k k n n k


 

 

         , 

за некој природен број k . Понатаму, од 3( ) |f n n  следува 2 3( )k n n k n   , 

што е еквивалентно со 2( )( ) 0n k n k   , што значи k n . Од друга страна, 

2n n k   е делител на 
3n . Затоа, ако k n , тогаш  

3 3 3 3

2 2 2 2

1

1 1 1
1n n n n

n n n k n n n n
n n

      
      , 

па затоа 
3

2

n

n n k 
 не може да биде природен број. Последното значи дека k n  

и така 3( )f n n . Со тоа е комплетирана индукцијата, па затоа единствена 

функција која ги задоволува условите на задачата е 3( )f n n , n .  

Втор начин. Нека ( ) (1) (2) ... ( )F n f f f n    . Ќе докажеме три леми. 

Лема 1. 
2 2( 1)

4
( )

n n
F n


 .  

Доказ. Од 3( ) |f i i  за 1,2,...,i n  следува 3( )f i i , па затоа  

2 2( 1)3 3 3

4
( ) (1) (2) ... ( ) 1 2 ...

n n
F n f f f n n


         . ■ 

Лема 2. 2( )F n n .  

Доказ. Од ( ) 0f i  , за секој i  следува дека ( )F n  е инјекција и монотоно расте. 

Според 1) ( )F n  е точен квадрат, па затоа  2( )F n n  за секој n . ■ 

Лема 3. 3( )f p p  за секој прост број p .  

Доказ. Од 3( ) |f p p  следува дека можни вредности на ( )f p  се 21, ,p p  и 3p . 

Ќе докажеме дека ( )f p  не може да биде 1 или p  или 
2p .  

Случај 1. Нека ( ) 1f p  . Тогаш ( ) ( 1) 1F p F p    и ( 1)F p   и ( )F p  се при-

родни броеви поголеми од 1 кои се точни квадрати, што е противречност.  

Случај 2. Нека ( )f p p . Нека 
2( 1)F p b   и 

2( )F p a . Затоа,  

( ) ( 1) ( )( )p F p F p a b a b      , 

од каде добиваме 1,a b a b p    , односно 
1

2

p
a


  и 

1

2

p
b


 . Сега, според 

лема 2 важи  

1 2 2 2

2
( ) ( 1) ( 1)

p
b F p p


     , 

што е противречност.  

Случај 3. Нека ( )f p p . Нека 
2( 1)F p b   и 

2( )F p a . Затоа,  

2 ( ) ( 1) ( )( )p F p F p a b a b      , 
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па како , 0a b   од последното равенство следува  

21,a b a b p    , т.е. 
2 1

2

p
a


  и 

2 1

2

p
b


 . 

Но според лема 1 важи  

2 21 ( 1)2 2 2 2

2 2 2
( ) ( 1) ( ) ( )

p p p p p
b F p

  
     , 

што е противречност. ■ 

За да го комплетираме доказот дека 3( )f n n  за секој природен број n , треба 

да докажеме дека 3( )f n n  за секој сложен број n . Нека p n  е прост број. 

Докажавме дека 3( )f p p  и по услов ( ) ( ) ( 1) ( )( )f p F p F p a b a b      . 

Со аналогни размислувања како во горните разгледувања се докажува дека 

случајот 1a b   и 3a b p   не е можен, па затоа важи a b p   и 2a b p  . 

Оттука добиваме 
2

2

p p
b


 , па така  

2 2 2( 1)2

2 4
( 1) (1) (2) ... ( 1) ( )

p p p p
F p f f f p

 
        , 

што значи дека во лема 1 важи знак за равенство. Сега, бидејќи функцијата F  

строго монотоно расте, последното е можно само ако 3( )f i i  за секој 

1i p  , со што доказот е комплетиран.  

 

3. Даден е природен број k . Определи го најмалиот природен број 1n k   за кој 

во следнава игра може да се одиграат бесконечно многу потези.  

Дадени се n  кутии означени со 1 2, ,..., nb b b , при што за секој i  кутијата ib  на 

почетокот содржи точно i  монети. Во секој потез редоследно ги реализираме 

следниве три чекори:  

1) Се избираат 1k   кутии.  

2) Од овие 1k   кутии се избира една, да кажеме ib . Во оваа кутија се дода-

ваат i  монети, а од секоја од преостанатите k  кутии се отстранува најмал-

ку половина од монетите.  

3) Ако некоја кутија се испразни, играта завршува. Во спротивно се премину-

ва на следниот чекор.  

Решение. Бараниот минимум е 2 1kn k   .  

Во овој случај може да се одиграат бесконечно многу потези ако во секој чекор 

се избираат последните 1k   кутии 
2 1 2 2 1

, ,...,k k k k
b b b

  
. Така, ако во чекорот 

r  кутијата 
2 1k i

b
 

 има точно im  монети, тогаш од неа се отстрануваат точно 

/ 2im    монети, освен во случајот 1(mod 1)i r k   , кога во кутијата се дода-

ваат 2 1k i   монети. Така по чекорот r  кутијата 
2 1k i

b
 

 содржи точно 
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/ 2im    монети, освен ако 1(mod 1)i r k   , во кој случај таа содржи 

2 1k
im i    монети. Значи, играта ќе продолжи неограничено, бидејќи секо-

гаш кога кутија се дополнува се додаваат најмалку 2 1k   монети, па така ку-

тијата ќе содржи најмалку 2k  монети, што е доволно да се реализираат след-

ните k  чекори. 

Нека 2 2kn k    и да претпоставиме дека во играта може да се реализираат 

бесконечно многу потези. Да забележиме дека од кутија која содржи m  мо-

нети може најмногу 2logw m     пати да се извадат монети и бројот w  ќе го 

наречеме тежина на оваа кутија. Збирот од тежините на сите кутии ќе го 

наречеме вкупна тежина. Сега ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Реализирањето на произволен чекор не ја зголемува вкупната тежина. 

Освен тоа, дополнувањето на било која од првите 2 2k   кутии строго ја на-

малува вкупната тежина.  

Доказ. Бидејќи вадењето на монети од секоја кутија ја намалува нејзината 

тежина за најмалку 1, доволно е да докажеме дека дополнувањето на било која 

кутија ја зголемува нејзината тежина за најмногу k , и ако тоа се прави со не-

која од првите 2 2k   кутии, тогаш нејзината тежина се зголемува за најмногу 

1k  . Нека кутијата која ја пополнуваме е ib  и нека во моментот таа содржи 

точно im  монети. Ќе разгледаме неколку случаи.  

Ако 1im  , тогаш тежината се зголемува за  

1
2 2 2log ( 1) log (2 1) log (2 2)k ki k k               

, 

и ако  додадеме 2 2ki    монети, тогаш тежината се зголемува за  

2 2log ( 1) log (2 1) 1ki k         
. 

Ако 2im  , тогаш тежината се зголемува за  

2 2 2log ( 2) log 2 log (2 ) 1 1ki k k               
. 

Ако 3im  , тогаш тежината се зголемува за  

2 2 2 2

2 2
2 3

log ( ) log log ( ) log 1

log (1 ) 1 ,
k

i i i i

k

i m m i m m

k 

               

    
  

 

бидејќи 
12 2 2 1 2 2

3 3 3
1 2

k k k k kk k         .  

Конечно, ако 2 2ki    тогаш ги разгледуваме подслучаите 3im   и 4im  . 

Во останатите подслучаи тежината се зголемува за  
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2 2 2log ( 3) log 3 log (2 1) 1 1ki k               
, 

а во последниот за  

2 2 2 2

2 2
2 4

log ( ) log log ( ) log 1

log (1 ) 1 1,
k

i i i ii m m i m m

k

               

     
  

 

бидејќи 
22 2 2 2

4 4
1 2 1

k k k     . ■ 

Да се вратиме на задачата. Бидејќи вкупната тежина не може да опаѓа беско-

нечно многу пати, 2 2kn    и од некој момент ниту една од првите 2 2k   

кутии не е дополнета. Понатаму, секој чекор вклучува избор на 1k   кутија. 

Бидејќи 2 2kn k   , од овој момент во секој чекор имаме одземање монети 

од најмалку една од првите 2 2k   кутии. Ова не е можно да се направи бес-

конечно многу пати, што противречи на претпоставиме дека во играта може да 

се реализираат бесконечно многу потези  

Конечно, во оваа игра може да се направат бесконечно многу чекори ако и 

само ако 2 1kn k   .  

 

4. Нека 1 2a  . За секој природен број n , нека 1na   е најмалиот природен број 

поголем од na  чиј број на делители е поголем од бројот на делителите на na . 

Докажи дека само за конечно многу природни броеви n  важи 12 3n na a  .  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема 1. Секој na  е најмалиот природен број меѓу сите природни броеви кои 

имаат еднаков број позитивни делители како и na .  

Доказ. Да претпоставиме дека постои n  таков што некој природен број nb a  

има еднаков број позитивни делители како и na . Тогаш 1m ma b a    за некој 

m n  и од дефиницијата на низата следува дека 1mb a  . Бидејќи nb a , 

добиваме дека 1m n  , што е противречност, бидејќи 1ma   треба да има 

помалку позитивни делители од na . ■ 

Нека 1 2 ... ...np p p     е низата прости броеви запишани во строго растеч-

ки редослед и каноничната репрезентација на природниот број N  да ја  запи-

шеме во облик 
1

ie
i

i

N p


 , каде 0ie   за секој i  и 0ie   освен за конечно 

многу индекси i . Во оваа ознака бројот на позитивните делители на бројот N  

можеме да го запишеме во обликот 
1

( ) ( 1)i
i

N e


   .  

Ќе ја докажеме следнава лема.  
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Лема 2. Експонентите во каноничната репрезентација на секој член на низата 

na  формираат не строго опаѓачка низа.  

Доказ. Навистина ако во каноничното претставување на na  важи i je e  за 

некој i j , тогаш ако во каноничното претставување на na  ги замениме само 

местата на овие две експоненти се добива помал природен број кој има една-

ков број позитивни делители како и na , што противречи на Лема 1. ■ 

Да се вратиме на задачата. Членот на низата na  за кој важи 12 3n na a   ќе го 

наречеме убав член на низата.  

Нека претпоставиме дека низата има бесконечно многу убави членови, кои 

формираат строго растечка бесконечна подниза од низата { }na . За да добиеме 

противречност доволно е да докажеме дека:  

1) Експонентите на простите броеви во каноничните претставувања на уба-

вите членови имаат заедничка горна граница e , и  

2) За сите доволно големи прости броеви p  ниту еден убав член на низата не 

е делив со p .  

Користејќи ја Лема 2 можеме да запишеме 
( )

1

ie n
n i

i

a p


 , каде 1( ) ( )i ie n e n  

за секој i .  

Тврдењето 2) е директна последица од тврдењето 1) и Лема 1. Нека претпо-

ставиме дека некој убав член на низата na  е делив со прост број 12e
ip  , 

каде e  е заедничката горна граница од тврдењето 1). Тогаш ( ) 0ie e n  , па 

затоа 1 ( )( ) ( ) ( )
2 / ii i e ne n e n e n

n ia p


 е природен број кој има еднаков број позитивни 

делители како и na , но е помал од na . Последното противречи на Лема 1. 

Според тоа, не постои убав член на низата кој е делив со прост број поголем од 

12e .  

За да го докажеме 1), доволно е да докажеме дека во множеството убави члено-

ви на низата експонентот 1( )e n  е ограничен од горе. Тогаш од Лема 2 ќе следу-

ва тврдењето 1).  

Нека na  доволно голем убав член. Условот 1( ) ( )n na a     е еквивалентен со  

1 2 1 2( ( ) 1)( ( ) 1) ( )( ( ) 2)e n e n e n e n    , 

односно со условот 2 1( ) 2 ( )e n e n  . Последното значи дека na  е делив со 8, 

бидејќи или 1( ) 3e n   или na  е доволно голем степен на бројот 2.  

Понатаму, 
9

8
na

 е природен број кој се наоѓа строго меѓу na  и 1na  , па затоа 

9

8
( ) ( )na

na   , што е еквивалентно на  

1 2 1 2( ( ) 2)( ( ) 3) ( ( ) 1)( ( ) 1)e n e n e n e n     , 
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односно на 1 22 ( ) 3 ( ) 7e n e n  . Ова покажува дека na  е делив со 3, бидејќи во 

спротивно, ако земеме na  да се менува во множеството убави членови, тогаш 

3 ќе биде горна граница за сите освен конечно многу 1( )e n , па убавите члено-

ви ќе формираат ограничена низа.  

Така 
4

3
na

 е друг природен број кој се наоѓа строго меѓу na  и 1na  , па затоа 

4

3
( ) ( )na

na   , што е еквивалентно на  

1 2 1 2( ( ) 3) ( ) ( ( ) 1)( ( ) 1)e n e n e n e n    , 

односно на 2 12 ( ) 1 ( )e n e n  . Комбинирајќи го ова неравенство со неравен-

ството од претходниот параграф добиваме  

2 1 24 ( ) 2 2 ( ) 3 ( ) 7e n e n e n    , 

односно 2 ( ) 9e n  . Конечно, 1 22 ( ) 3 ( ) 7 34e n e n   , односно 1( ) 17e n  . Тоа 

значи дека 1 17e  , со што е докажано тврдењето 1).  
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