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KOHBEKCHE 'TEOMETPUICKE ®UI'YPE

gp Paiiiko Towuh, Hosu Cang

Ca koHBeKCHHM (HUrypaMa y4eHHIIH ce yro3Hajy el y ocHoBHO] koM. To je obnacr
¥ K0JOj ce 10 MHOIMX BaXKHHX Pe3yJTaTa JI0j1a3H eleMeHTapHHM MeToaMma, Ita ce 300r Tora
3a1aLH O KOHBEKCHHM (PUIypaMa 4YecTo NojaB/byjy Ha CPeAbOIIKOICKMM TAKMHYEHUMA U3
maremaTHke. M nopej Tora ce y IIKoNaMa HH y PelOBHO] HH Y JOJATHO] HACTABH OBOJ
npobiieMaTHIM He TTOKIaka JOBOJBHO MaXbe. 3aTO y3 oBaj uiaHak gajemo u sehu Opoj 3a-
JaTaKa oJi KOJHX Je BEJIMKH JIe0 Npeuiarad Ha goMahiuMm, cTpaHuM M pasHUM MeljyHa poaHHM
TaKMHUYEH:HMa M3 MaTeMaTHKe.

1. KOHBEKCHE ®UT'YPE

Y oBOM uNnaHKy Nojpa3ymMeBaMo [a cy CBe reomerpujcke ¢urype koje nmocMarpamo
IOACKYIIOBH J&[IHE PABHH.

Jepunnmmja 1. Gurypa F' je koHsekcHa ako 3a CBaKe [Be H:EHE TAYKE BAXH 1A je IyK
oapelieHa TMM Taukama nmoackyn durype F'.

IMpumep 1. Konsekche ¢urype cy, Ha IpuMep: NpasaH CKYTl, Ta4Ka, Iy, OIYyNpasa,
npasa, [10JlypaBaH, papaH. A

Jlako ce BUIM 1a CKYI Ol 1 TAYAKa HMje KOHBEKCHA (urypa, 3an > 1.

Teopema 1. Ilpecek konBekcHUX (UTypa Je KOHBEKCHA (HIypa.

Jokas. Heka cy I} u I xousekcre qurype u A € Fy N Fy, B € Fy N Fy. Tana je
A € Fy, B € Fy, na 3a ceaky Tauky X nyxu AB saxu X € Fy. CiuuHo 3axkipyuyjeMo aa
jeX € Fr,onakneje X € FiNFy. O

Ipumep 2. Vao nedpmHumIeMO Ka0 YHHJY WIM K20 fpecek ABe (3aTBOPEHE) MOy PABHH.
Cpaku yrao ca MepHum GpojeM «, 0 < e < 360°, Moxe ce 1OOMTH Kao yHHja MM Kao
Ipecek JBe MojaypasHu. Jlako ce BHOM [a je CBAKM TaKaB yrao KOHBEKCHa (urypa ako
CaMO aKo Ce MOXe JOOMTH Kao IpeceK [Be MoJypaBHH. 3a MepHH Bp0j & KOHBEKCHOT yriia
BaxH: 0 < o < 180°.

MhmuozoyZaona nunuja je 3aTBopeHa U31oMIbeHa THHHja Oe3 camonpecexa. MHoroyraoHa
nuHMja M pasbuja ckyn Tadaka paBHHM KOje He NpHMIajajy TOj JHHHjH Ha [Ba CKyIa
(obmacTu), MpH YeMy JBE TAUKE pABHH TPHIANA]Y WCTOj 00IACTH AKO C&€ MOrY CIIOJHTH
M3JIOMJBEHOM JIMHHjOM KoOja je aucjyHkTHa ca nuHujom M. JemHa op Te e obnactu
OKapaKTEPHCAHA je YMILEHUIIOM [a Y 0] NMOCTOJH NpaBa Koja je AUC)YHKTHA ca JIHHUjOM
M, u 3a Ty obnact kaxemo Ja je cilomawrsa obnact, JOK 3a OHY APYTY Kaxemo Ja je
VHYIEpaturba.

MnoZoy2ao je yHWja MHOTOYraoHe JTHHHje U HeHe YHyTpalumwe obnactu. Jyku MHO-
royraoHe JIMHUje Cy cilipanuye MHOTOYrna. MHoOroyrao ca n CTpaHHlia Ha3UBa Ce N-y2ao.

Crnenehe nBa TBphema ¢y eKBUBaJIEHTHA.

I MHoroyrao je KoHBeKCaH AKO 34 CBAKY HErOBY CTPAHHLYY BAXKH 14 1160 MHOTOYI40
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JIEXH Y jelIHOj MoJTypaBHH oApeljeHoj mpaBoM Koja cajipH TY CTPaHHUILY.

II Muoroyrao je KOHBEKCAH aKO je OH Ipecek HEKOJIMKO MOJYPaBHH.

Caaxo oz oBHX TBpljerma MOsKe ce YCBOjUTH Kao JehMHMIM]ja KOHBEKCHOT MHOTOYIIIA,
HEe3aBHUCHO Of1 omuTe JepHHHLHM]je KoHBeKcHe durype. C apyre crpase, oba Tephema Mory
C& IOKA3ATH AKO [TPUXBATUMO ONITY AeUHHIH]Y.

IMpumep 3. Cpaxu Tpoyrao je KoHBEKCHa ¢urypa, jep je noOHjeH Kao IIPECEK TPH
nojnypaBHu., A

Ipumep 4. Heka cy A, B u C Tpu HeKONHMHEAPHE TauyKe Koje MpUIIajajy KOHBEKCHO]
¢urypu F. Joxa3aTu na je oHna ueo Tpoyrao ABC canpxan y purypu F.

Pewerse. Ha ocHOBY eduHMIM]e KOHBEKCHE (UType, CBE TauKe HA CTpaHHIAMa TPOYIIa
ABC npunanajy ¢urypu F'. Heka je cana X npoH3BoJbHA TAYKa Y YHYTPALIFOCTH TPOYIIIA
ABC. Osnaunmo ca A’ npecek npase AX ca crpanuuom BC. Kakoje A e Fu A' € F,
cnequpajeu X € F. A

IMpumep 5. VueHHK je 3a/1yTao y WIYMH KOJa MOKPHBA KOHBEKCHY OOJIACT MOBPLIMHE
100 km®. JlokasaTh na oH Moxke u3uhi M3 LIyMe a Ja NpH ToMe He mpelje myT AykH Of
30 km.

Pewere. TIpeTnocTaBUMO Ja ce y4eHHK Hanasu y Tauku A, Ako oH, nonasehu u3 rauke
A, npebe 15 km kpeliyhu ce npaBoMHHjCKH ¥ CTHIHE Y TauKy B, 3aTHM CKpeHe o paBuM
yriom u nipehe jour 15 km nmpasonunujck 10 Heke Tauke C, Hanpasuhe nyT aysute 30 km.
IMospuinxa tpoyria ABC usHocu 112,5 km?, Cap nako 3akmydyjemo na 6ap jemHa of
tayaka B u C Mopa OMTH BaH 1IyMme; Y IPOTHBHOM OH, HA OCHOBY NpiMepa 4, Leo TPOyrao
nexao y obnacTu myme, wro je Hemoryhe, jep je nospiunHa mymMe camo 100 km?. A

KoneekcHu YETBOPOYIJIOBH HMﬂj}‘ HH3 HHTEPECAHTHHX ocobuHa.

Teopema 2. YeTBOpOYrao je KOHBEKCAH AKO M CAMO aKO MY Ce JHjaroHalle CeKy.

Jlokas. Heka je ABCD koupexcan gerBopoyrao (cnuka 1). Tanma je C € ZBAD, na
nonynpasa AC cede crpanuny BD tpoyrna ABD). Heka je O Tauka npeceka. Tajna je
O € BD. Tlpumewyjyhu ucti noctynak Ha teme B 3aksbyuyjemo na je O € AC.

/b

Cnuka 1

O6pHyTo, npernioctaBumo aa je {0} = [AC] N [BD]. U3 (OC)N AB =@ u (0OD) N
AB = @, saxmydyjemo na ce tauke C, D u O Hanaze ca ucrte crpase npase AB. Ha
HCTH HAYHH ce JoKa3yje aHanorHo ceojereo npasux BC, CD u DA, onakne cnejpu na je
yersopoyrao ABC D nobujen kao npecek 4 nonypapuu. O

Teopema 3. 36mp mykuHA AMjaroHana KOHBEKCHOI 4eTBOpoOyrna Behiu je o 36mpa
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IY’KHHA [IBE HACTIPAMHE CTPAHHLE.

JHoxkaz. Heka je ABC D xouBekcaH uetsopoyrao u O Tauka npeceka aujarorana AC u
BD (cauka 1). Ipumemyjyhin HejenHakocT Tpoyria Ha Tpoyrinose ABO u C DO, nobujamo
naje AC+BD = (AO+0C)+(BO+0D) = (AO+ BO)+(0C+0D) > AB+CD.
Cnuuno goxasyjemo ga je AC + BD > AD + BC. O

ITpumep 6. V paBHH je gaT KOHauyaH CKyn Tadaka M, Tako [a y meMy He IOCToje TPH
KoJiHHeapHe Tauke, Heke o JaTHx Tayaka cy CllOjeHe Hy»uMa, IPHU YeMy H3 CBaKe TaukKe
W3/1a3u HajBuLue jenHa ayx. Ako ce ayxu AB u CD ceky, 103BO/bEHO HX j& 3aMEHUTH ca
napoM HacripaMHux crpanuua AC u BD versopoyrna ABC D. Ha nobujeHu cuCTeM IyXKH
MOJKE Ce TIPUMEHHTH MCTH mocTynak. MosKe JIi ce Ha OBaj HAYHH, 1ocle KOHAYHO MHOIO
Kopaka, mocTHhH f1a ce HUKOje JIBe AYIKH He ceKy?

Pewere. Jla. Hexa je ykynau 6poj aywxu jegnax k. IToctoju camo koHauaH Opoj
HauyMHa Jia ce HaupTa k myxku ca kpajesuMa y ckyny M. Ceakom Taksom M30Gopy JyXKH
NPUAPYARUMO peanan 6poj Koju je jenHak 30upy mbuxoBux ny:kuHa. Taj 36up Moke HMaTH
caM0 KOHAYHO MHOTO PasnuyuMTHX BpeaHocTd. [Ipu csakoj 3amenu nyxu AB u CD,
KOje ce CeKy, HacrpaMHUM cTpaHuiiama yersopoyrina ABCD, taj 36up ce cmambyje, jep je
yetsopoyrao ABC D xoHsekcaH (qujaroHane My ce ceKy) a KOl KOHBEKCHOT YeTBOpOYIJia
je 36up IBe HacMpaMHe CTpaHHLE Matbk o 30upa aujaronana. Kako ce cMamuBaibse 36upa
JYKHHA HE MOXe DEeCKOHAYHO NpOoAYKaBaTH (jep MOXe Y3MMATH CaMO KOHAYHO MHOIO
BPEJIHOCTH), C/Ien Ja ce rocie KoHavyHor Opoja 3aMeHa no0Mja k OuCjyHKTHHX ayxu. A

IIpumep 7. VY pasuM je 1aTO 7t LpBEeHHX H 7 IUIABMX Tayaka, Tako ga mely mwuma He
NocToje TpH KonuHeapHe. JlokasaTh aa je Moryhe HaupTaTH 1 AHCJYHKTHHX JYKH TaKo Ja
CBAKa MMa jelHY LPBEHY H je[IHY [IaBY Kpajiby TauKy.

Pewere. Tloctoju n! = 1+ 2. n pasnHUHTHX HAYMHA Od Ce HALPTA N OYXKH TaKo
[a CcBaka criaja jeaHy LpBEHY M je[HY INaBy Ta4Ky, [PH 4eMy Je CBaka Ta4yka — Kpajiba
Ta4yka Ta4Ho jeaHe nyxu. Hampaeumo 6mio xoje on THx moryhux cnajama. YKOIMKO ce
mely HaUpTaHHM Jy)XKKMa HeKe JBE CeKY, H3BPLIMMO 3aMeHY M3 IipeTxoaHor npumepa. [Tpu
TOME, OYMITIE[HO, YBEK C& MOXKE U3BPIINTH TAKBA 3aMEHA [Ia CBaKa OJ1 IB€ HOBE JY)KH Criaja
Tauyke paznmuunuTHx Goja. Tlocie cBake 3amMeHe, YKYNHA JyXKHHA IYXKH ce cMamyje. Cnenu
Oa ce Mocje KoHauHor Opoja 3aMeHa IOCTHIKE [1a HUKOje [BEe HNYKH HeMajy 3ajeflHHYKMX
Tayaka. A

3AIALIA
1. Koje cy on cnepehinx gurypa KOHBEKCHe: KPYKHMLA, KPYT, KPYT' H3 KOTa je OfcTpa-
HeHa jelHa Ta4yka, TPOYTao M3 KOra je OJCTpatbeHa jeaHa Tauka?

2. 3a koje npupoaHe Opojese n je Morylie OACTPAHKUTH 72 TAYAKA KOHBEKCHOI MHOIOYIJIa,
Tako jJa nobujeHa durypa 6yne koHpexkcHa?
Pewere. 3a n < m, rae je m 6poj crpaHHIla MHOTOYITIA.

3. M3 KOHBEKCHOT MHOTOYTI/Ia OACTPAIb-EHA je jeflHA heropa YHyTpallmba Tadyka. a inu
ce nobujeHa purypa moxe pa3burtH Ha [iBe KoHBeKCHe durype?

4, JNokasaTu ga je 30Mp Hy’KKHHa AMjaroHala KOHBEKCHOI YeTBOPOYI/a Makby 0 00uMa
a ehu o] onyobHMa TOra 4YeTBOPOYIIA.
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5. Hexa je ABCD konexcaH yerBopoyrao. Jokasatu na je AB + CD < AC 4+ BD.

6. Hexa je ABCD xoHBekcaH yeTBOpoyrao, takas ga je AB + BD < AC + CD.
Hoxazatu na je AB < AC.

7. KonBekcaH 4eTBOpOYrao CMELITEH jeé LEO Y YHYTPALIOCTH APYror KOHBEKCHOL
yerBopoyria. Moske i 30Mp Ay:KHHA AHjarOHANA YHYTpalliber YeTBopoyria OHTH
Belin ox 36Mpa qujaroHana crojbaumer yeTsopoyria: (a) 2 nyra; (6) 1,99 nyra?

8. Obum KoHBEKCHOT YeTBopoyria jenuak je 4. JlokasaTu ga mweroba MOBPIIHHA HHjE
Beha on 1.

9. Hexa je O Tayka y yHyTpaluik0OCTH KOHBekcHOT yeTBopoyria ABC D nospiunte S,
takpa na je AO? + BO? + CO? 4+ DO? = 25. Jlokaszatu na je ABC D xpanpar, a
() 1beroBs LieHTAP.

10. TemeHa KOHBEKCHOI' YETBOPOYIUIA JIeke HA CTPAHHUAMA JEIHHHYHOI KBaJpaTa, Ha
CBAKO] CTpaHULM 10 JenHo Teme. [lokasaTH ga obMM YeTBOpOYI/a HUje MabH Of
2v/2,

2. KOHBEKCHH OMOTAY

Hedunnunja 2. Konsexcnu omoiiay ¢urype F' je HajMama KOHBeKCHa (hurypa koja
canpxu purypy F' kao rogckyn (Tj. OHa je oCKyT CBake KOHBEKCHe (HIype Koja campsku F').

KomngexcHu omoTau durype F' o3nauasahemo ca H(F).

Hedunuunja 3. TIlpasa [ je ipasa ocronya durype F, axko ca durypom F' uma 3a-
jeMHHYKHMX Tayaka, JOK cy cBe ocraie Tauke ¢urype F' ca ucre cTpane npase [,

VY pany ca koHBeKCHHUM (pUrypama y paBHH, KOPUCHO je UMATH y BUAY ciesiehie unibeHuLe:

® 3a CBaKy INpaBy MOCTOje JBe 0] IapalieliHe MpaBe KOje cy NpaBe OClOHUA JaTe
orpaHMyYeHe KOHBeKCHE (urype F;

® KOHBEKCHH OMOTAa4 CKyINa 01 n Ta4daka, 1n > Z,je JYAK HIIH KOHBEKCAH MHOIOYrao,

® KOHBCKCHH OMOTAaY MHOIOYI/IA jﬂ KOHBEKCAH MHOIOYIrao,

Teopema 4. Heka je S xoHauan ckyn Tavaka. Tauka A € S je TeMe KOHBEKCHOT
omoraya H(S) ako u camo aKo 1oCTOjH Iipasa OCJIOHLA & KPo3 Tauky A, koja Hema JpyrHx
3ajeHHYKMX Tauaka ca H (S).

Hokas. Konsekcuu omoray H(S) je xousekcan mHoroyrao. Ako je A teme Tora
MHOTOYIJI4, OHJA4 OYMIJIEJHO IOCTOJM MpaBa a, TakBa aa je A € a, A0K cBe ocralie Tauke
TOra MHOTOYIJIA JIEXKE Y MCTOj OTBOPEHO] MOJYPABHH €4 I'PAHMYHOM IMpaBoM a. AKo A
HHje TeMme KoHBekcHor oMoTaua H(S), oHpa je oHa y mIeroBOj YHYTPALIHOCTH WIM Ha
HEKO] H-ETOBO) CTpaHHMLK. Y oba criyyaja aKko ce BHIH Ja He I10CTOjM npaea a kpo3 A ca
HaBeneHoM ocobruHoM. O

IMpumep 8. Ha cBerckom koHrpecy kopmwada 6uito je 2000 geserata. ITocne 3appiuerka
KOHIpeca Kopraue cy ce pasunine. Cse xopmade kpehy ce jennakum 6p3uHama 1o pa-
IMYUTHM TipaBaMa, Mely kojuma Hema napanenHux npasux. Jlokasatd na he nocie
M3BECHOT BPEMEHa KOpIbaye Jla ce Hajlase y TeMeHHUMa jenHor kousekcHor 2000-yrna.

Pewerse. [TpernocraBumo fa cy Gp3uHe CBHX KOpPibaua BEKTOpH aAyxuHe 1. [Tocmarpa-
jMO Kopmbaue ka0 Tauke Koje ce kpehy no oarosapajyhim nmpasama. Youumo tauky A koja
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ce kpehe no npasoj a. ITpojexunja 6p3uHe cBake Apyre gaTe Tayke Ha [paBy a je BEKTOP
NyxuHE Mate o 1. AKO y CBAKOM TPEHYTKY mocMaTpaMo npapy a’ Koja Iponasu Kpo3
NpPOMeH/bHBY Tauky A M HOpMaJsiHa je Ha a, Taja hie mocne U3BECHOI BPEMEHA CBHX IIpe-
ocrainux 1999 rayaxa 1a ce Hanase y HCTO] OTBOPEHO] MOIYpPaBHH Ca TPAHHYHOM [IPaBOM a'.
Kako 1o Baxu 3a ceaky oj 2000 natux Tayaka, cienu jga he mocje U3BecHOI BpeMeHa (Kaj
CE€ 3a CBaKy Ta4yKy MCITYHH HaBEICHHM YCJIOB) CBaka Tauka OUTH TeMe KOHBEKCHOT OMOTaya
CKyIla 1aTHX Taudaka (Teopema 4), opaxiie cieid Tepheme. A

11.

12.

13.

14.

3AIALIA

(a) Hexa je M nHexonBekcan MHoroyrao v M’ meros kousexkcHu oMmoTtad. [okaszaru
aa je obum muoroyria M’ mamu o 06uma mHoroyria M.

(6) V yHyTpalmoCTH KOHBEKCHOI MHOTOYIJIA CMELUTEH je APYrH KOHBEKCAH MHO-
royrao. Jloxazatu na obuM crosballiber MHOTOYITIA HHje MakH ofl oOMMa yHY-
Tpallber MHOrOYIJia.

Ciuka 2 Cnuka 3

Pewerwe. (a) Ilpu npenasy oi HEKOHBEKCHOI MHOIOYIJIA HA HEMOB KOHBEKCHH
OMOTa4, HEKe M3JIOMJbeHEe JIMHHje CACTAB/bEHE OJi CTPAHHIIA MHOTOYIJIA 3aMerbY]y
ce aykuma (cnuka 2). Tpeba jour y3eTH y o63up Aa je M3IOMIbEHA JIMHHjA OyXKa OJ1
JYXKH KOja Cllaja IeHe Kpajibe Tayke,

(6) KoHCTpyHMIIMMO Hajl CTPAaHHLIAMA YHYTPAIUbEr MHOTOYIJIA MOIyTPaKe OKPEHYTe
npemMa crosbailmbocTh. IlapanenHe nomynpase Koje orpaHHYaBajy MmojlyTpake HOp-
MaJIHe cy Ha oarosapajyhe crpanue yHyTpammser MHoroyria (ciauka 3). O3Hauumo
ca p Jeo obuma crospauIber MHOTOYITIA KOjH je NMOKpHBEH monyTpakama. Ofum
YHyTpalmer MHOroyria Huje sehu oz p, nok je oGuM crosbammer Muoroyrna sehiu
on p.

¥ paeuu je faton = 3 Tayaka, TAKO JIa HE IPHNAajy CBe jeaHo] npaeoj. JokazaTn ga
IIOCTOjH KPYXKHHLA KOja [TPpOoJIa3H KPo3 TPH AaTe TAUKE TAKO [Ja Ce Y YHYTPallkbOoCTH
KPYJKHHLE HE HAJla3H HUjeJHa OJ1 JATHX Ta4aKa.

V paBhu je nato 2000 Tayaka. 3a cBaKM nap Tauaka [I0OCMaTpa ce lHXOBO PACTOjambe.
3a Heke I1apoBe Tayaka TO PacTOjabe UMa MHHMMAJIHY BPeIHOCT (MOXe OMTH BUILE
TakBux naposa). Jlokazatu na ce usmeljy matux tadyaka moxe u3aGpaTtu Tauka A
TAKBA 14 CE HAjBMILIe TPH JlaTe TA4Ke Hajla3e Ha MMHMMAJIHOM pacTojamy o Tauke A.

V paBHH je 1aTO n TAYAKA TAKO [a Cy CBAKE YETHPH TEMEHA KOHBEKCHOT YETBOPOYIJIA.
HDKH3HTH Aa Cy Te Ta4Ke TEMCHA KOHBEKCHO t—YyIJIa.
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15. (Happy End Problem) ¥ pashu je 1aTo 5 Tayaka Tako 1a Meljy isMMa He [IOCTOje TPH
KojuHeapHe. JlokasaTu Ja Mely mbuMa 1ocToje 4 Tauke Koje Cy TeMeHa KOHBEKCHOT
YETBOPOYTJIA.

Cnuka 4

Pewerse. TlocMaTpajM0O KOHBEKCHH OMOTa4 CKyINa JaTHX Tadaka. AKO je OH 4eTBO-
poyrao WiM NeToyrao, cee je jacHo. IlperrnocraBumMo caja Ja j&é KOHBEKCHH OMOTay
Tpoyrao ABC u pa ce mpeocraine ase tadke, [ u FE, Hanase y yHyTpaimmocTH
Tpoyria (cnuka 4). Tauka E Hasnasu ce y yHYTPaLIbOCTH jeiHor o Tpoyriosa ABD,
BCD, CAD; pagu oapelieHOCTH NPETIIOCTABHMO [a C& HANa3H Y YHYTPaIllbOCTH
tpoyrina ABD. Osuauumo tauky npeceka npasux CD u AB ca H. Tauka E
je y yHyTpaiumocTd jegHor on tpoyrioea ADH w BDH. Ako je, Ha npumep, y
yHyTpawmocTi Tpoyrna ADH, onna je AEDC koHBEKCaH 4eTBOPOYrao.

16. V pasnu je nato 9 Tayaka Tako aa Mehy lHMa He MocToje TPU KoHHeapHe. JlokasaTH
Ja Meljy lbMMa MOCTOjH 5 TayaKa Koje Cy TeMeHa KOHBEKCHOT MeTOYIIa.

17. ¥ paBHu je AaTO HEKOJIHKO NPAaBMIHHX MHOTrOyrjoBa. Jloka3aTH Ja KOHBEKCHH
OMOTaY4 CKyIa BHXOBHX TeMeHa HMa Dap n cTpaHuua.

18. V paBnu je cmemrreHo 2000 nogymapHuX Kpyroea, Tako Ja HHKOja [Ba HeMajy
3a)eIHHYKUX YHYTpalllkux Tadaka. Jlokazatu ma Mel)y mMMa IOCTOJM Kpyr KOjH
JIOUPYje HAJBUILE TPH OJ IIPEOCTAIHX KPYTOBa.

19. V paBuu je gato 2000 Tayaka Tako qa Meljy lHMa He ITOCTOje TPH KOJHHEAPHEe, HUTH
YETUPH KOje Cy TeMeHa TeTHBHOr YeTBopoyrna. JlokasaT ja IOCTOJH KpYXKHHLA
KOja canp ki TpH JaTe Tauyke H y YHjoj ce yHyTpalmbocTH Hanasu tayHo 1000 patux
Tayaka.

3. XEJIMJEBA TEOPEMA

Jenna op HajBaKHHjUX TeopeMa KOMOHHATOPHE reoMeTpHje, XenjeBa TeoOpeMa, 0 JHOCH
Ce Ha KOHBEKCHE CKYIIOBE.

Teopema 5. (Xenujesa TeopeMa) AKO je y paBHH JaTO 1 KOHBEKCHMX (urypa, Tako ma
CBaKe TPH MMajy 3ajelMHUYKY TAuKy, OHIa cBe (PUrype uMajy 3ajeJHHUKY TauKy.

Hoka3s. dokas majemo HHAyKUMjoM 1o 6pojy ¢urypa n. Hexka je n = 4. Oznauumo
nate ¢urype ca Fy, Fo, F3, Fy. Hexaje: Ay € Fo N F3NFy, Ay € FiN F3nN Fy,
Ase FiNFNFy, Ay e N Fy N Fa,
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Ay As
Az
AT A
Ag
As
Al A2
Cnuka 5 Cnuka 6

Moryhu cy cnenehu cnyvajesu.

(1) A; Ay A3 A4 je xoHBekcaH yeTBopoyrao (cnuka 5). Heka je C tauka npeceka aujaro-
Hana Ay As u Aa A4, Jdokasahiemo na tauka C npunaga npeceky cse yerupu durype. Tauke
Ay u Az npunapnajy npecexy F» N Fy; npema Tome uena ayi A1 A nexu y ToMm npeceky, na
jeu C € Fo N Fy. Aunanorso cnenu na uena nyx AsAq nexu y npeceky F N Fy, na je u
CeFinNF;. CiepnpajeC € FiNnFaNF3N Fy,

(2) Konsekcuu oMoTay ckymna {Aj, Aa, Az, A4} je Tpoyrao. Hexka, Ha nmpumep, Tauka
A4 nexwu y yHyTpammbocTH Tpoyria Ay Az A3 WM Ha HEKOj HBEroBOj CTPAHHIM (CIHKA 6).
Kako tauke A;, A, A3 npunanajy koHsekcHoj durypu Fy, cBe Tauke Tpoyrna A; Az As
npunanaajy Toj urypu, na je Ay € Fy, 1. Ay € FiN NN Fy.

(3) Ciy4aj kang cy Tauke Ay, As, As, A4 KOIHHEApHE TaKO Ce peLIaBa.

IIpernocraBuMO cana oa TBpheme TeOpeMe BaXH 3a HEKHM npuponaH 6poj n = 4. [o-
kasahemo na Tepherse Baxku ¥ 3a n + 1 xoHBekcHuX purypa. Hekacy Fi, F, ..., Fy, Frt1
KOHBeKCHe (DUrype Takse Ja CBaKe TPH HMajy 3ajeqHH4Ky Tauky. ITocMaTpajMo yMeCTo HBHX
n durypa Fy, Fo, ..., Fo1,F!, rne je F, = F, N F,11. JacHo je na je u F), koHBeKkcHa
tdurypa. JokaxHMO 1a cBake TpH HOBe (HIrype uMajy 3ajeqHH4KY Tauky. To je norpedHo
IPOBEPHTH CaMo 3a Tpojke Hrypa koje caapixe F, . MehyTum, Ha ocHOBY JoKasa 3a n = 4,
cnenu pa yetupu durype Fi, Fy, Fy, Fohy1 yBeK UMajy 3ajeqHMYKY TAuky, Ma fpeMa ToMe
u purype F;, F; u F,,. Ilo npernocraBuu uHaykuuje gurype Fy, Fa, ..., F,_1, F, umajy
3ajeIHHYKY Ta4yky, ipema Tome v gurype Fi, Fs, ..., F,, F,, 11 uMajy 3ajequuyky Tauky, O

IIpumep 9. V paBHHM je gaTo 1 Tayakd TAaKo Ja Ce CBAKE TPU MOTY IIOKPHTH Kpyrom
nonynpednuka 1. JlokasaTy fia ce CBHX 7 Ta4aka MOIY IIOKPHTH KPYroM MojynpedHuka 1.

Pewerse. Kpyr nonynpeusuka 1 ca uentpom O NoKpHBa HEKe Tayke ako M CAMO aKO
KPYTOBH IIONYIpeYHHKa | ca LeHTpUMa y THM Taukama nokpueajy Tauky O. 3aTo ce3anaTak
morke npedopmynucatH Ha cnenehu HauuH. V pasnu je gaitio n iavara Wako ga ceaxa iwapu
kpyéa flonyipeunuxa 1 ca yenimipuma y Wum Waykama umajy 3ajeghuuky mauxy. Hoxasaiiu
ga oHga ceu kpyéoeu umajy sajegruuky iauxy. OBo TBplere, MefyTHM, HEMOCPEIHO ClenH
u3 Xenujepe Teopeme. A

ITpumep 10. YeTnpu nonypasHH jefiHe paBHM pacrniopeljeHe ¢y Tako jaa NOKPHBAJy LEey
paBaH, Tj. CBaKa Tauyka pPaBHH je YHYTpalliba Tauyka 0ap jelHe o[ Te YETHPH MONypPaBHHU.
JlokasaTu Ja HEKe TPH Of] THX IIOJYpaBHH TaKolje IIOKpHBajy Lieny paBaH.

Pewerse. 3a caky of 4 nmonypaBHM IIOCMATPajMO IOJIYpaBaH €4 HCTOM IDAHHYHOM
NpaBOM, KOja je aonytbasa Ao paBHH. Te 4 NonyHCKe MMOMypaBHU HeMajy 3ajeJHHYKY TauKy,
jep TakBa Ta4yka He O6u OMIa NMOKpHMBEHA HH jemHoM of 4 monasHe paBHu. M3 Xenujese
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TeopeMe clIenH aa 4 rmoaypaBHM (Kao KOHBEKCHH CKYTIOBH) HMAjy Ipa3aH MpeceKk caMo aKo
HEKE TpH Of BHX MMajy npasad npecexk. Melytum, Taga Tpu mBpHUMa IOIYHCKE M0Ja3He
MOJIYPaBHH IMOKPHUBAjY LeNy paBaH. [

PA3HU 3AJIALIA

18. Konmko crpaHMlia MOXKe HMATH KOHBEKCAH MHOIOYIra0 4YHje Cy CBe [MjaroHale HeTe
nyxuHe?
Pewere. Hajpuiue 5.

19. TokazaTu na je 36Mp nyxkMHa nujaroxana xoHsekcHor neroyrna ABCDE sehin on
obuMa a MarH o1 ABOCTpYKOr o6HMa Tora neToyrna.

20. ToxaszaTi Ja ce y CBAKOM KOHBEKCHOM IETOYINIy MOTY M3abpaTH Tpu AujaroHase
TAKO [1a C& OJ1 IbHX MOXE CACTABHTH TPOYrao.

21. JlokasaTH Ja cé y KOHBEKCAH MHOIOyrao MmoBpiuHHe S M 06MMa P MOXKE CMECTHTH

Kpyr IOJIyIpeYHHKa —.
p

22. Y yHyTpallllbOCTH KOHBEKCHOI MHOTOYIJIA MOBpLIKMHE S1 ¥ 00MMa p; CMEIITEH je

. 1 _ 52
KOHBEKCAH MHOTOYrao noBpluHe S U o6uma po. Jokazaru ga je — > —.
" P2

23. JlokaszaTy J1a ce y CBAKH KOHBEKCAH MHOIOYIao ITOBpILKHE 1 MOXKe CMECTHTH TPOYrao

1 3
YyHja MOBPLIHHA HUje Mamsa of: (a) E; (6) 3

' 24. KoHBekcaH n-yrao cMemTeH je y ksanpar crpauuue 1. Jlokazatu na mnocroje Tpu
temeHa A, B u C Tora mHoroyria, taxsa aa nospumna tpoyrna ABC uuje Beha on:
8 167
(a) 2’ (6) e
25. V yHYTpalllkbOCTH KOHBEKCHOT MHOTOYTIIA cMelnTeHa je nyx M N. Ilokazatu na my-
skuHa oyxu M N Huje Beha o GyXKHHe HajHyxe CTPaHHLE HIIH HAjlyKe QHjaroHase
TOI MHOrOYIJIa.

26. KoupexcaH mHoroyrao nospuuse efie og 0,5 cMelnTeH je y kBagpar crpaHuue 1.

JloxasaTi J1a ce y Td) MHOIOYIao MOMXEe CMECTHTH Iy AYKHHE 5 NIApasesIHa HEeKoj
CTpaHHULM KBaapaTa.

27. JlokazaTy Ja ce 0] CTPaHHLA KOHBEKCHOT MHOTOyI/ia 0buMa p MOI'y CacTaBUTH JBe
JY*HH UHje ce JYKUHE PA3THKY]Y HajBHILE 34 P

3

28. Jloka3aTu Ja ce CBaKH KOHBEKCAH MHOTOYrao MOBpUIHHE 1 MOXKe CMECTHTH y NPaBo-
YIaOHHK TOBPILHHE 2.

29. V papeHH je mato n = 4 Tayaka, Tako ga Meljy 1HMa He ITOCTOje TPH KOJIMHeapHe,
3a cBake TpH JiaTe Ta4yKe [MOCTOJH YETBPTA KOja Ca H-HMa YMHH CKYIl TEMEHA jeJHOr
napanenorpama. Jlokasartu na jen = 4.
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30. Konuko HajMame Tayaka MOXKe Ja C€ YOUM y YHYTpalllboCTH KOHBEKCHOT M-YIJIa,
TAKO [la C& Y CBAKOM TPOYIJIy ca TEMEHMMa y TeMeHHMa Tora m-yrja Hanasd bap
JjenHa ofi youeHHX Tavaka?

31. JlokasaTu na ce y CBaKOM KOHBEKCHOM MHOTOYIIY, OCHM IapajenorpaMa, Mory usa-
OpaTH TpH CTpaHMLE YHjHM CE MPOLyKaBameM J00Hja TPOyrao KojH caipXkH HaTH
MHOTOYTao.

32. V paBHH Cy JaTH KOHBEKCHHM MHoOroyrnosu F' u G. Heka je H ckyn cpequiuTa CBHX
nyxu AB takeux naje A € F, B € G.

(a) dokasaTu na je H KOHBEKCAH MHOIOYIao.

(6) Konuko crpanunia Moxe HMaTH MHoroyrao H axo F'u G umajy n M ng CTpaHHLA
penom?

(8) Kojy Bpearoct Moxe umMaTH 06uM MHoroyrna H, ako F' u G umajy obume p u
P2 penom?

33. Lupkycka apeHa (kpyxHor obnuka) oceeT/baBa ce ca 1 peduexkropa. Cpaku pe-
diextop ocBeTsbaBa KoHBeKCHY obsact. TTo3HATO je ja ako ce MCK/bY4uH OHII0 KojH
pednexrop na he apena u nasbe OMTH 1lena OCBET/bEHA, 4 AKO Ce UCKIbyue Ouo Koja
nBa peduiektopa, apeHa Hehe OMTH Lena ocBer/beHa. 3a koje Opojese n je To moryhe?

34, Jla nu cBaku neroyrao uma 0ap [ABE CTPaHHLIE TAKBE [a LIE0 NETOYIa0 JIEKH Y HCTO]
MOJIypaBHH YMja je rpaHU4Ha NpaBa Ta CTPaHHLA.

35. (a) la 11 nOCTOJH LLECTOYTA0 TAKAB [1a Ce M3 HEKE HeroBe YHYTPAIILE TAYKE HHjeqHa
HeroBa CTpaHuLa He BHAH Lena?
(6) da 11 1nocTojH 0CMOYIrao Takas ja Ce M3 HeKe heroBe Clojballihbe TAUKe HHjeaHa
IherOBa CTPaHMLA HE BHIH 1ena?

36. MHoroyrao je Takap Jia c¢ M3 HEKE TAUKe BHIM LIefla HhEropa KoHTypa. Jlokasatu na
CE M3 CBAKe TAYKe PaBHU BHIAM Y MOTMYHOCTH 6ap jeaHa cTpaHHLla MHOTOYTIIA.

37. (a) HokazaTu na ceBaku n-yrao (n = 4) uma 6ap jenHy yHyTpausy AMjaroHary (T).
TaKBY KOja LieJla JIEXH Y YHYTPALIbOCTH n-yriia).

(6) Konuko HajMatbe YHYTPaLIbHX AHjaroHana Moxe HMaTH n-yrao?

38. okasaTu 1a ce CBaKM MHOIOYrao MOe M3pe3aTH Ha TPOYIIOBe AujaroHanama Ges
3ajeHUYKHX YHYTPAIILUX TaYaKa.

39. TokasaTu 1a je 30up YHYTpaIUEbHX YIJI0BA CBAKOT Ti-yriia jenHak (n — 2) - 180°,
40. Konuko HajBHILE OLUTPHX YIJIOBA MOXE HMaTH HEKOHBEKCaH n-yrao?

41. Ha HekoHBeKcaH MHOIOYIrao npuMerbyje ce crneaeha onepauuja; ako OH JIEKH Leo ca
jenue crpane npaee AB, roe cy A u B Hecycenna TeMeHa MHOTOYTIJIa, OHJIA CE jeHA
Oll BE M3JIOMJbEHE JIHMHH]E, HA Koje je 0OMM MHOroyrjia noje/beH TaukamMa A u B,
Ipec/MKa LEeHTPAIHO CHMETPHYHO Y OfHocy Ha cpenuiute ayxu AB. dokaszatu na
fie ce nocie koHaYHOT Bpoja TAKBUX onepalMja NoOUTH KOHBEKCAH MHOIOYTAO.

42. JToka3aTH [1a c& KOHBEKCAH MHOTOYIa0 HE MOJKE pa3pe3aTH Ha KOHAYHO MHOT'O HEKOH-
BEKCHHX YETBPOYI/IOBA.
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43. (Teopema Munkosckor) [ToyeTak KOOpAMHATHOL CHCTEMA je EHTAP CUMETPH]E KOH-

BekcHe urype F, unja je nospuiiHa Beha ox 4. lokazaTtu na urypa F' cagpxu 6ap
JelHy Ta4Ky ca UeJI00pOjHUM KOOpAHHATAMA, PA3IMYUTY O KOOPAHHATHOT ITOYETKA.

44. Jloka3aTu [a ¢ KOHBEKCAH MHOTOYrao LEHTPATHO—CHMETpUYHA (GUrypa ako u camo

45.

46

47

48
49

50

51

52

53

4KO C€ MOJKE pa3pe3aTH Ha llapaneinorpame.

KoHBekcHH MHOI0OYyrao M moxe ce pa3pe3aTH Ha KOHBEKCHE LEHTPAJIHO—CHUMETPHYHE
MHOTI'OYITIOBE. ﬂOKaSaTH HJd jE M HEHTPAITHO—CUMETPHYAH MHOTOYrao.

Joka3aTh fa ce KOHBEKCAH 22-yrao He MOXKE pa3pe3aTu AujaroHanama Ha 7 IMETOy-
IJI0BA.

Y KOHBEKCHOM M-yIJly TIOBY4YEHe Cy CBE JMjaroHalle, Koje ra pa3zdujajy Ha MHOTOY-
rioBe. Jloka3aTu a CBaKY Ta] MHOI'OYrao MUMa He BHLIE O 1 CTPaHHIA.

,HOK&:}&TH Ja ce CBaKH KOHBEKCAH Ti-YIrao MOXKE Pa3pe3aTH Ha KOHBEKCHE IIETOYITIOBE.

Ha nu je moryhe pa3éutu jequakocTpaHu4dHU Tpoyrao Ha 1000000 xoHBEKCHUX MHO-
royrjoBa Tako Ja cBaka IpaBa MMa HelpasaH Ipecek ca 6ap 40 mHoroyriosa?

JlaT je KOHBEKCAH IIETOYrao Yuju Cy CBH YIJIOBM TynH. Jloka3aTu ma ce Mory Hahu
JIBE€ AMjaroHalie Tora IeToyria, TakBe 1a ABa Kpyra YMju Cy NPeYyHHULM Te JujaroHae
TIOKPHUBAjy LIe0 [EeTOYrao.

Pewewe. Hexa je AB Hajayxa crpaHuua neroyria. IlocmaTpajMo Tpaky 4dHje cy
rpaHWYHE [paBe HOopMaie Ha crpanuuy AB y taukama A u B. Kaxo cy yrioBu
EAB u ABC tynu, tauke E u C nexe y cnosbalmbocTy Tpake., 300r Tora tayka
D npunapa tpauu; y npotusHoM 6u jenua ox crpanuna ED u DC 6una myxa on
crpanune AB. Heka je ) oproronansa npojexuuja Tauke [ na AB. Tana xpyrosu
Haja npeunruuma AD u BD y notnyHocTd nokpuajy uersopoyriose AED D, u
BCDD, penom.

JokazaTy Oa ce y KOHBEKCHOM M-yIJIy He MOXe H3abpaTu BHIUE O T AMjaroHala
TaKO Ja CBAKe [Be UMajy 3ajeJHUYKY Ta4KYy.

V paBHu je nato n > 2 Tayaka, Meljy KOjUMa He I10CTOje TpU KojMHeapHe. Jloka3aTH
aa Mehy 3aTBOpeHUM M3JIOMJBEHMM JIMHHjaMa ca TEMEHHMa y JaTHM Tadkama, Haj-
Mamy AyKHHY MMa MHOTOYTraoHa JIMHU)A.

JlaT je KOHBEKCHM MHOTOYrao KOoJ Kora He IIOCTOje IBE NapallellHe CTpaHule. 3a
CBaKy CTPAaHHILy IIOCMATPaMO Yrao Ioj KOJUM Ce OHAa BUAM M3 TEMEHA KOje je Ha
HajBeheM pacrojamwy on npase oapelieHe ToM crpaHuLoM, JlokasaTu ga je 30up cBux
THX yrjosa jensHak 180°.

CratujaTa npB nart e o0jaBena Bo cnucannero TAHI'EHTA na

JAM na Cpouja Bo 2013/14 roguna
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