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ПРЕДГОВОР  
 
 
 

Ниедно истражување на човекот не може да 
се нарече вистинска наука, ако истото не е пот-
крепено со математички доказ.  

 

Проблематична е веродостојноста на тврде-
њата во науките, каде нема примена на ниту ед-
на математичка дисциплина, т.е. кои не се повр-
зани со математиката.  

 

Леонардо да Винчи  
 
 

Оваа книга е продолжение на книгите Основи на математичка анализа и 
Математичка анализа 1. Книгата содржи целосен опфат на разработуваниот матери-
јал кој е неопходен за натамошното изучување на математичката анализа. Материја-
лот е поделен на осум глави, и тоа:  

 
 

1. Риман-Стилтејсов интеграл,  
2. Метрички простори,  
3. Функции на метрички простори,  
4. Сепарабилност,  
5. Комплетност,  
6. Компактност,  
7. Сврзаност и  
8. Функционални простори.  
 

Носечки дел на книгата се метричките простори и нивните својства кои се разрабо-
тени во одделните глави. Притоа овие простори се разработуваат од гледна точка на 
математичката анализа, во што пристапот значително се разликува од соодветните 
разгледувања во користената литература. Имено, овие простори најчесто се проучу-
ваат како примери на тополошки простори во рамките на бројните монографии од 
областа на топологијата. Токму затоа, повеќето од бројните теореми, леми и после-
дици се класично докажани и истите можат да се најдат во повеќето книги од кори-
стената литература. Последното е од посебна важност, бидејќи совладувањето на из-
ложените содржини може да послужи како добра основа за изучувањето како на то-
пологијата, така и на функционалната анализа.  
 

На крајот од книгава, во посебен додаток, е разработена основната теорема 
на алгебрата. При доказот на оваа фундаментална теорема користени се само прет-
ходно усвоените знаења за полиномите со реални коефициенти, комплексните броеви 



 viii 

и метричките простори, па така читателот кој сака да го усвои доказот на оваа теоре-
ма нема потреба дополнително да усвојува содржини од комплексната анализа. 
 

Изучувањето на математичката анализа, како и на секоја математичка дисци-
плина, не е можно без систематско самостојно решавање на задачи. Токму затоа, при 
изложувањето на материјалот се разработени 108 примери со кои се појаснуваат во-
ведените поими и презентираните тврдења и на крајот од секоја глава се дадени  зада-
чи, вкупно 324. Дел од примерите и задачите содржат и по неколку подзадачи, па 
така бројот на истите е значително поголем. Примерите и задачите се така избрани, 
што дел од нив се во функција на усвојување на презентираниот материјал, дел се на-
менети за утврдување на усвоените знаења, но има и задачи кои се од истражувачки 
карактер. Покрај тоа, да споменеме дека во примерите повеќето класични метрички 

простори, како што се: ( , )n
pR , 1 p   , ,pl  1 p   , c , s , 0c , ( ([ , ]), )pa b C , 

1 p    и слично, се детално разработени. Притоа, посебно внимание е посветено 

на разгледувањето на комплетноста, сепарабилноста и компактноста на овие просто-
ри.  

 
На крајот од книгата е даден индекс на користените поими, листа на знаме-

нити математичари, како и список на користената литература, кој е доста обемен и ја 
содржи литературата која е користена при пишувањето на сите делови од едицијата 
Математичка анализа.  

 
Пријатна должност и особено задоволство ми е да им искажам благодарност 

на рецензентите проф. д-р Алекса Малчески и проф. д-р Весна Манова-Ераковиќ кои 
со своите забелешки и сугестии допринесоа за подобрување на содржината на оваа 
книга. Исто така сакам да му се заблагодарам и на колегите Вера Малческа и Самоил  
Малчески кои внимателно го прочитаа ракописот, со што допринесоа значително да 
се намалат грешките кои неминовно го пратат издавањето на секоја книга. Секако, за 
појавувањето на оваа книга од посебно значење е постојаната несебична подршка на 
мојата сопруга Цветанка Малческа, за што посебно и благодарам.  

 
И покрај вложениот напор, не можам да се ослободам од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа книга, па затоа сум однапред благодарен на 
секоја добронамерна критика и сугестија.  

 
Септември, 2011      Авторот 
Скопје  
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VIII  ГЛАВА  
 

РИМАН-СТИЛТЕЈСОВ ИНТЕГРАЛ 
 
 
Во глава V го проучивме Римановиот интеграл и критериумите за 

интеграбилност по Риман. Во оваа глава ќе се осврнеме на неговото обопштување 
познато како Риман-Стилтејсов интеграл. За таа цел прво ќе се навратиме на 
монотоните функции и на таканаречените функции со ограничена варијација.  

 
 
 
1. МОНОТОНИ ФУНКЦИИ    
 
1.1. Во овој параграф ќе разгледаме дополнителни својства на монотоно 

неопаѓачките функции кои ги разгледавме во III 4.5. Во теорема III 6.6 докажавме 
дека секоја монотоно растечка и непрекината функција : ( , )f a b  R  таква што  

 

lim ( )
x a

f x c


  и lim ( )
x b

f x d


  

 

има инверзна функција : ( , )g c d  R  која е непрекината и монотоно растечка. 

Понатаму, во теорема III 9.5. докажавме дека монотона функција : [ , ]f a b  R  

има само точки на прекин од прв ред и тоа најмногу пребројливо многу, а во 
параграф IV 13 ја разгледавме монотоноста на диференцијабилните функции.  

 

Јасно, за монотоно неопаѓачка функција : [ , ]f a b  R  во секоја точка на 

прекин 0 ( , )x a b  левата и десната граница 0( )f x  и 0( )f x  постојат и се конечни, 

што значи бројот 0 0( ) ( )f x f x   постои. Понатаму, ако 0x  е точка на прекин од 

втор ред на f  и ако таа е прекината, на пример од десно во 0x , тогаш десниот из-

вод во таа точка не постои и  
 

0 0( ) ( )

0
lim

f x h f x
hh 

 


  , 

 

во зависност од тоа дали функцијата f  расте или опаѓа. Меѓутоа, извод на моно-

тона функција не мора да постои дури и во одделни точки во кои функцијата е 
непрекината, што може да се види од следниов пример.  

 
Пример. Да ја разгледаме функцијата :f R R  определена со  
 

2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

0,                за  0

,         за  [ , ], 1, 2,3,...
( )

3 ,  за  [ , ], 1, 2,3,...

2,                за  1

k k k

k k k

x

x k
f x

x x k

x

 

  




  
  




   (1) 
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Функцијата f  е непрекината на целата реална права, таа е монотоно неопаѓачка и 

истата нема извод во 0x   и во секоја точка 1
2

,iix  0,1,...i  . Притоа, во точката 

0x   оваа функција нема десен извод.  
 

Бидејќи функцијата (1) нема десен извод во точката 0x  , добиваме дека 
функцијата ( )f x c  нема десен извод во точката x c . Според тоа, функцијата 

1
( ) ( )

n

i i
i

g x a f x c


   нема десен извод во произволно избрани точки , 1,2,...,ic i n  

и ако 0ia  , тогаш ( )g x  монотоно не опаѓа.  
 

Понатаму, нека , 1,2,...ic i   е множеството рационални броеви и да ја 

разгледаме функционалната низа 1{ }i ig 
 , определена со: 2

1( ) ( )i ii
g x f x c  , 

1, 2,...i  . Притоа, 2
2| ( ) |i i

g x  , за секој 1, 2,...i   и како бројниот ред 2
2

1 ii




  

конвергира од теорема VII 3.9 (Ваерштрас) следува дека редот 2
1

1
( )iii

f x c



  

рамномерно конвергира, а од теорема VII 4.1 следува дека граничната функција 

2
1

1
( ) ( )iii

h x f x c



   е непрекината. Јасно, функцијата ( )h x  е монотона и за ниту 

еден рационален број оваа функција нема десен извод.  
 
1.2. Дефиниција. Нека : [ , ]f a b  R  е монотоно неопаѓачка функција. 

Ако за точката 0 [ , ]x a b  важи 0 0( ) ( ) 0f x f x   , тогаш бројот 0 0( ) ( )f x f x   го 

нарекуваме скок на функцијата f  во точката 0x .  
 
1.3. Лема. Нека : [ , ]f a b  R  е монотоно неопаѓачка функција и 

[ , ],kx a b  1, 2,...,k n  се такви, што i jx x  за i j . Тогаш,  
 

1
[ ( ) ( )] ( ) ( )

n

k k
k

f x f x f b f a 


   . 

 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да земеме 1 2 ... nx x x   . 

Тогаш  
 

1( ) ( ), ( ) ( )nf a f x f x f b    и 1 1

2 2
( ) ( ) ( ) ( )k k k kx x x x

k kf f x f x f      , 
 

за 2 1k n   , па затоа  
 

1 1 11 2
1

12 2 2 2
1 2

1

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

k k k k n n
n n x x x x x xx x

k k n
k k

n

f x f x f f f f x f x f

f x f x f b f a

  
      

 
 

      

   

 
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што и требаше да се докаже.  
 
1.4. Последица. Нека { | 1}nx n   е множеството од сите точки на скок на 

монотоно неопаѓачката функција : [ , ]f a b  R . Тогаш,  
 

1
[ ( ) ( )] ( ) ( )k k

k
f x f x f b f a 


   .    (2) 

 

Доказ. Непосредно следува од лема 1.3.  
 
1.5. Забелешка. Функцијата f  може да биде непрекината на [ , ]a b . То-

гаш, множеството точки на скок на функцијата е празно и во овој случај сметаме 
дека левата страна на неравенството (2) е еднаква на нула и истата, воопшто гово-
рено, е ред со ненегативни членови.  

 
1.6. Дефиниција. Нека { | 1}nx n   е множеството од сите точки на скок 

на функцијата f  на [ , ]a b . Ако  
 

1
[ ( ) ( )] ( ) ( )k k

k
f x f x f b f a 


   , 

 

тогаш функцијата f  ја нарекуваме функција на скок.  

 
1.7. Теорема (теорема за разложување). Нека f  е монотоно неопаѓачка 

функција на [ , ]a b . Тогаш  
 

( ) ( ) ( ), [ , ]f x g x h x x a b    
 

каде g  е функција на скок, која има скокови во истите точки и со иста големина, 

како и функцијата f , а h  е монотоно неопаѓачка непрекината функција на [ , ]a b .  
 

Доказ. Нека { | 1}nx n   се сите точки на скок на функцијата f . Ставаме  
 

:

( ) 0,

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ), ,

( ) ( ) ( ), [ , ].
n

n n
n x x

g a

g x f x f x f x f x a x b

h x f x g x x a b

  





     

  

  

 

Ако ' ''a x x b   , тогаш  
 

: ' ''
( '') ( ') ( ' ) ( ') [ ( ) ( )] ( '') ( '' )

n

n n
n x x x

g x g x f x f x f x f x f x f x   

 
        (3) 

 

Сега од лема 1.3 следува дека  
 

0 ( '') ( ') ( '') ( ')g x g x f x f x        (4) 
 

и  
 

( ') ( ') ( '') ( '')f x g x f x g x   ,   
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од што следува дека g  и h  се монотоно неопаѓачки функции на [ , ]a b . Од ра-

венството (3) добиваме  
 

( '') ( ') ( ' ) ( ')g x g x f x f x   .     (5) 
 

Сега, од неравенствата (4) и (5), кога '' 'x x  наоѓаме  
 

( ' ) ( ') ( ' ) ( ')g x g x f x f x     и  ( ' ) ( ') ( ' ) ( ')g x g x f x f x     
 

што значи  
 

( ' ) ( ') ( ' ) ( ')g x g x f x f x    , т.е. ( ' ) ( ')h x h x  . 

Аналогно се докажува дека ( ' ) ( ')h x h x  , што значи дека ([ , ])h a bC  (непре-

кинатоста во точката b  се докажува аналогно).  
 
1.8. Лема. а) Нека { }nf  е низа функции дефинирани на [ , ]a b  такви што 

функционалниот ред 
1

( )n
n

f x



  конвергира за секој [ , ]x a b  и нека  

1
( ) ( )n

n
f x f x




  . 

Ако, за секој 1, 2,...n   функцијата ( )nf x  не опаѓа (не расте) на [ , ]a b , тогаш и 

функцијата ( )f x  не опаѓа (не расте) на [ , ]a b .  
 

б) Ако функцијата f  монотоно расте и е непрекината на [ , ]a b , 0a  , то-

гаш функцијата 1( ) ( )
x

x
a

F x f t dt  , [ , ]x a b  строго монотоно расте.  

 

Доказ. а) Нека за секој 1,2,...n   функцијата ( )nf x  не опаѓа на [ , ]a b . То-

гаш, за секои 1 2, [ , ]x x a b  такви, што 1 2x x  важи  
 

1 2( ) ( )n nf x f x , за секој 1,2,...n   
 

што значи 1 2
1 1

( ) ( )
k k

n n
n n

f x f x
 

  , од што следува 1 2( ) ( )f x f x .  

 

б) Од теорема V 11.5 следува дека ([ , ])f a bR , а од теорема V 16.2 

следува дека функцијата  
 

( ) ( )
x

a

H x f t dt  , [ , ]x a b  

 

е диференцијабилна во секоја точка од [ , ]a b  и притоа важи '( ) ( )H x f x , за секој 

[ , ]x a b .  
 

Од монотоноста на функцијата f  следува ( ) ( )f t f x , за секој [ , ]t a x , 

па од последица V 14.7 следува  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

a a

f t dt f x dt x a f x xf x     . 

 

Понатаму, за диференцијабилната функција 1( ) ( )
x

F x H x  важи  
 

2 2
1 1 1 1'( ) [ ( )]' ( ) '( ) [ ( ) ( ) ] 0

x

x xx x
a

F x H x H x H x xf x f t dt       . 

 

Конечно, од теорема IV 13.2 следува дека функцијата ( )F x  строго монотоно 

расте на [ , ]a b .   

 
1.9. Забелешка. Ако во лема 1.8 само една од функциите ( )nf x  монотоно 

расте (монотоно опаѓа), тогаш и функцијата ( )f x  монотоно расте (монотоно опа-

ѓа). Меѓутоа, ако е дадена низа функции { }ng , дефинирани на [ , ]a b  и ако  
 

lim ( ) ( )n
n

g x g x


 , за секој [ , ]x a b  

 

и ако сите функции монотоно растат, тогаш функцијата ( )g x  не мора монотоно да 

расте, бидејќи при 1 2x x  од 1 2( ) ( )n ng x g x , за секој 1, 2,...n   следува само  
 

1 1 2 2( ) lim ( ) lim ( ) ( )n n
n n

g x g x g x g x
 

   . 

 

Понатаму, ако ненегативната функција ( )f x  не опаѓа на [ , ]a b  и 0  , 

тогаш и функцијата [ ( )]f x   не опаѓа на [ , ]a b , а функцијата [ ( )]f x   не расте на 

[ , ]a b . Исто така, ако функциите g  и f  не опаѓаат, тогаш и функцијата ( ( ))g f x  

не опаѓа, а ако функцијата g  не расте, а функцијата f  не опаѓа, тогаш функција-

та ( ( ))f g x  не расте. Точноста на претходно искажаните тврдења непосредно сле-

дува од својствата на степенската фунција и дефиницијата на монотоните функ-
ции.  

 

1.10. Пример. а) Да ги разгледаме функциите ( )f x x  и 3( )g x x , 

[ 2,3]x   кои монотоно растат на разгледуваниот интервал. Меѓутоа, функцијата 
4( ) ( )f x g x x  не е монотона на овој интервал.  

 

б) Во пример 1.1 ја конструиравме функцијата ( )h x  која е непрекината, 

монотона и за ниту еден рационален број оваа функција нема десен извод. Овде ќе 
дадеме пример на монотоно растечка функција која е прекината во секоја 
рационална точка, а е непрекината во секоја ирационална точка.  

 

Нека 1{ }i iq 
  е низата од сите рационални броеви од интервалот [0,1] . 

Понатаму, нека 
1

n
n

a A



  е конвергентен ред со позитивни членови. Дефинираме 

функција  
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( )
n

n
q x

f x a


  , [0,1]x ,    (6) 

 

каде се собираат само оние членови на редот na  за чиј индекс важи nq x .  
 

Ако 1 2, [0,1]x x   и 1 2x x , тогаш постои mq  таков што 1 2mx q x  , па 

затоа 2 1( ) ( ) 0mf x f x a   , што значи дека f  монотоно расте на [0,1] .  
 

Нека [0,1]x  е рационален број и px q . Тогаш  
 

( ) ( ) pf x h f x a   , за секој 0h  , 
 

па затоа  

( ) ( ) 0pf x f x a    , 
 

односно f  е прекината од десно во x . Аналогно се докажува дека f  е прекината 

од лево во x .  
 

Нека [0,1]x  е ирационален број, а 0n  е таков, што  
 

0 1
n

n n
a 



 
 . 

Земаме h  таков, што во интервалот [ , ]x x h  не се содржи ниеден од броевите 

01 2, ,..., nq q q . Тогаш,  
 

( ) ( )
n

n
x q x h

f x h f x a 
  

    , 

 

од што следува дека функцијата f  е непрекината од десно. Непрекинатоста од 

лево се докажува аналогно.  
 
 
 
2. ФУНКЦИИ СО ОГРАНИЧЕНА ВАРИЈАЦИЈА  
 
2.1. Дефиниција. Функцијата : [ , ]f a b  R  ја нарекуваме функција со 

ограничена варијација на интервалот [ , ]a b , ако постои M R  таков што за секоја 

поделба 0{ }n
i ix   на [ , ]a b  важи  

 

1

1
0
| ( ) ( ) |

n

i i
i

f x f x M





  . 

 

Множеството од сите функции со ограничена варијација на [ , ]a b  го означуваме 

со ([ , ])a bBV . Ако ([ , ])f a bBV , тогаш бројот  
 

1

1
0

( ,[ , ]) sup | ( ) ( ) |
n

i i
i

V f a b f x f x






  , 
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каде супремумот се зема по сите можни поделби 0{ }n
i ix   на [ , ]a b , го нарекува-

ме варијација на функцијата f  на [ , ]a b .  
 

Ако ( ,[ , ])V f a b   , тогаш за f  велиме дека нема ограничена варија-

ција на [ , ]a b .  

 
2.2. Пример. а) Нека f  е монотона функција на [ , ]a b . Тогаш 

([ , ])f a bBV  и ( ,[ , ]) | ( ) ( ) |V f a b f b f a  .  
 

Навистина, нека f  монотоно не опаѓа на [ , ]a b . За секоја поделба 

0{ }n
i ix   на [ , ]a b  имаме  

1 1

1 1 0
0 0
| ( ) ( ) | [ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( ) | ( ) ( ) |

n n

i i i i n
i i

f x f x f x f x f x f x

f b f a f b f a

 
 

 
    

   

 
 

 

Аналогно се разгледува случајот кога f  монотоно не расте на [ , ]a b .  
 

б) Ако функцијата f  на [ , ]a b  има ограничен извод, т.е. ако постои 

0M   таков што | '( ) |f x M , за секој [ , ]x a b , тогаш  
 

([ , ])f a bBV  и ( ,[ , ]) ( )V f a b M b a  . 
 

Навистина, од теоремата на Лагранж следува дека за секоја поделба 

0{ }n
i ix   на [ , ]a b  постојат точки 1( , ), 0,1,..., 1i i ic x x i n    такви, што  

 

1

1

( ) ( )
'( )i i

i i

f x f x
ix x

f c




  , за 0,1,..., 1i n  , 

па затоа  
 

1 1 1

1 1 1
0 0 0
| ( ) ( ) | | '( )( ) | | | ( )

n n n

i i i i i i i
i i i

f x f x f c x x M x x M b a
  

  
  

         . 

 

в) Функцијата f  може да има конечен и определен извод во секоја точка 

од дефиниционата област, но притоа да не биде функција со ограничена варијаци-
ја. Во случајов изводот на функцијата е неограничен.  

 

Навистина, да ја разгледаме функцијата  
 

2 2( ) cos ,f x x x  за (0,1]x  и (0) 0f  . 
 

Очигледно, изводот на оваа функција постои за секој [0,1]x  и притоа важи  
 

2 22'( ) 2 cos sin
x

f x x x x    , за (0,1]x  и '(0) 0f  . 
 

Меѓутоа, функцијата f  не е со ограничена варијација на [0,1] . Имено, ако ја 

земеме поделбата  
 

0 0x  , 1
1i n i

x
 

 , за 1, 2,...,i n  
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добиваме  
 

1
1

1 1
0 1

| ( ) ( ) | 1 2 ,
n n

i i i
i i

f x f x


 
 

       кога n  . 

 

г) Очигледно, за да функцијата f , која има определен извод во секоја 

точка од интервалот [ , ]a b , не е функција со ограничена варијација на овој интер-

вал потребно е таа на овој интервал да има бесконечно многу минимуми и 
максимуми и уште повеќе нејзиниот извод да не е ограничен на [ , ]a b . Меѓутоа, 

овие услови не се доволни, што може да се види ако ја разгледаме функцијата 
 

2 4 / 3( ) cos ,f x x x   за (0,1]x  и (0) 0f  . 
 

Оваа функција има бесконечно многу максимуми и минимуми на [0,1]  и во секоја 

точка [0,1]  има определен извод  
 

4 / 3 1/ 3 4 / 34
3

'( ) 2 cos sinf x x x x x     , за (0,1]x  и '(0) 0f   
 

кој не е ограничен на [0,1] , но сепак таа е со ограничена варијација. Имено, функ-

цијата на секој интервал 3 / 4 3 / 4[(2 1) , (2 ) ]k k  , 1, 2,...k   има по еден минимум 

во точка '
kx , кој е негативен и по апсолутна вредност помал од 3 / 2(2 )k  , а на 

секој интервал 3 / 4 3/ 4[(2 ) , (2 1) ]k k  , 1, 2,...k   има по еден максимум во точка 
''
kx , кој е позитивен и помал од 3 / 2(2 1)k  . Сега, за секоја поделба 0{ }n

i ix   

имаме  
 

3 / 2

1
'' ' 1

1
0 1 1
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ,

n

i i k k ki k k
f x f x f x f x

  


  
         

 

што значи дека функцијата е со ограничена варијација.  
 

д) Класата непрекинати функции и класата функции со ограничена вари-
јација се меѓусебно неспоредливи. Имено, од една страна според а) монотоните 
функции се функции со ограничена варијација, но како што знаеме монотона 
функција не мора да биде непрекината. Од друга страна, функцијата  

 

2
( ) cos ,

x
f x x   за (0,1]x  и (0) 0f   

 

е непрекината на интервалот [0,1] , но таа не е функција со ограничена варијација. 

Навистина, за поделбата 1 1 1
2 2 1 2

{0, , ,..., ,1}
n n

   добиваме  
 

2 1
1

1
0 1

| ( ) ( ) | ,
n n

i i k
i k

f x f x



 

     кога n  .  

 
2.3. Лема. а) ( ,[ , ]) 0V f a b  .  
 

б) | ( ) ( ) | ( ,[ , ])f b f a V f a b  .  
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в) Ако ([ , ])f a bBV , тогаш f  е ограничена на [ , ]a b .  
 

Доказ. Тврдењето под а) непосредно следува од дефиниција 2.1, а за 
тврдењето под б) доволно е во дефиниција 2.1 да земеме { , }a b  .  

 

в) Нека [ , ]x a b . Тогаш,  
 

| ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

         | ( ) | ( ,[ , ]).

f x f a f x f a f a f x f a f b f x

f a V f a b

       
 

 

 

Според тоа,  
 

| ( ) | | ( ) | ( ,[ , ])f x f a V f a b  , за секој [ , ]x a b .  

 
2.4. Лема. Ако , ([ , ])f g a bBV , тогаш  
 

а) ([ , ])cf a bBV  за секој cR ,  
 

б) , ([ , ])f g fg a b BV ,  
 

в) ако дополнително постои 0   таков што за секој [ , ]x a b  важи 

| ( ) |g x  , тогаш ([ , ])f
g

a bBV  и  
 

г) | | ([ , ])f a bBV .  
 

Доказ. а) За секоја поделба 0{ }n
i ix   на [ , ]a b  имаме  

 

1 1

1 1
0 0
| ( )( ) ( )( ) | | | | ( ) ( ) | | | ( ,[ , ])

n n

i i i i
i i

cf x cf x c f x f x c V f a b
 

 
 

      , 

 

што значи ([ , ])cf a bBV  и притоа важи ( ,[ , ]) | | ( ,[ , ])V cf a b c V f a b  (зошто?).  
 

б) За секоја поделба 0{ }n
i ix   на [ , ]a b  имаме  

 

1 1 1

1 1 1 1
0 0 0
| ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

( ,[ , ]) ( ,[ , ])

n n n

i i i i i i i i
i i i

f x g x f x g x f x f x g x g x

V f a b V g a b

  
   

  
      

 

  
 

 

што значи ([ , ])f g a b BV  и притоа важи  
 

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])V f g a b V f a b V g a b   . 
 

Сега од а) имаме ([ , ])g a b BV , па затоа ([ , ])f g a b BV  и притоа 

важи  
 

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])V f g a b V f a b V g a b V f a b V g a b      . 
 

Понатаму, од лема 2.3 следува  
 
 

1

1 1
0
| ( ) ( ) ( ) ( ) |

n

i i i i
i

f x g x f x g x


 


   



 10

1 1

1 1
0 0

       [| ( ) | ( ,[ , ])] | ( ) ( ) | [| ( ) | ( ,[ , ])] | ( ) ( ) |

      [| ( ) | ( ,[ , ])] ( ,[ , ]) [| ( ) | ( ,[ , ])] ( ,[ , ]),

n n

i i i i
i i

g a V g a b f x f x f a V f a b g x g x

g a V g a b V f a b f a V f a b V g a b

 
 

 
     

    

 
 

 

што значи ([ , ])fg a bBV .  
 

в) Нека 0{ }n
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b . Од условот и од лема 

2.3 имаме  
 

1
2

1

2 2

2

1 1( ) ( ) 1
1 1( ) ( )

0 0

1 1
1 1

1 1
0 0

1| ( )| ( ,[ , ]) | ( )| ( ,[ , ])
1

0

| | | ( ) ( ) ( ) ( ) |

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) |

i i

i i

n nf x f x
i i i ig x g x

i i

n n

i i i i i i
i i

ng a V g a b f a V f a b
i i

i

f x g x f x g x

g x f x f x f x g x g x

f x f x



 







 
 

 
 

 
 

 




  

     

  

 

 

 2

2 2

1

1
0

| ( )| ( ,[ , ]) | ( )| ( ,[ , ])

| ( ) ( ) |

( ,[ , ]) ( ,[ , ]),

n

i i
i

g a V g a b f a V f a b

g x g x

V f a b V g a b



 





 



 



 

што значи ([ , ])f
g

a bBV .  
 

г) Нека 0{ }n
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b . Имаме  

 

1 1

1 1
0 0
|| ( ) | | ( ) || | ( ) ( ) |

n n

i i i i
i i

f x f x f x f x
 

 
 

     

 

што значи | | ([ , ])f a bBV .  

 
2.5. Забелешка. Обратното тврдење на лема 2.4 г) не важи. Имено, ако 

| | ([ , ])f a bBV , тогаш не мора да важи ([ , ])f a bBV . Навистина, за функцијата 

: [0,1]f  R  дефинирана со  
 

1,
( )

1, \

x
f x

x


  

Q

R Q
 

 

важи | | 1,f x R  и јасно | | ([ , ])f a bBV , но притоа ([ , ])f a bBV .  

 
2.6. Забелешка. Од лема 2.4 б) и принципот на математичка индукција 

непосредно следува дека, ако ([ , ])f a bBV  и pN , тогаш ([ , ])pf a bBV . 

Природно е да се запрашаме дали од ( ) 0f x  , [ , ]x a b  и ([ , ])f a bBV  следува 

f   ([ , ])a bBV .  
 

Одговорот на ова прашање е негативен, што може да се види од следниов 
пример. Нека : [0,1]f  R  е определена со  

 

2 2 1( ) sin , (0,1]
x

f x x x   и (0) 0f  . 
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Аналогно како во пример 2.2 г) може да се докаже дека ([0,1])f BV . Меѓутоа,  
 

1( ) | sin |, (0,1]
x

f x x x   и (0) 0f  . 
 

Со аналогни размислувања како во пример 2.2 д) се докажuva дека 

([0,1])f BV .  
 

Воопшто, дека функцијата ( ), 0 1pf x p   не мора да биде функција со 

ограничена варијација, ако ([0,1])f BV , можеме да видиме ако ја разгледаме 

функцијата : [0,1]f  R  определена со  
 

1/ 1

1

, , 1, 2,3,...
( )

0, , 1, 2,3,...

p
n

n

x x n
f x

x n

   
 

 

 

Тогаш, од пример VI 3.2 следува дека  
 

1/
1

1
( ,[0,1]) pnn

V f



   , 

 

т.е. ([0,1])f BV , меѓутоа  
 

1

1
( ,[0,1])p

n
n

V f



   , 

 

што значи дека ([0,1])pf BV .  

 
2.7. Лема (адитивност на варијацијата). Нека ([ , ])f a bBV  и 

( , )c a b . Тогаш, ([ , ])f a cBV , ([ , ])f c bBV  и  
 

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])V f a b V f a c V f c b  . 
 

Доказ. Нека 1
1 0{ }n

i iu   и 2
2 0{ }n

i iv   се поделби на [ , ]a c  и [ , ]c b , соод-

ветно. Тогаш, 1 2     е поделба на [ , ]a b  и притоа важи  
 

1 21 1

1 1
0 0

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ( ,[ , ])
n n

i i i i
i i

f u f u f v f v V f a b
 

 
 

     ,  (1) 

 

од што следува  
 

1 1

1
0

| ( ) ( ) | ( ,[ , ])
n

i i
i

f u f u V f a b





   и  
2 1

1
0

| ( ) ( ) | ( ,[ , ])
n

i i
i

f v f v V f a b





  ,  

 

па затоа ([ , ])f a cBV  и ([ , ])f c bBV . Понатаму, од неравенството (1) следува   
 

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])V f a c V f c b V f a b  .    (2) 
 

Нека 0{ }n
i ix   е поделба на [ , ]a b  и 1( , ]k kc x x  . Тогаш,  
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1 1

1 1 1
0 0

1

1
1

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | ( ,[ , ]) ( ,[ , ]),

n k

i i i i k k
i i

n

i i
i k

f x f x f x f x f c f x f x f c

f x f x V f a c V f c b

 
  

 



 

      

   

 


 

 

од што следува  
 

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])V f a b V f a c V f c b  .    (3) 
 

Конечно, од неравенствата (2) и (3) следува бараното равенство.  
 
2.8. Забелешка. Од вториот дел од доказот на претходната теорема непо-

средно следува тврдењето:  
 

ако ([ , ])f a cBV  и ([ , ])f c bBV , тогаш ([ , ])f a bBV .  

 
2.9. Теорема (Жордан). ([ , ])f a bBV  ако и само ако f  може да се 

претстави како разлика на две монотоно неопаѓачки функции на [ , ]a b .  
 

Доказ. . Нека ( ) ( ) ( )f x g x h x  , каде g  и h  се монотоно неопаѓачки 

функции на [ , ]a b . Тогаш, од пример 2.2 а) следува дека , ([ , ])g h a bBV  , па од 

лема 2.4 б) следува ([ , ])f g h a b  BV .  
 

. Нека ([ , ])f a bBV . Дефинираме функции g  и h  со:  
 

( ) 0, ( ) ( ,[ , ]), ( , ]g a g x V f a x x a b    и ( ) ( ) ( ), [ , ]h x f x g x x a b   . 
 

Функцијата g  монотоно не опаѓа на [ , ]a b , бидејќи за ' ''a x x b   , согласно 

лемите 2.7 и 2.3 а) важи  
 

( '') ( ,[ , '']) ( ,[ , ']) ( ,[ ', '']) ( ,[ , ']) ( ')g x V f a x V f a x V f x x V f a x g x     . 
 

Функцијата h  монотоно не опаѓа на [ , ]a b , бидејќи за ' ''a x x b    согласно 

лемите 2.7 и 2.3 б) важи  
 

( '') ( ') ( '') ( '') ( ') ( ') ( ,[ ', '']) [ ( '') ( ')] 0h x h x g x f x g x f x V f x x f x f x         .  

 
2.10. Пример. Да ја разгледаме функцијата  
 

2 , [0,1]

( ) 0, (1,2]

3, (2,3].

x x

f x x

x x

 


 
  

 

 

Ќе ја определиме функцијата ( ) ( ,[0, ])v x V f x , за [0,3]x . 
 

Прво да забележиме, дека во општ случај при определувањето на функци-
јата ( )v x  корисно е дефиниционата област на функцијата f  да се разбие на ин-

тервали на монотоност, бидејќи варијацијата на монотона функција лесно се пре-
сметува (пример 2.2. а)). Понатаму, додавајќи ги апсолутните вредности на 
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скоковите на краевите на интервалите лесно ја наоѓаме функцијата ( )v x . Во 

нашиот случај имаме:  
 

- ако [0,1]x , тогаш 2( ) ( ) (0)v x f x f x   , 
 

- ако (1, 2]x , тогаш ( ) ( ,[0,1]) ( ,[1, ]) (1) (0) 1 2v x V f V f x f f      , 
 

- ако (2,3]x , тогаш  
 

( ) ( ,[0, 2]) ( ,[2, ]) 2 ( ,[2, ]) 2 1 | 3 1| 3 2 1.v x V f V f x V f x x x x                
 

Според тоа,  
 

2 , [0,1]

( ) 2, (1,2]

1, (2,3].

x x

v x x

x x

 


 
  

 

 

Понатаму, функциите ( )v x  и ( ) ( ) ( )u x v x f x   се монотоно растечки, па 

затоа едно од можните претставувања на функцијата f  како разлика на две моно-

тони функции е ( ) ( ) ( )f x v x u x  .  

 
2.11. Во теорема 2.9 докажавме дека ([ , ])f a bBV  ако и само ако 

( ) ( ) ( )f x g x h x  , каде g  и h  се монотоно неопаѓачки функции на [ , ]a b . Пона-

таму, според теорема 1.7 имаме  
 

( ) ( ) ( )sg x g x g x   и ( ) ( ) ( )sh x h x h x  , 
 

каде sg  и sh  се функциите на скок, а g  и h  се непрекинатите функции во разло-

жувањата на g  и h , соодветно. Јасно, ( ) ( ) ( )f x g x h x   е непрекината функција, 

а ( ) ( ) ( )s s sf x g x h x   е функција на скок (зошто?). Според тоа,  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s sf x g x h x g x g x h x h x f x f x        . 
 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.   
 
 

Теорема. Ако ([ , ])f a bBV , тогаш ( ) ( ) ( )sf x f x f x   каде ( )sf x  е 

функција на скок, а ( )f x  е непрекината функција.  

 
2.12. Последица. Ако ([ , ])f a bBV , тогаш f  може да има најмногу 

пребројливо многу точки на прекин и тоа само од прв ред.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 2.11 и теорема III 9.5.  
 
2.13. Последица. Ако ([ , ])f a bBV  и : [ , ] [ , ]u c d a b  е монотона 

функција, тогаш ([ , ])f u c dBV .  
 

Доказ. Бидејќи ([ , ])f a bBV , од теорема 2.9 следува дека  
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( ) ( ) ( )f x g x h x  , [ , ]x a b , 
 

каде g  и h  се монотоно неопаѓачки функции. Понатаму, лесно се проверува дека 

g u  и h u  се монотони функции на [ , ]a b  и како  
 

( )( ) ( )( ) ( )( )f u x g u x h u x    , [ , ]x c d  
 

од пример 2.2 а) и лема 2.4 б) следува дека ([ , ])f u c dBV .  

 
2.14. Забелешка. Ако u  е функција со ограничена варијација, а f  е 

монотона функција, тогаш f u  не мора да е функција со ограничена варијација. 

Навистина, функцијата ( )f x x  е монотона на интервалот [0,1] , а за функци-

јата  
 

2 2 1( ) sin , (0,1], (0) 0
x

u x x x u    
 

важи ([0,1])uBV , но од примерот во забелешка 2.6 следува дека 

([0,1])f uBV .  

 

2.15. Теорема. Нека  ([ , ])nf a bBV , за секој nN  и низата 1{ }n nf 
  кон-

вергира по точки кон функцијата : [ , ]f a b  R . Ако низата 1{ ( ,[ , ])}n nV f a b 
  е 

ограничена, т.е. ако постои M R  таков, што  
 

( ,[ , ])nV f a b M , за секој nN ,    (4) 
 

тогаш ([ , ])f a bBV  и притоа важи ( ,[ , ])V f a b M .  
 

Доказ. Нека 0{ }m
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b . Од 

([ , ])nf a bBV , следува  
 

1

1
0

| ( ) ( ) | ( ,[ , ])
m

n i n i n
i

f x f x V f a b





  , за секој nN  (5).  

 

Понатаму, од (4) и (5) добиваме дека  
 

1

1
0

| ( ) ( ) |
m

n i n i
i

f x f x M





  , за секој nN .   (6).  

 

Низата 1{ }n nf 
  конвергира по точки кон функцијата f  и ако во (6) земеме 

n   добиваме  
 

1

1
0

| ( ) ( ) |
m

i i
i

f x f x M





  . 

 

Но, 0{ }m
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b , па од последното неравенство 

следува ([ , ])f a bBV  и притоа важи ( ,[ , ])V f a b M .  
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2.16. Пример. На крајот од овој параграф ќе ја споредиме класата функ-
ции со ограничена варијација со класата Липшицови функции, т.е. функциите кои 
го задоволуваат Липшицовиот услов (III 8.7). Имено, ќе докажеме, дека ако 
функцијата f  го задоволува Липшицовиот услов на [ , ]a b , тогаш f  е со ограни-

чена варијација на [ , ]a b , но дека не секоја функција со ограничена варијација го 

задоволува Липшицовиот услов.  
 

Навистина, нека постои K R  таков што  
 

| ( ) ( ) | | |f y f x K y x   , за секои , [ , ]x y a b .  
 

Тогаш, за секоја поделба 0{ }n
i ix   на [ , ]a b имаме  

 

1 1 1

1 1 1
0 0 0
| ( ) ( ) | | | ( ) ( )

n n n

i i i i i i
i i i

f x f x K x x K x x K b a
  

  
  

         , 

 

од што следува дека f  е функција со ограничена варијација.  
 

Функцијата  
 

1 1
ln 2

, 0
( )

0, 0
x

x
g x

x

   


 

 

е непрекината и монотоно растечка на интервалот 1
2

[0, ] , па затоа таа е со ограни-

чена варијација на 1
2

[0, ] . Ќе докажеме дека за секој 0K   постојат точки 

1
1 2 2
, [0, ]x x   такви што 2 1 2 1| ( ) ( ) | | |g x g x K x x   , што значи дека функцијата 

g  не го задоволува Липшицовиот услов.  
 

Навистина, ако земеме 1 0x  , тогаш од равенството  
 

| ( ) (0)| 1
| 0| | ln |0 0

lim limg x g
x x xx x 


 

    

 

следува дека за секој 0K   постои 2 0x   таков, што 2

2

| ( ) (0)|
| 0|

g x g
x

K

  , т.е.  

 

2 1 2 1| ( ) ( ) | | |g x g x K x x   .  

 
 
 
3. ДЕФИНИЦИЈА НА РИМАН-СТИЛТЕЈСОВ  

ИНТЕГРАЛ. ОСНОВНИ СВОЈСТВА  
 
3.1. Нека функцијата : [ , ]f a b  R , [ , ]a b  R  е ограничена на интерва-

лот [ , ]a b  и функцијата : [ , ]a b  R  моното не опаѓа на [ , ]a b . За поделбата 

0{ }n
i ix   на [ , ]a b  и функцијата f  да ставиме  
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1i i ix x x   , 
1[ , ]

inf ( )
i i

i
x x x

m f x


 , 
1[ , ]

sup ( )
i i

i
x x x

M f x


 , за 0,1,..., 1i n   и 

0,1,..., 1
( ) max i

i n
d x

 
  . 

 
Дефиниција. Долна сума на Дарбу-Стилтејс го нарекуваме збирот  
 

1

1
0

( , ; ) [ ( ) ( )]
n

i i i
i

L f m x x   





  . 

 

Горна сума на Дарбу-Стилтејс го нарекуваме збирот  
 

1

1
0

( , ; ) [ ( ) ( )]
n

i i i
i

U f M x x   





  . 

За 1[ , ], 0,1,2,..., 1i i ix x i n     збирот  
 

1

1
0

( , ; ) ( )[ ( ) ( )]
n

i i i
i

S f f x x    





  . 

 

го нарекуваме интегрална сума на Стилтејс.  
 
Забелешка. При ( )x x  , [ , ]x a b , претходната дефиниција ги опфаќа 

како парцијален случај сумите на Дарбу и интегралната сума на Риман (дефини-
ции V 9.3 и V 10.1).  

 

3.2. Лема. За секоја поделба 0{ }n
i ix   на [ , ]a b  и за секои 1[ , ],i i ix x   

0,1,..., 1i n   важи  
 

[ , ]

[ , ]

inf ( ) [ ( ) ( )] ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

sup ( ) [ ( ) ( )]

x a b

x a b

f x b a L f S f U f

f x b a

       

 




    

  
  (1) 

 

Доказ. Нека 0{ }n
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b . Бидејќи   

монотоно не опаѓа на [ , ]a b  имаме 1( ) ( )i ix x   , за 0,1,..., 1i n  . Ако нера-

венствата  
 

[ , ] [ , ]
inf ( ) ( ) sup ( )i i i

x a b x a b
f x m f M f x

 
    , 0,1,..., 1i n   

 

ги помножиме со 1( ) ( ) 0i ix x    , 0,1,..., 1i n  , соодветно и ги собереме ги 

добиваме неравенствата (1).  
 

3.3. Забелешка. Од претходната лема непосредно следува дека множе-
ствата { ( , ; ) | }L f     и { ( , ; ) | }U f     се ограничени, па затоа има смисла след-

нава дефиниција.  
 

3.4. Дефиниција. Долен интеграл на Риман-Стилтејс го нарекуваме бро-
јот  
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( ) ( ) sup ( , ; )f x d x L f


   . 

 

Горен интеграл на Риман-Стилтејс го нарекуваме бројот  
 

( ) ( ) inf ( , ; )f x d x U f


   . 

 

Ако  
 

( ) ( ) ( ) ( )f x d x f x d x   , 
 

тогаш за функцијата f  ќе велиме дека е интеграбилна во однос на функцијата   

на интервалот [ , ]a b , а бројот  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a

f x d x f x d x f x d x       

 

го нарекуваме интеграл на Риман-Стилтејс за функцијата f  во однос на функ-

цијата   на интервалот [ , ]a b  и пишуваме ( ,[ , ])f a bRS .  

 
3.5. Лема. Ако   и *  се две поделби на [ , ]a b  такви што *  е пофина 

од  , тогаш 
 

( , ; ) ( , ; *)L f L f        (2) 
 

и 
 

( , ; *) ( , ; )U f U f    .    (3) 
 

Доказ. Нека претпоставиме дека *  содржи само една точка повеќе од 
  и нека тоа е точката 1*, * ( , )i ix x x x . Означуваме  

 

1

*
1

[ , *]
inf ( )

ix x x
m f x


  и *

2
[ *, ]
inf ( )

ix x x
m f x


 . 

 

Јасно, *
1 im m  и *

2 im m , па затоа  
 

* *
1 1 2 1

* *
1 1 2

( , ; *) ( , ; ) [ ( *) ( )] [ ( ) ( *)] [ ( ) ( )]

( )[ ( *) ( )] ( )[ ( ) ( *)] 0.

i i i i i

i i i i

L f L f m x x m x x m x x

m m x x m m x x

         

   
 



      

      
 

 

Сега, ако *  содржи k точки повеќе од  , тогаш претходното размислување ќе 
го повториме k -пати и го добиваме неравенството (2).  

 

Аналогно се докажува неравенството (3). Деталите ги оставаме на читате-
лот за вежба.  
 

3.6. Последица. За секои поделби 1  и 2  на [ , ]a b  важи  
 

1 2( , ; ) ( , ; )L f U f    . 
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Доказ. Поделбата 1 2     е пофина од 1  и 2 . Сега од лемите 3.2 и 

3.5 добиваме  
 

1 2( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )L f L f U f U f          . 

 

3.7. Последица. ( ) ( ) ( ) ( )f x d x f x d x   .  
 

Доказ. Нека 1  и 2  се произволни поделби на [ , ]a b . Од последица 3.6 

имаме 1 2( , ; ) ( , ; )L f U f    . Од произволноста на 1  следува  
 

1

1 2sup ( , ; ) ( , ; )L f U f


    , т.е. 2( ) ( ) ( , ; )f x d x U f   . 

 

Понатаму, од произволноста на 2  следува  
 

2
2( ) ( ) inf ( , ; )f x d x U f


   , т.е. ( ) ( ) ( ) ( )f x d x f x d x   .  

 
3.8. Теорема. ( ,[ , ])f a bRS  ако и само ако за секој 0   постои по-

делба   на [ , ]a b  таква што  
 

( , ; ) ( , ; )U f L f      .    (4) 
 

Доказ. . За секоја поделба   на [ , ]a b  важи  
 

( , ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ; )L f f x d x f x d x U f         .   (5) 
 

Ако за секој 0   постои поделба   на [ , ]a b  таква што важи (4), тогаш од нера-

венствата (5) имаме  
 

( ) ( ) ( ) ( )f x d x f x d x     . 
 

Од произволноста на   следува  
 

( ) ( ) ( ) ( )f x d x f x d x   , 
 

т.е. ( ,[ , ])f a bRS .  
 

. Обратно, нека ( ,[ , ])f a bRS  и 0   е дадено. Тогаш, постојат по-

делби 1  и 2  такви, што  
 

2 2
( , ; ) ( ) ( )

b

a

U f f x d x     ,    (6) 

1 2
( ) ( ) ( , ; )

b

a

f x d x L f     .    (7) 

 

Земаме 1 2     и од последица 3.6 и неравенствата (6) и (7) добиваме  
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2 22
( , ; ) ( , ; ) ( ) ( ) ( , ; ) ( , ; )

b

a

U f U f f x d x L f L f                 , 

т.е. неравенството (4) е исполнето за поделбата  .  
 

3.9. Теорема. Ако ( ,[ , ])f a bRS , ( ) [ , ]f x m M , [ , ]x a b  и 

([ , ])m M C , тогаш ( ) ( ( )) ( ,[ , ])h x f x a b  RS .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Според теорема III 8.4 функцијата   е рам-

номерно непрекината на [ , ]m M , па затоа постои 0   таков, што  
 

| ( ) ( ) |s t    , кога | |s t   , за , [ , ]s t m M . 
 

Земаме   .  
 

Од ([ , ])f a bRS  и теорема 3.8 следува дека постои поделба 0{ }n
i ix   

на [ , ]a b  таква, што  
2( , ; ) ( , ; )U f L f      .    (8) 

 

Нека im  и iM  се броевите од дефиниција 3.1, а *
im  и *

iM  се аналогните броеви за 

функцијата h . Множеството {1, 2,..., }n  го делиме на две дисјунктни множества A  

и B  такви, што  
 

а) i A  ако и само ако i iM m    и  
 

б) i B  ако и само ако i iM m   .   
 

Ако i A , тогаш од изборот на   имаме * *
i iM m   , а ако i B , тогаш 

* * 2i iM m k  , каде 
[ , ]
sup | ( ) |

t m M
k t


 . Сега, од неравенството (8) следува  

 

2( )i i i i
i B i B

M m   
 

      , 

 

што значи i
i B

 


  . Според тоа,  

 

* * * *( , ; ) ( , ; ) ( ) ( )i i i i i i
i A i B

U h L h M m M m     
 

          

 

2 [ ( ) ( )] 2

[ ( ) ( ) 2 ].

i i
i A i B

k b a k

b a k

      

  
 

      

  

 
 

 

Конечно, од произволноста на  , согласно теорема 3.8 добиваме ( ,[ , ])h a bRS .   

 
3.10. Теорема. а) Ако ( ,[ , ])f a bRS , тогаш ( ,[ , ])cf a bRS , за секој 

cR  и 
b b

a a

cfd c fd   .  
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б) Ако , ( ,[ , ])f g a bRS , тогаш ( ,[ , ])f g a b RS   и  
 

( )
b b b

a a a

f g d fd gd       . 

 

в) Ако ( ,[ , ]), 1, 2if a b i RS , тогаш 1 2( ,[ , ])f a b  RS  и  
 

1 2 1 2( )
b b b

a a a

fd fd fd        . 

 

Доказ. а) Јасно, тврдењето важи за 0c  . Нека 0   е дадено и 0c  . 
Од теорема 3.8 следува дека постои поделба   на [ , ]a b  таква што  

 

( , ; ) ( , ; )
c

U f L f      , 
 

што значи ( , ; ) ( , ; )cU f cL f      . Понатаму, од  
 

( , ; ) ( , ; )cU f U cf     и ( , ; ) ( , ; )cL f L cf     
 

следува  
 

( , ; ) ( , ; )U cf L cf       
 

што според теорема 3.8 значи ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Нека 0c  . Од теорема I 18.1 следува  
 

( , ; ) ( , ; )L f U f       и ( , ; ) ( , ; )L f U f       
 

па затоа  
 

( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )U f L f U f L f            . 
 

Според тоа, ( ,[ , ])f a b RS . Сега, од 0c   и првиот дел од доказот 

имаме ( )( ) ( ,[ , ])cf c f a b   RS .  
 

Конечно, од претходните разгледувања следува  
 

b b

a a

cfd c fd   , за секој cR . 

 

б) Ако h f g   и   е произволна поделба на [ , ]a b , тогаш од својствата 

на инфимумот и супремумот имаме  
 

( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )L f L g L f g U f g U f U g                      (9) 
 

Нека 0   е дадено. Ако , ( ,[ , ])f g a bRS , тогаш од теорема 3.8 следува дека 

постојат поделби 1  и 2  на [ , ]a b  такви што  
 

1 1 2
( , ; ) ( , ; )U f L f       и 2 2 2

( , ; ) ( , ; )U g L g      .  
 

Земаме поделба 1 2     и од лема 3.5 добиваме дека за оваа поделба важи  
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2
( , ; ) ( , ; )U f L f       и 

2
( , ; ) ( , ; )U g L g      .  

 

Конечно, од последните неравенства и од неравенствата (9) следува дека за подел-
бата 1 2     важи  

 

( , ; ) ( , ; )U h L h      , 
 

што според теорема 3.8 значи дека ( ,[ , ])f g h a b  RS .  
 

Јасно, за поделбата 1 2     имаме  
 

2
( , ; )

b

a

U f fd      и 
2

( , ; )
b

a

U g gd      

 

па затоа  
 

( ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )
b b b b

a a a a

f g d hd U h U f U g fd gd                      

 

и од произволноста на   следува  
 

( )
b b b

a a a

f g d fd gd       .    (10) 

 

Понатаму, ако во (10) f  и g  ги замениме со f  и g  добиваме  
 

( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f g d f d g d           

 

па затоа  
 

( )
b b b

a a a

f g d fd gd       .    (11) 

 

Конечно, од неравенствата (10) и (11) следува  
 

( )
b b b

a a a

f g d fd gd       . 

 

в) За секоја поделба   на [ , ]a b  имаме  
 

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

L f L f L f

U f U f U f

      
      
  

  
  (12) 

 

Нека 0   е дадено. Од ( ,[ , ]), 1, 2if a b i RS  следува дека постојат 

поделби 1  и 2  такви што  
 

1 1 1 1 2
( , ; ) ( , ; )U f L f       и 2 2 2 2 2

( , ; ) ( , ; )U f L f      . 
 

Нека 1 2    . Од лема 3.5 следува  
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1 1 2
( , ; ) ( , ; )U f L f       и 2 2 2

( , ; ) ( , ; )U f L f      . 
 

Конечно, од последните неравенства и равенствата (12) добиваме  
 

1 2 1 2( , ; ) ( , ; )U f L f           
 

што според теорема 3.8 значи 1 2( ,[ , ])f a b  RS .  
 

Понатаму, за поделбата   имаме  
 

1 1 2
( , ; )

b

a

U f fd      и 2 2 2
( , ; )

b

a

U f fd      

 

па затоа  
 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )
b b b

a a a

fd U f U f U f fd fd                      

 

и од произволноста на   следува   
 

1 2 1 2( )
b b b

a a a

fd fd fd        .   (13) 

 

Понатаму, ако во (13) f  го замениме со f  и во добиеното неравенство помно-

жиме со 1  го добиваме неравенството  
 

1 2 1 2( )
b b b

a a a

fd fd fd        .   (14) 

 

Конечно, од неравенствата (13) и (14) следува бараното равенство.  
 

3.11. Лема. Ако ( ,[ , ])f a bRS  и за секој [ , ]x a b  важи ( ) 0f x  , 

тогаш  

( ) ( ) 0
b

a

f x d x  . 

 

Доказ. Нека 0{ }n
i ix   е поделба на [ , ]a b . Од ( ) 0f x   за секој [ , ]x a b  

и 1( ) ( ) 0i ix x    , за 0,1,2,..., 1i n   следува ( , ; ) 0L f    . Според тоа,  
 

( ) ( ) ( ) ( ) sup ( , ; ) 0
b

a

f x d x f x d x L f


       .  

 
3.12. Последица. Ако , ( ,[ , ])f g a bRS  и ( ) ( )f x g x , за секој 

[ , ]x a b , тогаш  

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x d x g x d x   . 

 

Доказ. Непосредно следува од лема 3.11 и теорема 3.10.  
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3.13. Последица. Ако , ( ,[ , ])f g a bRS , тогаш  
 

а) | | ( ,[ , ])f a bRS  и | ( ) ( ) | | ( ) | ( )
b b

a a

f x d x f x d x   .  

б) ( ,[ , ])fg a bRS . 
 

Доказ. а) За функцијата ( ) | |g x x  важи ([ , ])g a bC  и како 

( ,[ , ])f a bRS  од теорема 3.9 следува ( ( )) | ( ) | ( ,[ , ])g f x f x a b RS . Понатаму, 

за секој [ , ]x a b  важи  
 

| ( ) | ( ) | ( ) |f x f x f x   . 
 

Од последица 3.12 имаме   
 

| ( ) | ( ) ( ) ( ) | ( ) | ( )
b b b

a a a

f x d x f x d x f x d x       , 

т.е.   

| ( ) ( ) | | ( ) | ( )
b b

a a

f x d x f x d x   . 

 

б) Имаме 2 ([ , ])x a bC . Сега тврдењето непосредно следува од 

равенството  
 

2 2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
4

( ) ( ) f x g x f x g xf x g x     
 

и теоремите 3.9 и 3.10.  
 

3.14. Теорема. Ако ( ,[ , ])f a bRS  и a c b  , тогаш ( ,[ , ])f a cRS , 

( ,[ , ])f c bRS  и  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x d x f x d x f x d x      .   (15) 

 

Доказ. Нека 0   е дадено. Од теорема 3.8 следува дека постои поделба 
  на [ , ]a b  таква што ( , ; ) ( , ; )U f L f      . Земаме поделба * { }c   , за 

која согласно лема 3.5 важи  
 

( , ; *) ( , ; *) ( , ; ) ( , ; )U f L f U f L f            .  
 

Понатаму, дефинираме поделби 1 * [ , ]a c    и 2 * [ , ]c b    на [ , ]a c  и [ , ]c b , 

соодветно. Јасно,  
 

1 2( , ; *) ( , ; ) ( , ; )U f U f U f        и 1 2( , ; *) ( , ; ) ( , ; )L f L f L f        
 

од што, имајќи го предвид претходното неравенство добиваме  
 

1 1 2 2( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )U f L f U f L f            .   (16) 
 

Од друга страна, од лема 3.2 следува  
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1 1 2 2( , ; ) ( , ; ) 0, ( , ; ) ( , ; ) 0U f L f U f L f           .   (17) 
 

Конечно, од неравенствата (16) и (17) добиваме  
 

1 1( , ; ) ( , ; )U f L f       и 2 2( , ; ) ( , ; )U f L f      , 
 

па од теорема 3.8 следува дека ( ,[ , ])f a cRS  и ( ,[ , ])f c bRS .  
 

На крајот равенството (15) следува од очигледните неравенства  
 

1 2( , ; ) ( , ; ) ( , ; *)L f L f U f        и 1 2( , ; *) ( , ; ) ( , ; )L f U f U f       .  

 
 
 

4. КЛАСИ ФУНКЦИИ ИНТЕГРАБИЛНИ ПО 
СТИЛТЕЈС  

 
4.1. Теорема. ([ , ]) ( ,[ , ])a b a bC RS . Притоа, за секој 0   постои 

0   таков, што за секоја поделба   за која ( )d    важи  
 

| ( , ; ) ( ) ( ) |
b

a

S f f x d x        

т.е. 

( ) 0
lim ( , ; ) ( ) ( )

b

d a

S f f x d x


  


  . 

 

Доказ. Нека ([ , ])f a bC , ( ) ( ) 0b a    и 0   е дадено. Според те-

орема III 8.4 f  е рамномерно непрекината на [ , ]a b , па затоа постои 0   таков, 

што за секои ', '' [ , ]x x a b  такви, што | ' '' |x x    важи  
 

( ) ( )
| ( '') ( ') |

b a
f x f x 

   . 
 

Според тоа, за произволна поделба   за која ( )d    имаме  
 

1

1
0

1

1( ) ( )
0

( , ; ) ( , ; ) ( )[ ( ) ( )]

                                    [ ( ) ( )] ,

n

i i i i
i

n

i ib a
i

U f L f M m x x

x x
 

     

  










   

  




 

 

па од теорема 3.8 следува дека ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Освен тоа, бидејќи  
 
 

( , ; ) ( ) ( ) ( , ; )
b

a

L f f x d x U f       и ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )L f S f U f        

 
 

добиваме   
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| ( ) ( ) ( , ; ) |
b

a

f x d x S f     ,  

т.е.   

( ) 0
lim ( , ; ) ( ) ( )

b

d a

S f f x d x


  


  .  

 
4.2. Теорема. Нека f  е монотона на [ , ]a b ,   монотоно не опаѓа на [ , ]a b  

и ([ , ])a b C . Тогаш, ( ,[ , ])f a bRS  и  
 

( ) 0
lim ( , ; ) ( ) ( )

b

d a

S f f x d x


  


  .     (1) 

 

Доказ. Нека 0   е дадено. Без ограничување на општоста можеме да 
претпоставиме дека f  монотоно не опаѓа на [ , ]a b и ( ) ( ) 0f b f a  . Од теорема 

III 8.4 следува дека постои 0   таков, што за секои ', '' [ , ]x x a b  за кои 

| ' '' |x x    важи  

( ) ( )
| ( ') ( '') |

f b f a
x x     . 

 

Сега, за секоја поделба   таква, што ( )d    важи  
 

1

1 1
0

1

1( ) ( )
0

( , ; ) ( , ; ) [ ( ) ( )][ ( ) ( )]

                                     [ ( ) ( )]

n

k k k k
k

n

k kf b f a
k

U f L f f x f x x x

f x f x

     




 







   

  




 

 

па од теорема 3.8 следува ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Равенството (1) се докажува аналогно на доказот на теорема 4.1.  
 

4.3. Теорема. Ако ([ , ])f a bR  и   го задоволува условот на Липшиц, 

тогаш ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Доказ. За секоја поделба   на [ , ]a b  имаме i iK x   , 0,1,..., 1i n   

каде K  е константата од Липшицовиот услов. Од ([ , ])f a bR  следува, дека за 

секој 0   постои поделба   таква, што  
1

0
( )

n

k k k K
k

M m x 



   . 

 

Според тоа, за оваа поделба   важи  
1

1
0

1 1

0 0

( , ; ) ( , ; ) ( )[ ( ) ( )]

( ) ( ) ,

n

k k k k
k

n n

k k k k k k K
k k

U f L f M m x x

M m K x K M m x K 

     







 

 

   

       



 
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па од теорема 3.8 следува ( ,[ , ])f a bRS .  

 
4.4. Теорема. Нека ([ , ])f a bBV  и   е монотона на [ , ]a b . Ако точките 

на прекин на f  и   не се совпаѓаат, тогаш ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Доказ. Нека , 0   . Од ([ , ])f a bBV  следува дека f  е ограничена 

(лема 2.3. в)) и има најмногу пребројливо многу точки на прекин од прв ред 
(последица 2.12) и тоа само конечно многу во кои скокот на f  е поголем или 

еднаков на  . Со 1[ , ], 1, 2,...,
i i

x x i k   , 1 20 ... k n        да ги означиме 

оние интервали на поделбата   во кои лежи еден таков прекин iy  на функцијата 

f . Нека '  е оној дел на збирот  
 

1

1
0

( , ; ) ( , ; ) ( )[ ( ) ( )]
n

i i i i
i

U f L f M m x x     





     

 

кој ги опфаќа подинтервалите 1[ , ], 1, 2,...,
i i

x x i k   , а ' '  неговиот преостанат 

дел. Поделбата   ја избираме така, што  
 

а) i iM m   , за секој подинтервал кој припаѓа на збирот ' '  и  
 

б) 1 1 2
( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

i i i ii i kM
x x x y y x 
               .  

 

Последното е можно, бидејќи   е непрекината во точките iy . Тогаш, од една 

страна  
 

1

1 1
0

' ' ' '[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
n

i i i i
i

x x x x b a        


 


        ,  

 

додека од друга страна  
 

1' '2 [ ( ) ( )]
i i

M x x       . 
 

Според тоа,  
 

( , ; ) ( , ; ) ' '' [ ( ) ( )]U f L f b a              . 
 

Сега тврдењето следува од теорема 3.8 и произволноста на   и  .  

 
4.5. Забелешка. На крајот од овој дел ќе дадеме пример во кој f  

([ , ])a bBV ,   е монотона на [ , ]a b , f  и   имаат една заедничка точка на прекин 

и ( ,[ , ])f a bRS , што значи дека условот f  и    да немаат заеднички точки на 

прекин во претходната теорема не може да се изостави .  
 

Со помош на истиот пример ќе покажеме дека обратното тврдење на 
теорема 3.14 не важи, односно дека од ( ,[ , ])f a cRS , ( ,[ , ])f c bRS  не сле-

дува ( ,[ , ])f a bRS .  
 

Имено, да ги разгледаме функциите f  и   дефинирани на [ 1,1]  со  
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0, 1 0
( )

1, 0 1

x
f x

x

  
   

 и 
0, 1 0

( )
1, 0 1

x
x

x


  
   

 

 

Тогаш, интегралите  
 

0

1

( ) ( )f x d x

  и 

1

0

( ) ( )f x d x  

 

постојат и двата се еднакви на нула, меѓутоа интегралот  
 

1

1

( ) ( )f x d x

  

 

не постои. Навистина, да земеме произволна поделба   на [ 1,1]  таква што 0   

и да ја разгледаме интегралната сума  
 

1

1
0

( , ; ) ( )[ ( ) ( )]
n

i i i
i

S f f x x    





  . 

 

Јасно, постои {0,1,..., 1}k n  таков, што 1 0k kx x   , па затоа во збирот 

останува само k  от собирок, бидејќи ако точките 1,i ix x   се од една страна на 

нулата, тогаш 1( ) ( )i ix x   . Според тоа,  
 

1( , ; ) ( )[ ( ) ( )] ( )k k k kS f f x x f         
 

и притоа важи ( , ; ) 0S f     или ( , ; ) 1S f     во зависност од тоа дали 0k   

или 0k  , соодветно. Значи, границата  
 

( ) 0
lim ( , ; )

d
S f


 


 

 

не постои, т.е. ( ,[ 1,1])f  RS .  
 

Јасно, за претходно дефинираните функции важи ([ 1,1])f  BV ,   е мо-

нотона на [ 1,1] , f  и   имаат прекин во точката 0 0x   и како што видовме 

( ,[ 1,1])f  RS , што значи дека условот f  и   да немаат заеднички точки на 

прекин во претходната теорема не може да се изостави .   
 
 
 
5. ИНТЕГРАЛ НА РИМАН-СТИЛТЕЈС ВО ОДНОС НА  

ФУНКЦИЈА СО ОГРАНИЧЕНА ВАРИЈАЦИЈА  
 
5.1. Ако ([ , ])a b BV , тогаш согласно со теорема 2.8 ,     , каде 

  и   се монотоно неопаѓачки функции на [ , ]a b . Затоа, природно е интегралот 

( ) ( )
b

a

f x d x  да го определиме како разлика на два интеграли, т.е.  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x d x f x d x f x d x      .    (1) 

 

Ќе дадеме дополнително објаснување за равенството (1). Прво, разложувањето на 
Жордан      не е единствено, второ се бара интеграбилност на f  во однос 

на сите разложувања на Жордан. Со помош на теоремите 4.1, 4.2 и 4.4 постоењето 
на интегралот се гарантира во следните случаи:  

 

1) ([ , ])f a bC , ([ , ])a b BV ;  
 

2) ([ , ])f a bBV , ([ , ]) ([ , ])a b a b  BV C ; и  
 

3) , ([ , ])f a b BV  и f  и   немаат заеднички точки на прекин;  
 

во кои функцијата f  е интеграбилна во однос на компонентите на разложување-

то. Ќе докажеме дека разликата (1) не зависи од различните претставувања на  . 
Навистина, нека      и 1 1    . Тогаш, 1 1       и затоа  

 

1 1( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )]
b b

a a

f x d x x f x d x x       , 

 

па ако ја искористиме теорема 3.10 в) добиваме  
 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a

f x d x f x d x f x d x f x d x         , 

 

што значи дека интегралот ( ) ( )
b

a

f x d x , дефиниран со (1) не зависи од конкрет-

ното разложување на  , туку доволно е f  да припаѓа на ( ,[ , ])a bRS  и 

( ,[ , ])a bRS .  

 
5.2. Лема. Ако за функциите f  и   важат условите 1), 2) или 3) од 5.1, 

тогаш  
 

| ( ) ( ) | ( ,[ , ])
b

a

f x d x M V a b   , 

 

каде 
[ , ]

sup | ( ) |
x a b

M f x


 .  

 

Доказ. Оценката следува од низата неравенства  
 

1 1

1 1
0 0

| ( , ; ) | | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ( ,[ , ])
n n

i i i i i
i i

S f f x x M x x M V a b       
 

 
 

         

 

бидејќи според претпоставката интегралот ( ) ( )
b

a

f x d x  постои.   
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5.3. Теорема (парцијална интеграција). Ако постои еден од интегралите 

( ) ( )
b

a

f x d x  или ( ) ( )
b

a

x df x , тогаш постои и другиот интеграл и притоа важи:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x d x x df x f b b f a a       .   (2) 

 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме, дека по-

стои ( ) ( )
b

a

x df x . За произволна поделба 0{ }n
i ix   да ја разгледаме интеграл-

ната сума ( , ; )S f   , која со помош на равенството на Абел (VI 6.4) може да се 

запише во видот  
 

1

1
1

0 1 1 2 1 1 1

0 1 0 1

( , ; ) ( )[ ( ) ( )]

                ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ... ( )[ ( ) ( )]

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

              

n

i i i
i

n n

S f f x x

f x a f x x f b x

f b b f a a a f a f x f f

    

        
      






 

 

      

      



1 2 1 1

1

1 1
0

     ... ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ; *)

n n n n

n

i i i
i

x f f b f f b

f b b f a a x f f

f b b f a a S f

    

    

   

   


 


    

   

  



 

 

каде 0* { }n
i i    е некоја поделба на [ , ]a b  во која точките a  и b  може да припа-

ѓаат или да не припаѓаат, бидејќи изборот на точките 1[ , ]i i ix x   е произволен. 

Но, по претпоставка, ( ) ( )
b

a

x df x  постои и притоа важи  

 

( *) 0
lim ( , ; *) ( ) ( )

b

d a

S f x df x


  


  . 

 

Понатаму, од  
 

1 2 2 ( )i i i ix x d        
 

следува ( *) 0d    кога ( ) 0d   , па затоа  
 

( ) 0 ( *) 0
lim ( , ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) lim ( , ; *)

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d d

b

a

S f f b b f a a S f

f b b f a a x df x

 
     

  

 
  

   
 

 

т.е. постои ( ) ( )
b

a

f x d x  и притоа важи (2).  
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5.4. Пример. Ако ја искористиме формулата (2) добиваме  
 

/ 2 / 2
/ 2 / 2 / 2

0 0 0 2
0 0

sin sin | sin sin | cos | 1xd x x x xdx x x x
 

          .   

 
 
 

6. ГРАНИЧЕН ПРЕМИН КАЈ РИМАН- 
СТИЛТЕЈСОВИОТ ИНТЕГРАЛ  

 
6.1. Теорема. Нека { }nf  е низа непрекинати функции која на интервалот 

[ , ]a b  рамномерно конвергира кон функцијата f  и ([ , ])a b BV . Тогаш  
 

lim
b b

n
n a a

f d fd 


  . 

 

Доказ. Од теорема VII 2.11 следува дека функцијата f  е непрекината на 

[ , ]a b , па затоа интегралите  
 

, 1
b

n
a

f d n   и 
b

a

fd  

 

постојат. Сега, од лема 5.2 имаме  
 

[ , ]
| | max | ( ) ( ) | ( ,[ , ])
b b

n n
x a ba a

f d fd f x f x V a b  


     . 

 

Конечно, тврдењето следува од последното неравенство, бидејќи за низата функ-
ции { }nf  која на интервалот [ , ]a b  рамномерно конвергира кон функцијата f  

имаме  
 

[ , ]
max | ( ) ( ) | 0n

x a b
f x f x


  , кога n  .  

 
6.2. Теорема (Хели). Нека ([ , ])f a bC , а   и , 1n n   се монотоно 

неопаѓачки функции на [ , ]a b . Ако ( ) ( ),n x x n    во секоја точка [ , ]x a b  

во која функцијата   е непрекината и ако  
 

( ) ( ), ( ) ( ),n na a b b     n  , 

тогаш  
 

lim ( ) ( ) ( ) ( )
b b

n
n a a

f x d x f x d x 


  .     (1) 

 

Доказ. Прво да забележиме дека сите интеграли во равенството (1) посто-

јат. За поделбата 1
1{ }m

i ix 
 , каде , 1,..., 1ix i m   се точки на непрекинатост на 

функцијата  , да го разгледаме следното помошно неравенство 
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1 1

1 1

1 1

1

0

1

0

| ( ) ( ) ( ) ( ) | | [ ( ) ( ) ( ) ( )] |

| { [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )} |

| ( ) ( ) | ( )

k k

k k

k k

k k

k k

k k

k

k

x xb b m

n n n
ka a x x

x xm

k n k n
k x x

x x

k k
x x

x

k n
x

f x d x f x d x f x d x f x d x

f x f x d x f x d x

f x d x f x f x d x

f x f x d x

   

 

 



 

 

 









    

   

  

 

   

  

 

1 11 1

0 0

1

1 1
0

| ( ) ( ) | ( )

| ( ) | (| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |)

k

k

xm m

k
k k x

m

k n k k n k k
k

f x f x d x

f x x x x x



   

  

 


 



 

   

  



 (2) 

 

Нека 0   е дадено. Од ([ , ])f a bC  следува дека постои 0   таков 

што за секои ', '' [ , ]x x a b  за кои | ' '' |x x    важи  
 

3[1 ( ) ( )]
| ( ') ( '') |

b a
f x f x 

    . 
 

Сега дополнително да претпоставиме, дека поделбата   во неравенството (2) има 
дијаметар ( )d    и е фиксирана. Тогаш,  

 

3[1 ( ) ( )] 3[1 ( ) ( )]

1

1 1
[ , ] 0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

sup | ( ) | {| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |}

n n nb a b a

m

n k k n k k
x a b k

b a b a

f x x x x x

 
      

   

   


 

 

    

   
 

 

Избираме 0n  таков што  
 

1) за секој 0n n  важи ( ) ( ) ( ) ( ) 1n nb a b a        и  
 

2) за секој 0n n  важи  
 

1

1 1 3
[ , ] 0

sup | ( ) | {| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |}
m

n k k n k k
x a b k

f x x x x x    


 
 

    . 

 

Тогаш, за секој 0n n  важи n   , т.е. точно е равенството (1).  

 
6.3. Пример. Нека ([0,1])f C . Пресметајте  
 

1
[ ]

0

lim ( ) ( )nx
nn

f x d


 . 

 

Решение. За секој nN  функцијата [ ]( ) nx
n n

x   монотоно расте, па за-

тоа  
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[ 1] [ 0]( ,[0,1]) 1n n
n n n

V      . 
 

Понатаму, ако во очигледните неравенства  
 

[ ] [ ] 1nx nx
n n

x    

земеме n   добиваме дека  
 

[ ]lim ( ) lim ( )nx
n nn n

x x x 
 

   .  

 
 

Конечно, функциите ,f   и , 1n n   ги задоволуваат условите од тео-

рема 6.2, па затоа  
1 1

[ ]

0 0

lim ( ) ( ) ( )nx
nn

f x d f x dx


  .  

 
6.4. Теорема. Нека ([ , ])f a bC  и нека { }n  е низа функции на [ , ]a b  ко-

ја конвергира по точки кон функцијата  . Ако низата функции { }n  е со рамно-

мерно ограничена варијација на [ , ]a b , т.е. ако постои константа K  таква што за 

секој n  важи  
( ,[ , ])nV a b K  ,    (3) 

тогаш  

lim ( ) ( ) ( ) ( )
b b

n
n a a

f x d x f x d x 


  .    (4) 

 

Доказ. Според теорема 2.15 функцијата   е со ограничена варијација на 
[ , ]a b , па затоа интегралот на десната страна во (4) постои.  

 

Нека 0   е дадено. Од ([ , ])f a bC  следува дека f  е рамномерно 

непрекината на [ , ]a b , па затоа постои поделба 0{ }m
i ix   на [ , ]a b  таква што  

 

2
| ( ) ( ) |i K

f x f x   , за секој 1[ , ], 0,1,..., 1i ix x x i m   .   (5) 

Тогаш,  
1 1 11 1 1

0 0 0

1

1
0

( ) [ ( ) ( )]

( )[ ( ) ( )] ( , )

i i i

i i i

x x xb m m m

i i
i i ia x x x

m

i i i
i

fd fd f x d f x f x d

f x x x O f

   

  

    

  






   

  

     



 

 

и притоа од неравенството (5) следува  
 

1 11 1

2
0 0

1

12 2 2
0

| ( , ) | | [ ( ) ( )] |

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) .

i i

i i

x xm m

i K
i ix x

m

i iK K
i

O f f x f x d d

V x x V a b



  

  

 

  

 






  

  

  


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Аналогно се докажува дека  
 

1

1
0

( )[ ( ) ( )] ( , )
b m

n i n i n i n
ia

fd f x x x O f   





    

 

каде  
 

2
| ( , ) |nO f   , за 1,2,...n  . 

Конечно,  
 

1

1 1
0

1

1 1
0

| | | ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )] | | ( , ) | | ( , ) |

| ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )] |

b b m

n i n i n i i i n
ia a

m

i n i n i i i
i

fd fd f x x x x x O f O f

f x x x x x

       

    


 




 



      

    

 



 
 

и како { }n  конвергира по точки кон   на [ , ]a b  и 0  , од последното 

неравенство следува равенството (4).  
 
 
 

7. ПРЕСМЕТУВАЊЕ НА РИМАН- 
СТИЛТЕЈСОВИОТ ИНТЕГРАЛ   

 
7.1. Теорема. Ако ([ , ])f a bC  и   е таква што ' ([ , ])a b R , тогаш  
 

( ) ( ) ( ) '( )
b b

a a

f x d x f x x dx   .  

 

Доказ. Од претпоставките следува дека Риман-Стилтејсовиот интеграл 

( ) ( )
b

a

f x d x  и Римановиот интеграл ( ) '( )
b

a

f x x dx  постојат. Притоа имаме  

 

1

1
( ) 0 0

( ) ( ) lim ( )[ ( ) ( )]
b n

i i i
d ia

f x d x f x x


   



 

  , 

 

независно од изборот на точките i  во 1[ , ]i ix x  , 0,1,..., 1i n  . Да ги избереме 

точките i  така што  
 

1 1( ) ( ) '( )( ),i i i i ix x x x        0,1,..., 1i n  . 

Тогаш,  
1

1
( ) 0 0

( ) ( ) lim ( ) '( )( )
b n

i i i i
d ia

f x d x f x x


   



 

  , 

 

и десната страна по дефиниција е Римановиот интеграл на функцијата ( ) '( )f x x .  
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7.2. Пример. Пресметајте 
1

0

(arctg )xd x .  

 

Решение. Бидејќи ( ) ([0,1])f x x C  и 2
1

1
'( ) (arctg ) ' ([0,1])

x
x x


  R  

од теорема 7.1 добиваме  
 

2

1 1
1
21

0 0

(arctg ) ln 2x
x

xd x dx


   . 

 
7.3. Теорема. Нека ([ , ])f a bC  и нека функцијата   има во ( , )a b  ко-

нечно многу прекини во точките 1 2, ,..., nx x x  и константни вредности во интерва-

лите 1 1 2 1( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )n n na x x x x x x b . Тогаш,  
 

1
( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

b n

k k k
ka

fd f x x x f a a a f b b b         


      . 

 

Доказ. Очигледно функцијата   е со ограничена варијација на [ , ]a b , па 

затоа интегралот 
b

a

fd  постои.  

 

Нека 0x a  и 1nx b  . Тогаш  
 

1

0

k

k

xb n

ka x

fd fd 



   .     (1) 

 

По дефиниција да го пресметаме 
1

,
k

k

x

x

fd


  0,1,...,k n . Нека ( )
0{ } kmk

i ix   е по-

делба на интервалот 1[ , ]k kx x   и нека ( ) ( ) ( )
1 1[ , ]k k k

ii ix x   , 0,1,..., 1ki m  . Бидејќи 

функцијата   е константна на интервалот 1( , )k kx x   за интегралната сума на 

Стилтејс добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 0 1( , ; ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

k k k

k k k k k k
m m mS f f x x f x x            . 

 

Понатаму, функцијата f  е непрекината, а за функцијата   во секоја точка посто-

јат едностраните граници (зошто?), па ако земеме ( ) 0d    добиваме  
 

1

1 1 1( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
k

k

x

k k k k k k
x

fd f x x x f x x x    
  

      .  (2) 

 

Конечно, за 0,1,...,k n  ги собираме равенствата (2) и од равенството (1) го 

добиваме тврдењето на теоремата.  
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7.4. Пример. а) Пресметајте 
1

2

0

lim ( )n
n

x d x


 , каде  

 
 

1
1 2

1 1
2

, [0, ]
( )

, ( ,1].

nx
nx

n

n

x
x

x
 

  


 

 

б) Нека , ([ , ])f a b C  и   е строго монотона на [ , ]a b . Пресметајте го 

интегралот ( ) [ ( )]
b

a

f x d x .  

 

Решение. а) Од  
 

1 1
2 2

1
2 2

( ,[0,1]) ( ,[0, ]) ( ,[ ,1])

| | 2

n n n

n n
n n n

V V V  

 

 

   
 

 

следува дека низата 1{ }n n 
  е со рамномерно ограничена варијација. Но, 

2( )f x x  ([0,1])C , па од теорема 6.4. следува  
 

1 1
2 2

0 0

lim ( ) ( )n
n

x d x x d x 


  , 

каде  

1
2

1
2

0, 0

( ) lim ( ) 1, (0, ]

0, ( ,1].

n
n

x

x x x

x

 


   




 

 

Конечно, од теорема 7.3 добиваме  
 

1 1
2 2 21 1

2 4
0 0

lim ( ) ( ) ( ) ( 1)n
n

x d x x d x 


      . 

 

б) Функцијата   е непрекината на интервалот [ , ]a b , па затоа 

([ , ])A a b  е затворен интервал и како   е монотона, заклучуваме дека крајните 

точки на интервалот ([ , ])a b  се ( )a  и ( )b . Јасно, функцијата [ ]g   е 

монотона на интервалот [ , ]a b  и како f  е непрекината на [ , ]a b  заклучуваме дека 

( ,[ , ])f g a bRS .  
 

Функцијата   е строго монотона на [ , ]a b , па затоа таа е биекција и има 

инверзна функција 1 : [ , ]A a b  .  
 

Нека   строго монотоно расте на [ , ]a b  и да ставиме  
 

0x a , 1([ ( )] )ix a i   , за {1, 2,..., [ ( )] [ ( )]}i n b a    . 
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Тогаш,  
 

( ) [ ( )] 1g x a i   , за 1[ , )i ix x x , 1, 2,...,i n  и ( ) [ ( )]g x b , за [ , ]nx x b , 
 

т.е. функцијата g  е константна на интервалите 1( , )i ix x , има скокови од лево со 

големина 1 во точките ix , а ( ) ( )g a g a  . Според тоа,  
 

[ ( )]
1

1 [ ( )] 1
( ) ( ) ( ) ( ( ))

b bn

i
i i aa

f x dg x f x f i





  
   . 

 

Нека   строго монотоно опаѓа на [ , ]a b  и да ставиме  
 

1([ ( )] 1)ix a i    , за {1, 2,..., [ ( )] [ ( )]}i n a b     и 1nx b  . 
 

Тогаш,  
 

( ) [ ( )]g x a , за 1[ , ]x a x  и ( ) [ ( )]g x a i  , за 1( , ]i ix x x  , 1, 2,...,i n , 
 

т.е. функцијата g  е константна на интервалите 1( , )i ix x , има скокови од десно со 

големина 1  во точките ix , а ( ) ( )g b g b  . Според тоа,  
 

[ ( )]
1

1
1 1 [ ( )] 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
b an n

i n i
i i i ba

f x dg x f x f x f i





 
   

       .  

 
7.5. Теорема. Нека ([ , ])f a bC , ([ , ])a b BV  и   има во ( , )a b  пре-

кини во точките kx . Ако s    , каде s  е функцијата на скок на  , а   е 

нејзиниот непрекинат дел, тогаш  
 

         ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )].

b b b

s
a a a

b

k k k
ka

fd fd fd

fd f x x x f a a a f b b b

  

         

 

      

  



 

 

Доказ. Доволно е да докажеме дека  
 

 ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )].
b

s k k k
ka

fd f x x x f a a a f b b b                     (3) 

 

Дефинираме низа { }n така што ( ) 0n a   и  
 

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
k

n k k
x x
k n

x a a x x x x         




      , 

 

за ( , ]x a b . Очигледно lim ( ) 0n
n

a


  и  

 

lim ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
k

n k k
n x x

x a a x x x x         

 
      , 
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за ( , ]x a b , па затоа lim ( ) ( )n s
n

x x 


 . Од друга страна  

 

1
( ,[ , ]) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | {| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |}

                    ( ,[ , ])

n

n k k k k
k

V a b a a b b x x x x

V a b

        



   


       





 
 

па затоа ( ,[ , ]) nV a b K  , за секој n . Сега од теорема 6.3 следува  
 

lim
b b

s n
na a

fd fd 


  .  

 

Но, функцијата n  ги задоволува условите од теорема 7.3, па затоа  
 

1
( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

b n

n k k k
ka

fd f x x x f a a a f b b b         


      . 

 

Конечно, тврдењето следува од последните две равенства.  
 
7.6. Забелешка. Од равенството (3) следува, дека збирот на секој апсолут-

но конвергентен ред може да се претстави како Риман-Стилтејсов интеграл. Дета-
лите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
 
 

8. ТЕОРЕМИ ЗА СРЕДНИ ВРЕДНОСТИ КАЈ  
РИМАН-СТИЛТЕЈСОВИОТ ИНТЕГРАЛ   

 
8.1. Теорема (прва теорема за средна вредност). Ако ([ , ])f a bC  и   

е монотоно растечка на [ , ]a b , тогаш постои [ , ]x a b  таков, што  
 

( )[ ( ) ( )]
b

a

fd f x b a    .    (1) 

 

Доказ. Да ставиме 
[ , ]
sup ( )

t a b
M f t


  и 

[ , ]
inf ( )

t a b
m f t


 . Тогаш,  

 

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
b

a

m b a fd M b a        , 

 

па затоа постои [ , ]m M   таков, што [ ( ) ( )]
b

a

fd b a     . Конечно, од тео-

рема III 7.8 следува дека постои [ , ]x a b  таков што важи равенството (1).   

 
8.2. Забелешка. Во претходната теорема можен е случај кога не постои 

( , )x a b  таков што важи равенството (1). Навистина, ако ([ , ])f a bC  и  
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0,
( )

1, ,

x a
x

a x b



   

 

тогаш  

( )[ ( ) ( )]
b

a

fd f a b a    . 

 
8.3. Последица (теорема на Блашке). Нека ( ,[ , ]) V f a b S . Ако  
 

| ( ) |
x

a

f t dt  , 

 

за секој [ , ]x a b , каде ( )    го задоволува неравенството  
 

2 2( ) ( )b a S b a      , 
 

тогаш  
 

2 ( )
b

a

f x dx  . 

 

Доказ. Да ставиме 1 ( )
b

b a
a

A f x dx  . Имаме,  

 

2 2 2 2 21 1 1[ ( ) ] [ ( ) 2 ( ) ] ( )
b b b

b a b a b a
a a a

B f x A dx f x f x A A dx f x dx A           . 

 

Од друга страна, со парцијална интеграција на првиот интеграл во равенството за 
B  добиваме  

 
 

1 1[ ( ( )) ] ( ) [( ) ( ) ]
b x b x

b a b a
a a a a

B A f t dt df x x a A f t dt dfx         , 

 

па затоа  
 

2 21 1( ) [( ) ( ) ]
b b x

b a b a
a a a

f x dx A x a A f t dt dfx       . 

 

Понатаму, бидејќи | ( ) |
x

a

f t dt  , за [ , ]x a b , каде ( )    го задоволува 

неравенството  
 

2 2( ) ( )b a S b a      , 
 

т.е. неравенството 
2

2
b a

S      добиваме | |
b a

A 
 , па затоа од последното 

равенство и лемите 3.12 и 5.3 следува  
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2 2

2 2

2 21 1

2 2
( ) ( )

( ) [( ) | | | ( ) |] | |

                     ([ , ], ) ,

b b x

b a b a
a a a

S
b a b ab a b a

f x dx A x a A f t dt dfx

V a b f   

 

  

     

    

  
 

 

т.е.  
 

2 21( ) 2
b

b a
a

f x dx S     .  

 
8.4. Последица. Ако ( ,[ , ])nV f a b S , за секој nN , тогаш од  
 

( ) 0,
x

n
a

f t dt   кога n  , за секој [ , ]x a b  

 

следува  2[ ( )] 0,
b

n
a

f t dt   кога n  . 

 

Доказ. Непосредно следува од лема 8.3.  
 

8.5. Забелешка. Тврдењето од последица 8.4 не важи за класата непреки-
нати функции, што може да се види ако се разгледа низата функции 

( ) sinnf x n , nN  на интервалот [0,1] . Деталите ги оставаме на читателот за 

вежба.  
 

8.6. Теорема (втора теорема за средна вредност). Ако f  е монотона 

функција и ([ , ]) ([ , ])a b a b  C BV , тогаш постои [ , ]x a b  таков што  
 

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
b

a

fd f a x a f b b x        . 

 

Доказ. Од теоремите 5.2 и 8.1 непосредно следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )],

b b

a a

fd f b b f a a df f b b f a a x f b f a

f a x a f b b x

      

   

      

   

   

 

за некој [ , ]x a b .  

 
8.6. На крајот од овој дел ќе докажеме уште две теореми, кои припаѓаат 

во групата на теореми за средни вредности на Риман-Стилтејсовиот интеграл и 
кои се однесуваат на неравенства меѓу интегралите. За таа цел прво ќе ја дока-
жеме следнава лема.  

 

Лема. Нека nN  и ia , 0,1,...,i n  се произволни реални броеви, а 

реалните броеви  ,i ib c , 0,1,...,i n  се такви, што  
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0ib b , за секој 0,1,...,i n     (2) 
 

и  
 

1 0i ic c   , за секој 0,1,...,i n .    (3) 
 

Тогаш,  
 

0 0

0 0
1 1 1

1 11 1 1
( ) min ( ) ( ) maxi i

i i

n n na a a a
i i i i i i i i ib b b bi n i ni i i

c b b c a a c b b
 

        
         . (4) 

 

Доказ. Последователно имаме  
 
 

0

1

1 1 1
1 1 1 1 0

1

1 0 1
1

1

0 1 0
1

( )

                       ( )

                       ( )( ) ( )

                       i

n n n n n

i i i i i i i i i i i
i i i i i

n

i i i n n
i

n

i i i n n
i

a a

c a a c a c a c a c a

a c c a c a c

a a c c a a c


  

    











    

   

    



    





0

0 0

0

0

0

0

1

0 1 0
1

1

0 1 0
11

1
11

( )( ) ( )

                       [ ( )( ) ( ) ] max

                       ( ) max ,

n

i n

i

i

i

i

n a a
i i i n nb b b b

i

n a a
i i i n n b bi ni

n a a
i i i b bi ni

b b c c b b c

b b c c b b c

c b b

 
 


 

  


  

   

    

 











 

 
 

со што е докажано десното неравенство во (4). Аналогно се докажува левото 
неравенство во (4). Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
8.7. Теорема. Нека , ([ , ])a b  BV  и ( ) ( ) 0x a   , за секој ( , ]x a b . 

Ако за ненегативната функција f  важи  
 

а) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])f a b a b  RS RS  и  
 

б) f  не расте на [ , ]a b ,  
 

тогаш  
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( , ] ( , ]

min ( ) ( ) ( ) ( ) max ( ) ( )
b b b

x a x a
x a x ax a b x a ba a a

f x d x f x d x f x d x   
      

  
     .  (5) 

 

Доказ. Нека 0{ }n
i ix   е произволна поделба на [ , ]a b . За 0,1,2,...,i n  

ставаме  
 

( )i ia x , ( )i ib x  и ( )i ic f  , каде 1[ , ]i i ix x  .  
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Очигледно, броевите ia , ,i ib c , 0,1,...,i n  ги задоволуваат условите од претход-

ната лема, па затоа за истите се исполнети неравенствата (4), т.е. важи  
 

( ) ( )
1 1( ) ( )11 1

( ) ( )
1 ( ) ( )11

( )[ ( ) ( )] min ( )[ ( ) ( )]

                                                                 ( )[ ( ) ( )] max

i

i

i

i

n nx a
i i i i i ix ai ni i

n x a
i i i x ai ni

f x x f x x

f x x

 
 

 
 

     

  


   


  

  

 

 





 .

 

 

Конечно, ако во горните неравенства преминеме кон граница ги добиваме 
неравенствата (5).  
 

8.8. Последица. Ако функциите ,   и f  ги задоволуваат условите од 

теорема 8.7 и ако , ([ , ])a b  C , тогаш постои [ , ]c a b  таков што  
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
b b

c a
c a

a a

f x d x f x d x 
  

  .    (6) 

 

Доказ. Од , ([ , ])a b  C  и ( ) ( ) 0x a   , за секој ( , ]x a b  следува  

дека функцијата ( ) ( )
( ) ( )
x a
x a

 
 


  е непрекината на ( , ]a b . Сега тврдењето следува од 

теорема 8.7 и последица III 7.7. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
 
8.9. Теорема. Нека , , ([ , ])a b   BV . Ако за ненегативната функција f  

важи  
 

а) ( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])f a b a b a b    RS RS RS  и  
 

б) f  не расте на [ , ]a b ,  
 

тогаш од неравенството  
 

( ) ( ) ( )x x x    , за секој [ , ]x a b  
 

следува  
 

( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a

f a a a f x d x f x d x f a a a f x d x               . 

(7) 
 

Доказ. Од теорема 5.3 следува егзистенцијата на интегралите 
 

( ) ( )
b

a

x df x  и ( ) ( )
b

a

x df x  

и притоа важи  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x d x f b b f a a x df x          (8) 

 

и 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x d x f b b f a a x df x       .   (9) 

 

Понатаму, функцијата f  монотоно расте на [ , ]a b  и како ( ) ( )x x  , за секој 

[ , ]x a b , од последица 3.12 следува  
 

( ) ( ) ( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( ) ( )
b b b b

a a a a

x df x x d f x x d f x x df x             .  (10) 

 

Конечно, од равенствата (8) и (9) и неравенството (10) следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                   ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

                   ( )[ ( ) ( )]

b b

a a

b

a

b

a

f x d x f b b f a a x df x

f b b f a a x df x

f b b f a a f b b f a a f x d x

f a a a f

   

  

    

 

  

  

    

  

 





( ) ( ),
b

a

x d x

 

 

т.е. важи десното неравенство во (7). Левото неравенство се докажува аналогно. 
Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
 
 

9. НЕОПРЕДЕЛЕН РИМАН-СТИЛТЕЈСОВ ИНТЕГРАЛ   
 
9.1. Дефиниција. Нека ( ,[ , ])f a bRS  и [ , ]x a b . Функцијата  
 

( ) ( ) ( )
x

a

x f t d t       (1) 

 

ја нарекуваме неопределен Риман-Стилтејсов интеграл на функцијата f .  

 
9.2. Да забележиме дека при дадените услови егзистенцијата на неопреде-

лениот Риман-Стилтејсов интеграл непосредно следува од теорема 3.14.  
 
Лема А. Нека ( ,[ , ])f a bRS . Тогаш неопределениот интеграл (1) е 

непрекината функција во секоја точка [ , ]x a b  во која е непрекината функцијата 

 .  
 

Доказ. Имаме  

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |
y y

x x

y x f t d t M d t          
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каде 
[ , ]
sup | ( ) |

t x y
M f t


 . Според тоа, ако [ , ]x a b  и   е непрекината во x , тогаш  

 

| ( ) ( ) | | ( ) | 0
y

x

y x M d t      , кога y x  

 

т.е.   е непрекината во x .  

 
Лема Б. Нека ( ,[ , ])f a bRS . Ако x  е точка на прекин на   и 

( ) 0f x  , тогаш неопределениот интеграл (1) има прекин во x .  
 

Доказ. Имаме  
 

0
( 0) ( ) ( )

x

a

x f t d t 


   , 

 

па затоа  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
x

x

x x f t d t f x x x    




       ,  

 

од што следува тврдењето на лемата.  
 

9.3. Теорема. Ако ( ,[ , ])f a bRS , тогаш ([ , ])a b BV  и  
 

( ,[ , ]) | ( ) | | ( ) |
b

a

V a b f t d t   .    (2) 

 

Доказ. Нека 0{ }n
n i ix   е поделба на [ , ]a b , 1[ , ]i i ix x  , при што меѓу 

точките ix  ги опфаќаме точките на прекин на функцијата  . Ставаме  
 

1
1

( ) | ( ) ( ) |
n

n i i
i

V x x   


   

 

и  
 

1
1

( , ) | ( ) | | ( ) ( ) |
n

n i i i
i

V f f x x    


   .  

 

Од  
 

1 1

1
1 1

( ) | ( ) ( ) | | ( )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) |
i i

i i

x xn n

n i i i i
i ix x

V f t d t f x x f t f d t      
 


 

        

 

и бидејќи последниот збир се наоѓа меѓу  
 

1

1
1 1
| ( ) | | ( ) ( ) | | [ ( ) ( )] ( ) |

i

i

xn n

i i i i
i i x

f x x f t f d t    



 

      
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и  

1

1
1 1
| ( ) | | ( ) ( ) | | [ ( ) ( )] ( ) |

i

i

xn n

i i i i
i i x

f x x f t f d t    



 

      

 

добиваме дека  
 

1 1

1

1 1

1
1 1

| ( ) ( , ) | | [ ( ) ( )] ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

                            ( ) | ( ) | ( ) [ ( ) ( )]

                            (| |,

i i

i i

i

i

x xn n

n n i i
i ix x

xn n

i i i i i i
i ix

V V f f t f d t f t f d t

M m d t M m A x A x

U f A

     



 



 


 

     

     



  

 

; ) (| |, ; ),n nL f A 

 

 

каде  
 

11
[ , ][ , ]

sup | ( ) |, inf | ( ) |
i ii i

i i
t x xt x x

M f t m f t



   и ( ) | ( ) |

x

a

A x d t  . 

 

Функцијата ( )A x  е функција со ограничена варијација на [ , ]a b  и има 

исти точки на прекин како и функцијата ( )x , па затоа од ( ,[ , ])f a bRS  

следува ( ,[ , ])f A a bRS , што значи | | ( ,[ , ])f A a bRS . Според тоа, за секој 0   

постои поделба n  на [ , ]a b  таква што  
 

| ( ) ( , ) | (| |, ; ) (| |, ; )n n n nV V f U f A L f A        ,  
 

па затоа  

( ) 0 ( ) 0
lim ( ) lim ( , )n n

d d
V V f

 
 

 
  

 

односно важи (2) и притоа  
 

( ,[ , ]) | ( ) | | ( ) | ( ,[ , ])
b

a

V a b f t d t M V a b       

 

каде 
[ , ]

sup | ( ) |
x a b

M f x


 .  

 
9.4. Теорема. Ако , ( ,[ , ])f F a bRS , тогаш од (1) следува  
 

( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) |
b b

a a

F t d t F t f t d t   .     (3) 

Доказ. Нека 0{ }n
n i ix   е поделба на [ , ]a b , 1[ , ]i i ix x   и  

 

1

1
1 1

( , ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )
i

i

xn n

n i i i i
i i x

V F F x x F f t d t     



 

     .  

 

Ако на овој израз му го додадеме и одземеме збирот  
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1
1

( ) ( ) [ ( ) ( )]
n

i i i i
i

F f x x    


   

добиваме  
 

1

1
1 1

( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( )
i

i

xn n

n i i i i i i
i i x

V F F f x x F f t f d t       



 

       . (4) 

 

Вториот член на десната страна на (4) по апсолутна вредност е помал или еднаков 
на  

 

1

1
[ , ] [ , ]1 1

sup | ( ) | ( ) | ( ) | sup | ( ) | ( )[ ( ) ( )]

                                                            ( , ; ) ( , ; ),

i

i

xn n

i i i i i i
x a b x a bi ix

n n

F x M m d t F x M m A x A x

U f A L f A



 



  

   

 

 
 

каде  

11
[ , ][ , ]

sup | ( ) |, inf | ( ) |
i ii i

i i
t x xt x x

M f t m f t



   и ( ) | ( ) |

x

a

A x d t  . 

 

Понатаму, од ( ,[ , ])f a bRS  следува ( ,[ , ])f A a bRS , па затоа за секој 0   

постои поделба n  на [ , ]a b  таква, што ( , ; ) ( , ; )n nU f A L f A     што значи 

дека  
 

11
( ) [ ( ) ( )] ( ) 0

i

i

xn

i i
i x

F f t f d t  


    кога ( ) 0d   . 

 

Според тоа,  
 

( , ) ( ) ( ) ( )
b

n
a

V F F t f t d t    кога ( ) 0d   , 

 

т.е. точно е равенството (3).  
 

9.5. Последица. Ако ( ) 0f x  , за секој [ , ]x a b , тогаш од (1) следува  
 

( )
( )

( ) ( )
x

d t
f t

a

x a    . 

 

Доказ. Во (3) ставаме 1
( )

( )
f t

F t   и добиваме  
 

( ) 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

d t
f t f t

a a a

f t d t d t x a          . 

 
9.6. Последица. Ако ([ , ])f a bBV  и ([ , ]) ([ , ])g a b a b BV C , тогаш од  
 

( ) ( ) ( ) ( ), [ , ]
x

a

f x x t dg t x a b       (5) 
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следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

g x g a g t g a g t

a a

e x e a e df t e f a e df t      .  (6) 

 

Доказ. Од равенството (5) следува  
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) [ ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

                 [ ( ) ( ) ( )] [ ( )]

( ) ( ),

x x t
g t g t

a a a

x x
g t g t

a a

x x
g t g t

a a

g x g a

e df t e d t z dg z

e d t e t dg t

e d t t dg t d e t

e x e a

 

 

  

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

од што следува равенството (6), бидејќи според (5) имаме ( ) ( )f a a .  

 
 
 

10. ЗАДАЧИ   
 

1. Докажете, дека ако f  е непрекината на [ , ]a b , тогаш функциите  

( ) inf{ ( ) | [ , ]}m x f t t a x   и ( ) sup{ ( ) | [ , ]}M x f t t a x   

се непрекинати и монотони на [ , ]a b .  
 

2. Дадена е функцијата  
, [0, ]

( )
sin , [ , 2 ].

x x
f x

x x


 

 
  

 

a) Најдете ја функцијата ( ) ( ,[0, ])v x V f x , [0, 2 ]x  .  

b) Разложете ја функцијата f  како разлика на две монотоно неопаѓачки 

функции.  
 

3. Нека ([ , ])f a bC . Докажете, дека ако | | ([ , ])f a bBV , тогаш ([ , ])f a bBV .  
 

4. Нека функцијата f  има извод 'f  на [ , ]a b , при што ' ([ , ])f a bR . Докажете, 

дека ([ , ])f a bBV  и  

( ,[ , ]) | '( ) |
b

a

V f a b f x dx  . 

 

5. Нека ([ , ])a b R  и  

( ) ( )
x

a

f x t dt  , [ , ]x a b . 

Докажете, дека  
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( ,[ , ]) | ( ) |
b

a

V f a b t dt  . 

 

6. Пресметајте ја варијацијата на функцијата  
а) ( ) sin 2 ,   [0,2 ]f x x x   ,  

б) ( ) | sin |,   [0,10 ]f x x x    
 

7. Нека ,  R  и  

1sin ,    0
( )

0,                 0.
x

x x
f x

x


  

 
 

Докажете, дека ( ,[0,1])V f   , ако    и ( ,[0,1])V f   , ако   .  
 

8. Нека : [ , )f a   R  и за секој b a  важи ([ , ])f a bBV . Дефинираме  

( ,[ , )) lim ( ,[ , ])
b

V f a V f a b


  . 

Докажете, дека од неравенството ( ,[ , ))V f a     следува дека границата 

lim ( )
x

f x


 е конечна.  

 

9. Нека 1([ , ])f a bC . Докажете, дека  

( ',[ , ]) | '( ) |d
dx

V f a x f x , [ , ]x a b . 
 

10. Претставете ги како разлика на две монотоно неопаѓачки функции следните 
функции:  

а) ( ) sin , [0,2 ]f x x x   ;    б) 2( ) sin , [0,2 ]f x x x   ;  

в) ( ) [ ], [0,3]f x x x x   ;    г) 

( ) sin cos , [0, 4 ]f x x x x x    .  
 

11. Нека , ([ , ])f g a bBV  и 
[ , ]

( ) max { ( ), ( )}
x a b

h x f x g x


 . Докажете, дека 

([ , ])h a bBV .  
 

12. Нека ([ , ])f a bBV  и  

( ) ( )g a f a , 1( ) ( )
x

x a
a

g x f t dt  , ( , ]x a b . 

Докажете, дека ([ , ])g a bBV .  
 

13. Нека ([ , ])f a bBV  и нека функцијата   на множеството R  го задоволува 

условот на Липшиц. Докажете, дека ([ , ])f a b BV .  
 

14. Докажете, дека ([ , ])f a bBV  ако и само ако постои монотоно неопаѓачка 

функција g  на [ , ]a b  таква што  

| ( ) ( ) | ( ) ( )f y f x g y g x   , за a x y b   . 
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15. Нека ([0,1])f BV . Докажете, дека  
1( ) ( ) ([ , ])b b

a a
F x f ax b    BV , 0a   и 1( ,[0,1]) ( ,[ , ])b b

a a
V f V F   . 

 

16. За функцијата на Дирихле f  на [0,1]  и за секоја функција   таква, што 

(1) (0) 0   , за секоја поделба пресметајте ги сумите на Дарбу-Стилтејс и 

горниот и долниот Риман-Стилтејсов интеграл.  
 

17. Испитајте ја конвергентноста на редот:  

а) 4

1
( ,[0, ])

n
n V f n





 , 2( ) sinf x x x , 0x  ,  

б) 3

1
( ( ,[ , 1]))

n
V f n n




 , ( ) sinf x x , 0x  ,  

в) 1

1
( ( ,[0, ]))

n
V f n





 , 2( ) sinf x x , 0x  .  

 

18. Испитајте ја апсолутната конвергентност на редот  

1 1

1
( 1) ( (sin ,[0, ]))n

n
V x n


 


 . 

 

19. Нека  

0

sin ( ) ( ) (0)xd x


     . 

Докажете, дека функцијата   е константна, со исклучок во точката 
2
  во која 

важи  

2 2
( ) ( ) ( ) (0)     

 
   . 

 

20. Докажете, ако интегралот ( ) ( )
b

a

f x df x  постои, тогаш  

2 21
2

( ) ( ) ( ( ) ( ))
b

a

f x df x f b f a  . 

 

21. Нека за секоја функција ([0,1])f C  важи  
1

1
2

0

( ) ( ) ( )f x d x f  . 

Докажете, дека функцијата   е константна, освен во точката 1
2

 во која важи  

1 1
2 2

( ) ( ) 1 
 
  . 

22. Докажете, дека  

[ , ]
| ( ) ( ) | | ( ) | ( ) sup | ( ) | ( ,[ , ])

b b

x a ba a

f x d x f x dv x f x V a b 


    , 
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каде ( ) ( ,[ , ])v x V a x , [ , ]x a b .  
 

23. За функцијата ([ , ])f a bC  и секоја монотона неопаѓачка функција   на 

[ , ]a b  важи  

( ) ( ) ( ) ( )
b

a

f x d x b a    . 

Докажете, дека ( ) 1f x  , за секој [ , ]x a b .  
 

24. Пресметајте го интегралот  

2

0

(sin )x d x

 . 

 

25. Пресметајте го интегралот  
2

0

2 ( sign cos )x d x x . 

 

26. Пресметајте го интегралот:  

а) 
1

0

(sign sin 4 )xd x ,    б) 
1

2

0

( sign sin 4 )xd x x  

 

27. Нека  

1
3

2

4, [ 1,0]

1, (0,1)
( )

, 1

1, (1,2].

x x

x
x

x

x x



  
 

  
  

 

Пресметајте ги интегралите:  

а) 
2

1

( )xd x

 ;   б) 

2
2

1

( 1) ( )x d x


 ;   в) 
2

1

| | ( )x d x

 .  

 

28. Нека  

2

0, 1
( )

, 1.

x
g x

x x

 


 

Пресметајте ги интегралите:  

а) 
2

3

0

( )x dg x ;     б) 
2

0

( ) ( ),g x t dg x t  R .  

 

29. Пресметајте го интегралот  2

0

[ ], 0
a

x d x a  . 

 

30. Нека ( ) [ ]g x x  и (0,1)  . Пресметајте ги интегралите:  
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а) 
0

( ) ( )
n

g x dg x ;    б) 
0

( ) ( )
n

g x dg x  .  

 

31. Нека ([0,1])g BV . Пресметајте:  
1

0

lim ( )n

n
x dg x


 . 

 

32. Докажете ја егзистенцијата на интегралот   

[ ] 1
2

1

[ ],
n

x xx d x   2,3, 4,...n  , 

а потоа истиот пресметајте го.  
 

33. Нека (0,1)t . Пресметајте го интегралот  
1

1[ ]a
x

t

x d . 

За кои вредности на параметарот a  тој постои кога 0t  ?  
 

34. Пресметајте го интегралот  
2

2

0

( 1) ( )x dg x , 

каде  
2 , [0,1)

( )
[ ] 1, [1,2].

x x
g x

x x

  
 

 

 

35. Пресметајте го интегралот  
2

0

( ) ( )f x dg x , 

каде 1
2

( ) [ ]f x x   и 2( ) [ ]g x x . 
 

36. Ако  
0,

( )
1,a

x a
I x

x a


  

 и  1
1

0
( ) ( )k

n

n

n
k

b x I x


  , 

 

пресметајте го интегралот  
1

2

0

( )x db x . 

 

37. Ако ([0,1]) BV  и ([0,2])f C , тогаш фунцијата  
1

0

( ) ( ) ( )F x f x t d t   

е непрекината на [0,1] . Докажете! 
 



 51

38. Пресметајте  
2

0

lim sin ( )n
n

xdg x



 , 

каде  

3

2

2 2

, [0, ]

( ) , ( , ]

, ( , 2 ].

x
n

x
n n

x
n

x

g x x

x



  

  

 

  


 

 

 

39. Нека  
21 1( ) , [ , ), 1, 2,...,

( )
1, 1.

i i i
n n n

n
x i n

g x
x

    


 

Пресметајте ги границите:  

а) 
1

0

lim ( )x
n

n
e dg x


 ;     б) 

1
2

0

lim ( )n
n

x dg x


 .  

 

40. Определете 
2

0

lim ( ) ( )n
n

f x dg x


 , ако ([0, 2])f C , а  

2 2

31
, [0,1]

( )
1 , (1,2].

n x
n x

n
x
n

x
g x

x


  
  

 

 

41. Нека  

| | , | | 1
( )

(| | 2) , 1 | | 2.

n

n n

x x
g x

x x

  
  

 

a) Пресметајте ја функцијата ( ) ( ,[ 2,2])n nv x V g  . 

b) Пресметајте 
2

2

lim ( ) ( ),n
n

f x dg x


  ако ([ 2, 2])f  C .  

 

42. Нека 
1

2( ) sin
x

x

f x t dt


  . Докажете, дека 2
3

| ( ) |f t  .  

 

43. Нека , ([ , ])f g a bC , а   е монотоно неопаѓачка функција на [ , ]a b . Докаже-

те го неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц  

2 2 2| |
b b b

a a a

fgd f d g d      . 

 

44. Нека 1{ }n ng 
  е низа реални функции на интервалот [0,1] . Докажете:  
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a) ако редот 
1

( )n
n

g x



  конвергира на [0,1] , тогаш  

1 1
( ,[0,1]) ( ,[0,1])n n
n n

V g V g
 

 
   и 

b) ако редовите 
1

( ,[0,1])n
n

V g



  и 

1
(0)n

n
g




  конвергираат, тогаш и редот 

1
( )n

n
g x




  конвергира на [0,1]  и притоа за секоја непрекината функција f  

на [0,1]  важи  
1 1

1 10 0

( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

f x d g x f x dg x
 

 
   . 
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IX  ГЛАВА  
 

МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
 
1. ПОИМ ЗА МЕТРИЧКИ ПРОСТОР.  

ОСНОВНИ СВОЈСТВА  
 
1.1. Дефиниција. Нека X  е непразно множество. Функцијата : X X   

 R  која ги задоволува условите  
 

i) ( , ) 0x y  , за секои  ,x y X  и ( , ) 0x y   ако и само ако x y , 
 

ii) ( , ) ( , ),x y y x   за секои ,x y X , и  
 

iii) ( , ) ( , ) ( , ),x z x y y z     за секои , ,x y z X .  
 

ја нарекуваме метрика (растојание) во X . Подредениот пар ( , )X   го нарекува-

ме метрички простор, а елементите на множеството X  негови точки.  
 
Условите i), ii) и iii) се аксиоми за метрика и истите ги именуваме како 

аксиома за позитивна дефинитност, аксиома за симетричност и аксиома (нера-
венство) на триаголник, соодветно.  

 
1.2. Лема. Ако ( , )X   е метрички простор, тогаш  
 

| ( , ) ( , ) | ( , )x z z y x y    , за секои , ,x y z X . 
 

Доказ. Од аксиомите ii) и iii) во дефиниција 1.1 имаме  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z x y z y         
 

па затоа  
 

( , ) ( , ) ( , )x z z y x y    .     (1) 
 

Аналогно  
 

( , ) ( , ) ( , )z y x z x y    .     (2) 
 

Сега тврдењето следува од неравенствата (1) и (2).  
 
1.3. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор. Тогаш за секој природен број 

3n   и за секои точки 1 2, ,..., nx x x X  важи  
 

1 1 2 2 3 1( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n n nx x x x x x x x        .  (3) 
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по бројот на точките n . 
Ако 3n  , тогаш тврдењето непосредно следува од аксиомата за триаголник при 

1x x , 2x y  и 3x z .  
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Нека претпоставиме дека неравенството е исполнето за 3n k  , т.е. дека 
за произволни точки 1 2, ,..., kx x x X  е исполнето неравенството на многуаголник  

 

1 1 2 2 3 1( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )k k kx x x x x x x x        .   (4) 
 

Нека 1n k   и 1 2 1, ,..., ,k kx x x x X  . Тогаш од аксиомата за триаголник, ако 

ставиме 1 ,x x  ,kx y  1kx z  , и од неравенството (4) добиваме  
 

1 1 1 1

1 2 2 3 1 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ... ( , ) ( , ),
k k k k

k k k k

x x x x x x

x x x x x x x x

  
   

 

 

 

    
 

 

т.е. неравенството (3) е исполнето и за 1n k  . Конечно, од принципот на 
математичка индукција следува дека неравенството важи за секој природен број 

3n  .  
 
1.4. Лема. Ако ( , )X   е метрички простор, тогаш за секои точки 

, , ,x y u v X  е исполнето неравенството  
 

 | ( , ) ( , ) | ( , ) ( , )x u y v x y u v      .    (5)  
 

Доказ. Од неравенството на многуаголник (лема 1.3) и од аксиомата ii) во 
дефиниција 1.1 имаме  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x u x y y v v u x y y v u v             
 

па затоа  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x u y v x y u v      .   (6) 
 

Аналогно  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )y v x u x y u v      .   (7) 
 

Сега тврдењето следува од неравенствата (6) и (7).  
 
1.5. Лема. Ако ( , )X   е метрички простор, тогаш функцијата :d X X  

 R  определена со  
 

( , )
1 ( , )

( , ) , ,x y
x y

d x y x y X
     (8) 

 

е метрика на X .  
 

Доказ. За секои ,x y X  важи  
 

( , )
1 ( , )

( , ) 0x y
x y

d x y 
   и ( , ) 0d x y   

 

ако и само ако ( , ) 0x y  , т.е. ако и само ако x y , што значи дека точна е 

аксиомата i) од дефиниција 1.1.  
 

Понатаму, за секои ,x y X  имаме  
 

( , ) ( , )
1 ( , ) 1 ( , )

( , ) ( , )x y y x
x y y x

d x y d y x 
     , 
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што значи дека точна е аксиомата ii) од дефиниција 1.1. 
 

Да ја разгледаме функцијата 
1

( ) , 0t
t

f t t


  . Од 
2

1
(1 )

'( ) 0
t

f t


   следу-

ва дека оваа функција монотоно расте за 0t  , па затоа од  
 

( , ) ( , ) ( , )x z x y y z     
 

добиваме  
 

( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) 1 ( , ) ( , )

( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ) 1 ( , ) ( , )

( , ) ( , )
1 ( , ) 1 ( , )

( , )

( , ) ( , ),

x z x y y z
x z x y y z

x y y z
x y y z x y y z

x y y z
x y y z

d x z

d x y d y z

  
  

 
   
 
 


  

   

 

 

 

   

 

 

што значи дека точна е аксиомата iii) од дефиниција 1.1.  
 
 
 
2. ПРИМЕРИ НА МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
2.1. Пример. Дискретен метрички простор. Нека X  е непразно множе-

ство. Лесно се проверува дека со  
 

0, ,
( , )

1, ,

x y
x y

x y



  

 

 

за секои ,x y X  е дефинирана метрика на множеството X . Оваа метрика ја наре-

куваме дискретна, а подредениот пар ( , )X   го нарекуваме дискретен метрички 

простор.  
 

2.2. Пример. Просторот 1( , )n R . Нека nN  и  
 

1{( ,..., ) | , 1,..., }n
n iX x x x i n   R R . 

 

За 1( ,..., )nx xx  и 1( ,..., )ny yy  во nR  нека  
 

1
1

( , ) | |
n

i i
i

x y


 x y . 

 

Јасно, функцијата 1( , ) x y  е добро дефинирана. Лесно се проверува дека 

аксиомите i) и ii) од дефиницијата 1.1 се исполнети. Понатаму, нека 

1( ,..., )nx xx , 1( ,..., )ny yy , 1( ,..., ) n
nz z z R . Од својствата на апсолутна 

вредност имаме  
 

| | | | | |i i i i i ix z x y y z     , за 1, 2,...,i n   (1) 
 

и ако ги собереме неравенствата (1) го добиваме неравенството  
 



 56

1 1 1
1 1 1

( , ) | | | | | | ( , ) ( , )
n n n

i i i i i i
i i i

x y x z z y  
  

         x z x y y z ,  

 

што значи дека е исполнета и аксиомата iii) од дефиниција 1.1. Според тоа 

1( , )n R  е метрички простор.  

 

2.3. Пример. Просторот ( , )n R . Нека nN , nX  R , и за секои 

1( ,..., )nx xx , 1( ,..., ) n
ny y y R  да ставиме  

 

1,2,...,
( , ) max | |j j

j n
x y


 x y . 

 

Јасно, функцијата ( , ) x y  е добро дефинирана. Лесно се проверува дека 

аксиомите i) и ii) од дефиницијата 1.1 се исполнети. Понатаму, нека 

1( ,..., )nx xx , 1( ,..., )ny yy , 1( ,..., ) n
nz z z R . Сега, од неравенствата (1) и од 

својствата на максимумот добиваме дека за 1, 2,...,i n  важи  
 

1,2,..., 1,2,..., 1,2,...,
| | max {| | | |} max | | max | |}i i i i i i i i i i

i n i n i n
x z x y y z x y z y

  
         ,  

 

па затоа  
 

1,2,..., 1,2,..., 1,2,...,
( , ) max | | max | | max | |} ( , ) ( , )i i i i i i

i n i n i n
x z x y z y    

  
       x z x y y z  

 

што значи дека е исполнета и аксиомата iii) од дефиниција 1.1. Според тоа 

( , )n R  е метрички простор.  

 

2.4. Пример. Просторите ( , )n
pR , 1 p   . За секој , 1p p    и 

, nx y R  ставаме  

1/

1
( , ) ( | | )

n
p p

p j j
j

x y


 x y .     (2) 

 

Јасно, функцијата ( , ) x y  е добро дефинирана. Ќе докажеме дека со (2) е де-

финирана метрика на nR . Очигледно  својствата i) и ii) од дефиниција 1.1 се 
исполнети. Понатаму, од неравенството на Минковски, при | |j j ja x z   и 

| |, 1, 2,...,j j jb z y j n    следува  
 

1/ 1/

1 1

1/ 1/

1 1

( , ) ( | | ) ( (| | | |) )

( | | ) ( | | ) ( , ) ( , ),

n n
p p p p

p j j j j j j
j j

n n
p p p p

j j j j p p
j j

x y x z z y

x z z y



 

 

 

     

     

 

 

x y

x z z y

 

 

што значи дека е исполнета и аксиомата iii) од дефиниција 1.1. Според тоа, 

( , ),n
pR  1 p    е метрички простор.  
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Природно е да се запрашаме каков е односот меѓу метриките   и p , 

ако земеме p  . Од очигледните неравенства  
 

1,2,..., 1,2,...,1
( max | |) | | ( max | |)

n
p p p

j j j j j j
j n j nj

x y x y n x y
 

       

следува  

1/

1,2,..., 1,2,...,1
max | | ( | | ) max | |

n pp p
j j j j j j

j n j nj
x y x y n x y

 
      , 

т.е.  

( , ) ( , ) ( , )
p

p n    x y x y x y . 
 

Понатаму, земаме p   и имајќи предвид дека lim 1
p

p
n


  од претходните 

неравенства добиваме  
 

( , ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )p
p

p p
n     

 
  x y x y x y x y , 

 

т.е. lim ( , ) ( , )p
p

 


x y x y .  

 

2.5. Пример. Просторите ( , ), 1p
pl p    . Да го разгледаме множе-

ството од сите низи 1{ }i ix 
  во R  такви, што редот 

1
| |pi

i
x




  конвергира:  

 

1 2
1

{ ( , ,...) | | | }  i  p p
j i

i
l x x x x x




    R  

Ќе докажеме дека со  

1/

1
( , ) ( | | )p p

p j j
j

x y x y



  .     (3) 

 

е определена метрика на pl .  
 

Прво ќе докажеме дека редот кој се наоѓа на десната страна на (3) 

конвергира, т.е. дека ( , )p x y  има смисол за секои , px y l . Навистина, од 

својствата на конвергентните бројни редови, неравенството за апсолутна вредност 
при 1p   и од неравенството на Минковски при 1p  , за секој 1, 2,...n   имаме  

 

1/ 1/ 1/ 1/

1 1 1 1

1/ 1/

1 1

( | | ) ( (| | | |) ) ( | | ) ( | | )

( | | ) ( | | ) .

n n n n
p p p p p p p p

j j j j j j
j j j j

p p p p
j j

j j

x y x y x y

x y

   

 

 

    

   

   

 
 

 

Ако во последното неравенството земеме n   добиваме  
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1/

1
( , ) ( | | )p p

p j j
j

x y x y



    , 

 

што значи дека редот на десната страна на (3) конвергира, т.е. функцијата 

( , )p x y  е добро дефинирана за секои , px y l .  
 

Јасно, својствата i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Понатаму, од 
неравенството за апсолутна вредност при 1p   и неравенството на Минковски 

при 1p  , за секој 1, 2,...n   имаме  

1/ 1/ 1/

1 1 1
( | | ) ( | | ) ( | | ) ( , ) ( , )

n n n
p p p p p p

j j j j j j p p
j j j

x y x z z y x z z y 
  

          

 

и ако во последното неравенство земеме n   добиваме  
 

( , ) ( , ) ( , )p p px y x z z y    , за секои , , px y z l , 
 

што значи дека е исполнета и аксиомата iii) од дефиниција 1.1, т.е. 

( , ), 1p
pl p     е метрички простор.  

 

2.6. Пример. Просторот ( , )l 
 . Да го разгледаме множеството од сите 

ограничени низи 1{ }i ix 
  во R :  

 

1 2{ ( , , ...) | sup | | }
1,2,...

  i  j j
j

l x x x x x


    R  

Ќе докажеме дека со  

1,2,...
( , ) sup | |j j

j
x y x y


  .    (4) 

е воведена метрика во l .  
 

Прво ќе докажеме дека редот кој се наоѓа на десната страна на (4) 

конвергира, т.е. дека ( , )x y  има смисол за секои ,x y l . Навистина, од 

неравенството за апсолутна и од својства на супремумот имаме  
 

1,2,... 1,2,... 1,2,...
| | | | | | sup (| | | |) sup | | sup | |j j j j j j j j

j j j
x y x y x y x y

  
         ,  

 

и ако во последното неравенството на левата страна земеме супремум по 
1, 2,...j   добиваме  

 

1,2,...
( , ) sup | |j j

j
x y x y


    , 

 

т.е. функцијата ( , )x y  е добро дефинирана за секои ,x y l .  
 

Јасно, својствата i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Нека , ,x y z l . 

Од неравенството за апсолутна вредност и од својствата на супремумот, за секој 
1, 2,...j   имаме  
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1,2,...

1,2,... 1,2,...

| | | | | | sup (| | | |)

sup | | sup | | ( , ) ( , )

j j j j j j i i i i
i

i i i i
i i

x y x z z y x z z y

x z z y x z z y 


 
 

        

     
 

 

и ако во последното неравенството на левата страна земеме супремум по 
1,2,...j   добиваме  

 

1,2,...
( , ) sup | | ( , ) ( , )j j

i
x y x y x z z y    


    , 

 

за секои , ,x y z l , што значи дека е исполнета и аксиомата iii) од дефиниција 

1.1. т.е. ( , )l 
  е метрички простор.  

 
2.7. Пример. Просторот c . Точки на метричкиот простор c  се конвер-

гентните низи 1{ }i ix 
  во R , а растојанието е воведено со  

 

1,2,...
( , ) sup | |j j

j
x y x y


  . 

 

Навистина, секоја конвергентна низа е ограничена, па точноста на тврдењето 
непосредно следува од пример 2.6.  

 
2.8. Пример. Просторот 0c . Точки на метричкиот простор 0c  се низите 

1{ }i ix 
  во R  кои конвергираат кон 0, а растојанието е воведено со  

 

1,2,...
( , ) sup | |j j

j
x y x y


  . 

 

Навистина, секоја низа конвергентна кон 0 е конвергентна, па точноста на твр-
дењето нопосредно следува од пример 2.7.  

 
2.9. Пример. Просторот ( ([ , ]), )a b C . Нека ([ , ])X a b C .  Ќе дока-

жеме дека со  

[ , ]
( , ) max | ( ) ( ) |

t a b
x y x t y t


  , , ([ , ])x y a bC  

 

е определена метрика на ([ , ])a bC .  
 

Јасно, својствата i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Понатаму, од 
својствата на апсолутната вредност и својствата на максимумот следува  

 

[ , ]

[ , ] [ , ]

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | max (| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |)

max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) | ( , ) ( , ),

t a b

t a b t a b

x t y t x t z t y t z t x t z t y t z t

x t z t z t y t x z y z 


 

        

     
 

 

за секои , ([ , ])x y a bC  и за секој [ , ]t a b . Во последното неравенство на левата 

страна земаме максимум кога [ , ]t a b  добиваме  
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[ , ]
( , ) max | ( ) ( ) |

( , ) ( , )

t a b
x y x t y t

x z y z



 




 

 

 
. 

 

Според тоа, ( , ) ( ([ , ]), )X a b  C  е ме-

трички простор.  
 

Забележуваме дека во случајов 
под растојание ( , )x y  меѓу функциите 

(точките) , ([0,1])x yC  ја подразбираме 

најголемата ордината меѓу графиците на функциите ( )x t  и ( )y t , [0,1]t , цртеж 1.  

 
2.10. Пример. Просторот ( ( ), )B T  . Нека T  е произволно множество и 

со ( )B T  да го означиме множеството од сите ограничени функции од T  во R , 

т.е. нека   
 

( ) { : | sup | ( ) | }
t T

B T x T x t


   R . 

 

Ќе докажеме дека со  
 

( , ) sup | ( ) ( ) |
t T

x y x t y t


   

 

е определена метрика на ( )B T , која ја нарекуваме метрика на рамномерна кон-

вергенција.  
 

Прво ќе докажеме дека за секои , ( )x y B T  важи ( , )x y   . Нависти-

на, нека  
sup | ( ) |
t T

x t 


    и sup | ( ) |
t T

y t 


   . 

 

Од својствата на апсолутната вредност и својствата на супремумот следува  
 

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | sup | ( ) | sup | ( ) |
t T t T

x t y t x t y t x t y t  
 

          

 

за секои , ( )x y B T  и за секој t T  и ако во последното неравенство земеме 

супремум по t T  добиваме  
 

( , ) sup | ( ) ( ) |
t T

x y x t y t  


      . 

 

Јасно, аксиомите  i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Понатаму,  
 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | sup(| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |)

sup | ( ) ( ) | sup | ( ) ( ) | ( , ) ( , ),
t T

t T t T

x t y t x t z t y t z t x t z t y t z t

x t z t z t y t x z y z 


 
 

        

     
 

 

за секои , ( )x y B T  и за секој t T , па затоа   
 

( , ) sup | ( ) ( ) | ( , ) ( , )
t T

x y x t y t x z y z    


    ,   
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т.е. исполнета е и аксиомата iii) од дефиниција 1.1. Според тоа, ( ( ), )B T  е 

метрички простор.  

Да забележиме, дека ако земеме T  N , тогаш ( )B T  е просторот l .  

 
2.11. Пример. Просторот ( ([ , ]), )pa b C . Нека ([ , ])X a b C  и 1p  .  Ќе 

докажеме дека со  

1/( , ) ( | ( ) ( ) | )
b

p p
p

a

x y x t y t dt   , , ([ , ])x y a bC    (5) 

е определена метрика на ([ , ])a bC .  
 

Нека 1p  . Од теорема V 14.8 и својствата на апсолутната вредност 

следува дека аксиомите i), ii) и iii) од дефиниција 1.1 се исполнети, т.е. со (4) е 
дефинирана метрика на ([ , ])a bC .  

Нека 1p  . Од теорема V 14.8 и својствата на апсолутната вредност 

следува дека својствата i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Нека , ,x y z  

([ , ])a bC . Од неравенството на Минковски (пример V 14.13) следува  
 

1/ 1/

1/ 1/

( , ) ( | ( ) ( ) | ) ( | ( ) ( ) ( ) ( ) | )

( | ( ) ( ) | ) ( | ( ) ( ) | ) ( , ) ( , ),

b b
p p p p

p
a a

b b
p p p p

p p
a a

x y x t y t dt x t z t z t y t dt

x t z t dt z t y t dt x z z y



 

     

     

 

 

 

 

т.е. исполнета е и аксиомата iii) од дефиниција 1.1, што значи дека со (4) е 
дефинирана метрика на ([ , ])a bC .  

 

Добиениот метрички простор 
ќе го означуваме со ( ([ , ]), )pa b C .  

 

Забележуваме дека во случа-
јов под растојание 1( , )x y  меѓу функ-

циите (точките) , ([0,1])x yC  ја под-

разбираме плоштината на делот од 
рамнината ограничен со графиците на 
функциите ( )x t  и ( )y t , [0,1]t , цр-

теж 2.  
 
2.12. Лема. Нека ([ , ])X a b C , 1p   и функцијата ( , )p x y , ,x y  

([ , ])a bC  е дефинирана со (3). Тогаш со  
 

*( , ) lim ( , )p
p

x y x y 


     (5) 

е дефинирана метрика на ([ , ])a bC .  

Доказ. Нека 1r   и да ставиме  
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| ( ) ( )| 1/(| |) [ ]
rb

x t y t r
r b a

a

M x y dt
   , , ([ , ])x y a bC . 

 

Ќе докажеме дека од 1 r s   следува (| |) (| |)r sM x y M x y   . Земаме 

1s
r

p    и наоѓаме q  таков, да 1 1 1
p q
  . Од неравенството на Холдер (V 14.13) 

следува  
 

| ( ) ( )| | ( ) ( )|1/ 1/ 1/ 1/1

| ( ) ( )| | ( ) ( )|1/ 1/ 1/ 1/1

| ( ) ( )| 1/

(| |) ( ) ( ( ) ( ) )

[( ) ( ) ] ( )

( ) (| |),

r s

s s

s

b b
x t y t x t y tr p q r

r b a b a b a
a a

b b b
x t y t x t y tp q r pr

b a b a b a
a a a

b
x t y t s

sb a
a

M x y dt dt

dt dt dt

dt M x y

 
  

 
  




  

 

  

 

  





  

 

т.е. функцијата (| |)rr M x y  монотоно расте на интервалот (1, ) . Ако 

( ) ( )x t y t , [ , ]t a b , тогаш  
 

( , ) lim ( , ) 0p
p

x y x y 


  . 

 

Нека претпоставиме дека ( ) ( )x t y t  и нека K  е таков, да  
 

[ , ]
0 max | ( ) ( ) |

t a b
K x t y t


   . 

 

Тогаш, од лема III 2.7 следува дека постои интервал [ , ] [ , ]c d a b  таков, да 

| ( ) ( ) |x t y t K  , за секој [ , ]t c d . Според тоа,  
 

| ( ) ( )| | ( ) ( )|1/ 1/ 1/ 1/[ ] [ ] [ ] ( )
r r rb d d

x t y t x t y tr r r rd cK
b a b a b a b a

a c c

dt dt dt K  
        . 

 

Но, функцијата (| |)rr M x y  монотоно расте на интервалот (1, )  и како 
1/lim ( ) 1rd c

b ar




  добиваме дека  

lim (| |)r
r

M x y K


  , 

т.е.  

1/

| ( ) ( )| 1/

1/1
( )

1/

lim (| |) lim [ ]

lim [ | ( ) ( ) | ]

lim [ | ( ) ( ) | ]

r

r

b
x t y t r

r b ar r a

b
r r

b ar a

b
r r

r a

K M x y dt

x t y t dt

x t y t dt


 





  

 

 







  

 

и од произволноста на K  следува  
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1/

[ , ]
max | ( ) ( ) | lim [ | ( ) ( ) | ]

b
r r

rt a b a

x t y t x t y t dt


   .  (6) 

 

Од друга страна  
 

[ , ]

| ( ) ( )|
max | ( ) ( )|

1
t a b

x t y t
x t y t




  , за секој [ , ]t a b , 

 

па затоа  
 

[ , ]

| ( ) ( )|1/ 1/
max | ( ) ( )|[ , ]

1/

[ , ]

1/

[ , ]

[ | ( ) ( ) | ] max | ( ) ( ) | [ ( ) ]

max | ( ) ( ) | ( )

( ) max | ( ) ( ) |

t a b

b b
x t y tr r r r

x t y tt a ba a

b
r

t a b a

r

t a b

x t y t dt x t y t dt

x t y t dt

b a x t y t










   

 

  

 

  

 

од што следува  
 

1/ 1/

[ , ] [ , ]
lim [ | ( ) ( ) | ] max | ( ) ( ) | lim ( ) max | ( ) ( ) |

b
r r r

r rt a b t a ba

x t y t dt x t y t b a x t y t
  

       .    

(7) 
 

Од неравенствата (6) и (7) следува  
 

1/

[ , ]
lim [ | ( ) ( ) | ] max | ( ) ( ) |

b
r r

r t a ba

x t y t dt x t y t
 

   . 

 

Конечно, од примерот под а) следува дека со (5) е зададена метрика во 
([ , ])a bC  и притоа важи *( , ) ( , )x y x y  , за секои , ([ , ])x y a bC .  

 
2.13. Пример. Просторот s . Да го разгледаме множеството од сите низи 

1{ }i ix 
  во R :  

1 2 3{ ( , , ,...) | }js x x x x x  R  

Ќе докажеме дека со  

| |1
1 | |21

( , ) i i
i

i i

x y
s x y

i
x y

 
 


   , ,x y s     (8) 

е дефинирана метрика во s .  
 

Од 
| |

1 | |
1i i

i i

x y
x y


    следува дека редот на десната страна во (8) конвергира за 

секои ,x y s  (зошто?), што значи дека функцијата s  со (8) е добро дефинирана. 

Јасно, аксиомите i) и ii) од дефиниција 1.1 се исполнети. Понатаму, аналогно на 
доказот во лема 1.5 од неравенството | | | | | |a b a b    следува:  

 

| | | | | | | | | | | | | |
1 | | 1 | | | | 1 | | | | 1 | | | | 1 | | 1 | |

a b a b a b a b
a b a b a b a b a b
 

              .   (9) 
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Ако во неравенството (9) последователно ставиме  
 

,i i i ia x z b z y    , за 1, 2,...i  , 
 

помножиме со 2 i  и ги собереме добиените неравенства добиваме  
 

( , ) ( , ) ( , )s s sx y x z z y    .  
 

за секои , ,x y z s , т.е. исполнета е и аксиомата и iii) од дефиниција 1.1 Значи, 

( , )ss   е метрички простор.  

 
 
 
3. НИЗИ ВО МЕТРИЧКИ ПРОСТОР   
 
3.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. Секое пресликување 

:x XN  ќе го нарекуваме низа во метричкиот простор X . Притоа, ќе ја кори-

стиме ознаката 1{ }n nx 
 .  

 

Нека 1{ }n nx 
  е низа во X . За низата 1{ }n nx 

  ќе велиме дека конвергира 

во ( , )X  , ако постои x  таков, што ( , ) 0nx x  , n  . Притоа елементот x  го 

нарекуваме граница на низата 1{ }n nx 
  во ( , )X   и пишуваме lim n

n
x x


  или 

nx x , n  . 

 

3.2. Пример. Во 2
2( , )R  да ја разгледаме низата 1{ }m m


x  дефинирана 

со  
 

2

2

( 1)2 1( , ), 1, 2,3,...mm
m m m

m x . 
 

Ќе докажеме дека оваа низа конвергира кон точката (2,1).x  
 

Навистина, бидејќи  
 

2

2 2 3 4
5 4 1 5 4 1lim ( , ) lim lim 0m m

m m m m mm m m
  

  
    x x , 

 

согласно со дефиниција 3.1 имаме lim m
m

x x .   

 

3.3. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и 1{ }n nx 
  е низа во X . Тогаш 

nx x , n   ако и само ако за секој 0   постои 0n N  таков што 

( , )nx x  , кога 0n n .  
 

Доказ. . Нека 0   и 1{ }n nx 
  конвергира кон точката x X . Но, 

тогаш од дефиниција 3.1 следува дека ( , ) 0nx x  , кога n  , па затоа постои 

0n N  таков што ( , ) | ( , ) 0 |n nx x x x     , кога 0n n .  
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. Обратно, нека за секој 0   постои 0n N  таков што ( , )nx x  , 

кога 0n n . Но, тоа значи дека за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

| ( , ) 0 | ( , )n nx x x x     , кога 0n n , т.е. ( , ) 0nx x  , кога n  . 
 

Конечно, од дефиниција 3.1 имаме дека nx x , n  .  

 
3.4. Теорема. Ако nx x , n   во ( , )X   и nx y , n   во 

( , )X  , тогаш x y .  
 

Доказ. Согласно аксиомите за ненегативност и за триаголник, имаме  
 

0 ( , ) ( , ) ( , )n nx y x x x y     , 
 

за секој 1n  . Од ( , ) 0nx x   и ( , ) 0nx y  , n   и од претходните 

неравенства следува ( , ) 0x y  , што значи x y .  

 
3.5. Теорема. Нека nx x , n   во ( , )X   и ny y , n   во 

( , )X  . Тогаш ( , ) ( , )n nx y x y  , n  .  
 

Доказ. Од лема 1.4 и фактот дека ( , ) 0nx x  , ( , ) 0ny y   кога n   

следува  
 

| ( , ) ( , ) | ( , ) ( , ) 0n n n nx y x y x x y y       , n   
 

што значи ( , ) ( , )n nx y x y  , n  .  

 
3.6. Последица. Ако nx x , n   во ( , )X  , тогаш за секој y X  

важи  
( , ) ( , )nx y x y  , n  . 

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 3.5, за , 1, 2,...ny y n  .  

 
3.7. Последица. Ако nx x , n   во ( , )X  , тогаш множеството 

{ ( , ) | 1, 2,...}nx y n   е ограничено за секој y X .  
 

Доказ. Нека y  е произволна точка од X . Според последица 3.6 реалната 

низа 1{ ( , )}n nx y 
  конвергира кон ( , )x y , па затоа таа е ограничена, што значи 

дека  множеството { ( , ) | 1, 2,...}nx y n   е ограничено.  

 

3.8. Пример. Нека k
n x R , 1, 2,...n   и 1 2( , , ..., )n n n knx x xx . Во просто-

рот ( , )k
pR , 1p   низата 1{ }n n


x  конвергира кон 1 2( , ,..., )kx x xx  ако и само 

ако  
 

lim , 1, 2,...,jn j
n

x x j k


  .    (1) 
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Навистина, ако n x x , n   во ( , )k
pR , тогаш  

 

| | ( , ), 1, 2,...,jn j p nx x j k  x x , 
 

па затоа се исполнети равенствата (1).  
 

Нека се исполнети равенствата (1). Тогаш за секој 0   постои 0n N  

таков што за 0n n  важи  

| |
pjn j

k
x x   , за 1, 2,...,j k . 

Според тоа, за 0n n  важи  
 

1/

1
( , ) ( | | )

k
p p

p n jn j
j

x x 


  x x , 

т.е. n x x , n   во ( , )k
pR .  

 

3.9. Пример. Како што видовме, во просторот ( , )k
pR , 1p   конвер-

генцијата по метрика е еквивалентна со конвергенцијата по координати. Меѓутоа, 

во просторот , 1pl p    од конвергенцијата по метрика следува конвергенција 

по координати, но обратното не важи. Навистина, ако ( , ) 0p nx x  , n  , 

тогаш од  
 

| | ( , ) 0, , за 1, 2,3,4,...jn j p nx x x x n j      
 

следува lim , за 1,2,3,4,...jn j
n

x x j


  .  

 

Дека обратното тврдење не важи доволно е да ја разгледаме низата  
 

(0,..., 0,1,0,...) , 1, 2,...p
ne l n   , 

 

каде 1 се наоѓа на n  то место. Јасно, 0,jne n  , за секој 1, 2,...j  , но 

1{ }n ne 
  не конвергира во pl , бидејќи ако ne x , n   во pl , тогаш 0jx  , за 

секој 1, 2,...j  , па така 0x  , но ( , 0) 1p ne  , за секој 1, 2,...n  , што противречи 

на ( , 0) 0p ne  , кога n  .  

 
3.10. Пример. Да ја разгледаме конвергентноста во просторот 

( ([ , ]), )a b C .  
 

Нека 1{ }n nx 
  е низа во ([ , ])a bC  и nx x , n   во ( ([ , ]), )a b C . Тоа 

значи дека  
 

[ , ]
max | ( ) ( ) | 0n

t a b
x t x t


  , n  , 

 

т.е. за секој 0   постои 0n  таков, што  
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[ , ]
max | ( ) ( ) |n

t a b
x t x t 


  , кога 0n n  

 

и според тоа  
 

| ( ) ( ) |nx t x t   , кога 0n n , за секој [ , ]t a b .  
 

Последното значи дека низата функции 1{ ( )}n nx t 
  рамномерно конвергира кон 

функцијата ( )x t .  
 

Лесно се покажува дека важи и обратното тврдење, т.е. ако низата функ-

ции 1{ ( )}n nx t 
  рамномерно конвергира кон функцијата ( )x t , тогаш ( , ) 0nx x  , 

кога n  .  
 

Конечно, рамномерната конвергентност на интервалот [ , ]a b  е еквива-

лентна со конвергентноста во просторот ( ([ , ]), )a b C .  

 

3.11. Пример. Да ја разгледаме конвергентноста во просторот l .  
 

Нека 1{ }n nx 
  е низа во просторот l  и nx x , n   во l . Значи, за 

секој 0   постои 0n  таков што  
 

1,2,...
( , ) sup | |n in i

i
x x x x 


   , кога 0n n . 

 

Според тоа,  
 

| |in ix x   , кога 0n n , за секој 1, 2,...i  ,  
 

што значи дека од конвергентноста по метрика следува конвергентноста по 
координати.  

 

Обратно, нека за секој 0   постои 0n  таков што 
 

| |in ix x   , кога 0n n , за секој 1, 2,...i  . 
 

Тогаш  
 

1,2,...
sup | | 2in i

i
x x  


   , кога 0n n ,  

 

т.е. ( , ) 2nx x  , кога 0n n , што според дефиниција 3.1 значи дека nx x , 

n   во l . 
 

Да забележиме дека аналогните размислувања важат и за просторите c  и 

0c . Имено, за овие простори важи 0c c l  .  

 
3.12. Пример. Да го разгледаме просторот ( ( ), )B T  . Ќе докажеме дека 

nx x , n   во ( ( ), )B T   ако и само ако за секој 0   постои 0n N  таков 

што  
 

| ( ) ( ) |nx t x t   , за секој t T , кога 0n n .  (1) 
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Нека претпоставиме дека за секој 0   постои 0n N таков што е ис-

полнет условот (1). Тогаш за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

2
| ( ) ( ) |nx t x t   , за секој t T , кога 0n n . 

 

Според тоа, за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

2
( , ) sup | ( ) ( ) |n n

t T
x x x t x t  


    , кога 0n n , 

 

што според дефиниција 3.1 значи дека nx x , n   во ( ( ), )B T  .  
 

Обратно, нека претпоставиме дека nx x , n   во ( ( ), )B T  . Тогаш, 

за секој 0   постои 0n N  таков што ( , ) sup | ( ) ( ) |n n
t T

x x x t x t 


   , кога 

0n n . Но, тогаш за секој 0n n  и за секој t T  важи | ( ) ( ) |nx t x t   , што значи 

дека е исполнет условот (1).  
 
3.13. Пример. Да ја разгледаме конвергентноста во просторот s . Нека 

1{ }n nx 
  е низа во s , x s  и nx x , n   во s . Тоа значи, за секој 0   

постои 0n N  таков што  

| |1
1 | |21

in i
i

in i

x x
x x

i


 
 


  , 

 

кога 0n n . Но, тогаш и за секој фиксиран i  имаме 
| |1

1 | |2
in i

i
in i

x x
x x


   , кога 0n n , 

односно  
2

1 2
| |

i

iin ix x




   

 

кога 0n n  и како i  е фиксиран, од произволноста на   следува in ix x , кога 

n  .  
 

Обратно, нека in ix x , кога n  , за секој 1, 2,...i   и нека 0   е 

дадено. Наоѓаме m  таков што  
 

1
221

i
i m




 
 . 

Тогаш  

| | | |1 1
1 | | 1 | |2 21 1

| | | |1 1 1
1 | | 1 | | 22 2 21 1 1

( , )

.

in i in i
i i

in i in i

in i in i
i i i

in i in i

m x x x x
n x x x x

i i m

m mx x x x
x x x x

i i m i

x x




 

   
  

 
   

   

   

     

 

  
 

 

Бидејќи бројот на собирците во збирот на десната страна на последното 
неравенство е конечен и фиксиран, а in ix x , кога n  , за секој 1,2,...,i m  

постои 0n N  таков што  
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| |1
1 | | 221

in i
i

in i

m x x
x x

i


 


  , 

 

кога 0n n . Конечно, постои 0n N  таков што  
 

| |1
1 | | 2 2 221

( , ) in i
i

in i

m x x
n x x

i
x x    

 


       

 

кога 0n n , што значи nx x , n   во s .  
 

Од претходно изнесеното следува дека конвергентноста во смисол на 
метриката во s  е еквивалентна со конвергентноста по координати.  

 
3.14. Пример. Да ја разгледаме конвергентноста во просторот 

( ([ , ]), )pa b C , 1p  .  
 

Нека 1{ }n nx 
  е низа во ([ , ])a bC  и nx x , n   во ([ , ])a bC . Тоа значи 

дека  

1/0 lim ( , ) lim ( | ( ) ( ) | )
b

p p
p n n

n n a

x x x t x t dt
 

   .   

 

Геометриската смисла на последното равенство е дека плоштината на површината 

која графикот на функцијата | ( ) ( ) |pnx t x t , над интервалот [ , ]a b , ја зафаќа со 

апсцисната оска тежи кон 0, кога n  . Меѓутоа, од тука не следува дека на 

интервалот [ , ]a b  низата 1{ }n nx 
  конвергира по точки кон функцијата x .  

 

Навистина, во просторот ( ([0,1]), )pC , 1p  , да ја разгледаме низата 

( ) n
nx t t , 1n  . Нека ( ) 0x t  , за секој [0,1]t . Од  

 

1
1/

0

1
1/ 1/1

1
0

lim ( , ) lim ( | ( ) ( ) | )

lim ( | 0 | ) lim ( ) 0,

p p
p n n

n n

n p p p
npn n

x x x t x t dt

t dt


 

 

 

   





 

 

следува 0nx  , n  . Но, за секој nN  важи 

(1) 1nx  , па затоа во точката 1t   низата ( ) n
nx t t  

не конвергира по точки кон функцијата ( ) 0x t  .  

Нека 1p   и да ја разгледаме функцио-

налната низа  
2 1

2

2 1 1 1
2

1

4 , [0, )

( ) 4 ( ), [ , )

0, [ ,1].

n

n n n n

n

n t t

x t n t t

t

 

   




  (2) 
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Од (0) 0nx  , за секој 1n   и како за секој 0t   важи ( ) 0nx t  , за 1
x

n   заклучу-

ваме дека  
 

lim ( ) 0 ( )n
n

x t x t


  , 

 

за секој [0,1]t , т.е. низата (2) конвергира по точки кон функцијата 

( ) 0, [0,1]x t t  . Понатаму, лесно се докажува дека  
 

1

1
0

lim ( , ) lim | ( ) ( ) | 1n n
n n

x x x t x t dt
 

   , 

 

што значи дека во просторот 1( ([0,1]), )C  низата (2) не конвергира кон функција-

та ( ) 0, [0,1]x t t  . Со аналогни размислувања се докажува, дека при 1p   од 

конвергенцијата по точки не следува конвергенцијата во просторот ( ([0,1]), )pC .  
 

Од досега изнесеното заклучуваме дека конвергенцијата по точки и 
конвергенцијата во просторот ( ([0,1]), )pC , 1p   се неспоредливи.  

 
3.15. Пример. Во претходниот пример ја разгледавме низата функции 

( ) n
nx t t , 1n   која во просторот 1( ([0,1]), )C  конвергира кон функцијата 

( ) 0x t   и за која важи lim (1) 1 (1)n
n

x x


  , т.е. во 1t   немаме конвергенција по 

точки. Овде ќе разгледаме низа функции 1{ }n nx 
  и функција x  во ([0,1])C  такви, 

што  
 

1lim ( , ) 0n
n

x x


 , 

 

и за секоја точка 0 [0,1]t   реалната низа 0 1{ ( )}n nx t 
  е дивергентна, т.е. во секоја 

точка 0 [0,1]t   немаме конвергенција по точки.  
 

Нека n  е произволен природен број и k  е најголемиот цел број таков, да 

2k n . Според тоа, 2kn m  , каде {0,1, 2,..., 2 2, 2 1}k km   . Понатаму, дефи-

нираме функција  
 

0, ( , ( 1) 2 )

2 ( 1), [( 1) 2 , 2 )

( ) 1, [ 2 , ( 1) 2 )

2 ( 2), [( 1) 2 , ( 2) 2 )

0, [( 2) 2 , )

k

k k k

k k
n

k k k

k

t m

t m t m m

z t t m m

t m t m m

t m



 

 

 



   

    
  

     
   



 

 

 



 

 

и нека ( )nx t  е рестрикцијата на ( )nz t  на интервалот [0,1] . Бидејќи | ( ) | 1nx t  , за 

секој [0,1]t  и ( ) 0nx t   само на интервалот [( 1) 2 , ( 2) 2 ]k km m     добиваме  
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( 2) 21

1
0 ( 1) 2

( 2) 2

( 1) 2

( ,0) | ( ) 0 | ( )

3 2 .

k

k

k

k

m

n n n
m

m
k

m

x x t dt x t dt

dt



















  

 

 












 

 

Понатаму, ако n  , тогаш k   па од последното неравенство следува   
 

10 lim ( ,0) lim 3 2 0k
n

n k
x 

 
   ,  

 

т.е.  
 

1lim ( ,0) 0n
n

x


 , 

 

што значи дека низата функции 1{ }n nx 
  во просторот 1( ([0,1]), )C  конвергира 

кон функцијата ( ) 0x t  .  
 

Од друга страна, за секој [0,1]t  реалната низа 1{ ( )}n nx t 
  е дивергентна. 

Навистина, лесно се гледа дека за секој 1n   постојат природни броеви ,i j n  

такви, што ( ) 0ix t   и ( ) 1jx t  .  

 
3.16. Дефиниција. Нека :x XN  е низа во метричкиот простор ( , )X   

и :n N N  е строго монотоно растечка функција. Композицијата :x n XN  

ја нарекуваме подниза на низата 1{ }n nx 
 .  

 

Во натамошните разгледувања за означување на подниза на низата 

1{ }n nx 
  ќе ја користиме ознаката 1{ }

kn kx 
 .   

 

3.17. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и 1{ }n nx 
  е низа во X . Ако 

nx x , n  , тогаш за секоја подниза 1{ }
kn kx 

  важи 
knx x , k   во 

( , )X  .  
 

Доказ. Нека 1{ }
kn kx 

  е подниза од 1{ }n nx 
  и 0   е дадено. Од nx x , 

n   и од лема 3.3 следува дека постои 0n N  таков што ( , )nx x  , кога 

0n n . Но, функцијата :n N N  од дефиниција 3.16 строго монотоно расте, па 

затоа постои 0k N  таков што 
0 0kn n . Понатаму, повторно од строгата моно-

тоност на функцијата :n N N  следува дека за секој 0k k  важи 
0 0k kn n n  , 

што значи ( , )
knx x  , кога 0k k , т.е. 

knx x , k   во ( , )X  .  
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4. РАСТОЈАНИЕ МЕЃУ МНОЖЕСТВА 
 
4.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. Растојание меѓу 

точката  x X  и непразното подмножество A  од X , цртеж 4, го нарекуваме ре-
алниот број ( , )x A  определен со  

( , ) inf{ ( , ) | }x A x y y A   . 
 

Растојание меѓу непразните подмножества A  и B  од X , цртеж 5, го нарекуваме 
реалниот број ( , )A B  определен со  

( , ) inf{ ( , ) | , }A B x y x A y B    . 

 
       4.2. Забелеш-
ка. Од дефиниција 
4.1 и од својствата 
на инфимумот не-
посредно следува 
дека за секоја точка 
x X  и за секои 
непразни подмно-
жества A  и B  од 

метричкиот простор ( , )X   важи  
 

( , )x A    и ( , )A B   . 

 
4.3. Пример. a) Нека ( , )X   е дискретен метрички простор. За секој 

p X  и непразни множества ,A B X  важи  
 

1, ако 
( , )

0, ако ,

p A
p A

p A



  

 и 
1, ако 

( , )
0, ако .

A B
A B

A B


  
    

 

 
 

б) Да ги разгледаме следниве интервали на реалната права [ 1,0)A    и 

(0,2]B  . При обичната метрика 1  имаме  
 

1 1( , ) inf{ ( , ) | |, , } 0A B x y x y x A y B       , 

а додека при дискретна метрика   од A B   следува ( , ) 1A B  .  

 
4.4. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A  е непразно 

подмножество од X . Реалниот број  
 

diam sup{ ( , ) | , }A x y x y A   

го нарекуваме дијаметар на множеството A , во ознака ( ) diamd A A .  
 

Ако дијаметарот на множеството A  е конечен, т.е. ( )d A   , тогаш ќе 

велиме дека множеството A  е ограничено. Ако ( )d A   , тогаш ќе велиме дека 

множеството A  е неограничено.  
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4.5. Коментар. Нека ( , )X   е метрички простор. Според лема 1.5 функ-

цијата 1 : X X   R  определена со   
 

( , )
1 1 ( , )
( , ) , ,x y

x y
x y x y X

    
 

е метрика во X . Јасно, за оваа метрика важи 1( , ) 1x y  , за секои ,x y X . Спо-

ред тоа, во метричкиот простор 1( , )X   секое множество е ограничено.  

 
4.6. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор, A  и B  се непразни подмно-

жества од X  и p X . Тогаш  
 

i) ( , )p A , ( , )A B  и ( )d A  се ненегативни реални броеви.  
 

ii) Ако p A , тогаш ( , ) 0p A  .  
 

iii) Ако A B   , тогаш ( , ) 0d A B  .  
 

iv) Ако A  е конечно подмножество од X , тогаш ( )d A   , т.е. 

множеството A  е ограничено.  
 

v) Ако A B , тогаш ( ) ( )d A d B .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 4.1 и 4.3. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 
4.7. Забелешка. а) Обратните тврдења на ii), iii) и iv) не се точни. 

Навистина, за 0p   и [ 1,0)A    важи ( , ) 0p A  , меѓутоа 0 A , што значи 

дека обратното тврдење на тврдењето под ii) не е точно. Слично, за [ 1,0)A    и 

(0,2]B   важи ( , ) 0A B  , но A B  , што значи дека обратното тврдење на 

тврдењето под iii) не е точно. Конечно, за множеството [ 1,0)A    важи 

( ) 1d A    , но A  не е конечно множество, што значи дека обратното тврдење 

на тврдењето под iv) не е точно. 
 

б) Ако множеството A  во дефинициите 4.1 и 4.3 е празно множество, 
тогаш по договор земаме  

 

( , )p    , ( , ) ( , )B B       и ( )d    . 

 
4.8. Лема. а) Нека ),( X  е метрички простор и ,A B X . Тогаш  

 

( , ) inf{ ( , ) | } inf{ ( , ) | }A B A y y B x B x A      . 
 

б) Нека ),( X  е метрички простор и A  и B  се ограничени 

подмножества од X . Тогаш  
 

( ) ( ) ( , ) ( )d A B d A A B d B    . 
 

Доказ. а) За произволни точки ,x A y B   важи  
 

( , ) inf{ ( , ) | } ( , ) inf{ ( , ) | }x y x y x A A y A y y B        , 
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па затоа  
 

( , ) inf{ ( , ) | , } inf{ ( , ) | }A B x y x A y B A y y B       .  (1) 
 

Од друга страна,  
 

( , ) inf{ ( , ) | , } ( , )x y x y x A y B A B      ,  
 

па затоа  
 

( , ) inf{ ( , ) | } ( , )A y x y x A A B     , 
 

од што следува  
 
 

inf{ ( , ) | } ( , )A y y B A B   .    (2) 
 

Конечно, од (1) и (2) следува ( , ) inf{ ( , ) | }A B A y y B   .  
 

Аналогно се докажува равенството ( , ) inf{ ( , ) | }A B x B x A   .  
 

б) Нека 0   е произволно. Од дефиниција 4.1 следува дека постојат точ-
ки a A   и b B   такви, што ( , ) ( , )a b A B     . За секои точки ,a A b B   

важи  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )a b a a a b b b d A A B d B                
 

и од произволноста на   следува дека за секои точки ,a A b B   важи  
 

( , ) ( ) ( , ) ( )a b d A A B d B    . 
 

Понатаму, за секои ,a x A  важи  
 

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )a x d A d A A B d B      
 

и за секои ,b y B  важи  
 

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )b y d B d A A B d B     . 
 

Конечно, од последните три неравенства следува дека 
 

( ) ( ) ( , ) ( )d A B d A A B d B    .  

 
4.9. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и , 1,2,...,iA i k  се 

непразни ограничени подмножества на X . Тогаш множеството 
1

n

i
i

A

  е огра-

ничено.  
 

Доказ. Непосредно следува од забелешка 4.2, лема 4.8 и принципот на 
математичка индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
4.10. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и A  е непразно подмно-

жество од X . Тогаш за секои ,x y X  важи  
 

| ( , ) ( , ) | ( , )x A y A x y    .   (3) 
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Доказ. Нека 0   е дадено. Од дефиниција 4.1 следува дека постои 
z A  таков што ( , ) ( , )y z y A    , т.е. ( , ) ( , )y A y z      . Сега од лема 1.4 

следува дека за секој v A  важи  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x v y A x v y z x y v z              .  (4) 
 

Да ги разгледаме множествата  
 

{ ( , ) ( , ) | }M x v y A v A     и { ( , ) ( , ) | }N x y v z v A      . 
 

Од неравенствата (4) следува дека  
 

inf infM N .      (5) 
 

Земаме v z  и добиваме дека ( , )x y N   , па од неравенствата (5) следува 

дека  
 

inf inf ( , )M N x y    . 

Но,  
 

inf ( , ) ( , )M x A y A   , 
 

па од последното неравенство и од произволноста на 0   добиваме  
 

( , ) ( , ) ( , )x A y A x y    . 
 

Понатаму, претходните разгледувања се наполно симетрични по однос на точките 
x  и y , па затоа ( , ) ( , ) ( , )y A x A x y    . Конечно, од последните неравенства 

следува неравенството (3).  
 
 
 
5. ОТВОРЕНИ ТОПКИ  
 
5.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор, 0x X  и 0r  .  
 

а) Затворена топка 0( ; )B x r  со центар во точката 0x  и радиус r  го 

нарекуваме множеството  

0 0( ; ) { | ( , ) }B x r x X x x r   . 
 

б) Отворена топка 0( ; )B x r  со центар во точката 0x  и радиус r  го 

нарекуваме множеството  

0 0( ; ) { | ( , ) }B x r x X x x r   .  
 

б) Сфера 0( ; )S x r  со центар во точката 0x  и радиус r  го нарекуваме мно-

жеството  

0 0( ; ) { | ( , ) }S x r x X x x r   .  

 

5.2. Пример. а) Во метричкиот простор 2
2( , )R  при (0,0)x  и 1r   

отворената топка ( ; )B rx  е отворениот единечен диск и истиот е прикажан на 

цртеж 7.  
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б) Во метричкиот простор 2
1( , )R  при (0,0)x  и 1r   отворената 

топка ( ; )B rx  е множеството прикажано на цртеж 6.  
 

в) Во метричкиот простор 2( , )R  при (0,0)x  и 1r   отворената 

топка ( ; )B rx  е множеството прикажано на цртеж 8.  
 

 
5.3. Пример. а) Нека 

( , )X   е дискретен метрички 

простор и нека 0x X . Лесно се 

гледа дека во случајов имаме  
 

0
0

, 1,
( ; )

{ }, 1,

ako 

ako 

X r
B x r

x r


  

 

 

0
0

, 1,
( ; )

{ }, 1,

ako 

ako 

X r
B x r

x r


  

 

 

0
0

\{ }, 1,
( ; )

, 1.

ako 

ako 

X x r
S x r

r


 

 
 

 

б) Во метричкиот простор ( ([0,1]), )C  при 0 ([0,1])f C  и 0   

отворената топка 0( ; )B f   е составена од сите непрекинати функции g  чиј 

график се наоѓа меѓу графиците на функциите 0f   и 0f  , цртеж 9.   

 
5.4. Лема. Множеството A  е ограничено ако и само ако тоа се содржи во 

некоја затворена топка.  
 

Доказ. Нека A  е ограничено множество со дијаметар ( )d A  и 0x A . То-

гаш, за секој y A  важи 0( , ) ( )x y d A  , што значи 0( ; ( ))A B x d A .  
 

Обратно, нека постои топка 0( ; )B x r  таква, што 0( ; )A B x r . Тогаш, од 

неравенството на триаголник добиваме  
 

0 0( , ) ( , ) ( , ) 2x y x x x y r r r       ,  
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за секои ,x y A . Според тоа, за секои 

,x y A  важи  
 

( ) sup{ ( , ) | , } 2d A x y x y A r     ,  
 

т.е. множеството A  е ограничено.  
 
5.5. Лема. Нека ( , )X   е метрички 

простор и ( ; )B p r X . Тогаш за секоја точка 

( ; )q B p r  постои отворена топка ( ; )B q   

таква што ( ; ) ( ; )B q B p r  .  
 

Доказ. Од ( ; )q B p r  следува дека 

( , )p q r  . Да ставиме ( , )r p q   . Ќе 

докажеме дека ( ; ) ( ; )B q B p r  . Нека ( ; )x B q  . Тогаш ( , )q x   и од нера-

венството на триаголник следува  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,p x p q q x p q p q r p q r               
 

што значи ( ; )x B p r , цртеж 10. Конечно, од произволноста на точката 

( ; )x B q   следува ( ; ) ( ; )B q B p r  .  

 
5.6. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор.  
 

а) Ако за реалните броеви 1r  и 2r  важи 1 20 r r  , тогаш за секој 0x X  

важи 0 1 0 2( ; ) ( ; )B x r B x r .  
 

б) За секои отворени топки 0 1( ; )B x r  и 0 2( ; )B x r  важи 0 1 0 2( ; ) ( ; )B x r B x r  

или 0 2 0 1( ; ) ( ; )B x r B x r .  
 

в) Нека 0( ; )B x r , 0( ; ')B y r  и 0 0( ; ) ( ; ')z B x r B y r  . Тогаш постои 0   

таков што 0 0( ; ) ( ; ) ( ; ')B z B x r B y r   . 
 

Доказ. а) Нека 0 1( ; )x B x r . Тогаш 0 1 2( , )x x r r   , што значи 

0 2( ; )x B x r . Сега од произволноста на x  следува 0 1 0 2( ; ) ( ; )B x r B x r .  
 

б) Имаме 1 20 r r   или 2 10 r r  , па од тврдењето под а) следува дека  
 

0 1 0 2( ; ) ( ; )B x r B x r  

или  

0 2 0 1( ; ) ( ; )B x r B x r . 
 

в) Од 0( ; )z B x r  и од лема 5.5 

следува дека постои 1  таков што 1( ; )B z   

0( ; )B x r . Слично, постои 2  таков што 

2 0( ; ) ( ; ')B z B y r  . Сега, од тврдењето под б) 

следува дека  
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1 2( ; ) ( ; )B z B z   

или  

2 1( ; ) ( ; )B z B z  . 

Конечно,  
 

- ако 1 2( ; ) ( ; )B z B z  , тогаш 1 0( ; ) ( ; ')B z B y r   и како 1( ; )B z    

0( ; )B x r  добиваме 1 0 0( ; ) ( ; ) ( ; ')B z B x r B y r    , црт. 11,  
 

- ако 2 1( ; ) ( ; )B z B z  , тогаш 2 0( ; ) ( ; )B z B x r   и како 2( ; )B z    

0( ; ')B y r  добиваме 2 0 0( ; ) ( ; ) ( ; ')B z B x r B y r   .   

 

5.7. Лема. Нека 1{ }n nx 
  е низа во метричкиот простор ( , )X  . Тогаш 

nx x , n   ако и само ако за секој 0r  , постои 0n N  таков што  
 

0 01 2{ , ,...} ( ; )n nx x B x r   . 
 

Доказ. Непосредно следува од лема 3.3 и дефиниција 5.1 б). Деталите ги 
оставаме за читателот за вежба.  

 
 
 
6. ТОЧКИ НА НАТРУПУВАЊЕ.  

ИЗВОДНО МНОЖЕСТВО 
 
6.1. Дефиниција. Нека A X  и 0x X . За точката 0x  ќе велиме дека е 

точка на натрупување за множеството A , ако за секој 0r   постои 0,x A x x   

таков што 0( ; )x B x r .  

 
6.2. Пример. а) За множеството [0,1) (2,3)A    секоја точка од мно-

жеството [0,1] [2,3]  е негова точка на натрупување (зошто?).  
 

б) Во просторот 2( , )pR , 1 p    за множеството {( , ) | , }A x y x y  I  

множеството точки на натрупување е целиот простор 2R .  
 

в) Во просторот ( ([ , ]), )a b C  да го разгледаме множеството A  од сите 

полиноми со реални коефициенти. Од теоремата на Ваерштрас следува дека 
множеството точки на натрупување за A  е целиот простор ( ([ , ]), )a b C .  

 

6.3. Пример. Нека S  е непребројливо подмножество на mR . Докажете 
дека S  има барем една точка на натрупување.  

 

Решение. Нека претпоставиме дека S  нема точки на натрупување. Тогаш 
за секој Sx , постои x  таков што ( ; ) { }B S  xx x . Јасно, за секои , Sx y  

такви што x y  важи ( , ) ( , )B B   x yx y . Понатаму, во секоја отворена топка 
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( , )B xx  избираме точка со рационални координати xr . Но, множеството точки со 

рационални кординати во mR  е пребројливо, а множеството S  е непребројливо, 
што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека 
множеството S  има барем една точка на натрупување. ♦ 

 
6.4. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Точката 0x  е точка на 

натрупување за множеството A X  ако и само ако постои низа 1{ }n nx 
  таква, 

што  
 

i) 0, ,n nx A x x   за секој 1n  ,  
 

ii) 0 ,nx x n   во ( , )X  .  
 

Доказ. . Нека 0x  е точка на натрупување за множеството A . Од дефи-

ниција 6.1 следува дека за топката 0( ;1)B x  постои точка 1x A , 1 0x x  таква, 

што 1 0( ;1)x B x , т.е. 1 0( , ) 1x x  . Да ставиме 1
1 02

( , )r x x . Повторно од 

дефиниција 6.1 следува дека за топката 0( ; )B x r  постои точка 2x A , 2 0x x  

таква, што 2 0( ; )x B x r , т.е. 2 0( , )x x r  . Продолжувајќи ја постапката наоѓаме 

низа 1{ }n nx 
  која ги задоволува условите i) и ii).  

 

. Нека 1{ }n nx 
  е низа која ги задоволува условите i) и ii). Бидејќи 

0( , ) 0nx x  , n   добиваме, дека за секој 0r   постои 0n N  таков што 

0( , )nx x r   кога 0n n , т.е. 0( ; )nx B x r . Од i) имаме дека 0, ,n nx A x x   што 

значи дека 0x  е точка на натрупување за множеството A .  

 
6.5. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако 0x  е точка на натру-

пување за множеството A X , тогаш во секоја отворена топка 0( ; )B x r , 0r   се 

содржат бесконечно многу точки од множеството A .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека по-
стои отворена топка 0( ; )B x r , 0r    која содр-

жи само конечно многу точки од A , различни 
од 0x , и нека тоа се точките 1 2, ,..., nq q q , цртеж 

12. Земаме  
1

1 02
min{ ( , ), 1, 2,..., } ir q x i n  . 

 

Од 0iq x , за 1, 2,...,i n  следува 0( , ) 0iq x  , 

за 1, 2,...,i n , па затоа 1 0r  .  
 

Од изборот на 1r  следува дека отворената топка 0 1( ; )B x r  не содржи точка 

q A  различна од 0x , што противречи на фактот дека 0x  е точка на натрупување 

за множеството A . Конечно, од добиената противречност следува дека секоја 
отворена топка 0( ; )B x r , 0r   на 0x  содржи бесконечно многу точки од A .  
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6.6. Последица. Конечно подмножество на метричкиот простор ( , )X   

нема точки на натрупување.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 6.5.  
 
6.7. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Множество-

то од сите точки на натрупување на множеството A  го нарекуваме изводно мно-
жество на A  и го означуваме со 'A .  

 

6.8. Пример. а) Лесно се докажува дека во просторот 2( , )n R  за мно-

жеството  

1{( ,..., ) | , за 1, 2,..., }  n
n iq q q i n  Q Q  

изводното множество е nR .  
 

б) Нека  
1 1{( ,..., ) : 1,2,...}
k k

X k  , nX  R . 

Лесно се докажува дека ' {(0,...,0)}X   и '' ( ') 'X X   . Обидете се самостојно 

да го докажете ова тврдење. Според тоа, во општ случај '' 'X X .  
 
6.9. Теорема. i) Ако A B , тогаш ' 'A B .  
 

ii) За секои множества A  и B  важи ( ) ' ' 'A B A B   .  
 

iii) За секои множества A  и B  важи ( ) ' ' 'A B A B   .  
 

Доказ. i) Нека 0r  . Од 0 'x A  следува дека постои 0,x A x x   таков 

што 0( ; )x B x r . Но, A B , па од претходно изнесеното следува дека постои 

,x B  0x x  таков што 0( ; )x B x r , што според дефиниција 6.1 значи дека 

0 'x B . Конечно, од произволноста на 0x  следува ' 'A B .  
 

ii) Нека 0r  . Ако 0 ' 'x A B  , тогаш 0 'x A  или 0 'x B . Според тоа, 

постои 0,x A x x   таков што 0( ; )x B x r  или постои 0,x B x x   таков што 

0( ; )x B x r . Значи, постои 0,x A B x x    таков што 0( ; )x B x r , што според 

дефиниција 6.1 значи дека 0 ( ) 'x A B  . Сега од произволноста на 0x  следува 

дека ' ' ( ) 'A B A B   .  

Обратно, нека 0 ' 'x A B  . Тогаш 0 'x A  и 0 'x B , т.е. постојат 1 0r   

и 2 0r   такви што 0 1( ; )B x r  не содржи точка од A  различна од 0x  и 0 2( ; )B x r  не 

содржи точка од B  различна од 0x . Земаме 1 2min{ , }r r r  и добиваме дека 

0( ; )B x r  не содржи точка од A B  различна од 0x . Според тоа, 0 ( ) 'x A B  . 

Сега од произволноста на 0x  следува дека ( ) ' ' 'A B A B    
 

iii) Нека 0 ' 'x A B  . Тогаш 0 'x A  или 0 'x B , т.е. постои 1 0r   таков 

што 0 1( ; )B x r  не содржи точка од A  различна од 0x  или постои 2 0r   таков што 

0 2( ; )B x r  не содржи точка од B  различна од 0x . Земаме 1 2min{ , }r r r  и до-
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биваме дека 0( ; )B x r  не содржи точка од A B  различна од 0x . Според тоа, 

0 ( ) 'x A B  . Сега од произволноста на 0x  следува дека ( ) ' ' 'A B A B   .   

 
6.10. Пример. Да ги разгледаме множествата  

 

1 1 1
2 3

{0,1, , ,..., ,...}
n

A   и 1 1 1
2 3

{0, 1, , ,..., ,...}
n

B      . 
 

Имаме, ' {0} 'A B  , т.е. ' ' {0}A B  . Од друга страна {0}A B  , па 

затоа ( ) 'A B  , што значи дека обратната инклузија од теорема 4.9 iii) не 

важи.   
 
 
 
7. ОТВОРЕНИ МНОЖЕСТВА. ВНАТРЕШНОСТ  

НА МНОЖЕСТВО 
 
7.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . За точката 

0x A  ќе велиме дека е внатрешна точка за множеството A , ако постои 0r   

таков, што 0( ; )B x r A .  

 
7.2. Пример. а) За множеството [0,1) (2,3)A    во ( , )R  множеството 

внатрешни точки е (0,1) (2,3) .  

б) За множеството {( , ) | , }A x y x y  I  во 2
2( , )R  множеството вна-

трешни точки е празното множество, т.е. тоа нема внатрешни точки.  
 
7.3. Дефиниција. Множеството U X  го нарекуваме отворено во ме-

тричкиот простор ( , )X  , ако секоја точка од U  е внатрешна за U .  
 

По дефиниција земаме дека празното множество е отворено.  
 
7.4. Пример. Нека ( , )X   е дискретен метрички простор и U X . Ако 

x A , тогаш 1
2

( ; ) { }B x x U  , т.е. x  е внатрешна точка за U , што според 

дефиниција 7.3 значи дека множеството U  е отворено.  
 
7.5. Теорема. Секоја отворена топка е отворено множество во ( , )X  .  
 

Доказ. Непосредно следува од лема 5.5 и дефинициите 7.3  и 7.1.  
 
7.6. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Множеството U  е отво-

рено ако и само ако U  е унија на отворени топки во X .  
 

Доказ. . Нека U  е отворено множество во X  и x U . Според 
дефиниција 7.3 точката x  е внатрешна за множеството U , а од дефиниција 7.1 
добиваме дека постои 0xr   таков што ( ; )xB x r U . Но, тоа значи дека  
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( ; )x
x U

U B x r


  , 

 

т.е. U  е унија на отворени топки во X .  
 

. Нека U  е унија на отворени топки во X , т.е. ( ; )i i
i I

U B x r


   и y U . 

Тогаш постои 0i I  таков што 
0 0

( ; )i iy B x r U  . Но, тогаш од лема 5.5 следува 

дека постои отворена топка ( ; )B y r  таква што 
0 0

( ; ) ( ; )i iB y r B x r U  , што 

според дефиниција 7.1 значи дека точката y  е внатрешна за множеството U . Но, 

точката y U  е произволна, па од дефиниција 7.3 следува дека множеството U  е 

отворено.  

 
7.7. Во претходната теорема докажавме дека во произволен метрички 

простор ( , )X   множеството U  е отворено ако и само ако U  е унија на отворени 

топки во X . Логично е да се запрашаме колку елементи најмалку мора да содржи 
фамилијата отворени топки во просторот X , т.е. каква е структурата на отворе-
ните множества во конкретен метрички простор X ? Одговорот на ова прашање 
не е едноставен, но за некои метрички простори не е проблем попрецизно да се 
определи структурата на отворените множества. За нашите разгледувања од посе-
бен интерес е да ја определиме структурата на отворените множества во метрич-

киот простор 2( , )m R  и тоа ќе го направиме во следниов пример.  

 
Пример. Ќе докажеме дека секое непразно отворено множество во 

2( , )m R  е унија на најмногу пребројлива фамилија отворени топки.  
 

Нека  
 

1 2{ ( ; ) | ( , ,..., ), , 1 , }m iB r z z z z i m r     z z Q QP . 
 

Јасно, P  е пребројлива фамилија отворени топки во 2( , )m R . Нека A  е от-

ворено множество во 2( , )m R  и Ax , т.е. постои 0r   таков, што ( ; )B r Ax . 

Ќе докажеме, дека постои топка ( ; )B r Axz .  
 

Имаме, 1 2( , ,..., )mx x xx  и да ги разгледаме интервалите  
 

3
( , )r

i i m
x x  , 1,2,...,i m . 

 

Од својствата на реалните броеви следува дека постојат iz Q , 1,2,...,i m  такви, 

што 
3

( , )r
i i i m

z x x  , 1,2,...,i m  и дека постои r x Q  таков, што 2
3 3
r rr x .  

 

Да ја разгледаме топката ( ; )B rxz . Имаме,  
 

22 1/ 2 1/ 2
9 3

1 1
( , ) ( ( ) ) ( )

m m
r r

i i m
i i

x z r
 

      xz x  

што значи ( ; )B r xx z P . Од друга страна, за секој ( ; )B r xy z  важи  
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2
3 3 3

( , ) ( , ) ( , ) r r rr r        xx y x z z y  
 

т.е. ( ; )B r A y x , што значи ( ; )B r Axz .  

 
7.8. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Точни се следниве тврде-

ња:  
 

i)   и X  се отворени множества,  
 

ii) пресек на конечно многу отворени множества е отворено множество, и  
 

iii) унија на произволно многу отворени множества е отворено мно-
жество.  

 

Доказ. i) Јасно, празното множество   е отворено по дефиниција, а 
множеството X  е отворено, бидејќи за секој x X  важи ( ;1)B x X .  
 

ii) Нека 1,..., nV V  се отворени множества од . Ако 
1

n

i
i

V


  , тогаш твр-

дењето следува од i). Нека претпоставиме дека 
1

n

i
i

x V


 . Бидејќи секое од мно-

жествата 1,..., nV V  е отворено, добиваме дека за секој 1,...,i n  постои 0ir   таков 

што ( ; )i iB x r V . Земаме 1min{ ,..., }nr r r . Притоа 0r   и ( ; ) ( ; )i iB x r B x r V  , 

за секој 1,...,i n , од што следува дека 
1

( ; )
n

i
i

B x r V


  . Од произволноста на 

точката x  следува дека 
1

n

i
i

V

  е отворено множество.   

 

iii) Нека ,V A    е произволна фамилија отворени множества од X  и 

нека 
A

x V


  . Тогаш, постои 0 A   таков, што 
0

x V . Но, 
0

V  е отворено, па 

затоа постои 0r   таков, што 
0

( ; )
A

B x r V V 


   . Од произволноста на 

точката x  следува дека множеството 
A

V

  е отворено.   

 
7.9. Коментар. Точноста на тврдењето iii) од теорема 7.8 непосредно 

следува и од теорема 7.6. Имено, според теорема 7.6 секое од множествата 
,V A    е унија од отворени топки во просторот X , па затоа и унијата на 

множествата ,V A    е унија на отворени топки во просторот X , што според 

теорема 7.6 значи дека е отворено множество.  
 
7.10. Во теорема 7.8 докажавме дека пресек на конечна фамилија отво-

рени множества е отворено множество. Меѓутоа, пресек на произволна фамилија 
отворени множества не мора да е отворено множество, што може да се види од 
следниов пример.  
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Пример. Во метричкиот простор 2
2( , )R  да ја разгледаме пребројливата 

фамилија отворени топки 1((0,0); ), 1, 2,3,...i i
B i  . Имаме  

 

1

1
((0,0); ) {(0,0)}

n

i i
i

B


 , 

 

и множеството {(0,0)}  не е отворено (зошто?).  

 
7.11. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Мно-

жеството внатрешни точки на множеството A  го нарекуваме внатрешност на A  

и го означуваме со 0A  или int A .  
 

7.12. Пример. а) Во метричкиот простор 2
2( , )R  внатрешност на 

затворената топка  
 

2 2 2((0,0);1) {( , ) | 1}B x y x y   R  
 

е отворената топка  
 

2 2 2((0,0);1) {( , ) | 1}B x y x y   R . 
 

б) Во метричкиот простор 1( , )R  внатрешност на затворениот интервал 

[ , ]a b  е отворениот интервал ( , )a b . Меѓутоа, ако на R  е зададена дискретната 

метрика, тогаш внатрешноста на затворениот интервал [ , ]a b  е самиот интервал 

[ , ]a b , (зошто?).  

 
7.13. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Тогаш 

внатрешноста 0A  е отворено множество.  
 

Доказ. Нека 0x A , т.е. x  е внатрешна точка за A . Значи, постои 0r   
таков што ( ; )B x r A . Нека ( ; )y B x r  и да земеме 

 

1 min{ ( , ), ( , )}r x y r x y   . 
 

Тогаш, 1( ; ) ( ; )B y r B x r A   што значи дека секоја точка од ( ; )B x r  е внатрешна 

за A , односно 0( ; )B x r A . Конечно, за секој 0x A  постои околина ( ; )B x r  

таква што 0( ; )B x r A , т.е. x  е внатрешна точка за 0A , па затоа 0A  е отворено 

множество.  
 

7.14. Теорема. i) Внатрешноста 0A  на произволно множество A  е ед-
наква на унијата од сите отворени множества кои се содржат во множеството A .  

 

ii) Ако G  е отворено подмножество од A , тогаш 0G A A  .  
 

iii) Множеството A  е отворено ако и само ако 0A A . 
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iv) Ако A B , тогаш 0 0A B .  
 

v) За секои множества A  и B  важи 0 0 0( )A B A B   .  

vi) За секои множества A  и B  важи 0 0 0( )A B A B   .  
 

vii) За секое множество A  важи 0 0 0( )A A .  
 

Доказ. i) Нека ,U B    е фамилијата од сите отворени множества 

такви, што U A  , за секој B  . Според теорема 7.13 множеството 0A  е 

отворено, па затоа постои 0 B   таков, што 
0

0U A  . Значи  
 

0 0
0

0

,
( )

B B
A U U U U   

     
  

 
  . 

 

Обратно, нека 
B

x U


  . Постои 1 B   таков што 
1

x U A   и би-

дејќи множествата U A  , B   се отворени, следува дека x  е внатрешна точ-

ка за множеството 
1

U . Според тоа, постои 0r   таков што 
1

( ; )B x r U A  , 

т.е. x  е внатрешна точка за A . Значи, 0x A , односно 0

B
U A


 .  

 

Конечно, од 0

B
U A


  и 0

B
A U


   добиваме 0

B
A U


  .  

 

ii) Ако G  е отворено подмножество од A , тогаш G  се содржи во 
фамилијата ,U B    од сите отворени подмножества кои се содржат во 

множеството A . Сега од тврдењето под i) следува  
 

0

B
G U A A


   . 

iii) Ако A  е отворено множество, тогаш од ii) следува 0A A A  , т.е. 
0A A . Обратно, ако 0A A , тогаш според теорема 7.13 множеството A  е 

отворено.  
 

iv) Ако 0x A , тогаш постои 0r   таков што ( ; )B x r A . Но, A B  па 

затоа постои 0r   таков што ( ; )B x r B , т.е. 0x B , што значи 0 0A B .  
 

v) Од A B A   и A B B  , според ii) добиваме 0 0( )A B A   и 
0 0( )A B B  , па затоа 0 0 0( )A B A B   .  

 

Понатаму, според теоремите 7.13 и 7.8 ii)  пресекот 0 0A B  е отворено 

множество и 0 0A B A B   , па од i) следува 0 0 0( )A B A B   .  
 

vi) Непосредно следува од ,A A B B A B     и од  iii).  
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vii) Непосредно следува од теорема 7.13 и тврдењето под iii).  
 
7.15. Забелешка. Во делот vi) од последната теорема обратната инклузија 

не е исполнета, што може да се види на примерот на множествата [0,1]A   и 

[1, 2]B  . Имаме, [0, 2]A B  , 0 (0,1),A   0 (1, 2)B   од каде што следува  
 

0 0 0( ) (0,2) (0,1) (1,2)A B A B      .  
 
7.16. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Тогаш  
 

0 { | ( , \ ) 0}A x x X A  . 
 

Доказ. Нека 0a A . Според теорема 7.13 внатрешноста 0A  е отворено 

множество, па затоа постои 0r   таков што 0( ; )B a r A A  . Но, тоа значи дека  
 

( , \ ) inf{ ( , ) | \ } 0a X A a y y X A r     , 
 

па од произволноста на точката a  следува 0 { | ( , \ ) 0}A x x X A  .  
 

Нека { | ( , \ ) 0}a x x X A  , т.е. ( , \ ) 0a X A r   . Да ги разгледаме 

множествата \X A  и 
2

( ; )rB a . Ако 
2

\ ( ; )rz X A B a  , тогаш  
 

2
( , ) inf{ ( , ) | \ } ( , \ )r z a a x x X A a X A r       , 

 

што е противречност. Според тоа, 
2

\ ( ; )rX A B a  , па затоа 
2

( ; )rB a A , што 

значи дека 0a A  и од произволноста на точката a  следува  
 

0{ | ( , \ ) 0}x x X A A   .  

 
 
 
8. ЗАТВОРЕНИ МНОЖЕСТВА   
 
8.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . За множе-

ството A  ќе велиме дека е затворено во ( , )X   ако \cA X A  е отворено множе-

ство во ( , )X  .  

 
8.2. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Точни се следниве тврде-

ња:  
 

i)   и X  се затворени множества,  
 

ii) пресек на произволно многу затворени множества е затворено множе-
ство, и  

 
 

iii) унија на конечно многу затворени множества е затворено множество.  
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Доказ. i) Непосредно следува од теорема 7.8 i) и равенствата c X    и 
c X  .  

 

ii) Нека ,F A    е произволна фамилија затворени множества. Тогаш 

множествата ,cU F A     се отворени, па од теорема 7.8 iii) следува дека 

множеството  
 

( )c c

A A A
U F F  

    
     

 

е отворено. Според тоа, множеството 
A

F

  е затворено.  

 

iii) Нека , 1, 2,...,kF k n  се затворени множества. Тогаш, множествата 

, 1, 2,...,c
k kU F k n   се отворени, па од теорема 7.8 ii) следува дека множеството  

 

1 1 1
( )

n n n
c c

k k k
k k k

U F F
  

     

 

е отворено. Според тоа, множеството 
1

n

k
k

F

  е затворено.   

 
8.3. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор.  
 

а) Множеството A  е затворено во X  ако и само ако ги содржи сите свои 
точки на натрупување.  

 

б) Множеството A  е затворено во X  ако и само ако ги содржи границите 
на сите свои низи конвергентни во X .  

 

Доказ. а) . Нека A  е затворено множество. Ако p A , тогаш cp A  и 

како cA  е отворено множество секоја негова точка е внатрешна. Значи, постои 

0r   таков што ( ; ) cB p r A , т.е. постои 0r   таков што ( ; )B p r A  . 

Според тоа, p  не е точка на натрупување за множеството A . Значи, ако A  е 

затворено, тогаш ги содржи сите свои точки на натрупување.  
 

. Обратно, нека A  ги содржи сите свои точки на натрупување. Ако 
cx A , тогаш x  не е точка на натрупување на A , па затоа постои 0r   таков 

што ( ; )B x r A  . Од последното равенство следува дека ( ; ) cB x r A , т.е. точ-

ката x  е внатрешна за множеството cA . Значи, cA  е отворено множество, т.е. A  
е затворено множество.  

 

б) Непосредно следува од тврдењето под а) и теорема 6.4. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.   

 
8.4. Лема. а) Секоја затворена топка е затворено множество во ( , )X  .  
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б) Нека ( , )X   е метрички простор. Тогаш за секој x X  множеството 

{ }x  е затворено подмножество од X .  
 

в) Нека ( , )X   е метрички простор, U  е отворено и F  е затворено под-

множество од X . Тогаш \U F  е отворено и \F U  е затворено подмножество од 
X .  

 

Доказ. а) Нека ( ; )B x r  е произволна затворена топка во X . Ќе докажеме 

дека множеството \ ( ; )X B x r  е отворено во X . Нека \ ( ; )y X B x r , т.е. 

( , )x y r   и да земеме ( , )x y r   . Ако ( ; )z B y  , тогаш  
 

( , ) ( ( , ) ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),r x y x y r x y x y z y x z               
 

т.е. \ ( ; )z X B x r . Според тоа, ( ; ) \ ( ; )B y X B x r  , т.е. \ ( ; )X B x r  е отворено 

множество во X , па според дефиниција 8.1 затворената топка е затворено 
множество во X .  

 

б) Нека \{ }U X x . Доволно е да докажеме дека множеството U  е отво-

рено во ( , )X  .  
 

Нека a  е произволна точка од U . Јасно, a x , па затоа ( , ) 0a x a   . 

Но, тоа значи дека 
2

( ; )aB a U
  , па затоа 

2
( ; )a

a U
U B a




  , што според теорема 

7.6 значи дека множеството U  е отворено.  
 

в) Множеството \X U  е затворено во X , па затоа и множеството 
\ ( \ )F U F X U   е затворено множество во X . Множеството \X F  е отворено 

во X , па затоа и множеството \ ( \ )U F U X F   е отворено множество во X .   

 
8.5. Во теорема 8.2 докажавме дека унија на конечна фамилија затворени 

множества е затворено множество. Меѓутоа, унија на произволна фамилија 
затворени множества не мора да е затворено множество, што може да се види од 
следниов пример.  

 

Пример А. Во метричкиот простор 
2

2( , )R  да ја разгледаме пребројливата фами-

лија затворени топки  
 

1
((0,0); ), 1, 2,3,...i

i i
B i  , 

 

кои според лема 8.4 а) се затворени множества. 
Имаме  

 

1
1

((0,0); ) ((0,0);1)i
i i

i
B B






 ,  

 

што значи дека нивната унија не е затворено 
множество.  
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Пример Б. Во просторот 2
2( , )R  да го разгледаме множеството  

 

1{( , ) | sin , 0}
t

A t y y t   , цртеж 13. 
 

Нека 0r   е дадено. Постои k N  таков што 1
0 2 / 6k

t r    и притоа важи  
 

0

1 1
6 2

sin sin(2 )
t

k    . 
 

Отворената топка ( ; )B rx  со центар во точката 1
2

(0, )x  и радиус r  ја 

содржи точката 
0

1
0( ,sin )

t
t A y , бидејќи  

 

0

2 21 1
2 0 02

( , ) (0 ) ( sin )
t

t t r      x y , 
  

и како x y , од произволноста на 0r   следува дека x  е точка на натрупување 

за множеството A . Но, Ax , па од теорема 8.3 а) следува дека множеството A  
не е затворено.  

 

Аналогно се докажува, дека секоја точка од множеството  
 

{( , ) | 0, 1 1}B t y t y      
 

е точка на натрупување за множеството A .   
 
8.6. Теорема. Изводното множество на секое множество е затворено.  

 

Доказ. Според теорема 8.3 a) доволно е да докажеме дека 'A  ги содржи 
сите свои точки на натрупување.  
 

Ако 0x  е точка на натрупување за множеството 'A , тогаш во секоја от-

ворена топка 0( ; )B x r , 0r   се содржат бесконечно многу точки од множеството 

'A . Избираме произволна точка од нив, на пример 0( ; )y B x r , 'y A . Да земеме  
 

0 0min{ ( , ), ( , )}y x r y x     
 

и да ја разгледаме отворената топка ( ; )B y  . Јасно, 0( ; ) ( ; )B y B x r  . Но, 'y A , 

па затоа ( ; )B y   содржи бесконечно многу точки од A , па од 0( ; ) ( ; )B y B x r   

следува дека 0( ; )B x r  содржи бесконечно многу точки од A . Значи, 0x  е точка на 

натрупување за A , т.е. 0 'x A .   

 
8.7. Забелешка. Изводното множество 'A  на множеството A  е 

затворено, па затоа ги содржи сите свои точки на натрупување. Ако со ''A  го 
означиме изводното множество на множеството 'A , тогаш '' 'A A . Аналогно се 
докажува дека ''' ''A A  итн. Според тоа точни се инклузиите  
 

( )' '' ... ...nA A A    , 

каде што со ( )nA  е означено n  то изводно множество. Во пример 6.8 покажавме 
дека во горните инклузии не мора да важи знак за равенство.  
 
 



 90

9. АТХЕРЕНТНИ ТОЧКИ. ЗАТВОРАЧ  
НА МНОЖЕСТВО  

 
9.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За точката x  ќе 

велиме дека е атхерентна точка на множеството A , A X  ако секоја отворена 

топка ( ; )B x r  содржи точка од A .  
 

Множеството атхерентни точки на множеството A  го нарекуваме затво-

рач (атхеренција) на A  и го означуваме со A .  
 
9.2. Теорема. Точката x  е атхерентна за множеството A  ако и само ако 

постои низа точки 1{ }n nx 
  во A  таква што ,nx x n  .  

 

Доказ. . Нека постои низа точки 1{ }n nx 
  во A  таква што ,nx x  

n   и нека ( ; )B x r  е произволна отворена топка. Тогаш од лема 5.7 следува 

дека во ( ; )B x r  се содржи точка од низата 1{ }n nx 
 , што значи од множеството A , 

што според дефиниција 9.1 значи дека x  е атхерентна за множеството A .  
 

. Обратно, нека x  е атхерентна за множеството A . Тогаш, секоја топка 
1( ; ), 1,2,3,...
n

B x n   содржи барем една точка , 1, 2,3,...nx n   од A . Јасно, низата 

1{ }n nx 
  е во A  и таа конвергира кон x .  

 
9.3. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. За секое множество A , 

A X  важи 'A A A  .  
 

Доказ. Нека a A . Тогаш, постои отворена топка ( ; )B a r  која не содржи 

точки од A . Според тоа, a A  и 'a A , т.е. 'a A A  .  
 

Обратно, ако 'a A A  , тогаш a A  и 'a A . Според тоа, постои от-

ворена топка ( ; )B a r  која не содржи точки од A , па затоа a A .  

 
9.4. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор. Множеството A X  е 

затворено ако и само ако A A .  
 

Доказ. . Нека A  е затворено множество. Од теорема 8.3 следува 

'A A , што според теорема 9.3 значи 'A A A A   .  
 

. Обратно, ако A A , тогаш од теорема 9.3 следува 'A A A  , па 
затоа 'A A . Конечно, од теорема 8.3 следува дека множеството A  е затво-

рено.  
 
9.5. Последица. Нека F  е затворено подмножество од метричкиот 

простор ( , )X   и нека A F . Тогаш 'A F .  
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Доказ. Според теорема 6.9 i) од A F  следува ' 'A F . Но, 
множеството F  е затворено па од теорема 8.3 следува 'F F . Конечно, од 
последните две инклузии следува 'A F .  

 
9.6. Пример. Определете го затворачот на множеството  
 

a) 1 1 1
2 3

{1, , ,..., ,...}
n

A  ,  
 

b) 
2

2{ | , , 0}p

q
A p q q  Z .  

 

Решение. а) Од ' {0}A   добиваме 1 1 1
2 3

' {0,1, , ,..., ,...}
n

A A A   . 
 

б) Нека { | 0 }a x x x  R и   и 0r   е произволен. За реалните броеви 

a  и a r  постои рационален број 0p
q
  таков што p

q
a a r   . Со ква-

дрирање на овие неравенства добиваме 
2

2

p

q
a a r   . Според тоа, за секој 

{ | 0 }a x x x  R и   постои елемент 
2

2

p

q
A  таков, што 

2

2

p

q
a  и 

2

2 ( ; )p

q
B a r , 

што значи 'a A . За , 0x x R  постои 0r x    таков, што ( ; )B a r A   од 

каде што следува дека 'x A .  Значи, ' { | 0 }A x x x  R и   од што следува:  
 

{ | 0 } { | 0 }A A x x x x x x      R R и   и  . 

 

9.7. Теорема. i) Затворачот A  на произволно множество A  е затворено 
множество.  
 

ii) Ако A B , тогаш A B .  
 

iii) За секои множества A  и B  важи A B A B    и A B A B   .  
 

Доказ. i) Според теорема 8.3 а) доволно е да докажеме дека затворачот A  

на множеството A  ги содржи сите свои точки на натрупување, т.е. ( ) 'A A .  
 

Навистина, од забелешка 8.7, теоремите 6.9 и 9.3 следува  
 

( ) ' ( ') ' ' '' ' 'A A A A A A A A A        . 
 

Тврдењата ii) и iii) непосредно следуваат теоремите 6.9 и 9.3. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 

9.8. Последица. а) За секое множество A  важи A A .  
 

б) Ако множеството A  е ограничено, тогаш и неговиот затворач A  е 
ограничено множество.  

 

Доказ. а) Според теорема 9.7 i) множеството A  е затворено, па затоа од 

последица 9.4 следува равенството A A .  
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б) Множеството A  е ограничено, па од лема 5.4 следува дека тоа се 

содржи во некоја затворена топка 0( ; )B x r , т.е. 0( ; )A B x r . Сега од тврдењето 

под а) следува дека 0 0( ; ) ( ; )A B x r B x r  , што според лема 5.4 значи дека мно-

жеството A  е ограничено. ♦ 
 
9.9. Коментар. а) Во лема 8.4 a) докажавме, дека секоја затворена топка е 

затворено множество, а според теорема 9.7 i) затворачот на секоја отворена топка 

е затворено множество. Понатаму, бидејќи ( ; ) ( ; )B x r B x r  од претодно изне-

сеното следува ( ; ) ( ; )B x r B x r . Логично е да се запрашаме, дали во општ случај 

важи ( ; ) ( ; )B x r B x r . Одговорот на поставено прашање е негативен. Имено, ако 

( , )X   е дискретен простор, тогаш ( ;1) { }B x x  и ( ;1) { }B x x . Меѓутоа, 

( ;1)B x X , што значи дека во општ случај множествата ( ; )B x r  и ( ; )B x r  не се 

еднакви.  
 
9.10. Пример. Нека A  е бесконечно затворено подмножество од 

2( , )m R . Докажете, дека постои пребројливо множество чиј затворач е A .  
 

Решение. За 1, 2,3,...k   со kB  да ја означиме фамилијата отворени топки 

во mR  чии центри се со рационални координати и имаат радиуси еднакви на 1
k

. 

Јасно, за секој 1, 2,...k   фамилијата kB  е пребројлива. Нека k N . За секоја топ-

ка kB B  таква што B A   , избираме точка од B A  и со kA  да го означиме 

множеството од вака избраните точки. Јасно, за 1, 2,...k   множеството kA  е 

пребројливо, па така множеството 
1

k
k

A A





   е пребројливо подмножество од 

A . Множеството A  е затворено, па од теорема 9.7 и последица 9.4 следува 

A A A   .  
 

Нека Aa . Нека k N . Од конструкцијата на фамилијата kB  следува 

дека  постои kB B  таков што Ba . Јасно, топката B  содржи точка b  од kA , 

па според тоа таа содржи точка Ab . Значи, за точката Aa  постои точка 

Ab  таква што 2
2 ( , )

k
 a b . Сега од произволноста на k  следува Aa , што 

значи A A . ♦  

 
9.11. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор.  
 

а) Затворачот A  на произволно множество A X  е еднаков на пресекот 
на сите затворени множества кои го содржат множеството A .  

 

б) Ако A X , тогаш 0\ ( \ )A X X A .  
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Доказ. а) Нека A  е произволно множество и ,B  B  е фамилијата од 

сите затворени множества кои го содржат A . Од A B , за секој  B  следува 

''A B B   , за секој  B . Значи, 'A A B  , за секој  B , т.е.  
 

'A A A B


  
B
 . 

 

Според теорема 9.7 i) затворачот A  е затворено множество кое го содржи 

множеството A , т.е. 
0

A B , за некој 0 B , па затоа  
 

0
0 0, ,

( ) ( )B B B B A A   
          

   
  

  
B B B

. 

 

Конечно, од A B



B
  и B A




B
  следува A B




B
 .  

 

б) Според теорема 7.13 множеството 0( \ )X A  е отворено и 
0( \ ) \X A X A . Понатаму, од лема 8.4 б) следува дека множеството 0\ ( \ )X X A  

е затворено. Но, 0\ ( \ )A X X A , па од последица 9.4 и теорема 9.7 ii) следува 

дека 0\ ( \ )A X X A . Обратно, множество A  е затворено и A A , па од 8.4 б) 

следува дека множеството \X A  е отворено и \ \X A X A . Сега од теорема 7.14 

следува 0\ ( \ )X A X A , па затоа 0\ ( \ )X X A A .  

 
9.12. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор.  
 

i) Ако A X , тогаш { | ( , ) 0}A x x A  .  
 

ii) Множеството F X  е затворено ако и само ако { | ( , ) 0}x x F F   .  
 

iii) Ако F  е затворено подмножество од X  и p F , тогаш ( , ) 0p F  .  
 

Доказ А. i) Нека { | ( , ) 0}p x x A  , т.е. нека ( , ) 0p A  . Од дефини-

ција 4.1 следува дека секоја отворена топка ( ; )B p r  содржи точка од A , па со-

гласно со дефиниција 9.1 p  е атхерентна точка на множеството A , т.е. p A . Од 

произволноста на точката p  следува  
 

{ | ( , ) 0}x x A A   . 
 

Обратно, нека { | ( , ) 0}p x x A  , т.е. нека ( , ) 0p A r   . Да ја разгле-

даме отворената топка 
2

( ; )rB p . Ќе докажеме дека 
2

( ; )rB p A  . Навистина, ако 

постои точка 
2

( ; )rz B p A  , тогаш z A  и притоа важи  
 

2
0 ( , ) inf{ ( , ) | } ( , ) rr p A p x x A p z        , 
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што е противречност. Од добиената противречност следува 
2

( ; )rB p A  , што 

според дефиниција 9.1 значи дека p A . Конечно, од произволноста на точката 

p  следува  

{ | ( , ) 0}A x x A  .  
 

ii) Доказот непосредно следува од тврдењето под i) и последица 9.4.  
 

iii) Нека F  е затворено подмножество од X  и p F . Ако ( , ) 0p F  , 

тогаш од тврдењето под i) и од последица 9.4 следува p F F  , што е 

противречност.  
 

Доказ Б. i) Според теорема 9.11 б) x A  ако и само ако 0\ ( \ )x X X A , 

т.е. ако и само ако 0( \ )x X A . Понатаму, според теорема 7.16 имаме  
 

0( \ ) { | ( , \ ( \ )) 0} { | ( , ) 0}X A x x X X A x x A     , 
 

па затоа 0( \ )x X A  ако и само ако ( , ) 0x A  . Конечно, x A  ако и само ако 

{ | ( , ) 0}x x x A  , што значи { | ( , ) 0}A x x A  .  

 
9.13. Теорема (за раздвојување). Нека ( , )X   е метрички простор и A  и 

B  се дисјунктни затворени подмножества од X . Тогаш постојат дисјунктни 
отворени множества G  и H  такви што A G  и B H .  

 

Доказ. Ако некое од множествата A  или B  е празно множество, на при-
мер A   , тогаш   и X  се дисјунктни отворени множества такви што A   и 
B X .  

 

Нека претпоставиме дека A   ,  B    и a A . Од A B  , следува 
a B . Множеството B  е затворено, па од лема 9.12 iii) следува дека ( , )a B   

0ar  , цртеж 14. Слично, ако b B , тогаш ( , )a B  0br  , цртеж 14. Да ги 

разгледаме фамилиите отворени топки  
 

1
3

( ; ),a aB B a r a A   и 1
3

( ; ),b bB B b r b B  . 
 

Ќе докажеме дека множествата  
 

a
a A

G B


   и b
b B

H B


   (1) 

 

ги задоволуваат условите на теоремата. Јасно, 
G  и H  се отворени множества, како унии од 
отворени топки (теорема 7.6). Освен тоа, од 
равенствата (1) следуваат инклузиите A G  и 
B H . Останува да докажеме дека G H  .  

 

Нека претпоставиме дека G H    и нека p G H  . Тогаш, постојат 

0a A  и 0b B  такви што 
0ap B  и 

0bp B . Нека 0 0( , ) 0a b r   . Тогаш  
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00( , ) aa B r r    и 
00( , ) bb A r r   . 

 

Но, 
0ap B  и 

0bp B , па затоа  
 

0

1
0 3

( , ) aa p r   и 
0

1
0 3

( , ) bb p r  .  
 

Сега од неравенството на триа-
голник следува  

 

0 0

0 0 0 0

1 1 1 1 2
3 3 3 3 3

( , ) ( , ) ( , )

,a b

r a b a p p b

r r r r r

    

    
 

што е противречност. Конечно, од 
добиената противречност следува 
G H  .  

 

9.14. Пример. Во метричкиот простор 2
2( , )R  множествата  

 

{( , ) | 1, 0}A x y xy x     и {( , ) | 1, 0}B x y xy x    
 

се затворени и дисјунктни (цртеж 15). Меѓутоа, ( , ) 0A B  .  

 
9.15. Пример. Со помош на контрапример ќе покажеме дека функција f  

за која важи 0( )f A A , за секое множество A  не може да комутира со функција 

g  за која важи ( )g A A , за секое множество A .  
 

Навистина, нека постојат такви функции f  и g  и во просторот 2( , )n R  

да го разгледаме множеството  
 

1{( ,..., ) | , за 1, 2,..., }n
n iq q q i n  Q Q   . 

 

Лесно се покажува дека 0( )n  Q , а според пример 6.8 а) имаме ( ) 'n nQ R , 

што значи дека  

 

( ) 'n n n n n n    Q Q Q Q R R . 
 

Понатаму, празното множество е затворено, па од последица 9.4 следува   , а 

множеството nR  е отворено, па од теорема 7.14 iii) следува 0( )n nR R . Ко-

нечно, од досега изнесеното добиваме  
 

0( )( ) ( ( )) (( ) ) ( )n n ng f g f g g       Q Q Q  и  
 

0( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )n n n n n nf g f g f f    Q Q Q R R R ,  
 

што значи g f f g  , т.е. функциите f  и g  не комутираат.  
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10. ТОЧКИ НА НАТРУПУВАЊЕ НА НИЗА  
 

10.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и 1{ }n nx 
  е низа во 

X . За точката 0x X  ќе велиме дека е точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
  

ако за секој 0   и за секој 0n N  постои барем еден 0'n n  таков што 

' 0( , )nx x  .  
 

10.2. Лема. Ако 0x  е точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
 , тогаш за 

секој 0r   во отворената топка 0( ; )B x r  се содржат бесконечно многу точки од 

низата 1{ }n nx 
 .  

 

Доказ. Нека претпоставиме дека постои 'r  таков што во отворената топ-

ка 0( ; ')B x r  се содржат конечно многу точки: 
1 2
, ,...,

mn n nx x x  од низата 1{ }n nx 
  и  

нека 0 1 2max{ , ,..., }mn n n n . Тогаш од дефиниција 10.1 следува дека постои 

0'n n  таков што ' 0( ; )nx B x r , што е противречност. Конечно, од добиената 

противречност следува дека во отворената топка 0( ; ')B x r  се содржат бесконечно 

многу точки од низата 1{ }n nx 
 .  

 
10.3. Коментар. а) Нека { | 1, 2,...}nx n   е множеството вредности на 

низата 1{ }n nx 
 . Од дефиниција 10.1 е јасно дека точката на натрупување на низата 

1{ }n nx 
  припаѓаат на затворачот на множеството { | 1, 2,...}nx n  , меѓутоа таа не 

мора да биде точка на натрупување на ова множество. На пример, во просторот 

( , )R  за низата ( 1)n
nx   , 1, 2,3,...n   точките 1  и 1  се точки на натрупување, 

но множеството { | 1,2,...}nx n   е конечно и според последица 6.6 тоа нема точки 

на натрупување.  
 

б) Нека 1{ }n nx 
  е низа во X  и 1{ }

kn kx 
  е нејзина подниза. Нека 0x  е 

точка на натрупување за поднизата 1{ }
kn kx 

  и нека 0   и 0n N  се дадени. 

Тогаш за 0k n  постои 'k k  таков што 
' 0( , )

knx x  . Но, низата 1{ }k kn 
  

монотоно расте, па затоа  за 0   и 0n N  постои ' 0' 'kn n k k n     таков што 

' 0( , )nx x  , што значи дека 0x  е точка на натрупување за низата 1{ }n nx 
 .  

 
10.4. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Точката 0x X  е точка 

на натрупување на низата 1{ }n nx 
  ако и само ако постои подниза 1{ }

kn kx 
  на 

низата 1{ }n nx 
  таква што  

 

0lim
kn

k
x x


 . 
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Доказ. . Нека 0x  е точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
 . Со ин-

дукција ќе конструираме подниза 1{ }
kn kx 

  од 1{ }n nx 
  која конвергира кон x . 

Избираме кој било природен број 1n  таков што 
10( , ) 1nx x  . Нека претпоставиме 

дека броевите 1 2 ... kn n n    се избрани и дека притоа важи  
 

1
0( , )

in i
x x  , за 1, 2,...,i k . 

 

Но, 0x  е точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
 , па од дефиниција 10.1 следува 

дека за 1
1k

   и 0 kn n  постои природен број 1' k kn n n   таков што 

1

1
0 1

( , )
kn k

x x
  . Продолжувајќи ја постапката конструираме подниза 1{ }

kn kx 
  

за која важи  
 

1
0( , ) 0

kn k
x x   , кога k  , 

 

што значи дека 0lim
kn

k
x x


 .  

 

. Нека 1{ }
kn kx 

  е подниза на низата 1{ }n nx 
  таква што 0lim

kn
k

x x


  и 

нека 0   и 0n N  се дадени. Тогаш постои 0k N  таков што 0( , )
knx x  , за 

секој 0k k . Избираме k N  таков што 0k k  и 0k n . Тогаш 0' kn n k n    и 

0'n k , па затоа 0 '( , )nx x  , што според дефиниција 10.1 значи дека 0x  е точка 

на натрупување на низата 1{ }n nx 
 .  

 

10.5. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако низата 1{ }n nx 
  е 

конвергентна и 0lim n
n

x x


 , тогаш 0x  е единствена точка на натрупување на 

низата 1{ }n nx 
 .  

 

Доказ. Низата 1{ }n nx 
  е подниза на самата себе и 0lim n

n
x x


 , па од 

теорема 10.4 следува дека 0x  е точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
 . Нека 

претпоставиме дека 1 0x x  е точка на натрупување за низата 1{ }n nx 
 . Тогаш од 

теорема 10.4 следува дека постои подниза 1{ }
kn kx 

  од 1{ }n nx 
  таква што 

1lim
kn

k
x x


 . Последното противречи на лема 3.17 и од добиената противречност 

следува дека 0x  е единствена точка на натрупување на низата 1{ }n nx 
 .  

 

10.6. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако 1{ }n nx 
  е низа во 

X , тогаш множеството точки на натрупување на низата 1{ }n nx 
  е затворено 

подмножество од X .  
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Доказ. Со A  да го означиме множеството точки на натрупување на 

низата 1{ }n nx 
 . Согласно со последица 9.4 доволно е да докажеме дека A A , 

(зошто?). Нека 0y A , и нека 0   и 0n N  се дадени. Од дефиниција 9.1 следу-

ва дека постои 0x A  таква што 0 0( , )x y  . Земаме  
 

0 0 0 0min{ ( , ), ( , )}x y x y      
 

и како 0x A  добиваме дека постои 0'n n  таков што ' 0( , )nx x  . Значи, за 

0   и 0n N  добиваме дека постои 0'n n  таков што  
 

' 0 ' 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,
n nx y x x x y x y

x y x y

    
   

   

   
 

 

и од произволноста на   и 0n  следува дека 0y A , што значи A A .  

 
 
 

11. ГРАНИЧНИ ТОЧКИ. ГРАНИЦА НА МНОЖЕСТВО  
 
11.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. Точката a  ја нареку-

ваме гранична точка за множеството A , ако секоја отворена топка ( ; )B a r  содр-

жи точки и од A  и од c A .  
 

Множеството гранични точки за множеството A  го нарекуваме граница 
на A  и го означуваме со A .  

 
11.2. Теорема. Ако a  е точка на натрупување за множеството A  и a A , 

тогаш a A .  
 

Доказ. Бидејќи a  е точка на натрупување за множеството A  добиваме 

дека ( ; ) ( \{ })B a r A a   , за секој 0r  . Но, a A  па затоа ( ; ) cB a r A   , 

(во пресекот сигурно е точката a ). Според тоа, секоја отворена топка ( ; )B a r  

содржи точки и од A  и од c A , па затоа a A .   
 

11.3. Теорема. Границата на унијата на конечен број множества е 
подмножество од унијата на границите на тие множества.  

 

Доказ. Најпрво тврдењето ќе го докажеме во случај на две множества, т.е. 
ќе докажеме дека ( )A B A B     .  

 

Нека ( )x A B   и ( ; )B x r  е произволна отворена топка на x . Од дефи-

ницијата на граница следува дека  
 

( ; ) ( )B x r A B     и ( ; ) ( )cB x r A B    . 

Според тоа,  
 

( ( ; ) ) ( ( ; ) )B x r A B x r B      и ( ; ) c cB x r A B    , 
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односно  
 

( ; )B x r A    или ( ; )B x r B   ; 

и  

( ; ) cB x r A    и ( ; ) cB x r B   . 

Значи,  

( ; )B x r A    и ( ; ) cB x r A    

или  

( ; )B x r B    и ( ; ) cB x r B   , 
 

па затоа x A  или x B . Конечно, x A B  , т.е.  
 

( )A B A B     . 
 

Сега тврдењето на теоремата следува претходно изнесеното и принципот 
на математичка индукција.  
 

11.4. Забелешка. Претходната теорема не важи во случај на пребројлива 
фамилија множества. Имено, за множествата  

 

1 1
1 1

( 1 ,1 )i i i
A      , 1, 2,3,...i   

 

имаме 
1 1

{ , }i i
i i i

A 
   , 1, 2,3,...i  , односно  

 

1 1
1

{ | } { | }i i
i i i

i
A i i



 


    N N . 

Од друга страна  

1
( 1,1)i

i
A




   и 

1
( ) { 1,1}i
i

A



   . 

Јасно, 
1 1

( )i i
i i

A A
 

 
    .   

 
11.5. Теорема. Ако ( , )X   е метрички простор и A X , тогаш 

0A A A  . 
 

Доказ. Нека x A . Тогаш x A  и како 0A A  добиваме дека 0x A .  

Понатаму, бидејќи x A  од дефиниција 9.1 следува дека постои отворена топка 
( ; )B x r  која не содржи точки од A , што според дефиниција 11.1 значи дека 

x A . Според тоа, 0x A  и x A , па затоа 0x A A  . Конечно, од произвол-

носта на точката x  следува дека 0A A A  .  
 

Нека 0x A A  . Тоа значи дека 0x A  и x A . Од x A  и од дефи-
ниција 11.1 следува дека постои отворена топка 1( ; )B x r  која истовремено не содр-

жи точки и од A  и од cA . Според тоа или 1( ; )B x r A  или 1( ; ) cB x r A . Ако 
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1( ; )B x r A , тогаш од дефиниција 7.1 следува дека x  е внатрешна точка за 

множеството A , што противречи на фактот дека 0x A . Значи, 1( ; ) cB x r A , т.е. 

1( ; )B x r A  , па од дефиниција 9.1 следува дека x A . Конечно, од произвол-

носта на точката x  следува дека 0A A A  .  
 
11.6. Теорема. Ако ( , )X   е метрички простор и A X , тогаш 

0A A   .  
 

Доказ. Нека 0x A . Тогаш постои 0r   таков, што ( ; )B x r A . Според 

тоа, постои отворена топка ( ; )B x r  која не содржи точки од cA , па затоа од 

дефиниција 11.1 следува дека x A . Конечно, 0A A   .  
 
11.7. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Тогаш 

границата A  е затворено множество.  
 

Доказ А. Според теорема 11.5 имаме 0A A A  , а според теорема 11.6 

важи 0A A   , па затоа 0\A A A  . Но, множеството A  е затворено, а 

множеството 0A  е отворено, па од последното равенство и од лема 8.4 в) следува 
дека A  е затворено множество.  

 

Доказ Б. Нека p A , т.е. постои отворена топка 1( ; )B p r  за која важи 

или 1( ; )B p r A  или 1( ; ) cB p r A . За 1( ; )B p r  важи 1( ; )B p r A   . Навистина, 

ако 1( ; )q B p r A  , тогаш при 1min{ ( , ), ( , )}r p q r p q    имаме 

1( ; ) ( ; )B q r B p r  и ( ; )B q r  содржи точки и од A  и од cA , што противречи фактот 

дека или 1( ; )B p r A  или 1( ; ) cB p r A . За 1( ; )B p r .  
 

Значи, 1( ; ) ( )cB p r A  , т.е. p  е внатрешна точка за ( )c A . Според тоа, 

( )c A  е отворено множество, па затоа A  е затворено.  

 
11.8. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор, U  е отворено и F  е 

затворено подмножествот од X . Тогаш  
 

0\F F F  ,     (1) 
 

\U U U  .    (2)  
 

Доказ. Множеството F  е затворено, па од последица 9.4 следува F F . 
Сега равенството (1) следува од доказот А на последица 11.7.  

 

Множеството U  е отворено, па теорема 7.14 iii) следува 0U U . Сега ра-
венството (2) следува од доказот А на последица 11.7.  
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12. ПОТПРОСТОР НА МЕТРИЧКИ ПРОСТОР 
 
12.1. Нека ( , )X   е метрички простор и A  е непразно подмножество од 

X . Лесно се покажува дека функцијата :A A A   R  определена со 

( , ) ( , ),A x y x y  за секои ,x y A , е метрика на A  за која ќе велиме дека е 

индуцирана од метриката   на X . Притоа, подредениот пар ( , )AA   го нареку-

ваме потпростор на метричкиот простор X . Во натамошните разгледувања за 
метриката во A  ќе ја користиме истата ознака како и за метриката во X , т.е. 
наместо ( , )AA   понекогаш ќе пишуваме и ( , )A  . Исто така, често пати, без 

посебно да нагласуваме, под терминот подмножество од X  ќе подразбираме 
потпростор од X  и обратно.  

 

12.2. Пример. За просторите ,l c  и 0c  од примерите 2.6, 2.7 и 2.8 кои 

метриките се дефинирани со  
 

1,2,...
( , ) sup | |j j

j
x y x y


   

 

важи 0c c l  , па затоа 0c  е потпростор од c , а овој е потпростор од l .  

 
12.3. Нека ( , )X   е метрички простор и ( , )AA   е потпростор на ( , )X  . 

Да претпоставиме дека ни се познати отворените множества на просторот ( , )X  . 

Природно е да се запрашаме, дали постои едноставен начин да ги определиме от-
ворените множества на потпросторот ( , )AA  . Одговорот на ова прашање е пози-

тивен и истиот го дава следнава теорема.  
 
Теорема. Нека ( , )AA   е потпро-

стор на метричкиот простор ( , )X  . Мно-

жеството V A  е отворено во потпросто-

рот ( , )AA   ако и само ако постои множест-

во U X  отворено во просторот ( , )X   

такво што V U A  .  
 

Доказ. . Нека множеството 
V A  е отворено во потпросторот ( , )AA  . 

Тогаш, за секоја точка x V  постои 
позитивен реален број xr  таков што 

( ; )
A xB x r A  . Понатаму, 

( ; ) ( ; )
A x xB x r B x r A    и множеството ( ; )x

x V
U B x r


   е отворено во про-

сторот ( , )X  , како унија на отворени топки. Конечно,  
 

[ ( ; )] [ ( ; ) ] ( ; )
Ax x x

x V x V x V
U A B x r A B x r A B x r V  

  
        . 
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. Обратно, нека V  е подмножество на потпросторот ( , )AA   за кое 

постои отворено подмножество U  во просторот ( , )X   такво, што V U A  . За 

да докажеме дека множеството V  е отворено во просторот ( , )AA  , доволно е да 

докажеме дека за секоја точка x V  постои позитивен реален број r  таков, што 
( ; )

A
B x r V  . Меѓутоа, бидејќи V U  и U  е отворено во ( , )X  , за секоја 

точка x V  постои позитивен реален број r  таков, што ( ; )B x r U  , цртеж 16. 

Според тоа, за секоја точка x V  постои позитивен реален број r  таков, што  
 

( ; ) ( ; )
A

B x r B x r A U A V      .  

 
12.4. Нека ( , )X   е метрички простор и ( , )AA   е потпростор на ( , )X  . 

Во претходната теорема дадовме едноставен начин за наоѓање на отворените 
множества на потпросторот ( , )AA  , кога ни се познати отворените множества на 

просторот ( , )X  . Овде ќе го докажеме аналогното тврдење за затворените 

множества.  
 
Теорема. Нека ( , )AA   е потпростор на метричкиот простор ( , )X  . 

Множеството F A  е затворено во потпросторот ( , )AA   ако и само ако постои 

множество H X  затворено во просторот ( , )X   такво што F H A  .  
 

Доказ. . Нека F  е затворено множеството во потпросторот A . Тогаш 
множеството \V A F  е отворено во A , па од теорема 12.3 следува дека постои 
множество U X  отворено во просторот X  такво што V U A  . Но, тогаш 

множеството \H X U  е затворено во X  и притоа важи  
 

( \ ) \ ( ) \H A X U A A U A A V F       . 
 

. Нека F A  и постои множество H X  затворено во просторот X  

такво што F H A  . Множеството \U X H  е отворено во X , па от теорема 
12.3 следува дека множеството V U A   е отворено во A . Според тоа, 
множеството  

 

\ \ ( ) ( \ )A V A U A X U A H A F        
 

е затворено во A .  
 
12.5. Теорема. Нека ( , )AA   е потпростор на метричкиот простор ( , )X  . 

Ако 'U  и 'V  се непразни дисјунктни отворени множества во потпросторот 
( , )AA   такви што ' 'A U V  , тогаш во просторот ( , )X   постојат дисјунктни 

отворени множества U  и V  такви што 'U U A   и 'V V A  .  
 

Доказ. Множеството 'U  е отворено во потпросторот ( , )AA  , па затоа за 

секој 'u U  постои 0ur   таков што од x A  и ( , ) ( , )A uu x u x r    следува 

'x U . Понатаму, множествата 'U  и 'V  се дисјунктни, па затоа  
 

( , ) ( , ) ,A uu v u v r    за секој 'v V .    (1) 
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Аналогно, множеството 'V  е отворено во потпросторот ( , )AA  , па затоа за секој 

'v V  постои vr  таков што од y A  и ( , ) ( , )A vv y v y r    следува 'y V . 

Понатаму, множествата 'U  и 'V  се дисјунктни, па затоа  
 

( , ) ( , ) ,A vu v u v r    за секој 'u U .    (2) 
 

Ако ги собереме неравенствата (1) и (2) го добиваме неравенството  
 

2 ( , ) ,u vu v r r    
 

за секои 'u U  и 'v V , кое е еквивалентно со неравенството  
 

1
2

( , ) ( ),u vu v r r    за секои 'u U  и 'v V .   (3) 
 

Во просторот ( , )X   да ги разгледаме отворените топки 1
2

( ; ), 'uB u r u U  

и 1
2

( ; ), 'vB v r v V . Ќе докажеме дека за секои 'u U  и 'v V  важи  
 

1 1
2 2

( ; ) ( ; )u vB u r B v r  . 
 

Навистина, ако 1 1
2 2

( ; ) ( ; )u vx B u r B v r  , тогаш од дефиниција 1.1 iii) следува  
 

1
2

( , ) ( , ) ( , ) ( ),u vu v u x x v r r       
 

што противречи на неравенството (3).  
 

Да ги разгледаме множествата  
 

1
2

'
( ; )u

u U
U B u r


   и 1

2
'

( ; )v
v V

V B v r


  . 

 

Јасно, множествата U  и V  се отворени во метричкиот простор ( , )X   и притоа 

важи:  
 

1 1
2 2

' '
( ( ; )) ( ( ; ) ) 'u u
u U u U

U A B u r A B u r A U
 

       ,  

 

1 1
2 2

' '
( ( ; )) ( ( ; ) ) 'v v
v V v V

V A B v r A B v r A V
 

        и  

 

1 1 1 1
2 2 2 2

' ' ' '
( ( ; )) ( ( ; )) ( ( ; ) ( ( ; ))u v u v
u U v V u U v V

U V B u r B v r B u r B v r
   

          ,  

 

што и требаше да се докаже.  
 

12.6. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . За точката 

x A  ќе велиме дека е изолирана точка во A  ако постои 0r   таков, што 
( ; ) ( \ { })B x r A x  .  

 
12.7. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор. Точката x  е изолирана 

точка на множеството A X  ако и само ако { }x  е отворено подмножество во 

метричкиот простор ( , )A  .  
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Доказ. Од дефиниција 12.6 имаме дека точката x A  е изолирана точка 
на множеството A  ако и само ако постои 0r   таков, што во просторот X  важи 

( ; ) { }B x r A x  . Но, тогаш во потпросторот A  важи ( ; ) { }B x r A x  , т.е. во 

потпросторот A  важи ( ; ) { }B x r x , односно ( ; ) { }B x r x . Според тоа, точката 

x A  е изолирана точка на множеството A  ако и само ако во просторот A  важи 
( ; ) { }B x r x , т.е. ако и само ако во потпросторот A  множеството { }x  е отворено.  

 
12.8. Согласно со дефинициите 6.1 и 12.6 секоја точка на множеството A  

е или точка на натрупување или изолирана точка. Според теорема 6.3 a) мно-
жеството A  е затворено ако и само ако ги содржи сите свои точки на натрупу-
вање. Од досега изнесеното следува точноста на следново тврдење.  

 
 

Последица. Секое затворено множество е дисјунктна унија на своите 
изолирани точки и своите точки на натрупување.  

 
 
 
13. БАЗА НА МЕТРИЧКИ ПРОСТОР  
 
13.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За фамилијата B  

отворени подмножества ,iB i I  од X  ќе велиме дека е база на просторот ( , )X   

ако секое непразно отворено подмножество од X  може да се запише како унија 
од елементи на ,iB i I .  

 
13.2. Лема. Нека { , }iB i I B  е база за метричкиот простор ( , )X   и 

нека 1B  е фамилија отворени множества во X  таква што 1B B . Тогаш 1B  е 

база за X .  
 

Доказ. Нека G  е отворено множество во X . Од дефиниција 13.1 следува 
дека k

k
G B , каде kB B . Но, 1B B , па затоа секој елемент kB B  припаѓа 

и на 1B . Според тоа, G  е унија на елементи од 1B , што според дефинција 13.1 

значи дека 1B  е база на X .  

 
13.3. Пример. а) Според теорема 7.6 во секој метрички простор ( , )X   

фамилијата отворени топки е база на X .  
 

б) Според пример 7.7. за метричкиот простор 2( , )m R  пребројливата 

фамилија отворени топки  
 

1 2{ ( ; ) | ( , ,..., ), , 1 , }m iB r z z z z i m r     z z Q QB  

е негова база.  
 

в) Да го разгледаме дискретниот метрички простор ( , )X  . Тогаш 

фамилијата {{ } | }x x X B  од сите едноелементни подмножества на X  е база за 
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X . Имено, според пример 7.4 во дискретен простор секое едноелементно 
подмножество { }x , x X  е отворено и секое подмножество A X  може да се 

запише како унија од едноелементни подмножества.  
 

Ќе докажеме, дека секоја друга фамилија 1B  отворени подмножества на 

X  е база за X  ако и само ако 1B B . Навистина, бидејќи 1B B , од лема 13.2 

следува дека 1B  е база на X . Обратно, нека претпоставиме дека 1B  е база на X . 

Бидејќи во дискретен простор секое едноелементно множество { }p  е отворено и 

1B  е база на X , од дефиниција 13.1 следува дека { }p  мора да се запише како 

унија на елементи на 1B . Но едноелементното множество { }p  може да се запише 

како унија само на самото себе или на самото себе и празното множество. Затоа 
{ }p  мора да биде елемент на 1B . Конечно, од произволноста на p  следува дека 

1B B .  

 
13.4. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор. Фамилијата B  отворени 

подмножества ,iB i I  е база на X  ако и само ако за секое отворено множество 

U  и секоја точка x U  постои 
0i

B B  такво што 
0i

x B U  .  
 

Доказ. . Ако за секоја точка x U  постои xB B  такво што 

xx B U  , тогаш  
 

{ | }xU B x U  , 
 

што значи U  е унија од елементи на ,iB i I , па затоа B  е база на X . 
 

. Обратно, нека B  е база на X  и U  е произволно отворено множество 
во X . Од дефиниција 13.1 следува дека k

k
U B , каде kB B . Но, 

k
k

x U B  , па затоа постои 0i  таков што  

 

0i k
k

x B B U   .  

 

13.5. Пример. а) Во просторот 2
2( , )R  

да ја разгледаме фамилијата отворени рамностра-
ни триаголници. Нека U  е отворено подмноже-

ство од 2R  и нека x U . Тогаш постои отворена 
топка xB  со центар во x  таква што xB U . Нека 

xD  е некој отворен рамностран триаголник впишан 

во отворената топка xB  (цртеж 17). Тогаш 

x xD B , па затоа x xx D B G    и од лема 

13.4 следува дека фамилијата отворени рамно-

страни триаголници е база за метричкиот простор 2
2( , )R .  
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б) Во просторот 2
2( , )R  фамилијата отворени паралелограми со страни 

паралелни со координатните оски е база за метричкиот простор 2
2( , )R . Дета-

лите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
13.6. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и B  е база на X . 

Тогаш за секои ,U V B  и за секој x U V   постои W B  таков што 
x W U V   .  

 

Доказ. Од ,U V B  следува дека множествата U  и V  се отворени. Сега 

од теорема 7.8 ii) следува дека множеството U V  е отворено. Но, B  е база на 
X , па затоа од лема 13.4 следува дека за секој x U V   постои W B  таков 
што x W U V   .  

 
13.7. Забелешка. Согласно со теорема 7.6 и дефиниција 13.1 за произ-

волен метрички простор фамилијата од сите отворени топки во X  формира база 
на X . Понатаму, фамилијата од сите отворени топки со рационални радиуси, која 
е потфамилија од фамилијата од сите отворени топки исто така формира база на 
X . Навистина, нека U  е произволно непразно отворено множество во X . Тогаш, 
за секој x U  постои топка ( ; )B x r U , па затоа ( ; )

x U
U B x r


  . Јасно, r  може 

да се избере да биде рационален број. Логично е да се запрашаме дали во секој 
метрички простор може да се избере база со најмал број елементи.  

 

Во пример 13.3 б) видовме дека метричкиот простор 2( , )m R  има пре-

бројлива база. Од друга страна, ако множеството X  е непребројливо, тогаш 
според пример 13.3 в) секоја база на дискретниот простор ( , )X   е непребројлива. 

Според тоа, имаме пример на метрички простор со пребројлива база и пример на 
метрички простор со непребројлива база, па затоа постои и соодветна поделба на 
метричките простори, која на извесен начин дава одговор и на проблемот на 
наоѓање база со најмал број елементи.  

 

Претходната дискусија е непосреден повод за следнава дефиниција.  
 
13.8. Дефиниција. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека има нај-

многу пребројлива база или дека ја задоволува втората аксиома за пребројливост 
ако истиот има база со најмногу пребројливо многу елементи.  

 
13.9. Лема. Нека метричкиот простор ( , )X   има најмногу пребројлива 

база и ( , )YY   е потпростор на ( , )X  . Тогаш ( , )YY   има најмногу пребројлива 

база.  
 

Доказ. Нека { | }nB n NB  е најмногу пребројлива база за X  и нека 

V  е отворено множество во потпросторот ( , )YY  . Според теорема 12.3 постои 

множество U X  отворено во просторот ( , )X   такво, што V U Y  . Но, B  е 

база на X , па затоа 
in

i
U B . Според тоа,  
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( ) ( )
i in n

i i
V U Y B Y B Y      ,  

 

и како множествата ,nB Y n N  се отворени во потпросторот ( , )YY  , теорема 

12.3, добиваме дека фамилијата  
 

{ | }Y nB Y n  NB  
 

е најмногу пребројлива база за потпросторот ( , )YY  .  

 
 

 
14. ДЕКАРТОВ ПРОИЗВОД НА МЕТРИЧКИ 

ПРОСТОРИ 
 
14.1. Декартов производ на метрички простори. Нека ( , )X   и ( , )Y d  

се произволни метрички простори. На Декартовиот производ Z X Y   на 
множествата X  и Y  сакаме да дефинираме метрика за која ќе можеме да кажеме 
дека е индуцирана од метриките   и d , т.е. дека поеднакво зависи од двете ме-

трики. Последното може да се направи на бесконечно многу начини, меѓутоа 
наједноствно е ако за секој 1p   и 1 1 1( , )z x y Z   и 2 2 2( , )z x y Z   ставиме  

 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   ,    (1) 
 

а за p    да ставиме  
 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   .   (2) 

 
14.2. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се произволни метрички простори. 

Тогаш со (1) и (2) се дефинирани метрики на Декартовиот производ Z X Y  .  
 

Доказ. Јасно, функците на Декартовиот производ, определени со (1) и (2) 
се добро дефинирани. Понатаму, очигледно функциите (1) и (2) ги задоволуваат 
аксиомите i) и ii) од дефиниција 1.1. Ќе докажеме дека овие функции ја 
задоволуватт и аксиомата iii) од дефиниција 1.1.  

 

Нека 1 1 1( , )z x y , 2 2 2( , )z x y  и 3 3 3( , )z x y  се три точки од Декар-

товиот производ Z X Y  .  
 

а) Нека 1p  . Од неравенството на триаголник за метриките   и d  

следува  
 

1 1 3 1 3 1 3

1 2 2 3 1 2 2 3

1 2 1 2 2 3 2 3

1 1 2 1 2 3

( , ) ( , ) ( , )

[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]

( , ) ( , ),

z z x x d y y

x x x x d y y d y y

x x d y y x x d y y

z z z z

 
 
 
 

 

   

   

 

 

 

т.е. исполнета е аксиомата iii) од дефиниција 1.1, што значи дека за 1p   со (1) 

навистина е дефинирана метрика на Декартовиот производ Z X Y  .  
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б) Нека 1p  . Од неравенството на триаголник за метриките   и d  и 

неравенството на Минковски следува  
 

1/
1 3 1 3 1 3

1/
1 2 2 3 1 2 2 3

1/ 1/
1 2 1 2 2 3 2 3

1 2 2 3

( , ) ( ( , ) ( , ))

[( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ]

[ ( , ) ( , )] [ ( , )) ( , )]

( , ) ( , ),

p p p
p

p p p

p p p p p p

p p

z z x x d y y

x x x x d y y d y y

x x d y y x x d y y

z z z z

 

 

 
 

 

   

   

 

 

 

т.е. исполнета е аксиомата iii) од дефиниција 1.1, што значи дека за 1p   со (1) 

навистина е дефинирана метрика на Декартовиот производ Z X Y  .  
 

в) Нека p   . Од неравенството на триаголник за метриките   и d  и 

својствата на максимумот следува  
 

1 3 1 3 1 3

1 2 2 3 1 2 2 3

1 2 1 3 2 3 2 3

1 2 2 3

( , ) max{ ( , ), ( , )}

max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}

max{ ( , ), ( , )} max{ ( , ), ( , )}

( , ) ( , ),

z z x x d y y

x x x x d y y d y y

x x d y y x x d y y

z z z z

 
 
 

 



 



  

 

 

 

 

т.е. исполнета е аксиомата iii) од дефиниција 1.1, што значи дека за p    со (2) 

навистина е дефинирана метрика на Декартовиот производ Z X Y  .  
 

14.3. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се произволни метрички простори. 

Тогаш за метриките (1) и (2) на Декартовиот производ Z X Y   се исполнети 
неравенствата:  

 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , )
p

pz z z z z z     ,    (3) 
 

1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , )z z z z z z     ,    (4) 
 

1
1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , )

p p
p pz z z z z z    .    (5) 

 

Доказ. Нека 1 1 1( , )z x y  и 2 2 2( , )z x y  се произволни две точки од 

Декартовиот производ Z X Y  . Имаме,  
 

1/
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )} ( ( , ) ( , )) ( , )p p p

pz z x x d y y x x d y y z z        , 
 

т.е. точно е левото неравенство во (3). Од друга страна  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22[ ( , )] 2[max{ ( , ), ( , )}] ( , ) ( , ) [ ( , )]p p p p p
pz z x x d y y x x d y y z z       

, 
 

и ако во последното неравенство извадиме p  ти корен го добиваме десното 

неравенство во (3).  
 

Понатаму,  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )} ( , ) ( , ) ( , )z z x x d y y x x d y y z z        ,  
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т.е. точно е левото неравенство во (4). Од друга страна  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 22 ( , ) 2max{ ( , ), ( , )} ( , ) ( , ) ( , )z z x x d y y x x d y y z z        , 
 

што значи дека е исполнето и левото неравенство во (4).  
 

Пред да преминеме на доказот на неравенството (5), да забележиме дека 
без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека  

 

1 2 1 2( , ) ( , )x x d y y  . 
 

Сега од неравенството на Бернули следува  
 

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , )
1 1 2 1 2 1 2 1 2 ( , )

( , ) ( , )
1 2 1 2( , ) ( , )

1
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

[ ( , )] [ ( , ) ( , )] ( , )[1 ]

( , )(1 ) ( , )(1 )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) [ ( , )]

d y yp p p p
x x

d y y d y yp p
x x x x

p p

p p p
p

z z x x d y y x x

x x p x x

x x x x d y y

x x d y y z z



 

  

 

 

 



   

   

 

  

 

 

и ако во последното неравенство извадиме p  ти корен го добиваме левото нера-

венство во (5). Од друга страна, за 1p   функцијата ( ) pf t t , 0t   е конвексна, 

па од неравенството на Јенсен го добиваме неравенството  
 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1
1 1 2 1 22 2 2 2

[ ( , )] [ ] [ ( , )]
p px x d y y x x d y yp p p

pz z z z
      , 

 

кое е еквивалентно со десното неравенство во (5).  
 

14.4. Забелешка. а) Аналогно како во дефиниција 14.1 се дефинира Де-
картов производ на конечен број метрички простори. Имено, ако се дадени ме-
тричките простори ( , ), 1, 2,...,i iX i n  , тогаш наполно аналогно како во доказот 

на теорема 14.2 може да се докаже дека функциите d  и , 1pd p   определени со  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      ,  (6) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    ,   (7) 
 

за секои 1 2 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., ) ...n n nx x x x y y y y X X X X        се метрики на 

Декартовиот производ 1 2 ... nX X X X    . Доказот на ова тврдење го оставаме 

на читателот за вежба.  
 

б) Аналогно како во доказот на теорема 14.3 може да се докаже дека за 
метриките (6) и (7) дефинирани на Декартовиот производ 1 2 ... nX X X X     на 

метричките простори ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се исполнети неравенствата  
 

( , ) ( , ) ( , )
p

pd x y d x y nd x y   ,       (8) 

1( , ) ( , ) ( , )d x y d x y nd x y   ,       (9) 

1
1( , ) ( , ) ( , )

p p
p pd x y d x y n d x y  ,     (10) 
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за секои 1 2 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., ) ...n n nx x x x y y y y X X X X       . Доказите на не-

равенствата (8), (9) и (10) ги оставаме на читателот за вежба.  
 

в) Тргнувајќи од метричкиот простор ( , )R , ( , ) | |x y x y   , со помош на 

метриките (6) и (7) дефинирани на Декартовиот производ nR  можеме да ги добиеме 

метричките простори ( , )n
pR , 1 p   , кои ги разгледавме во примерите 2.2, 2.3 и 

2.4.  
 
14.5. Теорема. Нека ( , )pZ   е Декартовиот производ на метричките 

простори ( , )X   и ( , )Y d , каде метриката p  е дадена со формулите (1) или (2). 

Тогаш ( , ) ( , )n n nz x y x y z   , n   во ( , )pZ   ако и само ако nx x , 

n   во ( , )X   и ny y , n   во ( , )Y d .  
 

Доказ. . Нека 1p  . Ако за низата ( , )n n nz x y , 1,2,3,...n   во ( , )pZ   

е исполнето ( , )nz z x y  , кога n  , тогаш според со дефиниција 3.1 важи 

( , ) 0,p nz z   n  , па затоа  
 

1/( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) 0,p p p
n n n p nx x x x d y y z z n         

и  
1/( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) 0,p p p

n n n p nd y y x x d y y z z n      , 
 

што повторно според дефиниција 3.1 значи дека nx x , n   во ( , )X   и 

ny y , n   во ( , )Y d .    
 

. Обратно, нека nx x , n   во ( , )X   и ny y , n   во ( , )Y d , 

што според дефиниција 3.1 значи дека ( , ) 0,nx x n    и ( , ) 0,nd y y n  . 

Но, тогаш  
1/( , ) ( ( , ) ( , )) 0,p p p

p n n nz z x x d y y n     , 
 

па повторно од дефиниција 3.1 следува дека ( , )nz z x y  , n   во ( , )pZ  .  
 

. Нека p   . Ако за низата а ( , )n n nz x y , 1, 2,3,...n   во ( , )Z   е 

исполнето ( , )nz z x y  , кога n  , тогаш според со дефиниција 3.1 важи 

( , ) 0,nz z n   , па затоа  
 

( , ) max{ ( , ), ( , )} ( , ) 0,n n n nx x x x d y y z z n        

и  
( , ) max{ ( , ), ( , )} ( , ) 0,n n n nd y y x x d y y z z n     , 

 

што повторно според дефиниција 3.1 значи дека nx x , n   во ( , )X   и 

ny y , n   во ( , )Y d .    

. Обратно, нека nx x , n   во ( , )X   и ny y , n   во ( , )Y d , 

што според дефиниција 3.1 значи дека  
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( , ) 0,nx x n    и ( , ) 0,nd y y n  . 

Но, тогаш  

1 2( , ) max{ ( , ), ( , )} 0,p n nz z x x d y y n    , 
 

па повторно од дефиниција 3.1 следува дека ( , )nz z x y  , n   во ( , )Z  .  

 
14.6. Последица. Нека ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се метрички простори. Во про-

сторот ( , )pZ d , каде 1 2 ... nZ X X X     и  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (3) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (4) 
 

Низата 1 2 1{( , ,..., )}k k nk kx x x 
  е конвергентна во просторот ( , )pZ d  ако и само ако 

координатната низа 1{ }ik kx 
 , 1,...,i n  е конвергентна во просторот ( , ),i iX   

1,...,i n , соодветно.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 14.5 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

14.7. Забелешка. Од претходната последица и од забелешка 14.4 а) непо-

средно следуваат резултатите за конвергенција на низи во просторите ( , )k
pR , 

1p  , кои ги разгледавме во примерот 3.8, како и резултатот за конвергенција на 

низи во просторот ( , )k R .  

 
 
 

15. ЗАДАЧИ  
 

1. а) Нека X  R  и функцијата :d X X  R  е определена со 3 3( , ) | |d x y x y   

за секои ,x yR . Дали ( , )X d  е метрички простор?  

б) Нека X  R  и функцијата :d X X  R  е определена со ( , )d x y   
2 2| |x y  за секои ,x yR . Дали ( , )X d  е метрички простор?  

в) Нека { (cos ,sin ) | 0 2 }X x         и функцијата : X X   R  е 

определена со  
( , ) | |x y    , за (cos ,sin )x    и (cos ,sin )y   . 

Дали ( , )X   е метрички простор?  
 

2. Нека N  е множеството природни броеви. Дали ( ,N ) е метрички простор, 

ако за секои ,k mN  функцијата   е определена со:  
 

а) ( , ) | |k m k m   ;     б) 2 2( , ) | |k m k m   ;  
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в) 1
1 min{ , }

0, ако 
( , )

,    ако 
k m

k m
k m

k m




  
  г) 2( , ) | |k m k m    .  

 

3. Нека X  е произволно множество и за функцијата : X X   R  важи  

а) ( , ) 0x y   ако и само ако x y , и  

б) ( , ) ( , ) ( , )x z y x y z     за секои , ,x y z X .  

Докажете, дека ( , )X   е метрички простор.  
 

4. Нека 2X l  и функцијата :d X X  R  е определена со  

| |

1
( , ) i ix y

i
i

d x y
 


  , за 1{ }i ix x 

 , 2
1{ }i iy y l
   

Докажете, дека ( , )X   е метрички простор.  
 

5. Докажете, дека потпросторот c  од сите конвергентни низи и просторот 0c  од 

низите кои конвергираат кон 0 се затворени множества во просторот l .  
 

6. Нека X  е произволно множество и со X N  да го означиме множеството од 

сите низи точки во X . Дефинираме функција :B X X  N N R  пределена 

со  
1 ,

( , )
0, ,
k

B
x y

x y
x y


  


 

каде min{ | }i ik i x y  , за 1{ }i ix x 
 , 1{ }i iy y X

  N .  
 

a) Докажете, дека B  е метрика на X N , која ја нарекуваме метрика на Бер.  

b) Докажете, дека секоја точка на произволна отворена или затворена топка 
е центар на таа топка, што значи дека секои две топки се или дисјунктни 
или едната се содржи во другата.  

c) Колку топки има просторот X N , ако множеството X е конечно, а колку 
ако тоа е пребројливо.  

d) Докажете, дека секоја отворена и секоја затворена топка во ( , )BX N  

истовремено е и отворено и затворено множество, но не секогаш 

( ; ) ( ; )B x r B x r .  
 

7. Нека NR  е множеството од сите низи реални броеви и B  е метриката на 

Бер. Кои од следниве множества во ( , )B
NR  се отворени, а кои се затворени:  

 

1) , 1pl p   ,  

2) множеството монотоно нерастечки низи,  
3) множеството монотоно неопаѓачки низи,  
4) множеството строго монотоно растечки низи,  
5) множеството конвергентни низи,  
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6) множеството константни низи,  
7) множеството низи со позитивни членови,  
8) множеството низи со негативни членови.  

 

8. Нека (( , ))X   C  и функцијата : X X   R  е определена со  
 

| |

| |

max| ( ) ( )|
1

1 max| ( ) ( )|21
( , ) x n

n
x n

f x g x

f x g x
n

f g 





 


  ,f g X . 

 

Докажете, дека ( , )X   е метрички простор.  
 

9. Нека d  е метрика на множеството X . Испитајте кои услови треба да ги 
задоволуваат константите ,  R , за да функцијата  

( , ) '( , ) ( , )x y d x y d x y   , ,x y X  

е метрика на X .  
 

10. Докажете, дека со формулата ( , ) arctg | |,  ,d x y x y x y  R  е определена 

метрика на R , во која R  е ограничен простор.  
 

11. Нека е дадена карактеристичната функција : Q R R  на множеството Q  

определена  со 
0,     

( )
1,      .

x
x

x



  

Q
Q

Q
 

 

Дефинираме функција :  R R R  со  
 

| |,          ако ( ) ( )
( , )

| | 1,      ако ( ) ( ).

y x x y
x y

y x x y

 


 

     

Q Q

Q Q
 

Докажете, дека   е метрика во R .  
 

12. Нека p  е произволен прост број. Во множеството рационални броеви Q  

дефинираме функција :f Q R  таква, што (0) 0f  ; секој \{0}xQ  го 

запишуваме во видот km
n

x p , каде k  е цел број, а m  и n  се цели броеви 

заемно прости со p  и ставаме 1( ) kp
f x  . Понатаму, дефинираме функција 

:  Q Q R  таква, што ( , ) ( )x y f x y   , за секои ,x yQ . Докажете, дека 

( , )Q  е метрички простор.  
 

13. Нека ( , )X   е метрички простор и Y  е отворено подмножество од X . Дока-

жете, дека множеството V  е отворено во потпросторот ( , )YY   ако и само ако 

е отворено во просторот X .  
 

14. Нека ( , )X   е метрички простор и Y  е затворено подмножество од X . Дока-

жете, дека множеството F  е затворено во потпросторот ( , )YY   ако и само 

ако е затворено во просторот X .  
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15. Нека ( , )X   е метрички простор, ( , )YY   е потпростор на X  и A Y . 

Докажете, дека  

1) за затворачот YA  на множеството A  во однос на просторот Y  важи ра-

венството YA A Y  ,  

2) за внатрешноста 0
YA  на множеството A  во однос на просторот Y  важи 

равенството 0 0( ( \ ))YA Y A X Y   .  
 

16. Нека ( , )X   е метрички простор. Хауздорфово растојание (метрика) меѓу 

непразните ограничени множествата ,A B X  го нарекуваме бројот  

,
( , ) max{sup{ ( , ), sup ( , )} sup { ( , ), ( , )}Ha

x A y B x A y B
d A B x B y A x B y A   

   
  . 

Со ( )XF  да ја означиме фамилијата од сите непразни затворени 

подмножества на просторот X , а со ( )B XF  фамилијата од сите ограничени 

множества од ( )XF .  

3) Докажете, дека ( ( ), )B HaX dF  е метрички простор. Зошто мора да се огра-

ничиме на затворените подмножества?  
4) Нека просторот X  е ограничен. Дали може точката ( ) ( )BX X X F F  

да е изолирана во ( )XF .  
 

17. Нека ( , )X d  е ограничен метрички простор и ( )Y X B  е просторот 

ограничени реални функции :x X  R  со метрика  
( , ') sup{| ( ) '( ) | | , ' }d y y y x y x x x X    . 

Нека :f X Y  е функција која на секоја точка x X  и придружува 

функција :xy X  R  определена со формулата ( ) ( , )xy t d x t , t X . 

Докажете, дека функцијата :f X Y  го запазува растојанието, т.е. дека 

'( , ) ( , ')x xd y y d x x  , за секои , 'x x X .  
 

18. Нека *C  е множеството од сите непрекинати функции ( )f x  на ( , )  , кои 

се идентички еднакви на нула надвор од некој конечен интервал и функцијата 
: * *d C C  R  е определена со  

( , )
( , ) max | ( ) ( ) |

x
d f g f x g x

  
  . 

Докажете, дека ( *, )C d  е метрички простор.  
 

19. Нека ( ) ([ , ])kX a b C  и функцијата :d X X  R  е определена со  

( ) ( )

[ , ]0
( , ) max | ( ) ( ) |

k
i i

x a bi
d f g f x g x


  . 

Докажете, дека ( , )X d  е метрички простор.  
 

20. Во просторот 1
2( , )m R  да ја разгледаме единичната свера  

1
2( ;1) { | ( , ) 1}mS   o x R x o . 
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Точката 1
1 2 1( , ,..., ) m

mx x x 
     x R  ја нарекуваме дијаметрално спро-

тивна точка на точката 1
1 2 1( , ,..., ) m

mx x x 
 x R . Со mP  да го означиме 

множеството од сите парови дијаметрално спротивни точки [ ] { , }, x x x  

Sx . Докажете, дека функцијата : m md P P  R  определена со  

2 2([ ],[ ]) min{ ( , ), ( , )}d   x y x y x y  

е метрика на множеството mP . Метричкиот простор ( , )mP d  го нарекуваме 

проективен m  димензионален простор.  
 

21. Нека X  е непразно множество. Функцијата :d X X  R  кое ги задоволува 
условите:  

 

i) ( , ) 0d x y  , за секои  ,x y X , 

ii) ако x y , тогаш ( , ) 0d x y  , 

iii) ( , ) ( , ),d x y d y x  за секои ,x y X , и  

iv) ( , ) ( , ) ( , ),d x z d x y d y z   за секои , ,x y z X .  

го нарекуваме псевдометрика во X . Подредениот пар ( , )X   го нарекуваме 

псевдометрички простор, а елементите на множеството X  негови точки. 
Нека на множеството X  е дадена функција :f X  R  таква, што ( ) 0f x   за 

секој x X  и нека функцијата :d X X  R  е определена со формулата  
max{ ( ), ( )},   

( , )
0                             .

f x f y x y
d x y

x y


  

 

Докажете:  
 

1) d  е псевдометрика на X  и  
2) ако за функцијата f  важи: од ( ) ( ) 0f x f y   следува x y , тогаш d  е 

метрика на X .  
 

22. Да го разгледаме множеството ([0,1])R  од функции интеграбилни по Риман 

на интервалот [0,1] . Докажете дека функцијата  
1

0

( , ) | ( ) ( ) |f g f t g t dt   , 

за секои  , ([0,1])f g R  е псевдометрика на ([0,1])R . Дадете пример од кој ќе 

се види дека   не е метрика.  
 

23. Нека ( ', ')X d  и ( '', '')X d  се метрички простори и ' ''X X X  . Докажете, дека 

со формулата (( ', ''), ( ', '')) '( ', ')d x x y y d x y  е дефинирана псевдометрика на 

X .  
24. Нека ( , )X d  е псевдометрички простор и ~  е бинарна реалација на X  

определена со ~ 'x x  ако и само ако ( , ') 0d x x  . Докажете, дека:  
 

а)   ~  е релација за еквиваленција на X ,  
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б)   Ако ~ 'x x  и ~ 'y y , тогаш ( , ) ( ', ')d x y d x y , што значи дека на 

множеството X  од сите класи на еквиваленција x , x x   со формулата 

( , ) ( , )d x y d x y    може да се дефинира функција :d X X  R   .  
 

в)   d  е метрика на X .  
 

25. Нека ( , )X   е метрички простор, ,A X x X  . Докажете, дека  
 

( , ) ( , ),nx A x A n    

за секоја низа ,nx x  n   во ( , )X  .  
 

26. Нека 1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

  се низи во метричкиот простор ( , )X   и нека 

0lim n
n

x x


 . Докажете, дека 0lim n
n

y x


  ако и само ако lim ( , ) 0n n
n

x y


 .  

 

27. Нека во метричкиот простор ( , )X   е дадена низата 1{ }n nx 
 . Докажете, дека 

ако 2 2 1 0lim limn n
n n

x x x
 

  , тогаш 0lim n
n

x x


 .  

 

28. Нека во метричкиот простор ( , )X   е дадена низата 1{ }n nx 
 . Докажете, дека 

ако поднизите 2 1{ }n nx 
 , 2 1 1{ }n nx 

   и 3 1{ }n nx 
  на низата 1{ }n nx 

  

конвергираат, тогаш и низата 1{ }n nx 
  конвергира.  

 

29. Нека 1{ }n nx 
  е низа во метричкиот простор ( , )X  . Докажете, дека ако низата 

1{ }n nx 
  не конвергира кон точката 0x , тогаш постои подниза 1{ }

kn kx 
  на ни-

зата 1{ }n nx 
  таква што ниту една нејзина подниза не конвергира кон точката 

0x .  
 

30. Нека X  е непразно множество и B  е метриката на Бер за X N . Најдете 

услов за конвергенција на низа во просторот ( , )BX N .  

 
31. Нека ( , )X   е метрички простор, A  и B  се непразни подмножества од X  и 

p X . Докажете ги следниве тврдења:  
 

i) ( , )p A , ( , )A B  и ( )d A  се ненегативни реални броеви.  

ii) Ако p A , тогаш ( , ) 0p A  .  

iii) Ако A B   , тогаш ( , ) 0d A B  .  

iv) Ако A  е конечно подмножество од X , тогаш ( )d A   , т.е. множество-

то A  е ограничено.  
v) Ако A B , тогаш ( ) ( )d A d B .  

vi) Ако просторот X  е ограничен, тогаш и секој потпростор од X  е 
ограничен.  
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32. Нека ( , )X   е метрички простор и , ,A B C X . Докажете, дека  
 

( , ) min{ ( , ), ( , )}A B C A C B C    . 
 

33. Во просторот 2
2( , )R  множествата  

 

1{( , ) | , 0}
x

A x x x  R  и {(0, ) | }B y y R  

се затворени дисјунктни множества за кои важи ( , ) 0d A B  . Докажете! 
 

34. Нека ( , )X   е метрички простор и ,A B X . Докажете, дека  
 

a) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )A B A B A B A B      .  

b) ( ) ( )d A d A .  
 

35. Нека ( , )X   е метрички простор и подмножествата A  и B  од X  се такви, 

што A B   и A B  . Докажете, дека постојат отворени множества 
U и V  во X  такви, што ,A U B V   и U V  .  

 

36. Нека ( , )X   е метрички простор, ,A X x X  . Докажете, дека за секој 0   

множеството 
{ | ( , ) }M x x A    

е отворено, а множеството  
{ | ( , ) }N x x A    

е затворено.  
 

37. За множеството mA  R  ќе велиме дека е локално затворено во метричкиот 

простор 2( , )m R  ако за секој Ax  постои 0r   таков што множеството 

( ; )A B r x  е затворено во mR .  
 

1) Докажете, дека множеството A  е локално затворено подмножество од 
mR  ако и само ако постојат отворено множество U  и затворено мно-

жество F  во mR  такви што A U F  .  

2) Најдете множество mB  R  кое не е локално затворено во mR .  
 

38. За просторот ( ([ , ]), )a b C  и функцијата 0 ( ) 0, [ , ]f x x a b   опишете ги 

топките 0( ;1)B f  и 0( ;1)B f .  
 

39. Во просторот ( ([ . ]), )a b C  со A  да го означиме множеството функции кои 

го задоволуваат Липшицовиот услов (забелешка III 8.7). Дали множеството A  
е отворено (затворено) во просторот ( ([ . ]), )a b C ?  

 

40. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете, дека   
 

a) Секое затворено множество F  во X  е пребројлив пресек на отворени 
множества во X .   
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b) Секое отворено множество O  во X  е пребројлива унија на затворени 
множества во X .  

 

41. Докажете, дека Хилбертовиот квадар, т.е. множеството  
 

2 1
1 2 3{ ( , , ,...) | | | , 1, 2,3,...}i i

I x x x x l x i       

е ограничено и затворено множество во метричкиот простор 2l .  
 

42. Нека 1 p q    . Докажете дека p ql l , т.е. дека ( , )p
ql   е потпростор од 

( , )q
ql  . Дали множеството pl  е затворено во просторот ( , )q

ql  ?  
 

43. Нека 1 p    и со A  да го означиме множеството од сите елементи 1{ }i ix 
  

во ( , )p
pl   за кои еден член на низата 1{ }i ix 

  е еднаков на 1. Најдете го 

затворањето на множеството A  во просторот ( , )p
pl  .  

 

44. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Докажете, дека A A A  ,  
 

45. Нека ( , )X   е метрички простор и F  е затворено множество во X . Докажете, 

дека 

а) \F F X F   ,     б) ( )F F    .  
 

46. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Докажете, дека \A A X A   .  
 

47. Нека ([ , ])a bP  е множеството од сите полиноми, разгледувани на интервалот 

[ , ]a b . Најдете ги множествата внатрешни и гранични точки на множеството 

([ , ])a bP  во просторот ( ([ , ]), )a b C .  
 

48. Нека 2,A B  R  и 1 1 2 2 1 2 1 2{( , ) |  ( , ) , ( , ) }A B x y x y x x A y y B      . Докаже-

те дека  
 

а) A B  е отворено ако A  или B  е отворено,   
б) A B  е затворено ако A  и B  се затворени. 

 

49. Во просторот ( ([1,2]), )C  најдете го затворањето на множеството од сите 

функции од видот  
 

3 2 11
2 2 2

0 1 2( ) ...
n

nf x a a x a x a x


     , [1, 2]x . 
 

50. Кои од следниве подмножества на метричкиот простор ( ([0,1]), )C   се 

отворени, односно затворени:  
 

а) { |  (0) 0}f f  ,    б) 
[0,1]

{ |  max ( ) 1}
x

f f x


 ,  

в) 
1

2

0

{ |  ( ) 1}f f t dt  ,   г) { |  за секој [0,1],  ( ) }f t f t t  .  
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51. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и A X , B Y  се затворени 

множества. Докажете, дека во Декартовиот производ Z X Y   е исполнето 
равенството  

( ) ( ) ( )A B A B A B       .    (1) 

Земете [0,1]X Y   со обичната метрика, [0,1)A B   и докажете дека во 

(1) не мора да важи знак за равенство ако множествата A  и B  не се 
затворени подмножества од X  и Y , соодветно.  

 

52. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и ( , ) ( , ), 1p pZ X Y p      . 

За произволни непразни множества , 'A A X  и , 'B B Y  изрази го растоја-

нието ( , ' ')p A B A B    со помош на растојанијата ( , ')A A  и ( , ')d B B .  
 

53. Нека ( , )X   е метрички простор. За множеството A X  ќе велиме дека е 

G -множество ако A  може да се запише како пресек на пребројливо многу 

отворени множества. За множеството A  ќе велиме дека е F -множество ако 

може да се запише како унија на пребројливо многу затворени множества. 
Докажете, дека:  
1) ако множеството F  е затворено во просторот X , тогаш F  е G -мно-

жество.  
2) Ако множеството U  е отворено во просторот X , тогаш U  е F -мно-

жество. 
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X  ГЛАВА  
 

ФУНКЦИИ НА МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
 
1. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ВО ТОЧКА  

 
1.1. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори, A X  и 0x  е точка на 

натрупување за множеството A . Во овој дел ќе ги разгледаме функциите од видот 
:f A Y . Најважни случаи на функции од овој вид се:  

 

1) X Y  R , :f A  R , реална функција од една променлива;  

2) ,mX Y R R , :f A  R , реална функција од m  променливи;  

3) ,m nX Y R R , : nf A  R , векторска функција од m  променливи;   

4) ( , )X   е метрички простор, Y  R , :f A  R , реална функција за-

дадена на подмножество A  од метричкиот простор X ; и  
5) ( , )X   и ( , )Y d  се произволни метрички простори и :f X Y .  

 

Во главите III-V ги проучивме функциите 1). Во нашите натамошни 
разгледувања ќе се осврнеме на останатите функции на метрички простори.  

 
1.2. Дефиниција. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори, A X , 

0x  е точка на натрупување за множеството A  и :f A Y . За точката p Y  ќе 

велиме дека е граница на функцијата f  во точката 0x , ако за секој 0   по-

стои 0   таков, што за секој 0\ { }x A x  од 0( , )x x   следува ( ( ), )d f x p  .  
 

Притоа пишуваме 0( ) ,f x p x x   или 
0

lim ( )
x x

p f x


 .  

 

1.3. Теорема. Точката p  е граница на функцијата f  во точката 0x  ако и 

само ако за секоја низа 1{ }n nx 
  таква, што  

 

i) 0\ { }nx A x , за секој 1n   и  
 

ii) 0 ,nx x n   во ( , )X   
 

важи ( ) ,nf x p n   во ( , )Y d .  
 

Доказ. . Нека 
0

lim ( )
x x

p f x


  и 1{ }n nx 
  е произволна низа која ги 

задоволува условите i) и ii). Ќе докажеме дека ( ) ,nf x p n   во ( , )Y d . Нека 

0   е дадено. Од дефиниција 1.2 следува дека  
 

0   таков, што 0\ { }x A x   од 0( , )x x   следува ( ( ), )d f x p  . (1) 
 

Од дефиницијата на граница на низа следува дека за бројот 0    
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0n N  таков, што 0n n   важи 0( , )nx x  .   (2) 
 

Конечно, од (1) и (2) имаме дека за секој 0n n  важи ( ( ), )nd f x p  .  
 

. Обратно, нека за секоја низа 1{ }n nx 
 , за која се исполнети условите i) 

и ii) важи ( ) ,nf x p n   во ( , )Y d  и да претпоставиме дека p  не е граница на 

функцијата f  во точката 0x . Тогаш,  
 

0* 0, 0, \ { }x A x        таков, што 0( , )x x  , но ( ( ), ) *d f x p  . (3) 
 

Нека сега 1
n n

   и 
nnx x , за 1n  . Низата 1{ }n nx 

  ги задоволува условите i) и 

ii), па затоа  
 

( ) ,nf x p n   во ( , )Y d , 
 

што противречи на (3). Конечно, тврдењето следува од добиената противречност.  
 

1.4. Пример. а) Нека 2 \ {( , ) | 1 0}A x y x y   R  и да ја разгледаме 

функција :f A  R  определена со  
 

sin( 1)
1

( , ) x y
x y

f x y  
  , ( , )x y A . 

 

Ќе докажеме дека  
 

( , ) (0,1)
lim ( , ) 1

x y
f x y


 .     (4) 

 

Нека ( , ), 1, 2,...m mx y m   е произволна низа во A  која конвергира кон 

(0,1) . Тогаш, 0, 1,m mx y   кога m   и соодветните вредности на функ-

цијата во точките ( , ), 1, 2,...m mx y m   ќе бидат  
 

sin( 1)
1

( , ) m m

m m

x y
m m x y

f x y
 

  .  
 

Ако ставиме 1,m m mx y     тогаш, очигледно, 0m   и затоа  
 

sin( 1) sin
1

lim lim 1m m m

m m m

x y
x ym m




 
  

  .  

 

Конечно, од произволноста на низата ( , ), 1, 2,...m mx y m   следува равен-

ството (4).  
 

б) Нека 2 \ {(0,0)}A  R  и да ја разгледаме функција :f A  R  опре-

делена со  
 

2 2

2 2 2( )
( , ) x y

x y x y
f x y

 
 , ( , )x y A . 

 

Ќе докажеме дека границата 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не постои. Да ги разгледаме низите  
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,...2,1),,(),( 11  myx
mmmm  и ,...2,1),,(),( 11**  myx

mmmm  
 

кои конвергираат кон точката )0,0( . Притоа,  
 

1),(
4

4

1

1



m

m
mm yxf  и 0),(

24

4

41

1

** 


mm

m
mm yxf , кога m ,  

 

од што следува дека ),(lim
)0,0(),(

yxf
yx 

 не постои.  

 
1.5. Теорема. Ако ( , )X   е метрички простор, Y  R , :f X  R  и 

( ) ,nf x p  n   и  nqxf n ,)(  во ),( dY , тогаш qp  .  
 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 1.3 и IX 3.4. Деталите ги оста-
ваме на читателот за вежба.  

 
1.6. Теорема (за запазување на знакот). Нека ( , )X   е метрички про-

стор, Y  R , :f X  R  и axf
xx




)(lim
0

, },0{ a , тогаш постои отворена топка 

);( 0 xB  таква што за секој }{\);( 00 xAxBx    важи  
 

2
|||)(| axf  .     (5) 

 

Притоа, во точките }{\);( 00 xAxBx    функцијата f  го запазува знакот на a .  
 

Доказ. Нека 
2
||a . Постои 0  таков што за секој }{\ 0xAx  од 

 ),( 0xx  следува )),(( axfd , што значи за секој }{\);( 00 xAxBx    

важи  

2
|||)(| aaxf  .               (6) 

 

Затоа за секој }{\);( 00 xAxBx    важи  
 

|)(||||)(|
2
|| xfaxfaa  , 

т.е. важи неравенството (5).  
 

Од неравенството (6) следува дека за }{\);( 00 xAxBx    имаме  
 

2
||

2
|| )( aa axfa  ,  

па оттука 
2

)( axf   кога 0a  и 
2

)( axf   кога 0a , што значи дека во точките 

}{\);( 00 xAxBx    функцијата f  го запазува знакот на a .  

 
1.7. Теорема (својства на граници на реални функции). Нека ),( X  е 

метрички простор, XA  , 0x  е точка на натрупување за A , RY  и ( , )d x y   

| |x y , за секои Ryx,  и RAf : , RAg :  се две реални функции. Ако  
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R


pxf
xx

)(lim
0

 и R


qxg
xx

)(lim
0

, 

тогаш  
 

i) )(lim)(lim
00

xfcxcf
xxxx 

 , за секој cR ,  

 

ii) )(lim)(lim)]()([lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 ,  

 

iii) )(lim)(lim)()(lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  и  

 

iv) ако дополнително важи 0q , тогаш 
)(lim

)(lim

)(
)(

0

0

0

lim
xg

xf

xg
xf

xx xx

xx






. 

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.3 и својствата на граница на 
реална низа. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

1.8. Последователни граници. Нека ),( X  и ( , )Y d  метрички простори, 

на Декартовиот производ X Y  е дефинирана метрика со равенствата (1) или (2) 
од IX 14, 0 0: \{( , )}f X Y x y  R  и 0 0( , )x y X Y  . Границата  
 

pyxf
yxyx




),(lim
),(),( 00

 во ( , )pX Y   

 

ја нарекуваме двојна граница. За двојната граница, исто така ја користиме и озна-
ката  

),(lim

0
0

yxf

yy
xx




.  

 

Фиксираме точка 0xx   и ја разгледуваме функцијата ( , ) :f x Y  R  како функ-

ција од y Y . Претпоставуваме дека постои границата  
 

)(),(lim
0

xgyxf
yy




, во ( , )Y d . 

Ако постои границата  
qxg

xx



)(lim

0

, во ( , )X  ,  

 

тогаш q  го нарекуваме последователна граница на функцијата f  во точката 

),( 00 yx  и го означуваме со  
 

),(limlim
00

yxfq
yyxx 

 . 

 

Аналогно се дефинира другата последователна граница  
 

),(limlim
00

yxfp
xxyy 

 . 

 

Да забележиме дека двојната граница и последователните граници во 
општ случај се различни, што може да се види од следниов пример.  
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1.9. Пример. Нека }00|),{( 2  yxyxA  i R  и да ја разгледаме 

функција RAf :  определена 
yx

yxyxf 11 sinsin)(),(  .  Ќе докажеме дека 

последователните граници  
 

),(limlim
00

yxf
yx 

 и ),(limlim
00

yxf
xy 

, 

 

не постојат, но двојната граница ),(lim
)0,0(),(

yxf
yx 

 постои.  

 

Јасно, ако  
 

,...2,1,1  ny
n , 

 

тогаш 0sin 1 
y

y . Очигледно, низите  
 

,...2,1,,
)14(

2'1   nxx
nnnn   

 

конвергираат кон нула кога n . Притоа, соодветните низи од вредностите на 
функцијата се  
 

},sin{)},({ 1
1

'
ynn yyxf 

  },0{)},({ 1 

nn yxf  

 

и тие кога n  конвергираат кон различни граници. Според тоа, ),(lim
0

yxf
x

 не 

постои. Аналогно се докажува дека границата ),(lim
0

yxf
y

 не постои. Од досега 

изнесеното следува дека двете последователни граници не постојат.  
 

Од друга страна, ако го искористиме неравенството  
 

|,||||||sinsin)(|0 11 yxyxyx
yx

  
 

кое важи за секои 0,0  yx , следува дека 0),(lim
)0,0(),(




yxf
yx

.  

 
1.10. Забелешка. Во претходниот пример видовме дека од постоењето на 

граница на функција во дадена точка не следува постоењето на последователните 
граници. Исто така, од постоењето на последователните граници на функцијата, 
не следува постоењето на границата на функцијата во дадена точка. Навистина, во 
пример 1.4 б) покажавме дека за функцијата  
 

222

22

)(
),(

yxyx

yxyxf


  

 

границата ),(lim
)0,0(),(

yxf
yx 

 не постои, меѓутоа, последователните граници посто-

јат и притоа важи   
 

0),(limlim
00




yxf
yx

 и 0),(limlim
00




yxf
xy

. 
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2. НЕПРЕКИНАТИ И РАМНОМЕРНО  
НЕПРЕКИНАТИ ФУНКЦИИ   

 
2.1. Дефиниција. Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори, XA  , 

YAf :  и Ax 0  е точка за A . За функцијата YAf :  ќе велиме дека е 

непрекината во точката 0x , ако 0( ) ( ),f x f x кога 0x x , т.е. ако за секој 

0  постои 0  таков што за секој Ax  за кој  ),( 0xx  важи 

))(),(( 0xfxfd .  
 

Ако функцијата YAf :  не е непрекината во точката 0x , тогаш ќе 

велиме дека таа е прекината во 0x  и точката 0x  ќе ја нарекуваме точка на пре-

кин на функцијата f .  
 

По дефиниција земаме дека секоја функција YAf :  е непрекината во 

секоја изолирана точка Ax 0 .  

 
2.2. Дефиниција. Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори и XA  . За 

функцијата YAf :  ќе велиме дека е непрекината на множеството A , ако f  

е непрекината во секоја точка од A .  
 

2.3. Пример. а) Нека Yb  е фиксиран елемент и за секој Xx  да 
ставиме bxf )( . Јасно,  
 

0),())(),((  bbdtfxfd , за секои Xtx , , 
 

што значи дека функцијата f  е непрекината на X .  
 

б) Ако ),( X  е метрички простор, тогаш идентичната функција 

id :X X X  определена со id ( )X x x , за секој Xx  е непрекината. Прове-

рете! 
 

в) Нека ),( X  е метрички простор, Y  R , Xa  е фиксиран елемент и 

),()( axxf  , Xx . Од неравенството  
 

),(|),(),(| txatax    
 

при    следува дека f  е непрекината на X .  
 

г) Нека 1( , ) ( ([ , ]), )X C a b   и Y  R . Дефинираме функција :f X Y  

таква што  
 

[ , ]
( ) max | ( ) |

t a b
f x x t


 , за секој ([ , ])x C a b . 

 

Ќе докажеме дека вака дефинираната функција не е непрекината на ([ , ])C a b . За 

таа цел доволно е да докажеме дека таа не е непрекината во точката 0 ([ , ])C a b . 
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Имено, функцијата е непрекината во точката 0 ([ , ])C a b  ако за секој 0   

постои 0   таков, што од  
 

1| ( ) | ( , 0)
b

a

x t dt x    следува  
[ , ]

max | ( ) | | ( ) (0) |
t a b

x t f x f 


   . (1) 

 

Меѓутоа, за 1
2

   и за секој 0 b a   за функцијата  
 

, [ , ]
( )

0, ( , ]

     

             

a t t a a
x t

t a b


 



    
 

 

важи  

1 2
( , 0)

a
a t

a

x dt


 
 


        

и  

[ , ] [ , ]
| ( ) (0) | max | ( ) | max 1a t

t a b t a a
f x f x t 


 

  
     ,  

 

т.е. не важи импликацијата (1), што значи дека функцијата f  не е непрекината во 

точката 0 ([ , ])C a b .  

 
2.4. Забелешка. а) Нека 0x  е внатрешна точка за множеството A . Тогаш 

дефиницијата за непрекинатост на функцијата YAf :  во точката 0x  може да 

се искаже во следнава еквивалентна форма:  
 

за секој 0  постои 0  таков, што ));(());(( 00  xfBxBf  .  
 

б) Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори, XA   и :f A Y . Од 

дефиниција 2.1 и теорема 1.3 непосредно следува дека следниве тврдења се 
еквивалентни:  
 

1) функцијата f  е непрекината во точката 0x A ,  

2) ако 
1}{ nnx  е низа во A  која конвергира кон 0x , тогаш низата 

1{ ( )}n nf x 
  конвергира кон 0( )f x .  

 
2.5. Теорема. Нека ),( X  е произволен метрички простор, RY , 

||),( yxyxd  , за секои Ryx,  и RR  XgXf :,:  се функции непреки-

нати во точката Xx 0 . Тогаш,  

i) за секој Rc  функцијата cf  е непрекината во точката 0x ;  

ii) функцијата gf   е непрекината во точката 0x ;  

iii) функцијата fg  е непрекината во точката 0x ; и  

iv) ако дополнително 0)( 0 xg , тогаш функцијата 
g
f  е непрекината во 

точката 0x .  
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Доказ. Непосредно следува од дефиницијата за непрекинатост и теорема 
1.7. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
 

2.6. Дефиниција. Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори и XA  . За 

функцијата YAf :  ќе велиме дека е рамномерно непрекината на множе-

ството A , ако за секој 0   постои 0   таков, што за секои ,x y A  за кои 

( , )x y   важи ( ( ), ( ))d f x f y  .  

 
2.7. Лема. Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори и :f X Y . Ако 

f  е рамномерно непрекината на X , тогаш таа е непрекината на X .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 2.2 и 2.6. Деталите ги остава-
ме на читателот за вежба.  

 
2.8. Пример. а) Нека ),( X  е метрички простор, Y  R  и нека a X . 

Од доказот во пример 2.3 а) непосредно следува дека функцијата :f X Y  

определена со ),()( axxf  , Xx  е рамномерно непрекината на X  (зошто?).  
 

б) Нека ( , ) ( ([ , ]), )X a b  C  и Y  R . Дефинираме функцијата 

:f X Y  со која на секоја непрекината функција ([ , ])x a bC  и ја придружуваме 

вредноста на интегралот ( )
b

a

x t dt , т.е. ( ) ( )
b

a

f x x t dt  . Ќе докажеме дека функци-

јата f  е рамномерно непрекината на ([ , ])a bC .  
 

Нека 0   е дадено. Земаме 
b a



  и ако ( , )x y  , т.е. ако  
 

[ , ]
max | ( ) ( ) |

t a b
x t y t 


   

тогаш  

[ , ]

[ , ]

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) |

max | ( ) ( ) | ( ) ,                    

b b b b

t a ba a a a

b

t a b a

f x f t x t dt y t dt x t y t dt x t y t dt

x t y t dt b a 





      

    

   



 

 

што значи функцијата f  е рамномерно непрекината на ([ , ])a bC .  

 
2.9. Лема. Нека ),( X  е метрички простор, A  е фиксирано непразно 

подмножество од X . Функцијата RXf :  определена со ),()( Axxf  , 

Xx  е рамномерно непрекината на X .  
 

Доказ. Нека 0  е дадено. Земаме    и нека ,x y X  се такви што 

( , )x y  . За секоја точка a A  важи ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x A x a x y y a      , од-

носно  
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( , ) ( , ) ( , )x A x y y a    , 
 

па затоа  
 

( , ) ( , ) inf ( , ) ( , )
a A

x A x y y a y A   


   . 

 

Последното неравенство е еквивалентно на неравенството  
 

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )f x f y x A y A x y      .    (2) 
 

Ако ги замениме местата на x  и y  добиваме  
 

( ) ( ) ( , )f y f x x y  .     (3) 
 

Конечно, од (2) и (3) следува  
 

| ( ) ( ) | ( , )f x f y x y      , 
 

што значи дека f  е рамномерно непрекината на X .  

 
2.10. Теорема (непрекинатост и рамномерна непрекинатост на сло-

жена функција). Нека ),( 1X , ),( 2Y  и ),( 3Z  се метрички простори, 

YXf : , ZYg :  и ZXh :  се такви, што ))(()( xfgxh  , за секој Xx , 

т.е. функцијата h g f   е композиција на функциите f  и g .  
 

а) Ако функцијата f  е непрекината во точката 0x  и функцијата g  е 

непрекината во точката )( 00 xfy  , тогаш функцијата h  е непрекината во точ-

ката 0x .  
 

б) Ако функцијата f  е рамномерно непрекината на X  и функцијата g  е 

рамномерно непрекината на Y , тогаш функцијата h  е рамномерно непрекината 
на X .  
 

Доказ. а) Нека 
1}{ nnx  е низа во X , 0xxn   и 0xxn  , n  во 

),( 1X . Бидејќи f  е непрекината во 0x , од забелешка 2.4 б) следува дека 

)()( 0xfxf n  , n  во ),( 2Y . Земаме )( nn xfy  , за 1n  и )( 00 xfy  . 

Тогаш 
1}{ nny  е низа во Y  таква што 0yyn  , n  во ),( 2Y . Од непреки-

натоста на g  во )( 00 xfy   и од забелешка 2.4 б) следува дека )()( 0ygyg n  , 

n  во ),( 3Z , што значи ))(())(( 0xfgxfg n  , n  во ),( 3Z . 

Конечно, за секоја низа 
1}{ nnx  во X  низата 1{( )( )}n ng f x 

  конвергира кон 

0( )( )g f x , па од забелешка 2.4 б) следува дека функција h g f   е непрекината 

во точката 0x .  
 

б) Нека 0   е дадено. Функцијата g  е рамномерно непрекината на Y , 

па затоа постои 1 0   таков, што за секои 1,y y Y  за кои 2 1 1( , )y y   важи 

3 1( ( ), ( ))g y g y  . Понатаму, функцијата f  е рамномерно непрекината на X , 
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па затоа за 1 0   постои 0   таков, што за секои 1,x x X  за кои 1 1( , )x x   

важи 2 1 1( ( ), ( ))f x f x  .  
 

Според тоа, за дадено 0   постои 0   таков, што за секои 1,x x X  за 

кои 1 1( , )x x   важи  
 

3 1 3 1 3 1( ( ), ( )) ( ( ( )), ( ( ))) ( ( ), ( ))h x h x g f x g f x g y g y      , 
 

што значи функцијата h  е рамномерно непрекината на X .  
 

2.11. На крајот од овој параграф ќе докажеме две теореми за сликите на 
непрекинатите функции.  

 
Теорема. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори и 1 :f X Y  и 

2 :f X Y  се непрекинати функции. Тогаш, множеството  
 

1 2{ | ( ) ( )}F x X f x f x    

е затворено во X .  
 

Доказ. Ќе докажеме дека множеството \G X F  е отворено во X . Ако 
x G , тогаш x F , па затоа 1 2( ) ( )f x f x , односно 1 2( ( ), ( )) 2 0d f x f x   . 

Функцијата 1f  е непрекината во точката x , па затоа постои 1 0   таков, што за 

секој y X  за кој 1( , )x y   важи 1 1( ( ), ( ))d f x f y  . Аналогно постои 2 0   

таков, што за секој y X  за кој  2( , )x y   важи 2 2( ( ), ( ))d f x f y  . Земаме 

1 2min{ , }    и добиваме дека за секој y X  таков што ( , )x y   важи 

1 1( ( ), ( ))d f x f y   и 2 2( ( ), ( ))d f x f y  .  
 

Нека претпоставиме дека постои y X  таков, што ( , )x y   и 

1 2( ) ( )f y f y . Тогаш,  
 

1 2 1 1 2 22 ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) 2d f x f x d f x f y d f y f x     ,  
 

што е противречност, па затоа за секој y X  таков што ( , )x y   важи  

1 2( ) ( )f y f y . Според тоа, ( ; )B x G  , т.е. множеството \G X F  е отворено.  

 
2.12. Теорема. Нека ),( X  е метрички простори и 1 :f X  R  и 

2 :f X  R  се непрекинати функции. Тогаш, множествата  
 

1 2{ | ( ) ( )}F x X f x f x    и 1 2{ | ( ) ( )}E x X f x f x    
 

се затворени во X .  
 

Доказ. Ќе докажеме дека множеството \G X F  е отворено во X . Ако 
x G , тогаш 1 2( ) ( )f x f x , т.е. 1 2( ) ( ) 0f x f x a   . Функцијата 1 2f f  е непре-

кината во точката x , па од доказот на теорема 1.6 следува дека постои 0   таков 

што за секој y X  за кој ( , )x y   важи 1 2 2
( ) ( ) af y f y  . Значи, ( ; )B x G  , 

т.е. множеството \G X F  е отворено, па затоа множеството F  е затворено.  
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Аналогно се докажува дека множеството E  е затворено.  
 
 
 

3. КАРАКТЕРИЗАЦИЈА НА НЕПРЕКИНАТИТЕ  
ФУНКЦИИ   

 
3.1. Дефиниција. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори и YXf : . 

Ако XA  , тогаш множеството })(,|{)( yxfAxYyAf  го нарекуваме 

слика на множеството A  при функцијата F . Ако YB  , тогаш множеството  
 

})(,|{)(1 yxfByXxBf   
 

го нарекуваме праслика на множеството B  при функцијата f .  

 
3.2. Теорема. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори YXf : . 

Тогаш f  е непрекината на X  ако и само ако за секое множество G  отворено во 

),( dY  множеството )(1 Gf   е отворено во ),( X .  
 

Доказ. . Нека f  е непрекината на X  и  GYG ,  е отворено мно-

жество. Да земеме произволна фиксирана точка )(1
0 Gfx   и да ставиме 

Gxfy  )( 00 . Множеството G  е отворено, па затоа постои 0  таков, што 

GyB );( 0  . Понатаму, од непрекинатоста на функцијата f  во точката 0x  

следува дека постои 0  таков, што за секој );( 0 xBx  важи );()( 0 yBxf  . 

Според тоа,  
 

)());(();( 1
0

1
0 GfyBfxB    . 

 

Ако G , тогаш  )(1 Gf . Значи, и во двата случаи )(1 Gf   е отворено во 

),( X .  
 

. Нека Xx 0  и 0  е дадено. Множеството GyB );( 0  , 

)( 00 xfy   е отворено во ),( dY . Затоа, од условот следува дека  
 

)());(( 1
0

1 GfyBf    
 

е отворено во ),( X . Сега за ));(( 0
1

0 yBfx   постои 0  таков, што  
 

));(();( 0
1

0  yBfxB  , 

што значи  
);());(( 00  yBxBf  , 

 

т.е. функцијата f  е непрекината во 0x . Конечно, тврдењето следува од произ-

волноста на точката Xx 0 .  
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3.3. Последица. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори, YXf :  и 

{ , }iB i I B  е база за просторот ( , )Y d . Функцијата f  е непрекината ако и само 

ако прасликата на секој елемент од базата B  е отворено множество во X .  

 

Доказ. . Нека функцијата f  е непрекината и BB . Но, множеството 

B  е отворено, па од теорема 3.2 следува дека множеството 1( )f B  е отворено.  
 

. Обратно, нека { , }iB i I B  е база за просторот ( , )Y d  и прасликата 

на секој елемент од B  е отворено множество во X . Нека G  е отворено 
множество во Y . Тогаш i

i
G B  е унија на елементи од базата B . Според тоа,  

 

1 1 1( ) ( ) ( )i i
i i

f G f B f B      

 

и како множествата 1( )if B  се отворени, од теорема IX 7.8 iii) следува дека мно-

жеството )(1 Gf   е отворено во X , што според теорема 3.2 значи дека функ-

цијата f  е непрекината.  

 
3.4. Последица. Нека функцијата YXf :  е непрекината на X , A X  

и Af  е рестрикцијата на f  над A . Тогаш Af  е непрекината функција.  
 

Доказ. Нека G  отворено во ),( dY . Функцијата f  е непрекината, па од 

теорема 3.2 следува дека множеството )(1 Gf   е отворено во ),( X . Но, тоа 

значи дека множеството 1( )A f G  е отворено во A . Конечно, од претходно из-

несеното и од 1 1( ) ( )AA f G f G    следува дека множеството 1( )Af G  е отворено 

во ( , )AA  , па од теорема 3.2 следува дека рестрикцијата Af  е непрекината 

функција.  
 
3.5. Последица. Функцијата YXf :  е непрекината на X  ако и само 

ако за секое множество F  затворено во ),( dY  множеството 1( )f F  е затворено 

во ),( X . 
 

Доказ. . Нека YXf :  е непрекината и нека множеството F  е зат-

ворено во ),( dY . Тогаш множеството cF  е отворено во ),( dY , па од теорема 3.2 

следува дека множеството 1( )cf F  е отворено во ),( X . Но,  
 

1 1( ) ( ( ))c cf F f F   
 

и значи множеството 1( ( ))c f F  е отворено во ),( X , па затоа множеството 
1( )f F  е затворено ),( X .  
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. Обратно, нека претпоставиме дека за секое множество F  затворено 

во ),( dY  множеството 1( )f F  е затворено во ),( X . Нека множеството G  

отворено во ),( dY . Тогаш множеството cG  е затворено во ),( dY , па од 

претпоставката следува дека множеството 1( )cf G  е затворено во ),( X . Но,  
 

1 1( ) ( ( ))c cf G f G   
 

и значи множеството 1( ( ))c f G  е затворено во ),( X , па затоа множеството 
1( )f G  е отворено во ),( X . Конечно, од теорема 3.2 следува дека функцијата 

YXf :  е непрекината на X .  

 
3.6. Во теорема 3.2 видовме дека за непрекината функција инверзната 

слика на отворено множество е отворено множество. Логично е да се запрашаме 
дали при непрекината функција сликата на отворено множество е отворено 
множество? Одговорот на поставеното прашање е негативен, што може да се види 
од следниов пример.  

 
Пример. Нека ( , ) ( , ) ( , )X Y    R . Функцијата YXf :  определена 

со 2( )f x x , за секој xR  е непрекината. Понатаму, множеството ( 1,1)A    е 

отворено во ( , )X  , но неговата слика ( ) [0,1)f A   не е отворено во ( , )Y  .  

 
3.7. Во последица 3.5 видовме дека за непрекината функција инверзната 

слика на затворено множество е затворено множество. Логично е да се запрашаме 
дали при непрекината функција сликата на затворено множество е затворено мно-
жество? Одговорот на поставеното прашање е негативен, што може да се види од 
следниов пример.  

 

Пример. Нека ( , ) ( , ) ( , )X Y    R . Функцијата YXf :  определена 

со 2
1

1
( )

x
f x


 , за секој xR  е непрекината. Понатаму, множеството [0, )A    

е затворено во ( , )X  , но неговата слика ( ) (0,1]f A   не е затворено во ( , )Y  .  

 
3.8. Последица. Функцијата YXf :  е непрекината на X  ако и само 

ако за секое множество A X  важи ( ) ( )f A f A .  

Доказ. . Нека функцијата YXf :  е непрекината. Имаме 

( ) ( )f A f A , па затоа  
 

1 1( ( )) ( ( ))A f f A f f A   . 
 

Но, множеството ( )f A  е затворено, па од последица 3.5 следува дека 

множеството 1( ( ))f f A  е затворено и затоа  
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1 1( ( )) ( ( ))A A f f A f f A    , 
 

од што следува  
 

1( ) ( ) ( ( ( )))f A f A f f f A  . 
 

. Обратно, нека претпоставиме дека ( ) ( )f A f A , за секое множество 

A X  и нека множеството F  затворено во ),( dY . Да го разгледаме множеството 
1( )A f F . Од претпоставката следува дека  

 

1 1( ) ( ( )) ( ( ))f A f f F f f F F F     , 

па затоа  
1 1( ( )) ( )A f f A f F A    , 

 

и како A A  добиваме A A , што значи дека множеството 1( )A f F  е 

затворено.  Конечно, од последица 3.5 следува дека функцијата YXf :  е 

непрекината.  
 
 
 

4. ОТВОРЕНИ И ЗАТВОРЕНИ ФУНКЦИИ.  
ХОМЕОМОРФИЗМИ   

 
4.1. Дефиниција. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори и YXf : . 

За функцијата f  ќе велиме дека е отворена ако сликата ( )f G  на секое отворено 

множество G  во X  е отворено множество во Y .  
 

За функцијата :g X Y  ќе велиме дека е затворена ако сликата ( )g F  

на секое затворено множество F  во X  е затворено множество во Y .  

 

4.2. Пример. а) Да ја разгледаме функцијата 2
2: ( , ) ( , )  R R  опре-

делена со (( , ))x y x  , за секој 2( , )x y R .   
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Прво да забележиме дека сликата ( ( ; ))B p r  на секоја отворена топка 

( ; )B p r  е отворен интервал (цртеж 1). Затоа сликата ( )G  на секое отворено мно-

жество G  во 2
2( , )R  содржи некој отворен интервал ( ( ; ))B p r , што значи дека 

множеството ( )G  е отворено во ( , )R , т.е. функцијата   е отворена.  
 
 

Од друга страна функцијата   не е затворена. Навистина, множеството 
{( , ) | 1, 0}A x y xy x    е затворено, но сликата ( ) (0, )A    не е затворено.  

 

б) Функцијата : ( , ) ( , )g  R R  определена со ( ) 1g x  , за секој xR  е 

затворена. Навистина, за секое множество A X   множеството ( ) {1}g A   е зат-

ворено, што значи дека функцијата g  е затворена. Јасно, g  не е отворена функ-

ција.  
 
4.3. Теорема. Нека ( , ), ( , )X Y d  се метрички простори, YXf :  и B  

е база за X . Функцијата f  е отворена ако множеството ( )f B  е отворено за секој 

BB .  
 

Доказ. Нека G  е отворено множество во X . Од дефиниција IX 13.1 
следува дека i

i
G B , каде iB B . Според тоа, ( ) ( ) ( )i i

i i
f G f B f B    и како 

за секој i  множеството ( )if B  е отворено добиваме дека ( )f G  е унија на отво-

рени множества во Y , па од теорема IX 7.8 iii) следува дека ( )f G  е отворено мно-

жество, што значи дека функцијата f  е отворена.  

 
4.4. Теорема. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори, YXf :  е 

инјекција и е отворена функција, A X  и ( )f A B . Тогаш функцијата 

:Af A B  е инјекција и е отворена.  
 

Доказ. Јасно, Af  е инјекција. Нека H A  е отворено подмножество во 

потпросторот ( , )AA  . Според теорема IX 12.3 постои отворено подмножество G  

од X  такво што H G A  . Бидејќи f  е инјекција добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Af H f G A f G f A f G B      . 
 

Но, функцијата f  е отворена, па затоа множеството ( )f G  е отворено во Y , што 

повторно според теорема IX 12.3 значи дека множеството ( )Af H  е отворено во 

потпросторот ( , )BB d , т.е. функцијата :Af A B  е отворена.   

 
4.5. Во натамошните разгледувања ќе ги користиме следните ознаки:  

 

( , ) { : |   е непрекинатa на  }X Y f X Y f X C  и ),()( RCC XX  . 

 
Дефиниција. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори. За функцијата  

YXf :  ќе велиме дека е хомеоморфизам ако  
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i) f  е биекција,  
 

ii) ),( YXf C , и  
 

iii) ),(1 XYf C .  
 

Притоа ќе велиме дека просторите ),( X  и ),( dY  се хомеоморфни.  

 
4.6. Пример. а) Нека ),( X  и ),( dY  се дискретни метрички простори. 

Тогаш секоја функција YXf :  е непрекината. Навистина, ако A  е отворено 

множество во Y , тогаш од пример IX 7.4 следува дека множеството 1( )f A  е 

отворено во X .  
 

Според тоа, секоја функција од еден на друг дискретен метрички простор 

е непрекината, па затоа ако YXf : , тогаш ),( YXf C  и ),(1 XYf C . Ко-

нечно, за да дискретниот метрички простор ),( X  е хомеоморфен со дискрет-

ниот метрички простор ),( dY  потребно и доволно е функцијата f  да е биекција.  
 

б) Нека , ,a b a b R . Метричките простори ([ , ], )a b   и ([0,1], )  се 

хомеоморфни. Навистина функцијата : [0,1] [ , ]f a b  определена со  
 

( ) ( )f x b a x a   , [0,1]x  
 

е биекција и е непрекината. Јасно, инверзната функција 1( ) y a
b a

f y 
  исто така е 

непрекината, па затоа f  е хомеоморфизам.  
 

в) Нека [0,1)X   и 2 2 2{( , ) | 1}Y x y x y   R . Дефинираме функција 

:f X Y  со  
 

( ) (cos 2 , sin 2 ), [0,1)f t t t t   .    (1) 
 

Очигледно, функцијата f  е биекција и е непрекината, (проверете!). Меѓутоа, ин-

верзната функција 1f   не е непрекината бидејќи блиски точки на кружницата Y , 

на пример точките (1,0) и 1 1
100 100

(cos 2 (1 ), sin 2 (1 ))    ги пресликува во оддале-

чени точки 0 и 1
100

1  на сегментот X , (проверете!). Според тоа, непрекинатата 

биекција :f X Y  определена со (1) не е хомеоморфизам.  

 
4.7. Теорема. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори и YXf :  е 

биекција. Следниве тврдења се еквивалентни:  
 

i) f  е хомеоморфизам,  
 

ii) множеството U  е отворено во ),( X  ако и само ако множеството 

( )f U  е отворено во ),( dY .  
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Доказ. i)  ii). Нека f  е хомеоморфизам и U  е отворено множество во 

),( X . Од ),(1 XYf C  следува дека 1 1( ) ( ) ( )f U f U    е отворено множество 

во ),( dY . Понатаму, ако ( )f U  е отворено множество во ),( dY , тогаш од 

),( YXf C  следува дека U  е отворено множество во ),( X .  
 

ii)  i). Обратно, нека f  е биекција таква што множеството U  е отво-

рено во ),( X  ако и само ако множеството ( )f U  е отворено во ),( dY . Нека V  е 

произволно отворено множество во ),( dY . Тогаш ( )V f U , U X , па затоа 
1( )U f V  е отворено во ),( X , т.е. ),( YXf C . Ако U  е произволно отво-

рено множество во ),( X , тогаш 1( )U f V , V Y , па затоа ( )V f U  е отво-

рено множество во ),( dY , т.е. ),(1 XYf C . Конечно, f  е биекција, 

),( YXf C  и ),(1 XYf C , што значи дека f  е хомеоморфизам.   

 
4.8. Коментар. Според теорема 4.7 хомеоморфизмот YXf :  ги 

пресликува отворените множества од просторот X  на отворени множества на 
просторот Y , и обратно. Затоа f  не е само биекција меѓу просторите X  и Y  

како множества точки, туку е биекција и меѓу отворените множества во овие 
простори.  
 

4.9. Теорема. Нека ( , )X  , ( , ')Y   и ( , '')Z   се метрички простор. Точни 

се следниве тврдења.  
 

а) Идентичната функцијата id :X X X  е хомеоморфизам.   
 

б) Ако YXf :  е хомеоморфизам,, тогаш 1 :f Y X   е хомеомор-

физам.  
 

в) Ако YXf :  и :g Y Z  се хомеоморфизми, тогаш и композицијата 

g f  е хомеоморфизам.  
 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 4.7 и 2.10. Деталите ги оставаме 
на читателот за вежба.  

 
4.10. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и нека 

 

( ) { |  e хомеоморфизам од   во }H X f f X X . 
 

Тогаш, ( ( ), )H X   е група, која ја нарекуваме група хомеоморфизми на просторот 

X .  
 

Доказ. Од теорема 4.9 в) следува дека ( ( ), )H X   е групоид. Понатаму, за 

композицијата на функции важи асоцијативниот закон, па затоа ( ( ), )H X   е полу-

група со единица idX XI  . Конечно, ако ( )f H X , тогаш според теорема 4.9 б) 
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1 ( )f H X  , што значи во полугрупата секој елемент е инверзибилен, односно 

( ( ), )H X   е група.  

 
4.11. Теорема. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори, YXf :  е 

хомеоморфизам, ( , )AA   е потпростор од X  и ( )f A B . Тогаш :Af A B , каде 

Af  е рестрикцијата на f  е хомеоморфизам од ( , )AA   во ( , )BB d .  
 

Доказ. Од ( )f A B  следува дека функцијата :Af A B , каде Af  е ре-

стрикцијата на f  е биекција. Понатаму, според последица 3.4 функцијата Af  е 

непрекината. Нека G  е отворено подмножество од A . Според теорема 4.4 функ-

цијата Af  е отворена, па затоа множеството 1 1( ) ( ) ( )A Af G f G   е отворено, што 

значи дека функцијата 1
Af   е непрекината. Конечно, Af  е биекција, ( , )Af A BC  

и 1 ( , )Af B A C , т.е. Af  е хомеоморфизам од ( , )AA   во ( , )BB d .   

 
 
 

5. ИЗОМЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ   
 
5.1. Дефиниција. За два метрички простори ( , )X   и ( , )Y d  ќе велиме 

дека се изометрички, ако постои биекција :f X Y  таква, што  
 

( ( ), ( )) ( , )d f x f t x t , за секои ,x t X .    (1) 
 

Притоа, за биекцијата f  ќе велиме дека е изометрија од X  на Y .  

 
5.2. Пример. Нека ( , )X   е дискретен метрички простор и нека ( , )Y d  е 

метричкиот простор во кој метриката е дефинирана со  
 

2, ако ,
( , )

0, ако ,

x y
d x y

x y


  

 

 

и нека постои биекција :f X Y . Просторите ( , )X   и ( , )Y d  не се изометрички 

бидејќи за секои ,x y X , x y  важи  
 

( ( ), ( )) 2 1 ( , )d f x f y x y   .  

 
5.3. Лема. Ако ),( X , ),( dY  се метрички простори и YXf :  е изоме-

трија, тогаш f  е рамномерно непрекината на X .  
 

Доказ. Нека 0  е дадено. Земаме    и добиваме дека за секои 
,x y X  за кои ( , )x y   важи  

 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y x y     , 
 

што значи дека f  е рамномерно непрекината на X .  
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5.4. Теорема. а) Ако просторите ( , )X   и ( , )Y d  се изометрички и про-

сторите ( , )Y d  и ( , *)Z   се изометрички, тогаш просторите ( , )X   и ( , *)Z   се 

изометрички.  
 

б) Нека ( , )X   е метрички простор и нека ( )X  е множеството изо-

метрии од X  на X . Тогаш, ( ( ), )X   е некомутативна група, која ја нарекуваме 

група изометрии на X .  
 

Доказ. а) Нека :f X Y  и :g Y Z  се изометрии. Тогаш, функцијата 

:g f X Z  е биекција и притоа важи  
 

* (( )( ), ( )( )) *( ( ( )), ( ( )))

( ( ), ( )) ( , ),

g f x g f y g f x g f y

d f x f y x y

 



 

 
 

 

т.е. просторите ( , )X   и ( , *)Z   се изометрички.  
 

б) Од а) следува дека ( ( ), )X   е групоид. Понатаму, за композицијата на 

функции важи асоцијативниот закон, па затоа ( ( ), )X   е полугрупа со единица 

idX XI  . Конечно, ако ( )f X , тогаш f  е биекција па затоа постои 1f  . Ако 
1( )f z x   и 1( )f y t  , тогаш, ( )z f x  и ( )y f t , па затоа  

 

1 1( ( ), ( )) ( , ) ( ( ), ( )) ( , )f z f y x t f x f t z y        , 
 

1 ( )f X  , што значи ( ( ), )X   е група.  
 

Ќе докажеме дека во општ случај групата ( ( ), )X   не е комутативна. Во 

метричкиот простор 2
2( , )R  нека f  е ротација околу координатниот почеток за 

агол од 90  и g  е симетрија во однос на x  оската. Јасно, f  и g  се изометрии и 

притоа важи f g g f   бидејќи  
 

( )(1,0) ( (1,0)) ( 1,0) (0, 1)f g f g f      и  
 

( )(1,0) ( (1,0)) (0,1) (0,1)g f g f g   .  

 
5.5. Забелешка. Од лема 5.3 и теорема 5.4 непосредно следува дека секоја 

изометрија е хомеоморфизам, што значи дека ( ) ( )X H X  , т.е. групата 

( ( ), )X   е подгрупа од групата ( ( ), )H X  .  

 
5.6. Теорема. Нека X  е непразно множество, ( , )Y d  е метрички простор 

и :f X Y  е инјекција. Тогаш, со  
 

( , ) ( ( ), ( ))x y d f x f y  , за секои ,x y X  

е дефинирана метрика на X , т.е. ( , )X   е метрички простор.  
 

Доказ. Непосредно следува од тоа што d  е метрика и f  е инјекција. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
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5.7. Пример. Користејќи ја претходната теорема можеме да конструираме 
нови метрики на множеството R . На пример, функцијата :f R R  определена 

со ( ) arctgf x x , xR  е инјекција, па затоа согласно со претходната теорема со  
 

( , ) | arctg arctg |x y x y    
 

е определена метрика на R .  
 

Слично, функцијата :g R R  определена со ( ) xg x e , xR  е инјек-

ција, па затоа со  
 

* ( , ) | |x yx y e e    
 

е определена метрика на R .   
 
5.8. Лема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  и :f X Y  е изометрија. Тогаш за секој 

a X  и за секој 0r   множествата ( ; ), ( ; )B a r B a r  и ( ; )S a r  со f  се пресликува-

ат во множествата ( ( ); ), ( ( ); )B f a r B f a r  и ( ( ); )S f a r , соодветно.  
 

Доказ. Ќе докажеме дека a X  и за секој 0r   важи  
 

( ( ; )) ( ( ); )f B a r B f a r . 
 

Нека ( ( ; ))y f B a r . Тогаш, постои ( ; )x B a r  таков што ( )y f x . Но, 

f  е изометрија, па затоа  
 

( ( ), ) ( ( ), ( )) ( , )d f a y d f a f x a x r    
 

т.е. ( ( ); )y B f a r  и од произволноста на y  следува ( ( ; )) ( ( ); )f B a r B f a r .  
 

Нека ( ( ); ))z B f a r . Но, f  е изометрија, што значи дека е биекција, па 

затоа постои x X  таков што ( )z f x  и притоа важи  
 

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), )a x d f a f x d f a z r    , 
 

т.е. ( ; )x B a r , па затоа ( ) ( ( ; ))z f x f B a r  . Од произволноста на z  следува 

дека ( ( ); ) ( ( ; ))B f a r f B a r  и како ( ( ; )) ( ( ); )f B a r B f a r  имаме  
 

( ( ; )) ( ( ); )f B a r B f a r . 
 

Равенствата ( ( ; )) ( ( ); )f B a r B f a r  и ( ( ; )) ( ( ); )f S a r S f a r  се докажува-

ат аналогно. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
5.9. Пример. а) Користејќи ја претходната лема ќе докажеме дека метрич-

ките простори 2( , )R  и 2
2( , )R  не се изометрички.  

 

За точките (0,0)a  и (2,0)b  важи ( , ) 2 a b . Понатаму, во 
2( , )R  важи  

( ;1) ( ;1) {(1, ) | [ 1,1]}S S t t    a b . 
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Според тоа, ако постои изометрија f  од 2( , )R  во 2
2( , )R , тогаш треба да ва-

жи 2 ( ( ), ( )) 2f f a b  и сверите ( ( );1)S f a  и ( ( );1)S f b  да се сечат во непре-

бројливо многу точки, што не е можно. Значи, метричките простори 2( , )R  и 
2

2( , )R  не се изометрички.  
 

б) Ќе докажеме дека просторите 2( , )R  и 2
1( , )R  се изометрички. Ќе 

докажеме дека функцијата 2 2
1: ( , ) ( , )f   R R  определена со  

 

2 2
( , ) ( , )x y x yf x y   , за секој 2( , )x y R , 

 

е изометрија. Навистина, ако го искористиме равенството  
 

1
2

(| | | |) max{| |, | |}a b a b a b    , 
 

тогаш за секои 2( , ); ( , )x y z t R  добиваме  
 

1 1 2 2 2 2

1
2

( ( , ); ( , )) (( , ); ( , ))

(| | | ( ) |)

max{| |,| |} (( , );( , )),

                              

                              

x y x y z t z tf x y f z t

x z y t x z y t

x z y t x y z t

 



   





       

   

 

 

што и требаше да се докаже.  
 
 
 
6. ПРИРОДНИ ПРОЕКЦИИ  
 
6.1. Дефиниција. Нека X  и Y  се произволни множества. Функцииите 

pr :X X Y X   и pr :Y X Y Y   определени со равенствата  
 

pr ( , )X x y x  и pr ( , )Y x y y ,     (1) 
 

ги нарекуваме природни проекции од X Y  на X  и од X Y  на Y , соодветно. 
 
6.2. Теорема. Нека ),( X , ),( dY  се метрички простори и нека на Декар-

товиот производ X Y  метриката p  е определена со  

 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   , за 1p     (2) 
 

или 
 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , за p   .   (3) 
 

Тогаш природните проекции (1) се рамномерно непрекинати функции.  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Ставаме    и добиваме дека за секои 
( , );x y  ( ', ')x y X Y   такви што (( , ); ( ', '))p x y x y  , при 1p   важи  
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(pr ( , ), pr ( ', ')) ( , ') ( , ') ( , ')

(( , '); ( , ')) ,

p p p
X X

p

x y x y x x x x d y y

x x y y

  
  

  

  
 

 

а при p    важи  
 

(pr ( , ), pr ( ', ')) ( , ') max{ ( , '), ( , ')}

(( , '), ( , ')} .
X Xx y x y x x x x d y y

x x y y

  
  

 
  

 

 

Според тоа, природната проекција pr :X X Y X   е рамномерна непре-

кината функција.  
 

Аналогно се докажува дека и природната проекција pr :Y X Y Y   е 

рамномерна непрекината функција.  
 
6.3. Забелешка. Нека ( , ), 1, 2,...,i iX i k   се метрички простори. Според 

забелешка IX 14.4 со  
 

1 1
1

(( ,..., ); ( ,..., )) ( , )
k

pp
p k k i ii

i
x x y y x y 


  , 1p    (4) 

и  

1 1(( ,..., ); ( ,..., )) max{ ( , ) | 1, 2,..., }k k i i ix x y y x y i k     (5) 
 

се дефинирани метрики на Декартовиот производ 1 ... kX X X   . Понатаму, 

аналогно како во дефиниција 6.1. се дефинираат природните проекции  
 

1pr : ...
iX k iX X X   , 1, 2,...,i k ,  

 

кои се рамномерно непрекинати функции. Доказот на последното тврдење е 
наполно аналоген на доказот на теорема 6.2. Деталите ги оставаме на читателот за 
вежба.  
 

6.4. Пример. Нека RR  YX m ,  се метричките простори со обичните 

растојанија.  
 

а) Непрекинатост по координати. Ако во забелешка 6.3 ставиме 

kX  R  1 k m  , добиваме дека функцијата RR m
k :  дефинирана со  

 

kmkk xxx  ),....,()( 1 x ,  
 

за m
mxx Rx  ),....,( 1  е рамномерно непрекината, што значи таа е непрекината.  

 

б) Непрекинатост на полиноми. Полином од m  реални променливи 

mxx ,....,1  ја нарекуваме функцијата RR mP :  определена со подредена m  

торка ),...,( 1 mnn  природни броеви и множество реални броеви  
 

},...,2,1,0|{ ...21
mjnia jjiii m

  
 

на следниов начин  
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1 2
1 21 2 ... 1 2

0
1,2,...,

( ) ( , ,..., ) ... m
m

j j

i i i
m i i i m

i n
j m

P P x x x a x x x
 


  x  

 

за m
mxx Rx  ),....,( 1 . Од примерот под а) и теорема 2.5 следува дека функци-

јата RR mP :  е непрекината.  
 

в) Рационална функција од m  променливи. Нека P  и Q  се два поли-

номи од m  променливи и }0)(|{  xRx QA m . Функцијата RAS :  дефи-

нирана со AS
Q
P  xx

x
x ,)(

)(
)(  ја нарековме рационална функција од m  реални про-

менливи. Од теорема 2.5 и пример под б) следува дека секоја рационална функција 
е непрекината во секоја точка од својата дефинициона област.  
 

г) Нека RR  YX ,2  со обичните растојанија и да ја разгледаме функ-

цијата RAf : , 222 }1|),{( R yxyxA  определена со  
 

221
sin),(

yx
yxf


  . 

 

Според примерот в) и теорема 2.10 оваа функција е непрекината на A . Ќе дока-
жеме дека на множеството A  функцијата f  не е рамномерно непрекината. На-

вистина, нека  20  . Да ги разгледаме низите  
 

)cos1,sin1(),(
2
1

2
1 

nnnnn yx x , n  1 2, , ...  и 
 

)cos1,sin1(),(
14

2
14

2''   
nnnnn yxy , n  1 2, , ... , 

 

кои припаѓаат на множеството A . Бидејќи  
 

,0|11|),(
14

2
2
1  nnnn yx  кога n ,  

 

а   
 

1|)2sin(2sin|)()(
2

   nnff nn yx , за секој Nn   
 

добиваме дека за секој )1,0(  не постои 0  таков, што се исполнети условите 

од дефиниција за рамномерна непрекинатост. Според тоа, разгледуваната функци-
ја не е рамномерно непрекината.  
 

д) Нека RR  YX ,2  со обичните растојанија и да ја разгледаме 

функцијата ,: RAf  2{( , ) | | | | |, 0}A x y y x x    R  определена со  
 

x
yyxf arcsin),(  . 

 

Според примерот в) и теорема 2.10 оваа функција е непрекината. Меѓутоа, функ-
ција не е рамномерно непрекината на A , бидејќи за низите  
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,...3,2,1),,(),,( 1111  n
nnnnnn yx  

важи  
2

2 ( , ) 0,n n n
  x y  кога n  

и  
 |)1arcsin(1arcsin|)()( nn ff yx , за секој Nn .  

 

Според тоа, за секој ),0(    не постои 0  таков што се исполнети условите 

од дефиниција за рамномерна непрекинатост, па затоа разгледуваната функција не 
е рамномерно непрекината.  

 
6.5. Лема. Нека ,X Y  и Z  се произволни множества. За секоја функција 

:F X Y Z  , постојат функции :f X Y  и :g X Z  такви, што  
 

( ) ( ( ), ( ))F x f x g x , за секој x X .   (6) 
 

Доказ. Нека :F X Y Z   е произволна функција. Функциите 
:f X Y  и :g X Z  определени со  

 

( ) (pr )( )Yf x F x   и ( ) (pr )( )Zg x F x  , x X , 
 

соодветно се добро дефинирани. Ќе докажеме дека важи (6).  
 

Нека x X . Тогаш, постојат y Y  и z Z  такви што ( ) ( , )F x y z  
Y Z   и притоа важи  

 

pr ( , ) pr ( ( )) (pr )( ) ( )Y Y Yy y z F x F x f x     и  
 

pr ( , ) pr ( ( )) (pr )( ) ( )Z Z Zz y z F x F x g x    .  
 

Според тоа ( ) ( , ) ( ( ), ( ))F x y z f x g x  , за секој x X , т.е. важи (6).  

 
6.6. Лема. Нека 1( , ),X   2( , )Y   и 3( , )Z   се метрички простори и 

:F X   Y Z , каде метриката на Y Z  е дефинирана со равенството (2) или со 
равенството (3).  
 

а) Функцијата F  е непрекината ако и само ако функциите f  и g  од лема 

6.5 се непрекинати.  
 

б) Функцијата F  е рамномерно непрекината ако и само ако функциите f  

и g  од лема 6.5 се рамномерно непрекинати. 
 

Доказ. б) . Нека F  е рамномерно непрекината. Според теорема 6.2 
природните проекции pr :Y Y Z Y   и pr :Z Y Z Z   се рамномерно 

непрекинати. Сега тврдењето следува од теорема 2.10.  
 

. Тврдењето ќе го докажеме во случајот кога метриката на Y Z  е 
дефинирана со равенството (3). Нека функциите f  и g  од лема 6.5 се рамно-

мерно непрекинати и нека 0   е дадено. Од рамномерната непрекинатост на f  

следува дека постои 1 0   таков што за секои ', ''x x X , за кои 1 1( ', '')x x   
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важи 2 ( ( '), ( ''))f x f x  , а од рамномерната непрекинатост на g  следува дека 

постои 2 0   таков, што за секои ', ''x x X , за кои 1 2( ', '')x x   важи 

3( ( '), ( ''))g x g x  . Земаме 1 2min{ , }    и ако го искористиме равенството (4) 

добиваме дека за секои ', ''x x X , за кои 1( ', '')x x   важи  
 

2 3

( ( '), ( '')) (( ( '), ( ')), ( ( ''), ( '')))

max{ ( ( '), ( '')), ( ( '), ( ''))} ,

F x F x f x g x f x g x

f x f x g x g x

 
  

 

                            
 

 

т.е. F  е рамномерно непрекината функција.  
 

а) Постапете аналогно како во доказот под б).  
 
6.7. Забелешка. Аналогно на лема 6.5 може да се докаже дека  за произ-

волни множества 1, ,..., kX X X  и произволна функција 1: ... kF X X X    посто-

јат функции :i if X X , 1, 2,...,i k  такви, што  
 

1( ) ( ( ),..., ( ))kF x f x f x , за секој x X . 

Притоа  
pr

ii Xf F  , 1, 2,...,i k .   (7) 
 

Понатаму, ако ( , ), 1, 2,...,i iX i k   се метрички простори и со (4) или (5) е дефи-

нирана метрика на 1 ... kX X  , тогаш според забелешка 6.3 природните проекции  
 

1pr : ...
iX k iX X X   , 1, 2,...,i k  

 

се рамномерно непрекинати функции. Сега, аналогно на лема 6.6 може да се 
докаже дека за произволни метрички простори ( , ),X   ( , ),i iX   1, 2,...,i k  функ-

цијата 1: ... kF X X X   е непрекината (рамномерно непрекината) ако и само ако 

функциите (7) се непрекинати (рамномерно непрекинати).  
 

6.8. Теорема. Нека ),( X  е метрички простор и ( , )m
pR , 1 p   . 

Ако  XA  , 0x  е точка на натрупување за A  и mAf R: , тогаш постојат 

функции :if A  R , 1,2,...,i m  такви, што 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))mf x f x f x f x , за 

секој x A  и  
 

1 2 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( , ,..., )m mf x f x f x f x p p p   p , 0x x  во ),( dmR  
 

ако и само ако ( )i if x p , 0x x  за секој mi ,...,2,1 . Функциите ,if  

1,2,...,i m  ги нарекуваме координатни функции за функцијата f .  
 

Доказ. Непосредно следува од забелешка 6.7, теорема 1.3 и пример IX 
3.8. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

6.9. Последица. За метричките простори ),( X  и ( , )m
pR , 1 p    

функцијата : mF X  R  е непрекината (рамномерно непрекината) ако и само ако 
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функциите : , 1, 2,...,if X i k R  од теорема 6.8 се непрекинати (рамномерно 

непрекинати).  
 

Доказ. Непосредно следува од забелешка 6.7. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
 
 
7. ЕКВИВАЛЕНТНИ МЕТРИКИ  

 
7.1. Дефиниција. Нека   и d  се две метрики над исто множество X . Ќе 

велиме дека метриките   и d  се еквивалентни ако за секој 0x X  секоја отворе-

на топка 0 1( ; )B x r  во однос на метриката   содржи некоја отворена топка 

0 2( ; )dB x r  во однос на метриката d  и обратно, т.е. ако се исполнети условите  
 

0x X  , 1 0r  , 2 0r   таков што 0 2 0 1( ; ) ( ; )dB x r B x r , и  (1) 

0x X  , 2 0r  , 1 0r   таков што 0 1 0 2( ; ) ( ; )dB x r B x r  .   (2) 

 
7.2. Лема. Ако метриките 1  и 2  еквивалентни и метриките 2  и 3  се 

еквивалентни, тогаш и метриките 1  и 3  се еквивалентни.  

Доказ. Нека 0x X  и 1 0r   се дадени. Метриките 1  и 2  се 

еквивалентни, па затоа постои 2 0r   таков што 
2 10 2 0 1( ; ) ( ; )B x r B x r  . Поната-

му, метриките 2  и 3  се еквивалентни, па од дефиниција 7.1 следува дека за 

0x X  и 2 0r   постои 3 0r   таков што 
3 20 3 0 2( ; ) ( ; )B x r B x r  . Според тоа, за 

дадените 0x X  и 1 0r   најдовме 3 0r   таков што 
3 10 3 0 1( ; ) ( ; )B x r B x r  . Ко-

нечно, од произволноста на 0x X  и 1 0r   следува дека за метриките 1  и 3   е 

исполнет  условот (1) од дефиниција 7.1.  
 

Аналогно се покажува дека за метриките 1  и 3  е исполнет и условот 

(2) од дефиниција 7.1, што значи дека метриките 1  и 3  се еквивалентни.  

 
7.3. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )X d  се метрички простори. Метриките   

и d  се еквивалентни ако и само ако функцијата id : ( , ) ( , )X X X d   определена 

со id ( )X x x , за секој x X  е хомеоморфизам.  

Доказ. . Нека функција idX  е хомеоморфизам. Тоа значи, дека функ-

цијата idX  е непрекината, па затоа од забелешка 2.4 следува дека за секој 0x X  

и за секој  2 0r   постои 1 0r   таков што  

0 1 0 1 0 2 0 2( ; ) id ( ( ; )) (id ( ); ) ( ; )X d X dB x r B x r B x r B x r    , 

т.е. исполнет е условот (2) од дефиниција 7.1. Понатаму, инверзната функција 
1idX
  е непрекината, па затоа од забелешка 2.4 следува дека за секој 0x X  и за 

секој 1 0r   постои 2 0r   таков што  
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1 1
0 2 0 2 0 1 0 1( ; ) id ( ( ; )) (id ( ); ) ( ; )d X d XB x r B x r B x r B x r 

    , 
 

т.е. исполнет е и условот (1) од дефиниција 7.1, што значи дека метриките   и d  

се еквивалентни.  
 

. Нека метриките   и d  се еквивалентни. Да ја разгледаме иден-

тичната функција id : ( , ) ( , )X X X d   определена со id ( )X x x . Нека 0x X  и 

0   е дадено. Од условот (2) во дефиниција 7.1 следува дека постои 0   таков 
што  
 

0 0 0 0id ( ( ; )) ( ; ) ( ; ) (id ( ); )X d d XB x B x B x B x       , 
 

што според забелешка 2.4 значи дека функцијата idX  е непрекината. Понатаму, 

од условот (1) во дефиниција 7.1 следува дека постои 0   таков што  
 

1 1
0 0 0 0id ( ( ; )) ( ; ) ( ; ) (id ( ); )X d d XB x B x B x B x        , 

 

што според забелешка 2.4 значи дека функцијата 1idX
  е непрекината. Но, idX  е 

биекција, па според тоа idX  е хомеоморфизам.  

 
7.4. Теорема. Нека ),( X  и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е 

биекција и нека '  е метриката на X , определена со  
 

'( , ) ( ( ), ( ))x y d f x f y  , за секои ,x y X . 
 

Метриката '  е еквивалентна со почетната метрика   на X  ако и само ако f  е 

хомеоморфизам.  
 

Доказ. . Нека метриките '  и   се еквивалетни. Според теорема 7.3 

функцијата id : ( , ) ( , ')X X X  , определена со id ( )X x x , за секој x X  е хо-

меоморфизам. Значи, функцијата : ( , ) ( , )f X Y d   е композиција на непрекина-

тата функција id : ( , ) ( , ')X X X   и изометријата : ( , ') ( , )f X Y d  , па затоа 

е непрекината. Понатаму, функцијата 1 : ( , ) ( , )f Y d X    е композиција на изо-

метријата 1 : ( , ) ( , ')f Y d X    и непрекинатата функција 1id : ( , ') ( , )X X X   , 

па затоа е непрекината и како f  е биекција добиваме дека f  е хомеоморфизам.  
 

. Нека f  е хомеоморфизам, т.е. : ( , ) ( , )f X Y d   и 1 : ( , ) ( , )f Y d X    

се непрекинати. Функцијата id : ( , ) ( , ')X X X   е композиција на непрекина-

тата функција : ( , ) ( , )f X Y d   и изометријата 1 : ( , ) ( , ')f Y d X   , па затоа е 

непрекината. Понатаму, функцијата 1id : ( , ') ( , )X X X    е композиција на изо-

метријата : ( , ') ( , )f X Y d   и непрекинатата функција 1 : ( , ) ( , )f Y d X   , па 

затоа е непрекината, што значи idX  е хомеоморфизам. Конечно, од теорема 7.3 

следува дека метриките '  и   се еквивалетни.  
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7.5. Пример. а) Метриките   и * , конструирани во пример 5.7 се 

еквивалентни на обичната метрика ( , ) | |d x y x y  , ,x yR . Навистина, пресли-

кувањето ( ) arctgf x x , xR  е биекција од R  во 
2 2

( , )  , а пресликувањето 

( ) xg x e , xR  е биекција од R  во (0, )  и како овие пресликувања се 

хомеоморфизми, од теорема 7.4 следува дека   и *  се еквивалентни со d . 

Конечно, од лема 7.2 следува дека метриките   и *  се еквивалентни.  
 

б) Во множеството ([0,1])C  да ги разгледаме метриките   и 1  

дефинирани во примерите IX 2.9 и IX 2.11, соодветно.  
 

Нека ([0,1])xC  и 0  . Земаме   . Ако ( ; )y B x 


 , тогаш  
 

[0,1]
sup | ( ) ( ) | ( , )

t
x t y t x y 


   , 

 

и од својствата на супремумот и на Римановиот интеграл следува  
 

1 1 1

1
[0,1]0 0 0

( , ) | ( ) ( ) | sup | ( ) ( ) |
t

x y x t y t dt x t y t dt dt   


         , 

 

т.е. 
1
( ; )y B x  . Според тоа, за дадените ([0,1])xC  и 0   најдовме    

таков што 
1

( ; ) ( ; )B x B x  


 , т.е. исполент е условот 1) од дефиниција 7.1.  
 

Нека ( ) 2x t  , [0,1]t  и 1  , цртеж 2. 

Нека 0   и да ја разгледаме функцијата  
 

4
2

2

4, 0 ,
( )

2, 1,

t t
y t

t






    
 

 

 

цртеж 3. Имаме,  

21
4

1 2
0 0

( , ) | ( ) ( ) | (2 )tx y x t y t dt dt




        , 

т.е. 
1
( ; )y B x  . Но,  

 

4
2

( , ) sup{| ( ) ( ) |, [0,1]}

sup{| 2 |, [0, ]} 2 1,t

x y x t y t t

t 


   

    
 

 

т.е. ( ; )y B x 


 . Според тоа, во ([0,1])C  посто-

јат функција ( ) 2, [0,1]x t t   и реален број 1   

таков што за секој 0   важи 
1
( ; )B x    

( ; )B x 


, т.е. не е исполнет условот (2) од дефи-

ниција 7.1, што значи дека метриките   и 1  не се еквивалентни.  
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7.6. Лема. Ако метриките   и '  се еквивалентни на множеството X  и 

метриките d  и 'd  се еквивалентни на множеството Y , тогаш  
 

(( , ), ( , )) (( , '), ( , '))X Y d X Y d C C .   (6) 
 

Доказ. Нека (( , ), ( , ))f X Y dC , т.е. функцијата : ( , ) ( , )f X Y d   е не-

прекината. Според теорема 7.3 функцијата : ( , ') ( , ')f X Y d   е композиција на 

непрекинати функции  
id id

( , ') ( , ) ( , ) ( , ')
X Yf

X X Y d Y d    , 
 

па од теорема 2.10 следува дека таа е непрекината, т.е. (( , '), ( , '))f X Y dC , од-

носно  
(( , ), ( , )) (( , '), ( , '))X Y d X Y d C C . 

 

Обратната инклузија се докажува аналогно, што значи важи (6).  
 

7.7. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако множеството X  

е ограничено во метриката  , т.е. ако ( )d X   , тогаш ќе велиме дека метриката 

  е ограничена.  

 
7.8. Лема. За секоја метрика   на множеството X  со  

 

( , )
1 ( , )

( , ) , ,
x y

x y
d x y x y X


      (3) 

е определена метрика на X , која е ограничена и е еквивалентна на  .  
 

Доказ. Според лема IX 1.5 со (3) е определена метрика d  на X . 
Очигледно, ( , ) 1d x y  , за секои ,x y X , т.е. метриката d  е ограничена.  
 

Нека 0x X  и 1 0r   се дадени и да ставиме 1

1
2 1

r
r

r  . Ако 0 2( ; )dx B x r , 

тогаш 0 2( , )d x x r , па затоа  
 

0 1

0 1

( , )
1 ( , ) 1

x x r
x x r


  , т.е. 0 1( , )x x r  . 

Значи, 0 1( ; )x B x r  и од произволноста на x  следува 0 2 0 1( ; ) ( ; )dB x r B x r , т.е. 

важи условот (1) од дефиниција 7.1.  
 

Нека 0x X  и 2 (0,1)r   се дадени и да ставиме 2

2
1 1

r
r

r  . Ако 

0 1( ; )x B x r , тогаш 2

2
0 1 1

( , )
r

r
x x r   , па затоа  

 

0

0

( , )
21 ( , )

x x
x x

r

  , т.е. 0 2( , )d x x r . 

Значи, 0 2( ; )dx B x r  и од произволноста на x  следува 0 1 0 2( ; ) ( ; )dB x r B x r  , т.е ва-

жи и условот (2) од дефиниција 7.1, па затоа метриките   и d  се еквивалентни.   
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7.9. Теорема. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . 

Точни се следниве тврдења.  
 

а) Низата 1{ }n nx 
  конвергира во ),( X  ако и само ако таа конвергира во 

( , )X d .  

б) Точката x  е точка на натрупување за множеството A  во ),( X  ако и 

само ако таа е точка на натрупување за A  во ( , )X d .  

в) Множеството O  е отворено во ),( X  ако и само ако тоа е отворено во 

( , )X d .  

г) Множеството F  е затворено во ),( X  ако и само ако тоа е затворено 

во ( , )X d .  

д) Множеството A  е затворач на множеството A  во ),( X  ако и само 

ако тоа е затворач на A  во ( , )X d .  
 

Доказ. а) . Нека lim n
n

x x


  во ),( X  и 0   е дадено. Според 

теорема 7.3 функцијата id : ( , ) ( , )X X X d   е хомеоморфизам, па затоа постои 

0   таков што за секој y X  таков, што ( , )x y   важи  
 

( , ) (id ( ), id ( ))X Xd x y d x y   . 
 

Но, lim n
n

x x


  во ),( X , па за   постои природен број xn  таков, што кога 

xn n  важи ( , )nx x  , т.е. важи ( , )nd x x  . Според тоа, lim n
n

x x


  во 

( , )X d .  
 

. Аналогно се докажува дека од lim n
n

x x


  во ( , )X d  следува 

lim n
n

x x


  во ),( X .  

 

б) Непосредно следува од теорема IX 6.4 и тврдењето под а).  
 

в) Непосредно следува од теоремите 7.3 и 3.2.  
 

г) Непосредно следува од теорема 7.3 и последица 3.5.  
 

д) Непосредно следува од теорема IX 9.3 и тврдењето под б).  
 
 
 
8. РАМНОМЕРНО ЕКВИВАЛЕНТНИ МЕТРИКИ  

 
8.1. Дефиниција. Нека 1  и 2  се две метрики над исто множество X . 

Ќе велиме дека метриките 1  и 2  се рамномерно еквивалентни ако постојат 

реални броеви , 0   такви што  
 

1 2( , ) ( , )x y x y  , за секои ,x y X ,   (1) 
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2 1( , ) ( , )x y x y  , за секои ,x y X .    (2) 

 
8.2. Теорема. Ако метриките 1  и 2  рамномерно еквивалентни и ме-

триките 2  и 3  се рамномерно еквивалентни, тогаш и метриките 1  и 3  се 

рамномерно еквивалентни.  
 

Доказ. Метриките 1  и 2  рамномерно еквивалентни, па затоа постојат 

реални броеви , 0   такви, што се исполнети условите (1) и (2) од дефиниција 

8.1. Понатаму, метриките 2  и 3  се рамномерно еквивалентни, па затоа постојат 

реални броеви , 0    такви што  
 

2 3( , ) ( , )x y x y  , за секои ,x y X ,   (3) 
 

3 2( , ) ( , )x y x y  , за секои ,x y X .    (4) 
 

Конечно, ако ги искористиме условите (1) – (4) добиваме дека за броевите 
, 0    важи  

1 2 3 3( , ) ( , ) ( ( , )) ( ) ( , )x y x y x y x y        , за секои ,x y X ,  
 

3 2 1 1( , ) ( , ) ( ( , )) ( ) ( , )x y x y x y x y        , за секои ,x y X ,  
 

што според дефиниција 8.1 значи, дека метриките 1  и 3  се рамномерно еквива-

лентни.  
 
8.3. Теорема. Нека 1  и 2  се две метрики над исто множество X . Ако 

метриките 1  и 2  се рамномерно еквивалентни, тогаш идентичните функции 

1 2id : ( , ) ( , )X X X   и 1
2 1id : ( , ) ( , )X X X    се рамномерно непрекинати. 

 

Доказ. Нека реалните броеви , 0    се такви што се исполнети 

условите (1) и (2) од дефиниција 8.1. Ќе докажеме дека функцијата 

1 2id : ( , ) ( , )X X X   е рамномерно непрекинато. Нека 0   е дадено и да 

земеме 
  . Тогаш, за секои ,x y X  такви, што 1( , )x y   важи  

 

2 1( , ) ( , )x y x y      , 
 

т.е. функцијата 1 2id : ( , ) ( , )X X X   е рамномерно непрекината.  
 

Аналогно се докажува дека функцијата 1
2 1id : ( , ) ( , )X X X    е рам-

номерно непрекината.  
 
8.4. Теорема. Ако метриките 1  и 2  над множеството X  се рамно-

мерно еквивалентни, тогаш тие се еквивалентни.  
 

Доказ. Нека метриките 1  и 2  се рамномерно еквивалентни. Од 

теорема 8.3 следува дека идентичните функции 1 2id : ( , ) ( , )X X X   и 
1

2 1id : ( , ) ( , )X X X    се рамномерно непрекинати. Понатаму, според лема 2.7 
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тие се непрекинати и како id X  е биекција добиваме дека id X  е хомеоморфизам. 

Конечно, од теорема 7.2 следува дека метриките 1  и 2  се еквивалентни.  

 
8.5. Последица. Ако метриките   и '  се рамномерно еквивалентни на 

множеството X  и метриките d  и 'd  се рамномерно еквивалентни на множество-
то Y , тогаш е исполнето равенството  
 

(( , ), ( , )) (( , '), ( , '))X Y d X Y d C C . 
 

Доказ. Од теорема 8.4 следува дека метриките   и '  се еквивалентни 

на множеството X  и метриките d  и 'd  се еквивалентни на множеството Y . Сега 
тврдењето следува од лема 7.4.  

 
8.6. Последица. За секоја ограничена метрика   на множеството X  

ограничената метрика d  од лема 7.8 е рамномерно еквивалентна на  .  
 

Доказ. Нека метриката   е ограничена, т.е. постои 0K   таков што  
 

( , )x y K  , за секои ,x y X .    (5) 

Тогаш  
( , ) ( , )

1 ( , ) 1
( , ) x y x y

x y K
d x y  

   , за секои ,x y X , 

односно  
( , ) (1 ) ( , )x y K d x y   , за секои ,x y X .   (6) 

 

Од друга страна  
( , )

1 ( , )
( , ) ( , )x y

x y
d x y x y

   , за секои ,x y X .   (7) 
 

Конечно, од неравенствата (6) и (7) следува дека метриките   и d  се рамно-

мерно еквивалентни.  
 
8.7. Во последица 8.6 докажавме дека секоја ограничена метрика е рам-

номерно еквивалентна на ограничената метрика од лема 7.8. Логично е да се за-
прашаме дали може ограничена и неограничена метрика да бидат рамномерно 
еквивалентни. Во следнава лема ќе докажеме дека одговорот на поставеното пра-
шање е негативен.  

 
Лема. Ако 1  е ограничена, а 2  е неограничена метрика над 

множеството X , тогаш тие не се рамномерно еквивалентни.  
 

Доказ. Метриката 1  е ограничена, па затоа постои реален број 0K   

таков што е исполнет условот (5). Од друга страна, метриката 2  не е ограничена, 

па затоа за секој 0M   постојат точки ,M Mx y X  такви што 2 ( , )M Mx y M  . 

Ако метриките 1  и 2  се рамномерно еквивалентни, тогаш постои реален број 

0   таков што е исполнет условот (2). Нека M K . Тогаш за точките 

,M Mx y X  истовремено треба да се исполнети неравенствата  
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2 ( , )M Mx y M   и 2 1( , ) ( , )M M M Mx y x y K M     , 
 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека огра-
ничена и неограничена метрика не може да бидат рамномерно еквивалентни.  

 
8.8. Коментар. а) Во теорема 8.4 докажавме дека рамномерно еквива-

лентните метрики   и d  над множество X  се еквивалентни. Меѓутоа обратното 

тврдење не важи. Навистина, според лема 7.8 метриката   над множеството 

реални броеви R  определена со ( , ) | |,x y x y    за секои ,x yR , и метриката 

d  над множеството реални броеви R  определена со ( , )
1 ( , )

( , ) x y
x y

d x y 
 , за секои 

,x yR  се еквивалентни. Јасно, метриката   е неограничена, а од лема 7.8 сле-

дува дека метриката d  е ограничена. Конечно, од лема 8.7 следува дека метри-
ките   и d  не се рамномерно еквивалентни.  
 

б) Според теорема 8.3 од рамномерната еквивалентност на метриките   

и d  следува рамномерната непрекинатост на функциите idX  и 1idX
 . Меѓутоа, 

обратното тврдење не важи. Имено, ако   е неограничена метрика, а d  е ограни-

чената метрика од лема 7.8, тогаш според задача 38 функциите idX  и 1idX
  се 

рамномерно непрекинати, но според лема 8.7 метриките   и d  не се рамномерно 

еквивалентни.  
 
8.9. Последица. За произволни метрички простори ( , )X   и ( , )Y d  сите 

метрики p  на X Y  определени со равенствата 
 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   , за 1p    (8) 

и 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , за p   .  (9) 
 

се меѓусебно рамномерно еквивалентни.  
 

Доказ. Согласно со дефиниција 8.1имаме:   
 

i) од неравенствaта (3) во теорема IX 14.3 следува дека метриките   и 

p , за секој 1p  , се рамномерно еквивалентни,  
 

ii) од неравенствата (4) во теорема IX 14.3 следува дека метриките   и 

1  се рамномерно еквивалентни, 
 

iii) од неравенствата (5) во теорема IX 14.3 следува дека метриките 1  и 

p  за секој 1p  , се рамномерно еквивалентни, и  
 

iv) ако 1 2 1 2, 1,p p p p  , тогаш според i)   и 
1p  се рамномерно ек-

вивалентни и 
2p  и   се рамномерно еквивалентни, па од лема 8.2 

следува дека метриките 
1p  и 

2p  се рамномерно еквивалентни.  
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8.10. Забелешка. Во забелешка IX 14.4 а) видовме дека за произволни ме-
трички простори ( , ), 1, 2,...,i iX i n   со равенствата (6) и (7) на Декартовиот 

производ 1 ... nX X X    се дефинирани метрики d  и , 1pd p  . Понатаму, како 

во доказот на последица 8.9, користејќи ги неравенствата (8), (9) и (10) од забе-
лешка IX 14.4 б), се докажува дека овие метрики се рамномерно еквивалентни.  

 
8.11. Коментар. Во последица 8.9 докажавме дека метриките p , 

1 p   , на X Y , определени со равенствата (8) и (9) се меѓусебно рамномерно 

еквивалентни. Според тоа, имајќи ја предвид последица 8.5, кога зборуваме за 
непрекинатост на функција од X Y  на X Y  не е неопходно да се наведува 
бројот p , т.е. доволно е да докажеме дека функцијата е непрекината за едно p , 

1 p   , па од последица 8.5 ќе следува дека тоа важи за секој p , 1 p   . 

Аналогно тврдење важи и во случај на рамномерно непрекинати функции од 
X Y  на X Y . Деталите ги оставаме на читателот за вежба. 

 
8.12. Лема. За секој метрички простор ),( X  функцијата : X X   R   

е рамномерно непрекината.  
 

Доказ. Согласно со коментар 8.11 доволно е тврдењето да го докажеме за 
метриката 1  на X X . Нека 0   и ( ', '')x x x  и ( ', '')y y y  се произволни 

точки од X X . Земаме   , па затоа кога 1( , )x y   од лема IX 1.4 добиваме  
 

1| ( ) ( ) | | ( ', '') ( ', '') | ( ', ') ( '', '') ( , )x y x x y y x y x y x y                , 
 

т.е.   е рамномерно непрекината функција.  

 
 
 
9. ПРОДОЛЖУВАЊЕ НА НЕПРЕКИНАТИ  

ФУНКЦИИ. ТЕОРЕМА НА ТЕИТЗ   
 
9.1. Лема (Урисон). Нека ( , )X   е метрички простор и A  и B  се 

непразни затворени дисјунктни подмножества од X . Тогаш, постои непрекината 
функција : [0,1]f X   таква што ( ) 0f a  , за секој a A  и ( ) 1f b  , за секој 

b B .  
Доказ. Множествата A  и B  се непразни подмножества од X , па од лема 

2.9 следува дека функциите : ( , )g x x A  и : ( , )h x x B  се рамномерно не-

прекинати, што според лема 2.7 значи дека тие се непрекинати функции. Пона-
таму, за секој x X  важи ( ) ( ) 0g x h x  . Навистина, ако постои x X  таков 

што ( ) ( ) 0g x h x  , тогаш ( ) ( ) 0g x h x  , т.е. ( , ) ( , ) 0x A x B   . Но, множе-

ствата A  и B  се затворени, па од лема IX 9.12 ii) следува x A  и x B , т.е. 
x A B  , што е противречи на A B  . Според тоа, функцијата : [0,1]f X   

определена со  
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( ) ( , )
( ) ( ) ( , ) ( , )

( ) g x x A
g x f x x A x B

f x 
    , x X  

 

е добро дефинирана. Од теорема 2.5 следува дека таа е непрекината на X  и при-
тоа важи ( ) 0f a  , за секој a A  и ( ) 1f b  , за секој b B .  

 
9.2. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор.  

 

а) Ако A  и B  се непразни затворени дисјунктни подмножества од X  и 
,  R ,   . Тогаш, постои непрекината функција : [ , ]h X    таква што  

 

( )h a  , за секој a A  и ( )h b  , за секој b B . 
 

б) За секое затворено множество F X  и секое отворено множество 

V X , F V , постои отворено множество U X  такво што F U U V   .  
 

Доказ. а) Непосредно следува од теорема 2.10, лемата на Урисон и фактот 
дека функцијата : [0,1] [ , ]g    определена со  
 

( ) ( )g t t     , [0,1]t , 
 

е непрекината и притоа важи  
 

(0)g   и (1)g  . 
 

б) Множеството \X V  е затворено и 
како F V  добиваме \F X V  . Сега од ле-
ма 9.1 следува дека постои непрекината функ-
ција : [0,1]f X   таква што што ( ) 0f x  , за се-

кој x F  и ( ) 1f y  , за секој \y X V . Понатаму, според теорема 3.2 множест-

вото 1 1
2

([0, ))U f   е отворено, а според последица 3.5 множеството 1 1
2

([0, ])f   

е затворено и притоа важи  
 

1 11 1
2 2

([0, )) ([0, ])U f f   . 
 

Од последната инклузија имаме 1 1
2

([0, ])U f   и како  
 

1 1 1
2

({0}) ([0, ))F f f U     и 1 11
2

([0, ]) ([0,1))f f V    
 

добиваме F U U V   .  
 

9.3. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор, A  е затворено подмно-

жество од X , 0c   и : [ , ]f A c c   непрекината реална функција. Тогаш, постои 

непрекината функција * :f X  R  таква што  
 

3 3
*( ) [ , ],c cf X       (1) 

 

2
3

| ( ) *( ) |f x f x c  , x A .    (2) 
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Доказ. Функцијата f  е непрекината и множествата 
3

[ , ]cc   и 
3

[ , ]c c  се 

затворени, па од последица 3.5. следува дека множествата   
 

1 1
0 13 3

([ , ]) ,   ([ , ])c cA f c A A f c A       . 
 

се затворени. Јасно, 0 1A A   .  
 

Ако 0 1 и A A    , тогаш од последица 9.2 следува дека постои не-

прекината функција 
3 3

* : [ , ]c cf X    таква да 
3

*( ) cf x   , за секој 0x A  и 

3
*( ) cf x  , за секој 1x A . Според тоа, функцијата *f  го задоволува условот (1). 

Понатаму, 
3

*( ), ( ) [ , ]cf x f x c   , за секој 0x A , па затоа  
 

2
3

| ( ) *( ) |f x f x c  , за секој 0x A . 
 

Аналогно се докажува дека (2) важи за секој 1x A . Конечно, ако 

0 1\ ( )x A A A  , тогаш 
3 3

*( ), ( ) [ , ]c cf x f x   , па затоа повторно важи (2).  
 

Ако 0A   , тогаш лесно се гледа дека функцијата 
3 3

* : [ , ]c cf X    таква 

да 
3

*( ) cf x  , x X  ги задоволува условите (1) и (2). Слично, ако 1A   , тогаш 

функцијата 
3 3

* : [ , ]c cf X    таква да  
 

3
*( ) cf x   , x X  

 

ги задоволува условите (1) и (2).  
 
9.4. Теорема (Теитз). Нека ( , )X   е метрички простор, A  е затворено 

подмножество од X  и : [ 1,1]h A    е непрекината функција. Тогаш, постои 

непрекината функција : [ 1,1]g X    таква што |Ag h , т.е. g  е продолжување 

на h  на целиот простор X .  
 

Доказ. Нека ( , )X   е метрички простор, A  е затворено подмножество од 

X  и : [ 1,1]h A    е непрекината функција. Ќе докажеме дека h  може да се про-

должи до непрекината функција : [ 1,1]g X   .  
 

Со индукција по n  ќе дефинираме функции :ng X  R , 0,1,2,...n   за 

кои важи  
 

1 2
3 3

| ( ) | ( )n
ng x  , за секој x X     (3) 

 

12
3

0
| ( ) ( ) | ( )

n
n

i
i

h a g a 


  , за секој a A .    (4) 

 

Ако во теорема 9.3 ставиме f h  и 1c  , добиваме дека постои непрекината 

функција 0*f g  за која важат (3) и (4), т.е. таква што  
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1
0 3

| ( ) |g x  , за секој x X , 
 

2
0 3

| ( ) ( ) |h a g a  , за секој a A . 
 

Нека претпоставиме дека сме конструирале функции 0 1 1, ,...., ng g g   за кои се 

исполнети условите (3) и (4). Ако повторно ја примениме теорема 9.3, при што 
ставаме  

1

|
0

:
n

i A
i

f h g A



   R  и 2

3
( )nc   

 

добиваме дека постои непрекината функција * nf g  за која очигледно се испол-

нети условите (3) и (4).  
 

Според тоа, постојат позитивни броеви  
 

1 2
3 3

( ) , 0,1, 2,...n
nr n   

 

такви што  
 

1 2
3 3

| ( ) | ( )n
n ng x r  , за секој x X  

 

и како редот  
 
 

1 2
3 3

0 0
( )n

n
n n

r
 

 
   

 

конвергира добиваме дека функционалниот ред 
0

( )n
n

g x



  рамномерно конвергира 

на просторот X  (види и теорема XV 3.5) и со формулата  
 

0
( ) ( )n

n
g x g x




  , x X     (5) 

 

е определена непрекината реална функција :g X  R . Притоа, за секој x X  ва-

жи  
 

1 2
3 3

0 0
| ( ) | | ( ) | ( ) 1n

n
n n

g x g x
 

 
    , 

 

што значи : [ 1,1]g X   . Конечно, ако во (4) земеме n  да тежи кон бесконечност 

добиваме дека за секој a A  важи  
 

12
3

0
| ( ) ( ) | lim | ( ) ( ) | lim ( ) 0

n
n

i
n ni

h a g a h a g a 

 
      

 

т.е. ( ) ( )g a h a , за секој a A . Значи, постои непрекината функција 

: [ 1,1]g X    таква што |Ag h , т.е. g  е продолжување на h  на целиот простор 

X .  
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9.5. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор, A  е затворено подмно-

жество од X  и : ( 1,1)h A    е непрекината функција. Тогаш, постои непреки-

ната функција : ( 1,1)g X    таква, што |Ag h , т.е. g  е продолжување на h  на 

целиот простор X .  
 

Доказ. Според теорема 9.4 постои непрекината функција : [ 1,1]f X   , 

која е продолжување на h  на целиот простор, т.е. |Af h . Понатаму, според 

теорема 2.11 множеството { | | ( ) | 1}B x X f x    е затворено и како : ( 1,1)h A    

добиваме дека тоа е дисјунктно со A .  
 

Јасно, ако B   , тогаш ( ) ( 1,1)f X    и f  е бараното продолжување g  

на h . Нека  B   . Множествата A  и B  се непразни затворени дисјунтни под-
множества од X , па од лемата на Урисон следува дека постои непрекината 
функција : [0,1]X   таква што ( ) 0x  , за секој x B  и ( ) 1x   за секој 

x A . Сега, од теорема 2.5 следува дека функцијата :g X  R  определена со 

формулата  
 

( ) ( ) ( )g x x f x , x X ,    (6) 
 

е непрекината. Притоа, ( ) ( 1,1)g X   . Навистина, според (6) имаме  
 

| ( ) | | ( ) | | ( ) |g x x f x   
 

и ако | ( ) | 1f x  , тогаш од | ( ) | 1x   следува | ( ) | 1g x  , а ако | ( ) | 1f x  , тогаш 

x B , т.е. ( ) 0x   па затоа | ( ) | 0g x  . Конечно, ако x A , тогаш 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x x f x f x h x   , 
 

што значи |Ag h , т.е. g  е продолжување на h  на целиот простор X .  

 
9.6. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор, A  е затворено подмно-

жество од X  и :h A  R  е непрекината функција. Тогаш, постои непрекината 
функција :g X  R  таква што |Ag h , т.е. g  е продолжување на h  на целиот 

простор X .  
 

Доказ. Функцијата : ( 1,1)  R  определена со формулата  
 

2( ) arctgt t  , tR , 
 

е хомеоморфизам. Според последица 9.5 функцијата : ( 1,1)h A    има 

непрекинато продолжување : ( 1,1)f X    такво што |Af h  . Но, како за 

секој x A  важи  
 

1 1 1( ) ( )( ) ( ( ))( ) (( ) )( ) ( )g x f x h x h x h x              .  
 

добиваме дека функцијата 1 :g f X  R  е непрекинато продолжување на 

h    
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9.7. На крајот од овој параграф во врска со продолжувањето на непреки-
натите функции ќе ја докажеме следнава лема, која има поопшт карактер и која ни 
е потребна во натамошните разгледувања.  
 
 

Лема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и A  и B  се затворени 

подмножества од X . Ако :f A Y  и :g B Y  се непрекинати функции такви 

што ( ) ( )f x g x , за секој x A B  , тогаш функцијата :h A B Y   определена 

со  
 

( ), ,
( )

( ), ,

f z z A
h z

g z z B


  

 

 

е непрекинато продолжување на функциите f  и g .  
 

Доказ. Нека F  е затворено подмножество од Y . Функцијата f  е непре-

кината, па од последица 3.5 следува дека множеството 1( )f F  е затворено во 

потпросторот A . Според теорема 12.4 постои затворено множество 'F  во 

просторот X  такво што 1( ) 'f F F A   . Но, множествата 'F  и A  се затворени 

во X , па затоа 1( )f F  е затворено во X . Аналогно се докажува дека множество-

то 1( )g F  е затворено во X , па затоа множеството 1 1 1( ) ( ) ( )h F f F g F     е 

затворено во X , што значи дека функцијата h  е непрекината.  
 
 
 

10. ЗАДАЧИ  
 

1. Докажете, дека за функцијата ( , ) x y
x y

f x y 
  важи  

 

0 0 0 0
lim lim ( , ) 1, lim lim ( , ) 1,
x y y x

f x y f x y
   

    

и дека 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не постои.  

 

2. Дали постои границата 2 2

2

( , ) (0,0)
lim xy

x yx y 
? 

 

3. Пресметајте ги границите  
 

а) 
2 2

2 2( , ) (0,0) 1 1
lim ;x y

x y x y



   
   б) 2 2

1 cos

( , ) (0,0)
lim ;xy

x yx y




  

в) ln(1 )

( , ) (0,0)
lim ;xy

xyx y




    г) 

1

2 2
1
1( , ) (1,1)

lim .
xye

x yx y

 


 

 

4. Определете кои од последователните граници постојат, а потоа пресметајте ги 
истите:   
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а) 2 2 2 2
0 0 0 0

lim lim , lim lim ;xy xy

x y x yx y y x    
   

б) 
2 2

2 2
0 0 0 0

lim lim , lim lim ;x y x y

x y x yx y y x

 
    

 

в) 1 1

0 0 0 0
lim lim ( sin ), lim lim ( sin );

x xx y y x
x y x y

   
    

г) 
1 1sin sin

0 0 0 0
lim lim , lim lim .x x

x y x y

x y x yx y y x

 
    

  

 

5. Пресметајте ги границите  

а) 
3 3

2 2

sin( )

( , ) (0,0)
lim ;x y

x yx y




   б) 

1
2 2

4 4
( , ) (0,0)

lim ;
x ye

x yx y






 

в) 
2 2

1

2 2

( , ) (0,0)
lim (1 ) ;x y

x y
x y





    г) 

2 2

2 2 2 2

1 cos( )

( )( , ) (0,0)
lim .x y

x y x yx y

 


 

 

6. Нека 1 2( , ), ( , )X Y   и 3( , )Z   се метрички простори, :f X Y , :g Y Z  и 

0x  е точка на натрупување на X . Докажете, дека ако функцијата g  е 

непрекината во точката 
0

0 lim ( )
x x

y f x


 , тогаш 
0

0( ) lim ( ( ))
x x

g y g f x


  

 

7. Нека функцијата 2: ([0,2 ])F  C R  е определено со  
 

2 2

0 0

( ) ( ( ) cos , ( )sin ),  ([0,2 ])F x x t tdt x t tdt x
 

   C . 

Најдете ( ([0, 2 ]))F C .  
 

8. Нека пресликувањето 3: ([0,1])F C R  е определено со  
 

1 1 1
2 3

0 0 0

( ) ( ( ) , ( ) , ( ) ),  ([0,1])F x tx t dt t x t dt t x t dt x    C . 

Најдете ( ([0,1]))F C .  
 

9. Нека D  е затворено подмножество од mR , ( )f DC  и да претпоставиме 

дека за секоја низа { |  1}n n D x  таква што 2 ( , )n  x о , кога n   

важи ( )nf x , кога n  . Докажете, дека постои * Dx  таков, што за 

секој Dx  важи ( *) ( )f fx x .  
 

10. Нека (1) ( )f C R  и постои 1   таков, што за секој xR  важи | '( ) |f x  . 

Докажете, дека функцијата 2 2:g R R  определена со  
 

( , ) ( ( ), ( ))g x y x f y y f x    

е биекција.  
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11. Нека функцијата :f A  R , каде 2A  R  е околина на точката (0,0) и нека  
 

( , ) ( , ),f tx ty f x y  за 0t   

( f  е хомогена функција од нулти ред). Докажете дека:   
 

a) За секоја точка 0 0( , )x y A  постои низа точки ( , )n nx y  која конвергира 

кон (0,0), таква што 0 0lim ( , ) ( , )n n
n

f x y f x y


 . 

b) Ако 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 постои, тогаш const .f   

 

12. Нека E  е подмножество од метричкиот простор ( , )X   и нека :E X  R  е 

карактеристичната функција на множеството E , т.е. функцијата определена 
со формулата  

 

0,     
( )

1,      .E
x E

x
x E




  
 

 

Докажете, дека функцијата E  е непрекината ако и само ако множеството E  

е истовремено и отворено и затворено во X .  
 

13. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори. Докажете, дека функцијата 

:f X Y  е непрекината ако и само ако за секој x X  и за секое множество 

B X  од ( , ) 0x B   следува ( ( ), ( )) 0d f x f B  .  
 

14. Нека ([0,1], )X   и ( ([0,1]), ), 1pY p   C . Функцијата :f X Y  е 

определена со: ( ) ,tf t f  за секој [0,1]t , каде ( ) t
tf x x , за секој [0,1]x . 

Дали за некој p  функцијата f  е непрекината? А дали е рамномерно 

непрекината?  
 

15. Докажете дека за секој 1, 2,3,...i   проекцијата 2:ip l  R  определена со 

1 2 3: ( , , ,...)i ip x x x x , 2
1 2 3( , , ,...)x x x l  е непрекината функција,.  

 

16. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете дека функцијата 2:f X I l   

е непрекината ако и само ако за секој iN  функцијата :ip f X  R , каде 

ip  е проекцијата од претходната задача, е непрекината.  
 

17. Нека ( , )X   е метрички простор и 0x X . Докажете, дека функциите  
 

а) :f X  R , 0[ ( , )]
!

0
( )

nx x
n

n
f x




    б) :f X  R , 0

0

( , )
1 ( , )

( )
x x
x x

f x

  

се непрекинати.  
 

18. Нека ( , )X   е метрички простор и , 1, 2,...,ix X i n  . Докажете, дека 

функцијата :f X  R  определена со 2

1
( ) [ ( , )]

n

i
i

f x x x


   е непрекината.  
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19. Нека ( ([0,1]), )X  C . Докажете, дека функцијата : ([0,1])F C R  

определена со  
 

1/ 2 1

0 1/ 2

( )( ) ( ) ( )Ff x f x dx f x dx    

 

е непрекината на X  и sup{| ( ) |, } 1F f f M   каде што  
 
 

[0,1]
{ ([0,1]) | max | ( ) | 1}

x
M f f x


  C , 

но не постои 0f M  таков, што 0( ) 1F f  .  
 

20. Нека ([0,1], )X  C . Докажете, дека функцијата :F X X  определена со  
 

1

0

( )( ) sin ( ) , ([0,1]), [0,1]Ff x xyf y dy f x   C  

е рамномерно непрекината.  
 

21. Нека ([0,1], )X  C  и функцијата : ([0,1])F C R е определена со  
 

( )( ) min{ ( ) | [0,1]}Ff x f x x  . 

Докажете, дека F  е непрекината.  
 

22. Докажете, дека функцијата 2: ([0,1])F lC  определена со  
 

(1/ )
1( ) { }f n

nn
F f 

  

е непрекината.  
 

23. Докажете, дека фунцијата 1 2:F l l  определена со  
 

1 1({ } ) { | |}n n n nF x x 
   

е непрекината.  
 

24. За секоја непрекината функција : [0,1]f  R  ставаме  
1

2 2

0

( ) [ ( )]F f x f x dx  . 

 

Дали вака дефинираната функција 2: ( ([0,1]), )F C   R  е непрекината? А, 

дали е рамномерно непрекинато?  
 

25. Нека ( ([0, 2]), )pC , 1 p    и функцијата : ([0,2]) ([0, 2])A C C  е 

определена со 2( ( )) ( )A x t t x t , [0,2]t , за секој ([0, 2])xC .  
 

1) Докажете, дека функцијата A  е непрекината.  
 

2) Нека ( ([0, 2]))X A C . Докажете дека множеството X  не е затворено во 

просторот ( ([0, 2]), )pC . Најдете го затворањето на X  во ( ([0, 2]), )pC .  
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26. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и нека ( , ), 1pX Y p     е 

нивниот Декартов производ. Во множествата ( )B XF , ( )B YF  и ( )B X YF  да 

ги разгледаме Хауздорфовите метрики (задача IX 17) и во производ 
( ) ( )B BX YF F  соодветната p  метрика.  

 

1) Докажете, дека функцијата : ( ) ( ) ( )B B Bf X Y X Y  F F F  определена со 

( , )f A B A B   е непрекината инјекција.  

2) Дали множеството ( ( ) ( ))B Bf X YF F  е отворено (затворено) во 

просторот ( )B X YF .  
 

27. Нека ( , )X  , ( , )Y d  и ( , ')Z d  се метрички простори, :f X Y , :g Y Z  се 

функции и f  е непрекината сурјекција. Докажете, ако g f  е отворена 

функција, тогаш g  е отворена функција.  
 

28. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и функцијата :f X Y  е 

непрекината. Докажете, дека:  
 

1) За секој 0   постои позитивна непрекината функција : X  R  таква 
што ( ( ; ( ))) ( ( ); )df B x x B f x   , за секој x X .  

 

2) Постои таква позитивна непрекината функција : (0, )X    R  таква 

што ( ( ; ( ; ))) ( ( ); )df B x x B f x    , за секој x X  и секој 0  .  
 

29. Нека {0,1,2,..., 1}n n Z , 1n   и множеството n
NZ  да го снабдиме со 

метриката на Бер. Функцијата : nf NZ R  е определена со  
 

1 2 3
1

( , , ,...) k
k

k
f t t t t n





  , за секој 1 2 3( , , ,...) nt t t  NZ . 

Докажете, дека функцијата f  е непрекината, f  е инјекција и ( ) [0,1]nf NZ .   
 

30. Нека X  е произволно непразно множество и множествата X N  и ( )X X N  да 

ги снабдиме со соодветните метрики на Бер. Докажете, дека просторите X N  

и ( )X X N  се хомеоморфни.  
 

31. Нека X  и Y  се произволни непразни множества и множествата X N , Y N  и 

( )X Y N  да ги снабдиме со соодветните метрики на Бер. Докажете, дека 

просторот ( )X Y N  е изометричен со Декартовиот производ ( , )X Y N N . 
 

32. Нека ( , )X   е метрички простор и : X X X    е таканаречената 

дијагонална функција определена со ( ) ( , )x x x  , за секој x X  и 

( ) {( , ) | }X x x x X      е дијагоналата на множеството X X . Докажете, 

дека : X X X      е хомеоморфизам.  
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33. Нека функцијата :f X  R  е определена на множеството nX  R . 

Функцијата ( ; ; )f X   определена со  
 

( ', '')
( ; ; ) sup [ ( '') ( ')], ', ''f X f f X

 
 


  

x x
x x x x  

ја нарекуваме модул на непрекинатост на функцијата f . За модулот на 

непрекинатост често пати се користи една од ознаките ( ; )f   или ( )  .  
 

a) Докажете, дека 
( ', '')

( ; ; ) sup | ( '') ( ') |, ', ''f X f f X
 

 


  
x x

x x x x .  

b) Докажете, дека од 1 20     следува 1 2( ) ( )    .  
 

34. Докажете, дека функцијата f , определена на множеството nX  R , е 

рамномерно непрекината ако и само ако 
0

lim ( ; ; ) 0f


 


X . 

 

35. Нека f  е ограничена функција, определена на множеството nX  R  и нека 

0 Xx , 0   и 0( ; )V B  x . Ставаме sup ( ),
V X

M f



 


x

x  

inf ( )
V X

m f



 


x

x . Очигледно, дека M  е нерастечка, а m  е неопаѓачка 

функција од  , па затоа разликата M m   е нерастечка функција од   

(докажете!). Според тоа, границата (0)

0
lim ( ) ( )M m 





  x  постои и истата 

ја нарекуваме осцилација на функцијата f  во точката 0x .  
 

a) Докажете, дека функцијата f  определена на затворено и ограничено 

множество nX  R  е непрекината во точката во точката 0 Xx  ако и 

само ако нејзината осцилација во точката 0x  е еднаква на нула.  

b) Нека nE  R  е затворено и ограничено множество и 0  . Тогаш, 
множеството { : , ( ) }E X    x x x  е затворено. Докажете!  

 
 

36. Нека ( , )X  , ( , )Y d  и ( , ')Z d  се метрички простори, :f X Y , :g Y Z  се 

непрекинати функции и f  е сурјекција. Докажете, g f  е хомеоморфизам 

ако и само ако f  и g  се хомеоморфизми.  
 

37. Нека ( ([ , ), )pa b C , 1 p    и [ , ]c a b . Функцијата : ([ , ])cf a b C R  е 

определена со ( ) ( )cf x x c , за секој ([ , ])x a bC . Дали функцијата cf  е 

непрекината или рамномерно непрекината за некоја метрика , 1p p    .  
 

38. Нека ( , )X   е метрички простор. Според лема 7.8 со ( , )
1 ( , )

( , ) x y
x y

d x y 
 , 

,x y X  е определена метрика на X . Докажете, дека функциите 

id : ( , ) ( , )X X X d   и 1id : ( , ) ( , )X X d X    се рамномерно непрекинати.  
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39. Нека ( ([ , ), )pa b C , 1 p    и ([ , ])a bP  е потпросторот полиноми. 

Функцијата : ([ , ]) ([ , ])f a b a bP P  е определена со ( ( )) '( )f x t x t , за секој 

([ , ])x a bP . Докажете, дека функцијата f  не е непрекината.  
 

40. Нека ( )mf C R  и за некој aR  множеството { |  ( ) }f ax x  е непразно и 

ограничено. Докажете, дека функцијата f  на mR  има минимум.  
 

41. Нека 2 2 2{( , ) | 1}S x y x y    R  и :f S  R  е непрекината функција. Дока-

жете, дека постои 0 0( , )x y S  таква, што 0 0 0 0( , ) ( , )f x y f x y   . 
 

42. Докажете, дека функцијата 4:f R R  определена со  
2 2 2 2( , , , ) cos( )f x y z t x y z t    , за секој 4( , , , )x y z t R  

не е рамномерно непрекината.  
 

43. Докажете, дека ако функцијата :f R R  не е рамномерно непрекината, 

тогаш и функцијата 3: R R  определена со ( , , ) ( )x y z f x y z     не е 

рамномерно непрекината.  
 

44. Докажете, дека со формулата ( , ) | |d x y x y   е дефинирана метрика на R  

која е еквивалентна на обичната метрика на R .  
 

45. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете, дека со ( , ) min{1, ( , )}d x y x y , 

,x y X  е зададена метрика на X  која е еквивалентна на метриката  .  
 

46. Нека ( , )i iX d , 1, 2,3,...i   е низа метрички простори такви што ( ) 1id X  , за 

1, 2,3,...i   и 1 2 3 ...X X X X    . Докажете, дека со формулите  
 

( , ) sup{ ( , ) | 1, 2,3,...}i i id x y d x y i   , 1 2 3( , , ,...)x x x x  и 1 2 3( , , ,...)y y y y  и 

( , )

21
( , ) i i i

i

d x y

i
d x y




  , 1 2 3( , , ,...)x x x x  и 1 2 3( , , ,...)y y y y  

се дефинирани метрика на X , кои во општ случај не се меѓусебно еквива-
лентни.  

 

47. Нека ( , )X   е метрички простор, G X  е отворено множество и 0x G . 

Докажете, дека постои метрика d  со следниве својства:  
1) метриките d  и   се еквивалентни и  

2) единечната топка 0( ;1)dB x  во однос на метриката d  е множеството G .  
 

48. Нека d  и 'd  се две метрики на множеството X  со својство дека за секое 
множество A X  и за секоја точка x X  условот ( , ) 0d x A   е еквивален-

тен на условот '( , ) 0d x A  . Докажете, дека метриките d  и 'd  се еквива-

лентни.  
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49. Докажете, дека за секој mN  постојат множество A  кое не е локално 

затворено во mR , непрекината функција :f A  R  и точка a A  такви што 

за ниедно отворено множество U  кое ја содржи точката a  функцијата 

|U Xf   не може да се продолжи до непрекината функција на множеството U . 

Дали може да се конструира таква функција f  и да се најдете таква точка 

a A  за секое множество A , кое не е локално затворено во mR ?  
 

50. Докажете, дека метриките d  и 'd  на множеството X  се еквивалентни ако и 

само ако за секоја низа 1{ }n nx 
  во X  и точка x X  условот lim ( , ) 0n

n
d x x


  

е еквивалентен со условот lim '( , ) 0n
n

d x x


 .  

 

51. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . Докажете, дека по-

стои позитивна непрекината функција : (0, )X    R , во однос на   или 

d ,  таква што за секој x X  и за секој 0   важи  
( ; ( , )) ( ; )dB x x B x     и ( ; ( , )) ( ; )dB x x B x   . 

 

52. Нека ( , )X   е метрички простор и ,A B X  се непразни затворени 

дисјунктни множества. Докажете, дека постои непрекината функција 

: [0,1]f X   таква што 1({0})f A   и 1({1})f B  .  
 

53. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори, множеството A X  е затворено 

и :f A Y  е непрекината функција. Докажете, дека постои непрекинато 

продолжување :g X Y , |Ag f  ако е:  
 

а) mY  R ,     б) Y I  е Хилбертовиот квадар,           

в) mY Z , [0,1]Z  .  
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XI  ГЛАВА  
 

СЕПАРАБИЛНОСТ  
 
 
1. ГУСТИ МНОЖЕСТВА  

 
1.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За множеството A  ќе 

велиме дека е секаде густо во множеството B  ако за секој x B  и за секој 0   
постои y A  таков, што ( , )x y  .  

 
1.2. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори. Ако мно-

жеството A  е секаде густо во X  и множеството B  е секаде густо во Y , тогаш, 
множеството A B  е секаде густо во метричкиот просторот ( , )pZ   каде 

Z X Y   и  
 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )p p p
p z z x x d y y   , 1p  ,  (1) 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , p   ,  (2) 
 

за секои 1 1 1( , )z x y Z   и 2 2 2( , )z x y Z  .  
 

Доказ. Нека, ( , )z a b  е произволна точка од Z X Y   и 0   е дадено.  
 

а) Нека 1p  . Бидејќи A  е секаде густо подмножество од ( , )X   постои 

u A  таков што 
2

( , ) pa u   , а како B  е секаде густо подмножество од ( , )Y d  

постои v B  таков, што 
2

( , ) pd b v  . Според тоа, постои ( , )w u v A B    таков, 

што  
 

2 2
( , ) ( , ) ( , )

p pp pp p
p z w a u d b v         , 

 

што според дефиниција 1.1 значи дека множеството A B  е секаде густо во прос-
торот ( , )pZ  , 1p  .  

 

б) Нека p   . Множествата A  и B  се секаде густи во ( , )X   и ( , )Y d  

соодветно, па затоа постојат u A  и v B  такви што ( , )a u   и  ( , )d b v  . 

Според тоа, постои ( , )w u v A B    таков, што  
 

( , ) max{ ( , ), ( , )}z w a u d b v     , 

што според дефиниција 1.1 значи дека множеството A B  е секаде густо во прос-
торот ( , )pZ  , p   .  

 
1.3. Последица. Нека ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се метрички простори. Ако 

множеството iA  е секаде густо во просторот iX , 1, 2,...,i n , тогаш множеството 
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1 2 ... nA A A A     е секаде густо во просторот ( , )pZ d , каде 1 2 ... nZ X X X     

и  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (3) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (4) 
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.2 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
1.4. Пример. а) Од последица 1.3 и фактот дека множествата Q  и I  се 

секаде густи во метричкиот простор ( , )R  непосредно следува дека множествата  
 

1 2{( , , ..., ) | , 1, 2,..., }m
m iq q q q i m  Q Q  и  

 

1 2{( , ,..., ) | , 1, 2,..., }m
m ir r r r i m  I I  

се секаде густи во просторот ( , )m
pR , 1p   или p   .  

б) Множеството 1 2{( , ,..., ) | , 1, 2,..., }m
m iz z z z i m  Z Z  не е секаде густо 

во 2( , )m R . Докажете!  

 
1.5. Пример. Нека ( , )X   е дискретен метрички простор. Според прет-

ходната теорема множеството A  е секаде густо во X  ако и само ако A X . 
Понатаму, според пример IX 7.4 множеството \X A  е отворено, што значи дека 

множеството A  е затворено, па од последица IX 9.4 следува дека A A . Ко-
нечно, од досега изнесеното следува дека множеството A  е секаде густо во X  

ако и само ако X A A  , што значи дека во дискретен простор ( , )X   единстве-

но секаде густо множество е X .  
 
1.6. Непосредно од дефиниција 1.1, својствата на низите и затворачот на 

дадено множество A  следува точноста на следнава теорема. Деталите ги оставаме 
на читателот за вежба.  

 
 

Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Следниве тврдења се 

еквивалентни.  
i) A  е секаде густо во ( , )X  .  

ii) A  има непразен пресек со секоја отворена топка во ( , )X  .  

iii) За секој x X  постои низа 1{ }n nx 
  во A  таква, што nx x  кога 

n  .  

iv) A X .  
 
1.7. На крајот од овој параграф ќе докажеме дека својството множеството 

е густо е наследно кај еквивалентните метрики, т.е. ќе ја докажеме следнава 
теорема.  
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Теорема. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . 

Тогаш, множеството A  е секаде густо во ),( X  ако и само ако тoа е секаде густо 

во ( , )X d .  
 

Доказ. . Нека A  е секаде густо во ),( X . Според теорема 1.6 имаме 

X A  во ),( X , т.е. X  е затворач на A  во ),( X . Но, тогаш од теорема X 7.9 

д) следува дека X  е затворач на A  во ( , )X d , што значи дека X A  во ( , )X d , 

т.е. A  е секаде густо во ( , )X d .  
 

. Обратното тврдење се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
 
 
2. СЕПАРАБИЛНИ МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
2.1. Множеството рационални броеви Q  е пребројливо, па затоа и мно-

жеството  

1 2{( , , ..., ) | , 1, 2,..., }m
m iq q q q i m  Q Q  

 

е пребројливо. Според пример 1.4 а) ова множество е секаде густо во метричкиот 

простор ( , )m
pR , 1p   или p   .  

 

Од друга страна, како што покасно ќе докажеме просторот l  не содржи 
пребројливо секаде густо множество. Според тоа, метричките простори можеме да 
ги разгледуваме и од аспект дали тие содржат или не содржат пребројливо густо 
мнoжество. Во таа насока ја имаме следнава дефиниција.  

 
Дефиниција. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е сепара-

билен, ако тој содржи конечно или пребројливо секаде густо множество.  
 
2.2. Последица. Ако ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се сепарабилни метрички 

простори, тогаш и ( , )pZ d , каде 1 2 ... nZ X X X     и  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (1) 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (2) 
 

сепарабилен метрички простор.  
 

Доказ. Точноста на тврдењето непосредно следува од последица 1.3 и 
фактот дека Декартовиот производ на конечно многу најмногу пребројливи 
множествата е најмногу пребројливо множество.  

 
2.3. Пример. а) Од пример 1.5 непосредно следува дека дискретниот ме-

трички простор ( , )X   е сепарабилен ако и само ако множеството X  е најмногу 

пребројливо.  
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б) Од разгледувањата во 2.1 следува дека просторот ( , )m
pR , 1p   или 

p    или е сепарабилен.  
 

в) Просторот , 1pl p    е сепарабилен. Ќе докажеме дека множеството 

1
m

m
E E




  , каде  

1{( ,..., , 0, 0,...) | , 1, 2,..., }m m iE q q q i m  Q , 
 

е секаде густо во , 1pl p   . Нека 1 2 3( , , ,..) px x x x l   и 0  . Бидејќи редот 

1
| |pi

i
x




  конвергира, постои природен број n  таков, што  

2
1
| |

pp
i

i n
x 



 
 . 

 

За 1, 2,...,i n  наоѓаме рационални броеви iq  такви, што  
 

2
| |

pi i
n

x q   , 1, 2,...,i n . 

 

Но, 1 2( , ,..., , 0, 0,...)nq q q q E   и притоа важи   
 

2 2
1 1

[ ( , )] | | | |
p pn

p p p p
i i i n

i i n
x q x q x n   



  
        ,  

 

т.е. ( , )x q  , што значи дека E  е секаде густо во , 1pl p    и како тоа е пре-

бројливо (зошто?), заклучуваме дека , 1pl p    е сепарабилен.  
 

г) Просторот ( ([ , ]), )a b C  е сепарабилен. Од теоремата на Ваерштрас 

следува дека за секој ([ , ])x a bC  и за секој 0   постои полином со реални кое-

фициенти p  таков, што 
2

( , )x p 
  .  

 

Меѓутоа, од оваа теорема сеуште не следува дека просторот ( ([ , ]),a bC  

)  е сепарабилен, бидејќи множеството полиноми со реални коефициенти не е 

пребројливо. Ќе докажеме дека множеството полиноми со рационални коефици-
енти, кое е пребројливо, е секаде густо во ( ([ , ]), )a b C .  

 

Без ограничување на општоста можеме да го разгледуваме просторот 
( ([ 1,1]), )C  т.е. да земеме 1, 1a b   . Нека  

 

0
( ) , , 0,1,...,

n
n i

i i
i

p t t i n  


   R  

 

е полиномот од теоремата на Ваерштрас, за кој важи  
 

2
( , )x p 

  .      (1) 
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Наоѓаме рационални броеви , 0,1, 2,..,iq i n  такви, што  
 

2( 1)
| | , 0,1, 2,...,i i n

q i n     
 

и со ( )p t  да го означиме полиномот чии коефициенти се , 0,1, 2,..,iq i n . Тогаш  

2( 1) 2[ 1,1] 0
( , ) max | ( ) | ( 1) .

n
n i

i i nt i
p p q t n 

  
  

       (2) 

 

Конечно, од (1) и (2) следува  
 

2 2
( , ) ( , ) ( , )x p x p p p  

         . 

д) Просторот s  е сепарабилен. Нека 
1

m
m

E E



  , каде  

 

1{( ,..., , 0,0,...) | , 1, 2,..., }m m iE q q q i m  Q  
 

Јасно, множеството E  е пребројливо. Ќе докажеме дека E  е секаде густо во s , 
т.е. ќе докажеме дека за секој 1 2( , ,...)x x x s   во E  може да се најде низа која 

конвергира кон x .  
 

Нека 1 2( , ,...)x x x s  . За секој nx  конструираме низа ( )
1{ }k

n kq 
  таква 

што ( ) ,k
n nq x k  . Да ја разгледаме низата 1{ }k kq 

  елементи од E , од видот  
 

( ) ( ) ( )
1 2( , ,..., , 0,0,...), 1, 2,...k k k

k kq q q q k  . 
 

Лесно се докажува дека ,kq x k  . Имено, доволно е да докажеме дека 
( ) ,k
m mq x k  . Последното очигледно важи, бидејќи по конструкција за до-

волно големи k m  имаме ( )| |k
m mq x   , каде   е произволен позитивен реален 

број.  
 

ѓ) Просторот l  не е сепарабилен. Да го разгледаме множеството елемен-
ти  

 

1 2( , , ...)x x x l  , каде 0ix   или 1. 
 

Ова множество е непребројливо и има кардинален број на континиум. Да земеме 
различни елементи 1 2( , ,...)x x x  и 1 2( , ,...)y y y  од ова множество. Тогаш   

 

( , ) sup | | 1,i i
i

x y x y     

 

што значи дека имаме непребројливо многу елементи, кои еден од друг се наоѓаат 
на растојание еднакво на 1.  

 

Нека претпоставиме дека l  содржи пребројливо секаде густо множество 

E . Околу секој елемент од E  да опишеме топка со радиус 1
3

  . Тогаш, сите 

елементи на l  се наоѓаат во овие топки. Множеството топки е пребројливо, па 
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затоа во една од овие топки, да кажеме 0( ; )B x  , мора да се наоѓаат најмалку два 

елементи од претходно конструираното непребројливо множество. Нека тоа се 
елементите a  и b . Тогаш  

 

1 1 2
0 0 3 3 3

1 ( , ) ( , ) ( , )a b a x x b         
 

што е противречност. Според тоа, просторот l  не е сепарабилен.  
 

Може да се докаже дека просторите c  и 0c , кои се потпростори од про-

сторот l  се сепарабилни. Обидете се самостојно да ја докажете сепарабилноста 
на овие простори.  

 

 
2.4. Теорема. Метричкиот простор ( , )X   има најмногу пребројлива база 

ако и само ако е сепарабилен.  
 

Доказ. . Нека { | 1, 2,...}iB i   е една најмногу пребројлива база на 

метричкиот простор ( , )X  . Од секое множество iB  да избереме по една точка и 

со A  да го означиме пребројливото множество составено од овие точки. Бидејќи 
секое отворено множество во X  е унија на елементи од { | 1, 2,...}iB i  , добиваме 

дека во секое отворено множество во X  лежи барем една точка од A . Според 
тоа, во секоја околина на произволна точка лежи барем една точка од A , што 
значи дека множеството A  е секаде густо во X , т.е. просторот X  е сепарабилен.  

 

. Обратно, нека  
 

{ | 1, 2,...}nx n   
 

е најмногу пребројливо секаде 
густо множество во X . Да ја 
разгледаме пребројливата фами-

лија отворени топки 1( ; )n m
B x , 

, 1, 2,3,...m n  . Нека G  е произ-
волно отворено подмножество од 
X  и нека x G . Избираме при-
роден број xm  таков што  

 

1( ; )
xm

B x G , 
 

цртеж 1. Бидејќи множеството { | 1, 2,...}nx n   е секаде густо во X , во него по-

стои точка 
xnx  таква, што  

 

1
3

( , )
x x

n m
x x  . 

 

Тогаш, отворената топка 1
2

( ; )
x x

n m
B x  ја содржи точката x  и притоа за секој 

1
2

( ; )
x x

n m
y B x  важи  
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1 1 1
3 2

( , ) ( , ) ( , )
x x x x x

n n m m m
x y x x x y       , 

 

т.е. 1( ; )
xm

y B x G  . Според тоа, 1
2

( ; )
x x

n m
B x G . Значи 1

2
( ; )

x x
n m

x G
G B x


  , од-

носно 1{ ( ; ) | , 1, 2,...}n m
B x m n   е база во X  со најмногу пребројливо многу еле-

менти.  
 

2.5. Теорема. Секој потпростор на сепарабилен метрички простор е сепа-
рабилен метрички простор. 

 

Доказ. А. Нека ( , )X   е сепарабилен метрички, 1 2 3{ , , ,...}A a a a  е пре-

бројливо секаде густо подмножество на просторот X  (случајот кога X  е конечно 
множество е тривијален) и нека ( , )Y   е произволен потпростор од ( , )X  . Ќе 

најдеме пребројливо секаде густо множество во Y .  
 

За секој пар природни броеви i  и j  да ја разгледаме отворената топка 
1( , )ij i j

B B a X  . Ако ijB Y   , избираме произволна точка ijb  од ijB Y  и 

нека со B  го означиме множеството од сите така избрани точки. Јасно, мно-
жеството B  е најмногу пребројливо. Ќе докажеме дека B  е секаде густо во Y .  

 

Нека x Y  и 0   е дадено. Избираме природен број j  таков, што 
2j  . Бидејќи множеството A  е секаде густо во X , постои природен број i  

таков што 1( , )i j
a x  , што значи ijx B . Според тоа, ijB Y   , па затоа по-

стои точка таква што ij ijb B Y   и ijb B . Конечно, , ij ijx b B  што значи  
 

1 1 2( , ) ( , ) ( , )ij ij i i j j j
b x b a a x         , 

 

т.е. множеството B  е секаде густо во Y , т.е потпросторот Y  е сепарабилен.  
 

Доказ Б. Нека ( , )X   е сепарабилен метрички и ( , )YY   е потпростор од 

X . Од теорема 2.4 следува дека X  има најмногу пребројлива база { | }nB n NB . 

Понатаму, според лема IX 13.9 фамилијата { | }Y nB Y n  NB  е најмногу пре-

бројлива база за потпросторот Y , па повторно од теорема 2.4 следува дека пот-
просторот е сепарабилен.  

 
2.6. Забелешка. Во пример 2.3 ѓ) наведовме дека просторите c  и 0c  се 

сепарабилни. Овде да забележиме дека бидејќи 0c  е потпростор од c  согласно 

теорема 2.4 доволно е само да докажеме дека метричкиот простор c  е сепара-
билен.  
 

2.7. Забелешка. Од теорема 2.4 и пример 2.3 непосредно следува дека 

просторите , , 1 , ([ , ]), ,m pl p a b s c  R C  и 0c  ја задоволуваат втората аксиома 

за пребројливост, но дека тоа не е случај со просторот l .  
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2.8. На крајот од овој параграф ќе докажеме дека сепарабилноста е 
наследна кај еквивалентните метрики, т.е. ќе ја докажеме следнава теорема.  

 

Теорема. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . 

Просторот ),( X  е сепарабилен ако и само ако просторот ( , )X d  е сепарабилен.  
 

Доказ. Просторот ),( X  е сепарабилен ако и само ако A  е пребројливо 

густо множество во ),( X . Понатаму, според теорема 1.7 имаме дека A  е 

пребројливо густо множество во ),( X  ако и само ако A  е пребројливо густо 

множество во ( , )X d , односно ако и само ако просторот ( , )X d  е сепарабилен.  

 
 
 

3. ТЕОРЕМИ НА ЛИНДЕЛЕФ  
 
3.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор, I  е произволно 

непразно множество индекси и A X .  
 

Фамилијата множества { | , }i iO O X i I  O  ја нарекуваваме покривка 

на множеството A , ако за секој x A , постои i I  таков, што ix O .  
 

Ако 'I I , тогаш за фамилијата { | '}iO i I O'  ќе велиме дека е потпо-

кривка од O  ако 'O  е покривка на A .  
 

Ако множеството I  е конечно, тогаш за покривката O  ќе велиме дека е 
конечна.  

 

За покривката { | }iO i I O  ќе велиме дека е отворена, ако за секој 

i I  множеството iO  е отворено во ( , )X  .  

 

3.2 Пример. а) Фамилијата 2( ;1),B x x Z  е отворена покривка на ме-

тричкиот простор 2
2( ; )R . Проверете!  

 

б) Фамилијата 21
2

( ; ),B x x Z , цртеж 

2, не е отворена покривка на метричкиот 

простор 2
2( ; )R . Навистина, за точката 

1 1
2 2

( , )y  и за секоја точка 2( , )m n x Z  

важи  
 

2 21 1
2 2 2

2 21 1 1
2 2 2

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

m n    

  

x y
 

 

што значи дека  
1
2

( ; ),By x за секој 2x Z .  
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3.3. Теорема (Линделеф). Нека A  е подмножество на сепарабилниот ме-
трички простор ( , )X  . Тогаш секоја отворена покривка { | }iO i I O  на A  

содржи најмногу пребројлива потпокривка.  
 

Доказ. Просторот X  е сепарабилен, па од теорема 2.6 следува дека X  има 
најмногу пребројлива база. Нека { | 1,2,...}nB n B  е најмногу пребројлива база 

на просторот ( , )X  . Бидејќи { | }iA O i I   , за секој p A  постои pO O  та-

ков што pp O . Понатаму, бидејќи B  е база на X  за секој p A  постои pB B  

таков што p pp B O  . Според тоа, { | }pA B p A   . Но, { | }pB p A B  и 

како базата е најмногу пребројлива добиваме дека { | } { | }p mB p A B m M   , каде 

M  е најмногу пребројливо множество индекси. Понатаму, за секој m M  постои 
множество mO O  такво што m mB O , па затоа  

 

{ | } { | } { | }p m mA B p A B m M O m M      , 
 

што значи дека  { | }mO m M  е најмногу пребројлива потпокривка од O .  

 
3.4. Теорема (Линделеф). Нека G  е база на сепарабилниот метрички 

простор ( , )X  . Тогаш G  содржи најмногу пребројлива подбаза за X .  
 

Доказ. Просторот X  е сепарабилен, па од теорема 2.6 следува дека X  
има најмногу пребројлива база. Нека { | 1,2,...}nB n B  е најмногу пребројлива 

база на просторот ( , )X  . Но, G  исто така е база за X , па затоа за секој 

1, 2,3,...n   важи  

{ | }n nB G G  G , каде n G G . 
 

Според тоа, nG  е отворена покривка за nB  и од теорема 3.2 следува дека nG  

содржи најмногу пребројлива потпокривка *
nG  на nB , т.е. за секој 1, 2,3,...n   

важи  
*{ | }n nB G G  G ,  

 

каде *
n G G  и фамилијата *

nG  е најмногу пребројлива. Според тоа, бидејќи B  е 

база за X  добиваме дека  
* *{ | , 1, 2,3,...}nG G n  G G  

 

е база за X  и притоа важи * G G  и фамилијата *G  е најмногу пребројлива.  
 
 
 

4. НЕПРЕКИНАТОСТ И СЕПАРАБИЛНОСТ  
 
4.1. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метричките простори и :f X Y  

е изометрија. Тогаш множеството A  е секаде густо во X  ако и само ако множест-
вото ( )f A  е секаде густо во Y .  
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Доказ. Нека множеството A  е секаде густо во X  и нека 0   е дадено и 
y Y . Функцијата f  е биекција, па затоа постои x X  таков, што ( )y f x . Но, 

A  е секаде густо во X , па затоа постои 0x A  таков, што 0( , )x x  . Пона-

таму, за точката 0 0( ) ( )y f x f A   важи  
 

0 0 0( , ) ( ( ), ( )) ( , )d y y d f x f x x x    , 
 

и од произволноста на   и y  следува дека ( )f A  е секаде густо во Y .  
 

Обратната импликација следува од претходно изнесеното и од теорема X 
5.4 б).  

 
4.2. Лема. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простор, 1 :f X Y  и 

2 :f X Y  се непрекинати функции и A  е секаде густо множество во X . Ако 

1 2( ) ( )f x f x , за секој x A , тогаш 1 2( ) ( )f x f x , за секој x X .  
 

Доказ. Според теорема X 2.13 множеството 1 2{ | ( ) ( )}F x X f x f x    е 

затворено во X  и притоа A F . Од теоремите IX 9.4 и IX 9.7 ii) следува 

A F F  . Но, A  е густо во X , па затоа X A F F   , т.е. X F .  
 

4.3. Лема. Нека ),( X  е метрички простор, 1 :f X  R  и 2 :f X  R  се 

непрекинати функции и A  е секаде густо множество во X . Ако 1 2( ) ( )f x f x , за 

секој x A , тогаш 1 2( ) ( )f x f x , за секој x X .  
 

Доказ. Доказот е аналоген на доказот на лема 4.2, при што се користи 
теорема X 2.14. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
4.4. Последица. Нека метричките простори ( , )X   и ( , )Y d  се изоме-

трички. Просторот ( , )X   е сепарабилен ако и само ако просторот ( , )Y d  е сепа-

рабилен.  
 

Доказ. . Нека :f X Y  е изометрија од X  во Y . Ако ( , )X   е 

сепарабилен, тогаш постои конечно или пребројливо множество A  кое е секаде 
густо во X . Но, f  е биекција, па затоа множеството ( )f A  е конечно или пре-

бројливо и според теорема 4.1 тоа е секаде густо во Y , што значи просторот 
( , )Y d  е сепарабилен.  

 

. Обратната импликација следува од претходно изнесеното и од 
теорема X 5.4 б).  

 
4.5. Со проблемот на продолжување на непрекината функција се сретнав-

ме во параграф X 9, во кој ги разгледавме лемата на Урисон и теоремата на Теитз. 
Во лемата на Урисон и нејзината последица докажавме како реална функција која 
на непразни дисјунктни затворени подмножества A  и B  на метрички ( , )X   

прима различни константни вредности може да се продолжи до непрекината 
функција на целиот простор X . Значењето на лемата на Урисон може да се види 
од следнава теорема.  
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4.6. Теорема. Нека ( , )X   е сепарабилен метрички простор. Тогаш 

постои пребројлива фамилија непрекинати функции : [0,1]nf X  , 1, 2,3,...n   

која ги разделува точките на X , т.е. за секои точки , 'x x X  фамилијата 

{ | 1, 2,3,...}nf n   содржи барем една функција nf  таква што ( ) ( ')n nf x f x .  
 

Доказ. Нека A  е пребројливо секаде густо множество на X . За секоја 

точка  a A  и броеви 1 2,q q Q  такви што 1 20 q q   важи множеството 1( ; )B a q  

е затворено и 1 2( ; ) ( ; )B a q B a q , па затоа 1 2( ; ) ( \ ( ; ))B a q X B a q  . Според 

тоа, множествата 1( ; )B a q  и 2\ ( ; )X B a q  се непразни затворени дисјунктни 

подмножества на X , па од лема X 2.13 (лема на Урисон) следува дека постои 
непрекината функција 

1 2, , : [0,1]a q qf f X   таква, што  
 

1| ( ; ) 1B a qf   и 
2| \ ( ; ) 0X B a qf  . 

 

Множествата A  и Q  се пребројливи, па затоа и вака конструираната фамилија 
реални функции е пребројлива. Ќе докажеме дека оваа фамилија функции ги 
разделува точките на X . Навистина, ако , 'x x X , 'x x , тогаш ( , ') 0x x r   . 

Постојат рационални броеви 1 2,q q Q  такви, што  
 

1 24 2
0 r rq q    . 

 

Понатаму, бидејќи множеството A  е секаде густо во X , постои a A  таков, што 

1( , )x a q  . Очигледно, 1( ; )x B a q  и 2' \ ( ; )x X B a q , па затоа  
 

1 2, , ( ) 1a q qf x   и 
1 2, , ( ') 0a q qf x  , 

т.е. пребројливата фамилија реални функции 
1 2, , ,a q qf  a A , 1 2,q q Q  ги 

разделува точките на X .   
 

4.7. Пример. Да го разгледаме Хилбертовиот квадар  
 

2 1
1 2 3{ ( , , ,...) | | | , 1, 2,3,...}i i

I x x x x l x i      . 

За секој 1, 2,...i   функцијата 1: [0, ]i i
p I   определена со формулата  

 

1 2( , ,..., ,...)i k ip x x x x , 1 2( , ,..., ,...)kx x x I , 
 

ја дава i  та проекција на Хилбертовиот квадар. Нека X  е метрички простор и 

:f X I . Понатаму, според задача X 13 функцијата f  е непрекината ако и 

само ако функцијата 1: [0, ]i i i
f p f X   е непрекината за секој 1, 2,...i  . Сега, 

од теорема 4.6 непосредно следува дека за секој сепарабилен метрички простор 

( , )X   постои низа непрекинати функции 1: [0, ]i i
f X  , 1, 2,...i   која ги разде-

лува точките на X . Тогаш, функциите if , 1, 2,...i   дефинираат непрекината ин-

јекција :f X I , што значи дека сите сепарабилни метрички простори можеме 

да ги сметаме како делови од Хилбертовиот квадар.  
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На сличен начин може да се докаже дека за секој сепарабилен метрички 

простор ( , )X   постои функција :f X I  таква, што : ( )f X f X I   е 

хомеоморфизам.  
 
 
 

5. ЗАДАЧИ  
 

1. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Докажете, дека следниве тврдења 

се еквивалентни:  

а) 0A   ,  
б) множеството \X A  е густо во X .  

 

2. Нека ( , )X   е метрички простор и A B X  . Докажете, дека ако A  е густо 

во B  и B  е густо во X , тогаш A  е густо во X .  
 

3. Нека  R  и   I . Докажете, дека множеството  

2
2{(cos ,sin ) | } ( , )n n n   N R  

е секаде густо во единечната сфера 2
2( ;1) ( , )S o R .  

 

4. Кои од следниве подмножества на просторот ( ([ , ]), )C a b   се секаде густи во 

него:  

а) (2) ([ , ])a bC ,    б) { |  ( ) ( ) 1}f f a f b  ,  

в) { |  ( ) 0}
b

a

f f t dt  ,    г) ([ , ]) ([ , ])a b a bBV C .  

 

5. Нека ( , )i iX d , 1, 2,3,...i   е низа метрички простори такви што ( ) 1id X  , за 

1, 2,3,...i  , 1 2 3 ...X X X X     и d  е метриката на X  од задача X 37.  Нека 

1 2 3( , , ,...)o o o o X   е дадена точка и Y X  е множеството од сите x X  

со својство: множеството { | }n nn x o N  е конечно. Докажете, дека мно-

жеството Y  е густо во просторот X .  
 

6. Кои од множествата дадени ви задача IX 7 се густи во просторот ( , )NR ?  
 

7. Дали множеството ( ( ) ( ))B Bf X YF F  од задача X 23 е секаде густо во 

просторот ( )B X YF ?  
 

8. Во просторот ( ([ . ]), )a b C  со A  да го означиме множеството функции кои 

го задоволуваат Липшицовиот услов (забелешка III 8.7). Дали множеството A  
е секаде густо во просторот ( ([ . ]), )a b C .  

 

9. Нека { , }iB i I B  е база на метричкиот простор ( , )X  . Докажете, дека  

1) B  е отворена покривка на X .  
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2) * { , }iB i I B  е покривка на просторот X . 
 

10. Нека ( , )X   е сепарабилен метрички простор. Докажете, дека секоја фами-

лија ,iU i I  непразни дисјунктни отворени подмножества е најмногу 

пребројлива.  
 

11. За функцијата : [ , ]f a b  R  ќе велиме дека е сегментно линеарна ако 

интервалот [ , ]a b  може да се подели на конечно многи затворени подинтер-

вали ,kI  1, 2,...,k n  така да  

( ) k kf t a t b  , за секој kt I , 1, 2,...,k n , 

т.е. рестрикциите | , 1, 2,...,
kIf k n  се линеарни функции.  

1) Докажете дека множеството ([ , ])a bSC  од сите сегментно линеарни 

функции на интервалот [ , ]a b  е секаде густо во метричкиот простор 

( ([ . ]), )a b C .  

2) Искористете го тврдењето под 1) за да ја докажете сепарабилноста на  
просторот ( ([ , ]), )a b C .  

 

12. Нека ( , )X   е метрички простор, а nX , nN  се подмножества од X  такви 

што n
n

X X



N
 . Ако секое од множествата nX , nN  е сепарабилно, тогаш 

просторот X  е сепарабилен. Докажете!  
 

13. Во просторот 2
2( , )R  да ја разгледаме функцијата 2 2' :d  R R R  

определена со  

2

2 2

( , ),                  ако точките , и  лежат на иста права, 
'( , )

( , ) ( , ),  во спротивно. 
d


 


  

x y о x y
x y

x о о y
 

а) Докажете, дека 2( , ')dR  е метрички простор.  

б) Најдете го обликот на отворените топки во 2( , ')dR .  

в) Докажете дека просторот 2( , ')dR  не е сепарабилен.  
 

14. Нека ( , )BX N  е метричкиот простор, B  е метрика на Бер. Какво треба да 

биде множеството X  за да просторот X N  е сепарабилен.  
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XII  ГЛАВА  
 

КОМПЛЕТНОСТ  
 
 
1. КОШИЕВИ НИЗИ ВО МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 

1.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За низата 1{ }n nx 
  во 

X  ќе велиме дека е Кошиева (фундаментална) ако за секој 0   постои 0n N  

таков што ( , )m nx x  , за секои 0,m n n .  

 

1.2. Пример. Нека ( , )X   е дискретен метрички простор и 1{ }n nx 
  е 

Кошиева низа во X . Нека 1
2

  . Од дефиниција 1.1 следува дека постои 0n N  

таков што 1
2

( , )m nx x  , за секои 0,m n n . Но, просторот ( , )X   е дискретен, па 

од последното неравенство следува ( , ) 0m nx x  , односно n mx x , за секои 

0,m n n . Според тоа, во дискретен метрички простор секоја Кошиева низа е од 

видот  
 

01 2, ,..., , , , ,...nx x x p p p , 
 

т.е. почнувајќи од некое место таа е константна.  
 

1.3. Лема. Ако 1{ }n nx 
  е конвергентна низа во метричкиот простор 

( , )X  , тогаш таа е Кошиева.  
 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е произволна конвергентна низа во X  и 0nx x , 

n  . За секој 0   постои 0n N  таков што 0 2
( , )nx x    кога 0n n . Според 

тоа, за секои 0,m n n  имаме  
 

0 0 2 2
( , ) ( , ) ( , )m n m nx x x x x x          , 

 

т.е низата 1{ }n nx 
  е Кошиева во X .  

 

1.4. Лема. Ако 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X  , тогаш таа е ограни-

чена.  
 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева во X  и 0  . Тогаш, постои 0n N  

таков што ( , )m nx x  , за секои 0,m n n . Земаме 0n n  и добиваме дека за 

секој 0m n  важи 0( , )mx x  , што значи дека сите членови на низата, освен 

конечно многу, се наоѓаат во отворената топка 0( ; )B x  . Ако земеме  
 

0 0 0 01 2 11 max{ , ( , ), ( , ), ..., ( , )}n n n nr x x x x x x      , 
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добиваме дека 0( ; )nx B x r , за секој nN , што значи дека низата 1{ }n nx 
  е 

ограничена.  
 

1.5. Лема. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X  . Ако 1{ }

kn kx 
  е под-

низа од 1{ }n nx 
  која конвергира кон некоја точка 0x X , тогаш 0nx x , n  .  

 

Доказ. Нека 0   е дадено. Низата 1{ }n nx 
  е Кошиева, па затоа постои 

0n N  таков што 
2

( , )m nx x   , за секои 0,m n n . Но, поднизата 1{ }
kn kx 

  

конвергира кон 0x X , па затоа постои 0k N  таков што 
0 0kn n  и 

0 2
( , )

knx x   , за секој 
0k kn n . Според тоа, за секој 0n n  важи  

 

0 0
0 0 2 2

( , ) ( , ) ( , )
k kn n n nx x x x x x          , 

 

што значи 0nx x , n  .  

 

1.6. Лема. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X   и 1{ }

nk nx 
  е подниза 

од 1{ }n nx 
 . Тогаш lim ( , ) 0

nn k
n

x x


 .  

 

Доказ. Нека 0   е дадено. Низата 1{ }n nx 
  е Кошиева, па затоа постои 

0n N  таков што  
 

( , )m nx x  , за секои 0,m n n .    (2) 
 

Но, 1{ }
nk nx 

  е подниза од 1{ }n nx 
 , па затоа 0nk n n   и од (2) следува  

 

( , )
nn kx x  , за секој 0n n , 

 

т.е. lim ( , ) 0
nn k

n
x x


 .  

 

1.7. Лема. Нека 1{ }n nx 
  е низа во метричкиот простор ( , )X   и нека  

 

1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 5{ , , ,...}, { , , ,...}, { , , ,...}, ...A x x x A x x x A x x x   . 
 

Низата 1{ }n nx 
  е Кошиева ако и само ако lim ( ) 0n

n
d A


 .  

 

Доказ. . Нека претпоставиме дека lim ( ) 0n
n

d A


  и нека 0   е дадено. 

Постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи ( )nd A  , што значи 
0

( )nd A  . 

Но, тогаш за секои 0,m n n  важи 
0

,m n nx x A , па затоа  
 

0
( , ) ( )m n nx x d A   , 
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т.е. низата 1{ }n nx 
  е Кошиева.  

 

. Обратно, нека претпоставиме дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева и нека 

0   е дадено. Постои 0n N  таков што за секои 0,m n n  важи ( , )m nx x  . 

Но, тогаш за секој 0n n , ако земеме m n  добиваме  
 

0( ) sup{ ( , ) | }n n md A x x m n n     , 

 

што значи lim ( ) 0n
n

d A


 .  

 
1.8. Лема. Нека ( , )pZ   е Декартовиот производ на метричките простори 

( , )X   и ( , )Y d , каде метриката p  е дадена со формулите  
 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )p p p
p z z x x d y y   , 1p    (3) 

 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , p   ,  (4) 
 

за секои 1 1 1( , )z x y Z   и 2 2 2( , )z x y Z  . Низата 1{( , )}n n na b 
  е Кошиева во 

( , )pZ   ако и само ако ако низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви во ( , )X   и 

( , )Y d , соодветно.  
 

Доказ. . Нека 1p   или p   , 1 1{ )} {( , )}n n n n nc a b 
   е Кошиева низа 

во ( , )pZ   и 0   е дадено. Значи, постои 0n N  таков што за секои 0,m n n  

важи  
 

( , ) ( , )m n p m na a c c     и ( , ) ( , )m n p m nd b b c c    
 

т.е. низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви во ( , )X   и ( , )Y d , соодветно.  
 

. Нека 1p  , 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви во ( , )X   и ( , )Y d , со-

одветно и 0   е дадено. Тогаш, постојат 1 2,n n N  такви што  
 

2
( , ) pm na a   , за секои 1,m n n    (5) 

2
( , ) pm nd b b  , за секои 2,m n n .   (6) 

 

Земаме 0 1 2max{ , }n n n  и од (5) и (6) добиваме дека за секои 0,m n n  важи  
 

2 2
( , ) ( , ) ( , )

p pp pp p
p m n m n m nc c a a d b b         , 

 

што значи дека низата 1{( , )}n n na b 
  е Кошиева во ( , )pZ  .  

 

Нека p   , 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви во ( , )X   и ( , )Y d , соодветно 

и 0   е дадено. Тогаш, постојат 1 2,n n N  такви што  
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( , )m na a  , за секои 1,m n n     (7) 
 

( , )m nd b b  , за секои 2,m n n .    (8) 
 

Земаме 0 1 2max{ , }n n n  и од (7) и (8) добиваме дека за секои 0,m n n  важи  
 

( , ) max{ ( , ), ( , )}p m n m n m nc c a a d b b    , 
 

што значи дека низата 1{( , )}n n na b 
  е Кошиева во ( , )pZ  .  

 
1.9. Последица. Нека ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се метрички простори. Во про-

сторот ( , )pZ d , каде 1 2 ... nZ X X X     и  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (3’) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (4’) 
 

низата 1 2 1{( , ,..., )}k k nk kx x x 
  е Кошиева ако и само ако координатната низа 

1{ }ik kx 
 , 1, 2,...,i n  е Кошиева во просторот ( , ), 1, 2,...,i iX i n  , соодветно.  

 

Доказ. Непосредно следува од лема 1.8 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

1.10. Пример. Од последица 1.9 непосредно следува дека низата 1{ }k k

x  

е Кошиева во просторот ( , )n
pR , 1p   или p    ако и само ако за секој 

{1, 2,..., }i n  кординатната низа 1{ }ik kx 
  е Кошиева низа реални броеви.  

 
 
 
2. КОМПЛЕТНИ МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
2.1. Пример. а) Ако X  е множеството рационални броеви Q  со метрика 

1 2 1 2( , ) | |r r r r   , тогаш ( , )Q  е метрички простор. Во овој метрички простор 

низата  
 

1
2

, 1, 2,3,...nnr n   
 

е Кошиева и нејзина граница е 0r  . Сега да ја разгледаме низата  
 

1(1 ) , 1, 2,3,...n
n n

q n   . 
 

Оваа низа е Кошиева, но како што знаеме таа нема граница во просторот X . 
Имено,  

1lim (1 )n
nn

e


  Q . 

 

б) Нека X  е просторот полиноми ( ), [0,1]P t t  со метрика  
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[0,1]
( , ) max | ( ) ( ) |

t
P Q P t Q t


   

 

и 1{ ( )}n nP t 
  е низа полиноми, која рамномерно конвергира кон непрекината функ-

ција која не е полином. Очигледно, низата 1{ ( )}n nP t 
  е Кошиева, но таа нема гра-

ница во ( , )X  .  

 
2.2. Во претходниот пример се сретнавме со Кошиева низа во метрички 

простор X  која конвергира кон некој елемент x X  и со Кошиева низа во ме-
трички простор X  која не конвергира кон некој елемент од X . Ваквите и слични 
примери се причина за воведување и детално проучување на следниов поим.  

 
Дефиниција. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е комплетен, 

ако секоја Кошиева низа во ( , )X   конвергира кон некој елемент од ( , )X  .  

 

2.3. Пример. а) Нека ( , )X   е дискретен метрички простор и 1{ }n nx 
  е 

Кошиева низа во X . Според пример 1.2 низата 1{ }n nx 
  е од видот 

01,..., ,nx x  

, ,...p p  и јасно истата конвергира кон точката p X . Според тоа, дискретниот 

метрички простор ( , )X   е комплетен.  
 

б) Метричкиот простор ( , )k
pR , 1p   е комплетен. Навистина, според 

пример 1.10 ако 1{ }n n

x  е Кошиева низа во овој простор, тогаш и соодветните 

координатни низи 1{ }jn nx 
 , 1, 2,...,j k  се Кошиеви низи реални броеви. По-

натаму, Кошиева низа реални броеви е конвергентна, што значи низите 1{ }jn nx 
 , 

1, 2,...,j k  се конвергентни. Конечно, ако  
 

lim jn j
n

x x


 , 1, 2,...,j k , 

 

тогаш од пример IX 3.8 следува дека низата 1{ }n n

x  конвергира кон точката 

1 2( , ,..., )kx x xx .  
 

в) Просторот , 1pl p    е комплетен. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во 

, 1pl p   , т.е. за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

1/

1
( , ) ( | | )p p

m n mi ni
i

x x x x 



   ,    (1) 

 

за секои 0,m n n . Од | | ( , )mi ni m nx x x x   следува дека за секој 1, 2,3,...i   

низата реални броеви 1{ }ni nx 
  е Кошиева. Но, Кошиева низа реални броеви е 

конвергентна, па затоа постои iy R  таков што  
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,ni ix y  кога n  , за 1, 2,3,...i  . 
 

Ќе докажеме дека редот 
1
| |pi

i
y




  конвергира, т.е дека 1 2( , ,...) px y y l  . На-

вистина, бидејќи секоја Кошиева низа е ограничена, добиваме дека  
 

1/

1
( , 0) ( | 0 | )p p

n ni
i

x x M



   ,  

 

каде 0 (0,0,0,...)  што значи  
 

1
| |

k
p p

ni
i

x M


 ,  

 

за секој n  и за секој k . Во последното неравенство земеме n   и добиваме   
 

1
| |

k
p p

i
i

y M


  

 

за секој k . Според тоа, низата парцијални суми на редот 
1
| |pi

i
y




 , чии членови се 

ненегативни, е ограничена па затоа овој ред конвергира.  
 

Останува да докажеме дека ,nx x  n   во pl . Од (1) следува дека  
 

1
| |

k
p p

mi ni
i

x x 


  , 

 

за 0,m n n  и за секој k . Ако во последното неравенство земеме m   

добиваме  
 

1
| |

k
p p

i ni
i

y x 


   

 

за 0n n  и за секој k , од што следува  
 

1
| |p p

i ni
i

y x 



   

 

за 0n n . Според тоа, ( , )nx x  , за 0n n , т.е. ,nx x  n   во pl .  
 

г) Просторот l  е комплетен. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во l , т.е. за 

секој 0   постои 0n N  таков што ( , )m nx x  , за секои 0,m n n . Тогаш 
 

 | |mi nix x         (2) 
 

за секои 0,m n n  и за секој 1, 2,...i  , што значи дека 1{ }ni nx 
  е Кошиева низа во 

R  за секој фиксиран 1, 2,3,...i  . Но, Кошиева низа реални броеви е 

конвергентна, па затоа постои iy R  таков што  
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,ni ix y  кога n  , за 1, 2,3,...i  . 
 

Ќе докажеме дека 1 2( , ,...)x y y l  . Навистина, бидејќи секоја Кошиева низа е 

ограничена, добиваме дека ( , 0)nx M  , што значи | |nix M , за секој n  и за 

секој i . Ако во последното неравенство земеме n   добиваме дека | |iy M  за 

секој i . Според тоа, низата 1 2( , ,...)x y y  е ограничена, т.е. 1 2( , , ...)x y y l  .  
 

Конечно, ако во (2) земеме m   добиваме  
 

| |i niy x    
 

за 0n n  и за секој i , од што следува  
 

1,2,...
sup | |i ni

i
y x 


   

 

за 0n n . Според тоа, ( , )nx x  , за 0n n  т.е. ,nx x  n   во l .  

д)  Просторот ( ([ , ]), )a b C  од пример IX 2.9 е комплетен. Нека 1{ }n nx 
  

е Кошиева низа во ( ([ , ]), )a b C , т.е. за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

| ( ) ( ) |m nx t x t   , за 0,m n n  и за секој [ , ]t a b .   (3) 
 

Значи, за секој [ , ]t a b  низата реални броеви 1{ ( )}n nx t 
  е Кошиева. Но, Кошиева 

низа реални броеви е конвергентна, па затоа постои реален број ( )x t  таков што 

( ) ( ),nx t x t  кога n  . Меѓутоа [ , ]t a b , па затоа на овој начин е дефинирана 

функција ( )x t  на [ , ]a b . Ако во (3) земеме m  , добиваме  
 

| ( ) ( ) |nx t x t   , за 0n n  и за секој [ , ]t a b . 
 

што значи дека низата 1{ }n nx 
  рамномерно конвергира на [ , ]a b . Според тоа, ( )x t  е 

граница на рамномерна конвергентна низа непрекинати функции, па затоа и самата 
е непрекината. Според тоа, ( ) ([ , ])x t a bC  и ,nx x n   во ( ([ , ]), )a b C .  

 

ѓ) Ќе докажеме дека просторот 
( ([ , ]), )pC a b  , 1p   од пример IX 2.11 

не е комплетен. За таа цел доволно е да 
докажеме дека просторот ( ([ 1,1]),C   

)p , 1p   не е комплетен (зошто?).  
 

Да ја разгледаме низата 1{ }n nx 
  

во ([ 1,1])C   определена со  
 

1

1 1

1

1, 1

( ) ,

1, 1,

n

n n n

n

t

x t nt t

t

    
   


 
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цртеж 1. Прво, ќе покажеме дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева. Навистина, нека 

0   е дадено. Наоѓаме 2
0 ( 1)

[ ]
p p

n
 

  и нека 0,m n n . Без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека m n . Тогаш,  
 

1 1 11/ 1/

1/ 0

1
1/

1

1/ 1/ 1/ 1/ 1
1/

1 1/ 0 1/ 1/

( 1) ( ) (1 )
( 1) 1 (

( , ) ( | ( ) ( ) | )

( 0 ( 1) 2 ( ) (1 ) 0 )

( 2
p p p pm m

n

p p
p m n m n

n m m n
p p p p p

n m n

nt m n t nt
n p p n p

x x x t x t dt

dt nt dt m n t dt nt dt dt



  




 

 

  
 

 

       

  



                  

              

 

1/

1/

1 1

1 1 1

2 2
20

( 1)

1/
1)

( ) ( ) ( ) 1/

( 1) ( 1) ( 1)

1/ 1/ 1/ 1/2 2 2 2
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

)

( 2 )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

n

m

p p p

p p p

p p

p

m n m n m n p

nm p m p nm p

p p p pm n
m mn p mn p n p p





 

  





  
  


   

  

    

              

              

 

 

т.е. низата 1{ }n nx 
  е Кошиева.  

 

Да ја разгледаме функцијата  
 

1, [ 1,0)

( ) 0, 0

1, (0,1],

        

          

           

t

x t t

t

  
 
 

 

 

која не е непрекината, т.е. ( ) ([ 1,1])x t C  . Имаме:  
 

1 1/
1/ 1/ 2

( 1)
1 0

( | ( ) ( ) | ) (2 (1 ) )
n

p p p p p
n n p

x t x t dt nt dt 


     , 

 

па затоа за секој 0   постои природен број 0n  таков што за секој 0n n  важи  
 

1
1/

2
1

( | ( ) ( ) | )p p
nx t x t dt 


  . 

Од последното неравенство не следува дека низата 1{ }n nx 
  нема граница во 

([ 1,1])C  , бидејќи ( )x t  не е непрекината, т.е. броевите ( , )p nx x , 1, 2,...n   не се 

дефинирани. Меѓутоа, ова неравенство ќе го искористиме да покажеме дека 

низата 1{ }n nx 
  нема граница во ([ 1,1])C  .  

 

Нека претпоставиме дека ( ) ([ 1,1])y t C   е граница на низата 1{ }n nx 
 . 

Тогаш, за секој 0   постои природен број 1n  таков што за секој 1n n  важи  
 

1
1/

2
1

( | ( ) ( ) | )p p
nx t y t dt 


  . 
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Нека 0 1max{ , }n n n . Ако ги искористиме последните две неравенства, тогаш од 

неравенството на Минковски следува  
 

0 1 1
1/ 1/

1 0 1

1
1/

1

( | ( ) 1| | ( ) 1| ) ( | ( ) ( ) | )

( | ( ) ( ) ( ) ( ) | )

p p p p p

p p
n n

y t dt y t dt y t x t dt

y t x t x t x t dt

 



    

   

  

                                                      

                                                   
1 1

1/ 1/

1 1

( | ( ) ( ) | ) ( | ( ) ( ) | ) .p p p p
n ny t x t dt x t x t dt 

 
        

 

 

Сега од произволноста на   следува  
 

0 1

1 0

| ( ) 1| | ( ) 1| 0p py t dt y t dt


      

 

и како подинтегралните функции во последните интеграли се непрекинати и не-
негативни од теорема V 14.8 следува ( ) 1y t    на интервалот [ 1,0]  и ( ) 1y t   на 

интервалот [0,1] , што е противречност.  

 

2.4. Коментар. Според пример 2.3 в) просторот l  е комплетен. Меѓутоа, 
во пример XI 2.3 ѓ) докажавме дека овој простор не е сепарабилен. Од друга стра-
на, според пример 2.1 б) просторот полиноми ( ), [0,1]P t t  со метрика  

 

[0,1]
( , ) max | ( ) ( ) |

t
P Q P t Q t


   

 

не е комплетен метрички постор. Меѓутоа, овој простор е потпростор од сепара-
билниот метрички простор ( ([0,1]), )C  (пример XI 2.3 г), па од теорема XI 2.4 

следува дека и самиот е сепарабилен.  
 

Според тоа, имаме пример на комплетен метрички простор кој не е сепа-
рабилен и на сепарабилен метрички простор кој не е комплетен, што значи дека 
сепарабилноста и комплетноста на метричките простори се неспоредливи 
својства.  
 

2.5. Теорема (принцип на вложени затворени топки). Нека ( ; ),n n nB x r  

1, 2,...n   е низа затворени топки во комплетниот метрички простор ( , )X   кои ги 

задоволуваат условите:  
 

i) 1 1 1( ; ) ( ; ),n nn n n nB x r B x r     за секој nN  и  
 

ii) 0nr  , кога n  .  
 

Тогаш, постои еден и само еден x X  таков што ( ; )n n nx B x r , за секој n , т.е. 

1
( ; ) { }n n n

n
B x r x




 .  
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Доказ. Ќе докажеме дека низата 1{ }n nx 
 , центри на топките е Кошиева. 

Нека 0   е дадено. Од условот ii) следува дека постои 0n N  таков што nr  , 

за секој 0n n . Понатаму, од условот i) имаме дека за секој 0m n  и за секој 

n m  важи ( ; ) ( ; )n mn n m mB x r B x r  што значи  
 

( , )m nx x  .     (4) 
 

Според тоа, низата 1{ }n nx 
  е Кошиева и како ( , )X   е комплетен добиваме дека 

постои x X  таков што ,nx x n   во ( , )X  . Ако во неравенството (4) 

земеме n  , добиваме  
 

( , )m mx x r    за 0m n , 
 

од што следува дека ( ; )m m mx B x r , за 0m n . Сега од i) следува дека 

( ; )n n nx B x r  за секој 1n  .  
 

Останува да ја докажеме единственоста на точката x . Нека y X  е 

таква, што ( ; )n n ny B x r , за секој 1n  . Тогаш  
 

( , ) ( , ) ( , ) 2 0,n n nx y x x x y r n       , 
 

па затоа x y .  

 
2.6. Теорема. Нека во метричкиот простор ( , )X   за секоја низа затворе-

ни топки ( ; ) | 1, 2,...n nB x r n   за која се исполнети условите i) и ii) од теорема 2.5 

важи 
1

( ; ) { }n n
n

B x r x



 . Тогаш ( , )X   е комплетен метрички простор.  

 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X  . За секој k N  наоѓаме 

kn  таков што  
 

1
2

( , )
kk kn p nx x   , за секој 0p  . 

 

Земаме 
1

1
2

( ; )
kknB x   и добиваме дека  

 

11

1 1
2 2

( ; ) ( ; )
k kk kn nB x B x 
 , за 1k  . 

 

Навистина, ако 
1

1
2

( ; )
kknx B x


 , тогаш  

 

11 1

1 1 1
2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) k k kk k k kn n n nx x x x x x    
     , 

 

т.е. 
1

1
2

( ; )
kknx B x  .  

 

Радиусите на овие затворени топки тежат кон 0, па од претпоставката 
добиваме дека  
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1
1

021
( ; ) { }

kkn
n

B x x




 . 

 

Ќе докажеме дека 0 ,nx x n   во ( , )X  . Имено, поднизата 1{ }
kn kx 

  тежи 

кон 0x , бидејќи 
1

1
0 2
, ( ; )

kk kn nx x B x   и затоа  
 

1
1

0 2
( , ) 0

kknx x   , k  ,  
 

па од лема 1.6 следува дека 0 ,nx x n   во ( , )X  , т.е. просторот ( , )X   е 

комплетен.  
 

2.7. Следнава теорема, која во литературата е позната како принцип на 
опаѓачка низа затворени множества, е обопштување на претходните две теоре-
ми.  

 

Теорема (Кантор). Следниве тврдења се еквивалентни:  
 

i) ( , )X   е комплетен метрички простор.  
 

ii) Ако ,iA iN  е низа непразни затворени множества такви што 

1i iA A  , за iN  и lim ( ) 0n
n

d A


 , тогаш постои еден и само еден x X  таков 

што nx A , за секој n , т.е. 
1

{ }n
n

A x



 .  

 

Доказ. i)  ii)  Нека 1 2 3 ...A A A    се непразни затворени 

подмножества од X  такви што lim ( ) 0n
n

d A


 . Множествата ,iA iN  се 

непразни, па затоа можеме да избереме низа 1{ }n nx 
  таква што , 1, 2,3,...i ix A i  .  

 

Ќе докажеме дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева. Нека 0   е дадено. Од 

lim ( ) 0n
n

d A


  следува дека постои 0n N  таков што ( )nd A  , за секој 0n n . 

Но, за множествата ,iA iN  важи 1i iA A  , за iN , па затоа за секои 0,m n n  

важи 
0

,m n nA A A . Според тоа, за секои  0,m n n  важи 
0

,m n nx x A , односно  
 

0
( , ) ( )m n nx x d A   , 

т.е. низата 1{ }n nx 
  е Кошиева.  

 

Метричкиот простор ( , )X   е комплетен, па затоа низата 1{ }n nx 
  конвер-

гира кон точка 0x X . Ќе докажеме дека 0
1

n
n

x A



  . Нека претпоставиме дека 

0
1

n
n

x A



  , т.е. дека постои k N  таков што 0 kx A . Множеството kA  е 

затворено, па од лема IX 9.12 следува iii) следува дека 0( , ) 0kx A r   , што 
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значи дека kA  и отворената топка 0 2
( ; )rB x  се дисјунктни. Според тоа, ако n k , 

тогаш n kx A , па затоа 0 2
( ; )r

nx B x , што противречи на фактот дека 0nx x , 

n  . Конечно, од добиената противречност следува дека 0
1

n
n

x A



  . Останува 

да ја докажеме единственоста на точката 0x . Нека y X  е таква, што iy A , за 

iN . Тогаш  
( , ) ( ) 0,nx y d A n    , 

па затоа x y . 
 

ii)  i)  Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во X . Ќе докажеме дека низата 

1{ }n nx 
  е конвергентна. Да ги разгледаме множествата  

 

1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 5{ , , ,...}, { , , ,...}, { , , ,...}, ...A x x x A x x x A x x x   .  
 

За овие множества важи 1i iA A  , за iN , а од лема 1.8 следува lim ( ) 0n
n

d A


 . 

Понатаму, бидејќи ( ) ( )i id A d A , за iN  добиваме дека ,iA iN  е низа 

непразни затворени множества такви што 1i iA A  , за iN  и lim ( ) 0n
n

d A


 , 

па од претпоставката  следува дека 0
1

{ }n
n

A x



 .  

 

Ќе докажеме дека Кошиевата низа 1{ }n nx 
  конвергира кон 0x . Нека 

0   е дадено. Од lim ( ) 0n
n

d A


  следува дека постои 0n N  таков што 

( )nd A  , за секој 0n n . Но, за множествата ,iA iN  важи 1i iA A  , за 

iN , па затоа за секој 0n n  важи 
0n nA A . Според тоа, за секој  0n n  важи 

00 , n nx x A , односно  

00( , ) ( )n nx x d A   , 

т.е. низата 1{ }n nx 
  конвергира кон 0x .  

 
2.8. Во следните два примера ќе покажеме дека во теорема 2.7 условите 

lim ( ) 0n
n

d A


  и множествата ,iA iN  се затворени не може да се изостават.  

 
Пример А. Во метричкиот простор 1( , )R  да ги разгледаме множествата 

[ , )iA i  , iN . Јасно, просторот 1( , )R  е комплетен, разгледуваните 

множества се затворени и притоа важи 1i iA A  , за iN . Меѓутоа, 
1

n
n

A



  . 

Да забележиме дека за разгледуваните множества важи lim ( ) 0n
n

d A


 .  
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Пример Б. Во метричкиот простор 1( , )R  да ги разгледаме множествата 
1(0, ]i i

A  , iN . Јасно, просторот 1( , )R  е комплетен, за разгледуваните 

множества важи 1i iA A  , за iN  и lim ( ) 0n
n

d A


 . Меѓутоа, 
1

n
n

A



  . Да 

забележиме дека во случајов множествата ,iA iN  не се затворени.  

 
2.9. Теорема. Нека метричките простори ( , )X   и ( , )Y d  се изометрички. 

Просторот ( , )X   е комплетен ако и само ако просторот ( , )Y d  е комплетен.  
 

Доказ. . Нека 1{ }n ny 
  е Кошиева низа во ( , )Y d . Бидејќи ( , )X   и 

( , )Y d  се изометрички, постои биекција :f X Y  за која важи  
 

( , ) ( ( ), ( ))u v d f u f v  , за секои ,u v X . 
 

Нека 1( )n nx f y . Тогаш, за секој 0   постои 0n N  таков, што за секои 

0,m n n  важи  

( , ) ( ( ), ( )) ( , )n m n m n mx x d f x f x d y y    , 
 

т.е. 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X  . Но, ( , )X   е комплетен метрички простор, 

па затоа постои x X  таков, што ,nx x n   во ( , )X  . Земаме ( )y f x  и 

добиваме  
( , ) ( ( ), ( )) ( , ) 0,n n nd y y d f x f x x x n    , 

 

т.е. ,ny y n   во ( , )Y d , што значи дека просторот ( , )Y d  е комплетен.  
 

. Обратната импликација следува од претходно изнесеното и од 
теорема X 5.4 б).  
 

2.10. Коментар. Како што видовме, ако ( , )X   и ( , )Y d  се изометрички 

простори, тогаш комплетноста и сепарабилноста се својства кои се наследуваат, 
т.е. ако својството го има едниот простор, тогаш го има и другиот. Во 
натамошните разгледувања ќе докажеме дека за изометрички простори постојат и 
други својства кои се наследуваат, па затоа понекогаш е корисно да ги “иден-
тификуваме” елементите на два изометрички простори ( , )X   и ( , )Y d . Во овој 

дел ќе ја објасниме операцијата идентификација на елементите на изометричките 
простори ( , )X   и ( , )Y d . Нека ( , )X   и ( *, )Y d  се метрички простори, *Y Y  и 

:f X Y  е изометрија. Да го разгледаме множеството * ( * \ )X X Y Y  , за кое 

очигледно важи * \ * \X X Y Y . Ќе дефинираме растојание во множеството *X . 
За таа цел ќе ја разгледаме функцијата : * *,F X Y  определена со  

 

( ),
( )

, * \ .

     

          

f x x X
F x

x x X X


  

 

 

Очигледно F  е биекција. Според теорема X 5.5 со  
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*( , ) ( ( ), ( ))x y d F x F x  , за секои , *x y X  
 

е определена метрика на *X . Притоа ( *, *)X   и ( *, )Y d  се изометрички просто-

ри и важи ( )F X Y .  
 

Конечно, во просторот ( *, )Y d  под идентификување на елементите на 

просторот ( , )X   со елементите на нему изометричкиот простор ( , )Y d  ќе го 

подразбираме разгледувањето на просторот ( *, *)X   наместо просторот ( *, )Y d .  

 
2.11. Теорема. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и ( , )A   е 

негов потпростор. Ако просторот ( , )A   е комплетен, тогаш A  е затворено 

подмножество од X .  
 

Доказ. Нека A  е комплетен потпростор од X  и нека 1{ }n nx 
  е произ-

волна низа од A , која во X  конвергира кон точката a . Ќе докажеме дека a A . 

Според лема 1.4 низата 1{ }n nx 
  е Кошиева и како таа припаѓа на A , кој е 

комплетен метрички простор, заклучуваме дека таа во A  има граница, да кажеме 
точка b . Но, b X  и од теорема IX 3.4 следува a b A  . Конечно, од теорема 
IX 8.3 б) следува дека A  е затворено подмножество од X .  
 

2.12. Теорема. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и ( , )A   е 

негов потпростор. Ако A  е затворено подмножество од X , тогаш ( , )A   е 

комплетен метрички простор.  
 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )A  . Од A X  следува дека 

1{ }n nx 
  е Кошиева низа во ( , )X   и како ( , )X   е комплетен метрички простор 

добиваме дека постои точка x X  таква, што ,nx x n   во ( , )X  . Според 

тоа, x  е атхерентна точка за A  и како A  е затворено множество добиваме дека 
x A , што значи просторот ( , )A   е комплетен.  

 
2.13. Пример. Просторот c  е комплетен. Согласно со пример 2.3 г) и тео-

рема 2.12 доволно е да докажеме дека простор c  разгледуван како потпростор од 

просторот l  е затворен во l .  
 

Нека 1{ }n nx 
 , 1 2 3( , , ,..., ,...)n n n n nix x x x x  е низа во c  и nx y , n  , 

каде 1 2 3( , , ,..., ,...)ny y y y y . Ќе докажеме дека низата , 1, 2,...iy i   конвергира, 

т.е. дека y c . Имаме   
 

| | | | | | | | 2 ( , ) | |i j i ni ni nj nj j n ni njy y y x x x x y x x x x          .         (5) 
 

Нека 0   е дадено. Избираме nN  таков, што  
 

4
( , )nx y         (6) 
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и да го фиксираме бројот n . Бидејќи низата 1 2 3, , ,..., ,...n n n nix x x x  е конвергентна, 

таа е Кошиева, па затоа постои 0n N  таков, што за 0,i j n  важи  
 

2
| |ni njx x   .      (7) 

Понатаму, од (5), (6) и (7) добиваме  
 

| |i jy y    

што значи, реалната низа , 1, 2,...iy i   е Кошиева, па затоа таа е конвергентна. Ко-

нечно, y c , т.е. c  е затворено множество во l .  

 
2.14. Теорема. Декартовиот производ ( , )pZ d  на метричките простори 

( , ), 1, 2,...,i iX i n  , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (8) 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (9) 
 

е комплетен метрички простор ако и само ако метричките простори ( , ),i iX   

1,...,i n  се комплетни.   
 

Доказ. . Нека ( , ), 1,...,i iX i n   се комплетни метрички простори и 

нека 1 2 1{( , ,..., )}k k nk kx x x 
  е Кошиева  низа во ( , )pZ d . Според последица 1.9 

координатните низи 1{ }ik kx 
 , 1, 2,...,i n  се Кошиева во просторите 

( , ), 1, 2,...,i iX i n  , соодветно. Но, просторите ( , ), 1, 2,...,i iX i n   се комплетни, 

па затоа координатните низи 1{ }ik kx 
 , 1, 2,...,i n  се конвергентни. Конечно, од 

последица IX 14.6 следува дека низата 1 2 1{( , ,..., )}k k nk kx x x 
  конвергира во про-

сторот ( , )pZ d .  
 

. Обратното тврдење се докажува аналогно, деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
 
 
3. ТЕОРЕМА НА БЕР  
 
3.1. Теорема (Бер). Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и ,nF  

1, 2,...n   е низа затворени подмножества такви што внатрешноста на секое од 

нив е празно множество, т.е. 0
nF   , за секој 1, 2...n  . Тогаш, множеството 

\ n
n

X F
N
  е секаде густо во X .  

 

Доказ. Нека x X  и 0   се дадени. Треба да докажеме дека постои 
\ n

n
y X F




N
  таков, што ( , )x y  . За таа цел ќе ја разгледаме отворената 
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топка ( ; )B x   и ќе докажеме дека во ( ; )B x   постои точка која припаѓа на 

\ n
n

X F
N
 .  

 

Бидејќи ( ; )B x     и 0
1F    не може да биде 1( ; )B x F  , па затоа 

постои точка 1 1( ; ) \x B x F . Но, множествата 1\X F  и ( ; )B x   се отворени, па 

затоа постојат ' ''
1 1,r r , ' ''

1 10 , 1r r   такви, што '
1 1 1( ; ) \B x r X F  и ''

1 1( ; ) ( ; )B x r B x  . 

Земаме ' ''1
1 1 12

min{ , }r r r  и добиваме  
 

1 1 1( ; ) ( ; )B x r B x  , 1
1 2
r  . 

 

Понатаму, бидејќи 1 1( ; )B x r    и 0
2F    не може да биде 0

1 1 1 2( ; )B x r F , па 

затоа постои 2 1 1 1 2( ; ) \x B x r F . Но, множествата 2\X F  и 1 1 1( ; )B x r  се отворени, 

па затоа постојат ' ''
2 2, ,r r  ' '' 1

2 2 2
0 ,r r   такви, што '

2 2 2( ; ) \B x r X F  и ''
2 2( ; )B x r   

1 1( ; )B x r . За ' ''1
2 2 22

min{ , }r r r  добиваме  
 

2 2 2 1 1 1( ; ) ( ; )B x r B x r , 2
1

2 2
r  . 

 

Продолжувајќи ја постапката конструираме низа отворени топки ( ; )i i iB x r , 

1, 2,...i   такви, што  
 

1 1 1( ; ) ( ; )i i i i i iB x r B x r    , 1, 2,...i     (1) 

( ; )i i i iB x r F    , 1, 2,...i  и    (2) 
1
2iir  , за 1, 2,...i  .     (3) 

 

Сега, од теорема IX 9.7 ii) следува 1 1 1( ; ) ( ; )i ii i i iB x r B x r     и како 0,  ir i   

од теорема од теорема 2.5 следува дека постои единствена точка y X  таква, што 

1
( ; ) { }i i i

i
B x r y




 . Понатаму, од (1) следува ( ; )i i iy B x r , 1, 2,...i  , а од (2)  следу-

ва дека ,iy F  1, 2,...i  , па затоа \ i
i

y X F



N
 . Јасно, 1 1 1( ; ) ( ; )y B x r B x   .  

 
3.2. Теорема на Бер може да се искаже и со помош на таканаречените ни-

каде густи множества. Така ја имаме следнава дефиниција.  
 
Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За множеството A  ќе 

велиме дека е никаде густо во X , ако неговиот затворач A  не содржи ниедна 

отворена топка, т.е. ако A  нема внатрешни точки.  
 

Пример. Множеството 1 2{( , ,..., ) | , 1, 2,..., }m
m iz z z z i m  Z Z  е никаде 

густо во 2( , )m R . Навистина, множеството mZ  е затворено во просторот mR , 
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т.е. m mZ Z  и неговата внатрешност е празното множество. Затоа, 
0 0( ) ( )m m  Z Z , што значи дека mZ  е никаде густо во просторот mR .  

 
3.3. Лема. Ако ( , )X   е метрички простор и F  е затворено множество во 

X , тогаш множеството 0\F F  е никаде густо.  
 

Доказ. Нека F  е затворено множество во X . Според теорема IX 7.13 

неговата внатрешност 0F  е отворено множество. Сега од теорема IX 8.4 в) 

следува дека множеството 0\F F  е затворено, што според според последица IX 

9.4 значи дека 0 0\ \F F F F .  
 

Нека претпоставиме дека 0\F F  не е никаде густо. Од дефиниција 3.2 

следува дека постојат 0* \x F F  и * 0r   такви, што 0 0( *; *) \ \B x r F F F F  . 

Понатаму, од 0( *; *) \B x r F F  следува ( *; *)B x r F  и 0( *; *)B x r F   , т.е. 

*x  е внатрешна точка за множеството F  и 0*x F , што е противречност. Ко-

нечно, од добиената противречноста следува дека множеството 0\F F  е никаде 
густо.  

 
3.4. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За множеството 

A X  ќе велиме дека е од прва категорија ако е унија од најмногу пребројливо 
многу никаде густи множества во X .  

 

За множеството A  ќе велиме дека е од втора категорија ако тоа не е од 
прва категорија.  

 

Јасно, секое подмножество на множество од прва категорија е множество 
од прва категорија, но не секое подмножество на множество од втора категорија е 

множество од втора категорија. Имено, лесно се гледа дека множеството mR  е 

множество од втора категорија во просторот 2( , )m R  и m mZ R , но mZ  не е 

множество од втора категорија.  
 
3.5. Пример. Множествата  {( , ) | },q i iq q q q  Q Q Q  се никаде густи 

во 2
2( , )R  и нив ги има пребројливо многу. Меѓутоа,  

2
q

q
 

Q
Q Q  

 

и ова е секаде густо множество во 2
2( , )R . Според тоа, множество од прва 

категорија може да биде секаде густо множество.   
 
3.6. Последица. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и A X  е 

множество од прва категорија во X . Тогаш, множеството \X A  е секаде густо во 
X  и тоа е множество од втора категорија.  
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Доказ. Нека n
n

A A



N
 , каде множествата nA , nN  се никаде густи во 

X . Тогаш, за множествата nnF A , важи 0
nF   , па од теорема 3.1 следува дека 

множеството \ n
n

X F
N
  е секаде густо во X . Понатаму, од nn nA A F  , nN  

следува n n
n n

A F
 


N N
  , што значи  

 

\ \ \n n
n n

X F X A X A
 

 
N N
   

 

и како \ n
n

X F
N
  е секаде густо во X  добиваме дека \X A  е секаде густо во X . 

Јасно, \X A  е множество од втора категорија.  
 
3.7. Последица (Бер). Секој комплетен метрички простор ( , )X   е од 

втора категорија во себе.  
 

Доказ. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор. Ако X  е од прва 

категорија во себе, тогаш n
n

X A



N
 , каде множествата nA  се никаде густи во 

X . Но, тогаш од последица 3.6 следува дека множеството  
 

\ \n
n

X A X X


  
N
  

 

е секаде густо во X , што е противреченост. Од добиената противречност следува 
дека X  не е од прва категорија во себе, што значи X  е од втора категорија во 
себе.  

 
3.8. Последица. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и нека ,nU  

1, 2,...n   се отворени секаде густи множества во X . Тогаш, множеството n
n

U
N
  

е секаде густо во X .  
 

Доказ. За секој nN  важи 0( \ ) \n nX U X U , па затоа  
 

0\ ( \ ) \ ( \ )n n nU X X U X X U  , за секој nN .  
 

Според теорема IX 7.13 множеството 0( \ )nX U  е отворено, па затоа од теорема IX 

8.4 в) следува дека множеството 0\ ( \ )nX X U  е затворено. Понатаму, за секој 

nN  важи nU X , па од теорема IX 9.7 ii) следува  
 

0 0\ ( \ ) \ ( \ )n n nX U X X U X X U   , за секој nN . 

Од последната инклузија следува 0( \ )nX U   , за секој nN .  
 

Според теорема IX 8.4 в) множествата \n nF X U , nN  се затворени и 

притоа  
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0 0( \ )n nF X U   , nN , 
 

т.е. внатрешноста на секое од нив е празно множество, па од теорема 3.1 следува 
дека множеството  

 

\ ( \ )n n n
n n n

X F X F U
  

 
N N N
    

 

е секаде густо во X .  
 
3.9. Последица. Секој комплетен метрички простор ( , )X   без изолирани 

точки е непребројлив.  
 

Доказ. Според претпоставката просторот X  не содржи изолирани точки, 
па затоа секое едноелементно множество { }x X  е никаде густо. Затоа, секое 

пребројливо множество A  е множество од прва категорија, па од последица 3.6 
следува дека множеството \X A  е секаде густо, што значи \X A   . Значи, 
просторот X  е непребројлив.  

 
 
 
4. ТЕОРЕМА НА БАНАХ 
 
4.1. Теорема (Банах). Во метричкиот простор ( ([0,1]), )C  множеството 

A  кое ги содржи сите непрекинати функции кои имаат извод барем во една точка 
е множество од прва категорија, а множеството ([0,1]) \ AC  е множество од втора 

категорија.  
 

Доказ. За секој mN  со mF  да го означиме множеството од сите 

функции ([0,1])f C  со својство: постои барем една точка [0,1]x  таква, што за 

секој [0,1]y  важи  
 

| ( ) ( ) | | |f y f x m y x   . 
 

Чекор 1. Ќе докажеме дека за секој mN  множеството mF  е затворено. 

Нека 1{ }k kf 
  е низа во mF  која конвергира кон 0f . Според пример IX 3.10 низата 

функции 1{ }k kf 
  рамномерно ковергира кон функцијата 0f . Нека [0,1]kx   е 

точка за која важи  
 

| ( ) ( ) | | |,k k k kf y f x m y x    за секој [0,1]y . 
 

Но, 1{ }k kx 
  е низа во [0,1]  па затоа содржи конвергентна подниза 1{ }

nk nx 
 . Нека 

0lim
nk

n
x x


 . Според тоа,  

 

| ( ) ( ) | | |,
n n n nk k k kf y f x m y x    за секој [0,1]y ,  

 

и ако земеме n   добиваме  
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0 0 0 0| ( ) ( ) | | |,f y f x m y x    за секој [0,1]y ,  
 

што значи 0 mf F , т.е. множеството mF  е затворено.  
 

Чекор 2. Ќе докажеме дека за секој mN  множеството mF  е никаде 

густо во ([0,1])C . Нека ( ; )B h r  е произволна отворена топка во ([0,1])C . Непре-

кинатата функција 1
2

( ) | |, [0,1]x x x     нема извод во точката 1
2

x  . Понатаму, 

функцијата h   е непрекината, па од теоремата на Ваерштрас следува дека 

постои полином p  таков што | ( ) ( ) ( ) |h x x p x r   , за секој [0,1]x , што значи 

постои полином p  таков што ( ; )g p B h r   . Но, функцијата g  нема извод во 

точката 1
2

x  , па затоа за реалниот број m  постојат (0,1)   и [0,1]y , 

1
2

y x   такви што важи ( ) ( )| |g y g x
y x

m 
   . Значи,  

 

( ) ( ) ( ) ( )| |g y g x g y g x
y x y x

m m  
     , за некој [0,1]y , 1

2
y  ,  

 

т.е. 
 

| | | ( ) ( ) |m y x g y g x   , за некој [0,1]y , 1
2

y  . 
 

Според тоа, mg F  и како множеството mF  е затворено, добиваме дека g  не е 

точка на натрупување за множеството mF . Последното значи дека постои отворе-

на топка 1 1( ; ) ( ; )B g r B h r  таква што 1 1( ; ) mB g r F  . Но, ( ; )B h r  е произволна 

отворена топка во ([0,1])C , па од претходно изнесеното следува дека множе-

ството mF  е никаде густо во ([0,1])C .  

 

Чекор 3. Множеството 
1

m
m

F F



   е пребројлива унија на никаде густи 

множества, па затоа тоа е множество од прва категорија. Но, A F  (зошто?), па 

затоа A  е множество од прва категорија, што значи множеството ([0,1]) \ AC  од 

сите непрекинати функции кои немаат извод во ниту една точка е множество од 
втора категорија.  

 
4.2. Коментар. Во претходната теорема всушност ја докажавме 

егзистенцијата на непрекинатите реални функции на затворен интервал кои не-
маат извод во ниту една точка. Последното не ја намалува вредноста на кон-
струкцијата на примери на вакви функции, како што е следниот пример. Да забе-
лежиме дека множеството полиноми ([0,1])P  е подмножество на множеството A , 

па затоа тоа е множество од прва категорија. Меѓутоа, како што знаеме ова мно-
жество е секаде густо во ([0,1])C , т.е. тоа е уште еден пример на множество од 

прва категорија кое е секаде густо.  
 

4.3. Пример. Нека 1 1
1 2 2

: [ , ]f   R  е определена со 1( ) | |f x x , 1
2

| |x   и 

истата периодично, со основна периода 1, ја продолжуваме на целата реална 
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права, т.е. ставаме 1 1( ) ( )f x k f x  , за секој k Z  и за секој 1 1
2 2

[ , ]x  . Пона-

таму, за секој 1n   со 1 1
1( ) 4 (4 )n n

nf x f x   , за секој xR  дефинираме 

:nf R R . Јасно, за секој nN  функцијата nf  е периодична со основен период 

14 n   и притоа важи 
1
20 ( ) 4

n
nf x

   , за секој xR .  
 

Да го разгледаме функционалниот ред  
 

1
( )n

n
f x




 .     (1) 

 

Бидејќи, 
1
2| ( ) | 4

n
nf x

  , за секој nN  и 
1
2lim 4 0

n

n

 


  од теорема VII 3.9 (Ваер-

штрас) следува дека редот (1) рамномерно конвергира на R . Но, за секој nN  
функцијата nf  е непрекината на R , па од теорема VII 4.1 следува дека границата 

1
( ) ( )n

n
f x f x




  , xR  е непрекината на R .  

 

а) Нека xR  и за секој природен број n  бројот nh  го избираме така, 

што тој е еднаков на 4 n  или 4 n  и притоа важи | ( ) ( ) | | |n n n nf x h f x h   . 

Тогаш, за секој 1,...,m n  важи  
 

| ( ) ( ) | | |m n m nf x h f x h    
 

и за секој m n  важи  
 

| ( ) ( ) | 0m n mf x h f x   . 
 

Според тоа, количникот 
( ) ( )n

n

f x h f x
h

 
 е цел број, кој е парен ако n  е парен број, а 

е непарен ако n  е непарен број. Оттука следува, дека границата 
( ) ( )

lim n

n

f x h f x
hn

 


 

не постои, па затоа не постои и '( )f x . Конечно, од произволноста на x  следува 

дека непрекинатата функција f  не е диференцијабилна во ниту една точка од R , 

па затоа непрекинатата функција |[0,1]g f   не е диференцијабилна во ниту една 

точка од [0,1] .  
 

б) Функцијата f  има уште едно интересно својство. Имено, f  е пример 

на функција која е непрекината, но не е монотона на ниту еден отворен интервал.  

 

Да го разгледаме множеството точки { | 4 , , }mA a a k k m   Z N . 

Нека xR  и 0   е дадено. Согласно теорема на Архимед наоѓаме природен 

број m  таков, што 1
2

4m
 . Последното неравенство е еквивалентно со 

неравенството  
 

4 ( ) 1 4 ( )m mx x     . 
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Земаме [4 ( )] 1mk x     и добиваме  
 

4 ( ) 4 ( )m mx k x     , 
 

т.е. 
4m
kx x     . Според тоа, за секој xR  и за секој 0   постои a A  та-

ков што ( ; )a B x  , што значи дека множеството A  е секаде густо во R .  
 

Нека a A , т.е. 4 ma k  , ,k m Z N . Ако n m , тогаш  
 

1 1 1
1 1( ) ( 4 ) 4 ( 4 ) 4 (0) 0m n n m n

n nf a f k f k f          ,  
 

па затоа  
 

1 2( ) ( ) ( ) ... ( )mf a f a f a f a    .     (2) 
 

Нека 2 14 m
mh   , mN . Тогаш  

 

1 2 1( 4 1)4m m
ma h k A       и 1 2 1( 4 1)4m m

ma h k A       
 

па затоа ( ) 0n mf a h  , за 2 1n m   и  
 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ... ( )m m m m mf a h f a h f a h f a h        .   (3) 
 

Понатаму, од (2) и (3) следува  
 

1 1 2 2

1 2 2 1

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ... [ ( ) ( )]

( ) ( ) ... ( )

( 1) 0.

                              

                            

m m m m m m

m m m m m m

m m m

f a h f a f a h f a f a h f a f a h f a

f a h f a h f a h

mh m h h
  

            

      

     

   (4) 

 

Аналогно,  
 

( ) ( ) ( 1) 0.m m m mf a h f a mh m h h          (5) 
 

Нека ( , )x y  е отворен интервал. Множеството A  е густо во R , па затоа 

постои 4 ma k A   таков што 4 mx k y  . Понатаму, постои nN  таков што 

2 1
1

4
min{ , }nnh a x y a    . Но,  

 

14 4 4 4 ( 4 )4 4m m n n n m n na k k k k         , 
 

и од (4) и (5) добиваме  
 

( ) ( ) 0n nf a h f a h     и ( ) ( ) 0n nf a h f a h     
 

и како , , ( , )n na a h a h x y    добиваме дека функцијата f  не е монотона на ин-

тервалот ( , )x y , што значи функцијата f  не е монотона на ниту еден отворен 

интервал. 
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5. КОМПЛЕТИРАЊЕ НА МЕТРИЧКИ ПРОСТОР 
 

5.1. Теорема (за комплетирање). Нека ( , )X   е произволен метрички 

простор. Постои комплетен метрички простор ( , )Y d  со подмножество X  од Y  

такво, што  
 

i) ( , )X   е изометричен со ( , )X d , и  
 

ii) X  е секаде густо во Y .  
 

Просторот ( , )Y d  го нарекуваме комплетирање на просторот ( , )X   и тој 

е единствен со точност до изометрија.  
 

Доказ. Чекор 1. Да го разгледаме множеството S  од сите Кошиеви низи  
 

1 1 1{ } , { } , { } , ...n n n n n nx y z  
    

 

во просторот ( , )X  . Во множеството S  ќе ја разгледаме следнава бинарна ре-

лација  
 

1 1{ } ~ { }n n n nx y 
   ако и само ако ( , ) 0,n nx y n    во ( , )X  . 

 

Јасно, вака дефинираната релација е рефлексивна и симетрична. Понатаму, нека  
 

1 1{ } ~ { }n n n nx y 
   и 1 1{ } ~ { }n n n ny z 

  . 

Тогаш,  
 

( , ) ( , ) ( , ) 0,n n n n n nx z x y y z n       
 

што значи 1 1{ } ~ { }n n n nx z 
  , т.е. релацијата е транзитивна. Според тоа, вака 

дефинираната релација е еквиваленција и таа го разбива множеството S  на 
дисјунктни класи на еквиваленција. Со Y  да го означиме множеството класи на 
еквиваленција.  

 

Чекор 2. Нека ,x y Y  . Од секоја од класите да земеме по една низа 

1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

 . Ќе докажеме дека границата lim ( , )n n
n

x y


 постои. Навистина, 

од лема IX 1.2 имаме  
 

| ( , ) ( , ) | ( , ) ( , ) 0,n n m m n m n mx y x y x x y y n        , 
 

т.е. низата реални броеви 1{ ( , )}n n nx y 
  е Кошиева, па затоа постои lim ( , )n n

n
x y


.  

 

Ќе воведеме растојание во Y . Имено, за секои ,x y Y   дефинираме  
 

( , ) lim ( , )n n
n

d x y x y


  , каде 1{ }n nx x
   , 1{ }n ny y

   . 

 

Прво ќе докажеме дека вака дефинираниот број не зависи од изборот на 

претставниците 1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

  на класите x  и y . Навистина, нека '
1{ }n nx 
  и 

'
1{ }n ny 
  се произволни низи од класите x  и y , соодветно. Од лема IX 1.4 имаме  



 204

 

' ' ' '| ( , ) ( , ) | ( , ) ( , ) 0,n n n n n n n nx y x y x x y y n         
 

што значи  
 

' 'lim ( , ) lim ( , )n n n n
n n

x y x y 
 

  

 

т.е. ( , )d x y   не зависи од изборот на претставниците на класите на еквиваленција.  
 

Да ги провериме аксиомите за метрика.  
 

i) Од ( , ) 0n nx y   следува  
 

( , ) lim ( , ) 0n n
n

d x y x y


   . 

 

Понатаму, ( , ) 0d x y    ако и само ако lim ( , ) 0n n
n

x y


 , односно ако и само ако 

1 1{ } ~ { }n n n nx y 
  , т.е. ако и само ако x y  .  

 

ii) Јасно, ( , ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )n n n n
n n

d x y x y y x d y x 
 

      , за секои 

,x y Y  .  
 

iii) Ако 1{ }n nx x
   , 1{ }n ny y

    и 1{ }n nz z
   , тогаш  

 

( , ) lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n
n n n

d x z x z x y y z d x y d y z  
  

         . 

 

Од досега изнесеното имаме дека ( , )Y d  е метрички простор.  
 

Чекор 3. Ќе докажеме дека метричкиот простор ( , )Y d  е комплетен. Нека 

1{ }i ix 
  е Кошиева низа во ( , )Y d , т.е. таква, што  

 

( , ) 0,n md x x    кога ,m n  .    (1) 
 

Од секоја класа nx  земаме по една низа 1{ }ni ix 
 , која е Кошиева, па затоа постои 

nk  таков што  
 

1( , )
nnp nk n

x x  , за np k . 
 

Сега да ја разгледаме низата 1{ }
nnk nx 

 . Ќе докажеме дека оваа низа е Кошиева. 

Имаме  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n m n mnk mk nk np np mp mp mkx x x x x x x x      .   (2) 

 

Нека 0   е дадено. Од (1) следува дека постои 0n N  таков што за 0,m n n  

важи  
 

2
lim ( , ) ( , )np mp n m
p

x x d x x 


   , 

 

па затоа за 0,m n n  и доволно големо p  имаме  
 



 205 

2
( , )np mpx x   .     (3) 

 

Притоа можеме да сметаме дека 0n  е таков, што 
0

1
4n
 . Ги фиксираме m  и n  

кои ги задоволуваат условите 0,m n n  и можеме да избереме доволно големо p  

такво, што ,m np k p k  . Тогаш, од изборот на броевите mk  и nk  имаме  
 

1 1
4 4

( , ) , ( , )
n mnk np mp mkn m

x x x x      .   (4) 
 

Конечно, од (2), (3) и (4) следува  
 

( , )
n mnk mkx x  , 

 

што значи низата 1{ }
nnk nx 

  е Кошиева.  
 

Да ја означиме со x  класата на еквиваленција која ја содржи низата 

1{ }
nnk nx 

 . Ќе докажеме дека nx x  , кога n  . Очигледно  
 

1

( , ) lim ( , ) lim ( , ) lim ( , )

lim ( , ).

p n n p

n p

n np pk np nk nk pk
p p p

nk pkn p

d x x x x x x x x

x x

  



  



  

 

 

  (5) 

Бидејќи низата 1{ }
nnk nx 

  е Кошиева, за даденото 0   постои 0n  таков што  
 

2
( , )

n pnk pkx x   , 

за 0,n p n . Според тоа,  

2
lim ( , )

n pnk pk
p

x x 


 ,     (6) 

 

за 0n n . Притоа, без ограничување на општоста можеме да земеме 
0

1
2n
 . Коне-

чно, од (5) и (6) следува, дека ( , )nd x x   , кога 0n n  што значи дека низата 

1{ }i ix 
  конвергира кон x  во ( , )Y d , т.е. ( , )Y d  е комплетен метрички простор.  

 
 

Чекор 4. Да ги разгледаме стационарните низи во X , т.е. низите од видот 
,ix x  1, 2,...i  . Јасно, секоја од овие низи е Кошиева и затоа припаѓа на некоја 

класа на еквиваленција, т.е. на некој елемент на Y . Очигледно, на една иста класа 
припаѓа само една стационарна низа и множеството од овие класи на еквивален-
ција да го означиме со X . Притоа, ако ,x y X   , тогаш  

 

( , ) ( , )d x y x y  .     (7) 
 

Да го разгледаме пресликувањето :F X X   определено со ( )F x x  . Јасно, ова 

пресликување е биекција и од (7) следува дека тоа е изометрија од X  на X .  
 
 

Чекор 5. Ќе докажеме дека X  е секаде густо во Y , т.е. дека за секој 

0   и за секој x Y  постои x X    таков, што ( , )d x x   . Нека 1{ }i ix x
   . 
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Бидејќи низата 1{ }i ix 
  е Кошиева постои 0n N  таков, што ( , )m nx x  , за 

0,m n n . Да ја разгледаме стационарната низа 
0

{ }nx  и со x  да ја означиме 

класата која ја содржи оваа низа. Очигледно x X    и притоа важи  
 

0
( , ) lim ( , )m n

m
d x x x x  


   , 

 

што и требаше да се докаже.  
 
 

Чекор 6. Ќе ја докажеме единственоста на Y  со точност до изометрија. 
Нека ( , )Y d  и 1 1( , )Y d  се две комплетирања на метричкиот простор ( , )X   и 

:F X X  , 1 1:F X X   се изометриите при што X  и 1X  се секаде густи во Y  и 

1Y , соодветно. Ќе докажеме дека ( , )Y d  и 1 1( , )Y d  се изометрички простори.  
 

Нека y Y . Бидејќи X  е густ во Y  постои низа 1{ }n ny 
 , ny X   таква, 

што lim n
n

y y


  . Но, :F X X   е изометрија, па затоа ( )n ny F x , nx X  и 

како низата 1{ }n ny 
  е Кошиева добиваме дека и низата 1{ }n nx 

  е Кошиева. Пона-

таму, 1 1:F X X   е изометрија, па затоа низата 1 1{ ( )}n nF x 
  е Кошиева и како 1X  

е густо подмножество од комплетниот метрички простор 1Y  добиваме дека низата 

1 1{ ( )}n nF x 
  е конвергентна во 1Y . Нека 1lim ( )n

n
z F x


 . Дефинираме 1:h Y Y , 

( )h y z  . Јасно, пресликувањето h  е добро дефинирано и тоа е биекција. 

Останува да покажеме дека h  е изометрија. Нека u Y  и 1v Y  се такви, што 

( )h u v  . Тогаш, постои 1{ }n nu 
 , nu X   таква, што lim n

n
u u


   и нека 1{ }n ns 

  е 

низата во X  за која и ( )n nu F s . Сега, од дефиницијата на h  имаме дека 

1lim ( )n
n

v F s


 . Конечно,  

 

1 1 1 1 1

( , ) lim ( , ) lim ( ( ), ( )) lim ( , )

lim ( ( ), ( )) ( , ) ( ( ), ( )),

n n n n n n
n n n

n n
n

d y u d y u d F x F s x s

d F x F s d z v d h y h u


  



  

  

   

  
 

 

т.е. h  е изометрија.  
 
5.2. Забелешка. Претходната теорема, во која го докажавме комплетира-

њето на апстрактен метрички простор, се содржи во конструкцијата на реалните 
броеви, која ја дадовме во параграф I 17. Во наведениот параграф, ние всушност 
реалните броеви ги конструиравме со комплетирање на метричкиот простор 
( , )Q , каде  

( , ) | |x y x y   , за ,x yQ . 

 
5.3. Пример. а) Нека ( ([0,1]), )P   е просторот полиноми дефинирани на 

[0,1]  во кој метриката е определена со  
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[0,1]
( , ) max | ( ) ( ) |

t
p q p t q t


  . 

 

Ако ( )x t  е непрекината функција на [0,1]  која не е полином, тогаш од 

теоремата на Ваерштрас следува дека постои низа полиноми 1{ }n np 
  таква, што 

( , ) 0,np x n   . Значи, 1{ }n np 
  е Кошиева низа во ( ([0,1]), )P  , но таа не е 

конвергентна во него, т.е. ( ([0,1]), )P   не е комплетен метрички простор. Бидејќи 

( ([0,1]), )P   е секаде густ во ( ([0,1]), )C  од теорема 5.1 следува дека неговото 

комплетирање е простор изометричен со ( ([0,1]), )C .  
 

б) Да го разгледаме множеството  
 

00 { | 0 почнувајќи од некој конечен индекс  }p
jc x l x j   . 

 

Јасно, 00c  е потпростор од , 1pl p    и истиот не е комплетен. Навистина, за 

низата  
 

2 1
1 1 1
2 2 2

(1, , ,..., ,0,0,..)iix  , 1, 2,...i   
 

важи  
 

1
1/1

2
( , ) ( ) 0ip

n
p

m n
i m

x x



  , кога , ,m n m   ,  

 

т.е. таа е Кошиева, но во просторот 00c  нема граница. Со X  да го означиме ком-

плетирањето на 00c . Бидејќи 00c  е секаде густ во pl  од теорема 5.1 следува дека 

X  е изометричен со pl , што значи дека комплетирањето на 00c  доведува до 

простор кој е изометричен со pl .   
 
 
 

6. НЕПРЕКИНАТОСТ И КОМПЛЕТНОСТ  
 

6.1. Теорема. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и :if X  R , 

i I  фамилија непрекинати реални функции. Ако за секој x X  важи  
 

sup{| ( ) | | }if x i I   , 
 

тогаш постои отворена топка 0( ; )B x r  и реален број 0M   такви, што  
 

| ( ) |if x M , за секој 0( ; )x B x r  и за секој i I . 
 

Доказ. За секој i I  функцијата if  е непрекината, што значи функцијата 

| |if  е непрекината и како за секој nN  функцијата :g X  R  определена со 

( )g x n , за секој x X  е непрекината, од теорема X 2.12 следува дека за секои 

i I  и за секој nN  множеството  
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{ | | ( ) | }in iG x X f x n    
 

е затворено. Понатаму, од теорема IX 8.2 следува дека множеството n in
i I

F G


   е 

затворено и истото се состои од сите точки x X  за кои | ( ) |if x n , за секој i I . 

Според претпоставката за секој x X  множеството {| ( ) | | }if x i I  е ограничено, 

па затоа n
n

X F



N
 . Но, метричкиот простор X  е комплетен, па од последица 3.7 

следува дека X  е од втора категорија. Според тоа, барем едно од затворените 
множества nF  содржи некоја отворена топка 0( ; )B x r  и нека тоа е множеството 

0nF . Конечно, ставаме 0 1M n   и од 
00( ; ) nB x r F  следува дека | ( ) |if x M , за 

секој 0( ; )x B x r  и за секој i I .  

 
6.2. Лема. Ако ( , )X  , ( , )Y d  се метрички простори, :f X Y  рамно-

мерно непрекината функција и 1{ }n nx 
  е Кошиева низа во X , тогаш 1{ ( )}n nf x 

  е 

Кошиева низа во Y .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Од рамномерната непрекинатост на f  следува 

дека постои 0   таков што ,x y X  за кои ( , )x y   важи ( ( ), ( ))d f x f y  . 

Но, низата 1{ }n nx 
  е Кошиева во X , па затоа постои природен број 0n  таков што за 

секои 0,m n n  важи ( , )m nx x  , што значи ( ( ), ( ))m nd f x f x  . Според тоа, за 

даденото 0   постои природен број 0n  таков што за секои 0,m n n  важи  
 

( ( ), ( ))m nd f x f x  , 

што значи низата 1{ ( )}n nf x 
  е Кошиева.  

 
6.3. Во претходната лема докажавме дека ако :f X Y  е рамномерно 

непрекината функција, тогаш Кошиева низа се пресликува во Кошиева. Природно 

е да се запрашаме дали, ако :f X Y  е непрекината функција и 1{ }n nx 
  е Ко-

шиева низа во X , тогаш 1{ ( )}n nf x 
  е Кошиева во Y ? Одговорот на поставеното 

прашање е негативен, што може да се види од следниов пример.  
 

Пример. Нека (0,1]X   со обичната метрика  и ( , ) | |x y x y   , 

, (0,1]x y , [1, )Y    со обичната метрика ( , ) | |d x y x y  , , [1, )x y   и 

:f X Y  е определено со 1( )
x

f x  , (0,1]x . Очигледно f  е непрекината 

функција. Да ја разгледаме низата 1 , 1n n
x n  . Јасно низата 1{ }n nx 

  е Кошиева, 

меѓутоа за низата ( ) , 1nf x n n   важи | ( ) ( ) | 1m nf x f x  , за секои , 1m n  , 

m n . Според тоа, низата 1{ ( )}n nf x 
  не е Кошиева.   

 
6.4. Во теоремите X 7.9 и XI 1.8 и последица XI 2.9 докажавме кои 

својства се пренесуваат во случај на еквивалентни метрики. Во овој дел ќе дадеме 
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пример на на еквивалентни метрики   и d  на множеството X  такви што про-

сторот ( , )X   е комплетен, но просторот ( , )X d  да не е комплетен.  
 

Пример. Просторот ( , )R  со обичната метрика ( , ) | |x y x y   , 

,x yR  е комплетен. Во пример X 7.5 покажавме дека метриката  
 

( , ) | arctg arctg |d x y x y  , ,x yR  
 

е еквивалентна на метриката  . Меѓутоа, метричкиот простор ( , )dR  не е ком-

плетен. Имено, ( , )dR  е изометричен со отворениот интервал 
2 2

( , )   со обич-

ната метрика и како овој простор не е комплетен од теорема 2.9 следува дека 
( , )R  не е комплетен метрички простор.  

 
6.5. Теорема. Ако   и d  се рамномерно еквивалентни метрики на мно-

жеството X , тогаш ( , )X   е комплетен метрички простор ако и само ако ( , )X d  е 

комплетен.  
 

Доказ. . Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и 1{ }n nx 
  е 

Кошиева низа во ( , )X d . Метриките   и d  се рамномерно еквивалентни, па од 

теорема X 8.3 следува дека функцијата id : ( , ) ( , )X X d X   е рамномерно 

непрекината. Сега, од лема 6.2 следува дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева во ( , )X  . 

Но, ( , )X   е комплетен метрички простор, па затоа 1{ }n nx 
  конвергира во ( , )X  . 

Сега од теорема X 7.9 а) следува дека низата 1{ }n nx 
  конвергира во ( , )X d , т.е. 

просторот ( , )X d  е комплетен.  
 

. Аналогно се докажува дека од комплетноста на ( , )X d  следува 

комплетноста на ( , )X  .  

 
6.6. Теорема. Нека ( , )X  , ( , )Y d  се метрички простори, множеството 

A X  е секаде густо во X  и :f A Y  е рамномерно непрекината функција. 

Ако просторот ( , )Y d  е комплетен, тогаш постои една и единствена непрекината 

функција :g X Y  таква, што |Ag f . Притоа функцијата g  е рамномерно 

непрекината.  
 

Доказ. Од последица XI 1.8 следува дека постои најмногу една функција 
со наведените својства.  
 

Ќе ја докажеме егзистенцијата на функцијата :g X Y  таква што 

|Ag f . Нека x X . Множеството A  е секаде густо во X , па од теорема XI 1.6 

iii) следува дека во A  постои низа 1{ }n na 
  која конвергира кон x . Според лема 

1.3 низата 1{ }n na 
  е Кошиева во X , па од лема 6.2 следува дека низата 

1{ ( )}n nf a 
  е Кошиева во Y  и како просторот ( , )Y d  е комплетен заклучуваме 
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дека постои точка lim ( )n
n

f a Y


  и истата не зависи од изборот на низата 1{ }n na 
 . 

Навистина, ако 1{ }n nb 
  е друга низа од A  која конвергира кон x , тогаш и низата 

1 1 2 2, , , ,...a b a b  конвергира кон x , па затоа постои граница y  на низата 

1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( ),...f a f b f a f b . Но, од лема IX 3.17 следува дека  
 

lim ( ) lim ( )n n
n n

f a f b y
 

  . 

 

Конечно, функцијата :g X Y  ја дефинираме така што ставаме  
 

( ) lim ( )n
n

g x f a


 , 1{ }n na 
  е низа во A  таква, што ,na x n  . 

 

Притоа, ако x A , тогаш земаме na x , за 1, 2,...n  , па затоа  
 

( ) lim ( ) lim ( ) ( )n
n n

g x f a f x f x
 

   ,  

 

од што следува |Ag f .  
 

Ќе докажеме дека функцијата :g X Y  е рамномерно непрекината. Би-

дејќи функцијата :f A Y  е рамномерно непрекината, за секој 0   постои 

0   таков што за секои ,a b A   такви што ( , )a b   важи ( ( ), ( ))d f a f b  . 

Нека сега ,x z X  се такви што ( , )x z   и нека 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се низи кои 

конвергираат кон x  и z , соодветно. Тогаш, од теорема IX 3.5 следува  
 

lim ( , ) ( , )n n
n

a b x z  


  . 

 

Според тоа, постои 0n N  таков што  
 

( , )n na b  , кога 0n n , 
 

па затоа  
 

( ( ), ( ))n nd f a f b  , кога 0n n . 
 

Конечно, од  
 

( ( ), ( )) ( lim ( ), lim ( )) lim ( ( ), ( ))n n n n
n n n

d g x g y d f a f b d f a f b 
  

    

 

следува дека g  е рамномерно непрекината функција.  

 
6.7. Последица. Нека ( , )X  , ( , )Y d  се метрички простори, ( *, *)X  , 

( *, *)Y d  се нивните комплетирања и :f X Y  е рамномерно непрекината функци-

ја. Тогаш постои единствена непрекината функција : * *g X Y  таква, што 

X Yg i i f  , каде : *Xi X X  и : *Yi Y Y  се изометриите од теорема 5.1.  
 

Притоа, функцијата g  е рамномерно непрекината.  
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7. ТЕОРЕМА НА БАНАХ ЗА ФИКСНА ТОЧКА   
 
7.1. Дефиниција. Нека X  е множество и :f X X . Точката x X  ја 

нарекуваме неподвижна (фиксна) за функцијата f , ако ( )f x x .  

 
7.2. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За пресликувањето 

:f X X  ќе велиме дека е контракција ако постои [0,1)   таков, што  
 

( ( ), ( )) ( , )f x f y x y  , за секои ,x y X .   (1) 
 

7.3. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако :f X X  е контрак-

ција, тогаш, f  е рамномерно непрекината на X .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено и [0,1)   е константата од дефиниција 7.2. 

Ако 0  , тогаш  
 

( ( ), ( )) 0f x f y  , за секои ,x y X , 
 

т.е. ( ) ( )f x f y , за секои ,x y X , што значи дека f  е рамномерно непрекината 

на X . Ако 0  , земаме 
   и добиваме дека за секои ,x y X  такви што 

( , )x y   важи  
 

( ( ), ( )) ( , )f x f y x y      , 
 

што значи дека f  е рамномерно непрекината на X .  

 
7.4. Теорема (Банах). Ако ( , )X   е комплетен метрички простор и 

:f X X  е контракција, тогаш f  има единствена неподвижна точка.  
 

Доказ. Нека 0x  е произволна точка во X . Да ја разгледаме низата  
 

1 0 2 1 3 2 1( ), ( ), ( ),..., ( ),...n nx f x x f x x f x x f x      
 

Ќе докажеме дека оваа низа е Кошиева. За секој 1n   имаме  
 

1 1 1 1 0( , ) ( ( ), ( ) ( , ) ... ( , )n
n n n n n nx x f x f x x x x x          . 

 

Од последното неравенство добиваме дека за секои ,m nN , m n  важи  
 

1 1 2 1

1 1
1 0 1 0 1 0 1 01

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

( , ) ( , ) ... ( , ) ( , )
m

m n m m m m n n

m m n

x x x x x x x x

x x x x x x x x


   

      

   

 


   

    
 (2) 

 

и како [0,1)  , од неравенствoто (2) следува дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева. Но, 

( , )X   е комплетен метрички простор, па затоа постои *x X  таков што  
 

lim *n
n

x x


 .      (3) 

 

Понатаму, f  е контракција, па затоа  
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1( , ( *)) ( ( ), ( *)) ( , *)n n nx f x f x f x x x      

т.е  
1

1 00 lim ( , ( *)) lim ( , *) 0n
n

n n
x f x x x  


 
    

 

што значи 1lim ( , ( *)) 0n
n

x f x 


 , односно  

 

1lim ( *)n
n

x f x


 .    (4) 

 

Конечно, од равенствата (3) и (4) следува * ( *)x f x , т.е. *x  е неподвижна точка 

за X .  
 

Останува да докажеме дека точката *x  е единствена. Нека претпо-
ставиме дека за некој z X  важи ( )f z z . Тогаш,  
 

( , *) ( ( ), ( *)) ( , *)z x f z f x z x    , 
 

а тоа е можно ако и само ако *z x .  
 
7.5. Забелешка. а) Доказот на теорема 7.4 има конструктивен карактер. 

Имено, елементите на низата 1{ }n nx 
  се приближувања кон неподвижната точка 

*x , при што точноста на приближувањето е дадена со неравенството (3).  
 

б) Од условот на теоремата на Банах не може да се елиминира барањето 
1  . Навистина, во просторот ( , )R  да ја разгледаме функцијата  

 

2
( ) arctg ,f x x x x   R . 

 

Лесно се докажува дека за оваа функција важи  
 

| ( ) ( ) | | arctg arctg | | |f x f y x x y y x y        при x y , 
 

но таа нема неподвижна точка. Имено, ако постои *x R  таква што ( *) *f x x , 

тогаш  

2
* ( *) arctg * *x f x x x    , 

 

т.е. 
2

arctg *x   што е противречност.  

 
7.6. Последица. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор, :f X X  

и за некој mN  функцијата mf  е контракција. Тогаш, функцијата f  има един-

ствена неподвижна точка.  
 

Доказ. Јасно, функцијата f  може да има само една неподвижна точка, 

бидејќи неподвижната точка за f  е неподвижна и за mf . Нека *x  е неподвижна 

точка за mf , т.е ( *) *mf x x  и [0,1)   е константата од дефиниција 7.2. Тогаш,  
 

1( *, ( *)) ( ( *), ( *)) ( *, ( *)),m mx f x f x f x x f x      



 213 

од што следува  
(1 ) ( *, ( *)) 0x f x   .  

 

Но, [0,1)   па од последното неравенство следува ( *, ( *)) 0x f x  , што значи  

( *) *f x x .  

 
7.7. Забелешка. Понекогаш разгледуваме функција f  за која неравен-

ството (1) не е исполнето на целиот простор, туку само во некоја затворена околи-

на ( ,; )B x r  на некоја точка x X . Тогаш, контракцијата може да се разгледува 

при дополнителен услов ( )f B B  и притоа последователните приближувања се 

во B . Нека, на пример, покрај неравенството (1) функцијата f  го задоволува и 

неравенството 
 

( , ( )) (1 )x f x r   . 

Ако ( ; )B x r , тогаш  
 

( ( ), ) ( ( ), ( )) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) (1 ) ,f x x f x f x f x x x x f x x r r r               
 

т.е. ( ) ( ,; )f x B x r . Затоа f  може да се разгледува како функција на комплетниот 

метрички простор ( ,; )B x r  и таа на овој простор го задоволува условот (1). Но, то-

гаш од теорема 7.4 следува дека f  во ( ,; )B x r  има единствена неподвижна точка.  

 
7.8. Ако ( , )X   е комплетен метрички простор и :f X X , тогаш за да 

ја примениме теоремата на Банах за фиксна точка мора да констатираме дека f  е 

контракција во однос на метриката  . Меѓутоа, ако функцијата f  не е 

контракција, тогаш во некои случаи може да се најде друга метрика d  во однос на 
која X  е комплетен метрички простор и функцијата f  во однос на оваа метрика 

е контракција.  
 

Пример. Да го разгледаме комплетниот метрички простор 2
2( , )R  и 

функцијата 2 2:f R R  определена со  
88

10 10 10 10
( ) ( , )y yx xf   z , за секој 2( , )x y z R . 

За точките (0,0)o  и (2,6)a  имаме ( ) (0,0)f o  и 8 64
10 10

( ) ( , )f a , па затоа  
 

2 2 4 658 64
2 10 10 5

2 2
2

( ( ), ( )) ( 0) ( 0)

40 (6 0) (2 0) ( , ),

f f



    

     

a o

a o

 

 

што значи дека во однос на метриката 2  функцијата f  не е контракција.  
 

Од друга страна, за секои 2( , ), ( , )x y u v  z w R  имаме:  
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88 8 8
1 10 10 10 10 10 10 10 10

8 81 1
10 10 10 10

9 9
110 10

( ( ), ( )) | | | |

| | | | | | | |

(| | | | ( , ),

y yx u v x u vf f

x u y v x u y v

x u y v





       

       

    

z w

z w

 

што значи дека во однос на метриката 1  функцијата f  е контракција со коефи-

циент 9
10

  .  

 
7.9. Коментар. Од разгледаниот пример можеме да заклучиме, дека 

секоја метрика   во однос на која X  е комплетен метрички простор е определе-

на фамилија  ( )K  функции :f X X  кои се контракции во однос на метрика-

та  . Притоа, претходниот пример покажува дека во општ случај ( ) ( )d K K , 

дури и кога метриките   и d  се рамномерно еквивалентни.  

 
 
 
8. ПРИМЕНА НА ТЕОРЕМАТА НА  

БАНАХ ЗА ФИКСНА ТОЧКА   
 

8.1. Решавање на равенка од видот ( )f x x . Во лема III 8.6 докажавме 

дека секоја функција : [ , ]f a b  R  која го задоволува условот на Холдер од ред 

  е рамномерно непрекината. Класата на функции кои го задоволуваат условот 
на Холдер од ред   ќе ја означиме со Lip ([ , ])a b .  
 

Од досега изнесеното имаме дека Lip ([ , ])f a b  ако постојат , 0L   

такви, што  

| ( ) ( ) | | |f x f y L x y    , за секои , [ , ]x y a b . 

Нека (1) ([ , ])f a bC , т.е. f  има непрекинат извод 'f  на [ , ]a b . Од теорема III 7.5 

следува дека постои 0 [ , ]x a b  таков, што 0| '( ) | | '( |f x f x L  , за секој [ , ]x a b . 

Сега, од теоремата на Лагранж (теорема IV 10.5) следува дека  
 

1| ( ) ( ) | | |f x f y L x y   , за секои , [ , ]x y a b ,  
 

т.е. 1Lip ([ , ])f a b , што значи (1)
1([ , ]) Lip ([ , ])a b a bC .  

 
Теорема. Нека : [ , ] [ , ]f a b a b  и 1Lip ([ , ])f a b  со константа L . Тогаш, 

постои единствена точка * [ , ]x a b  таква, што ( *) *f x x .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 7.4 применета на просторот 
( , )X  , [ , ]X a b , ( , ) | |x y x y    и функцијата f .  

 
Коментар. Да забележиме дека претходната теорема може да се докаже и 

елементарно, меѓутоа теоремата на Банах овозможува при дадените услови почну-
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вајќи од произволна точка 0 [ , ]x a b  да најдеме низа 1{ }n nx 
  која конвергира кон 

решението *x  на равенката ( )f x x .  

 
Пример. Со точност до петто децимално место решете ја равенката   

 

logx x  .      (1) 
 

Решение. Во дадениот случај имаме ( ) logf x x  . Ако ги нацраме гра-

фиците на функциите y x  и ( )y f x  ќе забележиме дека тие се сечат на интер-

валите (0,1]  и [4, ) , што значи дека на овие интервали равенката (1) има по 

едно решение. Понатаму, 1'( )
x

f x   и како sup{ '( ) | (0,1]}f x x    заклучуваме 

дека на интервалот (0,1]  не можеме да ја примениме претходната теорема. Пона-

таму, бидејќи   
 

1
4

sup{ '( ) | [4, )}f x x    
 

добиваме дека 1Lip ([4, ))f   , т.е.  
 

1
4

| ( ) ( ) | | |f x f y x y   . 
 

Според тоа, едно решение на равенката (1) можеме да добиеме како граница на 

низата 1{ }n nx 
  за која, на пример, важи 0 4x   и 1 ( )n nx f x  .  

 

За да го добиеме другото решение на равенката (1) истата ќе ја запишеме 

во видот ( )x g x , каде ( ) xg x e  . Понатаму, функцијата ( )g x  монотоно расте, 

позитивна е во 0 и во 1 прима вредност 1 0,12e    и како '( ) ( )g x g x  добиваме  
 

sup{ '( ) | [0,1]} 0,12g x x L   . 
 

Бидејќи ([0,1]) [0,1]g   според забелешка 7.7 функцијата g  е контракција на 

[0,1] , т.е. | ( ) ( ) | | | 0,12 | |g x g y L x y x y     , за секои , [0,1]x y . Според тоа, 

второто решение на равенката (1) можеме да го добиеме како граница на низата 

1{ }n ny 
  за која, на пример, важи 0 1y   и 1 ( )n ny f y  .  

 
n nx  1( , )n nd x x   ny  1( , )n nd y y   

0 4,000000  1,000000  
1 4,527887 0,527887 0,117468 0,882532 
2 4,651848 0,123961 0,048600 0,068868 
3 4,678857 0,027009 0,045366 0,003234 
4 4,684647 0,005790 0,045220 0,000146 
5 4,685883 0,001236 0,045213 0,000007 
6 4,686147 0,000264 0,045212 0,000001 
7 4,686203 0,000056   
8 4,686215 0,000012   
9 4,686218 0,000003   
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Во горната табела се дадени првите неколку членови на низите 1{ }n nx 
  и 

1{ }n ny 
 , со што се најдени решенијата на равенката (1) со точност до петтото 

децимално место (разликата на две последователни приближувања е помала од 
63 10 , односно 61 10 ).  

 
8.2. Теорема (решавање на равенка од видот ( ) 0F x  ). Нека : [ , ]F a b  

 R , при што ( ) 0 ( )F a F b   и постојат константи ,m M R , 0 m M   такви, 

што '( )m F x M   за секој [ , ]x a b . Тогаш, постои единствена точка * [ , ]x a b  

таква, што ( *) 0F x  .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 7.4 применета на просторот 
( , )X  , [ , ]X a b , ( , ) | |x y x y    и функцијата   

 

( ) ( )f x x F x  , [ , ]x a b  

каде 1(0, )M  . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
Всушност претходната теорема, при дадените услови овозможува при-

ближно решавање на равенка од видот ( ) 0F x  . Јасно, и во овој случај важи ко-

ментарот од теоремата во 8.1.  
 

8.3. Теорема (решавање на систем линеарни равенки). Нека [ ]ij m mA a   

е реална матрица таква што  

2 2

, 1
( ) 1,

m

ij ij
i j

a 


    
0, ,

1, .ij
i j

i j



  

 

Тогаш, за секој ma R  постои единствено решение на системот A x a .  
 

Доказ. Во комплетниот метрички простор 2( , )m R  функцијата : mf R  
mR  определена со  

 

( )f A  x x x a , mx R    (2) 
 

е контракција.  
 

Навистина, за секои , mx y R  важи  
 

2 2 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1

2 2

( ( ), ( )) [ ( ) ( )] ( )

[ ( )( )] ( ) ( )

( , ),

m m m m

i i ij j i i ij j i i
i i j j

m m m m m

ij ij j j ij ij j j
i j i j j

f f f f a x x a a y y a

a x y a x y



 

 

   

    

      

     



   

    

x y x y

x y

 

 

па затоа  
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( ( ), ( )) ( , ),f f x y x y  
 

т.е. функцијата (2) е контракција. Согласно со теорема 7.4 постои единствена 
точка *x  таква, што ( *) *f x x , т.е. *A x a . Притоа  
 

* lim n
n

x x  

во 2( , )m R , каде 0
mx R  е произволна точка и  

 

1n n nA   x x x a , 0,1,2,...n  . 
 

Освен тоа, за секој , 1i i m   важи  
 

*
0 11

| | ( *, ) ( , )
n

i in nx x 
   x x x x , 0,1,2,...n  .   

 
8.4. Теорема (за егзистенција и единственост на решение на дифе-

ренцијална равенка). Нека функцијата : [ , ]F a b  R R  е таква, што  
 

а) ([ , ] )F a b C R  и  
 

б) постои LR  таков што за секој [ , ]x a b  и за секои 1 2,y y R  важи  
 

1 2 1 2| ( , ) ( , ) | | |F x y F x y L y y   . 
 

Тогаш, за секој 0y R  постои единствено решение на равенката  
 

( )
0( , ( )), [ , ], ( )dy x

dx
F x y x x a b y a y   .    (3) 

 

Доказ. Прво да забележиме дека решението на равенката (3) е еквива-
лентно на решението на равенката  
 

0( ) ( , ( )) , [ , ]
x

a

y x y F t y t dt t a b   . 

 

За да ја примениме теоремата на  Банах за фиксна точка на множеството ([ , ])a bC  

ќе воведеме метрика  
 

( )

[ , ]
( , ) max { | ( ) ( ) |}k x a

x a b
d f g e f x g x 



   

 

каде , ([ , ])f g a bC  и 0k   е фиксиран број, кој ќе го избереме покасно. 

Понатаму, за метриките   и d  важи  
 

( ) ( , ) ( , ) ( , )k b ae f g d f g f g  
    ,  

 

што според дефиниција X 8.1 значи дека метриките   и d  се рамномерно 

еквивалентни. Но, просторот ([ , ], )a b C  е комплетен, па од теорема 6.5 следува 

дека за секој 0k   просторот ([ , ], )a b dC  е комплетен. Понатаму, за соодветен 

избор на константата 0k   во просторот ([ , ], )a b dC  функцијата : ([ , ])A a b C  

([ , ])a bC  определена со  
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0( )( ) ( , ( )) , [ , ]; ([ , ])
x

a

Af x y F t f t dt t a b f a b    C ,  (4) 

 

е контракција. Навистина, од условот б) следува дека за секој [ , ]x a b  е испол-

нето неравенството  
 

| ( )( ) ( )( ) | | ( ( , ( )) ( , ( )) |

| ( ) ( ) | ,

x

a

x

a

Af x Ag x F t f t F t g t dt

L f t g t dt

  

 





, 

 

за секои , ([ , ])f g a bC , па затоа  
 

( ) ( ) ( )

( )

( )

| ( )( ) ( )( ) | | ( ) ( ) |

                                              ( , )

( , )[1 ] ( , )

x
k x a k x t k t a

a

x
k x t

a

k x aL L
k k

e Af x Ag x L e e f t g t dt

Ld f g e dt

d f g e d f g

     

 


 
 

  



  



  

од што следува  
 

( , ) ( , )L
k

d Af Ag d f g  , за секои , ([ , ])f g a bC . 

 

Според тоа, ако земеме произволен 0k   таков, што k L , тогаш функцијата A  
определена со (4) е контракција. Конечно, од теоремата на  Банах следува дека 
диференцијалната равенка (3) има единствено решение.  
 

8.5. Теорема (Фредхолмова интегрална равенка од втор ред). Нека 
( ([ , ] [ , ]), )k a b a b  C  и  R  е таков што  

 

1
( )

| |
M b a

  , каде max{ ( , ) | ( , ) [ , ] [ , ]}M k x y x y a b a b   . 
 

Тогаш, за секој ([ , ])g a bC  постои единствена функција ([ , ])f a bC  таква, што  
 

( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

f x k x y f y dy g x  , [ , ]x a b .    (5) 

 

При дадени функции k  и g  равенката (5) со непозната функција f  ја нарекуваме 

Фредхолмова интегрална равенка од втор ред.  
 

Доказ. На комплетниот метрички простор ( ([ , ]), )a b C  да ја разгледаме 

функцијата A  зададена со  
 

( )( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

Af x k x y f y dy g x  , [ , ]x a b , ([ , ])f a bC .  
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За секој [ , ]x a b  важи ( , ) ( ) ([ , ])k x y f y a bC , па затоа ( )( ) ([ , ])Af x a bC , т.е 

: ([ , ]) ([ , ])A a b a bC C . Понатаму,  
 

[ , ]

[ , ]

[ , ] [ , ]

( ( ), ( )) max | ( , ) ( ) ( , ) ( ) |

                         | | max | ( , ) | | ( ) ( ) |

                         | | max | ( , ) | max | ( ) ( ) |

   

b b

x a b a a

b

x a b a

b

x a b x a ba

A f A h k x y f y dy k x y h y dy

k x y f y h y dy

k x y f x h x dy

  










 

 

  

  

 





1
[ , ]

                      | | max | ( ) ( ) | | | ( ) ( , ) ( , ),
b

x a b a

M f x h x dy M b a f h f h    


    

 

 

каде 1 | | ( ) 1M b a    .  
 

Според тоа, A  е контракција, па од теоремата на  Банах следува дека 
постои единствена функција * ([ , ])f a bC   таква, што  
 

( *)( ) *( )Af x f x , 

односно  

*( ) ( , ) *( ) ( )
b

a

f x k x y f y dy g x  , [ , ]x a b . 

 
8.6. Теорема за имплицитна функција. Во IV 4.3 рековме дека подоцна 

ќе се навратиме на прашањето кога со равенството ( , ) 0F x y   е определена не-

која функција. Овде, користејќи ја теоремата на  Банах, ќе дадеме одговор на ова 
прашање. За таа цел ќе ја докажеме следнава теорема.   
 
 

Теорема. Нека функцијата : [ , ]F a b  R R  е таква што  
 

а) ([ , ] )F a b C R ,  
 

б) постојат , ,  0m M m M   такви што за секој [ , ]x a b  и за секои 

1 2,y y R ,  1 2y y  важи  
 

1 2

1 2

( , ) ( , )F x y F x y
y y

m M

  .     (6) 

 

Тогаш, постои единствена функција ([ , ])f a bC  таква што ( , ( )) 0F x f x  , за се-

кој [ , ]x a b .  
 

Доказ. На комплетниот метрички простор ( ([ , ]), )a b C  да ја разгледаме 

функцијата A  определена со  
 

2( )( ) ( ) ( , ( ))
m M

Ag x g x F x g x  , за секој [ , ]x a b  и за секој ([ , ])g a bC .  
 

За секој [ , ]x a b  таков што ( ) ( )f x g x , од (6) следува  
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( , ( )) ( , ( )) 22 2
( ) ( )

( , ( )) ( , ( )) 22 2
( ) ( )

( , ( )) ( , ( ))2
( ) ( )

( , ( )) ( , ( ))2
( ) ( )

1 1 1

1

| ( ) ( ) | |1 |

F x g x F x f x mM
m M m M g x f x m M

F x g x F x f x mM
m M m M g x f x m M

F x g x F x f xm M M m
m M m M g x f x m M

F x g x F x f x M m
m M g x f x m

g x f x


   


   

 
   

 
  

    

    

  

    | ( ) ( ) |
M

g x f x

 

 

па затоа  
 

2[ ( , ( )) ( , ( ))]

[ , ]

( , ( )) ( , ( ))2
( ) ( )[ , ]

[ , ]

( ( ), ( )) max | ( ) ( ) |

                         max | ( ) ( ) | |1 |

                         max | ( ) ( ) |

F x g x F x f x
m Mx a b

F x g x F x f x
m M g x f xx a b

M m
m M x a b

A g A f g x f x

g x f x

g x f x

 
 


 


 

  

  

  

 

( , )M m
m M

g f


 

 

и како [0,1)M m
m M

   добиваме дека A  е контракција. Конечно, од теорема 7.4 сле-

дува дека постои единствена функција * ([ , ])f a bC  таква, што ( *) *A f f , т.е.  
 

2*( ) *( ) ( , *( ))
m M

f x f x F x f x  , за секој [ , ]x a b .  
 

што значи ( , *( )) 0F x f x   за секој [ , ]x a b .  

 
 
 

9. ЗАДАЧИ   
 
1. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е изометрија. 

Докажете, дека низата 1{ }n nx 
  е Кошиева во просторот X  ако и само ако 

низата 1{ ( )}n nf x 
  е Кошиева во просторот Y .  

 

2. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете дека Кошиевата низа 1{ }n nx 
  во 

X  конвергира ако и само ако има барем една точка на натрупување.  
 

3. Нека ( , )X   е метрички простор, D X  е секаде густо во X  и нека секоја 

Кошиева низа од D  конвергира кон некоја точка од X . Докажете дека 
( , )X   е комплетен метрички простор.  

 

4. Докажете, дека комплетирањето ( , )Y d  на метричкиот простор ( , )X   е 

сепарабилен простор ако и само ако просторот ( , )X   е сепарабилен.  
 

5. За метриката d  на множеството X  ќе велиме дека е конвексна ако за секои 
,x y X  постои барем една точка z X  таква што  

 1
2

( , ) ( , ) ( , )d x z d y z d x y  .  
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Нека ( , )X d  е комплетен метрички простор и d  е конвексна метрика. До-

кажете, дека за секој подреден пар ( , )x y X X   постои подмножество Y  од 

X  таков што просторот ( , )Y d  е изометричен со интервалот [0, ( , )]d x y  R .   
 

6. Нека ( , )X   е метрички простор, ( , )Y d  е комплетен метрички простор и 

:i X Y  е функција која ја запазува метриката и за која важи: за секој 
комплетен метрички простор ( , ')Z d  и секоја функција :f X Z  која ја 

запазува метриката, постои единствена функција :g Y Z  која ја запазува 

метриката и за која важи g i f . Докажете, дека просторот ( , )Y d  е 

комплетирањето на просторот ( , )X  .  
 

7. Докажете, дека за секое множество X  просторот ( , )BX N  е комплетен.  
 

8. Докажете, дека за секој прост број p  метричкиот простор ( , )Q  од задача IX 

12 не е комплетен.  
 

9. Нека ( , )i iX d , 1, 2,3,...i   е низа метрички простори такви што ( ) 1id X  , за 

1, 2,3,...i  , 1 2 3 ...X X X X     и d  е метриката на X  од задача X 37.  Ако 

просторите ( , )i iX d , 1, 2,3,...i   се комплетни, тогаш и просторот ( , )X d  е 

комплетен. Докажете!  
 

10. Нека ([ , ])n a bP  е множеството од сите полиноми со реални коефициенти и 

степен помал или еднаков на n , разгледувани на интервалот [ , ]a b . За  секои  

, ([ , ])np q a bP : 
0

( )
n

i
i

i
p x p x


  , 

0
( )

n
i

i
i

q x q x


  , [ , ]x a b  

ставаме  

0
( , ) | |

n

i i
i

d p q p q


  . 

Докажете, дека ( ([ , ]), )n a b dP  е комплетен сепарабилен метрички простор. 

Дали множеството од сите полиноми со коефициенти од [0,1]  е затворено.  
 

11. Докажете дека метричкиот простор ( ( ), )B HaX dF  од задача IX 17 е комплетен 

ако и само просторот ( , )X   е комплетен.  
 

12. Нека ( , )X   е метрички простор и ( , )Y d  е неговото комплетирање. 

Докажете, дека комплетирањето на метричкиот простор ( ( ), )B HaX dF  е 

метричкиот простор ( ( ), )B HaY dF .   
 

13. Да го разгледаме множеството 0 ([ , ]) { | ([ , ])  и  ( ) 0}X a b x x a b x a   BV BV  

и функцијата : X X   R  определена со ( , ) ( ,[ , ])x y V x y a b   . 

Докажете: 
a) 0( ([ , ]), )a b BV  е комплетен метрички метрички простор,  

b) просторот 0( ([ , ]), )a b BV  не е сепарабилен метрички простор,  
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v) ако низата функции ,nx x n   во 0( ([ , ]), )a b BV , тогаш 1{ }n nx 
  

рамномерно конвергира кон x  кога n  , меѓутоа обратното тврдење 
не важи.   

 

14. Нека ([ , ])a bBV  е множеството од сите реални функции со ограничена 

варијација на интервалот [ , ]a b . За , ([ , ])f g a bBV  ставаме  

( , ) | ( ) ( ) | ( ,[ , ]).d f g f a g a V f g a b     

Докажете дека ( ([ , ]), )a b dBV  е комплетен метрички простор. Дали овој 

простор е сепарабилен?  
 

15. За функцијата : [ , ]f a b  R  дефинираме  
| ( ) ( )|

| |
[ , ] , [ , ]

|| || sup | | sup ,f x f y
BL x y

a b x y a b
x y

f f 





   

и нека ([ , ]) { |  || || }BLa b f f  BL . Ставаме  

( , ) || ||BLd f g f g  , за секои , ([ , ])f g a bBL . 

Докажете дека  
а)  ( ([ , ]), )a b dBL  е комплетен сепарабилен метрички простор,  

б) множеството ([ , ])a bBL  е секаде густо во ( ([ , ]), )a b C .  
 

16. Нека ( , )X   е метрички простор и множеството A X  не е затворено во X . 

Докажете, дека постои непрекината функција :f A  R , која не може да се 

продолжи до непрекината функција :g A R .  
 

17. Најдете метрички простор ( , )X  , незатворено множеството A X  во X , 

некомплетен метрички простор ( , )Y d  и рамномерно непрекината функција 

:f A Y , која не може да се продолжи до непрекината функција :g A Y .  
 

18. Најдете комплетни метрички простори ( , )X   и ( , )Y d  и  

1) непрекината сурјекција :f X Y  која не е отворена функција,  

2) непрекината биекција :f X Y  чија инверзна функција не е непреки-

ната.  
 

19. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е непрекината 

сурјекција таква што ( , ) ( ( ), ( ))x y d f x f y  , за секои ,x y X .  

a) Ако X  е комплетен метрички простор, тогаш Y  е комплетен метрички 
простор. Докажете или дадете контрапример!  

b) Ако Y  е комплетен метрички простор, тогаш X  е комплетен метрички 
простор. Докажете или дадете контрапример!  

 

20. Нека X  е произволно множество, :f X X  е функција и F  е множеството 

неподвижни точки за функцијата f . Докажете:  

1) Множеството F  е инваријантно за функцијата f .  

2) Множеството F  е инваријантно за функцијата : ,nf X X n N .  
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3) Множеството F  е инваријантно за секоја функција :g X X  која кому-

тира со f , т.е. таква да g f f g  .  
 

21. Нека X  е произволно множество и :f X X  е функција. За подмно-

жеството Y X  ќе велиме дека е инваријантно множество за функцијата f  

ако ( )f Y Y .  

a) Докажете, дека за секое множество A X  множеството ( )n

n
f A

N
  е ин-

варијантно за функцијата f .  

b) Докажете, дека ако f  е биекција, тогаш за секое множество A X  

множеството ( )m

n
f A

Z
  е инваријантно за функцијата f  (по дефиниција 

1( )n nf f   и 0
Xf i ).  

 

22. За просторот X  ќе велиме дека има својство на неподвижна точка, ако секое 
непрекината функција :f X X  има барем една неподвижна точка. За 

функцијата :r X Y  од просторот X  во потпросторот Y X  ќе велиме 

дека е ретракција ако r  е непрекината функција и ако важи Xr i i , каде 

:i Y X  е инклузија, т.е. ( )i x x , за секој x Y . За потпросторот Y X  ќе 

велиме дека е ретрактор од просторот X  ако постои ретракција :r X Y . 
Докажете дека, ако просторот X  има својство на неподвижна точка, тогаш и 
секој ретрактор Y  од X  има својство на неподвижна точка.  

 

23. Докажете, дека во просторот 2
2( , )R  функцијата 2 2:f R R  определена 

со  
2( , ) ( 1, 3), ( , )f x y x y x y   R  

нема неподвижни точки и не е контракција.  
 

24. Дали во просторот ( ([ , ]), )a b C  функцијата  

1) ( )f x x  , ([ , ])x a bC    2) ( ) | |f x x , ([ , ])x a bC  

има неподвижна точка? Дали функцијата f  е контракција?  
 

25. Со точност до третото децимално место, најдете ги сите решенија на 

равенката log 1 xx x xe  .  
 

26. Со точност до шестото децимално место, најдете го најмалото позитивно 
решение на равенката tg 1x x  .  

 

27. Докажете, дека функцијата 2 2:f R R  определена со  
1 1 1 1
3 3 6 2

( , ) ( sin cos 2, cos sin 1)f x y x y x y      

е контракција.  
 

28. Докажете, дека функцијата 2 2:f R R  определена со  
1 1 1 1
4 3 5 3

( , ) ( 2, 3)f x y x y x y      
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има единствена неподвижна точка.  
 

29. Нека во просторот ( ([ , ]), )a b C  функцијата f  е определена  

( )( ) ( ) , , ([ , ])
t

a

f x t x s ds a t b x a b    C . 

Најдете ги неподвижните точки на функцијата f . Дали f  е контракција? 

Докажете, дека функцијата 2f  е контракција, ако 1b a  .   
 

30. Нека ( 1,1)X    R , d  е метриката определена со формулата  

( , ) min{1,| |}d x y x y  , за секои ,x y X  

и :f X X  е функција определена со формулата 
2

( ) xf x  . Докажете:  

a) 0 е единствената неподвижна точка за функцијата f  и важи 

0 lim ( )n

n
f x


 , за секоја точка x X . 

b) Метриката d  е еквивалентна со обичната метрика на X  и просторот 
( , )X d  не е комплетен.  

c) Функцијата f  не е контракција во однос на метриката d , но е контрак-

ција во однос на обичната метрика на X .  
 

31. Нека ( , )X   е метрички простор и :f X X  е контракција со коефициент 

, 0 1    и y  е фиксна точка за X . Докажете, дека за секој 0r   важи 

( ( ; )) ( ; )n nf B y r B y r .  
 

32. Нека f  е контракција во 2( , )m R  и функцијата : m mF R R  е определено 

со ( ) ( )F f x x x , за секој mx R . Докажете дека F  е хомеоморфизам.  
 

33. Нека ( , )X   е метрички простор и :f X X  е функција за која постојат 

реален број , 0 1    и функција : X X   R  такви што  

( ( ), ( ')) ( , ')n n nf x f x x x   , за секои , 'x x X  и за секој nN . 

Докажете:  

a) За секој x X  низата 1{ ( )}n
nf x 
  е Кошиева.  

b) Ако просторот ( , )X   е комплетен и функцијата :f X X  е непрекината, 

тогаш lim ( )n

n
f x


 е единствената неподвижна точка за функцијата f .  

 

34. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и функцијата :f X X  е таква, 

што ( ( ), ( )) ( , ), 1f x f y q x y q   , за секои ,x y X . Докажете, дека f  има 

единствена неподвижна точка.  
 

35. Докажете, дека во просторот 2
2( , )R  функцијата  

2( , ) ( cos sin , sin cos ), ( , )f x y x y x y x y      R  
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каде  R  е фиксирано, има неподвижна точка, но оваа функција не е кон-
тракција.  

 

36. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и за функцијата :f X X  важи  

( ( ), ( )) [ ( , ( )) ( , ( ))] ( , )f x f y x f x y f y x y       , за секои ,x y X , 

каде 2 [0,1), , 0      . Докажете, дека  

a) функцијата f  има единствена неподвижна точка p X  и  

b) сите итерации конвергираат кон неподвижната точка p .  
 

37. Нека : [ , ]f a b  R . Ако  

а) ( ) 0 ( )f b f a  ,  

б) постојат , 0m M   такви, што '( )M f x m    , и  

в) 0p   е таков, што 1
p

M  ,  

тогаш за функцијата ( ) ( )g x x pf x   важи ([ , ]) [ , ]g a b a b  и g  е 

контракција, т.е. равенката ( ) 0f x   има единствено решение на [ , ]a b .  
 

38. Нека множеството 1{0} { | 1, 2,3,...}
n

X n    е снабдено со обичната метрика 

( , ) | |x y x y   , за секои ,x y X . Функцијата :f X X  е определена со   
1 1

1
( ) , 2,3,4,...

n n
f n  , (1) (0) 0f f  , 

т.е. 0x   е единствена фиксна точка. Докажете, дека 

1) за секој точка y X  важи lim ( ) 0n

n
f y


 ,   

2) не постои метрика d  која е еквивалентна со метриката   и која има 

својство f  да е контракција во просторот ( , )X d .  
 

39. Нека A  е некоја функција, а T  е хомеоморфизам на комплетниот метрички 

простор на себе. Докажете, дека ако функцијата 1T AT  е контракција, тогаш 
функцијата A  има единствена неподвижна точка.  

 

40. Докажете, дека постои единствена функција ([0,1])f C  таква, што  

0

( ) ( ) ( ) , [0,1]
x

f x x t f t dt x   . 

 

41. Нека ([0,1])g C  и | ( ) | 1g x   за секој [0,1]x . Докажете, дека нулата е един-

ствено решение на равенката  

0

( ) ( ) ( ) , [0,1]
x

f x g x t f t dt x   , ([0,1])f C . 

 

42. Нека ([0,1])g C . Докажете, дека постои ([0,1])f C  таква, што  
1
2

( ) sin ( ) ( ) 0f x f x g x   . 
 

43. Нека ([0,1])g C . Докажете, дека постои единствена функција ([0,1])f C  

таква што  
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2

0

( ) ( ) ( )
x

tf x f x t e dt g x   . 

 

44. Докажете, дека постои единствена функција ([0,1])f C  таква што  

1

1
( )

0

( ) sin x y

f y

e
f x x dy    . 

 

45. Користејќи ја итеративната постапка од теоремата на Банах за неподвижна 

точка, најдете функција ([0,1])xC  со својства dx
dt

x  и (0) 1x  , така што ќе 

ја решите интегралната равенка 
0

( ) 1 ( )
t

x t x d    . Оваа постапка во литерату-

рата е позната како метод на Пикард за последователни апроксимации.  
 

46. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете, дека множеството A X  е 

никаде густо на просторот X  ако и само ако за секое непразно отворено 
множество U X  постои непразно отворено множество V U  такво што 
A V  .  

 

47. Нека ( , )X   е метрички простор и множеството V X  е отворено и густо во 

X . Докажете, дека множеството \F X V  е никаде густо во X .  
 

48. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор. Докажете, дека 

1) за секое множество од прва категорија A X  важи 0A   ,  
2) ако множеството A  е отворено и е од права категорија, тогаш A   .  

 

49. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор. Докажете, дека ако ,nF nN  е 

низа F -множества во X  такви што 0 ,nF n  N , тогаш множеството 

\ n
n

X F
N
  е густо во X . Формулирајте го и докажете го аналогниот резултат 

за G -множествата.  
 

50. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор. Докажете, дека ако ,nF nN  е 

низа G -множества во X  такви што за секој nN  множеството nF  е густо 

во во X , тогаш и множеството n
n

F
N
  е густо во X .  

 

51. Нека 1{ }n nx 
  е низа во ( )C R  со својство да за секој tR  постојат ,m nN , 

m n  такви што ( ) ( )m nx t x t . Докажете, дека постојат 0 0,m n N , 0 0m n  

и интервал [ , ],a b a b  такви што 
0 0|[ , ] |[ , ]m a b n a bx x .  
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XIII  ГЛАВА  
 

КОМПАКТНОСТ  
 
 
1. КОМПАКТНИ МНОЖЕСТВА  

ВО МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
1.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и F X . За мно-

жеството F  ќе велиме дека е компактно во X , ако секоја отворена покривка на 
F  содржи конечна потпокривка.  

 
1.2. Пример. а) Секое конечно подмножество 1{ ,..., }mA a a  од X  е ком-

пактно.  
 

Навистина, ако { | }iO i I O  е произволна отворена покривка на A , 

тогаш секоја точка од A  се содржи во еден член на O , т.е. 
1 21 2, ,...,i ia O a O   

mm ia O , па затоа 
1 2

...
mi i iA O O O    , што значи дека множеството A  е 

компактно.  
 

б) Од I 25.6 непосредно следува дека отворениот интервал (0,1)A   не е 

компактно множествот во ( , )R .  
 

Ќе дадеме и директен доказ на ова тврдење. На пример, да ја разгледаме 
фамилијата отворени интервали  

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 2 5 3 6 4 7 5 8 6

{( ,1), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),...}O ,  
 

 
 

 

(цртеж 1). Имаме, 
1

i
i

A O



  , каде 1 1

2
( , ), 1,2,3,...i i i

O i  , што значи дека O  е 

отворена покривка на A . Но, O  не содржи конечна потпокривка. Навистина, ако  
 

1 1 2 2* {( , ), ( , ), ..., ( , )}m ma b a b a bO  
 

е произволна конечна потфамилија од O , тогаш  
 

1 1 2 2( , ) ( , ) ... ( , ) ( ,1)m ma b a b a b      
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каде 1 2min{ , ,..., }ma a a  . Меѓутоа, множествата (0, )  и ( ,1)  се дисјунктни, па 

затоа *O  не е покривка за A , што значи дека множеството A  не е компактно.  
 

в) Отворената топка ( ; )B x r  не е компактно множество во просторот 

( , )m
pR . Навистина, доволно е да ја разгледаме отворената покривка  

 

{ ( ; ) | 0 , 1, , }i i iB x r r r i r r i      
 

на ( ; )B x r . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

г) Нека ( , )X d  е метрички простор и 1{ }n nx 
  е конвергентна низа во X , 

0lim n
n

x x


 . Ќе докажеме дека множеството 0 1 2 3{ , , , ,...}K x x x x  е компактно.  

 

Навистина, нека { | }iO i I  е произволна отворена покривка на K . 

Тогаш, постои 0O  такво 0 0x O . Но, 0x  е граница на низата 1{ }n nx 
 , па затоа 

постои 0n N  таков што 0nx O , за секој 0n n . Понатаму, бидејќи { | }iO i I  е 

покривка на K  добиваме дека за секој 0n n  постои nO  таков што n nx O . 

Конечно, потфамилијата 
00 1 2{ , , ,..., }nO O O O  е отворена конечна потпокривка на 

K , што значи дека множеството K  е компактно.  
 

1.3. Дефиниција. Ако X  е компактно множество во ( , )X  , тогаш за ме-

тричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е компактен.  

 
1.4. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Множеството 

A  е компактно во X  ако и само ако потпросторот ( , )AA   е компактен.  
 

Доказ. . Нека множеството A  е компактно во X  и нека { | }iG i I  е 

отворена покривка во потпросторот ( , )AA  . Од теорема IX 12.3 следува дека за 

секое отворено множество ,iG i I  во потпросторот ( , )AA   постои отворено 

множество ,iO i I  во просторот ( , )X   такво што ,i i iG A O O i I    . Затоа 
 

i i
i I i I

A G O
 

   , 

 

што значи дека фамилијата { | }iO i I  е отворена покривка на множеството A  во 

просторот ( , )X  . Но, A  е компактно во X , па затоа { | }iO i I  содржи конечна 

потпокривка, т.е. постојат 
1 2
, ,...,

mi i iO O O  такви што 
1 2

...
mi i iA O O O    . 

Според тоа,  
 

1 1 1
( ... ) ( ) ... ( ) ...

m m mi i i i i iA A O O A O A O G G            , 
 

што значи дека 
1 2
, ,...,

mi i iG G G  е конечна потпокривка од покривката { | }iG i I , 

т.е. потпросторот ( , )AA   е компактен.  
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. Нека потпросторот ( , )AA   е компактен и нека { | }iO i I  е отворена 

покривка на множеството A  во просторот ( , )X  . Од теорема IX 12.3 следува 

дека множествата ,i iG A O i I    се отворени во потпросторот ( , )AA   и како  
 

( )i i i
i I i I i I

A A O A O G
  

       , 

добиваме дека { | }iG i I  е отворена покривка на A . Понатаму, потпросторот 

( , )AA   е компактен, па затоа { | }iG i I  содржи конечна потпокривка, т.е. 

постојат 
1 2
, ,...,

mi i iG G G  такви што 
1

...
mi iA G G   . Според тоа,  

 

1 1

1 1

... ( ) ... ( )

( ... ) ...
m m

m m

i i i i

i i i i

A G G A O A O

A O O O O

       

      
, 

 

што значи дека 
1 2
, ,...,

mi i iO O O  е конечна потпокривка од покривката { | }iO i I , 

т.е. множеството A  е компактно во просторот ( , )X  .  

 
1.5. Последица. Нека ( , )YY   е потпростор на метричкиот простор 

( , )X   и A Y . Тогаш A  е компактно во ( , )X   ако и само ако A  е компактно 

во ( , )YY  .  
 

Доказ. Бидејќи ( , )AA   е потпростор од просторот ( , )YY  , од теорема 

1.4 следува дека множеството A  е компактно во просторот ( , )YY   ако и само ако 

потпросторот ( , )AA   е компактен. Но, ( , )AA   е потпростор од просторот 

( , )X  , па повторно од теорема 1.4 следува дека потпросторот ( , )AA   е ком-

пактен ако и само ако множеството A  е компактно во просторот ( , )X  .  

 
1.6. Теорема. Просторот ( , )X   е компактен ако и само ако секоја 

фамилија затворени подмножества { | }iF i I  од X  таква што i
i I

F


   содржи 

конечна потфамилија 
1 2

{ , ,..., }
mi i iF F F  таква што 

1 2
...

mi i iF F F     .  
 

Доказ. . Нека претпоставиме дека просторот ( , )X   е компактен и нека 

фамилијата затворени подмножества { | }iF i I  од X  е таква што i
i I

F


  . Но, 

тогаш  

( )c c c
i i

i I i I
X F F

 
     , 

 

што значи дека фамилијата { | }c
iF i I  е отворена покривка на X . Според 

претпоставката просторот X  е компактен, па затоа покривката { | }c
iF i I  

содржи конечна потпокривка, т.е. постојат 
1 2
, ,...,

m

c c c
i i iF F F  такви што  

1 2
...

m

c c c
i i iX F F F    . 
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Но, тогаш  

1 2 1 2
( ... ) ...

m m

c c c c c
i i i i i iX F F F F F F          . 

. Обратно, нека { | }iO i I  е отворена покривка на X , т.е. нека 

i
i I

X O


  , што значи  

( )c c c
i i

i I i I
X O O

 
     . 

Множествата ,iO i I  се отворени, па затоа ,c
iO i I  е фамилија затворени 

подмножества од X  чиј пресек е празно множество. Од претпоставката следува 

дека постои конечна потфамилија 
1 2
, ,...,

m

c c c
i i iO O O  таква што  

1 2
...

m

c c c
i i iO O O    . 

Но, тогаш  

1 2 1 2
( ... ) ...

m m

c c c c c
i i i i i iX O O O O O O          , 

 

што значи дека 
1 2
, ,...,

mi i iO O O  е конечна потпокривка од покривката { | }iO i I , 

т.е.  просторот ( , )X   е компактен.  

 
1.7. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Затворено подмножество 

од компактно множество во X  е компактно множество.  
 

Доказ. Нека F  е компактно множество во ( , )X  , G F  и G  е затво-

рено во ( , )X  . Ако { | }iO i I O  е отворена покривка на G , тогаш фамилијата 

{ \ }X GO  е отворена покривка на F , па затоа постои конечна потпокривка  
 

1 2
, , ..., , \

ni i iO O O X G  

на F . Значи,  

1
( \ )

k

n

i
k

G F X G O


     

и како ( \ )G X G    добиваме 
1

k

n

i
k

G O


  , што значи дека G  е компактно 

множество во ( , )X  .  

 
1.8. Теорема. Ако ,K  A  е фамилија компактни множества во ме-

тричкиот простор ( , )X   таква што секоја нејзина конечна потфамилија има не-

празен пресек, тогаш K


 
A
 .  

 

Доказ. Да фиксираме множество 1K  од ,K  A  и за 1   да озна-

чиме \G X K  . Нека претпоставиме дека  
 

1
1

( )
,

K K
  

  
A
 .  
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Тогаш,  

1
1 1 1

\ ( ) ( \ )
, , ,

K X K X K G  
          

  
A A A
   . 

 

Но, 1K  е компактно множество, па затоа постојат 1,..., n  A  такви, што  
 

11 ...
n

K G G    . 

Според тоа,  
 

1 1

1

1 1

1

( \ ( ... ) ( \ ) ... ( \ )

... ,
n n

n

K X G G K X G X G

K K K

   

 

        

   
 

 

што противречи на условот на лемата. Од добиената противречност следува дека 
K


 

A
 .   

 
1.9. Последица. Ако , 1, 2,...mK m   е низа непразни компактни мно-

жества во метричкиот простор ( , )X   такви што 1, 1, 2,...m mK K m  , тогаш 

1
m

m
K




  .  

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.8.   
 
1.10. Теорема (за раздвојување). Ако F  е компактно множество во ме-

тричкиот простор ( , )X   и 0 \x X F , тогаш постојат дисјунктни отворени мно-

жества ,U V X  такви што 0x V  и F U .  
 

Доказ. Нека F  е компактно множество во ( , )X   и 0 \x X F . На секоја 

точка x F  и придружуваме отворени топки 0( ; ( ))B x r x  и ( ; ( ))B x r x  каде 
1

03
( ) ( , )r x x x . Фамилијата { ( ; ( )) | }B x r x x F  е отворена покривка на F , па 

затоа постои конечна потпокривка  
 

1 1 2 2{ ( , ), ( , ),..., ( , )}, ( ), 1, 2,...,n n i iB x r B x r B x r r r x i n   
 

на F . Нека 1 2min{ , ,..., , }nr r r r . Отворената топка  

0 0
1

( ; ) ( ; )
n

i
i

B x r B x r


   

е отворено множество во X  и како 0( ; ) ( ; )i iB x r B x r  , за секој 1,...,i n  

добиваме 

0
1

( ; ) ( ; )
n

i i
i

B x r B x r


   . 

Според тоа, за отворените множества 
1

( ; )
n

i i
i

U B x r


   и 0( ; )V B x r  важи F U , 

0x V  и U V   .  
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1.11. Последица. Ако F  е компактно множество во метричкиот простор 
( , )X  , тогаш F  е затворено.  

 

Доказ. Од теорема 1.10 следува дека за секоја точка 0 \x X F  постои 

отворена топка 0( ; )V B x r таква што 0 \x V X F  . Значи, множеството \X F  

е отворено, па затоа множеството F  е затворено.  
 
1.12. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако F  е затворено, а 

K  е компактно во ( , )X  , тогаш F K  е компактно.  
 

Доказ. Според последица 1.11 множеството K  е затворено, па затоа и 
множеството F K  е затворено во ( , )X  , па од теорема 1.7 следува дека тоа е 

компактно.  
 
1.13. Последица (теорема за раздвојување). Нека A  и B  се дисјунктни 

компактни подмножества на метричкиот простор ( , )X  . Тогаш постојат 

дисјунктни отворени множества G  и H  такви што A G  и B H .  
 

Доказ А. Според последица 1.11 множествата A  и B  се затворени. Но, 
A  и B  се дисјунктни, па од теорема IX 9.13 следува дека постојат дисјунктни 
отворени множества G  и H  такви што A G  и B H .  
 

Доказ Б. Нека a A . Од A B   следува a B . По претпоставка 
множеството B  е компактно, па од теорема 1.10 следува дека постојат отворени 
множества aV  и aU  такви што aa V , aB U  и a aV U   . Од aa V  следува 

дека { | }aV a A  е отворена покривка на A . Но, множеството A  е компактно, па 

затоа отворената покривка { | }aV a A  на A  содржи конечна потпокривка, т.е. 

постојат 
1 2
, ,...,

ma a aV V V  такви што 
1 2

...
ma a aA V V V    . Освен тоа, од aB U , 

за секој a A  следува 
1 2

...
ma a aB U U U    .  

 

Земаме  
 

1 2
...

ma a aG V V V     и 
1 2

...
ma a aH U U U    . 

 

Множествата G  и H  се отворени како унија и пресек на конечни фамилии 
отворени множества, соодветно. Понатаму, A G  и B H . Останува да 

докажеме дека G H   . Навистина, по конструкција имаме 
i ia aV U   , за 

1,2,...,i m , па затоа 
iaV H  , за 1,2,...,i m , од што следува  

 
 

1 2 1 2
( ... ) ( ) ( ) ... ( )

... ,
m ma a a a a aG H V V V H V H V H V H            

  
 

што и требаше да се докаже.  
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2. ОГРАНИЧЕНОСТ И КОМПАКТНОСТ.  
ТЕОРЕМА НА ХАУЗДОРФ  

 
2.1. Теорема. Ако F  е компактно множество во метричкиот простор 

( , )X  , тогаш F  е ограничено.  
 

Доказ. Нека F  е компактно множество во ( , )X  . За секој x F  да го 

разгледаме отвореното множество ( ;1)B x . Фамилијата { ( ;1) | }B x x F  е отворена 

покривка на F . Од дефиниција 1.1 следува дека постои конечна потпокривка  
 
 

1 2{ ( ,1), ( ,1),..., ( ,1)}nB x B x B x  

на F , т.е. 
1

( ;1)
n

i
i

F B x


  . Но, ( ( ;1)) 2,id B x   за 1,2,...i n , што значи множества-

та ( ;1)iB x , 1,2,...i n  се ограничени. Конечно, од последица IX 4.9 следува дека 

компактното множеството F  е ограничено.  
 

2.2. Последица. Компактните подмножества на произволен метрички 
простор ( , )X   се затворени и ограничени.  

 

Доказ. Непосредно следува од последица 1.11 и теорема 2.1.   
 
2.3. Коментар. Обратното тврдење на последица 2.2 не важи. Навистина, 

во метричкиот простор ( , )N , каде N  е множеството природни броеви и   е 

дискретната метрика, множеството N  е ограничено и затворено, но не е компакт-
но. Навистина, фамилијата едноелементни множества  
 

{ ( ;1) | } {{ } | }B n n n n   N NO  
 

е отворена покривка на N , но истата не содржи конечна подпокривка.  
 

Сепак, како што покасно ќе видиме во некои простори затворените и 
ограничени множества се компактни.  
 

2.4. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор, A X  и 0   е 

дадено. Множеството C X  го нарекуваме   мрежа за множеството A , ако за 
секој x A  постои y C  таков што ( , )x y  , т.е. ( ; )

y C
A B y 


  .  

 

За множеството A X  ќе велиме дека е потполно ограничено ако за 

секој 0   постои конечна   мрежа за A , т.е. постојат , 1, 2,...,ix i n  такви што 

1
( ; )

n

i
i

A B x 


  . 

 
2.5. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и A  е потполно ограничено 

множество. Ако B A , тогаш множеството B  е потполно ограничено.  
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Доказ. Непосредно следува од дефиниција 2.4. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
2.6. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Ако множеството 

A  е потполно ограничено, тогаш A  е ограничено множество.  
 

Доказ. Нека 0  . Множеството A  е потполно ограничено, па затоа 
постои конечна   мрежа за A , т.е. постојат , 1, 2,...,ix i n  такви што 

1
( ; )

n

i
i

A B x 


  . Но, ( ( ; )) 2 ,id B x    за 1,2,...i n , што значи множествата 

( ; )iB x  , 1, 2,...i n  се ограничени. Конечно, од последица IX 4.9 следува дека 

потполно ограниченото множество A  е ограничено.  
 
2.7. Пример А. Нека  

2 2{ ( , ) | 4}A x y x y   x .  

Ако 3
2

  , тогаш множеството  
 

{( 1, 1), ( 1,0), ( 1,1), (0, 1),

(0,0), (0,1), (1, 1), (1,0), (1,1)}

C      


 

 

е конечна   мрежа за A , цртеж 2. Про-

верете! Меѓутоа, ако 1
2

  , тогаш аналог-

но како во пример XI 3.2 се докажува дека множеството C  не е   мрежа за A .  
 
Во лема 2.6 докажавме дека секое потполно ограничено множество е ог-

раничено. Меѓутоа, во општ случај обратното тврдење не важи, што може да се 
види од следниве примери.  

 
Пример Б. Метричкиот простор ( , )N , каде N  е множеството природни 

броеви и   е дискретната метрика, множеството N  е ограничено, но е потполно 

ограничено. Имено, за 1   важи ( ; ) { }B n n   и конечно многу вакви множества 

сигурно не можат да го покријат бесконечното множество N .  
 
Пример В. Да го разгледаме метричкиот простор ( , )dR  каде   
 

( , ) min{1,| |}d x y x y  , за секои ,x yR , 
 

Јасно, множеството R  е ограничено, но тоа не е потполно ограничено бидејќи за 
(0,1)   и за секои 1 2, ,..., nx x x R  важи  

1 2
1

1 | | | | ... | | ( ; )
n

n i
i

x x x B x 


      . 

Меѓутоа, ако mX  R  со метрика , 1p p    , тогаш покасно ќе 

докажеме дека секое ограничено подмножество од mR  е потполно ограничено.  
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2.8. Теорема. Нека ( , )X   е метричкиот простор. Ако X  е потполно 

ограничен, тогаш X  е сепарабилен.  
 

Доказ. Нека метричкиот простор X  е потполно ограничен. Тогаш за 

секој 1, 2,...k   постои конечна 1
k
 мрежа { | 1, 2,..., }k ki kC y i n   и притоа за се-

кој x X  постои , 1
kkm k ky m n   таков што  

 

1( , )
kkm k

x y  .     (1) 

Јасно, множеството 
1

k
k

C C



  е најмногу пребројливо. Нека x X  и 0   се 

дадени. Наоѓаме k N  таков, што 1
k

 . Бидејќи kC  е конечна   мрежа на X , 

постои {1, 2,..., }k km n  таков што важи (1). Конечно, за секој x X  и за секој 

0   постои 
kkm ky C C   таков што 1( , )

kkm k
x y   , што значи множество-

то C  е секаде густо во X , т.е. X  е сепарабилен.  
 
2.9. Теорема (Хауздорф). а) Нека ( , )X   е метричкиот простор. Ако мно-

жеството F  е компактно, тогаш F  е потполно ограничено.  
 

б) Ако ( , )X   е комплетен метрички простор, F  е затворено множество 

во ( , )X   и F  е потполно ограничено, тогаш множеството F  е компактно.  
 

Доказ. а) Нека множеството F  е компактно и 0   е дадено. Отворената 
покривка { ( ; ) | }B x x F   на множеството F  содржи конечна потпокривка  

 

{ ( ; ) | 1, 2,..., }iB x i n  . 
 

Според тоа, множеството 1 2{ , ,..., }nx x x  е конечна    мрежа за F , т.е. F  е 

потполно ограничено.  
 

б) Нека F  е затворено подмножество од комплетниот метрички простор 
( , )X   и да претпоставиме дека F  не е компактно. Тоа значи, постои отворена 

покривка { | }iO i I O  на F  која не содржи конечна потпокривка.  
 

Нека за 1   множеството 1C  е конечна 1-мрежа за F . Тогаш, барем 

едно од множествата 1{ ( ;1) | }B x F x C   не може да се покрие со конечно многу 

множества од O . Нека тоа е множеството 1 1( ;1)F B x F  . Нека за 1
2

   

множеството 2C  е конечна 1
2

-мрежа за F , што значи и за 1F . Барем едно од 

множествата 1
1 22

{ ( ; ) | }B x F x C   не може да се покрие со конечно многу 

множества од O . Нека тоа е множеството 1
2 2 12

( ; )F B x F  . Продолжувајќи ја 

постапката конструираме низа множества { | 1}nF n   такви, што  
 

i) , 1nF F n  ,  
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ii) 1( ; 2 ), 1n
n nF B x n    

iii) , 1nF n   не може да се покрие со конечно многу елементи од O .  
 

Јасно, секое од множествата , 1nF n   е бесконечно. Сега да разгледаме низа 

елементи 1{ }n ny 
  такви, што  

 

1 1 1( ;1)y F B x F   ,  
1

2 2 2 1 2 12
( ; ) , ,y F B x F y y     

............................................................ 
1

1( ; 2 ) , , 1, 2,..., 1n
n n n n n ky F B x F y y k n 

       
 

............................................................................................... 
 

Низата 1{ }n ny 
  е Кошиева, бидејќи 1( , ) 2 ,m

m nx x m n    . Но, ( , )X   е 

комплетен метрички простор, па затоа постои y X  таков што ny y , n   

во ( , )X   и како F  е затворено имаме y F . Според тоа, отворената покривка 

O  на множеството F  содржи елемент 
yi

O  таков што 
yi

y O . Бидејќи 
yi

O  е 

отворено, постои 0   таков што ( ; )
yi

B y O  . Нека n  е таков што  
 

1
3 3

2 , ( , )n
ny y     . 

 

Тогаш 1( ; 2 ) ( ; )n
n nF B x B y    , бидејќи за секој nx F  имаме  

 

1

2

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2 ( , ) .

n
n n n n n

n
n

x y x x x y x y y y

y y

    

 

 

 

    

  
 

 

Според тоа, множеството nF  може да се покрие со едно множество 
yi

O , 

што е противречност. Од добиената противречност следува дека F  е компактно 
множество.  

 
2.10. Последица (теорема на Хајне-Борел). Нека F  е подмножество од 

метричкиот простор ( , )m
pR , 1p  . Тогаш, F  е компактно ако и само ако е 

ограничено и затворено.  
 

Доказ. . Нека F  е компактно. Според лема 2.6 множеството F  е 
ограничено и затворено.  

 

. Обратно, нека F  е ограничено и затворено. За секој 0   множест-
вото  

 

1 2{( , ,..., ) | , 1, 2,..., }m
p p p

kk k
i

m m m
C k i m

 
   Z  

 

е   мрежа во mR . Бидејќи F  е ограничено, постои 0p   таков што   
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F  1 2{( , ,..., ) | | | , 1, 2,..., }m iJ x x x x p i m   ,  
 

Понатаму, множеството C C J   е конечно и е   мрежа за F . Конечно, про-

сторот ( , )m
pR  е комплетен, па од теоремата на Хауздорф (теорема 2.9 б)) 

следува дека множеството F  е компактно.  
 

2.11. Теорема. Компактен метрички простор е сепарабилен.  
 

Доказ. Нека ( , )X   е компактен метрички простор. Од теоремата на Ха-

уздорф (теорема 2.9 а)) следува дека X  е потполно ограничен. Конечно, од тео-
рема 2.8 следува дека просторот X  е сепарабилен.  
 
 
 

3. ТЕОРЕМА НА БОЛЦАНО-ВАЕРШТРАС 
 
3.1. Теорема (Болцано-Ваерштрас). Ако F  е компактно множество во 

( , )X  , тогаш секоја бесконечна низа елементи од F  содржи конвергентна 

подниза во ( , )X   која конвергира кон некој елемент од F .  
 

Доказ. Нека множеството F  е компактно и 1{ }n nx 
  е произволна низа во 

F  таква што 1{ }n nx 
  не содржи подниза која конвергира кон некој елемент 

x F . Според тоа, за секој x F  не постои подниза од 1{ }n nx 
  која конвергира 

кон x . Тоа значи, за секој x F  постои ( ) 0x   и постои 0 ( )n x  такви што за 

секој 0 ( )n n x  важи ( , ) ( )nx x x  . Фамилијата { ( ; ( )) | }B x x x F   е отворена 

покривка на компактното множество F , па затоа содржи конечна потпокривка  
 

1 1 2 2{ ( ; ( )), ( ; ( )),..., ( ; ( ))}m mB x x B x x B x x    
 

т.е.  
 

1
( ; ( ))

m

i i
i

F B x x


  . 

 

Земаме  
 

* max{ ( ) | 1, 2,.., }i in n x i m   
 

и добиваме дека за *n n  важи ( , ) ( )n i ix x x  , за 1,2,...,i m , што значи дека  
 

1
( ; ( ))

m

n i i
i

x B x x


  , за *n n ,  

 

т.е. nx F , за *n n , што е противречност.  

 
3.2. Пример. Во просторот ( ([0,1]), )X  C  да ја разгледаме низата 

1{ }n nx 
  определена со  
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1

1

0, 0 2

( ) 2 1, 2 2

1, 2 1,

n

n n n
n

n

t

x t t t

t



 



  
   


 

              

     

              

 

цртеж 3. Очигледно,  
 

[0,1]
(0, ) max | 0 ( ) | 1n n

t
x x t


   , 

 

што значи дека сите овие функции лежат во 

затворената топка (0;1)B . Понатаму, за 

m n  важи  
 

(2 ) 0n
nx    и (2 ) 1n

mx   , 
 

па затоа при m n  имаме  
 

[0,1]
( , ) max | ( ) ( ) | 1m n m n

t
x x x t x t


   . 

 

Според тоа, низата 1{ }n nx 
  не содржи конвергентна подниза, па од теоремата на 

Болцано-Ваерштрас следува дека множеството (0;1)B  не е компактно.   

 
3.3. Последица. Нека F  е компактно множество во метричкиот простор 

( , )X   и нека 1{ }n nx 
  е низа во F  таква што секоја конвергентна подниза од 

1{ }n nx 
  конвергира кон x . Тогаш низата 1{ }n nx 

  конвергира кон x .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека низата 1{ }n nx 
  не конвергира кон x . 

Тогаш постојат 0   и подниза 1{ }i iy 
  на 1{ }n nx 

  такви што  
 

( , )iy x  , за 1, 2,...i  .   (1) 
 

Но, множеството F  е компактно, па од теоремата на Болцано-Ваерштрас следува 

дека низата 1{ }i iy 
  содржи конвергетна подниза. Според претпоставката оваа 

подниза  конвергира кон x , што противречи на (1). Конечно, од добиената 

противречност следува дека низата 1{ }n nx 
  конвергира кон x . ♦ 

 
3.4. Последица. Нека A  е компактно подмножество од метричкиот про-

стор ( , )X   и B X . Тогаш постои точка 0x A  таква што 0( , ) ( , )A B x B  .  
 

Доказ. Нека ( , )A B r  . Бидејќи  
 

( , ) inf{ ( , ) | , }A B x y x A y B    , 
 

за секој nN  постојат nx A  и ny B  такви, што  
 

1( , )n n n
r x y r   . 
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Множеството A  е компактно, па од теоремата на Болцано-Ваерштрас следува 

дека низата 1{ }n nx 
  содржи подниза која конвергира кон точка 0x A . Ќе дока-

жеме дека 0( , ) ( , )r A B x B   .  
 

Нека претпоставиме дека 0( , )x B r  , т.е. дека 0( , )x B r   , каде 

0  . Бидејќи поднизата од низата 1{ }n nx 
  конвергира кон 0x , па затоа постои 

0n N  таков што  
 

0

1
0 2

( , )nx x   и 
0 0 0

1 1
2

( , )n n n
x y r r     . 

 

Но, тогаш  
 

0 0 0 0

1 1
0 0 02 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nx x x y r r x B x y              , 
 

што противречи на неравенството на триаголник. Конечно, од добиената против-
речност следува равенството 0( , ) ( , )A B x B  .  

 
3.5. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор и F X . Ако секоја низа 

1{ }n nx 
  во F  содржи подниза која конвергира кон некој елемент x F , тогаш 

множеството F  е компактно.  
 

Доказ. Јасно, F  е затворено бидејќи ги содржи сите свои точки на натру-
пување. Ќе докажеме дека F  е потполно ограничено, т.е. дека за секој 0   по-
стои конечна   мрежа.  

 

Да претпоставиме дека постои 0 0   за кој не постои конечна 0  мре-
жа за F . Нека 1x F . Јасно, фамилијата 1 0{ ( ; )}B x   не е покривка за F . Затоа 

постои 2x F  таков што 2 1 0( ; )x B x  . Понатаму, фамилијата 1 0{ ( ; ),B x   

2 0( ; )}B x   не е покривка за F  итн. Така, добиваме низа 1{ }n nx 
  во F  за која ва-

жи 0( , )m nx x  , за m n . Последното значи дека низата 1{ }n nx 
  не содржи 

конвергентна подниза, што е противречност. Од добиената противречност следува 
дека за секој 0   постои конечна   мрежа.  

 

Понатаму, доказот е аналоген на доказот од теорема 2.9 б), со таа разлика 
што, според условот, конструираната Кошиева низа содржи подниза која конвер-
гира кон точка од F , што значи Кошиевата низа конвергира кон точка од F .  

 
3.6. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и , 1, 2,....,iK i m  се 

компактни подмножества од X . Тогаш 
1

m

i
i

K K


   е компактно множество во X .  

 

Доказ. Нека ( , )X   е метрички простор, , 1, 2,....,iK i m  се компактни 

подмножества од X  и 
1

m

i
i

K K


  . Ако 1{ }n nx 
  е произволна низа во K , тогаш 

постои , 1t t m   таков, што множеството tK  содржи бесконечно многу 
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елементи од низата 1{ }n nx 
 , т.е. множеството tK  содржи подниза 1{ }

in ix 
  на 

низата 1{ }n nx 
 . Но, множеството tK  е компактно, па од теорема 3.1 (Болцано-

Ваерштрас) следува дека поднизата 1{ }
in ix 

  содржи ковергентна подниза која 

конвергира кон точка tx K . Конечно, низата 1{ }n nx 
  во K  содржи конвергентна 

подниза која конвергира кон точка од tK K , т.е. кон точка од K , што според 

теорема 3.5 значи дека множеството K  е компактно.   
 

3.7. Забелешка. Во случај на бесконечна фамилија компактни множества 
нивната унија не мора да биде компактно множество. Навистина, според 

последица 2.10 множествата 1( ;1 ), 2,3,...
n

B n o  се компактни во метричиот 

простор 2( , )m R . Меѓутоа,  

1

2
( ;1) ( ;1 )

n
n

B B



 o o  

 

и како ( ;1)B o  е отворено множество, повторно од последица 2.10 следува дека тоа 

не е компактно.  
 
3.8. Теорема. Компактен метрички простор е комплетен.  
 

Доказ. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и 1{ }n nx 
  е Кошиева 

низа во X . Од теорема на Болцано-Ваерштрас следува дека постои подниза 

1{ }
kn kx 

  на низата 1{ }n nx 
  и елемент x X  такви, што ,

knx x k   во 

( , )X  . Но, тогаш за секој 0   важи  
 

( , ) ( , ) ( , ) 2
k kn n n nx x x x x x      , 

 

за доволно големи n  и kn . Конечно, Кошиевата низа 1{ }n nx 
  е конвергентна, т.е. 

( , )X   е комплетен метрички простор.  

 
3.9. Забелешка. Обратното тврдење на теорема 3.8 не важи. Имено, како 

што видовме во пример XII 3.3 в) и г) просторите , 1pl p    се комплетни, но 

тие не се компактни. Навистина, ако просторот pl  е компактен, тогаш и неговото 

затворено подмножество (0;1)B  треба да е компактно, што според теоремата на 

Болцано-Ваерштрас значи дека секоја низа 1{ }n nx 
   во (0;1)B  треба да содржи 

конвергентна подниза. Последното очигледно не е исполнето за низата 
(0,..., 0,1,0,...)ne  , каде 1 се наоѓа на n  тото место, што значи дека множеството 

(0;1)B  не е компактно.  
 

Според последица 2.2 компактните множества во метрички простор се 
затворени и ограничени. Меѓутоа, во забелешка 2.3 дадовме пример на затворено 



 241 

и ограничено множество кое не е компактно. Множеството (0;1) pB l , 1 p    

е уште еден пример на затворено и ограничено множество кое не е компактно 
множество, па од  теоремата на Хауздорф следува дека тоа не е потполно огра-

ничено множество во просторите , 1pl p   .  
 

Слично, множеството (0;1)B  е ограничено и затворено во метричкиот 

простор ( ([0,1]), )X  C , но како што видовме во пример 3.2 тоа не е ком-

пактно.  
 
3.10. Теорема. Декартовиот производ ( , )pZ   на метричките простори 

( , )X   и ( , )Y d , каде  
 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   , за 1p    (1) 
 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , p     (2) 
 

за секои  1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y Z    е компактен ако и само ако метричките 

простори ( , )X   и ( , )Y d  се компактни.  
 

Доказ. . Нека ( , )X   и ( , )Y d  се компактни метрички простори и 

1{ }n nz 
 , ( , )n n nz x y  е произволна низа во ( , )pZ  . Тогаш, 1{ }n nx 

  и 1{ }n ny 
  се 

низи во X  и Y , соодветно. Но, X  е компактен метрички простор, па од 
теоремата на Болцано-Ваерштрас следува дека постои конверегентна подниза 

1{ }
in ix 

  од 1{ }n nx 
 . Понатаму, 1{ }

in iy 
  е низа во Y  и како Y  е компактен ме-

трички простор, повторно од теоремата на Болцано-Ваерштрас следува дека 

постои конвергентна подниза 
( ) 1{ }

i kn ky 
  од 1{ }

in iy 
 . Според тоа, 

( ) 1{ }
i kn kx 

  е 

подниза од конвергентната низа 1{ }
in ix 

 , па затоа таа е конвергентна. Значи, 

низата 
( ) 1{ }

i kn kz 
 , 

( ) ( ) ( )
( , )

i k i k i kn n nz x y  е подниза од низата 1{ }n nz 
  и таа според 

теорема IX 14.5 е конвергентна. Конечно, од теорема 3.5 следува дека ( , )pZ   е 

компактен метрички простор.  
 

. Нека Декартовиот производ ( , )pZ   е компактен емтрички простор и 

1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

  се низи во X  и Y , соодветно. Тогаш, 1{ }n nz 
 , ( , )n n nz x y  е 

низа во ( , )pZ  . Но, просторот ( , )pZ   е компактен, па од теоремата на Болцано-

Ваерштрас следува дека постои конвергентна подниза 1{ }
kn kz 

 , ( , )
k k kn n nz x y  од 

1{ }n nz 
 .  Но, сега од теорема IX 14.5  следува дека поднизите 1{ }

kn kx 
  и 1{ }

kn ky 
  

од низите 1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

 , соодветно, се конвергентни. Конечно, од теорема 3.5 

следува дека метричките простори ( , )X   и ( , )Y d  се компактни.  
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3.11. Последица. Декартовиот производ ( , )pZ d  на метричките простори 

( , ),i iX   1, 2,...,i n , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (8) 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (9) 
 

е компактен метрички простор ако и само ако метричките простори 
( , ), 1,...,i iX i n   се компактни.   

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 3.10 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
3.13. Овде, користејќи ја теоремата на Болцано-Ваерштрас ќе ја докажеме 

теоремата на Лебег, која се однесува на таканаречениот Лебегов број за отворена 
покривка на компактен метрички простор.   

 
Теорема (Лебег). Ако ( , )X   е компактен метрички простор и 

{ | }iO i I O  е отворена покривка на X , тогаш постои 0   таков што секое 

множество A X  за кое важи ( )d A   е подмножество од некој елемент на 

покривката O .  
Бројот   го нарекуваме Лебегов број за покривката O .  

 

Доказ. Нека претпоставиме дека 
таков   не постои. За секој природен 
број n  да избереме множество nA  такво, 

што 1( )n n
d A  , но такво што nA  не е 

подмножество на ниту еден елемент од 
покривката O . Јасно, множеството nA  

постои, бидејќи во спротивно бројот 1
n

 

би бил Лебегов број на покривката O . За 
секој n  да земеме точка n na A , со што 

добиваме низа 1{ }n na 
 . Но, X  е компак-

тен метрички простор, па од теорема на Болцано-Ваерштрас следува дека низата 

1{ }n na 
  содржи конвергентна подниза која конвергира кон некој елемент a X . 

Според тоа, постои i I  таков, што ia O  и како множеството iO  е отворено 

постои 0r   таков, што ( ;2 ) iB a r O , цртеж 4.  

Точката a  е граница на подниза на низата 1{ }n na 
 , па затоа отворената 

топка ( ; )B a r  содржи бесконечно многу членови на низата 1{ }n na 
 . Според тоа, 

постои 1
r

k   таков, што ( ; )ka B a r . Понатаму,  

1( , ) ( )k k k
a x d A r    , за секој kx A , 

 

од што следува  
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( , ) ( , ) ( , ) 2k ka x a a a x r r r       ,  
 

за секој kx A , т.е.  
 

( ;2 )k iA B a r O  , 
 

што противречи на изборот на множествата nA , 1,2,...n  . Конечно, од добиената 

противречност следува егзистенцијата на Лебеговиот број.  
 

3.14. На крајот од овој параграф ќе се задржиме на релативно 
компактните множества, при што ќе дадеме критериум за релативна компактност, 
кој е непосредна последица од теоремите 3.1 (Болцано-Ваерштрас) и 3.5. Така ја 
имаме следнава дефиниција.  

 
Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . За множеството 

A  ќе велиме дека е релативно компактно ако неговото затворање A  е компактно 
множество.  

 
3.15. Лема. а) Секое подмножество на компактен метрички простор е 

релативно компактно.  
 

б) Секое ограничено подмножество на просторот ( , )m
pR  е релативно 

компактно.  
 

Доказ. а) Непосредно следува од теорема 1.7.  
 

б) Непосредно следува од теоремата на Хајне-Борел (последица 2.10).  
 
3.16. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и A X . Множеството A  е 

релативно компактно ако и само ако секоја низа точки 1{ }n nx 
  од A  содржи 

конвергентна подниза која конвергира во X .  
 

Доказ. . Нека A  е релативно компактно множество и 1{ }n nx 
  е 

произволна низа од A . Значи, 1{ }n nx 
  е низа од компактното множество A , па од 

теорема 3.1 следува дека таа содржи конвергентна подниза.  
 

. Нека A  е множество за кое секоја низа содржи конвергентна подниза 

која конвергира во X  и нека 1{ }n nx 
  е произволна низа во A . Од дефиниција IX 

9.1 следува дека за секој n  постои точка na A  таква што 1( , )n n n
x a  . Сега од 

низата 1{ }n na 
  избираме подниза 1{ }

kn ka 
 , која во X  има граница, да ја озна-

чиме со b .  
 

Нека 0   е дадено и нека 0k  таков, што 
2

( , )
kna b   , за секој 0k k . 

Земаме 0 2
max{ , }k k   и добиваме  

 

1
2

( , ) ( , ) ( , )
k k k k k

n n n n n
x b x a a b         , 
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т.е. b  е граница на поднизата 1{ }
kn kx 

  од низата 1{ }n nx 
 . Конечно, од теорема 3.5 

следува дека множеството A  е компактно, т.е. множеството A  е релативно 
компактно.  

 
 
 
4. НЕПРЕКИНАТОСТ И КОМПАКТНОСТ  

 
4.1. Лема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и ),( YXf C . 

Ако , 1, 2,3,...iK i   се непразни компактни множества такви што 1i iK K  , за 

1,2,3,...i   и 
1

i
i

K K



  , тогаш 

1
( ) ( )i

i
f K f K




  .  

 

Доказ. Од iK K , за 1, 2,...i   следува ( ) ( )if K f K , за 1, 2,...i  , па 

затоа 
1

( ) ( )i
i

f K f K



  .  

 

Нека 
1

( )i
i

y f K



 . Според лема IX 8.4 б) множеството { }y  е затворено, 

па од X 3.5 следува дека множеството 1({ })f y  е затворено, што според 1.7 значи 

дека за секој iN  множеството 1({ }) if y K   е компактно. Понатаму,  
 

1 1
1({ }) ({ })i if y K f y K 
   , за 1, 2,...i  , 

 

па од последица 1.9 следува дека множеството  

1 1 1

1 1
( ({ }) ) ({ }) ( ) ({ })i i

i i
f y K f y K f y K

 
  

 
       

не е празно, па затоа ( )y f K  и од произволноста на y  следува  

1
( ) ( )i

i
f K f K




 . 

 

Конечно, од 
1

( ) ( )i
i

f K f K



   и 

1
( ) ( )i

i
f K f K




  следува  

1
( ) ( )i

i
f K f K




  . ♦ 

 
4.2. Теорема. а) Ако ),( X  е компактен метрички простор, ),( dY  е ме-

трички простор и ),( YXf C , тогаш )(Xf  е компактно множество во ),( dY .  
 

б) Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори и ),( YXf C . Ако 

множеството M  е релативно компактно во ),( X , тогаш ( )f M  е релативно 

компактно множество во ),( dY .  
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Доказ. а) Нека { | }O A  O  е произволна отворена покривка на мно-

жеството )(Xf  во ),( dY . Од теорема X 3.2 следува дека за секој A  

множеството )(1
Of   е отворено, па затоа фамилијата }|)({ 1 AOf    е 

отворена покривка на X . Но, ),( X  е компактен метрички простор, па затоа 

постојат niAi ,...,2,1,   такви, што  
 


n

i
i

OfX
1

1 )(


   

од што следува  
 


n

i

n

i

n

i
iii

OOffOffXf
11

1

1

1 ))(())(()(






   , 

 

т.е. )(Xf  е компактно множество во ),( dY .  
 

б) Нека M  е релативно компактно во ),( X . Тогаш M  е компактно во 

),( X , па од тврдењето под а) следува дека ( )f M  е компактно во ),( dY . Ќе 

докажеме дека ( ) ( )f M f M , што значи дека множеството ( )f M  е компактно, 

па затоа  множеството ( )f M  е релативно компактно во ),( dY .  
 

Навистина, од M M  следува ( ) ( )f M f M  е како ( )f M  е компактно 

множество, тоа е затворено, па затоа ( ) ( )f M f M . Обратно, ако ( )y f M , то-

гаш постои x M  таков што ( )y f x . Понатаму, ако x M , од теорема IX 9.2 

следува дека постои низа 1{ }n nx 
  во M  таква, што nx x , n  . Но, 

),( YXf C , па од теорема IX 2.1 следува дека ( ) ( )nf x f x , кога n  . Спо-

ред тоа, постои низа 1{ ( )}n nf x 
  во ( )f M  таква, што ( )nf x y , n  , па од те-

орема IX 9.2 следува дека ( )y f M . Значи, ( ) ( )f M f M  и како ( ) ( )f M f M , 

добиваме ( ) ( )f M f M .  

 
4.3. Забелешка. Од претходната теорема следува, дека ако ),( X , ),( dY  

се метрички простор, E  е компактно подмножество од X  и ),( YEf C , тогаш 

)(Ef  е компактно множество во ),( dY .  

 
4.4. Последица. Ако :f X Y  е непрекината биекција од компактниот 

метрички простор ),( X  во метричкиот простор ( , )Y d , тогаш f  е хомеомор-

физам.  
 

Доказ. Доволно е да докажеме дека инверзната функција 1 :f Y X   е 

непрекината. Нека A  е затворено подмножество од X . Просторот X  е компак-
тен, па од теорема 1.7 следува дека множеството A  е компактно. Понатаму, 
функцијата f  е непрекината, па од теорема 4.2 а) следува дека множеството 
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( )f A  е компактно во Y , што според последица 1.11 значи дека множеството 

( )f A  е затворено. Конечно, прасликата 1 1( ) ( ) ( )f A f A    на секое затворено 

множество A  во X  е затворено множество во Y , па од последица X 3.5 следува 

дека функцијата 1f   е непрекината.  

 
4.5. Забелешка. Во претходната последица претпоставката за компакт-

носта на просторот ),( X  не може да се изостави. Навистина, за непрекинатата 

биекција : [0,1) ((0,0);1)f S  определена со  
 

( ) (cos 2 ,sin 2 ),f t t t   
 

за секој [0,1)t , инверзната функција не е непрекината, (зошто?). Според тоа, f  не 

е хомеоморфизам.  
 

4.6. Теорема. Нека ),( X  е метрички простор, F  е компактно подмно-

жество од X  и )(Ff C . Тогаш  
 

а) постои RL  таков, што за секој Fx  важи Lxf |)(| ;  
 

б) постои *x F  таков, што *( ) inf ( ) min ( )
x F x F

f x f x f x
 

  ;  

 

в) постои *x F  таков, што ( *) sup ( ) max ( )
x Fx F

f x f x f x


  ;  

Доказ. Според забелешка 4.3 множеството )(Ff  е компактно во R , што 

значи тоа е ограничено и затворено, па затоа постојат *, xL  и *x  кои ги задово-

луваат тврдењата а), б) и в).  
 

4.7. Пример. Нека ([0,1])nx C , за 1, 2,...n   се такви што  
 

1
2

0

( ( ) ( )) 0n mx t x t dt  , кога ,m n   

и : [0,1] [0,1]k   R  е непрекината функција. Дефинираме : [0,1]ny  R  со  
 

1

0

( ) ( , ') ( ') 'n ny t k t t x t dt  , за 1, 2,...n  . 

Докажете дека низата 1{ }n ny 
  рамномерно конвергира.  

 

Решение. Бидејќи функцијата | |k  е непрекината на компактното 

множество [0,1] [0,1] , од теорема 4.6 в) следува дека постои 
, ' [0,1]
sup | ( , ') |

t t
M k t t


 . 

Понатаму, од својствата на Римановиот интеграл, неравенството на Коши-
Буњаковски-Шварц, својствата на супремумот и условот на задачата следува  

 

[0,1]
( , ) sup | ( ) ( ) |n m n m

t
y y y t y t


   
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1

[0,1] 0

1

[0,1]0

1 1
2 1/2 2 1/2

[0,1] 0 0

1
2 1/2

0

sup | ( , ')[ ( ') ( ')] ' |

sup | ( , ') | | ( ') ( ') | '

sup [( | ( , ') | ') ( | ( ') ( ') | ') ]

( | ( ') ( ') | ') 0, ,

n m
t

n m
t

n m
t

n m

k t t x t x t dt

k t t x t x t dt

k t t dt x t x t dt

M x t x t dt m n







 

 

 

   





 







 

 

што значи дека низата 1{ }n ny 
  е Кошиева во просторот ( ([0,1]), )C . Но, спо-

ред пример XII 2.3 д) овој простор е комплетен, па затоа низата 1{ }n ny 
  конвер-

гира во ( ([0,1]), )C . Конвергенцијата во ( ([0,1]), )C  е еквивалентна на рам-

номерната конвергенција (пример IX 3.10), што значи дека 1{ }n ny 
  рамномерно 

конвергира. ♦ 
 

4.8. Пример. Нека ( , )X d  е метрички простор, K  е непразно компaктно 

подмножество од X  и за функцијата : K K   важи  
 

( ( ), ( )) ( , )d x y d x y   ,    (1) 
 

за секои ,x y K , x y . Докажете дека постои единствена точка x K  таква што 

( )x x  .  
 

Решение. Од неравенството (1) следува дека функцијата   е рамномерно 

непрекината, па значи таа е непрекината. Да ја разгледаме функцијата :F K  R  
определена со ( ) ( , ( ))F x d x x . Јасно, функцијата F  е непрекината и како не-

празното множество K  е компактно, од теорема 4.6 б) следува дека постои точка 
'x  таква што  

 

( ') min ( )
x K

F x F x m


      (2).  

 

Нека претпоставиме дека ( ') 'x x  . Но, тогаш ( ')x K   и користејќи го условот 

(1) добиваме   
 

( ( ')) ( ( '), ( ( '))) ( ', ( ')) ( ')F x d x x d x x F x       , 
 

што противречи на равенството (2). Од добиената противречност следува дека 
постои точка 'x K  таква што ( ') 'x x  .  
 

Нека ', ''x x K  се такви што ( ') 'x x  , ( '') ''x x   и ' ''x x . Тогаш, од 

условот (1) следува  
( '', ') ( ( ''), ( ')) ( '', ')d x x d x x d x x   , 

што е противречност. Од добиената противречност следува ' ''x x , што значи 
дека 'x  е единствена фиксна точка. ♦ 
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4.9. Пример. Нека k  е непрекината функција на 2R  таква што 
| ( , ) | 1k x y  , за секои , [0,1]x y . Докажете, дека постои единствена непрекината 

функција ( )f x  на [0,1]  таква што  
 

21

0

( ) ( , ) ( ) xf x k x y f y dy e  . 

 

Решение. Множеството {( , ) | , [0,1]}x y x y  е компактно и k  е непреки-

ната функција на 2R , па затоа постои  R  таков што 
, [0,1]
max | ( , ) | 1

x y
k x y 


  . 

На комплетниот метрички простор ( ([0,1]), )C  да ја разгледаме функцијата A  

зададена со  
 

2 1

0

( )( ) ( , ) ( )xAf x e k x y f y dy   , за секој ([0,1])f C .  

 

Имаме:  
 

1 1

0 0

1

[0,1] 0

| ( )( ) ( )( ) | | ( , )[ ( ) ( )] | | ( , ) | | ( ) ( ) |

max | ( ) ( ) | ( , ),
y

Af x Ag y k x y f y g y dy k x y f y g y dy

f y g y dy f g 


    

  

 





 

 

од што следува ( , ) ( , )Af Ag f g   , т.е. пресликувањето A  е контранкција. 

Сега, од теоремата на Банах за фиксна точка следува дека A  има единствена 
неподвижна точка, што значи дека постои единствена функција ([0,1])hC  таква 

што важи Ah h , што и требаше да се докаже. ♦ 
 
4.10. Ако непрекината функција f  е зададена на некомпактно множество 

M , тогаш )(sup xf
Mx

 и )(inf xf
Mx

 може да не се достигнуваат, што може да се ви-

ди од следниов пример.  
 
Пример. Во просторот ( ([0,1]), )C  да го разгледаме множеството M  

од сите функции )(tx  такви, што  
 

[0,1]
max | ( ) | 1

t
x t


  и 1)1(,0)0(  xx . 

 

Јасно, M  е ограничено и затворено множество во ( ([0,1]), )C . Да ја разгледаме 

функцијата : ([0,1])f C R , определена со:   
 


1

0

2 )()( dttxxf  
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Лесно се докажува дека оваа функција е непрекината на M , но таа не го до-

стигнува својот инфимум. Имено, ако nttx )( , тогаш 
12

1)( 
n

xf , па значи 

0)(inf 


xf
Mx

. Но, очигледно, за секоја непрекината функција таква, што 

1)1(,0)0(  xx  важи 0)( xf . Според тоа, множеството M  е уште еден пример 

на множество во ( ([0,1]), )C  кое не е компактно, иако тоа е ограничено и зат-

ворено.  
 

Во натамошните разгледувања ќе дадеме критериум за компактност во 
( ([0,1]), )C .  

 
4.11. Според теорема 4.6 а) непрекината реална функција на компактно 

подмножество K  од mR  е ограничена. Ќе докажеме дека во просторот mR  важи 
обратната теорема.  

 

Теорема. Ако K  е подмножество од mR  и ако секоја непрекината 
реална функција на K  е ограничена, тогаш множеството K  е компактно.  
 

Доказ. Според пример  X 2.3 в) функцијата ( ) ( , )f x x o  е непрекината 

на K . Ако множеството K  не е ограничено, тогаш функцијата f  не е ограни-

чена, што е противречност. Од добиената противречност следува дека множе-
ството K  е ограничено.  
 

Ако множеството K  е ограничено, но не е компактно, тогаш од теоре-
мата на Хајне-Борел (последица 2.10) следува дека тоа не е затворено. Затоа 

постои 0 \K Ky . Јасно, во овој случај реалната функција 
0

1
( , )

( )g 
x y

x  е непре-

кината на K , но таа не е ограничена (зошто?). Според тоа, множеството K  е 
затворено.  
 

Конечно, K  е ограничено и затворено подмножество од mR , па од тео-
ремата на Хајне-Борел следува дека тоа е компактно. ♦ 

 
4.12. Теорема (Кантор). Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори и да 

претпоставиме дека:  
а) X  е компактно множество во ),( X  и 

б) ),( YXf C .  

Тогаш, функцијата f  е рамномерно непрекината на X .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Од ),( YXf C  следува дека за секој x X  

постои 0x   таков што  

од ( , ) xx y   следува 
2

( ( ), ( ))d f x f y  .   (3) 

Нека 1
2

( ; )x xO B x  . Фамилијата { | }xO x X O  е отворена покривка на X  и 

бидејќи X  е компактно множество, добиваме дека постојат 1,..., nx x X   такви 

што  
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1 2
...

nx x xX O O O    .            (4) 
 

Нека 
1 2

1
2

min{ , ,..., }
nx x x    . Јасно 0  . Нека ', ''x x X  се точки за 

кои ( ', '')x x  . Од (4) следува дека постои {1, 2,..., }m n  таков што '
mxx O , па 

затоа 1
2

( ', )
mm xx x  , од што следува:  

 

1
2

( '', ) ( ', '') ( ', )
m mm m x xx x x x x x          . 

Конечно, од (3) добиваме:  
 

( ( '), ( '')) ( ( '), ( )) ( ( ''), ( ))m md f x f x d f x f x d f x f x    , 
 

т.е. функцијата f  е рамномерно непрекината на A .  

 
4.13. Лема. Нека ),( X  е метрички простор, A  е компактно и B  е 

затворено подмножество од X  и притоа важи A B  . Тогаш, ( , ) 0A B  .  
 

Доказ А. Да ја разгледаме функцијата RXf :  определена со  
 

( ) ( , )f x x B , за секој Xx . 
 

Според лема X 2.9 оваа функција е рамномерно непрекината, па затоа таа е 
непрекината. Понатаму, множеството \X B  е отворено, т.е. за секој \x X B  
постои 0xr   таков што ( ; ) \xB x r X B , па затоа за секој b B  важи  

( ; )xb B x r , т.е. ( , ) xx b r  . Значи, за секој \x X B  важи  
 

( ) ( , ) inf{ ( , ) | } 0xf x x B x b b B r      , 
 

т.е. функцијата f  е позитивна на \X B . Но, \A X B , па затоа функцијата f  е 

позитивна на A . Понатаму, множеството A  е компактно, па од теорема 4.6 б) 
следува дека постои *x A  таков, што *( ) inf ( ) 0

x A
f x f x


  , што според лема IX 

4.8 a) значи *( , ) ( ) 0A B f x   .  
 

Доказ Б. Нека претпоставиме дека ( , ) 0A B  . Од последица 3.4 следува 

дека постои 0x A  таков што  
 

0( , ) ( , ) 0x B A B   . 
 

Но, множеството B  е затворено, па од лема IX 9.12 следува 0x B , што проти-

вречи на претпоставката A B  . Конечно, од добиената противречност сле-
дува ( , ) 0A B  .  

 
4.14. Пример. Нека ),( X  е компактен метрички простор и :f X X  е 

изометрија. Докажете дека ( )f X X .  
 

Решение. Нека претпоставиме дека постои ( )x f X . Според лема X 5.3 

изометријата f  е рамномерно непрекината, па затоа таа е непрекината. Сега од 
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теорема 4.2 следува дека ( )f X  е компактно множество. Но, множеството { }x  е 

затворено подмножество од X  и како { } ( )x f X   од лема 4.13 следува дека 

постои 0   таков што ( , ( )) 0x f X   .  
 

Множеството X  е компактно, па од теорема 3.1 (Болцано-Ваерштрас) 

следува дека низата 1{ ( )}n
nf x 
  содржи конвергентна подниза 1{ ( )}in

if x 
 . Но, 

тогаш бидејќи f  е изометрија, за i k  имаме  
 

( ( ), ( )) ( , ( )) 0i k k in n n nf x f x x f x      
 

што противречи на фактот дека секоја конвергентна низа е Кошиева. Конечно, од 
добиената противречност следува дека не постои x X  таков што ( )x f X , што 

значи дека ( )f X X . ♦ 

 
4.15. На крајот од овој параграф ќе докажеме дека својството мно-

жеството е компактно е наследно кај еквивалентните метрики, т.е. ќе ја докажеме 
следнава теорема.  

 
Теорема. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . 

Тогаш, множеството A  е компактно (релативно компактно) во ),( X  ако и само 

ако тоа е компактно (релативно компактно) во ( , )X d .  
 

Доказ А. Според теорема X 7.3 метриките   и d  се еквивалентни ако и 

само ако функцијата id : ( , ) ( , )X X X d   определена со id ( )X x x , за секој 

x X  е хомеоморфизам. Сега тврдењето на теоремата непосредно следува од 
теорема 4.2.  

 

Доказ Б. . Нека 1{ }n nx 
  е низа во множеството A . Тогаш бидејќи A  е 

компактно во просторот ),( X , од теорема 3.1 (Болцано-Ваерштрас) следува дека 

постои подниза 1{ }
kn kx 

  на низата 1{ }n nx 
  која во просторот ),( X  конвергира 

кон точка x A . Сега, од теорема X 7.9 следува дека поднизата 1{ }
kn kx 

  конвер-

гира во просторот ( , )X d  кон точката x A . Конечно, од теорема 3.5 следува 

дека множеството A  е компактно во просторот ( , )X d .  
 

Ако множеството A  е релативно компактно во просторот ),( X , тогаш 

множеството A  е компактно во просторот ),( X , па затоа тоа е компактно и во 

просторот ( , )X d . Но, тоа значи дека A  е релативно компактно во просторот 

( , )X d .  
 

. Доволно е претходно изнесеното да ги замениме местата на про-
сторите  ),( X  и ( , )X d .  
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5. КАРАКТЕРИЗАЦИЈА НА КОМПАКТНИТЕ 
МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  

 
5.1. Во овој параграф, со помош на Канторовото множество ќе дадеме 

карактеризацијата на компактните метрички простори. Во II 11.2 докажавме дека 
Канторовото множество D  е затворено. Но, множеството D  е и ограничено, па 
според теорема I 25.6 Канторото множество D  е компактно. Понатаму, ако 

),( X  е метрички простор и :f D X  е непрекината сурјекција, тогаш од 

теорема 4.2 а) следува дека ( )X f D  е компактно множество.  

 
5.2. Меѓутоа, во врска со компактноста на метричките простори, 

Канторовото множество има посебна улога. Пред да ја искажеме и докажеме 
следнава теорема, со чија помош ќе ги карактеризираме компактните метрички 
простори, накратко ќе се осврнеме на Канторовото множество. Во I 11.2 
Канторовото множество го добивме на следниов начин: најдовме низа затворени 
множества ,...3,2,1,0, iI i  за кои важи ,...3,2,1,0,1  iII ii  и за секој ,...3,2,1,0i  

множеството iI  е унија на i2  затворени интервали со должина i3  и 





0i
iID . 

Во следните разгледувања за 2i -те интервали со должина i3  чија унија го дава 
множеството iI  ќе велиме дека се интервали од ранг i . Сега сме подготвени да ја 

докажеме споменатата теорема.  
 
Теорема. Секој компактен метрички простор ),( X  е непрекината слика 

на Канторовото совршено множество.  
 

Доказ. Нека ),( X  е компактен метрички простор и 1{ }n n 
  е строго 

монотоно опаѓачка низа позитивни броеви која конвергира кон нула. За секој 

1,2,...n   конструираме конечна n  мрежа 
1

( )
1{ | 1, 2,..., }n

nix i m  на просторот 

X . Со додавање точки, ако тоа е потребно, можеме да сметаме дека 2 nk
nm  . За 

отворените топки  
 

1 1

(1) (1)
1( ; )i iB x  , 1

1 11,2,..., 2ki m   
 

важи 
1

1 1
1

2
(1) (1)

1
1

( ; )
k

i i
i

X B x 


  , па затоа 
1

1 1
1

2 (1) (1)
1

1
( ; )

k

i i
i

X B x 


  . Да ставиме  

 

1 1 1

(1) (1)
1( ; )i i iX X B x   , 1

1 11, 2,..., 2ki m  , 

со што добивме претставување на множеството X  како унија на 1
1 2km   затво-

рени множества секое од кои има дијаметар помал или еднаков на 12 . Според 

последица 1.12 множествата 
1
,iX  1

1 11,2,..., 2ki m   се компактни. Повторувајќи 

ја постапката, секое од множествата 
1i

X , 1
1 11,2,..., 2ki m   можеме да го прет-
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ставиме како унија на 2
2 2km   затворени множества 

1 2i iX , 2
2 21,2,..., 2ki m   

секое од кои има дијаметар помал или еднаков на 22  итн. Притоа, можеме да 

сметаме дека сите множества во претходната конструкција се непразни (зошто?).  
  

Да се вратиме на Канторовото множество D . Според конструкцијата 
множеството D  лежи на интервалите со ранг 1k , а исто така и на интервалите со 

ранг 1 2k k . Имаме 1
1 2km   интервали со ранг 1k  и истите да ги нумерираме од 

лево на десно и да ги означиме со  
 

1i
 , 1

1 11,2,..., 2ki m  . 

На секој интервал 
1i

  со ранг 1k  лежат 2
2 2km   интервали со ранг 1 2k k  и ис-

тите да ги нумерираме од лево на десно и да ги означиме со  
 

1 2i i , 2
2 21, 2,..., 2ki m   итн. 

Според тоа, за секој jN  со опишаната постапка воспоставивме биекција меѓу 

претходно конструираните затворени множества 
1 2... ji i iX  на просторот X  и зат-

ворените интервали 
1 2... ji i i  од конструкцијата на Канторовото множество.  

 

Да земеме произволна точка 0t D . Од конструкцијата на Канторовото 

множество следува дека 0t  е еднозначно определена со фамилија затворени 

интервали 
1i

 ,
1 2i i ,

1 2 3i i i , ... . Да ја разгледаме соодветната фамилија затворени 

множества 
1
,iX

1 2i iX ,
1 2 3i i iX , ... . Просторот X  е комплетен (теорема 3.8) и според 

конструкцијата, оваа фамилија ги задоволува условите на теоремата на Кантор 
(теорема XII 2.7), па затоа постои една и само една точка 0x X  која припаѓа на 

сите множества 
1
,iX

1 2i iX ,
1 2 3i i iX , ... и на точката 0t D  и ја придружуваме вака 

определената точка 0x X , т.е. дефинираме пресликување :f D X  такво, што 

0 0( )f t x .  
 

Ќе докажеме, дека вака дефинираната функција f  е сурјекција. Нека x  е 

произволна точка од X . Според конструкцијата постои индекс 1
1 {1, 2,..., 2 }ki   

таков што 
1i

x X  (индексот 1i  не е еднозначно определен, бидејќи во општ случај 

множествата 
1
,iX  1

1 11,2,..., 2ki m   може да се сечат). Понатаму, постои индекс 

2
2 {1, 2,..., 2 }ki   таков што 

1 2i ix X  итн. На множествата 
1
,iX

1 2i iX ,
1 2 3i i iX , ... им 

соодветствуваат интервалите 
1i

 ,
1 2i i ,

1 2 3i i i , ... . Овие интервали еднозначно 

определуваат точка t D . Јасно, ( )f t x , т.е. f  е сурјекција.  
 

Од досега изнесеното следува дека со претходната постапка еднозначно е 
определена сурјекција f  од Канторовото множество во компактниот метрички 

простор. Ќе докажеме дека сурјекцијата f  е непрекината на множеството D .  
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Нека 0   е дадено, 0t  е произволна точка од D  и 0 0( )x f t X  . 

Според конструкцијата во низата множества 
1
,iX

1 2i iX ,
1 2 3i i iX , ... постои 

множество 
1 2... ni i iX  такво, што 

1 20 ... ni i ix X  и  
1 2...( )

ni i id X  , што значи 

1 2... 0( ; )
ni i iX B x  . Со   да го означиме растојанието од точката 0t  до 

поблиската крајна точка на интервалот 
1 2... ni i i  кој соодветствува на множеството 

1 2... ni i iX . Ако 0| |t t   , тогаш 
1 2... ni i it , па затоа  

 

1 2... 0( ) ( ; )
ni i ix f t X B x    ,  

 

т.е. 0( , )x x  , што значи f  е непрекинато во 0t  и од произволноста на 0t  сле-

дува дека f  е непрекината на множеството D .  

 
5.3. Имајќи ја предвид теорема 5.2 и дискусијата во 5.1 можеме да ја 

дадеме следнава карактеризација на компактните метрички простори.  
 
Теорема. Метричкиот простор ),( X  е компактен ако и само ако е не-

прекината слика на Канторовото совршено множество D .  
 
 
 

6. КОМПАКТНИ МНОЖЕСТВА ВО ПРОСТОРИТЕ  

( ([ , ]), )a b C  и  pl p 1,  
 
6.1. Дефиниција. Нека ([ , ])A a b C . За фамилијата функции A  ќе вели-

ме дека е рамномерно ограничена, ако постои LR  таков, што | ( ) |x t L , за секој 

xA  и за секој [ , ]t a b , т.е. ако множеството A  е ограничено во просторот 

( ([ , ]), )a b C .  

 
6.2. Пример. а) Фамилијата функции  

 

{ ( ) sin | } ([0,1])nx t nt n   N CA  
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е рамномерно ограничена, цртеж 5. Навистина, за 1L   важи  
 

 

| ( ) | | sin | 1nx t nt  , за секој nN  и за секој [0,1]t . 
 

б) Фамилијата функции  
 

{ ( ) | } ([0,1])nx t nt n   N CA  
 

не е рамномерно ограничена, цртеж 6. Навистина, за секој реален број 0L   
постои 0n N  таков што 0n L  и затоа 

0 0(1)nx n L  , што значи дека A  не е 

рамномерно ограничена фамилија функции.  
 
6.3. Дефиниција. Нека ([ , ])a b CA . За фамилијата функции A  ќе вели-

ме дека е рамностепено непрекината, ако за секој 0   постои 0   таков, што 
за секој xA  и за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    важи | ( ') ( '') |x t x t   .  

 
6.4. Пример. Нека k  е непрекината реална функција на [0,1] [0,1]  и A  е 

фамилијата функции : [0,1]x  R  од видот  
 

1

0

( ) ( ') ( , ') 'x t y t k t t dt   

 

каде ([0,1])yC  и  
 

| ( ) | 1y t  , за секој [0,1]t . 
 
 

Докажете, дека фамилијата A  е рамностепено непрекината.  
 

Решение. Множеството [0,1] [0,1]  е компактно, па затоа непрекинатата 

функција k  е рамномерно непрекината. Според тоа, за 0   постои 0   таков 
што  
 

' '
1 1 2 2| ( , ) ( , ) |k t t k t t   , кога ' '

2 1 1 2 2(( , ), ( , ))t t t t  . 
 

Нека 1 2, [0,1]t t   се такви што 1 2| |t t   . Тогаш, за секоја функција xA  важи  
 

1

1 2 1 2
0

1 1

1 2
0 0

| ( ) ( ) | | ( ')[ ( , ') ( , ')] ' |

| ( ') | | ( , ') ( , ') | ' 1 ' ,

x t x t y t k t t k t t dt

y t k t t k t t dt dt 

  

   



  

 

 

што значи дека фамилијата A  е рамностепено непрекината. ♦ 
 
6.5. Лема. Ако фамилијата ([ , ])a b CA  е рамностепено непрекината, то-

гаш и фамилијата A  е рамностепено непрекината.  
 

Доказ. Нека фамилијата A  е рамностепено непрекината, xA  и 0   е 

дадено. Тогаш постои yA  таков што 
3

( , )x y    и постои 0   таков што за 
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секој yA  и за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    важи 
3

| ( ') ( '') |y t y t   . 

Според тоа, за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    важи  
 

| ( ') ( '') | | ( ') ( ') | | ( ') ( '') | | ( '') ( '') |x t x t x t y t y t y t y t x t         , 
 

и од произволноста на xA  следува дека фамилијата A  е рамностепено 
непрекината. ♦ 

 
6.6. Теорема (Арцело-Асколи). Во просторот ( ([0,1]), )C  затвореното 

множество F  е компактно ако и само ако  
 

а) фамилијата F  е рамномерно ограничена, и  
 

б) фамилијата F  е рамностепено непрекината.  
 

Доказ. . Нека F  е компактно подмножество од ( ([0,1]), )C . Тогаш, 

F  е ограничено, па затоа условот а) е исполнет.  
 

Нека 0   е дадено. Од теоремата на Хауздроф (теорема 2.9) следува 

дека постои конечна 
3
  мрежа 1 2{ , ,..., }nx x x  за F , n n . Но, функциите 

1 2, ,..., nx x x  се непрекинати на компактното множество [0,1] , па од теоремата на 

Кантор следува дека тие се рамномерно непрекинати, што значи дека постои 
0   таков, што за секој 1,2,...,k n  и за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    

важи 
3

| ( ') ( '') |k kx t x t   . Нека x F  е дадено. Тогаш, постои {1,2,..., }k n  таков, 

што 
3

( , )kx x   , т.е.  
 

3
| ( ) ( ) |kx t x t   , за секој [ , ]t a b . 

 

Затоа, за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    важи  
 

| ( ') ( '') | | ( ') ( ') ( ') ( '') ( '') ( '') |

| ( ') ( ') | | ( ') ( '') | | ( '') ( '') | ,
k k k k

k k k k

x t x t x t x t x t x t x t x t

x t x t x t x t x t x t 
      

      
 

т.е. условот б) е исполнет.  
 

. Обратно, нека F  е затворено множество кое ги задоволува условите 
а) и б). Со { | 1}nr n   да го означиме множеството рационални броеви од 

интервалот [ , ]a b , нумерирани во произволен редослед. Нека 1{ }n nx 
  е произ-

волна низа во F . Од условот а) следува дека низата 1 1{ ( )}n nx r 
  е ограничена, па 

затоа таа содржи конвергентна подниза 1 1{ ( )}
kn kx r 

 , таква што  
 

1 1( ) ( )
knx r x r , k  . 

Да означиме 1 ,
kn kx x  1k   Низата 1 1{ }k kx 

  од F  е таква што 1 1 1( ) ( )kx r x r , 

k  . Понатаму, да ја разгледаме низата 1 2 1{ ( )}k kx r 
 , која исто така е 

ограничена, па затоа содржи конвергентна подниза 1 2 1{ ( )}
ik ix r 

 , таква што  
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1 2 2( ) ( )
ikx r x r , i  . 

 

Да означиме 1 2 , 1
ik ix x i  . Низата 2 1{ }n nx 

  од F  е таква што  
 

2 1 1( ) ( )nx r x r , 2 2 2( ) ( )nx r x r , n  . 
 

Продолжувајќи ја постапката, за секој mN  конструираме низа 1{ }mn nx 
 , која е 

подниза од 1{ }n nx 
  и за која  

 

( ) ( )mn i ix r x r R , n  , за 1,2,...,i m . 
 

Низата 1{ }nn nx 
  е подниза од 1{ }n nx 

 , при што { | 1}nn nkx x k  , за 1n  . 

Затоа за секој 1i   важи  
 

( ) ( ),nn i ix r x r n  . 
 

Навистина, за зададено 1i   имаме  
 

( ) ( ),in i ix r x r n   
 

и затоа за секој 0   само за конечно многу броеви n  важи  
 

| ( ) ( ) |in i ix r x r   .  
 

Сите низи 1{ } ,mn nx m i
  ; 1{ }nn nx 

  по конструкција се поднизи од низата 

1{ }in nx 
 , па затоа неравенствто | ( ) ( ) |nn i ix r x r    може да биде исполнето само 

за конечно многу природни броеви n .  
 

Нека 0   е дадено, а 0   е соодветниот број од дефиницијата на рам-
ностепената непрекинатост на F . Од компактноста на [ , ]a b  следува дека постои 

конечна   мрежа на [ , ]a b  и нека тоа е множеството рационални броеви 

(1) (2), ,k kr r  ( )..., k sr . За [ , ]t a b  со ( )r t  да го означиме елементот на   мрежата 

таков што | ( ) |t r t   . Тогаш, за секој [ , ]t a b  и за секои ,m nN  важи  
 

( ) ( )
1

| ( ) ( ) | | ( ) ( ( )) | | ( ( )) ( ( )) | | ( ( )) ( ) |

2 | ( ) ( ) |.

mm nn mm mm mm nn nn nn

s

mm k i nn k i
i

x t x t x t x r t x r t x r t x r t x t

x r x r


      

  
 

Според тоа, низата 1{ }nn nx 
  го задоволува критериумот на Коши за рамномерна 

конвергетност, па затоа таа конвергира кон непрекината функција x  на [ , ]a b  и 

како F  е затворено добиваме дека xF . Конечно, од теорема 3.5 следува дека 
F  е компактно множество.  

 

6.7. Пример. Нека 1{ }n nx 
  е низа функции во множеството (1) ([0,1])C  

таква што за секој n  важи  
' 1/ 2| ( ) |nx t t , (0,1]t  

и  
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1

0

( ) 0nx t dt  .     (1) 

Докажете, дека низата 1{ }n nx 
  содржи подниза која рамномерно конвергира на 

[0,1] .  
 

Решение. Да го разгледаме множеството { | 1,2,...} ([0,1])nx n   CA . 

Ќе докажеме дека фамилијата A  е рамностепено непрекината и рамномерно 
ограничена.  
 

Нека 0 ' '' 1t t   . Тогаш за секој nN  имаме  
 

'' ''
' 1/ 2

' '

| ( '') ( ') | | ( ) | 2 '' 2 '
t t

n n n
t t

x t x t x t dt t dt t t      .  (2) 

 

Функцијата ( ) 2F t t  е непрекината на [0,1] , што значи дека таа е рамномерно 

непрекината на [0,1] . Според тоа, за секој 0   постои 0   таков што  
 

| ( '') ( ') |F t F t    
 

за секои ', '' [0,1]t t   такви што | '' ' |t t   . Значи, за секој 0   постои 0   

таков што за секој x A  и за секои ', '' [ , ]t t a b  за кои | ' '' |t t    важи 

| ( ') ( '') |x t x t   , што значи дека фамилијата A  е рамностепено непрекината. 

Сега, од лема 6.4 следува дека фамилијата A  е рамностепено непрекината.  
 

Од (2) следува дека функцијата nx  не може да биде само позитивна или 

само негативна и како истата е непрекината добиваме дека постои [0,1]nt   таков 

што ( ) 0n nx t  . Но, тогаш од (2) следува дека  
 

| ( ) | | ( ) ( ) | 2 | | 2n n n n nx t x t x t t t     , 
 

за секој [0,1]t , што значи дека фамилијата A  е рамномерно ограничена, т.е. 

множеството A  е ограничено во просторот ( ([0,1]), )C . Сега, од последица IX 

9.8 б) следува дека множеството A  е ограничено во ( ([0,1]), )C , т.е. фами-

лијата A  е рамномерно ограничена.  
 

Конечно, од теоремата на Арцело-Асколи следува дека множеството A  е 

компактно и како 1{ }n nx 
  е низа функции во A , од теоремата nа Болцано-Ваер-

штрас следува дека таа содржи конвергентна подниза. Јасно, оваа подниза 
рамномерно конвергира, бидејќи според пример IX 3.10 конвергентноста во 
просторот ( ([0,1]), )C  е еквивалентна со рамномерната конвергентност. ♦  

 

6.8. Ако точката 1 2 3 4( , , , ,...)x x x x   се менува во множеството pA l , 

1 p   , тогаш нејзината i  та координата ix  е функција од  , па затоа ќе ја 

означуваме со ( )ix  .  
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Теорема. Затвореното множество pK l , 1 p    е компактно во pl  

ако и само ако  
 

а) постојат позитивни броеви , 1, 2,...ir i   такви, што | ( ) |i ix r  , за секој 

K   и за секој 1, 2,...i  , и  
 

б) редот 
1
| ( ) |pi

i
x 




  рамномерно конвергира по K  .  

 

Доказ. . Нека се исполнети условите а) и б). Бидејќи редот во б) 
рамномерно конвергира, за секој 0   постои 0n N  таков што  

0
2

1
| ( ) | ( )p p

i
i n

x 


 
 , за секој K  . 

На секоја точка 1 2( , ,...)x x   и придружуваме точка 
01 2* ( , ,..., ,0,...)nx x x  . Од  

0

1/
2

1
( , *) ( | ( ) | )p p

p i
i n

x    


 
   

следува дека множеството точки 0{ * | 0, 1}iA x i n     е 
2
 -мрежа за K . Но, 

од а) следува дека A  е ограничено множество во потпросторот 0n
R  од pl , во кој 

ограниченоста се совпаѓа со потполната ограниченост (зошто?). Значи, постои ко-

нечна 
2
 -мрежа 1 2{ , ,..., }m    на A . Ќе докажеме дека 1 2{ , ,..., }m    е конечна 

 мрежа на K . Навистина, ако K  , тогаш бидејќи A  е 
2
 -мрежа за K  

постои * A   таков што 
2

( , *)p
    . Но, 1 2{ , ,..., }m    е конечна 

2
 -мрежа 

1{ ,..., }m   на A , па затоа за вака најденото * A   постои , {1,2,..., }i i m   таков 

што 
2

( , *)p i
    . Според тоа, за  K   постои , {1, 2,..., }i i m   таков, што  

2 2
( , ) ( , *) ( , *)p i p p i

               , 

т.е. 1 2{ , ,..., }m    е конечна  мрежа на K . Конечно, од теорема 2.9 следува де-

ка K  е компактно во pl .  
 

. Обратно, да претпоставиме дека K  е компактно во pl  и дека за некој 
фиксиран 0 0, 1, 2,...i i   множеството 

0
{ ( ) | }ix K    не е ограничено, т.е. постои 

низа 1{ }n n 
  во K  таква, што 

0
( ) ,i nx n    . Ќе докажеме дека низата 

1{ }n n 
  не содржи конвергентна подниза 1{ }

kn k 
 , што противречи на теорема 

3.1. Навистина, ако 1{ }n n 
  содржи конвергентна подниза 1{ }

kn k 
 , тогаш, бидеј-

ќи во pl  конвергенцијата по метрика повлекува конвергенција по координати 

(пример IX 3.9), добиваме дека низата 
0 1{ ( )}

ki n kx  
  конвергира, што не е можно 

бидејќи 
0

( ) ,i nx     n  .  
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Нека претпоставиме дека редот 
1
| ( ) |pi

i
x 




  не конвергира рамномерно по 

K  . Тоа значи дека постои 0   и низа 1{ }n n 
  во K  таква што  

 

1
| ( ) | ,p

i n
i n

x  


 
  за секој 1, 2,...n  .    (3) 

 

Ќе докажеме дека низата 1{ }n n 
  не содржи конвергентна подниза 1{ }

kn k 
 . 

Навистина, ако 1 2( , ,...)
kn x x   , тогаш од pl   следува дека постои 0n N  

таков што  

0
21

| | p
p

i
i n

x 


 
      (4) 

 

и постои 0k N  таков, што 
2

( , )
p

kn
    , кога 0k k  па затоа  

 

21
| ( ) | pk

k

p
i n i

i n
x x 



 
  , за 0k k .    (5) 

 

Ако 0k  го избереме така, што 
0 0kn n , тогаш од (4) и (5) следува  

 

1/ 1/ 1/ 1/

1 1 1
( | ( ) | ) ( | ( ) | ) ( | | )

k k
k k k

p p p p p p p
i n i n i i

i n i n i n
x x x x  

  

     
      , 

 

што противречи на (3).  

 

6.9. Пример. Да го разгледаме Хилбертовиот квадар I , т.е. множе-

ството точки 1 2 3( , , ,...)x x x   од просторот 2l  такви што  
 

1| | ,  1, 2,...i i
x i  .     (4) 

 

Очигледно, Хилбертовиот квадар I  е затворено множество. Понатаму, постојат 

позитивни броеви 1 , 1, 2,3, 4,...i i
r i   такви, што  

 

1| ( ) |i ii
x r   , за секој I  . 

Од друга страна, бидејќи редот 2
1

1 ii




  конвергира и  

 

2
2 1| ( ) |i i

x   , за секој 1, 2,...i   и за секој I  , 

добиваме дека редот 2

1
| ( ) |i

i
x 




  рамномерно конвергира по I  . Конечно, од 

теорема 6.7 следува дека Хилбертовиот квадар е компактно множество во 2l .  
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7. ЗАДАЧИ   
 
1. Нека A  е компактно подмножество од метричкиот простор ( , )X  . Докажете 

дека изводното множество 'A  е компактно во X .  
 

2. Докажете, дека просторот ( , )BX N  е компактен ако и само ако множеството 

X  е конечно.  
 

3. Нека X  и Y  се конечни множества и X  и Y  се метриките на Бер. 

Докажете, дека метричките простори ( , )XX N  и ( , )YY N  се изометрички 

ако и само ако множествата X  и Y  имаат ист број елементи.  
 

4. Нека ( ([ , ]), )n a b dP  е метричкиот простор од задача XII 10. Дали множеството 

од сите полиноми со коефициенти од [0,1]  е компактно.  
 

5. Докажете дека метричкиот простор ( ( ), )B HaX dF  од задача IX 17 е компактен 

ако и само просторот ( , )X   е компактен.  
 

6. Најдете множество X  и две ограничени еквивалентни метрики   и '  на X  

така да соодветните метрики Had  и '
Had  не се еквивалентни на множеството 

( )XF .  
 

7. Нека ( , )X   е метрички простор и со ( )XK  да ја означиме фамилијата од 

сите непразни компактни подмножества на X . Докажете, дека ( ( ), )HaX dK  е 

потпростор на просторот ( ( ), )B HaX dF  и дека фамилијата од сите конечни 

подмножества на X  е секаде густа во ( )XK .  
 

8. Нека ( , )X   е сепарабилен метрички простор. Докажете, дека ( ( ), )HaX dK  е 

сепарабилен метрички простор.  
 

9. Нека ( , )X   е метрички простор и U  е отворено, а F  е затворено множество 

во X . Кое од следниве множества:  
 

а) { ( ) | }A X A U K ,  
 

б) { ( ) | }A X A U   K ,  
 

в) { ( ) | }A X A F K ,  
 

г) { ( ) | }A X A F   K ,  
 

е отворено, а кое е затворено во просторот ( ( ), )HaX dK .  
 

10. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и нека 1{ }n nx 
  е низа во X  која 

има една и единствена точка на натрупување 0x X . Тогаш низата 1{ }n nx 
  е 

конвергентна и 0lim n
n

x x


 . Докажете! 
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11. Нека ( , )X   е метрички простор и ,A B X . Ако A  и B  се компактни под-

множества од X , тогаш постојат a A  и b B  такви, што ( , ) ( , )A B a b  . 

Докажете!  
 

12. Нека ( , )X   е метрички простор таков што затворачот на секоја топка во X  е 

компактно множество. Докажете, дека ( , )X   е комплетен метрички простор.  
 

13. Докажете, дека метричкиот простор ( , )X   е комплетен ако и само ако секое 

потполно ограничено множество A X  има барем една точка на натрупу-
вање.  

 

14. Нека ( , )X   е потполно ограничен метрички простор. Докажете, дека него-

вото комплетирање ( , )Y d  е компактен метрички простор. 
 

15. Нека {( , ) |  [0,1],  0}A x y x y    и O  е отворена покривка на множеството A  

во 2
2( , )R . Докажете дека постои 0   таков што O  е покривка на 

множеството 
 

{( , ) |  [ ,1 ],  | | }A x y x y        . 
 

16. Нека ( , )X   е компактен метрички простор. Докажете, дека постојат ,x y X  

такви што ( , ) ( )x y d A  .  
 

17. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и нека d  е друга метрика на X , 

еквивалентна на метриката  . Докажете, дека за секој 0   постои 0   

таков што ( ; ) ( ; )dB x B x    и ( ; ) ( ; )dB x B x  , за секој x X ,  
 

18. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор. Докажете, дека множеството 

A X  е релативно компактно во X  ако и само ако е потполно ограничено.  
 

19. Нека метричкиот простор ( , )X   е   компактен, т.е. тој е унија на пре-

бројлива фамилија компактни множества. Докажете, дека X  е сепарабилен.  
 

20. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е локално компактен ако за се-

која точка x X  постои барем едно компактно множество A X  такво, што 
x A . Докажете, дека секое затворено множество A X  од локално ком-

пактен простор ( , )X   и самото е локално компактно.  
 

21. Нека ( , )X   е дискретен метрички простор. Докажете, дека X  е локално ком-

пактен.  
 

22. Докажете, дека секој локално компактен простор со пребројлива база е    
компактен.  

 

23. Докажете дека просторот 0( ([ , ]), )a b BV  од задача XII 7 не е локално ком-

пактен метрички простор.  
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24. Нека ( , )X   е компактен метрички простор, V X  е отворено множество и 

,aF aA  е фамилија затворени подмножества од X  таква што a
a

F V



A

. 

Докажете, дека постојат ia A , 1, 2,...,i n  такви што 
1

i

n

a
i

F V


 .  

 

25. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и ,A X B Y   се компактни 

множества. Нека W  е отворено множество во Декартовиот производ X Y  
такво што A B W  . Докажете, дека постои отворено множество U  во X  за 
кое важи A U  и постои отворено множество V  во Y  за кое важи B V  
такви што U V W  . Ако B Y  докажете дека во условот претпоставката за 
компактност на множеството A  може да биде изоставена.  

 

26. Нека K  е компактно подмножество на компактниот метрички простор 
( , )X   и нека U  е отворено множество такво што K U . Докажете, дека 

постои непрекината функција : [0,1]f X   таква што  
 

0, ,
( )

1, \ .

x K
f x

x X U


  

 

 

27. Докажете, дека непрекината слика на локално компактен простор не мора да 
биде локално компактна. Меѓутоа, ако функцијата е отворена, тогаш сликата 
на локално компактен простор е локално компактна.  

 

28. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и :f X X  е изометрија. Дока-

жете, дека f  е сурјекција.  
 

29. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори. За функцијата :f X Y  ќе 

велиме дека е локален хомеоморфизам ако за секој x X  постојат отворени 
множества U  и V , x U  и ( )f x V  такви што | :Uf U V  е хомеомор-

физам. Нека A  е компактно подмножество од X  и :f X Y  е локален хо-

меоморфизам таков што | : ( )Af A f A  е хомеоморфизам. Докажете, дека ако 

просторот X  е локално компактен, тогаш постои отворено множество U  
такво што A U  и | : ( )Uf U f U  е хомеоморфизам.  

 

30. Нека K  е компактно множество во метричкиот простор ( , )X   и ( )f KC . 

Докажете дека графикот  
 

{( , ) |  ,  ( )}x y x K y f x   
 

е компактно множество во просторот ( , *)X R  , каде  
 

1 1 2 2 1 2 1 2*(( , ), ( , )) ( , ) | |x y x y x x y y    . 
 

31. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се компактни метрички простори и :f X Y  е 

непрекината сурјекција. Докажете, дека множеството V  е отворено во Y  ако 

и само ако множеството 1( )f V  е отворено во X .  
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32. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се компактни метрички простори, :f X Y  е непре-

кината сурјекција и y Y . Докажете, дека за секое отворено множество U  

кое ја содржи точката 1( )f y  постои отворено множество V  кое ја содржи 

точката y  таква што 1( )f V U  .  
 

33. Нека mX  R  е компактно множество и нека функцијата :f X  R  е непре-

кината. Дадено е 0  . Докажете, дека постои 0M   таков што  

2| ( ) ( ) | ( , )f f M    x y x y , за секои , mx y R  
 

34. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор и нека F  е некое множество ре-

ални непрекинати функции :f X  R  со својство за секој x X  множество-

то { ( ) | }f x f F  е ограничено. Докажете, дека постои непразно отворено 

множество U X  и број  R  таков што важи  
 

| ( ) |f x  , за секој x U  и за секоја функција f F . 
 

35. Докажете, дека метричкиот простор ( , )X   е компактен ако и само ако секоја 

непрекината функција :f X  R  е ограничена.  
 

36. Нека ( , )X d  е метрички простор и X  е потполно ограничен. Докажете, дека 

ако за функцијата :f X X  важи  
 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y , за секои ,x y X , 
 

тогаш f  е изометрија.  
 

37. Нека ( , )X d  е компактен метрички простор и за функцијата :f X X  важи  
 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y , за секои ,x y X . 
 

Докажете, дека ( )f X X  и дека f  е изометрија.  
 

38. Нека ( , )X d  е метрички простор и за функцијата :f X X  важи  
 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y , за секои ,x y X , x y   
 

и множеството ( )f X  е компактно во ( , )X d . Докажете, дека f  има един-

ствена неподвижна точка.  
 

39. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е рамномерно непре-

кината функција. Докажете, ако множеството A X  е потполно ограничено, 

тогаш и множеството ( )f A  е потполно ограничено.  
 

40. Нека ([ , ])a b CA  е рамномерно ограничена и рамностепено непрекината 

фамилија функции. Докажете, дека функцијата  
 

( ) sup{ ( ) | }g x f x f A  
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е непрекината.  
 

41. За (1), ([0,1])x yC  дефинираме  

[0,1] [0,1]
( , ) sup | ( ) ( ) | sup | '( ) '( ) |

t t
x y x t y t x t y t

 
    . 

Докажете дека   е метрика во (1) ([0,1])C . Најдете ги компактните подмно-

жества на (1) ([0,1])C .  
 

42. Функцијата : m mf R R  има единствена неподвижна точка *x  и го задо-

волува следниов услов: за секое компактно множество K  постои реален број 
1   таков, што  

 

2 2( ( ), ( )) ( , )f f x y x y , за секои , Kx y . 
 

Докажете, дека за секој (0) mx R  низата  
 

(1) (0) (2) (1) (3) (2)( ),  ( ),  ( ),...f f f  x x x x x x  
 

конвергира кон *x .  
 

43. Нека : m mf R R , ( )mf C R  и K  е компактно множество. Нека претпо-

ставиме дека постои (0,1)   таков, што  
 

2 2( ( ), ( )) ( , )f f x y x y , за секои , \m Kx y R . 
 

Докажете, дека функцијата f  има неподвижна точка.  
 

44. Нека ( , )X   е комплетен сепарабилен метрички простор и ( )f XC . 

Функцијата f  ја нарекуваме компактнa, ако за секој aR  множеството 

{ | ( ) }x X f x a   е компактно. Најдете пример на компактна функција.  
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XIV  ГЛАВА  
 

СВРЗАНОСТ  
 
 
1. СВРЗАНИ МНОЖЕСТВА ВО МЕТРИЧКИ 

ПРОСТОРИ  
 
1.1. Дефиниција. Нека ),( X  е метрички простор. За непразното мно-

жество XM   ќе велиме дека е сврзано ако од VUM   каде што U  и V  се 
отворени множества такви што VU  следува UM   или VM  .  
 

За метричкиот простор ),( X  ќе велиме дека е сврзан ако множеството 

X  е сврзано.  
  

1.2. Пример. Во метричкиот простор 
2

2( , )R  множеството  
 

2 2{( , ) | 4}A x y x y    
 

не е сврзанo. Навистина, множествата  
 

{( , ) | 1}U x y x    и {( , ) | 1}V x y x   
 

се отворени подмножества од 2R  и за истите 
важи A U V   и VU , но A U  и 

A V , цртеж 1.  
 

1.3. Лема. Метричкиот простор ),( X  е сврзан ако и само ако не посто-

јат отворени множества ,U V X  такви, што  
 

, , ,U V X U V U V         . 
 

Доказ. Непосредно следува од дефиниција 1.1. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
1.4. Теорема. Нека ),( X  е метрички простор и M X . Множеството 

M  е сврзано во X  ако и само ако потпросторот ( , )MM   е сврзан.  
 

Доказ. . Нека множеството M  не е сврзано во просторот ),( X . 

Тогаш постојат отворени множества U  и V  во просторот X  такви, што  
 

M U V  , U V  , M U    и M V   . 
 

Понатаму, според теорема IX 12.3 множествата 'U U M   и 'V V M   се 
отворени во потпросторот ( , )MM   и притоа важи  
 

( ) ( ) ( ) ' 'M U V M U M V M U V         ,   
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' ' ( ) ( ) ( )U V U M V M U V M M           ,  
 

' ( )U M U M M       и ' ( )V M V M M      ,   
 

што значи дека потпросторот ( , )MM   не е сврзан.  
 

. Обратно, нека потпросторот ( , )MM   не е сврзан. Тогаш постојат 

отворени множества 'U  и 'V  во потпросторот M  такви што  
 

' 'M U V   и ' 'U V  , 'M U    и 'M V   . 
 

Понатаму, според теорема IX 12.3 во просторот ( , )X   постојат дисјунктни 

отворени множества U  и V  такви што 'U U M   и 'V V M  . Според тоа, за 
отворени подмножества U  и V  на просторот X  важи  
 

' ' ( ) ( ) ( ) ( )M U V U M V M U V M U V           , U V  ,  
 

( ) 'M U M M U M U         и  
 

( ) 'M V M M V M V        ,  
 

што значи дека множеството M  не е сврзано во X .  
 

1.5. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. Ако ,M  A  е произ-

волна фамилија сврзани подмножества од X  таква што M


 
A
 , тогаш 

M M



A
  е сврзано множество.  

 

Доказ. Нека претпоставиме дека M U V  , каде што  U  и V  се отво-

рени множества и U V  . Но, за секој  A  множеството  
 

M M U V     
 

е сврзано, па затоа M U   или M V  , за секој  A .  
 

Да претпоставиме дека постојат ,  A  такви, што M U   и 

M V  . Тогаш, M M U V      , што е противречност. Значи, за секој 

 A  важи M U   или за секој  A  важи M V  , т.е.  
 
 

M M U


 
A
  или M M V


 

A
 , 

 

односно множеството M  е сврзано.  
 

1.6. Последица. Нека ),( X  е метрички простор. Ако за секои ,x y X  

постои сврзан потпростор Y  таков што ,x y Y , тогаш X  е сврзан метрички про-

стор.  
 

Доказ. Нека a X . За секоја точка b X , b a  постои сврзан 
потпростор bY  од X  таков што , ba b Y . Според теорема 1.4 множествата bY , 

b a  се сврзани и како за истите важи  
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,
{ }b

b X b a
Y a

 
   , 

 

од лема 1.5 следува дека множеството 
,

b
b X b a

Y X
 

  е сврзано множество.  

 
1.7. Последица. Нека ),( X  е метрички простор Ако , 1, 2,3,...,iM i n  

се сврзани подмножества од X  и ако важи  
 

1i iM M    , за секој 1, 2,..., 1i n  , 
 

тогаш множеството 
1

n

i
i

M

  е сврзано.  

 

Доказ. Доказот ќе го спроведеме со индукција по k . За 2k   тврдењето 
следува од лема 1.5.  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за k n , т.е. 
1

k

i
i

M

  е сврзано 

множество. Од 1k kM M    , добиваме  
 

1
1

( )
k

k i
i

M M


   , 

 

што според лема 1.5 значи дека 
1

1

k

i
i

M



  е сврзано множество. Сега, од принципот 

на математичка индукција следува дека 
1

n

i
i

M

  е сврзано множество.   

 
1.8. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. Ако M  е сврзано подмно-

жество од X , тогаш секое множество 1M  такво што, 1M M M   е сврзано.  
 

Доказ. Нека 1M  не е сврзано множество. Значи, постојат отворени 

множества U  и V  такви, што  
 

1M U V   и U V  , 1M U    и 1M V   . 
 

Но M  е сврзано множество, па затоа од  
 

1M M U V    и U V   
 

следува M U  или M V . Без ограничување на општоста можеме да прет-

поставиме дека M U , па затоа постои 1 \x M M  таков што x V . Но, од 

1M M  следува дека, ако 1 \x M M , тогаш x  е точка на натрупување за мно-

жеството M , што противречи на M U , x V , U V   и U  и V  се отворе-

ни множества. Од добиената противречност следува дека 1M  е сврзано мно-

жество.   
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1.9. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако M  е сврзано под-

множество од X , тогаш множеството M  е сврзано множество во X .  
 

Доказ. Непосредно следува од инклузиите M M M   и лема 1.8.  
 
1.10. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и ( , )YY   е сврзан густ 

потпростор од X . Тогаш X  е сврзан метрички простор.  
 

Доказ. Според теорема 1.4 множеството Y  е сврзано во просторот X  и 

како Y X Y  , од лема 1.8 следува дека просторот X  е сврзан.  
 
1.11. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор. Тогаш, следниве 

тврдења се еквивалентни:  
 

i) X  е сврзан.   
ii) Не постојат затворени множества 1 2,F F X  такви, што  

1 2 1 2 1 2, , ,F F X F F F F        .  

iii) Секоја непрекината функција : {0,1}f X   од просторот X  на 

дискретниот простор над дволементното множество {0,1}  е константна.  
 

iv) Ако множеството U X  е истовремено и затворено и отворено, 
тогаш U X  или U   .  
 

v) Ако за множествата ,U V X  важи X U V  , U V U V    , 
тогаш U    или V   .  
 

Доказ. ) ).i ii  Нека X  е сврзан. Ако 1 2,F F X  се затворени мно-

жества такви што 1 2X F F  , 1 2F F  , тогаш, множествата 1 2\F X F  и 

2 1\F X F  се отворени, па од лема 1.3 следува дека не е можно 1F    и 2F   .  
 

) ).ii iii  Нека постои непрекината функција : {0,1}f X   од просторот 

X  на дискретниот простор над дволементното множество {0,1}  која не е кон-

стантна. Според тоа, 1
1 (0)F f    , 1

2 (1)F f    . Но, множествата {0}  и 

{1}  се затворени, па од последица X 3.5 следува дека 1F  и 2F  се затворени 

множества во X  за кои важи 1 2X F F   и 1 2F F  , што противречи на ii).  
 

) ).iii iv  Нека секоја непрекината функција : {0,1}f X   од просторот 

X  на дискретниот простор над дволементното множество {0,1}  е константна, а 

U X  е множество кое истовремено е и отворено и затворено. Нека претпо-

ставиме дека U    и U X  и да ставиме | 1Uf   и | \ 0X Uf  . Но, множествата  

1({0,1})f X  , 1( )f     , 1({1})f U   и 1({0}) \f X U   

се отворени множества, па затоа f  е непрекината функција, која не е константна. 

Последното противречи на iii) и од добиената противречност следува U X  или 
U   .  
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) ).iv i  Нека претпоставиме дека ,U V X  се отворени множества за 

кои X U V   и U V   . Тогаш, множеството \U X V  е затворено, па од 
iv) следува U    или U X , т.е. V   . Конечно, од лема 1.3 следува дека X  е 
сврзан метрички простор.  
 

) ).v iii  Нека постои непрекината функција : {0,1}f X   од просторот 

X  на дискретниот простор над дволементното множество {0,1}  која не е кон-

стантна. Тогаш за множествата 1({1})U f     и 1({0})V f     важи  
 

X U V  , U V U V    .  
 

Последното противречни на v) и од добиената противречност следува дека 
функцијата f  е константна.  
 

) ).iv v  Нека постојат множества ,U V X  такви што X U V  , 

U V   U V   . Тогаш \U X V U  , што значи дека U U , т.е. 

множеството U  е затворено. Аналогно, \V X U V  , па затоа V V , т.е. 
множеството V  е затворено. Значи, множествата U  и V  се затворени. Понатаму, 
од X U V   и U V   следува \U X V  и \V X U , па затоа множествата 
U  и V  истовремено се и отворени, па од iv) следува дека U    или V   .   

 
 
 
2. НЕПРЕКИНАТОСТ И СВРЗАНОСТ   

 
2.1. Теорема. Нека ),(),,( dYX   се метрички простори и да претпо-

ставиме дека  
 

i) метричкиот простор X  е сврзан,  
 

ii) ),( YXf C .  
 

Тогаш, множеството )(Xf  е сврзано во ),( dY .  
 

Доказ A. Да претпоставиме дека )(Xf  не е сврзано во ),( dY . Тогаш, 

постојат отворени множества A  и B  такви што  
 

 BA ,  AXf )( ,   BXf )(  и BAXf )( . 

Множествата )(1 Af   и )(1 Bf   се отворени во X  и притоа важи  
 

  )()( 11 BfAf ,   )(1 AfX ,  

  )(1 BfX  и )()( 11 BfAfX   , 
 

што противречи на i). Конечно, од добиената противречност следува дека 
множеството )(Xf  е сврзано во ),( dY .  
 

Доказ Б. Нека множеството )(Xf  не е сврзано во ),( dY . Според 

теорема 1.4 потпросторот ( )( ( ), )f Xf X d  не е сврзан, па од теорема 1.11 следува 
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дека постои неконстантна непрекината функција : ( ) {0,1}g f X  . Но, тогаш од 

теорема X 2.10 следува дека композицијата : {0,1}g f X   е неконстантна не-

прекината функција. Сега, повторно од теорема 1.11 следува дека просторот X  не 
е сврзан, што противречи на i). Конечно, од добиената противречност следува 
дека множеството )(Xf  е сврзано во ),( dY .  

 
2.2. Последица. Нека ),( X  и ),( dY  се метрички простори и YXf :  

е хомеоморфизам. Тогаш, X  е сврзан ако и само ако Y  е сврзан.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 2.1.   
 

2.3. Последица. Нека ),( X  е компактен сврзан метрички простор. Ако 

функцијата ( )f XC , тогаш ( )f X  е затворен интервал, т.е. ( ) [ , ],f X a b a b  .  
 

Доказ. Множеството X  е компактно, па од теорема XII 4.6 следува дека 
постојат *, *x x X  такви, што  
 

*( ) min ( )
x X

f x f x a


   и ( *) max ( )
x X

f x f x b


  . 

 

Јасно, a b  и ( ) [ , ]f X a b . Но, ( )f XC  и од теорема 2.1 следува дека мно-

жеството ( )f X  е сврзано во R , па од лема I 26.5 следува дека ( )f X  е интервал. 

Според тоа, ( )f X  е интервал, ( ) [ , ]f X a b , a b  и , ( )a b f X  следува 

( ) [ , ],f X a b a b  .  

 
2.4. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и со  
 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   , 1p    (1) 
 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , p     (2) 
 

за секои 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y X Y   дефинирани метрики на Декартовиот производ 

Z X Y  .  
 

а) Ако ( , )X   е сврзан, тогаш за секој y Y  множеството { }X y  е 

сврзано во Z .  
б) Ако ( , )Y d  е сврзан, тогаш за секој x X  множеството { }x Y  е 

сврзано во Z .  
 

Доказ. а) Нека y Y  е дадено. Да ја разгледаме функцијата :F X   

X Y  определена со ( ) ( , )F x x y , за секој x X . Според пример X 2.3 б) 

функцијата id ( )X x x , за секој x X  е непрекината, а според пример X 2.3 а) 

функцијата ( )g x y , за секој x X  е непрекината, па од равенството 

( ) (id ( ), ( ))XF x x g x , за секој x X  и од лема X 6.5 а) следува дека функцијата 

F  е непрекината. Конечно, просторот X  е сврзан, па од теорема 2.1 следува дека 
множеството ( ) { }F X X y   е сврзано.  
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б) Доказот е наполно аналоген на доказот на тврдењето под а). Деталите 
ги оставаме на читателот за вежба.  

 
2.5. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  и со (1) или (2) е дефинирана метрика 

на Декартовиот производ Z X Y  . Декартовиот производ Z  е сврзан ако и само 
ако просторите X  и Y  се сврзани.  

 

Доказ. . Нека Декартовиот производ Z  е сврзан метрички простор. 
Според теорема X 6.2 природните проекции pr :X X Y X   и pr :Y X Y Y   

определени со pr ( , )X x y x  и pr ( , )Y x y y  се непрекинати функции. Но, 

pr ( )X X Y X   и pr ( )Y X Y Y  , па од теорема 2.1 следува дека просторите X  и 

Y  се сврзани.  
 

. Нека метричките простори X  и Y  се сврзани и ( , )a b  и ( , )c d  се 

произволни точки во просторот Z . Според теорема 2.4 множествата { }X b  и 

{ }c Y  се сврзани. Но, { } { } {( , )}X b c Y c b      , па од лема 1.5 следува дека 

множеството { } { }X b c Y    е сврзано. Конечно, од последица 1.6 следува дека 

Декартовиот производ Z  е сврзан метрички простор.  
 
2.6. Последица. Декартовиот производ ( , )pZ d  на метричките простори 

( , ),i iX   1, 2,...,i n , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (8) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   ,   (9) 
 

е сврзан метрички простор ако и само ако метричките простори ( , ), 1,...,i iX i n   

се сврзани.   
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 2.5 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   

 
2.7. Пример. Метричкиот простор ( , )R  е сврзан, (зошто?). Од последи-

ца 2.6 следува дека за секој mN  метричките простори ( , )m
pR , 1p   или 

p    се сврзани.  

 
 
 
3. КОМПОНЕНТИ НА СВРЗАНОСТ.  

КВАЗИКОМПОНЕНТИ 
 

3.1. Дефиниција. Нека ),( X  е метрички простор и x X . Унијата на 

сите сврзани потпростори на просторот X  кои ја содржат точката x  ја 
нарекуваме компонента на сврзаност на точката x  и ја означуваме со xC .  
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3.2. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. За секој x X  неговата 

компонента на сврзаност xC  е сврзан затворен потпростор од X .  
 

Доказ. Според лема 1.5 унијата xC  на сите сврзани потпростори кои ја 

содржат точката x  е сврзан потпростор во X . Понатаму, според последица 1.9 
затворачот на секој потпростор е сврзан потпростор, па затоа компонентата на 
сврзаност xC  на точката x  е затворен потпростор од X .  

 
3.3. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. Тогаш за секои ,x y X  или 

x yC C  или x yC C   .  

Доказ. Нека x yC C   . Според лема 3.2 компонентите на сврзаност 

xC  и yC  се сврзани потпростори од X  и како нивниот пресек не е празно мно-

жество од лема 1.5 следува дека x yC C  е сврзан потпростор. Но, x yx C C  , па 

од дефиниција 3.1 следува дека x y xC C C  , што значи y xC C . Аналогно, 

x yy C C  , па затоа x y yC C C  , односно x yC C . Конечно, од y xC C  и 

x yC C  добиваме x yC C .   

 
3.4. Последица. Нека ),( X  е метрички простор. Компонентите на 

сврзаност го разбиваат просторот X  на по парови дисјунктни сврзани затворени 
потпростори кои ги нарекуваме компоненти на сврзаност на просторот X .  
 

Доказ. Непосредно следува од лемите 3.2 и 3.3. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
3.5. Теорема. Нека ( , )pZ d  е Декартовиот производ на метричките 

простори ( , ),i iX   1, 2,...,i n , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (1) 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   ,   (2) 
 

и i ix X , 1, 2,...,i n .  
 

Ако C  е компонентата на сврзаност на точката 1 2( , ,..., )nx x x x  во про-

сторот Z , тогаш 1 2 ... nC C C C    , каде iC , 1, 2,...,i n  се компонентите на 

сврзаност на точките , 1, 2,...,ix i n  во просторите , 1, 2,...,iX i n , соодветно.  
 

Доказ. Нека C  е компонентата на сврзаност на точката 1 2( , ,..., )nx x x x  

во просторот Z . Според забелешка X 6.3 природната проекција pr :
iX iZ X , 

1, 2,...,i n   е непрекината функција, па од теорема 2.1 следува дека множеството 

pr ( )
iX C , 1, 2,i   ...,n  е сврзано во просторот , 1, 2,...,iX i n , соодветно. Но, 

pr ( ), 1, 2,...,
ii Xx C i n  , па од дефиниција 4.1 следува pr ( ) , 1, 2,...,

iX iC C i n  , 

па затоа 1 2 ... nC C C C    .  
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Од друга страна, iC , 1, 2,...,i n  се сврзани потпростори на ,iX  

1, 2,...,i n , па според последица 2.6 Декартовиот производ 1 2 ... nC C C    е 

сврзан потпростор од Z  кој ја содржи точката 1 2( , ,..., )nx x x x  и затоа 

1 2 ... nC C C C     и како 1 2 ... nC C C C     добиваме 1 2 ... nC C C C    .   

 
3.6. Дефиниција. Нека ),( X  е метрички простор и x X . Квазикомпо-

нента на точката x , во ознака xKC , го нарекуваме пресекот на сите потпросто-

ри на X  кои ја содржат точката x  и кои истовремено се и отворени и затворени 
во X .  

 
3.7. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. За секој x X  неговата ква-

зикомпонента xKC  е затворен потпростор од X .  
 

Доказ. Според дефиниција 3.6 квазикомпонентата xKC  на точката x  е 

пресек на затворени потпростори од X , па од теорема IX 8.1 ii) следува дека xKC  

е затворен потпростор од X .  
 
3.8. Лема. Нека ),( X  е метрички простор. Тогаш за секои ,x y X  или 

x yKC KC  или x yKC KC  .  
 

Доказ. Нека x yKC KC    и да претпоставиме дека x yx KC KC  . 

Тогаш од теоремите IX 8.1 ii) и IX 7.8 iii) следува дека x yKC KC  е истовремено и 

отворен и затворен потпростор во X . Сега од лема IX 8.4 в) следува дека 
\ ( )x x yKC KC KC  е истовремено и отворен и затворен потпростор од X  кој ја 

содржи точката x . Но, \ ( )x x yKC KC KC  е вистински потпростор на xKC , што 

противречи на дефиниција 3.6. Од добиената противречност следува дека 

x yx KC KC  , што според дефиниција 3.6 значи x x yKC KC KC  , односно 

x yKC KC . Аналогно се докажува дека y xKC KC .  
 

Конечно, од x yKC KC  и y xKC KC  следува y xKC KC .   

 
3.9. Последица. Нека ),( X  е метрички простор. Квазикомпонентите на 

точките на просторот X  го разбиваат X  на по парови дисјунктни затворени 
потпростори кои ги нарекуваме квазикомпоненти на просторот X .  
 

Доказ. Непосредно следува од лемите 3.7 и 3.8. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
3.10. Теорема. Нека ),( X  е метрички простор. Тогаш x xC KC , за 

секој x X .  
 

Доказ. Нека Y  е потпростор кој ја содржи точката x  и кој истовремено е 
и отворен и затворен. Множествата Y  и \Z X Y  се затворени, па затоа  
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( \ )Y Z Y Z Y X Y            (3) 
 

( \ )Y Z Y Z Y X Y       .    (4)  
 

Да ги разгледаме множествата xA C Y   и xB C Z  . Од теорема IX 9.7 iii) и 

од равенствата (3) и (4) следува  
 

( ) ( )xx x xA B C Y C Z C Y C Z           ,  
 

( ) ( )xx x xA B C Y C Z C Y C Z           ,  
 

што значи A B   и A B  . Понатаму, бидејќи xx C Y A   , т.е. A    

и xC A B   од теорема 1.11 следува дека B   , што значи xC A Y  . 

Конечно, од произволноста на потпросторот Y  и од дефиниција 3.6 следува 

x xC KC .  

 

3.11. Пример. Во просторот 2
2( , )R  да го разгледаме потпросторот  

 

1
{ , } i

i
X X




 a b  , 

 

каде (0,0), (1,0) a b  и 1{ } [0,1]i i
X   , за 1,2,3,...i  .  

 

Лесно се покажува дека компоненти на сврзаност на просторот X  се 
множествата , 1,2,3,...iX i   и едноелементните множества { }a  и { }b .  
 

Ќе докажеме дека { , } KC aa b . Нека Y  е потпростор на просторот X  кој 

ја содржи точката a  и кој истовремено е и отворен и затворен во X . Во про-

сторот X  да ја разгледаме низата точки 1
1{( ,0)}nn


 . Оваа низа конвергира кон 

точката a  и како множеството Y  е отворено, добиваме дека постои природен 

број 0n  таков што 1( ,0)
n

Y , за секој 0n n . Според тоа, за секој 0n n  во пот-

просторот Y  се содржи точката 1( ,0)
n

 од множеството nX  и како ова множество 

е сврзано, а Y  е истовремено и отворен и затворен во X  добиваме дека nX Y , 

за секој 0n n . Според тоа, поднизата 
0

1
1{( ,1)}kn k


  припаѓа на потпросторот Y  и 

како Y  е затворен од теорема IX 8.3 б) следува дека  
 

0

1lim ( ,1) (0,1)
n kk

Y
  b . 

 

Според тоа, секој потпростор Y  на просторот X  кој истовремено е и отворен и 
затворен во X  и ја содржи точката a , ја содржи и точката b , па од дефиниција 
3.6 следува дека KC ab , т.е. { , } KC aa b .  
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4. СВРЗАНОСТ И КОМПАКТНОСТ. КОНТИМИУМ  
 

4.1. Теорема. Компактниот метрички простор ( , )X   е сврзан ако и само 

ако за секој пар точки ,x y X  и за секој 0   постојат природен број k  и точки 

1 2, ,..., kx x x X  такви што 1x x , ky x  и  
 

1( , )i ix x   , за секој 1, 2,..., 1i k  .   (1) 
 

Доказ. . Нека компактниот метричкиот простор ( , )X   е сврзан и нека 

се дадени точките ,x y X  и реалниот број 0  . Со A  да го означиме 

множеството од сите точки z  од просторот X  такви да постои природен број k  и 
точки 1 2, ,...,x x  kx X  такви што 1x x , kz x  и се исполнети неравенствата 

(1). Множеството A  не е празно, бидејќи сигурно ја содржи точката x . 
Множеството A  е отворено, бидејќи ако z A , тогаш отворената топка ( ; )B z   се 

содржи во множеството A . Навистина, ако ( ; )w B z   и ако природниот број k  и 

точките 1 2, ,..., kx x x X  се такви што 1x x , kz x  и 1( , )i ix x   , за секој 

1, 2,..., 1i k  , тогаш ако ставиме 1kx w   добиваме дека 1( , )k kx x   , што 

значи w A . Понатаму, множеството A  е и затворено, бидејќи за секоја точка 

w A , отворената топка ( ; )B w   содржи некоја точка z A , па на потполно 

аналоген начин заклучуваме дека w A , т.е. A A , што според последица IX 9.4 
значи дека множеството A  е затворено.  
 

Според тоа, непразното множество A  е истовремено и отворено и 
затворено подмножество од X  и како просторот X  е сврзан од теорема 2.1 
следува дека A X . Според тоа, y A , па затоа природниот број k  и точките 

1 2, ,..., kx x x X  се такви што 1x x , ky x  и е исполнет условот (1).  
 

. Нека претпоставиме дека компактниот метрички простор ( , )X   има 

својство да за секој пар точки ,x y X  и за секој 0   постојат природен број k  

и точки 1 2, ,..., kx x x X  такви што 1x x , ky x  и се исполнети неравенствата 

(1). Ако просторот X  не е сврзан, тогаш според теорема 2.1 постојат затворени 
множества 1 2,F F X  такви што  
 

1 2 1 2 1 2, , ,F F X F F F F         . 
 

Нека 1x F  и 2y F . Според теорема XIII 1.7 затворените множества 1F  и 2F  се 

компактни, па од лема XII 4.13 следува дека 1 2( , ) 0F F   . По претпоставка 

постои природен број и точки 1 2, ,..., kx x x X  такви што 1x x , ky x  и се 

исполнети неравенствата (1). Но, 1 2F F  , па од 1x F , 2y F  и 

1 2 1 2, ,..., kx x x X F F    следува дека постои m k  таков што 1mx F , 

1 2mx F  , што значи 1( , )m mx x   , од што би следувало 1 2( , )F F  , што е 

противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека просторот 
( , )X   е сврзан.  
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4.2. Коментар. Во првиот дел на доказот на претходната теорема не ни 
беше потребна претпоставката дека просторот ( , )X   е сврзан. Меѓутоа, за 

вториот дел истата е важна, бидејќи множеството  
 

{( ,0) | (0,1]} {(0, ) | (0,1]}X x x y y     
 

со метриката 2  е некомпактен и несврзан метрички простор во кој за секој пар 

точки ,x y X  и за секој 0   постојат природен број k  и точки 1 2, ,..., kx x x X  

такви што 1x x , ky x  и се исполнети неравенствата (1).  

 
4.3. Коментар. Според теорема 3.10 за секоја точка x X  важи 

x xC KC , но според пример 3.11 во општ случај важи x xC KC . Логично е да се 

запрашаме дали при некои услови важи x xC KC . Одговор на поставеното пра-

шање дава следнава теорема, чиј доказ излегува надвор од рамките на нашите 
разгледувања, па затоа истиот нема да го презентираме.  

 
4.4. Теорема. Ако ( , )X   е компактен метрички простор, тогаш 

x xC KC , за секој x X .  

 
4.5. Дефиниција. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е конти-

ниум ако е компактен и сврзан.  
 
4.6. Теорема. а) Декартовиот производ ( , )pZ d  на метричките простори 

( , ),i iX   1, 2,...,i n , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (8) 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   .   (9) 
 

е континиум ако и само ако метричките простори ( , ), 1,...,i iX i n   се континиу-

ми.  
 

б) Ако ( , )X   е континиум и ( )f XC , тогаш ( ) [ , ],f X a b a b  .  
 

Доказ. а) Непосредно следува од последица 2.6 и последица XIII 3.11. 
Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

б) Просторот X  е компактен, па од теорема XIII 4.6 следува дека постои 

*, *x x F  такви што *( ) min ( )
x X

f x a f x


   и ( *) max ( )
x X

f x b f x


  . Јасно, a b . 

Според тоа, ( ) [ , ]f X a b . Од друга страна, според теорема 2.1 множеството 

)(Xf  е сврзано подмножество од R , па значи е интервал и како , ( )a b f X  

добиваме дека [ , ] ( )a b f X , т.е. [ , ] ( )a b f X .  

 
4.7. Доказот на следнава теорема излегува надвор од рамките на нашите 

разгледувања, па затоа истиот нема да го презентираме.  
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Теорема. Ако ,X  A  е фамилија континиуми такви што за секој при-

роден број k  и за секои i A , 1, 2,...,i k  важи  
 

1
{ | }

i

k

i
X X  


 A , 

 

тогаш X
A
  е континиум.  

 
4.8. Последица. Ако iX , 1, 2,3,...i   се континиуми такви што 1X   

2 3 ...X X   , тогаш 
1

i
i

X



  е континиум.  

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 4.7. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
4.9. Лема. Секоја компонента на сврзаност C  на вистински непразен 

затворен потпростор Y  на континиумот X  ја сече границата Y  на Y .  
 

Доказ. Нека x C . Според лема 3.3 важи xC C , па  од теорема 4.5 

следува x xC KC . Но, тоа значи дека компонентата C  е еднаква на пресекот на 

фамилијата  { | }iF i I  потпростори на Y  кои ја содржат точката x  и кои 

истовремено се и отворени и затворени во Y .  
 

Нека претпоставиме дека C Y   . Потпросторот Y  е затворен и како 
X  е компактен од теорема XIII 1.7 следува дека Y  е компактен простор. 
Множеството Y  е затворено во компактниот простор Y  и потпросторите 

,iF i I  се затворени во Y , па од ( )i
i I

F Y


    и теорема XIII 1.6 следува дека 

постојат потпростори 
1
,iF  

2
,...,

mi iF F  такви што 
1 2

...
mi i iF F F Y      . По-

натаму, од теоремите IX 7.8 iii) и IX 8.2 ii) следува дека 
1 2

...
mi i iF F F F     е 

потпростор на Y  кој истовремено е и отворен и затворен, ја содржи точката x  и 
за кој важи F Y   . Множеството F  е отворено во Y , па од теорема IX 12.3 
следува дека постои множество U  кое е отворено во X  такво што U Y F  . 

Но, F Y    и како според теорема IX 11.5 важи 0Y Y Y    добиваме дека 
0F U Y  , што значи дека множеството F  е отворено во просторот X . Од 

друга страна, множеството F  е затворено во Y , па затоа е компактно во Y  и од 
последица XIII 1.5 следува дека тоа е компактно во X , што според последица XIII 
1.11 значи дека тоа е затворено во X . Но, просторот X  е сврзан и како 
непразното множество F  е истовремено и отворено и затворено од теорема 1.11 
следува дека F X . Но, тоа значи дека X Y   , што е противречност. 
Конечно, од добиената противречност следува C Y   .   

 
4.10. Лема. Нека ),( X  е континиум и , 1, 2,3,...iX i   се по парови дис-

јунктни затворени множества, меѓу кои најмалку две се непразни, такви што 
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1
i

i
X X




  . Тогаш за секој природен број n  постои континиум C  таков што 

nC X   и најмалку две од множествата , 1, 2,3,...iC X i   се непразни.  
 

Доказ. Ако nX   , тогаш ставаме C X  и теоремата е докажана.  
 

Нека nX   . Од условот на теоремата следува дека постои m n  таков 

што mX   . Според условот множествата mX  и nX  се затворени и дисјунктни, 

па од теорема IX 9.13 следува дека постојат дисјунктни отворени множества U  и 
V  такви што mX U  и nX V . Нека mp X  и нека C  е компонентата на 

сврзаност на точката p  во просторот U . Множеството U  е затворено 

подмножество од компактниот простор X , па од теорема XIII 1.7 следува дека 
тоа е компактно. Според лема 3.2 компонентата на сврзаност C  е сврзан затворен 

потпростор на U  и од теорема XIII 1.7 следува дека C  е континиум. Јасно, 

n nC X U X     и mp C X  . Останува да докажеме дека постои најмалку 

еден природен број k m  таков што kC X   .  
 

Најпрво да забележиме дека од лема 4.9 следува дека C U   . Од 
друга страна множеството U  е отворено, па од теорема IX 7.14 iii) следува 

0U U . Понатаму, U U , па од теорема IX 7.14 iv)  следува 
00U U . Значи, 

00
mX U U U    и како 

0
U U    (теорема IX 11.6) добиваме дека 

mX U   . Нека претпоставиме дека за секој k m  важи kC X   . Тогаш 

од U X   и 
1

i
i

X X



   следува  

 

1
( ) ( ( )) ( )i i m
i i m

C U C X C X C X


 
           , 

 

што е противречност. Конечно од добиената противречност следува дека постои 
најмалку еден природен број k m  таков што kC X   .  

 
4.11. Лема. Нека ),( X  е континиум и , 1,2,3,...iX i   се по парови 

дисјунктни затворени множества такви што 
1

i
i

X X



  . Тогаш најмногу едно од 

множествата , 1,2,3,...iX i   е непразно.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека постојат по парови дисјунктни 

затворени множества , 1,2,3,...iX i   такви 1 2,X X     и 
1

i
i

X X



  .  

 

За 1n  , од лема 4.10 следува дека постои континиум 1C  таков што 

1 1C X    и најмалку две од множествата 1 , 2,3, 4,...iC X i   се непразни. Но, 
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1C  е континиум и како 1 1
2

( )i
i

C C X



  , повторно од лема 4.10, при 2n  , 

следува дека постои континиум 2 1C C   таков што 2 1 2 2 2( )C C X C X       

и најмалку две од множествата 2 1 2( ) , 3,4,...i iC C X C X i      се непразни. 

Продолжувајќи ја постапката наоѓаме непразни континиуми , 1,2,3,...iC i   такви 

што  
 

1 2 3 4 ...C C C C     
 

и  
 

, за 1, 2,3, 4,...i iC X i    .   (2) 
 

Конечно, од равенствата (2) следува  
 

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) (( ) ( )) ( ( ))i k i k i i k k

i k i k i k i k
C X C X C X C C C

       

       
                

, 
 

што противречи на последица XIII 1.9. Конечно, од добиената противречност 
следува дека најмногу едно од множествата , 1,2,3,...iX i   е непразно.  

 
 
 
5. СВРЗАНОСТ СО ПАТИШТА   

 
5.1. Дефиниција. Нека ),( X  е метрички простор. Секоја непрекината 

функција : [0,1] X   ја нарекуваме пат во просторот X . Притоа за точките 

0 (0)x   и 1 (1)x   велиме дека се сврзани со патот  . Точката 0x  ја 

нарекуваме почеток на патот, а точката 1x  крај на патот  .  
 

За просторот X  ќе велиме дека е сврзан со патишта ако за секои точки 

0 1,x x X  постои пат   кој ги сврзува. За множеството A X  ќе велиме дека е 

сврзано со патишта, ако потпросторот ( , )AA   е сврзан со патишта.  

 
5.2. Лема. а) Ако : [0,1] X   е пат со почеток 0x  и крај 1x , тогаш 

функцијата 1 : [0,1] X  , каде 1( ) (1 )t t    е пат со почеток 1x  и крај 0x , кој го 

нарекуваме спротивен пат на патот  .  
 

б) Ако точките 0 1,x x X  се поврзани со пат и точките 1 2,x x X  се 

поврзани со пат, тогаш постои пат кој ги поврзува точките 0x  и 2x .  
 

в) Ако   е пат во X , тогаш ([0,1])  е континиум.  
 

Доказ. а) Функцијата : [0,1] [0,1]   определена со ( ) 1 , [0,1]t t t     е 

непрекината, па затоа и функцијата 1 : [0,1] X   определена со  
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1( ) ( ( )) (1 ), [0,1]t t t t        
 

е непрекината и притоа важи 1 1(0) (1) x    и 1 2(1) (0) x   .  
 

б) Нека патот : [0,1] X   ги сврзува точките 0x  и 1x  и патот 

' : [0,1] X   ги сврзува точките 1x  и 2x . Без ограничување на општоста можеме 

да земеме дека точката 1x  е крај на патот   и е почеток на патот '  (зошто?). Да 

ја разгледаме функцијата '' : [0,1] X   определена со формулата   
 

1
2

1
2

(2 ), [0, ],
''( )

'(2 1), [ ,1].

t t
t

t t






  
 

          

    
 

 

Функциите (2 )t  и '(2 1)t   се непрекинати на множествата 1
2

[0, ]A   и 

1
2

[ ,1]B  , 1
2

{ }A B   и притоа важи  
 

1 1
12 2

(2 ) (1) '(0) '(2 1)x         , 
 

па од теорема X 9.7 следува дека функцијата ''  е непрекината. Конечно, од 

0''(0) x   и 2''(1) x   добиваме дека ''  е пат кој ги поврзува точките 0x  и 2x .  
 

в) Функцијата   е непрекината, па од теорема 2.1 следува дека множе-

ството ([0,1])  е сврзано. Од теорема XIII 4.6 следува дека множеството ([0,1])  е 

компактно, што значи е континиум.  
 

5.3. Коментар. Патот '' , конструиран во доказот на претходната лема го 

нарекуваме производ на патиштата   и '  и го означуваме со '' '    . 

Понатаму, може да се докаже дека ако производите '   и ' ''   се определени, 

тогаш се определени и производите ( ') ''     и ( ' '')     и притоа важи  
 

(( ') '')([0,1]) ( ( ' ''))([0,1])          . 
 

Проверете!  
 
5.4. Теорема. Нека ),( X  е метрички простор. Ако X  е сврзан со 

патишта, тогаш X  е сврзан простор.  
 

Доказ. Нека 0x  е произволна точка од X . Според претпоставката за 

секој x X  постои пат : [0,1]x X   кој ги поврзува точките 0x  и x . Интервал 

[0,1]I   е сврзано множество, па од теорема 2.1 следува дека за секој x X  мно-

жеството ( )x I  е сврзано. Но, за секој x X  важи 0 ( )xx I , што значи 

( )x
x X

I


  , па од лема 1.5 следува дека просторот ( )x
x X

X I


   е сврзан.  

 

5.5. Пример. а) Во просторот 2
2( , )R  отворената топка ( ; )B rx  е свр-

зано множество.  
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Навистина, нека 1 1 2 2( , ), ( , ) ( ; )x y x y B r  u v x . Тогаш  
 

1 2 1 1 2 1( ) ( ( ), ( )) ( ; )t x t x x y t y y B r       x , за секој [0,1]t , (1) 
 

што значи дека функцијата : [0,1] ( ; )B r  x  определена со (1) е добро 

дефинирана. Но, функцииите  
 

1 1 2 1( ) ( ), [0,1]t x t x x t      и 2 1 2 1( ) ( ), [0,1]t y t y y t      
 

се непрекинати, па од лема X 6.6 а) следува дека функцијата   е непрекината и 

притоа важи (0)  u  и (1)  v , што според дефиниција 5.1 значи дека   е пат 

кој ги сврзува точките u  и v . Конечно, од произволноста на u  и v  следува дека 
отворената топка ( ; )B rx  е сврзана со патишта, па од теорема 5.4 следува дека 

( ; )B rx  е сврзано множество.  
 

б) Ако G  е непразно отворено сврзано подмножество во метричкиот 

простор 2
2( , )R . Ќе докажеме дека G  е сврзано со патишта.  

 

Нека Gu  и нека U  ги содржи точките од G  кои во G  се со пат 
сврзани со точката u . Ќе докажеме дека множеството U  е отворено. Нека 

U G v . Множеството G  е отворено, па затоа постои отворена топка ( ; )B rv  

таква што ( ; )B r Gv . Но, според примерот под а) отворената топка ( ; )B rv  е 

сврзана со патишта, па затоа секоја точка ( ; )B rx v  е со пат сврзана со точката 

v . Но, точката v  е со пат сврзана со точката u , па од лема 5.2 следува дека 
точката x  е со пат сврзана со точката u , што значи Ux . Од произволноста на 
точката x  следува дека ( ; )B r Uv , што значи множеството U  е отворено.  
 

Нека \V G U , т.е. V  е множеството точки од G  кои во G  не може да 
се сврзат со пат. Ќе докажеме дека множеството V  е отворено. Нека V G w . 

Множеството G  е отворено, па затоа постои отворена топка ( ; )B w  таква што 

( ; )B G w . Ако постои точка ( ; )B x w  која во G  може со пат да се сврзе со 

точката Gu , тогаш од лема 5.2 следува дека и точката w  може со пат да се 
сврзе со точката u , што е противречност. Од добиената противречност следува 

Vx , па од произволноста на точката x  следува ( ; )B V w , што значи 

множеството V  е отворено.  
 

Множеството G  е сврзано и притоа важи G U V  , U V   и 
множествата U  и V  се отворени, па согласно со дефиниција 1.1 добиваме дека 
G U  или G V . Но, G U   , па затоа G U , што значи G U , т.е. 

множеството G  е сврзано со патишта.  
 
5.6. Обратното тврдење на теорема 5.4 не важи, што може да се види од 

следниов пример.  
 

Пример. Во просторот 2
2( , )R  да го разгледаме потпросторот 

Y A B  , каде  
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{( , ) | [0,1], , }x
n

A x y x y n   N  и  
 

1
2

{( ,0) | [ ,1]}B x x  .  
 

Множеството A  е составено од отсечките кои со 

почетна точка во (0,0)o  и крајни точки 1(1, )
n

, 

nN , а множеството B  од точките на x  ос-
ката меѓу 1

2
 и 1, (цртеж 2).  

 

Јасно, множествата A  и B  се сврзани 
со патишта (проверете!), па од теорема 5.4 
следува дека тие се сврзани множества. Имаме,  
 

{( ,0) | [0,1]}A A x x   , 
 

(зошто?), и како A A B A    од лема 1.8 следува дека множеството A B  е 
сврзано. Но, множеството A B  не е сврзано со патишта, бидејќи за секој Ax  
и за секој By  не постои пат кој ги поврзува точките x  и y , (зошто?).   

 
5.7. Теорема. Нека ),( X  и ( , )Y d  се метрички простори. Ако просторот 

X  е сврзан со патишта и :f X Y  е непрекината сурјекција, тогаш и просторот 

Y  е сврзан со патишта.  
 

Доказ. Нека 0 1,y y Y . Функцијата f  е сурјекција, па затоа постојат 

0 1,x x X  такви што 0 0 1 1( ), ( )y f x y f x  . Но, просторот X  е сврзан со па-

тишта па затоа постои непрекината функција : [0,1] X   таква што 0 (0)x   и 

1 (1)x  . Понатаму, од теорема X 2.10 следува дека функцијата : [0,1]f Y   

определена со  
 

( )( ) ( ( ))f t f t  , за секој [0,1]t  
 

е непрекината и притоа важи  
 

0( )(0)f y   и 1( )(1)f y  , 
 

т.е. f   е пат кој ги сврзува точките 0 1,y y Y . Конечно, од произволноста на 

точките 0y  и 1y  следува дека просторот Y  е сврзан со патишта.  

 
5.8. Теорема. Декартовиот производ ( , )pZ   на метричките простори 

( , )X   и ( , )Y d , каде  
 

1/
1 2 1 2 1 2( , ) ( ( , ) ( , ))p p p

p z z x x d y y   , за 1p     (2) 
 

1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}z z x x d y y   , p      (3) 
 

за секои 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y Z    е сврзан со патишта ако и само ако метрич-

ките простори ( , )X   и ( , )Y d  се сврзани со патишта.  
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Доказ. . Нека метричките простори ( , )X   и ( , )Y d  се сврзани со 

патишта и 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y Z   . Од 1 2,x x X , бидејќи просторот X  е 

сврзан со патишта, следува дека постои непрекината функција 1 : [0,1] X   таква 

што 1 1(0)x   и 2 1(1)x  , а од 1 2,y y Y , бидејќи просторот Y  е сврзан со 

патишта,  следува дека постои непрекината функција 2 : [0,1] Y   таква што 

1 2 (0)y   и 2 2 (1)y  . Да ја разгледаме функцијата : [0,1] Z   определена со  
 

1 2( ) ( ( ), ( ))t t t   , за секој [0,1]t . 
 

Функциите 1  и 2  се непрекинати, па од лема X 6.6 а) следува дека функцијата 

  е непрекината и притоа важи  
 

1 2 1 1 1(0) ( (0), (0)) ( , )x y z      и 1 2 2 2 2(1) ( (1), (1)) ( , )x y z     , 
 

т.е. патот   ги поврзува точките 1z  и 2z . Конечно, од произволноста на точките 

1z  и 2z  следува дека Декартовиот производ Z  е сврзан со патишта.  
 

. Нека Декартовиот производ Z  е сврзан со патишта и нека 1 2,x x X  

и 1 2,y y Y . Јасно, 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y Z    и како просторот Z  е сврзан со 

патишта добиваме дека постои непрекината функција : [0,1] Z   таква што  
 

1 1 1(0) ( , )z x y    и 2 2 2(1) ( , )z x y   .   (4) 
 

Сега, од лема X 6.5 следува дека постојат функции 1 : [0,1] X   и 2 : [0,1] Y   

такви што  
 

1 2( ) ( ( ), ( ))t t t   , за секој [0,1]t .   (5) 
 

Функцијата   е непрекината, па од лема X 6.6 а) следува дека функциите 1  и 2  

се непрекинати и притоа од равенствата (4) и (5) следува  
 

1 2 1 1( (0), (0)) (0) ( , )x y     и 1 2 2 2( (1), (1)) (1) ( , )x y    , 
 

т.е. 1 1(0)x  , 2 1(1)x  , 1 2 (0)y   и 2 2 (1)y  . Според тоа, патот 1  ги сврзува 

точките 1 2,x x X , а патот 2  ги сврзува точките 1 2,y y Y . Конечно од произ-

волноста на точките 1 2 и x x  следува дека просторот X  е сврзан со патишта, а од 

произволноста на точките 1 2 и y y  следува дека просторот Y  е сврзан со патишта.  

 
5.9. Последица. Декартовиот производ ( , )pZ d  на метричките простори 

( , ),i iX   1, 2,...,i n , каде  
 

1/
1 1 1 2 2 2( , ) [( ( , )) ( ( , )) ... ( ( , )) ]p p p p

p n n nd x y x y x y x y      , 1p   (8) 
 

1 1 1 2 2 2( , ) max{ ( , ), ( , ),..., ( , )}n n nd x y x y x y x y    , p   ,   (9) 
 

е сврзан со патишта ако и само ако метричките простори ( , ), 1,...,i iX i n   се 

сврзани со патишта.  
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Доказ. Непосредно следува од теорема 5.8 и принципот на математичка 
индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   

 
5.10. Нека ),( X  е метрички простор и x X . Функцијата : [0,1]xe X  

определена со ( )xe t x , за секој [0,1]t  е непрекината, т.е. таа е пат кој го 

нарекуваме константен пат. Сега, ако ја земеме предвид лема 5.2 добиваме дека 
релацијата ~x y  ако и само ако постои пат   со почеток во x  и крај во y  е 

релација на еквиваленција. Оваа релација на еквиваленција го разбива просторот 
X  на дисјунктни класи на еквиваленција кои ги нарекуваме пат компоненти. Во 
натамошните разгледувања пат компонентата која ја содржи точката x  ќе ја 
означуваме со xPC .  

 
5.11. Лема. Нека ),( X  е метрички простор и x X . Тогаш  

а) xx PC ,  

б) xPC  е сврзан со патишта и  

в) ако множеството A X  е сврзано со патишта и ако x A , тогаш 

xA PC .  
 

Доказ. а) ( )t x  , за секој [0,1]t  е пат од x  до x , па затоа xx PC .  
 

б) Нека xy PC . Тогаш постои пат : [0,1] X   таков што (0) x   и 

(1) y  . За да го докажеме тврдењето доволно е да докажеме дека 

([0,1]) xPC  , т.е. дека   е пат во xPC . Нека [0,1]s . Функцијата : [0,1] X   

определена со ( ) ( )t st  , за секој [0,1]t  е непрекината и притоа важи 

(0) (0) x    и (1) ( )s  , што значи постои пат од точката x  до точката ( )s , 

односно ( ) xs PC  .  
 

в) Нека A  е множество сврзано со патишта кое ја содржи точката x  и 
нека y A . Од сврзаноста со патишта на множеството A  следува дека постои пат 

: [0,1] A   таков што (0) x   и (1) y  . Понатаму, функцијата : A X   

определена со ( )x x  , за секој x A  е непрекината, па затоа функцијата 

: [0,1] X    е пат во X  таков што ( )(0) x    и ( )(1) y   , што значи 

дека xy PC . Конечно, од произволноста на y  следува xA PC .  

 
 
 
6. ДОЛЖИНА НА ПАТ ВО МЕТРИЧКИ ПРОСТОР  

 
6.1. Нека ),( X  е метрички простор и : [0,1] X   е пат во X . За секоја 

поделба 0{ }n
i it   на [0,1]  дефинираме  

 

1
1

( , ) ( ( ), ( ))
n

i i
i

t t     


  .   (1) 
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Лема. Нека ),( X  е метрички простор и : [0,1] X   е пат во X . Ако 

  и *  се две поделби на [0,1]  такви што *  е пофина од  , тогаш  
 

( , ) ( , *)      .     (2) 
 

Доказ. Нека претпоставиме дека *  содржи само една точка повеќе од 
  и нека тоа е точката 1*, * ( , )k kt t t t . Тогаш, од неравенството на триаголник и 

од (1) следува   
 

1

1 1 1 1
1 1 1

1

1 1 1 1
1 1

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( ( ), ( *)) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( , *).

n k n

i i i i k k i i
i i i k

k n

i i k k k i i
i i k

t t t t t t t t

t t t t t t t t

              

           

  


   

   


   
  

   

   



  

   

 

Сега, ако *  содржи k точки повеќе од  , тогаш претходното размислување ќе 
го повториме k -пати и го добиваме неравенството (2).  
 

6.2. Дефиниција. Нека ),( X  е метрички простор и : [0,1] X   е пат 

во X . Должина на патот   е   
 

( ) sup{ ( , ) |  е поделба на интервалот [0,1]}l      . 
 

За патот   ќе велиме дека е измерлив ако ( )l    .  

 
6.3. Пример. а) Нека ( , )X   е произволен метрички простор и нека 

x X . Константниот пат ( )t x  , за секој [0,1]t  има должина 0. Навистина, за 

секоја поделба 0{ }n
i it   на [0,1]  имаме ( )it x  , за 0,1,2,...,i n , па затоа  

 

1
( , ) ( , ) 0

n

i
x x   


  , 

 

од што следува ( ) 0l   . 

б) Во метричкиот простор 
2

2( , )R  да ја разгледмае низата точки 

1{ }n n

x  определена со:  

 

1 1 1
2 1 2( , ), ( ,0), 1,2,3,4,...n nn n n

n   x x . 
 

Понатаму, да ја земеме низата  
 

1 ,n
n n

t   1,2,3,...n   
 

и да ја разгледаме функцијата 2: [0,1]  R  таква што секој интервал 1[ , ]n nt t   

линеарно се пресликува на отсечката која ги поврзува точките nx  и 1nx  и бројот 

1 се пресликува во точката (0,0)o , цртеж 3. Лесно се докажува дека функцијата 
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  е непрекината, што значи е пат во 2R . Ќе докажеме дека патот   не е 

измерлив. Навистина, за поделбата 1 2 2: , ,..., ,1n nt t t  на интервалот [0,1]  имаме:  
 

1 1 1
2 1 2 2 3

1
( , ) ( , ) 1 ...

n

n i i n
i

    


      x x ,  

 

па затоа  
 

1 1 1
2 3

( ) sup{ ( , ) | 1, 2,3,...} 1 ... ...n n
l n             .  

 
6.4. Забелешка. Во дефиниција 5.1 наместо интервалот [0,1]  можеме да 

земеме произволен интервал [ , ]a b  R . Навистина, ако : [ , ]a b X   е непреки-

ната функција, тогаш бидејќи линеарната функција : [0,1] [ , ]a b   определена со  
 

( ) ( )t a b a t    , за секој [0,1]t  
 

е непрекината, добиваме дека функцијата * : [0,1] X     е непрекината, што 

значи дека е пат во X  и притоа важи *(0) ( (0)) ( )a     , *(1) ( (1)) ( )b      

и *([0,1]) ([ , ])a b  . Последното значи дека   и *  всушност определуваат 

еден ист пат во просторот X , (зошто?). Имајќи го предвид претходно изнесеното 
во натамошните разгледувања секоја непрекината функција : [ , ]a b X   ќе ја 

нарекуваме пат во метричкиот простор X .  
 
6.5. Во следната лема ќе докажеме две тврдења за инваријантност на 

должина на пат во метрички простор.  
 
Лема. а) Нека ( , )X   е метрички простор и : [ , ]a b X   и 

1 : [ , ]c d X   се два пата во X . Ако постои непрекината строго монотона 

функција : [ , ]f c d  R  таква што ([ , ]) [ , ]f c d a b  и 1 f   , тогаш   и 1  

имаат исти должини.  
 

б) Нека ( , )X   е метрички простор, :f X X  е изометрија и 

: [ , ]a b X   е пат во X . Тогаш f   е пат во X  и патот   е измерлив ако и 

само ако патот f   е измерлив и притоа важи ( ) ( )l f l  . 
 

Доказ. а) Нека 0{ }n
i it   е поделба на интервалот [ , ]c d . Земаме 

( )i is f t , 0,1,2,...,i n  и добиваме дека  
 

0 1 1

1 1 0

, ,..., , , ако функција  расте,
*

, ,..., , , ако функција  опаѓа,
n n

n n

s s s s f

s s s s f
 




 


 

 

е поделба на интервалот [ , ]a b . Понатаму, бидејќи  
 

1( ) ( ( )) ( )( ) ( )i i i is f t f t t      , за 0,1,2,...,i n  
 

добиваме  
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1( , ) ( , *) ( )l        . 
 

Но,   е произволна поделба на  интервалов [ , ]c d , па затоа  
 

1 1
 на [ , ]

( ) sup ( , ) ( )
c d

l l


      .    (3) 

 

Понатаму, од теорема III 6.6 следува дека инверзната функција 1f   постои и 

притоа важи 1([ , ]) [ , ]f a b c d   и 1
1 f    , па од претходно изнесеното следу-

ва дека  

1( ) ( )l l  .     (4) 
 

Конечно, од (3) и (4) добиваме 1( ) ( )l l  .  
 

б) Според лема X 5.3 изометријата f  е рамномерно непрекината, па од 

лема X 2.6 следува дека таа е непрекината. Понатаму, од теорема X 2.10 следува 
дека функцијата : [ , ]f a b X   е непрекината, што значи дека е пат во 

просторот X .  
 

Нека 0{ }n
i it   е поделба на интервалот [ , ]a b . Имаме  

1
1

1 1
1 1

( ) sup ( , ) sup (( )( ), ( )( ))

sup ( ( ( )), ( ( ))) sup ( ( ), ( )) ( ),

n

i i
i

n n

i i i i
i i

l f f f t f t

f t f t t t l

 

 

      

      




 
 

 

  



 

   
 

што значи дека патот   е измерлив ако и само ако патот f   е измерлив и при-

тоа важи ( ) ( )l f l  .  

 
6.6. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и : [ , ]a b X   е пат во X  и  

( , )c a b . Патот   е измерлив ако и само ако патиштата |[ , ]a c  и |[ , ]c b  се измер-

ливи и притоа важи   
 

|[ , ] |[ , ]( ) ( ) ( )a c c bl l l    .    (5) 
 

Доказ. . Нека патот   е измерлив. Ако 0{ }n
i it   е поделба на 

интервалот [ , ]a c  и 0* { }m
i is   е поделба на интервалот [ , ]c b , тогаш *   е 

поделба на интервалот [ , ]a b  и притоа важи  
 

|[ , ] |[ , ]( , ) ( , *) ( , *) ( )a c c b l              .   (6) 
 

Нека фиксираме поделба   на интервалот [ , ]a c . Од неравенството (6) добиваме 

дека за секоја поделба *  на интервалот [ , ]c b  важи  
 

|[ , ] |[ , ]( , *) ( ) ( , )c b a cl        ,   (7) 
 

и ако во (7) земеме супремум по поделбите *  на [ , ]c b  го добиваме неравен-

ството |[ , ] |[ , ]( ) ( ) ( , )c b a cl l      , т.е. неравенството  
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|[ , ] |[ , ]( , ) ( ) ( )a c c bl l      .    (8) 
 

Конечно, ако во (8) земеме супремум по сите поделби   на интервалот [ , ]a c  го 

добиваме неравенството |[ , ] |[ , ]( ) ( ) ( )a c c bl l l    , кое е еквивалентно на нера-

венството 
 

|[ , ] |[ , ]( ) ( ) ( )a c c bl l l    .    (9) 
 

од што следува дека патиштата |[ , ]a c  и |[ , ]c b  се измерливи.  
 

. Обратно, нека патиштата |[ , ]a c  и |[ , ]c b  се измерливи. Ако 0{ }n
i it   

е произволна поделба на интервалот [ , ]a b  и * { , , }a c b   , тогаш * ' ''    , 

каде '  е поделба на интервалот [ , ]a c , а ''  е поделба на интервалот [ , ]c b . 

Понатаму, од лема 6.1 следува дека  
 

|[ , ] |[ , ]

|[ , ] |[ , ]

( , ) ( , *) ( , ') ( , '')

( ) ( )

a c c b

a c c bl l

           

 

  

 
 

 

и ако во последното неравенство земеме супремум по поделбите   на [ , ]a b  го 

добиваме неравенството  
 

|[ , ] |[ , ]( ) ( ) ( )a c c bl l l    .    (10) 
 

од што следува дека патот   е измерлив.  
 

Конечно, од неравенствата (9) и (10) следува равенството (5).  
 
6.7. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и : [ , ]a b X   е измерлив 

пат во X . Функцијата : [ , ]f a b  R  определена со  
 

|[ , ]

0, ,
( )

( ), ( , ],a t

t a
f t

l t a b
  

 

 

е монотоно растечка и непрекината.  
 

Доказ. Според лема 6.6 за секој ( , ]t a b  патот |[ , ]( )a tl   е измерлив, па 

затоа функцијата f  е добро дефинирана. Нека 1 2a t t b   . Ако го искористиме 

равенството (5) и фактот дека 
1 2|[ , ]( ) 0t tl    добиваме  

 

1 1 1 21 |[ , ] |[ , ] |[ , ] 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a t a t t tf t l l l f t      , 
 

што значи дека функцијата f  монотоно расте.  
 

Ќе докажеме дека функцијата f  е непрекината од лево во секоја точка 

( , ]t a b . Нека ( , ]t a b  и 0   е дадено. Согласно со дефиниција 6.2 постои 

поделба 0{ }n
i it   на интервалот [ , ]a t  таква што  

 

|[ , ] |[ , ]( , ) ( )a t a tl      .    (11) 
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Но, функцијата   е непрекината, што според теорема XIII 4.12 значи дека е рам-

номерно непрекината, па затоа постои 0   таков што за секој 1* ( , ]nt t t   

( , ]t t  важи  

( ( *), ( ))t t    .     (12) 

За поделбите 0 1 1' : , ,..., , *nt t t t   на [ , *]a t  и 0 1 1'' : , ,..., , *,nt t t t t   на [ , ]a t  имаме 

''  е пофина од  , па од лема 6.1 и неравенствата (11) и (12) добиваме  
 

|[ , *] |[ , *] |[ , ]

|[ , ] |[ , ] |[ , ]

( *) ( ) ( , ') ( , '') ( ( ), ( *))

( , ) ( ( ), ( *)) ( , ) ( ) 2 ( ) 2 .

a t a t a t

a t a t a t

f t l t t

t t l f t

         

            

   

       
 

 

Значи, за даденото 0   најдовме 0   таков што за секој 1* ( , ] ( , ]nt t t t t    

важи | ( ) ( *) | ( ) ( *) 2f t f t f t f t     , што значи дека функцијата f  е непреки-

ната од лево во секоја точка ( , ]t a b . Аналогно се докажува дека функцијата f  е 

непрекината од десно во секоја точка [ , )t a b . Конечно, од лема III 5.16 следува 

дека функцијата f  е непрекината.  

 

6.8. Измерливите патишта во метричките простори ( , ),m
pR  1p   или 

p    имаат огромна примена, па затоа во следнава теорема ќе дадеме карак-

теризација на истите.  
 

Теорема. Во метричкиот простор ( , ), 1m
p p R  патот : [ , ] ma b  R  е 

измерлив ако и само ако координатните функции , 1, 2,...,i i m   за функцијата   

се функции со ограничена варијација. Притоа се исполнети неравенствата  
 

1
( ,[ , ]) ( ) ( ,[ , ]),

m

i k
k

V a b l V a b  


    за секој 1,2,...,i m .  (13) 

 

Доказ. . Нека патот   е измерлив. Ако 0{ }n
s st   е поделба на 

интервалот [ , ]a b , тогаш за координатната функција , 1, 2,...,i i m   важи  
 

1 1

1 1
0 0
| ( ) ( ) | ( ( ), ( )) ( )

n n

i s i s p s s
s s

t t t t l     
 

 
 

    . 

 

Конечно, ако во последното неравенство земеме супремум по сите поделби   на 
интервалот [ , ]a b  добиваме дека за координатната функција , 1, 2,...,i i m   важи  

 

1

1
0

( ,[ , ]) sup | ( ) ( ) | ( )
n

i i s i s
s

V a b t t l


   





     ,       (14) 

 

што значи дека функцијата , 1,2,...,i i m   е со ограничена варијација.  
 

. Нека координатните функции , 1,2,...,i i m   се со ограничена вари-

јација. Ако 0{ }n
s st   е поделба на интервалот [ , ]a b , тогаш од забелешка IX 14.4 

следува неравенството  
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1 1 1

1 1 1 1
0 0 0 1

1

1
1 0 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | ( ,[ , ]).

n n n m

p s s s s i s i s
s s s i

m n m

i s i s i
i s i

t t t t t t

t t V a b

       

  

  
  

   



  

  

  

   

  
 

 

Конечно, ако во последното неравенство земеме супремум по сите поделби   на 
интервалот [ , ]a b  добиваме  

 

1

1
0 1

( ) sup ( ( ), ( )) ( ,[ , ])
n m

p s s i
s i

l t t V a b


    



 

     ,  (15) 

 

што значи дека патот   е измерлив. Од (14) и (15) следуваат неравенствата (13).  

 
6.9. Дефиниција. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е лак ако 

за секој затворен интервал [ , ]a b  R  постои непрекината биекција : [ , ]a b X  . 

Патот   го нарекуваме параметризација на лакот X .  

 
6.10. Теорема. Нека метричкиот простор ( , )X   е лак. Тогаш сите 

параметризации на X  имаат иста должина.  
 

Доказ. Нека : [ , ]a b X   и 1 : [ , ]c d X   се произволни параметриза-

ции на лакот X . Патот   е непрекината биекција и како множеството [ , ]a b  е 

компактно, од последица XIII 4.4 следува дека функцијата 1   е непрекината, па 

затоа непрекината е и композицијата 1
1 : [ , ] [ , ]f c d a b   . Но,   и 1  се 

биекции, па затоа f  е биекција и од непрекинатоста на f  следува, дека функци-

јата f  е строго монотона. Конечно, за патот 1  имаме 1 : [ , ]f c d X   , па 

од лема 6.5 следува дека   и 1  имаат исти должини.  

 
6.11. Дефиниција. Нека X  е лак. Должината на произволна параметри-

зација ја нарекуваме должина на лакот X , во ознака ( )l X . За лакот X  ќе велиме 

дека е измерлив ако произволна негова параметризација е измерлива.  
 
6.12. Последица. Нека X  е лак и 0x X  е точка која не е почетна и 

крајна точка за лакот X . Тогаш постојат единствени два лака 1X  и 2X  такви што  
 

1) 0x  е крајна точка за лакот 1X  и е почетна точка за лакот 2X  и  

2) 1 2X X X  , 1 2 0{ }X X x  .  
 

Притоа лакот X  е измерлив ако и само ако лаците 1X  и 2X  се измерливи и важи  
 

1 2( ) ( ) ( )l X l X l X  .    (16) 
 

Доказ. Нека : [ , ]a b X   е произволна параметризација на лакот X . Но, 

  е биекција и како 0x X  е точка која не е почетна и крајна точка за лакот X  
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добиваме дека постои ( , )c a b  таков што 0( )c x  . Земаме 1([ , ])a c X   и 

2([ , ])c b X  . Јасно, |[ , ]a c  и |[ , ]c b  се непрекинати биекции од [ , ]a c  и [ , ]c b  на 

1X  и 2X , соодветно, што значи дека 1X  и 2X  се лаци со параметризации |[ , ]a c  и 

|[ , ]c b  и се исполнети условите 1) и 2).  
 

Конечно, од лема 6.6 следува дека лакот X  е измерлив ако и само ако 
лаците 1X  и 2X  се измерливи и притоа е исполнето равенството (16).  

 
6.13. Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор таков што секои ,x y X  

може да се сврзат со измерлив пат во X . Функцијата  : X X   R  определена 

со  
 

( , ) inf{ ( ) |  е пат во  од  до }x y l X x y      (17) 
 

е метрика во X  за која важи  
 

( , ) ( , )x y x y  , за секои ,x y X .    (18) 
 

Метриката   ја нарекуваме должинска метрика придружена на метриката  .  
 

Доказ. Нека ,x y X  и : [ , ]a b X   е пат од x  до y , односно ( )a x   

и ( )b y  . За тривијалната поделба : ,a b  на [ , ]a b  имаме  
 

( ) ( , ) ( ( ), ( )) ( , )l a b x y          , 
 

и ако на левата страна земеме инфимум по сите патишта од x  до y  добиваме 

( , ) ( , )x y x y  , т.е. важи условот (18).   
 

Јасно, ( , ) 0x y  , за секои ,x y X  и ако ( , ) 0x y  , тогаш од условот 

(17) следува ( , ) 0x y   и како   е метрика добиваме x y . Но, од пример 6.3 а) 

следува ( , ) 0x x  , за секој x X , т.е. важи аксиомата i) од дефиниција IX 1.1.  
 

Нека : [ , ]a b X   е пат од x  до y . Тогаш функцијата * : [ , ]b a X     

определена со *( ) ( )t t    е пат од y  до x  и како функцијата : [ , ] [ , ]f b a a b    

определена со ( )f t t   е строго монотона, ([ , ]) [ , ]f b a a b    и * f   , од 

лема 6.5. следува дека ( ) ( *) ( , )l l y x    . Последното неравенство важи за секој 

пат   од x  до y , па ако земеме инфимум по сите патишта   добиваме 
 ( , ) ( , )x y y x  . Ако ги замениме местата на x  и y  добиваме  ( , ) ( , )y x x y  , 

што заедно со претходното неравенство значи  ( , ) ( , )y x x y  , т.е. важи 

аксиомата ii) од дефиниција IX 1.1.  
 

Нека , ,x y z X  и нека : [ , ]a b X   е пат од x  до y  и * : [ ', ']a b X   е 

пат од y  до z . Нека '' ' 'b b b a   . Функцијата 1 : [ , '']b b X   определена со  
 

1( ) *( ')t t b a    , за секој [ , '']t b b , 
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е пат од y  до z , па од 6.5 следува 1( ) ( *)l l  . Понатаму, од лема 5.2 б) следува 

дека функцијата 2 : [ , '']a b X   определена со  
 

2
1

( ), [ , ],
( )

( ), [ , ''],

t t a b
t

t t b b







  
 

 

е пат од x  до z . Сега, од лема 6.6 и од 1( ) ( *)l l   следува  
 

2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( *)l l l l l        . 
 

Но, 2  е пат од x  до z , па од (17) следува  2( , ) ( )x z l  , односно  
 

( , ) ( ) ( *)x z l l     
 

и како патиштата   и *  се произволни, ако во последното неравенство земеме 

инфимум по сите патишта   од x  до y  и по сите патишта *  од y  до z  

добиваме  
 

  ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z    , 
 

т.е. важи аксиомата iii) од дефиниција IX 1.1.  
 
 
 
7. ХОМОТОПНИ ПАТИШТА   

 
7.1. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и : [0,1] X   и 

* : [0,1] X   се два пата со заеднички почетна точка 0(0) *(0) x    и крајна 

точка 1(1) *(1) x   . Ќе велиме дека   е хомотопен на * , во ознака *  , 

ако постои непрекината функција 2: [0,1]H X  таква што  
 

( ,0) ( ), ( ,1) *( ),H s s H s s    за секој [0,1]s ,  

0 1(0, ) , (1, ) ,H t x H t x   за секој [0,1]t ,  
 

(види цртеж 4). Притоа ќе велиме дека 
  може непрекинато да се деформира 

во * . Функцијата H  ја нарекуваме 

хомотопија од патот   на патот * .  

 
7.2. Теорема. Нека ( , )X   е 

метрички простор. Точни се следниве 
тврдења:  

 

i)   , за секој пат   во X ,  

ii) ако   и 1  се патишта во X  такви што 1  , тогаш 1  , и  

iii) ако  , 1  и 2  се патишта во X  такви што 1   и 1 2  , тогаш 

2  .  
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Доказ. i) Нека : [0,1] X   е пат. Тогаш функцијата 2:[0,1]H X  

определена со ( , ) ( )H s t s , за секои , [0,1]s t  е хомотопија од патот   на патот 

 .  
 

ii) Нека   и 1  се патишта во X  такви што 1  . Тогаш постои хомо-

топија 2:[0,1]H X  од   на 1 . Да ја разгледаме функцијата 2
1 :[0,1]H X  

определена со  
 

1( , ) ( ,1 )H s t H s t  , за секои , [0,1]s t . 
 

Јасно, функцијата 1H  е непрекината и притоа важи  
 

1 1( ,0) ( ,1) *( ), ( ,1) ( ,0) ( ),H s H s s H s H s s      за секој [0,1]s ,  
 

1 0 1 1(0, ) (0,1 ) , (1, ) (1,1 ) ,H t H t x H t H t x       за секој [0,1]t ,  
 

што значи дека 1H  е хомотопија од 1  на  , т.е. 1  .  
 

iii) Нека   , 1  и 2  се патишта во X  такви што 1   и 1 2  . Тогаш 

постојат хомотопија 2:[0,1]H X  од   на 1  и хомотопија 2
1 :[0,1]H X  од 

1  на 2 . Да ја разгледаме функцијата 2
2 : [0,1]H X  определена со  

 

1
2

2 1
1 2

( , 2 ), [0,1], [0, ],
( , )

( , 2 1), [0,1], [ ,1].

H s t s t
H s t

H s t s t

   
  

 

 

Функцијата ( , 2 )H s t  е непрекината на множеството 1
2

[0,1] [0, ]A   , а функцијата 

1( , 2 1)H s t   е непрекината на множеството 1
2

[0,1] [ ,1]B   . Но, 1
2

[0,1] { }A B    

и притоа важи  
 

1 1
1 1 12 2

( , 2 ) ( ,1) ( ) ( ,0) ( , 2 1)H s H s s H s H s       , за секој [0,1]s , 
 

па од лема X 9.7 следува дека функцијата 2H  е непрекината. Понатаму:  
 

2 2 1 2( ,0) ( ,0) ( ), ( ,1) ( ,1) ( ),H s H s s H s H s s      за секој [0,1]s ,  
1 1

2 0 2 1 02 2

1 1
2 1 2 1 12 2

(0, ) (0,2 ) , [0, ], (0, ) (0,2 1) , [ ,1],

(1, ) (1, 2 ) , [0, ], (1, ) (1,2 1) , [ ,1],

H t H t x t H t H t x t

H t H t x t H t H t x t

      

      
  

 

што значи дека 2H  е хомотопија од   на 2 , т.е. 2  .  

 
7.3. Пример. Нека  
 

2 1
22

{ | ( , ) 2}X    x R x o . 
 

Тогаш во метричкиот простор 

2( , )X   патиштата   и   (цртеж. 

5 а)) се хомотопни, а додека па-
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тиштата '  и '  (цртеж 5 б)) не се хомотопни.  

 
7.4. Според теорема 7.2 во множеството патишта во просторот X  

релацијата   е релација на еквиваленција и истата го разбива множеството 
патишта на дисјунктни класи на еквиваленција. Во натамошните разгледувања 
класата која го содржи патот   ќе ја означуваме со [[ ]]  и истата ќе ја нарекуваме 

хомотопна класа патишта со претставник  .  

 
7.5. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор. За патот : [0,1] X   

ќе велиме дека е затворен во X  ако (0) (1)  .  

 
7.6. Пример. а) Нека ( , )X   е метрички простор и x X . Константниот 

пат : [0,1]xe X  определен со ( )xe t x , за секој [0,1]t  е затворен пат во X .  
 

б) Во просторот 2
2( , )R  за патот 2: [0,1]  R  определен со  

 

( ) (cos 2 ,sin 2 ), [0,1]t t t t     

имаме  
 

(0) (cos 2 0,sin 2 0) (cos 0,sin 0) (1,0)

(cos 2 ,sin 2 ) (cos 2 1,sin 2 1) (1),

  
    

    
    

 

 

што значи дека   е затворен пат во 2R .  

 
7.7. Во метричкиот простор ( , )X   фамилијата хомотопни класи 

затворени патишта кои ја содржат точката x X  ќе ја означуваме со Hp( , )X x . 

Јасно, меѓу овие хомотопни класи патишта постои хомотопна класа чиј прет-
ставник е константниот пат xe  и која ја означуваме со [[ ]]xe . Во натамошните 

разгледувања од овој параграф ќе докажеме, дека со помош на производот на 
патишта (лема 5.2 б)) во Hp( , )X x  може да се воведе операција во однос на која 

Hp( , )X x  е група со единица [[ ]]xe .  

 
7.8. Лема. Ако [[ ]],[[ ']],[[ ]],[[ ']] Hp( , )X x      и  
 

[[ ]] [[ ']], [[ ]] [[ ']]     , 
 

тогаш [[ ]] [[ ' ']]      .  
 

Доказ. Според условот [[ ]] [[ ']]  , односно '  , па затоа постои 

хомотопија 2: [0,1]H X  таква што  
 

( ,0) ( ), ( ,1) '( ),H s s H s s    за секој [0,1]s ,  

(0, ) (1, ),H t x H t   за секој [0,1]t ,  
 

Понатаму, од [[ ]] [[ ']]  следува '  , па затоа постои хомотопија 
2: [0,1]K X  таква што  
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( ,0) ( ), ( ,1) '( ),K s s K s s    за секој [0,1]s ,  

(0, ) (1, ),K t x K t   за секој [0,1]t ,  
 

Да ја разгледаме функцијата 2: [0,1]L X  определена со  
 

1
2

1
2

(2 , ), [0, ], [0,1],
( , )

(2 1, ), [ ,1], [0,1].

H s t s t
L s t

K s t s t

   
  

 

 

Функциите (2 , )H s t  и (2 1, )K s t  се непрекинати на затворените множества  
 

1
2

[0, ] [0,1]A    и 1
2

[ ,0] [0,1]B   , 
 

соодветно и на множеството 1
2

{ } [0,1]A B    важи  
 

1 1
2 2

(2 , ) (1, ) (0, ) (2 1, )H t H t x K t K t      , 
 

па од лема X 9.7 следува дека функцијата L  е непрекината. Понатаму,  
 

1 1
2 2

1 1
2 2

(2 ,0), [0, ], (2 ), [0, ],
( ,0) ( )( )

(2 1,0), [ ,1], (2 1), [ ,1],

H s s s s
L s s

K s s s s


 



       
     

, 

 

за секој [0,1]s , 
 

1 1
2 2

1 1
2 2

(2 ,1), [0, ], '(2 ), [0, ],
( ,1) ( ' ')( )

(2 1,1), [ ,1], '(2 1), [ ,1],

H s s s s
L s s

K s s s s


 



       
     

, 

 

за секој [0,1]s , 
 

(0, ) (0, ) (1, ) (1, )L t H t x K t L t    , 
 

за секој [0,1]t , што значи L  е хомотопија од патот    на патот ' '  , т.е. 

[[ ]] [[ ' ']]      .  

 
7.9. Лема. Нека ( , )X   е метрички простор и x X . Тогаш (Hp( , ), )X x  , 

каде  
 

[[ ]] [[ ]] [[ ]]      , за секои [[ ]],[[ ]] Hp( , )X x    
 

е групоид.  
 

Доказ. Непосредно следува од лема 7.8. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
7.10. Лема. [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]x xe e      , за секој [[ ]] Hp( , )X x  .  
 

Доказ. Ќе докажеме, дека  
 

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]x xe e      .    (1) 
 

Според лема 5.2 б) имаме  
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1
2

1
2

(2 ), [0, ],
( )( )

(2 1) , [ ,1].
x

x

e
e x

  
 

 

   
  

          

    
 

 

Да ја разгледаме функцијата 2:[0,1]H X  определена со 
 

2
1

( ), , [0,1] и 2 1,
( , )

(2 1), , [0,1] и 2 1.

s
t

x

s t t s
H s t

e s s t t s

 
    

   
 

 

Функциите 2
1

( )s
t

   и (2 1)xe s   се непрекинати на затворените множества  
 

{( , ) | , [0,1] и 2 1}A s t s t t s     и {( , ) | , [0,1] и 2 1}B s t s t t s    , 
 

соодветно и на множеството {( , ) | , [0,1] и 2 1}A B s t s t t s      важи  
 

2
2 1 1

( ) (1) (2 1)s
xs

x e s       , 
 

па од лема X 9.7 следува дека функцијата H  е непрекината. Понатаму, ако 1t  , 

тогаш 2 1t s  , па затоа 2
1 1

( ,1) ( ) ( )sH s s   , за секој [0,1]s . Ако 0t  , тогаш 

за 1
2

[0, ]s  имаме 2 1t s  , па затоа  
 

2
0 1

( ,0) ( ) (2 ) ( )( )s
xH s s e s      , 

 

за 1
2

[0, ]s , а за 1
2

[ ,1]s  имаме 2 1t s  , па затоа  
 

( ,0) (2 1) ( )( )x xH s e s e s    , 
 

за 1
2

[ ,1]s . Конечно, од претходно изнесеното и од  
 

(0, ) (0) (1) (1, ),xH t x e H t     
 

за [0,1]t  следува дека H  е хомотопија од патот xe   на патот  , т.е. точно е 

равенството (1).  
 

Аналогно се докажува равенството [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]x xe e      , со тоа 

што треба да земеме предвид дека  
 

1
2

1
2

(2 ) , [0, ],
( )( )

(2 1), [ ,1],

x
x

e x
e

 
 

  

    
 

     

    
 

и да докажеме, дека функцијата 2: [0,1]K X  определена со  
 

2
2

(2 ), , [0,1] и 2 ,
( , )

( ), , [0,1] и 2 ,

x

s t
t

e s t t s
K s t

s t t s



 


    
 

 

е хомотопија од патот xe   на патот  .  
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7.11. Во лема 5.2 а) докажевме дека за секој пат : [0,1] X   со почеток 

0x  и крај 1x , тогаш 1 : [0,1] X  , каде 1( ) (1 )t t   , за секој [0,1]t , е пат со 

почеток 1x  и крај 0x . Во натамошните разгледувања патот 1  ќе го означуваме со 

* . Јасно, ако патот   е затворен и ја содржи точката x X , тогаш и патот *  е 

затворен и ја содржи точката x X .  
 
7.12. Лема. За секој [[ ]] Hp( , )X x   е исполнето  
 

[[ ]] [[ *]] [[ *]] [[ ]] [[ ]]xe       . 
 

Доказ. Ќе докажеме, дека  
 

[[ *]] [[ ]] [[ *]] [[ ]]xe       .    (2) 
 

Според лема 5.2 б) имаме  
 

1
2

1
2

(2 ), [0, ],
( *)( )

*(2 1) (2 2 ), [ ,1].

t t
t

t t t


 

 

   
   

         

 
 

 

Да ја разгледаме функцијата 2:[0,1]H X  определена со 
 

1
2

1
2

(2 2 ), [0,1] и s [0, ],
( , )

(2 2 2 2 ), [0,1] и [ ,1].

s st t
H s t

s t st t s





    
    

  (3) 

 

Функциите (2 2 )s st   и (2 2 2 2 )s t st     се непрекинати на затворените мно-

жества 1
2

{( , ) | [0,1] и [0, ]}A s t t s    и 1
2

{( , ) | [0,1] и [ ,1]}B s t t s    и на множе-

ството 1
2

{ } [0,1]A B    важи  
 

1 1 1 1
2 2 2 2

(2 2 ) (2 2 ) (1 ) (2 2 2 2 ) (2 2 2 2 )s st t t t t s t st                    , 
 

па од лема X 9.7 следува дека функцијата H  е непрекината. Понатаму, ако во (3) 
последователно ставиме 0, 1, 0t t s    и 1s   добиваме  

 

( ,0) ( *)( ), ( ,1) (0) ( ),xH s s H s e s       за секој [0,1]s ,  
 

(0, ) (1, ) (0) ,H t H t x    за секој [0,1]t ,  
 

односно H  е хомотопија од патот *   на патот xe , т.е. точно е равенството (2).  
 
 

Равенството [[ *]] [[ ]] [[ ]]xe    се докажува аналогно, при што доволно е 

само да ги замениме местата на патиштата   и * . Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба.  
 
7.13. Лема. За секои [[ ]],[[ ]],[[ ]] Hp( , )X x     важи  
 

([[ ]] [[ ]]) [[ ]] [[ ]] ([[ ]] [[ ]])          .   (4) 
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Доказ. Прво да забележиме дека од лема 5.2 б) следува дека  
 

1
4

1 1
4 2

1
2

(4 ), [0, ],

(( ) )( ) (4 1), [ , ],

(2 1), [ ,1],

t t

t t t

t t



   



 
    


 

 и  

1
2

31
2 4

3
4

(2 ), [0, ],

( ( ))( ) (4 2), [ , ],

(4 3), [ ,1].

t t

t t t

t t



   



 
    


 

 

 

За да докажеме дека ( ) ( )          множеството во 2[0,1]  ќе ги разгледаме 

затворените множества  
 

1
4

{( , ) | [0,1], [0, ]}tA s t t s    ,  

1 2
4 4

{( , ) | [0,1], [ , ]}t tB s t t s      и  

2
4

{( , ) | [0,1], [ ,1]}tC s t t s     
 

и ќе ја разгледаме функцијата 2: [0,1]H X  определена со: 
 

4
1

4 2
2

( ), ( , ) ,

( , ) (4 1), ( , ) ,

( ), ( , ) .

s
t

s t
t

s t A

H s t s t s t B

s t C









 


 
   
 

    (5) 

 

Функциите 4
1

( )s
t

   и (4 1)s t    се непрекинати на затворените множества A  и 

B  и на множеството 1
4

{( , ) | [0,1], }tA B s t t s      важи  

4
1

( ) (1) (0) (4 1)s
t

x s t          , 

а функциите (4 1)s t    и 4 2
2

( )s t
t

  
  се непрекинати на затворените множества 

B  и C  и на множеството 2
4

{( , ) | [0,1], }tB C s t t s      важи  

4 2
2

(4 1) (1) (0) ( )s t
t

s t x     
       

па ако двапати ја примениме лема X 9.7 добиваме дека функцијата H  е непре-

кината на 2[0,1]A B C   . Понатаму, ако во (5) последователно ставиме 

0, 1, 0t t s    и 1s   добиваме  
 

( ,0) (( ) )( ), ( ,1) ( ( ))( ),H s s H s s            за секој [0,1]s ,  

(0, ) (0) (1) (1, ),H t x H t      за секој [0,1]t ,  
 

односно H  е хомотопија од патот ( )     на патот ( )    , т.е. точно е ра-

венството (4).  
 

 
7.14. Последица. Нека ( , )X   е метрички простор и x X . Тогаш 

(Hp( , ), )X x   е група, која ја нарекуваме фундаментална група.  
 

Доказ. Непосредно следува од лемите 7.9, 7.10, 7.12 и 7.13.  
 



 301 

8. ЕДНОСТАВНО СВРЗАНИ ПРОСТОРИ  
 

8.1. Дефиниција. Метричкиот  простор ( , )X   го нарекуваме едноставно 

сврзан ако за секоја точка  x X  постои само една класа затворени патишта кои 
ја содржат точката x .  

 
8.2. Лема. Метричкиот простор ( , )X   е едноставно сврзан ако и само 

ако Hp( , ) {[[ ]]}xX x e , за секој x X .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефиниција 8.1. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 
8.3. Од лема 8.2 непосред-

но следува дека за секој затворен 
пат   кој ја содржи точката x  

постои хомотопија 2:[0,1]H X  

која патот   непрекинато го де-

формира во константниот пат xe , 

цртеж 6.  
 
8.4. Пример. а) Нека  
 

2 1
22

{ | ( , ) 2}X    x R x o . 
 

Тогаш, може да се докаже дека 
метричкиот простор 2( , )X   

не е едноставно сврзан, бидеј-
ќи на пример затворениот пат 

1  е хомотопен на константен 

пат (цртеж 7 а)), но затворени-
от пат 2  не е хомотопен на 

константен пат.  
 

б) Нека  
2

2{ | ( , ) 2}Y   x R x o . 
 

Тогаш, може да се докаже дека метричкиот простор 2( , )Y   е едноставно сврзан, 

бидејќи секој затворен пат   во Y  (цртеж 7 б)) е хомотопен со константен пат.  

 
8.5. Теорема. Нека метричкиот простор ( , )X   е сврзан со патишта и 

нека x X . Тогаш X  е едноставно сврзан ако и само ако постои точно една 
хомотопна класа затворени патишта кои ја содржат точката x .  

 

Доказ. Доволно е да се споредат хомотопните класи затворени патишта 
на различните точки од X . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
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9. ЗАДАЧИ  
 
1. Нека ,X  A  е фамилија сврзани множества во просторот ( , )X   такви 

што секој X  го сече сврзаното во X  множество Z . Докажете, дека мно-

жеството ( )Z X
A

   е сврзано.  

 

2. Нека : m mf R R  е функција со својство: за секое сврзано множество 
mA  R  множествата ( )f A  и 1( )f A  се сврзани. Докажете, дека функцијата 

f  е непрекината.  
 

3. Нека : m mf R R  е биекција со својство: за секое сврзано множество 
mA  R  и множеството ( )f A  е сврзано, а за секое несврзано множество 
mB  R  и множеството ( )f B  е несврзано. Докажете, дека f  е хомео-

морфизам  
 

4. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е хомеоморфизам. 

Докажете, дека f  е биекција меѓу компонентите на сврзаност на просторот 

X  и компонентите на сврзаност на просторот Y .  
 

5. Нека ( , )X   е метрички простор и :f X  R . За функцијата f  ќе велиме 

дека е локално константна ако за секој x X  постои отворено множество U  
кое ја содржи x  и такво што функцијата |Uf  е константна. Ако просторот X  

е сврзан, тогаш секоја локално константна функција е константна функција. 
Докажете!  

 

6. Нека [0,1) {2} , [0,1]X Y    R R  и нека функцијата :f X Y  е 

определена со  
, [0,1),

( )
2, 1.

x x
f x

x


  

 

Докажете, дека f  е непрекината биекција, но не е хомеоморфизам.  
 

7. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е локално сврзан во точката 

0x X  ако за секое отворено множество U  кое ја содржи точката 0x  постои 

сврзано отворено множество V  такво, што 0x V U  . Просторот X  е 

локално сврзан ако е локално сврзан во секоја точка 0x X . Секој отворен 

потпростор на локално сврзан метрички простор ( , )X   е локално сврзан. 

Докажете! 
 

8. Функцијата :f R R  е определена со  

1sin , 0,
( )

0, 0.
x

x
f x

x

  

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Докажете ги следниве тврдења:  

1) множеството 2( ) {( , ( ) | }f x f x x   R R  е сврзано,  

2) множеството ( )f  не е локално сврзано во точката (0,0)o ,  

3) множеството ( )f  не е сврзано со патишта.  
 

9. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и функцијата :f X Y  е непре-

кината.  
1) Ако просторот X  е сврзан, тогаш множеството  

( ) {( , ( ) | , }f x f x x X y Y X Y       

е сврзано во X Y . Докажете!  
2) Ако X  е континиум, тогаш ( )f  е континиум. Докажете!  

 

10. Ако просторот ( , )X   е локално сврзан во точката a , тогаш a  е внатрешна 

точка за компонентата на сврзаност aC . Докажете!  
 

11. Нека ( , )X   е сврзан ограничен метрички простор. За секој пар точки 

,x y X  со ,x y  да ја означиме фамилијата од сите сврзани множества 

C X  за кои ,x y C . Нека ,( , ) inf{ ( ) | }x yd x y d C C  . Докажете:  

1) функцијата d  е метрика на X . 
2) За секои ,x y X  важи ( , ) ( , )x y d x y  .  

3) Ако просторот ( , )X   е локално сврзан, тогаш метриките   и d  се 

еквивалентни.  
 

12. Нека ( , )X   е комплетен метрички простор со конвексна метрика  . Дока-

жете дека X  е локално сврзан.  
 

13. Нека ( , )X   е метрички простор. Следниве тврдења се еквивалентни:  

а) X  е локално сврзан.  
б) Сврзаните отворени множества во просторот X  формираат база на X .  

 

14. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се локално сврзани метрички простори. Докажете, дека 

Декартовиот производ Z X Y   е локално сврзан простор.  
 

15. Докажете дека Хилбертовиот квадар I  е сврзан со патишта.  
 

16. Нека ( , )X   е метрички простор. Ако множествата A  и B  се сврзани со 

патишта и A B   , тогаш множеството A B  е сврзано со патишта. 
Докажете! 

 

17. За метричкиот простор ( , )X   ќе велиме дека е локално сврзан со патишта 

во точката 0x X  ако за секое отворено множество U  кое ја содржи 

точката 0x  постои отворено со патишта сврзано множество V  такво, што 

0x V U  . Просторот X  е локално сврзан со патишта  ако е локално 

сврзан со патишта во секоја точка 0x X . Докажете, дека ако просторот X  е 
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локално сврзан со патишта во точката 0x X , тогаш 0x  е внатрешна точка за 

пат компонентата xPC .  
 

18. Ако просторот ( , )X   е локално сврзан со патишта во точката 0x X , тогаш 

тој е локално сврзан во точката 0x . Докажете!  
 

19. Нека просторот ( , )X   е локално сврзан со патишта. Докажете дека пат 

компонентата xPC  е истовремено и отворено и затворено множество во X , 

т.е. дека x xPC C .  
 

20. Нека ( , )X   е метрички простор. Следниве тврдења се еквивалентни:  

1) X  е сврзан со патишта.  
2) Сврзаните со патишта отворени множества во просторот X  формираат 

база на X .  
 

21. Нека 
2 {( , ) | , , | | 1, | | 1}I x y x y x y   R . 

Докажете, дека постојат дисјунктни 

сврзани множества 2,A B I  такви 

што (0,0), (1,1) A  и (1,0), (0,1) B  

(цртеж 8).  
 

22. Нека ( , )X   е измерлив лак. Докаже-

те, дека метриката   е еквивалентна 

на придружената должинска метрика 
 .  

 

23. Нека   и d  се еквивалентни метрики на множеството X . Докажете, дека:  

1) патот   е измерлив во метриката   ако и само ако е измерлив во метри-

ката d ,  

2) придружените должински метрики   и d  на   и d , соодветно, се 

еквивалентни.  
 

24. Нека ( ([0,1]), ), 1pY p   C . Функцијата : [0,1] Y   е определена со: 

( ) ,tt f   за секој [0,1]t , каде ( ) t
tf x x , за секој [0,1]x . Дали за некој p  

функцијата   е измерлив пат во Y ? Пресметајте ја должината на тој пат за 

1p  . 
 

25. Конструирајте пат   во просторот 2
2( , )R  таков што 2([0,1]) [0,1]  . Дали 

за секој mN  постои пат   во 2( , )m R  таков што ([0,1]) [0,1]m  ? Дали за 

секој mN  постои пат   во 2( , )m R  таков што ([0,1]) m  R ?  
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26. Докажете, дека пат   во 2
2( , )R  таков што ([0,1])  е полн квадрат не е 

измерлив. Користејќи го ова тврдење докажете, дека секој измерлив пат во 
2R  е никаде густо множество.  

 

27. Во метричкиот простор 2
2( , )R  дефинираме множество многуаголници ,iT  

0,1, 2,...i   на следниов начин:  

1) 0T  е рамностран триаголник со темиња во точките (0,0), (1,0)  и 31
2 2

( , ) ,  

2) многуаголникот 1iT   го добиваме така што секоја страна на многуагол-

никот iT  ја делиме на три еднакви делови и средниот дел го заменуваме 

со рамностран триаголник кој го конструираме од надворешната страна.  

Докажете, дека за секој 0,1, 2,...i   многуаголникот iT  има 4 3i  страници. За 

секој 0,1, 2,...i   интервалот [0,1]  го делиме на 4 3i  подинтервали и дефини-

раме функција 2: [0,1]i  R  таква што (0) (1) (0,0)i i    и последователно 

секој интервал од направената поделба на [0,1]  линеарно го пресликуваме на 

соодветната страна на многуаголникот одејќи од точката (0,0)  во обратна 

насока од насоката на стрелката на часовникот. Докажете, дека низата 0{ }i i 
  

е Кошиева во просторот 2([0,1], )C R  и дека истата конвергира кон пат   во 
2

2( , )R . Докажете, дека ( )l    .  
 

28. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и :f X Y  е непрекината 

функција, 0x X  и 0 0( )f x y . Нека   и '  се затворени патишта кои ја 

содржат точката 0x .  

1) Докажете, дека 'f f     ако и само ако '  .  

2) Докажете, дека функцијата 0 0* : Hp( , ) Hp( , )f X x Y y  определена со  

*([[ ]]) [[ ]]f f   , за секој 0[[ ]] Hp( , )X x   

 е хомоморфизам.  
 

29. Нека ( , )X   е метрички простор,   е пат во X  таков што (0)x   и (1)y   

и    е затворен пат кој ја содржи точката y .  

1) Докажете, дека функцијата : [0,1] X   определена со  

1
3

1 2
3 3

2
3

(3 ), [0, ],

( ) (3 1), [ , ],

(3 3 ), [ ,1]

t t

t t t

t t





 



 
  


 

 

е затворен пат во X .  
2) Докажете, дека ако [[ ]] [[ ']] Hp( , )X y   , тогаш  

'[[ ]] [[ ]] Hp( , )X x    . 
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3) Докажете, дека ако   и '  се хомотопни патишта такви што 

(0) '(0) x    и (1) '(1) y   , тогаш за секој [[ ]] Hp( , )X y   важи 

'[[ ]] [[ ]]   .  

4) Докажете, дека функцијата : Hp( , ) Hp( , )f X y X x   определена со  

([[ ]]) [[ ]]f   , за секој [[ ]] Hp( , )X y   

е хомоморфизам и ако '  , тогаш 'f f  .  

5) Докажете, дека функциите  
: Hp( , ) Hp( , )f X y X x   и * : Hp( , ) Hp( , )f X x X y  , 

каде *  е спротивниот пат на  , се заемно инверзни функции.  
 

30. Нека ( , )X   е метрички простор. Докажете, дека (Hp( , ), ) (Hp( , ), )xX x C x   , 

за секој x X .  
 

31. Докажете, дека производ на едноставно сврзани простори е едноставно сврзан 
простор.  
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XV  ГЛАВА  
 

ФУНКЦИОНАЛНИ ПРОСТОРИ  
 
 
1. ФУНКЦИОНАЛНИ НИЗИ НА МЕТРИЧКИ  

ПРОСТОРИ. ТЕОРЕМА НА ДИНИ  
 
1.1. Во глава VII ги разгледавме функционалните низи и редови определе-

ни на множество D  R . Како што претходно рековме еден од најважните случаи 
на функции е кога ( , )X   е метрички простор, Y  R , :f A  R , реални функ-

ции зададени на подмножество A  од метричкиот простор X . Во овој дел ќе се 
осврнеме на овие функции и ќе дадеме генерализација на некои резултати од 
глава VII.  

 
Дефиниција. Нека T  е произволно множество и нека за секој природен 

број n  е дефинирана реална функција :nf T  R . Тогаш ќе велиме дека на 

множеството T  е определена низа реални функции (функционална низа)  
 


1)}({ nn xf .      (1) 

 

1.2. Забелешка. Јасно, за фиксиран 0x T  со низата (1) е зададена бројна 

низа  

10 )}({ nn xf ,     (2) 

 

која може да биде конвергентна или дивергентна, па затоа има смисла да се 
разгледува конвергентност на низата (1).  

 
1.3. Дефиниција. За функцијата :f T  R  ќе велиме дека е ограничена 

на множеството T  ако постои реален број 0M  таков што за секој x T  важи 
| ( ) |f x M .  

 

За низата (1) ќе велиме дека е рамномерно ограничена на множеството T , 
ако постои реален број 0M  таков што за секој x T  и за секој Nn  важи  

Mxfn |)(| . Всушност, низата (1) е рамномерно ограничена ако и само ако фами-

лијата функции { | 1, 2,3,...}if i A  е рамномерно ограничена (види дефиниција 

XIII 6.1) 
 
1.4. Дефиниција. За низата (1) ќе велиме дека монотоно опаѓа (моното-

но расте) на множеството T , ако за секој x T  и за секој Nn  се исполнети не-
равенствата )()(1 xfxf nn  , (соодветно )()(1 xfxf nn  ). За низата (1) ќе велиме 

дека е монотона на множеството T  ако монотоно расте или монотоно опаѓа на 
множеството T .  
 

1.5. Дефиниција. За низата (1) ќе велиме дека конвергира во точката 

0x T , ако бројната низа (2) конвергира.  
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За низата (1) ќе велиме дека конвергира на множеството A T , ако таа 

конвергира во секоја точка x A T  . Притоа, за функцијата :f T  R  опреде-

лена со  
( ) lim ( ),n

n
f x f x x A


      (3) 

 

ќе велиме дека е граница на низата (1) на множеството A , т.е. дека низата (1) на 
множеството A  обично конвергира кон функцијата )(xf , (конвергира по точки).  

 
1.6. Коментар. Ако ја земеме предвид дефиницијата за конвергенција на 

низа реални броеви, тогаш обичната конвергенција на низата (1) кон функцијата 
f  на множеството T  може да се искаже во следниов еквивалентен вид:  

 

Низата функции (1) обично конвергира кон функцијата f  ако и 

само ако за секој x T  и за секој 0   постои 0n N  таков 

што за секој 0n n  важи | ( ) ( ) |nf x f x   .  

 
1.7. Дефиниција. Нека функцијата f  и низата функции (1) се опре-

делени на множеството T . За низата (1) ќе велиме дека рамномерно конвергира 
кон функцијата f  на множеството T , ако за секој 0  постои 0n N  таков 

што за секој 0nn   важи  
 

 |)()(| xfxfn , за секој x T .   (4) 

 
1.8. Коментар. Како и во претходниот случај, условот за рамномерна кон-

вергенција може да се искаже во следниов еквивалентен вид:  
 

Низата функции (1) рамномерно конвергира кон функцијата f  

ако и само ако за секој 0   постои 0n N  таков што за секој 

x T  и за секој 0n n  важи | ( ) ( ) |nf x f x   .  
 

Забележуваме дека, како и кај функционалните низи кои ги разгледувавме во 
глава VII и овде разликата меѓу обичната и рамномерната конвергенција е во тоа 
што кај обичната конвергенција изборот на природниот број 0n  зависи од точката 

x  и бројот  , а додека кај рамномерната конвергенција изборот на 0n  зависи са-

мо од  .  
 

Понатаму, лесно се гледа дека ако низата (1) рамномерно конвергира кон 
функцијата f  на множеството T , тогаш таа конвергира и обично кон f  на T . 

Меѓутоа, во пример VII 2.3 видовме дека обратното тврдење не важи.  
 

Овде да забележиме дека за рамномерно конвергентни низи функции над 
исто множество T  можат да се докажат тврдења кои се аналогни на лемите VII 
2.4 и  2.5, теоремите VII 2.7 и 2.8 и последица VII 2.9. На читателот му препо-
рачуваме самостојно да ги формулира и докаже овие тврдења.  

 
1.9. Во теорема VII 2.11 го разгледувавме прашањето за непрекинатост на 

границата на рамномерно конвергентна низа непрекинати функции на множество 
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D  R  и докажавме дека во случајот границата е непрекината функција. Природ-
но е да се запрашаме, дали аналоген резултат важи во случај кога множеството T  
е подмножество од метрички простор ( , )X  ? Одговор на ова прашање е позити-

вен, т.е. важи следнава теорема.  
 
Теорема. Нека ( , )X   е метрички простор и (1) е низа реални функции 

:nf X  R  која рамномерно конвергира кон функцијата :f X  R . Ако секоја 

од функциите nf  е непрекината во точката 0x X , тогаш и функцијата f  е не-

прекината во точката 0x . Ако секоја од функциите nf  е непрекината на мно-

жеството A X , тогаш и функцијата f  е непрекината на множеството A .  
 

Доказ. Доказот е аналоген на доказот на теорема VII 2.11. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 
1.10. Како што рековме од рамномерната конвергенција на низата (1) сле-

дува нејзината обична конвергенција, но обратното не важи. Затоа, од посебен ин-
терес е кога важи обратното, т.е. кога од обичната конверегенција на низата (1) 
следува нејзината рамномерна конвергенција. Еден од позабележителните резул-
тати во оваа насока е познатата теорема на Дини, која ќе ја докажеме во случај на 
компактен метрички простор.  

 
Теорема (Дини). Нека ( , )X   е компактен метрички простор и нека 

1{ ( )}n nf x 
  е низа непрекинати функции :nf X  R  која обично конвергира кон 

функцијата :f X  R . Ако за секој x X  низата 1{ ( )}n nf x 
  е монотона и функ-

цијата f  е непрекината, тогаш 1{ ( )}n nf x 
  рамномерно конвергира кон f .  

 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

низата 1{ ( )}n nf x 
  монотоно расте, т.е. дека за секој x X  за секој Nn  важи 

)()(1 xfxf nn  . Од ( ) lim ( ),n
n

f x f x


  за секој x X  следува дека за секој 0   

постои xn N  таков што  

3
0 ( ) ( )

xnf x f x    .     (5) 

Функциите f  и 
xnf  се непрекинати во точката x , па затоа постои 0x   таков 

што за секој y X  за кој ( , ) xx y   важи  
 

3
| ( ) ( ) |f x f y    и     (6) 

3
| ( ) ( ) |

x xn nf x f y   .     (7) 

Понатаму, од неравенствата (5), (6) и (7) добиваме  
 

( ) ( ) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |
x x x x xn n n n nf y f y f y f y f y f x f x f x f x f y               (8) 

 

Меѓутоа, по претпоставка низата 1{ ( )}n nf y 
  монотоно расте, па од (10) следува 

дека за секој xn n  и за секој y X  за кој ( , ) xx y   важи  
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| ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )
xn n nf y f y f y f y f y f y       .   (9) 

 

За секој x X  наоѓаме 0x   таков, што важи (9). Фамилијата  
 

{ ( ; ) | }xB x x X   
 

е отворена покривка на X . Но, X  е компактен метрички простор, па затоа оваа 
фамилија содржи конечна подпокривка  
 

{ ( ; ) | 1, 2,..., }
ii xB x i k  . 

 

Нека 
1 20 max{ , ,..., }

kx x xn n n n . Ќе докажеме дека од 0n n  следува   
 

| ( ) ( ) |nf t f t   , за секој t X .    (10) 
 

Навистина, за секоја точка t X  постои {1, 2,..., }i k  таков, што ( ; )
ii xt B x  , т.е. 

( , )
ii xx t  . Притоа, ако 0n n , тогаш 

ixn n , па од (9) следува (10), што значи 

низата функции 1{ ( )}n nf x 
  рамномерно конвергира кон функцијата f .  

 
 
 
2. ТЕОРЕМА НА БЕР  
 
2.1. Во теорема 1.9 видовме дека во случај на рамномерна конвергенција 

на низа непрекинати реални функции 1{ ( )}n nf x 
  дефинирани на произволен ме-

трички простор ( , )X   границата е непрекината функција :f X  R . Меѓутоа, 

ако конвергенцијата е обична, тогаш како што покажува пример VII 1.7 границата 

на низата 1{ ( )}n nf x 
  не мора да биде непрекината функција. Забележуваме дека 

во наведениот пример граничната функција има прекин во точката 0x  . Логично 
е да се запрашаме, дали при обичната конвергенција на низа непрекинати 

функции 1{ ( )}n nf x 
  може да се даде определена карактеризација на множеството 

точки на прекин на граничната функција f . Следнава теорема дава одговор на 

поставеното прашање.  
 

2.2. Теорема (Бер). Ако ( , )X   е метрички простор и 1{ ( )}n nf x 
  е низа 

непрекинати функции :nf X  R  која конвергира обично кон функцијата 

:f X  R , тогаш множеството точки на прекин A  на функцијата f  е мно-

жество од прва категорија.  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Да ги разгледаме множествата  
 

( ) { | | ( ) ( ) | , }m m m kF x X f x f x k     N ,  

( ) { | | ( ) ( ) | }m mA x X f x f x      и 0

1
( ) ( )m

m
G A 




  ,  

каде 0 ( )mA   е внатрешноста на множеството ( )mA  .  
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Чекор 1. Ќе докажеме дека 1( )
n

n
G G




N
  е множеството точки во кои 

функцијата f  е непрекината.  
 

Нека функцијата f  е непрекината во точката 0x . Низата 1{ ( )}n nf x 
  кон-

вергира обично кон функцијата f , па затоа постои mN  таков што  
 

0 0 3
| ( ) ( ) |mf x f x   .    (1) 

 

Понатаму, функциите f  и nf  се непрекинати во точката 0x , па затоа постои 

0   таков што од 0( ; )x B x   следува  
 

0 3
| ( ) ( ) |f x f x    и 0 3

| ( ) ( ) |m mf x f x   .    (2) 
 

Од (1) и (2) следува дека за секој 0( ; )x B x   важи  
 

0 0 0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |m m m mf x f x f x f x f x f x f x f x         , 
 

што значи 0( ; ) ( )mB x A  . Според тоа, 0
0 ( ) ( )mx A G   . Но, 0   е произво-

лен број, па затоа 1
0 ( )

n
n

x G



N
 .  

 

Нека 1
0 ( )

n
n

x G



N
  и 0   е дадено. Нека 0n  е таков што 

0

1
3n
 . Од 

1
0 ( )

n
n

x G



N
  следува дека за најденото 0n  важи 

0 0

01 1
0

1
( ) ( )mn n

m
x G A




   , па 

затоа постои m  таков, што 
0

0 1
0 ( )m n

x A . Според тоа, постојат m  и 1 0   такви 

што за секој 0 1( ; )x B x   важи  
 

0

1
3

| ( ) ( ) |m n
f x f x    . 

 

Но, mf  е непрекината во точката 0x , па затоа постои 2 0   таков што за секој 

0 2( ; )x B x   важи  
 

0 3
| ( ) ( ) |m mf x f x   . 

 

Ако земеме 1 2min{ , }   , тогаш од претходните неравенства следува  
 

0| ( ) ( ) |f x f x   , за секој 0( ; )x B x  , 
 

т.е. функцијата f  е непрекината во точката 0x .  
 

Чекор 2. Ќе докажеме дека за секој 0   и за секој m  множеството 
( )mF   е затворено.  

 

Навистина, за секои ,m k N  функциите  
 

1( ) | ( ) ( ) |m m kg x f x f x   и 2 ( )g x   
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се непрекинати, па од теорема 12.20 следува дека за секои ,m k N  множеството  
 

( ) { | | ( ) ( ) | }mk m m kF x X f x f x      
 

е затворено. Но, тоа значи дека за секој m  множеството  
 

( ) { | | ( ) ( ) | }

{ | | ( ) ( ) | , } ( )                  

mk m m k
k k

m m k m

F x X f x f x

x X f x f x k F

 

 


 



   

     
N N

N

 
 

 

е затворено.  
 

Чекор 3. Ќе докажеме дека за секој 0   важи 
1

( )m
m

X F 



  .  

Јасно, 
1

( )m
m

F X



 . Нека, x X . Тогаш, од lim ( ) ( )n

n
f x f x


  следува 

дека реалната низа 1{ ( )}n nf x 
  е Кошиева, па затоа постои 0n N  таков што за 

секој 0m n  и за секој k N  важи | ( ) ( ) |m m kf x f x   . Според тоа, ако 

избереме 0 0m n  добиваме  
 

0 0
| ( ) ( ) |m m kf x f x   , за секој k N , 

па затоа 
0

1
( ) ( )m m

m
x F F 




   , т.е. 

1
( )m

m
X F 




  .  

 

Чекор 4. Ќе докажеме дека за секој 0   множеството \ ( )X G   е мно-

жество од прва категорија.  
 

Нека ( )mx F  . Тоа значи | ( ) ( ) |m m kf x f x   , за секој k N . Ако во 

последното неравенство земеме k   добиваме | ( ) ( ) |mf x f x   , што значи 

( )mx A  . Според тоа, ( ) ( )m mF A  , па од теорема IX 7.14 следува 
0 0( ) ( )m mF A  . Значи,  

0 0

1 1
( ) ( ) ( )m m

m m
F A G  

 

 
   . 

 

Во чекор 2 докажавме дека за секој 0   и за секој m  множеството ( )mF   е 

затворено, па од лема XII 3.3 следува дека за секој m  множеството 0( ) \ ( )m mF F   

е никаде густо. Понатаму, од чекор 3 следува   
 

0 0 0

1 1 1 1
\ ( ) ( ( )) \ ( ( )) ( ( ) \ ( ))m m m m m

m m m m
X F F F F F    

   

   
      

 

што значи дека 0

1
\ ( )m

m
X F 




  е множество од прва категорија. Конечно,  

0 0

1 1
\ ( ) \ ( ) \ ( )m m

m m
X G X A X F  

 

 
    

 



 313 

е множество од прва категорија.  
 

Чекор 5. Ќе докажеме дека множеството точки на прекин \A X G  на 
функцијата f  е множество од прва категорија. 
 

Тврдењето следува од равенството  
 

1 1\ \ ( ) ( \ ( ))
n n

n n
X G X G X G

 
 

N N
  , 

чекор 4 и фактот дека најмногу пребројлива унија на множества од прва кате-
горија е множество од прва категорија (зошто?).  

 
 
 
3. ФУНКЦИОНАЛНИ РЕДОВИ НА  

МЕТРИЧКИ ПРОСТОРИ  
 
3.1. Дефиниција. Нека T  е произволно множество. Парот функционални 

низи 
1)}({ nn xf , 1{ ( )}k ks x 

 , каде :nf T  R , за секој nN  и за секој k N  

функцијата :ks T  R  е определена со 
1

( ) ( )
k

k n
n

s x f x


  , го нарекуваме ред реал-

ни функции (функционален ред) на T . Функцијата nf  ја нарекуваме n ти член 

на редот, а функцијата ks  ја нарекуваме k та парцијална сума.  
 

Притоа, за редот 
1)}({ nn xf , 1{ ( )}k ks x 

  ја прифаќаме ознаката  




1
)(

n
n xf .     (1) 

 
3.2. Дефиниција. Нека (1) е ред реални функции на множеството T  и 

нека :s T  R . Ќе велиме дека редот (1) дека конвергира кон функцијата s  во 

точката 0x  ако редот реални броеви 


1
0 )(

n
n xf  конвергира кон бројот 0( )s x . 

Ако A T  и редот (1) конвергира кон функцијата s  во секоја точка x A , тогаш 
ќе велиме дека редот (1) конвергира по точки (конвергира обично) кон функцијата 
s  на множеството A . Ќе велиме дека редот (1) апсолутно конвергира на мно-

жеството A  ако конвергира редот 
1
| ( ) |n

n
f x




 .  

 

Со други зборови, редот (1) конвергира (обично) кон функцијата s  во 

точката 0x  (на множеството A ), ако низата парцијални суми 1{ ( )}k ks x 
  конвер-

гира (обично) кон s  во точката 0x  (на множеството A ).  

 
3.3. За нашите натамошни разгледувања од посебен интерес е рамномер-

ната конвергентност на редовите реални функции. Така, ја имаме следнава де-
финиција.  
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Дефиниција. Нека (1) е ред реални функции на множеството T  и нека 
:s T  R . Ќе велиме дека редот (1) рамномерно конвергира кон функцијата s  на 

множеството T  ако низата парцијални суми 1{ ( )}k ks x 
  рамномерно конвергира 

кон функцијата s  на T . Ќе велиме дека редот (1) рамномерно конвергира кон 

функцијата s  на множеството A T  ако редот |
1

n A
n

f



  рамномерно конвер-

гира кон функцијата |As  на множеството A .  
 

Со други зборови, редот (1) рамномерно конвергира кон функцијата s  на 
множеството T  ако и само ако е исполнет условот:  
 

За секој 0   постои 0k N  таков, што за секој x T  и 

за секој 0k k важи  

1
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

k

k n
n

s x s x f x s x 


    . 

 
3.4. Коментар. Лесно се гледа дека ако редот (1) рамномерно конвергира 

кон функцијата s  на множеството T , тогаш тој конвергира и обично кон s  на T . 
Меѓутоа, во пример VII 3.6 видовме дека обратното тврдење не важи.  
 

Како што рековме рамномерната конвергентност на редот (1) означува 

дека постои таква функција )(xs  кон која низата парцијални суми 1{ ( )}k ks x 
  рам-

номерно конвергира на множеството T . Од рамномерната конвергенција следува 
дека ),()(lim xsxsn

n



 за секој x T , па затоа )(xs  е сума на редот (1).  

 

Понатаму, ако ставиме 





1
)()(

nk
kn xfxr . Тогаш, )()()( xrxsxs nn  , па 

затоа редот (1) рамномерно конвергира кон функцијата )(xs  ако и само ако низата 

1)}({ nn xr  рамномерно конвергира кон функцијата ,0)( xg  x T .  

 

Овде да забележиме дека во врска со рамномерно конвергентните редови  
функции можат да се докажат тврдења кои се аналогни на теоремите VII 3.4 и 3.5. 
На читателот му препорачуваме самостојно да ги формулира и докаже овие твр-
дења.  
 

На крајот од овој дел, заради нејзиното значење, ќе ја докажеме теоремата 
на Ваерштрас, која дава доволен услов за рамномерна конвергенција на ред 
реални функции.  

 
3.5. Теорема (Ваерштрас). Нека T  е множество и (1) е ред реални функ-

ции определени на T . Ако постои низа ненегативни реални броеви 1{ }n na 
 , таква 

што редот 
1

n
n

a



  конвергира  и ако  

| ( ) |n nf x a , за секој x T , за секој nN   (2) 
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тогаш редот (1) конвергира рамномерно и апсолутно на T  и важи  
 

1 1 1
| ( ) | | ( ) |n n n

n n n
f x f x a

  

  
    , за секој x T .   (3) 

Доказ. Ако редот 
1

n
n

a



  конвергира, тогаш од признакот на срамнување 

(теорема VI 3.3) и од неравенствата (2) следува дека редот (1) апсолутно конвер-
гира на множеството T . Јасно, редот (1) конвергира обично на множеството T .  
 

Нека )(xs  е сумата на редот (1) и ( )ns x  е неговата n  та парцијална сума. 

Од конвергентноста на редот 
1

n
n

a



  следува дека за секој 0  постои 0n  таков, 

што за секој 0nn   е исполнето неравенството 



k

nk
a

1
. Но, тогаш за секој 

0nn   и за секој x T  важи  

1 1 1
| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | ,n n k k k

k n k n k n
s x s x r x f x f x a 

  

     
         

 

што значи дека редот (1) рамномерно конвергира на множеството T . Очигледно 
неравенствата (3) се исполнети.   
 
 
 

4. ПРОСТОРОТ ОГРАНИЧЕНИ ФУНКЦИИ  
 

4.1. Во пример IX 2.10 покажавме дека за произволно множество T  мно-
жеството од сите ограничени функции од T  во R :  
 

( ) { : | sup | ( ) | }
t T

B T x T x t


   R  

 

е метрички простор со метриката на рамномерна конвергенција  
 
 

( , ) sup | ( ) ( ) |
t T

x y x t y t


  . 

 

Понатаму, според пример IX 3.10 низата функции 
1)}({ nn xf  рамномерно кон-

вергира кон функцијата f  ако и само ако 
1)}({ nn xf  конвергира конвергира кон 

f  во смисла на метриката  . Во овој дел, заради значењето на ограничените 

функции подетално ќе се задржиме на истите.  
 
4.2. Дефиниција. Нека X  е произволно множество и ( , )Y d  е метрички 

простор. За функцијата :f X Y  ќе велиме дека е ограничена, ако множеството 

( )f X  е ограничено во ( , )Y d . Множеството од сите ограничени функции од X  

во Y  ќе го означуваме со ( , )X YB .  
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4.3. Теорема. За произволно непразно множество X  и метричкиот прос-
тор ( , )Y   со  
 

( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }f g f x g x x X       (1) 
 

е определена метрика на множеството ( , )X YB .  
 

Доказ. Прво ќе докажеме дека за секои , ( , )f g X YB  важи ( , )f g   , 

т.е. дека функцијата   е добро дефинирана. Да земеме точка a X . Тогаш, за 

секој x X  важи  
 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( )) ( ( ), ( )) ( ( )),

f x g x f x f a f a g a g a g x

d f X f a g a d g X

   


  
                       

 

од што следува  
( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }

( ( )) ( ( ), ( )) ( ( )) .

f g f x g x x X

d f X f a g a d g X

 


  

    
 

 

Ќе докажеме дека се исполнети аксиомите за метрика.  
 

i) Од ( ( ), ( )) 0f x g x  , за секој x X  следува  
 

( , ) sup{ ( ( ), ( )) | } 0f g f x g x x X     . 
 

Понатаму, ако ( , ) 0f g  , од (1) следува дека ( ( ), ( )) 0f x g x  , за секој x X , 

т.е. ( ) ( )f x g x , за секој x X  и како , :f g X Y  заклучуваме дека f g .  
 

ii) Имаме  
 

( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }

sup{ ( ( ), ( )) | } ( , ),

f g f x g x x X

g x f x x X g f

 
 





 

  
 

 

за секои , ( , )f g X YB  
 

iii) За секои , , ( , )f g h X YB  и за секој x X  важи  
 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

sup{ ( ( ), ( )) | } sup{ ( ( ), ( )) | }

( , ) ( , ),

f x h x f x g x g x h x

f x g x x X g x h x x X

f g g h

  
 

  

 
   
 

                     

                     

 

од што следува  
( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }

( , ) ( , ).

f h f x h x x X

f g g h

 
 



 

 
 

  

 

Според тоа, со (1) е определена метрика на множеството ( , )X YB , што значи дека  

( ( , ), )X Y B  е метрички простор, кој го нарекуваме простор ограничени функ-

ции.  
 

4.4. Последица. За произволни метрички простори ( , )X   и ( , )Y d  со (1) 

е определена метрика на множеството ( , ) ( , ) ( , )X Y X Y X Y CB C B  ограничени 

и непрекинати функции.  
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Доказ. Непосредно следува од IX 12.1 и теорема 4.3. Деталите ги оста-
ваме на читателот за вежба.  
 

4.5. Коментар. Нека X  е произволно множество и ( , )Y d  е метрички 

простор и со YX  да го означиме множеството од сите функции од X  во Y . За 

секои , Yf g X  ставаме '( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }d f g d f x g x x X  . Може да се докаже 

дека со  
 

* ( , ) min{ '( , ),1}f g d f g  ,   (2) 
 

е определена метрика на YX . Деталите ги оставаме на читателот за вежба. Пона-

таму, ако ( , )X   е метрички простор, бидејќи ( , ) YX Y XC  од IX 12.1 следува 

дека со (2) е определена метрика на ( , )X YC .  

 
4.6. Да ја разгледаме конвергенцијата во просторот ( ( , ), )X Y B  и во не-

говиот потпростор ( ( , ), )X Y CB . Нека низата функции 1{ }n nf 
  конвергира кон 

функцијата f . Тоа значи, за секој 0   постои 0n  таков, што ( , )nf f   , за 

секој 0n n , т.е. за секој 0   постои 0n  таков што  
 

sup{ ( ( ), ( )) | }nd f x f x x X   , 

за секој 0n n . Според тоа, во просторот ( ( , ), )X Y B  и во неговиот потпростор 

( ( , ), )X Y CB  ако низата функции 1{ }n nf 
  конвергира кон функцијата f , тогаш  

 

за секој 0   постои 0n  таков, што ( ( ), ( ))nd f x f x  , за секој x X , 
 

и обратно. Претходно опишаната конвергенција во просторот ( ( , ), )X Y B , од-

носно во просторот ( ( , ), )X Y CB  ја нарекуваме рамномерна конвергенција во 

метриката (1), па затоа метриката (1) ја нарекуваме рамномерна метрика на 
( , )X YB , односно ( , )X YCB .  

 
4.7. Лема. Ако ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори, тогаш, множествто 

( , )X YCB  е затворено во просторот ( ( , ), )X Y B .  
 

Доказ. Нека 1{ }n nf 
  е низа во ( , )X YCB  која во ( ( , ), )X Y B  

конвергира кон функцијата f . Нека a X  и 0   е дадено. Од ,nf f n   

следува дека постои n  таков, што 
3

( ( ), ( ))nd f x f x  , за секој x X . Понатаму, 

бидејќи функцијата nf  е непрекината во a X , добиваме дека постои 0   

таков што за секој x X  за кој ( , )x a   важи 
3

( ( ), ( ))n nd f x f a  . Според тоа, 

за секој 0   постои 0   таков што за секој x X  за кој ( , )x a   важи  
 

3 3 3

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

,

n n n nd f x f a d f x f x d f x f a d f a f a

   

  

   
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т.е. функцијата f  е непрекината во точката a X , па од произволноста на точка-

та a  следува дека таа е непрекината на X . Според тоа, за низата функции 

1{ }n nf 
  во ( , )X YCB  која во ( ( , ), )X Y B  конвергира, границата f  се содржи 

во ( , )X YCB . Конечно, од теорема IX 8.3 б) следува дека множеството ( , )X YCB  

е затворено во просторот ( ( , ), )X Y B .  

 
4.8. Последица. Ако ( , )X   е компактен метрички простор и ( , )Y d  е 

произволен метрички простор, тогаш ( , ) ( , )X Y X YC CB , множеството ( , )X YC  е 

затворено во просторот ( ( , ), )X Y B  и за метриката (1) важи  
 

( , ) max{ ( ( ), ( )) | }f g d f x g x x X   , за секои , ( , )f g X YC . 
 

Доказ. Јасно, ( , ) ( , )X Y X YCB C . Ако ( , )f X YC , тогаш од теорема 

XIII 4.2 следува дека множеството ( )f X  е компактно. Понатаму, според теорема 

XIII 2.1 компактното множество ( )f X  е ограничено, па затоа ( , )f X YCB  и од 

произволноста на функцијата f  следува ( , ) ( , )X Y X YC CB . Значи ( , )X Y CB  

( , )X YC  и ( , ) ( , )X Y X YC CB , па затоа ( , ) ( , )X Y X YC CB . Понатаму, од лема 

4.7 следува дека множеството ( , ) ( , )X Y X YC CB  е затворено во просторот 

( ( , ), )X Y B .  
 

Нека , ( , )f g X YC . Според лема X 6.6 a) функцијата :F X Y Y   

определена со ( ) ( ( ), ( ))F x f x g x , за секој x X  е непрекината, а според лема X 

8.12 функцијата :d Y Y  R  е рамномерно непрекината, па затоа таа е непре-
кината. Значи,  :d F X  R  е непрекината реална функција определена на 
компактното множество X . Според теорема XIII 4.6 постои точка *x X  во која 
функцијата d F  го достигнува супремумот, т.е. важи  
 

( , ) sup{ ( ( ), ( )) | } sup{( )( ) | }f g d f x g x x X d F x x X      
 

              max{( )( ) | } max{ ( ( ), ( )) | }.d F x x X d f x g x x X      

 
4.9. Лема. Ако X  е произволно бесконечно множество и ( , )Y d  е метрич-

ки простор со најмалку две точки, тогаш просторот ( ( , ), )X Y B  не е сепара-

билен.  
 

Доказ. Нека  
{ | } ( , )nF f n B X Y  N  

 

е произволно пребројливо множество, 1{ }n nx 
  е произволна низа по парови раз-

лични точки во X  и ,a b Y  се произволни различни точки. Ставаме ( , )
2

d a br   и 

дефинираме функција :g X Y  така, што за секоја точка x X , различна од 

сите nx , ставаме ( )g x a , а за секој n  ставаме  
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, ако   ( ( ), )
( )

, ако   ( ( ), ) .
n n

n
n n

a d f x a r
g x

b d f x a r


  

 

 

Очигледно, функцијата g  е ограничена. Понатаму,  
 

ако ( )ng x a , тогаш ( ( ), ( )) ( ( ), )n n nd f x g x d f x a r  ,   (3) 
 
 

а ако ( )ng x b , тогаш 2 ( , ) ( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), ( ))n n n nr d a b d a f x d f x b r d f x g x     , 

т.е.  
 

ако ( )ng x b , тогаш ( ( ), ( ))n nd f x g x r .     (4) 
 

Од (3) и (4) следува, дека за секој nN  важи ( ( ), ( ))n nd f x g x r , па затоа  
 

( , ) sup{ ( ( ), ( )) | }n nf g d f x g x x X r    .   (5) 
 

Сега, од (5) следува дека отворената топка ( ; ) ( , )B g r X Y B  не го сече множе-

ството F , па затоа истото не може да биде густо во просторот ( ( , ), )X Y B . 

Конечно, тврдењето следува од произволноста на множеството F .  
 

4.10. Теорема. Ако ( , )X   е метрички простор и ( , )Y d  е комплетен ме-

трички простор, тогаш ( ( , ), )X Y B  е комплетен метрички простор.  
 

Доказ. Нека 1{ }n nf 
  е произволна Кошиева низа во ( ( , ), )X Y B . Тогаш, 

за секој 0x X  и за секои природни броеви m  и n  важи  
 

0 0( ( ), ( )) sup{ ( ( ), ( )) | } ( , )m n m n m nd f x f x d f x f x x X f f   , 

( , )X YC т.е. за секој 0x X  низата 0 1{ ( )}n nf x 
   е Кошиева во просторот ( , )Y d . 

Но, ( , )Y d  е комплетен метрички простор, па затоа за секој x X  постои 

lim ( ) ( )n
n

f x f x


 , со што е дефинирана функција :f X Y .  

Нека 0   е дадено. Низата 1{ }n nf 
  е Кошиева, па затоа постои 0k   

таков, што за секои ,m n k  важи ( , )m nf f   , што значи за секои ,m n k  и 

за секој x X  важи ( ( ), ( ))m nd f x f x  . Да земеме произволен n  таков, што 

n k . Според пример X 2.3 в) функцијата :g Y  R  определена со  
 

( ) ( , ( ))ng y d y f x , за секој y Y  
 

е непрекината. Понатаму, за секој x X  постои lim ( ) ( )m
m

f x f x


 , па затоа за 

секој x X  важи  
 

lim ( ( )) lim ( ( ), ( )) (( ( ), ( ))m m n n
m m

g f x d f x f x d f x f x
 

  . 

 

Но, за секој x X  сите членови на низата 1{ ( ( ), ( )}m n md f x f x 
 , лежат во интер-

валот [0, ) , па затоа важи  
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(( ( ), ( ))nd f x f x  , за секој n k  и за секој x X . 
 

Конечно, за секои ', ''x x X  важи  
 

1 1 1 1

1

( ( '), ( '')) ( ( '), ( ')) ( ( '), ( '')) ( ( ''), ( ''))

                         ( ( )) 2 ,
k k k k

k

d f x f x d f x f x d f x f x d f x f x

d f X 
   



  

 
 

 

па затоа  
 

1( ( )) sup{ ( ( '), ( '')) | ', '' } ( ( )) 2kd f X d f x f x x x X d f X       ,  
 

т.е. ( , )f X YB , што значи ( ( , ), )X Y B  е комплетен метрички простор.  

 
4.11. Последица. Ако ( , )X   е метрички простор и ( , )Y d  е комплетен 

метрички простор, тогаш метричкиот простор ( ( , ), )X Y CB  е комплетен.  
 

Доказ. Според лема 4.7 множеството ( , )X YCB  е затворено во просторот 

( ( , ), )X Y B . Според теорема 4.10 просторот ( ( , ), )X Y B  е комплетен, па од 

теорема XII 2.12 следува дека метричкиот простор ( ( , ), )X Y CB  е комплетен.   

 
4.12. Во доказот на теорема 4.10 никаде не го искористивме фактот дека 

( , )X   е метрички простор, што значи дека доволно е наместо метрички простор 

X  да земеме произволно множество T . Притоа, ако земеме ( , ) ( , )Y d  R  доби-

ваме дека е точна следнава теорема.  
 

Теорема. Ако T  е произволно множество, тогаш ( ( , ), )T B R  е ком-

плетен метрички простор.   
 
 
 
5. ТЕОРЕМА НА АРЦЕЛО-АСКОЛИ  

 
5.1. Како што видовме компактноста е едно од најзначајните својства на 

метричките простори, па затоа од посебна важност е за одделни простори да се 
најдат посебни критериум за компактност. Во претходните разгледувања ја 
докажавме теоремата на Арцело-Асколи, која дава критериум за компактност во 
просторот ( ([ , ]), )a b C . За таа цел претходно ги воведовме поимите рамномерно 

ограничена и рамностепено непрекината фамилија функции во ( ([ , ]), )a b C . Во 

овој параграф ќе ја разгледаме соодветна варијанта на оваа теорема во случај кога 
( , )X   е произволен компактен простор. За таа цел, прво ќе дефинираме рамно-

степена непрекинатост на фамилија функции определени на произволни метрички 
простори ( , )X   и ( , )Y d . Така, ја имаме следнава дефиниција.  
 

Дефиниција. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се метрички простори и ( , )A X Y C . 

За фамилијата функции A  ќе велиме дека е рамностепено непрекината во 
точката x X  ако за секој 0   постои 0   таков што за секој ' ( ; )x B x   и 

за секоја функција f A  важи ( ( ), ( '))d f x f x  .  
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За фамилијата A  ќе велиме дека е рамностепено непрекината ако е 
рамностепено непрекината во секоја точка x X .  

 
5.2. Забелешка. Условот фамилијата A  да е рамностепено непрекината 

во точка x X  е појак од условот секоја функција f A  да е непрекината во 

точката x X , бидејќи според дефиниција 5.1 може да се избере една иста 
отворена топка ( ; )B x   на точката x X  за секоја функција f A , т.е. ( ; )B x   

зависи само од точката x  и од  , а не зависи од функцијата f A .  

 
5.3. Теорема. Ако ( , )X   е компактен и ( , )Y d  произволен метрички про-

стор и фамилијата ( , )X Y CA . Следниве услови се еквивалентни:  
 

1) фамилијата A  е рамностепено непрекината,  
 

2) за секој 0   постои 0   таков што за секои ', ''x x X , за кои ва-

жи ( ', '')x x   и за секоја функција f A  важи ( ( '), ( ''))d f x f x  .  
 

Доказ. 1)  2). Нека 0   е дадено. Фамилијата A  е рамностепено 
непрекината, па затоа за секој x X  постои 0x   таков што  
 

од ( , ) xx y   и f A  следува 
2

( ( ), ( ))d f x f y  .  (1) 
 

Нека 1
2

( ; )x xO B x  . Фамилијата { | }xO x X O  е отворена покривка на X  и 

бидејќи X  е компактно множество, добиваме дека постојат 1,..., nx x X   такви 

што  
 

1 2
...

nx x xX O O O    .            (2) 

Нека  

1 2

1
2

min{ , ,..., }
nx x x    . 

 

Јасно 0  . Ако ', ''x x X  се точки за кои важи ( ', '')x x  , тогаш од (2) 

следува дека постои {1,2,..., }m n  таков што '
mxx O , па затоа  

 

1
2

( ', )
m mm x xx x    ,    (3) 

од што следува:  
1
2

( '', ) ( ', '') ( ', )
m mm m x xx x x x x x          .  (4) 

 

Конечно, од (1), (3) и (4) следува за секои ', ''x x X  такви што ( ', '')x x   и за 

секој f A  важи:  
 

2 2
( ( '), ( '')) ( ( '), ( )) ( ( ''), ( ))m md f x f x d f x f x d f x f x        .  

 

2)  1). Нека 0   и x X . Тогаш постои постои 0   таков што за 
секој 'x X , за кој важи ( , ')x x  , т.е. ' ( ; )x B x   и за секоја функција f A  

важи ( ( ), ( '))d f x f x  , што според дефиниција 5.1 значи дека фамилијата A  е 

рамностепено непрекината.  
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5.4. Коментар. Од теорема 5.3 следува дека во случај на компактен 
метрички простор ( , )X   дефиницијата за рамностепена непрекинатост на 

( , )X YC  е наполно аналогна со дефиницијата за рамностепена непрекинатост на 

([ , ])a bC . Следнава теорема дава потребен и доволен услов за релативна компакт-

ност на множество ( , )X Y CA  во случај кога ( , )X   е произволен компактен 

метрички простор.  
 
5.5. Теорема (Арцело-Асколи). Нека ( , )X   е компактен и ( , )Y d  е 

произволен метрички простор. Множеството ( , )X Y CA  е релативно компактно 

во просторот ( ( , ), )X Y C  ако и само ако се исполнети условите:  
 

1) фамилијата A  е рамностепено непрекината и  
2) множеството ( ) { ( ) | , }X f x x X f  A A  е релативно компактно во 

просторот ( , )Y d .  

Доказ. . Нека множеството A  ги исполнува условите 1) и 2) и 1{ }n nf 
  

е низа во A . Метричкиот простор X  е компактен, па од теорема XIII 2.11 
следува дека тој е сепарабилен, што значи дека постои пребројливо густо подмно-
жество на X , на пример { | }kA a k N . Понатаму, според условот 2) множе-

ството ( )XA  е релативно компактно во Y , па затоа множеството 1( ) ( )a XA A  

е релативно компактно во Y , и како 1 1 1{ ( ) | } ( )nA f a n a  N A  заклучуваме 

дека и множеството 1A  е релативно компактно во Y . Но, 1 1{ ( )}n nf a 
  е низа во 

1A , па од лема XIII 3.16 следува дека таа содржи подниза која конвергира во Y , 

т.е. постои бесконечно множество 1N  N  такво што низата 
11{ ( )}i i Nf a   е кон-

вергентна во Y . Понатаму, множеството 2( )aA  е релативно компактно во Y , па 

затоа и множеството 2 2 1 2{ ( ) | } ( )iA f a i N a   A   е релативно компактно во Y , 

што повторно според лема  XIII 3.16 значи дека низата 
12{ ( )}i i Nf a   содржи под-

низа која конвергира во Y , т.е. постои бесконечно множество 2 1N N  такво што 

низата 
22{ ( )}i i Nf a   е конвергентна во Y . Продолжувајќи ја постапката, индук-

тивно наоѓаме бесконечни множества , 1, 2,...pN p   од N  такви што 1 ,p pN N   

1, 2,3,...p   и низата { ( )}
pi p i Nf a   конвергира во Y . Земаме 1 1mini N , за секој 

1p   нека p pi N  и 1p pi i  . Низата 1{ }
pi pf 

  е подниза на низата 1{ }n nf 
  и 

истата конвергира по точки на множеството A , бидејќи за секој k  низата 

1{ ( )}
pi k pf a 

  почнувајќи од k  от член оваа низа дава подниза од конвергентната 

низа { ( )}
pi p i Nf a  .  

 

Ќе докажеме дека низата 1{ }
pi pf 

   е Кошиева. Нека 0   е дадено. Спо-

ред условот 1) фамилијата A  е рамностепено непрекината, па од теорема 5.3 
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следува дека постои 0   таков што за секои ', ''x x X , за кои важи ( ', '')x x   

и за секоја функција f A  важи  
 

3
( ( '), ( ''))d f x f x  .     (5) 

 

Понатаму, просторот X  е компактен, па според теоремата на Хауздорф (теорема 
XIII 2.9) тој е потполно ограничен, т.е. постојат точки 1 2, ,..., mx x x X  такви што 

2
1

( ; )
m

i
k

X B x 


  . Но, множеството A  е густо во X , па затоа за секој {1,..., }k m  

постои точка 
2

( ; )k ky A B x   . Но, низата 1{ ( )}
pi k pf y 

  е конвергентна во Y , 

што значи дека таа е Кошиева (лема XII 1.3). Според тоа, постои kn N  таков 

што  
 

3
( ( ), ( ))

p qi k i kd f y f y  ,    (6)  
 

за секои ,p q ki i n . Нека 0 max{ | 1,2,..., }kn n k m  . Ако x X , тогаш постои 

{1,2,..., }k m  таков што 
2

( ; )kx B x  , па затоа  
 

2 2
( , ) ( , ) ( , )k k k kx y x x x y          .  

 

Сега, ако за точките x  и ky  и функциите 
pi

f  и 
qi

f  го примениме неравенството 

(5) и го земеме предвид неравенството (6) добиваме дека за секои 0,p qi i n  важи  
 

3 3 3

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

,

p q p p p q q qi i i i k i k i k i k id f x f x d f x f y d f y f y d f y f x

   

  

   
 

и како x  е произволна точка од X  заклучуваме дека низата 1{ }
pi pf 

  е Кошиева.  
 

Според 2) множеството ( )XA  е релативно компактно и затоа мно-

жеството ( ) 'X YA  е компактно, па од теорема XIII 3.8 следува дека тоа е ком-

плетен метрички простор. Понатаму, просторот X  е компактен, па од последица 
4.8 следува дека ( , ') ( , ')X Y X YC CB  и како 'Y  е комплетен метрички простор 

од последица 4.11 следува дека просторот ( , ')X YCB  е комплетен. Но, низата 

1{ }
pi pf 

  е Кошиева низа во комплетниот метрички простор ( , ')X YCB , што значи 

дека е конвергентна. Конечно, произволна низа 1{ }n nf 
  од A  содржи подниза 

1{ }
pi pf 

  која конвергира во ( , ')X YCB , па од лема XIII 3.16 следува дека 

множеството A  е релативно компактно.  
 

. Нека A  е релативно компактно. Нека 0   и x X . Ако фамилијата 
A  не е рамностепено непрекината, тогаш за секој nN  постојат функција 

nf A  и точка 1( ; )n n
x B x  такви што ( ( ), ( ))n n nd f x f x  . Но, множеството A  
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е релативно компактно, па затоа множеството { | }nf n N A  е релативно 

компактно и од лема XIII 3.16 следува дека низата 1{ }n nf 
  содржи подниза 

1{ }
kn kf 

  која конвергира во ( , )X YC . Нека f  е граница на поднизата 1{ }
kn kf 

 . 

Но, ( , )f X YC , па затоа постои 0   таков што 
3

( ( ), ( '))d f x f x  , за секој 

' ( ; )x B x  . Поднизата 1{ }
kn kf 

  конвергира кон f , па затоа постои 1
kn   таков 

што 
3

( , )
knf f   . Но, тогаш за точката 1( ; ) ( ; )

k k
n n

x B x B x    добиваме  
 

3 3 3

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ,

k k k k k k k k

k k k

n n n n n n n n

n n n

d f x f x d f x f x d f x f x d f x f x

f f d f x f x f f      

  

      
 

 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека фа-
милијата A  е рамностепено непрекината.  
 

Ќе докажеме дека множеството ( )XA  е релативно компактно во просто-

рот Y . Нека 1{ }n ny 
  е произволна низа во ( )XA . За секој nN  да избереме 

функција nf A  и точка nx  такви што ( )n n ny f x . Просторот X  е компактен, 

па од теоремата на Болцано-Ваерштрас (XIII 3.1) следува дека низата 1{ }n nx 
  

содржи конвергентна подниза 1{ }
kn kx 

 , т.е. постои монотоно растечка функција 

: N N  определена со ( ) kk n  , за секој k N  таква што низата ( ) 1{ }k kx

  

конвергира кон точка x X . Но, множеството A  е релативно компактно, па за-

тоа низата ( ) 1{ }k kf

  содржи подниза која конвергира во ( , )X YC , (лема XIII 

3.16), т.е. постои монотоно растечка функција : N N  таква што низата 

( ) 1{ }k kf

 , ( ) ( )( )k k    , за секој k N  конвергира кон функција ( , )f X YC . 

Ќе докажеме, дека поднизата ( ) 1{ }k ky

  на низата 1{ }n ny 

  конвергира кон точката 

( )f x . Нека 0   е дадено. Бидејќи ( ) 1{ }k kx

  е подниза од ( ) 1{ }k kx


 , од лема IX 

3.17 следува дека ( )lim k
k

x x


  и како ( , )f X YC  од забелешка X 2.4 б) следува 

дека ( )lim ( ) ( )k
k

f x f x


 , т.е. постои 1k N  таков што  

( ) 2
( ( ), ( ))kd f x f x 

  , за секој 1k k . 

Но, ( )lim k
k

f f


 , па затоа постои 2k N  таков што  

( ) 2
( , )kf f 
  , за секој 2k k . 

Земаме 0 1 2max{ , }k k k  и добиваме дека за секој 0k k  важи  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 2

( , ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( , ) ( ( ), ( ))

k k k k k

k k

d y f x d f x f x d f x f x

f f d f x f x

    
 

  

 

    
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што значи дека низата 1{ }n ny 
  содржи подниза ( ) 1{ }k ky


  која конвергира во Y , 

па од лема XIII 3.16 следува дека множеството ( )XA  е релативно компактно.  

 
 
 
6. ТЕОРЕМА НА СТОУН-ВАЕРШТРАС    
 
6.1. Нека ( , )X   е компактен метрички простор. Во претходните разгле-

дувања докажавме, дека со  
 

( , ) max | ( ) ( ) |
x X

f g f x g x


  , , ( )f g XC ,    (1) 

 

на множеството непрекинати функции ( )XC  е воведена метрика. Понатаму, би-

дејќи ( , )dR , ( , ) | |d x y x y  , ,x yR  е комплетен метрички простор од после-

дица 4.11 следува дека ( ( ), )X C  е комплетен метрички простор.  

 
6.2. Дефиниција. Нека ( , )X   е метрички простор и ( )X CA . Мно-

жеството A  го нарекуваме алгебра реални функции (алгебра), ако за секои 
,f g A  и за секој  R  важи , ,f f g fg  A .  

 

Нека A  е алгебра реални функции на метричкиот простор ( , )X  . Ако  

множеството B A  и самото е алгебра, тогаш ќе велиме дека B  е подалгебра 
од A .   
 

За подалгебрата B  од алгебрата A  ќе велиме дека е затворена во A  ако 
множеството B  е затворено во просторот ( , )A .  
 

За алгебрата A  ќе велиме дека е комплетна ако метричкиот простор 
( , )A  е комплетен.  

 
6.3. Дефиниција. Нека ( )X CA , A  е алгебра. За алгебрата A  ќе ве-

лиме дека ги разделува точките на X , ако за секои ,x y X , x y  постои f A  

таков, што ( ) ( )f x f y .  

 
6.4. Теорема (Стоун-Ваерштрас). Нека ( , )X d  е компактен метрички 

простор, ( )XC  е просторот непрекинати функции на X  со рамномерна метрика 

(1) и ( )X CA . Ако  
 

а) A  е алгебра,  
 

б) A ги разделува точките на множеството X  и  
 

в) функцијата ( ) 1,f x   x X  припаѓа наA ,  
 

тогаш множеството A  е секаде густо во просторот ( ( ), )X C .  
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Доказ. Прво да забележиме дека бидејќи A  е алгебра, од в) и дефиниција 
6.2 следува дека A  ги содржи сите константни функции. Ќе докажеме дека 

( )X CA . Доказот ќе го спроведеме во неколку чекори.  
 

Чекор 1. Функцијата | |f  е определена со формулата  
 

| | ( ) | ( ) |f x f x , x X , 
 

па затоа | | ( )f XC . Нека f A . Ако  
 

( ,0) max | ( ) | 0
x X

f f x


  ,  

 

тогаш ( ) 0f x  , за секој x X , па затоа | |f f  A A . Нека  
 

( ,0) max | ( ) | 0
x X

f f x


  . 

 

Бидејќи A  е алгебра, од f A  следува 
( ,0)

f
f A , па затоа 

2

2 ( ,0)

f

f
A , што 

значи дека за секој полином p  важи 
2

2 ( ,0)
( ,0) ( )f

f
f p


 A . Согласно теоремата 

на Ваерштрас, за функцијата ( ) , [0,1]g t t t  , за секој 0   постои полином 

( )p t  таков што  
 

( ,0)
| ( ) |

f
t p t 

  , за секој [0,1]t . 
 

Понатаму, 
2

2

( )

( ,0)
[0,1]f x

f
 , за секој x X  и ако замениме во претходното нера-

венство добиваме   
 

2 2 2

2 2 2

| ( )| ( ) ( ) ( )
( ,0) ( ,0)( ,0) ( ,0) ( ,0)

| ( ) | | ( ) |f x f x f x f x
f ff f f

p p 
   

    , за секој x X ,  

 

односно  
 

2

2

( )

( ,0)
|| ( ) | ( ,0) ( ) |f x

f
f x f p


   , за секој x X . 

 

Според тоа, за секој 0   постои 
2

2 ( ,0)
( ,0) ( )f

f
f p


 A  таков, што  

 

2

2 ( ,0)
(| |, ( ,0) ( ))f

f
f f p


    , 

 

што според дефиниција IX 9.1 значи | |f A .  
 

Чекор 2. Бидејќи за секои ,a bR  важи  
 

1
2

max{ , } ( | |)a b a b a b     и 1
2

min{ , } ( | |)a b a b a b     
 

од чекор 1 и од дефиниција 6.2 следува дека за секои ,f g A , функциите  
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max{ ( ), ( )}x f x g x  и min{ ( ), ( )}x f x g x , за секој x X  
 

припаѓаат на A .  
 

Чекор 3. Нека ,x y X , x y  и ,  R . Тогаш, постои f A  таков 

што ( )f x   и ( )f y  . Навистина, од условот следува дека постои g A  та-

ков што ( ) ( )g x g y  и ако ставиме  
 

( ) ( )
( ) ( ( ) ( )),

g y g x
f z g z g x z X  

     

добиваме ( )f x   и ( )f y  . 
 

Чекор 4. Нека сега ( )f XC  и 0   е дадено. Фиксираме x X  и за 

z X  ставаме ( )f x   и ( )f z  . Од чекор 3 следува дека постои zh A  

таков, што  
 

( ) ( )zh x f x    и ( ) ( )zh z f z   .    (2) 
 

Но, ( )zh f X C , па затоа дека постои ( ) 0r z   таков што за секој ( ; ( ))y B z r z  

важи  

2
( ) ( )zh y f y   .    (3) 

 

Фамилијата { ( ; ( )) | }B z r z z X  е отворена покривка на компактното множество X  

и затоа содржи конечна потпокривка, т.е.  
 

1
( ; ( ))

n

k k
k

X B z r z


  .    (4) 

Дефинираме функција xg :  

1
( ) min ( ),

kx z
k n

g y h y y X
 

  .   (5) 

 

Понатаму, бидејќи 
kzh A , 1,...,k n , од чекор 2, принципот на математичка ин-

дукција и од (5) следува xg A , од (2) и (5) следува ( ) ( )xg x f x  и од (3), (4) и 

(5) следува  
 

2
( ) ( )xg y f y   , за секој y X .   (6) 

 

Слично, бидејќи ( )xg f X C , добиваме дека постои ( ) 0s x   таков што 

за секој ( ; ( ))y B x s x  важи  
 

2
( ) ( )xg y f y   .     (7) 

 

Фамилијата { ( ; ( )) | }B x s x x X  е отворена покривка на компактното множество X  

и затоа содржи конечна потпокривка, т.е.  
 

1
( ; ( ))

N

k k
k

X B x s x


  .    (8) 

Дефинираме функција ( )h y : 
 



 328

1
( ) max ( ),

kx
k N

h y g y y X
 

  .   (9) 

 

Понатаму, бидејќи 
kxg A , 1,...,k n , од чекор 2, принципот на математичка 

индукција и од (9) следува h A A , и од (6), (7), (8) и (9) следува  
 

2 2
( ) ( ) ( )f y h y f y     , за секој y X .   

 

Значи, за секој ( )f XC  и за секој 0   постои hA  таков, што  
 

2
( , )f h     , 

 

што значи ( )X  CA A , т.е. множеството A  е секаде густо во просторот 

( ( ), )X C .  

 
6.5. Последица (теорема на Ваерштрас). За секој природен број m  и за 

секое компактно подмножество X  во ( , )m R  множеството ( )XP  од сите поли-

номи од m  променливи разгледувани на X  е секаде густо во ( )XC .  
 

Доказ. Јасно, ( ) ( )X XP C , множеството ( )XP  е алгебра и функцијата 

( ) 1f x  , x X  припаѓа на ( )XP . Ако 1( ,..., )ma aa  и 1( ,..., )mb bb  се две раз-

лични точки од X , тогаш постои {1, 2,..., }i m  таков, што i ia b . Но, тогаш за 

полиномот 1( ) ( ,..., )m ip p x x x x  важи ( ) ( )i ip a b p  a b , т.е. алгебрата ( )XP  

ги разделува точките на множеството X .  
 

Според тоа, за множеството ( ) ( )X XP C  исполнети се условите од 

теоремата на Стоун-Ваерштрас, па затоа ( )XP  е секаде густо во просторот 

( ( ), )X C .  

 
6.6. Теорема. Нека ( , )X   и ( , )Y d  се компактни метрички постори и 

( )h X Y C . Тогаш, за секој 0   постојат 1,..., ( )nf f XC  и 1,..., ( )ng g YC  

такви што  
 

1
| ( , ) ( ) ( ) |

n

i i
i

h x y f x g y 


  , ( , )x y X Y  .   (10) 

 

Доказ. Со A  да го означиме множеството од сите функции  
 

1
( , ) ( ) ( )

n

i i
i

x y f x g y


  , 

 

каде 1,..., ( )nf f XC , 1,..., ( )ng g YC , nN . Очигледно ( )X Y CA , A  е 

алгебра и функцијата ( , ) 1h x y  , за секој ( , )x y X Y   припаѓа на A . Ќе дока-

жеме дека A  ги разделува точките од X Y . Навистина, ако 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y , 

тогаш без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2x x . 
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Множествата 1{ }A x  и 2{ }B x  се непразни затворени дисјунктни подмноже-

ства од X , па од лемата на Урисон (лема X 2.13) следува дека постои ( )f XC  

таков, што 1 2( ) 0 1 ( )f x f x   . Очигледно, функцијата ( , ) ( ) 1h x y f x   припаѓа 

на алгебрата A  и таа ги разделува точките на X Y . Конечно, од теоремата на 

Стоун-Ваерштрас следува ( )X Y CA , т.е. важи условот (10).  

 
6.7. Коментар. Претходната теорема важи за конечен број компактни ме-

трички простори ( , ), 1,...,i iX Y i m . Овој резултат покажува дека приближното 

пресметување на вредностите на непрекината функција од повеќе променливи 
можеме да го сведиме на пресметување на вредности на неколку функции од една 
променлива.  

 
 
 
7. АЛГЕБРАТА ТРИГОНОМЕТРИСКИ ПОЛИНОМИ  
 
7.1. Дефиниција. Нека 0 , , , 1, 2,..,i ia a b i n R . Функцијата :f R R  

зададена со формулата  
 

1
02

1
( ) ( cos sin ),

n

k k
k

f x a a kx b kx x


    R ,     (1) 

 

ја нарекуваме тригонометриски полином од степен n .  
 

7.2. Ако ги искористиме адиционите формули (забелешка III.13.17), лесно 
можеме да ги докажеме формулите  
 
 

1
2

sin cos [sin( ) sin( )]x y x y x y     

1
2

sin sin [cos( ) cos( )x y x y x y     

1
2

cos cos [cos( ) cos( )],x y x y x y     
 

од кои одма следува дека множеството тригонометриски полиноми е алгебра.  
 

Понатаму, од периодичноста на функциите sin  и cos  следува 
(0) (2 )f f  , за секој тригонометриски полином f , па затоа тригонометриските 

полиноми не ги разделуваат точките 0 и 2  и тоа се единствените точки на 

[0,2 ]  со ова својство. Навистина, функцијата 2: [0,2 ]p   R  определена со 

формулата  
 

( ) (cos ,sin )p t t t , [0, 2 ]x     (2) 
 

е инјекција на [0,2 ) , што значи дека функцијата p  ги разделува точките на 

[0,2 ) .  
 

Според тоа, ако ги идентификуваме точките 0 и 2 , тогаш ќе можеме да 
ја примениме теоремата на Стоун-Ваерштрас и на алгебрата тригонометриски 
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полиноми. Ваква идентификација дава фунцијата p  определена со (2) и притоа 

важи  
 

2 2([0,2 ]) (0;1) {( , ) | 1}p S u v u v     , 
 

т.е. ([0,2 ])p   е единечната кружница во 2R . Јасно, ([0,2 )) (0;1)p S   и како p  е 

инјекција добиваме дека : [0,2 ) (0;1)p S   е биекција. Со 0 ([0, 2 ])C  да го 

означиме множеството непрекинати функции : [0, 2 ]f   R  со својство 

(0) (2 )f f  . Очигледно 0 ([0,2 ])C  е подмножество од алгебрата ([0,2 ])C  и 

самото тоа е алгебра. Понатаму, за секоја непрекината функција : [0,2 ]f   R  со 

својство (0) (2 )f f   со 1
0f f p   дефинираме функција 0 : (0;1)f S  R  и 

притоа важи 0f p f . Функцијата 0f  е непрекината, т.е. 0 ( (0;1))f SC . На-

вистина, нека U  е отворено множесто во R  и нека 1
0 ( )V f U . Тогаш, од 

1 1 1
0f p f      следува  

 

1 1 1 1 1 1
0 0( ) ( ( )) ( )( ) ( )p V p f U p f U f U        .  

 

Множеството U  е отворено и како функцијата f  е непрекината од теорема X 3.2 

следува дека множеството 1 1( ) ( )p V f U   е отворено множество во [0, 2 ] . 

Сега од лема IX 8.4 следува дека множеството 1[0,2 ] \ ( )p V   е затворено, што 

според последица XIII 2.10, теорема на Хајне-Борел, значи дека тоа е компактно. 
Но, функцијата p  е непрекината, па од теорема XIII 4.2 a) следува дека множест-

вото  
 

1 1([0,2 ] \ ( )) ([0, 2 ]) \ ( ( )) (0;1) \p p V p p p V S V     
 

е компактно. Сега од последица XIII 1.11 следува дека множеството (0;1) \S V  е 

затворено, па затоа множеството V  е отворено. Конечно, од теорема X 3.2 сле-
дува дека функцијата 0f  е непрекината.  
 

Ќе докажеме дека функцијата 0: ([0, 2 ]) ( (0;1))F S C C  определена со  
 

1
0( )F f f f p   , за секој 0 ([0,2 ])f C  

 

е изометрија. Јасно, функцијата F  е биекција, (проверете!). Понатаму, ако 

0( )F f f  и 0( )F g g , тогаш бидејќи : [0,2 ] (0;1)p S   е сурјекција добиваме  
 

0 0 0 0

0 0

( ( ), ( )) ( , ) sup{| ( ) ( ) | | (0;1)}

                          sup{| ( ( )) ( ( )) | | [0,2 ]}

                          sup{| ( ) ( ) | | [0, 2 ]} ( , ),

F f F g f g f u g u u S

f p t g p t t

f t g t t f g

 


 

 



   

  

   

 

 

што значи F  е изометрија од алгебрата 0 ([0,2 ])C  на алгебрата ( (0;1))SC .  
 

Понатаму, со A  да ја означиме алгебрата од рестрикциите на тригономе-
триските полиноми на интервалот [0, 2 ] . Јасно, 0 ([0,2 ]) CA , па затоа  
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0 0( ) ( ([0, 2 ])) ( (0;1))F F S  C CA A . 
 

Ако 0 0 0,f g A , тогаш постојат ,f g A  такви што 0f p f  и 0g p g . Но, 

A  е алгебра, па затоа 0 0( )f g p f g   A . Според тоа, за функцијата 

f g A  важи 0 0( )F f g f g   , т.е. 0 0 0f g A . Аналогно се докажува дека 

0 0 0f g A  и 0 0f A , за секој  R , што значи 0A  е алгебра. Понатаму, функ-

цијата ( ) 1,e t   [0, 2 ]t   припаѓа на алгебрата A . Ставаме 0 ( )e F e  и добиваме 

дека 0 0e A  и за секој (0;1)u S  важи   
 

1 1
0 ( ) ( )( ) ( ( )) 1e u e p u e p u    , 

 

т.е. 0A  ја содржи функцијата 0 ( ) 1e u  , (0;1)u S . Ќе докажеме дека алгебрата 

0A  ги разделува точките на (0;1)S . Навистина, ако 'u u , , ' (0;1)u u S , тогаш 

бидејќи p  е биекција постојат , ' [0, 2 ]t t   такви, што  
 

( ) , ( ') ', 'p t u p t u t t   . 
 

Јасно, { , '} {0, 2 }t t  , па затоа постои тригонометриски полином f A  таков, 

што ( ) ( ')f t f t . Функцијата 0 ( )f F f  припаѓа на алгебрата 0A  и притоа важи  
 

0 0 0

0 0 0

( ) ( ( )) ( )( ) ( ) ( ')

( )( ') ( ( ')) ( '),

f u f p t f p t f t f t

f p t f p t f u

   

  




 

 

т.е. алгебрата 0A  ги разделува точките на (0;1)S . Конечно, од теоремата на Сто-

ун-Ваерштрас следува дека множеството 0A  е густо во просторот ( (0;1))SC . Но, 

F  е изометрија, па од теорема XI 11.7 следува дека множеството A  е густо во 
просторот 0 ([0,2 ])C .  

 
Од претходно изнесеното следува точноста на следнава теорема.  
 
Теорема. Нека функцијата : [0,2 ]g   R  е непрекината и притоа важи 

(0) (2 )g g  . Тогаш, за секој 0   постои тригонометриски полином (1) таков, 

што  
 

| ( ) ( ) |g t f t   , за секој [0,2 ]t  .    (3) 

 
7.3. Последица. Ако :g R R  е периодична функција со период 2 , 

тогаш за секој 0   постои тригонометриски полином :f R R  таков, што  
 

| ( ) ( ) |g t f t   , за секој tR .     (4) 
 

Доказ. Доволно е да забележиме дека заради периодичноста на функци-
ите f  и g  од неравенството (3) следува неравенството (4).  

 
7.4. Забелешка. а) Ако имаме функција со период 0 , тогаш вршиме 

апроксимација со тригонометриски полиноми од видот  
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0 0

2 21
02

1
( ) ( cos sin )

n
k k

k k
k

f x a a x b x 
 


   .     (14) 

 
 

б) Условот б) од теоремата на Стоун-Ваерштрас не може да се изостави. 
Навистина, ако алгебрата ( )X CA  не ги раздвојува точките на метричкиот 

простор ( , )X  , т.е. ако постојат точки 0 1,t t X , 0 1t t  и за секоја функција 

f A  важи 0 1( ) ( )f t f t , тогаш очигледно 0 1( ) ( )g t g t , за секоја функција 

g A . Последното противречи на лемата на Урисон, според која за точките 

0 1,t t X , 0 1t t  постои функција ( )g XC  таква што 0 1( ) 0 1 ( )g t g t   .  

 
 
 
 

8. ЗАДАЧИ  
 

1. Нека 1{ }n nx 
  е низа во множеството (2) ([0,1])C  таква што '(0) (0) 0n nx x  , 

за секој nN  и да претпоставиме дека ''| ( ) | 1nx t  , за секој nN  и за секој 

[0,1]t . Докажете, дека постои подниза од 1{ }n nx 
  која рамномерно 

конвергира на [0,1] .  
 

2. Нека 1{ }n nx 
  е низа од Риман интеграбилни функции од [0,1]  на R  такви 

што | ( ) | 1nx t  , за секој [0,1]t . Дефинираме 
0

( ) ( )
t

n ny t x s ds  , за 1,2,...n  . 

Докажете, дека постои подниза од 1{ }n ny 
  која рамномерно конвергира на 

[0,1] .  
 

3. Нека 1{ }n nx 
  е низа од непрекинати функции од [0,1]  на R  такви што 

1
2

0

( ( )) 5nx t dt  , за секој nN . Дефинираме : [0,1]ny  R  со  

1

0

( ) ( )n ny t t sx s ds  , за 1,2,...n  . 

а) Најдете константа M  таква што | ( ) |ny t M , за 1,2,...n  .  

б) Докажете, дека постои подниза од 1{ }n ny 
  која рамномерно конвергира на 

[0,1] .  
 

4. Конструирајте пример на низа 1{ }n nf 
  функции :nf T  R  и функција 

lim n
n

f f


  кој покажува дека ниту еден услов во теоремата на Дини не може 

да се изостави.  
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5. Нека T  е произволно множество и , , , :n nf g f g T  R , за 1,2,...n   се реални 

функции такви што низата 1{ }n nf 
  рамномерно конвергира кон функцијата 

f  и низата 1{ }n ng 
  рамномерно конвергира кон функцијата g . Докажете:  

1) За секои ,  R  низата 1{ }n n nf g  
  рамномерно конвергира кон 

функцијата f g  .  

2) Ако функциите f  и g  се ограничени, тогаш низата 1{ }n n nf g 
  

рамномерно конвергира кон функцијата fg  
 

6. Нека T  е произволно множество и 1{ }n nf 
  е низа реални функции 

:nf T  R , за 1, 2,...i  . Докажете:  

1) Ако низата 1{ }n nf 
  рамномерно конвергира кон функцијата f , тогаш за 

секој 0   постои 0n N  таков што за секои 0,m n n  и за секој x T  

важи  
| ( ) ( ) |n mf x f x   . 

2) Ако за секој 0   постои 0n N  таков што за секои 0,m n n  и за секој 

x T  важи | ( ) ( ) |n mf x f x   , тогаш постои функција f  кон која низата 

1{ }n nf 
  рамномерно конвергира.  

 

7. Нека T  е произволно множество и 1 2,T T T  се такви што 1 2T T T  . Ако 

, :nf f T  R , за 1, 2,...n   се реални функции такви што низата | 1{ }
inT nf 

  

рамномерно конвергира кон функцијата | iTf  на iT , 1,2i   , соодветно, тогаш 

низата 1{ }n nf 
  рамномерно конвергира кон функцијата f  на T .  

 

8. Нека T  е произволно множество и TR  e множеството од сите реални 
функции :f T  R . Докажете, дека  

1) функцијата ( , )T T R R R  определена со  
| ( ) ( )|

1 | ( ) ( )|
( , ) sup{ | }, ,f t g t T

f t g t
f g t T f g 

   R  

е метрика на TR ,  

2) низата функции 1{ }n nf 
  од TR  рамномерно конвергира кон функцијата 

Tf R  ако и само ако низата 1{ }n nf 
  конвергира кон f  во смисла на 

метриката  .  
 

9. Нека T  е произволно множество и 
1

n
n

f



  е ред ограничени реални функции, 

т.е. ( )nf TB . Докажете дека низата парцијални суми 1{ }k ks 
 , 

1

k

k n
n

s f


   е 
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Кошиева во ( )TB  ако и само ако за секој 0   постои 0k N  таков, што за 

секои 0,m k k , k m  важи 
1

| ( ) |
k

n
n m

f x 
 

 , за секој x T .  

 

10. Нека T  е произволно множество и 1{ }n nf 
  и 1{ }n ng 

  се две низи реални 

функции определени на T . Докажете дека редот 
1

n n
n

f g



  рамномерно 

конвергира на T  ако се исполнети условите:  

1) низата 1{ }n nf 
  монотоно опаѓа на T ,  

2) низата 1{ }n nf 
  рамномерно конвергира кон 0 и  

3) парцијалните суми на редот 
1

n
n

g



  се рамномерно ограничени.  

 

11. Нека ( , )X d  е метрички простор и 1{ }n nf 
  е низа функции :nf X  R  која 

рамномерно конвергира кон функцијата :f X  R . Докажете, ако секоја од 

функциите :nf X  R  е рамномерно непрекината, тогаш и функцијата 

:f X  R  е рамномерно непрекината.  
 

12. Нека T  е произволно множество и 1{ }n nf 
  и 1{ }n ng 

  се две низи реални 

функции определени на T . Докажете, дека редот 
1

n n
n

f g



  рамномерно кон-

вергира на T  ако се исполнети условите:  

1) низата 1{ }n nf 
  е монотона и рамномерно ограничена, и  

2) редот 
1

n
n

g



  рамномерно конвергира.  

 

13. Нека X  и Y  се компактни метрички простори. Со A  да ја означиме алге-
брата  од сите функции ( )h X Y C , кои можат да се запишат во видот  

1
( , ) ( ) ( )

n

i i
i

h x y f x g y


  ,  

за некој природен број n  и функции 1,..., ( )nf f XC  и 1,..., ( )ng g YC . 

Докажете, дека алгебрата A  е секаде густа во ( )X YC .  
 

14. Нека 1{ }n nf 
  е низа функции во ([ , ])a bC  која ги разделува точките на [ , ]a b . 

Докажете, дека за секоја функција ([ , ])f a bC  и за секој 0   постои mN  

и постои ( )mF C R  такви, што  

1 2| ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) |mf x F f x f x f x   , за секој [ , ]x a b . 
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15. Нека [ , ] [0, )a b    и A  е фамилијата од сите конечни линеарни комбинации 

на функциите 2( ) , [ , ], 0n
nf x x x a b n   . Применете ја теоремата на Стоун-

Ваерштрас на множеството A  во просторот ( ([ , ]), )a b C .  
 

16. За функциите ( ) 1f x   и ( )g x x , [ , ]x a b , кои ги разделуваат точките на 

[ , ]a b , конструирајте алгебра на функции која ги содржи f  и g .  
 

17. Нека е даден интервалот [ , ]a b  R . Докажете, дека секоја непрекината 

функција : [ , ]f a b  R  може доволно добро да се апроксимира со функции 

од видот:  

1) 
0

( )
n

kt
k

k
f x e


  , k R , nN . 

2) 
0

( )
n

kt
k

k
f x e 


  , k R , nN . 

 

18. Нека ( , )X   е компактен метрички простор. Докажете дека алгебрата ( )XC  е 

сепарабилна.  
 

19. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и ( )X CA  е алгебра која ги 

разделува точките на X  и има својство да за секој x X  постои функција 

xf A  таков што ( ) 0xf x  . Докажете, дека за секои 1 2,x x X , 1 2x x  и за 

секои 1 2,a a R  постои f A  таков што 1 1( )f x a  и 2 2( )f x a .  
 

20. Нека :f X  R  е реална функција дефинирана на метричкиот простор 

( , )X  . Носач на функцијата f  е затворачот на множеството { |x X  

( ) 0}f x  . Нека ( , )X   е компактен метрички простор и ( )X CA  е зат-

ворена подалгебра таква што A  ги разделува точките на X . Докажете дека 
( )X CA  или постои точка 0x X  таква што  

0{ ( ) | ( ) 0}f X f x  CA . 
 

21. Нека ( , )X   е локално компактен метрички простор и ( )c XC  е множеството 

од сите непрекинати реални функции :f X  R  со компактен носач. Дока-

жете: 
1) ( )c XC  е подалгебра од алгебрата ( )XBC  од сите непрекинати и ограни-

чени функции :f X  R .  

2) Ако X  R , тогаш алгебрата ( )c XC  не е комплетна.  
 

22. Нека ( , )X   е локално компактен метрички простор и 0 ( )XC  е множеството 

од сите непрекинати реални функции :f X  R  со својство за секој 0   

постои компактно множество F X  такво, што | ( ) |f x   за \x X F . 

Докажете: 
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1) 0 ( )XC  е подалгебра од алгебрата ( )XBC  од сите непрекинати и 

ограничени функции :f X  R .  

2) Алгебрата ( )c XC  непрекинати функции со компактен носач е подалгебра 

од алгебрата 0 ( )XC .  
 

23. Нека ( , )X   е локално компактен метрички простор и 0 ( )X CA  е затворе-

на подалгебра со својство A  ги раздвојува точките на X . Докажете дека 

0 ( )X CA  или постои точка 0x X  таква, што  

0 0{ ( ) | ( ) 0}f X f x  CA . 
 

24. Нека ( , )X   е компактен метрички простор и ( ( ), )X C  е алгебрата непре-

кинати реални функции. Докажете дека множеството ( )X CA  е релативно 

компактно ако и само ако се исполнети следниве својства:  
1) множеството A  е ограничено,  
2) за секој 0   постои 0   таков, што за секоја функција f A  и за 

секои ,x y A  за кои ( , )x y   важи | ( ) ( ) |f x f y   .  
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ДОДАТОК 1 

 

ОСНОВНА ТЕОРЕМА НА АЛГЕБРАТА  
 
 
1. ПОЛИНОМИ СО КОМПЛЕКСНИ КОЕФИЦИЕНТИ  

 
1.1. Во точка III 10 ги разгледавме полиномите со реални коефициенти. 

Притоа, како што рековме, при изучувањето на овие полиноми од посебна важ-
ност е основната теорема на алгебрата (теорема III 10.8), според која секој некон-
стантен полином со реални коефициенти има барем една комплексна нула. Дока-
зот на оваа фундаментална теорема најчесто е предмет на изучување на комплекс-
ната анализа, меѓутоа, во овој додаток истата ќе ја докажеме користејќи ја непре-
кинатоста на функција дефинирана на метрички простор. Притоа, ќе бидат дока-
жани неколку тврдења кои се аналогни на тврдењата од точка III 10, меѓутоа дока-
зите нема да бидат аналогни на претходно презентираните докази. Ваквиот при-
стап е прифатен сè со цел да се покаже како содржини од еден ист вид можат да се 
обработуваат со различни теоретски и методски пристапи.  

 
Пред да преминеме на натамошните разгледувања, да забележиме дека 

функцијата :  C C R  определена со  
 

( , ) | |z w z w   , за секои ,z wC , 
 

е метрика на множеството комплексни броеви C . Притоа, точноста на аксиомите 
за метрика непосредно следува од теоремите I 30.10 и 31.10.   
 

Овде, уште ќе забележиме дека функцијата 2
2: ( , ) ( , )f  R C  опре-

делена со (( , ))f a b a ib   е изометрија (проверете!). Понатаму, од лемите IX 12.7 

и 12.10 следува дека f  е непрекината функција. Сега од последица IX 10.15 и за-

белешка IX 14.2 следува дека за секој 0r   множеството (0; )B r  е компактно во 

C .  
 

1.2. Дефиниција. Нека , 0,1,...,ia i n C . Функцијата :P C C  

дефинирана со  
 

0
( )

n
i

i
i

P z a z


   

 

ја нарекуваме полином со комплексни  коефициенти , 0,1,...,ia i n C .  
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Полиномот ( )P z a , за секој zC  го нарекуваме константен полином, 

а константниот полиномот ( ) 0P z  , за секој zC  го нарекуваме нулти полином.  

 
1.3. Забелешка. Некои од коефициентите , 0,1,...,ia i n C  на полино-

мот 
0

( )
n

i
i

i
P z a z


   или сите коефициенти можат да бидат еднакви на нула. Затоа, 

ако го додадеме собирокот   
 

1 20 0 ... 0 ,n n mz z z m n        , 
 

ја добиваме истата функција која само е запишана со поголем број собирци.  
 
1.4. Лема. Полиномите  
 

0
( )

n
i

i
i

P z a z


   и 
0

( )
m

i
i

i
Q z b z


   

 

се еднакви ако и само ако m n  и , 0,1,2,...,i ia b i n  .  
 

Доказ. . Нека m n  и , 0,1, 2,...,i ia b i n  . Тогаш, ( ) ( )P z Q z , за 

секој zC , што значи дека полиномите се еднакви.  
 

. Нека ( ) ( )P z Q z , за секој zC . Согласно со забелешка 1.3 можеме 

да сметаме дека и двата полинома имаат ист број собирци, т.е. дека m n . 
Ставаме 0z   и добиваме 0 0a b . Заменуваме во равенството ( ) ( )P z Q z  и 

добиваме  
 

0 0
1 1

n n
i i

i i
i i

a a z a b z
 

    , т.е. 
1 1

n n
i i

i i
i i

a z b z
 

  . 

 

Според тоа, 1 1

1 1
( ) ( )

n n
i i

i i
i i

z a z z b z 

 
  , за секој zC , па од теорема I 30.13 

следува дека  
 

1 1

1 1

n n
i i

i i
i i

a z b z 

 
  . 

 

Ако во последното равенство ставиме 0z  , добиваме 1 1a b . Продолжувајќи ја 

постапката, на потполно аналоген начин добиваме дека , 2,...,i ia b i n  . 

Конечно, , 0,1, 2,...,i ia b i n  , што и требаше да се докаже. ♦ 

 
1.5. Дефиниција. Записот на полиномот ( )P z  во видот   
 

0
( )

n
i

i
i

P z a z


  , 0na   
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го нарекуваме нормален запис, бројот degn P  во овој случај го нарекуваме 

степен на полиномот, собирокот n
na z  го нарекуваме водечки член, а коефици-

ентите na  и 0a  ги нарекуваме водечки коефициент и слободен член, соодветно.  

 
1.6. Дефиниција. Нека се дадени полиномите ( )P z  и ( )G z  со степенени 

deg P n  и deg G s , s n , соодветно, т.е.  

0
( )

n
i

i
i

P z a z


  ,      (1) 

 

0
( )

s
i

i
i

G z b z


  .     (2) 

Полиномот  

1
( )

n
i

i
i

F z c z


  , 

 

каде i i ic a b  , за i s  и i ic a , за i s  го нарекуваме збир на полиномите 

( )P z  и ( )G z . Притоа ја користиме ознаката ( ) ( ) ( )F z P z G z  .  
 

Полиномот  
 

1
( )

n s
i

i
i

T z d z



   

 

каде i k l
k l i

d a b
 

  , за 0,1,...,i n s   го нарекуваме производ на полиномите ( )P z  

и ( )G z . Притоа ја користиме ознаката ( ) ( ) ( )T z P z G z .  

 
1.7. Забелешка. а) Степенот на збирот на полиномите (1) и (2) е еднаков 

на n  ако n s , но ако n s , тогаш тој може да биде и помал од n  во случај кога 
0n nb a  .  

 

б) Кај производот на полиномите (1) и (2), ако тие се ненулти, имаме 
0n s n sd a b   , па затоа степенот на ненулти полиноми е еднаков на збирот на 

степените на множителите.  
 

в) Парцијален случај на производ на полиноми е производот ( )P z  на 

полиномот ( )P z  со комплексниот број  , бидејќи секој комплексен број всуш-

ност е константен полином.  
 
1.8. Теорема. Нека се дадени полиномите ( )P z  и ( )G z , ( ) 0G z  . Тогаш 

постојат единствени полиноми ( )Q z  и ( )R z  такви, што  
 

( ) ( ) ( ) ( )P z G z Q z R z  ,     (3) 
 

при што степенот на ( )R z  е помал од степенот на ( )G z  или ( ) 0R z  .  
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Доказ. Нека полиномите ( )P z  и ( )G z  имаат степени n  и s , соодветно. 

Ако n s  или ( ) 0P z  , тогаш во разложувањето (3) можеме да ставиме ( ) 0Q z  , 

( ) ( )R z P z . Затоа нека претпоставиме, дека n s .  
 

Да ги запишеме нормалните видови (1) и (2) на полиномите ( )P z  и ( )Q z  

и да ставиме 
 

1( ) ( ) ( )n

s

a n s
b

P z z G z P z  .    (4) 
 

Нека степенот на полиномот 1( )P z  е еднаков на 1n  и нека неговиот водечки 

коефициент е еднаков на 
1

(1)
na . Јасно, 1n n . Ако 1n s , тогаш ставаме  

 

(1)
1 1

1 2( ) ( ) ( )n

s

a n s
b

P z z G z P z  .    (5) 
 

Нека степенот на полиномот 2 ( )P z  е еднаков на 2n  и нека неговиот водечки 

коефициент е еднаков на 
2

(2)
na . Јасно, 2 1n n . Ако 2n s , тогаш ставаме  

 

(2)
2 2

2 3( ) ( ) ( )n

s

a n s
b

P z z G z P z      (6) 

итн.  
 

Степените на полиномите 1( )P z , 2 ( )P z , 3( ),...P z  опаѓаат. Затоа после 

конечен број чекори ќе добиеме равенство  
 

( 1)
1 1

1( ) ( ) ( )
k

nk k

s

a n s
k kb

P z z G z P z

  

      (7) 
 

во кое или ( )kP z  е нулти полином или неговиот степен kn  е помал од s , при што 

постапката застанува. Сега од равенствата (4) - (7) добиваме  
 

( 1)(1) (1)
11 1 11 1( ) ( ... ) ( ) ( )

k
nn nn k k

s s s s

aa aa n sn s n sn s
kb b b b

P z z z z z G z P z

         . 

 

Последното значи дека полиномите  
 

( 1)(1) (1)
11 1 11 1( ) ... ,

( ) ( ),

k
nn nn k k

s s s s

aa aa n sn s n sn s
b b b b

k

Q z z z z z

R z P z


       


 

 

го задоволуваат равенството (3), при што степенот на ( )R z  е помал од степенот на 

( )G z  или ( ) 0R z  .  
 

Останува да ја докажеме единственоста на полиномите ( )Q z  и ( )R z . 

Нека претпоставиме дека постојат полиноми '( )Q z  и '( )R z , за кои  
 

( ) ( ) '( ) '( )P z G z Q z R z  ,  
 

при што степенот на '( )R z  е помал од степенот на ( )G z  или '( ) 0R z  . Тогаш  
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( )[ ( ) '( )] '( ) ( )G z Q z Q z R z R z   .    (8) 
 

Полиномот на десната страна или е нулти полином или неговиот степен е помал 
од степенот на полиномот ( )G z . Полиномот пак на левата страна, при  
 

( ) '( ) 0Q z Q z  , 
 

има степен кој не е помал од степенот на ( )G z . Затоа равенството (8) е можно ако 

и само ако  
 

( ) '( )Q z Q z , ( ) '( )R z R z ,  
 

од што следува единственоста на претставувањето (3). ♦ 
 
1.9. Дефиниција. Полиномот ( )Q z  од разложувањето (3) го нарекуваме 

количник од делењето на полиномите ( )P z  и ( )G z , полиномот ( )R z  го нареку-

ваме остаток од делењето на ( )P z  и ( )G z , а полиномите ( )P z  и ( )G z  ги наре-

куваме деленик и делител, соодветно.  
 

Ако во равенството (3) важи ( ) 0R z  , тогаш ќе велиме дека полиномот 

( )P z  се дели со полиномот ( )G z  и ќе пишуваме ( )G z | ( )P z .  

 
1.10. Дефиниција. Комплексниот број a  го нарекуваме нула (корен) на 

полиномот ( )P z  ако ( ) 0P a  .  

 
1.11. Да го разгледаме делењето на произволен неконстантен полином 

( )P z  со полиномот од прва степен z a . Имаме 
 

( ) ( ) ( ) ( )P z z a Q z R z   .   (9) 
 

Бидејќи степенот на полиномот ( )R z  мора да биде помал од степенот на поли-

номот z a , добиваме дека ( )R z  е полином од нулта степен, т.е. тој е константен 

полином. За да ја определиме оваа константа, во равенството (9) ќе ставиме z a  
и добиваме ( ) ( )R a P a , што значи дека  
 

( ) ( ) ( ) ( )P z z a Q z P a   .   (9) 
 

Со тоа ја докажавме следнава лема.  
 
 

Лема. Полиномот ( )P z  се дели со полиномот z a  ако и само ако 

( ) 0P a  . ♦ 

 

1.12. Лема. Нека aC . Секој полином 
0

( )
n

i
n i

i
P z a z


  , 0na   на 

единствен начин може да се претстави во следниов вид  
 

0
( ) ( )

n
i

i
i

P z A z a


  , 0nA  ,    (10) 
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каде iA C , 0,1,2,...,i n .  
 

Доказ. Ако го поделиме полиномот ( )nP z  со полиномот z a , тогаш 

согласно со теорема 1.8 добиваме количник 1( )Q z  и остаток 0A , за кои важи 

равенството  
 

1 0( ) ( ) ( )P z z a Q z A   .     (11) 
 

Ако 1( )Q z  е константен полином, тогаш разложувањето (10) е добиено. Ако 

1( )Q z  е неконстантен полином, тогаш го делиме 1( )Q z  со z a  и добиваме  
 

1 2 1( ) ( ) ( )Q z z a Q z A   .    (12) 
 

Од (11) и (12) следува  
 

2
2 1 0( ) ( ) ( ) ( )nP z z a Q z A z a A     . 

 

Ако 2 ( )Q z  е константен полином, тогаш е добиено бараното разложување, а ако 

не е тогаш постапката ја продолжуваме. Бидејќи степените на полиномите 1( )Q z , 

2 ( )Q z , ... во секој чекор се намалуваат за еден, после n  чекори постапката ќе 

заврши и ќе го добиеме разложувањето (10).  
 

Единственоста на претставувањето (10) следува од теорема 1.8, според 
која во секој чекор од првиот дел од доказот константата iA  и полиномот 1iQ  , 

0,1,..., 1i n   се единствени. ♦ 
 

 
 

2. ОСНОВНА ТЕОРЕМА НА АЛГЕБРАТА  
 

2.1. Теорема. Секој полином :P C C  е непрекината функција од 
метричкиот простор ( , )C  во метричкиот простор ( , )C .  

 

Доказ. Нека е даден полиномот  
 

0
( )

n
i

i
i

P z a z


  ,      (1) 

 

и нека 0z C  и 0   е произволно. Треба да докажеме дека постои 0   таков, 

што од 0( , )z z   следува 0( ( ), ( ))P z P z  .  
 

Согласно лема 1.12 полиномот (1) можеме да го запишеме во видот  
 

0
0

( ) ( )
n

i
i

i
P z A z z


  .     (2) 

Понатаму, ако во (2) ставиме 0z z , добиваме 0 0( )A P z , па затоа од (2) доби-

ваме 

0 0
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

i
P z P z A z z


   , 
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и ако во последното равенство ставиме 0h z z   добиваме  
 

0
1

( ) ( )
n

i
i

i
P z P z A h


   .     (3) 

 

Од равенството (3) и од својствата на комплексните броеви следува  
 

0 0
1 1

( ( ), ( )) | ( ) ( ) | | | | | | |
n n

i i
i i

i i
P z P z P z P z A h A h

 
      .  (4) 

 

Функцијата 
1

(| |) | | | |
n

i
i

i
A h A h


    е полином со реални коефициенти | |, 1,...,iA i n  

и реална променлива | |h , па од теорема III 10.28 следува дека таа е непрекината 

на целата реална права, што значи е непрекината и во нулата. Според тоа, за 
даденото 0   постои 0   таков што | |h   следува  

 

(| |) | (| |) (| 0 |) |A h A h A    .    (5) 
 

Конечно, од (4) и (5) следува дека за даденото 0   постои 0   таков што од 

0( , ) | |z z h    следува  

0( ( ), ( )) (| |)P z P z A h   , 
 

т.е. полиномот ( )P z  е непрекинат во точката 0z . Сега тврдењето следува од 

произволноста на 0z C . ♦ 

 
2.2. Последица. За секој полином ( )P z  функцијата | |:P C R  е непре-

кината на целиот простор ( , )C .  
 

Доказ. Непосредно следува од претходната теорема и неравенството  
 

0 0|| ( ) | | ( ) || | ( ) ( ) |P z P z P z P z   . 
 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ♦ 
 

2.3. Последица. Ако низата комплексни броеви 1{ }k kz 
  конвергира кон 

комплексниот број 0z , тогаш за секој полином ( )P z  важи  
 

0lim ( ) ( )k
k

P z P z


 . 

 

Доказ. Непосредно следува од забелешка X 2.4 б) и од теоремата X 11.3. 
Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ♦ 

 
2.4. Лема. Нека за полиномот ( ), deg 0P z P   важи 0( ) 0P z  . Тогаш 

постои hC  таков што  

0 0| ( ) | | ( ) |P z h P z  . 
 

Доказ. Нека во разложувањето (3), меѓу коефициентите , 1, 2,...,iA i n  

првиот различен од нула е коефициентот kA . Земаме  
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0( )

k

P zk
A

h t  ,      (6) 
 

при што во за k  от корен било која од можните k  вредности и [0,1]t . Да 

ставиме  

0( )
( )

k

P z iki i A
B A  , 1,...,i k n  . 

Тогаш од (6) следува   

0( )
0( ) ( )

k

P zk k k k kkk k k A
A h A h A t P z t       

и  

0( )
( )

k

P zi i i iki i iA
A h A t t B   , за 1,...,i k n    

 

и ако замениме во (3), имајќи предвид дека [0,1]t , добиваме  
 

1
0 0 1

1
0 0 1

1
0 1

1
0 1

0 0 1

0

| ( ) | | ( ) ... |

| ( ) ( ) ... |

| ( )(1 ) ... |

| ( ) | (1 ) | | ... | |

| ( ) | ( | ( ) | | | ... | | )

| ( ) | ( )

k k n
k k n

k k n
k n

k k n
k n

k k n
k n

k n k
k n

k

P z h P z A h A h A h

P z P z t B t B t

P z t B t B t

P z t B t B t

P z t P z B t B t

P z t B t
















     

    

    

    

     

 

 

односно  

0 0| ( ) | | ( ) | ( )kP z h P z t B t   .   (7) 
 

Функцијата ( )B t  е полином со реални коефициенти и реален аргумент t . Таа е 

непрекината функција и важи 0(0) | ( ) | 0B P z   , па затоа од теорема III 2.2 

следува дека постои 0 (0,1]t   таков што 0( ) 0B t  . Конечно, од неравенството (7) 

добиваме дека за комплексниот број 0( )
0 0

k

P zk
A

h t   важи  
 

0 0 0 0 0 0| ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) |kP z h P z t B t P z    . ♦ 

 
2.5. Лема. Нека ( ), deg 0P z P   полином и нека множеството вредности 

на низата 1{ }k kz 
  е неограничено. Тогаш постои подниза 1{ }

ik iz 
  на низата 

1{ }k kz 
  таква што  

lim | ( ) |
ik

i
P z


  . 

 

Доказ. Од неограниченоста на низата 1{ }
ik iz 

  следува дека за секој iN  

постои 
ikz  таков што | | ( ,0)

i ik kz z i  . Според тоа, за поднизата 1{ }
ik iz 

  важи  
 



 345 

lim | |
ik

i
z


  . 

 

Нека е даден полиномот 
0

( )
n

p
p

p
P z a z


  . Тогаш  

 

1 1

0 0
| | | | | | | ( ) | | ( ) | | | | |

n n
n n p p

n n p p
p p

a z a z P z a z P z a z
 

 
        

па затоа  
1 | |

| |
0

| | | | (1 | | ) | ( ) |p

n

n an n p
n a

p
a z z P z


 


   .   (8) 

 

Левата страна на неравенството (8) е реална функција и како  
 

lim | |
ik

i
z


   и 

1 | |

| |
0

lim (1 | | ) 1p

in

n a n p
kai p

z


 

 
     

добиваме 
1 | |

| |
0

1 | |

| |
0

lim | | | | lim (1 | | )

lim[| | | | (1 | | )] lim | ( ) |

p

i in

p

i i in

n an n p
n k kai i p

n an n p
n k k kai ip

a z z

a z z P z


 

  


 

 

  

  





  

 
 

односно  
lim | ( ) |

ik
i

P z


  . ♦ 

 
2.6. Теорема (основна теорема на алгебрата). Секој полином со ком-

плексни коефициенти ( ),P z  deg 0P   има барем еден комплексен корен.  
 

Доказ. Да го разгледаме множеството  
 

{| ( ) | | }A P z z C . 
 

Од | ( ) | 0P z  , за секој zC  следува дека A  е од долу ограничено множество 

реални броеви. Според теорема I 18.1 непразното ограничено од долу множество 
A  R  има инфимум и нека inf inf{| ( ) | | }a A P z z  C . Последното значи, дека 

за секој k N  постои kz C  таков што 0 | ( ) | 2 k
kP z a    , па затоа  

 

lim | ( ) |k
k

P z a


 .     (9) 

 

Нека претпоставиме дека множеството вредности на низата 1{ }k kz 
  е неограни-

чено. Но, тогаш од лема 2.5 следува дека постои подниза 1{ }
ik iz 

  на низата 

1{ }k kz 
  таква што lim | ( ) |

ik
i

P z


  , што противречи на (9). Според тоа, множе-

ството вредности на низата 1{ }k kz 
  е ограничено, т.е. постои 0r   таков што 
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(0; )kz B r , за 1, 2,...k  . Но, (0; )B r  е компактно множество, па од теоремата на 

Болцано-Ваерштрас (теорема XIII 3.1) следува дека низата 1{ }k kz 
  содржи кон-

вергентна подниза 1{ }
ik iz 

 . Нека 0lim
ik

i
z z


 . Сега од последица 2.2 следува дека  

 

0lim | ( ) | | ( ) |
ik

i
P z P z a


  . 

 

Ако 0a  , тогаш од лема 2.4 следува дека постои комплексен број 1z  таков што 

1 0| ( ) | | ( ) |P z P z a  , што противречи на inf inf{| ( ) | | }a A P z z  C . Конечно, од 

добиената противречност следува дека 0a  , што значи дека постои комплексен 
број 0z  таков што 0| ( ) | 0P z  , односно 0( ) 0P z  . Последното значи дека 0z  е 

корен на полиномот ( )P z , што и требаше да се докаже. ♦ 

 
2.7. Како што видовме корените на полином со реални коефициенти не 

мора да се реални броеви, но според теорема 2.6 полином со комплексни кое-
фициенти има барем еден комплексен корен. Јасно, ова е суштинска разлика меѓу 
реалните и комплексните корени и во таа смисла ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Полето K  го нарекуваме алгебарски затворено, ако секој 
полином P , deg 0P   со коефициенти од K  има барем еден корен од K .  

 
2.8. Забелешка. Од претходно изнесеното следува, дека полето реални 

броеви R  не е алгебарски затворено, а додека полето комплексни броеви C  е 
алгебарски затворено.  
 
 
 

3. ПОСЛЕДИЦИ ОД ОСНОВНАТА 
ТЕОРЕМА НА АЛГЕБРАТА  

 
3.1. Според теорема 2.6 полином ( ),P z  deg 0P n   со комплексни 

коефициенти има барем еден корен 1z . Според лема 1.11 имаме 1( ) | ( )z z P z , 

односно  
 

1( ) ( ) ( )P z z z Q z  ,     (1) 
 

при што ( )Q z  е полином со комплексни коефициенти и deg 1Q n  . Аналогно 

како во претходниот случај, ако 2n   добиваме, дека полиномот ( )Q z  има корен 

2z  и притоа важи 
 

2( ) ( ) ( )Q z z z G z  .     (2) 

Сега од (1) и (2) следува  

1 2( ) ( )( ) ( )P z z z z z G z   . 
 

Продолжувајќи ја постапката, за полиномот ( )P z  го добиваме следново разло-

жување на линеарни множители  
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1 2( ) ( )( )...( )nP z b z z z z z z     
 

каде bC . Ако се ослободиме од заградите во последното равенство и ги 
споредиме добиените коефициенти пред соодветните степени со коефициентите 

ia  на полиномот ( )P z , добиваме дека nb a .  
 

Меѓу броевите 1 2, ,..., nz z z  може да има еднакви меѓу себе. Без ограничу-

вање на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2, ,..., rz z z  се по парови раз-

лични, а секој од броевите 1 2, ,...,r r nz z z   е еднаков на некој од првите r  броеви. 

Тогаш полиномот ( )P z  може да се запише во видот  
 

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ...( ) rn n n

n rP z a z z z z z z    ,   (3) 
 

каде i kz z , за i k  и 1 2 ... kn n n n    . 

 
Дефиниција. Разложувањето (3) го нарекуваме канонично разложување 

на полиномот ( )P z  на множители.  

 
3.2. Лема. Каноничното разложување на полиномот ( )P z  на множители е 

единствено до точност на редослед на множителите.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека освен каноничното разложување (3) за 
полиномот ( )P z  имаме уште едно канонично разложување  

 

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ...( ) mkk k

n mP z a z w z w z w    . 
 

Тогаш точно е равенството  
 

1 2 1 2
1 2 1 2( ) ( ) ...( ) ( ) ( ) ...( ) mr kn n n k k

r mz z z z z z z w z w z w       .  (4) 
 

Нека претпоставиме дека 1 2{ , ,..., }i mz w w w , за некој 1, 2,...,i r . Ако во (4) за-

мениме iz z , тогаш левата страна на (4) ќе биде еднаква нула, а десната страна 

ќе биде еднаква на комплексен број, различен од нула, што не е можно. Според 
тоа, за секој 1, 2,...,i r  имаме 1 2{ , ,..., }i mz w w w . Аналогно се добива дека за се-

кој 1, 2,...,j m  важи 1 2{ , ,..., }j rw z z z . Од досега изнесеното следува дека, ако 

постојат две канонични разложувања на полиномот ( )P z , тогаш равенството (4) 

мора да биде од видот  
 

1 2 1 2
1 2 1 2( ) ( ) ...( ) ( ) ( ) ...( )r rn n n k k k

r rz z z z z z z z z z z z       .  (5) 
 

Нека претпоставиме дека 1 1n k  и нека заради определеност 1 1n k . Ако двете 

страни на равенството (5) ги поделиме со 1
1( )kz z , го добиваме равенството  

 

1 1 2 2
1 2 2( ) ( ) ...( ) ( ) ...( )r rn k n n k k

r rz z z z z z z z z z      . 

Понатаму, во последното равенство заменуваме 1z z  и добиваме дека неговата 

лева страна ќе биде еднаква на нула, а десната страна ќе биде еднаква на ком-
плексен број различен од нула, што е противречност. Од добиената противречност 



 348

следува 1 1n k . Од наполно исти причини следува дека i in k , за 2,3,...,i r , 

што значи дека каноничното разложување на полиномот ( )P z  е единствено. ♦ 

 
3.3. Дефиниција. Ако во каноничното разложување (3) на полиномот 

( )P z  важи 1in  , тогаш за iz  ќе велиме дека е прост корен на полиномот ( )P z , а 

ако 1in  , тогаш за iz  ќе велиме дека е повеќекратен корен на полиномот ( )P z .  
 

Во каноничното разложување (3) природниот број in  го нарекуваме 

кратност на коренот .  
 
3.4. Лема. Секој полином со комплексни коефициенти ( ), deg 0P z P n    

има точно n  корени, ако секој од корените го броиме онолку пати колку што е 
неговата кратност.  

 

Доказ. Непосредно следува од претходните разгледувања. ♦ 
 
3.5. Овде, уште ќе забележиме дека за полиномите со комплексни кое-

фициенти важат аналогни тврдења на дел од тврдењата кои важат за полиномите 
со реални коефициенти. Имено, на потполно аналоген начин, како и во случајот 
на полиноми со реални коефициенти, може да се докажат следниве тврдења.  

 
Теорема. Полином ( ), deg 0P x P n  , не може да се анулира за повеќе 

од n  различни комплексни броеви. ♦ 
 
Последица. Дадени се полиномите ( )P x  и ( ), deg deg 0Q x P Q n   . 

Ако постојат комплексни броеви , 1, 2,3,..., 1iz i n   такви, што i jz z , за i j  и 

( ) ( )i iP x Q x , за секој 1, 2,3,..., 1i n  , тогаш ( ) ( )P x Q x , т.е. полиномите ( )P x  

и ( )Q x  се идентични. ♦ 

 
3.6. Интерполационен полином на Лагранж. Според теорема 3.5 секој 

полином ( ), deg 0P x P n   е наполно определен со своите вредности при секои 

1n   вредности на аргументот. Последното ни овозможува да го определеиме 
полиномот ако ги знаеме овие вредности. Навистина, нека полиномот ( )P z  за 

вредностите на аргументот , 1, 2,..., 1i i n    прима вредности 

( ), 1,2,..., 1iP i n   . Полиномот   
 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 ( )...( )( )...( )
( )...( )( )...( )

1
( ) ( ) i i n

i i i i i i n

n z z z z
i

i
Q z P

   
          

  

    
   


   

 

за вредностите на аргументот , 1, 2,..., 1i i n    прима вредности 

( ), 1,..., 1iP i n   , па од теорема 3.5 следува дека ( ) ( )P z Q z , т.е.  
 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 ( )...( )( )...( )
( )...( )( )...( )

1
( ) ( ) i i n

i i i i i i n

n z z z z
i

i
P z P

   
          

  

    
   


  . 
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Вака најдениот вид за полиномот ( )P z  го нарекуваме интерполационен полином 

на Лагранж за полиномот ( )P z .  

 
3.7. Виетови формули. Да го разгледаме полиномот  
 

0
( )

n
i

i
i

P z a z


  , 0na       (6) 

 

и нека 1 2, ,..., nz z z  се неговите корени, запишани онолку пати колку што е нивната 

кратност. Тогаш  
 

1 2( ) ( )( )...( )n nP z a z z z z z z    .    (7) 
 

Ако во (7) се ослободиме од заградите и после сведувањето на сличните членови 
ги споредиме коефициентите со (7) ги добиваме равенствата  

 
 

1

2

3

1 2

1 2 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 2 4 1 2 2 1

( ... )

( ... ... ... )

( ... ... )

............................................................................

n

n

n

n

n

n

a
na

a
n n n na

a
n n n na

z z z

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z









 

    

         

      

1

0

1
1 2 1 1 2 2 3

1 2

.............

( 1) ( ... ... ... ... )

( 1) ... ,

n

n

a n
n n n na

a n
na

z z z z z z z z z

z z z


     

 

  (8) 

 

со чија помош ги изразуваме коефициентите , 0,1, 2,...,ia i n  на полиномот ( )P z  

преку неговите корени , 1, 2,...,iz i n .  
 

Равенствата (8) во литературата се познати како Виетови формули.  
 
 
 
 

4. ЗАДАЧИ  
 
1. Нека за полиномите ( ), ( )P z G z  и ( )T z  важи ( ) ( ) ( ) ( )P z T z G z T z . Докажете, 

дека ако ( ) 0T z  , тогаш ( ) ( )P z G z .  
 

2. Докажете, дека ако за ненултите полиноми ( )P z  и ( )Q z  важи ( ) | ( )P z Q z  и 

( ) | ( )Q z P z , тогаш ( ) ( )P z Q z , за некој  C , 0  .  
 

3. Нека за полиномите 1 2( ), ( ),..., ( )kP z P z P z  и ( )Q z  важи ( ) | ( )iQ z P z , 1,...,i k . 

Докажете, дека за секои полиноми ( ), 1, 2,...,iG z i k  важи 
1

( ) | ( ) ( )
k

i i
i

Q z P z G z

 .  

 



 350

4. Докажете, дека во разложувањата (1) и (10) за полиномот ( )P z  коефициенти-

те na  и nA  се еднакви.  
 

5. Докажете, дека низата комплексни броеви 1{ }k kz 
  е ограничена ако и само 

ако постои барем еден полином ( ), deg 0P z P   таков што низата 1{ ( )}k kP z 
  е 

ограничена.  
 

6. Докажете дека за секој полином ( ), deg 0P z P   и секој комплексен број 0z  

постои комплексен број h  таков, што 0 0| ( ) | | ( ) |P z h P z  .  
 

7. Докажете дека сите корени на полиномот 
0

( )
n

i
i

i
P z a z


   се наоѓаат во 

множеството  

0

| | | |1
| | | |0

{ | , (1 max ) | | 1 max }k k

n

a a
a ak k n

A z z z

 
     C . 

 

8. Каква е врската меѓу корените на полиномите ( )P z  и ( )P z a , aC ?  
 

9. Нека полиномот ( ), degP z P n  прима една иста вредност за 1n   различни 

комплексни вредности на аргументот. Докажете, дека deg 0P  .  
 

10. Докажете, дека полиномот 
0

( )
n

i
i

i
P z a z


  , 0na   има најмалку по еден корен 

во секое од множествата  

0| |
| |

{ | , | | }
n

an
a

A z z z  C  и 0| |
| |

{ | , | | }
n

an
a

B z z z  C . 
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Nikodym Otton Martin (1887-1974), американски математичар со полско потекло  
 
Остроградский Махаил Васильевич  (1801-1862), руски математичар  
 
Parseval Marc Antoinе (1755-1836), француски математичар  
Pascal B. (1623-1662), француски математичар и филозоф  
Peano Giuseppe (1858-1932), италијански математичар и логичар  
Петровский Г. И. (1901-1973), руски математичар  
Picard Emile (1856-1941), француски математичар  
Pitagora (V век пне.), антички математичар  
Poisson Simeon Denis (1781-1840), француски математичар и физичар  
Пуанкаре Анри (1854-1912), француски математичар  
 
Raabe Joseph Ludwig (1801-1859), швајцарски математичар  
Radón Johann (1887-1956), австриски математичар  
Reymond P. Du Bois (1831-1889), германски математичар  
Riemann Bernhard (1826-1866), германски математичар  
Riesz Frigyes (1880-1956), унгарски математичар  
Rolle M. (1652-1719), француски математичар   
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Schanon Claude (1916-2001), американски математичар  
Schmidt Erhard (1876-1959), германски математичар  
Schur I. (1875-1941), германски математичар  
Schwarz Karl Hermann Amandus (1843-1921), германски математичар  
Sorgenfrey Robert Henry (1915- ), американски математичар  
Стеклов В. А. (1864-1926), руски математичар 
Steinhaus Hugo (1879-1934), полски математичар  
Stieltjes Thomas-Jan (1856-1894), холандски астроном и математичар  
Stirling James (1692-1770), шкотски математичар  
Stokes G. G. (1819-1903), англиски математичар  
Stolz Otto (1842-1905), австриски математичар  
Stone Arthur Harold (1916-?), aнглиско-американски математичар 
Stone Marshall Harvey (1903-1989), американски математичар  
Sylvester D. D. (1814-1897), англиски математичар  
Суслин Михайл Яаковлевич (1894-1919), руски математичар  
 
Teitze Heinrich (1880-1964), австриски математичар  
Teoplitz Otto (1881-1940), германски математичар  
Teylor Brook (1685-1731), англиски математичар  
Тихонов Андрей Николаевич (1906-?), руски математичар  
Tonelli Leonida (1885-1946), италијански математичар  
Turing Alan (1912-1954), американски математичар  
 
Ulam Stanislav (1909-1984), полско-американски математичар  
Урысон Павел Самуилович (1898-1924), руски математичар  
 
van der Waerden B. L. (1903-?), холандски математичар  
Vandermonde A. T. (1735-1796), француски математичар 
Viviani V. (1622-1703), италијански математичар и физичар  
Виноградов И. М. (1891-1983), руски математичар  
Volterra Vito (1860-1940), италијански математичар и физичар  
von Koch Helge (1870-1924), шведски математичар  
von Neumсann John (1903-1957), американски математичар со унгарско потекло  
 
Weierstrass Karl Theodor Wilhelm (1815-1897), германски математичар  
 
Zermelo Ernst (1871-1953), германски математичар   
 
Чебышев Пафнутий Львович (1821-1894), руски математичар  
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ЗА АВТОРОТ   
 

 

Ристо Малчески е роден на 9.8.1957 година во Р. Србија. Основно образо-

вание заврши во Прилеп, средно во Скопје и во 1980 година како најдобар студент 

во генерацијата, дипломираше на Математичкиот факултет во Скопје и за постиг-

натиот успех во текот на студирањето беше награден од Ректорот на Универзите-

тот “Св. Кирил и Методиј”. Магистрираше и докторираше на теми од областа на 

функционалната анализа, која му претставува основна научна преокупација. По 

докторирањето беше избран за доцент по математичка анализа на Институтот за 

математика при Природно-математичкиот факултет во Скопје, на кој реализираше 

настава по наставни дисциплини од областите: математичка анализа, методика на 

наставата по математика, веројатност и статистика, а беше ангажиран и во реали-

зирањето на последипломските студии. Во учебната 2003/04 година, со формира-

њето на Факултетот за општествени науки во Скопје, премина на истиот во звање 

вонреден професор и ги предаваше наставните дисциплини: Математика за бизнис 

и Статистика за бизнис. Од учебната 2006/07 година е редовен професор, во кое 

звање е и сега како професор од областа на математичките науки на ФОН уни-

верзитетот, каде во моментот е проректор за настава.   

 

Проф. Малчески е автор и коавтор на осумдесеттина математички книги, 

меѓу кои:  
 

- Математика 1,  

- Математика 2,  

- Математика 3,  

- Математика 4,  

- Основи на математичка анализа,  

- Математичка анализа I,  

- Математичка анализа II,  

- Методика на наставата по математика (општ дел),   

- Методика на наставата по аритметика и алгебра во основното 

образование  

- Математика за бизнис,  

- Основи на финансиската математика,  

- Операциони истражувања,  

- Статистика за бизнис и   

- Теорија на веројатност.  
 

Автор е и на 44 научни трудови од функционална анализа, 9 научни трудови од 

применета математика, 41 труд од методика на наставата по математика и на над 

73 стручни статии. Во изминатите години учествуваше на десетина научни 

собири, како од национален, така и од меѓународен карактер.  

 

Во периодот од 1987 до 2004 година активно работеше во Сојузот на ма-

тематичарите на Македонија, чиј претседател беше од 1999 до 2004 година. Во 

овој период, покрај работата со надарените ученици за математика, учествуваше 

во организацијата и како главен координатор на тимот за оценување на Балкан-

ските математички олимпијади кои во нашата држава се одржаа во 1999, 2000 и 

2008 година, на Вториот когрес конгрес на СММ и на третиот конгрес на МАСС 
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ЕЕ кои се одржаа во 2000 и 2009 година. Почнувајќи од 2012 година прод. 

Малчески повторно активно работеше во СММ се до 2019 година и во овој перидо 

покрај во организацијата на двата конгреси на СММ учествуваше како главен 

координатор и претседател на комисија за селекција на задачи на ЈБМО и БМО, 

како и на двете студентски олипијади во организација на МАССЕЕ. Дел од актив-

ностите на СММ е издавањето на списанијата “Нумерус” и “Сигма”, наменети за 

учениците од основното и средното образование, соодветно, со кои проф. Малче-

ски активно соработува, а неколку години беше и главен и одговорен уредник на 

споменатите списанија, период во кој ја формираше библиотеката на списанието 

“Сигма”. Проф. Малчески триесетина години учествува во организацијата на 

натпреварите по математика во нашата држава, подготовките на нашите ученици 

за учество на меѓународните натпревари и во повеќе наврати, како водач и заме-

ник водач на Македонската екипа, има учествувано на Меѓународните и на Бал-

канските математички олимпијади, кои се одржуваа надвор од нашата држава.  

Исто така Ристо Малчески од 2014 до 2019 година бил ѕредник на Математичкиот 

билтен, период кога списанието кое до огаш нередовно излегуваше е 

стабилизирано и е поставено на неколку значајни научни бази, при што во воие 

пет години Математичкиот билтен излегуваше два пати годишно.  

 


