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PREDGOVOR 

 
Ovaa kniga e prodol`enie na knigata Matemati~ka analiza I  i e 

napi{ana vrz osnova na sodr`ini od predmetot matematika II koj pove}e 
godini go predavav na studentite od prva godina na Elektrotehni~kiot 
fakultet, Ma{inskiot fakultet, na Interdisciplinarnite studii po 
politehni~ko obrazovanie pri Univerzitetot  „Sv. Kiril i Metodij “ i 
na Voenata Akademija “General Mihajlo Apostolski “ vo Skopje. 

Sodr`inata na ovaa kniga opfa}a standarna materija koja se izu-
~uva vo predmetite po matematika na site tehni~ki fakulteti i prven-
stveno e nameneta za studentite na tie fakulteti. 

Knigata e podelena vo ~etiri glavi so devet paragrafi. Prvata 
glava go opfa}a integralnoto smetawe na realni funkcii od edna realna 
promenliva so poimite neopredelen i opredelen integral. Vo vtorata i 
tretata glava se obrabotuvaat grani~ni procesi i nivnata primena vo 
diferencijalnoto smetawe kaj realni funkcii od pove}e realni promen-
livi. ^etvrtata glava e posvetena na integralnoto smetawe kaj realni 
funkcii od pove}e realni promenlivi, so poimite dvojni, trojni, krivo-
liniski i povr{inski integrali i nivna primena. So cel da se doobjas-
nat i ilustriraat soodvetni poimi, tvrdewa i svojstva, vo knigata se 
dadeni pogolem broj re{eni primeri. 
 Za ovoj del od matemati~kata analiza pretstavuva problem stro-
gata matemati~ka preciznost vo nejzinoto izlo`uvawe. Vo nekoi slu~ai 
za strogo matemati~ka formulacija i aksiomatsko definirawe na nekoi 
poimi {to ne e predmet na ovaa kniga i izleguva od koncepcijata, 
~itatelot se upatuva na soodvetna literatura [5, 8, 14]. Vo vrska so 
geometrisko pretstavuvawe na nekoi specijalni povr{ini ~itatelot se 
upatuva na soodvetna literatura [2, 19].  
 So osobeno zadovolstvo izrazuvam dlaboka blagodarnost na re-
cenzentite d-r Lazo Dimov, vonreden profesor na Ma{inskiot fakultet 
i d-r Marija Kujumxieva Nikoloska, vonreden profesor na Elektro-
tehni~kiot fakultet vo Skopje koi so svoite dobronamerni sugestii i 
zabele{ki pridonesoa vo golema mera da se oformi ovoj u~ebnik. 
 Sekoj u~ebnik, pa i ovoj, ima i svoi nedostatoci koi se obiduvav 
da gi svedam na minimalno nivo. Odnapred }e bidam blagodaren na site 
~itateli koi so svoi zabele{ki i sugestii }e pridonesat za podobruvawe 
na kvalitetot pri eventualno preizdavawe na ovoj u~ebnik. 
 
        Avtorot 
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G  L  A  V  A    P  R  V  A 
 

INTEGRALNO SMETAWE NA REALNA 
FUNKCIJA OD EDNA REALNA PROMENLIVA 

 
 
 

§1. NEOPREDELEN INTEGRAL 
 
 

Vo mnogu problemi od razni oblasti na naukata, kako i vo 
primenata, se sre}avame so neprekinati procesi ~ie opi{uvawe 
vsu{nost dovelo i do definirawe na matemati~ki operacii. Taka, 
na primer, ako e poznata ravenkata na dvi`ewe na edno telo, t.e. 
zakonot na promenata na patot vo zavisnost od promenata na 
vremeto s = s(t), toga{ so operacijata diferencirawe se nao|a 
zakonot na brzinata na dvi`eweto na toa telo vo zavisnost od 

promenata na vremeto v(t) =
dt
ds

. Ako pak se postavi obratniot 

problem, t.e. ako e poznata brzinata v(t), a se bara patot s(t), se 
doa|a do poimot za nova operacija vo matematikata, sprotivna na 
operacijata diferencirawe. 

 
1.1. Poimite primitivna funkcija i neopredelen integral 

1.1.  
Definicija 1.1. Neka e dadena funkcija f , definirana na [a, 

b]. Diferencijabilnata funkcija F velime deka e primitivna 
funkcija na funkcijata f na [a, b] ako na toj segment funkcijata f e 
nejzina izvodna funkcija ili, {to e isto, ako na toj segment  izra-
zot f(x)dx e nejzin diferencijal pri {to F'+(a) = f(a), F'−(b) = f(b). 
Zna~i, F'(x) = f(x), odnosno dF(x) = f(x)dx, ∀x∈[a,b]. 

O~igledno e deka baraweto primitivna funkcija za dadena 
funkcija kako operacija e sprotivno na operacijata barawe iz-
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vodna funkcija, odnosno na operacijata diferencirawe. Ovaa nova 
operacija se vika integrirawe.  

Bidej}i 
dx
d [F(x) + C] = F'(x) (C e konstanta, C∈R), zabele`u-

vame deka ako F e primitivna funkcija na funkcijata f na segmen-
tot [a, b], toga{ i F(x) + C isto taka e primitivna funkcija na f na 
istiot segment.  

Neka F e edna primitivna funkcija na funkcijata f na 
segmentot [a, b]. ]e poka`eme deka so mno`estvoto 

{F(x) + C| C∈R} 

se dadeni site primitivni funkcii. Definirame nova funkcija 
G(x) = F(x) − F(x), x∈[a, b], kade {to F e koja bilo druga primitivna 
funkcija na funkcijata f na segmentot [a, b]. Bidej}i G'(x) = F'(x) − 
F'(x) = f(x) − f(x) = 0, ∀x∈[a, b], kako posledica na teoremata na La-
gran` se dobiva G(x) = C, kade {to C e konstanta, C∈R, C = F(a) − 
F(a), od kade F(x) = F(x) + C, ∀x∈[a, b]. 

Spored toa, od proizvolnosta na izborot na primitivnata 
funkcija F mo`eme da zaklu~ime deka e dovolno za dadena fun-
kcija f da se najde samo edna primitivna funkcija. Geometriski 
gledano, toa e familija integralni krivi pomesteni za konstanta 
vo nasoka na oskata y. 

Definicija 1.2. Neka e dadena funkcija f  definirana na 
segmentot [a, b]. Pod neopredelen integral na funkcijata f na 
segmentot [a, b] se podrazbira mno`estvoto od site nejzini primi-
tivni funkcii i se ozna~uva so f(x)dx, kade {to f e podintegralna 
funkcija, f(x)dx podintegralen izraz, x podintegralna promenliva, 
a [a, b] segment na intergacija.  

∫

Primer 1.1. Ako  f(x) = 3x2, x∈R, toga{ 3x∫ 2dx = x3 + C, C e 
konstanta, pri {to ravenstvoto se podrazbira kako ravenstvo na 
mno`estva. 

Poimite primitivna funkcija i neopredelen integral mo-
`at da se definiraat na (a, b), (a, b], [a, b), kako i na drugi mno-
`estva so soodvetni modifikacii. 

Dosega ne go postavivme pra{aweto za klasata na funk-
ciite f, za koi postoi primitivna funkcija. Bez dokaz }e navedeme 
deka za site neprekinati funkcii na nekoe mno`estvo postojat 
primitivni funkcii, t.e. site neprekinati funkcii se 

 2 
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integrabilni na toa mno`estvo. Klasata integrabilni funkcii 
sepak e pogolema, bidej}i postojat funkcii koi imaat prekin vo 
nekoi to~ki od razgleduvanoto mno`estvo, a sepak se isto taka 
integrabilni.  

Drugo e pra{aweto dali mo`e da se najde analiti~ki izraz 
(formula) za mno`estvo primitivni funkcii. Imeno, postojat 
duri i elementarni funkcii za koi ne mo`e da se najde analiti~ki 
izraz (formula) za soodvetno mno`estvo primitivni funkcii, na 

primer za funkciite , 
2xe−

x
xsin

, 
xln

1
, sinx2 i drugi. Vo 

literaturata se poznati i slednite integrali:  

Lix = ∫ x
dx

ln
, x > 0, x ≠ 1,        Six = ∫ dx

x
xsin

, x ≠ 0, 

nare~eni integralen logaritam i integralen sinus. Ovie primi-
tivni funkcii, koi sigurno postojat bidej}i soodvetnite pod-
integralni funkcii se neprekinati funkcii, se novi funkcii 
definirani so operacijata integrirawe (integralna prezentaci-
ja), nare~eni transcedentni funkcii. Vo ovaa klasa spa|aat i ne-

elementarnite funkcii definirani so , kako i 

nere{livi integrali od iracionalni funkcii 
∫ ∫− dxxdxe x 2sin,

2

∫
−− )1)(1( 222 xkx

dx
,  ∫

−− )1)(1( 222

2

xkx

dxx
,   0 < k < 1, 

poznati kako elipti~ki integrali od prv i vtor red. Vo tie slu~ai 
primitivnite funkcii se specijalni funkcii definirani vo 
integralna forma i spored toa mo`e da se zaklu~i deka so 
procesot integrirawe se definira i nova klasa funkcii. Da 
zabele`ime deka e mnogu va`en i intervalot kade {to postojat 
ili ne postojat primitivni funkcii. 

Nao|aweto neopredelen integral e svrzano so pogolemi 
te{kotii vo sporedba so nao|aweto na izvodna funkcija. Re{a-
vaweto na neopredelen integral, odnosno integriraweto, se vr{i 
vrz osnova na tabelata na integrali dobiena od tabelata na izvodi 
od elementarni funkcii, osobinite na neopredelenite integrali 
i dvata metoda − metodot na zamena i metodot na parcijalna 
integracija, so soodvetni kombinacii. 
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Tabela na elementarni integrali 

 
1. 0⋅dx = C,     1⋅dx = x + C, ∫ ∫

2.  x∫ αdx = 
1+

+

α

α 1x  + C ,  (α  ≠ −1, α∈R), 

3. ∫
x

dx
⋅dx =  ln|x| + C, (x ≠ 0), 

4. e∫ x⋅dx  =  ex + C, 

5. a∫ x⋅dx = 
a

a x

ln
+ C, (a > 0, a ≠ 1 ), 

6. sinx dx = −cosx + C, ∫
7. cosx dx = sinx + C, ∫

8. ∫
x

dx
2cos

 =  tgx + C, ( x ≠ 
2
π

 + kπ, k∈Z), 

9. ∫
x

dx
2sin

= −ctgx + C, ( x ≠ kπ, k∈Z), 

10. ∫
12 −x

dx
= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ 1ln 2xx  + C, (|x| > 1), 

11. ∫ 21 x
dx
+

 = arctgx + C, 

12. ∫
21 x

dx

−
 = arcsinx + C, (|x| < 1), 

13. shxdx = chx + C, ∫
14. chxdx = shx + C, ∫

15. ∫
x

dx
2ch

 = thx + C, 

16. ∫
x

dx
2sh

= −cthx + C, (x ≠ 0), 

17. ∫
21 x

dx

+
= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ 21ln xx  + C, 

18. ∫ 21 x
dx
−

 = C
x
x
+

−
+

1
1ln

2
1

,  (|x| ≠ 1), 

 4 



§1. Neopredelen integral 

Od samata definicija na neopredelen integral neposredno 
sleduvaat slednite osobini: 

Osobina 1.1. Neka f i F' se integrabilni funkcii na 
segmentot [a, b]. Toga{ va`at ravenstvata: 
 

10 
dx
d [ f(x)dx] =  f(x). ∫

 
20 d[ f(x)dx] = f(x)dx. ∫
 
30  F'(x)dx = F(x) + C. ∫
 
40 dF(x) = F'(x)dx = F(x) + C. ∫ ∫

 
Osobina 1.2. Neka se dadeni funkcii f i g. Ako funkciite  f 

i g se integrabilni na isto mno`estvo, toga{ i funkciite  K f  (K 
e konstanta),  f + g, f − g se integrabilni na istoto mno`estvo i 
va`at ravenstvata: 

 
10  Kf(x)dx = K f(x)dx, ∫ ∫

 
20 [f(x) ± g(x)]dx = f(x)dx ± g(x)dx. ∫ ∫ ∫

 
Za konkretno presmetuvawe na neopredelenite integrali 

ovie ravenstva lesno se doka`uvaat i obop{tuvaat. 
 
 

Primer 1.2. 2x∫ 10 dx = 2 x∫ 10dx = 
11

2
11x  + C.  

 
Primer 1.3. 4e∫ x dx = 4 e∫ x dx = 4 ex + C.  
 

Primer 1.4. (x∫ 3 − ex)dx = x∫ 3 dx − e∫ x dx = 
4

4x  − ex + C. 
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1.2. Metod na zamena i metod na parcijalna integracija 
 

Re{avaweto na integralot f(x)dx mo`e da se uprosti za-
menuvaj}i ja podintegralnata promenliva x so nova promenliva t.  

∫

Neka e daden integralot f(x)dx, kade funkcijata f e inte-
grabilna na [a, b] i neka e dadena funkcija ϕ definirana na [α, β]. 
Ako funkcijata f e neprekinata na segmentot [a, b] i ako x = ϕ(t), 
kade {to funkcijata ϕ i nejzinata izvodna funkcija se nepreki-
nati na (α, β), pri {to a < ϕ(t) < b i ϕ'(t) ≠ 0 za ∀t∈(α, β), toga{ va`i 
ravenstvoto:  

∫

∫ f(x)dx = f(ϕ(t))ϕ'(t)dt∫ )(1 xt −= ϕ . 

Navistina, neka so F e ozna~ena podintegralnata funkcija 
na novo dobieniot integral, t.e. F(t) = f(ϕ(t))ϕ'(t), i neka po negovoto 
re{avawe se dobie primitivnata funkcija G(t), pri {to G'(t) = F(t), 
t∈(α, β). Toga{:  

 

dx
d

(Goϕ− 1)(x) = [
dt
d G(t)]

dx
d [ϕ − 1(x)] = G'(t)

)(
1

tϕ′
= F(t) 

)(
1

tϕ′
 = 

f(ϕ(t))ϕ'(t) 
)(

1
tϕ′

 = f(ϕ(t)) = f(x), 

 
so {to se poka`a deka slo`enata funkcija Goϕ−1 e edna primitiv-
na funkcija na f. So zamenata x = ϕ(t), dx = ϕ'(t)dt  se dobiva baranoto 
ravenstvo.  

Izborot na funkcijata ϕ e biten, bidej}i mo`e da se dobie 
i pote{ko re{liv ili nere{liv integral. Po  re{avaweto na no-
viot integral od desnata strana, odnosno nao|awe na mno`estvo 
primitivni funkcii, bitno e da se vratime na promenlivata x so 

vo taka dobienite primitivni funkcii. )(1 xt −=ϕ
Ovoj na~in na re{avawe neopredelen integral se vika 

metod na zamena. 
 
Primer 1.5. Za integralot (x + 4)∫ 6dx  so zamena  x + 4 = t,  

dx = dt,  se dobiva t∫ 6dt = 
7

7t  + C  i  (x + 4)∫ 6dx  =  
7

)4( 7+x  + C.   
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Primer 1.6.  Za integralot (4x + 5)∫ 3dx  zamenata e defini-

rana so 4x + 5 = t , dx = 
4
dt  i  (4x + 5)∫ 3dx = 

16
)54( 4+x   + C . 

Primer 1.7. Poka`i deka f(ax + b)dx = ∫
a
1 F(ax + b) + C,  kade 

{to F'(x) = f(x) (zamena ax + b = t). 

Primer 1.8. Re{i go integralot ∫ 21 x− dx , |x| ≤ 1 .  

So zamenata x = sint, dx = costdt (za |t| ≤ 
2
π

, t = arcsinx), se dobiva 

∫ 21 x−  dx = ∫ t2sin1− costdt = cos∫ 2tdt = 
2
1 t + 

4
1  sin2t + C = 

2
1  [arcsinx + x 21 x− ] + C. 

Kaj neopredelenite integrali mnogu e biten faktot deka 
sekoja primitivna funkcija e diferencijabilna, a so toa i nepre-
kinata na intervalot na koj se razgleduva. Ve}e kaj nekoi primeri 
zabele`avme deka e biten i intervalot na integracija. 

Primer 1.9.  Re{i go integralot I = e∫ − |x| dx .  
Re{enie: Za x ≥ 0, I = − e− x + C2, a za x < 0, I =  ex + C1. Bidej}i site 
primitivni funkcii treba da se neprekinati na R, od nepreki-
natosta vo to~kata x = 0 dobivame e0 + C1 = −e0 + C2, odnosno C2 = 2 + 
C1. Spored toa, za x ≥ 0, I = −e− x + 2 + C, a za x < 0, I = ex + C, kade {to 
C1 = C. Nacrtaj grafik na primitivna funkcija za C = −2  . 

Primer 1.10. ∫ −

−

+
− dxxx

xx

22
22

 = ? So zamena 2x + 2–x = t (t > 0) se 

dobiva I = ∫ ++= − C
t
dt xx )]22[ln(

2ln
1

2ln
1 . 

Primer 1.11. ∫
+1

2

x

x

e

dxe  = ? So zamena e x +1 = t2, e xdx = 2tdt se 

dobiva I = 2  = ∫ − dtt )1( 2 1)2(
3
2

+− xx ee  + C. 

 7 
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Primer 1.12. ∫
+ 22 ax

dx  = ?  

So zamena x = asht se dobiva I = ∫ dt = t + C. Od formulata x = 

2

tt eea
−−  se dobiva t = ln(x + 22 ax + ) – lna (iskoristeno et > 0) i 

spored toa  I = ln(x + 22 ax + ) + C. 

Primer 1.13. ∫ sin2xcos5xdx  = ?  

So zamena sinx = t se dobiva 

I = ∫ (t2 – 2t4 + t6)dt = 
3
1 sin3x – 

5
2 sin5x + 

7
1 sin7x + C. 

Primer 1.14. ∫
+ x

xdx
2sin4

cos  = ?  

So zamena sinx = t se dobiva I = ∫
+ 24 t
dt  = 

2
1 arctg(

2
sin x ) + C. 

Primer 1.15.  Najdi  = .  ∫ + xdxn 12sin ∫ − xdxx n sin)cos1( 2

So zamena u = cost, du = −sintdt se dobiva  

I = −  =  ∫ − duu n)1( 2 ∑ ∫
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−
n

k

kk duu
k
n

0

2)1(  =

∑
=

+ +
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
n

k

k xk
kk

n

0

1 12
12

1 cos)1(  + C. 

Primer 1.16.  = ∫ xdx4sin ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dxx 2

2
2cos1

 = 
4
1 x –

4
1 sin2x + 

8
1 x + 

32
1 sin4x + C. 

Primer 1.17.  = ?  ∫ xdx5tg
So zamena cosx = t, dt = −sinxdx  se dobiva: 

I = ∫
−−

5

22 )()1(
t

dtt
 = 

x4cos4
1  − 

x2cos
4  − ln(cosx) + C,  −

2
π

 <  x  < 
2
π

. 
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§1. Neopredelen integral 

Vo re{avaweto na neopredeleni integrali od trigonome-
triski funkcii naj~esto se upotrebuvaat slednite trigonome-
riski formuli: 

2
2cos1sin 2 xx −

= ,            
2

2cos1cos2 xx +
= , 

sinαx cosβx = 
2
1  [sin(α + β)x + sin(α − β)x], 

cosαx cosβx = 
2
1  [cos(α + β)x + cos(α − β)x], 

sinαx sinβx = 
2
1  [cos(α − β)x − cos(α + β)x], 

 
Neka se dadeni dve funkcii f i g definirani na nekoj 

segment [a, b]. Ako f i g  se diferencijabilni funkcii na (a, b)  i 
f(x)g'(x) e integrabilna funkcija na [a, b], toga{ f'(x)g(x) e inte-
grabilna funkcija na [a, b] i va`i ravenstvoto  

∫ f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) − ∫ g(x)f'(x)dx. 

Za da se doka`e toa ravenstvo, se trgnuva od ravenstvoto 

d[f(x)g(x)] = g(x)df(x) + f(x)dg(x), 

od koe se dobiva  

f(x)dg(x) = d[f(x)g(x)] − g(x)df(x). 

Za izrazot d[f(x)g(x)] edna primitivna funkcija e f(x)g(x), od 
koja so integrirawe na poslednoto ravenstvo i koristewe na 
osobinata 1.1 i osobinata 1.2 se dobiva baranata relacija. 

Ovoj na~in na re{avawe neopredelen integral se vika 
metod na parcijalna integracija, koj se upotrebuva vo slu~aj koga 
pri soodveten izbor na funkcii f i g integralot od desnata strana 
na ravenstvoto polesno se re{ava od integralot od levata strana.  

Ako za dvete funkcii f i g gi upotrebime oznakite u(x) i 
v(x), odnosno  u i v, toga{ ravenstvoto e  

∫ u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) − ∫ v(x)u'(x)dx, 

 ili poednostavno napi{ano ∫ udv = uv − ∫ vdu.  

Da zabele`ime deka mnogu e biten izborot na funkciite u i 
v na koi se razlo`uva samata podintegralna funkcija na inte-
gralot koj treba da se re{i.  
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Primer 1.18.  ∫ lnxdx = xlnx – x + C, pri {to u = lnx, dv = dx.     

Primer 1.19. Najdi ja rekurentnata formula za integralot  

I ∫ +
dx

ax n)(
1

22 = . n

nax )(
1

22 +
Re{enie: So parcijalna integracija u = , dv = dx, 

du = dx
ax
nx

n 122 )(
2

++
−

, v  =  x, se dobiva:  

∫ ++
dx

ax
x

n 122

2

)(nax
x

)( 22 + nax
x

)( 22 +
I  + 2nn =  =  + 

∫ ++
−+ dx

ax
aax
n 122

222

)( nax
x

)( 22 +
2+ 2n  + 2n(I = n − a I ). n+1

nax
x

)( 22 +
2 + 2n(I  − a IZna~i, I = n n n+1), od kade se dobiva 

rekurentna formula  I nax
x

)( 22 + 22
12

na
n −

22
1

na
I +  =  .  n+1 n

22 ax
x
+ a

x
∫ +

dx
ax 222 )(

1
22

1
a 32

1
a

Konkretno, I  + C.  =  =  + arctg2

Primer 1.20. ∫ (2 – 3x)cosxdx = ? So izborot u = 2 – 3x, dv = 
cosxdx, se dobiva: 

 I = (2 – 3x)sinx + 3∫ sinxdx = (2 – 3x)sinx − 3cosx + C. 

dxxa∫ − 22 22 xa − = ? So u = Primer 1.21. , dv = dx, i so 

nekoi transformacii se dobiva  

∫
− 22

2

xa

dxx
∫

−

−−
22

222 )(

xa

dxxaa22 xa − 22 xa −I = x  = x +  +  = 

x
a
x

∫
− 22 xa

dx dxxa∫ − 2222 xa − 22 xa −2 2  + a  = x  + a − arcsin  – I, 

od kade I = 
a
x

2
1 22 xa − 2 [x  + a ] + C. arcsin

Primer 1.22. ∫ x2 2x dx = ? So dve posledovatelni parcijalni 
integracii u = x x x2 , dv = 2 dx i u = x, dv = 2 dx, se dobiva:  
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§1. Neopredelen integral 

)
2ln

2
2ln

2(
2ln

2
2ln

2
2

2
xxx

xx −−=− ∫ dxxx x
x

2
2ln

2
2ln

22I =  + C. 

 
Primer 1.23. ∫ cos(lnx)dx = ? So dve posledovatelni parcijal-

ni integracii u = cos(lnx), dv = dx i u = sin(lnx), dv = dx, se dobiva:  

2
xI = xcos(lnx) + xsin(lnx) − I, od kade I = [cos(lnx) + sin(lnx)] + C. 

Primer 1.24. cosβ xdx = ? So dve posledovatelni parci-

jalni integracii u = , dv = cosβ xdx i u = , dv = sinβ xdx, se do-

biva I = 

∫ xeα

xeα xeα

2

2

β
α

β
1

2β
αxeα xeαsinβ x + cosβ x  − I. Zna~i: 

22 βα

α

+

xeI = [α cosβ x + β sinβ x] + C. 

Analogno mo`e da se poka`e deka   

22 βα

α

+

xe∫ xeα sinβ xdx = (α sinβ x − β cosβ x) + C. 

 

1.3. Integrirawe na racionalni funkcii 

 
Edna od klasite na funkcii koi mo`at sekoga{ da se inte-

griraat e klasata racionalni funkcii. Ovde }e iska`eme bez do-
kaz nekolku fundamentalni teoremi od algebrata. 

Teorema 1.1. Sekoj polinom Pn(x) mo`e na edinstven na~in 
da se pretstavi kako proizvod od mno`iteli od vid (x − a)k i (x2 + px 
+ q)s 2  ,  kade {to  p − 4q < 0, a, p, q ∈ R, k, s ∈ N. 

)(
)(

xQ
xP

m

nDefinicija 1.3. Za racionalnata funkcija R(x) = , 

kade {to P (x), Qn m(x) se polinomi od stepeni n i m soodvetno, veli-
me deka e pravilna ako n < m. 

)(
)(

xQ
xP

m

nTeorema 1.2.  Ako R(x) =  e proizvolna racionalna 

funkcija koja ne e pravilna (n ≥ m), toga{ na edinstven na~in 
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mo`e da se zapi{e kako zbir od polinom i pravilna racionalna 

funkcija, t.e.  R(x) = 
)(
)(

xQ
xP

m

n

)(
)(

xQ
xP

m

k = Tn−m(x) + , k < m.  

Polinomot Tn−m(x) se dobiva so postapkata delewe na 
polinomot P (x) so polinomot Qn m(x).  

2
1

2

5

−+
+
xx

x
Primer 1.25. Za racionalnata funkcija  so pos-

tapkata delewe se dobiva 
2

1
2

5

−+
+
xx

x
2

911
2 −+

−
xx

x =  x3 − x2  + 3x − 5 + . 

Definicija 1.4. Elementarni racionalni funkcii se pra-
vilnite racionalni funkcii od slednite dva vida:  

kax
A

)( − sqpxx
NMx

)( 2 ++
+ 2 ,  p − 4q < 0, (I)   ,   (II)  

k, s∈N; A, a, M, N∈R. 

Elementarnite racionalni funkcii od vidot (I) se inte-
griraat so zamena na sledniot na~in: 

∫ −
dx

ax
A

)(
Za k = 1 se dobiva:  = Aln|x − a| + C.  

∫ −
dx

ax
A

k)( 1−
−
k

A
1)(

1
−− kax

Neka  k > 1. Toga{  + C.  = 

Za integrirawe na elementarnite racionalni funkcii od 

vidot (II) se primenuva zamenata x + 
2
p  = t. Pritoa se dobiva dx = dt, 

x2 + px + q = t2 + a2, kade {to a2 = q − 
4

2p  ( > 0 spored uslovot).  

Za s = 1 se dobiva:  

dt
at

pMNMt
∫ +

−+

22
2∫ ++

+ dx
qpxx

NMx
2 2

M dt
at

t
∫ + 22

2
 =  =  + 

)
2

( pMN − )
2

( pMN −
a
t

2
M

a
1

∫ + 22 at
dt 2 2ln(t  + a + C =  ) + arctg = 
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§1. Neopredelen integral 

)
2

( pMN −
a

px
2

2 +
2
M

a
1ln(x2 + px + q ) + + C, arctg

Neka s > 1. Toga{  

dt
at

pMNMt
s∫ +

−+

)(
2

22∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

s)( 2 dt
at
t

s∫ + )(
2

222
M

 =  =   + 

+ )
2

( pMN − ∫ + sat
dt

)( 22 . 

2 2 Prviot integral se re{ava so nova zamena t + a = z, dodeka 
za vtoriot integral se primenuva rekurentnata formula od 
primer 1.19. 

 Povtorno da zabele`ime deka po re{avaweto na neoprede-
lenite integrali zadol`itelno preku zamenite se vra}ame na 
promenlivata x . 

Teorema 1.3. Sekoja pravilna racionalna funkcija na 
edinstven na~in mo`e da se pretstavi kako suma od kone~en broj 
elementarni racionalni funkcii. Pritoa na sekoj mno`itel od 
vidot (x − a)k, a ∈ R, k ∈ N, od polinomot vo imenitelot na racio-
nalnata funkcija mu odgovara zbirot od  k elementarni racional-
ni funkcii od vidot (I):  

k
k

ax
A

)( −2
2

)( ax
A
−)(

1

ax
A
−

 +  + ... + , 

a na sekoj mno`itel od vidot  (x2 + px + q)s, kade {to p, q ∈ R, s ∈ N, 
p2 − 4q < 0,  od polinomot vo imenitelot na racionalnata funkcija 
mu odgovara zbirot od  s elementarni racionalni funkcii od vi-
dot (II):  

s
ss

qpxx
NxM

)( 2 ++
+

)( 2
11

qpxx
NxM
++

+
22

22

)( qpxx
NxM
++

+
+ + ... + , 

kade {to A , A1 2,..., Ak, M , M ,..., M , N N ,..., Ns s1 2 1, 2  se realni koefi-
cienti koi se nao|aat so metodot na neopredeleni koeficienti.  

Metodot na neopredeleni koeficienti se sostoi od ized-
na~uvawe na polinomot vo broitelot na pravilnata racionalna 
funkcija so polinomot dobien vo broitelot od racionalnata 
funkcija po sveduvaweto na zaedni~ki imenitel na zbirot od 
elementarnite racionalni funkcii. Potoa so izedna~uvawe na  
koeficientite pred soodvetnite stepeni od dvata polinoma i so 
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re{avawe na taka dobieniot linearen sistem ravenki se dobivaat 
baranite koeficienti. 

Spored toa, integriraweto racionalni funkcii se sveduva 
na integrirawe elementarni racionalni funkcii. 

∫ −−
+

32
)2(

2 xx
dxx

Primer 1.26.  Re{i go integralot . 

Re{enie: 

1+x
A

3−x
B

32
2

2 −−
+

xx
x

)3)(1(
2

−+
+

xx
x

)3)(1(
)1()3(

−+
++−

xx
xBxA

 =  =  +  =  = 

)3)(1(
3)(
−+

+−+
xx

BAxBA
, 

od kade se dobiva 

4
1−

4
5x + 2 = (A + B)x − 3A + B  ⇒ 1 = A + B, 2 = −3A + B ⇒ A = , B = . 

Zna~i: 

∫ +
dx

x
A

1 ∫ −
dx

x
B

3∫ −−
+

32
)2(

2 xx
dxx

4
1−

4
5ln|x + 1| + ln|x − 3| + C.  =  +  =  

 
1.4. Integrirawe na nekoi iracionalni funkcii 

 
Integracijata na iracionalni funkcii ne e sekoga{ mo`na 

za razlika od integracija na klasata racionalni funkcii. Ovde }e 
se zadr`ime na nekolku potklasi iracionalni funkcii kaj koi so 
pogodno izbrana zamena na promenlivata integriraweto se sveduva 
na integrirawe racionalni funkcii.  

s
r

n
m

dcx
bax

dcx
bax

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,I. Integralite od vidot ∫ R(x, )dx, kade {to 

s
r

n
m

dcx
bax

dcx
bax

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,R e racionalen izraz od x,  i ad – bc ≠ 0, so 

dcx
bax

+
+ p= t , kade {to  p e najmal zaedni~ki sodr`atel na zamenata 

s
r

n
m ,...,imenitelite na dropkite , se sveduvaat na integrali od 

racionalni funkcii. 
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§1. Neopredelen integral 

∫
+ )(34 xxx

dx 12= ? So zamena x = tPrimer 1.27.   se dobiva: 

∫ + 2

4

1 t
dtt

∫ +
+− dt

t
t )

1
11(

2
2 12123 arctg12124 xxx +−I = 12  + C, = 12  = 

za x > 0 . 

∫
+

++ dx
x

xx
3 1

1
Primer 1.28.   = ?  

6So zamena 1 + x = t  se dobiva:  

6 10)1(
5
3 x+ 6 4)1(

2
3 x+ 6 7)1(

7
6 x+3 6 3 I = 6∫ t (t  – 1 + t )dt = + C. −  + 

dx
x
x

x
3

2 2
2

)2(
2

+
−

−∫Primer 1.29.  =?  

3
2

2
2

4
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

x
x3

2
2 t

x
x

=
+
−

 se dobiva I =  + C. So zamena 

cbxax ++2II. Integrali od vidot ∫ R(x,  )dx, kade {to R e 

racionalen izraz od x, i cbxax ++2  se sveduvaat na integrali od 
racionalni funkcii so Ojlerovi zameni:  

cbxax ++2 a = t ± xa)  , ako a > 0, 

cbxax ++2 c = tx ± , ako c > 0, b)  

cbxax ++2v)   = (x − α) t, ako α  e realen koren na kvadrat- 
      nata ravenka ax2 + bx + c = 0. 

      Znakot + ili – se izbira proizvolno vo zavisnost od toa 
dali integralot {to se dobiva e poednostaven za re{avawe. 

∫
+++ 221 2 xx

dx
Primer 1.30.  = ?  

222 ++ xxBidej}i  a = 1 > 0, so zamena  = t – 2  se dobiva:  

∫ +++
++ dt

ttt
tt

)44)(1(
22

2

2

222

2
2 ++++ xxx

222 ++ xxI =  = ln|x + 1 + | +  

+ C. 
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∫
− 22 kx

dx
Primer 1.31.  = ?  

22 kx −Bidej}i  a = 1 > 0, so zamena  = t – x  se dobiva:   

22 kx −I = ln|x + | + C  za | x | > | k |. 

∫
−− 32 )107( xx

xdx
Primer 1.32.  = ?  

2107 xx −−Bidej}i a = − 1 < 0, c = −10 < 0,  so zamenata  = (x − 2)t se 
dobiva:  

2
107

9
4

107

2
9

10 2

2 −
−−

−
−−

−
x

xx

xx

xI = + C. 

 
III. Integralite od vidot ∫ R(xm(a + bxn)p)dx, kade {to R e 

racionalen izraz od  xm(a + bxn)p  i m, n, p ∈ Q, se integrali od bino-
men diferencijal i so zameni se sveduvaat na integrali od racio-
nalni funkcii edinstveno vo slednite slu~ai: 

ka)   ako p ∈ Z, toga{ x = t , kade {to k e najmaliot zaedni~ki 
                   sodr`atel na m i n, 

n
m 1+

b)   ako  ∈ Z, toga{ a + bxn  =  tα, kade {to α  e imenite- 

       lot na  p, 

n
m 1+

v) ako  + p ∈ Z, toga{ a + bxn = tα xn, kade {to α  e ime-  

                    nitelot na p. 

dxxx∫
−− + 2

1
411 )1(Primer 1.33.  = ?  

n
m 1+

2
1

Bidej}i  m = −11, n = 4,  p= − ,  + p = −3 ∈ Z, so zamena 

1 + x4 = x4 2t  se dobiva:  

2

4

8

24

4

4 1]
2
1

10
)1(

3
1[

x
x

x
x

x
x +

−
+

−
+I =  + C. 
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∫
+ dx
x

x
3 2

31
Primer 1.34.   = ?  

n
m 1+

2
1

3
2

3
1Bidej}i m = − , n = , p = ,  = 1 ∈ Z, so zamena 

3
1

1 x+ 2= t  se dobiva:   

2
3

3
1

)1(2 x+2I = 6∫ t  dt =  + C. 
 

Da zabele`ime deka postojat i drugi vidovi integrali od 
iracionalni funkcii koi ne se od ovoj vid i koi mo`at da se inte-
griraat so soodvetno pogodno izbrani zameni i soodvetna 
transformacija.  

∫
++ 3 4

3

21 x

dxx
Primer 1.35.  =?  

So zamena x4 + 2 = (t − 1)3 se dobiva:  

∫
+− dt

t
tt 12

4
3 2

I =  = 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++−++ )21ln()21(2)21(
2
1

4
3 3 43 423 4 xxx  + C. 

∫
+ 122 xx

dx
Primer 1.36.  = ?  

So zamena x = sht se dobiva:  

x
x 21+

−∫ t
dt

2sh
+ C. = I = 

 
1.5. Integrirawe na nekoi poednostavni trigonometriski   

funkcii 
 

Integralite od vidot ∫ R(sinx, cosx) dx, kade {to R e racio-
nalen izraz od  sinx i  cosx, se sveduvaat na integrali od racionalni 

funkcii so zamena t = tg
2
x

 so ograni~uvawe −π < x < π. Pritoa, vo 
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21
2

t
t

+
soglasnost so trigonometriskite vrski, se dobiva sinx = , cosx 

= 2

2

1
1

t
t

+
−

21
2

t
dt

+
 i dx = . Sekako i kaj ovie integrali se mo`ni i drugi 

formi na zameni vo zavisnost od konkretna podintegralna 
funkcija, pri {to mo`e da se dobie poednostaven integral. 

∫ x
dx

sin
Primer 1.37.  = ?  

2
x

So zamenata t = tg  se dobiva:   

∫ t
dt

2
xI = | + C. = ln| tg

Primer 1.38.  ∫  = ?  +− xdxxx cos)1sin2sin5( 3

So zamena sinx = u se dobiva:  

Cxxx ++− sinsin
2
1sin

2
5 42I =  = ∫ +− duuu )125( 3 . 

∫ x
dx

2tg
Primer 1.39.   = ?  

2
π

21 t
dt
+2

π
So zamena t = tgx, za −  < x < , dx = , se dobiva:  

∫ + )1( 22 tt
dt dt

tt
)

1
11( 22∫ +

−
xtg

1
−I =  − x + C.  =  = 
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§2. OPREDELEN INTEGRAL 
 
 

Neprekinatite procesi se predmet na izu~uvawe vo mate-
mati~kata analiza. Golem broj problemi vo tehnikata i vo drugi 
oblasti, vo koi mo`at da se definiraat funkcionalni vrski me|u 
razni veli~ini, mo`at da se izu~uvaat so pomo{ na neprekinati 
procesi. Pritoa od golema va`nost se broj~enite i drugi karakte-
ristiki so pomo{ na koi se razre{uvaat soodvetnite problemi.  

Takvi broj~eni karakteristiki se, na primer, izvodot, 
opredelen integral, dvoen integral, krivoliniski integral, 
povr{inski integral i drugi, koi imaat svoe zna~ewe vo 
soodvetnata oblast, na primer, brzina, plo{tina, volumen, 
koordinati na te`i{te, fluks, ja~ina na struja, rabota, moment na 
inercija, radius na krivina, efekt, mo}nost i drugo. 

 
2.1. Poimite integralna suma, sumi na Darbu i opredelen integral 

so soodvetni osobini 
 

Definicija 2.1. Neka e daden segment [a, b]⊂R. Sekoe kone~-
no mno`estvo to~ki x0, x1, ..., xn ∈ [a, b], pri {to a = x0 < x1 <...< xn = b, 
definira edna podelba πn na segmentot [a, b]. Brojot dn = , 

kade {to Δx

ini
xΔ

−≤≤ 10
max

i = xi+1 − xi, i = 0, n − 1,  se vika dijametar na soodvetnata 
podelba. Nizata na podelbi {πn} na segmentot [a, b] se vika osnovna 
ako nizata od soodvetnite dijametri {dn} e nulta niza. Jasno e deka 
dve razli~ni podelbi mo`at da imaat eden dijametar. 

Definicija 2.2. Neka e dadena funkcija f definirana na 
segmentot [a, b] i neka e πn edna podelba na segmentot [a, b]. Sumata 

od vidot σ(πn) = , kade {to ξ∑
−

=

1

0
Δ)(

n

i
ii xf ξ i ∈ [xi, xi+1], i = 0, n − 1, se vika 

integralna suma na funkcijata f  vo odnos na podelbata πn. 

Od samata definicija e jasno deka integralnata suma na 
edna funkcija zavisi kako od podelbata πn taka i od izborot na 
to~kite ξi. Imeno, za ista podelba se mo`ni razli~ni integralni 
sumi za razli~en izbor na to~kite ξi . 

Definicija 2.3. Neka e dadena funkcija f definirana na 
segmentot [a, b]. Ako nizata integralni sumi σ(πn) na funkcijata f, 
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koi odgovaraat na koja bilo osnovna niza {πn} od podelbi na seg-
mentot [a, b], imaat kone~na granica I koga dn→0, nezavisno od 
izborot na to~kite ξi, toga{ brojot I se vika opredelen integral 

od funkcijata f  na segmentot [a, b] i se ozna~uva so . ∫
b

a
dxxf )(

Definicija 2.3*. (Riman) Neka e dadena funkcija f  defi-
nirana na [a, b]. Kone~niot broj I e granica na integralnite sumi 
σ(πn) ako ∀ε > 0,  ∃δ > 0, taka {to za site podelbi πn na [a, b] so di-
jametri λn, za koi λn < δ, va`i neravenstvoto |σ(πn) − I | < ε  nezavis-
no od izborot na to~kite ξi. Brojot I se  vika opredelen integral 

od funkcijata f na segmentot [a, b] i se ozna~uva so . ∫
b

a
dxxf )(

Vo toj slu~aj velime deka podintegralnata funkcija f e 
integrabilna na segmentot [a, b] spored Riman, a se vika dolna, a b 
gorna granica.  

Ponatamu za funkcija koja e integrabilna spored Riman }e 
velime kratko deka e integrabilna. O~evidno e deka potreben us-
lov f da bide integrabilna e uslovot taa da bide ograni~ena na 
segmentot [a, b].  

Mo`e da se poka`e deka  definiciite 2.3 i 2.3* se ekviva-
lentni. 

Primer 2.1. Funkcijata na Dirihle f(x) = 0, ako x e iracio-
nalen broj i f(x) = 1, ako x e racionalen broj, e definirana i ogra-
ni~ena na segmentot [0, 1], no ne e integrabilna. 

Za da go poka`eme toa, izbirame osnovna niza podelbi {πn} 
so soodvetna niza od dijametri {dn}. Formirame  dve nizi, {σ*(πn)}, 
{σ**(πn)} integralni sumi koi odgovaraat na isti podelbi, no raz-
li~en izbor na to~kite ξi, taka {to kaj nizata {σ*(πn)} soodvetnite 
to~ki ξi

* se iracionalni broevi, a kaj nizata {σ**(πn)} soodvetnite 
to~ki ξi

** se racionalni broevi. Toga{ 

σ*(πn)  = = 0, σ∑
−

=

1

0

* Δ)(
n

i
ii xf ξ **(πn) =  =  = 1. ∑

−

=
Δ

1

0

** )(
n

i
ii xf ξ ∑

−

=
Δ⋅

1

0
1

n

i
ix

So toa dobivme dve nizi integralni sumi {0} i {1}, koi se 
o~evidno konvergentni (konstantni nizi) koga dijametrite se 
stremat kon 0, so granici 0 i 1, soodvetno. Zna~i, pri ista osnovna 
niza podelbi {πn}, no pri razli~en izbor na to~kite ξi, kaj sood-
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vetnite integralni sumi dobivme razli~ni granici na soodvetnite 
nizi integralni sumi, {to zna~i f ne e integrabilna funkcija. 

            Definicija 2.4. Neka πn e edna podelba na [a, b], funkcijata  
f  definirana i ograni~ena na [a, b]. Sumite od vidot: 

s(πn) = ,                 S(π∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xm n) = , ∑

−

=
Δ

1

0

n

i
ii xM

kade {to: 
mi  = ,         M)(inf

],[ 1

xf
ii xxx +∈

i  = , i = 0, n − 1, )(sup
],[ 1

xf
ii xxx +∈

se vikaat dolna i gorna suma na Darbu za funkcijata f na segmentot 
[a, b] vo odnos na podelbata πn. 

Od definicijata e jasno deka ovie sumi na Darbu zavisat 
samo od podelbata πn. Poradi neravenstvata 

mi  ≤  f(ξi) ≤  Mi , i = 0, n − 1, 

za edna ista podelba πn i proizvolen izbor na to~kite ξi }e va`i 
neravenstvoto s(πn) ≤ σ(πn) ≤ S(πn), kade {to s(πn), σ(πn), S(πn) se, 
soodvetno, dolna suma na Darbu, integralna suma i gorna suma na 
Darbu. U{te pove}e, pri  fiksna podelba πn sumite na Darbu s(πn), 
S(πn) se vsu{nost supremum odnosno infimum na mno`estvoto 
integralni sumi (pri fiksna podelba integralnite sumi zavisat 
samo od izborot na to~kite ξi). Sumite na Darbu gi imaat i sled-
nite osobini: 

Osobina 2.1.  Neka πn e edna podelba i πm druga podelba na 
segmentot [a, b], pri {to kaj πm osven delbenite to~ki na podelbata 
πn ima i drugi delbeni to~ki (pofina podelba). Toga{   

s(πn) ≤ s(πm);              S(πm) ≤ S(πn). 

Osobina 2.2.  Za koi bilo podelbi πn i πm na  [a, b] va`i ne-
ravenstvoto s(πn) ≤ S(πm). 

Neka {s(πn)} e mno`estvo od site dolni sumi na Darbu za 
funkcijata f vo odnos na site podelbi πn na segmentot [a, b]. Spored 
osobinata 2.2 toa mno`estvo e ograni~eno odgore, na primer so 
broj ednakov na gorna suma na Darbu vo odnos na konkretna podelba 
na [a, b], i spored aksiomata 6 za neprekinatost kaj realnite 
broevi }e postoi supremum koj }e go ozna~ime so I*.    

Neka {S(πn)} e mno`estvo od site gorni sumi na Darbu za 
funkcijata f vo odnos na site podelbi πn na segmentot [a, b]. Poradi 

 21 



Glava prva 

istata osobina 2.2 toa mno`estvo e ograni~eno oddolu, na primer 
so broj ednakov na dolna suma na Darbu vo odnos na konkretna 
podelba na [a, b], i spored posledicata na aksiomata 6 za nepreki-
natost }e postoi infimum koj }e go ozna~ime so I*.   

]e poka`eme deka za koja bilo podelba πn na [a, b] va`i s(πn) 
≤ I* ≤ I* ≤ S(πn). Neravenstvata s(πn) ≤ I*  i  I* ≤ S(πn) se to~ni, bidej}i 
I* i I* se supremum odnosno infimum na mno`estvata od site dolni 
odnosno gorni sumi na Darbu za funkcijata f vo odnos na site 
mo`ni podelbi πn na segmentot [a, b].  

Da pretpostavime deka va`i obratnoto neravenstvo, odnos-
no deka I* < I*. Bidej}i I* e konkreten realen broj, spored defini-
cijata za supremum za I*  }e postoi konkretna dolna suma na Darbu 
s(πn

*), taka {to  I* ≤ s(πn
*) ≤ I*. Bidej}i pak s(πn

*) e konkreten broj, 
spored definicijata za infimum za I*  }e postoi konkretna gorna 
suma na Darbu S(πm

*), taka {to I* ≤ S(πm
*) ≤ s(πn

*), {to e kontradik-
tornost na osobinata 2.2. Spored toa va`i neravenstvoto I* ≤ I* . 

Teorema 2.1.  Neka e dadena funkcija f, definirana i ogra-
ni~ena na [a, b]. Funkcijata f e integrabilna na [a, b] ako i samo ako 

0)]()([lim
0

=−
→ nnd

sS
n

ππ , kade {to dn e dijametar na podelbata πn . 

Dokaz: Da pretpostavime deka I postoi spored Riman. Toga{ 
∀ε > 0, ∃δ > 0, taka {to za site podelbi πn na [a, b] so dijametri dn, 
za koi dn < δ, va`i neravenstvoto |σ(πn) − I | < ε, odnosno ne-
ravenstvoto I − ε < σ(πn) < I + ε, nezavisno od izborot na to~kite ξi 
kaj integralnite sumi σ(πn) formirani vo odnos na soodvetnite 
podelbi so dijametri dn.  

Neka πn e podelba na segmentot [a, b] so dijametar dn < δ. 
Toga{ va`at neravenstvata I − ε < s(πn) ≤ σ(πn) ≤ S(πn) < I + ε, kade 
{to s(πn) i S(πn) se dolnata i gornata suma na Darbu vo odnos na po-
delbata πn. Od neravenstvata I − ε < s(πn) < I + ε sleduva neraven-
stvoto | I − s(πn)| < ε. Od proizvolnosta na izborot na podelbata πn  
so dijametar dn < δ  sleduva deka za site podelbi πn so dijametri  
dn < δ  }e va`i  |I − s(πn)| < ε, {to povlekuva )(lim

0 nd
s

n

π
→

 = I.  

Na ist na~in, trgnuvaj}i od neravenstvata I − ε < S(πn) < I + ε, 
se dobiva )(lim

0 nd
S

n

π
→

= I. Spored toa, =
→

)(lim
0 nd
S

n

π )(lim
0 nd
s

n

π
→

, od {to 

sleduva 0)]()([lim
0

=−
→ nnd

sS
n

ππ . 
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Neka sega va`i 0)]()([lim
0

=−
→ nnd

sS
n

ππ  i neka I*  i I* se supre-

mum odnosno infimum na mno`estvata od site dolni odnosno gorni 
sumi na Darbu za funkcijata f vo odnos na site mo`ni podelbi πn na 
segmentot [a, b]. Od 0)]()([lim

0
=−

→ nnd
sS

n

ππ  sleduva deka ∀ε > 0, ∃δ > 0, 

taka {to za site podelbi πn na [a, b] so dijametri dn  za koi dn < δ  
va`i neravenstvoto S(πn) − s(πn) < ε, odnosno S(πn) < s(πn) + ε.  

Neka πn e podelba so dijametar dn < δ. Toga{ za soodvetnite 
dolna i gorna suma na Darbu va`at slednite neravenstva: 

s(πn) − ε < s(πn) ≤ I* ≤I* ≤ S(πn) < s(πn) + ε. 
Od ovie neravenstva sleduva  s(πn) − ε < I* < s(πn) + ε, odnosno 

|I* − s(πn)| < ε. Od proizvolnosta na izborot na podelbata πn so dija-
metar dn < δ  sleduva deka za site podelbi πn so dijametri dn  < δ }e 
va`i  |I* − s(πn) | < ε, {to povlekuva )(lim

0 nd
s

n

π
→

 = I*. 

 Na ist na~in, trgnuvaj}i od neravenstvata s(πn) − ε < I* < 
s(πn) + ε, odnosno |I* − s(πn)| < ε,  se dobiva )(lim

0 nd
s

n

π
→

= I*. Poradi 

ednozna~nosta na granicata na konverentna niza od poslednite 
granici se dobiva I* = I*, t.e. egzistencijata i edinstvenosta na 
brojot I = I* = I*  .  

Neka sega σ(πn) e integralna suma za funkcijata f vo odnos 
na podelbata  πn so dijametar dn < δ. Toga{ za dolnata i gornata su-
ma na Darbu vo odnos na istata podelba πn }e va`at neravenstvata 
s(πn) ≤ σ(πn) ≤ S(πn) za koj bilo  izbor na to~kite ξi . Za taa podelba 
}e va`at neravenstvata S(πn)

 < s(πn) + ε i s(πn)
 ≤ I, od kade {to se do-

bivaat neravenstvata σ(πn) ≤ S(πn) < s(πn) + ε ≤ I + ε. Od druga strana, 
za istata podelba πn }e va`i neravenstvoto σ(πn) > s(πn) za koj bilo 
izbor na to~kite ξi, kako i neravenstvata s(πn) > S(πn) − ε i S(πn) > I, 
od koi se dobivaat neravenstvata σ(πn) > s(πn) > S(πn) − ε > I − ε. Zna-
~i, σ(πn) < I + ε i σ(πn) > I − ε,   t.e. |σ(πn) − I| < ε za koj bilo  izbor na 
to~kite ξi.  

Od proizvolnosta na izborot na podelbata πn sleduva deka 
∀ε > 0, ∃δ > 0, taka {to za site podelbi πn na segmentot [a, b] so 
dijametri dn, za koi dn < δ, va`i neravenstvoto |σ(πn) − I | < ε, 
nezavisno od izborot na to~kite ξi, {to zna~i deka funkcijata f e 

integrabilna i I = .  ∫
b

a
dxxf )(
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 Neka S(πn) i s(πn) se sumi na Darbu za funkcijata f  vo odnos 
na edna ista podelba πn na segmentot [a, b] so dijametar dn i neka  

ωi = Mi − mi, i = 0, n − 1. Toga{ S(πn) − s(πn) = . Zna~i, spored 

poslednata teorema 2.1 funkcijata f e integrabilna na segmentot 

[a, b] ako i samo ako va`i  . 

∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xω

0lim
1

00
=Δ∑

−

=→

n

i
iid

x
n

ω

Teorema 2.2. Ako f  e funkcija neprekinata na [a, b], toga{ e 
integrabilna na istiot segment. 

Dokaz: Od teoremata na Vajer{tras za neprekinati funk-
cii na segment sleduva deka f e i ramnomerno neprekinata, t.e. go 
ima svojstvoto za proizvolen realen broj ε > 0 da postoi realen 
broj δ > 0, taka {to za koi bilo x1, x2 od [a, b] za koi |x1 − x2| < δ  va`i 
neravenstvoto |f(x1) − f(x2)| < ε .  

Neka πn e podelba na segmentot [a, b] so dijametar dn < δ . Od 
vtorata teorema na Vajer{tras za neprekinati funkcii na segment 
sleduva deka postojat ξi

*, ξi
** ∈ [xi, xi+1] za koi |ξi

* − ξi
**| < δ  (|ξi

* − ξi
**| < 

dn < δ, bidej}i dn = ini
xΔ

−≤≤ 10
max ), taka {to  

Mi =  = f(ξ)(sup
],[ 1

xf
ii xxx +∈

i
*),        mi = = f(ξ)(inf

],[ 1

xf
ii xxx +∈

i
**),   ∀i =0, n − 1. 

Vo soglasnost so prethodnata osobina (ξi
*, ξi

** ∈ [a, b]) }e va`i ne-
ravenstvoto  |f(ξi

**) − f(ξi
*)| < ε, odnosno neravenstvata 

ωi = Mi − mi = f(ξi
**) − f(ξi

*) < ε,   ∀i = 0, n − 1. 

Zna~i, ∀ε > 0, ∃δ > 0, taka {to za sekoja od podelbite πn, za ~ii 
dijametri va`i dn < δ, }e va`i 

0 < S(πn) − s(πn) =   < = ε (b −  a). ∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xω ∑

−

=
Δε

1

0

n

i
ix

Spored toa,  i vo soglasnost so soodvetnata teore-

ma 2.1 funkcijata f  e integrabilna funkcija.  

0lim
1

00
=Δ∑

−

=→

n

i
iid

x
n

ω
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Dosega a < b, bidej}i be{e daden segment [a, b]. Ako a > b, 

toga{ spored definicija se zema  = − , a ako a = b 

toga{ spored definicija se zema  = 0. 

∫
b

a
dxxf )( ∫

a

b
dxxf )(

∫
a

a
dxxf )(

Primer 2.2. Poka`i deka  = b − a.  ∫
b

a
dx

Re{enie: Bidej}i podintegralnata funkcija f(x) = 1 e ne-
prekinata na segmentot [a, b], {to zna~i deka e i integrabilna,  
mo`eme da izbereme pogodna specijalna osnovna niza od podelbi, 
taka {to lesno mo`e da se najde granicata od nizata soodvetni 
sumi (bilo integralni pri konkreten izbor na to~kite ξi  bilo 
sumi na Darbu), a so toa i opredeleniot integral kako broj. 

Da izbereme specijalna osnovna niza od podelbi πn  dadeni 

so n + 1 delbeni to~ki na ednakvo rastojanie Δxi = 
n

ab −  = Δx. Zna~i, 

xi = a + iΔx, dn = 
n

ab −  i, izbiraj}i ξi = xi, i = 0, n, dobivame σ(πn) = 

= = b − a. Spored toa ∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ix ∑

−

=
Δ

1

0

n

i
x )(πndn

σ
0

lim
→

=  = b − a. ∫
b

a
dx

Primer 2.3. Kaj , f(x) = x e funkcija neprekinata na 

segmentot [a, b], {to zna~i deka e i integrabilna. Neka podelbata 
π

∫
b

a
xdx

n e dadena so n + 1 delbeni to~ki xi na ednakvo rastojanie Δxi =  

n
ab −  = Δx, taka {to xi = a + iΔx, i = 0, n. 

Bidej}i funkcijata f(x) = x e strogo monotono raste~ka ne-
prekinata funkcija, mi =  = f(x)(inf

],[ 1

xf
ii xxx +∈

i) = xi , soodvetnata dolna 

suma na Darbu za podelbata πn }e bide dadena so formulata: 

s(πn) =  =  = Δx[na + Δx(1 + 2 + ... + (n − 1))] = ∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xx ∑

−

=
Δ+Δ

1

0
)(

n

i
xiax

(b − a)(a + 
n

nab 1
2

−
⋅

− ). 
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 Bidej}i dn = Δx = 
n

ab −
, ako dn→0, toga{ n→∝, pa zna~i deka 

=
→

)(lim
0 nd
s

n

π  (b − a)(a + 
∞→n

lim
n

nab 1
2

−
⋅

− ) = 
2

22 ab − . 

Spored toa, = ∫
b

a
xdx

2

22 ab − . 

Presmetuvaweto na opredelen integral obi~no ne se vr{i 
neposredno spored definicijata, bidej}i e povrzano so te{kotii, 
a ponekoga{ e i neizvodlivo. Da zabele`ime u{te deka opredele-
niot integral ponekoga{ se koristi i za nao|awe granica na ne-
koja poslo`ena broj~ena niza. 

Primer 2.4.  Da se najde 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+++
∞→ n

n
nnnn

ππππ )1(sin...2sinsinlim . 

Re{enie: Za funkcijata f(x) = sinx i za podelbata  πn  na seg-

mentot  [0, π] definirana so delbenite to~ki xi = 
n
iπ

, Δx = 
n
π  = dn , 

formirame soodvetna integralna suma  

σ(πn) = = ∑
−

=
Δ

1

0
)(

n

i
ii xf ξ ∑

−

=

1

0
)(sin

n

i nn
i ππ

, 

kade {to ξi = xi, i = 0, n − 1. Bidej}i funkcijata f(x) = sinx e nepre-

kinata na segmentot  [0, π], }e postoi )(lim nn
πσ

∞→
 =  = 2. Pri 

toa kako poznat rezultat e koristeno deka  = 2.  Zna~i,  

∫
π

xdx
0
sin

∫
π

xdx
0
sin

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+++
∞→ n

n
nnnn

ππππ )1(sin...2sinsinlim  = 2. 
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]e navedeme nekolku osobini na opredeleniot integral.  

Osobina 2.3. Ako funkciite f i g se integrabilni na seg-
mentot [a, b], toga{ i funkciite Kf  (K e konstanta) i  f + g  se 
integrabilni na [a, b], pri {to va`i 

∫∫ =
b

a

b

a
dxxfKdxxKf )()( ,      =  + . ∫ +

b

a
dxxgxf )]()([ ∫

b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxg )(

Ovaa osobina mo`e da se pro{iri i na kone~en broj funkcii. 

Osobina 2.4. Ako funkcijata f e integrabilna na segmentot 
[a, b] i c∈(a, b), toga{ f e integrabilna na segmentite [a, c] i [c, b], 
pri {to va`i  

∫
b

a
dxxf )(  =  + . ∫

c

a
dxxf )( ∫

b

c
dxxf )(

Va`i i obratnoto tvrdewe: ako funkcijata f e integrabilna 
na segmentite [a, c] i [c, b], toga{ f e integrabilna na segmentot [a, 
b], pri {to va`i istoto ravenstvo. 

Osobina 2.5. Ako f  e integrabilna funkcija na [a, b],  pri 
{to ∀x∈[a, b],  f(x) ≥ 0 (f(x) ≤ 0 ), toga{ va`i 

∫
b

a
dxxf )(  ≥ 0        (  ≤ 0 ). ∫

b

a
dxxf )(

Posledica 2.1. Ako f i g se integrabilni funkcii na seg-
mentot [a, b] i ako ∀x∈[a, b], f(x) ≤ g(x), toga{ va`i 

∫
b

a
dxxf )(  ≤ . ∫

b

a
dxxg )(

Pri dokazot, osobinata 2.5 se primenuva na nova funkcija 
F(x) = g(x) − f(x) i pritoa se koristi osobina 2.3. 

 Dokazite na osobinite 2.3, 2.4 i 2.5 proizleguvaat nepo-
sredno od definicijata na opredelen integral i osobinite na 
broj~eni nizi. 

Osobina 2.6. Ako funkcijata f e integrabilna na [a, b], 
toga{ i funkcijata | f | e integrabilna na [a, b], pri {to 

|   ≤ . ∫
b

a
dxxf )( | ∫

b

a
|dxx|f )(
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Dokaz: Neka S(πn) i s(πn) se sumi na Darbu za funkcijata f i 
S*(πn), s*(πn) sumi na Darbu za funkcijata | f | na [a, b] vo odnos na 
edna ista podelba πn. Spored neravenstvoto ||a| − |b|| ≤ |a − b| }e 
va`at neravenstvata Mi

* – mi
* ≤ Mi − mi, ∀i = 0, n − 1, kade {to 

mi = ,      M)(inf
],[ 1

xf
ii xxx +∈

i = ,     m)(sup
],[ 1

xf
ii xxx +∈

i
* = , |)(|inf

],[ 1

xf
ii xxx +∈

Mi
*

 = ,      i = 0, n − 1, |)(|sup
],[ 1

xf
ii xxx +∈

 odnosno neravenstvoto 0 ≤ S*(πn) – s*(πn) ≤ S(πn) – s(πn). 

Spored toa, ako [S(π
0

lim
→nd

n) − s(πn)] = 0, toga{ i [(S
0

lim
→nd

*(πn) − 

s*(πn)] = 0, {to zna~i | f | e integrabilna funkcija. 
Od druga strana, za soodvetnite integralni sumi σ(πn), 

σ*(πn) vo odnos na edna ista podelba πn dobivame  

|σ(πn)| = | | ≤  = σ∑
−

=
Δ

1

0
)(

n

i
ii xf ξ ∑

−

=
Δ

1

0
|)(|

n

i
ii xf ξ *(πn) 

i pri fiksno izbrani ξi, i = 0, n − 1 (ve}e e doka`ano deka | f |  e 
integrabilna funkcija), so grani~en proces dn→0 se dobiva bara-
noto neravenstvo (osobina kaj konvergentni broj~eni nizi).  

Osobina 2.7.  Ako f e integrabilna funkcija na [a, b] i ako m 
=  M = toga{ va`i ocenata ),(inf

],[
xf

bax∈
),(sup

],[
xf

bax∈

m(b − a) ≤  ≤ M(b − a). ∫
b

a
dxxf )(

Dokaz: Za novo definiranata funkcija F1(x) = M − f(x) va`i 

F1(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], i od osobinata 2.5 sleduva  ≥ 0, od 

kade {to so koristewe na osobinata 2.3 i  = b − a (primer 2.2) 

se dobiva M(b − a) ≥ . 

∫ −
b

a
dxf(x)M ][

∫
b

a
dx

∫
b

a
dxxf )(

Na ist na~in za nova funkcija F2(x) = m − f(x), ∀x∈[a, b], se  

dobiva i vtoroto neravenstvo m(b − a)  ≤  . ∫
b

a
dxxf )(
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Osobina 2.8. (Teorema za sredna vrednost.) Ako funkcijata 
f e integrabilna na [a, b] i ako m =  M =  toga{ 

postoi broj μ ∈ R, m ≤ μ ≤ M, taka {to va`i ravenstvoto  

),(inf
],[

xf
bax∈

),(sup
],[

xf
bax∈

∫
b

a
dxxf )( = (b − a)μ . 

  Dokaz: Spored osobinata 2.7 }e va`i neravenstvoto  

m ≤ 
ab −

1
∫
b

a
dxxf )(  ≤ M 

i toga{ μ = 
ab −

1
∫
b

a
dxxf )(  e to~no baraniot broj. 

Posledica 2.2. Ako f e i neprekinata funkcija na [a, b], to-
ga{ postoi ξ ∈ [a, b], taka {to va`i ravenstvoto 

∫
b

a
dxxf )( = (b − a)f(ξ). 

Vsu{nost μ = f(ξ), {to proizleguva od osobinata na neprekinati 
funkcii za brojot μ, pri {to m i M se najmalata i najgolemata 
vrednost na funkcijata f na [a, b] i m ≤ μ  ≤ M . 

Osobina 2.9. (Obop{tena teorema za sredna vrednost.) Ako 
g i f⋅g se integrabilni funkcii na segmentot [a, b], ako ∀x∈[a, b] 
va`i m ≤ f(x) ≤ M (f e ograni~ena funkcija na [a, b]) i ako g ne go 
menuva znakot na [a, b] (sekoga{ e ili nenegativna ili nepozitiv-
na), toga{ postoi broj μ∈R, m ≤ μ ≤ M, za koj va`i: 

∫
b

a
dxxgxf )()(  =μ . ∫

b

a
dxxg )(

Dokaz: Neka ∀x∈[a, b] g(x) ≥ 0. Toga{ za ∀x∈[a, b] va`at ne-
ravenstvata mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x), od kade {to spored svojstvata }e 
va`at i neravenstvata  

m  ≤  ≤  M . ∫
b

a
dxxg )( ∫

b

a
dxxgxf )()( ∫

b

a
dxxg )(
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Ako  = 0, toga{  = 0 i μ mo`e da bide 

koj bilo broj me|u m i M. 

∫
b

a
dxxg )( ∫

b

a
dxxgxf )()(

Ako pak > 0, toga{ od poslednite neravenstva se 

dobiva 

∫
b

a
dxxg )(

M
dxxg

dxxgxf
m b

a

b

a ≤≤

∫

∫

)(

)()(
, od kade {to μ = 

dxxg

dxxgxf

b

a

b

a

∫

∫

)(

)()(
 e to~no 

baraniot broj. 

Slu~ajot  < 0 ne e mo`en, bidej}i g(x) ≥ 0, ∀x∈[a, b]. ∫
b

a
dxxg )(

Na ist na~in se dobiva baranoto ravenstvo i vo slu~ajot  
g(x) ≤ 0, ∀x∈[a, b]. 

 
2.2. Wutn-Lajbnicova formula 

 
]e poka`eme deka postoi tesna vrska me|u opredelen i 

neopredelen integral, so {to vo golema mera }e se olesni 
presmetuvaweto na opredeleniot integral koristej}i go aparatot 
za presmetuvawe na neopredelen integral. 

Pred da premineme na narednite osobini so koi }e bide da-
dena vrskata me|u opredelen i neopredelen integral preku 
takanare~enata Wutn-Lajbnicovata formula, }e razgledame nekoi 
aspekti za opredeleniot integral. Imeno, kaj opredeleniot inte-
gral, koj e kone~en broj, oznakata za podintegralnata promenliva 
ne e bitna. Toa zna~i deka 

∫
b

a
dxxf )(  =  = , ∫

b

a
dttf )( ∫

b

a
dzzf )(

t.e. opredeleniot integral zavisi samo od samata funkcija f i od 
segmentot na integracija [a, b], odnosno od negovite krajni to~ki.  

Neka f e integrabilna funkcija na [a, b] i neka x∈[a, b]. 
Toga{ f e integrabilna i na segmentot [a, x] i postoi brojot 
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∫
x

a
dttf )( . Zna~i, od proizvolnosta na x mo`eme da zaklu~ime deka za 

sekoe  x∈[a, b] postoi ednozna~no definiran broj ∫ . 
x

a
dttf )(

Zatoa mo`e da se definira nova funkcija F: x→  na 

segmentot [a, b], koja se narekuva opredelen integral so promenli-
va gorna granica.  

∫
x

a
dttf )(

Osobina 2.10. Ako f  e integrabilna funkcija na [a, b], to-

ga{ funkcijata F definirana so F(x) =  e neprekinata 

funkcija na [a, b].  

∫
x

a
dttf )(

Dokaz: Neka h ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata x vo to~-
kata x0∈(a, b) taka {to x0 + h∈(a, b). Toga{ so koristewe na osobina-
ta 2.4 se dobiva 

F(x0 + h) =  =  +  , ∫
+hx

a
dttf

0

)( ∫
0

)(
x

a
dttf ∫

+hx

x
dttf

0

0

)(

t.e. F(x0 + h) − F(x0) = .  ∫
+hx

x
dttf

0

0

)(

Od osobinata 2.8 za sekoe h ≠ 0 postoi broj μ ∈ R, m0 ≤ μ ≤ M0, 
kade {to 

m0 =        M),(inf
],[ 00

tf
hxxt +∈

0 =  ),(sup
],[ 00

tf
hxxt +∈

za h > 0, i  

m0 =         M),(inf
],[ 00

tf
xhxt +∈

0 =  ),(sup
],[ 00

tf
xhxt +∈

za h < 0, taka {to F(x0 + h) − F(x0) = μ (x0 + h − x0) = μh. 

Bidej}i μ zavisi od h i e ograni~en, pri grani~niot proces 
h→0 dobivame  = 0 (teorema za proizvod na ograni~ena i 

beskone~no mala funkcija), odnosno 

μh
h 0
lim
→

0)]()([lim 000
=−+

→
xhx

h
FF , {to 
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zna~i deka F e neprekinata funkcija vo to~kata x0. Od proiz-
volnosta na izborot na to~kata x0 zaklu~uvame deka F e nepreki-
nata na (a, b). Na soodveten na~in se poka`uva i neprekinatost 
odlevo vo to~kata b i neprekinatost oddesno vo to~kata a. 

Osobina 2.11. Ako f e integrabilna na [a, b] i neprekinata 
funkcija vo to~kata x0∈(a, b), toga{ funkcijata F  definirana vo 
osobinata 2.10 ima izvod vo to~kata x0, pri {to F' (x0) = f(x0). 

Dokaz: Neka f e neprekinata funkcija vo x0∈(a, b). Spored 
osobinata 2.10 za sekoe narasnuvawe h ≠ 0 za koe va`i x0 + h∈(a, b) 
postoi broj μ∈R (zna~i, μ zavisi od h ) so svojstvo m0 ≤ μ ≤  M0, taka 
{to F(x0 + h) − F(x0) = μh. 

Od neprekinatosta na funkcijata f vo to~kata x0 sleduva de-
ka ∀ε > 0 }e postoi δ > 0, taka {to za ∀t za koi | t − x0 | < δ va`i 
neravenstvoto | f(t) − f(x0) | < ε, t.e. ∀t ∈ V(x0, δ), f(t) ∈ V(f(x0), ε), 
odnosno f(x0) − ε,  f(x0) + ε se minoranta i majoranta za mno`estvoto 
{f(t) | | t − x0 | < δ}. 

Zemaj}i narasnuvawe h ≠ 0 taka {to t = x0 + h, dobivame deka 
∀h za koe | h | < δ }e va`i neravenstvoto f(x0) − ε < f(x0 + h) < f(x0) + ε, 
odnosno  neravenstvoto f(x0) − ε ≤ m0 ≤ M0 ≤  f(x0) + ε (m0 i M0 se infi-
mum i supremum definirani vo osobina 2.10, a f(x0) − ε i f(x0) + ε se 
minoranta i majoranta). Poradi m0 ≤ μ ≤  M0 sleduva f(x0) − ε ≤ μ ≤ 
f(x0) + ε, odnosno |μ − f(x0)| < ε. 

Zna~i, za ∀ε > 0 najdovme δ (egzistencijata e preku nepreki-
natosta), taka {to za ∀h, za koe | h − 0 | < δ, va`i |μ − f(x0) | < ε, {to 
zna~i deka postoi  = f(xμ

h 0
lim
→

0) odnosno  

)(
)()(

lim 0
00

0
xf

h
xhx

h
=

−+
→

FF
. 

Spored toa F' (x0) = f(x0).  

Od proizvolnosta na izborot na x0∈(a, b) sleduva deka za 
∀x∈(a, b) }e va`i F' (x) = f(x), pa mo`eme da zaklu~ime deka F e edna 
primitivna funkcija za funkcijata f na (a, b).  

Neka se zadovoleni uslovite od osobina 2.11 i F e koja bilo 
druga primitivna funkcija na f. Toga{ }e postoi konstanta C, taka 
{to F(x) = F(x) + C. Za opredeluvawe na konstantata C se koristi  
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deka F(a) =  = 0 i se dobiva C = F(a) − F(a) = −F(a), {to 

zna~i deka F(x) = F(x) − F(a) ∀x∈[a, b]. 

∫
a

a
dttf )(

Za x = b se dobiva kone~nata Wutn-Lajbnicova formula 

∫
b

a
dxxf )( = F(b) − F(a) = F(x) |ab, 

kade {to F e konkretna primitivna funkcija na podintegralnata 
funkcija f . 

Da zaklu~ime deka za presmetuvawe na opredelen integral e 
dovolno da se najde edna primitivna funkcija na podintegralnata 
funkcija, t.e. da se re{i neopredeleniot integral i da se primeni 
Wutn-Lajbnicovata formula. 

Primer 2.5.  So Wutn-Lajbnicovata formula da se re{i 

integralot . ∫
1

0

5dxx

Bidej}i 
6

6x
 e edna primitivna funkcija na funkcijata x5, 

}e dobieme I = 
0
1

6

6x
 = 

6
1

 − 0 = 
6
1

. 

 Primer 2.   So Wutn-Lajbnicovata formula da se re{i 

integralot .  ∫
π

0
sin xdx

 Bidej}i −cosx e edna primitivna funkcija na funkcijata 
sinx, }e dobieme I = (−cosx)|0π = −(−1 − 1) = 2. 
 

2.3. Metod na zamena i metod na parcijalna integracija  
kaj opredeleniot integral 

 

Teorema 2.3. Neka e daden , kade {to f e neprekina-

ta funkcija na [a, b]. Neka ϕ e funkcija na zamena na podintegral-
nata promenliva x so nova podintegralna promenliva t, taka {to  
x = ϕ (t), i neka ϕ gi zadovoluva slednite uslovi:  

∫
b

a
dxxf )(

a)   ϕ e neprekinata na segmentot [α, β], taka {to ∀t∈[α, β],  
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       ϕ (t)∈[a, b] ,  
b)   ϕ (α) = a, ϕ (β) = b ili ϕ (α) = b, ϕ (β) = a,  
v)   postoi neprekinat izvod ϕ' (t) ≠ 0, ∀t∈(α, β).  

Toga{ va`i ravenstvoto  =  ili ra-

venstvoto  = . 

∫
b

a
dxxf )( ∫ ′

β

α
dtttf )())(( ϕϕ

∫
b

a
dxxf )( ∫ ′

α

β
dtttf )())(( ϕϕ

Dokaz: Ako F e edna primitivna funkcija na funkcijata f na 
segmentot [a, b], toga{ F(t) = F(ϕ (t)) e edna primitivna funkcija na 
funkcijata f(ϕ(t))ϕ' (t) na segmentot [α, β] (poka`ano kaj ne-
opredeleniot integral).  

Spored toa, so primena na Wutn-Lajbnicovata formula se 

dobiva  = F(b) − F(a) i  ∫
b

a
dxxf )(

∫ ′
β

α
dtt(tf )())( ϕϕ  =  F(β) − F(α) = F(ϕ (β)) − F(ϕ (α)) = F(b) − F(a) 

za ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, ϕ' (t) > 0, so {to e doka`ano ravenstvoto. 

Osobina 2.12. Neka e dadena funkcija f integrabilna na 
segmentot [−a, a]. Ako f e parna funkcija na [−a, a], toga{ va`i 

 = 2 , a ako  f  e neparna funkcija na [−a, a], toga{ 

va`i  = 0. 

∫
−

a

a
dxxf )( ∫

a

dxxf
0

)(

∫
−

a

a
dxxf )(

Dokaz: Neka f e parna funkcija na [−a, a]. Spored osobina 2.4 

∫
−

a

a
dxxf )(  =  + . ∫

−

0
)(

a
dxxf ∫

a

dxxf
0

)(

So zamenata x = −t vo prviot integral se dobiva  

∫
−

a

a
dxxf )( = −  +  = 2 . ∫ −

0

)(
a

dttf ∫
a

dxxf
0

)( ∫
a

dxxf
0

)(
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Pritoa e koristena relacijata f(−t) = f(t) (f  e parna funkcija) i de-

finicijata = − .  ∫
0

)(
a

dxxf ∫
a

dxxf
0

)(

Neka f e neparna funkcija na [−a, a]. Spored osobinata 2.4 

 =  + . So zamenata x = −t vo prviot 

integral se dobiva = −  +  = 0. Pritoa e 

koristena  relacijata f(−t) = −f(t) (f  e neparna funkcija) i defini-

cijata = − . 

∫
−

a

a
dxxf )( ∫

−

0

)(
a

dxxf ∫
a

dxxf
0

)(

∫
−

a

a
dxxf )( ∫ −

0

)(
a

dttf ∫
a

dxxf
0

)(

∫
0

)(
a

dxxf ∫
a

dxxf
0

)(

 Neka se dadeni dve funkcii u(x) i v(x) definirani na seg-
mentot [a, b]. Ako u(x) i v(x) zaedno so svoite izvodni funkcii se 
neprekinati na  [a, b], toga{ va`i ravenstvoto:  

∫
b

a
xdvxu )()( = [u(x)v(x)]|ab − . ∫

b

a
xduxv )()(

Navistina od ravenstvoto   

u(x)dv(x) = d[u(x)v(x)] – v(x)du(x) 

so integrirawe i koristewe na osobinite na opredeleniot in-
tegral i Wutn-Lajbnicovata formula se dobiva baranoto raven-
stvo.    

Ovoj na~in na re{avawe na opredelen integral se narekuva 
metod na parcijalna integracija kaj opredeleniot integral i 

skrateno se sveduva na formulata = (uv)|∫
b

a
udv a

b − , so zabele{-

ka deka toa e vsu{nost ravenstvo na broevi, a ne na funkcii. 

∫
b

a
vdu

Primer 2.6. So metod na parcijalna integracija da se re{i 

.  ∫
1

0
dxxex

∫∫ =+−=−=
1

0

1

0
11

0
1 eedxexedxxe xxx . 

 Pritoa u = x, dv = exdx. 
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Primer 2.7.  Da se presmeta sumata ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−n

k k
n

k

k

0 12
)1(

.  

Re{enie: So parcijalna integracija se dobiva rekurentnata 
formula  

∫ +
+
−

=−
12

)()(
22

22

n
xaxdxxa

n
n ∫ −−

+
dxxa

n
na n 122

2

)(
12

2
. 

So koristewe na ovaa formula se dobiva  

∫ −
a

n dxxa
0

22 )( = ∫ −−
+

a
n dxxa

n
na

0

122
2

)(
12

2
, 

i so matemati~ka indukcija se dobiva 

∫ −
a

n dxxa
0

22 )(  = 
!)!12(

!)!2(12

+
+

n
na n . 

Zna~i,  = ∫ −
1

0

2 )1( dxx n

!)!12(
!)!2(

+n
n

.  

Od druga strana, 

∫ −
1

0

2 )1( dxx n  = = ∫ ∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

1

0 0

2)1( dxx
k
nn

k

kk ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−n

k k
n

k

k

0 12
)1(

. 

Spored toa,  ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−n

k k
n

k

k

0 12
)1(

= 
!)!12(

!)!2(
+n
n

. 

 
2.4. Polaren koordinaten sistem 

 
 Vo dosega{nite izlagawa za opredeluvawe na polo`bata na 
dadena to~ka vo ramnina, kako i za prika`uvawe grafik na nekoi 
funkcii, se koriste{e Dekartoviot pravoagolen koordinaten 
sistem vo ramnina. No mnogu problemi od geometrijata, mehanika-
ta i drugi oblasti polesno se re{avaat ako se koristi eden drug 
sistem nare~en polaren koordinaten sistem vo ramnina. Polo`-
bata na edna to~ka M vo ramninata vo Dekartov pravoagolen 
koordinaten sistem be{e celosno opredelena so podreden par od 
dve koordinati, apscisa i ordinata, koi vsu{nost bea proekcii na 
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radius-vektorot na taa to~ka vrz dve normalni me|usebno orien-
tirani pravi nare~eni koordinatni oski. 

Polo`bata na edna to~ka M vo ramninata e celosno 
opredelena i vo polarniot koordinaten sistem isto taka so dve 
koordinati, od koi ednata e rastojanieto ρ na taa to~ka od edna 
fiksna to~ka 0, nare~ena  pol, a vtorata e agolot ϕ me|u edna 
fiksna orientirana poluprava so po~etok vo to~kata 0, nare~ena 
polarna oska, i so vektorot so po~etok vo to~kata 0 i kraj vo 
to~kata M. Koordinatata ρ se vika polarno rastojanie, a koordi-
natata ϕ e polaren agol koj se meri vo pozitivna nasoka 
(sprotivno od dvi`eweto na strelkite na ~asovnikot). Za da se 
dobijat vrskite me|u Dekartovite koordinati x, y i polarnite 
koordinati ρ, ϕ na edna ista to~ka M vo ramninata, }e pretposta-
vime deka koordinatniot po~etok se poklopuva so polot, a apsci-
sata so polarnata oska (crte` 1). 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

     

M

ϕ 

y  

y
ρ 

x
 
 
 
 
Toga{ od pravoagolniot triagolnik 0MN se dobivaat vrski-

te x = ρcosϕ, y = ρsinϕ. Neka f e funkcija dadena so ravenkata ρ = f(ϕ), 
~ij grafik mo`e geometriski da se interpretira kako mno`estvo 
to~ki od ramninata (kriva) vo polaren koordinaten sistem. Ista-
ta funkcija geometriski mo`e da se razgleduva i vo Dekartov pra-
voagolen koordinaten sistem.  

Da zabele`ime deka na grafici na isti funkcii mo`at da 
odgovaraat sosema razli~ni krivi vo pravoagolen i vo polaren 
koordinaten sistem. Isto taka i isti krivi mo`at da bidat geo-
metriska interpretacija na grafici na razli~ni funkcii. Na 

0

Crte` 1 

N x
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primer, vo polaren koordinaten sistem grafikot na funkcijata 
f(ϕ) = ρ = R (R e konstanta) e kru`nica so radius R i centar vo 
polot O, a grafikot na funkcijata g(ρ) = ϕ = α (α e konstanta) e 
poluprava so po~etok vo polot O, dodeka vo Dekartov pravoagolen 
koordinaten sistem graficite na istite funkcii f(x) = y = b, 
odnosno g(y) = x = a (a, b se konstanti), se horizontalna odnosno 
vertikalna prava (crte` 2).  

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

y  

y=b   b    

0 a

x=a 

x 

R

ρ=R 

ϕ=α

α

ρ 
0

Crte` 2 

 
 
Od druga strana, horizontalnata prava, koja e grafik na 

funkcijata f zadadena so ravenkata f(x) = y = b (b e konstanta) vo 
Dekartov pravoagolen koordinaten sistem, e grafik i na druga 

funkcija h zadadena so ravenkata ρsinϕ = b, ili ρ = 
ϕsin

b
, vo pola-

ren koordinaten sistem, pri {to za dobivawe na funkcionalnata 
vrska h se koristeni vrskite me|u polarnite i Dekartovite koor-
dinati. 

O~evidno e deka vo vtoriot slu~aj funkcijata h e dosta 
poslo`ena. Ako pak se razgleda polukru`nicata koja e grafik na 
funkcijata zadadena implicitno so ravenkata x2 + y2 = R2 , y ≥ 0, 
toga{ so koristewe na vrskite me|u polarnite i Dekartovite 
koordinati se dobiva deka taa e grafik na funkcijata zadadena so 
ravenkata ρ = R, 0 ≤ ϕ ≤ π, vo polaren koordinaten sistem, koja ima 
dosta poednostaven analiti~ki izraz . 
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Neka e dadena funkcijata ρ  = f(ϕ) definirana na mno`es-
tvo Dϕ i neka ϕ i ρ se  polarni koordinati. So koristewe na vrs-
kite me|u polarnite i Dekartovite koordinati  se dobiva  funk-
cija koja mo`e da se zapi{e  vo parametarski vid zemaj}i ja koor-
dinatata ϕ  za parametar: x =  f(ϕ)cosϕ, y = f(ϕ)sinϕ, kade {to x i y  se 
Dekartovi koordinati.  

Pritoa treba da se ima predvid deka vo op{t slu~aj defi-
nicionata oblast na funkcijata f ne mora da bide ista so defini-
cionata oblast na dobienata funkcija dadena vo parametarski vid. 

Da zabele`ime deka sekoga{ treba da se ima predvid deka 
funkcijata e analiti~ki poim zaedno so nejziniot grafik defi-
niran kako mno`estvo od podredeni parovi, dodeka krivata e geo-
metrisko mesto od to~ki vo opredelen koordinaten sistem, ~ii 
koordinati imaat nekoe zaedni~ko svojstvo (vrska), na primer 
funkcionalna vrska kaj grafikot na funkcija i sl.  

Pritoa grafikot mo`e da sodr`i i podreden par so nega-
tivni broevi (x0, y0), x0 < 0, y0 < 0, {to ne pretstavuva problem za 
geometrisko interpretirawe kako to~ka A(x0, y0) vo pravoagolen 
Dekartov koordinaten sistem. Vo polarniot koordinaten sistem 
se javuva problem, bidej}i spored definicijata vtorata koordina-
ta ρ na nekoja to~ka M(ϕ, ρ) sekoga{ e pozitiven broj (rastojanie). 
Za da se razre{i ovoj problem vo polaren koordinaten sistem, 
podredeniot par (ϕ0, ρ0), kade {to ρ0 < 0, se indentifikuva so 
to~kata M(ϕ0 + π, −ρ0). 
 

2.5. Primena na opredelen integral za presmetuvawe 
plo{tina na ramninska figura, dol`ina na ramninska kriva 

i volumen i plo{tina na prostorno telo, kako i primena 
vo fizikata i elektrotehnikata 

 
Neka e dadena funkcija f neprekinata i nenegativna na seg-

mentot [a, b]. Nejziniot grafik da go razgledame kako kriva vo De-
kartov pravoagolen koordinaten sistem i da go postavime proble-
mot za nao|awe plo{tina na krivoliniski trapez kako geometri-
ska slika ograni~ena so pravite y = 0, x = a, x = b i krivata koja go 
pretstavuva grafikot na funkcijata f kako mno`estvo to~ki od 
ramninata.  Da izbereme edna podelba πn na [a, b] so delbeni to~ki 

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b, na ednakvi rastojanija Δx = 
n

ab − . Neka mi 
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i Mi se najmalata i najgolemata vrednost na funkcijata f na pot-
segmentite [xi, xi+1],  i = 0, n − 1 (crte` 3). 

 
 

0 a b xi xi+1 

Crte` 3 

mi

C

y   
Gf     Mi  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spored formulata za plo{tina na pravoagolnik, plo{ti-

nite na pravoagolnicite so osnova Δx i visini mi,  odnosno Mi se 
dadeni so formulite Δx⋅mi odnosno Δx⋅Mi, i = 0, n − 1. Obrazuvame 

sumi od plo{tinite na site takvi pravoagolnici i 

, koi vsu{nost se sumi na Darbu s(π

∑
−

=
Δ

1

0

n

i
i xm

∑
−

=
Δ

1

0

n

i
i xM n) i S(πn) za funkcijata f  

za podelbata πn na segmentot [a, b]. 
Spored uslovot funkcijata f  e neprekinata, {to zna~i 

integrabilna, i za nea postoi opredeleniot integral  za 

koj va`i s(π

∫
b

a
dxxf )(

n) <  < S(π∫
b

a
dxxf )( n). 

Od druga strana, s(πn) i S(πn)  se sumi na plo{tini od pra-
voagolnici i plo{tinata na krivoliniskiot trapez se nao|a me|u 
niv za sekoja podelba na segmentot [a, b]. Spored toa, zemaj}i go 
predvid grani~niot proces kaj definicijata za opredelen inte-
gral, mo`eme da ka`eme deka plo{tinata na krivoliniskiot 

trapez e brojot koj se dobiva kako opredelen integral , ∫
b

a
dxxf )(
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{to e vo soglasnost so geometriskata pretstava za plo{tina (na 
primer plo{tina na pravoagolnik). 

Definicija 2.5. Neka e dadena funkcija f definirana i ne-

prekinata na [a, b] i za ∀x∈[a, b] neka  f(x) ≥ 0. Brojot  se 

vika plo{tina na krivoliniski trapez obrazuvan so grafikot na 
taa funkcija. 

∫
b

a
dxxf )(

Na sli~en na~in se doa|a i do formulata za presmetuvawe 
plo{tina na krivoliniski trapez i vo slu~aj koga funkcijata e 
nepozitivna na [a, b], pri {to za plo{tina se zema apsolutnata 
vrednost na dobieniot broj. Vo soglasnost so ovaa konstatacija se 
poka`uva slednoto tvrdewe:  

Teorema 2.4. Neka f e neprekinata funkcija na [a, b]. Plo{-
tinata na geometriskata slika ograni~ena so pravite x = a, x = b i 
krivata koja odgovara na grafikot na funkcijata f  na [a, b]  se 
presmetuva so koristewe na osobinata za aditivnost na opredelen 
integral otkako prethodno segmentot [a, b] }e se podeli na potseg-
menti vo koi funkcijata f e ili samo nenegativna ili samo nepo-
zitivna. Sumiraweto se vr{i kako suma na apsolutni vrednosti.   

Primer 2.8. Da se najde plo{tina na geometriska slika 
ograni~ena so  oskata x i grafikot na funkcijata f(x) = sinx defi-
nirana na segmentot  [0, 2π].  

Ako go presmetame integralot sinxdx, }e dobieme kako 

rezultat 0. No ako sakame da ja presmetame plo{tinata, toga{ 

∫
π2

0

P  =   + ∫
π

xdx
0
sin ∫

π

π
xdx

2

sin  = −(−2) + |−2| = 4. 

Teorema 2.5.  Neka f, g se dve neprekinati funkcii na seg-
mentot [a, b] i za ∀x∈[a, b] neka f(x) ≤ g(x). Plo{tinata na geomet-
riskata slika ograni~ena so pravite x = a, x = b i krivite koi 
odgovaraat na graficite na funkciite f i g  na [a, b] (crte` 4) se 

presmetuva so formulata   P = ∫ [g(x)  −  f(x)]dx.   
b

a
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Crte` 4

y

x
0 a b

Gg 

Gf 

 
 
 
 
 
 
Dokaz: Da pretpostavime deka za ∀x∈[a, b], f(x) ≥ 0. Vo soglas-

nost so definicijata, plo{tinata na krivoliniskiot trapez 

MNCD e dadena so brojot , a plo{tinata na krivolinis-

kiot trapez MNBA so brojot  (crte` 5).  

∫
b

a
dxxg )(

∫
b

a
dxxf )(

 

Crte` 5 

y 

x 0 a b 

Gg

Gf 
A 

B

C

D

M N 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Geometriski e jasno deka plo{tinata na geometriskata 

slika ABCD }e bide dadena so brojot − , od kade vo ∫
b

a
dxxg )( ∫

b

a
dxxf )(
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soglasnost so osobinata za aditivnost kaj opredeleni integrali  
se dobiva baranata formula. 

Ako pak ne e zadovolen uslovot ∀x∈[a, b], f(x) ≥ 0, toga{ se-
koga{ postoi konstanta K, taka {to ∀x∈[a, b],  f(x) + K ≥ 0, i doka-
zot e ist so toa {to za  f(x)  se zema f(x) + K , za g(x) se zema g(x) + K i 
na krajot se dobiva istata formula.  

Primer 2.9. Da se najde plo{tina na geometriska slika ogra-

ni~ena so krivite koi se grafici na funkciite f(x) =
p

x
2

2

,  

g(x) = px2 ,  p > 0 (crte` 6). 

 
 

      
 

Crte` 6 

x

y 

0

2p

2p

Gf 

Gg 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Re{enie: Vo soglasnost so formulata se dobiva 

P = ∫ −
p

dx
p

xpx
2

0

2

)
2

2(  = 2

3
4 p . 

Neka e daden polaren koordinaten sistem i neka e dadena 
funkcija ρ = f(ϕ), neprekinata nenegativna na segmentot [α, β], ~ij 
grafik mo`e geometriski da se interpretira kako kriva vo po-
larniot koordinaten sistem.  

Bidej}i spored uslovot f e funkcija, krivata ja ima osobi-
nata ∀ϕ1, ϕ2∈[α, β], za koi va`i ϕ1 ≠ ϕ2, da sleduva M1(ϕ1, f(ϕ1)) ≠ 
M2(ϕ2, f(ϕ2)). Neka πn e edna podelba na segmentot [α, β] so delbeni 
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to~ki α = ϕ0 <
 ϕ1 <

 ϕ2 <...< ϕn = β na ednakvi rastojanija Δϕ = 

n
αβ −

= 

dn. Neka mi i  Mi se najmalata i najgolemata vrednost na funkcijata 
f na potsegmentite  [ϕi−1, ϕi], i = 1, n. 

Od geometriski aspekt }e go razgledame  krivoliniskiot 
sektor 0AB, ograni~en so otse~kite 0A, 0B  i krivata AB koja odgo-
vara na del od grafikot na funkcijata ρ = f(ϕ), pri {to A(α, f(α)), 
B(β, f(β)) (crte` 7).  

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Spored formulata za plo{tina na kru`en ise~ok, plo{ti-
nite na kru`nite ise~oci ograni~eni so polupravite ϕ = ϕi−1 , ϕ = 
ϕi i del od kru`nicata ρ  = mi, odnosno kru`nicata ρ  = Mi, se dade-

ni so formulite pi = 
2

2 ϕΔim
, odnosno Pi = 

2

2 ϕΔiM
, i = 1,n. 

  Obrazuvame sumi ∑
=

n

i 1 2

2 ϕΔim
 i ∑

=

n

i 1 2

2 ϕΔiM
 koi se sumi na 

Darbu s(πn) i S(πn) za funkcijata 
2

)(2 ϕf
na segmentot [α, β] vo odnos 

na podelbata πn. Spored uslovot funkcijata 
2

)(2 ϕf
 e neprekinata, 

Crte`  7 

0 ρ

αβ

B

Gρ 

ρi−1 ρi

A
ϕ i−1 ϕ i 
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{to zna~i i integrabilna, na segmentot [α, β] i za nea postoi 

opredeleniot integral ∫
β

α
df ϕϕ )(

2
1 2 . 

Od druga strana, plo{tinata na krivoliniskiot sektor 0AB 
se nao|a sekoga{ me|u sumite na Darbu vo odnos na koja bilo 
podelba na segmentot [α, β]. Spored toa, zemaj}i go predvid gra-
ni~niot proces dn→0, mo`eme da ka`eme deka i vo ovoj slu~aj  
plo{tinata na krivoliniskiot sektor 0AB e ednakva na opredele-

niot integral  ∫
β

α
df ϕϕ )(

2
1 2 . 

So ovaa formula se definira plo{tina na krivoliniski 
sektor. 

Primer 2.10.  Da se najde plo{tina na krivoliniski sektor 
definiran so funkcijata  ρ = aϕ, ϕ∈[0, 2π], a > 0  (Arhimedova spi-
rala, crte` 8).  

 
 

ρ 
0

2aπ 

Crte`  8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Spored formulata se dobiva 

P = ∫
β

α
df ϕϕ )(

2
1 2  = 

2
1
∫
π2

0
a2ϕ2dϕ = 

3
4 a2π 3 . 
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Primer 2.11.    Da se najde plo{tina na geometriska slika 
vo polaren koordinaten sistem ograni~ena so kriva kako grafik 
na funkcijata ρ = a(1 + cosϕ), a > 0, ϕ∈[0, 2π] (kardioida, crte` 9).  
 

 
 

Crte` 9

ρ 0 2a

 
 
 
 
 

 

 

 

Re{enie: P = ∫
β

α
dρ ϕϕ )(

2
1 2  = ∫ +

π

ϕϕ
2

0

2
2

)cos1(
2

da
 = 

2
3

a2 π . 

 Neka funkcijata f, definirana na segmentot [a, b], e dadena 
vo parametarski vid so ravenkite x = ϕ (t), y = ψ (t), t∈[α, β], pri {to 
a < ϕ (t) < b, ψ (t) ≥ 0, ∀t∈[α, β]. Neka ϕ, ϕ' i ψ se neprekinati funk-
cii na (α, β). Plo{tinata na krivoliniski trapez ograni~en so 
pravite x = a, x = b i krivata koja odgovara na grafikot na funk-
cijata f vo Dekartov pravoagolen koordinaten sistem se presme-

tuva so opredeleniot integral . (Tuka dx = ϕ'(t)dt, y =  

f(x) = ψ(t) i se koristi soodvetnata formula za plo{tina na krivo-
liniski trapez.)  

∫ ′
β

α
dtttψ )()( ϕ

Primer 2.12. Da se najde plo{tina na krivoliniski trapez 
definiran so funkcijata x = a(t − sint), y = a(1 − cost) , t∈[0, 2π], a > 0 
(cikloida, crte` 10).  

P =  = a∫ ′
β

α
dtttψ )()( ϕ ∫

π2

0

2(1 − cost)2dt = 

= a2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+− ∫

ππ
π

2

0 2
2cos1

0
2

sin22 dttt  = 3a2π. 
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 2a
  

x 0 aπ 2aπ

 
 
 
 
 

        Crte` 10 
 
Primer 2.13.  Da se najde plo{tina na geometriska slika vo 

Dekartov pravoagolen  koordinaten sistem, ograni~ena so krivi 
kako grafici na funkciite f: x = acost, y = bsint, t∈[0, π] i g: x = acost, 
y = bsint, t∈[π, 2π] (elipsa) . 

Poradi simetrija i soodvetni uslovi najprvin se presmetu-
va opredeleniot integral na segmentot [0, π]:        

P1 =  =  = ab∫ ′
β

α
dtttψ )()( ϕ ∫ −⋅

0

)sin(sin
π

dttatb ∫
−π

dtt

0 2
2cos1 = 

2
πab .   

Zna~i, P = 2P1 = abπ. 

 Dokolku formulata za presmetuvawe na plo{tina ne mo`e 
da se primeni poradi nezadovoluvawe na nekoi uslovi (neprekina-
tost, nenegativnost i sl.), toga{ vo tie slu~ai se koristi osobi-
nata za aditivnost kaj opredeleni integrali. 

 Da razgledame  telo vo prostor vo koj e daden prostoren 
Dekartov pravoagolen  koordinaten sistem, koe se nao|a me|u ram-
nini dadeni so ravenkite x = a i x = b. Da razgledame proizvolen 
presek na toa telo so ramnina paralelna so tie ramnini i dadena 
so ravenkata x = t, a ≤ t ≤ b. Presekot }e ima plo{tina P koja o~e-
vidno }e zavisi edinstveno od t. Neka taa funkcionalna vrska na 
plo{tinata P od promenlivata t e neprekinata funkcija na 
segmentot [a, b] so oznaka P(t) (crte` 11). 

Neka πn e edna podelba na segmentot [a, b] so delbeni to~ki a 

= x0 < x1 < x2 <...< xn = b na ednakvi rastojanija Δx = 
n

ab −  = dn i neka 

na potsegmentite [xi-1, xi] funkcijata P(t) ima najgolemi vrednosti 
Mi i najmali vrednosti mi, i = 1, n. 
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a  
 
 
 x 

x i  
 x i+1 
 
 b 
 

x 
0 

P(x)
P(xi)

P(xi+1)

 Crte` 11 
 
 
 
 
Soodvetno na taa podelba teloto e podeleno na sloevi so 

ramnini x = xi, i = 0,n.  Da razgledame proizvolen sloj me|u ramni-
nite x = xi−1 i x = xi i soodvetni cilindri so plo{tina na osnovite  
mi odnosno Mi i visina Δx. Volumenite na tie cilindri }e bidat 
ednakvi na miΔx odnosno MiΔx  (na crte` 11 se dadeni samo delovi 
od cilindrite). So sumirawe na site volumeni za i = 1, n se dobi-

vaat sumite m∑
=

n

i 1
iΔx, odnosno M∑

=

n

i 1
iΔx, koi vsu{nost se sumite na 

Darbu s(πn) i S(πn) za funkcijata P(t) vo odnos na podelbata πn na 
segmentot [a, b]. Bidej}i P(t) e neprekinata funkcija, }e postoi 

brojot ∫ P(t)dt. 
b

a

Od druga strana, volumenot na teloto }e bide me|u sumite 
na Darbu pri koja bilo podelba na segmentot [a, b], pa spored toa, 
zemaj}i go predvid grani~niot proces pri definiraweto na opre-
deleniot integral, mo`eme da zaklu~ime deka volumenot e ednakov 

na brojot ∫ P(t)dt.  
b

a
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Primer 2.14. Da se presmeta volumenot na elipsoidot 

definiran so ravenkata 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

 vo Dekartov prostoren 

koordinaten sistem. 
Re{enie:   Neka presekot na teloto e dobien so ramnina 

normalna na oskata x. Presekot e definiran kako elipsa so polu-

oski b 2

2

1
a
x

−  i  c 2

2

1
a
x

− , kade −a ≤ x ≤ a. Plo{tinata na taa 

elipsa e dadena so formulata  

P(x) = πb 2

2

1
a
x

− ⋅ c 2

2

1
a
x

−  = πbc(1 − 2

2

a
x ). 

Spored soodvetnata formula za volumen se dobiva 

V = πbc (1 − ∫
−

a

a
2

2

a
x )dx = 2πbc(x − 2

3

3a
x ) a

0  = 
3
4
πabc. 

Specijalen slu~aj }e bide rotaciono telo dobieno so rota-
cija na krivoliniski trapez okolu oskata x. Ako krivoliniskiot 
trapez e obrazuvan so kriva koja e grafik na funkcija f dadena so 
ravenka y = f(x), neprekinata i nenegativna na segmentot [a, b], 
toga{ plo{tinata na presekot na rotacionoto telo so ramnina 
normalna na oskata x }e bide plo{tina na krug so radius y = f(x), 
x∈[a, b], t.e. P(x) = π[f(x)]2 = πy2, pa vo soglasnost so prethodno dobi-
enata formula volumenot na rotacionoto telo }e bide daden so 

formulata V = π y∫
b

a

2dx = π f∫
b

a

2(x)dx (crte` 12). 

 
 

Crte` 12 

y 

x 
0 

a x b 

f(x) Gf
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Dokolku funkcijata f e dadena so parametarski ravenki x = 
x(t), y = y(t), t∈[α, β], toga{ volumenot V na soodvetnoto rotaciono 
telo }e bide daden so formulata   

V = π . ∫ ′
β

α
dttxty )()]([ 2

Primer 2.15.  Da se presmeta volumenot na teloto (torus) 
{to se dobiva so rotacija na krivata sostavena od grafici na 
funkciite  

f:  f(x) = b + 22 xa − ,      g:  g(x) = b − 22 xa − ,    −a ≤ x ≤ a,   b > a 

 (kru`nica), okolu oskata x. 

V = π (b+∫
−

a

a

22 xa − )2dx − π (b − ∫
−

a

a

22 xa − )2dx = 2π [(b + ∫
a

0

22 xa − )2  − (b − 22 xa − )2 ]dx = 8πb ∫
a

0

22 xa − dx  = 

= 8πba2 ∫
2

0

2cos

π

tdt  = 2a2bπ2  

(zamena x = asint). 

Primer 2.16. Da se presmeta volumenot na teloto {to se 
dobiva so rotacija na del od astroida x = acos3t, y = a sin3t, t∈[0, π], 
a>0, okolu  oskata x.  

Re{enie: Spored soodvetnata formula  

V = 2π ∫ −
0

2

262 )sincos3(sin
π

dtttata  = π3
105
32 a . 

 
Na sli~en na~in se dobiva i formulata za presmetuvawe  

plo{tina na rotaciono telo, prethodno definirano, bez plo{ti-
nata na osnovite, so 

∫ ′+=
b

a
dxxfxfP 2)]([1)(2π . 
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Definicija 2.6.  Neka se dadeni dve realni funkcii ϕ i ψ 
od edna realna promenliva t, definirani na segmentot [α, β]. Mno-
`estvoto to~ki M(ϕ(t), ψ(t)) vo Dekartov pravoagolen koordinaten 
sistem se vika ramninska kriva zadadena so ravenkite x = ϕ (t), y = 
ψ (t) i so po~etna to~ka A(ϕ (α), ψ (α))  i krajna to~ka B(ϕ (β), ψ (β)). 
Ako funkciite ϕ i ψ  se neprekinati na [α, β], toga{ krivata se 
vika neprekinata kriva. 

Pod @ordanova prosta kriva se podrazbira neprekinata 
kriva za koja va`i uslovot za ∀t1, t2 ∈[α, β] da va`i  

t1 ≠ t2 ⇒ M1(ϕ(t1), ψ(t1)) ≠ M2(ϕ(t2), ψ(t2)). 

Ako A(ϕ(α), ψ(α)) ≡ B(ϕ(β), ψ(β)), toga{ velime deka @orda-
novata kriva e zatvorena, a ako funkciite ϕ i ψ  se neprekinato 
diferencijabilni (ϕ' (t), ψ ' (t) se neprekinati funkcii) na inter-
valot (α, β) i [ϕ' (t)]2 + [ψ ' (t)]2 ≠ 0 za ∀t∈(α, β), toga{ @ordanovata 
kriva se vika glatka @ordanova prosta kriva. Dokolku toj uslov e 
zadovolen na kone~en broj podintervali, toga{ @ordanovata kri-
va se vika po delovi glatka kriva. 

Se postavuva problem da se najde formula za presmetuvawe 
dol`ina na edna glatka @ordanova kriva zadadena so ravenkite  
x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β].  

Neka πn e edna proizvolna podelba na segmentot [α, β] so 
delbeni to~ki α = t0 < t1 < t2 <...< tn = β i dijametar dn = Δt

ni ≤≤1
max i,. Na 

tie to~ki im odgovaraat to~ki od krivata A = M0, M1, M2,..., Mn = B, 
kade {to Mi(ϕ(ti), ψ(ti)), i = 0,n, pri {to A(ϕ (α), ψ (α)), B(ϕ (β), ψ (β)). 
So toa dobivame edna iskr{ena linija AM1M2...Mn-1B (crte` 13).  

 
 y 

x 0 

A(α) 

Mi(ti) 

B(β) 

Mi+1(ti+1) 

Crte` 13 
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Dol`inite na otse~kite Mi−1Mi se dadeni so  

ii MM 1− = 22
ii yx Δ+Δ , 

kade {to Δxi = xi − xi−1, Δyi = yi − yi−1, pri {to xi = ϕ(ti), yi = ψ(ti), xi−1 = 
ϕ(ti−1), yi−1 = ψ(ti−1),  i = 1, n. 

Spored Lagran`ovata teorema primeneta za funkciite ϕ i 
ψ  na segmentot [ti−1, ti] }e postojat ci, ci

*∈(ti−1, ti), taka {to }e va`i 
Δxi = ϕ' (ci)Δti, Δyi = ψ ' (ci

*)Δti, pri {to Δti = ti − ti−1 > 0, i = 1, n. Spored 
toa,  

ii MM 1− = i
*
ii tcψc Δ′+′ 22 )]([)]([ϕ , i = 1,n. 

So sobirawe na dol`inite na site otse~ki od iskr{enata linija 
}e se dobie nejzinata dol`ina  

p = i

n

i
ii tcc Δ′+′∑

=1

2*2 )]([)]([ ψϕ . 

Ako vo poslednoto ravenstvo stavime ci
* = ci, i = 1, n, toga{ 

}e dobieme suma i

n

i
ii tcc Δ′+′∑

=1

22 )]([)]([ ψϕ , koja e edna integralna 

suma σ(πn) za funkcijata 22 )]([)]([ tt ψϕ ′+′  na segmentot [α, β] pri 

podelbata πn i soodveten konkreten izbor na ci ∈ (ti−1, ti), i = 1, n. 
Bidej}i spored uslovot taa funkcija e neprekinata na [α, β], }e 

postoi opredelen integral dttt∫ ′+′
β

α
ψϕ 22 )]([)]([ , koj }e bide gra-

nica na integralnite sumi pri grani~niot proces koga dn→0. Mo-
`e da se doka`e deka toga{ i 

ni ≤≤1
max ii MM 1− →0.  

Navistina, spored uslovot ϕ ' i ψ ' se ograni~eni funkcii 
na [α, β] i }e postojat konstanti K1 > 0 i K2 > 0, taka {to za  

∀t ∈ [α, β]     |ϕ' (t)| ≤ K1 ,    |ψ ' (t)| ≤ K2. 
Od ravenstvata  

ii MM 1− = i
*
ii tcψc Δ′+′ 22 )]([)]([ϕ  

sleduvaat neravenstvata   

ii MM 1−  ≤ K⋅ Δti ≤ K⋅ dn ,∀i = 1,n, 

kade K = 2
2

2
1 KK + . Spored toa va`i neravenstvoto  
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ni ≤≤1
max ii MM 1−  < K⋅ dn

so {to e doka`ano tvrdeweto. 

Na sli~en na~in mo`e da se doka`e i obratnoto, t.e. ako 

ni ≤≤1
max ii MM 1− →0, toga{ dn →0.  

Pri toj grani~en proces i dol`inata na iskr{enata linija 
p ima granica ednakva na toj opredelen integral.  Za da se doka`e 
toa tvrdewe, dovolno e da se doka`e deka pri toj grani~en proces 
razlikata p − σ(πn) se stremi kon nula. Za taa cel se ispituva 
ocenata 

| p − σ(πn)| ≤ ∑ |
=

n

i 1

2*2 )]([)]([ ii cc ψϕ ′+′  −  22 )]([)]([ ii cc ψϕ ′+′ |Δti

i so koristewe na neravenstvoto  

| 222
1

2 baba +−+ | ≤ |b1 – b|, ∀a, b, b1∈R, 
se dobiva  

|p − σ(πn)| ≤  . ∑
=

Δ′−′
n

i
iii tcc

1

* |)()(| ψψ

Ponatamu  

∑
=

Δ′−′
n

i
iii tcc

1

* |)()(| ψψ  ≤ S(πn) − s(πn) 

kade {to S(πn) i s(πn) se gorna i dolna suma na Darbu za funkcijata 
ψ ' . Bidej}i ψ '  e integrabilna funkcija na segmentot [α, β], spored 
teorema 2.1 za ∀ε > 0 }e postoi δ > 0, taka {to za site podelbi πn so 
dijametri dn < δ  va`i neravenstvoto S(πn) − s(πn) < ε. Spored toa 
va`i i neravenstvoto  | p − σ(πn)| < ε, od kade {to proizleguva 
tvrdeweto.   

Zna~i, mo`eme da zaklu~ime deka dol`inata na glatkata 
kriva mo`e da se presmeta so formulata  

L = ∫
β

α

22 )]([)]([ tt ψϕ ′+′ dt. 

So ovaa formula mo`eme da definirame dol`ina na glatka 
kriva. 

Primer 2.17. Da se presmeta dol`inata na prviot lak od 
cikloida x = a(t − sint), y = a(1 − cost), t∈[0, 2π], a > 0. 
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L = ∫
π2

0

22 )]([)]([ tt ψϕ ′+′ dt  = 2a sin∫
π2

0 2
t

dt = 8a. 

Neka sega krivata e zadadena so ravenkata y = f(x), x∈[a, b], 
pri {to f  i  f ' se neprekinati funkcii na intervalot (a, b). Ze-
maj}i go x za parametar i koristej}i ja poslednata formula za 
dol`ina na ramninska kriva,  se dobiva formulata  

L = ∫ ′+
b

a
dxxf 2)]([1 . 

Ako pak krivata e zadadena so ravenkata ρ = f(ϕ), ϕ∈[α, β] vo 
polaren koordinaten sistem, toga{ vo soglasnost so vrskite me|u 
polarnite i Dekartovite koordinati se dobivaat parametarskite 
ravenki na krivata x = f(ϕ)cosϕ, y = f(ϕ)sinϕ. Zemaj}i go ϕ za parame-
tar i koristej}i ja dobienata formula za dol`ina na ramninska 
kriva,  se dobiva formulata   

L = ϕϕ′+ϕ∫ dρρ
β

α
)()( 22 . 

Primer 2.18.  Da se najde dol`inata na lakot koj e grafik 
vo polaren koordinaten sistem na funkcijata ρ = a(1 + cosϕ), a > 0, 
ϕ∈[0, 2π] (kardioida).  

L = ϕϕϕ dρρ
β

α
∫ ′+ )()( 22  = 4a ∫

π

d
0

2

2
cos ϕϕ  = 8a. 

Neka e dadena prosta glatka @ordanova kriva AB so raven-
kite x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β], pri {to se A(ϕ(α), ψ(α)), B(ϕ(β), ψ(β)). 
Ako na krivata AB se zeme to~ka M koja odgovara na proizvolna 
vrednost na parametarot t, toga{ vo soglasnost so dobienata 
formula za dol`ina na kriva dol`inata na lakot AM e dadena so 
formulata  

L(t) = ∫
t

α

22 )]([)]([ uu ψϕ ′+′ du. 

Zna~i, od proizvolnosta na t mo`e da se definira nova 
funkcija s(t) na segmentot [α, β] so ravenkata  
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s(t) = ∫
t

α

22 )]([)]([ uu ψϕ ′+′ du, 

koja e strogo monotono raste~ka (dol`inata na lakot e pogolema 
so zgolemuvawe na t) i neprekinata (spored osobinata 2.12 kaj 
Wutn-Lajbnicovata formula, pri {to spored uslovot podinte-
gralnata funkcija e neprekinata).  

Taka se doa|a do relacijata s' (t) = 22 )]([)]([ tt ψϕ ′+′ > 0, od 

kade  s' 2(t) = [ϕ' (t)]2 + [ψ ' (t)]2 i so mno`ewe so dt 2 ≠ 0, zemaj}i gi 
predvid ravenkite x = ϕ(t), y = ψ(t) i definicijata za prviot dife-
rencijal, se dobiva relacijata  

ds2  = dx2 + dy2         (s' (t)dt = ds,   ϕ' (t)dt = dx,   ψ ' (t)dt = dy ). 

Interesna e geometriskata interpretacija. Imeno, za na-
rasnuvawata Δx, Δy, Δs ne va`i na nekoj na~in Pitagorinata teore-
ma, tuku za nivnite glavni delovi − diferencijalite  (crte` 14).  
 

y

x x x+Δx

A B 

M 
N 

M1 

ds
Δs 

0 

Crte` 14 

Δx

Δy
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Funkcijata s(t)  e neprekinata strogo monotono raste~ka 
funkcija, pa spored toa ima svoja inverzna funkcija t = w(s), 
definirana na [0, L], kade {to L e dol`inata na krivata AB. Ako vo 
parametarskite ravenki na krivata se stavi t = w(s), }e se dobijat 
ravenkite x = ϕ(w(s)) = F(s), y = ψ(w(s)) = G(s) kaj koi parametar e 
samata dol`ina s∈[0, L] (prirodni ravenki). 

Da zabele`ime deka za konkretniot slu~aj kaj krivata AB, 
vsu{nost za parametarot t∈[α, β] va`i svojstvoto pri negovo ras-
tewe da se zgolemuva (raste) i dol`inata s odnosno s(t), so {to 
krivata AB e orientirana so po~etna to~ka A. Ako pak vo parame-
tarskite ravenki se vovede nov parametar τ so ravenkata t = χ(τ),  
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pri {to χ e neprekinato diferencijabilna funkcija na [c, d],  
χ ' (τ) ≠ 0, ∀τ∈[c, d] i α = χ(c), β = χ(d) ako  χ ' (τ) > 0, odnosno α = χ(d),  
β = χ(c) ako  χ ' (τ) < 0, toga{ 

)(τχ
ττ

′==
dt
ds

d
dt

dt
ds

d
ds

 = 22 ))](([))](([ τχψτχϕ ′+′± , 

odnosno ds = ± 22 dydx + , pri {to znakot “+” se zema ako χ ' (τ) > 0, 

a znakot “−”  se zema ako χ ' (τ) < 0. 

Matemati~koto definirawe na opredeleniot integral e 
posledica na potrebata da se obop{ti tretiraweto na pove}e 
problemi od primenata. Pokraj ve}e razgledanite problemi od 
geometrijata (plo{tina, volumen, dol`ina na ramninska kriva), 
soodvetni problemi tretirani vo diferencijalnata geometrija i 
primenata vo geodezijata,  }e navedeme u{te tri od niv. 

Primer 2.19. Neka e dadena funkcija v(t)  koja ja dava za-
konitosta na menuvaweto na brzinata na edna materijalna to~ka vo 
zavisnost od vremeto i neka taa e neprekinata funkcija. Se 
postavuva problem da se najde dol`inata S na patot {to }e go 
pomine taa to~ka za nekoj vremenski interval od t = a do t = b. 
Pretpostavuvame deka v(t) e nenegativna funkcija na toj interval.  

Segmentot [a, b] go delime so podelba πn so ekvidinstantni 
delbeni to~ki a = t0 < t1 < ... < tn = b. Vo sekoj vremenski mal 
interval (segment) [tk, tk+1] zemame brzinata da e konstantna i 
ednakva na v(ξk), ξk∈[tk, tk+1], k = 0, n− 1. Od poznatata formula s = vt 
za presmetuvawe dol`ina na pat koga brzinata e konstantna (pra-
volinisko ramnomerno dvi`ewe) }e dobieme ΔSk = v(ξk)Δtk , kade 
{to Δtk = tk+1 – tk = Δt,  a ΔSk  e dol`inata na patot {to materijalna-

ta to~ka go pominala za vreme Δt. So toa dobivme suma  

koja e vsu{nost edna integralna suma σ(π

∑
−

=
Δ

1

0
)(

n

k
k tv ξ

n) za funkcijata v(t)  za 
soodvetna podelba πn na segmentot [a, b] i soodveten izbor na to~-
kite ξk∈[tk, tk+1], k = 0, n−1.  

Jasno e deka vistinskata dol`ina S na patot }e ja dobieme 
pri grani~en proces Δt→0. Od druga strana, opredeleniot integral 
postoi, bidej}i v(t) e neprekinata funkcija. Zna~i,  

S =  =  )(lim
0 nt

πσ
→Δ ∫

b

a
dttv )( .
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Primer 2.20.  Neka materijalna to~ka M se dvi`i pravoli-
niski vdol` prava pod dejstvo na promenliva sila F. Se postavuva 
problem da se najde rabotata W koja ja vr{i taa sila koga to~kata 
M se dvi`i od polo`bata A do polo`bata B, t.e. pominuva pat so 
dol`ina S.   

Neka pravata e oskata x so fiksen po~etok 0, so to~ka A koja 
e na rastojanie a od 0 i to~ka B koja e na rastojanie b od to~kata 0, 
a < b.  Neka goleminata odnosno ja~inata na silata F se menuva vo 
zavisnost od mestopolo`bata na to~kata M koja se nao|a me|u 
to~kite A i B i neka taa promena e dadena so neprekinata funkcija 
F(x), kade {to x ∈[a, b].  

Segmentot [a, b] go delime so podelba πn so ekvidistantni 
delbeni to~ki a = x0 < x1 < ... < xn = b. Vo sekoj mal interval (seg-
ment) [xk, xk+1] zemame silata da e konstantna i ednakva na F(ξk), 
ξk∈[xk, xk+1], k = 0, n−1. Od mehanika e poznato deka rabotata  ΔWk , 
{to ja vr{i konstantnata sila F(ξk) na segmentot [xk, xk+1],  
k = 0, n−1, se presmetuva so formulata ΔWk = F(ξk) Δx, kade {to Δx = 
Δxk = xk+1 − xk .  

So toa dobivme suma koja e, vsu{nost, edna inte-

gralna suma σ(π

∑
−

=
Δ

1

0
)(

n

k
kk xv ξ

n) za funkcijata F(x) za soodvetna podelba na seg-
mentot [a, b] i soodveten izbor na to~kite ξk∈[tk, tk+1], k = 0, n−1. 
Jasno e deka vistinskata rabota W  }e ja dobieme pri grani~en 
proces Δx→0. Od druga strana, opredeleniot integral postoi, 

bidej}i F(x) e neprekinata funkcija. Zna~i, W  =  ∫
b

a
dxxF )( .

  Primer 2.21. Neka se dadeni dva to~kesti polne`a so ko-
li~estva elektricitet  q1 > 0 i q2 > 0  koi se nao|aat vo to~kite M1 
i M2 , soodvetno, i r = 21MM . Se postavuva problem da se najde ra-
botata koja ja vr{i nekoja sila koga koli~estvoto elektricitet q1 
e pridvi`eno od to~kata M1 vo to~kata M2. 

Spored Coulomb-ov zakon silata e dadena so formulata F = 

k 2
21

r
qq , kade {to r e rastojanie me|u dvata polne`a i k e konstanta. 

Toga{ so koristewe na formulata od prethodniot primer 2.19, ze-
maj}i rastojanijata od po~etokot 0 do to~kite M1 odnosno M2 da 
bidat r1 odnosno r2, se dobiva formulata  
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W = ∫
2

1

2
21

r

r
dr

r
qqk  =  k q1 q2 (

21

11
rr

− ). 

 

2.6. Nesvojstveni opredeleni integrali 
 

 Pri definiraweto na opredelen integral pretpostavivme 
deka intervalot na integracija e kone~en i deka podintegralnata 
funkcija na toj interval e ograni~ena. Me|utoa, vo primena se 
sre}avaat opredeleni integrali kaj koi barem eden od ovie dva 
ograni~uva~ki uslova ne e zadovolen. Tie integrali se vikaat 
singularni ili nesvojstveni integrali. 

]e razgledame dva osnovni vida. 

 I. Neka funkcijata f(x) e definirana na beskrajniot polu-
segment [a, +∝) i integrabilna na koj bilo segment [a, t], a < t < +∝. 

Toga{ nesvojstveniot integral  postoi, odnosno konver-

gira, ako postoi  i vo toj slu~aj  

∫
+∞

a
dxxf )(

+∞→t
lim ∫

t

a
dxxf )(

∫
+∞

a
dxxf )(  = . 

+∞→t
lim ∫

t

a
dxxf )(

Ako grani~nata vrednost ne postoi, toga{ nesvojstveniot inte-
gral ne postoi, odnosno divergira.  

 Analogno se definiraat i slednite integrali:  

∫
∞

b

-
dxxf )(  = ; (u<b), 

−∞→u
lim ∫

b

u
dxxf )(

∫
+∞

∞-
dxxf )(  =   + , 

−∞→u
lim ∫

c

u
dxxf )(

+∞→t
lim ∫

t

c
dxxf )(

kade {to c e koj bilo kone~en realen broj.  
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 Ako postoi ∫ , toga{ taa grani~na vrednost se 

vika glavna vrednost na singularniot integral i se 

bele`i so:  

+∞→t
lim

t

-t
dxxf )(

∫
+∞

∞-
dxxf )(

v.p.  =      (v.p. = valeur principal). ∫
+∞

∞-
dxxf )(

+∞→t
lim ∫

t

-t
dxxf )(

Vo toj slu~aj se veli deka funkcijata f e integrabilna na R spored 
Ko{i. 

Primer 2.22.   Najdi ∫
+∞

1
2x

dx
.  

I = 
+∞→t

lim ∫
t

x
dx

1
2  = 

+∞→t
lim

t

x 1
|)1(− = (−

+∞→t
lim

t
1

 + 1) = 1. 

Primer 2.23.  Neka S0, S1, ... Sn , ... e niza od plo{tini na li-
kovi ograni~eni so oskata x i polubranovite na krivata dadena 
kako grafik na  funkcijata y = e-αx sinβ x, x > 0. Da se poka`e deka 

taa niza e geometriska so koli~nik q = β
απ

−

e .  

Od neopredelen integral e poznato deka  

∫ − βxdxe αx sin  = − 22 βα
e αx

+

−

(α sinβ x +β cosβ x ) + C. 

So koristewe na ovoj integral i na Wutn-Lajbnicovata 
formula se dobiva  

Sn = ∫

+

−
β

β

α β

πn

nπ

x dxxe

)1(

|sin| =(−1)n ∫

+

−
β
πn

β
nπ

αx dxβxe

)1(

sin = 22 βα
β
+

β
αnπ

e
−

(1+ β
απ

e
−

), 

  od kade se dobiva 
1−n

n

S
S

 = β
απ

e
−

. 
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II. Neka e daden integral od vidot , kade {to pod-

integralnata funkcija vo x = a dobiva vrednost ∝, t.e.  = 

∝, a vo drugite to~ki od segmentot [a, b] e ograni~ena. Ako za sekoj 
pozitiven realen broj ε funkcijata e integrabilna na kone~niot 

segment [a + ε, b] i ako postoi grani~nata vrednost , 

toga{ velime deka nesvojstveniot integral ∫  konvergira i 

e ednakov na taa  grani~na vrednost.  

∫
b

a
dxxf )(

)(lim
0

xf
ax +→

∫
+→

b

a
dxxf

εε
)(lim

0

b

a
dxxf )(

Analogno se definira konvergencijata na nesvojstven in-
tegral koga funkcijata dobiva vrednost ∝ vo to~kata x = b t.e. 

 = ∝, so egzistencija na grani~nata vrednost .  )(lim
0

xf
bx −→ ∫

−

→

ε

ε

b

a
dxxf )(lim

0

Vo slu~aj koga funkcijata dobiva vrednost ∝ vo to~kata x = c, 
kade {to a < c < b t.e. )  = ∝, a vo drugite to~ki od segmentot 

[a, b] e ograni~ena, toga{ za konvergencija na nesvojstveniot inte-
gral se bara egzistencija na grani~nite vrednosti 

(lim xf
cx→

∫
−

→

ε

ε

c

a
dxxf )(lim

0
 ,       , ∫

+→

b

c
dxxf

δδ
)(lim

0

kade {to ε > 0, δ > 0, i vo toj slu~aj  

∫
b

a
dxxf )(  =  + . ∫

−

→

εc

aε
dxxf )(lim

0 ∫
+→

b

c
dxxf

δδ
)(lim

0

Pritoa za ∀ε > 0 i za ∀δ > 0 e potrebno funkcijata f da e integra-
bilna i na segmentite [a, c − ε], [c + δ, b].    

Postojat pove}e kriteriumi za egzistencija na nesvojstveni 
integrali, odnosno za ispituvawe na nivna konvergencija. 

Eden od pova`nite nesvojstveni integrali e Ojler-Poa-

sonoviot integral , koj ima va`no mesto vo teorijata na 

verojatnosta i }e bide presmetan ponatamu so pomo{ na dvojni 
integrali. 

∫
+∞

∞

−

-

x dxe
2
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§3. GRANI^NI PROCESI 
 
 

3.1 Evklidovi prostori 
 

Definicija 3.1. Neka e daden Dekartov proizvod Rn =  
{(x1, x2, ... , xn) | xi∈R, i = 1,n}. Mno`estvoto podredeni n-torki Rn, vo 
koe se definirani operaciite sobirawe i mno`ewe so skalar na 
sledniot na~in:  

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ... , xn + yn),     cx =  (cx1, cx2,..., cxn) ,     ∀x, y∈Rn, 

kade {to x = (x1, x2,..., xn), y = (y1, y2,..., yn), xi∈R, yi∈R, c∈R, i = 1,n, se 
vika n-dimenzionalen  vektorski prostor. Pritoa (x1, x2, ..., xn)  =  
(y1, y2,..., yn) ⇔ x1 = y1, x2 = y2,...., xn = yn. Elementite od toa mno`estvo 
}e gi vikame to~ki, a soodvetnite realni broevi od  n-torkite 
koordinati na tie to~ki. 

 O~evidna e analogijata so realniot prostor R3, so defini-
ran prostoren pravoagolen Dekartov koordinaten sistem . 

Definicija 3.2. Neka e daden n-dimenzionalen koordinaten 
vektorski prostor Rn i neka definirame preslikuvawe d: Rn×Rn→ 
R so ravenstvoto  

d(x, y) = 22
22

2
11 )(...)()( nn yxyxyx −++−+−  

za sekoja podredena dvojka (x, y) od direktniot Dekartov proizvod 
Rn×Rn na elementi x = (x1, x2, ... , xn), y = (y1, y2, ... , yn)∈Rn. Toga{ dvoj-
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kata (Rn, d) se vika n-dimenzionalen Evklidov prostor, a presli-
kuvaweto d  e rastojanie me|u to~kite x i y .  

I ovde e o~evidna analogijata so realniot prostor R3, so 
prostoren pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, pa duri i so 
R koga rastojanieto e apsolutna vrednost.  

Teorema 3.1. (Ko{i-[varcovo neravenstvo.) Za koi bilo 
realni broevi a1, a2,..., an, b1, b2,..., bn  e zadovoleno slednoto nera-
venstvo:   

[ a∑
=

n

i 1
ibi ]2  ≤  [ a∑

=

n

i 1
i
2

 ][∑ b
=

n

i 1
i
2]. 

Dokaz: Za koe bilo λ∈R va`i neravenstvoto ∑ (a
=

n

i 1
iλ + bi)2 ≥ 0 

(kako suma od nenegativni broevi), odnosno neravenstvoto 

[ a∑
=

n

i 1
i
2]λ2 + 2[∑ a

=

n

i 1
ibi]λ + b∑

=

n

i 1
i
2 ≥ 0. 

Bidej}i levata strana e kvadraten trinom vo odnos na λ, negovata 
diskriminanta e sekoga{ nepozitivna. Zna~i,  

[∑ a
=

n

i 1
ibi ]2 − [∑ a

=

n

i 1
i
2

 ][∑ b
=

n

i 1
i
2] ≤ 0, 

od kade se dobiva baranoto neravenstvo (∑ a
=

n

i 1
i
2  > 0). 

Teorema 3.2.  Za koi bilo realni broevi a1, ... , an ,  b1, ... , bn  
e zadovoleno slednoto neravenstvo:  

∑
=

n

i 1
(ai+bi)2  ≤ [ ∑

=

n

i
ia

1

2  + ∑
=

n

i
ib

1

2 ]2. 

Dokaz: Ako neravenstvoto na Ko{i - [varc go pomno`ime 

so 2 i potoa na dvete strani go dodademe zbirot a∑
=

n

i 1
i
2

  + b∑
=

n

i 1
i
2, }e 

dobieme  

∑
=

n

i 1
ai

2
  + 2 a∑

=

n

i 1
ibi + b∑

=

n

i 1
i
2 ≤ ∑ a

=

n

i 1
i
2

  + 2 ∑
=

n

i
ia

1

2 ∑
=

n

i
ib

1

2   + ∑ b
=

n

i 1
i
2, 

od kade se dobiva baranoto neravenstvo. 
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So pomo{ na ovie dve teoremi se poka`uva deka i vo Rn za  
n > 3 isto taka va`i takanare~enoto neravenstvo na triagolnik, 
t.e. deka d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) za ∀x, y, z∈Rn.  

Imeno, ako x = (x1, x2,..., xn), y = (y1, y2,..., yn), z = (z1, z2,.., zn)∈Rn i 
ako stavime xi − zi = ai, zi − yi = bi, toga{ ai + bi = xi − yi, i = 1,n, so 
zamena vo poslednoto neravenstvo se dobiva  

∑
=

n

i 1
(xi − yi)2  ≤  [ ∑

=
−

n

i
ii zx

1

2)(  + ∑
=

−
n

i
ii yz

1

2)( ]2

ili [d(x, y)]2 ≤ [d(x, z) + d(z, y)]2, od kade sleduva baranoto neraven-
stvo. 

 U{te da zabele`ime deka taka definiranoto rastojanie d 
gi ima i slednite svojstva:  

a)  d(x, y) > 0, za x ≠ y, i d(x, x) = 0;          b) d(x, y) = d(y, x), 
koi vedna{ proizleguvaat od samata definicija. 

Definicija 3.3. Mno`estvoto {x | x∈Rn, d(x, a) < r}, kade {to 
a = (a1, a2, ..., an) ∈ Rn i r > 0, se vika otvorena topka vo Rn so centar 
vo a i radius  r. Ako pak va`i neravenstvoto d(x, a) ≤ r, toga{ toa 
mno`estvo se vika zatvorena topka.  

Definicija 3.4. Neka a = (a1, a2,..., an), δ  = (δ1, δ2,..., δn)∈Rn,  
δ 

i ≥ 0, i = 1, n. Mno`estvoto {x = (x1, x2,..., xn) | x∈Rn, |xi – ai| < δ i , i = 
1,n} se vika otvoren paralelopiped vo prostorot Rn.  Ako pak 
va`at neravenstvata |xi – ai| ≤ δ 

i, i = 1,n, toga{ toa mno`estvo se 
vika zatvoren paralelopiped . 

Definicija 3.5.  Neka a = (a1, a2 ,..., an), b = (b1, b2 ,..., bn)∈Rn i  
ai < bi, i = 1,n. Mno`estvoto {x = (x1, x2,..., xn)  | x∈Rn, ai < xi < bi, i = 1,n} 
se vika otvoren paralelopiped vo prostorot Rn . Ako pak va`at 
neravenstvata ai ≤ xi ≤ bi, i = 1,n, toga{ toa mno`estvo se vika zatvo-
ren paralelopiped . 

Definicija 3.6.  Otvorena topka so radius ε  i centar vo a 
se vika ε-okolina na to~kata a i se ozna~uva so V(a, ε ). 

Definicija 3.7. Otvoren paralelopiped definiran so to~-
kite a i δ, odnosno so to~kite a i b, se vika paralelopipedna oko-
lina, so oznaka V(a, δ) odnosno  V(a, b). 

Definicija 3.8. Neka Δ > 0. Δ-okolina se vika mno`estvoto 
{x | x∈Rn, d(x, 0) > Δ}. 
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Definicija 3.9. Neka E⊆Rn. To~kata x∈Rn se vika vnatre{na 
to~ka na E ako postoi nejzina okolina V(x, δ) koja e podmno`estvo 
na E. 

Definicija 3.10. Neka E⊆Rn. To~kata x∈Rn se vika grani~na 
to~ka na E ako sekoja nejzina okolina sodr`i barem edna to~ka od 
E i barem edna to~ka koja ne pripa|a na E. 

Definicija 3.11. Mno`estvoto E⊆Rn se vika otvoreno mno-
`estvo ako site negovi to~ki se vnatre{ni to~ki. 

Definicija 3.12.  Mno`estvoto od site grani~ni to~ki na 
edno mno`estvo E⊆Rn se vika negova granica. Unijata od mno`es-
tvoto E i negovata granica se vika zatvoreno mno`estvo. 

Definicija 3.13.  Neka x, y∈Rn. Mno`estvoto {λx + (1 − λ)y | 
x, y∈Rn, 0 ≤ λ ≤ 1} se vika otse~ka. 

Definicija 3.14. Mno`estvoto E⊆Rn se vika konveksno ako 
za sekoe x, y∈E i 0 ≤ λ ≤ 1 va`i λx + (1 − λ)y∈E. 

Definicija 3.15. Mno`estvoto E⊆Rn se vika ednostavno svrz-
livo (ednosvrzno, svrzlivo, ednostavno) ako koi bilo dve negovi 
to~ki mo`at da se povrzat so neprekinata kriva koja pripa|a na E. 

Da zabele`ime deka postojat i pove}esvrzni mno`estva. 

Definicija 3.16.  Mno`estvoto E⊆Rn se vika ograni~eno 
ako postoi K∈R+, taka {to za sekoi x, y∈E va`i d(x, y) < K. 

Definicija 3.17. Sekoe otvoreno ednostavno svrzlivo mno-
`estvo E⊆Rn se vika oblast. Oblasta zaedno so svojata granica se 
vika zatvorena oblast. 

Poradi o~iglednata celosna analogija so geometriskata 
interpretacija to~kata 0(0, 0 ,..., 0)∈Rn }e ja vikame koordinaten 
po~etok, a mno`estvoto to~ki {ei = (0, 0,..., xi,..., 0) | xi∈R, i = 1,n} }e 
go vikame i-ta koordinatna oska. 
 

3.2. Nizi od to~ki vo Evklidov prostor 
 

Definicija 3.18. Neka e daden m-dimenzionalen Evklidov 
prostor Rm. Ako spored nekoe pravilo na sekoj priroden broj n mu 
odgovara edna to~ka Mn od Rm , toga{ velime deka e zadadena niza od 
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to~ki vo Rm, so oznaka {Mn}, kade {to Mn se vika op{t ~len na 
nizata. 

Definicija 3.19. Nizata {Mn} e konvergentna ako postoi 
to~ka A∈Rm, nare~ena granica na nizata, takva {to za koj bilo 
proizvolen pozitiven realen broj ε mo`e da se najde priroden broj 
n0(ε) takov {to ∀n > n0 e zadovoleno neravenstvoto d(Mn, A) < ε. 
Pritoa pi{uvame Mn→A koga n→∝, ili AM nn

=
∞→

lim . 

Teorema 3.3. Nizata {Mn}, Mn(x1
n, x2

n,..., xm
n) konvergira kon 

to~kata A(a1 , a2 ,..., am)  ako i samo ako nizite od realni broevi 
{x1

n}, {x2
n},..., {xm

n} konvergiraat soodvetno kon realnite broevi a1, 
a2,..., am . 

Dokaz: Neka Mn→A koga n→∝. Toa zna~i deka za koj bilo 
proizvolen pozitiven realen broj ε  mo`e da se najde priroden 
broj n0(ε) takov {to ∀n > n0 e zadovoleno neravenstvoto d(Mn, A) < ε, 
odnosno  

ε<−++−+− 22
22

2
11 )()()( m

n
m

nn ax...axax . 

Bidej}i  

| xi
n − ai | < εax...axax m

n
m

nn <−++−+− 22
22

2
11 )()()( , ∀i = 1,n, 

}e bidat zadovoleni neravenstvata |xi
n − ai| < ε, ∀i = 1,n, od {to 

zaklu~uvame deka nizite{x1
n}, {x2

n}, ..., {xm
n} konvergiraat soodvet-

no kon granicite a1, a2,..., am. 
Obratno, neka nizite {x1

n
 }, {x2

n},..., {xm
n}konvergiraat kon 

a1, a2,..., am, soodvetno. Toga{ za proizvolno ε > 0 mo`at da se najdat 
prirodni broevi ni(ε) takvi {to za ∀n > ni(ε) }e va`at soodvetno 

neravenstvata   |xi
n − ai| < 

m
ε

, i = 1,m. Zemaj}i n0 = max{n1, n2, ... , nm}, 

poslednite neravenstva }e va`at istovremeno ∀n  >  n0 .  Bidej}i  

∀n > n0

d(Mn, A) = 22
22

2
11 )()()( m

n
m

nn ax...axax −++−+−  < 

mmm

222

... ε
+

ε
+

ε
= 

m
m

2ε
 = ε,  
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so egzistencijata na n0 poka`avme deka nizata {Mn} konvergira kon 
to~kata A. 

Poslednata teorema ovozmo`uva site svojstva na  nizite od 
realni broevi, kako i poimot Ko{ieva niza, da mo`at da se pre-
nesat i kaj nizi od to~ki vo Rm. Sepak }e navedeme edna definicija 
i edna teorema. 

Definicija 3.20. Nizata {Mn} e ograni~ena ako postoi 
realen broj a > 0 takov {to za sekoj priroden broj n e zadovoleno 
neravenstvoto d(Mn, 0) ≤ a, kade {to 0(0, 0,..., 0)∈Rm e koordinatniot 
po~etok vo Rm. 

Teorema 3.4. Od sekoja ograni~ena niza mo`e da se izdvoi 
konvergentna podniza.  

Definicijata na podniza e identi~na so soodvetnata defi-
nicija na podniza kaj nizite od realni broevi. 

Geometriskata interpretacija na definicijata na konver-
gentna niza isto taka e sli~na so soodvetnata geometriska inter-
pretacija na definicijata na konvergentna niza kaj nizite od 
realni broevi, so toa {to ovde okolinata e otvorena topka. 

Definicija 3.21. Nizata {Mn} se stremi kon beskone~nost 
koga n→∞ ako ∀Δ>0 postoi n0∈N, taka {to ∀n > n0 va`i d(Mn, 0) > Δ. 
 

3.3. Realna funkcija od dve i pove}e realni  promenlivi 
 

Definicija 3.22. Neka E⊆Rn e oblast. Ako na sekoja to~ka 
od oblasta E spored nekoe pravilo í odgovara edinstven soodveten 
realen broj, toga{ velime deka e zadadena realna funkcija od n 
realni promenlivi od mno`estvoto Rn vo mno`estvoto R. Oblasta 
E se vika definiciona oblast (domen), a mno`estvoto  

f(E) = {u | u∈R, u = f(x), x = (x1, x2,..., xn)∈E, xi∈R} ⊆ R 

se vika mno`estvo od vrednostite na funkcijata f (kodomen) . 
Vrednosta na funkcijata f vo to~kata x∈Rn se bele`i so f(x) 

ili so f(x1, x2,..., xn), kade {to x = (x1, x2,..., xn). Ako se raboti so ozna-
kata M(x1, x2,..., xn)∈Rn za to~ka x = (x1, x2,..., xn), toga{ vrednosta se 
bele`i i so f(M). Za n = 2 voobi~aena e oznakata z = f(x, y). 
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Definicija 3.23. Neka f e realna funkcija od n realni pro-
menlivi definirana na oblasta E⊆Rn. Toga{ mno`estvoto od po-
dredeni dvojki {(x, f(x))|x∈E}se vika grafik na funkcijata f.  

Da zabele`ime deka grafikot vsu{nost e mno`estvo od 
podredeni (n+1)-torki od realni broevi, t.e. e podmno`estvo od 
Rn+1, bidej}i (x1 , x2, ... ,xn, f(x1, x2, ... ,xn ))∈Rn+1. 

Ako n = 2, toga{ grafikot mo`e geometriski da se inter-
pretira kako mno`estvo to~ki M(x, y, z), z = f(x, y), vo realniot 
prostor R3, taka {to za nekoi funkcii (linearna funkcija) gra-
fikot bi bil ramnina ili, op{to, nekoja povr{ina vo prostorot.  

Kako i funkcijata od edna realna promenliva, taka i 
funkcijata od pove}e realni promenlivi mo`e da bide zadadena na 
pove}e na~ini (analiti~ki so formula eksplicitno ili im-
plicitno, tabelarno, opisno i sl. ). Vo slu~aj koga funkcijata e 
dadena so formula bez odnapred zadadena definiciona oblast, to-
ga{ definicionata oblast se opredeluva kako mno`estvo od onie 
to~ki od soodvetniot prostor za koi taa formula ovozmo`uva da 
se dobie soodvetna vrednost na funkcijata vo tie to~ki. 

Zbirot, razlikata, proizvodot i koli~nikot na dve funk-
cii se definiraat na ist na~in kako i kaj realnite funkcii od 
edna realna promenliva. Od poseben interes se klasata konveksni 
funkcii, klasata polinomni funkcii, a posebno kvadratnite 
formi. 

Definicija 3.24. Neka f e realna funkcija od n realni pro-
menlivi, definirana na oblasta E⊂Rn. Za funkcijata f velime deka 
e ograni~ena ako e ograni~eno mno`estvoto f(E). 

Definicija 3.25. Neka na oblasta E1⊂Rk se zadadeni m real-
ni funkcii ϕi, i = 1,m, od k realni promenlivi tj, j = 1,k. Neka pona-
tamu f e realna funkcija od m realni promenlivi xi, i = 1,m, defi-
nirana na oblasta E, zadadena so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm), kade 
{to xi = ϕi(t1, t2,..., tk). Toga{ velime deka e definirana slo`ena 
realna funkcija w, od k realni promenlivi tj, j = 1,k, zadadena so 
ravenkata  

w(t1, t2,..., tk) = f(ϕ1(t1, t2,..., tk), ϕ2 (t1, t2,..., tk), ..., ϕm (t1, t2,..., tk)), 

definirana na oblasta E1 . 
Definicionata oblast na funkcijata f e oblasta E ⊂ Rm,  

E = {(x1, x2,..., xm)∈Rm | xi = ϕi(t1, t2,..., tk), i = 1,m,  (t1, t2,..., tk)∈E1}. Zna~i, 
slo`enata funkcija vsu{nost e zadadena so m realni funkcii od k 
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realni promenlivi i edna realna funkcija od m realni promenli-
vi.  

Definicija 3.26. Neka f e funkcija dadena so ravenkata  
u = f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm, i neka A(a1, a2,..., am) e 
vnatre{na to~ka od E. Funkcijata f ima lokalen maksimum (mini-
mum) vo to~kata A ako postoi okolina (paralelopipedna) na to~-
kata A vo koja pripa|aat to~ki M(x1, x2,..., xm), definirani so ne-
ravenstvata |xj − aj| < δj, δj > 0, j = 1,m (ili okolina V(A, δ) vo koja 
pripa|aat  to~kite M za koi d(M, A) < δ), taka {to za site to~ki M 
od taa okolina va`i neravenstvoto  f(M) ≤ f(A) ( f(M) ≥ f(A)).  

Definicija 3.27. Neka f e funkcija dadena so ravenkata  
u = f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm i neka f(E)⊂R e nejzi-
niot domen. Ako postoi to~ka A1∈E (A2∈E) takva {to inf f(E) = f(A1)  
(sup f(E) = f(A2)), toga{ brojot  f(A1)  ( f(A2)) se narekuva najmala (naj-
golema) vrednost na funkcijata f vo oblasta E (globalni ekstre-
mi).  

Primer 3.1. Funkcijata 

)1ln(),( 2222 −++−= yxyxyxf  

ima definiciona oblast definirana so neravenstvata x2 − y2 ≥ 0  i 
x2 + y2 − 1 > 0.  

Primer 3.2. Funkcijata 0,),( 222 >−−= RyxRyxf , ima 

definiciona oblast definirana so neravenstvoto R2 − x2 − y2 ≥ 0.  
 

3.4. Grani~na vrednost i neprekinatost na realni funkcii  
od dve i pove}e realni promenlivi 

 
Definicija 3.28 (Hajne). Neka e dadena realna funkcija f od 

m realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M), 
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm, i neka A(a1, a2,..., am)∈Rm 
e to~ka koja mo`e, no ne mora, da pripa|a na E so  svojstvo vo koja 
bilo nejzina okolina da ima barem edna to~ka od E razli~na od A.  

Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na 
funkcijata f vo to~kata A ako za koja bilo konvergentna niza od 
to~ki {Mn}, Mn∈E, Mn ≠ A, ∀n∈N, so granica A, soodvetnata niza od 
realni broevi {f(Mn)} e konvergentna so granica b.  
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Definicija 3.28* (Ko{i).  Neka e dadena realna funkcija f 
od m realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M), 
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm, i neka A(a1, a2,..., am)∈Rm 
e to~ka koja mo`e, no ne mora, da pripa|a na E so  svojstvo vo koja 
bilo nejzina okolina da ima barem edna to~ka od E razli~na od A.  

Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na fun-
kcijata f vo to~kata A (ili koga M se stremi kon A) ako za koj bilo 
pozitiven realen broj ε  mo`e da se najde realen broj δ > 0, taka 
{to za koja bilo to~ka M∈E koja go zadovoluva uslovot  
0 < d(M, A) < δ da va`i neravenstvoto |f(M) − b| < ε. 

Kako oznaki se koristat  
bMf

AM
=

→
)(lim ,                b,...,x,xxf m

ax

ax
ax

mm

=

→
−−−−

→
→

)(lim 21

22

11
. 

Dokazot za ekvivalentnosta na dvete definicii se sprove-
duva na ist na~in kako i kaj funkciite so edna promenliva. 

Lesno se doka`uva i slednoto tvrdewe. 

Teorema 3.5. Neka funkciite f i g, definirani na isto mno-
`estvo E⊆Rm imaat vo to~kata A kone~ni grani~ni vrednosti b i c, 

soodvetno. Toga{ i funkciite f + g, f − g,  fg  i  
g
f

, definirani na 

ist na~in kako kaj funkciite so edna promenliva, imaat vo 

to~kata A grani~ni vrednosti b + c, b −  c, bc, 
c
b

, soodvetno. Pritoa 

dopolnitelen uslov za poslednoto tvrdewe e c ≠ 0. 

Definicija 3.29. Neka e dadena realna funkcija f od m 
realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M),  
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm.  Neka oblasta E na koja 
e definirana funkcijata f ja ima osobinata za koe bilo Δ > 0 seko-
ga{ da postoi to~ka M∈E koja se nao|a nadvor od topka so radius  
Δ i centar vo 0(0,0,...,0)∈Rm . 

Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na 
funkcijata f koga M→∝ ako za koj bilo pozitiven realen broj ε  
mo`e da se najde realen broj Δ > 0, taka {to za koja bilo to~ka 
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M∈E, koja go zadovoluva uslovot d(M, 0) > Δ, da va`i neravenstvoto 
|f(M) − b| < ε. Toga{ se koristi oznaka bMf

M
=

∞→
)(lim . 

Definicija 3.30. Funkcijata f se narekuva beskone~no mala 
funkcija koga M→A,  ako 0)(lim =

→
Mf

AM
. 

Ako funkcijata f ima grani~na vrednost b koga M→A, to-
ga{ funkcijata α definirana so α(M) = f(M) − b }e bide beskone~no 
mala koga M→A. Zna~i, mo`eme da zapi{eme f(M) = b + α(M), kade 
{to  0)(lim =

→
M

AM
α .  

Ako α(M)  e beskone~no mala funkcija koga M→A, β(M) e 
ograni~ena funkcija vo nekoja okolina na to~kata A, toga{ 
(α⋅β)(M) e beskone~no mala funkcija koga M→A, t.e. 

0)()(lim =⋅
→

MM
AM

βα . 

Simbolite na Landau se definiraat na ist na~in kako kaj 
funkcija od edna promenliva. 

Definicija 3.31. Neka m = 2 i neka funkcijata z = f(x, y) e 
definirana vo nekoja pravoagolna okolina na to~kata M0(x0, y0)  
zadadena so neravenstvata |x − x0| < d1, |y − y0| < d2, pri {to f mo`e, no 
ne mora, da bide definirana i vo M0. Neka y* go zadovoluva nera-
venstvoto 0 < |y* − y0| < d2. Definirame nova funkcija f1 od edna 
promenliva x so ravenkata f1(x) = f(x, y*) na mno`estvoto zadadeno so 
neravenstvoto  |x − x0| < d1 (osven mo`ebi vo x0). Neka postoi gra-
ni~na vrednost koja e ista so grani~nata vred-

nost . Neka ponatamu postojat vaka definiranite 

grani~ni vrednosti za site vrednosti y koi go zadovoluvaat nera-
venstvoto 0 < |y − y

)(lim 1
0

xf
xx→

),(lim *

const*
0

yxf
y

xx
−
→

0| < d2, so {to mo`eme da definirame nova 
funkcija ϕ so ravenstvoto ϕ(y) = .  ),(lim

const
0

yxf
y

xx
−
→

Neka postoi i grani~na vrednost )(lim
0

y
yy
ϕ

→
= b.  

Toga{ velime deka postoi sukcesivna (posledovatelna) 
grani~na vrednost b za funkcijata f vo to~kata M0 so oznaka  

.  )(limlim
00

yx,f
xxyy →→
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Analogno se definira i sukcesivnata grani~na vrednost so 
oznaka . )(limlim

00

yx,f
yyxx →→

Teorema 3.6.  Neka funkcijata z = f(x, y) e definirana vo ne-
koja pravoagolna okolina na to~kata M0(x0, y0) zadadena so neraven-
stvata |x − x0| < d1, |y − y0| < d2, pri {to f mo`e, no ne mora, da bide 
definirana i vo M0. Neka f ima grani~na vrednost b =  

vo to~kata M

),(lim
0

0
yxf

yy
xx

→
→

0. Ako postojat grani~nite vrednosti  za 

koe bilo y koe go zadovoluva neravenstvoto 0 < | y − y

),(lim
const

0
yxf

y
xx

−
→

0| < d2 i gra-
ni~nite vrednosti za koe bilo x koe go zadovoluva ne-

ravenstvoto 0 < |x − x

),(lim
const

0
yxf

x
yy

−
→

0| < d1, toga{ postojat sukcesivni granici i se 
ednakvi na b.  

Ako namesto definicionata oblast E zememe podmno`estvo 
E1⊂ E taka {to to~kata M0 da go ima svojstvoto vo koja bilo nejzina 
okolina da ima barem edna to~ka od E1  razli~na od M0, toga{ 
spored definicijata za grani~na vrednost (Ko{i) mo`eme da 
zaklu~ime deka funkcijata f }e ja ima istata grani~na vrednost vo 
to~kata M0.  

Od ovoj zaklu~ok proizleguva deka, ako ne postoi grani~na 
vrednost vo to~kata M0  koga se zeme nekoe podmno`estvo E1 od E, 
toga{ za funkcijata f  ne postoi grani~nata vrednost vo to~kata 
M0. Ako pak postojat grani~ni vrednosti vo to~kata M0 na dve pod-
mno`estva E1 i E2 od E, no tie se razli~ni, toga{ isto taka za 
funkcijata f  ne postoi grani~na vrednost vo to~kata M0.  

Primer 3.3. Neka f(x, y) = ,24

2

yx
yx

+
E = R2 \{(0, 0)}. Neka E1 = 

{(x, y)∈R2 |x = t, y = t, t∈R\{0}}. Toga{ grani~nata vrednost na funk-
cijata f vo to~kata (0, 0) na mno`estvoto E1 }e bide  

1),(
)0,0(),(

lim
Eyx

yx
∈

→
f(x, y) = 24

2

0
lim

tt
tt

t +→
 = 0. 

Ako E2 = {(x, y)∈R2 |y = x2, x∈R\{0}}, toga{  
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2),(
)0,0(),(

lim
Eyx

yx
∈

→
f(x, y) = 44

4

0
lim

xx
x

x +→
=

2
1

. 

Zna~i,  

1),(
)0,0(),(

lim
Eyx

yx
∈

→
f(x, y) ≠  f(x, y), 

2),(
)0,0(),(

lim
Eyx

yx
∈

→

pa spored toa 24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 ne postoi.   

Da se poka`e i so nizi }1,1{ 2nn
, }1,1{

nn
. 

Na ovoj primer mo`e da se poka`e deka ne e to~no tvrdewe-
to deka grani~nata vrednost postoi ako postoi vo site pravci (vo 
polarni koordinati, ne zavisi od ϕ) i e ednakva.  

Sekako deka ovoj kriterium mo`e samo da go isklu~i po-
stoeweto na grani~nata vrednost. Ako pak grani~nite vrednosti 
na dve mno`estva se ednakvi, toa ne mora da zna~i deka postoi gra-
ni~nata vrednost. Ovde mo`at da se upotrebuvaat i sukcesivnite 
grani~ni vrednosti. Ako pak postoi grani~nata vrednost vo to~-
kata M0 (spored definicijata), toga{ ne mora da postojat i site 
grani~ni vrednosti vo odnos na podmno`estva, a specijalno i ne 
mora da postojat i sukcesivnite grani~ni vrednosti.  

Primer 3.4. Poka`i deka postoi 
yx

yx
y
x

1sin1sin)(lim
0
0

+
→
→

, a ne 

postojat sukcesivnite grani~ni vrednosti. 

Primer 3.5. So koristewe na polarni koordinati (po prav-

ci) poka`i deka 22

0
0

lim
yx

xy

y
x +
→
→

 ne postoi.  

Primer 3.6.  22

4

0
0

lim
yx

x

y
x +
→
→

=? 
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Re{enie: Od neravenstvoto 0 ≤
+

≤ 22

4

yx
x x2, za (x, y) ≠ (0, 0), 

}e imame 22

4

0
0

lim
yx

x

y
x +
→
→

 = 0, bidej}i  = 0.  2

0
0

lim x
y
x
→
→

Vsu{nost, za funkcijata f(x, y) = x2, δ = ε , {to zna~i deka  

|f(M) − 0| = |x2 − 0| = |x| |x| < ε ε  = ε }e va`i za sekoja to~ka M(x, y) 
za koja  |x − 0| < δ,  |y − 0| < δ. 

Definicija 3.32. Neka funkcijata f e definirana na obla-
sta E⊂Rm i neka A∈E. Funkcijata f e neprekinata vo to~kata A ako 
postoi grani~na vrednost vo to~kata A ednakva na f(A) . 

Bidej}i A = , mo`eme da zaklu~ime deka za nepre-

kinati funkcii }e va`i simbolikata  = f( ) = f(A). 

M
AM→

lim

)(lim Mf
AM→

M
AM→

lim

Soodvetnite definicii na grani~na vrednost spored Hajne 
i Ko{i mo`at lesno da se preformuliraat i za neprekinatost so 
toa {to namesto grani~na vrednost b treba da se stavi vrednosta 
f(A), i da se ispu{taat ograni~uvawata Mn ≠ A kaj Hajne i d(Mn, A)>0 
kaj Ko{i. 

Definicija 3.33. Funkcijata f definirana na E⊂Rm e ne-
prekinata na E ako e neprekinata vo sekoja to~ka od E.  

Neka e dadena realna funkcija f od m realni promenlivi so 
ravenkata u = f(x1, x2,..., xm), definirana vo nekoja okolina na to~-
kata A i neka to~kata M pripa|a na taa okolina. Razlikata f(M) − 
f(A), so oznaka Δu, se vika narasnuvawe na funkcijata u = f(M) vo 
to~kata A. Ako A(a1, a2,..., am) i M(x1, x2,..., xm), so oznakite x1 − a1 = Δx1, 
..., xm −  am = Δxm }e dobieme Δu = f(a1 + Δx1, a2 + Δx2,..., am + Δxm) − f(a1, 
a2,..., am).  

Lesno mo`e da se poka`e deka funkcijata f e neprekinata 
vo A ako i samo ako narasnuvaweto Δu e beskone~no mala funkcija 
koga Δxi→0, i = 1,m, t.e. koga 0Δlim

00ΔΔ 1

=
→

u
),...,()x,...,x( m

.  

I ovde va`at aritmeti~kite operacii nad neprekinati 
funkcii, kako i teoremata za zapazuvawe na znakot i drugi svoj-
stva kako kaj realna funkcija od edna realna promenliva. 
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Teorema 3.7.  Neka so funkciite ϕi, i = 1,m, i funkcijata f e 
zadadena slo`ena funkcija w. Ako funkciite ϕi, i = 1,m, se nepre-
kinati vo to~kata A(a1, a2,..., ak), a funkcijata f e neprekinata vo 
to~kata B(b1, b2,..., bm), kade {to  bi = ϕi

 (a1, a2,..., ak),  i = 1,m, toga{ 
slo`enata funkcija w e neprekinata vo to~kata A. 

Dokaz: Neka ε > 0. Toga{ poradi neprekinatosta na funk-
cijata f vo to~kata B }e postoi δ > 0, taka {to za sekoja to~ka  
M(x1, x2,.., xm), za ~ii koordinati va`at neravenstvata |xi − bi| < δ, i = 
1,m, va`i neravenstvoto |f(M) −  f(B)|  < ε.  

Ponatamu, bidej}i ϕi, i = 1,m se neprekinati funkcii vo 
to~kata A, sleduva deka za toa δ > 0 postoi η > 0, taka {to za sekoja 
to~ka T(t1, t2,..., tk), za ~ii koordinati va`at neravenstvata |tj − aj| < 
η, j = 1,k, va`i neravenstvoto |ϕi(T) − ϕi (A)|  < δ, odnosno  |xi − bi| < δ, 
kade {to i = 1,m  (ϕi(T) = xi, ϕi(A) = bi). 

 Zna~i, za proizvolno ε > 0 postoi η > 0 (preku egzistenci-
jata na δ), taka {to za sekoja to~ka T(t1, t2,..., tk), za ~ii koordinati 
va`at neravenstvata |tj − aj| < η, j = 1,k, va`i neravenstvoto | f(M) −  
f(B) | < ε, odnosno neravenstvoto | f(x1(T),..., xm(T)) − f(x1(A),..., xm(A))| < ε, 
odnosno  |w(T) − w(A)| < ε, so {to e doka`ano tvrdeweto. 

Teorema 3.8.  Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja za-
tvorena i ograni~ena oblast E⊂ Rm , toga{ e ograni~ena na E. 

Teorema 3.9. Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja za-
tvorena i ograni~ena oblast E⊂Rm i f(E) e nejzin kodomen (mno`e-
stvo vrednosti), toga{ taa ja dostignuva svojata najgolema i najma-
la vrednost na E,  t.e. postojat to~ki A1, A2∈E taka {to  

f(A1) = max f(E),         f(A2) = min f(E). 

Definicija 3.34. Funkcijata f e ramnomerno neprekinata vo 
zatvorenata oblast E⊂Rm  ako za sekoe ε > 0 postoi δ > 0, taka {to 
za koi bilo dve to~ki M1, M2 za koi d(M1, M2) < δ  sleduva  d(f(M1),  
f(M2)) < ε.  

Teorema 3.10. Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja 
zatvorena i ograni~ena oblast E⊂Rm, toga{ taa e ramnomerno 
neprekinata na E. 
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§4. Parcijalni izvodi i diferencijal od prv red 

 
 
 
 
 
 
 

G  L  A  V  A    T  R  E  T  A 
 

DIFERENCIJALNO SMETAWE NA REALNI 
FUNKCII OD DVE I POVE]E REALNI 
PROMENLIVI SO NEKOI PRIMENI 

 
 
 

§4.  PARCIJALNI IZVODI I   
DIFERENCIJAL OD PRV RED 

 
 

4.1. Prvi parcijalni izvodi i prv diferencijal na realni 
funkcii od dve i pove}e realni promenlivi 

 
Definicija 4.1. Neka e dadena funkcija f definirana na 

oblasta E⊂R2 so ravenkata z = f(x, y) i neka A(x0, y0)∈E e to~ka so 
osobina da postoi nekoja nejzina okolina V(A, δ) koja se sodr`i vo 
E. Neka Δx ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata x taka {to to~kite  
M (x0 + Δx, y0) sekoga{ da pripa|a vo soodvetnata okolina V(A, δ).  

Ako postoi grani~na vrednost na funkcijata  F, zadadena so 

ravenkata F(Δx) =  
x

yxfyxxf
Δ

−Δ+ ),(),( 0000  kako realna funkcija od 

edna realna promenliva Δx definirana za site vrednosti na Δx ≠ 0 
(ne e definirana vo Δx = 0) za koi to~kite M(x0 + Δx, y0) pripa|aat 
vo soodvetnata okolina V(A, δ), koga Δx→0, toga{ velime deka 
funkcijata f ima prv parcijalen izvod vo odnos na promenlivata x 
vo to~kata A, ednakov na taa grani~na vrednost, so oznaki    

)(),,(,)(,
),(

,, 00
00 Afyxf

x
Af

x
yxf

x
z

x
f

xx ′′
∂

∂
∂

∂
∂
∂

∂
∂

 . 
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Na ist na~in se definira i prviot parcijalen izvod na 
funkcijata f vo odnos na promenlivata y vo to~kata A, t.e. kako gra-
ni~na vrednost (ako postoi) na funkcijata F*, zadadena so raven-

kata F*(Δy) = 
y

yxfyyxf
Δ

−Δ+ ),(),( 0000  kako realna funkcija od edna 

realna promenliva Δy definirana za site vrednosti na Δy ≠ 0 (ne e 
definirana vo Δy = 0) za koi to~kite M(x0, y0 + Δy) pripa|aat vo 
soodvetnata okolina V(A, δ), koga Δy→0, so oznaki  

,)(,
),(

,, 00

y
Af

y
yxf

y
z

y
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

yyy zAfyxf ′′′ ,)(),,( 00 . 

Definicija 4.1* (op{ta). Neka e dadena funkcija f defini-
rana na oblasta E⊂Rm so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) i neka A(a1, a2,..., 
am)∈E  e to~ka so svojstvo da postoi nekoja nejzina okolina V(A, δ ) 
koja se sodr`i vo E. Neka Δxk ≠ 0  e narasnuvawe na promenlivata xk, 
k = 1,m, taka {to sekoga{ to~kata M(a1, a2,..., ak + Δxk,..., am) da pripa-
|a vo soodvetnata okolina V(A, δ).  

Ako postoi grani~na vrednost na funkcijata F, zadadena  so 

ravenkata F(Δxk) = 
k

mmkk

x
aaafaxaaaf

Δ
−Δ+ ),...,,(),...,,...,,( 2121  kako 

realna funkcija od edna realna promenliva Δxk definirana za site 
vrednosti na Δxk ≠ 0 (ne e definirana vo Δxk = 0) za koi to~kite 
M(a1, a2,..., ak + Δxk,..., am) pripa|aat vo soodvetnata okolina V(A, δ), 
koga Δxk→0, toga{ velime deka funkcijata f ima prv parcijalen iz-
vod vo odnos na promenlivata xk vo to~kata A, ednakov na taa gra-
ni~na vrednost, so oznaki 

,)(,
),...,,(

,, 21

kk

m

kk x
Af

x
aaaf

x
u

x
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

kkk xxmx uAfaaf ′′′ ,)(,),...,( 1 . 

Od samata definicija e jasno deka prvite parcijalni izvodi 
na funkcii od pove}e realni promenlivi vsu{nost se prvi izvodi 
na funkcii od edna realna promenliva, smetaj}i gi drugite pro-
menlivi za konstanti. Imeno, f(x0, y), f(x, y0) i  f(a1,..., xk,..., am) se 
funkcii od edna realna promenliva y, x, xk, soodvetno.  

Primer 4.1. Ako z = arctg(xy2), toga{  

2
421

1 y
yxx

z
+

=
∂
∂

,      xy
yxy

z 2
1

1
42+

=
∂
∂

 . 
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Da zabele`ime deka oznakite za parcijalnite izvodi ne tre-

ba da se smetaat za dropki kako oznakite za prvi izvodi kaj funk-
ciite od edna realna promenliva. Podocna }e bide jasno i zo{to. 
Isto taka da zabele`ime deka kaj funkciite od edna realna prome-
nliva egzistencijata na prviot izvod povlekuva direktno nejzina 
neprekinatost vo soodvetnata to~ka (pa i diferencijabilnost), do-
deka kaj funkciite od pove}e realni  promenlivi toa ne e slu~aj. 

Primer 4.2. Neka e dadena Mendeleev-Clapeyron-ovata ravenka  
pv = RT, kade  p, v, T  se promenlivi koi imaat svoe zna~ewe vo 

termodinamikata. Da se najde proizvodot 
p
T

T
v

v
p

∂
∂
⋅

∂
∂

⋅
∂
∂

.  

Bidej}i  2v
RT

v
p

−=
∂
∂

 
p
R

T
v
=

∂
∂

 
R
v

p
T
=

∂
∂

, se dobiva 
p
T

T
v

v
p

∂
∂
⋅

∂
∂

⋅
∂
∂

 = −1.  

Ovoj proizvod ima va`na primena vo termodinamikata. 

Primer 4.3.  Funkcijata  z = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

,0,0

,0,

22

22
22

yx

yx
yx

xy

za

za
 

vo to~kata A(0, 0) ima prvi parcijalni izvodi, no ne e neprekinata 
vo A. Navistina,  

=
Δ

−Δ+
=

∂
∂

→Δ x
fxf

x
z

x

)0,0()0,0(lim)0,0(
0

 00lim
0

0)(
0

lim
0

22

0
==

Δ

−
+Δ
⋅Δ

→Δ→Δ xx x
x

x

, 

0)0,0(lim)0,0(
0

=
Δ

Δ+
=

∂
∂

→Δ y
yf

y
z

y
, 

dodeka 
2
1lim 220

=
+
⋅

=
→ xx

xx

xy
x

, a 00limlimlim
02200

==
+
⋅

→→→ xyx yx
yx

. 

Definicija 4.2.  Neka e dadena funkcija f  so ravenkata z = 
f(x, y), definirana na oblasta E⊂R2  i neka A(x0, y0), zaedno so nekoja 
svoja okolina V(A, δ) pripa|a na E.  

Ako za site narasnuvawa h i k na promenlivite x i y, h2+k2≠0, 
za koi to~kite M(x0 + h, y0 + k) pripa|aat vo V(A, δ), postojat realni 
broevi A1 i A2 taka {to soodvetnite narasnuvawa Δz= f(x0 + h, y0 + k)− 
f(x0, y0) na funkcijata vo to~kata A mo`at da se pretstavat vo vid  
Δz = A1h +A2 k + o(ρ) ili vo vid Δz = A1h +A2 k +α1 h +α2 k, kade {to  ρ = 

22 kh + , a α1 = α1(h, k), α2 = α2(h, k) se beskone~no mali realni fun-
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kcii od dve realni promenlivi h i k koga (h, k)→(0, 0) (o(ρ) − simbol 

na Landau definiran so α = o(β) ⇔ 0lim
0
0

=
→
→ β

α

k
h

), toga{ velime deka  f 

e diferencijabilna funkcija vo to~kata A .  
Dvete ravenstva mo`at da se pretstavat i so egzistencija na 

grani~nite vrednosti: 

0lim 21
0

=
−−Δ

→ ρ
kAhAz

ρ
,           0lim

21

21

0
0

=
+
−−Δ

→
→ kh

kAhAz

k
h αα

, 

kade {to , i = 1,2, 0)(lim
0
0

=
→
→

h,kαi

k
h

0lim
0
0

=
→
→

ρ
k
h

. 

Da zabele`ime deka broevite A1 i A2 ne zavisat od narasnu-
vawata h i k. Sumata  A1h + A2 k  se vika glaven del na narasnuvaweto 
na diferencijabilnata funkcija f vo to~kata A i e linearna homo-
gena funkcija vo odnos na promenlivite h i k.  

Na ist na~in se definira i diferencijabilnost na funk-
cii od m promenlivi. 

Definicija 4.3. Neka f e funkcija zadadena so ravenkata z = 
f(x, y), definirana na oblasta E⊂R2, ~ii to~ki go imaat svojstvoto 
da postoi okolina koja pripa|a vo E (otvoreno mno`estvo, vna-
tre{ni to~ki). Neka f ima prv parcijalen izvod vo odnos na x vo se-
koja to~ka od E. Toga{ definirame na E nova funkcija nare~ena 

izvodna funkcija f 'x  so f 'x(x, y) = 
x

yxf
∂

∂ ),(
, ∀(x, y)∈E.  

Na ist na~in se definira i izvodnata funkcija  f 'y  so   

f 'y(x, y) = 
y

yxf
∂

∂ ),(
, ∀(x, y)∈E, sekako pod uslov da postojat prvite 

parcijalni izvodi vo odnos na y vo sekoja to~ka od E. 

Teorema 4.1. Neka f e funkcija zadadena so ravenkata u =  
f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm. Ako f e diferencija-
bilna vo to~kata A(a1, a2,..., am)∈E, toga{ vo taa to~ka postojat site 

nejzini prvi parcijalni izvodi, pri {to ,)(
i

i
A

x
Af

=
∂
∂ i = 1,m. 

Dokaz: Neka m = 2, z = f(x, y), A(x0, y0). Toga{   
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Δz = A1h + A2k  + α1h + α2k,       0)(lim

0
0

=
→
→

h,kαi

k
h

, i = 1,2. 

Ako k = 0, h ≠ 0 (spored definicija ravenstvoto va`i za site vred-
nosti na h i k koi ne se istovremeno ednakvi na nula, t.e. h2 + k2 ≠ 0), 
toga{ Δz = A1h + α1h, odnosno f(x0 + h, y0) − f(x0, y0) = A1h + α1h ili  

11
0000 )()(

αA
h

,yxfh,yxf
=−

−+
. 

Bidej}i postoi 0)0(lim)(lim 101

0
0

==
→

→
→

h,αh,kα
h

k
h

, }e postoi i grani~na 

vrednost od levata strana, t.e.  

0]
)()(

[lim 1
0000

0
=−

−+
→

A
h

,yxfh,yxf
h

, 

{to zna~i deka 1
)( A

x
Af

=
∂

∂ (A1 ne zavisi od h i k, a toa zna~i deka pri 

ovoj grani~en proces e konstanta).  

Na ist na~in za h = 0, k ≠ 0, se dobiva 2
)( A

y
Af

=
∂

∂ . 

Dokazot za m > 2 e identi~en. Obratnoto ne mora da va`i. 

Teorema 4.2. Neka f e funkcija zadadena so ravenkata u =  
f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm. Ako f e diferencijabil-
na funkcija vo to~kata A(a1, a2,..., am)∈E, toga{ taa e neprekinata 
vo A.  

Dokaz: Od uslovot za diferencijabilnost se dobiva deka   
Δu = f(M) − f(A) = A1Δx1 + A2Δx2 + ... + AmΔxm + α1Δx1 + α2Δx2 + ... + αmΔxm, 
kade {to 0),...,,(lim 21)0,...,0,0(),..,,( 21

=ΔΔΔ
→ΔΔΔ mixxx

xxx
m

α , za ∀Δxi, taka {to  

M(a1 + Δx1, a2 + Δx2,..., am + Δxm)∈V(A,δ)⊂E, i = 1,m.  
Bidej}i postoi grani~na vrednost od desnata strana koga 

(Δx1, Δx2,...,  Δxm)→(0, 0,..., 0), }e postoi i grani~na vrednost i od le-
vata strana, t.e. 0lim

)0,...,0,0(),..,,( 21

=Δ
→ΔΔΔ

u
mxxx

, {to e i uslov f da bide ne-

prekinata vo to~kata A. 

Teorema 4.3 (Dovolni uslovi za diferencijabilnost). Neka 
f e funkcija zadadena so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm), definirana na 
oblasta E⊂Rm. Ako f ima prvi parcijalni izvodi  vo odnos na site 
promenlivi vo site to~ki od nekoja okolina V(A, δ) na to~kata  
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A(a1, a2,..., am)∈E i ako site prvi izvodni funkcii se neprekinati 
funkcii vo to~kata A, toga{ f e diferencijabilna funkcija vo 
to~kata A.  

Dokaz: Neka  m = 2, z = f(x, y), A(x0, y0). Neka h i k se narasnu-
vawa na promenlivite x i y  taka {to to~kite M(x0 + h, y0 + k) da 
pripa|aat vo soodvetnata okolina V(A, δ) na to~kata A vo koja se 
definirani izvodnite funkcii f ' x i f ' y . Toga{ soodvetnoto naras-
nuvawe na funkcijata mo`e da se zapi{e vo vid  

Δz = [f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0 + k)] + [f(x0, y0 + k) − f(x0, y0)]. 

Izrazot f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0 + k) pretstavuva vsu{nost na-
rasnuvawe na nova funkcija ϕ od edna promenliva x definirana na 
segment so krajni to~ki x0 i x0 + k so ravenkata ϕ(x) = f(x, y0 + k). 
Bidej}i f ima prvi parcijalni izvodi, i funkcijata ϕ }e ima prv 
izvod vo soodvetniot interval, odnosno }e bide diferencijabilna 
vo toj interval. 

Toga{, primenuvaj}i ja teoremata na Lagran`, za funkcija-
ta ϕ na toj segment }e postoi to~ka c1 = x0 + θ1h, 0 < θ1 < 1, koja pripa-
|a na toj interval, taka {to }e va`i ϕ(x0 + h) − ϕ(x0) = ϕ'x(c1)h, odnos-
no f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0 + k) = f ' x (c1, y0 + k) h (bidej}i ϕ'x(x) =  
f ' x(x, y0 + k)).  

Analogno za izrazot vo vtorata zagrada f(x0, y0 + k) − f(x0, y0) 
se dobiva egzistencija na to~ka c2 = y0 + θ 

2 k, 0 < θ 
2 < 1, koja pripa|a 

na interval so krajni to~ki y0 i y0 + k, taka {to }e va`i  f(x0, y0 +k) − 
f(x0, y0) = f ' y(x0, c2)k. 

Bidej}i spored uslovot izvodnite funkcii f ' x i f ' y se nepre-
kinati vo to~kata A, }e va`i  

f ' x(c1, y0 + k) = f ' x(x0, y0) + α1(h, k),      f ' y(x0, c2) = f ' y(x0, y0) + α2(h, k), 

kade {to , i = 1,2.  0)(lim
0
0

=
→
→

h,kαi

k
h

Zna~i, na krajot dobivme  

Δz = f ' x(x0, y0)h + f ' y(x0, y0)k + α1(h, k)h + α2(h, k)k, 

od {to sleduva deka f e diferencijabilna funkcija vo to~kata A. 
Vsu{nost ja dobivme egzistencijata na A1 i A2 i ravenstvoto, pri 
{to nema{e ograni~uvawe za h i  k  (osven pripadnosta na to~kite 
vo soodvetnata okolina). 
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Primer 4.4.  Funkcijata f dadena so ravenkite  

f(x, y) = 22

2

yx
yx

+
,   za x2 + y2 ≠ 0 i       f(0, 0) = 0 

ne e diferencijabilna vo to~kata A(0, 0), bidej}i, iako postojat 
prvite parcijalni izvodni funkcii f ' x, f ' y vo nekoja okolina na 
to~kata A, tie ne se i neprekinati funkcii vo taa okolina.  

Navistina,  

f ' x(x, y) = 222

3

)(
2

yx
xy
+

,      f ' y(x, y) = 222

222

)(
)(

yx
yxx

+
−

,    za x2 + y2 ≠ 0, 

i spored definicijata za izvod  

f ' x(0, 0) = 0
0

0
0

lim)0,0()0,0(lim
22

2

00
=

−
+
⋅

=
−+

→→ h
h
h

h
fhf

hh
,    f ' y(0, 0) = 0. 

Grani~nata vrednost 
2
1

)(
2lim),(lim 222

3

00
=

+
⋅

=′
→

=
→ xx

xxyxf
xx

xy
x

 e razli~na od 

vrednosta na izvodnata funkcija f ' x vo to~kata A, koja e f ' x(0, 0) = 0, 
{to zna~i deka izvodnata funkcija  f  ' x ima prekin vo to~kata A. 
 Na sli~en na~in se poka`uva deka izvodnata funkcija  f ' y 
ima prekin vo to~kata A(0, 0). 

Definicija 4.4.  Neka f e funkcija zadadena so ravenkata u = 
f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm, diferencijabilna vo 
to~kata A(a1, a2,..., am)∈E i neka Δxi, i = 1,m se narasnuvawa na pro-
menlivite xi, i = 1,m vo to~kata A.  

Glavniot linearen del od soodvetnoto narasnuvawe na 
funkcijata vo taa to~ka se vika prv diferencijal na funkcijata f  
vo odnos na narasnuvawata Δxi, i = 1,m, vo to~kata A, so oznaki du, 
df(A), df, df(a1, a2,..., am). Zna~i,  

du = A1Δx1 + A2Δx2 +...+ AmΔxm = 
1

)(
x
Af

∂
∂

Δx1 + 
2

)(
x
Af

∂
∂

Δx2 +...+ 
mx
Af

∂
∂ )(

Δxm. 

Ako Ai = 0, i = 1,m, toga{ velime deka diferencijalot e 0 vo taa 
to~ka.  

Na ist na~in kako kaj funkciite od edna promenliva i ovde 
mo`e da se opravda ravenstvoto Δxi = dxi, i = 1,m, taka {to ja dobiva-
me kone~nata relacija: 
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du(A) =  
1

)(
x
Af

∂
∂  dx1 + 

2

)(
x
Af

∂
∂ dx2 + ... + 

mx
Af

∂
∂ )( dxm . 

 
4.2. Prvi parcijalni izvodi od slo`ena funkcija 

 
Teorema 4.4. Neka e dadena funkcija f so ravenkata z = f(x, y), 

definirana na  oblasta E⊂R2, diferencijabilna vo sekoja to~ka na 
E (diferencijabilna na otvoreno mno`estvo E). Neka ponatamu ϕ i 
ψ se dadeni realni funkcii od edna realna promenliva t so raven-
kite x = ϕ(t), y = ψ(t) i diferencijabilni na intervalot (α, β), so 
osobina ∀t∈(α, β), (ϕ(t), ψ(t))∈E. Neka w e slo`ena funkcija defi-
nirana na (α, β) so ravenkata w(t) = f(ϕ(t), ψ(t)). Neka A(x0, y0)∈E i 
neka x0 = ϕ(t0), y0 = ψ(t0), kade {to t0∈(α, β).  

Toga{ w e diferencijabilna funkcija vo to~kata t0 i va`i 

)()()()()(
00

0 t
y
Azt

x
Az

dt
tdw

tt ψϕ ′
∂

∂
+′

∂
∂

= . 

Dokaz: Neka Δt ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata t vo to~-
kata t0 so svojstvo t0 + Δt∈(α, β) i neka Δx i Δy se soodvetnite naras-
nuvawa na funkciite ϕ i ψ, t.e. Δx = ϕ(t0 + Δt) − ϕ(t0), Δy = ψ(t0 + Δt) − 
ψ(t0).  

Bidej}i spored uslovot f  e diferencijabilna vo A, }e va`i 

Δf(A) = Δz(A) = 
x
Af

∂
∂ )(

Δx + 
y
Af

∂
∂ )(

Δy + α1Δx + α2Δy, 

kade {to 0)(lim
0Δ
0Δ

=ΔΔ
→
→

yx,αi

y
x

, i = 1,2. So delewe na poslednoto raven-

stvo so Δt ≠ 0 }e dobieme  

t
Az

Δ
Δ )(

 = 
x
Af

∂
∂ )(

t
x
Δ
Δ  + 

y
Af

∂
∂ )(

t
y
Δ
Δ  + α1 t

x
Δ
Δ

 + α2 t
y
Δ
Δ

. 

Ako  Δt→0, toga{ i Δx→0, Δy→0, bidej}i ϕ i ψ se neprekina-
ti funkcii i }e postoi grani~na vrednost od desnata strana, od 
{to proizleguva i egzistencija na grani~na vrednost i od levata 
strana. Bidej}i  

Δz(A) = f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0) =  f(ϕ(t0 + Δt),  

ψ(t0 + Δt)) − f(ϕ(t0), ψ(t0)) = w(t0 + Δt) − w(t0), 
dobivame 
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00)()()()()(
lim 00

0

0
++′

∂
∂

+′
∂

∂
=

Δ
Δ

→Δ
t

y
Azt

x
Az

t
tw

ttt
ψϕ  

i ottuka   

)()()()()(
00

0 t
y
Azt

x
Az

dt
tdw

tt ψϕ ′
∂

∂
+′

∂
∂

= . 

Zna~i, mo`eme da zaklu~ime deka i slo`enata funkcija e 
diferencijabilna vo to~kata t0 (poradi egzistencijata na soodvet-
na grani~na vrednost, t.e. na prviot izvod), {to zna~i deka e i ne-
prekinata vo taa to~ka. 

Teorema 4.5. Neka e dadena funkcija f so ravenkata z = f(x, y), 
definirana na  oblasta E⊂R2, diferencijabilna vo sekoja to~ka na 
E (diferencijabilna na otvoreno mno`estvo E). Neka A(x0, y0)∈E 
ima osobina da postoi nejzina okolina V(A, δ1)⊂E. 

Neka sega ϕ i ψ se dadeni realni funkcii od  dve realni 
promenlivi u i v  so ravenkite x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) i diferencija-
bilni na nekoja okolina V(B, δ2) na to~kata B(u0, v0) , x0 = ϕ(u0, v0),  
y0 = ψ(u0, v0), so osobina ∀(u, v)∈V(B, δ2) ⇒ (ϕ(u, v), ψ(u,v))∈V(A, δ1).  

Neka w e slo`ena funkcija definirana na V(B, δ2) so raven-
kata w(u, v) = f(ϕ(u, v), ψ(u, v)). Toga{ w e diferencijabilna funkci-
ja vo to~kata B i va`i  

u
Bψ

y
Az

u
B

x
Az

u
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()( ϕ
, 

v
Bψ

y
Az

v
B

x
Az

v
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()( ϕ
. 

Dokaz: Da pretpostavime deka v e konstanta i za slo`enata 
funkcija w, sega kako funkcija od edna promenliva u, da ja prime-
nime ve}e dobienata relacija od prethodnata teorema za prv izvod 
vo to~kata B. Pritoa da zabele`ime deka i funkciite ϕ i ψ }e 
bidat tretirani kako funkcii od edna promenliva u. 

Toga{ }e postoi prv parcijalen izvod na slo`enata funk-
cija w vo odnos na promenlivata u vo to~kata B i }e ja dobieme 
slednata relacija: 

u
Bψ

y
Az

u
B

x
Az

u
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()( ϕ
 . 
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Za u = konstanta na ist na~in se dobiva i relacijata za 
prviot parcijalen izvod na slo`enata funkcija w vo odnos na pro-
menlivata v vo to~kata B:  

v
Bψ

y
Az

v
B

x
Az

v
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()( ϕ
. 

Od zabele{kata kaj prviot slu~aj sleduva deka i prvite par-
cijalni izvodi na funkciite ϕ i ψ se neprekinati vo B, pa spored 
soodvetnata teorema 4.3 i slo`enata funkcija e diferencijabilna 
vo to~kata B (bidej}i ima neprekinati prvi parcijalni izvodi).  

Ovie relacii ~esto se koristat vo sledniot skraten vid:  

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

,                  
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

. 

 Vo op{t slu~aj }e ja iska`eme slednata teorema: 

Teorema 4.6. Neka e dadena funkcija f so ravenkata u =  
f(x1. x2,... , xm), definirana na oblasta E⊂Rm, diferencijabilna vo se-
koja to~ka na E (diferencijabilna na otvoreno mno`estvo E). Neka 
A(a1, a2,..., am)∈E e to~ka so osobina da postoi nejzina okolina  
V(A, δ1)⊂E.  

Neka ϕ 
i  se dadeni realni funkcii od k realni promenlivi  

so ravenkite xi = ϕ 
i(t1, t2,..., tk), i = 1,m, i diferencijabilni na nekoja 

okolina V(B, δ2) na to~kata B(b1, b2,..., bk), ai = ϕ 
i(b1, b2,..., bk ), i = 1,m, 

so osobina  
∀(t1,..., tk )∈V(B, δ2) ⇒ (ϕ1(t1,..., tk), ϕ2(t1,..., tk),..., ϕm(t1,..., tk))∈V(A, δ1). 

Neka w e slo`ena funkcija definirana na V(B, δ2) so raven-
kata  

w(t1, t2,..., tk ) = f(ϕ1(t1, t2,..., tk), ϕ2(t1, t2,..., tk), ..., ϕm(t1, t2,..., tk)). 

Toga{ w e diferencijabilna vo to~kata B i nejzinite prvi 
parcijalni izvodi se opredeleni so formulite:  

i

m

miii t
B

x
Au...

t
B

x
Au

t
B

x
Au

t
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()()()( 2

2

1

1

ϕϕϕ
, i = 1,m,  

odnosno  

i

m

miii t
x

x
u...

t
x

x
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ 2

2

1

1
, i = 1,m, 

so soodvetni zabele{ki. 
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4.3. Invarijantnost na formata na prviot diferencijal 
 

Neka w e slo`ena funkcija definirana so funkciite f, ϕ 
i ,  

i = 1,m, pri {to u = f(x1, x2,... , xm), xi = ϕ 
i(t1, t2,..., tk), i = 1,m.  

Neka f e diferencijabilna vo to~kata A(a1, a2,..., am) i ϕ 
i ,   

i = 1,m, se diferencijabilni vo to~kata B(b1, b2,..., bk), kade {to ai = 
ϕ i(b1, b2,..., bk), i = 1,m.  

Toga{, spored definicijata, prviot diferencijal na slo-
`enata funkcija w, dadena so ravenkata  

w(t1, t2,..., tk) = f(ϕ1(t1, t2,..., tk), ϕ2(t1, t2,..., tk),..., ϕm(t1, t2,..., tk)), 
diferencijabilna vo to~kata B, e daden  so formulata:   

dw = 
1

)(
t
Bw

∂
∂ dt1 + 

2

)(
t
Bw

∂
∂ dt2 +...+

kt
Bw

∂
∂ )( dtk. 

Od druga strana, prvite parcijalni izvodi na slo`enata 
funkcija w  se dadeni so formulite  

i

m

miii t
B

x
Au...

t
B

x
Au

t
B

x
Au

t
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()()()( 2

2

1

1

ϕϕϕ  

ili  

i

m

miii t
Bx

x
Au...

t
Bx

x
Au

t
Bx

x
Au

t
Bw

∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()()()()()()( 2

2

1

1
, i = 1,k, 

i so nivna zamena vo formulata za prviot diferencijal so sredu-
vawe se dobiva relacijata: 

dw = 
1

)(
x
Au

∂
∂ [

1

1 )(
t
Bx

∂
∂ dt1 + 

2

1 )(
t
Bx

∂
∂ dt2 +...+ 

kt
Bx

∂
∂ )(1 dtk] +...+ 

+
mx
Au

∂
∂ )( [

1

)(
t

Bxm

∂
∂ dt1 + 

2

)(
t

Bxm

∂
∂ dt2 +...+ 

k

m

t
Bx

∂
∂ )( dtk]. 

Izrazite vo srednite zagradi vsu{nost se prvi diferenci-
jali na funkciite ϕ 

i, i = 1,m, vo to~kata B, so {to se dobiva kone~-
nata formula:  

dw = 
1

)(
x
Au

∂
∂ dx1 + 

2

)(
x

Au
∂
∂ dx2 +...+ 

mx
Au

∂
∂ )( dxm, 

odnosno  
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dw = 
1

)(
x
Af

∂
∂ dx1 + 

2

)(
x
Af

∂
∂ dx2 +...+ 

mx
Af

∂
∂ )( dxm , 

koja e so ista forma kako i prviot diferencijal od funkcijata  f  
vo to~kata A  ako x1, x2,..., xm se smetaat za nezavisno promenlivi (a 
ne funkcii ϕ 

i, i = 1,m ). 
Ova osobina na invarijantnost na formata na prv diferen-

cijal go opravduva i zapisot 
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

u
w

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

≡
∂
∂

, vo koj slo-

`enata funkcija w se identifikuva so funkcijata z  kako edna od 
funkciite od koi samata e sostavena. Sepak treba sekoga{ za toa 
da se vodi smetka, bidej}i vo su{tina se raboti za razli~ni funk-
cii.  

Da zabele`ime u{te deka ovie pravila za parcijalni izvo-
di od slo`ena funkcija (kako i pravilata za izvodi voop{to) se 
primenuvaat obi~no vo proizvolna to~ka, so {to kako rezultat se 
dobiva povtorno funkcija, a ne broj. Sekoga{ sepak treba da se 
ima predvid deka pravilata se izvedeni na na~in kaj koj izvodite 
se broevi (grani~ni vrednosti) i toa treba da se povrze so izvodni-
te funkcii i nivna egzistencija vo mno`estvo.  

Primer 4.5.  Da se najde dz ako  z = e− x − 2y vo slu~aj koga x i y 
se nezavisni promenlivi i vo slu~aj koga me|u niv postoi funk-
cionalna vrska y = x2 .  

=
∂
∂
x
z

 (e− x − 2y)(−1),    =
∂
∂
y
z  (e−x − 2y)(−2),     dz = −e−x − 2y dx − 2 e−x − 2y dy, 

dz  = − (1 + 4x)dx. 
22xxe −−

Ovde formalno slo`enata funkcija e z(x) = w(x) = . 
22xxe −−

Primer 4.6.  Da se najde dz ako z = vo slu~aj koga x i y 
se nezavisni promenlivi i vo slu~aj koga se funkcii od edna real-
na promenliva t definirani so ravenkite x = t, y = t

22 yxe +

2. 

dz = dy
y
zdx

x
z

∂
∂

+
∂
∂  = 2x dx + 2y dy, 

22 yxe + 22 yxe +

odnosno  

dz =  . dtette tttt )42(
4242 3 ++ +

Ovde formalno slo`enata funkcija e z(t) = w(t) = . 
42 tte +
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Osobina 4.1. Neka u i v se dve realni funkcii dadeni so ra-

venkite u = f1(x1, x2,..., xm), v = f2(x1, x2,..., xm), diferencijabilni vo 
to~kata A(a1, a2,..., am). Toga{ va`i d(cu) = cdu, c e konstanta;  

d(u ± v) = du ± dv; d(u⋅v) = udv + vdu; 2)(
v

udvvdu
v
ud −

= , pri {to site 

diferencijali se zemeni vo to~kata A. 
Dokazot se sveduva na definicijata na prviot diferencijal 

i soodvetnite osobini na prvite parcijalni izvodi. Sepak, pravi-
loto za diferencijal od proizvod }e go doka`eme i so koristewe 
na invarijantnosta na formata na prviot diferencijal. ]e defi-
nirame realna funkcija w od dve realni promenlivi u, v so raven-
kata w(u, v) = u⋅v. Toga{  

d(u⋅v) =  dx
x
uv
∂

∂ )(
 + dy

y
uv
∂

∂ )(  = dx
x
vuv

x
u )(

∂
∂

+
∂
∂

 + dy
y
vuv

y
u )(

∂
∂

+
∂
∂  =   

vdy
y
udx

x
u )(

∂
∂

+
∂
∂  + udy

y
vdx

x
v )(

∂
∂

+
∂
∂  = vdu + udv. 

Istoto mo`e da se doka`e i na sledniot na~in. Bidej}i
u
w
∂
∂

= v, 

 
v
w
∂
∂

 = u,  za prviot diferencijal }e dobieme:  

dw = 
u
w
∂
∂

du +  + 
v
w
∂
∂

dv  = vdu + udv. 

Zna~i,  d(u⋅v) = vdu + udv. 

Prviot diferencijal se vika i totalen diferencijal. 

Teorema 4.7.  Neka e dadena ravenkata F(x, y) = 0. Ako funk-
cijata F e diferencijabilna vo nekoja okolina V(A, δ) na to~kata 

A(x0, y0), kade {to 
y
F
∂
∂

 ≠ 0 i F(x0, y0) = 0, toga{ postoi pravoagolnik 

Δ = {(x, y)| |x − x0| < a, |y − y0| < b}⊂V(A, δ) koj definira funkcija f so 
ravenkata y = f(x), diferencijabilna na mno`estvoto {x | |x − x0| < a} 
na koe F(x, f(x)) ≡ 0. 

Primer 4.7. (Izvod od implicitno zadadena funkcija.) Neka 
realnata funkcija f od edna realna promenliva e zadadena impli-
citno so ravenkata F(x, y) = 0, kade {to y = f(x), pri {to funkcijata 
F, kako realna funkcija od dve realni promenlivi, e diferencija-
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bilna vo to~kata A(x0, y0), kade {to y0 = f(x0), F 'y(x0, y0) ≠ 0 i f e di-
ferencijabilna vo to~kata x0.  

Toga{ spored praviloto za izvod od slo`enata funkcija w, 
definirana so ravenkata w(x) = F(x, f(x)), w(x) ≡ 0, }e va`i  

dx
xdw )( 0  = 

x
AF

∂
∂ )(

dx
xdx )( 0  + 

y
AF

∂
∂ )(

dx
xdy )( 0 . 

(Dovolno e vo relacijata za izvod od slo`ena funkcija da se zeme 
 x = t = ϕ(t), y = f(t) = ψ(t).) Zna~i,  

0 = 
x
AF

∂
∂ )(

 + 
y
AF

∂
∂ )(

dx
xdy )( 0 , 

od kade {to se dobiva prviot izvod  

f ' (x0) ≡ 
dx

xdy )( 0  = 

y
AF

x
AF

∂
∂
∂

∂

− )(

)(

. 

Neka sega f e realna funkcija od dve realni promenlivi x, y 
zadadena implicitno so ravenkata F(x, y, z) = 0, kade {to z = f(x, y). 
Neka realnata funkcija F od tri realni promenlivi x, y, z e dife-
rencijabilna vo to~kata A(x0, y0, z0), a funkcijata f e diferenci-
jabilna vo to~kata B(x0, y0), pri {to F 'z(x0, y0, z0) ≠ 0, z0 = f(x0, y0). 
Toga{ se dobiva  

0 = 
x
Bw

∂
∂ )(

 = 
x
AF

∂
∂ )(

dx
xdx )( 0  + 

y
AF

∂
∂ )(

dx
xdy )( 0  + 

z
AF

∂
∂ )(

x
Bz

∂
∂ )(

 

i         

0 = 
y
Bw

∂
∂ )(

 = 
x
AF

∂
∂ )(

dy
xdx )( 0  + 

y
AF

∂
∂ )(

dy
xdy )( 0  + 

z
AF

∂
∂ )(

y
Bz

∂
∂ )(

, 

od kade se dobiva               

x
Bz

∂
∂ )(

 = 

z
AF

x
AF

∂
∂
∂

∂

− )(

)(

,       
y
Bz

∂
∂ )(

 = 

z
AF

y
AF

∂
∂
∂

∂

− )(

)(

, 

pri {to w(x, y) = F(x, y, f(x, y)), w(x, y) ≡ 0. (Dovolno e vo relacijata 
za izvod od slo`ena funkcija da se zeme x = u = ϕ(u, v), y = v =  
ψ(u, v).) 
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4.4.Geometrisko tolkuvawe na prvite parcijalni izvodi . 
Izvod po pravec. 

 
Definicija 4.5. Neka f  e funkcija dadena so ravenkata z = 

f(x, y), definirana na oblasta E⊂R2. Ako f e diferencijabilna na E, 
toga{ nejziniot grafik  Gf  vo realniot prostor so Dekartov pra-
voagolen koordinaten sistem se vika glatka povr{ina. 

Definicija 4.6. Neka e dadena funkcija F(x, y, z) koja e ne-
prekinata zaedno so svoite prvi parcijalni izvodi na oblasta  
Ω ⊂ R3. Neka so ravenkata F(x, y , z) = 0 e definirano mno`estvo  
S = {(x, y, z)∈Ω | F(x, y, z) = 0}. Ako za sekoe (x, y, z)∈S ≠ ∅ va`i 

0
222

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
F

y
F

x
F

, 

toga{ S se vika glatka povr{ina. 
Neka f e funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y),  diferenci-

jabilna vo nekoja okolina V(A0, δ) na to~kata A0(x0, y0). Neka nejzi-
niot grafik Gf mo`e geometriski da se pretstavi kako geometri-
sko mesto od to~ki M(x, y, f(x, y)) (povr{ina) vo realniot prostor so 
Dekartov pravoagolen koordinaten sistem.  

Neka A0(x0, y0) e normalna proekcija na to~kata A(x0, y0, z0),  
z0 = f(x0, y0), vrz ramninata X0Y. Da postavime dve ramnini so raven-
ki y = y0, x = x0, normalni na ramninata X0Y, koi minuvaat niz to~-
kata A(x0, y0, z0). Nivnite preseci so povr{inata }e pretstavuvaat 
krivi PQ i RS koi le`at vo tie ramnini soodvetno (crte` 15).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z 

Crte` 15

y 

x 

QA 
z=f(x,y0) 

S 

Gf 

A0 

0 
y0

R
x0

P 

α 

β 

z=f(x0,y) 
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Analiti~ki tie krivi se grafici na funkcii ϕ i ψ, zadade-
ni so ravenkite  ϕ(x) = f(x, y0), ψ(y) = f(x0, y). Spored definicijata na 
prvite parcijalni izvodi na funkcijata f }e va`i  

x
Af
∂

∂ )( 0  = ϕ' (x0), y
Af
∂

∂ )( 0  = ψ ' (y0). 

Zna~i, spored geometriskoto tolkuvawe na prviot izvod kaj 
funkcii od edna realna promenliva prvite parcijalni izvodi na 
funkcijata f vo to~kata A0 geometriski pretstavuvaat aglov koefi-
cient na tangentite povle~eni na krivite PQ  i RS soodvetno vo 
to~kata A(x0, y0,  z0), t.e. 

x
Af
∂

∂ )( 0  = tgα,             
y
Af
∂

∂ )( 0  = tgβ, 

kade {to α i β se aglite me|u pozitivnite nasoki na oskite x od-
nosno y i soodvetnite tangenti. 

Vo soglasnost so geometriskoto tolkuvawe na prvite parci-
jalni izvodi na funkcii od dve realni promenlivi i soodvetnoto 
geometrisko tolkuvawe na prviot izvod kaj funkcii od edna real-
na promenliva, vektorite na tangentite na soodvetnite krivi PQ i 
RS (crte` 15) }e bidat dadeni so slednite koordinati:  

→

0yt  = (1, 0, 
x
Az
∂

∂ )( 0 ),       = (0, 1,  
→

0xt
y
Az
∂

∂ )( 0 ). 

Da zabele`ime deka normalniot vektor  na ramninata 

koja minuva niz to~kata A, opredelena so vektorite , , se do-

biva kako vektorski proizvod  

→
n

→

0yt
→

0xt

→
n  = ×  = (−

→

0yt
→

0xt
x
Az
∂

∂ )( 0 , −
y
Az
∂

∂ )( 0 , 1). 

Kaj realnite funkcii od edna realna promenliva mo`eme 
da konstatirame deka izvodot vo to~ka mo`e da se razgleduva i ka-
ko brzina na promenata na vrednostite na funkcijata vo taa to~ka 
(momentalna brzina). Toa zna~i pogolem izvod kako broj, pogolema 
promena na vrednostite na funkcijata i obratno.  

Analogno, i prvite parcijalni izvodi kaj realna funkcija 
od dve realni promenlivi mo`at da se razgleduvaat kako brzina na 
promenata na vrednostite na funkcijata vo odnos na ednata ili 
drugata promenliva (ili vo nasokata na soodvetnite koordinatni 
oski ili vo nasokite na ortovite na koordinatnite oski kako vek-
tori). Ovoj poim za izvod mo`e da se obop{ti na sledniot na~in.  
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Definicija 4.7. Neka f  e funkcija dadena so ravenkata z = 
f(x, y), diferencijabilna vo nekoja okolina V(A0, δ) na to~kata  
A0(x0, y0). Neka vo Dekartov pravoagolen koordinaten sistem e da-
den pravec (orientirana poluprava) so po~etok vo to~kata A0, de-

finiran so edini~en vektor = (cosα, sinα, 0). Neka A(x
→
e 0, y0, z0),  

z0 = f(x0, y0), e to~ka od grafikot Gf  (povr{inata) i neka Δx i Δy se 
narasnuvawa na promenlivite x i y vo to~kata A0 so svojstvo to~-
kite M0(x0 + Δx, y0 + Δy)∈V(A0, δ)  da se to~ki od polupravata defini-

rana so edini~niot vektor , dadena so parametarskite ravenki x = 
x

→
e

0 + tcosα, y = y0 + tsinα, z = 0, t e parametar. Pritoa Δx = tcosα , Δy = 
tsinα (crte` 16). 

Definirame nova slo`ena funkcija F  od edna realna pro-
menliva so ravenkata F(t) = f(x0 + tcosα, y0 + tsinα) vo nekoja okolina 
na to~kata t = 0 so osobina M(x0 + tcosα, y0 + tsinα)∈V(A0, δ), F(0) =  
f(x0, y0). Funkcijata F kako slo`ena funkcija e diferencijabilna 
vo to~kata t = 0 (spored uslovot f e diferencijabilna, a pomo{nite 
funkcii  ϕ(t) = x0 + tcosα i ψ(t) = y0 + tsinα  se diferencijabilni kako 
linearni funkcii).  

Toga{ postoi prv izvod F'(0),  koj se vika izvod na funkcija-

ta f vo to~kata A0 po pravec  so oznaka
→
e

dt
Adz )( 0  ili 

ed
Adz
r

)( 0 . Pritoa 

0
)0()(lim

0 −
−

→ t
FtF

t
 =  

t
yxftytxf

t

),()sin,cos(
lim 0000

0

−++
→

αα
 = 

t
z

t Δ
Δ

→0
lim . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 x0+Δx

A

y 

x 

0 y0
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x0

M

Δz

y0+Δy

A0

M0

Gf

α
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Ako α = 0, toga{ t = Δx, Δy = 0, =  i se dobiva prviot par-
cijalen izvod na funkcijata f  vo odnos na promenlivata x  vo to~-

kata A

→
e

→
i

0, a ako α = 
2
π

, toga{ t = Δy, Δx = 0, 
→
e = , i se dobiva prviot 

parcijalen izvod na funkcijata f vo odnos

→
j

 na promenlivata y vo 
to~kata A0.  

Ovoj izvod mo`e da se razgleduva kako brzina na promenata 

na vrednostite na funkcijata f  vo pravec na vektorot .  
→
e

So koristewe na praviloto za izvod od slo`ena funkcija se 
dobiva  

dt
Adz )( 0  = 

x
Az
∂

∂ )( 0

dt
dx )0(

 + 
y
Az
∂

∂ )( 0

dt
dy )0(

 = 
x
Az
∂

∂ )( 0 cosα  + 
y
Az
∂

∂ )( 0 sinα. 

Definicija 4.8. Vektorot 
x
Az
∂

∂ )( 0
→
i + 

y
Az
∂

∂ )( 0
→
j  se vika 

gradient na funkcijata f  vo to~kata A0 so oznaka grad f(A0). 

Pri ova va`i relacijata
dt
Adz )( 0  = (grad f(A0), ) (skalaren 

proizvod na dva vektora). 

→
e

Neka ϕ e agolot me|u vektorite grad f(A0) i . Toga{ 

(gradf(A

→
e

0), )
→
e  = | grad f(A0) | | |

→
e  cosϕ = | grad f(A0) |cosϕ, pa zna~i 

dt
Adz )( 0 = 

| grad f(A0) | cosϕ.  
Za ϕ = 0 izvodot po pravec }e ima najgolema vrednost, {to 

zna~i deka najgolemata promena na svojata vrednost funkcijata ja 
ima vo nasokata na svojot gradient (vo taa nasoka najbrzo raste ili 
opa|a). Toj fakt se koristi vo metodite za re{avawe na problemi 
na optimizacija.  
 

4.5. Tangentna ramnina i normala na povr{ina.  
Geometrisko tolkuvawe na totalniot diferencijal 

 
Neka  f  e funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y), diferenci-

jabilna vo nekoja okolina V(A0, δ) na to~kata A0(x0, y0). Neka nejzi-
niot grafik mo`e geometriski da se pretstavi kako geometrisko 
mesto od to~ki M(x, y, f(x, y)) (povr{ina) vo realniot prostor so 
Dekartov pravoagolen koordinaten sistem.  
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Neka A0 e normalna proekcija na to~kata A(x0, y0, z0)∈Gf,  
z0 = f(x0, y0), vrz ramninata X0Y. Da postavime dve ramnini so raven-
ki y = y0, x = x0, normalni na ramninata X0Y, koi minuvaat niz 
to~kata A. Nivnite preseci so povr{inata }e pretstavuvaat krivi 
PQ i RS (crte` 17) koi le`at vo tie ramnini soodvetno.  

Vo soglasnost so geometriskoto tolkuvawe na prvite parci-
jalni izvodi soodvetnite tangenti na krivite PQ i RS }e bidat 
pravi dadeni so ravenkite  

0yt : z − z0 = f ' x(x0, y0)(x − x0), y = y0;     : z − z
0xt 0 = f ' y(x0, y0)(y − y0), x = x0. 

Definicija 4.9. Ramninata opredelena so pravite i  se 

vika tangentna ramnina na povr{inata G
0yt

0xt
f vo to~kata A(x0, y0, z0)∈Gf 

i nejzinata ravenka  }e bide    

z − z0 = f 'x(x0, y0)(x − x0) + f 'y(x0, y0)(y − y0). 

Mo`e da se poka`e deka sekoja tangenta na proizvolna kri-
va koja minuva niz to~kata A i ѐ pripa|a na povr{inata, le`i vo 
tangentnata ramnina.  

Desnata strana od ravenkata na tangentnata ramnina mo`e 
da se razgleduva kako totalen diferencijal ako se zeme x − x0 = dx,  
y − y0 = dy (kako narasnuvawa na promenlivite x i y ). Toga{ raven-
kata na tangentnata ramnina mo`e da se zapi{e vo vid z − z0 = 
dz(A0), kade {to diferencijalot se zema vo to~kata A0(x0, y0) vo 
odnos na narasnuvawata dx i dy.  

So toa se dobiva geometriskoto tolkuvawe na totalniot 
diferencijal kako razlika na tretata koordinata z0 na to~kata 
A∈Gf  i tretata koordinata na to~ka M od tangentnata ramnina ~ija 
prva koordinata e x0 + dx i vtora koordinata y0 + dy, t.e. dz(A0) = 
±MN , kade {to  

M(x0 + dx, y0 + dy, z0 + f ' x(x0, y0)dx + f ' y(x0, y0)dy),     N(x0 + dx, y0 + dy, z0 ). 

Ako f e zadadena implicitno so ravenkata F(x, y, z) = 0,  
z = f(x, y), diferencijabilna vo A0(x0, y0), pri {to funkcijata F e 
diferencijabilna vo to~kata A(x0, y0, z0) i F 'z (A) ≠ 0, toga{ ravenka-
ta na tangentnata ramnina }e glasi: 

F 'x(x0, y0, z0) (x − x0) + F 'y(x0, y0, z0)(y − y0) + F 'z (x0, y0, z0)(z − z0) = 0. 

Ravenkite na normalata na tangentnata ramnina na povr{i-
nata vo to~kata A, a so toa i na povr{inata, se dadeni so  
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Za realnite funkcii od edna realna promenliva be{e for-
mulirana Lagran`ovata teorema, odnosno teoremata za sredna 
vrednost. Sli~na teorema }e bide formulirana i za realni funk-
cii od dve realni promenlivi, koja }e mo`e da se obop{ti i za 
realni funkcii od pove}e realni promenlivi. 

Teorema 4.8. Neka e dadena funkcija f so ravenkata z = f(x, y), 
definirana na oblast E  na koja ima neprekinati prvi parcijalni 
izvodi (zna~i, taa e diferencijabilna na E). Neka A(x0, y0) i B(x0 + h, 
y0 + k) se dve to~ki od E so osobinata i otse~kata AB, kako mno-
`estvo to~ki {(x, y) | x = x0 + t h,  y = y0 + t k, 0 ≤ t ≤ 1},  da pripa|a na E. 
Toga{ postoi to~ka C (x0 + θ h, y0 + θ k) za nekoe θ, 0 < θ < 1 od otse~-

kata AB takva {to va`i f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = 
x
Cf

∂
∂ )( h + 

y
Cf

∂
∂ )( k . 

Ovaa teorema poka`uva deka kaj diferencijabilni funkcii 
mo`e da se izvr{i aproksimacija na funkcijata so linearna funk-
cija vo dovolno mala okolina na konkretna to~ka, {to e mnogu 
va`en fakt.  

 94 



§5. Parcijalni izvodi i diferencijali od vtor i povisok red 

 
§5. PARCIJALNI IZVODI I DIFERENCIJALI OD VTOR I 

POVISOK RED 
 
 

5.1. Parcijalni izvodi i diferencijali od vtor i povisok red na 
realni funkcii od dve i pove}e realni promenlivi 

 
Definicija 5.1. Neka f e funkcija dadena so ravenkata z = 

f(x, y), definirana na oblast E, i neka postojat nejzini prvi parci-
jalni izvodni funkcii f ' x, f ' y, definirani na E. Ako postoi prv 
parcijalen izvod od funkcijata f ' x vo odnos na promenlivata x  vo 
to~kata A(x0, y0)∈E, toga{ velime deka e definiran vtor parci-
jalen izvod na funkcijata f vo to~kata A vo odnos na promenlivata 
x, ednakov na prviot parcijalen izvod od funkcijata f ' x vo to~kata 
A vo odnos na promenlivata x, so oznakata  

2

2 )(
x

Af
∂

∂
,   

x
Af x

∂
′∂ ))((

,   
x

A
x
f

∂
∂
∂

∂ ))((
,   ))(( A

x
f

x ∂
∂

∂
∂

,   ,  . )(Af xx′′ )(2 Af
x
′′

Na ist na~in se definiraat u{te tri vtori parcijalni izvodi: 

2

2 )(
y

Af
∂

∂
,   

y
Af y

∂

′∂ ))((
,   

y

A
y
f

∂
∂
∂

∂ ))((
,   ))(( A

y
f

y ∂
∂

∂
∂

,   ,   , )(Af yy′′ )(2 Af
y
′′

kako  vtor parcijalen izvod na funkcijata f  vo to~kata A vo odnos 
na promenlivata y ; 

yx
Af

∂∂
∂ )(2

,     
x

Af y

∂

′∂ ))((
,    

x

A
y
f

∂
∂
∂

∂ ))((
,    ))(( A

y
f

x ∂
∂

∂
∂

,    , )(Af yx′′

kako vtor parcijalen izvod na funkcijata f  vo to~kata A vo odnos 
na promenlivite  y i x;  

xy
Af

∂∂
∂ )(2

,     
y

Af x

∂
′∂ ))((

,    
y

A
x
f

∂
∂
∂

∂ ))((
,      ))(( A

x
f

y ∂
∂

∂
∂

,     , )(Af xy′′

kako vtor parcijalen izvod na funkcijata f  vo to~kata A vo odnos 
na promenlivite x i y.  

^esto se upotrebuvaat i slednite oznaki : 2

2

x
z

∂
∂

, 2

2

y
z

∂
∂

,
yx
z
∂∂

∂ 2

,
xy
z
∂∂

∂ 2

. 
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 Poslednite dva parcijalni izvoda se vikaat i vtori me{a-
ni parcijalni izvodi. Site ~etiri izvodi se vikaat parcijalni 
izvodi od vtor red.  

Analogno se definiraat i parcijalni izvodi od povisok 
red. Na ist na~in se definiraat i parcijalni izvodi od vtor i po-
visok red kaj realni funkcii od pove}e realni promenlivi. 
Pritoa e va`no da zabele`ime deka site izvodi se vo opredelena 
to~ka, iako re~isi po pravilo se nao|aat kako izvodni funkcii 
bez da se nazna~i opredelenata to~ka.  

Primer 5.1. Dadena e funkcijata z = f(x, y) = arctg
x
y

 so defi-

niciona oblast R2\{(0, 0)}. Najdi gi site vtori parcijalni izvodi. 

x
z
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Site parcijalni izvodi se vo to~ki  (x, y) ≠ (0, 0).  

Da zabele`ime deka 
yx
z
∂∂

∂ 2

 = 
xy
z
∂∂

∂ 2
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Primer 5.2.  Neka  
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Vtoriot parcijalen izvod 
xy
z
∂∂

∂ 2

 vo to~kata (0, 0) se nao|a 

spored definicijata kako grani~na vrednost:  

xy
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 = − 1. 
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Na ist na~in se dobiva vtoriot me{an parcijalen izvod vo 

to~kata (0, 0), 
yx
z
∂∂

∂ 2

(0, 0) = 1.  

Vo ovoj primer 
yx
z
∂∂

∂ 2

(0, 0) ≠ 
xy
z
∂∂

∂ 2

(0, 0).  

Zabele`uvame deka vo op{t slu~aj ne mora me{anite vtori 
parcijalni izvodi da bidat ednakvi. 

Definicija 5.2. Neka f e funkcija dadena so ravenkata u = 
f(x1, x2,..., xm). Velime deka funkcijata f e n-pati diferencijabilna 
vo to~kata A(a1, a2,..., am) ako site nejzini parcijalni izvodi od 
(n−1)-viot red, kako funkcii, se diferencijabilni vo to~kata A.  

Jasno e deka spored soodvetnata teorema dovolen uslov za 
diferencijabilnost od n-ti red e uslovot site parcijalni izvodi 
od n-ti red kako funkcii da se neprekinati vo to~kata A. 

Teorema 5.1. Ako funkcijata f, dadena so ravenkata z = f(x, y) 
e dva pati diferencijabilna vo to~kata A(x0, y0), toga{ va`i  

f '' xy(A) = f '' yx(A), odnosno 
yx
z
∂∂

∂ 2

(x0,y0)  = 
xy
z
∂∂

∂ 2

(x0,y0). 

Dokaz: Neka V(A, δ) e okolina na to~kata A vo koja se zadovo-
leni site uslovi na teoremata. Neka h ≠ 0 e narasnuvawe na pro-
menlivite x i y so svojstvo za sekoi h1, h2, za koi va`i 0 ≤ |h1|  ≤ |h|,  
0 ≤ |h2| ≤ |h|, da va`i M(x0 + h1, y0 + h2)∈V(A,δ). Neka so F e ozna~en 
izrazot f(x0 + h, y0 + h) − f(x0 + h, y0) − f(x0, y0 + h) + f(x0, y0). 

 Definirame nova funkcija ϕ so ravenkata ϕ(x) = f(x, y0 + h) − 
f(x, y0), koja e diferencijabilna na interval so krajni to~ki x0 i  
x0 + h i neprekinata na segment so krajni to~ki x0 i x0 + h (poradi 
diferencijabilnosta na f ).Toga{ F = Δϕ = ϕ(x0 + h) − ϕ(x0), pa spored 
Lagran`ovata teorema, primeneta za funkcijata ϕ na soodvetniot 
segment, }e postoi c = x0 + θ h od soodvetniot interval, 0 < θ < 1, 
taka {to   

F = ϕ(x0 + h) − ϕ(x0) = ϕ' (c)⋅h = [f  ' x(c,  y0 + h) − f  ' x(c, y0)]⋅h = 

{[f  ' x(c, y0 + h) − f  ' x(x0, y0)] − [f  ' x(c, y0) − f  ' x(x0, y0)]}⋅h. 

Bidej}i f ' x e diferencijabilna funkcija vo to~kata A spo-
red uslovot, }e imame:  
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f  ' x(x0 +θ h, y0 + h) − f  ' x(x0, y0) = f  '' xx(x0, y0)⋅θ h + f  '' xy(x0, y0)⋅h +α1⋅θ h +β1⋅h 

i  
f  ' x(x0 + θ h, y0) − f  ' x(x0, y0) = f  '' xx(x0, y0)⋅θ h  + α2 ⋅θ h, 

kade {to 10
limα
→h

 = 20
limα
→h

 = 10
lim β
→h

 = 0, t.e. α1 , α2  i β1 se beskone~no 

mali funkcii pri grani~niot proces h→0. Spored toa, F =  
[f '' xy(x0, y0) + α]⋅h2, kade {to α = α1θ + β1 + α2θ   e beskone~no mala 
funkcija pri grani~niot proces h→0.  

So definirawe na druga nova funkcija ψ so ravenkata  
ψ(y) = f(x0 + h, y) − f(x0, y) na segmentot so krajni to~ki y0 i y0 + h, na 
ist na~in se dobiva F = [f '' yx(x0, y0) + β]⋅h2, kade {to β e beskone~no 
mala funkcija pri grani~niot proces h→0. 

Bidej}i h ≠ 0, od dvete ravenstva se dobiva  

f  '' xy(x0, y0) + α  =  f  '' yx(x0, y0) + β, 

od kade pri grani~niot proces h→0 se dobiva  

f  '' xy(x0, y0) = f  '' yx(x0, y0). 

Da zabele`ime deka od diferencijabilnosta na funkciite  
f ' x i f ' y sleduva egzistencija i neprekinatost na site parcijalni 
izvodni funkcii od vtor red na funkcijata f vo to~kata A. Sepak, 
ravenstvoto na me{anite parcijalni izvodi od vtor red va`i i so 
oslabeni uslovi, odnosno samo so egzistencija i neprekinatost 
samo na me{anite vtori parcijalni izvodni funkcii  f '' xy  i f '' yx  vo 
to~kata A. 

Teorema 5.2.  Neka f e funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y) 
i neka postojat parcijalni izvodi f  ' x , f ' y , f  ''xy  i f '' yx  vo nekoja oko-
lina V(A, δ) na to~kata A(x0, y0). Ako f  '' xy  i f  '' yx , kako funkcii de-
finirani na V(A, δ), se neprekinati vo A, toga{ va`i ravenstvoto  
f  '' xy(x0, y0) = f  '' yx(x0, y0).  

Dokaz: Sega povtorno da go razgledame istiot izraz F od do-
kazot na prethodnata teorema i da go zememe prviot transformi-
ran izraz F = [f ' x(x0 + θ h, y0 + h) − f ' x(x0 + θ h, y0)]⋅h,  koj vsu{nost 
pretstavuva razlika na vrednostite na funkcijata f ' x vo to~kite  
(x0 + θ h, y0 + h) i (x0 + θ h, y0) pomno`ena so h (vo zavisnost od znakot 
na h intervalite }e bidat i so obratni krajni to~ki). 

 Ponatamu definirame nova funkcija H so ravenstvoto  
H(y) = f ' x(x0 + θ h, y), koja spored uslovot e diferencijabilna na 
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intervalot so krajni to~ki y0 i  y0 + h i neprekinata na segmentot 
so krajni to~ki y0 i  y0 + h. Vo soglasnost so teoremata na Lagran` 
}e postoi c1 od toj interval: c1 = y0 + θ 1 h, 0 < θ 1 < 1, taka {to  

F = H(y0 + h) − H(y0) = f  '' xy(x0 + θ h, y0 + θ 1h)⋅h2. 

Spored uslovot funkcijata f  '' xy  e neprekinata vo to~kata A 
i }e va`i f  '' xy(x0 + θ h, y0 + θ 1h) = f  '' xy(x0, y0) + α, 10

limα
→h

 = 0, pa se dobi-

va F = [f  '' xy(x0, y0) + α]⋅h2. 
Na ist na~in, so koristewe na transformiraniot izraz do-

bien vo dokazot na prethodnata teorema so definirawe na vtorata 
funkcija ψ, }e dobieme F = [f '' yx(x0, y0) + β]⋅h2, od kade pri grani~en 
proces h→0 se dobiva baranoto ravenstvo. 
  Ovie tvrdewa mo`at da se obop{tat i kaj realni funkcii 
od pove}e realni promenlivi, kako i za parcijalni izvodi od povi-
sok red. 

Neka f e funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y), dva pati di-
ferencijabilna vo to~kata A(x0, y0), i neka nejziniot prv diferen-

cijal vo to~kata A e daden so izrazot dz(A) = 
x
Az

∂
∂ )( dx + 

y
Az

∂
∂ )( dy vo 

odnos na narasnuvawata odnosno diferencijalite dx i dy  na pro-
menlivite x i y  vo to~kata A.  

Sega da ja razgledame desnata strana od izrazot kako funk-
cija od dve promenlivi x i y, zemaj}i gi parcijalnite izvodni 
funkcii koi se spored uslovot diferencijabilni vo to~kata A na-
mesto parcijalnite izvodi vo to~kata A kako broevi. Toj izraz }e 
bide diferencijabilna funkcija vo to~kata A (dx i dy ne zavisat od 
x i y i vo ovoj slu~aj se tretiraat kako konstanti). 

Definicija 5.3. Prviot diferencijal od taka definira-
niot diferencijalen izraz, kako funkcija od promenlivite x i y, 
vo odnos na istite narasnuvawa odnosno diferencijali  dx i dy vo 
to~kata A, se vika vtor diferencijal na funkcijata f  vo to~kata A 
i se ozna~uva so d 2 z, d 

2 f , d 
2 z(A), d 

2 f(A).  

Na ist na~in se definiraat i diferencijali od povisok 
red. Taka se definiraat i diferencijali od povisok red za realni 
funkcii od pove}e realni promenlivi.  

Za da dojdeme do izrazot za vtor diferencijal kaj realna 
funkcija od dve realni promenlivi, }e razgledame dva slu~aja. 
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 Neka najprvin x i y  se nezavisni promenlivi. Toga{  dx i 
dy  ne zavisat od x i y i }e va`i:   

d 
2z(A) = d(dz(M))(A) =  d(

x
Mz
∂

∂ )( dx + 
y
Mz
∂

∂ )( dy)(A) = 

x∂
∂ (

x
Mz
∂

∂ )( dx + 
y
Mz
∂

∂ )( dy)(A)dx +  
y∂
∂ (

x
Mz
∂

∂ )( dx + 
y
Mz
∂

∂ )( dy)(A)dy = 

2

2 )(
x

Az
∂

∂ dx2 + 2
yx
Az
∂∂

∂ )(2

dx⋅dy + 2

2 )(
y

Az
∂

∂ dy2. 

Pritoa 
x∂
∂ dx = 

x∂
∂ dy = 

y∂
∂ dx = 

y∂
∂ dy = 0 i 

xy
Az
∂∂

∂ )(2

= 
yx
Az
∂∂

∂ )(2

 

spored uslovot, a to~kata M pripa|a vo soodvetnata okolina na 
to~kata A soglasno so uslovot f da e dva pati diferencijabilna vo 
to~kata A. 

Neka sega x i y se realni funkcii od dve realni promenlivi 
u i v  dadeni so ravenkite x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), dva pati dife-
rencijabilni vo to~kata B(u0, v0), kade {to x0 = ϕ(u0, v0), y0 = ψ(u0, v0). 

Toga{ dx = 
u
x
∂
∂ du + 

v
x
∂
∂ dv, dy = 

u
y
∂
∂ du + 

v
y
∂
∂ dv (ili dx =  

u∂
∂ϕ du + 

v∂
∂ϕ dv, 

dy = 
u∂

∂ψ du + 
v∂

∂ψ dv) se diferencijalni izrazi kako funkcii od dve 

promenlivi u i v (du i dv ne zavisat od u i v i se tretiraat kako 
konstanti) i }e va`i:  

d 
2z(A) = d(dz(M))(A) =  d(

x
Mz
∂

∂ )( dx + 
y
Mz
∂

∂ )( dy)(A) = 

d(
x
Mz
∂

∂ )(
)(A)⋅dx(B) + 

x
Az

∂
∂ )(

⋅d(dx)(B) +  d(
y
Mz
∂

∂ )( )(A)⋅dy(B) + 

y
Az

∂
∂ )(

⋅d(dy)(B) = ( 2

2 )(
x

Az
∂

∂
⋅dx(B) + 

yx
Az
∂∂

∂ )(2

⋅dy(B))⋅dx(B) + 

x
Az

∂
∂ )(

⋅d 2x(B) + (
xy
Az
∂∂

∂ )(2

dx(B) + 2

2 )(
y

Az
∂

∂ dy(B))⋅dy(B) + 
y
Az

∂
∂ )(

⋅d 
2y(B) = 

2

2 )(
x

Az
∂

∂
⋅dx 2(B) + 2

yx
Az
∂∂

∂ )(2

⋅dx(B)⋅dy(B) + 2

2 )(
y

Az
∂

∂
⋅dy 2(B) + 
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x
Az

∂
∂ )(

⋅d 2x(B) + 
y
Az

∂
∂ )(

⋅ d 2y(B). 

So sporeduvawe na taka dobienite izrazi za vtoriot dife-
rencijal vo dvata slu~aja vsu{nost doka`avme deka vtoriot dife-
rencijal go nema svojstvoto invarijantnost na formata.  

Sepak, lesno mo`e da se poka`e deka toa svojstvo e to~no vo 
slu~aj koga funkciite ϕ, ψ se linearni funkcii (d 2x(B)= d 

2y(B)= 0). 

Primer 5.3. Da se izvr{i zamena na promenlivite x i y  so 
novi promenlivi ρ i ϕ  definirana so ravenkite x = ρcosϕ, y = ρsinϕ 

(polarni koordinati) vo izrazot 2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

, kade {to z = z(x, y). 

Re{enie: Od ravenkite na zamena so postapkata za barawe 
diferencijal se dobiva dx = cosϕdρ − ρsinϕdϕ, dy = sinϕdρ + ρcosϕdϕ 

od kade {to dρ = sinϕdy+ cosϕdx, dϕ = 
ρ
1

(−sinϕdx + cosϕdy). Ponatamu 

d 
2ϕ = 

ρ
1

(−cosϕdx − sinϕdy)dϕ − (−sinϕdx + cosϕdy) 2ρ
ρd  = −2

ρ
ϕρdd

, 

d 
2ρ = (−sinϕdx + cosϕdy)dϕ = ρ(dϕ)2. 

Bidej}i  

d 
2z = 2

2

ρ∂
∂ z  dρ 2 + 2

ϕρ∂∂
∂ z2

 dρ dϕ + 2

2

ϕ∂
∂ z dϕ 2 + 

ρ∂
∂z d 

2ρ + 
ϕ∂
∂z d 

2ϕ, 

so zamena na izrazite za diferencijalite dρ,  dϕ,  d 
2ϕ i  d 

2ρ i so 
komparacija so izrazot  

d 
2z =  2

2

x
z

∂
∂  dx 2 + 2

yx
z
∂∂

∂ 2

 dx dy + 2

2

y
z

∂
∂ dy 2, 

se dobivaat baranite parcijalni izvodi.  Zna~i 

2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

 =  2

2

ρ∂
∂ z  + 2

1
ρ 2

2

ϕ∂
∂ z

 + 
ρ
1

ρ∂
∂z

. 

So koristewe na istata postapka za dobivawe na izrazot za 
vtor diferencijal i so matemati~ka indukcija mo`e da se dobie 
slednata formula za diferencijali od povisok red: 
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d 
n z(A) = ∑

=
− ∂∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
iin

n

yx
Az

i
n

0

)( (dx) 
n−i (dy) i  ili  d 

n z (A) =
n

dy
y

dx
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ z(A) . 

Da go razgledame diferencijalniot izraz  
P(x, y)dx + Q(x, y)dy, 

kade {to P, Q se dve realni funkcii od dve realni promenlivi, a 
dx, dy se soodvetni diferencijali odnosno narasnuvawa. Se posta-
vuva egzistencijalno pra{awe: koi uslovi treba da gi zadovo-
luvaat funkciite P, Q ovoj diferencijalen izraz da mo`e da bide 
totalen diferencijal od nekoja realna funkcija f. Pritoa velime 
deka izrazot P(x, y)dx + Q(x, y)dy e totalen diferencijal ako postoi 
funkcija z = f(x, y) ~ij totalen diferencijal e identi~en so toj 
izraz na nekoja oblast, t.e. dz = P(x, y)dx + Q(x, y)dy.  

Vtoro pra{awe e kako da se najde taa funkcija ako dadenite 
funkcii P, Q gi zadovoluvaat tie uslovi. 

Teorema 5.3. (Potreben uslov) Neka e daden diferencijalen 
izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy i neka funkciite P, Q imaat neprekinati 
prvi parcijalni izvodi na oblasta D⊆R2. Ako P(x, y)dx + Q(x, y)dy e 

totalen diferencijal na D, toga{ va`i ravenstvoto 
y
P
∂
∂

 =
x
Q
∂
∂

 na D. 

Dokaz: Spored uslovite postoi funkcija f  taka {to dz = 

df(x) =  P(x, y)dx + Q(x, y)dy, od kade sleduva P(x, y) = 
x
z
∂
∂

, Q(x, y) = 
y
z
∂
∂ . 

So diferencirawe na tie ravenstva se dobiva 
y
P
∂
∂  = 

yx
z
∂∂

∂ 2

 i 
x
Q
∂
∂  = 

xy
z
∂∂

∂ 2

 na oblasta D. Bidej}i funkciite P, Q imaat neprekinati 

prvi parcijalni izvodi na oblasta D, od teoremata 5.2 za ednakvost 

na me{anite izvodi se dobiva ravenstvoto 
y
P
∂
∂

 = 
x
Q
∂
∂

 na D. 

Kaj funkcii od edna realna promenliva dadeniot dife-
rencijalen izraz  f(x)dx, kade f e neprekinata funkcija na segmentot 
[a, b], sekoga{ e totalen diferencijal. Pritoa baranata funkcija 
e koja bilo primitivna funkcija dobiena od neopredeleniot inte-
gral .  ∫ dxxf )(
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Primer 5.4.   Neka   P(x, y)dx + Q(x, y)dy = ydx − xdy.  

Bidej}i
y
P
∂
∂

 = 1 ≠ −1 = 
x
Q
∂
∂

,  ne postoi soodvetna funkcija. 

Teorema 5.4. (Dovolen uslov) Neka e daden diferencijalen 
izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy, i neka funkciite P, Q imaat neprekina- 
ti prvi parcijalni izvodi na oblasta D⊂R2. Ako ravenstvoto  

y
P
∂
∂

 = 
x
Q
∂
∂

 va`i vo site to~ki od ednostavno svrzliva oblast D, to-

ga{ postoi edinstvena realna funkcija f  do konstanta, dadena so 
ravenkata z = f(x, y), definirana na D, ~ij totalen diferencijal e 
diferencijalniot izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy . 

Metodot za nao|awe na funkcijata (pri dokaz na nejzina 
egzistencija) }e go ilustrirame na sledniot na~in: 

x
z
∂
∂

 = P ⇒ z = ∫ Pdx + 
x

x0

)(yϕ ⇒ 
y
z
∂
∂  = ∫

x

x0 y
P
∂
∂ dx + )(yyϕ′ ⇒ 

Q = ∫
x

x0 y
P
∂
∂ dx + )(yyϕ′ ⇒ )(yϕ  = [Q − ∫

y

y0
y∂
∂
∫
x

x0

Pdx]dy ⇒ 

z = Pdx + [Q − ∫
x

x0

∫
y

y0 y∂
∂
∫
x

x0

Pdx]dy  . 

Mo`e i na drug na~in, ako se trgne od ravenstvoto 
y
z
∂
∂

 = Q.  

Primer 5.5. Da se najde funkcija z = f(x, y) taka {to dz =  
(ey + x)dx + (x ey −  2y)dy. 

Re{enie: Bidej}i P(x, y) = ey + x, Q(x, y) = x ey −  2y, 
y
P
∂
∂

 = ey, 

x
Q
∂
∂

 = ey, potrebniot uslov e zadovolen. Od relacijata 
x
z
∂
∂

 = ey + x so 

integrirawe vo odnos na promenlivata x se dobiva z =  = 

x

∫ + dxxe y )(

 ey + 
2

2x + ϕ(y), kade ϕ(y) e neopredelena funkcija. Toga{ 
y
z
∂
∂

 = x ey + 
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)(yyϕ′  i od relacijata 
y
z
∂
∂

 = Q(x,y) se dobiva )(yyϕ′  = −2y odnosno 

ϕ(y) = −y2 + C. Zna~i, baranata funkcija e z = x e y + 
2

2x  − y2.  

Vo slu~aj na diferencijalen izraz  P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy  + 
R(x, y, z)dz, kade {to P, Q, R se realni funkcii od tri realni pro-
menlivi, potrebnite uslovi izrazot da bide totalen diferencijal 
od edna realna funkcija od tri realni promenlivi se dadeni so re-

laciite: 
y
P
∂
∂

 = 
x
Q
∂
∂

, 
y
R
∂
∂

 = 
z
Q
∂
∂

, 
x
R
∂
∂

 = 
z
P
∂
∂

. Postapkata za nao|awe na 

taa funkcija e analogna na prethodno dadenata postapka. 
 

5.2. Tajlorova formula 
 

Kaj funkciite od edna realna promenliva za funkcijata 
F(t) va`e{e Tajlorovata formula  

F(t) = F(t0) + 
!1

)( 0tF ′
(t − t0) + 

!2
)( 0tF ′′

(t − t0)2 +...+ 

!
)( 0

)(

n
tF n

(t − t0)n + 
)!1(

)()1(

+

+

n
cF n

(t − t0)n+1,     c = t0 + θ (t − t0),     0 < θ < 1, 

za sekoe t od okolinata V(t0, δ), pod uslov da postojat nejzinite 
izvodi zaklu~no do (n+1)-viot vo to~kata t0 i (n+1)-vata izvodna 
funkcija, neprekinata vo taa okolina V(t0, δ). 

Ako stavime t − t0  = Δt = dt, soglasno  so definicijata za 
diferencijal, }e dobieme  

F(t0 + Δt) − F(t0) ≡ ΔF(t0) = 
!1

1 dF(t0) + 
!2

1 d 
2F(t0) + ... + 

!
1
n

d 
nF(t0) + 

)!1(
1
+n

d 
n+1F(c) . 

]e poka`eme deka poslednata forma na Tajlorovata formula mo-
`e da se pro{iri i na funkcii od m realni promenlivi. 

Teorema 5.5. Neka f e funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y), 
(n+1)-pati diferencijabilna vo to~kata A(x0, y0). Toga{ za koja bi-
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lo to~ka od soodvetnata okolina V(A, δ) va`i Tajlorovata formu-
la:   

Δf(x0, y0) ≡ f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0) = 
!1

1 d f(x0, y0) + 
!2

1 d 
2 f(x0, y0)  + ...+ 

!
1
n

d 
n f(x0, y0) + R n ,  

kade {to Rn e ostatok daden so formulata  

R n = 
)!1(

1
+n

d 
n+1 f(x0 + θ Δx, y0 + θ Δy),     0 < θ < 1, 

vo Lagran`ov vid. Ostatokot vo vid na Peano e daden so formula-

ta R n = o(ρ 
n), kade {to ρ = 22 )()( yx Δ+Δ . Pritoa Δx, Δy se narasnu-

vawa ednakvi na soodvetnite diferencijali dx, dy, so osobina to~-
kite M(x0 + Δx, y0 + Δy) da pripa|at vo okolinata V(A, δ) i vo odnos 
na koi se soodvetnite diferencijali na funkcijata f. 

Dokaz: Neka Δx i Δy se narasnuvawa na promenlivite x i y, 
soodvetno. Da vovedeme novi funkcii ϕ, ψ od nova realna promen-
liva t, dadeni so ravenkite x = ϕ(t) = x0 + tΔx, y = ψ(t) = y0 + tΔy, 
definirani na segmentot [0, 1]. So toa vsu{nost definirame nova 
slo`ena funkcija F od edna realna promenliva t, dadena so raven-
kata F(t) = f(x0 + tΔx, y0 + tΔy), definirana na segmentot [0, 1]. 

 Geometriski gledano, so ravenkite x = x0 + tΔx, y = y0 + tΔy  za 
koe bilo t od segmentot [0, 1] se dobivaat koordinatite na site to~-
ki od otse~kata AM , kade {to  M(x0 + Δx, y0 + Δy).  

Toga{  Δf(x0, y0) ≡ f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0) = F(1) − F(0) = ΔF(0). 
Od uslovot na teoremata sleduva deka i funkcijata F, kako slo-
`ena funkcija, ima izvodi zaklu~no so (n+1)-viot vo to~kata t = 0 
(ϕ i ψ  se linearni funkcii) i za nea Tajlorovata (Maklorenovata) 
formula za t = 1 i t0 = 0  }e bide dadena so  

ΔF(0) = 
!1

1 dF(0) + 
!2

1 d 
2F(0) +...+ 

!
1
n

d nF(0) + 
)!1(

1
+n

d n+1F(θ),   0 < θ  < 1, 

pri {to dt = Δt = 1 − 0 = 1.  
Bidej}i ϕ i ψ  se linearni funkcii, svojstvoto za invarija-

ntnost na formata na diferencijalot }e go imaat i diferencija-
lite od povisok red. Bez da go doka`uvame toj fakt, }e go iskoris-
time i }e dobieme: 
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dF(0) = F 't(0)dt = [
dt

d
y

yxf
dt

d
x

yxf )0(),()0(),( 0000 ψϕ
∂

∂
+

∂
∂

]dt = 

 [
dt

dy
y

yxf
dt

dx
x

yxf )0(),()0(),( 0000

∂
∂

+
∂

∂
]dt = dy

y
yxf

dx
x

yxf
∂

∂
+

∂
∂ ),(),( 0000  = 

df(x0,y0) ; 

 
d 

2F(0) = F ''t t(0)dt2 = 

2
2

00
2

00
2

2
00

2 ),(),(
2

),(
dy

y
yxf

dxdy
yx

yxf
dx

x
yxf

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂  = d 

2f(x0,y0); 

itn.;  

d 
n+1F(θ) = d n+1f(x0 + θ Δx, y0 + θ Δy),     0 < θ  < 1. 

 Pritoa spored definicijata za diferencijal imame koristeno 

dx = )0(tϕ′ ⋅dt = (x0 + tΔx)'t(0) ⋅dt = Δx⋅dt = Δx⋅1 = Δx, 

dy = )0(tψ ′ ⋅dt = (y0 + tΔy)'t(0) ⋅dt = Δy⋅dt = Δy⋅1 = Δy. 

So zamena na diferencijalite vo Tajlorovata (Makloreno-
vata) formula za funkcijata F se dobiva baranata Tajlorova for-
mula za funkcijata f . 

Tajlorovata formula za funkcija od m promenlivi mo`e da 
se zapi{e vo slednata forma:   

f(M) = f(A) + 
!1

1 d f(A)  + 
!2

1 d 
2 f(A)  + ...+ 

!
1
n

d 
n f(A)  + Rn, 

kade {to  M e koja bilo to~ka od soodvetnata okolina V(A,δ). 
 

5.3. Ekstremi na realni funkcii od dve i pove}e realni 
promenlivi. Vrzani (uslovni) ekstremi. Globalni ekstremi 

 
Teorema 5.6. Neka f e funkcija dadena so ravenkata u =  

f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm i neka A(a1, a2,..., am) e 
vnatre{na to~ka od mno`estvoto E. Ako f ima lokalen ekstrem 
(lokalen maksimum ili minimum) vo to~kata A i ako vo taa to~ka 
postojat site prvi parcijalni izvodi, toga{ tie se ednakvi na nula 
(potreben uslov za egzistencija na lokalen ekstrem). 
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Dokaz: Neka f ima lokalen maksimum vo to~kata A i neka 
postojat site nejzini prvi parcijalni izvodi vo to~kata A. Defi-
nirame nova funkcija ϕ od edna realna promenliva x1 so raven-
stvoto ϕ(x1) = f(x1, a2,..., am).  

Neka Δx1 ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata x1 vo to~kata 
A(a1, a2,..., am), taka {to to~kite M1(a1 + Δx1, a2,..., am) pripa|aat vo 
soodvetnata okolina. Od ravenstvoto  

1

21211

1

111 ),...,,(),...,,()()(
x

aaafaaxaf
x

axa mm

Δ
−Δ+

=
Δ

−Δ+ ϕϕ
 

zaklu~uvame deka pri grani~en proces Δx1→0 postoi prv izvod 

ϕ'(a1), ednakov na prviot parcijalen izvod 
1

)(
x
Af

∂
∂

.  

Od druga strana, spored uslovot f ima lokalen maksimum vo 
to~kata A, pa spored definicijata sleduva deka postoi okolina na 
to~kata A definirana so neravenstvata |xj − aj| < δ j, δ j > 0, j = 1,m, ta-
ka {to za sekoja to~ka M(x1, x2,..., xm) od taa okolina va`i nera-
venstvoto f(M) ≤ f(A), odnosno f(x1, x2,..., xm) ≤ f(a1, a2,..., am).  

Spored toa, mo`eme da konstatirame deka postoi okolina 
na to~kata a1, V(a1, δ1)⊂R, taka {to za sekoe x1 od taa okolina }e va-
`i ϕ(x1) ≤ ϕ(a1), odnosno ϕ(a1) e lokalen maksimum na funkcijata ϕ 
(ednostavno od soodvetnata okolina na to~kata A zemame podmno-
`estvo to~ki M1(x1, a2,..., am) za koi va`i |x1 − a1| < δ1, |aj − aj| = 0 < δ j, j = 
2,m, pa i za niv }e va`i  f(x1, a2,..., am) ≤ f(a1, a2,..., am), t.e. ϕ(x1) ≤ ϕ(a1)).  

Spored teoremata na Ferma primeneta na funkcijata ϕ va-

`i ϕ' (a1) = 0, od kade se dobiva uslovot 
1

)(
x
Af

∂
∂

 = 0.  

Na ist na~in se poka`uva deka va`i 
jx
Af

∂
∂ )(

 = 0, j = 2,m.  

Mo`eme da zaklu~ime deka to~kite vo koi funkciite koi 
imaat prvi parcijalni izvodi vo nekoe mno`estvo mo`at da imaat 
lokalni ekstremi, se to~kite M ~ii{to koordinati se re{enija na 

sistemot ravenki 
jx

Mf
∂

∂ )(  = 0, j = 1,m. To~kite M ~ii{to koordina-

ti se re{enija na sistemot ravenki 
jx

Mf
∂

∂ )(  = 0, j = 1,m, se vikaat 
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stacionarni to~ki i se potencijalni to~ki kandidati vo koi funk-
cijata f  mo`e (no ne mora ) da ima lokalni ekstremi.  

Od definicijata za prv diferencijal mo`eme da zaklu~ime 
deka potreben uslov nekoja to~ka A da bide to~ka vo koja funkcija-
ta ima lokalen ekstrem e prviot nejzin diferencijal vo taa to~ka 
(ako postoi), vo odnos na koi bilo narasnuvawa, da bide ednakov na 
nula, t.e.  

df(A) = 
1

)(
x
Af

∂
∂ dx1 + 

2

)(
x
Af

∂
∂ dx2 + 

mx
Af

∂
∂ )( dxm = 0. 

Primer 5.6. Za funkcijata z = x y to~kata A(0, 0) e stacionar-

na to~ka, bidej}i 
x
z
∂
∂

 = y, 
y
z
∂
∂

 = x. Vo taa to~ka funkcijata nema lo-

kalen ekstrem, bidej}i za koi bilo narasnuvawa h > 0, k > 0 na pro-
menlivite x, y, soodvetno, vo to~kata A, f(0 + h, 0 + k) = h k > 0, a za 
koi bilo narasnuvawa h < 0, k > 0, f(0 + h, 0 + k) = h k < 0. 

 Zna~i, vo koja bilo okolina (dovolno mala) na to~kata A 
sekoga{ }e ima to~ki M vo koi vrednosta na funkcijata }e bide i 
pozitivna i negativna, t.e. f(M) > 0 = f(A) i f(M) < 0 = f(A) .   

Teorema 5.7. (Dovolni uslovi za lokalen ekstrem za m = 2.) 
Neka e dadena funkcija z = f(x, y), diferencijabilna vo nekoja oko-
lina na to~kata A(x0, y0) i dva pati diferencijabilna vo to~kata A. 
Neka to~kata A e stacionarna to~ka za funkcijata f i neka   

a11 = 2

2 )(
x

Af
∂

∂ ; a12 = 
yx
Af

∂∂
∂ )(2

; a22 = 2

2 )(
y

Af
∂

∂ ; Δ = a11a22 − a12
2.  

Toga{: 
           a)  za Δ > 0 funkcijata f ima lokalen ekstrem vo to~kata A, i     
                 toa  lokalen maksimum za a11 < 0 i lokalen minimum za  
                 a11  > 0; 
           b)  za Δ < 0 funkcijata f nema lokalen ekstrem vo to~kata A; 
           v)  za Δ = 0 se potrebni dopolnitelni ispituvawa. 

Dokaz: Za funkcijata f  se zadovoleni site uslovi za nejzi-

nata Tajlorova formula f(M) = f(A) + 
!1

1 df(A) + 
!2

1 d 
2f(A) + o(ρ2), koja 

va`i za sekoja to~ka M od soodvetnata okolina na to~kata A vo koja 
se zadovoleni uslovite. Bidej}i df(A) = 0 (A e stacionarna to~ka), 

so zamena h = dx = Δx, k = dy = Δy, ρ = 22 kh +  ≠ 0 se dobiva: 
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f(M) − f(A) = 
!2

1 [a11h 
2 + 2a12 h k + a22 k 

2] + α(h, k)ρ 
2, 

pri {to ),(lim
0
0

kh
k
h

α
→
→

= 0 (
2

2

0
0

lim
ρ
αρ

→
→

k
h

 = ),(lim
0
0

kh
k
h

α
→
→

 = 0, pa zna~i deka 

α(h, k) ρ 
2 = o(ρ 

2) − simbol na Landau). Narasnuvawata h, k na nezavis-
no promenlivite x, y vo to~kata A se so uslov to~kite M(x0 + h, y0 + k) 
da pripa|aat vo soodvetnata okolina na to~kata A. 

Definirame funkcija F so ravenkata F(h, k) = a11h2 + 2a12 h k + 
a22 k 

2 od dve realni promenlivi h i k, vo nekoja okolina na to~kata 
0(0, 0) (kvadratna forma).  

a)  Neka Δ > 0, a11 > 0. So transformacija dobivame  

F(h, k) = 
2

11

12
11 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ k

a
aha  + 2

11
k

a
Δ  > 0 

za koi bilo h, k. Specijalno od F(0, k) = a22 k2 sleduva a22 > 0. ]e poka-
`eme deka postoi pozitiven realen broj ε, taka {to za koi bilo h, k 
}e va`i F(h, k) ≥ ε(h2 + k2).  

So transformacija lesno se dobivaat slednite neravenstva:  

F(h, k) > 2

11
k

a
Δ ;             F(h, k) > 2

22
h

a
Δ . 

Neka m = min{
11

1
a

,
22

1
a

} > 0 (a11 > 0, a22 > 0). Toga{ F(h, k) > mΔk2,  

F(h, k) > mΔh2 i so sobirawe na dvete neravenstva se dobiva bara-

noto neravenstvo F(h, k) > 
2
m
Δ(h2 + k2), kade {to ε = 

2
m
Δ.  

Ponatamu, za toa ε }e postoi pozitiven realen broj δ, taka 

{to za sekoj realen pozitiven broj ρ < δ }e va`i |α (h, k) ρ 
2| < 

4
ε
ρ2 

(od ),(lim
0
0

kh
k
h

α
→
→

 = 0 sleduva deka za sekoe ε }e postoi δ, taka {to za 

sekoja to~ka (h, k)∈V(0, δ) }e va`i |α(h, k) − 0| < 
4
ε

, a bidej}i ρ = 

22 kh + , }e va`i i za sekoe ρ < δ). Spored toa, dobivme okolina 
V*(A, δ), taka {to za sekoj realen pozitiven broj ρ < δ, odnosno za 
sekoja to~ka od taa okolina, }e va`i:  
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f(M) − f(A) = 
2
1 F(h, k) + α (h, k)ρ 2 > 

2
1 F(h, k) − |α (h, k)ρ 2| > 

2
1
ε (h2 + k2) − 

4
ε
ρ 2 = 

2
1 ερ 2 − 

4
ε ρ 2 = 

4
1 ερ 2 > 0. 

Zna~i, to~kata A e to~ka vo koja funkcijata f ima lokalen 
minimum.  

Definiraj}i nova funkcija f* = −f, se dobiva i dokazot za 
lokalen maksimum ( a11

* = −a11, a12
* = −a12, a22

* = −a22 i  f*(M) −  f*(A) > 0, 
pa f(M) − f(A) < 0) . 

b)  Neka Δ < 0, a11 ≠ 0. Da izbereme pravec L1 so po~etna to~-

ka A, so  to~ki M(x0 + h, y0 + k) i so koeficient na pravec 
h
k

 = −
12

11

a
a

, 

taka {to a11h + a12 k = 0 i toga{ F(h, k) = 2

11
k

a
Δ . Bidej}i ρ =

22 kh +  = 

kaa
a

2
12

2
11

11 ||
1

+ , od Tajlorovata formula za sekoja to~ka M∈L1, 

odnosno za sekoe h i k za koi va`i vrskata a11h + a12 k = 0, }e dobi-
eme: 

f(M) − f(A) =
2
1 2

11
k

a
Δ +α(h, k) 2

11

2
12

2
11

a
aa +

k2  = [
2
1

11a
Δ +α(h, k) 2

11

2
12

2
11

a
aa +

 ]k2. 

Za razlikata f(M) − f(A) da mo`e da ima ist znak so brojot 
2
1

11a
Δ

, 

o~igledno e deka e dovolno za α (h, k) da se izbere takva vrednost za 
koja }e va`i  

| 2
11

2
12

2
11

a
aa +

α(h, k)| < 
4
1 |

11a
Δ |,      t.e.    |α(h, k)| < 

)(4 2
12

2
11

11

aa
a
+
Δ

. 

Bidej}i ),(lim
0
0

kh
k
h

α
→
→

 = 0, za ε1 = 
)(4 2

12
2
11

11

aa
a
+
Δ

 sigurno postoi pozitiven 

realen broj δ 1, taka {to za sekoja to~ka (h, k)∈V(0, δ 1) za koja va`i 
vrskata a11 h + a12 k = 0, odnosno za sekoe  ρ < δ 1 }e va`i:  

|α (h,k) − 0| < 
)(4 2

12
2
11

11

aa
a
+
Δ . 
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Toa zna~i deka najdovme okolina V*(A, δ 1), taka {to za sekoe 
ρ < δ 1, odnosno za sekoja to~ka M od taa okolina koja mu pripa|a na 

pravecot L1, razlikata f(M) − f(A) }e go ima znakot  na brojot
2
1

11a
Δ

. 

Da izbereme drug pravec L2 so po~etna to~ka A, so to~ki 
M(x0 + h, y0) i so koeficient na pravec 0, taka {to k = 0. Toga{ 

F(h, 0) = a11h 
2,   f(M) − f(A) = 

2
1 a11h 

2 + α(h, k)ρ 2 = [
2
1 a11 + α(h, k)]h 

2

(bidej}i ρ = h) za to~kite M od pravecot L2. Spored istoto razmis-

luvawe go izbirame α (h, k)  taka {to |α (h, k)| < |
2
1 a11| za  razlikata 

da go ima znakot na brojot 
2
1 a11. Toa e ovozmo`eno so ),(lim

0
0

kh
k
h

α
→
→

 = 0, 

taka {to za konkretno ε2 = |
2
1 a11| sigurno postoi pozitiven realen  

broj δ 2, a za  sekoja to~ka T(h, 0)∈V(0, δ 2), odnosno za sekoe ρ = h < δ2, 

}e va`i |α(h, 0) − 0| < |
2
1 a11|.  

Toa pak zna~i deka najdovme okolina V*(A, δ 2), taka {to za 
sekoja to~ka M od taa okolina, koja mu pripa|a  i na pravecot L2, 

razlikata f(M) − f(A) }e go ima znakot na brojot 
2
1 a11.  

Neka δ = min{δ 1, δ 2} i neka a11 > 0. Toga{ za sekoja to~ka M od 
okolinata V(A, δ) koja pripa|a na pravecot L1 }e va`i f(M) − f(A) < 0, 
dodeka za sekoja to~ka M od istata okolina V(A, δ) koja pripa|a na 
pravecot L2  }e va`i f(M) − f(A) > 0, {to zna~i deka vo to~kata A 
funkcijata f  ne mo`e da ima lokalen ekstrem.  

Analogno se zaklu~uva i vo slu~ajot koga a11 < 0.  
Ako pak a11 = 0, a22 ≠ 0, toga{ poradi simetri~nosta na kva-

dratnata forma vo odnos na a11 i a22 se doa|a do istiot zaklu~ok.  
Ako a11 = 0, a22 = 0, uslovot Δ ≡ − a12

2  < 0 e zadovolen za koja 
bilo vrednost na a12. Toga{ F(h, k) = 2a12 h k i povtorno izbirame dva 
pravca.  

Ako za L1 izbereme drug pravec so po~etna to~ka A, to~ki 
M(x0 + h, y0 + h) i koeficient na pravec 1 taka {to h = k, toga{  
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f(M) − f(A) = (a12 + a 2 )h2, (ρ = 2 h). Povtorno po ista postapka 
mo`e da se izbere okolina V(A, δ 1) taka za sekoja to~ka M od taa 
okolina koja mu pripa|a na pravecot L1  razlikata f(M) − f(A) da go 
ima znakot na brojot a12.  

Potoa izbirame drug pravec L2 so po~etna to~ka A, to~ki 
M(x0 + h, y0  − h) i  koeficient na pravec −1, taka {to h = −k. Toga{   
f(M) − f(A) = [−a12 + α(h, k) 2 ]h 

2, (ρ = 2 h) i povtorno po ista pos-
tapka mo`e da se izbere okolina V*(A, δ 2) taka za sekoja to~ka M od 
taa okolina koja mu pripa|a na pravecot L2  razlikata f(M) − f(A) da 
go ima znakot na brojot −a12.  

So δ = min{δ 1, δ 2} se dobiva okolina V**(A,δ) za koja za to~-
kite M od taa okolina, koi pripa|aat vo dvata izbrani pravca L1  i  
L2, razlikata f(M) − f(A) }e bide i pogolema i pomala od nula i vo 
dvata slu~aja − koga a12 > 0 odnosno a12 < 0, pooddelno. Toa pak zna~i 
deka vo to~kata A funkcijata f ne mo`e da ima lokalen ekstrem. 

v)  Neka Δ = 0, a11 ≠ 0. Ako se izbere pravec L1 so po~etna 

to~ka A, to~ki M(x0 + h, y0 + k) i so koeficient na pravec 
h
k

 = −
12

11

a
a

 

taka {to a11 h + a12 k = 0, }e se dobie F(h, k) = 0, pa toga{ f(M)  − f(A) = 
α (h, k)ρ 

2 za site to~ki od pravecot L1,
 {to zna~i deka so sigurnost 

ne mo`e da se utvrdi dali postoi okolina vo ~ii to~ki razlikata 
f(M) − f(A) }e bide ili samo pozitivna ili samo negativna (zavisi 
od znakot na α (h, k)). 

 Ako a11 = 0, a22  ≠ 0, toga{ poradi simetri~nost na kvadrat-
nata forma vo odnos na a11 i a22  go dobivame istiot zaklu~ok.  

Ako pak a11 = a22 = 0, toga{ i a12 = 0 i zatoa d 
2 f(A) = 0, f(M) – 

f(A) = o(ρ 2), pa spored toa potrebni se dopolnitelni ispituvawa 
(postoewe na tret diferencijal i sl.). 

Primer 5.7.  Da se poka`e deka funkcijata z = x2 + y2 ima 
minimum vo A(0, 0) .  

Od 
x
z
∂
∂

 = 2x, 
y
z
∂
∂

 = 2y  se dobiva stacionarna to~ka A(0, 0). 

Bidej}i  

a11 = 2

2 )(
x

Af
∂

∂  = 2 > 0; a12 = 
yx
Af

∂∂
∂ )(2

 = 0; a22 = 2

2 )(
y

Af
∂

∂  = 2,  

Δ = a11a22 −  a12 
2 = 4 > 0, 
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spored teoremata 5.7 funkcijata ima minimum z(A) = 0. 

Za funkcii od pove}e od dve realni promenlivi se upotre-
buva takanare~eniot kriterium na Silvester, koj e povrzan so poi-
mi za kvadratni formi (specijalna klasa polinomni funkcii). 
Vsu{nost povtorno se trgnuva od Tajlorovata formula f(M) = f(A) + 

!2
1 d 

2 f(A) + o(ρ 
2), pri {to d 

2 f(A) e soodvetnata kvadratna forma, t.e. 

specijalna polinomna funkcija od vtor stepen od promenlivi koi 
se vsu{nost soodvetni narasnuvawa na nezavisno promenlivite na 
funkcijata f . Dokazot e re~isi identi~en, pri {to se upotrebuva 
poimot definitnost (pozitivna ili negativna) na kvadratnite 
formi i poimite  matrica i determinanta. 

Vo matematikata, a osobeno vo primenata vo golem broj 
oblasti, se sre}avaat i zada~i i problemi vo koi se baraat ekstre-
mi na funkcii, pri {to promenlivite se vrzani so nekoi dopolni-
telni uslovi (relacii). Ekstremi od takov vid se vikaat uslovni 
(vrzani) ekstremi. So ovie problemi se zanimava teorija vo koja se 
izu~uvaat metodi na optimirawe. 

Primer 5.8. Neka e dadena funkcija f so ravenkata z = x 
2 + y 

2 
i neka e daden dopolnitelen uslov ϕ(x, y) ≡ x + y − 1 = 0. Se bara 
usloven ekstrem na funkcijata f. Ovde o~evidno se bara to~ka od 
to~kite koi se nao|aat na pravata x + y − 1 = 0, vo koja funkcijata 
}e ima ekstrem. Spored toa, so direktna zamena na edna promenli-
va od uslovot vo ravenkata na funkcijata problemot se sveduva na 
problem za nao|awe to~ka vo koja funkcijata od edna realna pro-

menliva ima ekstrem. Zna~i,  z = x 
2 + (1 − x) 

2, z'x = 4x − 2 = 0 , x = 
2
1

, 

z''xx = 4 > 0 i to~kata A(
2
1 , 

2
1 ) e to~ka vo koja funkcijata ima 

usloven ekstrem minimum so vrednost 
2
1 . 

Dokolku od uslovot ne e mo`no da se izrazi eksplicitno ed-
na od promenlivite, se koristi takanare~enata funkcija na La-
gran`. Za da go definirame i objasnime voveduvaweto na ovaa 
funkcija, }e se zadr`ime na realna funkcija od dve realni pro-
menlivi dadena so ravenkata z = f(x, y) so barawe usloven ekstrem so 
uslov daden so ϕ(x, y) = 0.  
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Toga{ dz = 
x
z
∂
∂ dx + 

y
z
∂
∂ dy, t.e. 

dx
dz

 = 
x
z
∂
∂

 + 
y
z
∂
∂

dx
dy

. Od ϕ(x, y) = 0 

so formulata za barawe izvod od implicitno zadadena funkcija se 

dobiva 
dx
dy

 = 
y

x

ϕ
ϕ
′
′

− , od kade so zamena se dobiva  

dx
dz

 = 
x
z
∂
∂

 + 
y
z
∂
∂

(
y

x

ϕ
ϕ
′
′

− ). 

Bidej}i vo soodvetnata to~ka kandidat za to~ka vo koja 

funkcijata f }e ima ekstrem va`i dz = 0, odnosno 
dx
dz

 = 0, se dobiva 

y
z
x
z

∂
∂
∂
∂

 = 
y

x

ϕ
ϕ
′
′

 (kako odnos na broevi, bidej}i toa se parcijalni izvodi 

vo to~ki koi se kandidati za to~ki vo koi f }e ima ekstrem) pod 

uslov ϕ'y ≠ 0 i 
y
z
∂
∂

 ≠ 0. Da go ozna~ime toj odnos so  −λ. Zna~i, 

x

x
z

'ϕ
∂
∂

 = 
y

x
z

'ϕ
∂
∂

 = −λ, 

odnosno 

x
z
∂
∂

 = −λϕ'x,        y
z
∂
∂

 = −λϕ'y. 

Ako definirame nova funkcija od tri promenlivi, nare~e-
na funkcija na Lagran`, so ravenkata F(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y), to-
ga{ potrebnite uslovi za dobivawe koordinati na to~ka vo koja F 
bi imala ekstrem se prvite parcijalni izvodi da se ednakvi na 0. 
Zna~i,  

F 'x ≡ 
x
z
∂
∂

 + λϕ'x = 0, F 'y ≡ 
y
z
∂
∂

 + λϕ'y =  0, F 'λ ≡ ϕ(x, y) = 0, 

koi se vsu{nost ve}e dobienite ravenki i uslovot ϕ(x, y) = 0 (bidej-
}i samo me|u to~kite koi go zadovoluvaat toj uslov se baraat to~ki 
vo koi e mo`en ekstrem za funkcijata f).  

Bidej}i d 
2f = d 

2F vo stacionarnite to~ki vo koi va`i uslo-
vot ϕ(x, y) = 0, sleduva deka dovolnite uslovi za lokalen ekstrem 
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kaj funkcijata F se isti so dovolnite uslovi za usloven ekstrem 
kaj funkcijata f. Imeno, za sekoja to~ka M za koja va`i uslovot 
ϕ(M) = 0 }e imame f(M) − f(A) = F(M) − F(A), bidej}i F(M) = f(M) + 
λϕ(M) = f(M), kade {to A e mo`na to~ka vo koja funkcijata f bi 
imala usloven ekstrem. 

Da zabele`ime deka problemot mo`e da se obop{ti i na 
funkcii so pove}e od dve realni promenlivi, kako i so pove}e od 
eden uslov. 

Primer 5.9.  Da se najde usloven ekstrem na funkcijata z = 
x1

2
 + x2

2 +...+ xn
2  pod uslov definiran so  x1 + x2 +...+ xn − 1 = 0.  

Funkcijata na Langran` e:  

F(x1, x2,..., xn,  λ) = x1
2 

 + x2
2 +...+ xn

2 + λ (x1  + x2 +...+ xn − 1). 

Sistemot ravenki e:  

ix
F
∂
∂  ≡ 2xi  + λ = 0, i = 1,n;       x1 + x2 +...+ xn − 1 = 0, 

~ii re{enija se λ =
n
2

, xi =
n
1

− , i = 1,n, a to~kata e A(
n
1

− ,
n
1

− ,..., 

n
1

− ). Bidej}i d 
2F = 2(dx1

2 + dx2
2 +...+ dxn

2) > 0 i d 
3F = 0, sleduva deka z 

ima usloven ekstrem minimum vo to~kata A pri {to  z(A) = 
n
1 . 

Neka f e funkcija definirana i neprekinata na zatvorena 
oblast E. Spored teoremata na Vajer{tras }e postoi to~ka A od za-
tvorenata oblast E vo koja funkcijata ima globalen ekstrem. Bara-
weto na to~ka vo koja edna funkcija ima globalen ekstrem se bazi-
ra na sledniot princip. Najprvin se baraat site stacionarni to~-
ki vo koi funkcijata mo`e da ima  lokalni ekstremi. Potoa se ba-
raat to~ki me|u grani~nite to~ki na zatvorenata oblast E, vo koi 
funkcijata ima lokalni ekstremi i so sporedba na site lokalni 
ekstremi se nao|a to~kata vo koja funkcijata ima globalen eks-
trem. 

Primer 5.10. Da se najdat globalnite ekstremi  na funkci-
jata f  dadena so ravenkata  z = sinx + siny − sin(x + y) na zatvorena 
oblast dadena so neravenkite  x + y ≤ 2π, x ≥ 0, y ≥ 0. 

Stacionarnite to~ki koi pripa|aat vo vnatre{nosta na da-
denata oblast se dobivaat so re{avawe na sistemot 
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x
z
∂
∂

 = cosx − cos(x + y) = 0,     
y
z
∂
∂

 = cosy − cos(x + y) = 0. 

Edinstvenoto re{enie koe pripa|a vo vnatre{nosta na da-

denata oblast e x = 
3

2π
, y = 

3
2π

, t.e. to~kata  M1( 3
2π , 

3
2π ) i f(M1) = 

2
33 . Ponatamu za taa to~ka se dobiva a11 = − 3  < 0, a22 = − 3  < 0, 

a12 = 
2

3−
, Δ = 

4
9  > 0, od kade spored ve}e doka`aniot kriterium 

funkcijata f  vo to~kata M1 ima lokalen maksimum.  
Za to~kite od granicite na oblasta dobivame:  

 0P:         y = 0,                  f(x, 0) = 0; 
0Q:         x = 0,                   f(0, y) = 0; 
PQ:        x + y = 2π,           f(x, y) = f(x, 2π − x) = 0. 

 Bidej}i vo vnatre{nosta na oblasta (triagolnikot) nema 
to~ka vo koja funkcijata bi imala lokalen minimum, zaklu~uvame 
deka globalna minimalna vrednost funkcijata ima vo site to~ki 
od granicata i taa e ednakva na 0, dodeka lokalnata maksimalna 

vrednost }e bide i globalna maksimalna vrednost ednakva na 
2

33
 

vo to~kata M1( 3
2π , 

3
2π ) (crte` 18). 

 y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 
0 

M1

2π 

2π/3 

2π2π/3

Crte` 18
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G  L  A  V  A     ^  E  T  V  R  T  A 
 

INTEGRALNO SMETAWE NA REALNI FUNKCII 
OD DVE I POVE]E REALNI PROMENLIVI  

SO NEKOI PRIMENI 
 
 
 

§6. DVOJNI I TROJNI INTEGRALI 
 
 

6.1. Dvoen integral vo odnos na pravoagolnik 
 

Definicija 6.1. Neka e dadeno mno`estvo to~ki (zatvoren 
pravoagolnik) D = [a, b]×[c, d] = {(x, y)|x∈[a, b], y∈[c, d]}. Neka πn i πm 
se podelbi na segmentite [a, b] i [c, d] soodvetno, so delbeni to~ki  
a = x0 < x1 <...< xn = b, c = y0 < y1 <...< ym = d.  

So mno`estvoto zatvoreni pravoagolnici  
Dij = [xi−1, xi]×[yj−1, yj], i = 1,n, j = 1,m, 

velime deka e definirana podelba πnm na pravoagolnikot D.  
Brojot dnm = 22

1
1

)()(max ji

mj
ni

yx Δ+Δ
≤≤
≤≤

, kade {to Δxi = xi − xi−1,  

Δyj  = yj  − yj−1, i = 1,n, j = 1,m, se vika dijametar na podelbata  πnm . 

Definicija 6.2. Neka e dadena realna funkcija f od dve 
realni promenlivi so ravenkata z = f(x, y), definirana i ograni-
~ena na pravoagolnikot  D = [a, b]×[c, d], i neka πnm e edna podelba. 

Sumata σ(πnm) = ∑∑
= =

ΔΔ
n

i

m

j
jiji yxf

1 1
),( ζξ , kade {to (ξi, ζ j) se proiz-

volni to~ki od mno`estvata Dij = [xi−1, xi]×[yj−1, yj], i = 1,n, j = 1,m, se 
vika integralna suma na funkcijata f na pravoagolnikot D vo od-
nos na podelbata πnm.  
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Definicija 6.3. Ako postoi realen broj I so svojstvo za se-
koj pozitiven realen broj ε da postoi pozitiven realen broj  δ(ε), 
taka {to za site podelbi πnm na pravoagolnikot D za koi dijame-
trite dnm < δ da va`i neravenstvoto |σ(πnm) − I| < ε, nezavisno od iz-
borot na to~kite (ξi, ζ j), toga{ brojot I se vika dvoen (Rimanov) 
integral na funkcijata f vo odnos na pravoagolnikot D so oznaka 

.  ∫∫
D

dxdyyxf ),(

Funkcijata f se vika podintegralna funkcija, x i y podinte-
gralni promenlivi, a D e oblast na integracija.  

Vo toj slu~aj velime deka funkcijata f e integrabilna na D. 

Definicija 6.4. Neka e dadena realna funkcija f od dve 
realni promenlivi so ravenkata z = f(x, y), definirana i ograni~e-
na na pravoagolnikot  D = [a, b]×[c, d], i neka πnm e edna podelba. 
Toga{ sumite  

s(πnm) = ,      S(π∑∑
= =

ΔΔ
n

i

m

j
jiij yxm

1 1
nm) = , ∑∑

= =
ΔΔ

n

i

m

j
jiij yxM

1 1

kade {to  
mi j = f(x, y),       M

ijDyx ∈),(
inf i j = f(x, y), i = 1,n, j = 1,m, 

ijDyx ∈),(
sup

se vikaat dolna i gorna suma na Darbu na funkcijata f vo odnos na 
podelbata πnm na pravoagolnikot D. 

Bidej}i funkcijata f e ograni~ena na pravoagolnikot D, 
postojat realni broevi M i m, taka {to za sekoja to~ka (x, y)∈D 
va`i neravenstvoto m ≤ f(x, y) ≤ M. Spored toa }e va`at i neraven-
stvata  

m(b − a)(d − c) = ∑∑  ≤  ≤  ≤ 

= M(b − a)(d − c),  

= =
ΔΔ

n

i

m

j
ji yxm

1 1
∑∑
= =

ΔΔ
n

i

m

j
jiij yxm

1 1
∑∑
= =

ΔΔ
n

i

m

j
jiij yxM

1 1

∑∑
= =

ΔΔ
n

i

m

j
ji yxM

1 1

odnosno neravenstvata  

m(b − a)(d − c) ≤  s(πnm) ≤ S(πnm) ≤ M(b − a)(d − c). 

Isto taka va`at i neravenstvata s(πnm) ≤ σ(πnm) ≤ S(πnm), kade {to 
site sumi se zemeni vo odnos na edna ista podelba πnm na pravoagol-
nikot D, no za koj bilo izbor na to~kite (ξi, ζ j) kaj integralnata 
suma (mij ≤ f(ξi, ζ j) ≤ Mi j).  
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Od site ovie neravenstva mo`eme da zaklu~ime deka i ovde, 
kako i kaj opredeleniot integral, sumite na Darbu se infimum 
odnosno supremum na mno`estvoto integralni sumi vo odnos na 
edna ista podelba na pravoagolnikot D i vo odnos na proizvolen 
izbor na to~kite (ξi, ζ  j).  

Teorema 6.1. Realnata funkcija f, ograni~ena na zatvore-
niot pravoagolnik D, e integrabilna toga{ i samo toga{ koga za 
koj bilo pozitiven realen broj ε postoi realen pozitiven broj δ(ε), 
taka {to za site podelbi πnm na pravoagolnikot D,  za koi dijame-
trite dnm < δ, va`i neravenstvoto S(πnm) − s(πnm) < ε, t.e. koga 

[S(π
0

lim
→nmd

nm) − s(πnm)] = 0. 

Pritoa S(π
0

lim
→nmd

nm) = s(π
0

lim
→nmd

nm) = I = .  ∫∫
D

dxdyyxf ),(

Zabele`uvame deka dosega e zapazena analogijata so defi-
nicijata na opredelen integral, koj se narekuva i ednokraten opre-
delen integral za da se razlikuva od dvoen, troen i pove}ekraten 
opredelen integral. Isto taka i svojstvata iska`ani za ednokrat-
niot opredelen integral }e va`at i za dvojniot integral. 

Osobina 6.1. Ako realnite funkcii f i g od dve realni pro-
menlivi se integrabilni na zatvoreniot pravoagolnik D, toga{ i 
funkciite f ± g, Kf (K e konstanta), | f |, se integrabilni na D, pri 
{to va`i:  

∫∫ ±
D

dxdyyxgyxf )],(),([  =  ± ; ∫∫
D

dxdyyxf ),( ∫∫
D

dxdyyxg ),(

∫∫
D

dxdyyxKf ),(  = K ; ∫∫
D

dxdyyxf ),(

| | ≤ . ∫∫
D

dxdyyxf ),( ∫∫
D

dxdyyxf |),(|

Osobina 6.2. Ako realnata funkcija f od dve realni pro-
menlivi e integrabilna i nenegativna na zatvoreniot pravoagol-
nik D, toga{ va`i neravenstvoto  ≥ 0. ∫∫

D
dxdyyxf ),(

Teorema 6.2. (Presmetuvawe na dvoen integral vo odnos na 
pravoagolnik.) Neka realnata funkcija f  od dve realni promenli-
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vi, dadena so ravenkata z = f(x, y), e integrabilna na zatvoren pravo-
agolnik D = [a, b]×[c, d].  

Neka za sekoe x od [a, b] realnata funkcija ϕ od edna realna 
promenliva y, definirana so ϕ(y) = f(x, y) (x e konstanta), e integra-
bilna na segmentot [c, d], t.e. postoi ednokratniot opredelen inte-

gral  =  (x e konstanta).  dyy
d

c
∫ )(ϕ dyyxf

d

c
∫ ),(

Toga{ funkcijata I definirana na segmentot [a, b] so raven-

kata I(x) = , e integrabilna na [a, b], pri {to va`i dyyxf
d

c
∫ ),(

∫∫
D

dxdyyxf ),(  = . ∫
b

a
dxxI )(

Posledniot integral se vika sukcesiven i se ozna~uva so 

dyyxfdx
d

c

b

a
∫∫ ),( . 

Dokaz: Neka πnm e proizvolna podelba na zatvoreniot pravo-
agolnik D i neka  

ξi∈[xi−1, xi],         Dij = [xi−1, xi]×[yj−1, yj], 

mi j  =  f(x, y),         M
ijDyx ∈),(

inf i j  = f(x, y), i = 1,n, j = 1,m. 
ijDyx ∈),(

sup

Toga{ }e va`at neravenstvata  

mi j Δyj  ≤  ≤ Mdyyf
j

j

y

y
i∫

−1

),(ξ i j Δyj,       i = 1,n, j = 1,m. 

So sumirawe vo odnos na j od poslednite neravenstva se dobivaat 
neravenstvata  

∑
=

Δ
m

j
jij ym

1
 ≤  I(ξi)  ≤ , i = 1,n, ∑

=
Δ

m

j
jij yM

1

bidej}i  

∑
=

m

j 1
dyyf

j

j

y

y
i∫

−1

),(ξ  =  = I(ξdyyf
d

c
i∫ ),(ξ i). 

Mno`ej}i gi poslednite neravenstva soodvetno so Δxi, i = 1,n, i su-
miraj}i po i, se dobiva:   
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∑
=
Δ

n

i
ix

1
∑
=

Δ
m

j
jij ym

1
 ≤  I(ξ∑

=
Δ

n

i
ix

1
i)  ≤ , ∑

=
Δ

n

i
ix

1
∑
=

Δ
m

j
jij yM

1

t.e.  

∑∑
==

ΔΔ
m

j
jiij

n

i
yxm

11  
≤  ∑ I(x

=
Δ

n

i
ix

1
i)  ≤ , ∑∑

==
ΔΔ

m

j
jiij

n

i
yxM

11

odnosno   

s(πnm) ≤   ≤  S(π∑
=

Δ
n

i
ii xI

1
)(ξ nm), 

kade {to  s(πnm) i S(πnm) se sumi na Darbu vo odnos na podelbata πnm.  
Bidej}i poslednoto neravenstvo va`i za koja bilo podelba 

na zatvoreniot pravoagolnik D  nezavisno od izborot na to~kite ξi 

( e integralna suma na funkcijata I vo odnos na podelbata 

π

∑
=

Δ
n

i
ii xI

1
)(ξ

n na segmentot [a, b] so dijametar dn = ini
xΔ

≤≤1
max ), od uslovot deka f  e 

integrabilna funkcija (zna~i, S(πnm) – s(πnm)→0 koga dnm→0) }e 

postoi  = , isto taka nezavisno od izborot na 

to~kite ξ

0
lim
→nd
∑
=

Δ
n

i
ii xI

1
)(ξ ∫

b

a
dxxI )(

i, {to zna~i deka funkcijata I e integrabilna na segmen-
tot [a, b]. Pritoa }e va`i i  

∫
b

a
dxxI )(  =  =  dyyxfdx

d

c

b

a
∫∫ ),( ∫∫

D
dxdyyxf ),(

( S(π
0

lim
→nmd

nm)  = s(π
0

lim
→nmd

nm) = ). ∫∫
D

dxdyyxf ),(

Ako vo uslovot se pretpostavi egzistencija na   za 

sekoe y od segmentot [c, d], toga{ na ist na~in se poka`uva deka va-
`i formulata  

dxyxf
b

a
∫ ),(

∫∫
D

dxdyyxf ),(  = . dxyxfdy
b

a

d

c
∫∫ ),(

Ako pak f e neprekinata funkcija na D, toga{ postojat si-
gurno i dvata sukcesivni integrala od teoremata i zabele{kata, pa 
va`i:  

∫∫
D

dxdyyxf ),(  =  = . dyyxfdx
d

c

b

a
∫∫ ),( dxyxfdy

b

a

d

c
∫∫ ),(
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Zabele`uvame deka presmetuvaweto na dvojniot opredelen 
integral so ovie formuli vsu{nost se sveduva na presmetuvawe na 
dva ednokratni opredeleni integrala. Specijalno mo`e da se poka-
`e deka ako  f(x, y) = f1(x) f2(y), kade {to  f1 i f2 se neprekinati funk-
cii na [a, b] odnosno [c, d] soodvetno, toga{ }e va`i formulata  

∫∫
D

dxdyyxf ),(   =  ] [ ] . dxxf
b

a
∫ )(1 dyyf

d

c
∫ )(2

 
6.2. Dvoen integral vo odnos na oblast 

 
Definicija 6.5. Neka e dadena zatvorena i ograni~ena ob-

last D⊂R2 i neka e dadena funkcijata f definirana i ograni~ena na 
D. Neka D se sodr`i vo zatvoreniot pravoagolnik D* = [a, b]×[c, d] i 
neka definirame nova funkcija F so ravenkite F(x, y) = f(x, y), za  
(x, y)∈D*, F(x, y) = 0, za (x, y)∈D* \D.  

Velime deka funkcijata f e integrabilna vo odnos na oblas-
ta D ako funkcijata F e integrabilna vo odnos na zatvoreniot pra-
voagolnik D*.  

Integralot  se vika dvoen integral na funkci-

jata f  vo odnos na oblasta D i ima oznaka . Funkcijata 

f  se vika podintegralna funkcija, x i y se podintegralni promen-
livi, a D  e oblast na integracija.  

∫∫
*

),(
D

dxdyyxF

∫∫
D

dxdyyxf ),(

Definicija 6.6. Mno`estvoto D⊂R2 se vika pravilna oblast 
ako e oblast ograni~ena so kone~en broj krivi koi se grafici na 
neprekinati funkcii od edna promenliva. 

Teorema 6.3. Neka zatvorenata oblast D⊂R2 e unija od dve 
pravilni oblasti D1 i D2. Ako realnata funkcija f od dve realni 
promenlivi e integrabilna vo odnos na oblastite D1 i D2,  toga{ 
taa e integrabilna i vo odnos na oblasta D = D1∪D2, pri {to va`i 
ravenstvoto  

∫∫
D

dxdyyxf ),(  =  + . ∫∫
1

),(
D

dxdyyxf ∫∫
2

),(
D

dxdyyxf

Ova tvrdewe mo`e da se pro{iri i na slu~aj koga oblasta D 
e kone~na unija od pravilni oblasti.  
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Definicija 6.7. Brojot se vika plo{tina na pravil-

nata oblast D. 

∫∫
D

dxdy

O~igledno e deka ovaa definicija e generalizacija na poi-
mot plo{tina na ramninska figura vo geometrijata, bidej}i mo`e 
lesno da se poka`e deka, vo slu~aj D da e pravoagolnik, od teorema-
ta za presmetuvawe na dvoen integral vo odnos na pravoagolnik se 

dobiva   = (b − a)(d − c). Pritoa se zema funkcijata f(x, y) = 1.  dydx
d

c

b

a
∫∫

Lesno se poka`uva deka osobinite koi va`at za dvojni inte-
grali vo odnos na pravoagolnik va`at i za dvojni integrali vo 
odnos na pravilna oblast.  

Osobina 6.3. Neka e dadena funkcija f neprekinata na zatvo-
rena pravilna oblast D i neka m, M se najmalata i najgolemata 
vrednost na funkcijata f vo oblasta D, a P(D) plo{tina na D. 
Toga{ va`at neravenstvata mP(D) ≤  ≤ MP(D). ∫∫

D
dxdyyxf ),(

Osobina 6.4. (Teorema za sredna vrednost.) Ako funkcijata 
f e neprekinata na zatvorena pravilna oblast D⊂R2, a P(D) e  plo{-
tina na D, toga{ postoi to~ka (x0, y0)∈D, taka {to va`i  ravenstvo-
to  = f(x∫∫

D
dxdyyxf ),( 0, y0)P(D).  

Dokaz: Vo soglasnost so neravenstvo od osobinata 6.3, ozna-

~uvaj}i so μ = 
)(

),(

DP

dxdyyxf
D
∫∫

, se dobiva m ≤ μ ≤ M. Bidej}i f e nepre-

kinata funkcija, vo soglasnost so teoremata za neprekinati funk-
cii }e postoi to~ka (x0, y0)∈D, taka {to f(x0, y0) = μ. 

Definicija 6.8. Za oblasta D⊂R2 velime deka e elementarna 
vo odnos na  oskata x ako  

D = {(x, y)∈R2 | a ≤ x ≤ b, ϕ 1(x)  ≤ y ≤ ϕ 2(x)}, 

kade {to ϕ 1 i  ϕ 2 se neprekinati funkcii na [a, b] i ϕ 1(x) ≤ ϕ 2(x) za 
sekoe x∈(a, b).  

Za oblasta D⊂R2 velime deka e elementarna vo odnos na 
oskata y ako  

D = {(x, y)∈R2 | c ≤ y ≤ d, ψ 1(y) ≤ x ≤ ψ 2(y)}, 
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kade {to ψ 1 i  ψ 2 se neprekinati funkcii na [c, d] i ψ 1(y) < ψ 2(y) za 
sekoe y∈(c, d).  

Mo`e da se poka`e deka sekoja pravilna oblast mo`e da se 
pretstavi kako kone~na unija od elementarni oblasti vo odnos na 
oskite x i y.  

Teorema 6.4.  (Presmetuvawe na dvoen integral vo odnos na 
oblast.) Ako f e integrabilna na elementarnata oblast  

D = {(x, y)∈R2 | a ≤ x ≤ b, ϕ 1(x) ≤ y ≤ ϕ 2(x)} 

vo odnos na  oskata x i ako za sekoe x od [a, b] postoi , 

toga{ postoi  i va`i 

dyyxf
x

x
∫

)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ

∫
b

a
dx dyyxf

x

x
∫

)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ

∫∫
D

dxdyyxf ),(  = . ∫
b

a
dx dyyxf

x

x
∫

)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ

Dokaz: Od definicijata za dvoen integral vo odnos na ob-
last }e postoi funkcija F(x, y) i pravoagolnik ABMN  vo koj se so-
dr`i oblasta D, taka {to  =  (crte` 19). ∫∫

ABMN
dxdyyxF ),( ∫∫

D
dxdyyxf ),(

 
 
 y 

N M

A B

0 a x0 b x

1ϕG

2ϕG

Crte` 19

d

c
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Spored formulata za presmetuvawe na dvoen integral vo odnos na 

pravoagolnik va`i:  = . Kaj  

da go fiksirame x = x

∫∫
ABMN

dxdyyxF ),( dyyxFdx
d

c

b

a
∫∫ ),( dyyxF

d

c
∫ ),(

0∈[a, b]. Toga{  

dyyxF
d

c
∫ ),( 0  =  +  + dyyxF

x

c
∫

)(

0

01

),(
ϕ

dyyxF
x

x
∫

)(

)(
0

02

01

),(
ϕ

ϕ

dyyxF
d

x
∫

)(
0

02

),(
ϕ

 = , dyyxf
x

x
∫

)(

)(
0

02

01

),(
ϕ

ϕ

bidej}i za mno`estvoto {(x0, y) | y∈[c, ϕ 1(x0)]∪[ϕ 2(x0), d]}, F(x0, y) ≡ 0. 

Poradi proizvolnosta na izborot na x0 ravenstvoto  = 

 }e va`i za sekoe x

dyyxF
d

c
∫ ),( 0

dyyxf
x

x
∫

)(

)(
0

02

01

),(
ϕ

ϕ
0∈[a, b], so {to ja doka`avme for-

mulata. 
Istata teorema va`i i za elementarna oblast  

D = {(x, y)∈R2 | c ≤ y ≤ d, ψ 1(y) ≤ x ≤ ψ 2(y)} 

vo odnos na oskata y,  pri {to va`i ravenstvoto  

∫∫
D

dxdyyxf ),(  = . ∫
d

c
dy ∫

)(

)(

2

1

),(
y

y
dxyxf

ψ

ψ

Ako funkcijata f  e neprekinata na oblasta D, elementarna 
vo odnos na oskite x i y, toga{ va`i  

∫∫
D

dxdyyxf ),(  =   = dx. ∫
b

a
dx dyyxf

x

x
∫

)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ
∫
d

c
dy ∫

)(

)(

2

1

),(
y

y
yxf

ψ

ψ

Primer 6.1. Da se presmeta ∫∫ −−
D

dxdyyx )1(  ako oblasta D = 

{(x, y)∈R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x}.  
Oblasta D e elementarna vo odnos na oskata x, funkcijata 

f(x, y) = 1 − x − y e neprekinata na D i spored formulata }e dobieme:  

∫∫ −−
D

dxdyyx )1(  =  = ∫
1

0
dx ∫

−

−−
x

dyyx
1

0
)1(
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 ∫
−

−−−−
1

0

2

]
2

)1()1(1[ dxxxxx  = 
6
1

. 

Primer 6.2. Da se presmeta  ako oblasta D e 

ograni~ena so krivi koi se grafici na funkciite y = x − 4, x =  

∫∫ −
D

dxdyyx )(

2

2y
(crte` 20). 

 

x 

Crte` 20

y 

0

4

2 

−2
8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bidej}i D ne e elementarna vo odnos na oskata x, }e ja pode-

lime na dve elementarni podoblasti  
D1 = {(x, y)∈R2 | 0 ≤ x ≤ 2, − x2  ≤ y ≤ x2 }, 
D2 = {(x, y)∈R2 | 2 ≤ x ≤ 8,  x − 4 ≤ y ≤ x2 }. 

Spored osobinata za aditivnost i formulata za presmetuva-
we se dobiva dvoen integral:  

I = ∫ ∫
−

−
2

0

2

2

)(
x

x

dyyxdx  + ∫ ∫
−

−
8

2

2

4
)(

x

x
dyyxdx  = 

5
122

− . 

Od druga strana, oblasta D e elementarna vo odnos na oskata 

y, t.e.  D = {(x, y)∈R2 | −2 ≤ y ≤ 4, 
2

2y
≤ x ≤ y + 4} i spored formulata 

}e dobieme:  

∫∫ −
D

dxdyyx )(  = ∫
−

4

2
dy dxyx

y

y
∫
+

−
4

2

2

)(  = 
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∫
−

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+4

2

2222

]
2

)4(
22

1
2

)4([ dyyyyyyy
 = 

5
122

− . 

Dosta ~esto pri presmetuvaweto na dvoen integral e dadena 
samo oblasta ili pak se dadeni granicite na integracija. Toga{ e 
potrebno da se specificira redosledot na integracija so pomo{ 
na koj najlesno i najednostavno mo`e da se presmeta dvojniot inte-
gral. 

Definicija 6.9. Neka f e integrabilna funkcija na zatvore-
na pravilna oblast D⊂R2 i neka G⊂R3 e prostorna zatvorena ob-
last definirana so G = {(x, y, z)∈R3 | (x, y)∈D, 0 ≤  z ≤  f(x, y)}. Toga{ 
brojot se vika volumen na teloto G.  ∫∫

D
dxdyyxf ),(

Teorema 6.5. Neka f i g  se integrabilni funkcii na zatvo-
rena pravilna oblast D⊂R2 i neka G⊂R3 e prostorna zatvorena 
oblast definirana so  

G  = {(x, y, z)∈R3 | (x, y)∈D, f(x, y) ≤  z ≤ g(x, y)}. 

Toga{ volumenot na teloto G e ednakov na brojot 

∫∫ −
D

dxdyyxfyxg )],(),([ . 

I ovde }e navedeme eden primer spored koj mo`e da se ka`e 
deka ovaa definicija na volumen na prostorno telo ne e vo spro-
tivnost so poznatite formuli vo geometrijata za volumen na tela-
ta vo prostor.  

Primer 6.3.  Neka e daden cilindar so osnova krug so radius 
r i visina H. Vo Dekartov pravoagolen prostoren koordinaten sis-
tem go definirame cilindarot so mno`estvoto   

G = {(x, y, z)∈R3 | (x, y)∈D, D: x 
2 + y 

2 ≤ r 
2, 0 ≤ z ≤ H}. 

Bidej}i G e zatvorena pravilna oblast, funkcijata f(x, y) = H e ne-
prekinata na D, spored formulata za presmetuvawe na dvoen inte-
gral vo odnos na pravilna oblast se dobiva V = ∫∫ = H = 

Hr
D

Hdxdy ∫∫
D

dxdy
2π. Pritoa, vo soglasnost so definicijata na plo{tina na ram-

ninska figura,  = r∫∫
D

dxdy 2π. 
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6.3. Diferencirawe i integrirawe vo odnos na parametar  
pod znakot na integral 

 
Teorema 6.6. Neka f i f 'x se neprekinati funkcii od promen-

livite x, y na zatvoreniot pravoagolnik [a, b]×[c, d]. Toga{ va`i: 

∫
d

c
dyyxf

dx
d ),(  = ∫ ∂

∂d

c
dyyxf

x
),( . 

Dokaz: Formirame nova funkcija F(x) = , defini-

rana na [a, b]. Neka h ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata x so osobi-
na x + h∈[a, b]. Toga{  

∫
d

c
dyyxf ),(

h
xFhxF )()( −+

 = ∫
−+d

c
dy

h
yxfyhxf ),(),(

 = , 0 < θ < 1 ∫ +′
d

c
x dyθh,yxf )(

(spored teoremata na  Lagran` za funkcija od edna realna promen-
liva). Pri grani~en proces h→0 se dobiva  

∫ +′=
−+

→→

d

c
xhh

dyyhxf
h

xfhxF ),(lim)()(lim
00

θ  = 

∫ +′
→

d

c
xh

dyyhxf ),(lim
0

θ  = ∫ ∂
∂d

c
dyyxf

x
),( . 

Pritoa e koristena neprekinatosta na funkciite  f 'x i F . 

Teorema 6.7. Neka f, f'x i f'y se neprekinati funkcii od 
promenlivite x, y na pravoagolnikot [a, b]×[c, d]⊂R2 i ϕ, ψ, ϕ'x, ψ 'x 
se neprekinati funkcii od promenlivata x na [a, b], pri {to za 
sekoe x∈[a, b] va`i ϕ(x) ≤ ψ(x), ϕ(x), ψ(x)∈[c, d]. Toga{ va`i  

∫
)(

)(
),(

x

x
dyyxf

dx
d ψ

ϕ
 =  f(x, ψ(x))ψ ' (x) − f(x, ϕ(x))ϕ' (x) + ∫ ∂

∂)(

)(
),(

x

x
dyyxf

x

ψ

ϕ
. 

Dokaz: Formirame nova funkcija F(x) = ∫ ∂
∂)(

)(
),(

x

x
dyyxf

x

ψ

ϕ
, 

x∈[a, b],  i voveduvame novi realni promenlivi u i v so ravenkite u 

= ϕ(x), v = ψ(x). So F(x, u, v) = se definira nova funkcija ∫
v

u
dyyxf ),(
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F od tri realni promenlivi kako opredelen integral so promen-
livi granici. Pritoa vsu{nost funkcijata F }e pretstavuva slo-
`ena funkcija definirana so funkciite F, ϕ, ψ, dadena so ra-
venkata F(x) = F(x, ϕ(x), ψ(x)) i spored formulata za izvod od slo-
`ena funkcija se dobiva   

(*)                                 F'x(x)  = 
x∂

∂F  + 
u∂

∂F
x
u
∂
∂  + 

v∂
∂F

x
v
∂
∂ . 

Od druga strana, smetaj}i gi u i v kako konstanti, spored 
prethodnata teorema 6.6 va`i:  

x∂
∂F  = ∫∂

∂ v

u
dyyxf

x
),(  = ∫ ∂

∂v

u
dyyxf

x
),( . 

Neka G(x, y) e edna primitivna funkcija za f(x, y) vo smisla 

y
G
∂
∂  = f(x, y), pri {to x se smeta za konstanta. Toga{  

F(x, u, v) =  = G(x, y)|∫
v

u
dyyxf ),( v

u = G(x, v) − G(x, u), 

taka {to 

u∂
∂F  = 0 − 

u
x,uG

∂
∂ )(  = −f(x, u), 

v∂
∂F  = 

v
x,vG
∂

∂ )(  − 0 = f(x, v). 

So zamena vo (*) se dobiva baranoto ravenstvo. 

Primer 6.4.  I = dx
x

x
∫ +

+1

0
21

)1ln(
 = ?  

Da go definirame integralot I(m) = dx
x
mx

∫ +
+1

0
21

)1ln(
, kade {to m e pa-

rametar. Vo soglasnost so teorema 6.6 se dobiva:  

)(mI
dm
d

 = dx
x
mx

m∫ +
+

∂
∂1

0
2 )

1
)1ln((  = dx

mxx
x

∫ ++

1

0
2 )1)(1(

 = 

21
1
m+

[−ln(1 + m) + 
2
1 ln2 + m

4
π ]. 

Ponatamu  
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∫
1

0
)( dmmI

dm
d

 = I(1) – I(0),  {∫
1

0
21

1
m+

[−ln(1+m) +
2
1 ln2 + m

4
π ]}dm = 

−∫
1

0
dm

m
m
21

)1ln(
+
+

 + 
2
1 ln2 ∫ (

1

0
21

1
m+

)dm + 
4
π
∫
1

0
21 m

mdm
+

. 

Soglasno so toa se dobiva ravenkata  I(1) – I(0) = −I(1) + 
4
π ln2, od 

kade  I(1) = I = π
8
2ln . 

Za integrirawe pod znakot na integral se koristi osobina-
ta za neprekinata funkcija f(x, y) na zatvoren pravoagolnik  
[a, b]×[c, d], za koja va`i 

∫
b

a
dx ∫

d

c
dyyxf ),(  =   ∫

d

c
dx ∫

b

a
dxyxf ),( .

Primer 6.5. I = dx
x
xx ab

∫
−1

0 ln
=? a > 0, b > 0.  

Bidej}i  =∫
b

a

y dyx
x
xx ab

ln
−

, vo soglasnost so osobinata  

I = ∫
1

0 ln x
dx

 lnx  =   =  ∫
b

a

y dyx ∫
b

a
dy ∫

1

0
dxx y

1
1ln

+
+

a
b . 

 
6.4. Trojni integrali 

 
Definiraweto na troen integral se vr{i na analogen na-

~in kako i definiraweto na dvoen integral. 

Definicija 6.10. Neka e dadeno mno`estvo to~ki (zatvoren 
paralelopiped):  

P = [a, b]×[c, d]×[e, h] = {(x, y, z) | x∈[a, b],  y∈[c, d], z∈[e, h]}⊂R3. 

Neka πn, πm, πp se podelbi na segmentite [a, b], [c, d], [e, h], 
soodvetno, so delbeni to~ki a = x0 < x1 <...< xn = b, c = y0 < y1 <...< ym = d, 
e = z0 < z1 <...< zp = h. So mno`estvoto zatvoreni paralelopipedi  

Pi j k = [xi−1, xi]×[yj−1, yj]×[zk−1, zk], i = 1,n, j = 1,m, k = 1,p, 

e definirana podelbata πnmp na paralelopipedot P. Brojot  
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dnmp = 222

1
1
1

)()()(max kji

pk
mj
ni

zyx Δ+Δ+Δ

≤≤
≤≤
≤≤

, 

kade {to Δxi = xi − xi−1, Δyj = yj − yj−1,  Δzk = zk − zk−1, i = 1,n,  j = 1,m,  
k = 1, p, se vika dijametar na podelbata  πnmp . 

Definicija 6.11. Neka e dadena realna funkcija f od tri 
realni promenlivi so ravenkata u = f(x, y, z), definirana i ograni-
~ena na paralelopipedot P i neka πnmp  e edna negova podelba. 
Sumata  

σ(πnmp) = ∑∑∑ , 
= = =

ΔΔΔ
n

i

m

j

p

k
kjikji zyxf

1 1 1
),,( ςζξ

kade {to (ξ i, ζ j, ς k) se proizvolni to~ki od mno`estvata  

Pijk = [xi−1, xi]×[yj−1, yj]×[zk−1, zk], i = 1,n, j = 1,m, k = 1, p, 

se vika integralna suma na funkcijata f na paralelopipedot P vo 
odnos na podelbata πnmp. 

Definicija 6.12. Neka e dadena realna funkcija f od tri 
realni promenlivi so ravenkata u = f(x, y, z), definirana i ograni-
~ena na paralelopipedot P. 

Ako postoi realen broj I so svojstvo za sekoj pozitiven rea-
len broj ε da mo`e da se najde pozitiven realen broj δ(ε), taka {to 
za site podelbi πnmp na paralelopipedot P, za koi dijametrite  
dnmp < δ, da va`i neravenstvoto |σ(πnmp) − I | < ε nezavisno od izborot 
na to~kite (ξ i, ζ j, ς k), toga{ brojot I se vika troen (Rimanov) inte-
gral na funkcijata f vo odnos na paralelopipedot P, so oznaka 

∫∫∫
P

dxdydzzyxf ),,( . 

Vo toj slu~aj velime deka funkcijata f e integrabilna na P, f 
e podintegralna funkcija, x, y, z se podintegralni promenlivi, a P 
e oblast na integracija .  

Na ist na~in se definiraat i sumite na Darbu i va`at isti-
te osobini i teoremi kako kaj dvojniot integral. Teoremata za pre-
smetuvawe na troen integral  pri uslov na neprekinatost na funk-
cijata f vo odnos na paralelopipedot P }e ja dade formulata  

∫∫∫
P

dxdydzzyxf ),,(  =  =  = ∫∫∫
h

e

d

c

b

a
dzzyxfdydx ),,( ∫∫∫

h

e

b

a

d

c
dzzyxfdxdy ),,(
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∫∫∫
d

c

b

a

h

e
dyzyxfdxdz ),,(  =  =  = 

. 

∫∫∫
d

c

h

e

b

a
dyzyxfdzdx ),,( ∫∫∫

b

a

h

e

d

c
dxzyxfdzdy ),,(

∫∫∫
b

a

d

c

h

e
dxzyxfdydz ),,(

Na soodveten na~in se pro{iruva i definicijata za troen 
integral vo odnos na oblast, kako i soodvetnata formula za pres-
metuvawe. 

Definicija 6.13.  Oblasta G se vika pravilna ako e ograni-
~ena so povr{ini koi se grafici na neprekinati funkcii. 

  Definicija 6.14.  Oblasta G se vika elementarna vo odnos 
na ramninata X0Y ako e od vidot  

G = {(x, y, z)∈R3 | (x, y)∈Dxy , ϕ1(x, y) ≤ z ≤ ϕ 2(x, y)}, 

kade {to ϕ1 i ϕ 2 se neprekinati funkcii na pravilnata oblast 
Dxy⊂R2 . 

Definicija  6.15. Oblasta G se vika elementarna vo odnos 
na ramninata X0Z ako e od vidot  

G = {(x, y, z)∈R3 | (x, z)∈Dxz,  ψ 1(x, z) ≤ y ≤ ψ 2(x, z)}, 

kade {to ψ1 i ψ 2 se neprekinati funkcii na pravilnata oblast 
Dxz⊂R2.  

Definicija  6.16. Oblasta G se vika elementarna vo odnos 
na ramninata Y0Z ako e od vidot  

G = {(x, y, z)∈R3 | (y, z)∈Dyz,  χ1(y, z) ≤ x ≤ χ2(y, z)}, 

kade {to χ 1 i χ 2 se neprekinati funkcii na pravilnata oblast 
Dyz⊂R2.  

Definicija 6.17. Brojot  se vika volumen na pra-

vilnata oblast G. 

∫∫∫
G

dxdydz

Formulite za presmetuvawe na troen integral se analogni 
na soodvetnite formuli kaj dvoen integral i presmetuvaweto se 
sveduva na dvoen odnosno ednokraten opredelen integral. Na pri-
mer, formulata za presmetuvawe na troen integral za elementarna 
oblast G vo odnos na ramninata X0Y }e glasi:  

 132



§6. Dvojni i trojni integrali 

 133 

G

dxdydzzyxf ),,(  = 
),(

),(

2

1

),,(
yx

yxD

dzzyxfdxdy

xy

. 

 Dokolku oblasta na integracija G ne e pravilna, toga{ se 
deli na pove}e pravilni oblasti, a pravilnite oblasti se delat na 
elementarni, so {to se ovozmo`uva presmetuvawe na trojniot 
integral kako suma od site integrali presmetani vo odnos na ele-
mentarni oblasti (osobina na aditivnost).  

Primer 6.6. 
G zyx

dxdydz
3)1(

 =? ako  

G = {(x, y, z) R
3
 | (x, y) Dxy, 0  z  1  x  y}, 

Dxy = {(x, y) R
2 
| 0  x  1, 0  y  1  x }. 

Re{enie:  I = 
yx

D zyx

dz
dxdy

xy

1

0
3)1(

= ...=
2

1
(ln2  

8

5
) . 

 

6.5. Metod na zamena na promenlivi kaj dvojnite i trojnite 
integrali 

 
Dosega rabotevme prete`no so realni funkcii, t.e. funk-

cii ~ii vrednosti bea realni broevi. Sega }e definirame presli-
kuvawe od R2

 vo R2
 . 

Definicija 6.18. Neka f i g  se dve realni funkcii od dve 

realni promenlivi u i v, definirani na mno`estvo Euv R
2
. Defi-

nirame preslikuvawe (operator) h = (f, g) od Euv vo R2
  so relacijata 

h(u, v) = (f(u, v), g(u, v)) za sekoja to~ka (u, v) od Euv. Ako f i g se dife-

rencijabilni funkcii na Euv, toga{ determinantata 

v

g

u

g
v

f

u

f

 

se vika jakobijan na preslikuvaweto h,  a preslikuvaweto se vika 

neprekinato diferencijabilno. Ako vovedeme oznaki x = f(u, v), y = 

g(u, v), toga{  jakobijanot  se ozna~uva so J = 
),(

),(

vu

yx
. 
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Primer 6.7. Preslikuvaweto h: R2→R2, zadadeno so funkci-
ite f i g,  f(u, v) = e 

ucosv, g(u, v) = e 
usinv  ima jakobijan ednakov na e 

2u.  

Primer 6.8. Kaj preslikuvaweto h: R2→R2, zadadeno so funk-
ciite f i g, x =  f(ρ, ϕ) = ρcosϕ, y = g(ρ, ϕ) = ρsinϕ (preslikuvawe od 
Dekartov vo polaren koordinaten sistem), jakobijanot e ednakov 
na ρ.  

Teorema 6.8. (Metod na zamena.) Neka Duv, Dxy⊂R2 se pravil-
ni otvoreni oblasti i neka so preslikuvaweto h = (f, g) zatvorenata 

oblast uvD se preslikuva vo zatvorenata oblast xyD . Neka presli-
kuvaweto h  e obratnoednozna~no, neprekinato diferencijabilno 

na Duv i neprekinato na uvD . Neka x = f(u, v), y = g(u, v) i neka J = 

),(
),(

vu
yx

∂
∂  ≠ 0 za sekoe (u, v)∈Duv. Ako e dadena realna funkcija F od 

dve realni promenlivi x i y, neprekinata na xyD , toga{ va`i :  

dxdyyxF
xyD
∫∫ ),(  = ∫∫ ∂

∂

uvD
dudv

vu
yxvugvufF
),(
),()),(),,(( . 

Za razlika od metodot na zamena kaj ednokratnite opredele-
ni integrali, koj ima{e za cel da ja uprosti podintegralnata fun-
kcija, kaj dvojnite pa i trojnite integrali vo pove}eto slu~ai me-
todot na zamena ima za cel uprostuvawe na oblasta na integri-
rawe. Za metodot na zamena kaj trojniot integral soodvetno se de-
finira preslikuvawe od R3 vo R3 so tri realni funkcii od tri 
realni promenlivi i jakobijanot se definira so determinantata 

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 = J = 
),,(
),,(

wvu
zyx

∂
∂

, 

pri {to x = f(u, v, w), y = g(u, v, w), z = h(u, v, w) se diferencijabilni 
funkcii na mno`estvoto Euvw⊂R3 . Toga{ soodvetnata teorema, pod 
dadeni analogni uslovi, go dava ravenstvoto  

∫∫∫
xyzV

dxdydzzyxF ),,(  = . ∫∫∫
uvwV

dudvdwJwvuhwvugwvufF ||)),,(),,,(),,,((
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Osven Dekartoviot prostoren pravoagolen koordinaten 
sistem se koristat i cilindri~en i sferen prostoren koordinaten 
sistem. Ako so x, y, z se ozna~eni koordinatite na to~ka vo pravo-
agolen prostoren koordinaten sistem, so ϕ, ρ, z se ozna~eni koor-
dinatite na istata to~ka vo cilindri~en prostoren koordinaten 
sistem, kade {to ϕ i ρ go imaat istoto zna~ewe kako polarnite 
koordinati vo ramninata X0Y, toga{ vrskite me|u niv se dadeni so 
ravenkite x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, z = z. So tie ravenki e definirano 
preslikuvawe ~ij jakobijan e ednakov na ρ. Ovde ulogata na u, v, w ja 
imaat ϕ, ρ i z.  

So ravenkite x = ρcosϕcosθ, y = ρsinϕcosθ, z = ρsinθ  se dadeni 
vrskite me|u Dekartovite koordinati i koordinatite ϕ, ρ, θ  od 
sferen prostoren koordinaten sistem, kade {to ρ e rastojanie od 
koordinatniot po~etok do to~kata, θ  e agol me|u radius-vektorot 
na to~kata i negovata proekcija na ramninata X0Y i ϕ e agolot me-
|u pozitivnata nasoka na oskata x i taa proekcija. So tie ravenki e 
definirano preslikuvawe ~ij{to jakobijan e ednakov na ρ2sinϕ.  

I vo dvata slu~aja funkciite f, g i h, so koi e definirano 
preslikuvaweto, gi zadovoluvaat soodvetnite uslovi. Ovde ulogata 

na u, v, w ja imaat ϕ, ρ i θ, pri {to 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ ∝, 
2
π

−  ≤ θ  ≤ 
2
π

. 

Primer 6.9. Najdi , kade {to D: 0 ≤ x∫∫ +

D

yx dxdye )( 22 2 + y2 ≤ R 
2.  

So zamena vo polarni koordinati x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, kade 
{to jakobijanot e ednakov na ρ, se dobiva  

∫∫ +

D

yx dxdye )( 22
 =  = π( − 1). ∫ ∫

π
ρ ρρϕ

2

0 0

2
R

ded
2Re

 
6.6. Nesvojstveni dvojni integrali 

 
Ako kaj dvojniot integral funkcijata ima to~ka na prekin 

od vtor red  ili ako oblasta na integracija ne e kone~na, toga{ toj 
se vika nesvojstven (singularen). Ispituvaweto na negovata kon-
vergencija se vr{i na ist na~in kako i ispituvaweto kaj ednokrat-
niot opredelen nesvojstven integral (so grani~na vrednost).  
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Primer 6.10. Poka`i deka  = ∫∫
+∞

+−
+∞

0

)(

0

22
dxdye yx

4
π

.  

Da gi razgledame integralite  

∫∫ +−

1

22 )(

D

yx dxdye ,     ,     ∫∫ +−

2

22 )(

D

yx dxdye ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22

vo odnos na oblastite  

D1 = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x2 + y2 ≤ R 
2}, 

D 2 = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x2 + y2 ≤ 2R 
2} 

i  

D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ R, 0 ≤ y ≤ R} (crte` 21). 

 

 

Crte` 21

x 

y 

0 

D1 

D 

D2 

R R√2 

R 

R√2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
So zamena vo polarni koordinati se dobiva:  

∫∫ +−

1

22 )(

D

yx dxdye  =  ∫ ∫ −
2

0 0

2

π

ρ ρρϕ
R

ded  = 
4
π (1 − ), 

2Re−

∫∫ +−

2

22 )(

D

yx dxdye  = ∫ ∫ −
2

0

2

0

2

π

ρ ρρϕ
R

ded  = 
4
π (1 − ). 

22Re−

Bidej}i  f(x, y) =  > 0 i D)( 22 yxe +−
1⊂D⊂D2, se dobiva neraven-

stvoto  

 136



§6. Dvojni i trojni integrali 

∫∫ +−

1

22 )(

D

yx dxdye  <  < , ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22

∫∫ +−

2

22 )(

D

yx dxdye

odnosno neravenstvoto  

4
π (1 − ) <  < 

2Re− ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22

4
π (1 − ). 

22Re−

Pri grani~en proces R→∝ se dobiva  

∞→R
lim ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22
 = 

4
π

, 

odnosno  

∫∫
+∞

+−
+∞

0

)(

0

22
dxdye yx  = 

4
π

. 

Od druga strana,  

∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22
 =  =  =  ∫ ∫ −−

R R
yx dyeedx

0 0

22

∫ ∫ −−
R R

yx dyedxe
0 0

22
))(( ∫ −

R
x dxe

0

22
)(

i se dobiva   = ∫
+∞

−

0

2
dxe x

2
π

 (Ojler−Poasonov integral). 

Poznati specijalni nesvojstveni integrali (funkcii):  

G(a) =  x∈(0, +∝), 0 < a < 1,  G(n + 1) = n!, ∫
+∞

−−

0

1 ,dxex xa

(Ojlerov integral od I red, gama funkcija); 

B(a, b) =  ∫ −− −
1

0

11 )1( dxxx ba

(beta funkcija). Za niv va`i B(a, b) = 
)(
)()(

ba
ba

+G
GG

 za a, b > 0. 

 Sekako deka ovde soglasnosta so soodvetnite formuli vo 
geometrijata ne se objasnuvaa podetalno kako kaj plo{tina na kri-
voliniski trapez. Inaku, site geometriski ramninski ili pros-
torni figuri (sliki, tela i sl.), za ~ii broj~eni karakteristiki 
se koristat integralite, obi~no analiti~ki podetalno se defini-
raat kako kvadraturni figuri, {to mo`e da se vidi vo literatura-
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ta [5, 8, 14]. Postoi cela teorija za aksiomatsko definirawe na 
poimite plo{tina, volumen na figuri koi se ili ne se kva-
draturni. Inaku poimot kvadraturni figuri poteknuva u{te od 
antikata. Da se potsetime deka u{te Arhimed ja prou~uval kvadra-
turata na krugot. 
 Dvojnite i trojnite integrali nao|aat primena vo presme-
tuvawe na va`ni broj~eni karakteristiki i vo drugi oblasti. 

Na primer, ako e dadena gustinata na raspredelbata na ma-
sata na edno telo G⊂R3  so funkcijata γ(x, y, z), toga{ brojot  

 ja dava vkupnata masa m na toa telo. Broevite  ∫∫∫
G

dxdydzzyx ),,(γ

∫∫∫
G

dxdydzzyxz ),,(γ  = Mxy,       = M∫∫∫
G

dxdydzzyxy ),,(γ xz, 

∫∫∫
G

dxdydzzyxx ),,(γ  = Myz

se stati~kite momenti na teloto vo odnos na soodvetnite koordi-
natni ramnini. Koordinatite na te`i{teto T(xc, yc, zc) na toa telo 
se dadeni so formulite  

xc  = 
m

M yz ,       yc   = 
m

M zx ,      zc = 
m

M xy , 

a momentot na inercija vo odnos na koordinatniot po~etok e daden 
so brojot  

I0 = . ∫∫∫ γ++
G

dxdydzzyxzyx ),,()( 222
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§7. KRIVOLINISKI INTEGRALI 
 

Vo analiti~kata geometrija se sretnavme so prava vo pros-
tor. So kriva vo ramnina se sretnavme kaj realna funkcija od edna 
realna promenliva preku nejziniot grafik. Potoa kaj primenata 
na opredelen integral se sretnavme so kriva vo ramnina vo Dekar-
tov pravoagolen koordinaten sistem i definiravme @ordanova 
prosta kriva so pomo{ na dve funkcii ϕ i ψ so parametarskite ra-
venki x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β], so po~etna to~ka A(x(α), y(α)) i krajna 
to~ka B(x(β), y(β)), kade {to funkciite zadovoluvaa soodvetni 
uslovi. Za poednostavno pi{uvawe }e gi upotrebuvame ravenkite  
x = x(t), y = y(t), odnosno vektorskata ravenka )(trr = x(t) i

r
 + y(t) , 

kade {to 
j
r

)(trr  e radius-vektor na to~kite od taa kriva vo Dekartov 
pravoagolen ramninski koordinaten sistem (so ova vsu{nost e 
definirana vektorska funkcija od edna realna promenliva).  

Ako za parametar se zeme dol`inata na lakot s, toga{ ra-
venkite x = x(s), y = y(s), s∈[0, L] se vikaat prirodni ravenki, kade 
{to L e dol`ina na krivata so po~etna to~ka A(x(0), y(0)) i krajna 
to~ka B(x(L), y(L)). Dokolku krivata e grafik na realna funkcija f 
od edna realna promenliva dadena so ravenkata y = f(x),  toga{ vek-
torskata ravenka e dadena so  

)(xrr = x i
r

+ f(x) ,   x∈Dj
r

f     ((x, f(x))∈Gf ). 

Dokolku krivata e @ordanova glatka kriva dadena so raven-
kata )(trr  = x(t) i

r
 + y(t) j

r
, se definira i vektorski izvod so )(tr

r
& = 

(t)x& i
r

 + y& (t) j
r

, a ako e dadena so ravenkata )(xrr = x i
r

+ f(x) j
r

, se defi-

nira vektorski izvod so )(xr
r
& = i

r
+ f ' (x) j

r
. Vsu{nost, vektorot so 

koj e definirana tangentata na krivata vo opredelena to~ka ima 
koordinati  (t) i (t), odnosno 1 i x& y&  f ' (x), kako {to i be{e poka`a-

no kaj geometriskoto tolkuvawe na prviot izvod. Pritoa )(tr
r
& ≠ . 

Ako Δx e narasnuvawe na promenlivata x vo to~kata x
0
r

0,  toga{ 
soodvetnoto narasnuvawe na radius-vektorot, odnosno na vektor-
skata funkcija )(xrr , e  

Δ )( 0xrr  = )( 0 xxr Δ+
r

 − )( 0xrr  = Δx i
r

 + Δy j
r

 = 
Δx i
r

 + [f(x0 + Δx) − f(x0)] j
r

. 
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 Poimot ramninska kriva se obop{tuva i vo prostor, taka 
{to vo daden prostoren Dekartov pravoagolen sistem prostornata 
kriva }e bide zadadena so tri funkcii dadeni so parametarskite 
ravenki x = x(t), y = y(t), z = z(t), odnosno so vektorskata ravenka  

)(trr  = x(t) i
r

 + y(t) j
r

 + z(t) k
r

,     t∈[α, β], 

so po~etna to~ka A(x(α), y(α), z(α)) i krajna to~ka B(x(β), y(β), z(β)). 
Ako kako parametar se zeme dol`inata na lakot s, toga{ ravenkite 
x = x(s), y = y(s), z = z(s), s∈[0, L], se vikaat prirodni ravenki, kade 
{to L  e dol`ina na krivata so po~etna to~ka A(x(0), y(0), z(0)) i 
krajna to~ka B(x(L), y(L), z(L)).  

Ponatamu }e rabotime so ramninska prosta @ordanova 
glatka kriva, pri {to obop{tuvaweto na prostorna kriva }e go 
ilustrirame kako kone~en rezultat. 

 
7.1. Krivoliniski integral vo odnos na lak 

 
Definicija 7.1. Neka e dadena ramninska prosta @ordanova 

glatka kriva so ravenkite x = x(s), y = y(s), s∈[0, L], so po~etna to~ka 
A(x(0), y(0)) i krajna to~ka B(x(L), y(L)). Neka πn e edna podelba na 
segmentot [0, L] so delbeni to~ki 0 = s0 < s1 <...< sn = L na koi odgova-
raat delbeni to~ki od krivata A = M0, M1,..., Mn = B i neka Δsi =  
si − si−1 e dol`ina na lakot , i = 1,n (crte` 22). Brojot  ii MM 1−

dn = ini
sΔ

≤≤1
max  

se vika dijametar na podelbata.  
 
 y 

x 0 

0 L ssi si-1 

B 
A 

Mi 
Mi-1 

Crte` 22
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Neka ponatamu e dadena funkcija f od dve realni promenli-
vi so ravenkata z = f(x, y), definirana vo oblast D koja ja sodr`i 

krivata AB. Definirame suma so formulata σ(πn) = ∑ , 

kade {to to~kata (ξ
=

Δ
n

i
iii sf

1
),( ζξ

 i, ζ i ) e proizvolna to~ka od lakot , pri 

{to ξ 
ii MM 1−

i = x(η i), ζ i = y(η i), η i∈[si−1, si], i = 1,n. 

Definicija 7.2. Neka e dadena funkcija f od dve realni pro-
menlivi so ravenkata z = f(x, y), definirana vo oblast D koja ja so-
dr`i krivata AB. Ako postoi realen broj I so svojstvo za proiz-
volen realen pozitiven broj ε da postoi realen pozitiven broj δ(ε), 
taka {to za sekoja podelba πn na krivata AB, ~ij dijametar dn < δ, 
va`i |σ(πn) − I | < ε za sekoj izbor na to~kite (ξ i, ζ i), i = 1,n, toga{ 
brojot I  se vika krivoliniski integral od funkcijata f vo odnos na 
krivata AB (krivoliniski integral po lak ili krivoliniski inte-
gral od prv tip) so oznaka . ∫

AB
dsyxf ),(

Teorema 7.1. Neka e dadena ramninska prosta @ordanova 
glatka kriva AB so ravenkite x = x(s), y = y(s), s∈[0, L], so po~etna 
to~ka A(x(0), y(0)) i krajna to~ka B(x(L), y(L)). Ako funkcijata f e 
neprekinata vo nekoja oblast koja ja sodr`i krivata AB, toga{ 
va`i formulata   

∫
AB

dsyxf ),(  = . ∫
L

dssysxf
0

))(),((

Dokaz: Bidej}i funkciite x(s), y(s), f(x, y) se neprekinati, i 
slo`enata funkcija f(x(s), y(s)), kako funkcija od edna realna pro-
menliva s definirana na segmentot [0, L], e neprekinata na toj seg-
ment. Neka πn e edna podelba na segmentot [0, L]. Toga{ sumata  

σ(πn) = , kade {to η∑
=

Δ
n

i
iii syxf

1
))(),(( ηη  i∈[si−1, si], i = 1,n, }e pretstavu-

va integralna suma za slo`enata funkcija f(x(s), y(s)) za koja, bi-
dej}i e neprekinata na segmentot [0,L], }e postoi opredelen  

integral , ednakov∫
L

dssysxf
0

))(),((  na krivoliniskiot integral 

 (ist grani~en proces ∫
AB

dsyxf ),( ini
sΔ

≤≤1
max →0 i isti integralni 

sumi). 
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Neka e dadena otvorena glatka @ordanova kriva  so parame-
tarskite ravenki x = x(t), y = y(t), t∈[α, β], so po~etna to~ka  
A(x(α), y(α)) i krajna to~ka B(x(β), y(β)) i dol`ina L. Definicijata 
na krivoliniskiot integral vo odnos na krivata AB e napolno 
ista, so toa {to se zemaat podelbite na segmentot [α, β].  

Kaj primenata na opredelen integral be{e definirana 

funkcija s(t) = dttytx
t

∫ +
α

)()( 22 && , ∀t∈[α, β], koja e strogo monotono 

raste~ka, pri {to va`i ds = + dttytx )()( 22 && + . Ako f  e neprekinata 

funkcija vo site to~ki od krivata AB,  toga{  so metodot na zamena 

vo opredeleniot integral , so zamena definirana so 

ravenkata s = s(t), t∈[α, β], s(α) = 0, s(β) = L,  se dobiva formulata 

∫
L

dssysxf
0

))(),((

∫
AB

dsyxf ),(  = dttytxtytxf∫ +
β

α
)()())(),(( 22 && . 

Ako pak krivata AB e zadadena kako grafik na neprekinata 
diferencijabilna funkcija ϕ dadena so ravenkata y = ϕ(x), x∈[a, b], 
A(a, ϕ(a)), B(b, ϕ(b)), toga{, izbiraj}i go x kako parametar, od po-
slednata formula se dobiva:  

∫
AB

dsyxf ),(  = dxxxxf
b

a
∫ ′+ )(1))(,( 2ϕϕ ,   ( x = t,  y = ϕ(t), t∈[a, b] ). 

Ako pak krivata AB e zadadena kako grafik na neprekinata 
diferencijabilna funkcija ψ dadena so ravenkata x = ψ(y), y∈[c, d], 
A(ψ(c), c), B(ψ(d), d),  toga{, izbiraj}i go y kako parametar, od po-
slednata formula se dobiva:  

∫
AB

dsyxf ),(  = dyyyyf
d

c
∫ ′+ )(1)),(( 2ψψ ,    (x = ψ(t), y = t, t∈[c, d]). 

Da zabele`ime deka vo site slu~ai na presmetuvawe na kri-
voliniski integral od prv tip preku presmetuvawe na opredelen 
ednokraten integral krivata AB e orientirana kriva so po~etna 
to~ka A i krajna to~ka B, pri {to so rastewe na soodvetniot para-
metar raste i dol`inata s,  t.e.  

ds =   + dttytx )()( 22 && + . 
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Spored definicijata na krivoliniski integral od prv tip 
va`i 

∫
AB

dsyxf ),(  =  . ∫
BA

dsyxf ),(

Za da go doka`eme toa, neka edna ista @ordanova glatka kri-
va G so dol`ina L e zadadena so dva para razli~ni prirodni raven-
ki, i toa  x = ϕ(s), y = ψ(s), s∈[0, L],  i x = ϕ(L − s), y = ψ(L − s) , s∈[0, L], 
pri {to i vo dvata slu~aja funkciite ϕ i ψ se isti (da zabele`ime 
deka kaj vtoriot par funkcii so koi e zadadena krivata vsu{nost 
se raboti za slo`eni funkcii ϕ oλ, odnosno ψ oλ,  kade {to λ e 
linearna funkcija dadena so λ(s) = L − s ).  

Neka so A e ozna~ena to~kata od krivata G koja se dobiva za 
vrednost na parametarot s = 0 vo prviot par prirodni ravenki, t.e. 
A(ϕ(0), ψ(0)), i neka so B e ozna~ena to~kata od krivata G koja se do-
biva za vrednost na parametarot s = L vo prviot par prirodni ra-
venki, t.e. B(ϕ(L), ψ(L)). O~igledno e deka istite to~ki }e se dobi-
jat ako vo vtoriot par prirodni ravenki za vrednosti na parameta-
rot se zemat vrednostite s = L za to~kata A i s = 0 za to~kata B. 
Pritoa vo prviot slu~aj to~kata A  e po~etna to~ka, a vo vtoriot 
slu~aj po~etna to~ka e to~kata B (orientirani krivi).  

Spored definicijata za krivoliniski integral i formula-
ta za negovo presmetuvawe, za krivoliniski integral vdol` kriva-
ta G  zadadena so prviot par prirodni ravenki }e imame:  

∫
AB

dsyxf ),(  = , ∫
L

dsssf
0

))(),(( ψϕ

a za krivoliniski integral vdol` krivata G zadadena so vtoriot 
par prirodni ravenki }e imame:  

∫
BA

dsyxf ),(  = . ∫ −−
L

dssLsLf
0

))(),(( ψϕ

So ednostavna zamena na podintegralnata promenliva vo 
opredelen integral od desnata strana na poslednoto ravenstvo  
(L − s = s*) se dobiva to~no opredelen integral koj figurira na 
desnata strana od pretposlednoto ravenstvo, so {to e doka`ano ra-
venstvoto (da zabele`ime deka kaj opredeleniot integral, koj e 
broj, ne e bitna oznakata na podintegralnata promenliva). 
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Primer 7.1.  = ? kade {to G: x = a(t − sint), y = a(1 − cost), 

t∈[0, 2π] (cikloida).  

∫
G

dsy 2

I = dttata∫ −−
π2

0

22 cos12cos1 )()(  = 
15
256

a3. 

Primer 7.2. =? ako G: ρ = a∫ +
G

dsyx )( 2cos2ϕ, ϕ∈[−
4
π , 

4
π ]. 

(lemniskata).  

I = ϕϕϕϕϕϕϕ

π

π
daaaa∫

−

⋅++
4

4

242422 22sin2cossin2cos2coscos )(  =  

−a2 2 .  

Zna~i, presmetuvaweto na krivoliniski integral se svedu-
va na presmetuvawe na ednokraten opredelen integral. 

Definicija 7.3. Neka e dadena otvorena glatka @ordanova 
kriva AB. Brojot  se vika dol`ina na krivata AB.  ∫

AB
ds

Ovaa definicija e vo soglasnost so soodvetnata formula za 
presmetuvawe na dol`inata na lak, dobiena kaj primenata na opre-
deleniot integral, i soodvetnata formula za rastojanie me|u dve 
to~ki vo ramnina od analiti~kata geometrija. 

Teorema 7.2.  Neka e dadena glatka @ordanova kriva AB so 
ravenkite x = x(s), y = y(s), s∈[0, L], kade {to L  e dol`ina na krivata 
so po~etna to~ka A(x(0), y(0)) i krajna to~ka B(x(L), y(L)). Neka f e 
funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y), neprekinata vo to~kite od 
krivata, so osobina f(x, y) ≥ 0 za sekoe (x, y)∈AB.  

Toga{  e ednakov na plo{tinata na delot od ci-

lindri~nata povr{ina ~ija direktrisa e krivata AB, generatrisi 
pravi paralelni so oskata z i koja e ograni~ena so ramninata X0Y i 
povr{inata G

∫
AB

dsyxf )( ,

f .  
Ova tvrdewe mo`e da se poka`e so pomo{ na integralni su-

mi i so definicijata na krivoliniski integral, na sli~en na~in 
kako kaj opredelen integral za dobivawe formula za presmetuvawe 
plo{tina na krivoliniski trapez (crte` 23). 
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Crte` 23

y

z 

x

0

A 
B

Gf

So pomo{ na soodvetnite osobini na opredelenite edno-
kratni integrali i vrskata so krivoliniskite integrali lesno se 
doka`uvaat slednite osobini: 

 
Osobina  7.1.  

∫
AB

dsyxf )( ,  =  + , C∈AB . ∫
AC

dsyxf )( , ∫
CB

dsyxf )( ,

Osobina 7.2. 

∫ +
AB

dsyxgyxf )],(),([  =  + ; ∫
AB

dsyxf ),( ∫
AB

dsyxg ),(

∫
AB

dsyxKf ),( = K  (K e konstanta). ∫
AB

dsyxf ),(

Osobina 7.3. Ako f(x,y) ≥ 0 za sekoe (x, y)∈AB, toga{ 

∫
AB

dsyxf ),(  ≥ 0 . 

Osobina 7.4. (Teorema za sredna vrednost.) Postoi to~ka  
(ξ, ζ)∈AB  takva {to va`i  = Lf (ξ, ζ).  ∫

AB
dsyxf ),(

Osobina 7.5. mL ≤  ≤ ML, kade {to m ≤ f(x, y) ≤ M za 

sekoe (x, y)∈AB.  

∫
AB

dsyxf ),(
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Vo site osobini krivata AB e glatka prosta @ordanova kri-
va so dol`ina L i f(x, y), g(x, y) se neprekinati funkcii vo to~kite 
od krivata AB.  Nekoi od niv va`at i vo poop{t slu~aj. 

Ako krivata AB e prostorna glatka @ordanova kriva dadena 
so prirodnite ravenki x = x(s), y = y(s), z = z(s), s∈[0, L], kade {to L  e 
dol`ina na krivata so po~etna to~ka A(x(0), y(0), z(0)) i krajna to~-
ka B(x(L), y(L), z(L)), i ako e dadena funkcija f  od tri realni pro-
menlivi so ravenkata u = f(x, y, z) definirana vo oblast koja ja so-
dr`i krivata AB, toga{ krivoliniskiot integral  se 

definira na ist na~in.  

∫
AB

dszyxf ),,(

Pritoa, ako f  e neprekinata funkcija vo site to~ki od kri-
vata AB, va`i formulata  

∫
AB

dszyxf ),,(  = . ∫
L

dsszsysxf
0

))(),(),((

Ako pak prostornata kriva e dadena so parametarskite raven-
ki x = x(t), y = y(t), z = z(t), t∈[α, β], so po~etna to~ka A(x(α), y(α), z(α)) i 
krajna to~ka B(x(β), y(β), z(β)), toga{ formulata za presmetuvawe e: 

∫
AB

dszyxf ),,(  = dtzyxtztytxf∫ ++
β

α

222))(),(),(( &&& . 

Pritoa va`at istite osobini i so  =∫
L

ds
0

dtzyx∫ ++
β

α

222 &&&  = L 

se definira dol`inata na prostornata kriva AB. 

Vo slu~aj krivata da ne e glatka @ordanova, toga{ taa se 
deli na delovi koi se glatki @ordanovi krivi (po delovi glatka 
kriva) i presmetuvaweto se vr{i spored osobinata za aditivnost. 
Ako krivata AB = K (A ≡ B) e zatvorena, toga{ za krivoliniskiot 
integral se upotrebuva oznakata ∫

K
yxf ),( . 

 
7.2. Krivoliniski integral vo odnos na koordinatni oski 

 
Definicija 7.4. Neka e dadena ramninska prosta @ordanova 

glatka kriva AB koja e grafik na funkcijata f dadena so ravenkata 
y = f(x), x∈[a, b], so po~etna to~ka A(a, f(a)) i krajna to~ka B(b, f(b)). 

Neka πn e edna podelba na segmentot [a,b] so delbeni to~ki  
a = x0 < x1 <...< xn = b na koi odgovaraat delbeni to~ki od krivata  
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A = M0, M1,..., Mn = B i neka Δxi = xi − xi−1, i = 1,n. Brojot dn =  se 

vika dijametar na podelbata.  

ini
xΔ

≤≤1
max

Neka ponatamu e dadena funkcija P od dve realni promenli-
vi so ravenkata z = P(x, y), definirana vo oblast D⊂R2 koja ja sodr-
`i krivata AB. Definirame suma so formulata  

σ(πn) = , ∑
=

Δ
n

i
iii xP

1
),( ζξ

kade {to to~kata (ξ i, ζ i ) e proizvolna to~ka od lakot Mi−1 Mi , pri 
{to ζ i = f(ξ i) i  Mi (xi, f(xi)), i = 1,n. 

Definicija 7.5. Neka e dadena funkcija P od dve realni 
promenlivi so ravenkata z = P(x, y), definirana vo oblast D⊂R2 
koja ja sodr`i  krivata AB. Ako postoi realen broj I, so svojstvo za 
proizvolen realen pozitiven broj ε da postoi realen pozitiven 
broj δ(ε) taka {to za sekoja podelba πn na segmentot [a, b], ~ij dija-
metar dn < δ, va`i |σ(πn) − I | < ε za sekoj izbor na to~kite (ξ i, ζ i), i = 
1,n, toga{ brojot I  se vika krivoliniski integral od funkcijata P 
vdol` krivata AB vo odnos na koordinatata x (krivoliniski inte-
gral po koordinatata x, ili krivoliniski integral od vtor tip) so 
oznaka . ∫

AB
dxyxP ),(

Ako funkcijata P e neprekinata vo site to~ki od krivata 
AB, toga{ va`i formulata  

∫
AB

dxyxP ),(  = . ∫
b

a
dxxfxP ))(,(

Dokazot na poslednata formula se izveduva na ist na~in 
preku definirawe slo`ena funkcija P(x, f(x)) koja e neprekinata 
na segmentot [a, b] . 

Ako pak krivata AB e ramninska prosta @ordanova glatka 
kriva, dadena so parametarski ravenki x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β], pri 
{to ϕ' (t) ≠ 0  na segmentot [α, β], toga{ krivoliniskiot integral 
vdol` krivata AB se definira na ist na~in, stavaj}i f(x) = ψ(ϕ−1(x)), 
a = ϕ(α), b = ϕ(β). Ako pak funkcijata P  e neprekinata vo to~kite 
od krivata AB, toga{ va`i formulata 

∫
AB

dxyxP ),(  = . ∫ ′
β

α
ϕψϕ dttttP )())(),((
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Definicija 7.6. Neka e dadena ramninska prosta @ordanova 
glatka kriva AB, koja e grafik na funkcijata g dadena so ravenkata 
x = g(y), y∈[c, d], so po~etna to~ka A(g(c), c) i krajna to~ka B(g(d), d). 

 Neka πn e edna podelba na segmentot [c, d] so delbeni to~ki 
c = y0 < y1 <...< yn = d na koi odgovaraat delbeni to~ki od krivata  
A = M0, M1,..., Mn = B i neka Δyi = yi − yi−1, i = 1,n. Brojot dn =  se 

vika dijametar na podelbata.  

ini
yΔ

≤≤1
max

Neka ponatamu e dadena funkcija Q od dve realni promenli-
vi so ravenkata z = Q(x, y), definirana vo oblast D⊂R2 koja ja so-
dr`i  krivata AB.  

Definirame suma so formulata σ(πn) = , kade 

{to to~kata (ξ

∑
=

Δ
n

i
iii yQ

1
),( ζξ

 i, ζ i ) e proizvolna to~ka od lakot Mi−1 Mi, pri {to  
ξ i = g(ζ i) i  Mi (g(y i), yi), i = 1,n. 

Definicija 7.7. Neka e dadena funkcija Q od dve realni 
promenlivi so ravenkata z = Q(x, y), definirana vo oblast D⊂R2 
koja ja sodr`i  krivata AB.  

Ako postoi realen broj I so osobina za proizvolen realen 
pozitiven broj ε da postoi realen pozitiven broj δ (ε), taka {to za 
sekoja podelba πn na segmentot [c, d], ~ij dijametar dn < δ, va`i  
|σ(πn) − I | < ε za sekoj izbor na to~kite (ξ i, ζ i), i = 1,n, toga{ brojot I  
se vika krivoliniski integral od funkcijata Q vdol` krivata AB 
vo odnos na koordinatata y (krivoliniski integral po koordinata-
ta y, ili krivoliniski integral od vtor tip) so oznaka . ∫

AB
dyyxQ ),(

Ako funkcijata Q e neprekinata vo site to~ki od krivata 
AB, toga{ va`i formulata  

∫
AB

dyyxQ ),(  = . ∫
d

c
dyyygQ )),((

Dokazot na poslednata formula se izveduva na ist na~in 
preku definirawe slo`ena funkcija Q(g(y), y) koja e neprekinata 
na segmentot [c, d]. 

Ako pak krivata AB e ramninska prosta @ordanova glatka 
kriva, dadena so parametarski ravenki x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β], pri 
{to ψ ' (t) ≠ 0  na segmentot [α, β], toga{ krivoliniskiot integral 
vdol` krivata AB vo odnos na koordinatata y se definira na ist 
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na~in stavaj}i g(y) = ( 
1

(y)), c = (), d = (). Ako funkcijata Q  
e neprekinata vo to~kite od krivata AB, toga{ va`i formulata 


AB

dyyxQ ),(  =  




 dttttQ )())(),(( . 

Dokolku prostata @ordanova glatka kriva AB e dadena so 

prirodnite ravenki x = (s), y = (s), s[0, L], toga{ za definirawe 
na krivoliniskiot integral od vtor tip vo odnos na koordinatata 

x  e potreben i uslovot ' (s)  0 na segmentot [0, L]. Pritoa f(x) = 

(1
(x)), a = (0), b = (L). Ako pak funkcijata P e neprekinata vo 

site to~ki od krivata AB, toga{ }e va`i formulata   


AB

dxyxP ),(  =  
L

dssssP
0

)())(),((  . 

Dokolku prostata @ordanova glatka kriva AB e dadena so 

prirodnite ravenki x = (s), y = (s), s[0, L], toga{ za definirawe 
na krivoliniskiot integral od vtor tip vo odnos na koordinatata 

y e potreben i uslovot  ' (s)  0 na segmentot [0, L]. Krivoliniskiot 

integral vdol` krivata AB se definira na ist na~in stavaj}i g(y) = 

( 
1

(y)), c = (0), d = (L). Ako pak funkcijata Q e neprekinata vo 
site to~ki od krivata AB, toga{ }e va`i formulata   


AB

dyyxQ ),(  =  
L

dssssQ
0

)())(),((  . 

Neka krivata AB ne e grafik na nekoja funkcija f i neka mo-
`e da se podeli na kone~en broj delovi koi se grafici na funkcii 
koi imaat neprekinat izvod (za da bidat prosti @ordanovi glatki 
krivi). Toga{ krivoliniskiot integral od vtor tip vdol` krivata 
AB  vo odnos na edna ista koordinata se definira so suma na krivo-
liniskite integrali od vtor tip vdol` site delovi .  

Vo soglasnost so definiciite za krivoliniski integrali 
vdol` krivata AB vo odnos na koordinatite x i y mo`e da se poka-
`e deka 


AB

dxyxP ),(  =  
BA

dxyxP ),( , 
AB

dyyxQ ),(  =  
BA

dyyxQ ),( , 

{to zna~i deka e bitno koja to~ka od krivata e po~etna, a koja kraj-
na (za razlika od krivoliniskiot integral od prv tip). 
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Ponatamu }e obele`uvame 

∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),(  =  + , ∫
AB

dxyxP ),( ∫
AB

dyyxQ ),(

ako postojat dvata integrala od desnata strana vdol` istata kriva.  
Ako @ordanovata prosta glatka kriva AB e dadena so para-

metarski ravenki x = ϕ(t), y = ψ(t), t∈[α, β], pri {to ϕ' (t) ≠ 0 i ψ ' (t) ≠ 0 
na segmentot [α, β], i ako funkciite P i Q  se neprekinati vo site 
to~ki od krivata AB, toga{ va`i formulata  

∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),( = . ∫ ′+′
β

α
ψψϕϕψϕ dttttQtttP )]())(),(()())(),(([

Primer 7.3. Da se presmetaat integralite  

I1 =        i       I∫ +
AB

dxxyx )( 42 2
 2  = , ∫ −

AB
dyyx )( 222

kade {to  AB: y = x2, A(1, 1), B(2, 4). 

I1 =  = ∫ +
2

1

32 )42( dxxx
3

59
 ;         I 2 =  = − 6. ∫ −

2

1

42 2)2( xdxxx

Primer 7.4. Da se presmeta integralot  

∫ ++
)1,1(

)0,0(

22 2)( xydydxyx , 

vdol` krivata  a)  y = x;  b)  y = x2;  v)  x = y2.  

a)  = ∫ ++
1

0

222 2)( dxxdxxx
3
4 ;          b)  = ∫ ++

1

0

342 22)( xdxxdxxx
3
4

; 

v)  = ∫ ++
1

0

224 22)( ydyyydyyy
3
4

. 

Da zabele`ime deka postoi tesna vrska me|u krivoliniski-
te integrali od dvata tipa. 

Kaj primenata na opredeleniot integral za presmetuvawe 
dol`ina na kriva dadena so ravenkite x = x(t), y = y(t) e dobiena re-
lacijata ds 

2 = dx 
2 + dy 

2. Ako α e agolot me|u pozitivnata nasoka na 

oskata x i tangentata na krivata, toga{ tgα = 
dx
dy

= f ' (x) i spored toa  
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sinα = 
ds
dy

, cosα = 
ds
dx

, od kade se dobiva dx = dscosα, dy = dssinα. 

Toga{ lesno se dobivaat vrskite me|u krivoliniskite integrali 
od dvata tipa, dadeni so formulite:  

∫
AB

dsyxf ),(  = ∫
AB

dxyxf
αcos

1),(  = ∫
AB

dyyxf
αsin

1),( , 

∫
AB

dxyxP ),(  = ,  = , ∫
AB

dsyxP αcos),( ∫
AB

dyyxQ ),( ∫
AB

dsyxQ αsin),(

∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),(  = . ∫ +
AB

dsyxQyxP ]sin),(cos),([ αα

Vo vrskite e biten redosledot na to~kite A i B kaj krivoli-
niskite integrali od vtor tip,  bidej}i vo slu~aj na promena, t.e. 
namesto vdol` AB  da e vdol` BA, treba da se zeme  −sinα odnosno  
−cosα (sprotivna nasoka na vektorot na tangentata odnosno nega-
tivnata orientacija na krivata), dodeka krivoliniski integrali 
od prv tip ne ja menuvaat svojata vrednost. Isto taka e bitno da se 
naglasi deka ako funkcijata f(x, y) e funkcija vo odnos na koja se 
presmetuva krivoliniski integral od prv tip, toga{ funkcijata 

f(x, y)
αcos

1
, odnosno funkcijata f(x, y)

αsin
1  se funkciite vo odnos 

na koi se presmetuvaat krivoliniskite integrali od vtor tip. 
Istoto va`i za funkciite P(x, y), Q(x, y) kaj krivoliniskite inte-
grali od vtor tip  i funkciite P(x, y)cosα   i  Q(x, y)sinα kaj krivo-
liniskite integrali od prv tip. 

Definicija 7.8. Neka e dadena zatvorena prosta @ordanova 
glatka kriva K koja ograni~uva oblast D vo Dekartov pravoagolen 
koordinaten sistem. Velime deka za krivata K e izbrana pozitivna 
nasoka ako krivata e naso~ena sprotivno od strelkite na ~asovni-
kot (desen triedar) ili ako pri obikolkata na oblasta D vdol` 
krivata oblasta D ostanuva od leva strana. 

Teorema 7.3. (Grinova formula.) Neka P(x, y), Q(x, y), 
y
P
∂
∂

,
x
Q
∂
∂  

se neprekinati funkcii vo oblast koja ja sodr`i pravilnata 
oblast D koja e elementarna vo odnos na oskite x i y i ograni~ena 
so zatvorena prosta @ordanova glatka kriva (kontura K). Neka na 
konturata K e izbrana pozitivna nasoka (oblasta D ostanuva od 
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leva strana koga se dvi`i to~ka vdol` konturata). Toga{ e to~na 
formulata  

∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

D
dxdy

x
Q

y
P )(  = − ∫ +

K
dyyxQdxyxP ),(),(  

(vrska me|u dvoen i krivoliniski integral). 
Dokaz: Neka A i B se to~ki od konturata K so ekstremni aps-

cisi i C i E to~ki od konturata K so ekstremni ordinati  (crte` 
24). 

 
 
 
   

Crte` 24

y 

x0 a b

c

d
E

B

A 

C

D +

K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Neka AEB e kriva koja e grafik na funkcija f2(x), x∈[a, b], 
ACB kriva koja e grafik na funkcija f1(x), x∈[a, b], CAE kriva koja e 
grafik na funkcija g1(y), y∈[c, d], a CBE kriva koja e grafik na 
funkcija g 2(y), y∈[c, d], pri {to   

A(a,  f1(a)),    B(b,  f1(b)),   C(g1(c), c),     E(g1(d), d), 

f1(a) = f2(a),      f1(b) = f2(b),       g1(c) = g 2(c),       g1(d) = g 2(d), 

f1(x) ≤  f2(x) za x∈[a, b],         g1(y) ≤ g 2(y) za y∈[c, d]. 

Toga{  

∫∫ ∂
∂

D
dxdy

y
P

 = ∫∫ ∂
∂)(

)(

2

1

xf

xf

b

a
dy

y
Pdx  =  = ∫ −

b

a
dxxfxPxfxP ))](,())(,([ 12

∫
AEB

dxyxP ),(  −  = −  −  = −∫
ACB

dxyxP ),( ∫
BEA

dxyxP ),( ∫
ACB

dxyxP ),( ∫
K

dxyxP ),( . 

 152



§7. Krivoliniski integrali 

Ponatamu  

∫∫ ∂
∂

D
dxdy

x
Q

 = ∫∫ ∂
∂)(

)(

2

1

xg

xg

d

c
dx

x
Qdy  =  = ∫ −

d

c
dyyygQyygQ )]),(()),(([ 12

∫
CBE

dyyxQ ),(  −  =

 

+  = ∫
CAE

dyyxQ ),( ∫
CBE

dyyxQ ),( ∫
EAC

dyyxQ ),( ∫
K

dyyxQ ),( . 

Zna~i,  

∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

D
dxdy

x
Q

y
P )( = − ∫ +

K
dyyxQdxyxP ),(),( . 

So primena na Grinovata formula lesno mo`e da se dobie 
formulata za presmetuvawe na plo{tina na pravilna ramninska 
figura D, ograni~ena so zatvorena kriva K. Imeno, plo{tinata e 

ednakva na ∫ −
K

ydxxdy ][
2
1

, zemaj}i vo Grinovata formula P(x, y) = y, 

Q(x, y) = −x i koristej}i deka plo{tinata na ramninskata figura D 
e ednakva na . ∫∫

D
dxdy

Kaj funkciite od pove}e promenlivi za diferencijalniot 
izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy so teoremite 5.3 i 5.4 be{e poka`ano sled-

noto tvrdewe. Ako P(x, y), Q(x, y), 
y
P
∂
∂

, 
x
Q
∂
∂  se neprekinati funkcii 

vo zatvorena elementarna oblast D, toga{ postoi funkcija F dade-

na so ravenkata z = F(x, y) so osobina 
x
F
∂
∂

 = P(x, y),  
y
F
∂
∂  = Q(x, y), t.e. 

diferencijalniot izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy e nejzin totalen dife-

rencijal ako i samo ako 
y
P
∂
∂  = 

x
Q
∂
∂  vo site to~ki od oblasta D. 

Teorema 7.4. (Nezavisnost na krivoliniski integral od 

krivata.) Neka P(x, y), Q(x, y), 
y
P
∂
∂

, 
x
Q
∂
∂

se funkcii definirani i ne-

prekinati vo prosta ednosvrzna oblast D i neka AB⊂D e proizvol-

na prosta @ordanova glatka kriva. Ako 
y
P
∂
∂  = 

x
Q
∂
∂  vo site to~ki od 
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oblasta D,  toga{ krivoliniskiot integral  

ne zavisi od krivata koja gi povrzuva to~kite A i B.  

∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),(

Dokaz: Najprvin }e doka`eme deka krivoliniskiot inte-
gral vdol` koja bilo zatvorena prosta @ordanova glatka kriva e 
ednakov na nula.  

Neka AEB⊂D i ACB⊂D se dve proizvolni razli~ni krivi 
koi ne se se~at osven vo to~kite A i B (crte` 25).  
 

Crte` 25
x

y

0

A 

B

C

E 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Spored formulata na Grin vo odnos na oblasta D1⊂D 
ograni~ena so krivite AEB i ACB }e va`i:   

∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

1

)(
D

dxdy
x
Q

y
P

 = − ∫ +
ACBEA

dyyxQdxyxP ),(),( . 

Bidej}i va`i 
y
P
∂
∂  = 

x
Q
∂
∂  vo site to~ki od oblasta D, od 

poslednoto ravenstvo se dobiva:  

∫ +
ACBEA

dyyxQdxyxP ),(),(  = 0. 

Spored toa va`i ravenstvoto 

∫ +
ACB

dyyxQdxyxP ),(),(  +  = 0, ∫ +
BEA

dyyxQdxyxP ),(),(

 odnosno ravenstvoto  

∫ +
ACB

dyyxQdxyxP ),(),(  = . ∫ +
AEB

dyyxQdxyxP ),(),(
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Da zabele`ime deka e to~no i obratnoto tvrdewe, t.e. ako 
krivoliniskiot integral vdol` koja bilo @ordanova kriva koja 
pripa|a na D ne zavisi od krivata, toga{ va`i ravenstvoto  

y
P
∂
∂  = 

x
Q
∂
∂ . Dokazot se sproveduva vrz osnova na kontradiktornost. 

Ako krivata AB e dadena so parametarski ravenki x = x(t),   
y = y(t), t∈[α, β], A(x(α), y(α)), B(x(β), y(β)), spored uslovite na teore-
mata 7.4 postoi funkcija F takva {to dF(x, y) = P(x, y)dx + Q(x, y)dy. 
Toga{  

∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),(  =  = ∫
AB

yxdF ),( dt
dt

tytxdF
∫
β

α

))(),((
 = 

F(x(β), y(β)) − F(x(α), y(α)) = F(B) − F(A), 

{to zna~i deka krivoliniskiot integral se dobiva kako razlika 
od vrednostite na funkcijata F vo po~etnata i krajnata to~ka na 
krivata. 

 Ako krivata AB e prostorna @ordanova prosta glatka kri-
va dadena so parametarskite ravenki  

x = x(t), y = y(t), z = z(t),   t∈[α, β],   A(x(α), y(α), z(α)),   B(x(β), y(β), z(β)), 

toga{ krivoliniskite integrali od vtor tip  

∫
AB

dxzyxP ),,( ,      ,       ∫
AB

dyzyxQ ),,( ∫
AB

dzzyxR ),,(

vo odnos na koordinatite x, y i z se definiraat na ist na~in. 
Pod uslov funkciite P, Q, R od tri realni promenlivi da se 

neprekinati vo site to~ki od krivata AB, formulite za nivno 
presmetuvawe }e bidat dadeni so  

∫
AB

dxzyxP ),,(  = , ∫
β

α
dttxtztytxP )())(),(),(( &

∫
AB

dyzyxQ ),,(  = , ∫
β

α
dttytztytxQ )())(),(),(( &

∫
AB

dzzyxR ),,(  = . ∫
β

α
dttztztytxR )())(),(),(( &
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Dokolku vdol` ista kriva AB postojat trite krivoliniski 
integrali , , , se definira i 

krivoliniskiot integral: 

∫
AB

dxzyxP ),,( ∫
AB

dyzyxQ ),,( ∫
AB

dzzyxR ),,(

∫ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  =  + ∫
AB

dxzyxP ),,(

∫
AB

dyzyxQ ),,(  + . ∫
AB

dzzyxR ),,(

Primer 7.5.  Da se presmeta  

∫ ++
K

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( , 

kade {to P(x, y, z) = xz + y, Q(x, y, z) = yz − x, R(x, y, z) = x2 + y2 i K e 
zatvorena prostorna kriva dadena so ravenkite x2 + y2 = 1, z = 3.  

Re{enie:  Parametarskite ravenki na krivata K se  x = cost, 
y = sint, z = 3, t∈[0, 2π] i spored formulata  

I = (−3sintcost − sin∫
π2

0

2t + 3sintcost − cos2t)dt = −  = −2π. ∫
π2

0
dt

Ako 
y
R

x
R

z
Q

x
Q

z
P

y
P

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,,,,  se neprekinati funkcii vo site 

to~ki od pravilnata prostorna oblast G⊂R3 vo koja pripa|a pros-
tornata kriva AB i ako va`at uslovite  

z
Q

y
R

x
R

z
P

y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,,  

vo site to~ki od oblasta G, toga{ diferencijalniot izraz  

P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz 

e totalen diferencijal na nekoja funkcija F, pri {to  

x
F
∂
∂

 = P(x, y, z), 
y
F
∂
∂  = Q(x, y, z), 

z
F
∂
∂  = R(x, y, z). 

Vo toj slu~aj krivoliniskiot integral 

∫ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

ne zavisi od krivata AB⊂G, tuku samo od po~etnata to~ka A i 
krajnata to~ka B i e ednakov na F(B) − F(A) . 
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§8. POVR[INSKI INTEGRALI 
 

 So povr{ini vo prostor R3, vo koj e daden pravoagolen De-
kartov koordinaten sistem definiran so desen triedar, se sret-
navme vo analiti~kata geometrija vo prostor i kaj realna funk-
cija od dve realni promenlivi kako geometriska interpretacija na 
nejzin grafik. Ramninata be{e analiti~ki dadena so ravenkata  
Ax + By + Cz + D = 0, odnosno kako grafik na linearna realna funk-
cija od dve realni promenlivi.  

Ravenkata na povr{ina vo prostor R3, vo koj e daden pravo-
agolen Dekartov koordinaten sistem, be{e analiti~ki dadena so 
ravenkata z = f(x, y), pri {to povr{inata geometriski ja defini-
ravme kako mno`estvo to~ki so  

{(x, y, z)∈R3 | z = f(x, y), (x, y)∈Dxy⊂R2}, 

kade {to Dxy  e definicionata oblast na funkcijata f. Pritoa da 
zabele`ime deka postoi zaemno ednozna~no preslikuvawe me|u 
to~kite od oblasta Dxy i to~kite od povr{inata (vo soglasnost so 
definicijata na funkcija).  

Ako funkcijata f ima neprekinati prvi parcijalni izvodi 
vo oblasta Dxy, toga{ soodvetnata povr{ina se vika glatka povr-
{ina.  

So geometriska interpretacija kako glatki povr{ini vo 
pravoagolen Dekartov koordinaten sistem mo`at da se razgledu-
vaat i graficite na funkcii dadeni so ravenkite x = g(y, z), y =  
h(z, x), so definicioni oblasti koi pripa|aat vo koordinatnite 
ramnini Y0Z odnosno Z0X.  

Povr{ina Σ vo pravoagolen Dekartov koordinaten sistem 

mo`e da e dadena i so vektorska ravenka rr (x, y) = x i
r

 + y j
r

 + f(x, y) k
r

, 
kade {to rr (x, y) se radius-vektorite na to~kite od povr{inata. 
Pritoa, ako Σ e glatka povr{ina, mo`at da se definiraat izvodite 

xr
r
&  = i

r
 + 

x
f
∂
∂

k
r

, yr
r
&  = j

r
 + 

y
f
∂
∂

k
r

. Vektorskiot proizvod na ovie dva 

vektora e vsu{nost normalniot vektor na tangentnata ramnina na 
povr{inata vo soodvetna to~ka. Zna~i,   

nr  = xr
r
& × yr

r
&  =  − x

f
∂
∂ i

r
 − 

y
f
∂
∂ j

r
 + k

r
, 
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dodeka | n |
r

 
2 = | xr

r
& × yr

r
& | 2 = 1 + (

x
f
∂
∂

) 
2  + (

y
f
∂
∂

) 
2  > 0  za sekoe (x, y)∈Dxy   

( xr
r
& , yr

r
&  ne se kolinearni). 

Definicija 8.1.  Neka se dadeni Dekartov prostoren pravo-
agolen koordinaten sistem vo R3 = {(x, y, z) | x, y, z∈R} i ramnina W 
so daden pravoagolen Dekartov koordinatem sistem so koordinat-
ni oski u i v. Neka se dadeni tri realni funkcii od dve realni 
promenlivi so ravenkite x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v),  z = χ(u, v), definira-
ni vo oblasta Duv⊂W. Geometriskoto mesto to~ki  

Σ = {(x, y, z) | x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), (u, v)∈Duv} 

se vika povr{ina definirana so funkciite  ϕ, ψ, χ. Pritoa postoi 
obratnoednozna~no preslikuvawe me|u Duv i Σ. Ako funkciite ϕ, ψ, 
χ imaat neprekinati prvi parcijalni izvodi na oblasta Duv i ako 
va`i  

2

),(
),(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
vuD
yxD

 + 
2

),(
),(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
vuD
zyD

 + 
2

),(
),(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
vuD
zxD

 > 0 

na oblasta Duv , kade {to vo srednite zagradi se soodvetnite jako-
bijani, toga{ Σ se vika glatka povr{ina.  

Parametarskite ravenki na povr{inata Σ  mo`at da se za-
pi{at i so vektorska ravenka  

rr (u, v) = ϕ(u, v)  + ψ(u, v)i
r

j
r

 + χ(u, v) k
r

, 

a soodvetnite izvodi  i normalniot vektor so  

ur
r
&  = 

u∂
∂ϕ i

r
 + 

u∂
∂ψ j

r
 + 

u∂
∂χ k

r
, vr
r
&  = 

v∂
∂ϕ i

r
 + 

v∂
∂ψ j

r
 + 

v∂
∂χ k

r
, 

nr  = ur
r
& × vr

r
&   =  

v

u

v

u

∂
∂
∂
∂

∂
∂
∂
∂

χ

χ

ψ

ψ

i
r

 − 

v

u

v

u

∂
∂
∂
∂

∂
∂
∂
∂

χ

χ

ϕ

ϕ

j
r

 +

v

u

v

u

∂
∂
∂
∂

∂
∂
∂
∂

ψ

ψ

ϕ

ϕ

k
r

 

= 
),(
),(

vuD
zyD i
r

 − 
),(
),(

vuD
zxD j

r
 + 

),(
),(

vuD
yxD k

r
. 
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Spored toa, uslovot za glatka povr{ina vsu{nost e uslovot 

| ur
r
& × vr

r
& | 2   > 0, ∀(u, v)∈ Duv . 

Za poskrateno ozna~uvawe obi~no se koristat i slednite 
parametarski ravenki za povr{ina:  

x = x(u, v),   y = y(u, v),   z = z(u, v),     (u, v)∈Duv⊂R2, 

ili so vektorskata ravenka   

rr (u, v) = x(u, v)  + y(u, v)i
r

j
r

 + z(u, v) k
r

. 

 Dosta ~esto se upotrebuvaat skrateni oznaki za soodvetni 
izrazi.  Imeno, ako  

E = 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
u
x  + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
u
y  + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
u
z

,     F = 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
v
x  + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
v
y  + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
v
z

, 

G  = 
v
x

u
x

∂
∂
⋅

∂
∂  + 

v
y

u
y

∂
∂
⋅

∂
∂  + 

v
z

u
z

∂
∂
⋅

∂
∂  , 

toga{  | ur
r
& × vr

r
& | 2 = EF − G 2. 

Vektorot nr  e normalen vektor na povr{inata Σ i mo`eme 
da definirame soodveten edini~en normalen vektor so 

vu

vu

rr

rr
n r

&
r
&

r
&

r
&r

×

×
±=0 . 

 Da se potsetime deka glatka povr{ina Σ se definira i so 
ravenkata F(x, y, z) = 0, kade {to  F e realna funkcija od tri realni 
promenlivi, koja ima neprekinati prvi parcijalni izvodi na 
oblast D⊂R3, vo prostoren Dekartov pravoagolen koordinaten 
sistem  kako mno`estvo to~ki Σ = {(x, y, z)∈R3 | F(x, y, z) = 0}, pri 
{to va`i   

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
F

 + 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
F

 + 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
F

 > 0, ∀(x, y, z)∈Σ. 

Definicija 8.2. Neka Σ e glatka povr{ina vo prostoren 
Dekartov pravoagolen koordinaten sistem, zadadena so ravenkata  
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rr (u, v) = ϕ(u, v) i
r

 + ψ(u, v) j
r

 + χ(u, v) k
r

,    (u, v)∈Duv . 

Ako vo sekoja to~ka od povr{inata Σ  so edini~niot normalen 

vektor 
vu

vu

rr

rr
n r

&
r
&

r
&

r
&r

×

×
±=0  mo`e da se definira neprekinata funkcija, 

toga{ velime deka Σ e orientirana povr{ina so dve strani.  

Stranata za koja va`i znakot “+” se vika pozitivna, a 
drugata strana e negativna − oznaki Σ + odnosno Σ − . 

Primer  8.1.  Kako karakteristi~en primer za zatvorena 
orientirana glatka povr{ina }e ja razgledame sferata Σ zadadena 
so ravenkata F(x, y, z) ≡ x2 + y2 + z 

2 − R 
2 = 0 (R > 0). Navistina,  

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
F

 + 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
F

 + 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
F

 = 4(x2 + y 
2 + z 

2) = 4R 
2 > 0. 

Ako pak sferata e zadadena so parametarska vektorska 
ravenka  

rr (ϕ, θ) = R cosϕcosθ  + Ri
r

 sinϕcosθ j
r

 + R sinθ k
r

, 

0 ≤ ϕ ≤  2π , 
2
π

−  < θ  <
2
π

, 

toga{  | ϕr
r
& × θr

r
& | 2  = R 

4cos 
2θ  > 0.  

Kaj sferata, kako i kaj sekoja zatvorena glatka orientirana 
povr{ina, kako pozitivna strana se definira nadvore{nata 
strana, t.e. stranata definirana so edini~ni normalni vektori 
orientirani vo nasoka nadvor od sferata. 

Primer 8.2. Povr{inata (torus) definirana so ravenkata 

F(x, y, z) ≡ 022
2

22 =−+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ aybzx  

e glatka povr{ina, bidej}i  
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2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
F

 + 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
F

 +  
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
F

 = 2
2

22 44 ybzx +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+  > 0. 

Ako torusot e zadaden so parametarska vektorska ravenka 

rr (ϕ, θ) = (b + acosθ)cosϕ i
r

 + asinθ j
r

 + (b + acosθ)sinϕ k
r

, 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 

0 ≤ θ ≤ 2π,  toga{  | ϕr
r
& × θr

r
& | 2  = a2(b + acosθ) > 0. 

Neka Σ  e glatka povr{ina definirana vo Dekartov prosto-
ren pravoagolen koordinaten sistem so grafikot Gf na funkcijata 
z = f(x, y), definirana vo oblasta Dxy⊂R2. Toga{ Σ e sigurno orien-
tirana povr{ina so dve strani. Spored definicijata pozitivnata 
strana e opredelena so edini~ni normalni vektori  koi zafa}aat  
ostar agol so  oskata z.  

Kako primer da ja razgledame koordinatnata ramnina X0Y. 
Gornata strana, t.e. stranata koja se gleda od pozitivnata nasoka na 
oskata z, e pozitivna strana, bidej}i sekoj normalen edini~en vek-

tor na  koordinatnata ramnina X0Y e kolinearen so vektorot k
r

 
(zafa}a agol 0).  

Op{to zemeno, toa va`i i za sekoja glatka povr{ina Σ vo 
Dekartov prostoren pravoagolen koordinaten sistem, definirana 
so grafikot Gf na funkcijata z = f(x, y), bidej}i normalniot vektor 

e daden so nr  = − 
x
f
∂
∂ i

r
− 

y
f
∂
∂ j

r
 + k

r
, {to prirodno zna~i deka agolot  

γ  na   so oskata z e ostar. Navistina,  nr

cosγ = 
22

1

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
y
z

x
z

 > 0. 

 Dokolku Σ e glatka povr{ina definirana vo Dekartov pro-
storen pravoagolen koordinaten sistem so graficite na funkci-
ite x = g(y, z) odnosno y = h(z, x), toga{ soodvetna pozitivna strana e 
onaa koja e opredelena so edini~ni normalni vektori na povr{i-
nata Σ koi zafa}aat ostar agol so oskata x odnosno so oskata y.    
 Vo ovie slu~ai da zabele`ime deka taka definiranata ori-
entacija se odnesuva samo na glatki povr{ini vo Dekartov prosto-
ren pravoagolen koordinaten sistem (desen triedar), zadadeni so 
grafici na funkcii.  
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 Vo ovaa glava }e se razgleduvaat samo orientirani povr{i-
ni. Postojat i drugi povr{ini koi ne se orientirani, naprimer 
Mobiusoviot list. 

Neka e dadena glatka povr{ina Σ koja vo Dekartov prosto-
ren koordinaten sistem e geometriska interpretacija na grafik 
na funkcija dadena so ravenkata z = f(x, y), definirana vo pravoa-
golnikot Dxy = [a, b]×[c, e] i neprekinata zaedno so svoite prvi par-
cijalni izvodi vo Dxy (crte` 26). Neka πnm e edna podelba na Dxy so 
delbeni to~ki Ai j (xi, yj), i = 0,n, j = 0,m, pri {to a = x0 < x1 <...< xn = b,  
c = y0 < y1 <...< ym = e  i dijametar na podelbata:  

dnm = 22

0
0
max ji

mj
ni

yx Δ+Δ
≤≤
≤≤

 . 

Pravoagolnicite Dij = [xi, xi+1]×[yj, yj+1], so temiwa vo to~kite 
Ai j, Ai + 1, j, Ai + 1, j + 1, Ai, j + 1, imaat plo{tina ΔPij = Δxi Δyj, kade {to Δxi =  
xi+1 − xi, Δyj = yj+1 − yj , i = 0,n−1, j = 0,m−1.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Neka BBi j (xi, yj, f(xi, yj)) se to~ki od povr{inata Σ ~ii proek-

cii na ramninata X0Y se to~kite Ai j. Formirame pravoagolnici Pi j 
so edno teme vo to~kite BijB  i strani paralelni so vektorite 

z 

Σ 

y 0 

Bij 

xi 

x

nr  

yj yj+1 

Aij D 

xi+1 

Crte` 26 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=

y
Af

t ij
y j

)(
,1,0

r
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=

x
Af

t ij
xi

)(
,0,1

r
, odnosno pravoagolnici defi-

nirani so vektorite Δxi
ixt
r

 i Δyj jyt
r

so po~etna to~ka BBi j (tie se delo-

vi od tangentnite ramnini na povr{inata Σ vo to~kite Bi jB ). 
Plo{tinite na ovie pravoagolnici se dadeni so:  

ΔSi j = |Δxi 
ixt
r
×Δyj jyt

r
| = | ×

ixt
r

jyt
r

|ΔxiΔyj = | )( ijij Bnr | ΔPi j = 

ij
ijij P

y
Af

x
Af

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

22 )()(
1 . 

Sumata od vidot  

∑∑
−

=

−

=
Δ

1

0

1

0

n

i

m

j
ijS  = ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0

n

i

m

j
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ijij yx
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Af

x
Af

ΔΔ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

22 )()(
1  

vsu{nost e integralna suma σ(πnm) na funkcijata 

22

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
y
f

x
f

 

vo odnos na podelbata πnm na pravoagolnikot Dxy, pri specijalen 
izbor na to~ka od pravoagolnicite Di j (ednoto teme Ai j).  

Bidej}i funkcijata 
22

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
y
f

x
f

spored uslovot e 

neprekinata na Dxy, pri grani~en proces dnm →0 }e postoi dvoen 
integral  

dxdy
y
f

x
f

xyD
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
22

1 . 

Geometriski gledano, integralnata suma e suma od plo{-
tini na delovi od tangentni ramnini (plo~ki) so koi e poplo~ena 
povr{inata. Spored toa, pri grani~en proces taa suma }e  ima 
granica  koja prirodno mo`e da definira  plo{tina na delot od 
povr{inata Σ nad pravoagolnikot Dxy .  
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Definicija 8.3. Neka e dadena povr{ina Σ vo Dekartov pra-
voagolen koordinaten sistem, kako grafik na funkcija f dadena so 
ravenkata z = f(x, y), definirana na pravoagolnikot Dxy = [a, b]×[c, e], 
pri {to funkcijata i nejzinite prvi parcijalni izvodi se nepre-
kinati funkcii na Dxy . So brojot  

S = dxdy
y
f

x
f

xyD
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
22

1  

se definira plo{tina na del od orientiranata glatka povr{ina Σ 
nad pravoagolnikot Dxy . 

Dokolku oblasta Dxy  e pravilna oblast i ne e pravoagolnik, 
toga{ vo definicijata se zema pravoagolnik vo koj se sodr`i taa 
oblast i so dodefinirawe na nova funkcija, koja }e ima vrednost 
nula vo to~kite od pravoagolnikot koi ne pripa|aat vo oblasta, so 
istata formula se definira plo{tina na del od povr{inata nad 
pravilnata oblast Dxy .  

Ako povr{inata Σ e dadena so parametarski ravenki x =  
x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) vo Dekartov pravoagolen koordinaten 
sistem, kade {to x(u, v), y(u, v), z(u, v) se realni funkcii od dve 
realni promenlivi u i v, neprekinati zaedno so svoite prvi 
parcijalni izvodi vo pravilnata oblast Duv⊂R2, toga{ definira-
weto na plo{tina na del od povr{inata Σ nad oblasta Duv e ana-
logno na ve}e ka`anoto.  

Pritoa, koga Duv e pravoagolnik, pri soodvetna podelba πnm  
}e imame pravoagolnici Di j so temiwa vo to~kite  

Ai j(ui,vj),   Ai + 1,  j (ui+1, vj),   Ai + 1, j+1 (ui+1, vj+1),   Ai, j + 1 (ui, vj+1), 

so plo{tini ΔPij = Δui Δvj, kade {to  Δui = ui+1 − ui, Δvj = vj+1 − vj,  
i = 0,n−1, j = 0,m−1, to~kiteBBi j

 (x(ui ,vj), y(ui, vj), z(ui, vj)) se to~ki od 
povr{inata Σ, i paralelogrami Pi j so edno teme vo to~kite Bi jB   i 
strani paralelni so vektorite:  
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so plo{tini dadeni so  
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ΔSij = |Δui
iut
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×Δvj jvt
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Toga{ pri grani~en proces 

dnm = 22

0
0
max ji

mj
ni

vu Δ+Δ
≤≤
≤≤

→ 0 

plo{tinata na del od povr{inata Σ nad oblasta Duv }e bide defi-
nirana so brojot   

S = dudv
vu
yx

vu
xz

vu
zy

uvD
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∫∫ . 

 Ako povr{inata Σ  e dadena so vektorskata ravenka  

rr (x, y) = x  + yi
r

 j
r

 + f(x, y) k
r

, 
toga{  

S = ∫∫ ×
xyD

yx dxdyrr
r
&

r
& , 

a ako e dadena so vektorskata ravenka  

rr (u, v) = ϕ(u, v)  + ψ(u, v)i
r

j
r

 + χ(u, v) k
r

, 
toga{  

S = ∫∫ ×
uvD

vu dudvrr
r
&

r
& . 

Primer 8.3. Da se najde plo{tina na sfera so radius R.  

Re{enie: Spored primer 8.1 i soodvetnata formula se dobi-
va 

S = ∫∫ ×
uvD

vu dudvrr
r
&

r
&  = ∫∫ ×

ϕθ

θϕθϕ
D

ddrr
r
&

r
& = R 

2 ∫∫
ϕθ

θϕθ
D

dd|cos| = 4R 
2π . 

Primer 8.4. Da se najde plo{tina na torus.  

Re{enie: Spored primer 8.2 i soodvetnata formula se dobi-
va 

S = ∫∫ ×
uvD

vu dudvrr
r
&

r
&  = ∫∫ ×

ϕθ

θϕθϕ
D

ddrr
r
&

r
& =  = 4abπ∫∫ +

ϕθ

θϕθ
D

ddaba )cos( 2. 
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Ako γi j e agol {to go zafa}a normalniot vektor nr (BBi j) so po-
zitivnata nasoka na oskata z, toga{  

cosγi j  =
22 )()(

1
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⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

y
Af

x
Af ijij

 , 

od kade so zamena vo vrskata  

ΔSi j = ij
ijij P

y
Af

x
Af

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

22 )()(
1  

se dobiva ΔPi j = cosγi j ΔSi j. Stavaj}i Δxi = dx, Δyj = dy, ΔSi j = dS, se do-
biva vrskata dxdy = cosγ dS, odnosno  

dS = dxdy
y
f

x
f

22

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+ . 

Ako pak povr{inata e dadena so parametarski ravenki, to-
ga{ se dobiva vrskata dudv = cosγ dS, odnosno  

dS = dudv
vu
yx

vu
xz

vu
zy

222

),(
),(

),(
),(

),(
),(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ . 

 
8.1. Povr{inski integral vo odnos na povr{ina 

 
Neka se dadeni orientirana glatka povr{ina Σ, koja e gra-

fik na funkcija f  dadena so ravenkata z = f(x, y) vo Dekartov pravo-
agolen prostoren koordinaten sistem, i pravoagolnik Dxy⊂R2 koj e 
proekcija na povr{inata Σ vrz ramninata X0Y, pri {to funkcijata 
f e definirana i ima neprekinati prvi parcijalni izvodi na Dxy.  

Neka πnm e edna podelba na Dxy so dijametar  

dnm = 22

0
0
max ji

mj
ni

yx Δ+Δ
≤≤
≤≤

 

i neka ΔSi j  se plo{tini na pravoagolnici Pi j definirani so 
vektorite Δxi

ixt
r

 i Δyj jyt
r

so po~etna to~ka BBi j∈Σ. 

Neka e dadena realna funkcija P(x, y, z) od tri realni pro-
menlivi, definirana na mno`estvo G⊂R3 taka {to Σ⊂G, i neka  
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(ξ i, η j, f(ξ i, η j)) e proizvolna to~ka od pravoagolnikot Pi j, pri {to  
xi ≤ ξ i ≤ xi+1, yj ≤ ηj ≤ yj+1, i = 0,n−1, j = 0,m−1.  

Formirame integralna suma od vidot  

σ(πnm) =  ∑∑
−

=

−

=
Δ

1

0

1

0
)),(,,(

n

i

m

j
ijjiji SfP ηξηξ

za funkcijata P vo odnos na povr{inata Σ za podelbata πnm i izbo-
rot na to~kite (ξ i, η j, f(ξ i, η j)). 

Definicija 8.4. Ako postoi granica I od integralnite sumi 

σ(πnm) =  ∑∑
−

=

−

=
Δ

1

0

1

0
)),(,,(

n

i

m

j
ijjiji SfP ηξηξ

koga dnm → 0, koja ne zavisi od izborot na to~kite (ξ i, η j, f(ξ i, η j)), 
toga{ velime deka postoi povr{inski integral od funkcijata P vo 
odnos na pozitivnata strana na povr{inata Σ 

+ (povr{inski inte-
gral od prv tip) ednakov na taa granica so oznaka  . ∫∫

+Σ

dSzyxP ),,(

Teorema 8.1. (Formula za presmetuvawe povr{inski inte-
gral od prv tip.) Ako funkcijata P(x, y, z) e neprekinata vo site 
to~ki od povr{inata Σ koja e grafik na funkcijata z = f(x, y) i ~ija 
proekcija na ramninata X0Y e pravoagolnikot Dxy, toga{ va`i for-
mulata  

∫∫
+Σ

dSzyxP ),,(  = dxdy
y
f

x
fyxfyxP

xyD
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
22

1)),(,,( . 

Ova tvrdewe lesno se poka`uva, bidej}i integralnite sumi 
σ(πnm) se integralni sumi i za slo`enata  funkcija 

P(x, y, f(x, y))
22

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
y
f

x
f , 

koja e neprekinata na Dxy.  
Dokolku oblasta Dxy  e pravilna oblast i ne e pravoagolnik, 

toga{ vo definicijata se zema pravoagolnik vo koj se sodr`i taa 
oblast i so dodefinirawe na nova funkcija, koja }e ima vrednost 
nula vo to~kite od pravoagolnikot koi ne pripa|aat vo oblasta, se 
dobiva istata formula. 
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 Ako povr{inata Σ e dadena so parametarski ravenki x =  
x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), kade {to x(u, v), y(u, v), z(u, v) se realni 
funkcii od dve realni promenlivi u i v, neprekinati zaedno so 
svoite prvi izvodi vo pravoagolnikot Duv⊂R2, pri {to va`i  

(u1, v1) ≠ (u2, v2) ⇒ 
(x(u1, v1), y(u1, v1), z(u1, v1))  ≠ (x(u2, v2), y(u2, v2), z(u2, v2)), 

toga{ pri grani~en proces  dnm = 22

0
0
max ji

mj
ni

vu Δ+Δ
≤≤
≤≤

→ 0 kaj soodvet-

ni podelbi na Duv za funkcijata P(x, y, z) analogno se definira 
povr{inski integral .  ∫∫

Σ
dSzyxP ),,(

Ako pak funkcijata P(x, y, z) e neprekinata vo to~kite od 
povr{inata Σ, toga{ formulata za presmetuvawe e dadena so 

∫∫
Σ

dSzyxP ),,(  = 

∫∫
uvD

vuzvuyvuxP )),(),,(),,(( dudv
vu
yx

vu
xz

vu
zy

222

),(
),(

),(
),(

),(
),(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ . 

Dokolku oblasta Duv  e pravilna oblast i ne e pravoagolnik, 
toga{ vo definicijata se zema pravoagolnik vo koj se sodr`i taa 
oblast i so dodefinirawe na nova funkcija, koja }e ima vrednost 
nula vo to~kite od pravoagolnikot koi ne pripa|aat vo oblasta, se 
dobiva istata formula. 

Ovie povr{inski integrali se definirani vo odnos na po-
zitivnata strana na povr{inata Σ so oznaka Σ 

+. Dokolku se bara 
povr{inski integral vo odnos na negativnata strana na povr{ina-
ta so oznaka Σ −, toga{ spored definicijata se zema = − .  ∫∫

−Σ
∫∫
+Σ

Ako Σ ograni~uva pravilna prostorna zatvorena oblast, 
toga{ za nejzina pozitivna strana se zema nadvore{nata strana. 

Ako povr{inata Σ e dadena so ravenki preku soodvetni 
funkcii koi ne gi zadovoluvaat uslovite dadeni so definicijata, 
toga{ za koristewe na formulite za presmetuvawe na povr{in-
skiot integral preku dvoen integral povr{inata se deli na kone-
~en broj delovi koi gi zadovoluvaat uslovite i potoa se koristi 
osobinata za aditivnost. 
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  Primer 8.5.  = ? Σ: x + y + z = 1, x, y, z ≥ 0. ∫∫
Σ

zdS

Bidej}i Dxy = {(x y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x} i z = 1 − x − y, 
spored soodvetnata formula se dobiva  

I = dxdyyx
xyD
∫∫ ++−− 111)1(  = 

6
12 . 

 
8.2. Povr{inski integral vo odnos na koordinatni ramnini 

 
Definicija 8.5. Neka e dadena povr{ina Σ vo Dekartov pra-

voagolen koordinaten sistem kako grafik na funkcija f  dadena so 
ravenkata z = f(x, y) so definiciona oblast pravoagolnik Dxy i neka 
e dadena realna funkcija R(x, y, z) od tri realni promenlivi, defi-
nirana vo oblasta G⊂R3 koja ja sodr`i Σ. Neka πnm  e podelba na Dxy  

so dijametar dnm = 22

0
0
max ji

mj
ni

yx Δ+Δ
≤≤
≤≤

.  

Ako pri grani~en proces dnm → 0 kaj soodvetni podelbi πnm  
na Dxy postoi granica na integralni sumi od vidot  

σ(πnm) = , ∑∑
−

=

−

=
ΔΔ

1

0

1

0
)),(,,(

n

i

m

j
jijiji yxfR ηξηξ

definirani so soodvetni podelbi na Dxy nezavisno od izborot na 
to~kite (ξi, ηj, f(ξi, ηj))∈Σ, toga{ velime deka postoi povr{inski 
integral od funkcijata R(x, y, z) za povr{inata Σ vo odnos na koor-
dinatnata ramnina X0Y (povr{inski integral od vtor tip) ednakov 
na taa granica so oznaka ∫∫ . Pritoa toj e definiran vo 

odnos na pozitivnata strana na  povr{inata Σ i oskata z. 
Σ

dxdyzyxR ),,(

Ako funkcijata R(x, y, z) e neprekinata funkcija vo site 
to~ki od povr{inata Σ, toga{ lesno se doka`uva soodvetnata for-
mula za presmetuvawe na povr{inskiot integral:  

∫∫
Σ

dxdyzyxR ),,(  = , ∫∫
xyD

dxdyyxfyxR )),(,,(

kade {to pravoagolnikot  Dxy e proekcija na povr{inata Σ vrz 
koordinatnata ramnina X0Y.  

Dokolku oblasta Dxy  e pravilna oblast i ne e pravoagolnik, 
toga{ vo definicijata se zema pravoagolnik vo koj se sodr`i taa 
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oblast i so dodefinirawe na nova funkcija, koja }e ima vrednost 
nula vo to~kite od pravoagolnikot koi ne pripa|aat vo oblasta, se 
dobiva istata formula. 

Vo slu~aite koga povr{inata Σ e dadena so ravenkite y = 
g(x, z), odnosno x = h(y, z), kade {to funkciite g odnosno h  se defi-
nirani vo pravilnite oblasti  Dxz odnosno Dyz (oblasti od ramnini-
te X0Z odnosno Y0Z koi se proekcii na povr{inata Σ vrz niv), to-
ga{ so pomo{ na realnite funkcii Q(x, y, z), P(x, y, z), definirani 
vo oblast koja ja sodr`i povr{inata Σ, na analogen na~in se defi-
niraat i povr{inskite integrali vo odnos na koordinatnata ram-
nina X0Z, odnosno koordinatnata ramnina Y0Z, so oznaki 

 odnosno . Pritoa pozitivna strana 

na povr{inata Σ se opredeluva vo odnos na oskata y  odnosno x.  

∫∫
Σ

dxdzzyxQ ),,( ∫∫
Σ

dydzzyxP ),,(

Ako pak soodvetnite funkcii Q(x, y, z), P(x, y, z) se nepreki-
nati vo site to~ki od povr{inata Σ, toga{ lesno se poka`uva deka 
soodvetnite formuli za presmetuvawe na soodvetnite povr{inski 
integrali so dvojni integrali }e bidat dadeni so 

∫∫
Σ

dxdzzyxQ ),,(  = , ∫∫
xzD

dxdzzzxgxQ ))),,(,(

∫∫
Σ

dydzzyxP ),,(  = . ∫∫
yzD

dydzzyzyhP )),),,((

Sumata 

∫∫
Σ

dydzzyxP ),,(  +  + , ∫∫
Σ

dxdzzyxQ ),,( ∫∫
Σ

dxdyzyxR ),,(

pod uslov da postojat site tri povr{inski integrali nad ista 
povr{ina Σ, se ozna~uva so 

∫∫ ++
Σ

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( . 

Ovie povr{inski integrali se definirani  vo odnos na po-
zitivnata strana na povr{inata Σ so oznaka Σ +, zemena za trite 
integrali posebno. Dokolku se bara povr{inski integral vo odnos 
na negativnata strana na povr{inata so oznaka Σ −, toga{ spored 
definicijata se zema = − . Ako povr{inata e zatvorena, to-

ga{ kako pozitivna strana se definira nadvore{nata strana.  

∫∫
−Σ

∫∫
+Σ
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Ako povr{inata Σ e dadena so ravenki preku soodvetni 
funkcii koi ne gi zadovoluvaat uslovite dadeni so definicijata,  
toga{ za koristewe na formulite za presmetuvawe na povr{inski 
integral preku dvoen integral povr{inata se deli na kone~en broj 
delovi koi gi zadovoluvaat uslovite i potoa se koristi osobinata 
za aditivnost. 

Primer 8.6. Da se re{i , Σ: x∫∫
Σ

xyzdxdy  
2 + y 

2 + z 
2 = 1, vo odnos 

na: 
a)   nadvore{nata strana na sferata;  
b)  nadvore{nata strana na ~etvrtina od sferata, x ≥ 0, y ≥ 0,  

             z ≥ 0.  

  Re{enie: a)  Za da se upotrebi formulata za presmetuvawe, 
povr{inata Σ se pretstavuva kako unija od dve povr{ini:  

Σ 
1: x 

2 + y 
2 + z 

2 = 1, z ≥ 0,        Σ 2: x 
2 + y 

2 + z 
2 = 1, z ≤ 0. 

Bidej}i  Dxy = {(x, y) | x 
2 + y 

2 ≤ 1}, 

∫∫
Σ

xyzdxdy  =  +  =  −  = ∫∫
+
1Σ

xyzdxdy ∫∫
−
2Σ

xyzdxdy ∫∫
+

1Σ

xyzdxdy ∫∫
+
2Σ

xyzdxdy

dxdyyxxy
xyD
∫∫ −− 221  − dxdyyxxy

xyD
∫∫ −−− )1( 22  = 

=2 dxdyyxxy
xyD
∫∫ −− 221  = 0. 

  b) Ako povr{inata e ~etvrtina od sferata so ograni~uvawe 
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, toga{   

Dxy = {(x, y) | x 
2 + y 

2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}  
i 

I = dxdyyxxy
xyD
∫∫ −− 221  = ∫ ∫ −

2

0

1

0

21sincos

π

ρρρϕϕρϕ dd  =
15
2

. 

Zna~i, = ∫∫
Σ

xyzdxdy
15
2

.  
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Postoi tesna vrska me|u povr{inskite integrali od prv i 
vtor tip dadena so relaciite:  

∫∫
Σ

dydzzyxP ),,( = , ∫∫
Σ

αdSzyxP cos),,(

∫∫
Σ

dxdzzyxQ ),,( = , ∫∫
Σ

βdSzyxQ cos),,(

∫∫
Σ

dxdyzyxR ),,( =  , ∫∫
Σ

γdSzyxR cos),,(

∫∫ ++
Σ

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  = 

∫∫ ++
Σ

γβα dSzyxRzyxQzyxP ]cos),,(cos),,(cos),,([ , 

kade {to α, β i γ se agli koi gi zafa}aat normalite na povr{inata 
Σ so pozitivnite nasoki na oskite x, y i z soodvetno.  

Za povr{inskite integrali vo odnos  na zatvorena povr{i-
na Σ se koristi i oznakata ∫∫

Σ
. 

Analogno na teoremata na Grin za vrskata me|u  krivolini-
skite integrali i dvojnite integrali, kaj povr{inskite integrali 
postoi vrska me|u povr{inskite integrali i trojnite integrali, 
dadena preku teoremata na Gaus-Ostrogradski. 

Teorema 8.2. (Gaus-Ostrogradski) Neka G⊂R3
 e prostorna 

zatvorena oblast ograni~ena so zatvorena povr{ina Σ. Neka Σ 
+ e 

pozitivna strana na Σ. Ako se dadeni realni funkcii P(x, y, z),  
Q(x, y, z), R(x, y, z), neprekinati  со своите први парцијални изводи vo 
oblasta G (sekako i vo to~kite od Σ), toga{ e to~no ravenstvoto: 

∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

G
dxdydz

z
R

y
Q

x
P

 = 

, ∫∫
+

++
Σ

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(

kade {to povr{inskiot integral e vo odnos na nadvore{nata stra-
na na zatvorenata povr{ina Σ.  

Dokaz: Neka G e pravilna oblast elementarna vo odnos na 
trite koordinatni ramnini (pravi paralelni so koordinatnite 
oski ja se~at Σ najmnogu vo dve to~ki).  
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Neka Dxy e proekcija na Σ vrz ramninata X0Y i neka Σ1 i  Σ2 
se dva dela na  Σ,  pri {to Σ = Σ1∪Σ2, koi se grafici na funkcii f1 i 
f2 ~ii ravenki se z = f1(x, y), z = f2(x, y), taka {to  

∀(x, y)∈Dxy,        f1(x, y) ≤ f2(x, y)  

(crte` 27). Toga{ 

∫∫∫ ∂
∂

G
dxdydz

z
R

 = dxdydz
z
R

xyD

yxf

yxf
∫∫ ∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂),(

),(

2

1

 = 

[ ]∫∫ −
xyD

dxdyyxfyxRyxfyxR ),(,,(),(,,( 12  =  − ∫∫
2

),,(
Σ

dxdyzyxR

∫∫
−

1

),,(
Σ

dxdyzyxR  =  −[− ] = ∫∫
2

),,(
Σ

dxdyzyxR ∫∫
1

),,(
Σ

dxdyzyxR

∫∫
Σ

dxdyzyxR ),,( . 

Znakot minus se javuva zatoa {to povr{inskiot integral se 
presmetuva vo odnos na nadvore{nata strana od zatvorenata povr-
{ina Σ i vo toj slu~aj normalite na povr{inata Σ1 zafa}aat tap 
agol so pozitivnata nasoka na oskata z. 

 
 
 

z

x

y
0

Dxy

Σ1

Σ2

Crte` 27
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Na ist na~in se poka`uva deka  

∫∫∫ ∂
∂

G
dxdydz

x
P

 = , ∫∫
Σ

dydzzyxP ),,( ∫∫∫ ∂
∂

G
dxdydz

y
Q

 = ,  ∫∫
Σ

dxdzzyxQ ),,(

od kade so sobirawe se dobiva baranoto ravenstvo. 
 

So koristewe na vrskite me|u dvata tipa povr{inski inte-
grali, formulata mo`e da se zapi{e i vo sledniot vid:  

∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

G
dxdydz

z
R

y
Q

x
P

= 

( )∫∫ ++
Σ

γβα dSzyxRzyxQzyxP cos),,(cos),,(cos),,( . 

Primer 8.7.  = ? Σ: x∫∫ ++
Σ

yzdxdydxdzyxydydz 2
 
2 + y 

2 + z 
2 = a 

2, 

nadvore{na strana na sferata. 
Spored teoremata na Gaus-Ostrogradski se dobiva:  

I =  = 3∫∫∫
G

ydxdydz3 ∫∫ ∫
−

a

ddd
0

3
2

0

2

2

2 cossin ρρθθϕϕ
π

π

π
 = 

2
3 a 

4π. 

Pritoa G e topkata  x 
2 + y 

2 + z 
2 ≤ a 

2, a trojniot integral e re{en so 
zamena vo sferni koordinati. 

Posledica 8.1. Ako vo formulata na Gaus-Ostrogradski se 
zemat specijalni slu~ai  

P(x, y, z) = x,    Q(x, y, z) = R(x, y, z) = 0; 

P(x, y, z) = Q(x, y, z) = 0,    R(x, y, z) = z; 

P(x, y, z) = 0,   Q(x, y, z) = y,   R(x, y, z) = 0, 

}e se dobie  

∫∫∫
G

dxdydz  =  =  = , ∫∫
Σ

xdydz ∫∫
Σ

ydxdz ∫∫
Σ

zdxdy

od kade se dobiva formulata za presmetuvawe na volumen V na te-
loto ograni~eno so oblasta G:  

 174



§8. Povr{inski integrali 

V = ∫∫ ++
Σ

zdxdyydxdzxdydz
3
1 , 

so pomo{ na povr{inski integral. 

Primer 8.8. Da se presmeta  

( )∫∫ ++
Σ

γβα dSzyx coscoscos  = ,  ∫∫ ++
Σ

ydxdzxdydzzdxdy

kade {to Σ e nadvore{nata strana na sferata x 
2 + y 

2 + z 
2 = R 

2.  
Re{enie: Spored formulata od posledica 8.1 se dobiva  

I = 3V, kade {to V = 
3

3
4 Rπ  e volumenot na topka so radius R, so {to  

I   =  4πR 
3.  

Inaku volumenot na topka mo`e da se dobie so dvoen inte-
gral:  

V = 2  = 2∫∫
xyD

zdxdy ∫ ∫ −
π

ρρρϕ
2

0 0

22 dRd
R

 = 3

3
4 Rπ , 

kade {to Dxy  = {(x, y) |x 
2 + y 

2 ≤ R 
2 }, z = 222 yxR −− .  

Povr{inskiot integral mo`e da se presmeta i neposredno 
so formulata za presmetuvawe preku dvoen integral. Imeno,  

I1 =  =  +  =  −  = ∫∫
Σ

zdxdy ∫∫
+

1

1
Σ

dxdyz ∫∫
−

2

2
Σ

dxdyz ∫∫
+

1

1
Σ

dxdyz ∫∫
+

2

2
Σ

dxdyz

dxdyyxR
xyD
∫∫ −− 222  − dxdyyxR

xyD
)( 222∫∫ −−−  = 

2 dxdyyxR
xyD
∫∫ −− 222  = 2 ∫ ∫ −

π

ρρρϕ
2

0 0

22 dRd
R

 = 3

3
4 Rπ , 

kade {to  

Dxy = {(x, y) | x 
2 + y 

2 ≤ R 
2},   z1 = 222 yxR −− ,   z2 = − 222 yxR −− , 

Σ1, Σ2 se gornata i dolnata polusfera. Bidej}i   

I1 = I2 =  = I∫∫
Σ

xdydz 3 =  = ∫∫
Σ

ydxdz 3

3
4 Rπ , 

se dobiva I = I1 + I2 + I3 = 4πR 
3. 
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Primer 8.9. Da se najde , Σ:  x∫∫ ++
Σ

xydxdzxzdydzyzdxdy  
2 + y 

2 = 

R 
2, x = 0, y = 0, z = 0, z = H.  

Spored teoremata na Gaus-Ostrogradski se dobiva:  

I =  = ∫∫∫ ++
G

dxdydzyxz )( ∫ ∫ ∫
−

++
R xR H

dzzyxdydx
0 0 0

22

)(  = 

H ∫ ∫ ++
2

0 0
)

2
sincos(

π

ρρϕρϕρϕ
R

dHd  = HR 2(
83

2 πHR
+ ). 

Pritoa G e prostorna oblast ograni~ena so Σ, a trojniot 
integral e re{en so zamena vo cilindri~ni koordinati. 

Postoi tesna vrska me|u povr{inskite integrali i krivo-
liniskite integrali vdol` zatvorena prostorna kriva, kako obop-
{tuvawe na formulata na Grin. Taa vrska e iska`ana so Stoksova-
ta formula dadena so slednata teorema: 

Teorema 8.3. (Stoks) Neka e dadena ednostavna zatvorena 
oblast G⊂R3, elementarna vo odnos na trite koordinatni ramnini,  
neka e dadena ednostavna pravilna povr{ina Σ (pravi paralelni so 
koordinatnite oski ja se~at Σ najmnogu vo dve to~ki), ograni~ena 
so zatvorena prostorna prosta glatka @ordanova  kriva G, dadena 
so parametarskite ravenki x = x(t), y = y(t), z = z(t), t∈[α, β], pri {to 
Σ⊂G. Neka Σ 

+ e pozitivnata strana na povr{inata Σ i neka α, β, γ  
se aglite koi normalite na povr{inata Σ gi zafa}aat so pozitiv-
nite nasoki na oskite x, y, z. 

Neka P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) se dadeni realni funkcii od 
tri realni promenlivi koi se definirani na G i imaat neprekina-
ti prvi parcijalni izvodi vo G. Toga{ e to~na formulata:  

∫ ++
G

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( = 

= ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

Σ
γβα dS

y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R coscoscos , 

odnosno formulata: 
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∫ ++
G

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( =

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

Σ
dxdy

y
P

x
Qdxdz

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R

. 

Dokaz: Neka povr{inata Σ e grafik na funkcijata f dadena 
so ravenkata z = f(x, y), kade {to  f e funkcija definirana na mno-
`estvo Dxy⊂R2.  Neka zatvorenata kriva L  e proekcija na zatvore-
nata prostorna kriva G vrz ramninata X0Y (crte` 28.).  
      
 Σz 
 

+ 
 G
 
 
 
 
 
 
 
 

Definirame nova funkcija PP

* od dve realni promenlivi so 
ravenkata P*

P (x, y) = P(x, y, f(x, y)), na mno`estvoto Dxy, koe e vsu{nost 
proekcija na povr{inata Σ vrz ramninata X0Y. Toga{ 

= , bidej}i krivata G e dadena so ravenkite 

x = x(t), y = y(t), z = f(x(t), y(t)), t∈[α, β], (G⊂Σ

∫
G

dxzyxP ),,( ∫
L

dxyxP ),(*

 ), a krivata L, kako 
ramninska, e dadena so ravenkite x = x(t), y = y(t), t∈[α, β]. 

 Spored formulata za presmetuvawe na krivoliniski inte-
gral vo odnos na ramninska i prostorna kriva }e va`i:    

∫
G

dxzyxP ),,(  = , ∫
β

α
dttxtytxftytxP )()))(),((),(),(( &

∫
L

dxyxP ),(*  =  = , ∫
L

dxyxfyxP )),(,,( ∫
β

α
dttxtytxftytxP )()))(),((),(),(( &

od kade, poradi ednakvosta na desnite strani, sleduva baranoto ra-
venstvo. 

y0
Dxy 

Lx
Crte` 28 

 177 



Glava ~etvrta 

 Spored Grinovata formula }e va`i:  

∫
L

dxyxP ),(*  = ∫∫ ∂
∂

−
xyD

dxdy
y

P*

, 

a spored praviloto za izvod od slo`ena funkcija se dobiva  

y
z

z
P

y
P

y
P

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ *

, 

od kade pak se dobiva  

∫
G

dxzyxP ),,(  =  ∫∫ ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
xyD

dxdy
y
z

z
P

y
P )( . 

Od druga strana, vektorite )1,,( −
∂
∂

∂
∂

y
z

x
z

i (cosα, cosβ, cosγ) se para-

lelni i od uslovot za paralelnost sleduva )1(: −
∂
∂
y
z

 = cosβ : cosγ, od 

kade se dobiva 
γ
β

cos
cos

−=
∂
∂
y
z

.  

Porano be{e dadena vrskata dxdy = cosγ dS i so koristewe na 
site relacii se dobiva:  

∫
G

dxzyxP ),,(  = ∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

−
xyD

dxdy
z
P

y
P

γ
βγ

cos
1)coscos(  = 

∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

Σ
βγ .)coscos( dS

z
P

y
P

 

Na sosema ist na~in se dobiva :  

∫
G

dxzyxQ ),,(  = ∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

Σ
αγ dS

z
Q

x
Q )coscos(  ; 

∫
G

dxzyxR ),,(  =  ∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

Σ
βα dS

x
R

y
R )coscos( , 

pri {to pretpostavuvame deka se zadovoleni soodvetnite uslovi. 
Sobiraj}i gi site tri dobieni ravenstva, se dobiva Stoksovata 
formula. 
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Primer 8.10. , G: x∫ ++
G

zdzdydxyx 32
 
2 + y 

2 = a 
2, z = 0.  

So Stoksovata formula se dobiva  

I =  , ∫∫ −+−+−
Σ

dxdyyxdxdzdydz )30()00()00( 22

kade {to Σ e gornata polusfera x 
2 + y 

2 + z 
2 = a 

2, z ≥ 0. Spored for-
mulata za presmetuvawe na povr{inski integral se dobiva:  

I = −3  = −3  = −∫∫
xyD

dxdyyx 22 ∫
π

ρρϕϕϕ
2

0 0

522 cossin
a

dd ∫ 8

6πa
, 

kade {to Dxy e krugot x 
2 + y 

2 ≤ a 
2, i dvojniot integral e re{en so za-

mena vo polarni koordinati. 

Teorema 8.4. (Nezavisnost na povr{inskiot integral od 
povr{inata.) Neka se dadeni dve ednostavni pravilni povr{ini Σ1 
i Σ2 (pravi paralelni so koordinatnite oski ja se~at Σ1 odnosno  Σ2  
najmnogu vo dve to~ki), ~ija zaedni~ka kontura  e prostorna kriva 
G, i neka se dadeni funkcii P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), definirani 
vo prostorna oblast D⊂R3, koja gi sodr`i povr{inite, i koi imaat 
neprekinati prvi parcijalni izvodi vo taa oblast. Toga{ va`i:  

∫∫ ++
1

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  = 

∫∫ ++
2

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  

ako i samo ako 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

 vo site to~ki od oblasta D. 

Dokaz: Dokazot se izveduva so koristewe na formulata na 
Gaus-Ostrogratski, soglasno so relaciite  

∫∫ ++
1

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  − 

∫∫ ++
2

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  = 

∫∫ ++
1

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  + 

∫∫
−

++
2

),,(),,(),,(
Σ

dydzzyxPdxdzzyxQdxdyzyxR  = 
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∫∫∫ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

G
dxdydz

z
R

y
Q

x
P )( , 

kade {to G⊆D e prostorna zatvorena oblast ograni~ena so povr-
{inite Σ1 i  Σ2 (crte` 29). 
 

Crte` 29

Σ1 

Σ2 

G=Σ1∩Σ2 

+
+

_ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Zna~i, pri dadeniot uslov mo`eme da izbereme koja bilo 
povr{ina, po pravilo poednostavna, za da go presmetame povr{in-
skiot integral koj }e zavisi samo od zaedni~kata kontura koja e  
prostorna kriva G.  

Kako posledica od ovaa teorema kaj primenata na formu-
lata na Stoks vo re{avawe zada~i, odnosno pri presmetuvawe na 
prostoren krivoliniski integral, mo`eme da izbereme koja bilo 
povr{ina so soodvetna kontura G. Ova lesno se poka`uva, bidej}i 
kaj formulata na Stoks 

∫ ++
G

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( = 

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

Σ
dxdy

y
P

x
Qdxdz

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R

 

imame  

P1(x, y, z) = 
z
Q

y
R

∂
∂

−
∂
∂ ;   Q1(x, y, z) = 

x
R

z
P

∂
∂

−
∂
∂ ;    R1(x, y, z) = 

y
P

x
Q

∂
∂

−
∂
∂  

i va`i uslovot  

≡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P 111

xz
Q

xy
R

∂∂
∂

−
∂∂

∂ 22

 + 
yx

R
yz
P

∂∂
∂

−
∂∂

∂ 22

 + 
zy

P
zx

Q
∂∂

∂
−

∂∂
∂ 22

 = 0. 
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§9. NEKOI ELEMENTI OD TEORIJATA NA VEKTORSKA 
ANALIZA I OD TEORIJATA NA VEKTORSKI POLIWA  

SO PRIMENA 
 

Pri daden Dekartov pravoagolen koordinaten sistem kaj 
krivoliniskite integrali be{e definirana vektorska funkcija 

od edna realna promenliva so rr (t) = x(t) i
r

+ y(t) j
r

+ z(t) k
r

, t∈[α, β], a 
kaj povr{inskite integrali be{e definirana vektorska funkcija 
od dve realni promenlivi so ravenkata   

rr (u, v) = x(u, v) i
r

 + y(u, v) j
r

 + z(u, v) k
r

,    (u, v)∈Duv⊂R2, 

kade {to x(t), y(t), z(t) bea dadeni kako realni funkcii od edna 
realna promenliva i x(u, v), y(u, v), z(u, v) bea dadeni kako realni 
funkcii od dve realni promenlivi.  

Sekako deka e mo`na obop{tena definicija na vektorski 
funkcii so pomo{ na realni funkcii od pove}e realni promen-
livi, no ovde se zadr`uvame na vektorski funkcii definirani vo 
realen prostor R3 so soodveten Dekartov pravoagolen koordinaten 
sistem, so pomo{ na realni funkcii od najmnogu tri realni pro-
menlivi. Izvodite na vektorskite funkcii se definiraat preku 
izvodite na realnite funkcii so koi se definirani.  

Definicija 9.1. Neka se dadeni tri realni funkcii P(x, y, z), 
Q(x, y, z), R(x, y, z) od tri realni promenlivi definirani na oblasta 
G⊂R3. Funkcijata definirana so ravenkata   

ar (x, y, z) =  P(x, y, z)  + Q(x, y, z)i
r

j
r

 + R(x, y, z) k
r

  

pri daden Dekartov pravoagolen koordinaten sistem se vika vek-
torska funkcija od tri realni promenlivi, definirana na G.  

Definicija 9.2. Neka e dadena realna funkcija od tri real-
ni promenlivi so ravenkata u = u(x, y, z), definirana vo oblasta 
G⊂R3. Funkcijata u  zaedno so oblasta G se vika skalarno pole. 
Vektorot  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u ,,  = k

z
uj

y
ui

x
u rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 

se vika gradient na skalarnoto pole (ako postojat parcijalni izvo-
di), so oznaka gradu. 
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Definicija 9.3. Neka e dadeno skalarno pole u(x, y, z) i 
pravec l definiran so edini~niot vektor  

nr  =  (cosα, cosβ, cosγ) = cosα i
r

 + cosβ j
r

 + cosγ k
r

. 

Toga{ so ravenkata  

nd
zyxdu

dl
zyxdu

r
),,(),,(

=  = γβα coscoscos
z
u

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 

se definira izvod na skalarnoto pole u(x, y, z) vo nasoka l , pri {to 

nd
zyxdu

r
),,(

 = (gradu)⋅ , kako skalaren proizvod na dva vektora. nr

Definicija 9.4. Neka e dadena vektorska funkcija so raven-

kata  a (x, y, z) = P(x, y, z) i
r r

 + Q(x, y, z) j
r

 + R(x, y, z) k
r

, definirana na 

G⊂R3. Funkcijata zaedno so oblasta G se vika vektorsko pole. 

Skalarot 
x
P
∂
∂

 + 
y
Q
∂
∂

 + 
z
R
∂
∂

 se vika divergencija na vektorskoto pole 

(pod uslov da postojat parcijalnite izvodi vo soodvetna to~ka od 
G) i se ozna~uva div a . 

r

Definicija 9.5. Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata  

(x, y, z) = P(x, y, z) iar
r

 + Q(x, y, z)  + R(x, y, z)j
r

k
r

 so oblast G⊂R3.  
Vektorot   

k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R rrr

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

 

se vika rotor na vektorskoto pole ar  (pod uslov da postojat parci-
jalnite izvodi ) i se ozna~uva rot ar . 

Definicija 9.6. Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata 

(x, y, z) = P(x, y, z)ar i
r

 + Q(x, y, z) j
r

 + R(x, y, z) k
r

 so oblast G⊂R3. Ako 
postoi realna funkcija F(x, y, z) koja ima neprekinati prvi parci-
jalni izvodi na G, za koi va`i  

x
F
∂
∂

 = P(x, y, z),  
y
F
∂
∂

 = Q(x, y, z), 
z
F
∂
∂  = R(x, y, z) 
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vo oblasta G, toga{ velime deka vektorskoto pole e potencijalno 
pole. Funkcijata F, koja so G definira skalarno pole, se vika po-
tencijalna funkcija, pri {to gradF  = ar .   

Da zabele`ime deka uslovite za egzistencija na funkcijata 
F bea dadeni kaj razgleduvaweto na diferencijalniot izraz  
P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. Isto taka e jasno deka za po-

tencijalno pole va`i uslovot rot ar  = 0
r

, koj nekade se zema i za 
definicija na potencijalno pole. 

Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata ar (x, y, z) =  
P(x, y, z) i  + Q(x, y, z)  + R(x, y, z)

r
j
r

k
r

 so oblast G⊂R3 i neka P,Q i R 
imaat  neprekinati prvi parcijalni izvodi na G. Toga{ slednite 
tvrdewa se ekvivalentni: 

a)      Postoi na oblasta G ednozna~na funkcija F(x, y, z)  koja 
ima neprekinati prvi parcijalni izvodi na G za koi  
va`i ravenstvoto  gradF  = ar .  

b)     Krivoliniskiot  integral  vdol`  koja  bilo  zatvorena  
         neprekinata po delovi glatka prosta @ordanova kriva 
         G⊂G   e nula,  t.e. 

∫ ⋅
G

sda rr
 = 0. 

v)     Ako A0 ∈ G  toga{ krivoliniskiot integral vdol`  ko-   
         ja bilo orientirana po delovi glatka  prosta @ordano- 
         va kriva A0A ⊂ G  zavisi samo od A0  i A. 

Dokazot za ekvivalentnosta na ovie tvrdewa se dobiva so 
koristewe na teoremite 5.3, 5.4 i 7.4 . 

Definicija 9.7. Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata 

(x, y, z) = P(x, y, z)ar i
r

 + Q(x, y, z) j
r

 + R(x, y, z) k
r

 so oblast G⊂R3. Ako 

div a  = 0 na G, toga{ poleto se vika solenoidalno.  
r

Vo literaturata se poznati pove}e oznaki za pokratko ozna-
~uvawe. Takvi se, na primer, Hamiltonoviot operator ∇ (nabla) i 
Laplasoviot operator Δ (delta), definirani  so  

∇f = 
x
f
∂
∂ i

r
 + 

y
f
∂
∂ j

r
 + 

z
f
∂
∂ k

r
,          ΔF = 2

2

2

2

2

2

z
F

y
F

x
F

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

, 
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kade {to f(x, y, z), F(x, y, z) se realni funkcii od tri realni pro-
menlivi. Za ovie operatori se upotrebuvaat i slednite oznaki:  

∇ = 
x∂
∂ i
r

 + 
y∂
∂ j
r

 + 
z∂
∂ k
r

;            Δ = 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

, 

so soodvetna vrska Δ = ∇⋅∇ (uslovno kako skalaren proizvod).  
So ovie oznaki pri dadeno vektorsko pole ar , div a  = ∇⋅a  

(skalaren proizvod) i rot  = ∇×

r r

ar ar  (vektorski proizvod), a pri da-
deno skalarno pole  F, gradF = ∇F. 

Definicija 9.8. Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata 

(x, y, z) = P(x, y, z)ar i
r

 + Q(x, y, z) j
r

 + R(x, y, z) k
r

 so oblast G⊂R3. Ako 
poleto e potencijalno i solenoidalno istovremeno, toga{ se vika 
harmonisko pole. Pritoa, potencijalnata funkcija F takva {to 
gradF = a , ja zadovoluva relacijata  

r

∇F ≡ 2

2

2

2

2

2

z
F

y
F

x
F

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  = 0, 

t.e. ravenkata div(gradF) = 0 na G. 

 Funkciite koi ja zadovoluvaat poslednata relacija, pozna-
ta kako Laplasova ravenka, se vikaat harmoniski funkcii. 

Definicija 9.9.  Neka e dadeno vektorsko pole so ravenkata 

(x, y, z) = P(x, y, z)  + Q(x, y, z)ar i
r

j
r

 + R(x, y, z) k
r

 so oblast G⊂R3 i 

prostorna prosta @ordanova kriva AB ≡ G⊂G. Krivoliniski 
integral od vektorskoto pole vdol` orientirana kriva G se vika 
krivoliniskiot integral 

∫ ++
G

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

so oznaka  

∫ ⋅
G

sda rr
 = ∫ ⋅

G

dsa )( τ
rr

, 

kade {to τ
r

 = cosα i
r

 + cosβ j
r

 + cosγ k
r

 e edini~en vektor na tangen-
tata na krivata G.  
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Ako krivata AB ≡ G e glatka @ordanova kriva so dol`ina L 
i funkciite P, Q, R se neprekinati funkcii na G, toga{ krivoli-

niskiot integral ∫ ⋅
G

sda rr
 e ednakov na . Ako AB ≡ G,  A ≡ B, 

t.e. ako krivata G e zatvorena kriva, toga{ ovoj krivoliniski 
integral se vika cirkulacija na vektorskoto pole vdol` zatvo-
renata kriva G.  

∫ ⋅
L

dsa
0

)( τ
rr

Ako poleto e potencijalno, toga{ krivoliniskiot inte-
gral vdol` koja bilo zatvorena kriva e ednakov na 0. 

Definicija 9.10. Neka e dadeno vektorsko pole so ravenka-

ta (x, y, z) = P(x, y, z)ar i
r

 + Q(x, y, z) j
r

 + R(x, y, z) k
r

 so oblast G⊂R3 i 

povr{ina Σ⊂G.  
Povr{inski integral na vektorskoto pole ar (x, y, z) vo 

odnos na povr{inata Σ se definira so povr{inskiot integral  

∫∫ ++
Σ

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  =  

  ∫∫
Σ

++ dSzyxRzyxQzyxP ]cos),,(cos),,(cos),,([ γβα

i se ozna~uva  

∫∫
Σ

⋅ Sda
rr

 = ∫∫
Σ

⋅ dSna )( rr
, 

kade {to  nr  = cosα  + cosβi
r  j

r
 + cosγ k

r
 e edini~en normalen vektor 

na Σ.   
Ako povr{inata Σ e zatvorena (ograni~uva del od prosto-

rot R3), toga{ povr{inskiot integral se vika fluks (protok) na 
vektorskoto pole ar (x, y, z) niz povr{inata Σ.  

So ovie definicii formulata na Gaus-Ostrogradski }e 
bide dadena so  

∫∫
Σ

⋅ dSna )( rr
 = ∫∫∫

G
dxdydzardiv , 

dodeka Stoksovata formula so  

∫ ⋅
G

sda rr
 = ∫∫

Σ

⋅ dSan )rot( rr
. 
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Terminite koi se upotrebuvaat vo teorijata na poliwa mo-
`at da se objasnat so prakti~na primena vo izu~uvaweto na pojavi 
kaj fluidite. Da razgledame edna situacija so protok na te~nost 
niz nekoja povr{ina vo realen prostor. Neka brzinata na te~ewe-
to zavisi samo od polo`bata na samata to~ka od te~nosta i ne zavi-
si od vremeto (stacionaren protok). Toga{ protokot na brzinata 
na te~nosta (fluidot) niz orientirana povr{ina Σ vo daden 
Dekartov pravoagolen prostoren koordinaten sistem e koli~es-
tvoto na te~nost koe minuva vo edinica vreme niz orientiranata 
povr{ina Σ vo pozitivna nasoka, odnosno vo nasoka vo koja e ori-
entirana povr{inata (vo nasoka na normalnite vektori). Taa broj-
~ena karakteristika e dadena so povr{inskiot integral  

∫∫
Σ

dSna )( rr
=  = ∫∫ ++

Σ
dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(

∫∫ ++
Σ

γβα dSzyxRzyxQzyxP ]cos),,(cos),,(cos),,(( , 

kade {to so  

ar (x, y, z) = P(x, y, z) i  + Q(x, y, z)
r

j
r

 + R(x, y, z) k
r

 

e dadena promenata na brzinata na protokot na te~nosta vo sekoja 
to~ka (x, y, z) od fluidot. 

Od primenata }e razgledame eden primer od teorijata na 
elektromagnetni poliwa. 

Neka e daden to~kest polne` q koj se nao|a vo koordinat-
niot po~etok 0(0, 0, 0) vo Dekartov pravoagolen koordinaten sis-
tem. Toga{ E

r
 e silovo pole generirano so to~kestiot polne`, de-

finirano spored Coulomb-ov zakon (| E
r

| = 2r
q

) so vektorskata funk-

cija  

E
r

(x, y, z) = i
r
qx r

3  + j
r
qy r

3  + k
r
qz r

3 , 

kade {to  M(x, y, z) e to~ka od prostorot R3 na koja dejstvuva poleto, 

a r = 222 zyx ++  e rastojanie od koordinatniot po~etok do to~-

kata M.  
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Navistina, bidej}i nasokata na vektorot  

E
r

(x, y, z) = P(x, y, z)  + Q(x, y, z)i
r

j
r

 + R(x, y, z) k
r

 

e ista so nasokata na radius-vektorot OM  = x i
r

 + y j
r

 + z k
r

, od    

cosα = 
r
x

, cosβ = 
r
y

, cosγ  = 
r
z  

se dobiva  

P(x, y, z) = | E
r

|cosα = 2r
q

r
x

,        Q(x, y, z) = | E
r

|cosβ  = 2r
q

r
y

, 

R(x, y, z) = | E
r

|cosγ  = 2r
q

r
z . 

Ponatamu, bidej}i  

y
P
∂
∂

 =  5

3
r
qxy

−  = 
x
Q
∂
∂

,    
y
R
∂
∂

 = 
z
Q
∂
∂

,     
x
R
∂
∂

 = 
z
P
∂
∂

, 

postoi realna funkcija od tri realni promenlivi u(x, y, z) takva 
{to  

du(x, y, z) = P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. 

 
Taa funkcija se vika potencijalna funkcija i se dobiva od 

relacijata  

P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 

3r
zdzydyxdxq ++  = 2r

dz
z
rdy

y
rdx

x
r

q ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 = q 2r
dr

 = d(−
r
q

). 

Zna~i,  u(x, y, z) = 
r
q

− . Pritoa se koristi  

r
x

x
r
=

∂
∂

,  
r
y

y
r
=

∂
∂

, 
r
z

z
r
=

∂
∂

. 
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Spored toa, poleto e potencijalno, pri {to  

E
r

(x, y, z) = grad u(x, y, z). 

Divergencijata na poleto e 

div E
r

 = 
x
P
∂
∂

 + 
y
Q
∂
∂

 + 
z
R
∂
∂

  = 4

3

r
x
rxr

q ∂
∂

−
 + 5

22 3
r

yrq −
 + 

5

22 3
r

zrq −
 = 5r

q [3r 
2 − 3(x 

2  +  y 
2  +  z 

2)] = 0. 

Primer 9.1. Da se presmeta fluksot (protokot) na silovo 
pole niz sferata Σ so radius R i centar vo koj se nao|a to~kest 
polne`  q. Potoa da se presmeta rabotata od to~kata M0(x0, y0, z0) do 
to~kata M(x, y, z) .  

So koristewe na formulata na Gaus-Ostrogradski fluksot 
e  ednakov na  

∫∫ ⋅
Σ

dSnE )( rr
 = ∫∫∫

G
dxdydz

R
q

33  = 33
R
q 3

3
4 Rπ  = 4qπ, 

{to zna~i deka fluksot ne zavisi od radiusot na sferata. Pritoa 
G e topka definirana so x 2 + y 

2 + z 
2 ≤ R 

2 .  

Mo`e da se poka`e deka ist broj }e se dobie za fluksot i za 
koja bilo zatvorena povr{ina koja e granica na prostorno telo vo 
~ija vnatre{nost se nao|a polne`ot.  

Bidej}i rabotata A se definira so krivoliniskiot inte-
gral  

∫ ++
G

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( , 

kade {to G e kriva koja gi povrzuva to~kite M0 i M, poradi toa 
{to  

P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = du(x, y, z), 

}e imame  

A = u(x, y, z)
0M

M
= =

r
q

−  + 
0r
q

, kade {to  r = | M0 |, r0 = | 00M |. 
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P R I L O Z I 
 

Nekoi simboli i oznaki 
disjunkcija ∨ ili 
konjunkcija ∧ i 
implikacija ⇒ sledi(povlekuva) 

ekvivalencija ⇔ ako i samo ako(toga{ 
i samo toga{) 

negacija ¬ ne 
 T to~no 

 ⊥ neto~no 
 ∈ pripa|a 
 ∉ ne pripa|a 

Univerzalen 
kvantifikator 

∀ za sekoj( za bilo koj) 

Egzistencijalen 
kvantifikator 

∃ postoi nekoj 

Osven formulaciite za ~itawe na soodvetni simboli i oznaki koi 
se dadeni vo tretata kolona postojat i drugi formulacii koi ja 
izrazuvaat nivnata su{tina. 
 

Gr~ka azbuka - pe~atni bukvi 

 

gole-
ma 

mala mala 
italik 

se ~ita 

Α α α alfa 
Β β β beta 
Γ γ γ gama 
Δ δ δ delta 
Ε ε ε epsilon
Ζ ζ ζ zeta 
Η η η eta 
Θ θ θ teta 
Ι ι ι jota 
Κ κ κ kapa 
Λ λ λ lambda 
Μ μ μ mi 

gole-
ma 

mala mala 
italik

se ~ita 

Ν ν ν ni 
Ξ ξ ξ ksi 
Ο ο ο omikron 
Π π π pi 
Ρ ρ ρ ro 
Σ σ σ sigma 
Τ τ τ tau 
Υ υ υ ipsilon 
Φ ϕ ϕ fi 
Χ χ χ hi 
Ψ ψ ψ psi 
Ω ω ω omega 
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§3. Grani~ni procesi 
 


 
 
 
 
 
 


G  L  A  V  A     V  T  O  R  A 
 


 REALNA FUNKCIJA OD DVE I POVE]E REALNI 
PROMENLIVI. GRANI^NI PROCESI 


 
 
 


§3. GRANI^NI PROCESI 
 
 


3.1 Evklidovi prostori 
 


Definicija 3.1. Neka e daden Dekartov proizvod Rn =  
{(x1, x2, ... , xn) | xi∈R, i = 1,n}. Mno`estvoto podredeni n-torki Rn, vo 
koe se definirani operaciite sobirawe i mno`ewe so skalar na 
sledniot na~in:  


x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ... , xn + yn),     cx =  (cx1, cx2,..., cxn) ,     ∀x, y∈Rn, 


kade {to x = (x1, x2,..., xn), y = (y1, y2,..., yn), xi∈R, yi∈R, c∈R, i = 1,n, se 
vika n-dimenzionalen  vektorski prostor. Pritoa (x1, x2, ..., xn)  =  
(y1, y2,..., yn) ⇔ x1 = y1, x2 = y2,...., xn = yn. Elementite od toa mno`estvo 
}e gi vikame to~ki, a soodvetnite realni broevi od  n-torkite 
koordinati na tie to~ki. 


 O~evidna e analogijata so realniot prostor R3, so defini-
ran prostoren pravoagolen Dekartov koordinaten sistem . 


Definicija 3.2. Neka e daden n-dimenzionalen koordinaten 
vektorski prostor Rn i neka definirame preslikuvawe d: Rn×Rn→ 
R so ravenstvoto  


d(x, y) = 22
22


2
11 )(...)()( nn yxyxyx −++−+−  


za sekoja podredena dvojka (x, y) od direktniot Dekartov proizvod 
Rn×Rn na elementi x = (x1, x2, ... , xn), y = (y1, y2, ... , yn)∈Rn. Toga{ dvoj-
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kata (Rn, d) se vika n-dimenzionalen Evklidov prostor, a presli-
kuvaweto d  e rastojanie me|u to~kite x i y .  


I ovde e o~evidna analogijata so realniot prostor R3, so 
prostoren pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, pa duri i so 
R koga rastojanieto e apsolutna vrednost.  


Teorema 3.1. (Ko{i-[varcovo neravenstvo.) Za koi bilo 
realni broevi a1, a2,..., an, b1, b2,..., bn  e zadovoleno slednoto nera-
venstvo:   


[ a∑
=


n


i 1
ibi ]2  ≤  [ a∑


=


n


i 1
i
2


 ][∑ b
=


n


i 1
i
2]. 


Dokaz: Za koe bilo λ∈R va`i neravenstvoto ∑ (a
=


n


i 1
iλ + bi)2 ≥ 0 


(kako suma od nenegativni broevi), odnosno neravenstvoto 


[ a∑
=


n


i 1
i
2]λ2 + 2[∑ a


=


n


i 1
ibi]λ + b∑


=


n


i 1
i
2 ≥ 0. 


Bidej}i levata strana e kvadraten trinom vo odnos na λ, negovata 
diskriminanta e sekoga{ nepozitivna. Zna~i,  


[∑ a
=


n


i 1
ibi ]2 − [∑ a


=


n


i 1
i
2


 ][∑ b
=


n


i 1
i
2] ≤ 0, 


od kade se dobiva baranoto neravenstvo (∑ a
=


n


i 1
i
2  > 0). 


Teorema 3.2.  Za koi bilo realni broevi a1, ... , an ,  b1, ... , bn  
e zadovoleno slednoto neravenstvo:  


∑
=


n


i 1
(ai+bi)2  ≤ [ ∑


=


n


i
ia


1


2  + ∑
=


n


i
ib


1


2 ]2. 


Dokaz: Ako neravenstvoto na Ko{i - [varc go pomno`ime 


so 2 i potoa na dvete strani go dodademe zbirot a∑
=


n


i 1
i
2


  + b∑
=


n


i 1
i
2, }e 


dobieme  


∑
=


n


i 1
ai


2
  + 2 a∑


=


n


i 1
ibi + b∑


=


n


i 1
i
2 ≤ ∑ a


=


n


i 1
i
2


  + 2 ∑
=


n


i
ia


1


2 ∑
=


n


i
ib


1


2   + ∑ b
=


n


i 1
i
2, 


od kade se dobiva baranoto neravenstvo. 
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So pomo{ na ovie dve teoremi se poka`uva deka i vo Rn za  
n > 3 isto taka va`i takanare~enoto neravenstvo na triagolnik, 
t.e. deka d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) za ∀x, y, z∈Rn.  


Imeno, ako x = (x1, x2,..., xn), y = (y1, y2,..., yn), z = (z1, z2,.., zn)∈Rn i 
ako stavime xi − zi = ai, zi − yi = bi, toga{ ai + bi = xi − yi, i = 1,n, so 
zamena vo poslednoto neravenstvo se dobiva  


∑
=


n


i 1
(xi − yi)2  ≤  [ ∑


=
−


n


i
ii zx


1


2)(  + ∑
=


−
n


i
ii yz


1


2)( ]2


ili [d(x, y)]2 ≤ [d(x, z) + d(z, y)]2, od kade sleduva baranoto neraven-
stvo. 


 U{te da zabele`ime deka taka definiranoto rastojanie d 
gi ima i slednite svojstva:  


a)  d(x, y) > 0, za x ≠ y, i d(x, x) = 0;          b) d(x, y) = d(y, x), 
koi vedna{ proizleguvaat od samata definicija. 


Definicija 3.3. Mno`estvoto {x | x∈Rn, d(x, a) < r}, kade {to 
a = (a1, a2, ..., an) ∈ Rn i r > 0, se vika otvorena topka vo Rn so centar 
vo a i radius  r. Ako pak va`i neravenstvoto d(x, a) ≤ r, toga{ toa 
mno`estvo se vika zatvorena topka.  


Definicija 3.4. Neka a = (a1, a2,..., an), δ  = (δ1, δ2,..., δn)∈Rn,  
δ 


i ≥ 0, i = 1, n. Mno`estvoto {x = (x1, x2,..., xn) | x∈Rn, |xi – ai| < δ i , i = 
1,n} se vika otvoren paralelopiped vo prostorot Rn.  Ako pak 
va`at neravenstvata |xi – ai| ≤ δ 


i, i = 1,n, toga{ toa mno`estvo se 
vika zatvoren paralelopiped . 


Definicija 3.5.  Neka a = (a1, a2 ,..., an), b = (b1, b2 ,..., bn)∈Rn i  
ai < bi, i = 1,n. Mno`estvoto {x = (x1, x2,..., xn)  | x∈Rn, ai < xi < bi, i = 1,n} 
se vika otvoren paralelopiped vo prostorot Rn . Ako pak va`at 
neravenstvata ai ≤ xi ≤ bi, i = 1,n, toga{ toa mno`estvo se vika zatvo-
ren paralelopiped . 


Definicija 3.6.  Otvorena topka so radius ε  i centar vo a 
se vika ε-okolina na to~kata a i se ozna~uva so V(a, ε ). 


Definicija 3.7. Otvoren paralelopiped definiran so to~-
kite a i δ, odnosno so to~kite a i b, se vika paralelopipedna oko-
lina, so oznaka V(a, δ) odnosno  V(a, b). 


Definicija 3.8. Neka Δ > 0. Δ-okolina se vika mno`estvoto 
{x | x∈Rn, d(x, 0) > Δ}. 
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Definicija 3.9. Neka E⊆Rn. To~kata x∈Rn se vika vnatre{na 
to~ka na E ako postoi nejzina okolina V(x, δ) koja e podmno`estvo 
na E. 


Definicija 3.10. Neka E⊆Rn. To~kata x∈Rn se vika grani~na 
to~ka na E ako sekoja nejzina okolina sodr`i barem edna to~ka od 
E i barem edna to~ka koja ne pripa|a na E. 


Definicija 3.11. Mno`estvoto E⊆Rn se vika otvoreno mno-
`estvo ako site negovi to~ki se vnatre{ni to~ki. 


Definicija 3.12.  Mno`estvoto od site grani~ni to~ki na 
edno mno`estvo E⊆Rn se vika negova granica. Unijata od mno`es-
tvoto E i negovata granica se vika zatvoreno mno`estvo. 


Definicija 3.13.  Neka x, y∈Rn. Mno`estvoto {λx + (1 − λ)y | 
x, y∈Rn, 0 ≤ λ ≤ 1} se vika otse~ka. 


Definicija 3.14. Mno`estvoto E⊆Rn se vika konveksno ako 
za sekoe x, y∈E i 0 ≤ λ ≤ 1 va`i λx + (1 − λ)y∈E. 


Definicija 3.15. Mno`estvoto E⊆Rn se vika ednostavno svrz-
livo (ednosvrzno, svrzlivo, ednostavno) ako koi bilo dve negovi 
to~ki mo`at da se povrzat so neprekinata kriva koja pripa|a na E. 


Da zabele`ime deka postojat i pove}esvrzni mno`estva. 


Definicija 3.16.  Mno`estvoto E⊆Rn se vika ograni~eno 
ako postoi K∈R+, taka {to za sekoi x, y∈E va`i d(x, y) < K. 


Definicija 3.17. Sekoe otvoreno ednostavno svrzlivo mno-
`estvo E⊆Rn se vika oblast. Oblasta zaedno so svojata granica se 
vika zatvorena oblast. 


Poradi o~iglednata celosna analogija so geometriskata 
interpretacija to~kata 0(0, 0 ,..., 0)∈Rn }e ja vikame koordinaten 
po~etok, a mno`estvoto to~ki {ei = (0, 0,..., xi,..., 0) | xi∈R, i = 1,n} }e 
go vikame i-ta koordinatna oska. 
 


3.2. Nizi od to~ki vo Evklidov prostor 
 


Definicija 3.18. Neka e daden m-dimenzionalen Evklidov 
prostor Rm. Ako spored nekoe pravilo na sekoj priroden broj n mu 
odgovara edna to~ka Mn od Rm , toga{ velime deka e zadadena niza od 
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to~ki vo Rm, so oznaka {Mn}, kade {to Mn se vika op{t ~len na 
nizata. 


Definicija 3.19. Nizata {Mn} e konvergentna ako postoi 
to~ka A∈Rm, nare~ena granica na nizata, takva {to za koj bilo 
proizvolen pozitiven realen broj ε mo`e da se najde priroden broj 
n0(ε) takov {to ∀n > n0 e zadovoleno neravenstvoto d(Mn, A) < ε. 
Pritoa pi{uvame Mn→A koga n→∝, ili AM nn


=
∞→


lim . 


Teorema 3.3. Nizata {Mn}, Mn(x1
n, x2


n,..., xm
n) konvergira kon 


to~kata A(a1 , a2 ,..., am)  ako i samo ako nizite od realni broevi 
{x1


n}, {x2
n},..., {xm


n} konvergiraat soodvetno kon realnite broevi a1, 
a2,..., am . 


Dokaz: Neka Mn→A koga n→∝. Toa zna~i deka za koj bilo 
proizvolen pozitiven realen broj ε  mo`e da se najde priroden 
broj n0(ε) takov {to ∀n > n0 e zadovoleno neravenstvoto d(Mn, A) < ε, 
odnosno  


ε<−++−+− 22
22


2
11 )()()( m


n
m


nn ax...axax . 


Bidej}i  


| xi
n − ai | < εax...axax m


n
m


nn <−++−+− 22
22


2
11 )()()( , ∀i = 1,n, 


}e bidat zadovoleni neravenstvata |xi
n − ai| < ε, ∀i = 1,n, od {to 


zaklu~uvame deka nizite{x1
n}, {x2


n}, ..., {xm
n} konvergiraat soodvet-


no kon granicite a1, a2,..., am. 
Obratno, neka nizite {x1


n
 }, {x2


n},..., {xm
n}konvergiraat kon 


a1, a2,..., am, soodvetno. Toga{ za proizvolno ε > 0 mo`at da se najdat 
prirodni broevi ni(ε) takvi {to za ∀n > ni(ε) }e va`at soodvetno 


neravenstvata   |xi
n − ai| < 


m
ε


, i = 1,m. Zemaj}i n0 = max{n1, n2, ... , nm}, 


poslednite neravenstva }e va`at istovremeno ∀n  >  n0 .  Bidej}i  


∀n > n0


d(Mn, A) = 22
22


2
11 )()()( m


n
m


nn ax...axax −++−+−  < 


mmm


222


... ε
+


ε
+


ε
= 


m
m


2ε
 = ε,  
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so egzistencijata na n0 poka`avme deka nizata {Mn} konvergira kon 
to~kata A. 


Poslednata teorema ovozmo`uva site svojstva na  nizite od 
realni broevi, kako i poimot Ko{ieva niza, da mo`at da se pre-
nesat i kaj nizi od to~ki vo Rm. Sepak }e navedeme edna definicija 
i edna teorema. 


Definicija 3.20. Nizata {Mn} e ograni~ena ako postoi 
realen broj a > 0 takov {to za sekoj priroden broj n e zadovoleno 
neravenstvoto d(Mn, 0) ≤ a, kade {to 0(0, 0,..., 0)∈Rm e koordinatniot 
po~etok vo Rm. 


Teorema 3.4. Od sekoja ograni~ena niza mo`e da se izdvoi 
konvergentna podniza.  


Definicijata na podniza e identi~na so soodvetnata defi-
nicija na podniza kaj nizite od realni broevi. 


Geometriskata interpretacija na definicijata na konver-
gentna niza isto taka e sli~na so soodvetnata geometriska inter-
pretacija na definicijata na konvergentna niza kaj nizite od 
realni broevi, so toa {to ovde okolinata e otvorena topka. 


Definicija 3.21. Nizata {Mn} se stremi kon beskone~nost 
koga n→∞ ako ∀Δ>0 postoi n0∈N, taka {to ∀n > n0 va`i d(Mn, 0) > Δ. 
 


3.3. Realna funkcija od dve i pove}e realni  promenlivi 
 


Definicija 3.22. Neka E⊆Rn e oblast. Ako na sekoja to~ka 
od oblasta E spored nekoe pravilo í odgovara edinstven soodveten 
realen broj, toga{ velime deka e zadadena realna funkcija od n 
realni promenlivi od mno`estvoto Rn vo mno`estvoto R. Oblasta 
E se vika definiciona oblast (domen), a mno`estvoto  


f(E) = {u | u∈R, u = f(x), x = (x1, x2,..., xn)∈E, xi∈R} ⊆ R 


se vika mno`estvo od vrednostite na funkcijata f (kodomen) . 
Vrednosta na funkcijata f vo to~kata x∈Rn se bele`i so f(x) 


ili so f(x1, x2,..., xn), kade {to x = (x1, x2,..., xn). Ako se raboti so ozna-
kata M(x1, x2,..., xn)∈Rn za to~ka x = (x1, x2,..., xn), toga{ vrednosta se 
bele`i i so f(M). Za n = 2 voobi~aena e oznakata z = f(x, y). 
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Definicija 3.23. Neka f e realna funkcija od n realni pro-
menlivi definirana na oblasta E⊆Rn. Toga{ mno`estvoto od po-
dredeni dvojki {(x, f(x))|x∈E}se vika grafik na funkcijata f.  


Da zabele`ime deka grafikot vsu{nost e mno`estvo od 
podredeni (n+1)-torki od realni broevi, t.e. e podmno`estvo od 
Rn+1, bidej}i (x1 , x2, ... ,xn, f(x1, x2, ... ,xn ))∈Rn+1. 


Ako n = 2, toga{ grafikot mo`e geometriski da se inter-
pretira kako mno`estvo to~ki M(x, y, z), z = f(x, y), vo realniot 
prostor R3, taka {to za nekoi funkcii (linearna funkcija) gra-
fikot bi bil ramnina ili, op{to, nekoja povr{ina vo prostorot.  


Kako i funkcijata od edna realna promenliva, taka i 
funkcijata od pove}e realni promenlivi mo`e da bide zadadena na 
pove}e na~ini (analiti~ki so formula eksplicitno ili im-
plicitno, tabelarno, opisno i sl. ). Vo slu~aj koga funkcijata e 
dadena so formula bez odnapred zadadena definiciona oblast, to-
ga{ definicionata oblast se opredeluva kako mno`estvo od onie 
to~ki od soodvetniot prostor za koi taa formula ovozmo`uva da 
se dobie soodvetna vrednost na funkcijata vo tie to~ki. 


Zbirot, razlikata, proizvodot i koli~nikot na dve funk-
cii se definiraat na ist na~in kako i kaj realnite funkcii od 
edna realna promenliva. Od poseben interes se klasata konveksni 
funkcii, klasata polinomni funkcii, a posebno kvadratnite 
formi. 


Definicija 3.24. Neka f e realna funkcija od n realni pro-
menlivi, definirana na oblasta E⊂Rn. Za funkcijata f velime deka 
e ograni~ena ako e ograni~eno mno`estvoto f(E). 


Definicija 3.25. Neka na oblasta E1⊂Rk se zadadeni m real-
ni funkcii ϕi, i = 1,m, od k realni promenlivi tj, j = 1,k. Neka pona-
tamu f e realna funkcija od m realni promenlivi xi, i = 1,m, defi-
nirana na oblasta E, zadadena so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm), kade 
{to xi = ϕi(t1, t2,..., tk). Toga{ velime deka e definirana slo`ena 
realna funkcija w, od k realni promenlivi tj, j = 1,k, zadadena so 
ravenkata  


w(t1, t2,..., tk) = f(ϕ1(t1, t2,..., tk), ϕ2 (t1, t2,..., tk), ..., ϕm (t1, t2,..., tk)), 


definirana na oblasta E1 . 
Definicionata oblast na funkcijata f e oblasta E ⊂ Rm,  


E = {(x1, x2,..., xm)∈Rm | xi = ϕi(t1, t2,..., tk), i = 1,m,  (t1, t2,..., tk)∈E1}. Zna~i, 
slo`enata funkcija vsu{nost e zadadena so m realni funkcii od k 
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realni promenlivi i edna realna funkcija od m realni promenli-
vi.  


Definicija 3.26. Neka f e funkcija dadena so ravenkata  
u = f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm, i neka A(a1, a2,..., am) e 
vnatre{na to~ka od E. Funkcijata f ima lokalen maksimum (mini-
mum) vo to~kata A ako postoi okolina (paralelopipedna) na to~-
kata A vo koja pripa|aat to~ki M(x1, x2,..., xm), definirani so ne-
ravenstvata |xj − aj| < δj, δj > 0, j = 1,m (ili okolina V(A, δ) vo koja 
pripa|aat  to~kite M za koi d(M, A) < δ), taka {to za site to~ki M 
od taa okolina va`i neravenstvoto  f(M) ≤ f(A) ( f(M) ≥ f(A)).  


Definicija 3.27. Neka f e funkcija dadena so ravenkata  
u = f(x1, x2,..., xm), definirana na oblasta E⊂Rm i neka f(E)⊂R e nejzi-
niot domen. Ako postoi to~ka A1∈E (A2∈E) takva {to inf f(E) = f(A1)  
(sup f(E) = f(A2)), toga{ brojot  f(A1)  ( f(A2)) se narekuva najmala (naj-
golema) vrednost na funkcijata f vo oblasta E (globalni ekstre-
mi).  


Primer 3.1. Funkcijata 


)1ln(),( 2222 −++−= yxyxyxf  


ima definiciona oblast definirana so neravenstvata x2 − y2 ≥ 0  i 
x2 + y2 − 1 > 0.  


Primer 3.2. Funkcijata 0,),( 222 >−−= RyxRyxf , ima 


definiciona oblast definirana so neravenstvoto R2 − x2 − y2 ≥ 0.  
 


3.4. Grani~na vrednost i neprekinatost na realni funkcii  
od dve i pove}e realni promenlivi 


 
Definicija 3.28 (Hajne). Neka e dadena realna funkcija f od 


m realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M), 
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm, i neka A(a1, a2,..., am)∈Rm 
e to~ka koja mo`e, no ne mora, da pripa|a na E so  svojstvo vo koja 
bilo nejzina okolina da ima barem edna to~ka od E razli~na od A.  


Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na 
funkcijata f vo to~kata A ako za koja bilo konvergentna niza od 
to~ki {Mn}, Mn∈E, Mn ≠ A, ∀n∈N, so granica A, soodvetnata niza od 
realni broevi {f(Mn)} e konvergentna so granica b.  
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Definicija 3.28* (Ko{i).  Neka e dadena realna funkcija f 
od m realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M), 
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm, i neka A(a1, a2,..., am)∈Rm 
e to~ka koja mo`e, no ne mora, da pripa|a na E so  svojstvo vo koja 
bilo nejzina okolina da ima barem edna to~ka od E razli~na od A.  


Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na fun-
kcijata f vo to~kata A (ili koga M se stremi kon A) ako za koj bilo 
pozitiven realen broj ε  mo`e da se najde realen broj δ > 0, taka 
{to za koja bilo to~ka M∈E koja go zadovoluva uslovot  
0 < d(M, A) < δ da va`i neravenstvoto |f(M) − b| < ε. 


Kako oznaki se koristat  
bMf


AM
=


→
)(lim ,                b,...,x,xxf m


ax


ax
ax


mm


=


→
−−−−


→
→


)(lim 21


22


11
. 


Dokazot za ekvivalentnosta na dvete definicii se sprove-
duva na ist na~in kako i kaj funkciite so edna promenliva. 


Lesno se doka`uva i slednoto tvrdewe. 


Teorema 3.5. Neka funkciite f i g, definirani na isto mno-
`estvo E⊆Rm imaat vo to~kata A kone~ni grani~ni vrednosti b i c, 


soodvetno. Toga{ i funkciite f + g, f − g,  fg  i  
g
f


, definirani na 


ist na~in kako kaj funkciite so edna promenliva, imaat vo 


to~kata A grani~ni vrednosti b + c, b −  c, bc, 
c
b


, soodvetno. Pritoa 


dopolnitelen uslov za poslednoto tvrdewe e c ≠ 0. 


Definicija 3.29. Neka e dadena realna funkcija f od m 
realni promenlivi so ravenkata u = f(x1, x2,..., xm) ili u = f(M),  
M(x1, x2,..., xm), definirana na oblast E⊆Rm.  Neka oblasta E na koja 
e definirana funkcijata f ja ima osobinata za koe bilo Δ > 0 seko-
ga{ da postoi to~ka M∈E koja se nao|a nadvor od topka so radius  
Δ i centar vo 0(0,0,...,0)∈Rm . 


Kone~niot realen broj b se vika grani~na vrednost na 
funkcijata f koga M→∝ ako za koj bilo pozitiven realen broj ε  
mo`e da se najde realen broj Δ > 0, taka {to za koja bilo to~ka 
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M∈E, koja go zadovoluva uslovot d(M, 0) > Δ, da va`i neravenstvoto 
|f(M) − b| < ε. Toga{ se koristi oznaka bMf


M
=


∞→
)(lim . 


Definicija 3.30. Funkcijata f se narekuva beskone~no mala 
funkcija koga M→A,  ako 0)(lim =


→
Mf


AM
. 


Ako funkcijata f ima grani~na vrednost b koga M→A, to-
ga{ funkcijata α definirana so α(M) = f(M) − b }e bide beskone~no 
mala koga M→A. Zna~i, mo`eme da zapi{eme f(M) = b + α(M), kade 
{to  0)(lim =


→
M


AM
α .  


Ako α(M)  e beskone~no mala funkcija koga M→A, β(M) e 
ograni~ena funkcija vo nekoja okolina na to~kata A, toga{ 
(α⋅β)(M) e beskone~no mala funkcija koga M→A, t.e. 


0)()(lim =⋅
→


MM
AM


βα . 


Simbolite na Landau se definiraat na ist na~in kako kaj 
funkcija od edna promenliva. 


Definicija 3.31. Neka m = 2 i neka funkcijata z = f(x, y) e 
definirana vo nekoja pravoagolna okolina na to~kata M0(x0, y0)  
zadadena so neravenstvata |x − x0| < d1, |y − y0| < d2, pri {to f mo`e, no 
ne mora, da bide definirana i vo M0. Neka y* go zadovoluva nera-
venstvoto 0 < |y* − y0| < d2. Definirame nova funkcija f1 od edna 
promenliva x so ravenkata f1(x) = f(x, y*) na mno`estvoto zadadeno so 
neravenstvoto  |x − x0| < d1 (osven mo`ebi vo x0). Neka postoi gra-
ni~na vrednost koja e ista so grani~nata vred-


nost . Neka ponatamu postojat vaka definiranite 


grani~ni vrednosti za site vrednosti y koi go zadovoluvaat nera-
venstvoto 0 < |y − y


)(lim 1
0


xf
xx→


),(lim *


const*
0


yxf
y


xx
−
→


0| < d2, so {to mo`eme da definirame nova 
funkcija ϕ so ravenstvoto ϕ(y) = .  ),(lim


const
0


yxf
y


xx
−
→


Neka postoi i grani~na vrednost )(lim
0


y
yy
ϕ


→
= b.  


Toga{ velime deka postoi sukcesivna (posledovatelna) 
grani~na vrednost b za funkcijata f vo to~kata M0 so oznaka  


.  )(limlim
00


yx,f
xxyy →→
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Analogno se definira i sukcesivnata grani~na vrednost so 
oznaka . )(limlim


00


yx,f
yyxx →→


Teorema 3.6.  Neka funkcijata z = f(x, y) e definirana vo ne-
koja pravoagolna okolina na to~kata M0(x0, y0) zadadena so neraven-
stvata |x − x0| < d1, |y − y0| < d2, pri {to f mo`e, no ne mora, da bide 
definirana i vo M0. Neka f ima grani~na vrednost b =  


vo to~kata M


),(lim
0


0
yxf


yy
xx


→
→


0. Ako postojat grani~nite vrednosti  za 


koe bilo y koe go zadovoluva neravenstvoto 0 < | y − y


),(lim
const


0
yxf


y
xx


−
→


0| < d2 i gra-
ni~nite vrednosti za koe bilo x koe go zadovoluva ne-


ravenstvoto 0 < |x − x


),(lim
const


0
yxf


x
yy


−
→


0| < d1, toga{ postojat sukcesivni granici i se 
ednakvi na b.  


Ako namesto definicionata oblast E zememe podmno`estvo 
E1⊂ E taka {to to~kata M0 da go ima svojstvoto vo koja bilo nejzina 
okolina da ima barem edna to~ka od E1  razli~na od M0, toga{ 
spored definicijata za grani~na vrednost (Ko{i) mo`eme da 
zaklu~ime deka funkcijata f }e ja ima istata grani~na vrednost vo 
to~kata M0.  


Od ovoj zaklu~ok proizleguva deka, ako ne postoi grani~na 
vrednost vo to~kata M0  koga se zeme nekoe podmno`estvo E1 od E, 
toga{ za funkcijata f  ne postoi grani~nata vrednost vo to~kata 
M0. Ako pak postojat grani~ni vrednosti vo to~kata M0 na dve pod-
mno`estva E1 i E2 od E, no tie se razli~ni, toga{ isto taka za 
funkcijata f  ne postoi grani~na vrednost vo to~kata M0.  


Primer 3.3. Neka f(x, y) = ,24


2


yx
yx


+
E = R2 \{(0, 0)}. Neka E1 = 


{(x, y)∈R2 |x = t, y = t, t∈R\{0}}. Toga{ grani~nata vrednost na funk-
cijata f vo to~kata (0, 0) na mno`estvoto E1 }e bide  


1),(
)0,0(),(


lim
Eyx


yx
∈


→
f(x, y) = 24


2


0
lim


tt
tt


t +→
 = 0. 


Ako E2 = {(x, y)∈R2 |y = x2, x∈R\{0}}, toga{  
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2),(
)0,0(),(


lim
Eyx


yx
∈


→
f(x, y) = 44


4


0
lim


xx
x


x +→
=


2
1


. 


Zna~i,  


1),(
)0,0(),(


lim
Eyx


yx
∈


→
f(x, y) ≠  f(x, y), 


2),(
)0,0(),(


lim
Eyx


yx
∈


→


pa spored toa 24


2


0
0


lim
yx


yx


y
x +
→
→


 ne postoi.   


Da se poka`e i so nizi }1,1{ 2nn
, }1,1{


nn
. 


Na ovoj primer mo`e da se poka`e deka ne e to~no tvrdewe-
to deka grani~nata vrednost postoi ako postoi vo site pravci (vo 
polarni koordinati, ne zavisi od ϕ) i e ednakva.  


Sekako deka ovoj kriterium mo`e samo da go isklu~i po-
stoeweto na grani~nata vrednost. Ako pak grani~nite vrednosti 
na dve mno`estva se ednakvi, toa ne mora da zna~i deka postoi gra-
ni~nata vrednost. Ovde mo`at da se upotrebuvaat i sukcesivnite 
grani~ni vrednosti. Ako pak postoi grani~nata vrednost vo to~-
kata M0 (spored definicijata), toga{ ne mora da postojat i site 
grani~ni vrednosti vo odnos na podmno`estva, a specijalno i ne 
mora da postojat i sukcesivnite grani~ni vrednosti.  


Primer 3.4. Poka`i deka postoi 
yx


yx
y
x


1sin1sin)(lim
0
0


+
→
→


, a ne 


postojat sukcesivnite grani~ni vrednosti. 


Primer 3.5. So koristewe na polarni koordinati (po prav-


ci) poka`i deka 22


0
0


lim
yx


xy


y
x +
→
→


 ne postoi.  


Primer 3.6.  22


4


0
0


lim
yx


x


y
x +
→
→


=? 


 72 







§3. Grani~ni procesi 
 


Re{enie: Od neravenstvoto 0 ≤
+


≤ 22


4


yx
x x2, za (x, y) ≠ (0, 0), 


}e imame 22


4


0
0


lim
yx


x


y
x +
→
→


 = 0, bidej}i  = 0.  2


0
0


lim x
y
x
→
→


Vsu{nost, za funkcijata f(x, y) = x2, δ = ε , {to zna~i deka  


|f(M) − 0| = |x2 − 0| = |x| |x| < ε ε  = ε }e va`i za sekoja to~ka M(x, y) 
za koja  |x − 0| < δ,  |y − 0| < δ. 


Definicija 3.32. Neka funkcijata f e definirana na obla-
sta E⊂Rm i neka A∈E. Funkcijata f e neprekinata vo to~kata A ako 
postoi grani~na vrednost vo to~kata A ednakva na f(A) . 


Bidej}i A = , mo`eme da zaklu~ime deka za nepre-


kinati funkcii }e va`i simbolikata  = f( ) = f(A). 


M
AM→


lim


)(lim Mf
AM→


M
AM→


lim


Soodvetnite definicii na grani~na vrednost spored Hajne 
i Ko{i mo`at lesno da se preformuliraat i za neprekinatost so 
toa {to namesto grani~na vrednost b treba da se stavi vrednosta 
f(A), i da se ispu{taat ograni~uvawata Mn ≠ A kaj Hajne i d(Mn, A)>0 
kaj Ko{i. 


Definicija 3.33. Funkcijata f definirana na E⊂Rm e ne-
prekinata na E ako e neprekinata vo sekoja to~ka od E.  


Neka e dadena realna funkcija f od m realni promenlivi so 
ravenkata u = f(x1, x2,..., xm), definirana vo nekoja okolina na to~-
kata A i neka to~kata M pripa|a na taa okolina. Razlikata f(M) − 
f(A), so oznaka Δu, se vika narasnuvawe na funkcijata u = f(M) vo 
to~kata A. Ako A(a1, a2,..., am) i M(x1, x2,..., xm), so oznakite x1 − a1 = Δx1, 
..., xm −  am = Δxm }e dobieme Δu = f(a1 + Δx1, a2 + Δx2,..., am + Δxm) − f(a1, 
a2,..., am).  


Lesno mo`e da se poka`e deka funkcijata f e neprekinata 
vo A ako i samo ako narasnuvaweto Δu e beskone~no mala funkcija 
koga Δxi→0, i = 1,m, t.e. koga 0Δlim


00ΔΔ 1


=
→


u
),...,()x,...,x( m


.  


I ovde va`at aritmeti~kite operacii nad neprekinati 
funkcii, kako i teoremata za zapazuvawe na znakot i drugi svoj-
stva kako kaj realna funkcija od edna realna promenliva. 
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Teorema 3.7.  Neka so funkciite ϕi, i = 1,m, i funkcijata f e 
zadadena slo`ena funkcija w. Ako funkciite ϕi, i = 1,m, se nepre-
kinati vo to~kata A(a1, a2,..., ak), a funkcijata f e neprekinata vo 
to~kata B(b1, b2,..., bm), kade {to  bi = ϕi


 (a1, a2,..., ak),  i = 1,m, toga{ 
slo`enata funkcija w e neprekinata vo to~kata A. 


Dokaz: Neka ε > 0. Toga{ poradi neprekinatosta na funk-
cijata f vo to~kata B }e postoi δ > 0, taka {to za sekoja to~ka  
M(x1, x2,.., xm), za ~ii koordinati va`at neravenstvata |xi − bi| < δ, i = 
1,m, va`i neravenstvoto |f(M) −  f(B)|  < ε.  


Ponatamu, bidej}i ϕi, i = 1,m se neprekinati funkcii vo 
to~kata A, sleduva deka za toa δ > 0 postoi η > 0, taka {to za sekoja 
to~ka T(t1, t2,..., tk), za ~ii koordinati va`at neravenstvata |tj − aj| < 
η, j = 1,k, va`i neravenstvoto |ϕi(T) − ϕi (A)|  < δ, odnosno  |xi − bi| < δ, 
kade {to i = 1,m  (ϕi(T) = xi, ϕi(A) = bi). 


 Zna~i, za proizvolno ε > 0 postoi η > 0 (preku egzistenci-
jata na δ), taka {to za sekoja to~ka T(t1, t2,..., tk), za ~ii koordinati 
va`at neravenstvata |tj − aj| < η, j = 1,k, va`i neravenstvoto | f(M) −  
f(B) | < ε, odnosno neravenstvoto | f(x1(T),..., xm(T)) − f(x1(A),..., xm(A))| < ε, 
odnosno  |w(T) − w(A)| < ε, so {to e doka`ano tvrdeweto. 


Teorema 3.8.  Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja za-
tvorena i ograni~ena oblast E⊂ Rm , toga{ e ograni~ena na E. 


Teorema 3.9. Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja za-
tvorena i ograni~ena oblast E⊂Rm i f(E) e nejzin kodomen (mno`e-
stvo vrednosti), toga{ taa ja dostignuva svojata najgolema i najma-
la vrednost na E,  t.e. postojat to~ki A1, A2∈E taka {to  


f(A1) = max f(E),         f(A2) = min f(E). 


Definicija 3.34. Funkcijata f e ramnomerno neprekinata vo 
zatvorenata oblast E⊂Rm  ako za sekoe ε > 0 postoi δ > 0, taka {to 
za koi bilo dve to~ki M1, M2 za koi d(M1, M2) < δ  sleduva  d(f(M1),  
f(M2)) < ε.  


Teorema 3.10. Ako funkcijata f e neprekinata na nekoja 
zatvorena i ograni~ena oblast E⊂Rm, toga{ taa e ramnomerno 
neprekinata na E. 
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