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PREDGOVOR

Zbirka zadataka sa republitkih takmienja iz matemarike + Bosni §{ Hercego-
ving { kvalifikacionth ispita iz matematike na. Privodno-matemartitkom fakul-
et u Sarajevu sadréi, kao Sto se vidi iz naslova, zadarke sa takmilenja © kvalifi-
kacionth ispita. Sastofi se iz ferivi dijela. U proom dijelu su zadact sa republit-
kil rakmifenja.

Prvo vepublicko rakmilenje iz maremaiike s ulenske svednjih Skola u
Bosni i Hercegovini odr¥ano je u proljece 1959. godine. Zadaci sa takmifenja
od 1959, god. do 1973. god. sadrvdani su u zbivci koja je pod istim nasiovom
wdara 1975. god., a pripremile su je Miviana Malenica i Hatid$a Bulic-Mula-
halilovid, U sadasnjoj =birci sadvéani su zadaci so rakmicenja od 1974, god.
do, ukliulivo, 1983, god.

Bududi da smo saradivali vife godina u organizacii rakmifenja, imali
smo mogucnost da prikupimo sve sadatke. Zapaziv$i zawimanje ulenika, a 1
profesora, sa zadatke koji su se pojavifivall na ranijim rakmifenjima dofli swmo
do zakljucka da postofi porreba za jednom ovakvom zbivkom. No, to je 1 vrio
solidan fond zadataka za viefbanje. Smatramo da de sbirka koristiti ubenicima
pri wiekbangu, ali ¢ poticari kod njih Zeliu da ulestvuju na jednom od sljedecih
rakmidenja.

Vedi div zadataka je uraden, za neke su data uputstva, a za sve zadatke
w proom, drugom i trecem dijelu resulrari. Medutim, &raocu preporuéujemo
da ni u kom slubaju ne Eita odmah dara uputstva, odnosno postupak riefavanja
zudataka, fak 1 onda kad mu se Eini da nema nikakve idefe ni da zapoéne vie¥ava-
nje. Tek poslife upornog nastojanja da vije¥i zadatak i, ako u rome ne uspije,
wreba da pogleda rjefenje u zbivci, ali ni rada cijeli rok vjefavanja, mego samo
poletak. Navedena rjeSenja 1 gbivel siufe da b &italac, u slubaju da zna rijesivi
zadatak, mogao uporediti svoje rjefenje sa rjefenjem u zbivci. Citaloc nede nauditi
da riefava zadatke ako fita gotova rieSenja, nego ako se sam rrudi da ih rijei.

Vodili smo raluna da posvetimo malo vedu pagnju zadacima koje takmidari
nisy rijeSili ifi su ih polovicne rije§ili. Posebna pafnja posvedena je konstruktivnim
zadacime, szadacima iz stereometrije i problemima,

U drugom dijelu 2birke su neki od zadataka koji su predlagani za takn-
denje. T7 zadact nisu svrstant po razredima. Smatramo da de izrada ovik zadataka

biti od koristi. Na ovaj nadin: ulenici ée sami pronalaziti puteve za rjefavanje
bez thakvog unaprijed odredenog Rlasificivanja.

U tredem dijelu ove zbirke dati su zadact koji su bili na kvalifikacionim
ispitima iz matematike ng  Prirodno-matemarickom  fakultetu u  Sarajevu.
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Kuoalifikacioni ispiti na ovom fakultetu wvedeni su 1967, god. Zadaci
od 1967. god. do, ukljuéivo, 1973. god. nalaze se u veé spomenutoj zbirci is-
datoj 1975. god. Sadasnja zbivka sadrdi zadatke od 1974. god. do, ukljutivo,
1983. god.

Na odsjecima =za matematiky, fiziku i hemiju polafu se pismeni ispiti
1z matemat ke. U ovoj zbivci dati su upravo sadaci sa tih ispita; proo po godi-
nama, a onda po odsjechma: matematika, fizika 1 hemija. Ved dio ovih za-
daraka simo porpuno rijelili, a za sve zadatke smo dali rezultate. U ove zadarke
su ukljucem ¢ oni zadaci koji su davani na kvalifikacionim ispitima pri ponovnom
raspisivanju konkursa. Smatramo da ovi zadact mogu poslusii i kao priprema
za polaganje kvalifikacionih ispita | na tehnilkim fakultetima. Ukoliko zbivka
ne sadrii zadatke za neku godiny, to znaéi da na odredenom odsjeku te godine
nije dréan kvalifikacioni ispir.

U bervreom dijelu dati su zadaci &ije rezultate namjerno nismo dali. Predla-
Zemo da ulenici svoja oviginalha rjeSenja Salju Matemari&ko-fizi&hom listu.
T¢ su zadaci sorstani po godinama §kolovanja, pa se svakom uleniku koji Seli
da se takmili preporuuje da wradi zadatke navedene za njegov rasved.

Zahvaljujemo se vecenzentima Radomivu Zivkovicu, profesoru na Odsjeku
za matematiku Prirodno-matematiékog fakultera u Savajevn i Emini Avdagic,
profesoru. Skole ,Revolucionari i narodni heroji I ginmazije® u Sarajevit na
korisnim primjedbama koje su uzete u obzzr prilikom defzmtwnog sredmanja
rukopisa.

A UT'ORI
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PRVI DIO

ZADACI SA REPUBLICKIH TAKMICENJA L
IZ MATEMATIKE

SESNAESTO TAKMICENYE

I razred

1. Dati su skupovi A={8r—1, 5r} i B={3r-+4, 6r+3, 6r+1} Naéi AnB
ako je:

i) r prirodan broj,
#) » racionalan broj.

- 2. Dokazati - da zbir kvadrata pet uzastopmh cijelih bro;eva ne moZe bit
potpun kvadrat.

3. Nadi rjefenja jednaline
- ax+b (PP (g () ax—bx4-f (%) +g (x)=0

x|l
2 >

ako je
x—lx
.gf(x):—“%E L

Fx)= 5

pri Cemu je a realan, b nenegativan parametar.

4. Konstruisati NABC takav da je a+b=12 cm, v=60° i da simetrala ugla
v ¢ind sa suprotnom, stranicom ugao od 45°,

II razred

1. Neka je A==abed (e je cifra hiljada, b cifra stotina itd.) prlrodan broj, a
B=beda privodan broj djeliiv brojem 7.

i) Ako je a=0 ili a=7, dokazati da je broj 4 djeljiv brojem 7.

#) Dokazati da je prirodan broj 104—3a d]eI}nr bro;em 7, pa odatle zaklju-
Citi da je broj A djeljiv brojem 7 ako i samo ako je a==0 ili a=7.

i) Neka je a=17, b=d, ¢c=0. Qdrediti broj 4 tako da bude djeljiv i brojem 3.
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2. Za realan broj x oznatimo sa E (x) najveéi cio broj koji nije vedi od x.
1) Rijediti jednadinu E (x)=| x|

#) Rijesiti jednadinu E (a)-E (x)=0 za zadani realni broj a.

2#) Rijesiti jednatinu E{x)+x=~k za zadani cio broj A

iv) Rijefiti jednadinu sa dvije nepoznate E (x)-E (v)=1,

3. Za koje vrijednosti parametra o jednacina

|%%—6x+ 8|+ |x2—6x+5=a
ima vi$e od tri rjefenja? -

4, Kroz Cetiri date tatke na datoj pravoj konstruisati- prave tako da one od-
reduju romb zadanog odtrog ugla a.

III razred :
1. Odrediti parove cijelih brojeva x i v koji zadovoljavaju sistem nejednadina:
1
y—{x2—2x|+—5>0, yjx—1[<2.

2, Neka su ABCD i AoBoCoDy dva paralelograma i neka su tatke M, N, P
i Q redom na duzima AAp, BBo, CCo, DDy take da je
AM:AAy=BN:BBy=CP:CCo=DQ:DDo=1.
7} Dokazati da je MNPQ paralelogram,.
if) Sta je geometrijsko mjesto tataka presjeka dijagonala Cetvorougla MNPQ
kada se broj » mijenja?

3. Dat je A\ ABC takav da je AC>AB>BC,atatka O je centar upisane
kruZnice. Putnik koji polazi iz tatke O wreba da prode kroz tatke 4, B i C (idudi
po stranicama trougla) i da se ponovo vrati u tacku O. Koji je 1zmedu mogumh
puteva najkraci?

4, Dokazati da funkcija :
Fx)=tg 3x-ctg 2x

' T Co 1 3
ne moZe imati vrijednosti iz intervala {?, ?]

IV razred

1. Cetiri-tatke M, N, P i Q koje ne pr1pada;u istoj ravni su srediSta ivica
tetraedra T

1) Dokazati da tri od Zetiri zadane ‘tacke pripadaju istoj sttani tetraedra.
) Konstruisati tetraedar i odrediti broj rjesenja.
" 2. Aritmetitka i geometrijska progresija sa pozitivnim ¢anovima imaju

jednak broj Clanova i jednake krajnje Clanove (a1 =51, an-—bﬂ) Ako je Sy suma
aritmeti¢ke, a Sp suma geometrijske progresije, dokazati-da je Sp=Se
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. 3. Dat je polinom
Plx)=apx?+ax? 14, | . tran_1x-tag

pri éemu su an, - - .» an cijeli brojevi. Ako ta] polinom za Cetiri cijele vrijednosti
argumenta x ima vrijednost 7, onda on ne mo#e ni za jednu cijelu vrijednost argu-
menta x imati vrijednost 14. Dokazati! '

4. Ispitati funkciju
' i 1

1
T

cosx  sinx

j}:

i nacrtati njen grafik,

SEDAMNAESTO TAKMICENFE

I razred

1. Nacrtati grafik i ispitati tok funkcije
g x— 1w 141

za svako realno x za koje je | 2x1-5 [ =1.

2, Dokaza'i da za proizvolhan A ABC vazi:

D te ‘:‘f‘!ﬁ?, gdje je 2. te#i¥na linija trougla koja sadrZi vrh C,

i) {a>b)=(sc<te), gdic je s, simetrala ugla &je je tjeme C.

3. Neka su M, N, P sredifta stranica BC, CA, AB trougla ABC X proiz-
voljna tacka ravni, a X, Xz, X3 tadke simetri¢ne tack: X u odnosu na tatke M, N,

P kao centre simetrije. Dokazati da postoji centralna simetrija koja A ABC pre-
slikava na A X3XpX5.

4. Rijesiti sistem, jednacina
(a+-byx+(a—Dby=a>+ b
(a—b)x+(a+b)y=a®—b>

1 odgovoriti na pitanja:

Za koje vrijednosti @ i b jednaline predstavljaju:

+) dvije prave koje se sijeku,

#) dvije iste prave,

) paralelne prave.

i) Kada tatke M (x, v}, c1]c su koordinate rjefenja datog s1stema, pred-
stavljaju cijelu ravan?



I1 rarred
1. Dato je » tataka u ravni. Neka izmedu svake &etiri od njih po tri tatke
prlpadaju jednoj pravoj. Dokazati da najmanje n—l tataka pripada jednoj pravoj.

2. Rijesiti ne}ednacmu .
Ja (1—x)| <0,05,

3. Ako jednadine ax®-}-bx-+c=0 i a'x?+b'x+c'=0 imaju bar jedno zajed-
nic¢ko rjefenje, onda vrijedi

N (ac’'—a'c2={ab' —a'b) (bc' —b'c).
okazatl!

4. U ravni su date dvije razlitite tadke /1 i B i prava « koja ne sadrzi te tacke.
Posmatrajmo skup svih trouglova ABX, gdie X ¢ a. Kakvu geometrijsku figuru
tini skup teZifta svih takvih trouglova?

I razred

i. Rijediti nejednacinu
1 v
2-log 2+(1 -{—z—x]-log 3—log (V3+27)>0.

2. Neka je' ABCD proizvoljna trostrana piram1da Ako povucemo iri prave
od kojih svaka sadrZi sredista dviju m.1mo11azn1h ivica piramide, one ¢e se sjedi u
jednoj tatki. Dokazati!

3. Dokazati da.s_1stem S
' ' sin x ;V3x2—20x+32

cos x =x’
nema rjeSenja.

"4, U kruZnom 1s;eci<u poluprecmka r'i centralnog ugla v upisati pravouga-
onik maksimalne povisine, Nad¢i ugao pod kojim se iz sredifta kruZnice vidi ona
strahica pravougaonika koja je tetiva kruZnog luka.

IV razred
1. Konstruisati kvadrat tako da mu dva suprotna vrha leZe na datoj pravoj,
a druga dva na dvjema datim kruZnicama koje leZe sa raznih strana date prave.

2. Prirodni broj ¢ mo¥e se napisati u obliku a=10a1+-ap gdje je a1 bfoj
desetica 1 @o cifra jedinica. Neka je ¢ broj koji je jednak ili, za manje od 1, manji
od koli¢nika brojeva a i & gdje je b proizvoljan prirodan broj, tj.

_ be<<a<b (c+1).
Dokazati da je tada :
- boy <a<b{a--1)

gdje je ¢ broj desetica broja c.
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13, Odrediti onaj pravougli trougao tije su katete a i & i hipotenuza ¢ tako da
ugao ¢ izmedu teZi¥nih linija ¢4 i £ dostiZe ekstremmu vrijednost.

4, Data je funkcija y=x®1nx. Odrediti konstantu o tako da grafik ove funk-
cije ima prevojnu talku za x==1. Nacrtati grafik te funkcije.

OSAMNAESTO TAKMIGENYE .

I razred

1. Nadi zbir

1 11 R
S p S S
12 23 3.4 "1974-1975 ' 1975-1976

2. Dokazati nejednakost x2-}-y2-+22 =12 ako su x, y, 2 pozitivni brojevi za
koje vrijedi x--y-+2=6.

3. Dva takmiara uzimaju naizmjeni¢no kuglice iz dvije kutije. Svaki tak-
midar, kada dode na red, moZe uzeti iz bilo koje, ali samo jedne, kutije proizvoljan
broj kuglica. Pobjednik je onaj koji posljednji uzme kuglice, Kako treba da igra
prvi igra¢ da bi pobijedio ako u jednoj kutiji ima 76, a u drugoj 976 kuglica?

4. Neka su A1, Az, ..., Ao bilo kakve (medusobno razlidite) tatke ravai.

Dokazati da na bilo kojoj kruznici poluprednika 1 postoji tacka M za koju je suma
njenih rastojanja do svih tadaka A1, As, ..., Aww veca ili jednaka 100.

I razred

1. Naéi sve cijele brojeve x, v za koje vrijedi

|

142 korijena

2, Nadi realna rjesenja jednadine

V2 pmpt |2 —2px—pi=
gdje je p>>0 realan parametar.

3. Dokazati da za svakih # pozitivnih brojeva as, ..., a» koji zadovoljavaju
uslov ay . . .-ap=1 vrijedi nejednakost

(14a) (1+az) . .. (T4a.) =27,



-+ 4. U ravni je dato sedam pravih takvih da nikoje dvije nisu paralelne. Do-
kazati da medu njima postoje dvije koje zaklapaju ugac manji od 26°

III razred

1. U ravai je rasporedeno # ta¢aka tako da je povedina bilo kojeg trougla sa
vrhovima u tim tatkama manja od 1. Dokazati da se sve te talke mogu obuhvatiti
pravougaonikom povriine 4.

2. U trapezu sa osnovama a i b (a>b), visinom %, medusobno okomitim
dijagonalama 1 uglom o izmedu keakova vrijedi '

1 1 .
e i_ ] ctg . Dokazati!
h b a

3. Ako su xi1,..., x, pozitivni brojevi, dokazati da vrijedi

1 .
w (@ T Ty)

CTRNNRED. S

4. Neka je tacka M (b) jednako udaljena od prave x— —2 i kruZnica (x—3)2-
+yP=1, (x—=3)2-(y—b)*=1. Odrediti krivu koju opisuje tatka M (b) kad para-
metar & prolazi skupom realnih brojeva.

IV razred

1. Neka su g, b, ¢ realni brojevi koji zadovoljavaju uslove a, 520 i O<c<1.
Dokazati da je

at-bi-¢ <ac+(1—c) b.

2, Kako se mijenja zapremina pravilne trostrane piramide upisane u loptu
poluprenika » kad se visina x piramide mijenja.

3. Ako beskonagni aritmeti¢ki niz prirodnih brojeva sadrzi jedan &lan koji
je kub prirodnog broja, dokazati da on tada sadr# beskonatno mnogo takvih la-
nova. . . :

Navesti “primjer beskonacnog aritmetickog niza prirodnih brojeva &ji ni-
jedan ¢lan nije kub prirodnog broja.

4. Dokazati jednakost

cos 2j—l—cos iff%—cos@Jrcos-Sf—{—cos Wm_ 14 .
o1 11 i1 2
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DEVETNAESTO TAKMICENYE

I razred

1. Postoje li prirodni brojevi p i ¢ tako da vrijedi jednakost
(19.1) pE—4gP=246 8347

2. U ravni su zadane tri razlicite nekolinearne tatke A, M i N. Konstruirati
kvadrat tako da mu jedan vrh ledi u A, a dvije stranice, koje ne polaze iz tog vrha,
leZe na pravima koje prolaze tatkom M, odnosno N.

3. U ravni Oxv grafitki prikazati skup svih tataka T (x, y) &ije koordinate
zadovoljavaju istovremeno sljedede nejednakosti

| x—y | <l

SRR

x+lyisl
4. Dokazati: ako je

(19.2) .‘1 +_.l__= + ~| ,,7],,
a b ¢  atbtc

onda za svako neparno » veijedi jednakost

(19.3) [1+F+’T; L

a b ¢ ait b gt

II razred

i, Dat jestrougao ABC. Neka su O, Qg i Os centri kruznica od kojih svaka
dira izvana po jednu stranicu trougla ABC i prave kojima pripadaju dvije preostale
stranice. Dokazati da je A Ch(:03 oStrougli.

2. Dati su prirodni brojevi
a, a-+d, a+2d, ..., a+{n—1)d.

Ako se zna da nijedan od zadanih brojeva nije dyeljw prirodnim brojem, n, dokazati
da d i » nisu relativno prosti.

3. Dart je jednakostranitni trougao ABCG stranice a. Iz tatke M stranice AC
povudena je normala MN na stranicu 4B, zatim normala NP na stranicu BC i,
najzad, normala PQ na stranicu AC.

) Na kojoj udaljenosti od tatke A treba uzeti tacku M da bi konveksni
getvorougac MNPQ imao najvecu povr§inu?

%) Kada ée se Cetvorougao MNPQ svesti na trougao?
4. 1) Odrediti realan broj & tako da polinom x% y3 - 23+ kxyz bude djeljiv
sa x-|-y-+z
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© 4i) Za nadeno k—ko pod i) pokazati da je jednadina
x3-Fy3 4234 koxyz =0
zadovoljena samo ako je x+y+2=0 i x=y==z (x, y, 2& R).

HI razred
1. Dokazati da je broj A*+4—kn djeliiv bro;em 120 za svaki prirodni broj
k i za svaki prirodni broj n>>2.

2. Dat je kompleksan broj = razhmt od 1. Dokazati da je broj sly disto
imaginaran ako i samo ako | z |=1. 41

3. Dokazati nejednakost, odnosno jednakost
in?+2 K- & i
(19.5) T EL ST X, e (o, %] ne N.

cos? x sin®x

4. Mnogougao sa » stranica nalazi se u unutlasnjostl kvadrara ¢ija stranica
" aima duZinu 1. Pokazati da postoje tr1 vrha 4, Bi Ctoga m.nogougla takva da povr-

$ina trougla 4ABC bude manja od—

iV razred .

1. Dokazati da je za svaki ne N tacno jedan od brojeva
A-m =22ntl el - i
Bn = 22?1.+1 _f_ a4l _i_ 2
djeljiv brojem, 5,
' 2. Rijediti jednatinu
cos 2x-}-logy {% sin x} -l 2cos x-logy sin x=2 cos x-|sin%x-logs sinzx.
2
3. Dokazati: Ako je proizvod » pozitivnih brojeva ]eduak » njihova suma
nije manja od n, tj, iz
Xroxgc. . xXe=1 1 x1, Xa,...,%,>0
slijedi
y . _ e S
Kada vrijedi znak jednakosti?
4. §) Odrediti interval T=(0, x...; x} gdje je x rjefenje jednadine
| P+7+134. . . 4x=280.

#) Naéi one vrijednosti x iz intervala J za koje je definirana funkcija
f(@)=logma_aa) (x4 —4a3 -+ 542),
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DVADESETO TAKMICENYE '+

I razred

1. Dati su proizvoljni skupovi 4, B i € Dokazati:
7) ANBN\O)=(A\B)u(AnC),
i#) (ANBN\C=(A\B)n(4\0), | | _

ir) zakon asocijativnosti operacije “\,, vazi ako je ANC= 3.

2. Dat je trokut ABC. Na polupravoj BA data je taika D tako da j& BD—AC.
AKo sa M, odnosno N oznadimo srediste duzi BC, odnosno 4D, naéi kut izmeda
pravih MN i AC.

3. Neka je p prost broj vedi od tri, Dokazati da njegov kvadrat pri dijeljenju
brojem 12 daje ostatak 1

4, Konstruirati trougao ako su dati centri kvadrata konstruirani nad stra-
nicama tog trougla, ali izvan trougla.

Il razred

1. Oko pravouglog trapeza ABCD (osnovica AB i CD, AB>CD i visine
BC) opisati kvadrat tako da kroz po jedan vrh trapeza prolazi po jedna stranica
kvadrata i da se frapez nalazi unutar kvadrata,

2. Fabrika u mjestu A udaljena je od bliZe obale pravolinijske rijeke za AR=
=g km, asirovinu dobavlja iz uzvodnog mjesta C koje je na istoj obali. Trogkovi
1ijecnog prevoza za tona/km su dva puta man]i od trofkova drumskog prevoza.
Ako je BC=& km,, pod kojim uglom prema rijeci treba provesti put rako da b1 tros-
kovi prevoza sirovine bili najmanji?

3. Dat je kompleksan broj z=x—]-iy pri Semu je 251, Da bi broj -

z+1
bio ¢isto imaginaran, potrebne je i-dovoljino da je [z/=1. Dokazati.
4. Neka je .
e
0o <Tag <<, . .<om<;.
Dokazati '
(20.1) Clg oy < C(_)s OCI_I—C(_)S . '+C_OS *n <ctg oy,
8in ey -sin otp-t. , . sin oy
Il razred

1. Popuniti prazna mjesta (oznadena crticama) tako da naznadeno mnoZenje
bude ispravno, ObrazloZiti postupak popunjavanja!

3 - 45=37—15—.
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2. Rijediti 1 realnom podrudju sistem jednacina
x|+ yi=1

x2+y2-“——-a
uz graficka ilustraciju.
3. Data je jednadina )
log kx=2log {x+1).
Neka se odrede sve vrijednosti parametra & tako da ta jednadina ima jedan i samo
jedan korijen.

4. DPat je niz polinoma Po, P1, Pz, ... pri demu je
' Po(x)=1, Pp(x)=x

Praa(x)=x-Pp{e)— Pa_1(x), n=1.
Dokazati jednakost '

sin(n1)g =Pn (2 cos o) (974, & EZ)

sin @

IV razred

1. Posmatrajmo - tetraedar ABCD &ije su svake dvije ivice DA, DB 1 DC
uzajamno normalne. Neka je O centar stere opisane oko tetracdra, a R radijus te
sfere, '

#) Dokazarl da postoji rrougao Cije su duZine stranica jednake rastojanjima
od tri vrha tetraedra ABCD, medu kopma je ivrh D, do pretnika sfere koji prolazi
kroz Cetvrti vrh.

) Dokazati da je abc=4Rs pri temu ]e s povriina toga trougla dok su g,
b i ¢ duzine ivica DA, DB 1 DC.

2. i) Ako je .
1 ..
(20.11) 2¢os p=g+—, 2isin <p=z~—i,
z 2
. pri ¢emu je z kompleksan broi, dokazati da je
. . ' 1
(20.12) 2 cos (n:p)=z71-~{~—1— ,  24sin (np)y=g"—-—
z‘ﬂ- Jr(uﬂ,
#) Primjenjujudi tvrdnju ), izratunati
cos 20° cos 40° cos 80°,
3. Dat je niz x1, %2, %3, ... Xn, ... pri demu je
¥4
xXp==—
e
»
x2=i_ﬂ:
2
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Xg==——m
S22
2
*p-1
Xps=—"— -
2

i0<a<l, o
Dokazati da je granitna vrijednost toga niza jednaka —1—{—]/ L +e.

4. Od pravolinijskog kanala $irine a odvaja se pod pravim uglom pravoli-
nijski kanal Sirine b. Treba naci-najveéu duZinu brvna koje se nede zaglaviti pri
zaokretu plutajuéi iz jednog kanala u drugi. ‘

DVADESETPRVO TAKMICENYE

I razred

1. Konstruirati trougao ako je dato a--¢, Fu-rhe i o

2. Uprostiti sljededi proizvod:
{21.1) (@ 1) (@ |-1) (@ - 1) .. (@ 1), a>1.,

3. Neka je dat trougao ABC i neka su A; i Br podnoZja visina povudenih
iz vrhova A i B na prave koje sadrie odgovarajuce stranice trougla, Dokazati da
simetrala dufi AiBy polovi stranicu AB.

4. Dokazati da ne postoje cijeli brojevi a i b takvi da vrijedi

II razred

L, Kroz vrh € kvadrata ABCD (kome je du#ina stranice jednaka 1) povuéi
pravu p (koja ne sije¢e kvadrat) take da sijee produfetak stranice AB preko B
u tacki M, a produZetak stranice 4D preko D 1 tadki N, Oznalimo AM sa ai AN

sa b,
#) Dokazati da vrijedi
a-b=a-+b.
#,) U kojim granicama le# g=a-5?

@) Odrediti o i & ako je a—}—b:_z-.
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2. Odrediti interval u kome se nalazi parametar o tako da razlomak

moZe uzeti sve realne vrijednosti.

3. Dat je trougac ABC u kome je
¥ CAB— £ ABC=90".

1) Dokazati da je visina CC; trokuta ABC povudena iz tjemena ¢ tangenta
kruZnice opisane oko tog trokuta.

#) Na osnovu toga konstruirati ovaj trougao ako je zadano AB i R.
4. Dokazati da je

1 135, . 2n—1) 1
__< < — 7 n>l
2w T 24620 |2n

HOI razred
1. Ako je a1 pozitivan korijen j'ednac“:ine
at—2x4-1=0

dokazati da vrijedi

1 ‘
=
2, Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da:
i) ako je a-b paran broj, tada postoje prirodni brojevi ¢ i 4 takvi da vrijedi
B2k g2 d?,
if) ako-je a'b neparan broj, takvi prirodni brojevi ¢ i d ne postoje.

- 3. Dokazati da za n=2 vrijedi
Iog,%m—l—log,%,(ﬁ—1)+logﬁ!(nn¥2)!>';-1~ (nl=1-2-3-., .-n).

4, Ravan presijeca bo¢ne ivice pravilne cetvowstrane piramide u tatkama A4,
B, Gi D koje se nalaze na udaljcnosn,m'l & b cid 1espckt1vn0 od vrha p1ram.1de
Deokazati da vrijedi

__|_____.i_,ﬁ

a 4
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IV razred

1. Zadana je jednadina
2x2% sine—4x sin o--4sin® o —1=0,

gdje je x nepoznata, a « parametar koji prima vrijednosti iz [0, w]. Ispitati realnost
i predznak korijena te jednacine.

2 .Cjelobrojnim trouglem nazivamo trougac kome su duZine stramica izra-

Zene prirodnim brojevima., Nadi sve cjelobrojne trouglove &iji je obim ]ednak
povrsini, _
3. Neka je M proizvoljna tatka koja leZi unutar pravilnog mnogougla sa =
stranica. Dokazite da postoje dva vrha 4 i B ovog mnogougla takva da '
(1 ——} 180° < @):AMB <180°
n

4. Data su dva niza _
aly a2, A8s . v vy Auy e v s

b, ba, b3y ...y by, ...
za Cije ¢lanove vrijedi
Ant1, 7= P1an + qibn,
a1 = p2an—+gaba,
pri cemu su g, pa, g1, g2 dati brojevi, ali takvi da je
(plHla <l i |pal+lai<l.
Dokazati da je - o
lim a,=0 i lim b, =0.

fi—>00 R—roc

DVADESETDRUGO TAKMICENYE

I razred

1. Dokazati da bar jedan od tri proizvoda (1—a)b, (1—&)ci (1 —c)a u kopma
su brojevi @, b 1 ¢ takvi da vrijedi: '

O<a<l, O0<b<l i O<e<l,
. i 1
ne moZe biti vedi od 74—

2. Tacka K je sredina strane AB kvadrata ABCD, a tatka L dijeli dl)agonalu
AC u odnosu 3:1. Dokazati da je « KLD pravi!

3. Dokazati da za protzvoljne prirodne brojeve p i g vrijedi nejednakost:

VE__E N 1
q

3g2'

(22.1)




4, Od dvanaest razlititih dvecifrenih brojeva mogu se izabrati-dva &ija je
razlika dvocifren broj kome su obje cifre jednake. Dokazati!

II razred
1. Ako je
S ‘ 1 1 - -1
(222) AR SR S A
¥ b4 x
tada je x=y==g ili (xyz)?=1. Dokazati! -

2. U tjemenima A i B jednakostraninog trougla ABG podignute su normale
na duz AB. Kroz tatku C povulena je proizvoljna prava koja sije¢c normale u
tatkama P 1 Q, a zatim simetrala duZi PO koja sijete pravu 4B u tacki S.

i) Dokazati da je trougao POS jednakostranican!
4
i) Odrediti poloZaj prave PQ tako da povrdina trougla PQOS bude 5 Py,
gdje je Po povriina trougla ABC!

3. Kojih S3estocifrenih brojeva ima viSe: onih koji se mogu predstaviti u
obliku proizvoda dva trocifrena broja ili onih koji se ne mogu predstaviti u tom
obliku?

4. U tablicu 10X I0 zapisani su brojevi od 1 do 100 redom. Dokazati da &,
ako se u svakoj koloni i svakom retku ta¢no polovini brojeva stavi znak minus,
zbir svih brojeva, u tako dobivenoj tablici, biti jednak nuli!

HI razred

1. Rijesiti jednadinu

223 ([T =8x+ 7V —8x—0) + () Va2 —8xt 7+ x2—8u—9 Jr=2es1,

2, Dokazati da teZisne li.nije, koje odgovaraju katetama pravouglog trougla,

obrazuju ugao cp.takav da je cos ¢ 2—;5—.

3. Data j 1e trojka brojeva 2, VZ Vl_ Svaka dva od navedena tri broja mogu

se zamijeniti svojom sumom, odnosno razlikom podijeljenom sa VZ Da Ii je mogude,
kad se taj postupak ponovi nekoliko puta, dobiti ‘trojku brojeva 1, V2 1+V23

"4, Na.nogometnom turniry su se svake dvije momdadi sastale-samo po jed-
nom. Po zavretku turnira prvoplasirana momgéad Jje osvojila sedam bodova, dru-

goplasirana pet, a treceplasirana tri boda. Kohko je momgadi sudjelovalo na tom
turniru?
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IV razred

1. Rijesiti jednadinu
(22.4) V2 —k=x—2)E—1
za sve k<0.

2, U tetraedru je duina jednog i samo jednog brida vela ‘od 1. Pokazati

. . , 1
da tada zapremina tetraedra nije veca od —8—!

3. Naéi sve realne vrijednosti promiénljive xe[0, 2n] koje zadovoljavaju
nejednakost

(22.5) 2 cos a0 </ |1 +sin 25— |/1—sin 23] < /2.

4. Dokazati nejednakost

(22.6) 11TV2 Vit Fn<2

za svaki prirodan broj ».

DVADESETTRECE TAKMICENYE

I razred

1. Neka su a, & i ¢ duZine stranica nekog trougla. Dokazati da je tada

{23.1) & (b+e—ay+b (cta—b)+c® (at+b—cy<3abe.

2, Neka je %<7\<1. Na stranicama BC, CA _i AB trbugla ABC naneseni
su odsjedci
{23.2) Bd;=% BC, CB1=1CA i AC;=n AB.
Dokazati da obim trougla A; B1Cy nije vedi od obima trougla ABC pomnozZenog sa 3,

3. Nadi realna rije$enja jednacine
(23.3) Ve —p2) 2 —T=x,

gdje je p reslan parametar.

4. U ravni je dato 25 tadaka tako da se izmedu bilo koje tri tatke mogu naéi
dvue Cije je rastojanje manje od 1. Dokazati da se izmedu zadanih tacaka moze
naci barem 13, koje mogu. biti pokrivene. krugom radijusa 1.
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II razred

1. Neka je R skup svih realnih brojeva, a presiikavanje f:R—R zadano ovako

(23.4) Flx)=x2+(a+1Dx+1 (xeR).
7} Odrediti sve realne vrijednosti parametra ¢ za koje je tafan iskaz
(23.5) ' (xeR)':>{wf-—(-x)—l<3].
x2x4-1

#) Odrediti AnB, gdic je
(23.6) A={ac R:a-(a—2)/* e R},

a B skup svih, u ¢) odredenih, vrijednosti parametra q.
i2) Vidjeti koje krive linije predstavlja graf funkcije

(23.7) x = y=|f(x)|
u zavisnosti od vrijednosti parametra a i dokazati da sve tako dobivene krive prolaze
jednom fiksnom, tatkom,

#7) Navesti one vrijednosti parametra g za koje kriva y== [ f{x) | predstavlja
parabolu i odrediti analiti¢ki i grafi‘ki geometrijsko mjesto tjemena tih parabola.

7) Sta se mo¥e reéi o jednoznacnosti datog preslikavanja f: R — R?
2. Dokazati da tefi¥nica CM povudena iz viha C trougla ABC polovi svaku

duz XY ako X e AC, Ye BCi XY|AB, a zatim da presjecna talka N duzi AY
i BX leZi na teZinici CM.

3. Data su 34 cijela broja i operacija koja proizvoljno odabrana 23 od tih
brojeva povetava za 1. Dokazati da sko primijenimo uzastopno nekoliko puta ovu
operaciju moZemo postici da svi brojevi budu medusobno jednaki.

4, U ravni je dato sedam pravih od kojih nikoje dvije nisu paralelne. DokaZite
da postoje dvije od tih pravih medu kojima je ugao manji od 26°]

III razred

1. Za koje je realne brojeve @, x 1 v izraz

2 ny-l—l

(23.8) [1/2 (x sin xy+ Va)]2+x2 (1+cos 2xy)

realan broj?
2. U krwZnicu o je upisan trougao. ABC. Konstruisana je kruZnica e koja

dediruje kruZnicu o i stramce G‘A i CB. Dokazau da Vrl]edl CAI——E, gdje je A1
p .

tatka dodira kruzmce: oy i stramce BC, a 2p= a+b+c
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.3, Dokazati da su teZiSnice 4A4; 1. BB trougla ABC okomite ako i samo ako
vrijedi

{23.9) ctg C=2 (ctg A-ctg B).

4. Dato je 99 prirodnih br0]eva manjih od 100, Ako zbir ma kolike njih
nije djeljiv sa 100, onda su svi ti brojevi jednaki.

IV razred

1. Neka su @, b, ¢ i d cijeli brojevi. Dokazati da sistem jednagina

ax-+by=m
{23.10)
cx+dy=mn,

za sve cijele brojeve m i:7, ima cjelobrojna rjefenja ako i samo ako je ad—bc=+1.

2. Neka je f realna funkcija definisana za sve realne vrijednosti argumenta i
neka za sve vrijednosti ispunjava uslov:

(3.11) f(x+a)=:%+]/f(x)—“f}"(_£5?,

gdje je a realan i pogzitivan parametar. Dokazati da je f periodi¢na funkcija, tj.
da postoji pozitivan realan broj b takav da je f(x-Fb)=f(x) za svaki x i nadi b.

3. Za niz {a,}n=0 vrijedi

(23.12)  a=0, awu=5a+)24a,+1, n=0,1,... .
Dokazati da su svi dlanovi niza pfirodni broievi.

4. Neka su @y, ap, ... ,a, realni brojevi takvi da je za svako x
(23.13) 14 cos x-+ap €os 2x+ . . . —}ay cos #x =0
Dokazati da je

(23.14) aFas-- ... fan<n.

DVADESETCETVRTO TAKMICENJE

I razred

1. Nadi sve godine do kraja ovog vijeka (ukljucujuéi i 1982. god.) koje imaju
sl]edecu osobinu: postoji bar jedna osoba koja u toj godini navriava onoliko godina
Zivota koliki je zbir cifara godine rodenja te osobe.

2 Skup {1,2,...,9} je razbijen u dva disjunkina podskupa 4 i B. Dokazati
da bar u jednom od n]lh postoje tri razlitita broja x, ¥ i z za koje Vr1]ed1 x-|~y 2.
Dokazati da takva tvrdnja ne vrijedi za skup. {1 2, .
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3. Moze li se proizvoljan zadani trougao razrezati pravom na dva podudarna
trougla? ObrazloZiti!

4. Dokazati da se svaki pozitivan racionalan broj moZe napisati u obliku
kona¢nog zbira medusobno razliditih brojeva oblika i(n:l? 2, ..
#

II razred
1. Odrediti najmanju vrijednost izraza

z~~i (z kompleksan broj)

b4

(24.1)

R a
ako je |z iz=2,

.2, Odrediti najveéu. vrijednost odnosa Cetvorocifrenog (prirodnog) broja
prema zbiru njegovih cifara.

3. Ako su a1, @9, ..., an i by, b3, ..., by pozitivni realni brojevi i ako je
(24.2) Gl+a2+ PR +ani1, bl‘{“‘bz‘i— - +bn21,
dokazati da va#i nejednakost
o 2 P 2
(243) - L ST BRI S
23} az  an

4. U ravni je dato » tadaka tako da rastojanje izmedu bilo koje dvije tacke
nije veée od 1. Ako je m najmanje rastojanje izmedu neke dvije od njih, dokazati
da je
(24.4) met (X_’ﬁll.

III razred

1. Na nogometnom turnira svake dvije ekipe su se sastale samo po jednom.
Po zavrietku turnira prvoplasirana ekipa osvojila je sedam bodova, drugoplasirana
pet, a treéeplasirana tri boda. Koliko ekipa je sudjelovalo na tom turniru? (Svaka
pobjeda donosi dva boda.)

2. Neka su te¥idnice 4D i BE trougla 4BC medusobno normalne. Naéi
sve mogude vrijednosti kosinusa ugla ACB tog trougla.

3. Odrediti koliko rjefenja imaju sistemi:

1) Cos x1 =Xp ) sinx =22
COS Xz =x3. sinxs =ux3
“COS Xp_1=Xn sinXp_1==xn
COS Xn :551, ) ’ S 811’1 Xn :xl.

Odgovor obrazloZiti!

22



4. Data je familija & podskupova skupa X koji se sastoji od # elemenata,
sa osobinom da za svaki skup A4 i za svaki skup B iz & vr1]ed1 AnB;& & . Koliko
najvie {lanova moZe imati familija %7

IV razred

1. Odrediti etvorocifreni ‘broj - abed koji' ispunjava uslove

{24.5) cda—abe=297 i .
(24.6) g fbre=23,
2. Pretpostavimo da jednaéina
(24.7) %3 — px-+g=0 \1,. "

tma tri realna korijena.
) Dokazati da je p>0.
#) Ako je ¢>0, onda je na]manu po apsolutnoj vrijednosti 1<0r1}en ove ]ed—

nadine manji ili jednak od broja min ﬂ/ V J

3. Zadan je tetraedar ABCD. Oznaéimo sa A’ centar kruZnice opisane oko
trougla BCD, a sa 74 ravan koja sadrzi tacke 4 1 4’ 1 normalna je na ravan trougla
BCD. Analogno konstrui$imo ravni g, m¢ 1 7mp. Dokazati da se ove Cetiri ravni
sijeku u jednoj tacki!

4. Dat je skup X od 27 elemenata. Ako je A podskup skupa X, uvedimo
oznake: Al=A41 A1=X—-A4. 7Za podskupove A1, ... Ar skupa X redi éemo
da se nalaze u posebnom poIoza]u ako je za proizvoljan izbor brojeva pl, . s PRy
gdie je pi==1 ili p;==—1 ispunjeno

(24.8) Aﬂ‘nAm nd¥rE @,

Koliko se najvise podskupova skupa X moZe nalaziti u posebnom poloza]u;‘

DVADESETPETO TAKMI CENJE

I razred

1. Rijesiti po x (x realan broj) jednatinu

(25.1) P =01
gdje je
W, x<s
(25.2) Fl)= 2
l—x, a>—
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- 2. Rasporediti-brojeve -1, 2, ..., 9 na kruZnici tako da suma bilo koja dva
susjedna broja ne bude djeljiva ni sa 3, nisa 5 ni sa 7. Koliko takvih rasporeda ima?

3. Dato je sedamnaest brojeva. Zbir svakih pet je pozitivan, Dokazati da je
zbir svih tih brojeva pozitivan!

4. Zadan je paralelogram ABCD. Nad stranicama AB, BC, CD i DA kon-
struisani su kvadrati koji leZe izvan paralelograma. Centar paralelograma, sredina
bilo koje njegove stranice i centar kvadrata, konstruisanog nad tom, stranicom, su
vrhovi trougla.

i) Dokazati da su svi takvi trouglovi podudarnil
i) Dokazati da je Cetvorougao koji ¢ine sredine kvadrata kvadrat!

II razred

al

1, Neka je R skup reainih brojeva, a preslikavanja F:R—R i fiR—R zadana
ovako:

(25.3) Fl)=xt—2a3—4a2 4+ Ax+B i f(x)=xFpx-tq.

Odrediti realne koeﬁcuente A i B ko da vrijedi

(25.4) ' F@)=flf)]  (xeR),
a zatim, za nadene vrijednoéti koeficijenata A i B rijesiti nejednaéinu
(25.5) : ' _ Flx)<0.

2 Proizvod. dva prirodna broja je trocifren broj &ije su sve cifre jednake,
a njihov zbir je dvocifren broj {ije su cifre takode jednake. Nadi sve takve brojeve!

3. Mogu li se svi desetocifreni brojevi, koji se pisu ciframa 1 i 2, razdijeliti
na dv1)e grupe tako da suma bilo koja dva broja iz iste grupe u svom, {desetitnom)
zapisu- ima ne-manje od dvije trojke? -

4. U kruZnici su date dvije tetive AB i CD koje se ne sijeku itatka P na tetivi
CD. Odrediti na keuZnici talku M tako da tetive MA i MB odsijecaju na tetivi
CD odsjecak cije je sredidte zadana talka P!

HI razred
1. Medu trouglovima ¢ije stranice g, &1 ¢ zadovoljavaju uslov 1 <a<{2<b<g
5<c<6 odrediti trougao najvede povrdine!
2, Dokazati da teZi¥nice koje odgovarafﬁ katetama pravouglog trougla ABC
obrazuju ugao x takav da je sin x\<:5— .
' 3. Nadi sve trojke cifara x, y, z takv:e da je
1

(25.6) 0, e
x+yt+g
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4. Na jednom takmilenju svaki ugesnik se bori sa svakim i nijedna borba
se ne zavrsava nerijefeno. Dokazati da medu takmicarima postoji takav koji ce
imenovati sve udesnike, osim sebe, kada imenuje sve ulesnike koje je pobijedio,
a takode i udesnike kojl su pobijedeni od ranije navedenih. Provjeriti tvrdnju na
jednom primjeru! .

IV razred

1. Bez upotrebe logaritamskih tablica dokazati da je
(25.7) ’ tg 11°<0,2.

2. U konus je upisana kugla poluprecnika ». Odrediti zapreminu konusa
ako je poznara udaljenost d vrha konusa od ravni koja dodiruje kuglu i okomita
je na jednu od izvodnica konusa.

3. Od cifara 1 i 2 sastavljeno je 6 petocifrenih brojeva. Dokazati da se medu
tih 6 brojeva mogu izabrati dva koja se razlikuju u ne vise od dva mjesta!

4. Dat je strogo rastuéi niz di, as, a@s, ... prirodnih brojeva, take da je
(25.8) m=1, =2 1 aman=admn,

ako su m i » relarivno prosti brojevi. Dokazati da je:
i) ag==3, '
i) ap==n za sve prirodne brojeve n!
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UPUTSTVA, RJESENJA, REZULTATI

SESNAESTO TAKMICENYE

I razred

1. Rezultar. i) Za » prirodan broj:
AnB=g ako je r>2,
AﬂBﬂ{']} ako je r=1,
AnB=-{10, 15} ako je r=2.

i) Za + racionalan (ne prirodan) broj:

ANnB=3 ako je r£—3, —1,
AnB={-15} ako je r=—3,
AnB={-5} ako je r=—1.

2. Ryefene. Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi, tj. x2=n2 -+ 12 H(nt+ 22+ (ni3)2 4
(43 == 5121 2012+ 30 =5 (n2+ 4+ 6). Odavde slijedi da je 5 faktor broja x2 §to je moguée
samo ako je 5 faktor broja x. Sada imamo

(n—x0) (120

- (Bx1)P=5@2Hdnt6)=>n2—x7=4 (2} —n)— 6=> =2(xf—m)—3.

Na desnoj strani posljednje jednakosti nalazi se neparan broj, kao razlika parnog i neparnog broja.
Medutim, broj na lijevoj strani iste jednakosti je paran. Naime, jedan od brojeva n—x1 i ntx:
mora biti paran (jer je izraz na lijevoj strani posljednje jednakoesti cio broj), pa se lako vidi da i drugi
od ta dva broja mora biti paran, a odatle slijedi da je broj na lijevoj strani posljednje jednakosti
paran. Prema tome, poshiednja jednakost je nemoguca, a time i pretpostavka ufinjena na podetku.

1
3. Rezuitat. Zag= o b=0 rjedenje je svako realno x. Za a proizvolino i & =0 jednadina
ima rjeSenje x=0.
. L. . b—2a—1
Za a proizvolino i >0 rjefenje je x=T.

4. Rjefenje. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak rijeSen. Neka je NABC takav da ispu-
njava uslove zadatka i neka je pri tome CD simetrala ugla v, gdje je D presjek te simetrale sa stra-
nicom AB, ProduZimo stranicu BC preko vrha C do tadke E tako da je CE=C4A 1 spojimo tatke
A i E. Tada je

: BE=BC-}-CE=BC+4-CA=a-}b==12.
Osim toga je
¥ CEA= % CAE, v=2- & CEA,
4.
¥ CEA=30°
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Podto. je ¥ BDC=135%, ¥ BCD=30% 10 je ¥ CBA-15° Dakle, A ABE se mo¥e konstruisati.
Tatka C le?i u presjeku simetrale duZi AF i duii BE.

Konstrukciia 1 dokaz, O&igledni!
Determinacija. Polto je
¥ CBA-+ ¥+ BEA=15°-}-30°=45°<180°,

to tatka A wuvijek postoji. Simetrala
" dui AF uvijek sijefe prava BE jer je
¥ CFE+4+ £ CEF=90°+
+30°=120°<180°.

Postoje uvijek dva riefenja, 1 zavisnos-
S1o160 1 : ti od toga da li je & CDA=45° ili je
ShoAm b ¥ CDB=54° (s1. 16.1.).

If razred

1. Rjefenje. 1) Kako je _
B=10005+100¢+10d+a=10 (1006--10¢ -+ d) +a,

to iz 6==0 ili x=7 (dakle 7|a}, zbog 7|3B, slijedi 7[({1005+ 10c--d). Pojto je A=1 000a-+ 10056+
4+ 10c +-d, zakliuFujemo da mora 7|4, jex je A jednak zbiru dvaju brojeva djeljivih brojem 7.

slijedi 7] C.
Zato, ako 7| A tada 7i3ati. Tla, paje @=0ili =7, jer je g cifra.
Obrauto, ako je =0 ili =7, tada 7|4 na osnovu 7).

i) Neka je ¢="7, b—=d, ¢=0. Na osnovu #) imamo 7i{4, tj. 7[{I00+1) &, odnosno 7jb.
Zato je =0 ili =7, jer je b cifra.

Za b=0 imamo A=7000, pa kake 3,}7 000, ovaj sludaj otpada.
Za b==7 imamo A=7 707. Kako 317 707, traZeni broj je 7 707.

2. Rjefenje.i) 1z |x|=F (%) slijedi da je | x| clo broj, odnosno da je x cio broj. Iz E (x)==
~|x| 20 slijedi E (x} 20, odnosno x >0. Obrnuto, ako je x 320 cio broj, tada je E {x)=x=[x|.
Prema tome, rjefenje date jednadine su svi cijeli nenegativni brojevi,

) Neka je E (a)=0, tj. 0<a<1. Tada je E (x) proizvoljna, pa je svaki realan broj x rje-
$enje date jednacine.

Neka je sada E (2)70. Tada je E (x)=0, pa je tjefenje svako x & [0, 1.

#1) Kako su & iE {x) cijeii brojevi, iz x=k—E (x) slijedi da je x cio broj. No, tada je E (x}=
=y, pa je zadana jednadina ekvivalentna jednadini

2x=F (x cio broj}.
Ako je & neparan broj, tada jednadina nema rjedenja, a ako je & paran broj, tada postoji jedinstveno
k
riefenje x=—.
3 ] 2
#) Podto su E (x) 1 E(v) cijeli brojevi, mora biti E (=11 E(N=1,1li E(x)=—11E(y)=
= —1, odakle dobijamo rjeSenja
xe[1,2), yE i1.2)
ili
xe[—-l,()), ye[—],O).
3. Rjefenje. Ako je x2—G6x+-520, tada je x®—6x--8>0, pa data jednalina ima oblik

2x2—12x+13—a=0.



Ova jednadina ne moZe imnati vife od dva rjeenja ni za jedno a.

Isti zakljudak je i u sludaju kada je x2—6x+8<0.

Ako je x%—6x+5<0 1 x2—6x+8>>0, tada data jednadina glasi

. x2—6x+8—a21 6x—S5=a,

1. ‘
a=13,

pa moZemo redi: za a=3 rjefenja date jednadine su svi x koji zadovoljavaju uslove £2—6x+8 =0,

x2—6x4+5<0, tj. uslove 1<x<2, 4<x< 5, §to znadl da data jednadina ima beskona®ne mnogo
rieSenja. Dakle, za =3 data jednadina ima vife od tri rjefenja.

4. Rjelfenje. Analiza, Pretpostavimo da je zadatak rijesen. Neka su 4, B, ¢ i D Zetiri tatke
na datoj pravej p1 @, b, ¢, i 4 prave koje prolaze redom kroz tatke A4, B, C, D i edreduju romb
PQRS tako daje ¥ OPS jednak datom oftrom uglu e (sl. 16.2). Tadaje ¥ SRQ=o,tj. ¥ ARD="
=o. Dakle, geometrijsko mjesto tadaka R je kruZni luk % iz &je se svake tadke duf 4D vidi pod
uglom «, Geometrijsko mjesto tataka P je kruZni huk % iz &je se svake tatke duf BC vidi pod
uglom o. Neka su G i H tadke presjeka prave PR i krufnih lukova AGD 1 BHC koji su depune
lukovima %1 A" redom, do pune keruZnice. Tada, imajuéi u vidu da dijagonala romba polovi
odgovarajucée uglove romba, imamo

¥ SER=% QPR= % BPH=«x GPH:I’E}\-I:C/’_—H\, pa je H sredifte Juka B’;I-a
Potpuno analogno se zakljuduje da je i G sredifte luka A’(“ﬁ)'.
Konstrukcijg. Konstruiramo:
i) kruZne lukove % i &' o kojima je rijed u analizi,

#y sredifta G 1 H lukova ap i ,g’-C\ koji su dopune lukova % i &’ do pune
kruZnice,

ity prava GH,

o) {Py=GHNY, {R}y=GHnk,

o) prave RD, PC, RA, PB,

vi) tatke Qi § kao presjeke pravih PB i RD, odnosno PC 1 R4 (sl. 16.2),

Dokaz. Posto P&k, 1o je ¥ BPC=a, pa je & SPO=x (kao unakrsni). Tz BH=FIC

slijedi ¥ BPH= x CPH, ti. ¥ SPR= x QPR. Slifno’ zakljufujemo da je ¥ SRQO=u, odnosno

da je ¥ SRP= & QRP. Dakle, PR je dijagonala &etvorougla PQRS i polovi uglove iz &ijih vrhova
polazi (ti uglovi su jednaki), pa je PQRS romb &ija konstrukcija se traZila.

Delerminacija. Podto se geometrijska mjcsta.ki % mogn konstruisati:
i) sa iste strane prave AD (kao na sl. 16.2.),
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#) sa raznih strana prave AD,

zatim se mogu konstruisati lukovi k1 i & iz &ijih se tadaka duZi AD, odnosno BC vide pod uglom
180°—a, '

17) sa iste strane prave AD,

1) sa raznih strana prave AD,
to zadatak ima Cetiri rjeSenja.

I razred

1. Rezultgr. Parovi {x, ¥) cijelih brojeva koji zadovoljavaju dati skup nejednadina su (0, 0),
{1, 1), (2,0).

2, Rjefenfe. Zadanu relaciju mo¥emo napisati u obliku
—— —_—  — —_ — —_ —_—
(16.1) AM=X Ado, BN=X BBy, CP=x\ CCo, DQ~) DDy.
ey
¢) DokaZimo da je MN = QP, odakle e slijediti da je MNPQ paralelogram.

MN—MA - AB-+BN= — AM-+AB+BN=—3AAo+ AB+ 1 BBy=AB -+ (BBo— Ads)

OP=0D - DC - CP=-- DY+ DO+ TP = — ) DDo+ DC+3 CCy= DO (CCy DDy
Ali

BBy~ Ado—AuBo—AB 1 CCo—DDo—AoBo— AB, AB=DC,

odakle slijedi jednakost vektora MN i @f;

1) Uzmimo talku A za pol i ratunajmo {vidi sl. 16.3):

8L 16.3.

—r o 1 e — = 1 —— e — —
AS=AM+ 0 (MN-{-MQ):AMJr-E (AB+A (AoBo—AB)+AD+A (AoDy— AD)=
1 — — . A —_ —— — —
= E(AB#—AD)-}-; ((AeBo--AoDo) —(AB+ AD)Y+ A Ag=
1 — —— A — — — (RS
= —Z—(AB+ADJ+E (24 Ao+ (AoBo-- AoDo)—{(AB+ AD)).
Ovdje je X parametar koji se mijenja u intervalu [0, 1] {zbog uslova u zadatku), a svi vektori koji

se pojavljuju na desncj strani posljednje jednakosti su konstantni. Prema tome, geometrijsko mje-
sto taaka § je duZ S150, jer se za A=0-dobija vektor talke Si, a za A=1 vektor talke Sp.
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3. Najkraéi put treba traZiti medu sljedede tri moguénosti (sl. 16.4.):
s1=0C+CB-+BA-+AO,
se=04-+4-AC+CB+BO,
s3=0B+4-BA+AC+CO.

4 ?.Jr(cty{-cta’?.ctﬁ
sL= - r — —t =1,
L : o g 5 24 5 kL4 2
gin — sin —
T 2 2
e Zp2ce L og l
sa= ctg — 42 ctg —- =
] ] i B ¥ 2 2 £ 5 .Cg 2 5
gin — sin —
2z 2
¢ o
sa== + —H(Ctg 1+-ctg,r -E+2 ctg _._)_
. .Y 2 2 2
Sl 16.4. sin ==~ &in —-
2 2
Uporedimo s1 1 sa. Pretpostavimo da je si<sz, 1j. '
1 1
—ctg L < -—0th
Y 2 B 2
sin — sin —
2 2
Iwc:osI 1~cosE
2 2
<
LT . B
sin— Sin—
2 2
25in2 L 2sint 2
4 )

.\

tg1<tgﬁ=w<r3,
.Y Y . :
2 sin — cos~— 2 sin — cos —

4 4 4 4

4 4

§to je tafno zbog AB<AC. _ _

Potpuno analognim uporedivanjem zakljuc‘:u}emo da je s3<Iss. Prema tome, 51 je najkradi put.
4. Rjes"enj‘e.: Kako je

2tgx . 3tgx—toiy

T ————— xm
1—tg2a’ 1-3tg2x

tg 2x
to datu funkceiju moZemo napisati u obliku
3z 1l—a
1—-3a 2

(16.2) y—

pri demu je a=tg2x. Jednadinu {16.2) mo¥emo pisati u obliku
(16.3) B a2—2 (2—3) a+(3—29)=0.
Tednaéina (16.3), posmatrana kao kvadratna jednadina po @, moZe imati samo realna nenegativna
rjesenja zbog prirode veli€ine a. Za one y za koje posljednja jednadina ima rjeSenja, postojace, dakle,
x za koje ¢e data fupkcija uzeti odredenu vrijednost. 8 druge strane, to se nece desiti u slufaju:

i) ako jednadina (16.3) ima imaginarne korijene, tj. kada je

(2—3pP—(3-29)<0,
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tj.

1
—9—<y<1,

i) ako jednadina (16.3) ima oba korijena negativna, tj. kada je

. 3—2y>0, 2—3y<0, M2—10v+120,
1.

3
1<y <.
Y3

1
Prema tome, jedan od gornja dva sludaja ée nastupiti za -9—<y<-2-.

IV razred

1. Rjefenje. i) Ofito je da svakoj strani tettaedra T pripada bar jedna od datih tafaka. Neka je
N e ABC (N € BC). Pretpostavimo da na strani ABC nema vife nijedne tadke, Tada su one na
ivicama AD, BD i CD pa strana BCD sadrii tri od njih, $to se 1 tvrdi.

Neka je sada i Me ABC. Ako je jo§ i P € ABC, tvidnja zadatka je ispunjena. Ake P ¢ ABC, tada
P e AD @li Pe BD) uz pretpostavku da Q € CD. Tada bismo imali

MNACHPO=MN||FQ,
MP||BD}|NQ=-MP|INQ,

odakle bi slijedilo da je MNQP paralelogram, tj. tafke bi bile komplanarne, suprotno pretpostavel
zadatka.
Prema tome, ako M, N €. ABC mora biti i P e ABC.

i) Analiza. Talke M, N, P { O odreduju tetra-
edar (sl. 16.5). Ako tatkama M, N i P povudemo pra-
\eparalelne sa NP, MP, MN, dobijame A ABC. Kada
jod nademo taéku D (QD” G, tetraedar ABCD je
odreden.

Determinacija. Kada je naden AABC, tada je vrh
D odreden troznatno, jer tatkom ¢ mogu prolaziti- sve
tri ivice AD, BD i CD. Ako su, dakle, tafke M, N, P u
jednoj strani tetraedra, dobijamo skup (T} od tri tetra-
edra. Sva tri tetraedra iz tog skupa su razlidita, jer su
im osnove ABC iste, a bofne ivice su im razlidite. Od
tadaka M, N, Pi O moZemo formirati Zetiri trojke tafa-
ka tako da te trojke budu srediSta ivica koje pripadaju.
jednoj strani tetraedra. Na taj nadin smo formirali fe- sl 6.3
tiri skupa od po tri razliita tetraedra s

Dokaimo da ni dva tetraedra iz razlititih skupova ne mogu biti jednaka. Neka je, na ptimjers
T tetraedar kod koga su M, N, P sredine ivica jedne njegove strane, a 77 tetraedar kod koga su
M, N, Q sredine ivica jedne njegove strane 1 neka je T=T". Posto su, po pretpostavci, M, N, P, Q
tacke koje ne lefe u istoj ravni, slijedilo bi da prava MN pripada dviema razliditim stranama tetra-
edra T=17", tj. slijedilo bi da MN pripada ivici tetraedra, §to je nemogude, jer su M i N sredine
razliditih ivica tetraedra. Prema tome, zadatak ima dvanaest rjefenja.

. 2. Rjelenje. Obiljezimo sa g kolitnik u geometrijskoj progresijfi, Tada je by==01 ¢*-1=a, pa
imamo

s ai+an ar-a gt-t 14gn-t
= "= "R=—a1" ‘M
T2 2 YT
m
Sb=mq .
g—1
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Dalje je

| g"—1  1+g"+
SamSa=a1( —1 ——z-n .
Kako je a1>0, dovoljno je ispitati razliku u zagradi.
g 1 i +qﬂ—1 ) 1 +qn_1
— ————n={1tg+¢+. . ) ———n=
g—1 2 2

i
R e N (R e R Vs

1 i
— _2_ # (I +qn_1) — _2,_ (((1 +f1"‘1)— (1 _}_qnﬁl)) _|_ . 'i ((qi;+qrzuku1) o

—( g D) A gL D — (L 1)),
Posmatrajmo op#ti &lan posljednje sume
gitgrtt—1—gnt=(gh 1) (1—gn~*1),
Ako je 0<tg<:1, tada je prvi faktor na desnoj strani posljednje jednakosti nepativan, a drugi pozi-
tivan, a ako je g 221, tada je prvi faktor nenegativan, a drugi nepozitivan, Dakle, u svakom slufaju
je proizvod, a time i opiti &lan sume, nepozitivan, Prema tome je S5 =5%.
3. Rjefenje. Neka su a, b, ¢, d cijeli brojevi takvi da je
Pla)=P(®)=P (c)=P(d@)—".
Tada je :
Pla)—T=P{E—T=P (c)—1=P(d)—T7=0.

Dakle, polinom
Qx)=Px)—17

je djeljiv sa x—a, x—b, x—¢, x—d jer su mu @, b, ¢, 4 nule. Prema tome je
(16.4) P)—T={x—a) (x—8) {x—c) (x—d) g (2.
Pretpostavimo‘ sada da je P (k)=14, gdje

' je & cio broj.
LN : Iz (16:4) tada slijedt

14—7=(k—a) (k—b) (k—c) (k—d) g (%),

q | 1.
et bt oo 1—(hea) (h—B) (k=) (k—d) g (B

Medutim, posljednja jednakost je nemo-
guca, jer se broj 7 me moZe rastaviti na
: ‘ pet fakiora tako da najmanje Setiri od njih
»-2VZT ) budu razlitita (u skupu cijelih brojeva).

ETC
- 4, Rezultat. Prave x=—2— sUu Vet~

Sl 16.6. tikalne asimptote funkcije. Period funk-
: ) cije je w=2%, Ima dvije vrste ekstrema, 1
. aw — Y- - T —
to maksimum u tackama (———4——{—21376, -2]/2 ) 1 minimum u tzkama (:i-v’erﬂ:, 21/ 2)za k=0

b
+1, -+2,... Prevojne tafke su (-—-Z—Fk?r,()) za k=0, 41, -£2,... (sl. 16.6.).
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. SEDAMNAESTO TAKMICENJE .

1 razred

1. Rezultar. Data funkcija se moZe napisati u obliku

—2x+1, xe(—o0, —3] U [~2~1)
y=¢ 3, xe[—-1, D
2x+4+1, xe[l, o),

Grafik funkeije je dat na slici 17.1.

2. Rjelenje. i) Neka je D sredite stranice AB. Produfimo te¥ifnicu CD preko D do tadke
D; tako da je DD1=2,=CD. Tada je A\ ADD1= A DBC, pa je ADi=a=BC. Sada iz A CAD1,
na osnovu nejednakosti trougla, imamo CDi<CA-+AD;, odnosno Zte<b+ta, odakle slijedi
traZzena nejednakost.

i) Neka je a>b. Tada je a>f. Oznatimo sa D, odnosno £ tatku u kojoj simetrala sc,
odnosno teZidnica ¢, sijede stranicu 4B datog trougla (sl. 17.2). Tada je % BDC= % BAC+
+ % ACD, ¥ AEC=% ABC- ¥ ECB. Odav-
de, i iz pretpostavke o uglovima « i B, slijedi
* BDC> x ABC< ¥ ECB, odnosno ¥ BDC>
> ¥ AEG, odakle dobijamo tra%enu nejednakost
$o<?p. Napomenimo da smo tu koristili &injenicu
da je ¥ ECB< ¥ DCB, koja slijedi iz osobine
teZidnice da gradi manji ugao sa vedom od stea-
nica trougla koje polaze iz istog vrha.

3. Rjefenje. 1z XN=XoN 1 XM=XM
slijedi da je MN srednja linija u A XX1.X3, pa

je MN[[{ XX i MN=-;: XiXa. S druge strane
je AN=NC i BM=MC, tj. MN je srednja linija
u A ABC, pa je MN||AB i z'v.TNr:;: AB.
Dakle, X1 Xo]|MN|| AB i X1 Xo=2MN=AB, j.
{17.1 XiXo|1AB i X1.Xe=AB:

Na potpuno ist nadin zakljudujemo da je X1.X5]
HAC 1 X1 Xs=AC, odnosno Xo Xy || BC i XoXe=— b 0

=BC. Odavde i iz (17.1) slijedi da su A ABC / \y:~2x+1
i A X1 Xe X3 podudarni. Odatle slijedi da postoji

ili translacija ili centralna simetrija koja preslikava
jedan trougao u drugi, Ako bi postojala transla-
cija, tada bi spojnice odgovarajuéik vrhova bile
jednake, §to nije taino, jer njihova duZina zavisi
od poloZaja talke X u odnosu na A ABC. Dakle, preslikavanje koje jedan trougao preslikava u
drugi je centralna simetrija.

Y.
|
I
I
!
i
|
|
|
|
[
I
!
!
|
!
!
I
1
i
1
4
3

SL 17.1.

e . a+d a—b
4. Rezultat. Za a70, b#0 rjefenje je x= 5 y= 5
Za a0, b=0 je x proizvoljno, y=a—x. Za ¢=0, b=£0 je x proizvolino, y=x-5; i za a=b=0 su
¥ i v proizvoljni.
1) @720, 740,
1) a70, b=0 ili a=0, 340,
#1) nemogude,

) a=5b=0.



IX razred

1. Rjefenje. Od n datih tadaka uzmimo bilo koje tri 4, B, G koje le¥e na jednoj pravoj.
Pretpostavimo suprotno tvrdnji, tj. pretpostavimo da medu datim tafkama postoje dvije, npr.
M i N koje ne lefe na pravoj AB. Tada su prave MN i AB ili paralelne ili se sijeku. Ako su para-
lelne, onda medu &etiri tadke 4, B, M, N postoje tri koje ne lefe na jednoj pravoj. Alko se pomenute
prave sijeku, onda se sa tatkom presjeka ne poklapaju bar dvije od tataka A4, B, G; recimo A1 B.
Tada medu Zetiri tatke 4, B, M, N opet postoje tri koje ne lefe na jednoj pravej. Dakle, najvife
jedna od datih taSaka ne pripada pravoj 4B, to je i trebalo dokazati.

2. Rezultat,

0,5— o 3<x<0,5—10,2,
0,5-- J0,2<x<0,5+ /0.3,

3, Rjcfenje. 1) Ako date jednadine imaju oba riefenja ista, tads vrijedi a:a’=b10=c:c,
pa je tvednja oCigledna.

#) _Neka je xo jedino zajednitko rieSenje.
axd--bxo--c=0
a'xi+bxvot-e = 0_.
Mnoienjem prve jednakosti sa a, druge sa @ i oduzimanjem dpbijamo
(17.2) (@b mobao—ac' =0,

gdie je a’b—ab’0 jer bi inale vrijedila relacija iz 7). MnoZenjem prve jednakosti sa &, druge sa
b i oduzimanjem dobijamo :

(17.3) {ab’ —a'B) x5+ b'c—bc’ =0,
Uvritavanjem vrifednosti xe 1z (17.2) u (17.3) dobijame traZeni identitet.
4. Rjefenje. Neka je A ABX takav da je X € a i neka su MX teZilna linija i T teZiSte tog

trougla (sl. 17.4). Tada je MT= ?MX' Tadka T je, dakle, slika taéke X pri hofnotetiji sa srédi¥-
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tem M 1 koeficijentom k:—é-. Po3to homotetija preslikava pravu na paralelnu pravy, slijedi da
skup teZifta svih posmatranih t:ouglové ¢ini pravo & paralelnu datoj pravoj a. -

Primjedba: Ako iz razmatranja iskljudifmo sh- %
¢aj degeneracije A ABX u du, tada iz skupa taaka a -

prave 4 treba iskljuditi sliku tatke X, gdje je
{X}=an 4B,

III razred

1. Rjelenje. Definiciono podrudje jednagine
je 720, Koristedi osobine logaritma, imamo

i x .
log 22+log 375 —log(}3+39)>log 1

x4l 241
23 7 log 1 23 =1
log --m’?—> og —>—§jm .
V3+3s. V343e

Napomenimo da je baza logaritma 10, tj. veéa od 1. Posto je V3_+ 33>=0, dobijamo ekvivalentnu
nejednacinu
1 1

3% _12-3% 12720,
1

Uvodeéi smjenu 3 * . 3 (v>0), dobijamo nejednadinu
¥2—-129+27<0
¢ijim rjefavanjem dobilamo 3<y<9.

) 3<y=
1

g 1 . 1
=>3<32"=>1 e | Do T
2x 2

1 1
i) y<9=> — <2=x<0 il x>,
2x 4
C - . L, 1 1
Prema tome, rjefenje date nejednadine je interval e E) .

2. Rjefenje. Neka su M 1 N sredifta mimoilaznih ivica 4B CD, a Pi O srediSta mimoila-
znih ivica 4D i BC date piramide (sl. 17.5). Tada je MP srednja linija A\ ABD, a NQ srednja
linija A BCD. Zbog toga je MP{|BD||NQ. Potpuno analogno se zakljuduje da je MQ|[|AC||PN.
1z tih relacija slijedi da je MPNQ paralelogram, a MN i PO njegove dijagonale koje se sijekn 1
nekoj tadki T. Ako su R i 8 sredifta mimoilaznih ivica 4G i BD, tada se na-ist nadin kao i gore
dekazufe da je RPSQ paralelogram &ije se dijagonale PO i RS sijektt u nekoj taki Th, Poito se
dijagonale paralelograma polove, zakljutujemo da je i T 1 T3 srediste dudi PQ odakle slijedi da je
T'=T1. Odatle slijedi da se prave MN, PQ'i RS sijeku u jednoj tacki. -
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3. Uputstvo. Iz uslova 0<3x2~20x+32<1, sinx =0 dobijamo za definiciono podrudje

o 107 8
prve nejednadine interval { ———

5 ?.[ Definiciono podrudje druge nejednaline je interval

[—1, 1] koji dobijemo iz uslova cos x =20, x2< 1. Poito je presjek ova dva intervala prazan

skup, zakljufujemo da dati sistem nejednadina nema rjedenja.

M

D

sL. 17.5. - ) SL 17.6.

4. Rjefenj'e.'Neka su oznake kao na sl. 17.6. Tada imamo DC=2rsin &, 8:—1?—%

novu sinusne teoreme primijenjene na A DAO je

odnosno

Ako sa P oznalimo povriinu pravougaonika ABCD, imacemo

P=DC-AD= " -sina-sin(%—e),

Y
sin -—
2
1.
1 Y ¥
P= cos| 2e—~— | —cos == |. -
LY 2 2
s —
2

. Na- os-

U posljednjem izrazu velidine # i ¥ su konstantne, pa ¢e povrdina biti maksimalna ako je

cos (25—%)=1, 1j. ako je €=%. Ugao pod kojim se iz sredifta krugnice vidi ona stranica pra-

vougaonika koja je tetiva kruZnog luka je x D'OC=2'.€m-§-..
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v razre_d

L. Rjefenje. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak rijefen, . da je ABCD kvadrat &ji
vrhovi A i C lefe na datoj pravoj,y a vrhovi B i D na datim kru¥nicama % i % (sl. 17.7). Poito su
dijagonale kvadrata uzajamno normalne i polove se, zakljudujemo da su tatke B i D simetriéne u
odnosu na pravu AC=q. Podto B leZi na ki, njoj simetri¢na tatka D leZade na kruZnici k1’ koja je
simetri¢na kruZpici &1 u odnosu na prava g. To zna&i da je D presjeéna tacka krudnica &' i %a.

Konszrukmjé. Konstruiramo:
4} kruZnicu k' simetri®nu kruZnici & u odnosu na pravu a,
#) tadku B simetri¢nu présieénoj tacki D kruZnica A1” i A2 u odnosu na
pravu a,
i) presjetnu ta¥ku O pravih @ i BD,
) taEk% AiCna Iiravoj @ sa raznih strana tacke Q tako da je QA=QCm

Dokaz. Slijedi direktno iz konstrukeije.

Determinacifa. Jasno je da konstrukeija kvadrata ABCD zavisi od konstrukcije tatke D.
Zato zadatak moZe imati dva, jedno, nijedno ili beskona¢no mnego rjefenja, §to zavisi od toga da
1i se kruZnice %’ i ke sijeku, dediruju, nemaju zajednikih tagaka ili se poklapaju,

2. Rjefenje. Neka je c¢=10c1+co.
Tada uslov u zadatku moZemo napisati
u oblikn

(17.4)  10bei+beo< 10ar -+ a0<<
< 10bc1+beo -+ b.

Pojto je 0o, to je bop=20 1 boog-L b=
£ 95+b=108. Zato iz (17.4) slijedi

10bc1<5 1003 -} 2o < 10bey + 105,

odnosno

b’
(17.8) ba<ar-+ I§<bﬁ +-b.

&
Polto je osﬁ)a, iz (17.5) imamo

(17.6) ber<<ar-+1,

SL 177

Qa7n 1 <<ber+b.

Podte u (17.6) figurisu nenegativii cijeli brojevi, iz te nejednakosti skijedi
{17.8) bo<al

Sada iz (17.7) i (17.8) dobijamo traZenu relaciju.

3. Rjefenje. Neka je troupgao oznaden kao na sl. 17.8. i neka je AC=8, BC=a. Po kosinusnoj
teoremi je (primijenjenoj na A ADT) .

‘ 24T-DTcos =AT24-DT2—A4D2,

1.

(17.9) 4 AE-BD —(2 AE 2+ (1 BD)2 z
. 5 cos p=|—4 3 e

37



. a?
Kako je AE2=p%4- T BD2== a2+ e iz (17.9) se nakon jednostavnog rafuna dobija

R T TR 2
ry J @R AET B cos o= 5 (@@ + %),

. : 2 (a?4-b2 R b
odnosne cos ¢= @ ) , odakle se dobija sin o— )1 = cos® p— e .
[/ (a® 5455 (2 1 4a®) Y485 (B e
: B
¥
-2 B // <

L T2

SL 17.8. Si. 17.9,
Iz posljednje dvije jednakosti imamo

(17.10) ==,

3 .
odakle zamjenom a=c-sin ¢, b=c" cos « dobijamo tg p== 3 sin et cos o, odnosno tg o= 7 sin 2.

Maksimaina vrijednost velidine tg ¢, a samim tim i veliine ¢ je za oc=;, jer je tada sin 2o=1.
Dakle, rjefenje je jednakokraki pravougli trougao.

4. Uputstvo. Za datu funkciju izratunati drugi izvod, pa ga izjednatiti sa nutom. Dobija se
jednadina koja za x=1 treba da bude identicki jednaka 0, $to je sluaj za a= % Ispitivanjem zna-

ka drugog izvoda u okolini take x=-1 zaista se uvjeravamo da je x=1 prevojna tacka funkcije v=

{—Vx In x.Funkcija y= Vx In % je definisana za x>0 ima nulun u tadki x=1 i minimum u tacki
¢~%, —2¢~1). Njen grafik je dat na sl. 17.5.

OSAMNAESTO TAKMICENYE

I razred

1. Ricterie. S=1 1%(1 1)+(1 1)+ —1—( ! L +( ! )
- Rjelenje. S=1—— | >—= 3 4} T 1974 1975 1975 1976)—

1 1975

o= T

1976 1976
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2. Rjefenje. (x—y32+{y—20+{a—x)2 =0«
ot — Doy L2442 —Dyz b 224 g2 Do af 20
&2 (2242420 22 (xy+vzd-20)s
<3 {(x%+y2 422 2a 32+ 2% 2xy + 2yz -+ 2axey
&3 (222D 2lx v+ 28,
Iz posfjednje nejednakosti (koja je tatna, jer je tadna prva nejednakost) i uslova x+y+42==6 imamo
3 (x3--924-2%) =36
odakle slijedi trafena nejednakost.

3. Rjefenje. Prvi takmidar treba da iz kutije sa 976 kuglica uzme 900 kuglica. Na taj nain,
kada drugi takmicar dode na red; u obje kutije se nalazi po 76 kuglica. Nakon $to drugi takmidar
uzme odreden broj kuglica iz jedne (i samo jedne) od kutija, prvi takmi&ar uzima isti broj kuglica,
ali iz suprotne kutije. Na taj nalin, kad god je drugi takmiar na redu, u obje kutije se nalazi isti
broj kuglica. Fakvom taktikom &e prvi takmiar sigurno pobijediti, jer 'dok god drugi takmidar
meZe iz jedne od kutija uzeti bar fednu kuglicu, to isto moZe uraditi i prvi takmigar, ali iz preostale
kutije. Dakle, ne moZe se desiti da prvi takmilar ostane bez kuglica prije drugog takmiara.

4, Rjefenje. Neka je & proizvoljna kruZnica polupreénika 1 i neka su My 1 Ma dvije dija-
metralno suprotne tatke te kruZnice (s_l. 18.1). Tada, na osnovu nejednakosti trougla, imamo

2=MiMa< M1+ M A,
2=MiMs< M1As-MoAs,

2= M1 M < My Aroo-+ Madago.

Sabiranjem svih ovihfnejednakosti; dobijamo

(MyAs. A Mydroo) - (Meda . .
.+ Madig) 1002 =200.

6

Odatle slijedi da je bar jedan od izraza u zagradama
: veéiili jednak 100. Prema tome, za jednu od tafaka
St 18.1. Mi, Ms je talna tvrdmja zadatka.

II razred

1. Ryefenje. Ocigledno je da su x=0, ¥=0 cijeli brojevi koji zadovoljavaju datn jednadinu.
Dokazimo da data jednadina nema drugih cijelih rjeSenja. Zaista, ako datujednadinu kvadriramo,
pa zatim sa ljeve strane prebacimo na desnu stranu x i t3) postupak ponovimo odreden broj puta,

dobiéemo
Vx—{—V;:m, V;=k,

gdie su m i k& cijeli brojevi. Odavde dobijamo
xnt-‘vz=m2, a8, -
odnosno '
BLh=ml=k (B+1)=m2

Ako sada pretpostavimo da je 720, tada je 2540, pa je £>0, zbog posliednje jednakosti. Medutim,
k>0 nije moguce, jer bismo inade dobili

Bk (bt 1) = me < (12,
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odakle bismo, zbog £>0, dobili
' k<mh+41,

§to nije mogude za cijele brojeve & i m.

1V 1+44p2 ( e(() 1)) ( Def, padrudje )
Xx=—\ ——— |1 I~ = .
2V T2 P07 2 )P \we Lot 4+ 2,4 o0

3. Rfefenje. Tmajuéi u vidu uslov zadatka, imamo

1 1 I i 1
(+a)...(I+aw)=at (I—i———) az (1+—) . .'an(1+ﬁ~)=(1+m) e (1+—~).
a1 @z dan a1 an

Takode je

2, Rezultat.

1 1 1 ai+1 i —1)%
(1-+a) (1+—)=1+1+a;+—x2+as+ =2 ir +2—-2=2+-(-——“-)—+222+2=4.
24} a; ai at [

Posljednja nejednakost slijedi iz uslova da su a¢ pozitivni. Sada imamo

1
{(A+as... . (I Fa)i=1+a).. .(1+a) (1+;1-). . .(lni- ——)ﬁ
1

an

i 1
=(1-ta1) (1+—). (1) (l+—) =4, . A=4AR =220 =(2")
@ an

Dakle,
(QA-Far) .. A+an)? 2207

odakle kotjenovanjem lijeve i desne strane dobijamo traZenu nejednakost, imajuci u vidu da su
gy pozitivni brojevi.

4, Rjefenje. Uzmimo u ravni jednu tafku M i kroz nju povucimo prave paralelne datim
pravama. Kako medu datim pravama nema medusobno paralelnih, prave povudene kroz tacku M
neée imati vife zajedni¥kih tadaka, tj. sve ée biti razli¢ite. Zato one dijele ugao od 360° na 14 di-
jelova, Kako je

»

360%°
(_0), 25T, °<26°,
14

to barem jedan od tih 14 uglova mora biti manji od 26°. Medu datim pravama postoje dvije tako
da je ugao izmedu njih jednak onom od 14 uglova koji je manji od 26° Time je dokazana tvrdnja
zadatka.

IO razred

1. Rjesenje: Kako je dati skup tadaka konalan, to medu njima postoje dvije tatke A i B

takve da je rastojenje medu njima najveée mogucée. Zato se tatke datog skupa nalaze unutar ili
na krugu & (4, AB) i unutar ili na krugu & (8, AB). Odatle slijedi da se sve date tatke nalaze
u oblasti ograni¢enoj tangentama r, i & povudenim na krugpicu & (B, AB) u tatki 4, odnosno kruz-
nicu % (A4, AB) u tacki B (sl. 18.2). Kako je povréina bilo kojeg trougla sa vthovima u .4 i B i ne-
koj tagki C datog skupa tafaka manja od 1, to za najveéu udaljenost 7 tataka datog skupa od duii
AB vrijedi

AB-k

o

2

40




2 o
Odatle stijedi da je h<;ﬂ§’ pa se sve talke datog skupa nalaze u pravougaoniku stranica ABi

4
—, tj. u pravougaoniku povriine 4.
AR j] P B P

N

51 18.2.

2. Rjefenje. Neka je ABCD dati trapez, pri femu je AB==g, DC=b. Neka je E talka du
AR takva da je AE=ag—b. Qznalimo AD=x, BC=ED=y, AS=t, SC=u, DS=v, SB=w,
gdje je § presjetna tatka dijagonala AC i BD datog trapeza (sl. 18.3), Primjenjujuéi kosinusnu

teoremu na A AED, imamo
(18.1) (@—B)R==x2+y2—2xy* COS o6,

Za povrinu A AED imamo

—b) &
P {a—5) _xysine
2 2

3

odakle slijedi
(a—bB) k

5in g ==—-—--

xy
1z posljednje jednakosti i jednakosti {18.1} dobijamo

%2432 —(a—b)>
clg o= ————— .
2Aa—b) A

Imajuéi u vidu okomitost dijagonala trapeza, imamo y2=u2+4a?, x%=3-0%, bP=—=pyi |03,

=¢¢+a?, odakle dobijamo

G-+ BE—(a—b)?

ctg ct:——z-—(;z—_b)T,
odnosno
-1-==ctg o Za—lb’
A 2ab
£].

§to je i trebalo dokazati.

a=
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3. Rjefenje. Polto je x1,. .., x>0, imamo

1
we(arks . chxn)

" {log (=L . =i —log (x1. . ) ]=n {xilog ot .. tom log ) —(x1 L. . .+
+xn) (log 1+, . .10 %n)=(x1—x2) (log x1—log xo)}+. . .-F{xL—xn) (log x1—log %n)+
+(xz—wg) (log xz—log xa) - - .+ (Fn-1—%z) (log #n-1—log xs) 20,

pri ¢emu posljednja nejednakest slijedi iz dinjenice a;<xj ¢ log x;<log %, pa su izrazi x—x; i
log x;—log x; istovremeno ili negativni ili nenegativni. Zato, zbog »>0, imamo

1
B I TS
log (. .. x7%) 2log (1 . . . 207 i A

odakle, imajuti ponovo u vidu &injenicu da je funkeija log x monotono rastuéa, slijedi trafena
nejednakost.

4. Rjesenje. Ako talka M ima koordinate (x, 1), tada se uslov da je podjednako ndaljena od
prave x==—2 i kruZnice {x—3)2+y2=1 . moZe napisati u obliku
x+3=| GRS,

odakle slijedi da tadka M leZi na paraboli :32=12x. Sli¢no, iz uslova da je tatka M jednako uda-
liena od prave x==—2 i od kruZnice (x—3)2+{y—&)2=1, zakljudujemo da tafka M mora lefati
na paraboli pp:(y —b)2=12x koja se iz parabole p dobije translactiom duZ ose v za duZinu & Prema
tome, tatka M pripada presjeku parabela p i pp. Odatle slijedi da tatka M opisuje parabolu p
kada parametar & prolazi skupom realnih brojeva.

IV razred
1. Rjefenje. Ako je bar jedan od brojeva g, b jednak nuli ili ako je a=¥5, tada je ofigledno da
nejednakost vrijedi. Pretpostavimo zato da je a>01i5>>01 da je a<<b.

Ako u intervalu (g, ) posmatramo logaritamsku funkeiju za bazu veéu od 1, tada je za x € (@, b)
grafik te funkcije iznad prave koja spaja tatke A (g, loga) i B (b, logb), tj. vrijedi nejednakost

log b—1;
logx>10ga+———ogb oga(x——a),\fxe(d,b).
—a

Kako je 0<c<l, to je a—b<{a—b) ¢, odnosno a<(a—>b) c-+b. Kako je, osim toga, (a—5b) ¢ &<
< b, vrijedi sljedeéa relacija

a<<ged-(1—¢) b<h,
§to znadi da ac+-(1—c) b pripads (g, &), pa vrijedi

log b1
log (ac-+(1—¢) b)>log a+¥ (ae4(1—c) b—a),y
—ad

1.

log (ac-+{1—c)b)=¢ log a+(1 —¢) log b=Ilog a®b*~2,
odakle slijedi tra¥ena nejednakost, jer je log.x monotono rastuéa. Sludaj 5< g se potpuno analogno
dokazuje.

2 Upustvo. Napisati zapreminu V piramide kao funkeiju visine x, tj.
%2 V3_
4

V=

(2r—x),

pa, koristedi prvi izvod, ispitati tok funkeije V=T () Dobi;'a se sljededi rezultat: kada x raste od

8r2

0do gr, zapremina raste od 0 do .73_ 1 kada x raste od —3—:‘ do 2r, zapremina opada do nule.
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3. Rjelenfe. Neka je
ar=m3, d=ai+1~a, f=1,2,...

Tada je ansr=ap+rd=m3+rd. Dokafimo da postoji cio broj » takav da je m?+rd kub prirodnog
broja, tj. da je m®4-rd=n3, gdje je # prirodan broj. Imamo

(n+dP=md+ (3m+ Imd+do) d.
Vidimo sada da je dovoljno staviti r=3m?-3md--d2, pa éemo dobiti #=m--d. Dalje imamo
_ ak+r+s—ak+r+8d 78 4-sd=(n-+d)?
za =302 3nd--d% Ako stavimo p==n-+d, vidimo da je arrrs=p"

Jasno je da se ovaj postupak mo¥e neopranieno nastavliati, $to zna®i da dati niz zaista sadr¥i
beskonadno mnogo €lanova koji su kubovi prirodnih brojeva.

Nadimo sada pnmjer beskonadnog ar1tmet1ckog niza &iji nijedan ¢lan nije kub prirodnog broja.
Posmatrajmo niz

110, 210, 310,..., 104100, .. ..

Svaki &lan ovog niza se zavriava samo jednom nulom. Ako bi neki od &lanova niza bio kub pri-
rodnog broja, tada bi se i taj prirodan broj morao zavriavati nulom (§to je lako provjeriti posmatra-
ju¢i kubove zadnjih cifara prirodnih brojeva). Medutim, ako se prirodan broj zavriava nulom, tada
se njegov kub mora zavriavati sa najmanje tri nule, §to nije slufaj ni sa jednim &lanom gornjeg
niza.

4. Rjefenje. Primijeniéemo Ojlerolvu formu kompleksnog broja:
e%i=c0s @-i*sin @,
€~9i=:Cos p—i'sin @.
1z ove dvije jednakosti dobijamo

evi-1-e-vi

oSG = 3

. 2n
Ako stavimo cpz—ﬂ, imarmo

2 | 4ﬂ+ 6 81-:_* 10= 2.1 cos 3p-+cos 4p-+cos 5
€O — --COs COS — COS €05 — ==C05 COs COs COs cO =
R TRARSTRAMETRA LTI 11 Pri-cos 29 i =

1
= —2-(3%'—[— 2297 - gB3pi - g10{ - 250 | g~ 9i -t ¢~ R0i - 2308 -} o400 L 27 501) =

1 1—ém 1 1—eS9; 1 --(ebwite%0i}+(gd0ite50){e0i+o0i)—2
== g L et o= et =
3 e T2 T e 2 (1—e0i) (1 —a-07)
1 —2cos 6p-+2cosSe-+2cosp—2 1 ¢os 5¢—cos 6p-+cosp—1
S 2 2(1—cosq) 2 1--cos ¢
2 si e n 2 (1 ) .2 in w si z (1 coszn)
——sin ——{1— sinwsin ——| I— —
SRR MR i1 i) 1
T2 1— T2 2 Y
s l—cosg :

§to je i trebalo dokazati.
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DEVETNAESTO TAKMICENYE -

I razred

1. Rezultat, Ne postoje prirodni brojevi p { ¢ tako da vrijedi jednakost (19.1).

2. Rjefenje. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak rijelen, tj. neka je ABCD kvadrat kojemu
je jedan vrh u datoj tacki 4, a stranice BC I CD, koje ne polaze iz tog vrha, leZe na pravima koje
prelaze tatkom Ad, odnosno IN.

Poito je ¥ MCN pravi ugao, to kruinica konstruirana nad MN kao preénikom prolazi kroz
tatku C. Dijagonala AC polovi ¥ BCD, pa.je

* MCA (= x MCE)= % NCd (= & NCE)

pri emu je E presjedna tadka dijagonale AC ik (MN). Podto su uglovi ¥ MCE i ¥ NCE ‘peri-
ferijski, to je ME=NE (s.. 19.1). . PO _ :

Sl 19.1.

Konstrukcije. Konstruiramo:
iy kruznicu k{(MN),
iy tatku B — srediSte krufnog luka MN,
#if) tatku C — presjednu tatku prave AE i kE(MN),
i) prave CM i CN,
v) iz tatke A normale na pravé,CM i CN,

vt) talke B i D — presjedne tatke normala iz v) s pravima CM 1 CN (sl. 19.2).

Dokaz. Treba dokazati da je ABCD kvadrat, 'Ugao BCD je pravi, jer je ¥ MCN pravi
ugao (periferijski ugao nad pre€nikom). Iz konstrukcija @) i-2¢) slijedi da su uglovi ABC i ADC
pravi, Jasno je da je i ¥ B4D pravi ugao. Dakle, ABCD je pravougaonik.

Iz ¥ BCA(=% MCE)~ ¥ NCE= & DCA, jer je Acf_‘E\ml\/%;- slijedi da dijagonala AC polovi
ugao BCD. Dakle, ABCD je kvadrat koji zadovoljava uslove zadatka.

Determinacija. Buduéi da postoje dva sredi¥ta E i (F1) — sredine krutnih lukova HIN sa

jedne i druge strane prave MN — i podto je jedini uslov koji taka E mora zadovoljiti taj da je
sredina Iuka AN, to je jasno da postoje uvijek dva rieSenja.
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3. Resultat. TraZeni skup taCaka je unﬁtra§n;'ost kvadrata sa tjemenima u tatkama
{(—1,0), (0, —1) (1,0, (0, 1) ukljulujuéi i tadke koje lefe na stranicama tog kvadrata (sl. 19.3).
Dakle,

—1<x<0, —x—1<y<et1,
0<e1, x—1<y —x+1.
4, Uputstvo. {19.2) napisati u oblika

{@b--ac--be) (a+ b+ c)=—abc.

H razred

1. Uputstvo. Pokazati da je Q20 L
10C i O«iCLOG.

2, Rfefenje. Pri dijeljenju zadanih
brojeva sa n kao ostatak moZe se pojaviti
jedan od brojeva0, 1, 2,.. ., #—1. Postoji,
dakle, » zadanih brojeva i n—1 ostatak.
Qdatle zakljutujemo da postoje bar dva Sl 19.3.
broja, oznatimo ih sa

-a+id, atjd,
(uzmimo > i ofigledno 0<j<i<n—1), koji pri dijeljenju sa n daju jednake ostatke. Razlika
{a-+id)~(atid)y={—1)d
djeljiva je sa n. Stavimo
k=1i—j.

O¢igledno je
(19.4) kef{l,2,...n—1}
i, prema prethodnom, &'d je djeljivo sa ».

Pretpostavimo, suprotno tvrdnji zadatka, dasu & i # relativno prosti. Uz ovo i &injenicu

da je k+d djeljivo sa # slijedi da je & djeljivo sa », §to je nemoguce zbog (19.4). Dakle, £ i # nisu
relativino prosti.

3. Rezultar. Ako AM oznalimo sa x, konda je -

. 3)'3 2a

1) Pmax= ES a 43 x=7.
o . . 2
) Cetvorougao MNPQ Ce se svestl na trougao za x:-'é- a.

4. Rezultat. i} k= —3.

I razred
1. Upuisivo. B+t krepr (Fh--1)=ft (k—1} (k- 1) (B2+1)

_ 120=2-2-2-3"5.
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sinm+y - costfx sinfv-sin®x  costx-cosix .
s —1 = + - ~-gin?x— coslx =
costx sinfx costx sin?x

3. Ryjefenje.

1g%x 1 1—1tgnx
———(tg"x— 1) . =
1-4-tg2x 1-+tgex tgix

=3sin®x (tgmx— 1) - cos®x- (ctgty —1)=

tgtx—1
———— T (tgriix—1),
{1 +tg2x)ignx (te )
Stavimo
tghx—1
19.5 e (P 2 1) 2 0
(19.5) tgrx(1-+1g2x) (kg% —1)

pretpostavljajuéi da je (19.5) taéno.

Fiy
Ako je to talno, podto je tghx (1+1tg2)>0 za x e (0,5), mora biti
{19.6) ‘ (tgte—1) (tgn+ix—1) =0,

T
Za x=z vrifedi znak jednakosti.

- T: 0 . a
Za 0<x<— jetg x<l, tg¥x<1, tgt+2x<I1, pa u (19.6), odnosno u (19.5) vrijedi znak >.

Fin T
Za Z<x<3 je tgx>1, tgPx>1, tg™2x>1, pa u (19.6), odnosno u (19.5) vrijedi znak >.

4. Rjefenje. Oznalimo sa ar, @2, ..., dp dudine
stranica naSeg mmnogougla, a sa ¢1,. . ., ox velifine nje~
govil vanjskih uglova (sl, 19.4). ObiljeZimo sa §; povrsi-
nu i-tog trokuta (&ije su stranice @; I au) 1=1,2,...,
n—1.

0
0

Neka je S, povrfina trokuta &ije su stranice as i ai.
Tada je

ZSi =T i+l sin oy
ZSnzan' @1 sin - #78

Neka je S najmanja medu povrfinama tih trouglova.
Tada je 28<ar a1 sinw, a otuda -

o

S1 19.4. n ™ #n ]
28 Ilag Hsine< I1a? [H a=ar --.‘dn};
. i=1 i=l ge=1 $=1
e
no VL
28<[Ha%]n._
f=1
No,
n
, Y a
f[ o FFI?:T/;!:‘ < aitae-k. o otan i=1
i=l are (I 1 n 5
pa, prema tome, .
n 2
¥ o
28<|i=__
7
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Neka su p; 1 g5 dufine projekcije ¢-te stranice mnogougla na horizontalnu i vertikalnu stranicu
kvadrata. Tada je
@ pitgi,

Zai = ZPi -+ an <4
i i i

1.
Prema tome,

3.

IV razved
1. Uputstvo. Primjenom matematitke indukeije dokazati
(19.7) 5}An By
(19.8) 5(As—Bn) (Yn e N).

kr
2, Rezultar. x1=(—1) -6—~}-kﬁ, E=0, -1, +2,...

21
xz=?+2n1‘t‘, n=0, 41, 4-2,....

3. Uputstvo. Koristiti odnos aritmetitke i geometrijske sredine.

4. Zadatak je rijeen u knjizi ,,Zbirké zadataka iz matematike sa rjeSenjima (sa republickih
takmicenja u Bosni i Hercegovini i prijemnih ispita na Prirodno-matematitkom fakultetu u Sara-
jevw)” u dijelu ,,Zadaci predlagani za takmidenje'', pod brojem 62.

DVADESETO TAKMICENFE

I razred

2. Upntstvo. Razmotriti shulajeve
) A<D<B,
i) D< A< B,
#) D=A.
U sva tri sludaia je ¥ (MN, AG}=;, gdje smo sa « oznadili ¥ BAC trougla ABC.

3. Uputstve, Dokazati da je p?—1 djeljivo brojem 12.

4. Rjefemjo. Analiza. Neka je trougao ABC traZeni trougao, A, B, Cr neka su centri
kvadrata konstruiranih nad stranicama trougla tako da unutarnje oblasti Zetiri posmatrane figure
nemaju zajednifkih tac¢aka. Oznatimo sa Ao, Bo i Co sredista stramca BC, CA i AB (sl. 20.1).
DokaZime da su trouglovi A1Beds 1 BoC1Co kongruentni.
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Zaista'

BC
ArAn= > =BoCy

AB
G Ce= —5-=AoBo

C A ¥ A1 ABo=90"+ & CAeBo=90"+5,
3
B1 B 5 '\ ¥ BopCoC1==90° |- % BoCpA~90° 4.
0
\P
e
B
A CU
L4
¢4
& o] C1
S1. 20.1. Sl 20.2.

U trouglu BoCiCo je o P =180"— & BoCyCr1=180"—(90°+£)=90"—B.
Polio je « GeBodo=[, to je J
X CiBoAdi=0-+ GoBodo+p=90"—+L=90°,

Dakle, trougao 4180Ci je jednakokrako pravougli trougao s pravim uglom u vrhu Bo. Prema tome,
srediSte By stranice AC traZenog trougla moZe se konstruirati.

Analogno se konstruiraju i sredifta Co i Ao.

Konstrukcije. Konstruiramo:

£) jednakokrako pravougle trouglove CrdiBo, AuB1Co i BICLAO sa hipotenuzama
A1C1, A1B1 1 B1Cy redom tako da su Ba i By sa iste strane prave A1C, Gy 1 G sa iste strane prave
A1B1 1 Ao i A sa iste strane prave B1Ci,

#) Coe AB||AoBo, Aoc BC||BoCo, Bae AC|iAcCe (sl: 20.2.).

Dokaz. Shjedi neposrcdno iz analize, jer su po konstrukeifi Ao, Bo i Cy srediSta stranica
BC, CA1 AB.

Determmzzcz_m Tacke Ao, By 1 Cop su ]ednoznacno odredene konstrukcijom ako tacke Az,
Bi i Ci nisu kolinearne (sl. 20.2).

II razred

1. Rjefenje. Analiza. Neka je ABCD dati frdpéz i neka je PORS kvadrat koji ispunjava
uslove zadatka, Bududi da su uglovi SPQ i SRQ pravi, to ée vrhovi 21 R pripadati kruZnicama
konstrairanim nad AB i CD kao prefnicima. Dijagonala PR sijefe kruZnicu & (4B) u tadki K.

Posto je % APR ¥ BPR, to je i AK=BK (sl. 20.3.) Analogno zakljutujemo da je DL=0OL,
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gdje je L tatka u kojoj dijagonala PR sijefe krufnicu & (DC). Drugim rijetima, dijagonala PR
prolazi kroz sredine K i L lukova kruZnica %2 (4AB) i k£ (CD).

Konstrukeija. Konstruiramo:
1) kruZnice ki (AB) i A (CD);
#) sredifta K i L lukova KruZnica % 1 ks,
#i) presjeéne tatke P i R prave K. sa krusnicama &: 1 ks,
1) poluprave P4, PB, RCi RD,
o) tatke O € PBNRC, S € PANRD (sl. 20.4).

Sb 20.3, Sl 20.4.

Dokaz. Po konstrukciji, vrhovi A, B, C i D leZe na stranicama Cetvorougla PORS. Takoder,
po kenstrukeiji su uglovi u vrhovima P i R pravi i dijagonala PR polovi te uglove. Dakle, PORS
je kvadrat.

Determinacija. Zadatak &e imati rjefenje kad talke P i R leZe van datog trapeza i kada nijedna
od polupravih PQ, PS, RO i RS ne sijele trapez.

AB+DC
§) Neka je Bc>m}—-. Tada je LM >KM (KM|| AB) (s. 20.4), ti.

AB+DC AB DC
BC— ————1—_—>—E————£ tj. BC=> 4B,

N
U ovom sluéaju je, zbog LM>=>KM, o= & MKL> 7 pa prava KL sueée lukove APBlDRC tj.
P i R su van trapeza ABCD QOsim toga je

*RDC= -)CRLC< éCDAB> (zbog BC>AB),

pa poluprava RS ne sijefe trapez.
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Za ostale poluprave je jasno jer nijedan od preostalih uglova trapeza nije manji od 5

U ovom sluaju imame jedinstveno rjefenje.

.. . AB+DC - - . .
it} Neka je BC=———2———. U ovom sludaju je KL zajednitka tangenta kruZnica &1 i kz,

paje P=K, R=L, tj. P i R su unutar trapeza i zadatak nema.rjeienje.
Ako je cijena prevoza rijekom k, onda je cijena prevoza drumom 2% po toni ha kim.

Ukupna cijena je onda

ks 2kx.
Zadatak se svodina odredivanje minimuma funk-
clje
J y=s5-+2% .
y=b—- @12
. 5 B (20.2) Vat=at=(b—y)+2x.
¢ b Buduci da je x4, b<y, x>0, (20.2) je ekviva-
5L 20.5. lentna sa
xE—a?=(b—y)2+4 (b—y) x+4x2,
tj. sa
(20.3) I —4 (y—b) x+{y— b2 +a2=0.

Jednadina (20.3) mora imati realna rjefenja, tj, mora biti
D=4(y—0-3(y—b) —3a% =0

(y—b)* =34%
tj.
{20.4) y—b=al3.

_ 2a
Dakie, Ymm=al/3 -b. Tada iz (20.3) skijedi x— 17:
3

Dalje imamo
. &
Sif G — = e
x 2a 2
[£3

' x a - ‘
Drugim rijetima, ake je b>E, tj, o> V:, treba put provesti pod uglom od 60°.
3

3
< V— . 0—60°

.. a -
Ako je b< -, tada transport treba obavljati samo drumom.
3

4. Uputsrvo. Koristiti
o<ty 7 - sinw<sinog
. e
ot € 0’5 €05 o > CO8 .
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_ IIX razred

1. Rjefenje. 4=374155.

Broj 4 je djeljiv sa 45, pa je djeljivisa 91 sa 5. Kako je djeljiv sa §, to krajnja cifra b mora bitl
0 ili 5. Kako je 4 djeljiv sa 9, to mora biti

3+T+a+1+5+b=9g _ lgeN). .
1) =0 34-74+at1+5=9¢, 1. a=9¢—25,
odakle dobijamo da je a=2.
i) b=5

34-T4a+5+15=9g, 4. a=9g—30,
odakle dobijame a=6.
Za b=01 a=2 je A=372150, te 372 150:45=§ 270.
121

315
=00

Ne dolazi u obzir jer u broju 8 270 druga cifra nije 3 nego 2.
Za b=51i a=6 je A=376155, te 376155:45=8 359

161
265
405
i dolazi u obzir.
Dakle, b=35, a=6 i broj je 376 155.
2. Rjefenge

(20.5) ixilyl=1
(20.6) %24 y2=gq.

Prema (20.5) ne moZe biti x=v=0, pa iz (20.6) slijedi
(20.7) ' a=0.
Kvadriranjem (20.5) dobijamo
w32k 2 |kl [y ]=1,
odakle, s obzirom na (20.6), slijedi
2zl ly]l=1—a.

Iz posljednje jednatine slijedi da mora biti 1 --a 20, tj. ¢<<1, odakle, s obzirom na (20.7), dobijamo

(20.8) 0<a<l.
Ymamo, dakle, sistem
fao ]|y {=1
l—a
L2l |y = 2
¢ija ¢emo rjefenja nadi iz jednadine
2P—z4 e =0, |xl=220, |y|=z2 20
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1 :
Uslov za realna rjeSenja je D=2g—1 =20, tj. a >E , odale, s obzirom na (20.8) dobijamo

1
(20.9) , 5 <asl.
Pod uslovom (20.9) je 7

1 PR
(20.10) 2a=—(1 + 1 22=7).

Uz uslov {20.9) je z1 =0, 22 =0.

i) a< 5 zadatak nema rjefenje, KruZnica je unutar kvadrata.

1, i
1. lsf=lyi =

1
1) g=—. Iz (20.10) slijedi z1=32=—
i) a 5 z( ) slijedi z1=22 > 5

1 1 1 1 1 1 1
Zadatak ima Cetiri rjeSenja (-—, ru), (H,—-—), (—-—, —-), (——,ﬁ — |, kruZnica dira kvadrat.
272 27 2 272 27 2

1
z'z'i)5<a<1. Zadatak ima riefenje

1 e 1 _
(—2— a -I—VZa— 1), 3 (1 ﬁV 2a—1) ), kruZnica sijefe sve stranice kvadrata u po dvije tacke (si. 20.6).

7o) ga=1. 21=0, z2==1. Zadatak ima Zetiri rjedenja: (1,00, {(—1, 0}, (0, 1), (0, —1), kruZnica
prolazi vrhovima kvadrata. .

@) a@>1, zadatak nema rje¥enje, kvadrat je unutar kruZnice (sl. 20.6).
3. Rezultar. k=4 ili £<0.

4. Uputsrvo. Koristiti matematicku indukciju.

IV razred

1. Riefenje. 1) Konstruirajmo pravougli paralelepiped sa ivicama DA=gq, DB=b, DC=c.
Njegove dijagonale A4°, BB’, CC’, DD’ su tada dijametri sfere opisane oko DABC. Oznatimo sa
P, ¢ 1 r rastojanje vrhova 4, B i D od dijametra CC’ (s1. 20.7).

SL 20.7.
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Trouglovi CAC’, CBC', CBC’ su pfavough’ i vrijedi' p2R=AC AC=DB+ AC=b V¢12+c2
i analogno

¢ 2R=a| &,
r 2R=cl L5

Odigledno je da je kvadrat svake od velidina b]/ @, c]{ ai-be, a]/62+ ¢2manji od sume kvadrata
drugih dviju velidina 1, znadi, manji od kvadrata suma tih vehcma .

Slijedi da trokut sa stranama $, ¢, * postoji.

#) Povriinu toga trougla izraunaéemo ovako:

S=Vp+q+r=(p+q+r )(IJ+Q+? )(p+q-§—r )
— —q —r].

2 2 2

Jednostavnim ratunanjem se pokaZe da vrijedi

aabz 2
162" o (@14,
Ali,
CC2=CDP-DC = -(a+b%) 1), ARB=a2+50+c,
pa je
1652 a?bec? 4R? a2b?c? . abe
52 == . = §=—,
4R r TR
2, Uptastve. i) Primijeniti matematicku indukeiju.
0 I
ity —.
8
3. Uputstvo. Pokazati da je niz %1, &s,.. ., ¥zn+i,. .. opadajuéi, a niz xe, %a,. . . Xz .o
rastudi. : :

4. Rfefenfe. Neka je AB=I dudina brvna. Tada je
a b

/= AC+CB——
8111 o COs ¢

pri ¢emu je o ugao nagiba ka zidu kanala i jasno je da je
b
0o —.
2

Najmanja vrijednost / je najveéa duZina brvna koje, pluta;uc: iz jednog kanala u drugi, moZe predi
a da se ne zaglavi (sl. 20.8).

a?cos®o+-2absine cos t-B2sinf e (a+btgedil+teer)
sin® ¢ cos? o tg?o

[r=—

Stavimo

tga=ux, O<x<C+ oo,

Fada imameo

{a-Fb)2 (1+ax®)

Fym e T
P
2ab  2a?
¥z x8”

F=0 za (bx+a) (bk_a.‘_):()_
x‘i

Sl 20.8.
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Podto je 0<x<<+ o0, @0, 52>0, to je bx4-a2>>0, pa je
3

fxy=0 za x=V%
3 3 3

F{x)>0za x>V%, F(x)<0 za x<V§., pa funkcija f(x) opada na (0, Vﬂ;;) i raste na
3 3

a s s . Ta
H/%, +00), & zbog toga /2, pa i { ima najmanju vrijednost za x=1/ %, tj. tg u:V g odakle je

3_
8
b a b z 23
— i Iin=———— b =(a¥ 4 5%
3 3k ¥ [Wal

Fuofis)

sin o=

DVADESETPRVQ TAKMICENYE

I razred

1. Rje¥enje. Analiza. Pretpostavimo da je ABGC trokut koji zadovoljava uslove zadatka,
Na polupravoj AD, pri femu je he=AD, uzmimo tacku E tako da je <D< Ei DE=F.. Isto tako
na polupravoj .48, pri temu je 4B =c¢, uzmimo tatku ¥ tako da je BF:=a. Qznadimo sa G presjeénu
tatku prave, koja prolazi kroz D, a paralelna je sa AF, sa EF (sl 21.1). Tada je

DG=BF—a, % EDG= ¥ BCC'

pri demu je GG’ = ke, jer su to kutovi s normal-
nim kracima. Iz prethodnog je jasno da je
A BCC = /A EDG, a odatle je

¥ DEGx ¥ CC'B=90°.

C

8L 21.1, Sk 21.2.

Tz EF | DE slijedi da je EF{|BC, a odatle je ¥ BCFz & CFE. Polto je BF=BC, tojei ¥ BFCx
~ ¥ BCF, $to sa prethodnim daje’ ¥ BFCx x CFE. '

Konstrukeija, Konstruiramo:
) ¥ xBy=90°
#) kruznicu k1 (B, hatFre)s
i) talku A € ki Ex,
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) keuZnicu ke (4, a+¢),
@) tatku F e ke By,
vi) simetralu § ugla AFE,
i) X FAzzw,
oii) tadku C esm Az,
#) simetralu 53 du#i CF,
x) tatku BesinAF (sl 21.2).
Dokaz. Slijedi neposredno iz analize i konstrukcije.
Determinaciia. Zadatak ima jedinstveno rjefenje pod uslovom da je a-+e>hatie
w<180°— £ AFC. '
2. Uputstwo. (21.1) pomno¥iti sa Iﬁcz%l (a2°--1).

3. Uputstvo. Stranicu AB uzeti za prednik i konstruirati kruZnicu k (AB).

II razred

1. ¢} Upustvo. Iskoristiti sliCnost A BMC i A DNC.
i) Rezultat, q=4.

3
i) Resultar. a=3, b=5 .

2. Reazultat. Za 1 I/gé a<] +V§i x%-4-4x4-a7:0 razlomak moZe uzeti sve vrijednost.

3. Ryjefenje. ©) Neka je O centar
kruZnice opisane oko trougla ABC.
Treba dokazati da je & CiCO=90°
Oznadimo ¥ BCO sa B, 2 £+ ABC sa «.
Bududi da je trougac ACO jednako-
krak, to je ¥ ACO~ ¥ CAQ, 1.

B+90°—2u=ate (sl 21.3).
Dakle,
(21.2) B30 —90°

I

I

I

I

J

I
Na isti nadin, jer je AABO jednako- &
krak, zaklju®ujemo da je C]

(21.3) Bo-8=00°—q. S1. 21.3.
Iz (21.2) 1 (21.3) slijedi da je B=a, £=90°—2a.
¢ 0 Dakle,
P £ C1C0=a+490°—20+2=90°, tj. OCLCCy i

R=0C=0A4=08.
i) Konstruiramo:

#") jednakokraki trougac ABO u kome
je zadana stranica AB ikraci AQ=

=BO=R,
A B i) pravu p:0€p i p||AB,
Sl 21.4, #i") na pravoj p duZ OC=R (sl. 21.4).
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4, Uputstvo. Upotrijebiti nejednakosti
2k—1 2% o 2k—1  2k-2
<< 1 = .
2k 2k+1 2% 2k—1

III razred

1. Uputstwo. a*—2q-+1=0 pa a*"—a—{@—1)=0 itd.
2. Rjefenje. i) Ako je g paran, b neparan (ili obrnuto), tada je
_ a?+b2=2n+1 (neN).
Stavimo
c=n, d=ntl.
d2—R={d+c) (d—c)=2n+1—=a2--b

12) Ako su @ i b oba parni brojevi, tada je

@+8=4n  (neN).

Tada je

Stavimo

d=n+1, c=n—1.
Tada je

dB—2=2n 2= g2 B2,

#) Neka je @6 neparan broj, t.
ab=2k-1 (ke N).
atb=2] (e N).

Tada su @ i & oba neparni, ali je

Dalje je
@B =(a-+ b)Y — 2ab=413— 4k —2,

tj. a®+b2 je djeljiv sa 2, ali nije djeljiv sa 4. Zbog toga je

LR . R
za sve prirodne brojeve ¢ i d.

Naime, ako su ¢ i d oba parm (11.1 oba neparm)J tada je g2 —¢2 d]eI]lvo sa 4. Ako je jedan paran, a
drugi neparan, onda dz—c'?- nije djeljiv sa 2.

4. Rjefenje. Oznatimo sa o ugae koji obrazuje visina p1ram1de 54 n]emm boénim ivicama,
sa H vrh plramldc isa K presjek visine i ravm (sl. 21.5).

SL 215,
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Tada je ‘
: Pasca=Ppara+ParrcH,

. ac I, ! .
tj. (21.4) > sm_‘Zoc_z% sin qc+-C£ sin o

pricemu je I=KH.

Iz (21.4) slijedi

2ac cos w=gl--cl,
odnosno

21.5)

Anglogno, iz trougla BDH dobijamo

1 1
—_—,
c a

2cosa

i

(21.6} _ .
I b d
Iz (21.5) 1 (21.6) slijedi da je
1 4 1 11
a ¢ b d

IV razred

1. Uputstvo. Realnost korijena zadate jednacine ovisi o izrazu
D=8 sin® e+ (3 —4 sint o),

dok predznak korijena ovisi o izrazima
2
S= -

sin o

_ 4sina—1

2sin? ¢

s
Rezultat. 1) Za 0<o:<€ je D=0, pa su rjefenja x1, xz realna, P<<0, §>0 pa je a1 <0<

<Xxa, |&x1|<<xe.
i ey T ke
i) Za —(—5—<m<—3— je D>0, pa su rjeSenja x1, x= realna, P>0, S=0, pa je 0<x; < X0,
i 2,
i) Za E-\’_m<§ je D0, pa su rjefenja x1, x2 kompleksna, Ako je xi=a-iB, tadaje

: . 2 e
Xp==a—if, S==x1-+xz=20. Buduéi da je za —3—<oc<?75, §>-0, to kompleksna rjeSenja imaju

pozitivan realan dio.

2 6
i) E T —S—TE, isto kao u sluéaju #).

5
) -6—T£‘<oc<7=, isto kao u sludaju ).
zi) Za «=0 jednadina je nemoguda.

™
vii) Za *= D=0, §>0, P=0, x1=0, x2>0.
R a1
Vi) Za m=~§, D=0, §=0, P=0, xi=x:>0.
. 2
ix) Za ocz? 7, isto kao u sln€aju v,

5
x) mwg 7, isto kao u sludaju wii).

xl) Za o=", jednadina je nemoguda. -
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2. Rjefenje. Po uslovu zadatka je

25=/s (5—a) 58 (s—a)s
1 .
gdje su a, b, ¢ cijeli brojevi i szz {a--&+¢c). Oznatimo sa

=5 —dy y%s—b, Z=s5—c.
Tada je .

21.7) nyz {xt+y+2)=2 (x+y+zn
1z s>a, s>b, s> slijedi x>0, y>01i 2>0, pa iz (21.7), nakon kvadriranja, dobijamo
21.8) . xyz=4 (x+y+2).
Ovdje su », ¥ i # ili cijeli pozitivni brojevi ili polovine cijelih neparnih brojeva. No, drugi sluéaj
je nemogud, jer je tada u (21.8) na ljevoj strani razlomak, a na desnoj cio broj. Dakle, x, v i z su
cijeli.
Neka je x = v =2. Iz {21.8) dobijamo

4y-+dz

Kem—— |
ya—4

Odavde, s obzirom na postavljene uslove i uslove zadatka, dobijamo

24--B224-16<<164 422, 6. 24<1292 tj. 2<l.

4+16+4 4y+4

£) g=1 je ¥< +V T s X Y1 )
1 y—4

z=1, =5, x=24

ze=l, y=8, x=0;

. : 4+ |16+16 4948
i) 5=2, y< . x=
2 2v—4

z=2, y=3, x=10

Cw=2, y=4, x=6:

44+ V16536 dy+4z
= =

i)y x=3, y<

3 ’ T yz—4 ’
12--12 L )
e:h’_z;si‘yn_gsjj 9—4 s nije cio broj.
Rezuliar,
' |
a 6 7 9 5 6 1
. & 25 15 10 12 8
4 i 29 20 17 13 10

3. Rjefenje. Ozna¥imo onu dijagonalu posmatranog mnogokuta koja je najbliZa tatki M sa
AB. Ako je M e 4B, onda je :

X AMB=180°.
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Ako M ne pripada AB, to, po§to A le%i unutar mnogougla, slijedi da postoji vrth C, susjedan
vrhu B, tako da C 1 M leZe sa iste strane prave AB. Jasno je da je

: i 180°
¥ BAC=:—-360° = .
2n

n

Poito je AB dijagonala najbliZa tatki M, to M nije vise
udaljena od AB nego od AC, pa M le¥i izmedu dijago-
nale AB i bisektrise AK ugla BAC (moZe biti i na AK).
Fo znati

180°
T MAB< ¥ KAB=
n
i, analogno,
‘180°
* MBAg—~.
2n

Dakle, ¥ AMB<180° i
¥ AMB=180°— ¥ MAB— x MBA >

180" o, ]
=1807 [ 1——]. SL 21.6.

4. Ozpalimo sa M veci od brojeva |a1] 1 1511, a sa m vedi od brojeva |pil-+lgil i [pal--1gzl.
Lako se pokazuje da je

= 180°--

lan | SMmml, byl Memnl,
Posto je 0<m<1, to je

lim an=0 i lLim =0,

DVADESETDRUGO TAKMICENYE

I razred
1. Rjefenje. Poito je 0<a<1, lako se provjerava da je {[—a) af_"i: . Sliéno (1-b)b<
é-l— il ——c)csgi .
4 4
No, 1ada je .
[(1--a)-&] [(1 —b)-c] l(lgﬂ)'d]‘é(é—)aa
A K N

erarrarelCy

pa odigledno proizvodi u srednjim zagradama ne mogu

biti svi veéi od i jet bi, u protivnom,

. x
\ ) cjelokupni proizved bio veci od (Z) .
M

2. Rjefenje. PoloZzimo kvadrat na kariranu har-

1
L tiju sa stranicom polja jednakom Z strane kvadrata,

i to na nadin kake je to pokazano na slici (sl. 22.1).
Tacke K i L tada padaju u &vorne tatke refetke. Koris-
teéi dinjenicu da su trouglovi KNL i DLAM kongru-
entni, pa, prema tome,

Sl 22.1, : © ¥ LDM-= xKLN;
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dakle, .-
¥ DILM+ x KLN=9%0°
jasno je da je ¥ DLK=90°

3. Rjeserfe. Podto je ¢>0, nejednakost (22.1), nakon mnoZenja sa ¢, prelazi u ekvivalentnu
nejednakost:

o 1
(22.7) gV 2—pl>—.
T 3g

Posmatrajmeo jzraz 2g2—p% S obzirom da je 2¢2—p?=£0 (jer bi inace bilo V§m£ , $to je nemogu-
: q

¢e), jasno je da viijedi

(22.8) - g} 2-plz—.

7Y 2+p

Podte je

1 1 -
SIS S ' S
¢V2+p 3 a

nejednakost (22.7), pa, prema tome, i njoj ekvivalentna nejednakost (22.1), vrijedi za sve p i g

za koje je 3—1/§>2.
q

Ako je, medutim,s—]/fég, tadé je £>3_1/§">1,55, pa je za g>1:
q q ‘

1
V-2 01>,
q 3q°
dok je za g=1
1
l J2— = ‘>0,4> -
q 347

Time je dokazano da nejednakost (22.1) vrijedi za sve prirodne brojeve p i ¢.
4. Rjefenje. Neka su ay, de, . . ., a1z medusobno razliiti dvocifreni brojevi, Pofto ih je 12,

postoje dva kod kojih se pri dijeljenju sa 11 dobijaju jednaki ostaci, pa je njihova razlika prirodan
broj djeljiv sa 11 manji od 100; dakle, dvocifren broj kpme su obje cifre jednake.

H razred
1. Rjefenje. Jasno je da se, polazeti od (22.2), dobija
z—x 2—x Xy

s y—E= 3 B—k= .
yz %z Xy

x—y=

Iz prve dvije relacije je
V- z . r—y
', odnosno na osnovil trefe x—g=—rey
a (xyz)?

odakle se neposredno zakljufuje da je x==y=gz ili (xya)?=1.

KA

2, Rjefemje. ©) Pofto je CS§ simetrala duZi PQ, jasno
je da je P§=08§. Prema tome:
1°A PQS je jednakokraki.

- Pofto je

A
_ \ )

A o 3 B
"8l 22.2.

¥ PAS= x PCS=90",

Cetvorougao ASCP je tetivni, pa je zbog toga:
2° X CPS= xCAS=60°

Iz 1°1 27 slijedi da je A POS jednakostrani¢ni trougao, §to je i trebalo dokazati..
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i) Pofto je
PoE Py 4 P -
PO B2 e cr="2.1_am. VA,
ABE Py 3 2
_ 1 . o
Kako je AB:]/3 2~2~, trafena tatka P postoji

3. Rjelenje. Trocifrenih brojeva (od 100 do 999) ima ukupno 900. Dakle, parova (ne obave-
zno razliditih) trocifrenih brojeva ima ukupmo :

900-899
2
Prema tome, Sestocifrenih bfojeva,.koji se mogu'predstaviﬁ u obliku proizvoda dva trocifrena

broja, nema vide od 405 450. Posto Sestocifrenih brojeva ima ukupno 900 000, vise od pola ih se
ne moe predstaviti u obliku proizvoda dva trocifrena broja.

+900=405 450,

4. Rjefenje.

1| 2 91 10 1l 2 9|10 ol o 0] 0
11 12 19 | 20 1) 2 9110 10 10 10§ 10
91 92 99 | 100 1 2 9| 10 90| 90 90 | 90

A B B C '

Tablica 4 je jednaka zbiru tablica B i C, a takede ¢e i tablica A’ koja se dobije iz tablice A trans-
formacijom iz zadatka biti jednaka zbiru analogno dobijenth tablica B i €. Poito je zbir elemenata
svake kolone tablice B’ jednak nuli, 2 zbir elemenata svakog retka tablice € takode nula, jasno je
da Ce zbir elemenara tablice 4’ biti jednak nuli.

’

IIF razred

L. Upttstwo i rezultar. Jednading (22.3) ima rjefenje, u skupu realnih brojeva, pod uslovom
da x € (—oo, —1JU[9, +00), a rjefava se smjenom 2% =g, [ VVx9—8x+7 —Vx2—~8xﬁ-9 )m=u.
Tako se dolazi do rjefenja x1=—1 1 xg==9.

2. Rjefenje. 1z trokutova CBB; i CAA; se primjenom Pitagorine teoreme mogu odrediti
kvadrati teZi¥nih linija: :
A
to=AA1 1 ty=BB:.

Iz tako dobivenih relacija se (eliminacijorn
katete b) dobija
16£3—41 By

£
* a? T

Ako sada primijenimo kosinusnu teoremu na
trougao 4178, dobitemo

talp

TAZ+ TBE— 4:BE
274, TR T - Sl 22.3

cos Q=
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Uzimajuéi u obzir relaciju (*) i osobinu tefifta, nakon sredivanja dobija se

3. Rjeferge. Primijetimo da se pri ovakvoj procedun ouva zbtr kvadrata brojeva. Naime,
a—b
= ——, ¢, otigledno

/ﬁ’ 72

ako predemo sa zadana tri broja a, &, ¢, na oplsanl nac1n, na tro;ku

a+b\2 fa—b\E -
(—-_-) ‘i‘('—“:) +cl=a? bR

Kal_(q je za datu trojku suma kvadrata jednaka

24(}2)e +(L_)2 =63,
[

ée vr1]ed1t1

a za Zeljenu
e+ 2240+ 2r=6+212>65,
-1 ' ' _ _
jasno je da se trojka 2, ]f 2, — na opisani nalin ne moZe prevesti u trojku 1, V 2, 1+V2.

V2
N . . . . L n{n—1)
4. Rjefenje. Neka je na turniru sud]elovalo # ekipa. Tada je odigrano ukepno - 3

utakmica, a pofto svaka utakmica donosi dva boda, to je osvojeno ukupno n (n—1) boedova. Posto
broj osvojenih bodova nije manji od 7+553, vrijedi

22.9) n{n—1)=15; dakle, n=5

S druge strane nijedna od preostalih #—3 ekipe sudionice turnira nije osvojila vife od tri boda,
pa je ukuprno, na tarniry, osvojeno najvie 1543 (rn—3) bodova, odakle slijedi

Q210 - Cn—DEIn+6; 4w
Tz (22.9) i (22.10) slijedi n=5

IV_ razred

1. Rezuirar. Jednadina {22.4), zbog k<0, nema rjelenja.

" 2. Rjefenje. Neka je AB najvedi brid tetraedrainekaje CD=a<1. Tada u trouglovima ACD

. . a !
i BCD nijedna stranica nije veéa od 1, pa visine AF i BK nisu veée odVl T ite je sludaj i sa
visinom tetraedra. Naime,
' A 7 a2
i ‘ AS<AE< |} 1 T
Dakle, zapremina tetraedra je:

V=-;— Papop AS< 214 a (4—32?.
Posto funkcija '
y=F(a)=a (4—a?) O<a<il,
zbog 1 " L
Flagy—f (a)==(aa—a) [4— (a2 mantad)] 20,
: € <an<k];

monotono raste na [0, 1], tj.
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dostiZe maksimalou vrijednost y=3, za a=1, jasno je da fe
yed.
8
3. Rezultqt. Nejednakost (22.5) je zadéw;oljena za svako x e [r/4, 7Tf/4].
4. Rjefenje. Posmatrajmo niz definisan sa
(22.11) B=2, an—dfa—n za n=l.

Lako se, pomocu matematiCke indukcije, pokazuje da za sve brojeve an, definisane sa (22.11),
vrijedi @n>>m, za svako nz0, Y

Posto je, prema (22.11),
an=(. . (((@—1DF-22—-33—, . —(m—1)2—n>0

2=an>V1+V2+]/3_J;. R

jasno je da je

DVADESETTRECE TAKMICENYE

1 razred

1. Rjefenje. Jasno je da za svako &, & i ¢ viijedi _
(23.15) (@—b220, (b—c220, (c—a)2320.

Posto su @, &1 ¢ stranice trougla, sigurno je zbir bilo koje dvije stranice vedi od treée, pa, prema tome,
vrijedi

(23.16) atb—c>0, b-te—a>0, cla—b>0.

Ako pomnofimo prvu s prvom, drugu s drugom i treéu s treéom nejednakosti iz rélacija (23.15) 1
{23.16), pa saberemo, nakon sredivanja debic¢emo (23.1).

2. Rjefenje. Povucimo kroz tatke Ay, Bii C1 prave paralelne sa AB, BC i AC respektivno.
Za trouglove B1CaCi1, CrAaAr i A1BeBy vrijedi:

BiC1<B1Ce- G0,
Cr1A1<<CrAs+AsAr i
ArB1< A1Ba-+ BalBy.

Sabiranjem posljednjih nejednakesti dolazimo do
zakljutka da je:-

(23.17) OA3101A1< OOEleA;AzC1CA-

Odigledno su trouglovi A.CzBl, CiBAs i A/1CB:
sli¢ni trouglu ABC, pa, prema tome, i medusobno, A Cy C 8

Posto je, u skladu s (23.2), 8L 23.1.
AC=(1-X BC, BiA=(1—-NCA i CB=(1—%) 4B,
zakljutujemo da su trouglovi ACaB1, Ci1BAz i A1CBy tak i podudarni. No, tada je:
41Be=Cod, BiCa=AsB, Cide=B:C, 3
Bto nas, zajedno sa {23.2), dovodi do relacije

(23.18) ‘ 008,84, 4:0:0, =MD A 4BG.
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Relacije (23.17) i (23.18) nas dovode do zakljufka da je

OA4BC<MIAABC,
3to je i trebalo dokazati.

3. Rjefenje. Jednalina (23.3) se, uz pretpostavke

23.19) 2zl 1 R,
(23.20) 230,

i dodatni uslov _
(23.21) e T

svodi na jednadinu
(23.22) 842 2—p)=(4—p)%,

koja je za p =2, odigledno, nemoguca. Dakle, ostaje da se ispita sludaj kada je p< 2. Buduéi da je
tada
IS G Ol
8(2—p)’

preostaje jo§ da se provjeri da li su ispunjeni uslovi (23.19)-—(23.21). Lako se vidi da su uslovi (23.1%)
‘4
uvijek zadovoljeni, dok se uslov (23.21) svodi na 0<<p < 3° pa je, zbeg (23.20), rjefenje
4—
N E g O<ps—
2y2z—p) 3

4., Rjefenje. Uzmimo dvije tatke A 1 .8 Lije je rastojanje veée od 1. (Ako takve dvije tatke
ne postoje, tada se svih 25 tadaka mo¥e pokriti krugom radijusa 1.) U tom sludaju, za svaku talku
X, od preostale 23 tatke, vrijedi

B~

AX<1 ili BX<I1.

Prema tome, postoji najmanje 12 tafaka, koje se nalaze na udaljenosti manjoj od 1; recimo, od
tatke A, pa krug radijusa 1 sa centrom u talki A sadrZi barem 13, od datih 25, tadaka.

II. razred

1. Rjefenje. i) Irna]uc1 u vidu da je x2+x+1>0 {¥x e R), ne]ednacma koja se pojavljuje u
(23.5), kad se f (x) zamijeni odgovarajutim polinomom iz (23.4), prelazi u sistem dvije nejednadine

[ 42 H(g+4) x-+4>0
252+ {2—a) x+2>0.

(23.23)

Da bi svaka od ovih nejedradina bila zadovoljena za Yx e R, petrebno je i dovoljno da pripadne
diskriminante budu negativne. Imajuéi to u vidu, nejednatine (23.23) ¢e biti zadoveljene za Vx €
€ R ako g e {—2,4). Dakle,(235),tacno;eakoae( —2.4. {

#7) Pofto se skup A iz {23.6) moZe napisati 12 obliku
A={0yUL2, o0, '
={==2,4)

a skup -
to je : o
An B={0}U2:4).
1) Napisimo relaciju (23.7) u razvijenoin oblilou:
: ' x2+(g+1) x4+l za a24(g+1)x+120
(23.29) y={
w[x2-(g+ 1y -+ 1] za 2B4(a4-1) £+ 1<0,
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]asnOiEda‘ie:- - 2ol o L
jed “xitlat) w1 20:

1°za Y eR ako je —3Kal b 0 . s oo g e

2° ako je @< —3 ili a>1, a x<<x ili x >=xg, dok je
' A (e 1) 210t

1 ako je a<—3 ili a>1, a s <x<xs, pr1 demu je

a+1—Va“+2a-—3 ] a+1+‘Va3-|-2a—3
X1== s X9 -

Ofigledno sve krive prolaze tatkom M (0, 1).

i) Za —3<a<1 graf funkcije y=|f(x}| predstavija parabolu y=x2+{g+1)x+1 s te-
menom v tacki

—_ 2
T(ma+1,4 {a+1))_ y o
2 4 Y =R
[-l¢x«1]

Lako se pokazu]e da je geometmsko m}esto t]emena parabola
kriva

yzlgx2 ﬁ1<x<1.

! ol 1
slici 23.2. Sk 23.2.

Grafitki je geometrijsko mjesto tjemena parabola prikazano na

) Grafik funkeije y=§ (x) je parabola koju svaka prava x—b, paralelna sa. osom ¥, sijede
tano u jednoj tatki T (b, ().

Prema tome, preslﬂcavan)e JiR>R ;e jednoznacno o ) ) -
S obzirom da svaka prava y =g, koja je para.lelna sa osom %, sueée parabolu u dvjema tatkama ako je

4 12 1)2
E(—“‘*‘—(Z—'_ ) +c0|s u jednoj (dvostrukoj) taékl ako je c_m—(%u, a inade je ne sijede,
 [4—(a+1p

posmatrano preslikavanje f preslikava R na,[
— )2
4 (Z—l— 1) ] +°O)‘

y —|-00) 1 nije- bijf:kti'vn_o preslikavanje

skupa R na skup [

2. Rjefenfe. Jasno je da je
(23.25) - - s A MB 1 1
i da je, zbog shcnostt trouglova AAMC~ AN XZC kao i A MBC~ A Z YC
(23.26) AM:XZ=CM:CZ=BM:YZ.

" Na osnovu (23.25) i (23.26) dolazimo do zakljuka da je XZ==YVZ.
Pretpostavimo sada da N e AY N CM.

Tada iz N AMN~ /ANYZN slijedi

(23.27)  MN:NZ=AM: YZ.

Neka je N € BXCM. Tada iz A BMN'~ A XZN' slijedi
©(23.28) MN':N'Z=~BM:X7.

1z (23.27)1 (23.28) i prvog dl]ela slijedi MN'NZ=MN":N'Z,
Sl 23.3. tj. N=N.



3. Rjefenje. DokaZimo da se primjenom, konadan broj puta, opisane operacije moZe postici
da jedan od 34 datih brojeva @i, @z . . .» @sey TeCIMO g1, bude uvelan za 1 vife od ostalih.

Primjenjujuéi datu operaciju na brojeve a1, as, . . .» @z, dobifemo: -
ai+1, az+1,.. ., a1, @2a @, .. .5 asa
Ako, zatim, primijenimo ovu operaciju na apa,..-; 3. @1+1, ae+1,.. . a1z+1, dobidemo:
a2 a2 +2,. .0 242, @a+2,.. 0, anut2.
Primjenjujuéi u narednom koraku ovu operaciju na a15+] s oo Gaat 15 a1-+ 2, dobitemo
a1+3, az+2,..., a2,
Dakle, broj a; se uvedao za 1 vife od ostalih brojeva. Jasno je da se na ovaj nafin moZe postéi da

svi brojevi budu jednaki.

4, Rezultar. Vidi zadatak 4. za I1 raz. na strani 44.

HI razred
1. Rezultat. Ako je a>0, izraz (23.8) je realan za sve tatke (x, v) koje pripadaju prvom i
tredem kvadrantu ukljuéujudi i koordinatne ose, ali koje ne leZe na familiji hiperbola
o T
yoxﬂ—zv i ykx¢?+(2k+l)7t (=0, 1,...).
Ako je a==0, izraz (23.8) je realan za sve tacke (x, ¥) koje leZe u prvom ili tre¢em kvadrantu, uklju-

&wjudi i talke na x-osi.

2. RjeSenje. Neka su O i Q1 centri kruZnica w i w; radijusa R i r respektivno a ¥ BAC <90°.
Povucimo iz O i O1 normale na BC i oznalimo sa - F i Ai podnoZja tih normala, respektivno.
Zatim spustimo normalu iz O na O14; 1 njeno noZiSte
oznadimo sa M. Tada je

OOL=R—r,
OiM=r—R cos z@,
OM=CA,—R sin 4,

-~

C
= 1g—.
r=Cdr g2

Primjenomn Pitagorine tcoreme na trougac OOWM,
nakon jednostavnog ra¢unanja, dobijamo

2RsinA2RsinB
4 B &
4 R cos— cos — cos —
-2 2

* CA1=

Sl 23.4,

Uzimajuéi u obzir da je . R
- 2Rsin A=g, 2R'sin B=bi
4 B . . oA
4 cos — cos — cos —-=sin A -+sin BsinC,
. 2 2 2
(*y prelazi u - :
ab
CAr= .
— {a+b+¢
) )
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. 3. RjeSenje. Neka je AB=c, BC=a i GA=b. Te¥itnice 4.4, i BB: su okomite ako i samio
ako je

B

—_— ———p
(23.29) AAy* BB1=0.
Sa slike se vidi da je

—

—_—  —a ] e —_— 1 —
AAr=AB+ -Z—BC i BBl=~2~AC-AB.
Uvrdtavanjem ovako odredenih vektora 4?41 i
EBZ u (23.29) dobicemo

o ) A By ¢
2¢h cos A-1-abcos C+2dc cos B=de?, SL 23.5.

Ake posliednju relaciju podijelimo sa 2.5 (gdje je.§ povriina trokuta ABC), uzimajud u obzir da

Je : .

28 =bc sin A=ab sin C=qc sin B=ch,,

dobidemo .

. . 4
(23.30) 2 ctg At cg G20t B=;z-f,

¢

kao potreban i dovoljan uslov za ckomitost teZiSnica A4: i BB Sﬁdruge strane, posmatrajuci
pravougle trokutove ACD i BCD, lako se vidi da je c=A, (ctg A-+-ctg B), §to pokazuje da je (23.30)
ekvivalentno sa (23.9). Time je pokazano da su teZisnice A4y i BB okomite ako i samo ako vrijedi
(23.9.

4. Rjefenje. Neka su dati brojevi x1, s, . . ., %p0.
Pretpostavimo da je xi%xs i posmatraimo brojeve: _
Si=x1, Sa=xs, Se=x1-}%2, Sa=x11xs-txs Ss=ux1-+xz-F xg+F2x4, . . ., Swo=x1+%2-. . .+x00.

Poto, po pretpostavci, nijedan od brojeva S, Se. . .» Sioo nije djeljiv brejem: 100, postoje dva koja
daju jednake ostatke pri dijeljenju brojem 100. Jasno je da ta dva broja ne mogu biti §1 i Sa. Pret-
postavimo da su to Si i S;i da je k>j. Tada je razlika Sz— 5} djeljiva brojem 100. S druge strane,
poldto je Sy—8&; u stvari zbir nekoliko brojeva x, dodli smo -do kontradikcije. Dakle, x1=xs i,
analogno, xi=xe=xy==., .==%Xgp. :

IV razred

1. Ryefenje. Neka sistern (23.10) ima za sve cijele brojeve s i n cjelobrojna rjefenja i neka je
D=ad—bey, Duy=md--nb, Dy=na—mc.

Ako je D=0, da bi sistem imao rjefenje, mora biti i Dy=0, Pretpostavljajuéi da je a#0, jer svi

koeficijenti @, &, ¢, d ne mogu bit istovremeno jednaki nuli, i uvodedi oznaku k=£—, dobi-

temo c—ka, d=kb, n="hm. Dakle, sistem (23.10) bi imao cfelobrojna rjefenja samo za n==km,
§to zadatak ne pretpostavlia, pa, prema tome, mora biti D=%0.

Zbog D=0, sistem (23.10) ima jedinstveno riesenje

Dy Dy

23.31 =— =,
€ ) w=7 =y

Prema (23.31), paru brojeva

L d ¢

19 m=1, n=0 odgovara rjedenje x1:—5, y1=—5,

. b a

2" m=0, n=1 odgovara rjeienje xz=——5, y2=-ﬁ.
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Kako su -x1, %2, ¥1, ve cijell brojeviy to je i
ad b D 1

N T T R T

1 .
cto broj, Da bi istovremeno D i'B bili cijeli brojevi, mora biti D= 1. Obrnuto, neka je D=41.
Tada za svaki par m, n cijelih brojeva sistem (23.10) ima jedinstveno rjefenje:

. x::}:DR‘-) y=:|:D.‘!!:
koje je ofito cjelobrojno, jer su
Da=wd—nb, Dy=na—mc

cijeli brojevi.-

2. Rjefemje. Kvadriranjem relacije (23.11), nakon sredivanja, dobijamo

: 1T
f(x+a)—[f(x+a}12=[f(x)~“5] s

odakie s¢, nakon uporedivanja sa {23.11) zakljuéuie da je

I 1
f(x+2a.)=5-[-‘f(x)—-2_ ‘mf(x),

' 1 : 1
jer je, otigledno, f (x+a)>'-2— za svaku vrijednost x, pa je i f (x)>-i-. Dakle,
S et2ay =1 (x} (V xR},
pa je funkcija f periodina s periodom b=2a.
3. Rjefenje. Ako jednadinn koja se dobije iz (23.12) kvadriranjem rije§imo po an, dobitemo

_ an="5ani1 -tV 24a81+1.
Podto je an+1>>an, 10 je

(23:32) an=5an+1— | 24ads1 1.

S obzirom da je, prema (23.12),

(23.33) ansa=5Sanu+ ) 24aka T 1,
sabiranjem relacija (23.32) i (23.33) dobijamo

(23.34) a@+2+_an=10¢n+1-

Iz relacije (23.34) je odito, kad se uzme u obzir da je @=01 g1=1, da su &lanovi niza {an}:io
_prirodni brojevi. ’

4. Rjes'en:;fe. Neka je @:%.._Tada je _ -
1+4cos kp+cos 2kp-+. . .+ cos nke=0,
jer je, za z=cosg-+7sing=elo, _ _ '
) Itak st . damb=0, k=1, 2,... .
Uvritavanjem u nejednakost (23.13) redom
Xx=¢, X=20,y ..., X=HE,
dobi¢emo » nejednakosti, Ako ih saberemo, dobicemo .
He-@r—da—. .« v—ap =0,

odakle se neposredno vidi da vrijedi {23.14).
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DVADESETCETVRTO TAKMICENYE

I razred

] 1. Rjeenje. Ako sa 19xy oznadimo ,godiﬁu rodenja, a sa 1985 (b 322) tréif_:n_u godinu, tada
imamo

1980 —19xy=1-+9+x+y,

70--b=11x42v, (b =2).

Posto je 0<<y<9, lako se vidi da minimalna vrijednost .za x mora biti veéa od 5, jer za b=2
imamo 72=11x4-2v, pa za- x=35 desna strana ne bi mogla dosti¢i I1)evu stranu fak ni za y=9.
Takode je jasno da mora biti x< 9. Nakon toga se jednostavno provjerava da su 1985. i 1996
jedine godine za koje ne vn]edl tvrdn]a

§to se svodi na

2. Ryefenje. Pretpostavimo da tvrdnja ne vruedl Neka 5 € 4. Tada

5eAd, 4ed=5c4,4cA, 1B, 9eB=>
=5cd,4eA, 1B, 8c A=
=4eA, 1eB,3cB=24c 4, 2eA=6¢cB,
dakle, 3, 6, 9€ B;

5¢d4,4eB, 6cd=>5c4,4¢B, 1 € B=
=»>5€4d,3e4, teB=8ch8, 1B=
=9 e A, dakle, 3, 6, 9 4;

5ed4,4€B, 6eB=>5¢cA4, 4B, 2cd4=>
=564, 3eB, 4 B=>
=5e€Ad,1c4, Te A, 4eB=
=56A,8ecB, 4cB=5cA, 4cd=
=0eB, dakle, 3, 6, 9 B.

Prema tome, u svakom slufaju vrijedi tvrdnjs zadatka.
Primjer {1, 2, 4, 8} 1 {3, 5, 6, 7} pokazuje da tvrdnja zadatka ne vrijedi za skup {1, 2, ..., &}

3. Rezultat. Proizvoljan trougao se ne moZe razrezati na dva podudarna trougla. To je
mogude ako i samo ako je trougzo jednakokraki.

w
4. Upurstvo, Dokaz se izvodi tako $to se najprije razlomak — napise u obliku m sabiraka, tj.
i

mo 1 1 1
—=—t ..,
n o on #
1 1 1 1
a zatim prvi sabirak — ostavimo, drugi sabirak — rastavimo na ——4-————---, tre¢i sabirak
n n n+l nntl)
1

u njemu. primijenimo isti

1
211 w D

1
— rastavimo kao i drugi, pa na svaki od sabiraka
n

proces rastavljanja itd.

Il razred

1. Rjefenje. Neka je z=a-+ib. 'Tada je, zbog |z|=2, a®-+b2=4, paje za—Id:b'Z--;-
Z

. { 1 H 3
ming |z—— | b=—,
2 2

. _— . . 3
a postize se za b=0. Odavde slijedi a=4-2; dakle, izraz (24.1) postife najmanju vrijednost —5

za z=412.

v

Prema tome,
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2. Rjelfenje. 1° Za brojeve 1000, 2000, 3 000,..., 9000, je odnos broja prema zbiru
njegovih cifara jednak 1 000,

2° Neka je abed proizvoljan Zetvorocifren broj, razlitit od brojeva iz 1°, napisan u dekadnom
sistenu; @, b, ¢, d su respektivno cifre hiljada, stotina, desetica i jedinica.

Zbir cifara takvog broja, odigledno, nije manji od a--1, jer je bar jedna od cifara Er ¢ ili d razli¢ita
od nule. Istovremeno je sam broj ofigledno manji od

{a+1) 000—1 000 (a-+1).
Otuda slijedi
abed __ (aF1)000_1000 (a+D)

= =1 000.
a+4b-4c+d a+1 at1

Prema tome, najveéi odnos Cetvorocifrenog broja prema zbroju njegovih cifara jednak je 1000,
a dostiZe se samo za brojeve 1000, 2 000, 3 000,...,9000.

3. Ryjesenje. Otigledno vrijedi
&r—a®z0 {=1,2,...,n).
Ova nejednakost je ekvivalenina sa
bﬁ
—22%i—a; (i=1, 2,..., 7).

-]

Sabirajuéi » ovakvih nejednakosti koje se dobiju za 7=1,. .., n, ako se uzme u obzir pretpostavka
zadatka (24.2), dobi¢emo (24.3).

m
4. Rjefenje. Oko svake tatke opifimo krug polupreénika 5 Jasno je da se oni ne pre-
an - . - o - - ,n 2 .y - . ”i
sijecaju 1 da je njihova ukupna povrina jednaka » 3 . Opisimo krug polupreénika I-I—E

oko jedne od tih tafaka. Ovaj krug sadrZi sve prethodne krugove, a poviriina mu je jednaka
m 2
(1+3) ™, Jasno je da vrijedi

odakle se neposredno dobija (24.4).

1M1 razred

~ 1. Ryefenje. Neka je na turnirn sudijelovalo » ekipa. Tada je odigrano ukupno n (v—1)f2
utakmica, pa kako nosi svaka utakmica 2 boda, to je osvojenc ukupno z(z—1) bodova, Kako
broj osvojenih bodova nije manji od 74543 vrijedi n (#r—1) =15. Odavde dobijamo #=25. S
druge sirane nijedna od preostalih #—3 ekipe sudionice turnira nije osvojila viSe od 3 boda, pa
je ukupno na turnitu osvojeno najviSe 1543 (n—3) bodova, odakle slijedi # (n—1)< 3116,
odnosno »<;5. Dakle, n=35,

2. Ryefenje. Posto je
1
I%=-Z (262—}"202—(}2) i

= L (220 -),
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. 2 2
primjenjujuéi Pitagorinu teoremu na A ABAM iuzimajuéiuobzirda je AM =7 ta 1 BM =3 ty

(vidi sliku) dobiéemo

1
24.9) = (@2482),

Ovaj uslov jé ekvivalentan sa f..| f». Primjenom kosi-
nusne teoreme na A ABC dobi¢emo

W LY
(24.10) cos C=—+——-C- .
2ab

Na osnovu relaciia (24.9) i (24.10) dolazimo do za-
Kljucka da je

L4 R 4
(24.11) cos e 2 * 2—)
5 2ab 5

ako i samo ako je .11,
-~ 4
S druge strane, cos C moZe se proigvoljno pribliZiti vrijednosti 1. Neka je "ggké 1.
DokaZimo da se stranice ¢ 1 4 trougla ABC mogn odrediti tako da za cos C=£, vrijedi
4 2482
+ =k

24.12, — =
( ) .5 2ab

Relacija (24.12) ekvivalentna je sa

a 5 5 2
(24.13) T k:};V(zk) —1

Trougao &ije stranice a i & zadovoljavaju uslov (24.13), a zaklapaju ugao &iji je kosinus jednak &,
zadovoljava uslove zadatka.
3. Ryelenje. 1) Koristedi identitet

-+ c—f

08 20— ¢os B=2 sin —— si
€Os % —Cos B smzsm2

1 ¢injenicu da je |sin /< |&|, dobijamo

lopz 01}
{2 — a3 = lcos a1 — cos x| << ZTz [%1 3],

Dakle, |x1—xs! >{xs—-ax3l.
Nastavljajudi ovako dalje, dobijamo

) lkr—xal Zlxe—agl 2 . .. Zlxn—x1] 2lx1—xal,
§to poviladi
) |1 — 0| ==|xa—xal=. .. =|xp—x1] dakle, xa=x3== ... =,
u sluéaju #>2.
Ako je n=2, tada

[%1—X2| =|Co8 X1 —c0s x| 2

LAt ) a—a |
sin > sin > S — x5

l

dakle:
17 x1=x0,
%1+ %
2° ‘sin el =1,
2
. AL X2 {%1— %2 i
= 0.
i P
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Drugi sluZaj otpada, jer jednadina sin x==4x ima jedinstveno rjefenje x=0, To znadi xr=x21i u
slufaju #=2. Prema tomie, sistém 7) se svodi ra jednu jednadinu cos x=x &ije je rjefenje x~1.

#) Postupajuéi na isti nadin kao u ), ali polazeéi od identiteta

—B o
cos
2

- gine—sin =2 sin s

zakljnfujermno da je sistem #) ekvivalentan sa jednacinom-sinx=x Zije je_ rjeSenje x=0..
Primjedba'. Sistem ) se mogao rjedavati polazeti od ﬁejednakosti o
' .. Isin %< [x] % &R
4. RjeSenje. Stve podskipove skupa X mo¥emo grupisati u parove (4, XN, AcX.
Ovakvih parova ima tadno 27-1, a familija F moZe sadrfati najvife jedan &lan svakog para, 4, fa-
milija ¥ nema viSe od 2 »-2 danova, Ako za familijuF uzmemo familiju koja sadrZi sve podskupove

skupa X koji sadrfe neki fiksan element xeX, tada ta familija zadovoljava uslov zadatka i ima ta¢no
2n-1 elemenata. Dakle, familija F mo¥e imati najvide 27~ elemenata i taj broj moZe biti dostignut.

IV razred

1. RjeSenje. Relacija (24.5) se svodi na _
(24.14) 99 (c—a}+10(d—.b)=3'99.
Odavde slijedi da 10 (d—&) mora biti djeljivo sa:99, 3to povladi d=>b. Tada, na osnovu relacija
(24.14) i (24.6), zakljudujemo da je e=a--3, a b=2{10—a). Posto {0, 1,...,9}, jasno.je da
mora biti 10—a< 4, tj. & =6. Istovremeno je, zbog c=a+3, a< 6, $to zajedno s prethodnom ne-
jednako¥éu povladi a=6. No, tada je c=9, b=§, d= 8, pa je traZeni broj 6 898.

2. Rjefenfe. {) Prema Vietovim formirlama je

@adsy T T =0,
(24.16) X1x2+xax3 - xax1== —p i,
(24.17) . xixaXge= e

Ako kvadriramo (24.15) i wzmeme u obzir (24.16), dobitemo.. . .
xi+agFag=2p,
pa je ofigledno p>0. Time je ¢) dokazane. '

#) Kad je i >0, dva korijena jednadine (24.7) su pozitivna, dok je jedan negativan. Oznadimo ih
sa 7y 5, —(r+5), pretpostavljajuci pri tom da je 0<r<Cs, i uvdtinio-u felacije~24.16) ' (24:17).
Dobicemo . . .

pe=rt B lrs B i

s (o) B9

_ -
L s 2 sl L
D X 2
3
Dakle, rémin(V—p—; VE) )
3 2

odakle slijedi

8. Upurstvo. Ako visinu tetraedra ABCD, povulenu iz tatke A, oznadimo sa AHi, tada
ravan 7, sadr¥i prava AH, a poito, po pretpostavel, sadrZi i tatke A4 i A’, ona je odredena tadkama
A, Hii A’. Prava koja prolazi talkom A, a paralelna je sa A7, otito leZi u ravni 4. Podto ona sa-
dr#i centar O sfere opisane oko tetraedra. ABCD,. jasno je da i tadka O leZi u ravni ©4. Analogno
bi se zakljudilo da Oexrg, Oe®y i O€e™p,
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- & Rjelenje. Pretpostavimo da su A, As,.... ., Ar podskupovi skupa X koji s u posebnom
polo#aji. Razlitith presjeka oblika APNAYN ... NARF (pr=51 i pi=—1; =1,2, .0k,
ima 2%, Svi su oni medusobno disjunktni, jer ako su :

. . 2
A‘{‘nAé’*m ondlE i APnAPa . nAEe
dva presjeka, tada je za bar jedno 7 piipi >pase u jednom od presjeka nalazi "A;, a u drugom
X\ 41, odakle slijedi da je
(AleAF2 AN ARAAE AL A=
Prema tome, zbog
X2 N (APnARA . AR, vrijedi 27228, 1. n2k,
pi=X1

Dakle, skup koji ima 27 elemenata ima: najvile # podskupova ¥oji se nalaze u posebnom poloZaju.

DVADESETPETO TAKMICENFE

I razred

1. Rjefenje. Ako je
(25.9) x>—2—,
tada se jednadina (25.1) svodi na
T—x+1—xl=1
, , .. , . 1
koja nas za x>1 dovodi do protivrietnosti,a za x<1 do rjefenja x=5, koje otpada zbog {25.9).
o ) S
(25.10) X< 3’
jednadina (25.1) prelazi u
Yxi—{—x 1,
' 1
koja nas za x<<0 dovodi do protwr;ec;a, a za x>0 do rjefenja x—E, kO]e otpada zbog usto-

va (25.10),
Konatno za

25T e g
¢ ) w

jednadina (25.1) oligledno'se svodi na identitet;  dakle, ona je

zadovoljena za x=-—

2. Rjefenje. Susjedni broj broja 1 ne mofe biti nijedan
od brojeva: 2, 4, 5, 6, 8, 9, pa su mu susjedni brojevi 3 1 7.
Susjedni brojevi broja 4 mogu biti jedine 7 i 9 dirne nastavljamo
nadopunjavanje kruZnice navedenim brojevima. Dalje, susjedni
brojevi broja 2 ne mogu biti jedino 619 Susjedni brojevi broja
8 jedino mogu bit 3, 5 1 9; a kako je 9 vet uzet u obzir, to
mora biti 8.pored 3. Ostajé. da se. provieri ~da ovaj. raspored - ~
zadovoljava uslove zadatka. SL 25.1.
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3. R]efenje Najvife 4 broja mogu biti negativna, a nnhov zbir mora biti, po apsclutnoj
vrijednosti, manu od svakog preostalog broja. Odatle slijedi da je zbir ta 4 broja i preostalih 13
brojeva pozitivan.

4. Rjesenje.

3] Pogto je
SQ=PB=PS),
SP=0QB=QS; i
¥ SPS1= ¥ SOSe,

jasno je da vrijedi
™ ASPS1x AS0OS.
-Analogno bi se dokazalo da su i preostala

dva trougla kongruentna, kako meduscbno
tako i sa upravo posmatranim.

// \\ #) Zbog podudarnosti trouglova
Y ~Nd SPS; i 508, slijedi specijalno S81=
=S58z
Si. 25.2. Osim toga, takode na osnovu (%), je

¥ §1882= £ PSQ— ¥ P8S1— ¥ Q88:= ¥ PSQ— ¥ PSS 1— ¥ P8§:1S= x PSQ— (" — X SPS;)=

prd
= {ADC—('N—(E—I- %:DAB)) X ADCH ¥ DAB- ~=T—— =

Dakle, S8 1 88,
Analogno se dokazuje za svaki preostali par kvadrata odakle slijedi traZeni rezultat

1l razred

1. Rezultar, {) Da bi za funkcije F (%) i f{x) iz (25.3) vrijedila relacija (25.4), mora biti:
A=5, B=4, p=—1 1 g=-2.
17) Polazeéi od &injenice da su A, B, # 1 ¢ odredeni tako da vrijedi (25.4), jasno je da se F (x) moZe
napisati pomoc¢u f(x), tj.

F@=[f®P—f@)-2=®+D{ -2,

pa je rijesiti nejednalinu F (x)<<0 1sto Sto i njesm dvostruku ne;ednacmu —1<f (x)=<2. Tako se

o (12 1=13) (1215, 1)
1—¥i7 1—-}5 1+-Vs 14|17

2 7 2 2 2

~

. 2. Rjeserje. Neka su x 1y traZeni brojevi, a ,,a' 1 ,,b" cifre trocifrénog, odnosno dvocifrenog
broja. Tads imamo ‘ :

(25.12) . xy=1il"qa i x+y=11b:

Podto su x i ¥ najvife dvocifreni brojevi onda je x=237 ili x=74. Neka je x=37. Tads se za y=13g,
acN iz druge od relacija (25.12) dobija

11637
a=T s 4=hg9.

Jednostavno se provjerava da se jedino za b==5 i 5=8 dobijaju vrijednosti ¢eN, i to a=01 a=17,
respeknvno Podto par (37, 51) ne zadovoljava uslov 37:51=111"4, treba odbaciti i b= 8, tako da
ostaje samo mogucénost 6=3, kojoj odgovara y=18 i riefenje (37, 18) za koje su ispunjeni i pre-
ostali uslovi.
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Na isti nadin, uzimajuéi x=74, dobijamo

116—74
a=—r—, Tb<Y,

§to je moguce samo za b=7. Tako se dobija jo$ jedné rjeSenje (74, 3

3. Rjefenje. Stavimo u ]ednu grupu brojeve u Cijem zapisu ima paran broj ]edmlca, au
drugu grupu brojeve &iji zapis ima neparan broj jedinica. Ako su

A=@az...on - i B=b; bs.

dva broja iz iste grupe, a medusobno razlidits, oni se moraju razhkovatl bar na ]ednom mjestu
desetlcnog zapisa. Otuda u sumi ta dva broja mora biti bar ;edna trojka. 8 druge strane; brOJCVI
A i B w desetitnom zapisu 1ma]u »P0 parnosti” isti broj jedinica, §to znadi da postoji bar jo§ ]edno
rn]esto na kojem se brojevi 4 i B razlikuju. Dak]eJ sume dva broja iz iste grupe moraju 1mat1 naj-
manje dvije trojke u svom deseti®nom zapisu.

4. Rjefenje. Analizq. Pretpostavimo da je zada-

tak rijefen 1 da je A1 centralno simetri®na tacka tadke
A4 u odnosu na P. Tada iz Cinjenice da je

-AP=P4;1 1 KP=PL

zakljuéujemo da je Cetvorougao AKA1L paralelogram;
dakle, LAlHAK, odnosno LA1||AM, §to povladi

FMLAI= X AML=x ACB=g,
pa je ' :

¥ BLA =7—0.
Tatka I lei na presjeku tetive CD i skupa tacaka iz
kojih se dui A1B vidi pod uglom #*—g.

Skup tafaka iz kojih se duZ A8 vidi pod uglom T*—¢
uzima se sa strane sa koje je i tatka P.

Konstrukcija. Konstruidemo:
1) tatku A, .
#) skup talaka iz kojih se du¥ A1B vidi pod vglom T—e=7— ¥ ACB,
i) tatku L koja lefi u presjeku skupa iz i) i tetive CD,
i) talku K koja je simetritna talki L u odnosu na P (sl, 25.4).

B
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Dokaz. "Freba dokazati da se pravei AK i BL sijeku u tatki M na kruinici. AKAL je
paralelogram, jer je KP=PL { AP=PA1, pa je ¥ AML=sMLAi=7"—(F—g)=p= ¥ ACH;
dakle, tatka M pripada kruZnici.

Diskusija. Zadatak ima uvijek jedinstveno rjefenje.

III razred

1. Rjefenje. Pretpostavimo, prvo, da duZina treée stranice nije ogranidena nikakvim uslo-
vima. Povriina trougla ¢ije su stranice @ i b, a njima zahvadeni ugao o« data je sa P=Esm o. Ako

su g i b date sa 1<a=<2<b=<3, tada Ce proizvod ab sin o biti maksimalan za a=2, b=3, x="50°,
Otuda slijedi da ¢ée najveéu povrSinu imati pravougli trougao sa katetama 2 i 5. Treéa stranica

ovog trougla ¢=|/29 zadovoljava uslov 5<o<6.
2. Uputstpo. Vidi zatatak 2. za TIT razred na strapi 70.
3. Rjelfenje. Relacija {25.6) je ekvivalentna sa

(25.13) : : {1002+ 10v+2) (x4 +2)=28 38,
Za xtytz=2n. 3, 1009(;‘+10y+z=23“’“'53“7‘ (0<m=3, 0sa<?) oduzimanjem  dobijamo
(25.14) g (115¢_|_y)=23—m 57 (5320 223,

Uz pretpostavku 3—m<m imamo n<3—mn, tj. 0<<3—2n 1 2m—3 =0, pa je 5820 -22m-3 gig broj.
Izraz na lijevoj strani jednakosti (25.14}) je djeljiv brojem 9, pa je brojem 9 djeljiv i izraz 53-22—

—om-8 tj, 53-9402m-3 jli 3—2n=2, . n< 7 §to zajedno sa 0<a<3 povlali n=0.

Tada relacija (25.14) prelazi u
(25.15) ' O(1 Lse ) == 28-m (58— 2m~3),

Za 53—22m-3=9k imamo 9 (14—%)=22"-2+1, lzraz na lijevoj strani je djeljiv brojem 9, pa je i
izraz na desnoj strani takode djeljiv brojem 9. Iz O<<m<3 i 2m—3 20 slijedi 0<<2m—3<3, 1.
1< 223028, dakle, 2223419, Otuda je & =13, m=3; dakle, x=1, y=2, z=5.
Shuéajevi 3—m>m, n=3—n i 3—m>m, 3—n>n lako. se iskljuduju.-

4. Rjelenje. Neka takmidar 4 pripada grupi takmilara koji imaju najvife pobjeda. DokaZimo
da takmicar A ispunjava zahtjev zadatka. Pretpostavimo da to nije tano. Tada postoji takmilar
B, koji nije identian sa A, takav da nije pobijeden od A, niti od bilo kojeg takmicara koji je pobi-
jeden od A. Bududi da se svaki takmifar bori sa svakim i nijedna borba se ne zavrSava nerijeSeno,
slijedi da je B pobijedio sve one ulesnike koje je pobijedio A, a takode i samog A. Na taj nadin
takmitar B ima ]ednu pobjedu viSe nego A, a to protivrjedi Cinjenici da takmifar A pripada grupi
takmicara sa najvife pobjeda. Ovim je tvrdnja dokazana. (Zadatak se moZe lijepo ilustrovati na
primjeryt od 5 takmidara.)

1V razred

2tgo 5 120
-=— 7 sliéno tgdo=-— .
1—tgle 12 119

1. Rjefenjer Ako stavimo tg a=0,2, t.a'da je tg Qo=

° ™
Dakle, tgda>>1, pa podto je tg x rastuéa funkcija u intervalu (0, 5) ,» to vrijedi 4u>45° ili a>

Q

5 . :
2 ->11%, pa je odatle, stvarno, tg 11°<<0,2.

2. Rjefenje. Mogu se povuéi dvije ravni normalne na zadanu generatrisu konusa (C4 na
slici 25.5) koje diraju vpisanu kuglu. Njthove tatke dodira (N 1 Ni) lefe na dijametru NNi koji
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je paralelan sa CA. Prvo posmatrajmo 1avan. koja dodiruje kuglu u tadki N. Cetvorougao ODNK
(K je tatka dodira generatrlse CA sa kuglom) je kvadrat, tako da je DK=0ON=r, Po pretpostavm
zadatka, j¢ CD=d. Prema tome, CK=d-r

Iz trougla KOC imamo CO= [{{d+r2-+r c
Prema tome,

CF=O0F+0C=r+ [+t
Yz sli¢nosti trouglova AFC i KOC nalazimo

AF:CF=0K:KC,

odakle je
g OKCF_rlrt Ja+ne+7)
KC d+r
wp2fr Yid e eE]®
3{d+r)®
ZakljuGivanje je analogno ako se uzme ravan koja dira SL 25.5

kuglu u tatki Ni.

3. Rjesenje. Svakom Dbroju aiaeasasas moZemo pridruiti 5 ,susjednih’, tj.. 5 razliditih
brojeva koji se od datog broja razlikuju u tadno jednom mjestu. Ako svakom od 6 datih brojeva
pridrufimo njegovih 5 ,,5usjednin’’, imacemo, skupa sa datih 6, ukupno 36 (ne obavezno medusobno
razli¢itih) brojeva. Kako ima taéno 32 petocifrena broja koji se mogu napisati pormodéu cifara1 i 2,
medu ovih 36 brojeva postoje bar dva jednaka. Drugim rijefima, medu datih 6 brojeva postoje brojevi
aazaagaas i bibebsbabs koji imaju isti ,,susjedni’ broj i, u tom slu&aju, razlikuju se 1n najvide dva
mijesta ili se broj arasasaags podudara sa ,susjednim® brojem broja Fibebshabs, a u tom sludaju se
brojevi aideasasas 1 bibebsbabs razlikuju u ne vife od jednog mjesta.

4. Rjefenje. 1) Zbog aa=2 i stroge monotonosti niza, vrijedi gz =3; dakle, as=3-4-p, p =0.
* DokaZimo da je p~0. Poito je, ake se¢ ima u vidu (25.8),

ae=az' aa=2(3+p)=6+2p,

to je

A< 5-F2p.
Dalje je

an=az G52 (5+2p)=10-+4p,
tako da je

< 9+4p.
Analogno je
as=dz ap< 2 (94-4p)=1818p 1 as<154-8p,

kao i '

ats=az ds = (3-4p) (S+)=15+8p+p2.
Dakle,

154-8p-+p2<<15+8p,
Sto povladi p==0, pa je az=3.
Time je 7} dokazano.

#) Ako pretpostavimo da je tvrdnja tadna za neke % 23, tada je taéna i za sve i<<(B—1) &.
Zaista, kako je ar— 1<(kﬁ1) iar=kalk—1) i & uza]amno prosti, to je @r-1) p=an-1"dp=
=(k—1) k, pa kako je niz a1, az, . . . strogo rastuc1, to je ay=17 za sve 15 (k—1) & Dakle, na os-
nove indukeije vrijedi ai=7{i € N).
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DRUGI-DIO

ZADACI PREDLAGANI ZA TAKMICENJA
1Z MATEMATIKE

1. Ako je « luk prvog kvadranta, dokazati da je

o®
i) e—sin g —,
4
o ol
i) lgﬁ—<cos oc<1———-—+ﬁ
2 16

2. Tupougli trougao Ciji su oftri uglovi « 1 8 i najmanja visina # obrée se
oko strane &. Nad¢i povrSinu obrtnog tijela,

3. Dokazati da je uslov
ACF+-2BDE—CD* — AE*—FB%=(
potreban i dovoljan da se izraz
Ax*+1-2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+-F

(drugog stepena po x i ) moze razioZiti u proizvod dva linearna faktora po x i v.

4. Neka je
_ .
" 1+%z
opdti Clan jednog niza kompleksnih brojeva. Naéi
lim Upyl
400 Uy

3. Suma recipro¢nih vrijednosti tri cijela pozitivna broja jednaka je jedi-
nici. Koji su to brojevi?

6. Nadi realne korijene jednadine
Vst —p+2 Y —1=x

pri éemu je p realan parametar.

7. Spojiti proizvoljnu tatku X kruznice sa vrhovima 4, Bi C u tu kruZnicy
upisanog jednakostraniZnog trougla. Dokazati da je na]vece od tr1]u 1ast0)anja
XA, XB, XC jednako zbiru druga dva. .
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8. Clanovi nekog rastudeg geomgtiijskog niza su prirodni brojevi. Doka-
zati da:

1) logaritmi tih &anova &ine rastuéi aritmeticki niz,

i) je kolidnik izmedu zbira kvadrata neparnog broja prvih n &lanova geo-
metrijskog niza i zbira » prvih stepena tih ¢lanova prirodan broj.

9, Naéi sve polinome P (x) za koje je tatna jednakost
*P (x—1D=(x—26) P (x).
10, Nadi sve polinome P(x) za _ko_jg je
- | Pi{x?WZx);Pz.(x—Z)._
11. Za niz {a,}n-o vrijedi
a0=0, G =5ant+ V2REHL n=0, 1,2,

Dokazati da su svi &anovi niza prirodni brojevi.

12. Dokazati nejednakost

o __1/1+v2+v;7jvi<z_ i

7a svaki prirodan broj n.

13. Neka su ay, a2, . . . , an realni brojevi, takvi da za svako x vrijedi
1-+a; cos x;{«ag cos 2x-- . .. +an cos nx =0,

Dokazati da je a14-as+ ... +an<n,

. 14. Na papirn je napisano nekoliko nula, jedinica i dvojki. Izbridimo dvije
razlidite ‘cifre i umjesto njih napidimo treéu (2 umjesto 0 i 1 itd.). Neka nam je
nakon uzastopnog ponavljanja gornjeg postupka na papiru ostala samo jedna cifra.
Dokazati: ako smo brisali i dopisivali cifre nekim drugim redom i ako je na papiru
ostala samo jedna cifra, tada je ona jednaka onoj koja je ostala u prethodnom, pos-
tupku. _

15. Dokazati da ako za pozitivne brojeve x, ¥ \;riie'di x%-y2=8, tadd je
-ty <4,

16, Dokazati jednakost
R o "':S'in[d%—ny-—zl h]si‘n—?-;E :
sin a-sin {a+A)+ . . . sin(e-(r—1) k)= — SABLA,

sin =
_ 2
17, Naéi sve vrijednosti parametra « tako da jednacina
_coseerlogi x—2tg &-Jogex-h-

1—4cos?a
lcosBao

=0, 0<a<l
iﬁia rjeSenja u intervalu (0,1).

&0




18, Dokazati da je za neparno: #. broj -n¥+3n*—~n—3 djeljiv brojem 48.
19, Nadi realna rje¥enja nejednéiéine" o
]/3-—x--]/x-}-} >-§— .

20, Dat je trinom
fx)=x*—mx-+2m—3,

gdje je m realan broj. Izraziti minimalnu vrijednost trinoma kao funkciju parametra
m i ispitati tu funkciju.
Rijediti. jedna¢inu f(x)=0_ i. diskutovari .njena rjefenja.
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 UPUTSTVA, RJESENJA, REZULTATT

1. i)} Rjefenje. Neka 'j‘é'}x ugao U prvom Kvadrantu trigonometrijske kruznice. Njegovi kraci
sijeku kru¥nicu u tadkama A4 i B. Oznatimo sa € presjeénu tadku kraka OB i normale podignute
u taéki 4 na pravu 04 (sl. 1). Tada je

1
Ppaor= 3 sin =,

1
P =t
AdOC 5 )

Ako povrdinu

1
AOAB oznatimo sa P/, vrijedi P’=3 o

Poito je
Ppaop<P'<Ppaoc,
to je
T
sina<a<tga, O<al—.
2
St 1.
1z
- m - a + . a a - - m mz . N o az e »
sinoe= 2tg— |1 —sin® — | i sin -—<— tj. sin® —<—, 4. {—sin? — 21— — slijedi
2 2 2 2 2. 4 _ 2 4
i o o o ad A el
sina>2 —[1——1}, tj. sin &ze——, tj. a—sinos—.
2 4 4 4
i) Iz
. G‘ - a m 12 ' N az
cose=1—23in? — i sin? —< — slijedi cos a2l ——.
2 2 4 2
P i d k » - m > x as *
rema ve¢ dokazanom je sin -—Z -——-—, Pa je
] L) 325 pPa)
2.20€>2(o¢ e\ o gt af >ocz ok G <1 ot2+ot4
sin? — —_— ==t —=2=——, . cos -t
T TR AR BTN TT M R T 2" 16

- wh? i
2. Rezultat. S=_.$H—FE¢;~_E)~2 sin (m+E) cos E
sin osin? B 2 2

3. Uputstvo. U jednom smjeru dati izraz napisati ka6 proizvod dva linearna faktora
po x iy, . _
Ax?+2Bxy-+2Dx+ 2By + F=(px-+gy+1) (ax-Hby4-o),

pa odrediti 4, 2B, G, 2D, 2E, F.
U drugom smjeru iskoristiti ¢injenicu da je dati izraz drugog stepena po % iy
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4. Ryefene. Koristeéi &injenicu da je za 2=x-+1iy (x, ¥ € R) |z|:]/xa+y_%? kao, i &injenicu

da je modul koliZnika jednak koliéniku meodula, lako se pokazuje da je .
wpr| o oantd VIBPEIRHIS
firco 20+3 _-V.I—in2+4n+1f '

5. Rjefenje. Neka su %, v i z cijeli pozitivni brojevi takvi da je

-Hm

000

Un

1 1 1 ;
m — -t =1
. : . X yoF

Jasno je da svi t brojevi ne mogu istovremeno biti ved od 4. Ako je xéyéz, 24 x‘oétaju‘ samo

dvije moguénosti x=2 i x=3 (er x>1). - . .

Kad je x=2, dobijamo .
o (y—2) (z—2)=4.

Buduéi da su y { = cijeli brojevi veéi od 1, to mogu nastupiti sljededi sl_u(":ajevi: _
' y—2=2, 2-2=2, 4. y=4, 2=4;
y—2=1, g2ty . y=3, 5=6.
Za x=3, na analogan nadin pol;azuje se da :iE} - . :
2y—3=3, 23—3=3, tj. y=3, z=3.
- 8. Rez_uﬁatﬁ Za Ospé_—?ﬁ je x=ig—— X
S A VRES

7. Uputstvo. Ako za najvede rastojanje uzmemo XA, uzetli na BC tatke D tako da je
* CXDx & AXB. i

9. Upustvo i rezultar. Na osnova uslova u zadatkl_l doé’:i‘ ;10: je@nakost_i
P ()=Py {5)=x (x%l_) (x—2) (x—3)...(x—25) Py-g {x).

Iskoristiti ove 1 zadan: jednakost. ‘
Data jednakost je talna ako je P (x) polinom stepéna 26.

10. Rfefenje. Smjenom Q (%+1)=P (x) data jednakost. se svodi na
Q (%) =02 (x).

Ako je Q(£)=x"R(x), R(0)70, tada imamo Ii"'(:mz)_—--zR'2 {x). Ak.o R (x). zji;'é koﬁétant_a, ‘tada
postoji % takvo da je ’

R ()=t 121 L b apabFav,  amy a0,
Odatle slijedi o
R (D =anx®+ gm_ax®m-D4 | +gpx¥tay
i R? (%) =0+ 2a0arx® + 5%+ S ().
Izjedralavanjem posljednja dvd polinoma débijamo :
l : ai=go, 2avar=0, ‘
pa kako je 070 jer je R (0)-£0, zakljutujemo da je ap=1 i ar=0. Medutim, ar=0 je u kontra-
dikciji sa pretpostavkom da gr=20, odakle slijedi da je R (x) konstanta, tj. R (x)=ao=1,.pa je
Q (x)=x", odnosno P (x)=(x+1)m
11. Rjedimje Iz C
anil—San= V 24ai 11

kvadriranjem dobijamo
as—1 Oar1az+ a'ﬁé.-l -1=0.

Rjefavajudi posljednju jednadinu kao kvadratnu jednadinu PO an, itmamo

" an=S5duns14 .V24azﬂ+1+ i.
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Kako™ ie' dn'+i>an_., to j'e
an=5an1— V24a,2,+; +1, @nre=>5ans1+ V24rz?5+1+ 1,

odakle sabiranjem dobijamo aﬂ+a+an:10&ﬁ+1. 1z ao=0 slijedi a1=1, pa iz posljednje jednakosti
slijedi da su svi &anovi datog niza prirodni brojevi.

12, Rjefenje. Posmatrajmo niz definisan sa.
as=2, dn=ai-3~n, n=1,2,...

Za sve brojeve a. vrijedi a.>>#n. Zaista, tvrdnia je taua za a1, as, ds. Pretpostavimo da je ar>>k
za neko k=3, Tada imamo

den=ai— (bt 1)>B—h—1>k+1,

pa na osnovu principa matemati¢ke indukcije slijedi da je a»>>n za sve n. Sada iz definicije gornjeg
niza imamo

dan=al-1—n={@%-—2—(m—- 1)t —n=({{af— 1>~ 22— . —(mr—102—n=0

odakle uzastopnim korjenovanjem dobijamo

2:=ao>l/l P e

§to je i trebalo dokazati.

13. Rjsfenje. Posmatrajmo binomnu jednadinu z7+t—1=0, koju moZemo napisati v obliku
{(z—1) (z*+a*1+.. .+ 1)=0. Kac 3to znamo, sva rjedenja ove jednafine su data sa

2km 2ET
Zp=c0s —+isin-——, k=0,1,...,n
n+1l

Za k=0 je zo=1. Za k=1,.. ;,n imamo
a4, +1=0.

i
Ako stavimo cp=fq_-~i-, tada iz posljednje jednakosti imamo
n ‘

' Re (2%-+2f14. ., .+1')_ﬁ1+cos k. . .tcos nkp=0.

Uvrstimo sada u datu nejednakost redom ab:cp, £=2¢, ..., x=n@, Sabiranjem » tako dobijenih
nejednakosti 1 uzimajuéi u obzir da iz posijednje jednakosti slijeds

cos keptcos 2ko+. . .heosnkp=—1, k=1, 2,...,n,
imaéemo
) n—ad1—de—. . .—aGn=0
odakle siijedi tra¥ena nejednakost. '

14. Rjefenje. Oznalimo sa %, 3, # redom broj nula, jedinica i dvojki napisanih na papiru.
Tzvrdivéi jedanput operaciju opisanu u zadatku, vidimo da se svaki od brojeva X, ¥, & izmijenio
za 1; dakle, izmijenila se parnost svakog od brojeva x, ¥, 2. Ako je nakon izvjesnog broja naznadenih
operacija na papiru ostala samo jedna cifra, to znadi da su dva od brojeva x, ¥, & jednaka nuli,
a tredi jednak jedinici. To zna®i da od samog podetka dva od brojeva x, ¥, & imaju istu parnost
a treéi razliditu. Prema tome, koja ¢e cifra ostati na kraju, zavisi samo od toga koji od brojeva x,
4, 2'ima razlifitu parnost od preostala dva. ‘

5. Rjetonjo, (x—3)? 30 22-+y7 524y & 2 (4245 22y 4-hy? 5 2 (4299 B+

QOdatle slijedi
(x+3)2<2 (24D =16 tj. xty=<4

16, Rjefenje. Za svako %k vrijedi jednakost

in o &) si h_l ) ( 2k~1‘h (+2k+1 B
5in (o sz_z cos{ o+ 2 cos | o 5 .
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Tako za

£=0 je sin ! ( ( an -+ k !
= o= — g—— | — o —
L ] 1 =32 €os 2 COo8 5 .

sin, —

h

2

k=1 je sin(oeJrh)mi (cos(oc+k) cos(oc-l- k))
2 2 B’
)

: : , N B .
k=n—1 je sin (u4-(m—1) h)mrz— (cos(oc-{-Zﬂz 3k) (oc-l— it )) e
sm;

Sabirajuéi sve ove jednakosti, dobijamo

cos(oc k €08 oc+2n_lh i +n-"1h in
*2 2 _SII]. o 2 Sln'—z‘— _

. B .
2sin — sin —
2

sin e-F. ., +sin (o-Fr—1) k) =

17, Uputstvo. Datu jednadinu rijesiti kao kvadratnu jednadinu po logsx. Dobije se

tgat V3 waz )3
, . x=q cova

log, 2=

Cos o
Iz uslova %€ (0, 1) 1 0<a<1 slijedi
muiv3

COB &

=0,

T 2 ™ 47t
odakle dobijamo rjesenje -3 2R <o EY +2km il 3 4 2RT << Y - 2R,

18, Rjelenje. w3430t —n—3=n®E—1)+3 —D=(n—1) (n-+1) (n--3). Podto je, po pret-
postavel, n=2k+1, posljednji izraz moZemo napisati u obliku 2k (2k--2) (2k+4), odnosno u
obliku 8% (k1) (+2). Kako je proizvod tri uzastopna prirodna broja djeljiv sa 2+3=46, slijedi
da je posljednji izraz djeljiv sa 8:6-—=48.

131

19, Rezultar. —1=x<1 -5

" m?
20. Rezultar. Za x=3 ie ymm=——4—+2'm——3. Pri tome je Ymin=0 za my=2 i mp=6

i, osim toga, (Vumin)maz—=1 za m=—4. Za kvadratnu jednadinu f (x)=0 je D=mZ~—8m+12. Zato
funkciia f(x) ima;

1) dvije realne nule za m<<2 ili m>6,
#) jednu dvostruku nulu za m=2 ili m=6,
#i) kompleksne nule za 2<m<6.
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TRECI DIO

ZADACI: SA KVALI_FIKACIONIH ISPITA

IZ MATEMATIKE

1974. godina
PRVI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Za koje realne vrijednosti parametra m jednacina

ima imaginarne korijene?
2. Rije8itt sistem jednacdina DRI

| %ty f=5

| x-y|=6.

3. Rijesiti jednacinu

clg x—1g x==sin x+cos x. -

4. Zadane su dudi a, b, ¢. Konstruisati duz

a2b
K=
2
DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1, Rijediti jednacinu

. sin? :"Zajc+sin2 x»__% .

20— D=1 =0

2. Konstruisati paralelogram ako su zadani osnova, visina i dijagonala.
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3. Rijediti jednatinu
log 10+%10g @271+3%)=2,
4, Rijesiti sistem
642 62 =12
64etu =42,

1975. godina '
PRVI ROK

ODS¥EK ZA MATEMATIKU
1. Presjedi pravilni tetraedar ravmnom tako da presjek bude kvadratr (dokaz).
Koliko ima takvih presjeka?
2, Zadan je jedan korijen x1=—2 jednaline

2625 — 2xd— 5B g} 2220,
Naéi ostale. .

3. Ako jedan ugao (y) trougla iznosi.45°, postoji refacija
a? L hi—cA=4P,
gdje P znali povr§inu trougla, Dokazati.

4, Nadi (pribliino) brzinu (kilometara na &as) kojom rotira Beograd oko
Zemljine ose, a zatim, duZinu (przbllzno) jednog stepena na njegovom uporednikuy,
Geografska &irina Beograda je ¢=44°47, a poluprecmk Zeml]e R 6370 km.

5. -Naéi korijene jednaline

log x—(log]/ x) =l=]
ako se kao logaritamska baza uzme:

1

a) 10; b)) —.

) ) 5
_DRUGI ROK

ODSJEK Z4 MATEMATIKU

1. Uprostiti izraz

V(l——xz)‘?a“—}-l +V - xﬂ) 31 |

ako je - x=2 k%(l—[—k)—l i k>1 ‘
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2. Rijesiti sisterm jednadina -
10g4x—logzym0 x2—5y2+4=0.

o Clogex T
Formula za prela.z $a 0snove g na osnovu b glam Iog x—I 8, Su
0gr @

3. Rijediti jednadinu

tg x—ctg x-=:—§—.s_in 2z,
g

R

nazivinik ovog razlomka povelaju za 2, razlomak Ce biti veéi od —;—, a ako se u-

4. Razlomak ima obllk pri Cemu je pe N, pz=1. Ako se brojnik i

manje za 3, razlomak e biti map];_qd o ali ipak pozitivan. Nadi vrijednost

ovog razlomka.

5, U pravilan oktaedar upisan je uspravni valjak tako da mu je osa na dija-
gonali oktaedra i da mu osnove dira]u strane oktacdra. Ako je ivica oktaedra a,
odrediti onaj valjak koji ima najvedi omotad.

TRECI ROK -

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Dati su polinomi

A=x3+x2—9x—9 i B=(x—2)2—(x—4)%
a) Uprostitd razlomak f(x)-——-—Bf i odrediti nula tadke funkcije f{x).

b) Pokazati da funkctja f(x) ima vrij ednost u cijelim, bro;ewma za sve neparne
vrijednosti od x.

2. Odrediti sve cetvoméifrene'pozitivﬁé- cijele brojeve djeljive brojem 45
kad je razlika kvadrata cifre stotica i cifre desenca ]ednaka 24,

3. Dokazatl da
logbk:; (loge -} loge %) =5 log, Vac=logs a-logye,
pri temu su a, b, ¢ i x pozitivai 1 razliditi od. jedan. -

4, Konstruisati 1 izraCunati rastojanje. izmedu dvije. mimpeilazne ivice
pravilnog tetraedra ako je duZina jedne ivice:jednaka jedan. Konstrukciju dokazati.
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1977. godina

Kvalifikacioni 1sp1t nije odrzan, a na prijemnom ispiti za upIS na ODSJEK
ZAFIZIKU dati su ovi zadaci: .

1. Odrediti predznak funkcije f{x)=2x2—11x--5.

2. Data je duz AB. Konstruisati geometrijsko mjesto tacaka iz kojih se ta
duZ vidi pod uglom e.

3. Dokazati jednakost cos 80°-cos 40°—cos 20°=0.

1979. godina
PRVI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

Grupa ,,A“

1. Rijediti logaritamsku jednacinu
1 1
—Elog (2x+5) —F—_w?:- log (2x—4)=log 2x.
2, Nadi one vrijednosti x koje i_stbvrcmeno zadovoljavaju nejednadine

15x—2>2x—l——;—

2Cx—4)<%(3xﬁ14).

" 3. Rijesiti jednad¢inu ‘
2 sin® x+V§sin x+cos x4 cos? x=1..

4. Oko kruZnice poluprecmka r==2 ¢cm opisan je ]ednakok1 akl trapez Cija je
povriina 20 cm2 Nadi strane trapeza.

3. Odredm one vrijednosti parametra m za koje jednaCina
=1 2m—4) x-m—2=0
ima konjugoﬁrano—kompleksna rieSenja. .

6. Data je visina ~=6 cm, i povriine botnih strana P;=>54.cm?, Py=60 cm?
i P3==102 ¢m? uspravne trostrane prizme, Izradunajte njenu povesinu i zapreminu.
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Grupa B

1. Rijediti logaritamsku jednaéinu

log (x—9)+2log [2x—1=2.

2. Nadi one vrijednosti % kole 1stov1emen0 zadovoljavaju nejednadine
4 x<\2x+3 ‘
6—x<I8—2x.

3. Rijefiti jednation = . ‘

' sin2£3}c052x$tg2x+ctg2x=3

4. Oko kruZnice pquprecruka r=8 cm opisan je jednakokraki trapez Ciji je
krak &==20cm. Naéi povriinu i paralelne strane.

5. Za koje vrijednosti parametra:'p-jednadina
(1—2p)x®—4x—6=0
ima konjugovano- kompleksna r}esen]a'«‘

6. Baza uspravne plramtde je trougao Cl]e su stramce a=20 cm, be=24 cm,
¢=36 cm. Odrediti zapreminu piramide ako je njena visina H -m12 cm.

~ DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIRU

1. Rijesiti logaritamsku jedhaéinﬁl
log x+log (x—3)=2log (6 —x).
2. Rijesiti nejednadinu
4x4-6>8—2x>6—x.
3. Rijesiti trigonometrijsku jednacinu
3sintx— 4sm2x cos?x -t cosix=0,

4. Da li je m,oguc t10ugao s owm stramcamd
a) a= 5, b=§, ¢=7,

b) a=10, b=4, (.w-S,': T

c) a=12, b=8, c=4?

5. Koliki mora biti koeﬁa]ent k da bi 1]esen]a x 1 xg ]ednacme o

2+kx+12 0 '
zadovoljavala relaciju
xp—xg=17?
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6. Osnova uspravne piramide je pravougaonik s dijagonalama jednakim
b i uglom « medu dijagonalama. Svaka od bo¢nih ivica obrazuje sa osnovom ugao
. Naéi zapreminu piramide.

11980, godina
PRVI ROK

ODSFEK Z4 MATEMATIRU

Grupa ,,4“

l

1. Dokazati da je a4+b4>% ako je a+b=I.
2. Rijediti jednadinu
loga(9—2#)=3 —x. .
3. Data je jednatina x*+px+g=0. Naéi kvadratnu jednatinu &iji su korijeni
yi=ad+ad i ye—aitad
4, RijeSiti jednacinu

VaTTiTe VoY=V

e ues s s s s 1
5. Rijesiti jednadinu - sin® x-cos x—sin x cos? x:q—.

6. Nadi definiciono podrudje izraza

v
T i
x— a1

Grupa ,B*

1. Dokazati da je x2+y2;'2—10_ ako je 2x--dy=I,

2, Rijesiti jednadinu
THog® :
x 4 =j(l+log

3. Neka su x1 i x2 korijeni jednaline
' ax?+bxte=0 (acs20).
Ne rjeSavajuci jednalinu, izraziti vrijednost
7 1,1 Ay a8 aB A
— Ty 1 xpbapagtee
*1 *

preko njenih koeficijenata,
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- 4, Rijesiti jednadinu
11} @11 =42,
5. Rijediti jednadinu

1—tgx =1-Lsin2x.
1+tgx '

6. Nadi definiciono -podrudje izraza

S e [ e
£ T :

DRUGI ROK

ODSY¥ERK ZA MATEMATIKU

Grupa ,A*

1, Dokazati da je S
a{a+b)atc)=abc
ako je a-+b4c=0,

2. Rijediti jednadinu _

33 —s— | T0—m=2.
3. Za korijene x1 i x2 kvadratne jednaline
2t p k120

viijedi 1—m=1. Naéi koeficijent p.

4. Rije§iti jednadinu

loga(x+14) +loge(x+2)=8.

5. Rijefiti jednadinu
l1—cos2x  sin2x

2sin ¥  I-lcos2x

Grupa ,,B“

1. Dokazati da je
b (atb)(btc)=abe
ako je a+b4c=0.
2. Rijesiti jednadinu

B [ N e ) e
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3. Zd korijene x 1 xo jednatine
atsBaxfade
vrijedi x3+x3=1,75. Naéi a.
4. Rijesiti jednacinu S
log (35—x%) _3'
log (5—x) .
5. Rijediti jednalinu
5 cos 2x=4sin:x.

1982. godina
PRVI ROK*

ODSYEK ZA MATEMATIKU I FIZIKU

1. Naéi vrijednost izraza (a+1)"24-(d+ 1) za a=(2+V§)‘1 i bﬂ(Q-—V?;j‘l.

2, Jednalini 4x—y—2=0 u koordinatnom sistemu odgovara prava p. Neka
se odredi jednadina prave ¢ koja je simetriéna pravoj. p u odnosu na simetralu I

i ITI kvadranta.
3. Treba odrediti skup

4. Rijesiti jednadinu e e
Jlogz . 3Iogx—1 — 31+[og:v_,. 5#1+1og z,
5. Neka se rije$i trigonometrijska jednacina
sin x o COsx
14-cos x sin x

ODSYEK ZA HEMIFU
1. Rijediti trigonometrijsku jednadinu
{(Sil’l x)?— i] (sin x+2)=0.

2. Rijefiti sistem: x-y=227

logo x-logzy=1.

{xe R:x*>2}n{x eR:|x—2|< Ex—i—.3]}.

*) Odrian je samo kvalifikacioni ispit, jer kandidata za prijemni i aopunski ispit nije bilo.
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3. Za trougao ABC sa koordinatama vehova A4(0, 0), B(4, 0), C(2, 3) odrediti
koordinate ortocentra. ,
4, U twouglu ABC tagke D, E, F su redom na stranama BC, C4, A8 rako
da je BD:-é— BC, GE=% CA, AF =%AB. Naéi povrdinu trougla DEF ako je

povriina trougla ABC jedﬁaka P

5. Prije 10 godina otac je bio 3 puta stariji od sina, a kroz 10 godina sin ¢e
imati onoliko godina koliko je imao otac prije 26 godina. Prije koliko godina je
otac bio 4 puta stariji od sina?

ODSFEK ZA GEOGRAFIFU

1. Odrediti broj m tako da parabdla y=4mx®+3x+6 nema zajednickih ta-
Caka sa osom x.

2. Nadi uglove «, § 1 Y trougla ako Znamo duZine stranica: a-'/6 b= ZVS
e=3-)3.

3. Kako se odnose (povrsine) zapremine tri]u lopti od kojih je jedna upisana
u kocku {dodiruje strane kocke), druga dodiruje ivice kocke, a treca je opisana oko
kocke (prolazi vrhovima kocke)?

DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIRKU 1 FIZIKU

1. DuZ koja spaja sredidta krakova trapeza paralelna je osnovicama trapeza,
a njena dufina jednaka je aritmetitkoj sredini duZina tih osnovica. Dokazati.

2. Rijesiti jednacinu

3
Va—l-x—Vaer:O
3. U jednadini N -
Sxt—kx--1=0

treba odrediti parametar k tako da razlika rjefenja te jednadine bude jednaka 1.

4. Odrediti sve realne brojeve x za koje vrijedi jednakost

sin x--cos x=- .
© - osinx
5. Jednadini
x—2y—6=0

odgovara u koordinatnom sistemnu prava p. Treba odrediti jednadinu prave g=s,(p),
gdje sy oznadava osno simetri¢no preslikavanje ravni u odnosu na-osu y.
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ODSYEK ZA HEMIFU -

1. Rijediti nejednadinu
Sm 2x—2sin x<<0.

2. Rijesiti sistem ]ednaéma

log x—log y=2
log x-log y=3.

3. Odrediti koordinate centra kruZnice opisane
oko trougia &iji su vrthovi 4 (4,0),B(0,3) 1 C(5,5).

4. U pravougaoniku ABCD je a=10, =8 i
date su tatke M i N kao na slici. Odrediti odnos
povrdina likova AMND i MBCN.

ODSYEK ZA GEOGRAFIFU
1L 'Zé' koje vrijednosti 'broja'?ﬁ.-riec.lnééina- -

x244x—3m=0
ima oba rjefenja negativna?

2, Romb ima stranicu duzine 17 cm, a duZina jedne dijagonale veda je od
duZine druge za 14 cm. Kolike su duZine :dijagonala romba?

3. Stranice trougla ABC iznose a=13, b=14, ¢=15 cm, a nagibni ugao
njegove ravnine prema ravni w iznosi 60°. IzraCunaj povisinu projekcije A'B'C’
tog trougla na ravan w ako se zna da stranica g trougla ABC leZi u ravni =

TRECI ROK
ODSYEK ZA MATEMATIRU I FIZIKU

1, Zia koje vrijednosti realnog parametra i ¢e rjefenja jednacine’

- mEx%— 2mPx L m?—2=0
biii pozitivha? g

2. Rijediti trigonometrijsku jednatinu
(1+cos 2x)(2+cos 2x)=0.

3. Date su tacke A(2,- 7), B( 3 4) i C(l y). Qdrediti ¥ tako da prava 4B
prolazi kroz-tacku C. - R : :
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4. Rijediti jedna¢inu o
3 —54-6-3"7=0,
5, Sredn;a duZ trougla (duz ¢iji su krajevi sredifta dvuu stranica trougla)

1ed.naka je polovini odgovarajuce strane. Dokazau to pomocu vektora ili na drugi
nadin. ‘ ey

ODSYER ZA HEMIFU

1. Rijediti nejednadinu

l'og,x'{"1 <—1—.
e
2. Rijedit] jednadinu
. x—1 1
sin S——=o,
x4+1 2

3. Rijesiti nejednadinu
1—x? x—4
14-x% x24-4

4, Vrhovi pravouglog trougla ABC su A(0,0), B(—1,2), a centar kruga
opisanog oko trougla ABC je S(I; a).. Odrediti koordinate vrha C.

CETVRTI ROK
ODSYEK 7ZA MATEMATIKU I FIZIKU
1. Rijediti jednadinu o -
logie x+loga x+logs x=7.
2. Odrediti koeficijente kvadratne jednadine
‘ ' &4 pxtg=0
tako da njeni korijeni budu jednaki p i ¢.
3. Rijediti jednadina
"_ e
5)y+8+4]y+8=26.
Uputstvo! Uvesti smjenu.

4. Rijesiti trigonometrijsku jednadinu _
. 1y _
{(cos x)2-?}-(3 +cos x)=0.,

5. Kako glasi skup zajecfniékih riedenja jednadina

x%fy=1
C(x—1P4y2=17



ODSJEK ZA HEMI¥U

*1, Na pravoj x--y—3==0 naéi tatku koja je najbliza krusnici x*-y*=1.

2. Rije¥iti logaritamsku nejednadinu

[!og ﬁ]ﬁl <—1—
2 2

3. Rijediti trigonometrijsku nejednalinu
2 i2 1
C0S8® x—S8In' .'X.‘<E .

4. U istostrani¢ni trougao stranice @ upisati kvadrat tako da su mu vrhovi
na stranama trougla. Naéi povr§inu kvadrata.

1983, godina . -
PRVI ROK

ODSFER ZA MATEMATIKU I FIZIKU

1. Dat je (konveksni) &etvorokut ABCD. Ako su tatke P i Q sredifta stra-
nica AB i CD, tada vaZi jednakost |
AC+BD=2-PQ.
Dokazati. :

2. Jednadini 2x—3y+6=0. odgovara (u koordinatnom sistemm) prava p,
a treba odrediti jednainu prave ¢ koja je simetricna pravoj p u odnosu na koordi-
natni pocetak O.

3, U sistemu jednadina
20 —3y=1 A 3x—my= —1

treba odrediti parametar m tako da koord.lnate xiy pres;ecne taéke odgovarajucih
pravih budu pozitivie.

4. Odrediti i prikazati grafitki w koordinatnom - sistemu ]ednamnu skupa
svih tataka ravni kojima odgovaraju kompleksni brojevi 2=x--iy za koje je | z [==9
(| 2| je modul, tj. apsolutna vrijednost kompleksnog broja z).

5. Fo;’mulama _ A
f(9<:)=23.rc2 i g(xy=2" ~E~% x—6

odredene su funkcije na skupu R realnih brojeva.
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ay-Da li su te funkcije parne 'ili neparne?

b) Odrediti vektor OT translacije koja prvu parabolu preshkava na dru-
gu (talka O je koordinatni pocetak)

6. Data je funkcija
tg xtsin x

ctg x-+Co8 x

f(x)=
a) Odrediti skup D (domenu) sv:h vr1]ednost1 »€R Za kole ]e funkcx;a

[ definisana.
b) Dokazati da je f(x)>0 za sve vrijednosti xe D.

ODS}_’EK ZA HEMIFU
1. Izradunati:

S T
. R 'b.- b'= ) _-: .

4+21

2. Izratunati: A= B=y,
4—2° _
3. Odrediti vruednosn parametra m za ko;e sl}edeca funkcija ima realne raz-
licite nule: . .

flx)= (3m—|—1)x2~m2x+2m—1

4. Odrediti duZine stranica trougla A'B'C’ ako je njegov obim 270 mmy
a slitan je tronglu ABC kod koga je stranica BC=5 cm, CA=6 cm, ‘AB=7 cm,

5. Odredite bez upotrebe tablica osnovne elemente trougla ako je: a= 2V2
a==45°, B=120°. .

ODSYEK ZA GECGGRAFIFU

1. Neka roba poskupi za 5%. Za koliko procenata treba da polefnm da bi
se vratila na prvobitnu cijenu?

2. Za koju vrijednost m funkeija
y=(m— 3)x2+2(m—~1)x—{~m
ima realne i razlitite nule?

3. U trouglu zadana je stranica a== 2]/2 i uglovi «=45°, =120, Naéi
ostale dvije stranice trougla.

4. Zadane su tacke 4, B, C. Neka su tacke P, Q sredine duzi AC, BC. Po-
kazati da je

AB==2PQ. -
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" .DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Dokazati da je duZina dufi koja spaja sredista dijagonala trapeza jednaka
polovini razlike duZina paralelnih stranica trapeza.

2. Treba odrediti parametre a i b .jednac‘:ine.
| y%ax+b
tako da ta jednadina predstavlja pravu na kojoj le#i teZidnica trougla
LA(Y, 2); B(7, 4), G(3,10)]
koja polazi iz tjemena A.

3. U pravilnu éetvorostranu piramidu osnovne ivice 8 cm, 1 visine 4 cm upi-
sana je kocka tako da joj je jedna strana u ravni osnove piramide, a Setiri-tjemena
kocke su na boénim ivicama piramide. Izratunaj duZinu ivice kocke. ’

4. Tednadina .
y=k?4+(k—2)x+3

za razne vrijednosti parametra k predstavlja skup ?arabola, a treba odrediti pa~
rametar k tako da se dobije parabola &ije tjeme.ima apscistl x= 2.

. L k. 1. o f{m b
5. Izratunaj sin (2e—B) akojesin ==, sin=—, a€l{—,m}), DE 0,—|.
zradunaj sin (20—f) akoj .3_5‘.,2_ [_2]13[ 2]

ODSYEK ZA FIZIKU

- 1. a) Nadite sve x za koje je x*—x—6>0.
" 'b) Tzralunajte shjedeédi izraz:

logens(2%)+ logn (2-8)-+loge | Z-+sin [%L%] |

2. Prije pet godina otac je bio pet puta stariji od sina, a kroz tri godine bice
tri puta stariji od njega. Koliko je godina ocu, a koliko sinu?"

3. Neka j¢ f funkeija &ije su vrijednosti date formulom Flay=x2— 6x-+-51.
Za- koje x ova funkcija poprima minimalnu vrijednost? Objasnite odgovor!
4, Nadite jedna¢inu kruznice radijusa 2 koja dodiruje krugnicu (x—1)%+

4 (y—2)2=32 upravo u jednoj tatki i:&iji centar lezi na pravoj (x—1)+(y—2)=0.
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ODSYEK ZA HEMI¥U
1. Izvréi sljedece dijeljenje _
—I/T: ‘V--g— (vidi zadatak 1., hemija, I rok, 1983. godine). - T,
2, Odredi vrijednosti peiraméti‘aﬁ wa Koje sliedeca funkeija ima‘tealne i raz-
licite nule o :

f(x)={m—3) x24+2 (m—1) x+-m. (Vidi zadatak 2., geografija, I rok,
‘ 1983. godine.) '

I 1 1
log, ——=> logvf , log—.
£ 16 6 4

4, Treba dokazati istinitost ove jednakosti

3. Izradunati

(sin %} cos x)*=1-+sin 2x.

5. Popretni presjek (profil) nasipa Zeljeznifke pruge je jednakokraki trapez.
Kut izmedu kraka i osnovice trapeza je 75°, duZina kraka je 6 m, a kra¢a osnovica
je duga 5,5 m. Izradunaj donju $irinu nasipa i visinu nasipa. :

ODSYER ZA GEOGRAFIFU
1. Konstruisati trougao ABC ako su dati ugao kod vrha A (#A), visine
BB i CC. L L
2. Konstruisati tangente zadane krugnice K koje prolaze kroz zadanu tacku
A van kruZnice. .

3. Ispitajte da li je tatna jednakost

1=,
. z
gdje je =} —1.
4. Mo#e 1i funkcija T R
y==—x2t 2mx—mP—4

imati ijednu pozitivnu vrijednost,

TRECI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU
1. Jednadina % }-y?=4 predstavlja kruZnicu. Treba odrediti jednadinu

prave koja dira tu kruZnicu i koja pozitivne dijelove osa xiy sijece u tatkama jed-
nako udaljenim od ishodista koordinatnog sistema, e
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2. Pravokutni trokut kateta 6cm i 8 cm rotira oko hipotenuze. Nadéi zapre-
ming nastalog tijela.

. Kada se u otrougli trougao upide pr avougabnik najveée moguce povrine
(;edna stramca pravougaonika je na stranici trougla), n]egova povriina je dva puta
manja od povrite trougla. Dokazati:

4. Treba u realnom podrudju rijediti jednacinu
log(x+4-2)==1—log{x—1).
5. Naéi'sva riefenja jednatine -

K 3
sint x4+ cosd xsz .

ODSYEK ZA FIZIKU
1. Rijesiti jednadine
a) Va=T+Yx+2=3;  b) sinx—cosx=1.

2, Za koje vrijednosti parametra m jednadina

a) nema realnih nula, . b) ima dvije jednake nule..
3. Rijediti jednatine

Loa) 9% —3%H42=0, . . b) (log.x)24-log x%-+log 1 000=0.
4, Nadi minimalnu vrijednost i nule funkciie

_ y=x2—5x16,
a zatim nacrtati njen grafik. :

ODSJEK ZA4 GEOGRAFIFU:

1. Zadane su dvije duZi ¢ije su duZine o, b. Konstruisati duz ¢&ija je duZina
ab.

2. Konstruisati trougao ABC ako su dati visina 44', X B i zbir stranica
BC+CA.

3. Naéi skup svih vrijednosti funkcije -
: g

R £
y 3

T g i Cooan : 1
4, Tzradunati sin 3o ako jé sin a:;:_* ‘
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_ UPUTSTVA, RJESENJA, REZULTATI

1974. GODINA
PRVI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Rjefenje. D=p2—dac=4m2—4 (m+2) (in—1)=4(—m--2).
D<0=—m42<0=m>2.
Dakle, jednadina
(m--2) ¥2—2mx-tm—1=0
ima imaginarne Kkorijene za vrijednosti parametra m>2.
2. Uputstwo. Definiciono podrudje za Vx, v eR.
x+y=5 i xty=5 x-ty=—S5 x-ty=—35

El 3

Sistemi: ;
x-y=0 x-y=—0 Xy=0 x.y=—0

daju rjeSenja zadanog sistema: (2,3), (3,2), (6, —1), (1,6}, (—2, —3), (—3%, =2, (—6,1),
{1, —6).

3. Rjefenje. Definiciono podrutje:

@ : sin x#ﬂ:‘-xik-:-;:%-%
=xEh—
cos x#0=x4 (2h+1) —
cosx sinx a
p - =8N X -+ CO8 X ===
sinx  cosx

cos?x—sin?x=sin & cos ¥ (sin x+cos x)
(cos x—sin x—sin & cos x) (sin x+¢os ay=0,
I ‘sinx-i-cosszﬁtgxiwh:rsz-Z»ﬁ—k-w
k=0, 41, 42, £3,...
Il cosx—siny=sinx qosa ’ .
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IIT (cos x—sin x)?=sin®x coslx/- 4,

sin2x 14 sin 2e—4=0,
(*) sin 2x=1, |z|<1,
t1sne=—2:- /8 odakle, zbog (*), slijedi t=—2+/8, pa je sin 2x——2+}8&.

Tako su sva rjefenja jednadine TIT izraZena formulem:
n 1 . —
xe=fpr §-+—2—(wl)"'arc sin (—2+V8), k=41, 42, +3,...

Kako je III<II samo za one vrijednosti x za koje IT ima smisla (sgn (cos x—sin x)=sgn

. , . T St 3n N . .
(sin x* cos x) Alcos x—sin x[<1),4.7a x & (0, Z)U(-—Z, -5), to su sva rjefenja zadane jednadine
izraZena formulama:

i _
x:z arc sin(—2+V8)+k m, k=0, L2, +4, 16,...,
1 . — ™
x= Y are sm(Aer]/S)—l—(Zk-i—l)- >° k=21, 3, 4+5,...,

x=——z-+kn, B0, £1, 42, ...

ili formulama:

n 1 — ‘
x=k E-l—z-(—l)’*"arc sin(—Z—i—VS), h=0,—1,3, & 4,~5,7, +£8,...,

pom R B0, L, 2,

p N .. v - v aa - - N 3 r *
4, Najprije konstruidemo odsjedak z=—, gdje je a srednja proporcionala izmedu ¢ i z.
C .

Kako je visina # pravouglog trougla srednja geomettijska proporcionéla' izmedu odsjetaka pig
na koje ona dijeli hipotenuzu, to se z moZe dobiti konstrukeijom pravouglog trougla sa visinom
k=a i odsjeCkom p=c. Jasno je tada da drugi odsjedak predstavlja upravo trafenu duZ s (sl. 74.1).

5L 74.1.

bz
Sada konstruifemo x=-— kao Cetvrtu proporcionalu (sl. 74.2).
¢
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DRUGI ROK
ODSY¥EK ZA MATEMATIKU
™ T o
-1 Rezultar. x=z—+k'3,.x=,:{:?+k-n, k=0, 41, 4-2,. ..

2. Rjefenje.

Analiza, Neka j¢ ABCD paralelogram u kome su strana AB, dijagonala BD i visina DE
kongruentne datim duZima @, 4 i % respektivno (sl. 74.3).

Trougso BDE se moZe konstruisati jer je to pravough trougao u kome su poznate hipotenuza
1jednd kateta. Dalje, A leZi na BE tako da je AB:=a. Tatku C dobijemo kao prE:SJecnu tafku pravih
pig pri emu Bep, pllAD, Deg, g|[AB. -

SL 74.3. : : : Sl 74.4.

Konstrukcija.
" 1. Pravougli A BED sa: % BED—90°, DE—h i BD=d.
2. A na BE tako dz je BA=a.
3. Prave p i ¢ : Beyp, pllAD; Degq, qlldB.
4, {Cy=p g (5. 74.4).

Dokaz"Podwe.je DELAB, AB~a, DE~h, BD~d,. t(;-dobl;lena .fi'gura posjeduje zadane
elemente. Rako je BGIAD, AB||DC, to je ABCD paralelogram.

Determinacija. Jasno je da je paralelogram ABCD moguce konstrulsau ako . je mogude
konstroisati trougao BDE., To je mogude za h<d.

3. Reazuliat, x=18.

4. Uputstvo. Uvodenjem sm]ene 647 =y, 64J o dobiva se =2 VE, v=2ili u=2, v=2 VZ

Shijedi rezultat:
(1 1) (1 1)
4> 6/ \6 4/
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1975, GODINA
PRVI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Rjefenje. Neka je ABCD praviini tetraedar u kome su E, F, G, H srediita ivica 45,
BC, CD i AD (sl. 75.1). Tada

1 1
{EFHAC, EF=— AC, GHIIAC, GH== AC}::-

{EF=GH i EF||GH} =EFGH paralelogram.
Dalje

: 1 ' 1
{EHJ \BDI FG, EH= 3 BD:‘FG}waH: FG= > BD.

1 1
Z {{AC:BD i EF=GH=-2-AC, EA=FG= 7 BD}

slijedi da je
(1) EF=GH=EH=FG.

Neka su BK i DK visine trouglova ABC i ACD spu-
$tene na ivicu AC. Tada

{BK | AC, DK1 AC}y=AC 1 (BDK),
{AC1.(BDK), EF|AC}y=+EF ].(BDK)=EF | BD.
{EH||BD, EF | BD}=EF . EH.

1z (1) i EF L EM slijedi da je EFGH kvadrat. Jasno je da imameo tri ovakva presjeka.

2. Rezultat. x1=—2, xa==1, xa=1, ma=—1, wme= 7.

3. Rjefenje. Po Kosinusnoj teoremi je c2=g2--b%—2gk cosy.
Dalje,

1 1
P= 3 ab sin *{=*2—ab cos¥, jer je y=45°

Tada je . -
ab cosy=2P i -2 ab' cosy=—4P,

ij. 2=g?1-b2 4P,
4. Rjelenje (sl. 75.2).

=S HT_E R, 3:14 6 370" cos 45°
D e— IS e— I — s A~ ——
T TR, oo
3,14 1413 1,5 1
s:s’Tz—-ﬁ 370 —-m 56370 _’_m._ (6 370- 1 WSy

=] 200; ¢~1 200 km/h.
Rmrcose 1200
DU e
180 15 o
S .
5. Rezultar. ) x1=1000, xo=—=0,01;
e2u ) At X2 100

Dufina 9° je #280 km.

I
b) x1=§, x2=4,

Sl 75.2.

106




DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Uputstvo. Buduéi da je &>1, to je_tzraz

3

w2k (14+B)2>0.
(R—12 . 2

— =0, dok 1—|1—xt= =0.
B+ . oK € V._ S :

+1
Dakle, pod datim uslovima dati izraz je definisan i vrijedi

V (1 —xFp1 . V(I CxnE g _ V?—;—l
2 S22 YE

2. Resultgr. (1,1} i {(4,2).

Tada je 1—x2=

3. Uputstvo. Trigonometrijskim transformacijama “dobiti kvadratnu jednadinu pe ne-
poznatoj cos 2x, pa uvesti nova nepoznatu cos 2x=t. Daljim rjefavanjem dolazi se do rezultata:

x:i§+km k=0, +1, +2,...

4. Rjefenje. Buduéi da je pz£1 1 p € N, to-je dati razlomak definisan. Dalje je

p+2 1
B >
P13
=3 1
2 0l < pED,
@ it
1z (1) dobijemo .
Ip b Gp® 2 g
p+6-p?—1 - p2—3p 5(0
I(p+1) 31
Podto je $2+1>0 za ¥p, to mora bid
pI—3p—5<0,
o 3:)29 :
Iz p2--3p—5=0 sluechp:—z, pa je p2—3p—5<0,
za '
3 /29 3.4 )29
3 <L h<Z .
(33 > P >
No, zbog »>0 iz (3) slijedi -
’ 34420
(4 0<p<%/—.

34 /29

Kako je 3T izmedu 415, a # prirodan broj razlitit od 1 i od 2 to iz (4) slijedi dap

=

moZe imati vrijednost 3 1 4. No, 2a p=:3, nejednakost (2) nije zadovoliena jer izraz

1
2 ima vrijednost > pa je (2) zadovoljeno. Isto tako

p+2 61 4
zadovoljeno je i (1), jer za p=4 imamo =-—=—, Dakle, p=4 1 razlomak glasi —.
jeno je i (1), jer za p O i > p=4i T glasi -

ima vrijednost nula. Za p=4 izrazi2
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5. Rjefenje (s1.75.3).

3g2 @ a? X a,l/i

AB Y3 :
=22 o=t V3 pgeecmommet 8 pe_ 212
2 2 z r

4 2 2

1z sli¢nosti trouglova EHG 1 KIG slijedi

GE:HE=(GE—KE}:KIL

2 al2 . 2
Oznadimo KE=y i KI=x. Imamo E—l/——: %:(——g—wﬁy):aﬁ y=1/7 (a—2x)

2 .
M =2y 2y =dnxy=4mx’ y{(ahzx) ﬂz]/z T (ax —2x2).

F(x)== —2x%4-aqx=—2 (xz---E x)z—?. (.?c—i)z—(ﬁ :=-'—2(x43-')2+t-zi. S
2 4 16 4 8

@ .
F{%) ima maksimalnu vrijednost za x;——4—, Y= (ag-—)=

j'V-rmax = -"4"" Tra.g.

7 « a2
Rezuitat: me:T e za -x=z, y= .

4
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TRECI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU

1. Rjefenje. lzraz f(x) je definisan za x7°3.

s A D@3 1
D J@mgm e = L D ()

Flx)=0; x=—1, x=-3.
by Za x==2y-+1, y € Z\{1} vrijedi . .
F =2y 4-1); 1.

10yt D= ) @4 QD=4 1) G4 D €

2, Rezultar. 6750, 3 510, 1 755, 7 515.

3. Rjefenje.

logs x  logy x)

1
logy x==—(logs x+loge x)=—
g ¥ 2( B %+ loge ) 2 (logba. logo ¢

Zbog x=£1 1 logy =1 slijedi

1_1 ( 1 } 1 )
T2 logpe logne g
1.

2 (logs @) (logs &) =1logy c-+logs a.
QOdavde je

i
—Z-logb {ac)={logy )+ (logu &),
fto je i trebalo dokazati.

4. Rjefenze (sl. 75.4). Uzmimo mimoilazne ivice 4D i BC. Neka ]e M sredma od BC
a N sredina od AD. Tada su AAM i DA visine jedna-
kostrani¢nih trouglova ABC i BCD. Dakle, AM=

=DM =V?3. Tako je MN visina jednakokrakog tro-
ugla AMD i zato je

(1) MN_AD. _
Daije, iz (AM1BC, DM ] BC)=BC L(AMD), pa
{2) MN1BC. 7

Iz (1) i (2) slijedi da je MN Tastojanje :ivica BC
i AD.

Tada je

I /1y 1 3
MNB:(V—) —(—) =—. Dakle, MN:l/—.
2 2. 2

8L 75.4.
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1977, GODINA

1. Rezuitar. .
1 .
f(x)‘;-()zaxe(“w: E)U(5s+°°):

fx)<0zaxe (%, 5).

2. Rjefenje.

Analiza. Pretpostavimo da je periferijski ugao APB, upisan u luk APB, jednak datom
uglu . Tada je I grani®ni periferijski ngao tAB jednak « (sl. 77.1).

Sl 77.1.

Konstrukeija,

1. Du# AB.

2. Iz A poluprava ¢ tako da je % (2, AB) o
3. U 4 normala # na ¢

4. Simetrala m du¥ 4AB.

5 {0yeman

6. K(0, 04) (L. 77.2).

Dokaz. Da je zaista bilo koji ¥ APB upisan u taj luk, kongruentan datom uglu « izlazi
iz toga §to je ¥ APB jednak granilnom uglu (&, AB), koji ]e po konstrukeiji jednak e.

‘ Determmaczja Poito polupravu ¢ mo¥emo povudi i s druge strane prave AB, to imamo,
kao rjedenje zadatka, jo¥ ]edan luk simetri®an luku APB. prema.pravo) AB.

Ako je ugao « pravi, tetiva AB je dijametar kruZnice I oba Juka &ine jednu krnZnicu.

Jasno je da za tupi ugac « luk, koji ne le# u grani®nom uglu i koji je rjefenje zadatka,
je manji od polukruZnice. Dakle, uslov za o je 0°<e<<180°

3. Uputstvo. Dokaz se provodi primjenom adicione teoreme.




1979. GODINA
~ PRVI ROK

ODS;?EK' ZA MATEMATIKU

Grupa ,,A%

1. Rezultat. x=10.
7 g
2. Rezultat. —<x<2.
39 :

T
3. Rezultar. x=hkm, x= --m-g-i-ka, =0, 1, +2,...
. i 1 1
4. Rjesenge. P:E(a—l—c)'h:5({1+c);,21‘=(a+c)'r.

Prema uslove zadatka je 20=(a-c)-2,
(1) atLe=10.
Takoder je

1 1
AD=AE+ED=AH+DG25 (a4c)== 5'1():5

AB=2x+CD, . a—e=2x.

No, x?=4D2-42=25-16=9, tj. x=3 (sl 79.1.). ’ SL 79.1.
Sada je

a+c¢=10,

a—c=0, tj. =8, ¢=2, pa je b==5.

14
5. Rezultar. m>?.

6. Rezultar. P=288 co?, V=216 cm?3.

Grupa ,,B*

1. Rezultat. x=13.

2, Rezultat. £} <x<2.

b
3. Rezulial. x:Z (2k+1), k=0, £1, 4:2,...
4. Rjelenje.
1 1
P=—2-h (AB—}-DC)=-2— (AB+DC) 16=8(AB+DC)=8(AS+SB+DR-+RC)=

=8 (AM-+ BN+ DM+ CN)%S QAM+2DM)=16 (AM+DM)=16-AD=16-20=320.
P==320 i AB+DC=40.
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Dalje je AB=2x+CD, tj. 2x=AB—-CD. .
x2=ADE— i2=400—256=144, 1j. x=12.

AB+DC=40
s . p=>AB=32, DC=3§ (sl. 79.2).
AB—DC=24} -~

5
5. Rezultat. p> s

6. Rezpitat. V—640 Y2 cmd,

DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIRKU

1. R_ezulmt. x=4.

1
2, Rezultar. ?<x<2._

3. Uputstvo. Transformisati datu jednadinu tako da njena lueva strana bude funkcija od
Sln"’x, pa uvesti- sm]enu sin® x=¢. .

1
Rezuliat, x=(:I:E—{—k)Tf-', x=(iz+k) w, k=0, L1, 4+2,...

4. Rjefenje. a) b—cl<<a<<hb-4-c=>|8-7|<<5<C748, 1<<5<15.

Jeste!
b) |4-—-5]<10<4-+5. Nijel

¢ [8—4|<<12<§-+4. Nije!
5. Rezultat. k=-+17.

8. Rjefenje. Visina EO prolazi kroz centar O opisane kruZnicé oko osnove, tj. kroz pre-
siefnu tatku dijagonala.

Tada je

dida b2
Posnove— 5 sin o= E *sin o.

1z OF 1 AC=x EAO=B,

Iz A\ AOE je
OE H H b g B
tgf= e — o> H=— 1g b
eb=ci B 5
2
1 B b
V=" Pyep,. - H=— - sine — tgf=

53 . ‘
= i sin o tg P (sl. 79.3.).
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1980, GODINA .
PRVI ROK

ODSJEK ZA MATEMATIKU-

Grupg 5, A%

1. Rjeferje. a2+ 02=(a+0)2—2ab=1—2ab, a*-+bt={1—2ab)®— 2472,
 {atbye (1 R 1 .
Poito je |——| =ab, to je | — ] =ab, tj. ab<—, tj. 2ab<—. Tako je
2 2 4 2
B+ ! 1 _i
“4 8 8°
2. Regultat. x==0, x=3.
3. Rezultat. v2+4(pP—p®—3pg-+-29) y+p (9°—29) (—p2+39=0.
4. Rjefenje. Definiciono podrulje: x =0 i 2}/7—1/;20, 1.

* 028,

Posto je_V2V7+ V7E>V2VT]—V?§, pod usiovom (¥), data jednatina je ek';?il_f;leﬁ:cné_ sa
27+ Y w2242} 7V x=138>
P Ty N
2B x—a ) T—2) 7 -
2)28—x=2}7,
odakle, zbog (), slijedi x=21.
T 7
B. Rezultar. xﬂgg—-l—k‘mz— s k=0, 1, £2,...

6. Rezultat. |x| 1.

Grupa ,.B*
1—4
1. Rjeferje. Iz 2x+4y=1 slijedi x= 24 , pa
1—4p\2 1
— B
( 2 ) TEES

1
1By 16y2 44y = 3 G

100y2— 40y +4 =0
(10y—2)2 0.
2. Rezultar. x=0,0001 1 x=10. .
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' 1 1 Belac |
3. Regultat, — +— Lo s a3t adadtat=— (B8—ac) (B®—3ac)
x5 x3 &2 at
4. Rezultat. x—1.5.
5. Rezultar, x—kF®, k=0, £1, +2,...

6. Rezultar, x=1.

DRUGI ROK

ODSYEK 74 MATEMATIKU
Grupa ,,A%

1. Rjefenje. a(a-+b) (a+0)—a(a®+ab+actbey=a [a (a-+b+c)+bc]=abe.
=0
2. Rezultat., x=6.

3. Rezultar. p=—(x1-+x0)== 7.
4. Rezultat, x=2.

5. Rje.'s"énje. Definiciono 'podruéje: sin 2540 1 cos 2x=—1 tj. xsthw, 2xsiwd-2kT, k=0,
+1, +2,... - .

Pod’ uslovima x4 kT, x#;(2k+1), k=0, :.1:1, 425,
posljednja jednadina je ekvivalentna sa
1+cos 2% — cos 2x—cos? %2 sin x 2 sin & cos #=0
sin? 2x—4 sin® x* cos x=0
4 sin? x* cos? x—4 sin? x- cos x=0
4 sin® x- cos x (cos x—1)=0.
_ Polto je xsEkm, x;é:; (k410 k=0, +1, -2, ..., to je cos x=1, tj. x=2k™, §to je obuhva~

éeno u x=4w, pa jednadina nema rieSenja.

Grupa ,,B"

1. Rjelenje. b (a+4+b) (b-+o)=>b (@b+b-tact+bo)=4b [b (@+b-+c)--acl=abe.
| 0
2. Rezupltar, x=4,
- 1
3. Rezuliat. a= ;f:-z— .
4, Rjefenje. Definiciono podrudie 5—x3>0, 35—x3>0, 1 5—x7%1, 1. x<5, x3<35, x7#4,
dakle x3 <35, x_#cf-_. Za sve x iz definicionog podméja data jednadina je ekvivalentna sa jednadinom:
log 35—x%=3log (5—x)
35—af =(5—x*
35— 8 =125 7541522 —x7
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1552 —75x--90=0.
x2—5x46=0
x1==2, Xg=3
i zadovoljen je uslov a2<35. '
3. Upmi/mﬂ. Jzraziti sve preko funkeije sinx pa uvesti simjenu sin x=¢. Slijedi x=
—24 154

=arc sin—-—-]—o——m—i—zkﬂ, E=0,41,...

1982. GODINA
PRVI ROX

ODSYEK ZA MATEMATIRU I FIZIKU

1. Rezultar. (a+1)"1+(b+ 1)“i=‘% 3+ V-3_)+ % (3— V?) =1,

2. Rjefen;e Alko tatka 4 (%, v) pnpacla pravoj p, onda ée tatka koja mora prlpadan pravoj ¢,
a simetri¢na je tadki 4 (x, %) u odnosu Da prave y=x imati koordinate A’ (vy x) Prema tome,
jednadina prave ¢ je 4y—x—2=0 (sl. 82.1).

3. Rjefenje. o Yy
x—2, x =2 x+3, x2=—3
S, Y : 3= s
2l {Z—x, x<2’ I+ 3| {—x—S, x<—3
a) x<—3
le—2]|=2—zx, |x+3|=—x—3, pa je

2—x<—x~3, 5to je nemoguce.
b) —3<Kx<2

/

lx2|=2-x, |x+3|=x+3, pa je

2—x<x--3, 1. x>~—3 .

-2

S1. 82.1.
) x=2

lx—2|=x—2, |x}3|=x--3, pa je

x—2<x+3, §to je taCno za sve X ER,

Dakle,
1
{x:ix—2§<[x+3\}={x:x_>m-2—} .
Posto je -
{2y =Lxrx> [ Bva< -} 2},

1o je _
: Lria>2) O {xila—2] < x4+ 313 =(]/ 2,4 =)

4. Uputsivo, Uvesti smjenu log x=u, pa dobiti =2, odakle slijedi x==100,
5. Riefenje. Definiciono podrudje je

sin x5%0 1 1+ cos %320, 1. x72kw, k=0, +1, £2,...
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Pod ovim uslovima iz zadane jednatine dobivamo
sin? x={1+cos x) (2 sin x—co8 %),
sir.12 % cos? x=2 sin x-2 sin x cos .x-fcos X
(2 sin x—1)-+cos % (2 sin x—1)=0,
(2 sin 2—1) (1+cos x)=0.
Poito mmora biti 14cos x50, slijedi

2 sin x—1=0,

1 T
sinx=—2~ , x={—1)F -€+kﬂf, E=0, =1, £2,....

ODSYEK ZA HEMIFU

B [ A B B & 57,
NP R Rezultat,me—I—Zkﬂ-'; a_c:——G——}—'?.kTr, x= —G«Z—I--Zkrcz
2. Rje¥enje. Definiciono podrugje: x>0, y>>0.

logs {xy)=logs @4
loge x*loga y=1 o

logz x+logs y=1logz (221/2_)

logs x loga y=1

loge x=u, logay="

uto=212
wey=1
u=Y2+1
v:Vﬁm——l
I II
logs x=J2+1, logzy:]/fflx

- logs x—logz 2= VZ " logzy+logs 2= -Vi

x e P
fogz 5 VZ s loga 2y = VZ

2 .

x—.——ZVE._'H,‘ . y_=2v§_1.
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. 4
3. Rezultar. 0(2,3-).
4. Riefenfe. P1=Pparg=

1 4 .
—AB — AC-sinw
5 5

1
=-— AF-AEsino= =
2 2 .

4 . 4
=— AB* ACsin go=—=— P.
50 25

SL 82.2.

1 4
— BGr«- BA-sin
5 5

1
= = «BF-sin = =—P,
Py PAB_DF 3 BD-BF-sin 3 2 T3t

1 4
1 — A'—S— CB'sinT
PsxPACE.v;):-E CE:CD-siny 3 - =2_,§p_ |

4 12 13 .
=P — P — Py Py=P 3+ — P=P—— P=— P (sl. 82.2.).
Pappp=P—P1—Py—Pyg=P -3 7 7% % ¢ )

5. Rezultat. Otac je bio stariji od sina Cetiri puta upravo prije 16 .godina,

ODSIEK ZA GEOGRAFIFU

3
1. Rezultat, m=>—.
EZULLR m 32

2. Rezultat. o=30°, B=45°, y—105°
3. Resdiat. Py:PaiPo1:2:3 1 Vi Vai Vel 21/2 3)/3.

DRUGI ROK

ODSFEK ZA MATEMATIKU [ FIZIKU

1. Ryefenje.
U trouglovima ABD i GDB duzi EG i GF su srednje dui pa vrijedi

1
EG|ABI|CD, EG= 5 AB,

. 1
GF|DC|| 4B, GF=~2— CD.
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Dakle, EF||AB|ICD i

1 1 '
EF=EG+GF= -12— AB-+ CD=—(AB+CD) (sl 82.3).

SL 82.3. Sl. 82.4.

2. Rezultat. x=—a ili x=1—a.

3. Reaultat. k==+3|/5.

™

4. Rezultar. o= :—2- + kT,
™

. Ka= z_q— kr,

pri demu je k==0, &1, 42, ...
5. Rjefenje.

Prema uslovima zadatka, traZena prava prolazi kroz tadke (0, —3) i (—6,0) i ima jednadinu
x+2v+6=0 (sl. 82.4). Uvrsti koordinate ove dvije taél;e u jednatinu y=rkx+mn.

ODSYEK ZA HEMIFU

1. Rezultar. 2kw{x<w+2kﬂ.

2. Rezultat, a) x==108, y=10; x=10"1, y=10-5,
137 129
|7 @)

4. Rezultat. Paywp:Pusen=11:9.

3. Rezultat. 0(

ODSJEK Z4 GEOGRAFIFU

1. Rjefenje. Da bi data jedua¥ina imala reéalna rjeenja (koja u ovom sluaju mogu bid i
jednaksa), mora biti D =0, tj. 16+12 m =0, odnosno

1 L4
i
m 3
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Poito je uslov x1+x:<0 ispunjen, mora biti jo§ xi-x2>0;
dakie,
3] m<0.

Iz (1) 1 (2) slijedi —-:-sm-w.

2. Rezultat. di—=16 cm, da==30 cm.

3. Rjefene. Ppase=V5G 6—a) G=0 G—0)
at+b+c 14413415
g = =21
2 2
PAape=84.
15k 15-h
Pypo= s . 8d=rr—s
: . 56
odakle je A=—.
5
56 28
Tako je h=—'cos 60°=—,
. 5 5
15 28
k je P S — =42 (sl. 82.3),
SL. 82.5. dok jo Paasc’= =42 ( '
TRECI ROK .
ODSFEK ZA MATEMATIKU I FIZIKU
1. Rezultat. m=(—o0, — J2) U (2,4 ).
™
2. Rezultat. x:-i-+kﬂ, k=0, +1, 42,...
24
3. Rezultat. y=—-5-.
4. Rezuitat. x=1, x=logs 2.
5. Rjefenje (sl 82.6). Neka je A ABC zadan vekto- N
rima Iﬁ i A_d
Tada je D E
— —— — —_s ] —s —
DE=DC+CE, tj. DE:E( C--CB).
Dakle,
DE= —AB. A 8
2 Sk 826,
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ODSYER ZA HEMIFU

1. Rjefenje. Definiciono podruéje:%}ﬂ, tj. x>1, x<—1. Pod ovim uslovima data
jednadina je ekvivalentna sa ' Tl
x+1 -} .
— <107, odakle je
x—1 .
(1210 (x—1)2
a8+ 2x+1<10%2— 205+ 10
C 9x2 225190
" 9xB—22x+49=0
224 |/484-324
18
22+ {160
18
22--4)16 1142710
8 9 -

R - 1+z2lie 1n-zJ1o
Ox2—22%+90 za x> +9]/ > X< V -

X1 g==

x1z=

X =

Y
S obzirom na definiciono podrudje, rjefenja su .
114-2)10
: : x>—T——, x<<—1 (sl. 2.7}
! | 2. Rjefene. Definiciono podrudje
-1 0 *s 1 % 2 R
x—1 ™
Sl 82.7. . o . m=(_1)m'€+mﬂ: m=0, 11, £2,..
a) m=2k, k=0, -1, +2, £3,...
' x—1 = Iy
x—i—l;mﬁ :
T: <
— 4142k
6
x=————————,
z 2 k-1
3 -+

b) m=2k+1, k=0, 11, &2, £3,...

T ok
x—1

b
—— e T 2R T
x+1 6 e

s
— 2B T L
6~I : }-1

51
— L2k 1
6

U oba slacaja je zadovoljen uslov x7#—1. . i
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3. Ryjefenje. Polto je a2+1>0 i x24-4>0,
data jednacina je ekvivalentna sa
Dl ) (- d) < 0y
(2 4+ (x—2) (-2 <0,

—2 -1 1 2
J
x+2 - . 0 + -+ + =+
x+1 - - 0 + + +. .
1—x + ' 4 + 0 — -
x—2 — — - — +
£ - + - | -
"8l 82.8.

akle, x e{—co, ~2) U{—1, 1)U (2, +o) (sl. 32.8).

4, Rjeaenje PoSto je centar S kruga opisanog oko trougla u srediftu -hipotenuze, to je
jasno da AB nije hipotenuza tog trougla

i} Ako je A (0, 0) jedna krajnja taka hipotenuze, tada Za koordmate tacke C (x,v) imamo:

l=——=x=2
2

Q
az%ﬂ:za, t. G(2,2a).

i) Ako je B(—1,2) 1edna krajnja tacka hipotenurze, tada za koordmate tacke C (x, v}
imamo: )

—1+x

1= =x=3

2ty
2

a=—my=2a—2, tj. C(3,2a2).

Podto je AS=BS= CS, vmjedl

]/1+a2ﬁ1/4-1- (a—22, tj. 1J-a2—4+a2—4a—]—4

. . 7
da=17, tj. aznd-:.
3 7
Dakle, C (3, E) iC (2J —-).
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CETVRTI ROK

ODSYEK ZA4A MATEMATIKU I FIZIKU

logs x
1. Uputsivo. loge ) . Rezultat: x=16.
ogs @

2. Rezultat.
1° g20=>p=1 i g==—2.

2° g=0=p=—p, tj. p=0.
3. Rezultat. v=8.

4. Rezultar.
T LY
1° x=-é—-[--2kfr, x:wéerzkw,

o 47
2° x=-? +2k’m, x= *a* -2k,

k=0: ils izs i?’: s

e 1 Y3y (1 )3
B. Rezultar. Skup zajednitkih rjefenja je R L o ek I B

ODSYEK ZA HEMIYU

1. Rjefenge (sl. 82.9). Najbliza tatka prave x+y—3=0 krufnici x®+32=1 je presjena
tadka te prave i prave koja prolazi kroz centar krufnice, a normalna je na pravu x+y—3=0.
Jednadina te prave glasi y=x. Dakle, v=3—x 1

3

V=%, tj. 3—x=x, 2x=3, x=E iy=-£ . TraZena
. s 3 3
talka je A|—, —].
_ 2° 2
2. Regultat, x>200 1 0<x<2,

3. Rjefenje. Definiciono podrudje: Vx.

1
1 —sin? x--sin? x<E, 1.

—~25in? x < —
2

1
S, 82.9. : sin? DZ
. >1 V sin < 1
SInX¥~=>-—VY 8l X< —— .
2 2

122




’ > s 1 <x< + k”;
1 s x ] + k”‘ X

k=i13 izb :;233 .-

. 1 . Feo T
2° smx<—3, t]. —R+~g+2kn<x<—g+

+2km, h=-bl, 42, -3, .., (sl 82.10).

4. Rezuliat.

3a?
P= —.
. 4+2)3 : S1. 82.10.

1983. GODINA
PRVI ROK

ODSFEK ZA MATEMATIKU I FIZIKU

—_ 1— — 1-——-—»---—) 1] s —a 1 —
1. Rjesenje (sl. 83.1). PQ:—-EAB—I-AD+-£ D, PQ:E AB -!-BC——2~ DG,

e ——p —ey
2PQ=AD+BC,

—_—— > ey —p e e —p —am md ey —md —ay —wr —r
No, AD=ACHCD i BC=AC—AB, AD+BC=AC+BA-+AC+CD, AD+BC=A4C4BD.
Slijedi ’

. e
2 PQ=ACH+BD.
2. Rezuitat. Prava g ima jednadinu: 3y—2x--6=0.
9
3. Rezultar. m>5 .
4, Rjefenfe. z=x+y
|z |=9, ti.Vx2+y2=9, tj. x%-4-y2=8l.
Skup traZenih tafaka je kruZnica s centrom u koordinatnom pocetku i radijusom 9.
Grafitki: sk §3.2.
yi
9i

1zi=9

Sl 83.1. B Sl 83.2.
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5. Rjclenie. ab J(~x)=2(~x)8=2x2, f(x) je parna funkcija;
3 3
g(—x)_=2(——x)2+5 (—-x)—6=2.xﬁ—z x— 6,

2 {x) nije ni parna ni neparna funkcija.
b) Funkciju g (%) svei¢emo na kanonski ablik i iz tog oblika profitati koordinate njenog tjemens:

& z(é+3 3) 2[(+3)2 ° 3'] 2( L3)2 201
B)=2[ x4 —x—3|=2 | x4+ } ———3|=2[xbm] ——e .
£ 4 8] Ted " g) 1}

3 201 L= 3 201 S ]
'{f——> —— |, 8. OT=J——, . Vektor O preslikava prvu parabolu na drugu.
8 32 g 32
6. Rjesenje a) Definiciono podruc;t: cos x40, sin x40 1 ctvx -cos x540. Dakle, cos x40,

sin x7=0, tj. x_f': (2k.| 13, x55kw =2k 5 Prema tome, x=th:—

2’
sinx sin x (1 cos x)
. Lsinx - —————— )
tg x+sin x COs & Cos x sin x (| +cos x) }
= = — = - >0 za xeD. p.
ctg x+cos x COs X 1 cos x (1--sin %} cos® x (1+sin x)
-|-cos x B
sin x ¢ sin x
ODSJEK 24 HEMIjU
12
- 1. Rezultat. |/ aé.
3 4
2. Rezultat, A=—+-—14, B=1,
stse
1 2
3. Rezultar, — —<m<— .
2 3
4. Rezultat, a1="T.5¢m, bi=9%cm, £1==10,5cm.
5. Rezultat. b=2]3, ¢=]6—}2, y=15°.
ODSYEK ZA GEOGRAFIFU
1. Riefenje. | 105 1009 |
{5 : x% ¢
500 100
= ==4,857
105 21

Treba da pojeftini za 4,857%.
2. Rezultat. m>—1.
3. Rezultar. Isti kao zadatak 5. u Odsjeku za hemiju.

—_—  —r

4. Ryclenfe: (sl 83.3). AB=AC+CHB,
— —_—— — —
~AC=2PC, CB=2CQ.

Dakle,
——er o ——y
Sk 83.3. AB=2(PC+ CQ)=2+PQ.
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" DRUGI ROK

ODSYEK ZA MATEMATIKU
1. Rjefenfe: {(sl. 83.4).
FH=}2«CD, GF= —;—AB,
GH—GF— HF%%(AB— cD).

2. Resultat. Prava p ima jednadinu

Sx—4y--3=0.

’ 8
3. Rezultar. Ivica kocke x:E.

2

4, Rezultat. k=——§—.
N
5. Rezultar. sin Qu—p)=—_——".

18 81, 834,

ODSFER Z4 FIZIKU

1. Rezultat. a) —oo<x<<—2 i Il o0,

' Ve+12
| | B g
2. Remutat. Ocu je 45, a sinu 13 godina,
2118
2

20 ot 2] ' -
3. Rjefenje. f{x)mxﬁfﬁx—l-—z— =(x—3)%— 9-}-~5 ={x~ 334 =(x--—3)2—|——2-..

Za x=3 [f()] mmiz, jer je izraz (x-3)2+5 najmanji za (x—3)8=0, t; za ‘x=3.

4. Rezultat.

sV2 sl2)?
I K—L:[xl—-y -}w[y—Z’T;—l-m =4,
2 2
: 51273 sl2y?
K xf1+—l +[y—2————-l =4;
1,/2* -3 fQ_, 2
1T Kisla—1——— 2 —"| =4,
1] x > _+ v >
2 Vi V2
Ko lo—14——n -2 = "
E- + 2 e b 7 _
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ODSYEK Z4 HEMIYU

I
1. Reaultat. }cb.

2. Rezultar. m>—1.
i
3. Rezultar. 4, -3 log 6, —log 4.

4. Rjefenje. (sin x-Fcos x)2=sin? x4-2 sin x cos x -} cos? x=(sin2 ¥+ cos? x)--sin 2=
==1-sin 2x,

3. Rjefenje: (sl. 83.5). AE=FB,
0 c 2AE+DC=AB,

O .
DE
sin 75":——6—, DE=6"sin 75°=6 sin (45°+30%)=

2 2 2 2 4

]

750 . _
o 3 pp 2V
SL 83.5. 2
6 —12 S
AE=6"cos 75°=ﬂ2—]@, AB=[3Y2(}/3 —1)+5,5] m.

ODSYEK ZA GEOGRAFIFU

1. RjeSenje: (sl. 83). Amaliza. Pretpostavimo da je zadatak rijefen. Neka je ABC trougao
u kome je ¥ BAC kongtuentan datom uglu «, visina CC’ kongruentna A i visina BB’ kongruentna
hp. Trougao AC’C je pravougli u kome su poznati jedan odtar ugao 1 jedna kateta i taj se trougao
moZe komstruisati. Jedno geometrijsko mjesto vrhova B je prava AC‘, a drugo prava p || AB’
i na odstojanju od ove za A, tako da je C’ izmedn AR i p (sl §3.6). :

Konstrukeija,
1. Pravougli trougac AC'C sa:
* AC'C=90°, ¥ CAC'za i CC'2h,.

2. Prava p || AC i pa odstojanju od ove
Z3 kb.

3. {BY=pn AC".

Dokaz: Iz-konstrukeije 1. shjedi da tro-
ugao ABC ima ¥ CABza, CC'1LABi CC'x
ke Iz konstrukcija 2. i 3. shijedi da je BB’
visina na AC i BB & hs.

Determinacife. Pod datim uslovima zada- -
tak uvijek ima jedno rjeSenje. S1. 83.6.

2. Rjefenje. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak rijefen. Neka su #1 i 72 tangente povudeéne
iz zadane tatke A na kruznicu K ineka su 731 7% dodirne tadke tih tangenata sa kruZnicom. Ako
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je O centar zadane kru#nice, onda su trouglovi AOT i AOT: pravougli, pa je geometrijske mjesto
tataka 71 1 T2 kruZnica &iji je centar u srediStu du#i AQ, a radijus - {sl. 83.7).
Kounstrukcija.
1. Tatka Se AO'ASN S0,
AO
- Rt S, AS=
3. {T}=k 0 R,
4. Prava AT (sl. 83.9).

Dokaz. Iz konstrukeija 1, 2. 1 3..slijedi da je ugao ATO pravi, pa je AT L OT, tj. prava AT
je tangenta date kruZnice.

8l 83.7. Sl 83.8.

Determinacya. U slutaju kad se kruZnice A1 i & sijeku, a to je ispunjeno za AO>r, zadatak
ima dva rjefenja (posmatrani sludaj). U sluéaju kad se kruZnice %1 i & dodiruju, a to je ispunjeno
za A0y, zadatak ima jedno rjefenje.

L. 1 1-—i {—1 2
3. Rezultar. Jeste, jer je 14 —=— —— e,
7 1 =1 -1

4. Rjefemje. D=4 me+4 (—mi—4)=4 m2-— 4 m2-—16=-16.

Funkcija ne moZe imati nijednu pozitiviu vrijednost, jer je zbog a= —1<0 i D=—16<0 nega-
tivna za svako x.

TRECI ROK

ODSY¥EK ZA MATEMATIKU

1. RJESF?lje TraZena prava je, prema uslovu zadatka, tangenta povudena na datu kruzmcu
u presjecnoj tacki kruZnice x24-y?=4 1 prave y=ux.

x9+y2=4} y=x } x=V§
==

= —
y=x 2a2=4) y=]2..
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Jednadina tangente u tadki ( V ZV{) na kiuZnicu x2-1-v2=4 glasi: /2 x- VZy 4 (sl.. 83.9).

\YI
y:x A
TIVZ, V)
VZxeVZy=d
1
0 N X '1h
x2+y2=l. i
Ly
) D c
Si. 83.9. S1. 83.10.

2. Rezultar. V=T6,8% cm?.

3. Rjesenje: (sl 83.10). a:h=x:(h—3)

alh—y)  yah _ay*

. a kZ
Pe=sry=— 2.1 gk __2_;,:____# .
IS T k{ ik { y“} k{ ( 2) +4}'
P ah - P ah h ‘
= mnz=—, Za y=—
AT 4 =32
ah ' Pa
Pr=x-y, PA:—ZM,_t]. Pmm—z—.

4, Rezuitar. x=3.

45° 135° . .
5. Rezultas. x=-?-|—k'180°,x= +%-180° . -
45¢ . 225° :
x=—— +% 180°, x= -k 1807
d 2 + re=y F

w
ili 2= h+1)

21
x=( 'l")-'s"-

ODSIEK ZA FIZIKU

1. Rezultar. a) x=2;

B b)) x==00°-2k: 180°, x=180°+2k180°.
2. Rezultat. a) —2<m<1, b) m=—21 =1 .
3. Reznltat. a) x1=0; xa=logs 2;

b) x1=10"3, x3=10"1.
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e 5\% 25 5y 1
A, Rjefenje. y=x2—5x-+6== x—z ——f=lx——] ——.

4 2 4
1
Ymia= 7 =
x2—5x-|6=0

5+ 2524 s5+1
x=———2——r~—-2-2—, tj, x1=2, x2=3.

ODSYEK ZA GEOGRAFIFU

1. Rjelenje: (sl. 83.11).

B A o D
SI. 83.11. Sl 83.12.

2. Rjefenfe. Analiza: Pretpostavimo da je zadatak rijeden. Neka je ABC trougao u kome
je ¥ ABC kongruentan datom uglu B, visina 4.4’ kongruentna datoj duzi 21 BC+ CA kongruentno
datoj duzi d. Produfimo BC preko G do D tako da je BD=d {sl. 83.12).

Konstrukcija je sada jasna.

Konstrukeija: {sl. 83.13}
1. Duz BDzd.
2. ¥ XBDxB.

3. Na BD normala u proizvoljnoj
talki & i duz S8k

4, Prava p:S1€p, p || BD.
5. {d}=BX p.

6. Simetrala s duZi AD. B
7. {C}y=sn BD. Si. 83.13.

Dokaz. 1z konstrukeije 2. slijedi da trougao ABC ima ¥ ABCzf. Tz konstrukeija 3, 4,
5. glijedi da je visina A4’ k. Iz konstrukeija I, 6. i 7. slijedi BC+CA=BC+ CD=d.

P —

Determinaciia. Zadatak uvijek ima rjefenje za 0°<f-<<180°

7
3. Rezultat. — > <yl tec.

11
4. Rezultat. sin 3o==—.
16
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CETVRTI DIO .

ZADACI ZA SAMOSTALNI RAD

I razred

oo

1. Prirodan bro; # 1ma neparan bro; djelllaca ako i samo ako ]e potpun
kvad.rat DokaZan ‘

© 2, Dokazati da d.evetomfren bro; u Lijem zaplsu ucestvu)u sver c1£re osunf
nule i kome je zadnja cifra 5 ne moZe biti potpun kvadrat. - S :

3. Poznate su dvije stranice 2 i & trougla Kakva treba da bude tr eca stra-
nica ¢ da bi najvei ugao trougla -imao ‘najmanju vrlyed.nost3

4. Dokazati da vrijedi nejednakost o .
V3Xys+ V393 <23
5. Ako su A4 i B skupovi sa AAB definiSemo skup svih elem.enata lzoii
pripadaju 4 ili B, ali ne pripadaju 4 i B, 1. :

ANB=(ANB)U(B\ 4).

Dokazati da vrijedi o
i} ANBAC)=(AAB)AC,
i) AN(BAC)=(AnB)/\(ANC),
6. Rijediti sistem '
Bx4-2y4-1] <1
x+y=—1
_ y<2
i graficki predstaviti riefenje.

7. Dokazati da je za svaki cio neparan broj 1az[1ka kuba tog bro;a i samog
tog broja djeljiva sa 24.

8, Neka su « i b racionalni brojevi. Ako je Va—;—]/b racionalan broj, tada su
Va i Vb takoder - racionalni brojevi. DokazaU

-9, Nac1 sve parove realnih bm]eva x i y zd 1(0]6 v11]ed1 oo

' x+]/x2_f‘ i=y rl/y2+l

- 151



10. Mogu li sc vezati 1 983 telefona tako da je svaki od njih vezan sa tacno
1t drugih (a 1982 telefona)?

11. Odrediti sve trocifrene brojeve n koji pri diobi brojem 11 daju ostatak
jednak zbiru cifara broja ».

12. Ako figura ima osu simetrije i jedinstven centar simetrije, tada centar
simetrije pripada osi simetrije. Dokazati.

13. U konveksnom &etvorouglu ABCD povucene su dijagonale. Dokazati
da je Eetvorougao sa vrhovima u teZiStima trouglova ABC, ABD, ACD, BCD
slitan datom,.

14. Naéi dva dvocifrena broja koji imaju sljedede osobine: ako vedem tra-
¥enom broju dopisemo desno nulu i zatim manji broj, a manjem dopiSemo desno
veéi broj i zatim nulu, tada od tako obrazovanih brojeva prvi dijelimo drugim, i do-
bijamo koli¢nik 2 i ostatak 590. Osim toga, poznato je da je suma &iji su sabirci
udvostruden veéi i utrostruden manji traZeni broj jednaka 72.

15. Ekspert na sudu hoée da dokaZe da je od 14 moneta 7 neispravnib (on
zna koje su). Sud zna da su sve neispraviie monete jednake teZine, a takoder i
ispravne i da su neispravne lakie od ispravnih. Ekspert Zeli da sa tri mjerenja na
vagi bez tegova dokaZe sudu koje su monete neispravne. MoZe li on to udiniti?

7
za cijele k.

16. Nadi sve brojeve kojima se moie skratiti razlomak

17. Na stranice AB i CB trougla ABC nanose se jednaki odsjedci AD i CE
koji su proizvoljne duZine. Naci skup sredina odsjecaka DE.

1I rézred.

1, Na¢i sva cjelobrojna ricienja jednacine
K —xyFyP=x+y.
2. Rijediti po x jednacinu
Jfe—1+f2-x)=1,
gdje je f funkcija definisana sa
| et 5
2

flxt+1)=

—X, X T,
: 2

3. Dokazati implikaciju
(Va,be R) atb=1=a*{- b 2“;— .

4. Na nekoj skupitini od » ljudi za svako troje ljudi vrijedi: ili se sva tro-
jica medusobno poznaju ili se samo dvojica od njih poznaju. Dokazati da ako medu
ulesnicima skupstine postoje dva koja se ne poznaju, onda postoji udesnik koji
ima vije neznanaca nego znanaca.
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5. Dokazati da broj #®4nr--1 nije djeljiv brojem 359 ni za jedno .

6. Dokazati da postoji samo jedna trojka realnih brcneva Xy i z koja za-
dovoljava jednadinu

O O e

7. Neka su a, b i cracionalni brojevi. Ako je Va+Vb+Vc rac1onalan br01,
tada su Va, Vb |/ takoder racionalni brojevi. Dokazati.

8. Data je kvadratna jednadina
: axtt+bxy-+e=0 (b2—dac =0).

Izraziti proizvod .
P=(x1— Bxe)(xa—kx1)

kao funkciju koeficijenata a, b i ¢c. Odatle izvesti uslov za koeficijente tako da odnos
korijena bude %. Pokazati da se uz taj uslov rjefenja date jednadine mogu izraziti
kao racionalne funkcije od a, b i k, osim za &=0.

9, Dokazati da za svaki prirodan broj » =2 vrijedi

n_ 1 :
n(Vn+1m1)<I+7;w+—§—+...—|—%<n 1—% +1.
V=
10. Medu devet musketara neki su se posvadah i izazvali na dvoboj, Doka-

zati da ili postoje tro;lca od kojih su svaka dva posvadana ili postoje Cetvorica od
kojih nikoja dva nisu posvadana. VaZi li tvrdnja za 8 m.usketara?>

11. Rijesiti jednacinu
x=a—bla—bx®?, a i b realni brojevi.

12. Dokazati da jedﬁaéina ‘
C 3L 1=507¢

nema cjelobrojnih nenegativnih rjesenja po a, b i ¢, osim za a=b=c=0.

e 7 i
13. Ako je —2:*"-2— cio broj, tada je 1.
n o -

cio broj.

14, Neka su x i y pozitivni brojevi, S najmanji medu brojevime x,

o1 D . . . . .y
y-+—, —. Naéi najveéc moguce znatenje S. Za koje x i y se ono postiZe?
X

15. Iz sredi$ta M osnovice AC jednakokrakog trougla ABC spustena je
normala MH na stranicu BC. Tadka P je sredi$te duzi MH. Dokazati da je AH
normalno na BP. '

16. Dokazati da se izraz
F&) =42 -1613-1- 248241645

moie rastaviti na faktore,
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III razred.
1. Pravougaomk axh (a, be N) m,oze se razb1t1 na pravougaonlke Ixd
(d e N) ako i samo ako je bar jedan od brojeva a, b djeljiv sa 4. Dokazati.

2, Konstruirati pravougli trougao kad sudati hipotenuza ¢ i bisektrisa s
]ednog ostrog ugla

4. Data je kruznlca i tangenta ¢ na n]u u tacki M Tz svake talke A prave g
koja j je paralelna sa rine presueca kruZnicu povlade sé tangente na KruZnicu koje
preoueca]u pravu ¢ u tafkama X i Y Dokazatl da vn]ed.nost proizvoda XM-YM
ne zavisi od poloZaja tatke 4.

5. U tablici m x n dozvoljeno je svim brojevima jedne vrste ili j'édné koIone
promijeniti znak. Dokazati da sa nekoliko takvih operacija moZemo postiéi da je
suma brojeva. pronzvol;ne vrste ili kolone. nenegatlvna

| ol
" 6. Dato je u racmnalmh bro;eva a, ‘b, R 3 Ako je Va+Vb+ +V r
racionalan broj, tada su-,]/a,- Vb, Ce Vr; takoder racionalni brojevi. Dokazati.
7. Neka su a1, ag, ... ., an realni brojevi., Broj ax zovemo m-liderom ako za
neko p vazi o _ ) o .
:ﬂk+ﬂk+1+”- ceappo1 20, T<p <,
Dokazan da -je suma swh m-lidera nenegatwna
8. Dokazati- da ne postou pohedar ko;1 ima 7 ivica.

9. U prostoru su data dva trougla ABC i DEF kop fege u 1azn11n ravninama.
Naci geometrijsko mjesto tadaka M za koje su zapremme tetraédara MABC i
MDEF jednake.

10. Dokazati da se izraz x2°°y2°9—1—1 ne moe predstav1t1 u obhku proxzvoda
polinoma.samo po x i polinoma samo po y. . .

11 Neka je p prost, a m i n prlrodm brc)]ew Ako
(p—1)[(n—1),
p1(27--2).

dokazati da tada

12, Dokazati. da za sve realne x>2 vrijedi: 5%>3%-4%,
- 13. "Dokazati -da je cos 1° iracionalari broj. .
14, Ako su «, B, v uglovi trougla, dokazati da je

15. Ako su z4 1 ¢p teZiSnice, a & povriina trougla, tada je ta, tb;

RS

NIL_;.:'

16, Rijediti jednacinu o
-} Va« +]/§= 3.
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IV razred B

1 ]ednacma TS : g
x4+ax3+bx kc— B

ima Cetirl razlitita realna korl}ena DokaZIte da je ab<0

2. Nekoliko podudamlh kvadrata ]ednaklh strana prekrivaju ﬁguru povriine
P. Dokazati 'da: mezZemo izdvojiti nekoliko kvadrata koji se ne sijeku i:koji: prekri-

vaju povrsinu 2%.
3. Dokazati da postoji beskonatno mnogo prirodnih brojeva » takvih da

ako .
p | #2--3, p prost broj,

tada postoji k, k<n takav da RN R T R S
plIE+3.

4. Neka je dat sistem dvije jednaline s d.vije nepoznate
(o) o _ alx—rbly-i-t?l%()
e ) azx+bzy+62-0
pri éemu ]c albzwazh#() Naplsuno sistem u obliku -
B S (a1+1)x+bly+61 - _
y=agr-t(bat1ydes

i posmatrajmo dva niza: Xn 1 vy &iji su prvi ¢lanovi proizvoljni i koji zadovoljavaju
uslov
Xnetz 2(6!1 + Dy, +oiynta

_’,Un+1 == atn+(ba 1 )yn+62
Dokazati da gko : .
' Ea1—[-1i-r-|bl|<1

|a2\+|bz+ll<l
oba “miza konverglra]u ka-. r]escnju xwxo, y—myo 31stema (*)

. 5 Neka je f neprekidna funkcija koja preslikava [a, b] na [a, b] Dokazau
da postoji ¢ e [a, b] tako da vrijedi f(c)=c.

6. Nadi sve nizove an, @, ag, ... pozitivnih brojeva tako da vaZi
(Vn) Ap— Ap41~ An+2.

Pri tome je ap=1.
oo

. ' sin? kt , . . ..
7. Ako je r>-0, tada red E r konvergira ka vrijednosti manjoj od

k=1

3¢, Dokazari.

8. Ako svaka strana prostornog Cetvorougla dodiruje sferu S, onda sva
detiri diraliSta leZe u jednoj ravni. Dokazari,



9. Pretpostavimo da pu¥ puzi po stolu konstantnom brzinom, i da se svakih
petnaest minuta okrene za 90°, a u intervalima izmedu okretanja kreée se po pravoj.
Dokazati da se on mo¥e vratiti u poletnu tatku samo poslije cijelog broja sati.

10. Neka je f neprekidna realna funkcija realne promjenljive koja zadovoljava

FEFEM==

za bar jedno realno x. Dokazati da postoji realan broj'a fakav--da je fla)=a.

uslov

11. Neka je P(x) polinom stepena # i

m

POm)= za m=0,1,..., n.~

m

Naéi P{n+1). :
-12, Rijediti po » jednadinu

x
logy x=—.
.a

13. Osnova piramide je jednakokraki trougao s botnom stranom « i uglom
« na osnovi (x>>45°). Bolne ivice piramide su nagnute prema ravni osnove pod
uglom B. Naéi povriinu presjeka te piramide sa ravni koja prolazi kroz visinu pi-
ramide i vrh jednog od uglova. S :

14, Neka su «, 8, v uglovi trougla ABC i D tatka na strani 4B.
1) Odrediti maksimum funkcije

f(g)=sin g sin (y—¢) {o <4 s—;—] -
i) Ako je | -
0 <sin e sin B <max(f(v),

dokazati da postoji tatka D na AB za koju je CD sredﬁja geometrijska proporci-.
onala duzi AD i BD, i obrnuto. :

15. Na Zahovskom turniru gdje je svaki uesnik igrao sa ostalim ulesnicima
bodovi koje su osvojili takmifari satinjavaju aritmeticki niz. Koliko je bodova
osvojio prvoplasirani ako je posljednji osvojio 2,5 boda?

16, Izratunati broj koeficijenata ra’zliéitih ‘od nule u razvijenom obliku iz-
raza o - '

(Lt
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U izdanju Zavoda za udibenike i nastavna sredstva, Sarajevo ob-
javljene su i ove zbirke zadataka iz matematike namijenjene udenicima
srednjeg usmjerenog obrazovanja:

8. Presié, B, Alimpié: Zbirka zadataka iz matematike za I razred,
F. Kand: Zbirka zadataka iz matematike za I razred,

8. Mintakovié: Zbirka zadataka iz matematike za I razred,

S. Mintokovic: Zbirka zadataka iz matematike za I1I razred,

R. Zivkovié: Zbirka zadataka iz matematike za IT razred, ,

M. .Sv‘najder, 8. Tomié: Metoditka zbirka zadataka iz matematike,

S. Mimtakovic: Zbirka zadataka iz infinitezimalnog raduna,

8. Mintakovié, C. Curié: Zbirka zadataka/Logika, skupovi, relacije/



