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PREDGOVOR 
 
 

Ovaa kniga e napi{ana vrz osnova na sodr`ini od predmetot 
matematika I koj pove}e godini im go predavav na studentite od prva godina 
na Elektrotehni~kiot fakultet, Ma{inskiot fakultet i na 
Interdisciplinarnite studii po politehni~ko obrazovanie pri 
Univerzitetot  “Sv. Kiril i Metodij“ vo Skopje. 

 Vo knigata e sodr`ana temata grani~ni procesi i nivnata primena 
kaj realna funkcija od edna realna promenliva. Za ovoj del od 
matemati~kata analiza problem pretstavuva strogata matemati~ka 
preciznost vo nejzinoto izlo`uvawe. Se nadevam deka na~inot na koj e 
obraboten ovoj fundamentalen del e dovolno jasen i razbirliv i nema da 
pretstavuva pogolema te{kotija za ~itatelot. 

 Knigata e podelena vo dve glavi so vkupno 11 paragrafi. Vo prvata 
glava se obrabotuva vovedot vo grani~nite procesi kako fundament na 
matemati~kata analiza. Vtorata glava razrabotuva nekoi primeni na 
grani~nite procesi vo izu~uvaweto na nekoi svojstva na realna funkcija od 
edna realna promenliva preku izvodite. Za da se doobjasnat i ilustriraat 
soodvetni poimi, tvrdewa i svojstva, vo knigata se dadeni pogolem broj 
re{eni primeri. 

Sodr`inata na ovaa kniga opfa}a standarna materija koja se izu~uva 
vo predmetite od oblasta na matematikata na site tehni~ki fakulteti i 
prvenstveno e nameneta za studentite na tie fakulteti. Vo knigata se 
koristeni osnovni poimi od teorijata na mno`estva i preslikuvawa i vo 
slu~aj na potreba na ~itatelot mu se prepora~uva da ja konsultira 
literaturata [8, 10, 11].  

 Im izrazuvam dlaboka blagodarnost na recenzentite − prof. d-r 
Nikola Re~koski, redoven profesor na Fakultetot za turizam i 
ugostitelstvo vo Ohrid, i d-r Marija Kujumxieva Nikoloska, docent na 
Elektrotehni~kiot fakultet vo Skopje, koi so svoite dobronamerni 
sugestii i zabele{ki vo golema mera pridonesoa da se oformi ovoj u~ebnik. 

 Sekoj u~ebnik, pa i ovoj , nosi i svoi nedostatoci koi se obiduvav da 
gi ubla`am vo razbirliva mera. ]e im bidam blagodaren na site ~itateli 
koi so svoi zabele{ki i sugestii }e pridonesat za podobruvawe na 
kvalitetot pri eventualno preizdavawe na ovoj u~ebnik. 

       Avtorot 
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GLAVA  PRVA 
 

VOVED VO GRANI^NI PROCESI 
 
 
 
 

§1. REALNI BROEVI 
 
 

 Poimot broj e fundament na koj se zasnоva razvitokot na 
~ove{tvoto od prvobitnata zaednica do denes. Prirodnite, celite, 
racionalnite, realnite i kompleksnite broevi i nekoi relacii i 
operacii me|u niv, kako i nekoi osobini, denes se del od sodr`inite 
na nastavnite programi po matematika vo osnovnoto i srednoto 
obrazovanie. Mno`estvata na prirodnite, celite, racionalnite, 
realnite i kompleksnite broevi se ozna~uvaat  so standardni oznaki 
N, Z, Q, R, C, soodvetno. Za nekoi elementi od teorijata na mno`estva 
~itatelot se upatuva na literatura [8, 10, 11]. Realnite i 
kompleksnite broevi se osnova na matemati~kata analiza. Zatoa i 
ovde }e go sumirame nakratko seto toa so akcent na nekoi dosta va`ni 
momenti. Da ka`eme deka postojat pove}e na~ini za voveduvawe na 
poimot realen broj.  

Pred da premineme na aksiomatskoto voveduvawe na realnite 
broevi, da navedeme nekoi svojstva koi se karakteristi~ni specifiki 
za prirodnite, celite i racionalnite broevi. Kaj prirodnite i 
celite broevi me|u dva broja postojat kone~no mnogu prirodni 
odnosno celi broevi, a me|u dva sosedni broja ne postoi priroden 
odnosno cel broj. Od druga strana me|u koi bilo dva racionalni broja 
postojat beskone~no mnogu racionalni broja (nasekade gusto 
mno`estvo). Iako N ⊂ Z ⊂ Q, se poka`uva deka site tri beskone~ni 
mno`estva imaat ednakov broj elementi (kardinalen broj nare~en 
alef nula so oznaka ℵ0). Da zabele`ime deka poimot “me|u” go 
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koristime vo smisla na definicijata dadena vo srednoto obrazovanie, 
a koj podocna }e bide povtorno definiran so relacijata podreduvawe. 
 
 
 

1.1. PRINCIP NA MATEMATI^KA INDUKCIJA.  
BINOMNA FORMULA. 

 
Principot na matemati~ka indukcija, koj e posledica na edna 

od Peanovite aksiomi so koi se definira algebarskata struktura na 
prirodnite broevi, kako metod na dokaz dosta ~esto se upotrebuva vo 
matematikata za doka`uvawe na nekoe tvrdewe ~ija to~nost zavisi od 
priroden broj. 

 
Princip na matemati~kata indukcija 

Tvrdeweto (iskazot) I(n), ~ija vistinitost zavisi od 
prirodniot broj n, e to~no za sekoj priroden broj n ako: 

1)   I(1) e to~en (vistinit) iskaz. 

2) od pretpostavenata to~nost (vistinitost) na iskazot I(k) 
sleduva to~nost i za iskazot I(k+1). 

 

Primer 1.1. Da se poka`e deka za sekoj priroden broj n e to~no 

ravenstvoto 1 + 2 + 3 + ... + n = 
2

)1( +nn . 

Re{enie: Za n = 1 ravenstvoto e to~no, bidej}i 1 = 
2

1)1(1+
. 

Da pretpostavime deka ravenstvoto e to~no za n = k, t.e.   

1 + 2 + ... + k = 
2

)1( +kk . 

Ako so L(k + 1) i D(k + 1) gi ozna~ime levata odnosno desnata 
strana od dadenoto ravenstvo vo koe za n se stava k+1, toga{ }e 
dobieme: 

L(k + 1) = 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = [1 + 2 + 3 + ... + k] + (k + 1) =  

= 
2

)1( +kk  + (k + 1) = 
2

2)1)(( ++ kk  = D(k + 1), 

so {to e doka`ano deka ravenstvoto e to~no i za n = k + 1.   
Pritoa e iskoristena induktivna pretpostavka. 
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Vo nekoi slu~ai tvrdeweto mo`e da e to~no po~nuvaj}i od 
nekoe    n0 > 1. Toga{ principot isto taka mo`e da se koristi, pri {to 
to~nosta na tvrdeweto }e bide validna za site prirodni broevi osven 
za kone~no mnogu, i toa n0 − 1. Da zabele`ime deka postojat i drugi 
formulacii na principot na matemati~ka indukcija. 

Pred da ja iska`eme takanare~enata binomna formula, }e 
vovedeme nekoi oznaki. 

 
Definicija 1.1. Proizvodot 1⋅2⋅3⋅ … ⋅n se ozna~uva so  n! (se 

~ita en faktoriel). Po definicija se zema 0! = 1.  
 

Definicija 1.2. Brojot  

!
1)(2)1)((

k
knnnn +−⋅⋅⋅−−  

ili brojot  

)!(!
!

knk
n
−

 

se vika binomen koeficient i se ozna~uva so  (se ~ita en nad ka). 

Pritoa vo prviot slu~aj samo k  e priroden broj, dodeka vo vtoriot 
slu~aj osven k i n e priroden broj i n ≥ k. Po definicija se zema 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
n

=1, =1. 0
0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 
Osobina 1.1. Za sekoj priroden broj k i sekoj priroden broj i (k ≥ 

i) e to~no ravenstvoto :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

1 i
k

i
k

i
k

. 

 
Dokaz:  
 

=
−+

−++
=

−−+
+

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)!()!1(

)(!)1(!
)!1()!1(

!
)!(!

!
1 iki

ikkik
iki

k
iki

k
i

k
i
k

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+−++

+
=

−+
+

=
1
1

)]!1(1[)!1(
)!1(

)!()!1(
)1(!

i
k

iki
k

iki
kk

. 
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Teorema 1.1 (Binomna formula). Neka a i b se realni 
(kompleksni) broevi. Toga{ za sekoj priroden broj n va`i formulata  

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ −−− ......

210
)( 2211 iinnnnn ba

i
n

ba
n

ba
n

a
n

ba  

nn b
n
n

ba
n

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ −11

1
. 

Dokaz: Vo dokazot se primenuva matemati~ka indukcija: 

1. Za n = 1 imame to~no ravenstvo . 111

1
1

0
1

)( baba ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

2. Neka e to~na induktivnata pretpostavka t.e. neka e to~no 
ravenstvoto 

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ −−− ......

210
)( 2211 iikkkkk ba

i
k

ba
k

ba
k

a
k

ba  

kk b
k
k

ba
k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ −11

1
. 

Trgnuvame od levata strana na formulata zemaj}i za n = k+1 i 
osven induktivnata pretpostavka }e ja koristime osobinata 1.1 i 
faktot deka  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
1
1

0
1

0
1

k
k

k
kkk

. 

Toga{ imame 

......
210

[)()()( 22111 +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++=+ −−−+ iikkkkkk ba

i
k

ba
k

ba
k

a
k

bababa

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ +−

i
k

ba
kk

a
k

bab
k
k

ba
k

k kkkk [...]
01

[
0

)](
1

1111  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ ++−+ 11111

1
1

0
1

]
1

[...]
1

ba
k

a
k

b
k
k

ba
k

k
k
k

ba
i

k kkkkiik  

11121

1
11

...
1

...
2

1 +−+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+ kkiikk b

k
k

ba
k

k
ba

i
k

ba
k

. 

Bidej}i ja dobivme desnata strana na formulata za n = k + 1, sleduva 
deka ravenstvoto e to~no za n = k + 1 i spored principot na 
matemati~ka indukcija dokazot e zavr{en. 
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  Za binomnite koeficienti postoi nekoja simetri~nost koja 
proizleguva od identitetot  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
kn

n
k
n

, 

so ~ija pomo{ se konstruira Paskalov triagolnik. Postojat i drugi 
vrski i svojstva koi se izu~uvaat vo posebna matemati~ka disciplina 

nare~ena kombinatorika, vo koja binomniot koeficient  se 

ozna~uva i so  i pretstavuva broj na kombinacii od n elementi od 
klasata k. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

k
nC

 
 
 

1.2. AKSIOMATSKO VOVEDUVAWE  
NA REALNITE BROEVI 

 
 

 Realnite broevi se elementi na edno mno`estvo vo koe 
aksiomatski se definiraat dve binarni operacii nare~eni sobirawe 
i mno`ewe i edna binarna relacija nare~ena podreduvawe so 
aksiomatsko zadovoluvawe na nekoi zakoni, odnosno osobini. 
Vsu{nost, na toj na~in se definira edna algebarska struktura. Inaku 
egzistencijata na ovie algebarski strukturi se zasnova na prirodno 
iskustvo i egzistencijata na realnite broevi mo`e da se poka`e ako 
se prifati egzistencija samo na prirodnite broevi. 

To~nata definicija na algebarskata struktura ~ii elementi }e 
bidat realnite broevi }e bide dadena niz sistemot aksiomi od I do VI, 
poa|aj}i od neprazno mno`estvo R ~ii{to elementi }e gi nare~eme 
broevi.  
 

I. Aksioma za relacijata podreduvawe so oznakata “<” 

Za koi bilo dva broja a i b e zadovolena edna i samo edna od 
slednite tri vrski: 

10 a < b,      20 a = b,     30 b < a   (relacijata < se ~ita “pomalo”). 
 
I1.  Ako a < b i b < c toga{ a < c (tranzitivnost). 
 
Ako a < b ili a = b, toga{ skrateno }e pi{uvame a ≤ b. ^esto se 

upotrebuva oznakata > definirana so b > a ako i samo ako a < b. 
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II. Aksioma za operacijata sobirawe so oznaka “+” 

Za koi bilo dva broja a i b postoi ednozna~no opredelen broj c 
nare~en zbir, pri {to c = a + b. 

II1. Za koi bilo dva broja a i b va`i a + b = b + a (komutativen 
zakon). 

II2. Postoi broj nare~en nula so oznaka 0, takov {to za koj bilo 
broj  a va`i a + 0 = a. 

II3. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a + b) + c = a + (b + c) 
(asocijativen zakon). 

II4. Za sekoj broj a postoi broj nare~en sprotiven na brojot a so 
oznaka −a, takov {to va`i a + (−a) = 0. 
 

III. Aksioma za operacijata mno`ewe so oznakata “⋅” 

Za koi bilo dva broja a i b postoi ednozna~no opredelen broj c  
nare~en proizvod, pri {to c = a⋅b. 

III1. Za koi bilo dva broja a i b va`i a⋅b = b⋅a (komutativen 
zakon). 

III2. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a⋅b)⋅c = a⋅(b⋅c)  
(asocijativen zakon). 

III3. Postoi broj razli~en od 0, nare~en edinica so oznaka 1, 
takov {to za proizvolen broj a va`i a⋅1 = a. 

III4. Za sekoj broj a razli~en od 0 postoi broj koj se narekuva 

inverzen na brojot a, so oznaka 
a
1 ,  takov {to va`i a⋅

a
1  = 1. 

 
IV. Aksioma za vrskite me|u operacijata sobirawe, operacijata 

mno`ewe i relacijata podreduvawe. 

IV1. Ako a < b, toga{ za koj bilo broj c va`i a + c < b + c. 

IV2. Ako a < b i 0 < c,  toga{ va`i a⋅c < b⋅c. 

IV3. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a + b)⋅c = a⋅c + b⋅c 
(distributiven zakon). 
 

V.  Aksioma na Arhimed 

Za koj bilo broj a postoi priroden broj n takov {to va`i a < n. 
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VI.  Aksioma na neprekinatost  

Ovaa aksioma se narekuva i princip na neprekinatost i e dosta 
va`na vo matemati~kata analiza. Pred da bide formulirana, }e 
dademe nekolku neophodni definicii. 

 
Definicija 1.3. Za podmno`estvoto A od mno`estvoto broevi R 

velime deka e ograni~eno odgore (oddolu) ako postoi broj M (m)  od R 
takov {to za koj bilo broj a od A va`i a ≤  M  (m ≤  a). Brojot M (m) se 
narekuva majoranta (minoranta) ili gorna (dolna) me|a na 
mno`estvoto A. 

 
Definicija 1.4. Velime deka mno`estvoto A e ograni~eno ako e 

ograni~eno i oddolu i odgore. 
 
Definicija 1.5. Brojot M (m) se narekuva supremum (infimum) 

ili gorna (dolna) me|a za mno`estvoto A podmno`estvo od R ako: 
 

10 M (m)  e majoranta (minoranta) za mno`estvoto A. 
20 Za proizvolen broj ε > 0 postoi barem eden broj x od 

mno`estvoto A so osobina  x > M − ε (x < m + ε ). 

Brojot M (m) se ozna~uva so supA (infA). 
Da zabele`ime deka e va`no da se razgrani~i faktot deka 

brojot x ne e edinstven za sekoj broj ε,  tuku za eden broj ε postoi eden 
broj x, za drug broj ε (razli~en od prviot) postoi drug (ili istiot) 
broj x, i.t.n. (ponekoga{ namesto izrazot “za proizvolen broj ε “ mo`e 
da se sretne izrazot “za koe bilo ε “ ili “za sekoe ε “). Vo nekoja 
literatura supA se definira i kako najmala majoranta, a infA  kako 
najgolema minoranta no za toa prethodno treba da se dodadat u{te dve 
definicii za najmal i najgolem element na edno mno`estvo. 

 
Definicija 1.6. Ako supA (infA)  e broj koj mu pripa|a na 

mno`estvoto A, toga{ velime deka toj broj e maksimum (minimum)  ili 
najgolem (najmal) element na mno`estvoto A. 
 
 

Aksioma na neprekinatost:  

Sekoe neprazno odgore ograni~eno podmno`estvo od R ima 
supremum (gorna me|a) koj pripa|a na R. 
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Mno`estvo R vo koe se zadovoleni aksiomite I do VI  se vika 
potpolno podredeno pole (kako specijalna algebarska struktura) na 
realni broevi. Sekoj element od mno`estvoto R se narekuva realen 
broj. Da zabele`ime deka aksiomata V vsu{nost e teorema koja mo`e 
da se doka`e so aksiomata VI, no poradi nejzinata va`nost ja 
naveduvame posebno. 
 
 

1.3. APSOLUTNA VREDNOST NA REALEN BROJ 
 

Definicija 1.7. Apsolutnata vrednost na realen broj a se 
narekuva realen broj,  so oznaka ⎢a ⎢,  za koj va`i: 

 

              a,  za  a ≥ 0 
      ⎢a ⎢ =   
                                                          −a,  za  a < 0 
 

Od samata definicija e jasno deka apsolutnata vrednost (kako 
realen broj) e sekoga{ pogolema ili ednakva na nula, t.e. sekoga{ 
va`i ⎢a ⎢ ≥ 0 za koj bilo realen broj a. 

 

Lema 1.1. Neka a ∈ R. Toga{ va`i: 

a)   ⎢a ⎢ = ⎢−a ⎢;  b)   a ≤   ⎢a  ⎢;         v)  −a ≤  ⎢a ⎢. 

Dokaz: a)  Spored aksiomata za podreduvawe za broevite a  i  0 
edinstveno e mo`en  samo eden od slednite slu~ai:    

10  a < 0;    20  a = 0;     30  a > 0. 

]e gi razgledame site tri slu~ai oddelno. 

10  Ako   
a < 0, 

toga{ spored edna posledica na IV2 va`i 

−a > 0, 

pa spored definicijata za apsolutna vrednost imame 

⎢a ⎢ = −a       i        ⎢−a ⎢ = −a, 

so {to go dobivme baranoto ravenstvo. 
20  Ako  

a = 0, 
toga{ i  
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−a= 0,      ⎢a ⎢= 0,       ⎢−a ⎢= 0, 

so {to povtorno se dobiva baranoto ravenstvo. 

30 Ako  
a > 0, 

toga{  
−a < 0 

i spored definicijata za apsolutna vrednost }e imame 

⎢a ⎢ = a      i        ⎢−a ⎢= −(−a) = a, 

pa povtorno se dobiva baranoto ravenstvo.  
So toa dokazot e zavr{en. 

b) I ovde }e gi razgledame site tri mo`ni slu~ai: 

10 Ako  
a > 0, 

toga{ 
⎢a ⎢= a, 

pa go dobivame baranoto neravenstvo. 

20 Ako  
a = 0, 

toga{ 
⎢a ⎢ = 0, 

pa povtorno go dobivame baranoto neravenstvo. 

30 Ako  
a < 0, 

toga{  
⎢a ⎢= −a, 

pa zameneto vo neravenstvoto se dobiva  
a < −a, 

{to e to~no (spored IV1 a + (−a) < 0 + (−a), odnosno 0 < −a. Spored I1  od 
a < 0 i  0 < −a sleduva a < −a ). 

So toa dokazot e zavr{en. 

v) Dokazot se izveduva na ist na~in kako pod a) i b). 
 
Lema 1.2.  Za koi bilo realni broevi a i b e zadovoleno 
 

a)     ⎢a + b ⎢≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢ 
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b)     ⎢⎢a ⎢− ⎢b ⎢⎢ ≤  ⎢a − b ⎢ 

v)     ⎢a ⎢⋅ ⎢b ⎢= ⎢a⋅ b ⎢ 

g)     ⎢
b
a  ⎢ = 

||
||

b
a ;  so pretpostavka deka  b ≠ 0. 

Dokaz: a) Od Lema 1 sleduva: 

                                                    a ≤ ⎢a ⎢,                                               (1) 

                                                    b ≤  ⎢b ⎢,                                              (2) 

                                                  −a ≤  ⎢a ⎢,                                              (3) 

                                                  −b ≤  ⎢b ⎢.                                              (4)  

Ako gi sobereme (1) i (2), }e dobieme   

                                              (a + b) ≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢.                                   (5) 

Ako pak gi sobereme (3) i (4), }e imame   

                                            −(a + b) ≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢.                                 (6) 

Od (5) i (6) spored definicijata za apsolutna vrednost (gledana 
nanazad) go dobivame baranoto neravenstvo. 

Neravenstvoto pod b), kako i ravenstvata pod v) i g) se 
doka`uvaat na sli~en na~in. 
 

 
 

1.4. NEKOI VA@NI POSLEDICI  
 

Kako {to ve}e zabele`avme, golem broj  posledici od 
aksiomite I do VI  ve}e se poznati od sredno obrazovanie. Sepak, ovde 
}e se zadr`ime na nekoi od niv. 

 
Posledica 1.1. Za koi bilo dva realni broja a i b, a > 0, postoi 

cel broj n > 0 takov {to  n⋅ a > b.  

Dokaz: Navistina, od Arhimedovata aksioma sleduva deka za 

realniot broj 
a
b   postoi cel broj n > 0 takov {to n > 

a
b

, od kade {to 

sleduva i baranoto neravenstvo.  
 

Posledica 1.2. Ako za sekoj realen pozitiven broj  ε  va`i  

⎢a ⎢< ε, toga{  a = 0.  

 18 



§1. Realni broevi 
 

Dokaz: Da pretpostavime obratno, t.e. neka 

a ≠ 0, 
od kade {to sleduva  

⎢a ⎢≠ 0,    t.e.    ⎢a ⎢ > 0. 

Neka za ε  go zememe brojot  ⎢a ⎢.  
Bidej}i spored uslovot neravenstvoto treba da va`i za sekoe ε, 

}e va`i i za  
ε = ⎢a ⎢, 

t.e. }e va`i  
⎢a ⎢< ⎢a ⎢, 

{to e vo kontradiktornost so aksiomata I. Spored toa  

a = 0. 
 

Posledica 1.3. Nulata e edinstvena.  

Dokaz: Neka 01 i 02 se nuli i 01 ≠ 02. Toga{  

01 =  01 + 02  = 02 + 01 = 02, 

{to pretstavuva kontradiktornost. Pri toa e koristena osobinata II1. 

 
Lesno se doka`uvaat slednite posledici. 

 
Posledica 1.4. Ako a + b = a + c, toga{ b = c.  

[Upatstvo:  (a + b) + (−a) = ... = b, (a + c) + (−a) = ... = c.] 
 

Posledica 1.5. ∀a, b ∈ R, postoi edinstven realen broj x, taka 
{to a + x = b.  

(Edinstveno re{enie na linearna ravenka so edna nepoznata.) 
 
Posledica 1.6. Ako a⋅ b = 0, toga{ a = 0 ili b = 0.  
(Vo R nema deliteli na nulata). 

 
Vrz osnova na aksiomite se definiraat i drugi operacii i 

posledici, na primer operacijata odzemawe (a − b se definira kako a 
+ (−b)), operacijata delewe, operacijata stepenuvawe, operacijata 
korenuvawe i dr. Sepak, kako neposredna posledica od VI aksioma }e 
go navedeme u{te slednoto tvrdewe:  
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Posledica 1.7. Sekoe neprazno oddolu ograni~eno 
podmno`estvo od R ima dolna me|a, odnosno infimum, vo R.  
 

Dosega ne gi spomnavme iracionalnite broevi. Vsu{nost toa se 
realni broevi koi ne se racionalni i nivnoto mno`estvo se ozna~uva 
so I. Mo`e da se poka`e deka me|u dva realni broja ima beskone~no 
mnogu kako racionalni, taka i iracionalni broevi. 

Mno`estvoto I ne e prazno mno`estvo. Na primer, brojot x koj e 
re{enie na ravenkata x2 = 2 mu pripa|a na toa mno`estvo. Za da go 
poka`eme toa, }e pretpostavime deka toj broj e racionalen t.e. mo`e 

da se pretstavi vo vid na dropka 
q
p

, kade {to  p i q  se zaemno prosti 

celi broevi. So zamena vo ravenkata se dobiva p2 = 2q2, {to zna~i p2 
odnosno p e paren broj i mo`e da se zapi{e vo vid p = 2k, kade {to k∈Z. 
So povtorna zamena na p se dobiva q2 = 2k2, {to zna~i i q e paren broj, 
{to e vo kontradiktornost so pretpostavkata p i q da se zaemno 
prosti broevi. Spored toa toj broj ne e racionalen broj. 
 
 

Primer 1.2. Mno`estvoto  

A={
n
m  ⎜ m, n ∈ N, m < n} 

od site pravilni pozitivni dropki nema najgolem ni najmal element, 
odnosno nema supA i nema infA koi bi pripa|ale na toa mno`estvo. 

Re{enie: ]e poka`eme deka 0  e  infA. 

10  0 e minoranta na A bidej}i 
n
m  > 0 ∀m, n ∈ N.  

20 Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od Arhimedovata 
aksioma sleduva deka postoi priroden broj n0 (za toa ε) takov {to  

n0 > 
ε
1

, odnosno 
0

1
n

 < ε (ako e n0 = 1, toga{ se zema n0 + 1 > n0, t.e. 2>1). 

Bidej}i 
0

1
n

 ∈ A, n0 ≠ 1, poka`avme deka za sekoj pozitiven realen broj 

ε postoi broj 
0

1
n

 ∈ A za koj va`i 0 < 
0

1
n

 < 0 + ε, odnosno deka infA = 0. 

No 0 ∉ A {to zna~i A nema najmal element.  
 

Primer 1.3.  sup(A + B) = supA + supB,  
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kade {to  
A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}. 

 
Re{enie: Neka  
 

a0 = supA,                   b0 = supB, 
 

i neka ozna~ime  
c0 = a0 + b0. 

 

10     (a0 = supA ⇒ ∀a ∈ A, a ≤ a0); 
        (b0 = supB ⇒ ∀b ∈ B, b ≤ b0)  

            ⇒ ∀(a + b) ∈ A + B, a + b ≤ a0 + b0 (= c0). 
  

Zna~i, c0 e majoranta za A + B.  
 

20     a0 = supA   i   b0 = supB ⇒ ∀ε,    ∃ aε  ∈ A i bε  ∈ B  
taka {to va`i  

aε  > a0  − 
2
ε

,                  bε  > b0  − 
2
ε

. 

Zna~i, postoi  
cε  =  (aε  + bε)  ∈ A + B, 

taka {to  

cε > (a0 − 
2
ε

) + ( b0 − 
2
ε

) = c0 − ε, 

so {to dokazot e zavr{en. 
 
 
 

1.5. GEOMETRISKO PRETSTAVUVAWE NA REALNITE 
BROEVI. PRO[IRENO MNO@ESTVO NA REALNITE BROEVI 

    
Realnite broevi mo`at geometriski da se pretstavat so to~ki 

od edna brojna prava. 
 

Definicija 1.8. Brojna oska se narekuva naso~ena prava na koja se 
fiksirani dve to~ki koi se ozna~uvaat so 0 (po~etok) i so 1 i na koi 
im odgovaraat realnite broevi 0 i 1.    

Mo`e da se poka`e deka na sekoj realen broj mu odgovara samo 
edna to~ka od brojnata oska i obratno. 
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Pozitivnite realni broevi (t.e. realnite broevi a za koi va`i  
0 < a) se pretstaveni so to~ki od desnata strana na nulata, a 
negativnite realni broevi (t.e. realnite broevi a za koi va`i a < 0) 
se pretstaveni so to~ki od levata strana na nulata. ^estopati 
namesto  “a e pomalo od b” (“b  e pogolemo od a”) se veli “a se nao|a 
levo od b” (“b se nao|a desno od a”). 

 
Definicija 1.9.  Neka a i b se dve to~ki od brojnata oska za koi 

va`i a < b. Mno`estvoto to~ki x od brojnata oska za koi va`at 
neravenstvata 

a < x < b 

se narekuva otvoren interval i se ozna~uva so  

(a, b). 
Mno`estvata               

{x ⎢x ∈ R, a ≤  x < b}      i      {x ⎢x ∈ R, a < x ≤ b} 

se narekuvaat poluotvoreni intervali i se ozna~uvaat so  

[a, b)        i        (a, b] 

soodvetno.  
Zatvoren interval ili segment se narekuva mno`estvoto  

{x ⎢ x ∈ R, a ≤ x ≤ b} 

i se ozna~uva so  
[a, b]. 

Poslednoto mno`estvo ~esto se narekuva i otse~ka so dol`ina 
b − a.  
 

Definicija 1.10. Neka a, ε ∈ R  i ε > 0 (ili 0 e pomalo od ε). 
Mno`estvoto to~ki x od brojnata oska za koi va`i ⎜x − a ⎜< ε  se 
narekuva ε−okolina na to~kata a i se ozna~uva so V(a, ε). 
 
  Mo`e da se poka`e deka neravenstvoto  

⎜x − a ⎜ < ε, 

e ekvivalentno so sistemot neravenstva  

x − a  < ε,                   −(x − a ) < ε ; 
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odnosno   
x < a + ε,                  x > a − ε ; 

odnosno   
a − ε < x < a + ε. 

Zna~i, geometriski  ε−okolinata na to~kata a e intervalot  

(a − ε, a + ε). 
 

Definicija 1.11. To~kata a ∈ R e to~ka na natrupuvawe (to~ka 
na zgusnuvawe) za mno`estvoto E ⊆ R ako sekoja nejzina okolina V(a, δ)  
sodr`i barem edna to~ka od mno`estvoto E razli~na od a. 
 

Definicija 1.12. To~kata a ∈ R e vnatre{na to~ka za 
mno`estvoto E ⊆ R ako postoi nejzina okolina V(a, δ) koja e 
podmno`estvo na mno`estvoto E. 
 

Mno`estvoto od realnite broevi mo`e da se pro{iri so u{te 
dva elementa so oznaki −∝ i +∝, taka {to za sekoj realen broj a da 
va`at formalno vo pro{irenoto mni`estvo slednite osobini: 

 a) −∝ < +∝   i  −∝ < a < +∝ , 

 b)  a + (+∝) = (+∝) + a = +∝;  a + (−∝) = (−∝) + a = −∝, 

 v) ako a > 0, toga{ a⋅(+∝) = (+∝)⋅a = +∝ i a⋅(−∝) = (−∝)⋅a = −∝, 

            ako a < 0, toga{  a⋅(+∝) = (+∝)⋅a = −∝ i a⋅(−∝) = (−∝)⋅a = +∝, 

 g) 
∝
1

 = 
∝−

1
 = 0. 

Ova pro{iruvawe go primenuvame i vo definiraweto na 
intervali i poluintervali. Imeno, se definiraat i slednite 
mno`estva (intervali): 

{x ⎢ x ∈ R, x < a}  =  (−∝, a);        {x ⎢ x ∈ R, x ≤ a} =  (−∝, a]; 

{x ⎢ x ∈ R, x > a} = (a, +∝);     {x ⎢ x ∈ R, x ≤ a}= [a, +∝);      R = (−∝, +∝). 

 

Izrazite pak (+∝) + (−∝), 0⋅(±∝), 
∝±
∝±

, ne se definiraat vo 

pro{irenoto mno`estvo i se narekuvaat neopredeleni izrazi. 
1.6. DECIMALEN ZAPIS NA REALEN BROJ. 
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BROJNI SISTEMI 
 
 

Neka a e proizvolen pozitiven realen broj. Od aksiomata na 
Arhimed sleduva deka postoi priroden broj n0 takov {to a ≤ n0. Neka 
m0 + 1 e najmaliot (i edinstven) od site prirodni broevi so taa 
osobina (postoi spored posledicata 1.7 od aksiomata VI). Toga{  

m0 < a < m0 + 1     i    0 < a − m0 < 1,     0 < 10(a − m0) < 10. 

Ponatamu za realniot broj  

10(a − m0) 

postoi priroden broj n1 taka {to  

n1 < (a − m0)10. 

So m1 }e go ozna~ime najgolemiot od site prirodni broevi so taa 
osobina (koj e edinstven i postoi spored aksiomata VI). Pritoa, 
poradi neravenstvoto  

a − m0 < 1, 
}e bide  

0 < m1 < 10. 
Zna~i  

m1 < (a − m0)10 ≤ m1 + 1, 
odnosno  

0 < 102[a − m0 − 
10

1m
] ≤ 10. 

Ponatamu, spored istata postapka za realniot broj  

102[a − m0 − 
10

1m
] 

}e postoi edinstven priroden broj m2 taka {to  

0 ≤ m2 < 102[a − m0 − 
10

1m
]  ≤  m2 + 1 

od kade {to sleduva deka  

0 < m2 < 10     i     0 < 103[a − m0 − 
10

1m
 − 2

2

10
m

] ≤ 10. 

Nareden ~ekor }e bide egzistencijata i edinstvenost na 
priroden broj m3  za realniot broj  
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103[a − m0 − 
10

1m
 − 2

2

10
m

]        itn. 

Prodol`uvaj}i ja ovaa procedura (algoritam), }e dobieme niza od 
prirodni broevi  

m0, m1, m2, ..., mk, mk+1, ... 

~ii ~lenovi gi imaat slednite osobini: 

0 ≤ mk+1< 10k+1[a − m0 − 
10

1m
 − 2

2

10
m

 −...− k
km

10
] ≤ mk+1 + 1, 

0 ≤ mi < 10,  i = 1, 2, ..., k + 1,  k∈N 0 (≡N ∪{0}), 

a > m0 + 
10

1m
 + 2

2

10
m

 +...+ k
km

10
, za sekoj priroden broj k. 

Ponatamu se poka`uva deka a vsu{nost e supremumot na 
mno`estvoto od broevite  

m0, m0 + 
10

1m
, m0 + 

10
1m

 + 2
2

10
m

, ... , m0 + 
10

1m
 + 2

2

10
m

 + ...+ k
km

10
, ...,  

napi{ani vo niza po golemina i site pomali od brojot a (vo 
soglasnost so samiot algoritam).  

Zna~i, za sekoj pozitiven realen broj a postoi niza (beskone~na 
ili kone~na) od prirodni broevi   

m0,  m1,  m2, ...,  mk, ...   , 0 ≤  mk ≤ 9, k ∈ N, 

taka {to: 

a = m0 + 
10

1m
 + 2

2

10
m

  + ... + k
km

10
 + ...  . 

Zapisot  

a = m0 m1 m2 m3 ... mk ... 

se vika decimalen zapis na realniot broj a i e edinstven osven za edna 

klasa racionalni broevi (primer: 
8
1

 = 0,125000... = 0,124999...) ~ii 

~lenovi imaat to~no dva decimalni zapisa. Toa e vsu{nost klasata 
racionalni broevi kaj koi imenitelot e deliv so prost broj pomal od 
10. Se poka`uva deka na periodi~nite decimalni zapisi odgovaraat 
racionalni broevi, a na neperiodi~nite decimalni zapisi 
iracionalnite broevi. 
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Da zabele`ime deka pri algoritmot gi koristevme aksiomite V 
i VI, odnosno nivnite posledici, so {to e garantirana samata 
postapka. Isto taka, sekoj negativen broj mo`e da se interpretira na 
ist na~in so toa {to se zema negovata apsolutna vrednost, a po 
postapkata dobieniot decimalen zapis se mno`i so −1 (odnosno se 
stava minus pred nego). Sekoj racionalen broj zapi{an kako dropka 
mo`e da se zapi{e vo decimalen zapis so ednostavno delewe na 
broitelot so imenitelot, pri {to samata postapka na delewe 
vsu{nost e poednostavna forma na ve}e izneseniot algoritam. 
Pritoa e va`no da se zabele`i deka vo samiot algoritam se 
koriste{e desetkata, so {to vsu{nost se dobiva broj zapi{an vo 
dekaden broen sistem (deka [gr~.] = deset) so osnova deset. Toa 
vsu{nost zna~i deka za zapisot se koristat to~no deset znaci (cifri): 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Dokolku se koristi druga osnova, dobieniot 
zapis }e bide zapis vo pozicionen broen sistem so drugata osnova. 

Od pozicionite brojni sistemi naj~esto se koristi dekadniot 
broen sistem, a sekako potoa centralno mesto zazema takanare~eniot 
binaren broen sistem so osnova dva. Pri~inata e  ~isto prakti~na ako 
se znae deka za zapi{uvawe na eden broj vo dekadniot broen sistem se 
potrebni deset cifri (znaci), a vo binarniot broen sistem samo dve. 
Prakti~nosta proizleguva od toa {to za zapi{uvaweto na broevite i 
za izveduvaweto na aritmeti~kite operacii se potrebni stabilni 
sostojbi, a obi~no kaj elektronskite i elektromehani~kite elementi 
se karakteristi~ni dve razli~ni prirodni sostojbi (vklu~en ili 
isklu~en prekida~, ima ili nema protok na struja i sl.). Sepak, za 
smeta~ite e mnogu va`na i ekonomi~nosta na brojot na pozicionite 
mesta, taka {to mo`e da se poka`e deka brojniot sistem so osnova tri 
e najekonomi~en, so zabele{ka deka vo binarniot sistem site 
aritmeti~ki operacii se sveduvaat na operacijata sobirawe, {to 
doveduva do mnogu pomali ma{inski gre{ki pri zaokru`uvawe. 

Na krajot da go razgledame istoriskoto izgraduvawe na poimot  
realen broj. Prirodnite, celite i racionalnite broevi, za koi va`at 
aksiomite od I do V, bile poznati so site nivni svojstva u{te vo 
ranata antika. Toga{ bil poznat i problemot na postoewe nemerlivi 
otse~ki, kako {to e, na primer, dol`inata na hipotenuzata na 
pravoagolen triagolnik ~ii kateti imaat dol`ina 1. Toj problem na 
barawe broj koj }e odgovara na dol`inata na takva otse~ka dovel do 
poimot iracionalen broj, odnosno broj koj ne e racionalen. Zna~i, 
iako mno`estvoto Q e nasekade gusto (me|u dva racionalni broja 
sekoga{ postoi racionalen broj, naprimer nivniot poluzbir), sepak 
toa ima “dupki”. Problemot mo`e da se postavi i so slednata 
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formulacija. Dali postoi broj ~ij kvadrat (ili pomno`en sam so 
sebe) e 2? Zna~i, nastanala prirodna potreba od edno pro{iruvawe na 
mno`estvoto racionalni broevi, {to e kompletno napraveno vo 
vtorata polovina na XIX vek (Dedekind (Dedekind), Kantor (Cantor), 
Bolcano (Bolzano), Vaer{tras (Weierstrass)), i toa na razni na~ini:  
Dedekind preku t.n Dedekindovi preseci (mno`estva), Kantor preku 
principot za vlo`eni otse~ki itn. 

Na site niv im e zaedni~ko postoeweto ili nepostoeweto na 
supremum, odnosno infimum, vo podmno`estvo od racionalni broevi.  
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§2.KOMPLEKSNI BROEVI 
 
 
 
 
 
 

2.1. AKSIOMATSKO VOVEDUVAWE NA KOMPLEKSNITE 
BROEVI 

 
 

Mno`estvoto na kompleksnite broevi }e bide aksiomatski 
definirano so pomo{ na ve}e definiran na~in na aksiomatskoto 
izgraduvawe na mno`estvoto realni broevi. Pritoa sekako }e se vodi 
smetka za specifi~nosta na dvete algebarski strukturi i }e se 
naveduvaat nivnite razliki. 

Za aksiomatskoto voveduvawe na kompleksnite broevi se poa|a 
od edno mno`estvo podredeni parovi realni broevi, koe }e go 
ozna~ime so  

C = R × R = R2 = {(a, b) | a, b∈R}, 

koe vsu{nost pretstavuva Dekartov proizvod  na mno`estvo realni 
broevi so sebe i ~ii elementi }e gi nare~eme  broevi. So pomo{ na 
operaciite so koi e definirano mno`estvoto realni broevi se 
definiraat novi operacii vo mno`estvoto C, nare~eni sobirawe i 
mno`ewe, so soodvetni osobini.  

 
I. Aksioma za operacijata sobirawe so oznakata “⊕” 

Za koi bilo dva broja  

z1 = (a , b )     i     z1 1 2 = (a , b ) ∈ C 2 2

se definira edinstven  broj  
z  ∈ C 3

nare~en zbir, so zapis  
z3 = z ⊕ z  . 1 2

Pritoa  

z3 = (a1 + a , b2 1 + b ). 2
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I . Za koi bilo dva broja  1

z1 = (a , b )      i      z1 1 2 = (a , b ) ∈ C 2 2
va`i  

 = z  ⇔ az1 2 1 = a2 , b1 = b2 . 

I . Za koi bilo dva broja  2

z      i     z  ∈ C 1 2
va`i  

z ⊕ z  = z1 2 2 ⊕ z  (komutativen zakon). 1

. Postoi broj vo C nare~en nula so oznaka  I3

0 = (0, 0), 
takov {to za bilo koj broj  

z ∈ C   va`i   z ⊕ 0 = z. 

I . Za koi bilo tri broja  4

z , z , z1 2 3 ∈ C 
va`i  

(z1 ⊕ z ) ⊕ z2 3 = z1 ⊕ (z2 ⊕ z )  (asocijativen zakon). 3

I . Za sekoj broj  5

z = (a, b) ∈ C 

postoi broj vo C nare~en sprotiven na brojot z, so oznaka −z, takov 
{to va`i  

z ⊕ (−z) = 0. 
Pritoa   

−z = (−a, −b). 
 

II. Aksioma za operacijata mno`ewe so oznakata “⊗” 

Za koi bilo dva broja  

z1 = (a , b ),       z1 1 2 = (a , b ) ∈ C 2 2

postoi ednozna~no opredelen broj  
z  ∈ C 3

nare~en proizvod so zapis  

z3 = z ⊗z1 2 .  
Pritoa  

z3 = (a a1 2 − b b1 2 ,  a b1 2 + a b ). 2 1

II . Za koi bilo dva broja  1
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z ,  z  ∈ C 1 2
va`i  

z1 ⊗ z  = z2 2 ⊗ z1   (komutativen zakon). 

II . Za koi bilo tri broja  2

z , z , z1 2 3 ∈ C 
va`i  

(z1 ⊗ z ) ⊗ z2 3 = z1 ⊗ (z2 ⊗ z )  (asocijativen zakon) 3

II3. Postoi broj vo C, razli~en od 0, nare~en edinica so oznaka 1 
= (1, 0), takov {to za proizvolen broj z ∈ C, va`i z ⊗ 1 = z.  

II4. Za sekoj broj z = (a, b) ∈ C, z ≠ 0, postoi broj vo C koj se 

narekuva inverzen na brojot z, so oznaka 
z
1

z
1 = 1. , takov {to va`i z ⊗ 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ 2222 ,
ba

b
ba

a
z
1

 = .  Pritoa 

 
III.Aksioma za vrskite me|u operacijata sobirawe i 

operacijata mno`ewe.  

. Za proizvolni tri broja z , z , zIII1 1 2 3 ∈ C va`i 

(z1 ⊕ z ) ⊗ z2 3 = (z1 ⊗ z ) ⊕ (z3 2 ⊗ z )     (distributiven zakon). 3
 

Vedna{  da zabele`ime deka od prakti~ni pri~ini za 
operaciite sobirawe i mno`ewe vo mno`estvoto C ponatamu }e gi 
zadr`ime istite oznaki za sobirawe “+” i za mno`ewe “⋅” kako kaj 
mno`estvoto realni broevi R, iako su{tinski se raboti za dve 
razli~ni operacii. 

Na krajot sepak da zabele`ime deka, osven zadr`uvawe na 
istite oznaki za operaciite sobirawe i mno`ewe, }e gi zadr`ime i 
istite oznaki za nulata i edinicata. Pritoa mo`e lesno da se poka`e 
deka vaka definiranite osobini se soglasuvaat so soodvetnite 
aksiomatski dadeni osobini kaj realnite broevi, odnosno so nivna 
pomo{ tie mo`at lesno da se doka`at. Lesno mo`e da se pogre{i ako 
vedna{ se pomisli deka site operacii mo`at da se definiraat 
pokoordinatno, t.e. vo prvata odnosno vtorata komponenta na 
podredeniot par. Od definicijata za mno`ewe vedna{ se sogleduva 
deka toa ne e to~no. Sekako, ovaa definicija e potrebna zaradi 
prirodnoto pro{iruvawe na mno`estvo realni broevi so ostanuvawe 
vo sila na soodvetni isti osobini.  
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Da zaklu~ime deka na ovoj na~in e dobiena edna specijalna  
algebarska struktura, definirana so aksiomite I, II i III, koja se 
narekuva pole na kompleksni broevi. Sepak da zabele`ime deka 
relacijata podreduvawe ne e definirana vo ova mno`estvo C, so {to 
ovaa algebarska struktura se razlikuva od algebarskata struktura na 
realnite broevi. Isto taka, vo pro{irenoto mno`estvo na 
kompleksnite broevi se dodava samo u{te eden broj so oznaka ∝ (kaj 
realnite broevi imame dva broja: +∝ i −∝). Vrz osnova na operaciite 
sobirawe i mno`ewe se definiraat i drugi operacii i posledici, na 
primer operacijata odzemawe (z  − z  se definira kako z + (−z1 2 1 2)), 
operacijata delewe, operacijata stepenuvawe, i sli~no. 
 
 
 
 

2.2. ALGEBARSKI ZAPIS NA KOMPLEKSEN BROJ 
 
 

Da definirame podmno`estvo od C so {(a, 0) | a ∈ R}. So ve}e 
definiranite operacii mo`e da se poka`e deka vo toa podmno`estvo 
va`at site aksiomi i osobini (i za relacijata podreduvawe) koi 
va`ea vo R. Spored toa, kompleksniot broj (a, 0) mo`eme da go 
identifikuvame so realniot broj  a.   

Da go razgledame prakti~niot problem za nao|awe re{enie na 
ravenkata x2 = −1, odnosno dali postoi broj koj pomno`en samiot so 
sebe }e go dade kako rezultat realniot broj −1. Odgovorot e negativen 
ako re{enieto se bara vo R. Da se obideme da go re{ime problemot vo 
ve}e definiranoto mno`estvo C.  

Da pretpostavime deka x = (a, b) e re{enie na ravenkata  
2 x = −1. 

So pomo{ na ve}e definiranoto mno`ewe }e dobieme  
2 x = (a2 − b2, a ⋅ b + a ⋅ b) = (−1, 0) = −1, 

od kade za dobivawe na realnite broevi a i b go dobivame sledniot 
sistem ravenki (vo R)  

a2 − b2  =  −1,       a ⋅ b + a ⋅ b = 0. 

So negovo re{avawe vo R se dobivaat dve re{enija:   

a1 = 0,   b1 = 1       i       a2 = 0,   b2 = −1 
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{to zna~i kompleksnite broevi (0, 1) i (0, −1) se re{enija na 
postaveniot problem.  

Sekoj kompleksen broj  
z = (a, b) 

mo`e da se zapi{e so izrazot  

(a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)⋅(b, 0). 
 

Definicija 2.1. Kompleksniot broj (0, 1) se narekuva 
imaginarna edinica so oznaka i (vo elektrotehnika j). 
 

So koristewe na poslednata definicija i prethodno dobieniot 
izraz za kompleksen broj, so dadenoto objasnuvawe za identi~nosta na 
kompleksen broj (a, 0) so realen broj a, }e ja dademe slednata 
definicija: 

 

Definicija 2.2. Sekoj kompleksen broj  

z = (a, b) 
mo`e da se zapi{e so izrazot   

a + ib, 

koj se narekuva algebarski vid na kompleksniot broj z.  

So ovoj zapis vo golema mera se poednostavuvaat operaciite so 
kompleksnite broevi, bidej}i tie se sveduvaat na operacii so binomi 
vo R. Pritoa e va`no da se ima predvid deka  

4k 4k+1 4k+2 4k+3i = 1,  i = i,  i = −1,  i  = −i,    k ∈ N0 (= N ∪ {0}). 
2Vsu{nost, i e edno re{enie na ravenkata z  = −1, vo C. 

 

Definicija 2.3. Za kompleksniot broj z = a + ib realniot broj a 
se narekuva realen del na kompleksniot broj z, so oznaka Re z, a 
realniot broj b se narekuva imaginaren del na kompleksniot broj z, so 
oznaka Im z.  

Kompleksniot broj z za koj Re z = 0 se narekuva ~isto 
imaginaren broj. 
 

Definicija 2.4. Za sekoj kompleksen broj  
z = a + ib 

se definira edinstven kompleksen broj  

a − ib, 

nare~en konjugiran kompleksen broj na kompleksniot broj z, so oznaka  
z .  
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So definicijata 2.4 i soodvetnite operacii lesno se doka`uva 
slednata lema: 
 

, ∈ C va`at osobinite: Lema 2.1.  Za koi bilo  z = a + ib, z , z1 2

2
1

i2
1

      a = Re z = (z + );         b = Im z =  (z − z z );    10

20       =  ±  ; )( 21 zz ± 1z 2z

30      )( 21 zz ⋅ 1z 2z  = ;                    ⋅ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

z
z

2

1

z
z40        = ;  

50       z ⋅ z  = a2 + b2 (∈R);               

( )z60      = z.     

Da zabele`ime u{te edna{  deka  Re z i Im z se realni broevi. 
 
 
 
 
 

2.3. GEOMETRISKO PRETSTAVUVAWE NA KOMPLEKSNITE 
BROEVI. POIMITE MODUL I ARGUMENT. 

TRIGONOMETRISKI VID NA KOMPLEKSEN BROJ 
 

Neka e daden Dekartov pravoagolen koordinaten sistem vo 
ramnina. Vo odnos na toj koordinaten sistem  koja bilo to~ka od 
ramninata e potpolno opredelena so podreden par realni broevi koi 
se nejzini koordinati. Vo soglasnost so toa mo`eme da vospostavime 
obratno ednozna~na korespodencija me|u mno`estvoto to~ki od 
ramninata i mno`estvoto kompleksni broevi. Taa ramnina vo toj 
slu~aj se narekuva kompleksna (Gausova) ramnina, pri {to apcisnata 
oska se narekuva realna oska, a ordinatnata oska se narekuva 
imaginarna oska, od potpolno prirodno razbirlivi pri~ini.  

 
Definicija 2.5. Neka  

z = x + iy. 

Realniot nenegativen broj  

22 yx +  
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se narekuva modul (ili apsolutna  vrednost) na kompleksniot broj z so 
oznaka |z| . 
 

So definicijata 2.5 i so prethodnite osobini i definicii 
lesno se doka`uva slednata lema: 
 

Lema 2.2.  Za koi bilo    
z1, z2, z ∈ C 

va`at osobinite: 

10       2z ⋅  = |z|z ;       

20     −|z| ≤ Re z ≤ |z|;      

30     −|z| ≤ Im z ≤ |z|; 

40    |z1⋅ z | = |z2 1|⋅ |z |;     2

50    |z1 + z | ≤ |z | + |z |;    2 1 2

60    |z1 − z | ≥ ||z | − |z ||;  2 1 2

2

1

2

1

z
z

z
z

=70  ≠ 0). ,   (z    2

 
Sekoj kompleksen broj  

z = x + iy,   z ≠ 0(= 0 + i0) 

mo`e da se zapi{e vo vid  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

|z|
yi

|z|
x|z|  z = 

pri {to va`i  

1
22

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

z
y

z
x . 

Od definicijata i osobinite na trigonometriskite funkcii mo`eme 
da zaklu~ime deka }e postoi agol ϕ  za koj }e va`i  

z
x

z
y = cosϕ     i       = sinϕ, 

odnosno  
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x = |z|⋅cosϕ,                y = |z|⋅sinϕ . 

Istite relacii se dobivaat i od triagolnikot 0AM (crte` 1). 
 
 

 
          y 
                           y                                                        M(x, y) 
              
         |z|  
           

      ϕ 
       A    
     0             x                x 
    Crte` 1 

 
 
 
 
Definicija 2.6. Agolot ϕ, definiran so relaciite  

x = |z|cosϕ,              y = |z|sinϕ, 

se narekuva argument na kompleksniot broj  

z = x + iy 

so oznaka Arg z, a vidot (formata, zapisot)  

z = |z|(cosϕ + i sinϕ) 

se narekuva trigonometriski vid na komleksniot broj  

z = x + iy. 
 

Spored geometriskoto pretstavuvawe na kompleksnite broevi, 
modulot }e pretstavuva rastojanie me|u koordinatniot po~etok i 
to~kata M(x, y), koja odgovara na kompleksniot broj, a argumentot e 
agolot me|u pozitivnata nasoka na oskata x i orientiranata 
poluprava 0M. Da zabele`ime deka za kompleksen broj od vid  

z = x + i0 

modulot e identi~en so apsolutnata vrednost kaj realnite broevi. 
 i zOd uslovot za ednakvost na dva kompleksni broja z1 2, 

zapi{ani vo trigonometriski vid, proizleguva deka dva kompleksni 
broja se ednakvi ako se ednakvi nivnite moduli (|z | = |z1 2|), a za nivnite 
argumenti va`i  
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Arg z1 = Arg z2 + 2kπ,   k ∈ Z 

(od osobinite za ednakvost na trigonometriskite funkcii).  
Poslednata konstatacija ozna~uva deka argumentot na eden ist 
kompleksen broj e pove}ezna~en broj t.e. ne e ednozna~no opredelen. 
Sepak, za poednostavni operacii se definira edinstvena vrednost   

0 ≤ arg z ≤ 2π 

(nekade se definira so −π ≤ arg z ≤ π), nare~ena glavna vrednost na 
argumentot, so oznaka arg z. Spored toa   

Arg z = arg z + 2kπ. 

Dokolku pri aritmeti~ki operacii i drugi transformacii se dobie 
argument pogolem ili pomal od taka definiranata glavna vrednost, so 
dodavawe ili odzemawe na 2kπ za to~no opredeleno k se doa|a do 
soodvetnata glavna vrednost na argumentot.  

Kompleksniot broj  
0 (= 0 + i0) 

ima modul 0 i, po definicija, proizvolen argument.  

Neka e  

z = x + iy. 

zVo soglasnost so definicijata za konjugiran kompleksen broj  i vo 
soglasnost so osobinite na trigonometriskite funkcii, so pomo{ na 
ravenkite za transformacija na algebarski vid vo trigonometriski 
vid }e go dobieme trigonometriskiot vid na konjugiraniot 
kompleksen broj  

 = x − iy = |z|⋅(cosϕ − i sinϕ) = |z|⋅[cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)], z

kade {to  

ϕ = arg z. 

Spored toa  

| = |z|      i        arg  = −arg z       (crte` 2). | z z

 

 

          

                                y                                                 z 
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        ϕ 
                        x 
         0          −ϕ 
              
 

z                                      
 
 

Crte` 2 
 
 
Trigonometriskiot vid na kompleksniot broj ovozmo`uva 

poednostavno izveduvawe na operaciite mno`ewe, delewe, 
stepenuvawe i korenuvawe na kompleksnite broevi.  
 
 
 
 
 
 

2.4. STEPENUVAWE I KORENUVAWE  
NA KOMPLEKSNITE BROEVI 

 
Neka  

z = |z|(cosϕ + i sinϕ),  |z| ≠ 0. 

Toga{   

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ sincos
sincos

)sin(cos
11

i
i

izz −
−

⋅
+

=  =  

z
1 (cosϕ − i sinϕ) =  = 

z
1 [cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)]. = 

Neka  
z1 = |z |(cosϕ 1 1 + i sinϕ ), 1
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z2 = |z |(cosϕ 2 2 + i sinϕ ). 2

So koristewe na ve}e poznati trigonometriski formuli se dobiva  

z ⋅z1 2 = |z |⋅|z |[cos(ϕ 1 2 1 + ϕ ) + i sin(ϕ 2 1 + ϕ )]. 2

Vo soglasnost so poslednite relacii se dobiva 

2

1

z
z

2

1

z
z

2

1
z

 = z [cos(ϕ 1⋅  = 1 − ϕ ) + i sin(ϕ 2 1 − ϕ )]. 2

Zna~i, pri proizvod na dva kompleksni broja modulite se 
mno`at, a argumentite se sobiraat, dodeka pri delewe modulite se 
delat a argumentite se odzemaat. So matemati~ka indukcija mo`e da 
se doka`e deka ovaa relacija va`i i za proizvolen broj mno`iteli. 
Spored toa, zemaj}i eden ist broj  

z = |z|(cosϕ + i sinϕ) 

za mno`itel kaj proizvod od n mno`iteli, se doa|a do  Moavrovata 
formula  

n nz  = |z| (cosnϕ + i sinnϕ), 

kade {to n e priroden broj.  

Bidej}i  
z –n  n= (z –1) , 

poradi  

z
1z –1  [cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)], = 

dobivame               
n

z ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ 1z –n n  = (z –1 [cos n(−ϕ) + i sin n(−ϕ)] =  ) = 

 –n [cos (−n)ϕ + i sin (−n)ϕ], = |z|

od {to sleduva deka Moavrovata formula va`i za n ∈ Z. 
 
Neka e daden kompleksen broj w. Za kompleksniot broj z velime 

deka e n-ti koren od kompleksniot broj w ako z e edno re{enie na 
ravenkata  

n z = w. 

Od primerot so re{enija na ravenkata  
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2z  = −1 

e jasno deka operacijata korenuvawe ne e ednozna~na, t.e. postojat 
pove}e kompleksni broevi koi se koreni na daden kompleksen broj. Za 
da go dobieme praviloto za nivno nao|awe, trgnuvame od ravenkata  

n  z = w 

vo koja gi zamenuvame broevite z i w vo trigonometriski vid. Neka 

w = |w|(cos argw + i sin argw)      
i       

z = |z|(cosϕ + i sinϕ). 

Toga{ spored Moavrovata formula se dobiva ravenstvoto  
n (cos nϕ + i sin nϕ) = |w|(cos argw + i sin argw) |z|

od koe, spored definicijata za ednakvost na kompleksnite broevi vo 
trigonometriski vid, se dobivaat ravenstvata  

n |z| = |w|,             nϕ = argw + 2kπ 

odnosno formulite  

n
kw π2arg +n w  ,       k ∈ Z. |z|  = ,          ϕ = 

n wBidej}i za  se zema aritmeti~kata vrednost, toga{ e jasno deka za 

z ednozna~no e opredelen samo modulot, dodeka argumentot ne e 
ednozna~no opredelen. Spored toa, }e se dobijat beskone~no mnogu 
kompleksni broevi koi se n-ti koreni na kompleksniot broj w (za 
sekoj cel broj k se dobiva po eden n-ti koren). Mo`e da se poka`e so 
koristewe na osobinite na trigonometriskite funkcii deka 
vsu{nost ima kone~en broj, i toa to~no n, razli~ni kompleksni 
broevi koi se n-ti koreni na kompleksniot broj w, dodeka ostanatite 
se povtoruvaat. Pritoa e dovolno za k da se zemaat vrednostite 0, 1, 2, 
..., n−1.  

Neka  
k > n −1     ili      k < 0 

i neka go podelime so n, pri {to  

k = sn + p,           p∈{0, 1, 2, ..., n − 1,    s ∈ Z. 

Neka zk e soodveten n-ti koren. Toga{  od  

nϕ = argw + 2kπ, 
kade {to  
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ϕ = arg zk, 
se dobiva   

n
pw π2arg +  + 2sπ. ϕ = 

Bidej}i   

n
pw π2arg +

n
pw π2arg + + 2sπ) = cos cos (  

i  

n
pw π2arg +

n
pw π2arg + + 2sπ) = sin sin ( , 

zaklu~uvame deka  

arg zk = arg z , p
odnosno  

zk = z . p

Spored toa }e va`i   

n
kw π2arg +

n
kw π2arg +n wn w  + i sin ]     za k = 0, 1, 2, ..., n−1,  = ⋅[cos 

kade {to ravenstvoto treba da se podrazbere kako ravenstvo na dve 
mno`estva. Broevite koi se n-ti koreni od eden kompleksen broj w  
odgovaraat na to~ki vo Gausovata kompleksna ramnina, koi se temiwa 
na pravilen n-agolnik vpi{an vo krug so centar vo koordinatniot 

po~etok i radius ednakov na  n w . 
Da zabele`ime deka ponekoga{ se koristi i eksponencijalniot 

vid  na kompleksniot broj  
iϕz = |z| e , 

pri {to e iskoristena formulata na Ojler:  
iϕcosϕ + i sinϕ = e . 
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§3. NIZI OD REALNI BROEVI 
 
 
 

Grani~niot proces e eden od najva`nite osnovni poimi vo 
matematikata, pokonkretno vo matemati~kata analiza. 

 
Definicija 3.1. Ako na sekoj priroden broj n spored nekoe 

pravilo mu odgovara nekoj edinstven realen broj an, toga{ velime 
deka e zadadena niza od realni broevi. Za realnite broevi an velime 
deka se ~lenovi na nizata, an se vika op{t ~len na nizata, a n negov 
indeks. Nizata obi~no se ozna~uva so {an} ili so (an).  
 

Osven so op{tiot ~len nizata mo`e da bide zadadena i na drug 
na~in, na primer so vrska me|u pove}e nejzini ~lenovi, so prvite 
nekolku ~lenovi od koi mo`e lesno da se uo~i zakonot (praviloto) i 
dr. 

 

Primer 3.1. Nizata  1, 
2
1

, 
3
1

, ...., ima op{t ~len an = 
n
1  i zapis  

{
n
1 }.  

Primer 3.2. Nizata 1, −1, 1, −1, ...., ima op{t ~len an = (−1)n+1. 

Primer 3.3. Nizata so op{t ~len an e zadadena so vrskata  

an = 
2
1 (an−1 + an−2) 

i so prvite dva ~lena  
a1 = 1, a2 = 2. 

Primer 3.4. Aritmeti~ka niza (progresija) e niza zadadena so 
op{t ~len  

an = an−1 + d, 

kade {to  a0  i d se odnapred zadadeni.  
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Primer 3.5. Geometriska niza (progresija) e niza zadadena so 
op{t ~len  

an = q⋅an−1, 

kade {to a0 i q se odnapred zadadeni.  
 

Od samata definicija na nizata proizleguva deka sekoja niza 
ima beskone~no mnogu ~lenovi, dodeka mno`estvoto od ~lenovi na 
nizata  mo`e da bide i kone~no, kako vo primerot 3.2.  
 
 
 

3.1. KONVERGENTNI NIZI:  POIM, DEFINICIJA, 
GEOMETRISKA INTERPRETACIJA I OSOBINI 

 
 

Definicija 3.2. Za kone~niot realen broj a velime deka e 
granica (limes) na nizata {an} ako za sekoj realen pozitiven broj ε 
postoi priroden broj n0(ε) (koj zavisi od ε) takov {to za site ~lenovi 
an,  za ~ii indeksi va`i  n > n0, da va`i neravenstvoto ⎢an − a ⎢< ε. 

Vo toj slu~aj pi{uvame  

→∝n
lim an = a 

i velime deka nizata {an} se stremi kon granicata a koga n se stremi 
kon beskrajnost.  

Da zabele`ime deka ε ponekoga{ se konkretizira kako dovolno 
mal pozitiven realen broj. 
 

Definicija 3.3. Nizata {an}  velime deka e konvergentna vo R 
ako postoi kone~en realen broj koj e nejzina granica. Nizite koi ne se 
konvergentni se narekuvaat divergentni. 
 

Primer 3.6. Nizata {
n
1 } e konvergentna so granica 0. 

Re{enie: Navistina, neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. 

Toga{ za realniot broj 
ε
1

, spored aksiomata na Arhimed, postoi 

priroden broj n0, taka {to n0 > 
ε
1

,  t.e. 
0

1
n

 < ε. Toga{ za sekoe n > n0 }e 
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va`i 
n
1  < 

0

1
n

 < ε odnosno }e va`i ⎢an − a | = |
n
1  − 0| = 

n
1

 < ε. Bidej}i ε e 

realen broj, a n0 e priroden broj, obi~no za n0 se zema cel del, {to 

zna~i vo ovoj slu~aj deka n0 = [
ε
1 ], kade [x] go ozna~uva najgolemiot cel 

broj pomal od x. 
 

Primer 3.7. Da se doka`e deka  

→∝n
lim

n
1  = 0. 

Re{enie: Neka ε e realen proizvolen pozitiven broj. Za da go 
najdeme soodvetniot priroden broj n0 (ako postoi), }e trgneme od 
neravenstvoto  

|
n

1  − 0| < ε 

i }e go dobieme ekvivalentnoto neravenstvo  

n > 2

1
ε

. 

Spored toa, ako za n0 go zememe prirodniot broj [ 2
1
ε

], toga{ za sekoj 

priroden broj n > n0 }e va`i ekvivalentnoto neravenstvo  

|
n

1  − 0| < ε. 

     
Da zabele`ime deka vo nekoi slu~ai lesno ne se dobiva 

ekvivalentno neravenstvo od koe bi se dobil baraniot priroden broj 
n0. Vo toj slu~aj izrazot |an − a| se poednostavuva so izraz pogolem od 
nego i duri potoa se preminuva na neravenstvoto < ε. 

 
Primer 3.8. Nizata {an}, kade an = c (c e konstanta) za sekoj 

priroden broj n, se vika niza-konstanta i taa e konvergentna so 
granicata c.  

Re{enie: Za dokaz e dovolno za n0 da se zeme vrednost 1. Toga{ 
za koj bilo pozitiven realen broj ε neravenstvoto  

|an − c| = |c − c| = 0 < ε 
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}e bide zadovoleno za sekoe n (bidej}i spored uslovot ε > 0) pa mo`e 
formalno da se ka`e deka e zadovoleno za sekoj priroden broj n > 1 (= 
n0). 

Neravenstvoto   

⎢an − a ⎢< ε 

od definicijata za granica vsu{nost se sveduva na dve neravenstva  

− ε < an − a < ε 

odnosno  
a − ε < an < a + ε. 

Spored toa, geometriskata interpretacija na definicijata za 
konvergentna niza }e se sostoi vo slednoto tvrdewe. Realniot broj a  
e granica na nizata {an} ako vo sekoja ε-okolina na to~kata a   

V(a, ε) = (a − ε, a + ε) 

ima beskone~no mnogu ~lenovi na nizata, a nadvor kone~no mnogu 
(najmnogu n0(ε)). 

Spored ovaa interpretacija e o~evidno deka konvergentnosta 
na edna niza nema da se menuva ako od nea se otstranat kone~en broj 
~lenovi. 

 

Primer 3.9.  Za nizata {
n
1 }, pri ε = 

10
1

, n0 = 10. Zna~i nadvor od 

intervalot (−
10
1

, 
10
1

) se nao|aat ~lenovite so indeksi pomali ili 

ednakvi na 10 (vkupno 10 na broj), t.e. ~lenovite  

1, 
2
1

, 
3
1

, 
4
1

, 
5
1

, 
6
1

, 
7
1

, 
8
1

, 
9
1

, 
10
1

, 

dodeka site drugi (beskone~no mnogu) se vo intervalot (−
10
1

, 
10
1

). 

 

Primer 3.10. Da se poka`e deka nizata {(−1)n} ne e 
konvergentna.  

Re{enie: Neka konkretna vrednost na ε e 
2
1

. Toga{ vo taa ε-

okolina na to~kata 1 se nao|aat site ~lenovi na nizata so paren 
indeks, {to zna~i beskone~no mnogu, dodeka pak nadvor od istata 
okolina na to~kata 1 se nao|aat site ~lenovi na nizata so neparen 
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indeks, {to isto taka zna~i beskone~no mnogu. Spored toa, 1 ne mo`e 
da bide granica na nizata. Na ist na~in se poka`uva deka i −1 ne mo`e 
da bide granica. ]e navedeme i drug na~in na dokazot. Ako  

ε = 
2
1

, 

toga{ ne mo`e da se najde n0 takvo {to za site prirodni broevi n > n0 
bi va`elo neravenstvoto  

|(−1)n − 1| < 
2
1

. 

Kolku i da e n0 golemo, sekoga{ postoi neparen priroden broj 
pogolem od nego za koj neravenstvoto ne bi bilo zadovoleno. Istoto 
razmisluvawe mo`e da se primeni i za neravenstvoto   

|(−1)n − (−1)| < 
2
1 . 

 
Definicija 3.4. Nizata {an} e ograni~ena ako postoi kone~en 

realen broj M > 0 taka {to za sekoj priroden broj n da va`i |an| < M. 
 
Osobina 3.1. Ako nizata {an} e konvergentna, toga{ nejzinata 

granica e ednozna~no opredelena. 
 

Dokaz: Da pretpostavime deka nizata ima dve razli~ni granici,  
a i b, pri {to neka a < b. Neka zememe konkretna vrednost za ε, i toa   

ε = 
3
1

(b − a). 

Soodvetnite ε-okolini na to~kite a i b  }e bidat disjuktni mno`estva  
(crte` 3). 
 

 
 

--------(------|------)-------(-------|-------)------→ 
  a−ε    a      a+ε      b−ε      b      b+ε 

 

Crte` 3 
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Spored pretpostavkata nadvor od intervalot (a − ε, a + ε) ima 
kone~en broj ~lenovi od nizata (najmnogu n0(ε)), {to zna~i i vo 
intervalot (b − ε, b + ε), {to pak protivre~i na pretpostavkata deka b 
e isto taka granica. 
 

Osobina 3.2. Ako nizata {an} e konvergentna, toga{ e 
ograni~ena.  

 

Dokaz: Neka nizata {an} e konvergentna so granica a. Toga{ za ε 
= 1 }e postoi priroden broj n0(1), taka {to za sekoe n > n0 }e bide 
to~no neravenstvoto |an − a| < 1, odnosno neravenstvoto  

|an| = |an − a + a| < |an − a| + |a| < 1 + |a|. 

Neka so M go ozna~ime brojot  

max{|a1|, |a2|, ..., | |, 1 + |a|}. a n0

Toga{ za sekoj priroden broj n }e va`i |an| < M.   
               

Obratnoto tvrdewe ne mora da va`i. Na primer, nizata {(−1)n} e 
ograni~ena so M = 2, no sepak ne e konvergentna (primer 3.10). 
 

Osobina 3.3. Ako nizata {an} e konvergentna so granicata a i 
a<b (a > b), toga{ postoi priroden broj n0, taka {to za sekoj priroden 
broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  

an < b (an > b). 

Dokaz: Od konvergencijata na nizata sledi deka za  

ε = b − a 

postoi priroden broj n0, taka {to za sekoj priroden broj n > n0 }e va`i 
neravenstvoto                

|an − a| < b − a, 

odnosno neravenstvata  

2a − b < an < b, 

od kade za dokaz e potrebno samo neravenstvoto an < b. Na  ist na~in se 
doka`uva i slu~ajot koga a > b.  
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Posledica 3.1. Specijalno za b = 
2
a  (a ≠ 0) spored osobinata 3.3 

}e postoi priroden broj n0, taka {to za sekoj priroden broj n > n0 }e 

va`i |an| > |
2
a |.  

Dokaz: Neka a > 0. Toga{ za b = 
2
a  (bidej}i a > 

2
a ) spored 

osobinata 3.3 }e postoi priroden broj n1, taka {to za sekoj priroden 
broj n > n1 }e va`i neravenstvoto  

an > 
2
a

 = |
2
a | 

(bidej}i spored uslovot a > 0). 

Neka a < 0. Toga{ za b = 
2
a  (bidej}i sega a < 

2
a ) spored osobinata 

3.3 }e postoi priroden broj n2, taka {to za sekoj priroden broj n > n2 
}e va`i neravenstvoto  

an < 
2
a

 < |
2
a | 

(spored osobinata za apsolutna vrednost), odnosno neravenstvoto  

−an > −
2
a

 = |
2
a |. 

Neka  

n0 = max{n1, n2}. 

Toga{ od neravenstvata  

an > |
2
a |    i    −an > |

2
a | 

sleduva deka za sekoj priroden broj n > n0 }e va`i neravenstvoto 

|an| > |
2
a |. 

 
Osobina 3.4. Ako nizite {an} i {bn} se konvergentni so 

granicite a i b soodvetno i ako za sekoj priroden broj n (ili ∀n >n0 >1) 
va`i neravenstvoto an ≤ bn, toga{ a ≤ b. 
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Dokaz: Da pretpostavime obratno, t.e. neka a > b. Od 
konvergencijata na nizite sleduva deka za specijalno  

ε = 
2
1 (a − b) ( > 0) 

}e postojat prirodni broevi n1 i n2,  taka {to za sekoj priroden broj n 
> n1 }e va`i neravenstvoto a − ε < an, a za sekoj priroden broj n > n2  }e 
va`i neravenstvoto  

bn < b + ε. 

Ako so n0  go ozna~ime brojot max{n1, n2} toga{ za sekoj priroden broj 
n > n0 }e va`at neravenstvata  

bn < b + ε = b + 
2
1 (a − b) = 

2
1 (a + b) = a − 

2
1 (a − b) = a − ε  < an, 

odnosno neravenstvoto bn < an, {to protivre~i na pretpostavkata 
dadena vo uslovot. Zna~i, na{ata pretpostavka e pogre{na, t.e. mora 
da e a ≤ b. 
 

Osobina 3.5. Ako nizite {an} i {bn} se konvergentni i imaat 
ista granica a i ako za ~lenovite na dvete nizi i na treta niza {cn} za 
sekoj priroden broj n va`at neravenstvata an ≤ cn ≤ bn, toga{ i nizata 
{cn} e konvergentna i ima ista granica a. 

Dokaz: Od konvergentnosta na nizite {an} i {bn} sleduva deka za 
proizvolen (no eden ist za dvete nizi) pozitiven realen broj ε mo`e 
da se najdat prirodni broevi n1 i n2, taka {to za sekoj priroden broj n 
> n1 }e va`i neravenstvoto  

a − ε < an, 

a za sekoj priroden broj n > n2  }e va`i neravenstvoto  

bn < a + ε. 

Toga{ za sekoj priroden broj n > n0, kade {to n0 = max{n1, n2},  }e va`at 
neravenstvata  

a  − ε < an ≤ cn ≤ bn < a + ε, 

odnosno neravenstvoto  

|cn − a| < ε, 

{to zna~i deka nizata {cn} e konvergentna i ima ista granica a. 
Ovaa osobina se narekuva i osobina na me|uniza ili na sendvi~- 

niza. 
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3.2. ARITMETI^KI OPERACII SO KONVERGENTNI  
BROJNI NIZI.  BESKONE^NO MALI I BESKONE^NO 

GOLEMI NIZI. TEOREMA ZA MONOTONI  
I OGRANI^ENI NIZI. 

 
 

Neka se dadeni dve konvergentni nizi {an} i {bn} so granici a i 
b, soodvetno. Definirame novi nizi so op{ti ~lenovi an ± bn, an⋅bn i 

n

n

b
a

, nare~eni suma-niza, razlika-niza, proizvod-niza i koli~nik-niza, 

pri {to za koli~nik-nizata e potrebno da se pretpostavi deka za sekoj 
priroden broj n, bn ≠ 0. 

 
Teorema 3.1. Ako nizite {an} i {bn} se konvergentni so 

granicite a i b soodvetno, toga{ i nizite zbir-niza, razlika-niza, 
proizvod-niza i koli~nik-niza se konvergentni so granicite a ± b, a⋅b, 

b
a , soodvetno, pri {to za poslednoto treba i uslov b ≠ 0. 

Dokaz: a) Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Toga{ 
spored uslovot }e postojat prirodni broevi n1 i n2, taka {to za sekoj 
priroden broj n > n1 }e va`i neravenstvoto  

|an − a| < 
2
ε

 

i za sekoj priroden broj n > n2 }e va`i neravenstvoto  

|bn − b| < 
2
ε

. 

Neka so n0 go ozna~ime brojot max{n1, n2}. Toga{ za sekoj priroden 
broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  

|(an ± bn) − (a ± b)| ≤ |an − a| + |bn − b| < 
2
ε  + 

2
ε  = ε . 

So toa e doka`ano tvrdeweto za zbir-nizata i razlika-nizata. 

b) Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od 
konvergencijata na nizata {bn}, spored osobinata 3.2 }e postoi realen 
broj M > 0, taka {to za sekoj priroden broj n }e va`i  

|bn| < M. 
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Pritoa slobodno mo`eme da pretpostavime deka  

|a| < M 

(vo sprotivno za M go zemame |a|). Spored uslovot }e postojat prirodni 
broevi n1 i n2, taka {to za sekoj priroden broj n > n1 }e va`i 
neravenstvoto  

|an − a| < 
M
ε

2
 

i za sekoj priroden broj n > n2 }e va`i neravenstvoto  

|bn − b| < 
M
ε

2
. 

Neka so n0 go ozna~ime brojot max{n1,n2}. Toga{ za sekoj priroden broj 
n > n0 }e va`i neravenstvoto  

|an⋅bn − a⋅b| = |an⋅bn − a⋅bn + a⋅bn − a⋅b| ≤ |an⋅bn − a⋅bn| + |a⋅bn − a⋅b| =  

= |bn|⋅|an − a| + |a|⋅|bn − b| < M ⋅
M
ε

2
 + M ⋅

M
ε

2
 = ε, 

so {to dokazot e zavr{en za proizvod-nizata.  

v)  Spored posledicata 3.1 }e postoi priroden broj n1, taka {to 
za sekoj priroden broj n > n1 }e va`i neravenstvoto  

|bn| > 
2
1 |b|. 

Od druga strana, za proizvolen pozitiven realen broj ε }e postojat 
prirodni broevi n2 i n3, taka {to za sekoj priroden broj n > n2 }e va`i 
neravenstvoto  

|an − a| < 
4
1 ε⋅|b| 

i za sekoj priroden broj n > n3 }e va`i neravenstvoto                  

|bn − b| < 
||4

1
a

ε⋅b2. 

Neka so n0 go ozna~ime max{n1, n2, n3}.Toga{ za sekoj priroden broj n > 
n0 }e va`i neravenstvoto  

|
n

n

b
a  − 

b
a | = |

bbn ⋅
1 (an⋅b − bn⋅a)| = 

||||
1

bbn

⋅|(an − a)⋅b + (b − bn)⋅a| ≤  
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||
1

nb
|an − a| + 

||||
1

bbn

|b − bn|⋅|a| < (
4
1 ε⋅|b|)⋅(

||
2
b

) + 
2
ε

 = ε, 

so {to dokazot e zavr{en za koli~nik-nizata.  
 

Da zabele`ime deka obratnoto ne mora da va`i, t.e. mo`e 
razlika-nizata da bide konvergentna niza, no formira~kite nizi da 
ne bidat konvergentni. Na primer, ako an = bn = n, toga{ razlika-
nizata {0} e konvergentna so granica 0, a dvete formira~ki nizi ne se 
konvergentni (tie se neograni~eni, osobina 3.2) . 

 
Definicija 3.5. Ako nizata {an} e konvergentna i nejzinata 

granica e 0, toga{ taa se narekuva nula-niza ili beskone~no mala 
niza. 
 

Definicija 3.6. Nizata {an} e beskone~no golema niza ako za koj 
bilo pozitiven realen broj A postoi priroden broj n0(A), taka {to za 
sekoj priroden broj n > n0 va`i neravenstvoto |an| > A. 
 

Od samata definicija proizleguva deka sekoja beskone~no 
golema niza e divergentna vo R (no ne vo pro{ireno R), bidej}i ne e 
ograni~ena. 

Mo`e da se poka`e deka op{tiot ~len an na sekoja 
konvergentna niza so granica a  mo`e da bide pretstaven vo vid  

an = a + αn

kade {to αn  e op{t ~len na nekoja nula-niza. 
Ovde }e se zadr`ime samo na nekolku tvrdewa za beskone~no 

malite i beskone~no golemite nizi. Vrz osnova na teoremata 3.1  
sleduva deka zbir-niza, razlika-niza i proizvod-niza na dve nula-nizi 
e pak nula-niza. 

 
Osobina 3.6 Ako {αn} e nula-niza i {an} ograni~ena niza, toga{ 

proizvod-nizata {αn⋅an} e nula-niza. 

Dokaz: Od ograni~enosta na nizata {an} postoi pozitiven 
realen broj M, taka {to za sekoj priroden broj n }e va`i 
neravenstvoto  

|an| < M. 

Ponatamu, neka ε e pozitiven proizvolen realen broj. Spored uslovot 
{αn} e nula-niza i }e postoi priroden broj n0(ε), taka {to za sekoj 
priroden broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  
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|αn| < 
M
ε , 

odnosno neravenstvoto  

|αn⋅an| = |an|⋅|αn| < M 
M
ε

= ε, 

{to zna~i deka nizata {αn⋅an}  e nula-niza. 
 

Osobina 3.7. Ako {an} e beskone~no golema niza, toga{ nizata-

koli~nik {
na

1 } e beskone~no mala niza (pri formiraweto na 

koli~nik-nizata se otstranuvaat site ~lenovi od beskone~no 
golemata niza koi se 0, a koi sigurno gi ima kone~no mnogu).  

Ako  {αn} e nula-niza, ~ii ~lenovi se razli~ni od nula (ili 
kone~no mnogu ~lenovi se nula, pa se otstranuvaat), toga{ koli~nik-

nizata {
nα

1 }  e beskone~no golema niza.  

Dokaz: Spored definicijata 3.6 za M = 1 }e postoi priroden 
broj n1, taka {to za sekoj priroden broj n > n1 }e va`i |an| > 1. 
Ponatamu, neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Spored 

definicijata 3.6 za realniot pozitiven broj 
ε
1

 }e postoi priroden 

broj n2,  taka {to za sekoj priroden broj n > n2 }e va`i neravenstvoto  

|an| > 
ε
1

. 

Neka n0 = max{n1, n2}. Toga{ za sekoj priroden broj n > n0 }e va`i   

|
na

1  − 0| = 
||

1

na
 < ε, 

so {to e doka`ano deka nizata {
na

1 } e nula-niza.  

Neka sega {αn} e nula-niza ~ii ~lenovi se razli~ni od nula. 
Neka M e proizvolen pozitiven realen broj. Toga{ za pozitivniot 

realen broj 
M
1

 }e postoi priroden broj n0, taka {to za sekoj priroden 

broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  
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|αn| < 
M
1

, 

odnosno neravenstvoto  

|
nα

1 | = 
||

1

nα
 > M, 

so {to e doka`ano deka {
nα

1 } e beskone~no golema niza. 

 
Definicija 3.7. Za niza {an} velime deka monotono raste 

(opa|a) ako za sekoj priroden broj n va`i  

an ≤ an+1    (an ≥ an+1). 

 
 Nizite definirani so definicijata 3.7 se vikaat monotoni 

nizi. Ako va`i znakot za strogo neravenstvo, toga{ velime deka 
nizata strogo monotono raste (opa|a). 

 
Definicija 3.8. Za niza {an} velime deka e ograni~ena odgore 

(oddolu) ako postoi realen broj M (m), taka {to za sekoj priroden broj 
n da va`i neravenstvoto  

an < M    (an > m). 
 

Ponekoga{ se veli deka nizata e ograni~ena oddesno (odlevo). 
 
Teorema 3.2. Sekoja monotono raste~ka (opa|a~ka) i ograni~ena 

odgore (oddolu) niza e konvergentna.  

Dokaz: Neka nizata {an} monotono raste i e ograni~ena odgore. 
Toga{ vo soglasnost so definicijata 3.8 mno`estvoto od site nejzini 
~lenovi }e bide ograni~eno odgore i spored aksiomata VI za 
neprekinatost }e ima supremum. Neka toj supremum go ozna~ime so a. 
Spored definicijata 1.5 za supremum, za sekoj priroden broj n }e va`i 
neravenstvoto  

an ≤ a. 

Ponatamu, spored istata definicija 1.5, za ε proizvolen pozitiven 
realen broj }e postoi barem eden ~len od nizata (element od 
mno`estvoto ~lenovi na nizata) a , taka {to }e va`i neravenstvoto  

n0

a − ε < . an0
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Bidej}i pak spored uslovot nizata monotono raste, za sekoj priroden 
broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  

an0
 ≤ an. 

Koristej}i gi site tri neravenstva, za sekoj priroden broj n > n0 }e 
va`at neravenstvata  

a − ε < an0
 ≤ an ≤ a < a + ε, 

odnosno neravenstvoto  

|an − a| < ε, 

so {to teoremata e doka`ana. Na ist na~in se doka`uva i tvrdeweto 
za monotono opa|a~ka  i oddolu ograni~ena niza. 

 
 
 
 

3.3. NEKOI SPECIJALNI NIZI 
 
 

Ovde }e gi razgledame specijalnite nizi:  

1. { n n };     2. { n a },  a > 0 ;    3. {qn};     4.{
!n

an

};      5.{(1 + 
n
1 )n},  

so koi }e se sre}avame i ponatamu. 
Pritoa za doka`uvawe na nivnata konvergencija ili 

divergencija, pokraj koristewe na definicijata 3.2, }e gi koristime i 
osobinite 3.2, 3.5, 3.7, posledicata 3.1, kako i teoremite 3.1 i  3.2.                 
 

1. Za n > 1 }e va`i n n  > 1. Toga{ mo`eme da stavime  

n n  = 1 + αn, 

kade {to za sekoj priroden broj n }e va`i αn > 0. Od poslednoto 
ravenstvo so pomo{ na binomnata formula (teorema 1.1) za sekoj 
priroden broj n > 1 }e dobieme: 

n = (1+αn)n = 1 + nαn + 
2
1 n(n − 1)αn

2 + 
!3

1 n(n − 1)(n − 2)αn
3  + ... + αn

n =  

= 1 + 
2
1 n(n − 1)αn

2 + {nαn + 
!3

1 n(n − 1)(n − 2)αn
3 +...+ αn

n} > 1 + 
2
1 n(n − 1)αn

2, 
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odnosno }e go dobieme neravenstvoto:  

n > 1 + 
2
1 n(n − 1)αn

2, 

od kade {to se dobiva neravenstvoto  

0 < αn < 2 ⋅
n

1 . 

Spored osobinata 3.5 i teoremata 3.1, primeneta na proizvodot na 

nizite { 2 } i {
n

1 }, ~ii granici gi najdovme vo primerite 3.8 i 3.7, 

dobivame deka nizata {αn} e nula-niza. So toa e poka`ano deka nizata 
{ n n } e konvergentna so granicata 1. 
 

2. Neka a ≥ 1. Za sekoj priroden broj n > [a] }e va`i 
neravenstvoto 1 < n a  < n n . Od osobinata 3.5 i so koristewe na 

prvata specijalna niza sleduva deka nizata { n a }e konvergentna so 

granicata 1. Ako pak 0 < a < 1, toga{ n a  = 
n

a
1

1  i spored prviot del 

nizata { n

a
1 } e konvergentna so granicata 1 (1 < 

a
1

). Spored teoremata 

3.1 sleduva deka i vo ovoj slu~aj nizata { n a } e konvergentna so 
granicata 1. 
 

3. ]e poka`eme deka nizata {qn} e beskone~no mala niza  ako |q| 
< 1 i beskone~no golema niza ako |q| > 1. Vo specijalen slu~aj, koga q = 
1, se dobiva konstanta-niza koja e konvergentna so granicata 1, a koga 
q = −1, se dobiva divergentna niza razgledana vo  primerot 3.10. 
    Neka 0 < q < 1. Toga{ za sekoj priroden broj n }e va`i 
neravenstvoto qn > qn+1, {to zna~i deka nizata monotono opa|a. Od 
druga strana, za sekoj priroden broj n va`i neravenstvoto qn > 0, {to 
zna~i deka nizata e ograni~ena oddolu. Spored teoremata 3.2 nizata 
{qn} e konvergentna so granica nekoj kone~en broj A. So koristewe na 
posledicata od geometriskata interpretacija za konvergencija 
(izostavuvawe kone~en broj ~lenovi) i spored teoremata 3.1, }e 
dobieme  

A = q
∞→n

lim n+1 = q⋅q
∞→n

lim n = ( q)( q
∞→n

lim
∞→n

lim n) = q⋅A, 
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od kade za nao|awe na granicata A se dobiva ravenkata  

A⋅(1 − q) = 0. 

Bidej}i q ≠ 1, ja dobivame granicata A = 0.  

Neka −1 < q < 0. Poradi ravenstvoto  

| qn − 0 | = |qn| = |q|n = |q|n − 0 = | |q|n − 0 |, 

so koristewe na prviot del i definicijata 3.2, sleduva deka i vo ovoj 
slu~aj nizata e konvergentna so granicata 0. 

Neka |q| > 1. Toga{ 
||

1
q

 < 1 ili |
q
1 | < 1 pa, spored prethodno 

doka`anoto, nizata { nq
1 } e nula-niza. Spored osobinata 3.7 sleduva 

deka vo ovoj slu~aj nizata {qn} e beskone~no golema niza, t.e. e 

divergentna (bidej}i |q| > 1 za sekoj priroden broj n, nq
1  ≠ 0). 

 
4. ]e poka`eme deka nizata e konvergentna so granicata 0. 

Spored Arhimedovata aksioma za realniot broj |a| }e postoi priroden 
broj n0, taka {to }e va`i neravenstvoto |a| < n0. Toga{ za sekoj 
priroden broj n > n0 }e va`i |a| < n + 1. Od izrazot za op{tiot ~len na 
nizata se dobiva  

n

n

a
a 1+  = 

1
1
+n

a, 

odnosno  

||
|| 1

n

n

a
a +  = 

1
1
+n

|a|, 

od kade {to za sekoj priroden broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  

|an+1| < |an|. 

So toa poka`avme deka nizata {|an|} monotono opa|a, a bidej}i e i 
ograni~ena oddolu (|an| > 0), spored teoremata 3.2 taa e konvergentna so 
granica nekoj kone~en broj A. So koristewe na teoremata 3.1 i 
primerite 3.6 i  3.8 se dobiva:   

A = |a
∞→n

lim n+1| = |a
∞→n

lim n|⋅(
1

1
+n

|a| ) = (  |a
∞→n

lim n|)⋅(  |a|)⋅(
∞→n

lim
∞→n

lim
1

1
+n

) = A⋅|a|⋅0 = 0. 

Poradi ravenstvoto  
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|
!n

an

 − 0| = |
!n

an

| = 
!
||

n
a n

 = 
!
||

n
a n

 − 0 = |
!
||

n
a n

 − 0|, 

so koristewe na prethodnoto tvrdewe i definicijata 3.2 sleduva deka 

nizata {
!n

an

} e konvergentna so granicata 0 . 

 
5. Spored binomnata formula (teorema 1.1) primeneta na 

~lenovite an i an+1 od nizata, }e gi dobieme izrazite: 

an = (1+
n
1 )n = 1 + n

n
1  + 

!2
1 [n(n − 1)] 2

1
n

 + 
!3

1 [n(n − 1)(n − 2)] 3

1
n

 + ... + 

+ 
!

1
n

{n(n − 1)(n − 2) ⋅⋅⋅ [n − (n − 1)]} nn
1  = 2 + 

!2
1 (1 − 

n
1 ) + 

+ 
!3

1 (1 − 
n
1 )(1 − 

n
2 ) + ... + 

!
1
n

(1 − 
n
1 )(1 − 

n
2 ) ⋅⋅⋅ (1 − 

n
n 1− ); 

 

an+1 = (1+
1

1
+n

)n+1 = 2 + 
!2

1 (1 − 
1

1
+n

) + 
!3

1 (1 − 
1

1
+n

)(1 − 
1

2
+n

) + ... + 

+ 
!

1
n

(1 − 
1

1
+n

)(1 − 
1

2
+n

) ⋅⋅⋅ (1 − 
1
1

+
−

n
n ) + 

+ 
)!1(

1
+n

(1 − 
1

1
+n

)(1 − 
1

2
+n

) ⋅⋅⋅ (1 − 
1
1

+
−

n
n  )(1 − 

1+n
n ). 

So koristewe na  neravenstvata  

1 − 
n
k  < 1 − 

1+n
k     i    1 − 

1+n
k  > 0, 

koi va`at za site prirodni broevi k i n, pri {to k ≤ n  (koi lesno se 
dobivaat trgnuvaj}i od neravenstvoto n < n + 1), so sporeduvawe na 
site soodvetni sobiroci (koi se pozitivni) i zemaj}i predvid deka 
~lenot an+1 ima i u{te eden pozitiven sobirok, doa|ame do 
neravenstvoto an+1 > an koe va`i za sekoj priroden broj n, {to zna~i 
deka na{ata niza monotono raste. 

Bidej}i za k = 1, 2, 3, ..., n − 1 va`at neravenstvata 1 − 
n
k  < 1, }e 

imame 
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an = 2 + 
!2

1 (1 − 
n
1 ) + 

!3
1 (1 − 

n
1 )(1 − 

n
2 ) +...+ 

!
1
n

(1 − 
n
1 )(1 − 

n
2 ) ⋅⋅⋅ (1 − 

n
n 1− ) 

<  

< 2 + 
!2

1  + 
!3

1  + ... + 
!

1
n

. 

Ako pak gi iskoristime neravenstvata  

k! = 2⋅3⋅4⋅⋅⋅k ≥ 2⋅2⋅2⋅⋅⋅2 = 2k-1

koi va`at za sekoj priroden broj k ≥ 2, }e go dobieme neravenstvoto 

an < 1 + [1 + 
2
1  + (

2
1 )2 + ... + (

2
1 )n-1]  = 1 + 2[1 −  (

2
1 )n] = 3 − (

2
1 )n < 3. 

Poslednoto neravenstvo }e va`i za sekoj priroden broj n {to zna~i 
deka nizata e ograni~ena odgore i spored teoremata 3.2 poka`avme 
deka nizata   

{(1+
n
1 )n} 

e konvergentna. Nejzinata granica e brojot  e ~ 2,718281.... (Neperov 
broj), za koj e doka`ano deka e iracionalen broj. 
 
 
 

3.4. KONVERGENCIJA NA  NIZI VO PRO[IRENO 
MNO@ESTVO NA REALNITE BROEVI 

 
Vo definicijata 3.2 granicata na nizata be{e kone~en realen 

broj. Sega }e ja pro{irime taa definicija na nizi koi mo`at da imaat 
i granica +∝ odnosno −∝. 

 
Definicija 3.9. Nizata {an} ima granica +∝ (−∝) ako za sekoj 

proizvolen pozitiven realen broj A postoi priroden broj n0, taka {to 
za sekoj priroden broj n > n0  va`i neravenstvoto  

an > A     (an < −A). 

Toga{ pi{uvame  

∞→n
lim an = +∝        (  a

∞→n
lim n = −∝). 
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Od poslednata definicija mo`eme lesno da zaklu~ime deka ako 
edna niza ima granica +∝ odnosno −∝, toga{ taa e beskone~no golema 
niza. Obratnoto ne mora da va`i, {to mo`e da se zaklu~i od primerot 
so nizata {(−1)n⋅n} koja e beskone~no golema, no gi nema kako granici  
+∝ odnosno −∝. Sepak va`i tvrdeweto deka ako nizata {an} e 
beskone~no golema niza, toga{ nizata {|an|} ima granica +∝.  

Mo`eme da ka`eme deka so ovaa dopolnitelna definicija go 
pro{irivme poimot za konvergencija vo pro{ireno mno`estvo 
realni broevi smetaj}i gi i nizite so granica +∝ odnosno −∝ kako 
konvergentni nizi vo pro{irena smisla. 

Site dosega navedeni osobini i teoremi za konvergentni nizi 
}e va`at i za konvergentnite nizi vo pro{irena smisla, so zabele{ka 
deka pritoa se izostavuvaat rezultatite koga se pojavuvaat izrazi od 

vid:   
∝±
∝±

;   (+∝) + (−∝);   0⋅(±∝) (nare~eni neopredeleni izrazi).  

Vo slu~aite koga se javuvaat ovie neopredeleni izrazi mo`ni 
se nekoi transformacii koi zavisat od konkretni nizi, so koi bi se 
dobile sepak izrazi na koi mo`at da se primenat osobinite odnosno 
teoremite za konvergentni nizi. 

 

Primer 3.11. Da se najde  
∞→n

lim
1
1

2

2

−
+

n
n .  

Re{enie: O~evidno se raboti za neopredelen izraz od vid 
∝+
∝+

, 

bidej}i nizite {n2 + 1} i {n2 − 1} imaat granica +∝ i za nao|awe na 
baranata granica ne mo`e da se primeni teoremata 3.1. Ako na 
op{tiot ~len od nizata ~ija granica se bara se izvr{at slednite 
transformacii  

1
1

2

2

−
+

n
n  = 

)11(

)11(

2
2

2
2

n
n

n
n

−

+
 = 

2

2

11

11

n

n
−

+
, 

}e se dobie izraz za op{tiot ~len kako koli~nik od dve konvergentni  

nizi {1 + 2

1
n

} i {1 − 2

1
n

}, taka {to }e mo`e da se primeni  teoremata 

3.1. Zna~i, nizata e konvergentna so granicata 1. 
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3.5. PROIZVOLNI NIZI 
 

Definicija 3.10. Neka e dadena niza {an} i proizvolna strogo 
monotono raste~ka niza od prirodni broevi {kn}. Neka ponatamu od 
nizata {a } gi izbereme ~lenovite so indeksi k , k , k , ..., kn n1 2 3 , ..., i 
formirame nova niza { }. Na toj na~in dobienata niza { } se 

narekuva podniza na nizata {a
nka

nka

}  definirana so nizata indeksi {kn n}.  

Od definicijata e jasno deka za edna brojna niza mo`at da se 
formiraat beskone~no mnogu nejzini podnizi i deka sekoga{ za sekoj 
priroden broj n va`i neravenstvoto kn ≥ n.  

 
Osobina 3.8. Ako nizata {an} e konvergentna so granicata a, 

toga{ i koja bilo nejzina podniza e konvergentna so istata granica.  

Dokaz: Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Bidej}i 
nizata {a } e konvergentna, }e postoi priroden broj nn 0 takov {to za 
sekoj priroden broj n > n0 }e va`i neravenstvoto  

|an − a| < ε. 

Neka{ } e proizvolna podniza. Bidej}i k
nka n ≥ n, od prethodnoto 

neravenstvo sleduva deka za site prirodni broevi (indeksi) k > nn 0 }e 
va`i neravenstvoto  

| − a| < ε, 
nka

{to zna~i deka podnizata { } e konvergentna so granicata a. Od 

proizvolnosta na izborot na podnizata sleduva deka toa va`i za site 
podnizi. 

nka

 
Osobina 3.9. Ako site podnizi na nekoja niza {an} se 

konvergentni i imaat ista granica, toga{ i samata niza {an} isto taka 
e konvergentna so istata granica. 

Dokaz: Bidej}i i samata niza za sebe e podniza, od uslovot 
sleduva deka e konvergentna so nekoja granica a, pa spored osobinata 
3.8 sleduva i dokazot. 
 

Definicija 3.11. Brojot a se narekuva to~ka na natrupuvawe za 
nizata{an}, ako vo koja bilo ε-okolina na to~kata a ima beskone~no 
mnogu ~lenovi od nizata. 
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Primer 3.12.  Nizata {(−1)n} ima dve to~ki na natrupuvawe, 1 i 
−1. 

2
1

Primer 3.13.  Nizata {sin nπ} ima tri to~ki na natrupuvawe, 1, 

−1 i 0. 
 

Postojat nizi koi imaat i pove}e to~ki na natrupuvawe. 
Mno`estvoto od to~ki na natrupuvawe na koja bilo niza sekoga{ ima 
najgolem i najmal element.  

Od definicijata 3.11 e jasno deka i granicata na edna 
konvergentna niza e to~ka na natrupuvawe. Da zabele`ime deka 
poimot to~ka na natrupuvawe za nizi ne e ist so istiot poim za 
mno`estvo.  

 
Teorema 3.3. Sekoja konvergentna niza {an} ima samo edna to~ka 

na natrupuvawe ednakva so nejzinata granica. 

Dokaz: Ako a e granica na nizata, toga{ spored definicijata 
3.11 i geometriskata interpretacija na definicijata za granica na 
niza, a e isto taka i to~ka na natrupuvawe za nizata. Da 
pretpostavime deka b e druga to~ka na natrupuvawe, razli~na od a, i 
da pretpostavime deka b < a . 

3
1

Da zememe konkretna vrednost ε = (a − b) > 0 (ako b > a, se zema 

ε = 
3
1

 (b − a) i ponatamu dokazot e ist). Toga{ vo ε-okolinata na 

to~kata a, t.e. vo intervalot (a − ε, a + ε), }e se nao|aat beskone~no 
mnogu ~lenovi na nizata, a nadvor kone~no mnogu (bidej}i a e 
granica). Toa zna~i deka vo intervalot (b − ε, b + ε), t.e. vo  ε-
okolinata na to~kata b, }e ima kone~no mnogu ~lenovi na nizata, {to 
e vo sprotivnost so pretpostavkata to~kata b da e to~ka na 
natrupuvawe. Spored toa, ne postoi druga to~ka na natrupuvawe osven 
granicata a. 
 
  Obratnoto ne mora da va`i. Ako edna niza ima samo edna to~ka 
na natrupuvawe, ne mora da e i konvergentna. 
 

Primer 3.14. Nizata so op{t ~len  

n
1n = n + (−1)  ⋅ n + a  n

ima samo edna to~ka na natrupuvawe 0, no ne e konvergentna . 
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Definicija 3.12. Najgolemata (najmalata) to~ka na 
natrupuvawe na edna niza se narekuva gorna (dolna) granica ili limes 
superior (inferior) i se ozna~uva  

a a
∞→n

lim       (
∞→n

lim ) n n

ili  
a        ( a  ). suplim

∞→n
inflim

∞→n
n n

Sekoga{      
a a

∞→n
lim

∞→n
lim  ≤ n n 

i ravenstvoto va`i za konvergentnite nizi. 
 

Definicija 3.13. Sistemot od brojni otse~ki (segmenti)  

[a , b ], [a , b ], ..., [a , b ], ..., n n1 1 2 2
kaj koi va`i  

a1 ≤ a2 ≤ .... ≤ an ≤ ... ≤ b  ≤ ... ≤ b  ≤ b , n 2 1

se narekuva sistem od vlo`eni otse~ki so oznaka {[a , bn n]}. Otse~ka 
ili segment e vsu{nost mno`estvo realni broevi definirano so  

{x| a ≤ x ≤ b} = [a, b]. 
 

Definicija 3.14. Neka e daden sistem vlo`eni otse~ki {[a , bn n]} 
(ne e brojna niza). Realniot pozitiven broj b − an n se narekuva dol`ina 
na segmentot [a , b ]. Ako nizata {b − an n n n}e nula-niza, toga{ velime 
deka sistemot {[a , b ]} e fundamentalen sistem. n n
 

Teorema 3.4. (Bolcano-Vajer{tras). Od koja bilo ograni~ena 
niza sekoga{ mo`e da se izdvoi konvergentna podniza. 

Dokaz: Neka nizata {xn} e ograni~ena, t.e neka postojat realni 
broevi a i b takvi {to za sekoj priroden broj n da va`i  

a ≤ xn ≤ b. 

Toga{ site ~lenovi na nizata pripa|aat na segmentot [a, b].  
Da go podelime segmentot na dva novi segmenta  

2
1

2
1[a, (a + b)]        i        [ (a + b), b]. 

Toga{ barem edniot }e sodr`i beskone~no mnogu ~lenovi od nizata 
(ako ne, toga{ dvata bi sodr`ele kone~no mnogu, {to e 
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kontradikcija). Neka segmentot koj sodr`i beskone~no mnogu ~lenovi 
go ozna~ime so [a1, b1] koj e podmno`estvo od segmentot [a, b]. 
Prodol`uvaj}i go toj proces, }e dobieme niza od vlo`eni segmenti 

[a, b] ⊃ [a , b ] ⊃ [a , b ] ⊃.....⊃ [a1 1 2 2 k, bk] ..., 
~ija dol`ina e  

k2
1bk − a (b − a), k = 

vo soglasnost so samata konstrukcija. Ako dol`inite se zemat kako 
niza  

k2
1 (b − a)}, {

toga{ zabele`uvame deka taa niza e konvergentna so granica 0 (spored 
specijalnata niza 3 i teoremata 3.1). 

Neka ponatamu od sekoj takov segment [ak, bk] izbereme po eden 
~len na nizata {xn} i go ozna~ime so  spored indeksot na segmentot 

od koj e izbran. Takov izbor e mo`en bidej}i spored konstrukcijata vo 
site taka dobieni segmenti ima beskone~no mnogu ~lenovi od nizata 
{x

knx

n}. Nizata { } dobiena na toj na~in e podniza na nizata {x
knx n} i go 

ima svojstvoto  
ak ≤ ≤ b

knx k  za k∈N. 

Od druga strana, nizata {ak}, formirana od levite kraevi na 
vlo`enite segmenti [ak, bk], e konvergentna spored teoremata 3.2, 
bidej}i e monotono raste~ka i ograni~ena odgore (na primer so b). 
Isto taka i nizata {bk} od desnite kraevi na vlo`enite segmenti [ak, 
bk] e konvergentna spored teoremata 3.2, bidej}i e monotono opa|a~ka 
i ograni~ena oddolu (na primer so a). Vo soglasnost so 
konstrukcijata, za sekoj priroden broj k va`i  

k2
1bk = a (b − a), k + 

pa spored teoremata 3.1 i specijalnata niza 3 sleduva deka nizite {ak} 
i {bk} imaat ista granica koja }e ja ozna~ime so c. Od svojstvoto pak na 
podnizata { }, konstruirana pogore, spored osobinata 3.5 }e 

sleduva deka i podnizata e konvergentna so istata granica c. Spored 
toa, so egzistencijata na konvergentnata podniza { } dokazot e 

zavr{en. 

knx

knx
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Da zabele`ime deka ne mora broevite a i bk k  da se i ~lenovi na 
nizata {x }. n

Vo soglasnost so ovaa teorema mo`e da se iska`e i druga 
definicija za to~ka na natrupuvawe. 

 
Definicija 3.11*. To~kata a se narekuva to~ka na natrupuvawe 

za nizata {an} ako od nea mo`e da se izdvoi podniza koja e 
konvergentna so granica a. 
 

Spored toa, teoremata 3.4 na Bolcano-Vajer{tras mo`e da se 
preformulira so tekst: Sekoja ograni~ena niza ima barem edna to~ka 
na natrupuvawe. 
 
 
 
 

3.6. FUNDAMENTALNI (KO[IEVI) NIZI.  
AKSIOMA NA KANTOR 

 
 

Definicija 3.15. Za nizata {an} velime deka e Ko{ieva 
(fundamentalna) ako za koj bilo pozitiven realen broj ε mo`e da se 
najde priroden broj n (ε), taka {to za site prirodni broevi n, m > n0 0 da 
va`i neravenstvoto  

|a  − an m| < ε. 
 

Ovaa definicija ja ima i slednata formulacija: 
 

Definicija 3.15*. Za nizata {an} velime deka e Ko{ieva 
(fundamentalna) ako za koj bilo pozitiven realen broj ε mo`e da se 
najde priroden broj n (ε), taka {to za sekoj priroden broj n > n0 0 i za koj 
bilo priroden broj p da va`i neravenstvoto  

|an+p − a | < ε n

(ako se stavi m = n + p,  }e se dobie definicijata 3.15). 
 

Teorema 3.5. Nizata {an} e Ko{ieva ako i samo ako e 
konvergentna vo R.  

Dokaz: Neka nizata {an} e konvergentna vo R so granica a. Toga{ 
za sekoj pozitiven realen broj ε sigurno }e postoi priroden broj n (ε), 0
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taka {to za sekoj priroden broj n > n0 i koj bilo priroden broj p }e 
va`at neravenstvata  

2
ε

2
ε|a  − a| <        i       |an n+p − a| <  (bidej}i n + p > n > n0). 

Zna~i, za sekoj priroden broj n > n0 i za koj bilo priroden broj p }e 
va`i neravenstvoto  

2
ε

2
ε|an+p − a | = |an n+p − a + a − an| < |a  − a| + |an+p n − a| <  = ε,  + 

{to zna~i deka nizata e Ko{ieva.  
Obratno, neka nizata {an} e Ko{ieva. Toga{ za konkretna 

vrednost ε = 1 }e postoi priroden broj n0, taka {to za sekoj priroden 
broj n > n  i za koj bilo priroden broj p }e va`i neravenstvoto  0

|an+p − a | < 1. n

Ako se zeme konkreten indeks n0 + 2 mesto indeksot n + p (pri 
{to p = 1 i n = n + 1 > n0 0), poslednoto neravenstvo }e va`i za sekoj 
priroden broj n > n  vo vid:  0

|  − a20 +na n| < 1, 

od kade {to se dobivaat i neravenstvata  

 − 1 < a20 +na n <  + 1, 20 +na

{to zna~i deka nizata e ograni~ena.  

Spored teoremata 3.4 i definicijata 3.11* nizata {an} ima 
barem edna to~ka na natrupuvawe i ostanuva u{te da se poka`e deka 
taa to~ka e edinstvena.  

Da pretpostavime deka postojat dve razli~ni to~ki na 
natrupuvawe a i b i da zememe konkretno    

3
1 |b − a|. ε = 

Toga{ vo ε-okolinata na to~kite a i b }e ima beskone~no mnogu 
~lenovi od nizata. Spored toa, }e postoi priroden broj n0(ε), taka {to 
za sekoj priroden broj n > n0 i koj bilo priroden broj p,  

an ∈ (a − ε, a + ε)      i      an+p ∈ (b − ε, b + ε), 

od kade {to se dobiva  

ε = 3ε − 2ε = |b − a| − 2ε < |b − a − 2ε| = |(b − ε) − (a + ε)| < |an+p − a |. n

Poslednoto neravenstvo protivre~i na pretpostavkata deka nizata 
{a } e Ko{ieva, so {to dokazot e zavr{en. n
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Da zabele`ime deka kaj Ko{ievata niza e karakteristi~no toa 
{to ne mora da se znae granicata na nizata.  

 
Primer 3.15. Neka e dadena niza so op{t ~len  

n
1a  = . n

Ovaa niza e Ko{ieva niza vo mno`estvoto  

A = (0, 1] ⊂ R, 

no ne e konvergentna vo A, bidej}i nejzinata granica 0 ne mu pripa|a 
na mno`estvoto A. 
 

Primer 3.16. Neka e dadena niza {a } so op{t ~len  n

an =  1 + q + q2  + ... + qn,   0 < q < 1. 

Da se ispita nejzinata konvergencija vo R. 

Re{enie: Za site prirodni broevi n i p }e va`i neravenstvoto  

q−1
1

q−1
1|an+p − an| = qn+1 + qn+2 + ... +qn+p = (qn+1 − qn+1+p qn+1) < . 

Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od konvergencijata na 
specijalnata niza {qn} (za 0 < q < 1) za ε1 = ε(1 − q) > 0 }e postoi 
priroden broj n , taka {to za sekoj priroden broj n > n  }e va`i  0 0

|qn+1 − 0| = qn+1 < ε(1 – q). 

Spored toa, i za sekoj priroden broj n > n0 i sekoj priroden broj p }e 
va`i neravenstvoto   

q−1
1|an+p − a | < ε(1 − q)  = ε, n

so {to poka`avme deka nizata e Ko{ieva, odnosno spored  teoremata 
3.5 taa e konvergentna vo R. 
 

Primer 3.17. Neka e dadena nizata {a } so op{t ~len  n

2
1

3
1

n
1a  = 1 +  +  + ... + . n

Da se ispita nejzinata konvergencija vo R. 

2
1

 i p = n.  Re{enie: Neka ε = 
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Toga{ za sekoj priroden broj n va`i neravenstvoto  

1
1
+n 2

1
+n n2

1
n2

1
2
1|an+p − a | = |an 2n − a  > n| =  +  + ... +  = . n

Zna~i, za konkretna vrednost na ε ne postoi priroden broj koj bi gi 
zadovolil barawata za Ko{ieva niza, pa spored toa ovaa niza ne e 
konvergentna . 

Vo dokazot na teoremata 3.2 za monotoni i ograni~eni nizi 
be{e koristena aksiomata VI za neprekinatost. Vo teorijata se 
poka`uva deka teoremata 3.2 e ekvivalentna na aksiomata VI za 
neprekinatost. Osven teoremata za Dedekindovi preseci postoi u{te 
edna teorema koja e ekvivalentna so aksiomata VI za neprekinatost, a 
toa e teoremata na Kantor za vlo`eni otse~ki.  

 
Teorema 3.6. (Princip na vlo`eni otse~ki − aksioma na 

Kantor.) Za sekoj sistem vlo`eni otse~ki postoi barem eden realen 
broj koj im pripa|a na site otse~ki. 
 

]e ja navedeme u{te i slednata teorema: 
 

Teorema 3.7. Za sekoj fundamentalen sistem vlo`eni otse~ki 
postoi edinstven realen broj koj im pripa|a na site otse~ki. 

Dokaz: Neka {[a , bn n]} e fundamentalen sistem vlo`eni otse~ki. 
Spored del od dokazot na teoremata 3.4 nizite {a } i {bn n} se 
konvergentni so ista granica c. ]e doka`eme u{te deka c e baraniot 
realen broj koj im pripa|a na site otse~ki.  

Da pretpostavime obratno, t.e. neka postoi segment 
][

00 nn b,a  

takov {to  
c∉ . ][

00 nn b,a
Toga{ c <  ili c > , {to e protivre~no na dokazot deka c e 

granica na monotono raste~kata niza {a
0na

0nb

n}, odnosno monotono 
opa|a~kata niza {bn}, vo soglasnost so teoremata 3.2. Edinstvenosta na 
brojot c sleduva od edinstvenosta na granicata na konvergentnite 
nizi {a } i {b }. n n
 

Primer 3.18. Da se poka`e deka sekoj realen broj e granica na 
monotono raste~ka (opa|a~ka) niza od racionalni broevi.  
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Re{enie: Neka x e realen broj. Spored Arhimedovata aksioma  
postoi cel broj k za koj va`at neravenstvata  

k < x < k + 1. 

Segmentot [k, k + 1] go delime na dva po dol`ina ednakvi segmenti:  

2
1

2
1[k, k + ]         i            [k + , k + 1]. 

2
1

2
1

Ako x pripa|a na [k, k + ], toga{ stavame r = k, q = k + 1 1 , a vo drugiot 

slu~aj stavame r
2
1= k + , q1 1 = k + 1. I vo dvata slu~aja dol`inata na 

segmentot [r
2
1, q ] }e bide 1 1 . Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka, }e 

dobieme fundamentalna niza od vlo`eni segmenti (otse~ki) {[r , qn n]}, 

r n2
1

n, q ∈ Q, so soodvetni dol`ini n , pri {to, spored konstrukcijata, x  

}e pripa|a  na sekoj od niv.  
Zna~i, dobivme niza {rn} od racionalni broevi za koi, spored 

konstrukcijata, za sekoj priroden broj n }e va`i neravenstvoto  

rn < x       i        rn < r . n+1

Spored toa, taka dobienata niza e monotono raste~ka i ograni~ena 
odgore, pa spored  teoremata 3.2 e konvergentna.  

Vtorata dobiena niza {qn} e monotono opa|a~ka i ograni~ena 
oddolu (x < qn, q < qn+1 n), {to zna~i deka spored teoremata 3.2 isto taka 
e konvergentna.  

Od druga strana, za sekoj priroden broj n va`i neravenstvoto  

n2
10 < x − rn < qn − rn =  

i neravenstvoto  

n2
10 < qn – x < qn − rn =  

i  spored osobina 3.5 nizite  

{x − r }      i      {qn n − x} 

se nula-nizi od kade se dobiva  baranoto tvrdewe. 
 
Primer 3.19. Da se poka`e deka sekoj realen broj e granica na 

niza od iracionalni broevi. 
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Re{enie: Neka x e realen broj. Ako x e iracionalen broj, toga{ 
baranata niza e konstanta-niza {x}. Ako x e racionalen broj, toga{ 
formirame niza so op{t ~len  

n
1 2an = x +  

koja spored soodvetnite osobini i teoremi e konvergentna so granica 
realniot broj x i so ~lenovi  iracionalni broevi. 
 
 Da se vratime na nizata  od prirodni broevi  

m , m , m , ..., m0 1 2 k,  m , … , k+1

definirana kaj realnite broevi, ~ii ~lenovi gi imaat slednite 
osobini: 

10
1m

2
2

10
m

k
km

10
0 ≤ mk+1 < 10k+1[a − m ] ≤ m −  −  − ... −  + 1, k+10

10
1m

2
2

10
m

k
km

10
 < 10, i = 1, 2, ..., k + 1,        a > m0 ≤ m  +  +  + ... + , i 0

za sekoj priroden broj k. 
Neka sega definirame niza od racionalni broevi so op{t ~len 

10
1m

2
2

10
m

n
nm

10
a  = m  +  +  + ... + . n 0

Spored gorenavedenite osobini ovaa niza monotono raste (0 ≤ mi), 
ograni~ena e od gore (so brojot a) i pri toa va`i neravenstvoto  

10
1m

2
2

10
m

n
nm

10 1
1

10
1

+
+ +

n
nm

n10
10 < a − [m  +  +  + ... + ] <  <  . 0

Spored teoremata 3.2 taka definiranata niza e konvergentna.  
Spored osobinata 3.5 nizata  

10
1m

2
2

10
m

n
nm

10
{a − [m  +  +  + ... + ]} 0

n10
1

e nula-niza (nizata { } e nula-niza spored specijalnata niza 3), pa 

spored teoremata 3.1 go dobivame zaklu~okot deka nizata {an} za 
granica go ima realniot broj a .  

Vsu{nost sme poka`ale deka za sekoj realen broj a postoi 
monotono raste~ka niza od racionalni broevi {an} (a i niza od 
prirodni broevi {m }), dobieni spored prethodno navedeniot n
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algoritam, ~ija granica e samiot realen broj a. Pritoa se dobiva 
decimalen zapis na realniot broj (decimalen broj), so zabele{ka deka 
e mo`no po kone~en broj ~ekori ~lenovite na nizata da bidat nula.  
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§4. REALNA FUNKCIJA  
OD EDNA REALNA PROMENLIVA  

 
4.1. OSNOVNI POIMI I DEFINICII 

 
  Do poimot funkcija mo`e da se dojde izu~uvaj}i gi odnosite 
me|u razli~ni golemini pri nekoi pojavi vo prirodata vo koi e dosta 
~esta (skoro neminovna) taa me|uzavisnost. Pritoa se sre}avame so 
golemini koi se menuvaat vo tekot na razgleduvaniot proces. Na 
primer, vo geometrijata e poznato deka plo{tinata na kvadrat so 
strana ~ija dol`ina e a e a2 i e jasno deka kvadrati so pogolemi strani 
imaat i pogolema plo{tina. Zna~i, mo`eme da zaklu~ime deka 
plo{tinata se menuva so promena na dol`inata na stranata, {to 
zna~i deka plo{tinata zavisi od dol`inata na stranata. 

Poimot funkcija zazema edno od centralnite mesta vo 
matematikata (no i vo drugi oblasti), a realnite funkcii od edna 
realna promenliva se samo eden specijalen slu~aj. Da zabele`ime 
deka poimot promenliva e razli~en od poimot nepoznata golemina 
kako {to e, na primer, kaj ravenkite. 

 
Definicija 4.1. Neka A i B se dve dadeni mno`estva. Ako na 

sekoj element od A, spored nekoj propis (zakon, pravilo) ednozna~no 
mu e pridru`en opredelen element od B, toga{ velime deka e 
definirana funkcija od A vo B.  

So mno`estvata A i B i so praviloto velime deka e zadadena 
funkcija so oznaka f (drugi oznaki g, h, F, G, ....). Pritoa pi{uvame f : A 
→ B, pri {to ako na elementot x ∈ A mu e pridru`en elementot y ∈ B, 
pi{uvame y = f(x). Elementot y se narekuva zavisno promenliva ili 
slika, a elementot x se narekuva nezavisno promenliva ili argument 
(original). Ponekoga{ za f(x) se veli deka e vrednost na funkcijata f 
vo to~kata x. Za mno`estvoto A velime deka e definiciona oblast 
(domen), a za mno`estvoto  

{f(x)⏐x ∈ A} = f(A) ⊆ B 

velime deka e mno`estvo vrednosti (kodomen). 
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Definicija 4.2. Neka A, B ⊆ R. Ako e zadadena funkcijata f : A → 
B toga{ velime deka e zadadena realna funkcija od edna realna 
promenliva.  
 

Ponekoga{ namesto oznaka f za funkcija se koristi i oznakata y 
= f(x), so {to pokraj oznakata za funkcijata se dadeni i oznakite za 
nezavisno i zavisno promenlivite. Praviloto spored koe e zadadena 
funkcijata mo`e da se iska`e na pove}e na~ini, i toa tekstualen 
(opisen), tabelaren, analiti~ki (so formula), grafi~ki i dr.  

Da zabele`ime deka so formulite  

f(x) = x2,      f(y) = y2,       f(z) = z2

e definirana edna ista funkcija. 

Ponatamu, namesto realna funkcija od edna realna promenliva 
}e go koristime terminot funkcija od edna promenliva. 

Vo dokazite }e ja koristime i slednata formulacija za 
definicija na funkcija:  
 

Definicija 4.1.* Neka A i B se dve dadeni mno`estva. Ako za 
koi bilo 

x1,  x2 ∈ A 

va`i implikacijata  

x1 = x2  ⇒  f(x1) = f(x2), 

odnosno implikacijata   

f(x1) ≠ f(x2)  ⇒  x1 ≠ x2, 

pri {to  
f(x1), f(x2) ∈ B 

se elementi koi spored nekoj propis (zakon, pravilo) se pridru`eni 
na elementite  

x1, x2 ∈ A 

soodvetno, toga{ velime deka e definirana funkcija od A vo B. 
 

Definicija 4.3. Neka e dadena funkcija f so definiciona 
oblast Df ⊆ R. Mno`estvoto od podredeni parovi {(x, f(x))⏐x ∈ Df}, so 
oznaka Gf, se narekuva grafik na funkcijata  f. 
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Geometriski gledano samo za nekoi klasi funkcii grafikot 
pretstavuva podmno`estvo to~ki (kriva) od ramninata vo koja e daden 
koordinaten sistem. 
 

Primer 4.1. Funkcijata so koja e dadena funkcionalnata 
zavisnost na povr{inata na kvadrat od dol`inata na negovata strana 
}e bide dadena analiti~ki so formulata  

f(x) = x2. 

Vo konkretniot slu~aj definicionata oblast ke bide intervalot [0, 
+∝), a kodomenot intervalot [0, +∝). Nejziniot grafik 

Gf = {(x, x2)⏐x ∈ [0, +∝) } 

geometriski e daden na crte`ot 4. 
 

 
             y 
 
                                             

1 
 
 
                                                       
  

                            0    1        x 
 
 

Crte` 4 
 
 

Da zabele`ime deka formulata so koja analiti~ki e zadadena 
ovaa funkcija dozvoluva nejzinata definiciona oblast da bide R. 
Samata priroda na problemot (dol`ina na otse~ka e pozitiven realen 
broj) ja ograni~uva nejzinata definiciona oblast. 
 

Primer 4.2. Funkcijata dadena analiti~ki so formulite:  

f(x) = 0,    za x ∈ I, 

i  

f(x) = 1,     za x ∈ Q   (funkcija na Dirihle), 
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e definirana na mno`estvoto R, no nejziniot grafik ne mo`e 
geometriski da se prestavi. Pritoa  

f(R) = {0, 1} 

i 
Gf  = {(x, 0)⏐x ∈ I } ∪ {(x, 1)⏐x ∈ Q}. 

 
Primer 4.3.  Funkcijata zadadena so formulata  

f(x) = [x] 

(nare~ena cel del od x) ima definiciona oblast R, dodeka kodomenot e 
mno`estvoto Z, a grafikot geometriski e daden na crte`ot 5. 
Vrednosta na ovaa funkcija vo to~kata x e najgolemiot cel broj pomal 
od x. 
 
                    y              y 
              2               
    y = [x]      y = sgn x      1 
              1               
             −2    −1                                                                                     0 
              0           1      2      3        x                                     x          
                    −1        
       

    −2      −1 
 
       Crte` 5     Crte` 6 
 
 

Primer 4.4. Funkcijata  

f(x) = 1,  za x > 0;       f(0) = 0;       f(x) = −1,   za x < 0,              ili    f(x) = sgnx 

(nare~ena signum od x), ima definiciona oblast R, kodomen 
mno`estvoto {−1, 0, 1}, a  grafikot geometriski e  daden na crte`ot 6.  
 

Definicija 4.4. Neka se dadeni dve funkcii f i g so 
definicioni oblasti E1 i E2, soodvetno.  Funkciite f i g se ednakvi na 
mno`estvoto E ako  

E1 ≡ E2 ≡ E 
ili  

E1 ∩ E2 ≡ E 

i ako  
∀x ∈ E,     f(x) = g(x). 
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Definicija 4.4.* Dve funkcii f i g se ednakvi ako se ednakvi 
nivnite grafici kako mno`estva. 
 

Primer 4.5. Funkciite  

  f : x → x       i        g : x → 
x

x2
 

ne se ednakvi, bidej}i h = 0 ne í pripa|a na definicionata oblast na 
funkcijata g, t.e. to~kata (0, 0) pripa|a na Gf, no ne pripa|a na Gg. Tie 
sepak se ednakvi na mno`estvoto R\{0}. 
 
 
 

4.2. ZBIR-FUNKCIJA, RAZLIKA-FUNKCIJA,  
PROIZVOD-FUNKCIJA I KOLI^NIK-FUNKCIJA. 

SLO@ENA FUNKCIJA 
 
 

Definicija 4.5.  Neka f i g se dve funkcii definirani nad edno 
mno`estvo E. Toga{ na sledniot na~in so definicionata oblast E se 
definiraat novi funkcii nare~eni zbir-funkcija, razlika-funkcija, 
proizvod-funkcija i koli~nik-funkcija: 

f ± g : x → f(x) ± g(x); 

f ⋅ g : x → f(x) . g(x); 

g
f  : x → 

)(
)(

xg
xf , 

ili 

(f ± g)(x) = f(x) ± g(x); 

(f ⋅ g)(x) = f(x) ⋅ g(x); 

(
g
f )(x) = 

)(
)(

xg
xf , 

pri {to za koli~nik-funkcijata e potrebno da se pretpostavi 
funkcijata g da ja ima osobinata  za sekoe  x ∈ E da va`i g(x) ≠ 0. 
 

Definicija 4.6. Neka e dadena funkcija f so definiciona 
oblast Df i F = f(Df) neka e nejzin kodomen. Neka ponatamu e dadena  
funkcija g so definiciona oblast F. Toga{ se definira nova 
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funkcija so oznaka g o f, nare~ena slo`ena funkcija so definiciona 
oblast Df , na sledniot na~in:  

g o f : x→ g(f(x)) 

ili  
(g o f)(x) = g(f(x)). 

 
Primer 4.6. Neka  

f(x) = x2       i      g(x) = 5x + 4 

se dve funkcii definirani na R. Toga{  

g o f : x  x
)( f

→ 2  5x
)(g

→ 2 + 4, 

odnosno  

(g o f)(x) = 5x2 + 4       (g(f(x)) = g(x2) = 5x2 + 4). 

Bidej}i  
f(R) = R, 

mo`eme da razgledame i druga slo`ena funkcija  f o g  koja }e bide 
zadadena so  

f o g : x  5x + 4  (5x + 4)
)(g

→
)( f

→ 2, 
t.e. 

(f o g)(x) = (5x + 4)2. 

 
O~evidno deka i ova e primer od koj mo`e da se zaklu~i deka vo 

op{t slu~aj  

f o g ≠ g o f 

(ne va`i komutativen zakon), dodeka vo op{t slu~aj mo`e da se doka`e 
deka za tri dadeni funkcii f, g i h va`i   

(f o g) o h = f o (g o h) (asocijativen zakon). 
 
 

4.3. INVERZNA FUNKCIJA  
 

Definicija 4.7. Neka e dadena funkcija f so definiciona 
oblast Df ,  pri {to spored definicijata 4.1 za  

∀x ∈ Df

 76 



§4. Realna funkcija od realna promenliva 

postoi ednozna~no opredelen broj y ∈ f(Df), taka {to y = f(x), odnosno za 
sekoe x1, x2 ∈ Df  da va`i implikacijata  

x1 = x2  ⇒  f(x1) = f(x2). 

Ako na  
∀y ∈ f(Df) 

mu odgovara edinstven broj x ∈ Df  taka {to y = f(x), toga{ velime deka 
e definirana nova funkcija od mno`estvoto f(Df) vo mno`estvoto Df, 
nare~ena inverzna funkcija na funkcijata f so oznaka f –1, a 
mno`estvoto  

{(f(x), x) | x ∈ Df } 

e nejzin grafik. 
 

Vo soglasnost so definicijata 4.1* potreben i dovolen uslov da 
postoi inverznata funkcija f –1 }e bide uslovot za sekoe x1, x2 ∈ Df da 
va`i implikacijata   

f(x1) = f(x2)  ⇒  x1 = x2

ili implikacijata  

x1 ≠ x2  ⇒  f(x1) ≠ f(x2). 

Od samata definicija e jasno deka definicionata oblast na 
inverznata funkcija f –1 e kodomenot na funkcijata f, a kodomenot na 
inverznata funkcija f –1 e definicionata oblast na funkcijata f. Isto 
taka lesno se uo~uva deka za sekoe x od Df   

f –1 o f : x → x 

i za sekoe y od f(Df)  

f o f –1 : y → y, 

od kade {to sleduva i konstatacijata deka inverzna funkcija od 
inverznata funkcija f –1 na nekoja funkcija f e samata taa funkcija f,  
t.e. (f –1) –1 = f (se razbira, pod uslovi za nivno postoewe). 

 
Primer 4.7. Neka e dadena funkcija  

f(x) = 2x + 1, 

so Df  = R i kodomen R. Da se najde inverznata funkcija f –1. 

Re{enie: Od ravenkata  
y = 2x + 1 

sleduva   
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x = 
2
1 (y − 1), 

taka {to f  –1 }e bide dadena so formulata  

f –1 (y) = 
2
1 (y − 1), 

t.e. so formulata  

f –1 (x) = 
2
1  (x − 1). 

Pritoa funkcijata f sigurno ima svoja inverzna funkcija, {to mo`e 
lesno da se poka`e (x1 ≠ x2  ⇒  2x1 + 1 ≠ 2x2 + 1). 
 

Teorema 4.1. Neka e dadena funkcija f  so definiciona oblast Df 
i neka postoi  nejzinata inverzna funkcija  

g  = f –1. 

Ako grafikot na funkcijata f mo`e geometriski da se 
interpretira, toga{ grafikot na funkcijata f –1 e simetri~en so 
grafikot na funkcijata f vo odnos na simetralata y = x na I i III 
kvadrant vo pravoagolniot koordinaten sistem . 

Dokaz: Neka  

A(x, f(x)) ∈ Gf,     B(f(x), x) ∈ Gg

se dve to~ki od graficite na funkciite f i g = f –1 za edna ista 
vrednost x ∈ Df. Go formirame triagolnikot ABC kade {to C(f(x), f(x)) 
e to~ka od simetralata y = x (crte` 7).  
 

y 
 

        x             B 
                          D 

f(x)                   A 
           C   

 
0     f(x)    x               x 

 
 

Crte` 7 
 
 
Bidej}i  
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BCAC = = x − f(x)    i    ∠C = 900, 
triagolnikot ABC e ramnokrak pravoagolen triagolnik, od kade 
sleduva deka 

BDAD = , 

{to zna~i deka to~kite A i B  se simetri~ni vo odnos na simetralata y 
= x na I i III kvadrant vo pravoagolniot koordinaten sistem . 

Spored ovaa teorema e jasna i konstrukcijata na grafikot na 
inverzna funkcija so pomo{ na grafikot na dadena funkcija. 

 
Primer 4.8. Neka e dadena funkcija  

f(x) = x3,      Df  = R. 

Nejzinata inverzna funkcija f –1 e dadena so formulata  

f –1(x) = 3 x  

i nivnite grafici se dadeni na crte`ot 8. 
 
 

x

y
f

f −1

0

Crte` 8  
 
 
Primer 4.9.  Neka e dadena funkcija  

f(x) = x2

i definiciona oblast E = [0, +∝). Nejzinata inverzna funkcija f –1 e 
dadena so formulata  

f  –1(x) = x  

i nivnite grafici se dadeni na crte`ot 9.  
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x

y
f

f −1

0

Crte`  9  
 
 

Za funkcijata f dadena so istata formula, no so druga 
definiciona oblast  E = (−∝, 0], soodvetnata inverzna funkcija f –1 e 
dadena so formulata  

f  –1(x) = − x  

i nivnite grafici se dadeni na crte`ot 10.  
 
 

x

y

f

f −1

0

Crte`  10  
 

 
 
Da zabele`ime deka funkcija dadena so istata formula i so 

definiciona oblast R nema svoja inverzna funkcija, {to zna~i deka 
poimot za inverzna funkcija e povrzan i so soodvetna definiciona 
oblast ili podmno`estvo od nea. 
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4.4. PARNI I NEPARNI FUNKCII.  
PERIODI^NA FUNKCIJA. MONOTONI FUNKCII 

 
Definicija 4.8. Neka e dadena funkcija f so definiciona 

oblast Df  koja ima osobina ako  
x ∈ Df, 

toga{ i    
−x ∈ Df . 

Za funkcijata f velime deka e parna (neparna) ako za  
∀x ∈ Df

va`i  
f(x) = f(− x)   (f(− x) = − f(x)). 

 
Spored samata definicija grafikot na parna (neparna) 

funkcija geometriski gledano e simetri~en vo odnos na oskata y 
(koordinatniot po~etok). Toa sleduva od simetri~nosta na to~kite 

M(x,  f(x))       i       N(− x,  f(x)) 

(M(x,  f(x))       i        N(− x, − f(x))). 
  
Definicija 4.9. Neka e dadena funkcija f so definiciona 

oblast Df. Ako postoi realen broj ω, razli~en od 0, taka {to za   

∀x ∈ Df
da va`i  

f(x + ω) = f(x), 

toga{ velime deka funkcijata f e periodi~na. Pritoa Df mora da ja 
ima osobinata ako  

x∈ Df , 
toga{  

x + ω ∈ Df . 

Ako T ≠ 0 (T > 0) e najmaliot od site onie pozitivni realni 
broevi ω so osobina  

f(x + ω) = f(x) 

(ako postoi najmal pozitiven broj na toa mno`estvo), toga{ T se vika 
period (nekade osnoven period) na  periodi~nata funkcija f. 
 

Od samata definicija e jasno deka za grafikot na periodi~na 
funkcija so period T e dovolno geometriski da se skicira na 
segmentot [0, T], a potoa  periodi~no  se povtoruva. 
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Definicija 4.10. Za funkcijata f, definirana na Df, velime deka 
e monotono raste~ka (opa|a~ka) na mno`estvoto Df (mo`e i na 
podmno`estvo od Df ) ako za sekoi  

x1, x2 ∈ Df

(odnosno od soodvetnoto podmno`estvo) za koi x1 < x2 va`i  
f(x1) ≤ f(x2)      (f(x1) ≥ f(x2)). 

Ponekoga{ se veli deka funkcijata so ovaa osobina ne opa|a 
(ne raste) na mno`estvoto Df. Ako va`i strogo neravenstvo, toga{ za 
funkcijata se veli deka strogo monotono raste (strogo monotono 
opa|a). 

 

Primer 4.10. Funkcijata  
f(x) = x3

na mno`estvoto R strogo monotono raste, bidejki ako e  

x1 < x2, 
toga{  

f(x1) − f(x2) = x1
3 − x2

3 = (x1 − x2)(x2 + x1x2 + x2
2) < 0, 

odnosno  
f(x1) <  f(x2) . 

Teorema 4.2. Neka e dadena funkcija f, definirana na Df, koja e 
strogo monotono raste~ka na Df i neka  

F = f(Df). 
Toga{ funkcijata f ima inverzna funkcija f –1 definirana na F, koja e 
strogo monotono raste~ka na F. 

Dokaz: Bidejki spored uslovot f  e strogo monotono raste~ka, za 
sekoe 

x1, x2 ∈ Df, 
}e va`i implikacijata   

x1 < x2   ⇒   f(x1) <  f(x2). 

Neka x1 ≠ x2, {to zna~i x1 < x2 ili x1 > x2. 
Toga{ }e va`i  

f(x1) <  f(x2) 
ili  

f(x1) >  f(x2) 

(od strogata monotonost na f), {to zna~i  

f(x1) ≠ f(x2), 
so {to e doka`ana egzistencijata na inverznata funkcija f –1.  
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Ponatamu, neka y1, y2 ∈ F i neka y1 < y2.  
Toga{ za y1 ∈ F postoi edinstven broj x1 ∈ Df, taka {to y1 = f(x1) 

(bidejki f e funkcija).  
Isto taka i za  

y2 ∈ F 

}e postoi edinstven broj x2  taka {to y2 = f(x2).  
Da pretpostavime  

x1 ≥ x2. 

Od strogata monotonost  na f  dobivame deka  f(x1) ≥ f(x2), {to zna~i 
deka y1 ≥ y2,  {to e vo sprotivnost so pretpostavkata y1 < y2. 

Zna~i, od  
y1 < y2  ⇒  x1 < x2 

odnosno   
f –1(y1) <  f –1(y2) 

so {to poka`avme deka f –1 e strogo monotono raste~ka funkcija na F. 
 
Ovaa teorema mo`e da se koristi i kako kriterium za 

egzistencija na inverzna funkcija (kako vo primerot 4.9). Da 
zabele`ime deka poimot inverzna funkcija e vrzan za mno`estvo (da 
se vidi istiot primer 4.9). 

 
 

4.5. OGRANI^ENOST NA FUNKCII. LOKALNI I GLOBALNI 
EKSTREMI. IMPLICITNO I PARAMETRISKI ZADADENI 

FUNKCII 
 

Definicija 4.11. Za funkcijata f, definirana na Df, velime deka 
e ograni~ena ako e ograni~eno mno`estvoto f(Df), odnosno ako postojat 
realni broevi m i M taka {to za sekoj element  

y ∈ f(Df) 
da va`i neravenstvoto  

m < y < M. 

Geometriski grafikot na ograni~ena funkcija se nao|a me|u 
dve horizontalni pravi  

y = m,              y = M, 

pri {to ∀x ∈ Df  va`i m ≤ f(x) ≤ M. 
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Definicija 4.12. Neka e dadena funkcija f definirana na Df. 
Ako postoi broj  

x0 ∈ Df  (x1 ∈ Df), 
taka {to  

inf  f(Df) = f(x0)    (sup  f(Df) = f(x1)), 

toga{ brojot f(x0) (f(x1))  se narekuva najmala (najgolema) vrednost na f 
vo oblasta na Df .  

Broevite f(x0) i f(x1) (ako postojat) se vikaat ekstremni 
vrednosti na funkcijata f vo oblasta Df (globalni ekstremi). 

 
Definicija 4.13. Neka e dadena funkcija f definirana na Df. 

Ako postoi  δ > 0 taka {to f(c) da bide edinstvena najgolema (najmala) 
vrednost na funkcijata f na mno`estvoto  

(c − δ, c + δ) ∩ Df, 

ili so drugi zborovi ako za  
∀x ∈ (c − δ, c + δ) ∩ Df

va`i  
f(x)  ≤   f(c)     (f(x)  ≥   f(c)), 

toga{ velime deka brojot f(c) e lokalen maksimum (minimum) na 
funkcijata f. Brojot f(c), ako postoi,  se vika lokalen ekstrem za 
funkcijata f. 

Da zabele`ime deka sekoj globalen ekstrem e i lokalen, dodeka 
obratnoto ne mora da va`i. 

Vo nekoi slu~ai funkcijata f so grafik  

Gf  = {(x,  f(x))⏐x ∈ Df} 

mo`e da bide zadadena so ravenkata  

F(x, y) = 0, 
kade y = f(x).  
Toga{ velime deka funkcijata f e zadadena implicitno (vo skrien 
vid) za razlika od eksplicitno (javno) zadadena so formulata  

y = f(x). 
Jasno e deka ravenkata  

F(x, y) = 0 

ja zadovoluvaat mno`estvoto parovi (x, y) koe ne e pomalo od Gf, 
bidej}i, naprimer, mo`at da postojat pove}e vrednosti y koi 
odgovaraat na edna ista vrednost x, taka {to za niv da va`i  
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F(x, y) ≡ 0. 

Spored toa, so ravenkata F(x, y) = 0 mo`at da bidat definirani i 
pove}e funkcii. 

 
Primer 4.11.  So ravenkata  

x2 + y2 – 1 = 0 

se zadadeni  pove}e funkcii od koi }e navedeme samo tri. Toa se 
funkciite:  

f(x) = 21 x− , 

so Df = [–1, 1] i grafik daden na crte`ot 11;  
 

g(x) = – 21 x− , 

so Dg = [–1, 1] i grafik daden na crte`ot 12;   
 

F(x) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−−

∈−

Ix,x

Rx,x
2

2

1

1   , 

so DF = [−1, 1].  
                                                                                                                                                                                            

Dali postojat i drugi funkcii? 
 
 

           

x

y

0 1-1

Crte`  11         

x

y

0
1-1

Crte`  12  
 
 

^estopati edna funkcija  

f : x → f(x) = y, 
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definirana na Df, mo`e da bide zadadena vo parametarski vid. Pritoa 
i nezavisno promenlivata x i zavisno promenlivata  y  se dadeni so 
funkcionalna zavisnost od nekoja treta promenliva t nare~ena 
parametar. Ako tie dve zavisnosti se definirani preku novi funkcii 
ϕ  i ψ, toga{  ravenkite na funkcijata f  }e bidat zapi{ani so  

x = ϕ (t),       y = ψ(t) 

(parametarski ravenki). Funkciite ϕ  i ψ se definirani na nekoe 
mno`estvo T, pri {to za sekoe t ∈ T va`i (ϕ(t), ψ(t)) ∈ Gf. Pritoa e 
potrebno funkcijata ϕ da ima inverzna funkcija na T, bidej}i 
vsu{nost f e slo`ena funkcija ψ o ϕ –1   

(y = ψ(t) = ψ(ϕ –1(x)) = (ψ o ϕ –1)(x) = f(x)). 

Vakov na~in na pretstavuvawe ~esto se koristi vo tehnikata kade 
parametarot t e vremeto. 
 

Primer 4.12. Funkcijata  

22)( xaxf a
b −= ,    a > 0,  b > 0, 

definirana na segmentot [−a, a], mo`e da se zadade i so 
parametarskite ravenki  

x = a⋅ cost,    y = b⋅ sint,  za   t ∈ [0, π], 

pri {to y = f(x).   
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§5. GRANI^NA VREDNOST NA REALNA FUNKCIJA 
OD EDNA REALNA PROMENLIVA  

 
5.1. GRANI^NA VREDNOST 

 (POIM, DEFINICIJA I OSOBINI) 
 

Grani~nite procesi se fundament na prirodata. So nivnite 
matemati~ki formulacii e sozdaden mo}en matemati~ki aparat so 
~ija pomo{ se razre{eni golem broj problemi vo prirodnite i 
drugite nauki i oblasti. Prvite ~ekori vo taa nasoka se napraveni 
u{te nekolku veka pred na{ata era. Grani~nite procesi otsekoga{ 
bile predmet na opservacija i prou~uvawe od anti~ko vreme sî do 
denes. Dobro se poznati paradoksite na Zenon (V vek pred na{ata era) 
za trkata na Ahil i `elkata i za ~ovekot koj ~ekori kon yid so ~ekori 
ednakvi na polovinata od negovoto momentalno rastojanie od yidot, 
kako i problemot za nao|awe plo{tina na krug i perimetar na 
kru`nica.  

Poimot granica be{e definiran kaj nizite od realni broevi. 
Vsu{nost, tie nizi bea definirani so funkcija koja e preslikuvawe 
od N vo R. Sega toj poim }e go obop{time kaj funkcija od edna  
promenliva.  

 
Definicija 5.1 (Ko{i). Neka e dadena funkcija f so 

definiciona oblast Df i neka a e to~ka na natrupuvawe za Df. 
Kone~niot realen broj A se narekuva grani~na vrednost na funkcijata 
f koga x se stremi kon a ako funkcijata f e definirana vo nekoja 
okolina na to~kata a, osven mo`ebi vo a, i ako za koj bilo pozitiven 
realen broj ε postoi realen pozitiven  broj δ(ε) (koj zavisi od ε), taka 
{to za site realni broevi x ∈ Df, za koi va`at neravenstvata  

0 < |x − a| < δ, 

da bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x) − A| < ε. 
Toga{ pi{uvame  

ax→
lim f(x) = A,  
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ili  
f(x) → A   koga   x → a. 

 

Toa vsu{nost zna~i deka za sekoja  ε-okolina V(A, ε) na to~kata 
A postoi  δ-okolina V(a, δ) na to~kata a, taka {to za site to~ki x ∈ Df, 
x ≠ a, koi í pripa|aat na okolinata V(a, δ), soodvetnite vrednosti f(x) í  
pripa|aat na okolinata V(A, ε). 

 
Definicija 5.2 (Hajne). Neka e dadena funkcija f so 

definiciona oblast Df i neka a e to~ka na natrupuvawe za Df. 
Kone~niot realen broj A se narekuva grani~na vrednost na funkcijata 
f koga x se stremi kon a ako funkcijata f e definirana vo nekoja 
okolina na to~kata a, osven mo`ebi vo a, i ako za koja bilo 
konvergentna niza  

{xn},     xn ∈ Df,  xn ≠ a, 
~ija granica e brojot a, soodvetnata niza  

{f(xn)} 
e konvergentna so granica A.  

Ovoj proces za nao|awe grani~na vrednost se narekuva grani~en 
proces. 
 

Teorema 5.1. Definiciite 5.1 i 5.2 se ekvivalentni. 
Dokaz: Neka A e grani~na vrednost na funkcijata f koga x→ a 

spored definicijata 5.1. Neka {xn} e koja bilo konvergentna niza so 
granica a, pri {to za sekoj priroden broj n va`i xn ≠ a (barem edna 
takva niza postoi bidej}i f e definirana vo nekoj interval  

(a − ε, a) ∪ (a, a + ε) 

vo koj a e to~ka na natrupuvawe, na primer nizata  

{a − n2
1 (a − x0)}, 

kade {to 
x0 ∈ (a − ε, a) ∪ (a, a + ε)). 

Neka ε e proizvolen  pozitiven realen broj. Spored definicijata 5.1 
}e postoi pozitiven realen broj δ(ε), taka {to za site x za koi va`at 
neravenstvata  

0 < |x − a| < δ 

}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x)  − A| < ε. 
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Bidej}i spored uslovot {xn} e konvergentna niza i xn ≠ a, za istoto δ }e 
postoi priroden broj n0, taka {to za site prirodni broevi n > n0 }e 
bidat zadovoleni neravenstvata  

0 < |xn − a| < δ, 

{to pak povlekuva zadovoluvawe na neravenstvoto  

|f(xn) − A| < ε. 

So toa vsu{nost poka`avme deka nizata  
{f(xn)} 

e konvergentna so granicata A, a bidej}i nizata {xn} be{e proizvolna,  
poka`avme deka A e grani~na vrednost na funkcijata f i spored 
definicijata 5.2.  

Neka sega A e grani~na vrednost na funkcijata f koga x → a 
spored definicijata 5.2 i neka pretpostavime deka A ne e grani~na 
vrednost na funkcijata f koga x → a spored definicijata 5.1. Toa zna~i 
deka }e postoi nekoj konkreten pozitiven realen broj ε0, taka {to za 
sekoj pozitiven realen broj δ }e mo`e da se najde barem edna vrednost 
na argumentot x koja gi zadovoluva neravenstvata  

0 < |x − a| < δ 

da go zadovoluva i neravenstvoto  

|f(x) − A| ≥ ε0. 

Neka za vrednostite na δ gi zememe ~lenovite na nizata {
n
1 } i neka so 

xn
* gi ozna~ime vrednostite na argumentot x ~ija egzistencija sleduva 

od ve}e napravenata pretpostavka. Pritoa za site to~ki xn
*  }e va`at 

neravenstvata  

0 < |xn
* − a| < 

n
1

     i     |f(xn
*) − A| ≥ ε0. 

So ovaa konstrukcija izbravme edna konkretna konvergentna niza  
{xn

*}, 
kade {to xn

* ≠ a (spored neravenstvoto 0 < |xn
* − a|), so granica a (spored 

neravenstvoto 0 < |xn
* − a| < 

n
1

, osobinata 3.5 i primerite 3.6 i 3.8). Od 

druga strana pak, bidej}i za sekoj priroden broj n va`i neravenstvoto  

|f(xn
*) − A| ≥ ε0, 

zaklu~uvame deka nizata  
{f(xn

*)} 
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ne e konvergentna niza so granica A, so {to dojdovme do 
kontradiktornost so definicijata 5.2. So toa tvrdeweto e doka`ano. 
 

Primer 5.1.  Da se poka`e deka funkcijata  

f(x) = x2

ima grani~na vrednost 4 koga x → 2.  

Re{enie: Neka ε  e proizvolen pozitiven realen broj. Od 
neravenstvoto  

|f(x) − 4| = |x2 − 4| = |(x − 2)2 + 4(x − 2)| ≤ |x − 2|2 + 4|x − 2| < ε 

treba da go najdeme δ(ε) (ako postoi; ne{to sli~no so baraweto n0(ε) 
kaj nizite). Od kvadratnata ravenka  

t2 + 4t = ε      (|x − 2| = t) 
dobivame  

t1/2 = − 2 ± ε+4 . 
Poradi ograni~uvaweto   

|x − 2| = t > 0, 
ostanuva vrednosta  

t1 =  −2 + ε+4  

kako gorna granica za t, taka {to }e va`i neravenstvoto  

t2 + 4t − ε  < 0 

za site t za koi va`i 0 < t < t1. 
Spored toa, baranata vrednost za δ(ε) }e bide t1, taka {to za site 

x za koi va`i  
0 < |x − 2| < ε+4  − 2 = δ(ε) 

}e va`i neravenstvoto  
|x − 2| 2 + 4|x − 2| < ε 

t.e. neravenstvoto   
|f(x) − 4| < ε. 

Od proizvolnosta na brojot ε i vo soglasnost so definicijata 5.1 
sleduva deka navistina 4 e grani~na vrednost na funkcijata f(x) = x2 
koga x → 2. 
 

Primer 5.2. Da se poka`e deka funkcijata  

f(x) = sin
x
1  

nema grani~na vrednost koga x → 0.  
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Re{enie: Formirame dve konvergentni nizi  

{
πn
1 }     i     {

π)14(
2
+n

} 

so granica 0. Soodvetnite nizi od vrednostite na funkcijata }e bidat 
nizite  

{sinnπ}      i      {sin(
2
π  + 2nπ)}, 

odnosno nizite  
{0}       i       {1}, 

koi se konvergentni (konstanta-nizi) so granici 0 i 1. Spored defi- 
nicijata 5.2 funkcijata nema grani~na vrednost, bidej}i soodvetnite 
nizi od vrednosti na funkcijata imaat razli~ni granici. Da 
zabele`ime u{te i toa deka 0 ne pripa|a na definicionata oblast na 
samata funkcija. 

Primer 5.3. Da se najde grani~nata vrednost na funkcijata 

f(x) = 
2
42

−
−

x
x   

koga x→ 2 . 

Re{enie: Neka ε  e proizvolen pozitiven realen broj. Za x ≠ 2 od 
neravenstvoto  

|f(x) − 4| = |
2
42

−
−

x
x  −  4| = |x − 2| < ε 

se dobiva baranata vrednost za δ(ε) = ε.  
Zna~i, za site x za koi va`i neravenstvoto  

0 < |x − 2| < δ (= ε) 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x) − 4| < ε 

(toa e vsu{nost istoto neravenstvo). So toa e poka`ano spored 
definicijata 5.1 deka funkcijata ima grani~na vrednost 4 koga x→ 2. 
I ovde da zabele`ime deka 2 ne í pripa|a na definicionata oblast na 
samata funkcija. 
 

Primer 5.4. Funkcijata  
f(x) = c 

(c e konstanta) ima grani~na vrednost c koga x se stremi kon koja bilo 
to~ka od R.  
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Re{enie: Navistina, pri proizvolno ε za δ(ε) mo`e da se zeme 
koj bilo pozitiven realen broj, na primer δ = 1. 
 

Primer 5.5. Da se poka`e deka 

0
lim
→x

cosx = 1. 

Re{enie: Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Bidej}i 

|cosx − 1| = |cosx − cos0| = |2sin
2
x sin

2
x | < 2|

2
x | = |x|, 

dovolno e za δ(ε) da se zeme δ = ε, so {to }e dobieme deka za site x za 
koi |x − 0| < δ  }e va`i neravenstvoto  

|cosx − 1| < ε. 
 

Primer 5.6. Da se poka`e deka funkcijata na Dirihle, 

f(x) = 0  za x ∈ I, 

 f(x) = 1  za x ∈ Q, 

nema grani~na vrednost koga x se stremi kon koja bilo to~ka od R. 

Re{enie: Neka x → a.  
Toga{ mo`eme da formirame dve konkretni konvergentni nizi 

{xn} i {xn
*} so ista granica a, pri {to za site prirodni broevi n, xn ∈ I 

i xn
* ∈ Q (egzistencijata na tie nizi e poka`ana kaj nizite). 

Soodvetnite nizi od vrednosti na funkcijata }e bidat nizite {0} i 
{1} koi se konvergentni so granici 0 i 1. Spored definicijata 5.2 
funkcijata nema grani~na vrednost, bidej}i soodvetnite nizi od 
vrednosti na funkcijata imaat razli~ni granici. 
 

Teorema 5.2. Neka funkcijata f  ima grani~na vrednost A koga x 
→ a  i neka A ≠ 0. Toga{ postoi δ > 0, taka {to za site x za koi  

0 < |x − a| < δ, 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x)| > 
2
1 |A|. 

Vo specijalen slu~aj, ako A > 0,  postoi okolina V(a, δ) taka {to 

∀x ∈ V(a, δ)\{a} 
}e va`i  

f(x) > 
2
1 A   ( > 0), 
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a ako A < 0, }e va`i neravenstvoto  

f(x) < 
2
1 A   ( < 0). 

Poradi toa ovaa teorema se narekuva i teorema za zapazuvawe 
na znakot . 

Dokaz.  Neka  

ε = 
2
1 |A| > 0 

e konkretna vrednost na ε. Od egzistencijata na grani~nata vrednost A 
na funkcijata  f  }e postoi δ, taka {to za site x za koi va`i  

0 < |x − a| < δ 

}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x) − A| < 
2
1 |A|, 

odnosno neravenstvata  

A − 
2
1 |A| < f(x) < A + 

2
1  |A| 

od kade se dobiva i tvrdeweto. 
 

Definicija 5.3. Neka e dadena funkcija y = f(x) definirana na 
segmentot [a, b], osven mo`ebi vo to~kata c ∈ (a, b] (c ∈ [a, b)). 
Funkcijata f ima vo to~kata c leva (desna) grani~na vrednost A koga x 
→ c − 0 (x → c + 0)  ako za proizvolen pozitiven realen broj ε postoi 
pozitiven realen broj δ(ε) (δ1(ε)), taka {to za site x za koi va`i 
neravenstvoto  

c − δ < x < c   (c < x < c + δ1) 

e zadovoleno neravenstvoto  
|f(x) − A| < ε. 

Toga{ pi{uvame  

0
lim

c-x→
f(x) = A       ( f(x) = A) 

0
lim

+→cx
ili kratko  

f(c − 0) = A        (f(c + 0) = A). 
Pritoa e bitno  

(c − δ, c) ⊆ (a, b]       ((c, c + δ) ⊆ [a, b)), 
a ako ne e zadovolen ovoj uslov, toga{, bez da se gubi od op{tosta, za δ 
(δ1) se zema pomala vrednost koja go zadovoluva i toj uslov.  
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Ovaa definicija mo`e da se formulira i so pomo{ na nizi 
spored Hajne.  
 

Primer 5.7. Za funkcijata f(x) = sgn x da se najde leva i desna 
grani~na vrednost koga x → 0 − 0, odnosno x → 0 + 0.  

Re{enie: Vsu{nost,  
     za x > 0        sgn x = 1, 

                             za x < 0        sgn x = −1   i   sgn 0 = 0. 
Za da poka`eme deka  

f(0 + 0) = 1,     f(0 − 0) = −1, 

dovolno e za koj bilo pozitiven realen broj ε da se zeme δ =1. Toga{ 
neravenstvoto  

|f(x) − (−1)| = |(−1) − (−1)| = 0 < ε, 

odnosno neravenstvoto  
|f(x) − 1| = |1 − 1| = 0 < ε, 

e zadovoleno za sekoj realen broj x < 0 odnosno x > 0, pa i za site x za 
koi va`i −1 < x < 0, odnosno 0 < x < 1, vo soglasnost so definicijata 
5.3. 
 

Teorema 5.3. Funkcijata f ima grani~na vrednost A koga x → a 
ako i samo ako ima leva i desna grani~na vrednost koga x → a − 0, 
odnosno koga x → a + 0, ednakvi na A. 

Dokaz: Neka f ima grani~na vrednost A koga x → a. Toga{ za 
sekoj realen pozitiven broj ε }e postoi realen pozitiven broj δ(ε),  
taka {to za site x za koi va`i neravenstvoto  

0 < |x − a| < δ 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x) − A| < ε. 

Toa pak zna~i deka i za site x za koi va`i  

a − δ < x < a, 
odnosno  

a < x < a + δ, 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x) − A| < ε, 
{to zna~i deka funkcijata ima leva odnosno desna grani~na vrednost 
A koga x → a – 0, odnosno koga x → a + 0.  
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Neka A e leva i desna grani~na vrednost na funkcijata f koga x 
→ a − 0, odnosno koga x → a + 0.  

Toga{ za sekoj pozitiven realen broj ε }e postoi realen 
pozitiven broj  δ1(ε), odnosno δ2(ε), taka {to za site x za koi va`i 
neravenstvoto  

a − δ1 < x < a, 
i neravenstvoto  

a < x < a + δ2, 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x) − A| < ε. 
Neka   

δ(ε) = min{δ1(ε), δ2(ε)}. 

Toga{ za site x za koi va`i neravenstvoto  

0 < |x − a| < δ 
}e va`i neravenstvoto  

|f(x) − A| < ε, 

so {to poka`avme deka A e grani~na vrednost na funkcijata f koga x → 
a.  

Pritoa e bitno funkcijata f da bide definirana vo 
intervalite (a − δ1, a), (a − δ, a), (a, a + δ2), (a, a + δ) .  

 
Definicija 5.4. Funkcijata f ima grani~na vrednost A koga x → 

+∝ (x → −∝) ako za site realni pozitivni broevi ε postoi realen 
pozitiven broj M(ε),  taka {to za site x za koi va`i neravenstvoto  

x > M     (x < − M) 

e zadovoleno neravenstvoto   

|f(x) − A| < ε. 
Toga{ pi{uvame  

+∞→x
lim f(x) = A      ( f(x) = A), 

−∞→x
lim

pri {to f  treba da e definirana vo intervalite (M, +∝), ((−∝, −M)).  
 

Definicija 5.5. Funkcijata f ima grani~na vrednost +∝ (−∝)  
koga x → a ako za site realni pozitivni broevi E postoi realen 
pozitiven broj δ(E), taka {to za site x za koi va`i neravenstvoto  

0 < |x − a| < δ 
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e zadovoleno neravenstvoto   

f(x) > E     (f(x) < − E). 
Toga{ pi{uvame  

ax→
lim f(x) = +∝      ( f(x) = − ∝). 

ax→
lim

Pritoa f treba da e definirana vo intervalite (a − δ, a), (a, a + δ), 
dodeka za x = a mo`e, no ne mora, da bide definirana. 
 

Definicija 5.6. Funkcijata f ima grani~na vrednost +∝ (−∝)  
koga x → +∝  (x → −∝)  ako za proizvolen pozitiven realen broj M 
postoi pozitiven realen broj δ(M), taka {to za site x za koi va`i x > δ  
(x < −δ), va`i neravenstvoto  

f(x) > M        (f(x) < −M). 
Toga{ pi{uvame  

+∞→x
lim f(x) = +∝    ( f(x) = −∝). 

−∞→x
lim

Pritoa funkcijata f treba da e definirana vo intervalite (δ, +∝) i 
(−∝, −δ ). 

Ovie definicii na grani~ni vrednosti vo pro{irenoto 
mno`estvo realni broevi mo`e da se iska`at i vo smisla na Hajne.  

Sli~no se definiraat i grani~nite vrednosti  

+∞→x
lim f(x) = −∝              ( f(x) = +∝) . 

−∞→x
lim

 
Teorema 5.4. Neka se dadeni dve funkcii f i g, definirani vo 

nekoja okolina V(a, δ) na to~kata a, osven mo`ebi vo nea. Neka 
funkciite f i g imaat ista grani~na vrednost A  koga x → a. Neka F e 
funkcija definirana vo istata okolina V(a, δ). Ako za  

∀x ∈ V(a, δ) 
va`i  

f(x) ≤ F(x) ≤ g(x) 

toga{ postoi i grani~na vrednost na funkcijata F koga x → a, ednakva 
na A. 

Dokazot se sveduva na koristewe na osobinata 3.5 i 
definicijata 5.2 
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Teorema 5.5. Neka se dadeni dve funkcii f i g, definirani vo 
nekoja okolina na to~kata a, osven mo`ebi vo nea. Neka funkciite f i 
g imaat grani~ni vrednosti A i B koga x → a.  

Toga{ funkciite f + g, f − g, f⋅g, 
g
f  (g(x) ≠ 0 za site x od nekoja 

okolina na to~kata a) imaat grani~ni vrednosti  

A + B, A − B, A⋅B, 
B
A  (B ≠ 0), 

soodvetno koga x → a. 
 Dokazot se sveduva na koristewe na teoremata 3.1 za 
aritmeti~ki operacii so konvergentni nizi i so koristewe na 
definicijata 5.2  za grani~na vrednost na funkcija spored Hajne.  

Istata teorema va`i i za ednostranite grani~ni vrednosti 
(leva i desna), kako i za obop{tenite grani~ni vrednosti, so isklu~ok 
na slu~aite koga se dobivaat neopredeleni izrazi.  
 

Teorema 5.6. Neka funkcijata f ima grani~na vrednost A koga x 
→ a. Toga{ postoi pozitiven realen broj δ, taka {to za site x za koi 
va`i neravenstvoto  

0 < |x − a| < δ 

funkcijata f e ograni~ena, t.e. postoi pozitiven realen broj M za koj 

|f(x)| < M 

(ili postojat  realni broevi m, M za koi va`i m < f(x) < M).  

Dokaz: Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Toga{  }e 
postoi δ(ε), taka {to za site x za koi va`i neravenstvoto  

0 < |x − a| < δ, 
}e va`i neravenstvoto         

|f(x) − A| < ε, 
odnosno neravenstvata  

A − ε < f(x) < A + ε. 

Spored toa, dovolno e da se zeme  
m = A − ε 

i  
M = A + ε 

za konkretna vrednost na ε, so {to e doka`ano deka f e ograni~ena 
funkcija na mno`estvoto (a − δ, a) ∪ (a, a + δ).   
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Ako funkcijata f e definirana i vo to~kata a so vrednost f(a), 
toga{   

m = min{A − ε, f(a)} 
i  

M = {A + ε, f(a)}. 
 
 

5.2. BESKONE^NO MALI I BESKONE^NO GOLEMI 
FUNKCII. PRAVOLINISKI ASIMTOTI 

 
Definicija 5.7. Funkcijata α(x) se narekuva beskone~no mala 

funkcija koga x → a, ako nejzinata grani~na vrednost (ako postoi) 
koga x → a e ednakva na 0, t.e. ako  

ax→
lim α(x) = 0. 

 

Da zabele`ime deka koga edna funkcija f ima grani~na vrednost 
A koga x → a, toga{ funkcijata definirana so ravenkata   

α(x) = f(x) − A 

e beskone~no mala koga x → a. Spored toa, funkcijata f mo`e da se 
zapi{e vo vid  

f(x) = A + α(x) 
vo nekoja okolina na to~kata a. 

 
Definicija 5.8. Funkcijata A(x) se narekuva beskone~no golema 

funkcija oddesno (odlevo) vo to~kata a koga x → a + 0, odnosno koga x 
→ a − 0, ako za proizvolna niza {xn} koja konvergira kon a taka {to za 
site prirodni broevi n va`i xn > a (xn < a), soodvetnata niza od 
vrednosti na funkcijata {f(xn)} ima granica +∝ ili −∝. 
 

Definicija 5.9. Neka se dadeni dve beskone~no mali funkcii 
α(x) i β(x) koga x → a so uslov da postoi okolina na to~kata a vo koja 
β(x) ≠ 0.  

10. Ako postoi grani~na vrednost  

ax→
lim

)
)(

β(x
xα  

i e ednakva na nula, toga{ velime deka α(x) e beskone~na mala 
funkcija od povisok red od β(x) koga x → a. Toga{ pi{uvame  

α = o(β) 
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vo okolina na to~kata a.  

20. Ako postoi grani~na vrednost  

ax→
lim

)
)(

β(x
xα  

i ako taa e kone~en broj razli~en od nula, toga{ velime deka α(x) i 
β(x) se beskone~no mali funkcii od ist red koga x→a. Vo toj slu~aj 
pi{uvame  

α = O(β) 
vo okolina na to~kata a.  

Vo specijalen slu~aj, koga grani~nata vrednost e 1, velime deka 
α(x) i β(x) se ekvivalentni beskone~no mali funkcii koga x → a so 
oznaka α ∼ β  ili α = β + o(β) vo nekoja okolina na to~kata a.   
 

Simbolite o i O se vikaat simboli na Landau. Vo soglasnost so 
definicijata 5.1 e jasno deka mora funkciite da se definirani vo 
nekoja okolina na to~kata a, osven mo`ebi vo a, i to~kata a da e to~ka 
na natrupuvawe za taa okolina.  

Vo soglasnost so definicija 5.9, ako  

ax→
lim f(x) = 0 

toga{  
f  = o(1) 

koga x → a i  ako f e ograni~ena funkcija vo nekoja okolina na to~kata 
a, toga{  

f = O(1) 
koga x → a.  

Za beskone~no mali funkcii postojat i poop{ti definicii vo 
koi ne se koristi grani~na vrednost. 

 
Teorema 5.7. Neka se dadeni dve funkcii f i g. Ako f e 

beskone~no mala funkcija koga x → a i g e ograni~ena funkcija vo 
nekoja okolina V(a, δ) na to~kata a, toga{ funkcijata-proizvod f⋅g e 
beskone~no mala funkcija koga x → a. 

Dokaz: Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od 
ograni~enosta na g sleduva deka postoi realen pozitiven broj M, taka 
{to za site x od V(a, δ)  }e va`i neravenstvoto  

|g(x)| < M. 
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Bidej}i f e beskone~no mala funkcija koga x → a, }e postoi pozitiven 
realen broj δ(ε), taka {to za site x od V(a, δ), za koi va`at 
neravenstvata  

0 < |x − a| < δ, 
}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x) − 0| < 
Μ
ε . 

Spored toa, za site x od V(a, δ) za koi va`i         

0 < |x − a| < δ 
}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x)⋅g(x) − 0| = |f(x)|⋅|g(x)| < 
Μ
ε M = ε, 

{to zna~i deka funkcijata f⋅g e beskone~na mala funkcija koga x → a.  
 

Primer 5.8. Neka se dadeni funkcii  

g(x) = sin
x
1           i          f(x) = x. 

Da se najde grani~nata vrednost x sin
0

lim
→x x

1 .  

Re{enie: Funkcijata g e ograni~ena na mno`estvoto  

R \{0}      (|sin
x
1 | ≤ 1) 

i funkcijata f e beskone~no mala funkcija koga x → 0 ( x = 0) i 

spored teoremata 5.7 grani~nata vrednost e nula. 
0

lim
→x

 

Definicija 5.10. Neka e dadena funkcija f so grafik Gf vo 
pravoagolen koordinaten sistem. Toga{:  

a)  pravata ~ija ravenka e x = a se narekuva vertikalna asimtota 
za grafikot na funkcijata f ako va`i eden ili najmnogu dva od 
slednite ~etiri uslovi:  

0
lim

±→ax
f(x) = ±∝ 

(ako postojat grani~nite vrednosti); 
b) pravata ~ija ravenka e y = b se narekuva horizontalna 

asimtota za grafikot na funkcijata ako e zadovolen barem eden od 
uslovite  

∝±→x
lim f(x) = b 

(ako postojat); 

 100 



§5. Grani~na vrednost na realna funkcija od edna realna promenliva 

v) Pravata ~ija ravenka e y = ax + b se narekuva kosa asimtota za 
grafikot na funkcijata ako   

a = 
∝±→x

lim
x
xf )(  

i  
b = [f(x) − ax] 

∝±→x
lim

(ako postojat). 
 

Primer 5.9. Neka e dadena funkcija  

f(x) = 
x
1 sinx, 

definirana na R \ {0}. Da se poka`e deka postoi nejzina grani~na 
vrednost koga x → 0, ednakva na 1.  

Re{enie: Neka 0 < x < 
2
π .  

Kaj trigonometriskiot krug so radius 1, gi razgleduvame 
triagolnicite OBA, ODF i kru`niot ise~ok ODA od crte`ot 13, pri 
{to  

∩

AD  = x,   AB  = sinx,   OB  = cosx ,   OA  = 1,    AE  = tgx = DF   

(bidej}i OE  = OF ). Pritoa x e vsu{nost dol`inata na del od 
kru`nicata (kru`nata linija) me|u to~kite A i D (kru`en lak) 
merena vo radijani, a x kako agol e agolot koj odgovara na toj lak,  
meren vo stepeni. 
 

          y 
        1                F 
                         
             A         
 
 
          x  
               B            D          
         -1                0          E           x   
 
                  

       C 
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     Crte` 13 
Bidej}i za nivnite plo{tini va`i neravenstvoto  

POBA < PODA < PODF, 

vo soglasnost so definiciite na trigonometriskite funkcii i 
formulite za plo{tina na triagolnici i kru`en ise~ok, }e go 
dobieme slednoto neravenstvo  

sinx⋅cosx < x < tgx, 
odnosno neravenstvoto  

cosx < 
x
1 ⋅sinx < 

xcos
1  

(x > 0, sinx > 0, cosx > 0 spored pretpostavkata). Vo soglasnost so 
teoremata 5.4  i primerot 5.5, od poslednoto neravenstvo se dobiva 
egzistencija na desnata grani~na vrednost  

00
lim

+→x x
1 sinx =1. 

Za  

−
2
π  < x < 0 

va`i  

x−
1 sin(−x) = 

x−
1  (− sinx) = 

x
1 sinx 

i zemaj}i t = −x istiot dokaz mo`e da se sprovede i za funkcijata 
t
1 sint. 

 So toa se dobiva egzistencija na levata grani~na vrednost  

00
lim

-x→ x
1 sinx = 1, 

od kade spored  teoremata 5.3 (levata i desnata grani~na vrednost se 
ednakvi) sleduva egzistencija na grani~nata vrednost  

0
lim
→x x

1 sinx = 1. 

Toa pak zna~i deka sinx ~ x ili sinx = x + o(x) vo nekoja okolina na 
nulata.  
 

Primer 5.10. Neka e dadena krug so radius R i neka vo nego e 
vpi{an pravilen n-agolnik. Plo{tinata na toj n-agolnik, kako suma 
od plo{tinite na ramnokraki triagolnici, e ednakva na 
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n
π

n
πnR cossin2 . 

So grani~en proces koga n → ∝ i so koristewe na poznati grani~ni 
vrednosti (primer 5.5 i primer 5.9) se dobiva poznatata formula za 
plo{tina na krugot P = R2π. Od formulata za obikolka na n-agolnikot 

Ln = 2nR
n
πsin , 

so koristewe na poznata grani~na vrednost (primer 5.9) so grani~en 
proces koga n → ∝, se dobiva poznatata formula za dol`ina na 
kru`nicata  

L = 2Rπ. 
 

Primer 5.11. Neka e dadena funkcijata  

f(x) = (1 + 
x
1 )x. 

Da se poka`e deka  

∝+→x
lim (1 + 

x
1 )x  = e. 

Re{enie: Neka x > 1.   
Bidej}i x < [x] + 1 < x + 1, }e va`i neravenstvoto  

(1 + 
1][

1
+x

)[x]+1  <  (1 + 
x
1 )x+1  <  (1 + 

][
1
x

)[x]+2. 

Neka x → +∝. Toga{  [x] → +∝, odnosno [x] + 1 → +∝, i so 
koristewe na specijalnata granica 5 kaj nizi  i teoremata 3.1 za 
aritmeti~ki operacii so konvergentni nizi, se dobivaat slednite 
granici na nizi od realni broevi ([x] e priroden broj): 

∝+→+1][
lim

x
(1 + 

1][
1
+x

)[x]+1 = e,  

∝+→][
lim

x
(1 + 

][
1
x

)[x]+2  = e. 

So primena na teoremata 5.4 od poslednoto neravenstvo se 
dobiva egzistencijata na grani~nata vrednost  
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∝+→x
lim (1+

x
1 )x+1, 

odnosno  grani~nata vrednost   

∝+→x
lim (1 + 

x
1 )x  =  e. 

Neka sega x → −∝. Toga{ so zamena y = −x, pri {to y → +∝, i so 
koristewe na rezultatot od prviot del }e dobieme  

∝−→x
lim (1 + 

x
1 )x  = (1 −

∝+→y
lim

y
1 ) −y  = 

∝+→y
lim

y

y
y

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1

=   

∝+→1
lim

y-
[

1

1
11

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
y

y
⋅ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
1

11
y

] = e⋅1 = e. 

Za  h = 
x
1   se dobiva modificiranata grani~na vrednost 

0
lim
→h

( )hh
1

1+  =  e. 

 
Primer 5.12.  Da se poka`e deka   

0
lim
→x x

1  (ax − 1) = lna ,  a > 0. 

Re{enie: Ako  ax –1 = t, odnosno x = loga(1 + t),  so transformacija 
se dobiva   

x
1  (ax − 1) = 

)1(log t
t

a +
= 

ta t)(
1

1log

1

+

. 

Ako x → 0, toga{ t → 0 ( (a
0

lim
→x

x − 1) = 0) i so koristeweto na primerot 

5.11 se dobiva baranata grani~na vrednost. 
 

Primer 5.13. Neka se dadeni dve funkcii f i g definirani vo 
nekoja okolina na to~kata a, pri {to f(x) > 0. Ako postojat  

ax→
lim f(x) = A > 0      i       g(x) = B, 

ax→
lim

toga{ va`i formulata  
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ax→
lim [f(x)]g(x) =  = A

]ln[lim f(x)g(x)
axe → B, 

a ako postojat   

ax→
lim f(x) = 1    i    g(x) = ∝, 

ax→
lim

toga{ va`i formulata  

ax→
lim [f(x)]g(x) =.

)]1)()(([lim −
→

xfxg
axe . 

Vtorata formula se dobiva so pomo{ na transformacijata 
 

[f(x)]g(x) = [1 + (f(x) − 1)]g(x) = {[1 + (f(x) − 1)]1/(f(x)-1)}g(x)(f(x)-1)

 
i primerot 5.11   (f(x) – 1 → 0 koga x → a). 
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§6. NEPREKINATOST NA REALNA FUNKCIJA  
OD EDNA REALNA PROMENLIVA  

 
 

Definicija 6.1. Neka e dadena funkcija f definirana vo nekoja 
okolina V(a, δ) na to~kata a. Ako postoi kone~na grani~na vrednost 
na funkcijata f koga x → a ednakva na f(a), toga{ velime deka 
funkcijata f e neprekinata vo to~kata a i pi{uvame  

f(x) = f(a). 
ax→

lim

           
Da zabele`ime deka do poimot neprekinatost doa|ame vsu{nost 

koga uslovot  
0 < |x − a| < δ 

kaj definicija 5.1 za grani~na vrednost se zameni so uslovot   

|x − a| < δ 

i funkcijata f  e definirana i vo to~kata a.  
Navistina, spored Ko{i, definicijata 6.1 }e bide dadena so 

slednata formulacija: 
 
Definicija 6.1* Funkcijata f e neprekinata vo to~kata a ako e 

definirana na nekoja okolina V(a, δ1) na to~kata a, ako to~kata a e 
to~ka na natrupuvawe za mno`estvoto V(a, δ )  i ako  1

∀ε > 0,      ∃δ(ε) > 0, 
taka {to za site  

x ∈ V(a, δ ) 1

{to go zadovoluvaat neravenstvoto  

|x − a| < δ 
da va`i  

|f(x) − f(a)| < ε. 

Pritoa ako δ > δ , toga{ za δ se zema δ  (crte` 14). 1   1
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                                              y                                                                                                                    
                                  
                            f(a) + ε 
                                            
                                   f(a) 
                                        
                            f(a) − ε 

     
                                     0             a − δ          a          a + δ          x 

                                          
                                                 Crte` 14 

 
Bidej}i   

 x = a 
ax→

lim

(lesno se doka`uva) koga f e neprekinata vo to~kata a, mo`eme 
simboli~ki da zapi{eme  

f(x) = f(a) = f( x). 
ax→

lim
ax→

lim

Lesno se formulira i definicijata za neprekinatost so nizi  
spored Hajne.  

Ako funkcijata f ne e neprekinata vo to~kata a, toga{ velime 
deka ima prekin vo to~kata a, odnosno deka to~kata a e to~ka na 
prekin. 

 
Definicija 6.2. Neka e dadena funkcija f. To~kite na prekin kaj 

koi postoi kone~na leva i desna grani~na vrednost (ednostrani 
grani~ni vrednosti) se narekuvaat to~ki na prekin od prv red za 
funkcijata f. Drugite to~ki na prekin se narekuvaat to~ki na prekin 
od vtor red za funkcijata f. 
 

Da zabele`ime deka to~kata a vo koja funkcijata f ne e 
definirana, no postoi kone~na grani~na vrednost koga x → a, e to~ka 
na prividen prekin. Toga{ funkcijata f mo`e da se dodefinira i vo 
to~kata a so vrednost ednakva na grani~nata vrednost, so {to vo taa 
to~ka funkcijata ve}e }e bide neprekinata. 
 

Primer 6.1. Funkcijata  

f(x) = sgn x 

ima vo to~kata x = 0 to~ka na prekin od prv red, bidej}i  

f(0 − 0) = −1,         f(0 + 0) = 1. 
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Primer 6.2. Funkcijata  

x
1f(x) =  

ima vo to~kata x = 0 to~ka na prekin od vtor red, bidej}i  

f(0 − 0) = −∝,          f(0 + 0) = +∝. 

 
Primer 6.3. Funkcijata  

x
1f(x) = sin  

ima vo to~kata x = 0 to~ka na prekin od vtor red, bidej}i ne postoi 
grani~na vrednost koga x → 0 (primer 5.2). 
 

Primer 6.4. Funkcijata  

x
1f(x) = x⋅sin  

ne e definirana vo to~kata x = 0. Bidej}i postoi  

x
1x⋅sin  = 0 

0
lim
→x

(primer 5.8), to~kata x = 0 e to~ka na prividen prekin. 
 

Primer 6.5. Funkcijata  

x
1f(x) = ⋅sinx  

ne e definirana vo to~kata x = 0. Bidej}i postoi  

x
1 ⋅sinx = 1 

0
lim
→x

(primer 5.9), to~kata x = 0 e to~ka na prividen prekin. 

Od samata definicija 6.1 proizleguva deka mo`e na soodveten 
na~in da se definira i neprekinatost odlevo (oddesno) na funkcijata 
f vo to~kata a, zemaj}i ja za leva (desna) grani~na vrednost vrednosta 
na funkcijata vo to~kata a. Pritoa mora da se pretpostavi deka f e 
definirana vo nekoj polusegment (a − δ, a], odnosno [a, a + δ). 

Isto taka ponatamu }e va`i i soodvetnata teorema na 
teoremata 5.5, zamenuvaj}i gi grani~nite vrednosti so vrednostite na 
funkciite vo to~kata a (sekako mora funkciite da bidat i 
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definirani vo to~kata a). ]e va`at i site drugi teoremi i osobini 
iska`ani za funkcii koi imaat grani~na vrednost, so toa {to 
terminot grani~na vrednost se zamenuva so terminot neprekinatost, a 
samata grani~na vrednost kako broj se zamenuva so vrednosta na 
funkciite vo to~kata a. 

Poimot grani~na vrednost na funkcija e poop{t od poimot 
neprekinatost. Toa se poimi od lokalen karakter (vrzani za to~ka). 
Imeno, ako funkcijata e neprekinata vo to~ka a, toga{ taa ima i 
grani~na vrednost koga h → a, dodeka obratnoto ne mora da va`i. 

 
Definicija 6.3. Za funkcijata f velime deka e neprekinata na 

intervalot (a, b) ako e neprekinata vo sekoja to~ka od toj interval. 
 

Definicija 6.4. Za funkcijata f velime deka e neprekinata na 
segmentot [a, b] ako e neprekinata vo intervalot (a, b) i e neprekinata 
odlevo vo to~kata b i oddesno vo to~kata a. 
 

Teorema 6.1. Neka funkcijata f e neprekinata vo to~kata a,  
funkcijata g e neprekinata vo to~kata b = f(a). Ako postoi slo`ena 
funkcija h = g o f ,  toga{ taa e neprekinata vo to~kata a. 

Dokaz: Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od 
neprekinatosta na funkcijata g vo to~kata b = f(a) sleduva deka }e 
postoi  

δ (ε) > 0, 1

taka {to za sekoe y za koe va`i neravenstvoto  

|y − b| < δ1

}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|g(y) − g(b)| < ε. 

Ponatamu, od neprekinatosta na funkcijata f vo to~kata a 
sleduva deka za toa δ  }e postoi  δ  > 0, taka {to za site x za koi va`i 1 2

|x − a| < δ2

}e bide zadovoleno neravenstvoto  

|f(x) −f(a)| < δ , 1
odnosno so drugi oznaki  

|y − b| < δ . 1

 Spored toa, za proizvolno ε dobivame deka postoi takvo δ2 > 0 
(koe zavisi od ε,  bidej}i δ  zavisi od ε), taka {to za site x za koi va`i 1
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|x − a| < δ2
va`i neravenstvoto  

|f(x) − f(a)| < δ , 1
odnosno neravenstvoto  

|y − b|<δ , 1

koe povlekuva i zadovoluvawe na neravenstvoto  

|g(y) − g(b)| < ε, 
odnosno neravenstvoto   

|g(f(x)) − g(f(a))| = |h(x) − h(a)| < ε. 

Pritoa so samiot uslov f da e neprekinata vo to~kata a, a g vo 
to~kata b = f(a), smetame deka f e definirana na intervalot (a − δ2, a + 
δ ), a g na intervalot (b − δ , b + δ ). Vo sprotiven slu~aj za δ  i δ2 1 1 1 2 se 
zemaat pomali vrednosti, taka {to uslovot za definiranost sepak da 
bide zadovolen. 

Zna~i, simboli~ki mo`eme da napi{eme  

 g(f(x)) = g( f(x)). 
ax→

lim
ax→

lim

 
Teorema 6.2. Neka funkcijata f e neprekinata vo to~kata a i 

neka f(a) ≠ 0. 
Toga{ postoi δ > 0, taka {to za site x za koi va`i 

neravenstvoto 
|x − a| < δ 

}e va`i neravenstvoto  

2
1|f(x)| > |f(a)|. 

Vo specijalen slu~aj, ako f(a) > 0, toga{ }e va`i  

2
1 f(a)   (> 0), f(x) > 

a ako f(a) < 0, }e va`i neravenstvoto  

2
1f(x) < f(a)    (< 0). 

Poradi toa ovaa teorema se narekuva i teorema za zapazuvawe na 
znakot kaj neprekinatite funkcii. 
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Dokaz. Neka  

2
1 |f(a)| > 0 ε = 

e konkretna vrednost na ε. Od neprekinatosta na funkcijata f }e 
postoi δ, taka {to za site x  za koi va`i |x − a| < δ }e bide zadovoleno 
neravenstvoto  

2
1|f(x) − f(a)| < |f(a)|, 

odnosno neravenstvata  

2
1

2
1f(a) − |f(a)| < f(x) < f(a) + |f(a)|, 

od kade se dobiva  tvrdeweto. 
 

Teorema 6.3. Neka funkcijata f e strogo monotono raste~ka 
(opa|a~ka)  i neprekinata funkcija na segmentot [a, b] i neka A = f(a), 
B = f(b). Toga{ postoi inverzna funkcija  g = f −1 na funkcijata f na 
segmentot [a, b], koja e strogo monotono raste~ka (opa|a~ka) i 
neprekinata na segmentot [A, B]. 

Dokaz: Egzistencijata na inverznata funkcija, koja e isto taka 
strogo monotono raste~ka (opa|a~ka), ve}e e poka`ana vo teoremata 
4.2. Zna~i ostanuva da se doka`e neprekinatosta na inverznata 
funkcija g na segmentot [A, B].  

Neka y  ∈ (A, B).  0

Toga{ postoi edinstvena to~ka x ∈(a, b), taka {to y = f(x0 0 0), 
odnosno x0 = g(y ).  0

Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj, taka {to   

[x0 − ε, x0 + ε] ⊂ [a, b], 
i neka  

y1 = f(x0 − ε)    i    y2 = f(x0 + ε) 
pri {to  

y0 ∈ (y , y ). 1 2
Neka  

δ = min{|y1 − y0 |, |y2 − y0 |}. 

Od strogata monotonost na funkcijata f sleduva deka za site y za koi 
va`i  

|y − y | < δ 0
}e postojat edinstveni to~ki  
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x ∈ (x0 − ε, x0 + ε), 
taka {to  

x = g(y). 

Zna~i, da sumirame, za proizvolen realen pozitiven broj ε 
izbravme δ-okolina na to~kata y0, taka {to za site y koi í pripa|aat 
na nea }e va`i neravenstvoto  

|x − x | < ε, 0
odnosno neravenstvoto  

|g(y) − g(y )| < ε 0

(t.e. vrednostite g(y) }e í pripa|aat na ε-okolinata na to~kata g(y0)). 
Bidejki y0 e proizvolna to~ka od (A, B), so toa e doka`ano tvrdeweto 
za neprekinatosta na inverznata funkcija g vo intervalot (A, B). 

Neprekinatosta na inverznata funkcija  g oddesno vo to~kata A 
i odlevo vo to~kata B se poka`uva na sli~en na~in. 
 

Teorema 6.4. Neka f e  funkcija definirana na intervalot (a, b), 
ograni~ena i monotono raste~ka na toj interval. Toga{ postoi f(b − 0) 
i f(a + 0).  
 

Od pova`nite svojstva na neprekinatite funkcii koi se od 
lokalen karakter }e navedeme u{te edno. 
 

Teorema 6.5. Neka f e strogo monotono raste~ka (opa|a~ka) 
funkcija na [a, b] i neka α = f(a), β = f(b). Funkcijata f e neprekinata na 
[a, b] ako i samo ako sekoj broj γ ∈ [α, β] e vrednost na funkcijata f vo 
nekoja to~ka od segmentot [a, b], t.e. za ∀γ ∈ [α, β] postoi edinstven 
broj c ∈ [a, b], taka {to  γ = f(c) . 
 

Ako vo definicijata 6.1* za neprekinatost na funkcijata f vo 
to~kata a so h ja ozna~ime razlikata x − a, toga{ samata definicija }e 
ja ima slednata formulacija: 

 
Definicija 6.1.** Funkcijata f e neprekinata vo to~kata a ako 

∀ε > 0,    ∃δ(ε) > 0, 

taka {to za sekoj realen broj h za koj va`i neravenstvoto   

|h| < δ 
da va`i neravenstvoto  

|f(a + h) − f(a)| < ε. 

 112 



§6. Neprekinatost na realna funkcija od edna realna promenliva 

Pritoa e potrebno funkcijata f da bide definirana vo to~kite a + h i 
mo`eme da zapi{eme  

f(a + h) = f(a). 
0

lim
→h

Razlikata  
h = x − a 

se narekuva narasnuvawe na argumentot x vo to~kata a (zna~i od 
to~kata a so narasnuvawe h  se dobiva to~ka a + h, pri {to h mo`e da 
bide i pozitiven i negativen realen broj ili nula), a razlikata  

Δy = f(a + h) − f(a) 

se narekuva narasnuvawe na vrednosta na funkcijata (ponatamu samo 
na funkcijata) koe odgovara na narasnuvaweto h na argumentot x.  

Spored toa definicijata 6.1* za neprekinatost bi ja imala i 
slednata formulacija:  
 

Definicija 6.1.*** Funkcijata f e neprekinata vo to~kata a ako 
narasnuvaweto na funkcijata se stremi kon nula koga narasnuvaweto 
na argumentot vo to~kata a se stremi kon nula. Toga{ pi{uvame  

Δy = 0, 
0

lim
→h

odnosno  
[f(a + h) − f(a)] = 0. 

0
lim
→h

 
  Da zabele`ime deka vo konkretniot grani~en proces vrednosta 
f(a + h) zavisi samo od narasnuvaweto h  i kako funkcija od argumentot 
h e definirana vo nekoja okolina na to~kata h = 0 (bidej}i 
neprekinatosta se definira vo to~ka i spored toa a e fiksna to~ka). 
Vo slu~aj na drugi oznaki na argumentite odnosno nezavisnite 
promenlivi i funkciite, za narasnuvaweto na argumentot so oznaka x 
se upotrebuva i oznakata Δx, a za soodvetnoto narasnuvawe na 
funkcijata oznakata  

Δy = Δf(a) = f(a + Δx) − f(a). 

Isto taka i za to~kata vo koja se ispituva neprekinatosta (pa i 
egzistencija na grani~na vrednost) se upotrebuva  i oznaka x .  0

Neprekinatosta kako pojava mnogu ~esto se javuva vo 
prirodnite procesi. Taa se karakterizira so svojstvo pri malo 
narasnuvawe na nezavisno promenlivata da mu odgovara malo 
narasnuvawe na funkcijata, t.e. na promenlivata koja zavisi od nea.  
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Vo klasata neprekinati funkcii va`at i slednite dosta va`ni 
teoremi koi gi iska`uvaat nivnite osobini na interval ili segment. 

 
Teorema 6.6 (Ko{i). Neka e dadena funkcija f, neprekinata na 

segmentot [a, b] i neka  

f(a) = A,   f(b) = B     (A⋅B ≠ 0). 

Ako A⋅B < 0, toga{ postoi barem edna to~ka c ∈ (a, b) taka {to  

f(c) = 0. 

Specijalno, za koj bilo broj γ koj se nao|a me|u broevite A i B postoi 
barem edna to~ka c ∈ (a, b) taka {to  

f(c) = γ. 

Dokaz: Neka A < 0, B > 0 i neka M ⊂ [a, b] e mno`estvo to~ki x so 
svojstvo ∀x ∈ M,  f(x) < 0.  

Mno`estvoto M ne e prazno mno`estvo (barem a ∈ M) i e 
ograni~eno od gore (so b). Spored aksiomata VI za neprekinatost 
postoi supremum koj }e go ozna~ime so c. ]e poka`eme deka c ≠ a i c ≠ 
b. Da pretpostavime obratno, odnosno neka c = b. Bidej}i  

f(b) = B > 0, 

spored teoremata 6.2 postoi δ > 0, taka {to  

∀x ∈ (δ − b, b),        f(x) > 0, 

{to e vo sprotivnost so faktot deka c e supremum na mno`estvoto M. 
Neka sega pretpostavime deka c = a. Bidej}i   

f(a) = A < 0, 

spored teoremata 6.2 postoi δ > 0, taka {to  

∀x ∈ (a, a + δ),   f(x) < 0, 

{to e vo sprotivnost so faktot deka c (=a) e supremum na mno`estvoto 
M. Na krajot }e poka`eme deka  

f(c) = 0. 

Da pretpostavime obratno, odnosno neka  

f(c) ≠ 0, 
odnosno neka  

f(c) > 0     ili    f(c) < 0. 
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Spored teoremata 6.2, ako  
f(c) > 0     (f(c) < 0), 

toga{  postoi δ > 0, taka {to  

∀x ∈ (c − δ, c + δ),      f(x) > 0    (f(x) < 0). 

Od druga strana c e supremum i vo soglasnost so definicijata 1.5 }e 
postoi barem edna to~ka x0 ∈ M za koja va`i f(x ) < 0, dodeka  0

∀x ∈ (c, c + δ),     f(x) ≥ 0 

(bidej}i c e najmala majoranta i zna~i  (c, c + δ) ∩ M = ∅), {to 
pretstavuva kontradiktornost.   

Specijalniot slu~aj se poka`uva so definirawe na nova 
funkcija  

F(x) = f(x) − γ 
i so primena na istiot rezultat za funkcijata F, so pretpostavka A ≠ 
B. Ako  A = B, toga{ γ = A = B i za c mo`e da se zeme ili a ili b. 
 

Teorema 6.7 (Vajer{tras 1). Ako funkcijata f  e neprekinata na 
segmentot [a, b], toga{  e ograni~ena na segmentot [a, b]. 
 

Teorema 6.8 (Vajer{tras 2). Neka e dadena funkcija f, 
neprekinata na segmentot E = [a, b]. Toga{ funkcijata f ja dostignuva 
svojata najgolema i svojata najmala vrednost na toj segment, odnosno 
postojat to~ki x , x1 2 ∈ [a, b], taka {to  

f(x ) = min f([a,b]) = min {f(x)|a ≤ x ≤ b} = 1

= min {f(x)|x ∈ [a, b]} = min f(E) 
i  

f(x ) = max f(E) 2

(ovde se upotrebeni pove}e oznaki). 

Dokaz: Spored teoremata 6.7 funkcijata f e ograni~ena i odgore 
i oddolu i spored aksiomata VI za neprekinatost i posledicata 1.7 
postoi supremum M i infimum m na mno`estvoto vrednosti 
(kodomenot) f([a, b]). Da pretpostavime deka ne postoi  

 ∈ [a, b] c2
takvo {to  

f(c ) = M, 2
{to zna~i deka  

∀x ∈ [a, b],       f(x) < M. 
Definirame nova funkcija F so ravenkata  
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)(
1

xfM −
F(x) =  

na segmentot [a, b] so osobina  

∀x ∈ [a, b],      F(x) > 0 

i koja spored teoremata soosdvetna na teoremata 5.5 e isto taka 
neprekinata funkcija na [a, b]. Spored teoremata 6.7 i F  e ograni~ena 
funkcija na [a, b], {to zna~i deka postoi broj A > 0, taka {to  

)(
1

xfM −
∀x ∈ [a, b],    F(x) =  ≤ A, 

odnosno  

A
1f(x) ≤ M − . 

Poslednoto neravenstvo e vo sprotivnost so faktot deka M e 
supremum na mno`estvoto f([a, b]) (M e najmala majoranta). Spored toa 
}e postoi c2 ∈ [a, b], taka {to  

f(c ) = M. 2

Dokazot za egzistencijata na c1 ∈ [a, b] takvo {to f(c ) = m e isti.  1
 

Definicija 6.5. Neka e dadena funkcija f, definirana na 
mno`estvoto E. Ako za koj bilo pozitiven realen broj ε mo`e da se 
najde pozitiven realen broj δ, taka {to za koi bilo dve to~ki x , x1 2  od 
mno`estvoto E, za koi va`i neravenstvoto  

|x1 − x | < δ, 2

da bide zadovoleno neravenstvoto      

) − f(x|f(x )| < ε, 1 2

toga{ velime deka funkcijata f e ramnomerno (uniformno) 
neprekinata na mno`estvoto E.  
 

Da zabele`ime deka za razlika od poimot neprekinatost, koj e 
vrzan za to~ka, poimot ramnomerna neprekinatost e vrzan za 
mno`estvo.  

 
Teorema 6.9.  Ako funkcijata f e ramnomerno neprekinata na 

nekoe mno`estvo E, toga{ taa e neprekinata vo sekoja to~ka od toa 
mno`estvo. Obratnoto ne mora da va`i.  
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Primer 6.6. Funkcijata  

x
1f(x) = sin  

e neprekinata na intervalot (0, 1), no ne e ramnomerno neprekinata na 
istiot interval. 
 

Ako funkcijata f e neprekinata na  intervalot (a, b), toa  zna~i 
deka e neprekinata vo sekoja to~ka od toj interval. Zna~i, za 
proizvolen pozitiven realen broj ε za to~kata x0 ∈ (a, b) postoi 
pozitiven realen broj δ koj zavisi od ε, no koj ne mora da bide ednakov 
i za druga to~ka x1 pri ednakvo ε  (zna~i kaj neprekinatosta δ zavisi i 
od samata to~ka osven od ε). Spored toa, egzistencijata na δ zavisi i 
od ε, no i od to~kata vo koja se poka`uva neprekinatost na funkcijata. 
Od druga strana pak, kaj ramnomernata neprekinatost egzistencijata 
na δ zavisi samo od  ε i e edinstveno za koi bilo to~ki od soodvetnoto 
mno`estvo  . 

 
Teorema 6.10 (Kantor). Ako funkcijata f e neprekinata na 

segmentot [a, b], toga{ e ramnomerno neprekinata na toj segment. 
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§7. ELEMENTARNI REALNI FUNKCII  
OD EDNA REALNA PROMENLIVA  

 
 

Definicija 7.1. Kako osnovni elementarni funkcii }e gi 
definirame slednite funkcii: 

10   f(x) = c  (c − konstanta )        − konstanta funkcija , 

 f(x) = ax (a > 0; a ≠ 1; a− konstanta)− eksponencijalna funkcija, 20

  f(x) = log 30
a x ( a > 0; a − konstanta) − logaritamska funkcija, 

 α  f(x) = x  (α ≠ 0; α − konstanta)       − stepenska funkcija, 40

  f(x) = sinx          − sinusna funkcija. 50

 

Sekako deka postojat i drugi klasifikacii na funkciite. Za 
sekoja od ovie osnovni funkcii }e gi poka`eme nakratko (bez dokazi) 
najva`nite osobini i soodvetnite grafici . 
 

10. Funkcijata e definirana na mno`estvoto realni broevi R so 
kodomen {c}, neprekinata e vo sekoja to~ka od definicionata oblast, 
nema inverzna funkcija i grafikot vo pravoagolen koordinaten 
sistem e horizontalna prava. 
 

. Funkcijata e definirana i neprekinata na R, so kodomen R+ 20

(=(0, +∝)). Za a > 1 (0 < a < 1)  e strogo monotono raste~ka (opa|a~ka). 
Ima svoja inverzna funkcija i nejziniot grafik zaedno so 
soodvetnite grani~ni vrednosti na kraevite od definicionata oblast 
e daden na crte`ite 15 i 16. 
 
           y                     y  
      a > 1            0 < a < 1 
          
           1                 1 
   
       
           0        x                     0                    x 

x x x x    alim
x→−∞

 = 0+   ;    alim
x→+∞

 = +∝                   alim
x→−∞

 = +∝  ; alim
x→+∞

+ = 0

  
        Crte` 15      Crte` 16 
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. Funkcijata e definirana i neprekinata na R+30 , so kodomen R. 
Vsu{nost, taa e inverzna funkcija na eksponencijalnata funkcija 
definirana preku relaciite  

y = ax ⇔ x = log  y . a
 

Za a > 1 (0 < a < 1) funkcijata strogo monotono raste (opa|a). 
Grafikot zaedno so soodvetnite grani~ni vrednosti na kraevite od 
definicionata oblast e daden na crte`ite 17 i 18. 
 

   y a > 1       y  0 < a < 1 
   
 
 
              
   0   1             x      0 1            x 
 
 
lim

x→ +0 0
log a x = −∝   ; log lim

x→+∞
a x = +∝         log lim

x→ +0 0
a x = +∝  ; log lim

x→+∞
 x = −∝ a

 Crte` 17     Crte` 18 
 

40. Funkcijata vsu{nost se definira kako slo`ena funkcija od 
eksponencijalnata i logaritamskata funkcija preku relacijata 

( ) xaa
xaax

log log ααα
== , 

pri {to za konstantata a se zema obi~no broj pogolem od 1 (a mo`e i 
broj me|u 0 i 1). Ovaa funkcija e definirana i neprekinata na R+, so 
kodomen R+. Za α > 0 (α < 0) funkcijata strogo monotono raste (opa|a). 
Grafikot zaedno so soodvetnite grani~ni vrednosti na kraevite od 
definicionata oblast e daden na crte`ite 19 i 20. 
 
 

       y     α > 1      α = 1                   y 
 
        1   0 < α < 1 
            1   −1 < α < 0 
         α = −1 
                   α < −1  
        0          1            x                   0            1                    x 
 
lim

x→ +0 0
 ;  lim  x x α  = 0+

x→+∞

α = +∝               xlim
x→ +0 0

α  = +∝  ;  xlim
x→+∞

α + = 0

Crte` 19     Crte` 20 
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Specijalno za nekoi racionalni broevi α ovaa funkcija e 
definirana i na R. Taka za  

12
2
+k
p ,      p, k∈N, α = 

funkcijata e definirana i neprekinata na R, so kodomen R+ ∪ {0}, 
strogo monotono opa|a na (−∝, 0], a strogo monotono raste na [0, +∝). 
Za   

12
12

+
+

k
p  ,       p, k∈N, α = 

funkcijata e definirana i neprekinata na R, so kodomen R i strogo 
monotono raste na R. Tie slu~ai se dadeni so  grafici i soodvetni 
grani~ni vrednosti na crte`ite 21 i 22. 
                 

12
2
+k
p

       y          α =                    y 

 
                0      x 
                                
                                                                                                                                 

12
12

+
+

k
p

        0   x             α =  

     xlim
x→−∞

α = +∝ ; lim  x
x→+∞

α = +∝       xlim
x→−∞

α = −∝ ;  xlim
x→+∞

α = +∝ 

  
Crte` 21     Crte` 22 

 
 

Za α ∈ Z − (negativni celi broevi) funkcijata e definirana i 
neprekinata na R \ {0}, pri {to za α paren negativen cel broj 
funkcijata ima kodomen R+, a za α neparen negativen cel broj 
funkcijata ima kodomen R \ {0}. 

 
. Funkcijata e definirana i neprekinata na R, periodi~na so 50

osnoven period 2π i ograni~ena na R. Razgleduvaj}i go samo segmentot 
[0, 2π], na mno`estvoto  

2
π

2
3π[0, ] ∪ [ , 2π] 

funkcijata strogo monotono raste, a na mno`estvoto  
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2
π

2
3π[ ] , 

funkcijata strogo monotono opa|a. Drugite osobini, na primer 
nulite, ekstremite i drugo, kako i grafikot, se dovolno poznati od 
sredno obrazovanie. 
 

Definicija 7.2. Site funkcii koi mo`at da se definiraat so 
pomo{ na aritmeti~ki operacii i preku slo`eni funkcii od 
osnovnite elementarni funkcii se narekuvaat elementarni funkcii.  

 

Toa se polinomnite funkcii, drobnoracionalnite funkcii, 
funkciite 

x
x

cos
sin

x
x

sin
cos

2
π          cosx = sin(  − x),                  tgx = ,                       ctgx = , 

xcos
1

2
1

xsin
1 x −x         secx = ,                         cosecx = ,                  shx = (e − e ),  

chx
shx

shx
chx

2
1 x −x        chx =  (e  + e ),                   thx =  ,                          cthx = ,  

        f(x) = arcsinx,                           f(x) = arccosx,  

i drugi. 

Ovde }e razgledame samo nekoi od niv.  
 

60. Funkcijata  

f(x) = arcsinx, 

definirana na [−1, 1], strogo momotono raste~ka i neprekinata, so 

kodomen [−
2
π

2
π

, ], e edna od inverznite funkcii na sinusnata 

funkcija. Vsu{nost taa e inverzna funkcija na funkcijata  

g(x) = sinx 

2
π

2
π

na segmentot [− ] i postoi spored  teoremata 6.3.  , 

Nejziniot grafik e daden na crte`ot 23. 
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        y  

     
2
π

    f(−1) = −
2
π

 

       

         −1       0        1  x f(1) = 
2
π

 

          

2
π

              −  

   
 

            Crte` 23 
 
 

Da zabele`ime deka ako se razgleduva istata funkcija g na drug 

segment (na primer [
2
π

2
3π

, ]), toga{ bi bila definirana druga 

inverzna funkcija. 
 
70. Funkcijata  

f(x) = arctgx, 

definirana, neprekinata i monotono raste~ka na R, so kodomen  

2
π

2
π(− , ),  e edna od inverznite funkcii na tangensnata funkcija na 

intervalot (−
2
π

2
π

, ) i postoi spored teoremata 6.3. Nejziniot grafik 

i soodvetnite grani~ni vrednosti se dadeni na crte`ot 24. 
 
 
   y  

2
π

                 lim arctgx = −
x→−∞ 2

π
 

 

        0  x                 arctgx = lim
x→+∞ 2

π
 

2
π

             −    

 

                              Crte` 24 
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80. Funkcijata  
f(x) = chx 

(kosinus hiperbolikum iks), nare~ena sinxir (lan~anica), e 
definirana i neprekinata na R, so kodomen [1, + ∝). Nejziniot grafik 
i soodvetnite grani~ni vrednosti se dadeni na crte`ot 25. 
 
            y  
      chx = chx = +∝ 

  

lim
x→−∞

lim
x→+∞

            1 
    
               
            
             0        x   
 
                                Crte` 25 
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GLAVA  VTORA 
 

DIFERENCIJALNO SMETAWE  
NA REALNA FUNKCIJA OD EDNA REALNA 

PROMENLIVA SO NEKOI PRIMENI 
 
 
 

§8. IZVODI I DIFERENCIJALI NA REALNA 
FUNKCIJA OD EDNA REALNA PROMENLIVA  

 
 

8.1. IZVODI OD PRV RED: DEFINICIJA I OSOBINI 
 

Definicija 8.1. Neka funkcijata f e dadena so formulata  

y = f(x), 
definirana na mno`estvo  

E ⊆ R, 

neka x0 e vnatre{na to~ka na mno`estvoto E i neka Δx ≠ 0 e 
narasnuvawe na argumentot so osobina x0 + Δx da pripa|a na E. Ako 
postoi kone~na grani~na vrednost na koli~nikot  

x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00 , 

koga Δx → 0, toga{ taa se narekuva prv izvod na funkcijata f vo odnos 
na nezavisnata promenliva x vo to~kata x0 i ima oznaka f ′(x0) ili fx′(x0). 
Zna~i,  

0Δ
lim
→x x

xfxxf
Δ

−Δ+ )()(
00  = f ′(x0). 

 
Razlikata  

x − x0 = Δx 
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se narekuva narasnuvawe na argumentot x vo to~kata x0 (zna~i, od 
to~kata x0 so narasnuvawe Δx  se dobiva to~ka x0 + Δx, pri {to Δx mo`e 
da bide i pozitiven i negativen realen broj). Razlikata   

f(x0 + Δx) − f(x0) = Δy 
se narekuva narasnuvawe na vrednosta na funkcijata (ponatamu samo 
na funkcijata) koe odgovara na narasnuvaweto Δx na argumentot x vo 
to~kata x0 (zna~i, od vrednosta f(x0) se dobiva vrednosta  

f(x0 + Δx) 
koja odgovara na narasnuvaweto Δx na argumentot x vo to~kata x0).  

Spored definicijata 8.1 izvodot e kone~en realen broj i 
mo`eme da ka`eme deka vsu{nost pretstavuva grani~na vrednost od 
koli~nikot na narasnuvaweto na funkcijata i narasnuvaweto na 
argumentot koga narasnuvaweto na argumentot se stremi kon nula. 
Pritoa grani~nata vrednost se bara od edna realna funkcija F od 
nezavisnata promenliva golemina Δx, dadena  so ravenkata  

F(Δx) =  x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

(samata to~ka x0 e konstanta pri toj grani~en proces), koja e 
definirana vo nekoja okolina V(0, δ) \ {0}, na to~kata Δx = 0, no ne e 
definirana vo samata to~ka 0. Pritoa  

(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ E 
ili  

(x0 − δ, x0] ⊆ E 
ili  

[x0, x0 + δ) ⊆ E. 
Za narasnuvaweto na argumentot se upotrebuva oznakata Δx, 

soodvetna na oznakata na argumentot x, kako i drugi oznaki, a za 
soodvetnoto narasnuvawe na funkcijata oznakite:  

Δy;    Δf;     Δf(x0) = f(x0 + Δx) − f(x0) = Δy. 
Za izvodot se upotrebuvaat i oznakite:  

      
dx
dy ;    

dx
xdf )( 0                                        (spored Lajbnic); 

fx′(x0);   y′;    y′x;    f ′(x0);    y′0                    (spored Lagran`); 

    Dy;     Df(x0) ;     Dxy;     Dxf(x0)             (spored Ko{i). 
Ponatamu, koga e poznata oznakata za koja bilo promenliva, 

toga{ }e se koristi skraten zapis. Isto taka mo`e da se koristi i 
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oznakata a namesto x0 za to~kata vo koja se bara izvodot. Da 
zabele`ime deka izvodot ja karakterizira promenata na vrednosta na 
funkcijata, odnosno brzinata na promenata na vrednosta na 
funkcijata vo to~kata x0. Terminot izvod prv go vovel Lagran`.  

 

Definicija 8.2. Neka funkcijata f e dadena so formulata  

y = f(x), 
definirana na mno`estvo  

E ⊆ R, 
neka postoi δ > 0, taka {to  

(x0 − δ, x0] ⊆ E           ([x0, x0 + δ) ⊆ E) 
i neka  

Δx < 0            (Δx > 0) 

e narasnuvawe na argumentot so osobina x0 + Δx da pripa|a na E. Ako 
postoi kone~na leva (desna) grani~na vrednost na koli~nikot  

x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

koga Δx → 0 − 0 (Δx → 0 + 0), toga{ taa se narekuva lev (desen) prv 
izvod na funkcijata f vo odnos na nezavisnata promenliva x vo to~kata 
x0 so oznaka  

f −′(x0)           ( f+′(x0)). 
 

Spored definicijata 8.2 ednostranite kone~ni grani~ni 
vrednosti  

00
lim

−→Δx x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

i 

00
lim

+→Δx x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

se ednostrani prvi izvodi (lev i desen) na funkcijata  f vo to~kata x0. 
Od  definiciite 8.1 i 8.2, vo soglasnost so teoremata 5.3, mo`e 

da se zaklu~i deka od egzistencijata na prviot izvod na funkcijata f  
sleduva egzistencija i ednakvost na prviot lev i prviot desen izvod 
na funkcijata  f  vo opredelena to~ka, i obratno.  

Da zabele`ime deka prviot lev ili prviot desen izvod na 
funkcijata  f vo opredelena to~ka mo`at da postojat, no da ne postoi 
prviot izvod na funkcijata  f  vo taa to~ka. 
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Definicija 8.3. Ako grani~nata vrednost  

0
lim
→Δx x

xfxxf
Δ

−Δ+ )()(
00  

postoi i e +∝ ili −∝ (ne e kone~en broj), toga{ velime deka 
funkcijata f ima izvod +∝ ili −∝ vo to~kata x0. Ako pak postojat 
soodvetni ednostrani grani~ni vrednosti  

00
lim

−→Δx x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

ili 

00
lim

+→Δx x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(

00  

i se +∝ ili −∝, toga{ tie se narekuvaat ednostrani beskone~ni izvodi 
(lev i desen)  na funkcijata f vo to~kata x0.  
 

Definicija 8.4. Neka funkcijata f ima prv izvod f ′(x) vo sekoja 
to~ka x ∈ (a, b). Toga{ mo`eme da definirame na (a, b) nova funkcija  
f ′ : x → f ′(x) kako izvodna funkcija. 
 

Primer 8.1. Neka  
f(x) = c       (c e konstanta), 

neka a e vnatre{na to~ka od definicionata oblast R i neka Δx e 
narasnuvawe na argumentot x vo to~kata a. Toga{  

x
y

Δ
Δ

= 
xΔ

1 [f(a + Δx) − f(a)] = 
xΔ

1  (c − c) = 0 

i spored definicijata  
f ′(a) = 0. 

 

Primer 8.2. Neka  
f(x) = xn, 

neka x0 e vnatre{na to~ka od definicionata oblast R i neka h e 
narasnuvawe na argumentot x vo to~kata x0. Toga{ 

h
1
Δy = 

h
1  [(x0 + h)n − x0

n] =  

h
1

 [(x0 + h) − x0]⋅[(x0 + h)n−1 + (x0 + h)n−2x0 + ...  + x0
n−1] = 

(x0 + h)n−1 + (x0 + h)n−2x0 + ... + x0
n−1, 
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pa grani~nata vrednost od koli~nikot 
h
1
Δy, koga h → 0, }e bide  

nx0
n−1. 

Zna~i,   
f ′(x0) = n⋅x0

n−1. 
 

Primer 8.3. Neka  
f(x) = cosx, 

neka x0 e vnatre{na  to~ka od definicionata oblast R i neka h e 
narasnuvawe na argumentot x vo to~kata x0. Toga{  

h
1
Δy = 

h
1  [cos(x0 + h) − cosx0] =  

h
1 {−2[sin(x0 + 

2
h )]⋅sin

2
h } =  

− [sin(x0 + 
2
h )]

2

2
sin

h

h

. 

 Koristej}i edna od specijalnite grani~ni vrednosti (primer 5.9, 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

) i neprekinatosta na funkcijata sinus, grani~nata 

vrednost od koli~nikot koga h → 0 }e bide  −sinx0. Zna~i  f ′(x0) = −sinx0. 
 

Primer 8.4. Neka  
f(x) = ex (= exp x), 

neka x0 e vnatre{na to~ka od definicionata oblast R i neka h e 
narasnuvawe na argumentot x vo to~kata x0. Toga{  

h
1
Δy = 

h
1 [exp (x0+h) − exp x0] = (exp x0) h

eh 1− . 

Koristej}i edna od specijalnite grani~ni vrednosti (primer 5.12, 

11lim
0

=
−

→ x
ex

x
), grani~nata vrednost od koli~nikot koga h → 0 }e bide 

. Zna~i,  0xe
f ′(x0) = exp x0 = . 0xe
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Primer 8.5. Neka  
f(x) = x , 

neka x0 e vnatre{na to~ka od definicionata oblast R+ ∪ {0} i neka h e 
narasnuvawe na argumentot x vo to~kata x0. Toga{  

h
1
Δy = 

h
1 [ hx +0  − 0x ] = 

00

1
xhx ++

. 

Koristej}i soodvetni osobini i teoremi za grani~ni vrednosti i 
neprekinatost na stepenska funkcija, grani~nata vrednost od 

koli~nikot koga h → 0 }e bide 
02

1
x

. Zna~i,  

f ′(x0) = 
02

1
x

. 

 

Primer 8.6. Neka  
f(x) = |x|, 

neka x0 = 0 i neka h e narasnuvawe na argumentot x vo to~kata 0. Toga{ 
za h > 0:  

h
1
Δy = 

h
1 (h − 0) = 1, 

a za h < 0:  

h
1
Δy = 

h
1  (−h − 0) = −1. 

Spored toa, }e postojat ednostrani grani~ni vrednosti od koli~nikot           

F(h) = 
h
1
Δy 

koga   h → 0, i toa  
F(h − 0) = −1 =  f −′(0);  

F(h + 0) = 1 = f +′(0). 

Bidej}i levata i desnata grani~na vrednost na koli~nikot F(h), 
odnosno leviot i desniot izvod na funkcijata f, se razli~ni, 
zaklu~uvame deka ne postoi grani~na vrednost od koli~nikot koga h 
→ 0, {to zna~i ne postoi izvod na ovaa funkcija f vo to~kata x0 = 0. 
 

Primer 8.7. Neka e dadena funkcija f so formulite  

f(x) = 0   za   x ∈ Q          i         f(x) = x2   za   x ∈ I. 
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Ovaa funkcija ima prekin vo site to~ki x ≠ 0, no ima izvod vo to~kata 
x = 0.  

Re{enie: Navistina, ako h ∈ Q e narasnuvawe na promenlivata x 
vo to~kata x = 0 i ako h ∈ Q, toga{ postoi grani~nata vrednost  

0
lim
→h h

fhf )0()( −  = 
0

lim
→h h

00−  = 0. 

Ako pak  h ∈ I, toga{ postoi i grani~nata vrednost 

0
lim
→h h

fhf )0()( −  = 
0

lim
→h h

h 02−  = 0, 

{to zna~i deka postoi izvod  
f ′(0) = 0. 

So koristewe na definicijata za grani~na vrednost spored Hajne (so 
nizi) se poka`uva deka ovaa funkcija ima prekin vo site to~ki x ≠ 0. 
 

Definicija 8.5. Ako funkcijata f ima kone~en izvod vo to~kata 
x0, toga{ velime deka funkcijata f e diferencijabilna vo to~kata x0.  
 

Neka funkcijata f ima kone~en izvod fx′(x0). Toga{ 

0
lim
→h h

xfhxf )()(
00

−+
 = fx′(x0), 

odnosno  

0
lim
→h

{ h
xfhxf )()(

00
−+

 – fx′(x0)} = 0, 

{to zna~i deka funkcijata  

α(h) = h
xfhxf )()(

00
−+

 – fx′(x0) 

e beskone~no mala funkcija koga h → 0. 
Od poslednoto ravenstvo go dobivame ravenstvoto  

f(x0 + h) − f(x0) = h⋅fx′(x0) + h⋅α(h), 

koe vo nekoja literatura pretstavuva definicija za 
diferencijabilnost, stavaj}i  

h⋅α(h) = β(h) 

(β(h) = o(h) koga h → 0 ) i f ′(x0) = A (A e kone~en broj).  

 131 



Glava 2 

Definicija 8.5*. Neka funkcijata f e dadena so formulata 

y = f(x), 

definirana na mno`estvo E ⊆ R,  neka x0 vnatre{na to~ka od E  i neka 
Δx ≠ 0 e narasnuvawe na argumentot so osobina x0 + Δx da pripa|a na E. 
Ako postoi kone~en broj A takov {to  

f(x0 + Δx) − f(x0) = A⋅Δx + β(Δx) 

(β(Δx) = o(Δx) koga Δx → 0), toga{ velime deka funkcijata f e 
diferencijabilna vo to~kata x0 . 

Bidej}i lesno se poka`uva deka definiciite 8.1 za prv izvod i 
8.5* za diferencijabilnost se ekvivalentni kaj realna funkcija od 
edna realna promenliva (brojot A }e bide vsu{nost ednakov na f ′(x0), a 
definicijata 8.5 }e bide tvrdewe), ovde diferencijabilnosta ja 
definiravme so definicijata 8.5 preku izvod ({to nema da va`i i za 
drugi funkcii kako {to se, na primer, realni funkcii od dve realni 
promenlivi).  

 

Teorema 8.1. Ako f e diferencijabilna funkcija vo to~kata x0, 
toga{ e neprekinata vo to~kata x0. 

Dokaz: ]e trgneme od ve}e dobienoto ravenstvo  

f(x0 + h) − f(x0) = h⋅f ′(x0) + h⋅α(h) 

od koe, koga h → 0, ja dobivame grani~nata vrednost  

0
lim
→h

[f(x0+h) − f(x0)] = 0, 

{to zna~i deka f e neprekinata vo x0. 
Obratnoto tvrdewe ne mora da va`i (vidi go primerot 8.6). 

 

Teorema 8.2. Neka se dadeni dve funkcii f i g, 

diferencijabilni vo to~kata x0. Toga{ funkciite f ± g, f⋅g, 
g
f  se 

diferencijabilni vo x0 (za koli~nik-funkcijata se potrebni i 
ograni~uvawata g(x)≠0 za sitexod nekoja okolina na x0 koja í pripa|a na 
definicionata oblast na g i g′(x0)≠0). Pri toa va`at slednite pravila:  

10. (f ± g)′(x0) = f ′(x0) ± g′(x0);             

20. (f⋅g)′(x0) = f ′(x0)⋅g(x0) + f(x0)⋅g′(x0);  
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30. (
g
f )’(x0) = 

2
0

0000

)]([
)(')()()('

xg
xgxfxgxf ⋅−⋅ .  

Dokaz: Neka h ≠ 0 e narasnuvawe na argumentot vo to~kata x0.  

  10. Formirame koli~nik  

h
1
Δ(f ± g) = 

h
1 [(f ± g)(x0 + h) − (f ± g)(x0)] =  

= 
h
1 [f(x0 + h) − f(x0)] ± 

h
1 [g(x0 + h)  − g(x0)]. 

Koristej}i gi soodvetnite osobini i teoremi za grani~ni vrednosti, 
kako i uslovot na teoremava, grani~nata vrednost od koli~nikot koga 
h → 0 }e postoi i }e bide ednakva na f ′(x0) ± g′(x0). 

20. Formirame koli~nik  

h
1
Δ(f⋅g) = 

h
1 [(f⋅g)(x0 + h) − (f⋅g)(x0)] =  

h
1 [f(x0 + h)⋅g(x0 + h) − f(x0)⋅g(x0 + h) + f(x0)⋅g(x0 + h) − f(x0)⋅g(x0)] =  

[
h
fΔ
⋅g(x0 + h)] + [

h
gΔ
⋅ f(x0)]. 

Koristej}i gi soodvetnite osobini i teoremi za grani~ni 
vrednosti i neprekinatost na funkcijata g, kako i uslovot na 
teoremava, grani~nata vrednost od koli~nikot koga h → 0 }e postoi i 
}e bide ednakva na                 

f ′(x0)⋅g(x0) + f(x0)⋅g′(x0). 

30. Formirame koli~nik  

h
1
Δ(

g
f ) = 

h
1 [(

g
f )(x0 + h) − (

g
f )(x0)] =  

= 
)()(

1

00 hxgxg +⋅
[

h
fΔ
⋅g(x0) − 

h
gΔ
⋅f(x0)]. 

Koristej}i gi soodvetnite osobini i teoremi za grani~ni vrednosti i 
neprekinatost, kako i uslovot na teoremava, grani~nata vrednost od 
koli~nikot koga h → 0 }e postoi i }e bide ednakva na 

2
0

0000

)]([
)(')()()('

xg
xgxfxgxf ⋅−⋅ . 
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8.2. GEOMETRISKO I DRUGI  TOLKUVAWA  
NA PRVIOT IZVOD 

 
Neka e dadena funkcija f so definiciona oblast Df i grafik Gf 

koj mo`e geometriski da se pretstavi so kriva vo daden pravoagolen 
koordinaten sistem i neka e diferencijabilna vo to~kata x0 ∈ Df. 
Neka h e narasnuvawe na argumentot. Definirame prava niz to~kite 
M(x0, f(x0)) ∈ Gf i M1(x0 + h, f(x0 + h)) ∈ Gf, koja zafa}a agol α1 so 
pozitivnata nasoka na oskata x. Pri grani~niot proces koga h → 0, a 
geometriski gledano koga to~kata M1 ∈ Gf se pribli`uva kon to~kata 
M ∈ Gf, ostanuvaj}i na krivata so koja e pretstaven grafikot Gf, 
pravata MM1, nare~ena se~ica, }e se pribli`uva kon prava koja se 
narekuva tangenta na krivata vo to~kata M. Neka so α go ozna~ime 
agolot {to go zafa}a tangentata so pozitivnata nasoka na oskata x i 
neka go razgledame triagolnikot MM′M1, kade M′(x0 + h, f(x0)). Toga{ 

tgα1= h
1 '1MM = h

xfhxf )()(
00

−+
 = 

h
1
Δf(x0), 

od kade α1 = arctg[
h
1
Δf(x0)], pa zna~i deka α1 zavisi od h, t.e. e funkcija 

od h. Spored uslovot funkcijata f ima izvod vo to~kata x0 i, 
analiti~ki gledano, koga h → 0 grani~nata vrednost od desnata strana 
postoi i e ednakva na arctg f ′(x0) (so koristewe na neprekinatosta na 
funkcijata arctg). Geometriski taa grani~na vrednost od α1 koga h → 0 
e vsu{nost agolot α, taka {to se dobiva tgα = f ′(x0). Zna~i,  
geometriski prviot izvod vo to~kata x0 e tangens od agolot {to go 
zafa}a tangentata na krivata povle~ena vo to~kata M so pozitivnata 
nasoka na oskata x, odnosno e koeficient na pravecot na tangentata 
(crte` 26). 
 
         y      n  t         Gf
           M1
 
    M      M’ 
 
 
 
   α1      A         α     B       C  

         0        x0               x0+h   x
   
 
                  Crte` 26 
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Vo soglasnost so toa ravenkata na tangentata e  

y − y0 = f ′(x0)⋅(x − x0), 
a ravenkata na normalata e  

y − y0 = −
)('

1

0xf
⋅(x − x0),      f ′(x0) ≠ 0. 

Od crte`ot 26 i od soodvetnite triagolnici se dobivaat brojnite 
karakteristiki:  

MA  = T = 
)('

1

0xf
⋅[y0 ( )20)('1 xf+ ] (dol`ina na tangenta), 

MC  = N = y0⋅ ( )20)('1 xf+  (dol`ina na normala),  

AB  = St = 
)('

1

0xf
⋅y0,    f ′(x0) ≠ 0 (subtangenta),    

BC  = Sn = y0⋅f ′(x0),   kade {to  y0 = f(x0) (subnormala). 
 

 Geometriski gledano, ako ne postoi prv izvod vo soodvetnata 
to~ka od grafikot na funkcijata, a postojat ednostrani izvodi (lev 
ili desen), toga{ imame ednostrani tangenti so koeficient na 
pravec ednakov so soodvetniot ednostran izvod (crte` 27). Isto taka 
vo slu~aj koga  prviot izvod e +∝ ili −∝, geometriski gledano, 
grafikot na funkcijata vo soodvetnata to~ka }e ima tangenta 
paralelna so oskata y (crte` 28). Ako pak postojat ednostrani prvi 
izvodi koi se +∝ ili −∝ i ne se ednakvi me|usebno, toga{ geometriski 
gledano grafikot na funkcijata vo soodvetnata to~ka }e ima  
tangenta paralelna so oskata y (crte` 29). 
 
 
   y     

y 
 
 
 
                                    
  0       x0        x             
      
                     Crte` 27                                0      x0           x0              x 
 

Crte` 28 
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                       y 
 
      
 
 
 
 
                                      
             0                          x0     x0            x    
  
      
 

Crte` 29 
 
 
 
 

Definicija 8.6. Neka f i g  se dve funkcii ~ii grafici mo`at 
geometriski da se pretstavat vo pravoagolen koordinaten sistem i 
neka se diferencijabilni vo to~kata x0, pri {to f(x0) = g(x0). Toga{ 
pod agol me|u dvete krivi Gf i Gg, koi se grafici na funkciite f i g,  
se podrazbira agolot ϕ me|u soodvetnite tangenti na krivite 
povle~eni vo to~kata so apcisa x0. Agolot ϕ se presmetuva so 
formulata  

tgϕ = 
)(')('1

1

00 xgxf ⋅+
[g′(x0) – f ′(x0)]. 

 

Neka edno telo se dvi`i i pominuva pat ~ija dol`ina zavisi od 
pominatoto vreme so funkcionalna zavisnost s(t) (zakon na dvi`ewe). 
Neka vo momentot t = t0 teloto ima pominato pat so dol`ina s(t0) i 
neka po izvesno vreme Δt (narasnuvawe) pominalo pat so dol`ina s(t0 + 
Δt) − s(t0). Ako pritoa dvi`eweto e ramnomerno pravolinisko, toga{ 

koli~nikot  
tΔ

1 [s(t0 + Δt) − s(t0)] }e pretstavuva edna karakteristika na 

dvi`eweto nare~ena sredna brzina za vreme Δt. Grani~nata vrednost 
od toj koli~nik (ako postoi) koga Δt → 0, pri dvi`ewe koe ne mora da 
e ramnomerno  pravolinisko, }e dade edna druga karakteristika na 
dvi`eweto vo momentot t = t0, nare~ena momentalna brzina, koja 
analiti~ki gledano e vsu{nost prviot izvod na patot s vo odnos na 
vremeto t,  t.e.    

s′(t0) = v(t0). 
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 Neka e poznata funkcija  

Q = f(t) 

koja go izrazuva koli~estvoto na elektricitet koe pominalo niz 
fiksen napre~en presek na daden sprovodnik za vreme t. Za period Δt 
od t0 do t0 + Δt niz presekot }e prote~e koli~estvo elektricitet 
dadeno so  

ΔQ = f(t0 + Δt) – f(t0). 

Pritoa srednata brzina na protokot }e bide dadena so koli~nikot 

t
Q
Δ
Δ

. Pri grani~en proces  Δt → 0 se dobiva brzinata na protokot vo 

momentot t0, koja analiti~ki gledano e vsu{nost prviot izvod na 
funkcijata f vo odnos na vremeto t,  t.e.    

f ′(t0) = I(t0), 

i koja ja dava ja~inata na elektri~nata struja. 
 

Kaj realnite funkcii od edna promenliva mo`eme da 
konstatirame deka izvodot vo to~kata x0 mo`e da se razgleduva i kako 
brzina  na promena na vrednostite na funkcijata vo nekoja okolina na 
taa to~ka. Toa zna~i deka pri pogolem izvod kako broj treba da se 
o~ekuva pogolema promena na vrednostite na funkcijata. Spored 
geometriskoto tolkuvawe na prviot izvod, toj pretstavuva aglov 
koeficient (koeficient na pravec) na tangentata kako prava, 
povle~ena vo to~ka (x0, f(x0)) od grafikot (krivata) na funkcijata f. 
Neka  

0t
r

 = {cosα, cosβ} 
e edini~niot vektor na tangentata, pri {to  

tgα = f ′(x0),   β = 
2
π  − α. 

Toga{  

αcos
1

0t
r

 = {1, tgα} = {1, f ′(x0)}. 

Ova e geometrisko tolkuvawe i na goleminata na izvodot kako broj i 
ovozmo`uva geometrisko diferencirawe prika`ano na crte`ot 30. 

Pritoa imame  
A(x0, f(x0)) ∈ Gf ;     D(−1, 0) ;     OD  = 1;      ∠ODB = α ; 

f ′(x0) = tgα = 
OD
OB  = OB ;       C(x0, f ′(x0)) ∈ Gf ’. 
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          t                               Gf  
  y  
          α   
       A        
    
 
  B            
                                                                                 C 
       D      α 
         -1    0            x0         x  
 
    Crte` 30 
   

Zna~i, pri daden grafik (kriva) na edna funkcija f, 
diferencijabilna na intervalot (a, b), mo`e geometriski da se dobie 
grafik na nejzinata izvodna funkcija f ′ na toj interval. 

 
 
 

8.3. IZVOD OD SLO@ENA I INVERZNA FUNKCIJA.  
IZVOD OD  PARAMETARSKI ZADADENA FUNKCIJA 

 
Teorema 8.3. Neka se dadeni dve funkcii f i g, pri {to g ne e 

funkcija-konstanta i neka postoi slo`ena funkcija h = gof. Ako f e 
diferencijabilna vo to~kata x0 i g e diferencijabilna vo to~kata y0 = 
f(x0), toga{ slo`enata funkcija h e diferencijabilna vo to~kata x0 i 
pritoa va`i praviloto  

h′x(x0) = g′y(y0)⋅f ′x(x0). 

Da zabele`ime deka so y go ozna~ivme argumentot za funkcijata 
g, a so x argumentot za funkcijata f, koi vo slo`enata funkcija h se vo 
funkcionalna vrska y = f(x) (y e zavisna promenliva od nezavisno 
promenlivata x). 

Dokaz: Neka Δx ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata x vo to~kata 
x0,            

Δy = f(x0 + Δx) − f(x0) 

soodvetnoto narasnuvawe na funkcijata f, koe istovremeno }e bide i 
narasnuvawe na promenlivata y vo to~kata y0 = f(x0) so soodvetno 
narasnuvawe na funkcijata g,  

Δg = g(y0 + Δy) − g(y0). 
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Za slo`enata funkcija h }e imame soodvetno narasnuvawe 

Δh = h(x0 + Δx) − h(x0). 

Od druga strana, vo soglasnost so definicijata 8.5* za 
diferencijabilnost }e va`i ravenstvoto  

Δg = Δy⋅[g′y(y0) + α(Δy)] 

za Δy ≠ 0, kade {to α(Δy) e beskone~no mala funkcija koga Δy → 0. So 
dodefinirawe na beskone~no malata funkcija α(Δy), stavaj}i α(0) = 0, 
istoto ravenstvo }e va`i i za Δy = 0 (potrebno, bidej}i od Δx ≠ 0  ne e 
o~evidno deka sleduva i Δy ≠ 0). Toga{ vo soglasnost so definicijata 

4.6 za slo`ena funkcija go transformirame koli~nikot 
x
h

Δ
Δ

 na 

sledniot na~in: 
 

x
h

Δ
Δ

 = 
xΔ

1 [h(x0 + Δx) − h(x0)] = 
xΔ

1 [(gof)(x0 + Δx) −  (gof)(x0)] =  

= 
xΔ

1 [g(f(x0 + Δx)) − g(f(x0))] = 
xΔ

1 [g(f(x0) + Δy) − g(f(x0))] =  

= 
xΔ

1 [g(y0 + Δy) − g(y0)] = 
x
g

Δ
Δ  = 

xΔ
1
Δy[g′y(y0) + α(Δy)] =  

= 
x
y

Δ
Δ [g′y(y0) + α(Δy)] = 

xΔ
1 [f(x0 + Δx) − f(x0)] [g′y(y0) + α(Δy)] . 

Neka Δx → 0. Funkciite f i g se diferencijabilni vo to~kata x0, 
odnosno vo to~kata y0 = f(x0) ({to zna~i i neprekinati). Toga{ Δy → 0 
i }e postojat grani~nite vrednosti od izrazite 

xΔ
1  [f(x0 + Δx) − f(x0)] 

i   

g′y(y0) + α(Δy). 

Spored toa, }e postoi grani~na vrednost od koli~nikot 
x
h

Δ
Δ

, koja 

spored definicija 8.1 e izvod na slo`enata funkcija h vo to~kata x0 
vo odnos na promenlivata x.  
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So toa e dobieno i soodvetnoto pravilo  

h′x(x0) = g′y(y0)⋅f ′x(x0). 

Obi~no promenlivata y se narekuva prenosna promenliva, odnosno 
funkcijata f  se narekuva prenosna funkcija. 
 

Primer 8.8. Neka  

h(x) = (2x + 1)1000. 

Stavaj}i  
y = f(x) = 2x + 1,               g(y) = y1000, 

dobivame        

f ′x(x0) = 2,                  g′y(y0) = 1000⋅y0
999

i so primena na dobienoto pravilo dobivame  

h′x(x0) = 1000⋅y0
999⋅2 = 2000⋅(2x0 + 1)999. 

 
Primer 8.9. Neka  

h(x) = ln[x + 22 ax + ]. 

Stavaj}i  

y = f(x) =  x + 22 ax + ,            g(y) = lny, 

doa|ame do problem za primena na teoremata 8.3, bidej}i fx′(x) ne e 
izvod od elementarna funkcija. Za da se najde toj prv izvod, }e ja 
primenime najprvin teoremata 8.3 samo na funkcijata  

h*(x) = 22 ax +  

stavaj}i so pomo{ na nova funkcija F nova prenosna promenliva 

t = F(x) = x2 + a2

i nova funkcija  

G(t) = t . 

Bidej}i  

F′x(x0) = 2x0,                  G′t(t0) = 
02

1
t

, 

spored teoremata 8.3  dobivame  
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hx
* ′(x0) = 

02
1
t

2x0 = 
22

0

1

ax +
x0. 

Koristej}i go ovoj rezultat, se dobiva  

fx′(x0) = 1 + hx
* ′(x0) = 1 + x0

22
0

1

ax +
 

i so povtorno koristewe na teoremata 8.3 se dobiva  

hx′(x0) = 
0

1
y

 (1 + x0
22

0

1

ax +
) = 

22
0

1

ax +
(1 + x0

22
0

1

ax +
) = 

22
0

1

ax +
. 

Pritoa sekoga{ se pretpostavuva deka site funkcii se 
diferencijabilni vo soodvetnata to~ka.  
 Od ovie primeri mo`e da se sogleda golemata primena na 
praviloto za izvod na slo`ena funkcija. 
 
 

Teorema 8.4. Neka e dadena funkcija f diferencijabilna vo 
to~kata x0, pri {to fx′(x0) ≠ 0, i neka postoi nejzina inverzna funkcija f 
−1 vo nekoja okolina na to~kata x0 vo koja f e strogo monotono raste~ka 
(opa|a~ka). Toga{ inverznata funkcija f−1 e diferencijabilna vo 
to~kata y0 = f(x0) i pritoa va`i praviloto  

f x′(x0)⋅(f −1)′y(y0) = 1. 

Dokaz: Najprvin da zabele`ime deka spored  teoremata 6.3 i 
definicijata 4.7 za inverzna funkcija, funkcijata f −1 e neprekinata 
vo to~kata y0 i e strogo monotono raste~ka (opa|a~ka) (vo zavisnost od 
f) vo nekoja okolina na to~kata y0. Ponatamu, so x }e ja ozna~uvame 
promenlivata za funkcijata f, a so y promenlivata za funkcijata f −1. 
Neka Δy ≠ 0 e narasnuvawe na promenlivata y vo to~kata y0 i  

Δf −1 = f −1(y0 + Δy) − f −1(y0) 

soodvetnoto narasnuvawe na funkcijata f −1. Bidej}i  

f −1(y) = x 

ako i samo ako  

y = f(x), 

dobivame       

 141 



Glava 2 

f −1(f(x0) + Δy) = x0 + Δf −1, 

odnosno  

f(x0) + Δy = f(x0 + Δf −1) 

ili  

Δy = f(x0 + Δf −1) − f(x0), 

{to zna~i deka Δf −1 = Δx e vsu{nost narasnuvawe na promenlivata x vo 
to~kata x0 koe odgovara na narasnuvaweto Δy. Poradi strogata 
monotonost imame  

Δy ≠ 0 ⇒ Δx ≠ 0 

i toga{ }e va`i  

y
f
Δ
Δ −1

 = 
y
x

Δ
Δ  = 

x
y

Δ
Δ
1 . 

Neka Δy → 0, {to povlekuva i Δx → 0 (bidej}i f −1 e neprekinata 
funkcija). Toga{ }e postoi grani~na vrednost od desnata strana na 

poslednoto ravenstvo koga Δx → 0 ednakva na 
)(

1

0
' xfx

(pri uslov fx′(x0)≠0), 

od {to sleduva deka postoi grani~na vrednost koga Δy → 0 i od levata 
strana. Spored definicijata 8.1 taa grani~na vrednost }e bide izvod 
na inverznata funkcija f −1 vo to~kata y0 i }e va`i praviloto 

fx′(x0)⋅(f −1)′y(y0) = 1. 

 
Primer 8.10. Funkcijata  

f(x) = arcsinx 

e inverzna funkcija na funkcijata             

f 
−1(y) = siny 

na soodveten segment, kade {to y = f(x), t.e. x = siny. Neka x0 e to~ka od 
toj segment, razli~na od  ±1. Bidej}i  

(f −1)y′(y0) = cosy0, 

spored praviloto }e imame  
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fx′(x0) = 
0cos

1
y

 = 
0

2sin1

1

y−
 = 

2
01

1

x−
. 

 
Primer 8.11. Funkcijata  

f(x) = arctgx 

e inverzna funkcija na funkcijata 

f 
−1(y) = tgy 

na soodveten interval, pri {to y = arctgx, t.e. x = tgy. Bidej}i 

(f −1)y′(y0) = 
0

2cos
1

y
, 

spored praviloto  

fx′(x0) = cos2y0 = 
0

2tg1
1

y+
 = 2

01
1
x+

. 

 
Teorema 8.5. Neka e dadena funkcija f, zadadena so 

parametarskite ravenki  
x = ϕ(t),        y = ψ(t), 

kade {to y = f(x), pri {to funkciite ϕ i ψ se definirani na segmentot 
[α, β] i diferencijabilni na intervalot (α, β). Ako  

ϕt′(t0) ≠ 0            (t0 ∈ (α, β)), 

toga{ va`i praviloto  

fx′(x0) = 
)(
)(

0

0

t
tψ

'
t

'
t

ϕ
, 

kade x0 = ϕ(t0).  

Dokaz: Bidej}i  

f(x) = ψ(t) = ψ(ϕ −1(x)) = (ψoϕ −1)(x), 

za doka`uvawe se koristi praviloto za izvod na slo`ena i inverzna 
funkcija i se dobiva  

fx′(x0) = ψt′(t0)⋅(ϕ −1)x′(x0) = ψt′(t0)⋅
)(

1

0
' ttϕ

 = 
)(
)(

0

0

t
tψ

'
t

'
t

ϕ
. 
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TABELA NA IZVODI NA NEKOI ELEMENTARNI FUNKCII 

 
 Funkcija Izvodna funkcija Zabele{ka 

10 C 0 C−konstanta 
20 xn n ⋅xn−1 n ∈ Z 
30 ax ax ⋅ lna a > 0 
40 xα α ⋅ xα−1 x > 0, α ∈ R 
50 logax 

x
1
⋅logae 

x > 0, a > 0 

60 lnx 
x
1

 
x > 0 

70 ln|x| 
 x

1
 x ≠ 0 

80 sinx cosx  
90 cosx − sinx  
100 tgx 

 x2cos
1

 x ≠ (2k +1)
2
π , k ∈ Z 

110 ctgx 
 −

x2sin
1

 
x ≠ kπ,  k ∈ Z 

120 arcsinx 
 21

1

x−
 

|x| < 1 

130 arccosx 
 −

21

1

x−
 

|x| < 1 

140 arctgx 
 21

1
x+

 
 

150 arcctgx 
 − 21

1
x+

 
 

160 shx chx  
170 chx shx  
180 thx 

 x2sh
1

 
 

190 cthx 

x2ch
1
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8.4. PRV DIFERENCIJAL NA FUNKCIJA. 
GEOMETRISKO TOLKUVAWE NA PRVIOT DIFERENCIJAL. 

INVARIJANTNOST NA FORMATA 
 

Neka funkcijata f, dadena so formulata y = f(x), e 
diferencijabilna vo to~kata x0 i neka Δx e narasnuvawe na 
argumentot x vo x0. Toga{ narasnuvaweto Δy mo`e da se pretstavi vo 
vid  

Δy = f ′(x0)⋅Δx + Δx⋅α(Δx), 

kade {to α(Δx) e beskone~na mala funkcija koga Δx → 0. Da 
zabele`ime deka Δy e pretstaven kako suma od dva proizvoda od koi 
prviot se narekuva glaven del i e linearna homogena funkcija od  Δx (f 
′(x0) e kostanta).  

Bidej}i       

Δx⋅α(Δx) = o(Δx)        (
0

lim
→Δx xΔ

1
⋅ [Δx⋅α(Δx)] = α(Δx) = 0), 

0
lim
→Δx

}e go imame vidot    
Δy = f ′(x0)⋅Δx + o(Δx). 

Spored toa, pri Δx → 0 narasnuvaweto Δy mo`e da se aproksimira so 
linearna funkcija od Δx, odnosno Δy i f ′(x0)⋅Δx se beskone~no mali 
funkcii od ist red koga Δx → 0 (t.e. Δy = O(f ′(x0)⋅Δx). 
 

Definicija 8.7. Glavniot del na narasnuvaweto Δy na 
funkcijata f koe odgovara na narasnuvaweto na argumentot Δx se 
narekuva diferencijal na funkcijata vo to~kata x0 koj odgovara na 
soodvetnoto narasnuvawe  Δx. 

Poimot diferencijal prv go vovel Lajbnic. Diferencijalot se 
ozna~uva so  

dy;        df;        df(x0) 

i vo toj slu~aj dy = f ′(x0)⋅Δx.  
Ako f ′(x0) = 0, toga{ spored definicija se zema dy = 0 vo taa 

to~ka x0. Vo op{t slu~aj Δy i dy, koi odgovaraat na edno isto 
narasnuvawe Δx, ne se ednakvi. Sepak za dovolno mali vrednosti na Δx, 
}e va`i aproksimativnata relacija Δy ≈ dy, od koja se dobiva 
pribli`nata formula  

f(x0 + Δx) ≈ f(x0) + f ′(x0)⋅Δx. 
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So taa formula mo`eme da ja najdeme pribli`nata vrednost na 
funkcijata vo nekoja to~ka od dovolno mala okolina na to~kata x0  so 
pomo{ na edna ednostavna linearna funkcija vo odnos na  Δx  (f(x0)  i   
f ′(x0) se konstanti). 

 
Primer 8.12. Za  

f(x) = ex

vo x0 = 0 se dobiva pribli`nata formula  

eΔx ~ 1 + Δx. 
 
Neka e dadena funkcija f so grafik Gf. Spored crte`ot 31 NQ  = 

dy (od ΔMNP se dobiva tgϕ = f ′(x0) i MN  = Δx) i PN  = Δy, {to 
pretstavuva   geometriska interpretacija na diferencijalot dy.  
 
 
 
      y             P                  t 
 
                   
         Q 
             ϕ  
                M  N 
    Gf  
 
 
 
      ϕ  
       
       0   x0             x0+Δx              x 
    
              Crte` 31 
 

Po dogovor narasnuvaweto Δx kaj diferencijalot }e go 
ozna~uvame so dx kako diferencijal od x, t.e. Δx = dx. Ovoj dogovor 
mo`e da se opravda ako se zeme specijalna funkcija  

f(x) = x 
i toga{  

df(x) = 1⋅Δx 
odnosno  

dx = Δx. 
Spored toj dogovor diferencijalot mo`e da se zapi{e vo vid   

dy = f ′(x0)⋅dx, 

 146 



§8. Izvodi i diferencijali na realna funkcija od edna realna promenliva 

od kade doa|a i oznakata za prviot izvod  

f ′(x0) = 
x
y

d
d

, 

kako vistinska dropka. 
 

Sega da go razgledame poimot diferencijal od dve strani. 
Prvo, koga argumentot e nezavisna promenliva i, vtoro, koga 
argumentot se javuva kako diferencijabilna funkcija od vid  

x = ϕ(t) 

od nekoja nova promenliva koja }e ja smetame za nezavisna promenliva 
(kako kaj slo`enite funkcii). Vo prviot slu~aj imame  

dy = fx′(x0)⋅dx, 

pri {to        

fx′(x0) ≠ 0. 

Vo vtoriot slu~aj }e imame slo`ena funkcija h = foϕ definirana so 
formulata  

h(t) = y = f(ϕ(t)), 

za koja argument e t. Vo soglasnost so praviloto za izvod od slo`ena 
funkcija se dobiva  

dy = dh(t0) = h′(t0)dt = [fx′(x0)⋅ϕ t′(t0)]dt = 

                         fx′(x0)⋅[ϕ t′(t0)⋅dt] = fx′(x0)⋅dx           (x0 = ϕ(t0)), 

 
bidej}i od svoja strana dx = ϕ t′(t0)⋅dt.  

Pritoa dx e zemen vo odnos na narasnuvaweto dt, a dy  vo odnos 
na narasnuvaweto dx, a so toa i vo odnos na narasnuvaweto dt.  

So toa poka`avme deka i vo dvata slu~aja se dobiva ista forma 
na diferencijalot, t.e. taa e invarijantna. 

 
Invarijantnosta na formata na prviot diferencijal ima 

primena pri  nao|awe prv izvod na implicitno zadadena funkcija. 
Neka funkcijata f e implicitno zadadena so ravenkata  

 

F(x, y) = 0, 

 147 



Glava 2 

kade {to  
y = f(x). 

So koristewe na osobinite na prviot diferencijal i invarijantnosta 
na negovata forma, smetaj}i ja y kako slo`ena funkcija od x, od 
ravenkata  

dF(x, y) = 0 
se dobiva  

F1(x, y)dx + F2(x, y)dy = 0 

od kade   

)(
)(

d
d

2

1
x,yF
x,yF

x
y

−= , 

pod uslov da e 
F2(x, y) ≠ 0. 

 
Primer 8.13. Neka  

F(x, y) ≡ x3 – (x2 + y2)e−y = 0. 

Toga{  

dF(x, y) ≡ 3x2dx – (2xdx + 2ydy)e−y + (x2 + y2)e−ydy = 0, 

od kade se dobiva prviot izvod  

y

y

eyyx
xex

x
y

−

−

−+

−
−=

)2(
23

d
d

22

2
 

vo to~kite  vo koi  

x2 + y2 – 2y ≠ 0. 
 

Site aritmeti~ki operacii so izvodi }e va`at i za 
diferencijali, {to lesno se doka`uva soglasno so definicijata za 
prv diferencijal i aritmeti~kite operacii so izvodi t.e.   

d(Cf(x0)) = Cd(f(x0)), (C−konstanta); 

d(f ± g)(x0) = df(x0) ± dg(x0); 

d(f⋅g)(x0)  = g(x0)⋅df(x0) + f(x0)⋅dg(x0); 

d(
g
f )(x0)  = 

)(
1

0
2 xg

[g(x0)⋅df(x0)  − f(x0)⋅dg(x0)]. 
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Pritoa site diferencijali se vo odnos na edno isto narasnuvawe. 
 
 
 
 

8.5. IZVODI I DIFERENCIJALI OD POVISOK RED 
 

Definicija 8.8. Ako postoi prv izvod od izvodnata funkcija f ′ 
vo to~kata x0 ∈ (a, b), toga{ toj se narekuva vtor izvod na funkcijata f 
vo to~kata x0 i se ozna~uva so f ′′(x0) ili f xx′′(x0). Zna~i,  

f ′′(x0) = (f ′(x))′(x0). 

 
Ponekoga{ se koristat i oznakite y′′, y′′(x0) i drugi vo zavisnost 

od toa dali treba da se potencira oznakata na nezavisnata promenliva 
vo odnos na koja se bara izvodot ili oznakata na to~kata vo koja se 
bara izvodot. 

 
Definicija 8.9. Za priroden broj n pod n-ti izvod (ili izvod od 

red n)  na funkcijata f vo to~kata x0 ∈ (a, b) se podrazbira prviot izvod 
(ako postoi) od (n −1)-ta izvodna funkcija na funkcijata f,  t.e.  

f (n)(x0) = (f (n-1)(x))′(x0), 

pod pretpostavka deka postoi (n −1)-ta izvodna funkcija definirana 
vo nekoja okolina na x0.  
 

Definicija 8.10. Diferencijal od vtor red e prv diferencijal 
od prviot diferencijal na funkcijata f vo to~kata x0 so oznaka d2f(x0)  
ili d2y, pri {to dvata diferencijala eden po drug se zemeni vo odnos 
na edno isto narasnuvawe na nezavisnata promenliva.  

Vo op{t slu~aj za priroden broj n n-tiot diferencijal se 
definira so  

dn f(x0) = d(dn-1f(x))(x0), 

pri {to site prethodni diferencijali se zemeni vo odnos na edno 
isto narasnuvawe. 
 

Vsu{nost, za da se dobie vtoriot diferencijal, prviot 
diferencijal se zema kako funkcija definirana kako proizvod od 
izvodnata funkcija f ′, definirana vo nekoja okolina na to~kata x0, i 
edno isto narasnuvawe dx. Potoa od taa funkcija  
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f ′(x)⋅dx, 

koja zavisi od x i e definirana vo nekoja okolina na to~kata x0 (dx se 
tretira kako konstanta), se zema diferencijal vo to~kata x0, no vo 
odnos na istoto narasnuvawe dx vo odnos na koe e zemen prviot 
diferencijal.  

Za vtoriot diferencijal se dobiva slednata forma:  

d2f(x0) = d(d(f(x)))(x0) =  

d(f ′(x)⋅dx)(x0) = d(f ′(x))(x0)⋅dx + f ′(x0)⋅d(dx) = 

[f ′′(x0)⋅dx]⋅dx + f ′(x0)⋅0 = f ′′(x0)⋅(dx)2

kade {to  
d(dx) = (dx)′x⋅dx = 0, 

bidej}i dx kako narasnuvawe na nezavisnata promenliva ne zavisi od 
nezavisnata promenliva x vo odnos na koja se bara izvod.  

Istata forma se dobiva i so direktno koristewe na 
definicijata za diferencijal t.e.  

d2f(x0) = d(d(f(x))(x0) =  

d(f ′(x)⋅dx)(x0) = (f ′(x)⋅dx)′(x0)⋅dx = 

[f ′′(x0)⋅dx + f ′(x0)⋅(dx)′x]⋅dx = f ′′(x0)⋅(dx)2. 

Na ist na~in za priroden broj n se dobiva formata  

dn f(x0) = f (n) (x0)⋅(dx)n, 

taka {to za izvodite od povisok red se dobivaat slednite oznaki:   

f (n)(x0);          y(n) ;    nxd
1 [dn f(x0)];      n

n

x
y

d
d , 

a ~esto se koristat i oznakite  

n

n

xd
d (y);           n

n

xd
d (f(x0)). 

]e poka`eme deka kaj vtoriot diferencijal vo op{t slu~aj 
formata ne e invarijantna. Imeno, ako  

x = ϕ(t), 
toga{  
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d2y = (fxx′′(x0)⋅dx)⋅dx + fx′(x0)⋅d(dx) = 

 fxx′′(x0)⋅dx2 + fx′(x0)⋅d[ϕ t′(t)⋅dt](t0) = 

fxx′′(x0)⋅dx2 + fx′(x0)⋅{d[ϕ t′(t)](t0)⋅dt + ϕ t′(t0)⋅d(dt)} = 

 fxx′′(x0)⋅dx2 + fx′(x0)⋅{[ϕ tt′′(t0)⋅dt]⋅dt + ϕ t′(t0)⋅d(dt)(t0)} = 

fxx′′(x0)⋅dx2 + fx′(x0)⋅ϕ tt′′(t0)⋅dt2, 

kade {to  

x0 = ϕ(t0),    d(dt)(t0) = 0. 

 
Primer 8.14. Neka funkcijata f  e zadadena vo parametarski vid 

so ravenkite x = ϕ(t),  y = ψ(t) i neka x0 = ϕ(t0). Toga{  

fxx′′(x0) = y′′ = 
x
y

d
'd (x0) = 

xd
1
⋅ )(

)(
)(d 0'

'
t

t
t

t

t
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
ψ  = 

ttt d)(
1

0
' ⋅ϕ

⋅ )(
)(
)(

0

'

'

'
t

t
t

tt

t
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
ψ

⋅dt  =  

3
0

' )]([
1
ttϕ

[ψ tt′′(t0)⋅ϕ t′(t0) − ψ t′(t0)⋅ϕ tt′′(t0)]. 

Pri toa se koristeni pravilata za diferencirawe i 
diferencijal i se pretpostavuva deka postojat prvite i vtorite 
izvodi na funkciite f, ϕ i ψ vo to~kata x0, odnosno vo to~kata t0, vo 
odnos na promenlivata x odnosno t. 
 

Neka se dadeni dve funkcii u i v  od nezavisnata promenliva x, 
definirani na isto mno`estvo E  i neka postojat nivnite n-ti izvodi 
vo to~kata x0 ∈ E. Toga{ va`i formulata (Lajbnicova formula) za n-
ti izvod od nivniot proizvod  

(u⋅v)(n) = ⋅u⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
n (n) ⋅v + ⋅u⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
n (n-1) ⋅v′ + ... +  ⋅u′⋅v⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1n
n (n-1) + ⋅u⋅v⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
n (n), 
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pri {to izvodite se zemaat vo to~kata x0 i vo odnos na promenlivata 
x. 

 Ovaa formula se doka`uva so matemati~ka indukcija i e 
sli~na so binomnata formula so toa {to mesto stepenski pokazateli 
se upotrebuvaat izvodi, pri {to nulti izvod e samata funkcija. 

Vtoriot i ostanatite izvodi i diferencijali nao|aat isto taka 
prakti~na primena vo ispituvaweto na nekoi procesi vo koi se 
javuvaat funkcionalni zavisnosti, na primer zabrzuvaweto vo 
kinematikata i dr. 
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§9. OSNOVNI TEOREMI NA DIFERENCIJALNOTO 
SMETAWE. TEOREMI NA FERMA, ROL, LAGRAN@  
I KO[I. PRIVIDNO NEOPREDELENI IZRAZI. 

LOPITALOVO PRAVILO 
 
 

Pri definiraweto na poimot izvod be{e naglaseno deka toa e 
karakteristika na promenata na edna funkcija. Zatoa }e iska`eme 
nekolku teoremi (tvrdewa) koi }e ja so~inuvaat osnovata za 
prou~uvawe na svojstvata na funkciite so pomo{ na izvodi. 
 
 
 
 

9.1. TEOREMA NA FERMA  
 

Teorema 9.1. (Ferma). Neka e dadena funkcija f definirana na 
(a, b) i neka ima lokalen ekstrem (najgolema ili najmala vrednost) vo 
nekoja to~ka c ∈ (a, b). Ako vo to~kata c postoi izvod f ′(c), toga{  

f ′(c) = 0. 

Dokaz: Da pretpostavime deka f(c) e lokalen maksimum 
(analogno se doka`uva i slu~ajot so lokalen minimum), {to zna~i 
deka postoi okolina na c  

(c − δ, c + δ) ⊆ (a, b),   δ > 0, 

taka {to za site x od taa okolina }e va`i  

f(x) ≤ f(c). 

Neka Δx e narasnuvawe na promenlivata x vo to~kata c, taka {to 

c + Δx ∈ (c − δ, c + δ). 

Toga{ koli~nikot  

x
cfxcf

Δ
−Δ+ )()(  

}e ima nenegativna vrednost koga Δx < 0 i nepozitivna vrednost koga 
Δx > 0 (bidej}i f(c + Δx) ≤ f(c)). Spored teoremata 5.2 grani~nata 
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vrednost od koli~nikot koga Δx → 0 − 0 odnosno Δx → 0 + 0,  }e bide 
isto taka nenegativen odnosno nepozitiven broj koj spored 
definicijata 8.2 }e bide ednakov na leviot odnosno desniot izvod na 
funkcijata f vo to~kata c.  

Zna~i,  
f −′(c) ≥ 0     i     f +′(c) ≤ 0. 

Egzistencijata na f ′(c)  povlekuva  

f −′(c) = f +′(c) 

(teorema 5.3). Site uslovi (ravenstva i neravenstva ) se zadovoleni 
edinstveno dokolku  

f ′(c) = 0, 

so {to teoremata e doka`ana.  
 
 
 
 

9.2. TEOREMA NA ROL  
 
 

Teorema 9.2 (Rol). Neka funkcijata f e definirana i 
neprekinata na segmentot [a, b], neka e diferencijabilna na 
intervalot (a, b) i neka f(a) = f(b).  

Toga{ postoi barem edna to~ka c ∈ (a, b) vo koja f ′(c) = 0.  

Dokaz:  Neka f ne e konstanta-funkcija (ako e konstanta-
funkcija, toga{ izvodot e nula vo sekoja to~ka od intervalot (a, b)). 
Bidej}i f spored uslovot e neprekinata na segmentot [a, b], spored 
teoremata 6.8 ja dobiva svojata najgolema i svojata najmala vrednost vo 
to~ki od toj segment. Poradi uslovot  

f(a) = f(b) 

najgolemata i najmalata vrednost ne mo`e istovremeno da gi dobie vo 
krajnite to~ki a i b. Navistina, ako  

m = f(a)       i      M = f(b), 

ili obratno, za site x ∈[a, b] }e va`i neravenstvoto  

f(a) = m ≤ f(x) ≤ M = f(b), 

{to e mo`no edinstveno za konstanta-funkcija. Zna~i, postoi to~ka c 
∈ (a, b)  takva {to  
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f(c) = m     ili     f(c) = M. 

I vo dvata slu~aja, spored teoremata 9.1, }e va`i  

f ′(c) = 0, 

so {to teoremata e doka`ana.  
 

Geometriskata interpretacija na tvrdeweto se sostoi vo 
konstatacijata deka pri dadenite uslovi postoi barem edna to~ka M(c, 
f(c)) od grafikot na funkcijata takva {to tangentata povle~ena vo 
nea e paralelna so oskata x (crte` 32). 

 

 
           y              M 

 
 
 

   
          0              a            c      b      x 

              
Crte` 32 

 
 
 
 

9.3. TEOREMA NA LAGRAN@  
 
 

Teorema 9.3 (Lagran`). Neka funkcijata f e definirana i 
neprekinata na segmentot [a, b] i neka e diferencijabilna na 
intervalot (a, b). Toga{ postoi barem edna to~ka c ∈ (a, b) takva {to 
va`i ravenstvoto  

f ′(c) = 
ab

afbf
−
− )()( . 

Dokaz: Da definirame  nova funkcija F so ravenkata  

F(x) = f(x) − f(a) – [
ab

afbf
−
− )()( ]⋅(x − a) 

na segmentot [a, b]. Taka definiranata funkcija e neprekinata na 
segmentot [a, b], diferencijabilna na (a, b) (vo soglasnost so 
teoremata soodvetna na teoremata 5.5 za aritmeti~kite operacii so 
neprekinati funkcii i so teoremata 8.2) i za nea va`i  
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F(a) = F(b) 

({to lesno se poka`uva so direktna zamena).  
Zna~i, F  gi zadovoluva site uslovi na teoremata 9.2 i spored 

nea }e postoi barem edna to~ka c ∈ (a, b) za koja va`i F′(c) = 0, od {to 
sleduva i baranoto ravenstvo  

f ′(c) − 
ab

afbf
−
− )()(  = 0. 

 
Geometriskata interpretacija na tvrdeweto se sostoi vo 

konstatacijata deka pod dadenite uslovi postoi barem edna to~ka M(c, 
f(c)) od grafikot na funkcijata, takva {to tangentata povle~ena vo 
taa to~ka e paralelna so pravata {to gi svrzuva to~kite A(a, f(a)) i 
B(b, f(b)) (crte` 33). 
 
 
         
                                     y    
            B 

             
               
                                     M2 
           M1
 
                          
                                                       A 
 

          0                a     c1            c2    b          x  
 

   Crte` 33 
 
 
 
Ovaa teorema e poznata i kako teorema za kone~no narasnuvawe 

ili teorema za sredna vrednost. Ako se stavi  

a = x,    b = x + Δx,    c = x + θ⋅Δx, 

kade {to  

0 < θ < 1, 

ravenstvoto }e go ima sledniot vid:  

f(x + Δx) − f(x) = Δx⋅f ′(x + θ⋅Δx). 

 

 156 



§9. Osnovni teoremi na diferencijalnoto smetawe 

Posledica 9.1. Neka funkcijata f e definirana i neprekinata 
na segmentot [a, b] i neka e diferencijabilna na intervalot (a, b). Ako 
za site x od intervalot (a, b) va`i  

f ′(x) = 0, 

toga{ funkcijata e konstanta-funkcija. 

Dokaz: Neka x e proizvolna to~ka od intervalot (a, b). Toga{ 
spored teoremata 9.3, primeneta na segmentot [a, x], }e postoi barem 
edna to~ka c od intervalot (a, x) za koja }e va`i ravenstvoto  

f ′(c) = 
ax

afxf
−
− )()( . 

Od poslednoto ravenstvo se dobiva  

f(x) = f(a) 

(bidej}i spored uslovot f ′(c) = 0 i x ≠ a), a od proizvolniot izbor na 
to~kata x sleduva deka za site x od intervalot (a, b) }e va`i  

f(x) = f(a), 

{to zna~i f e konstanta-funkcija.  

So ovaa posledica se doka`uva i tvrdeweto deka ako dve 
funkcii f i g gi zadovoluvaat uslovite na teoremata 9.3 na segmentot 
[a, b] i ako vo site to~ki od (a, b) nivnite izvodi se ednakvi, toga{ za 
site to~ki od (a, b) va`i  

f(x) = g(x) + K 

(K e konstanta) (doka`uvaweto se sostoi od definirawe nova 
funkcija 

F(x) = f(x) − g(x)). 

Da zabele`ime deka ako i  

f(a) = g(a), 

toga{ f = g na segmentot [a, b]. 
 

Primer 9.1. Da se poka`e deka za x∈[0, 1] va`i ravenstvoto 

arcsinx + arccosx = 
2
π . 

Re{enie: So direktna zamena se poka`uva deka ravenstvoto 
va`i za x = 0 i za x = 1. Formirame funkcija  
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f(x) = arcsinx + arccosx, 

definirana na intervalot (0, 1). Za sekoe x ∈ (0, 1) va`i   

f ′(x) = 0 

i spored posledicata 9.1 sleduva  

f(x) = K. 

So direktna zamena na vrednosta x = 
2
1  za konstantata K se dobiva 

vrednosta 
2
π .   

 
Lema 9.1. Neka e dadena funkcija f so formulata  

y = f(x), 

definirana na intervalot (a, b), neka ima kone~en izvod vo sekoja 
to~ka od intervalot  

(c, c + δ) ⊂ (a, b)           ((c − δ, c) ⊂ (a, b)),       δ > 0, 

i neka postoi desen izvod f+′(c) (lev izvod f–′(c)) vo to~kata c. Ako za 
izvodnata funkcija f ′(x), definirana na intervalot   

(c, c + δ)               ((c − δ, c)), 

postoi desna (leva) grani~na vrednost  

)(lim
0

xf
cx

′
+→

= f ′(c + 0)            ( )(lim
0

xf
cx

′
−→

= f ′(c − 0)), 

toga{ va`i   
f ′(c + 0) = f+′(c)             (f ′(c − 0) = f–′(c)). 

Dokaz: Od uslovot na lemata proizleguva egzistencija na 
grani~nite vrednosti  

cx
cfxf

cx −
−

+→

)()(lim
0

 = f+′(c)          (
cx

cfxf
cx −

−
−→

)()(lim
0

 = f−′(c)) 

od {to se dobiva   

)()([lim
0

cfxf
cx

−
+→

] = 0            ( )()([lim
0

cfxf
cx

−
−→

] = 0) 

(se poka`uva na sli~en na~in kako dokazot na teoremata 8.1). So toa e 
poka`ano deka funkcijata f e neprekinata oddesno (odlevo) vo 
to~kata c. Neka  
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x ∈ (c, c + δ)             ((c − δ, c)). 

Spored teoremata 9.3 za funkcijata f na segmentot [c, x] ([x, c]) }e 
postoi to~ka ξ ∈ (c, x) ((x, c)), taka {to }e va`i ravenstvoto  

cx
cfxf

−
− )()(

 = f ′(ξ). 

Pri grani~en proces x → c + 0 (x → c − 0) }e va`i  

ξ → c + 0             (ξ → c − 0) 

i od poslednoto ravenstvo se dobiva   

cx
cfxf

cx −
−

+→

)()(lim
0

 = f ′(c + 0)           (
cx

cfxf
cx −

−
−→

)()(lim
0

 =  f ′(c − 0)), 

odnosno baranoto ravenstvo.  
 

Da zabele`ime deka vo op{t slu~aj postoi razlika me|u lev i 
desen izvod kako leva i desna grani~na vrednost od koli~nikot  

cx
cfxf

−
− )()(

 

i leva i desna grani~na vrednost na izvodnata funkcija f ′(x). 
 

Posledica 9.2. Ako funkcijata f ima kone~en izvod vo sekoja 
to~ka od intervalot (a, b), toga{ nejzinata izvodna funkcija f ′ nema 
to~ki na prekin od prv red, odnosno ili e neprekinata na [a, b] ili 
ima samo to~ki na prekin od vtor red. 
 

Primer 9.2. Funkcijata definirana na R so  

f(x) = x2 ⋅cos
x
1  

za x ≠ 0 i f(0) = 0 ima izvod vo sekoja to~ka od R. 

Re{enie: Zna~i,  

f ′(x) = 2x⋅cos
x
1  + sin

x
1 , 

za x ≠ 0 (dobieno so pravilata za izvodi) i  

f ′(0) = 
h

fhf
h

)0()0(lim
0

−+
→

 =
h

h
h

1coslim
0

⋅
→

 = 0 
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(dobieno vo soglasnost so  definicijata 8.1 i spored teoremata 5.7). 
Od druga strana, ne postoi grani~nata vrednost )(lim

0
xf

x
′

→
, bidej}i ne 

postoi 
xx

1sinlim
0→

 (primer 5.2), {to zna~i to~kata x = 0 e to~ka na 

prekin od vtor red za izvodnata funkcija. 
 
 
 
 

9.4. TEOREMA NA KO[I  
 

Teorema 9.4 (Ko{i). Neka funkciite f i g se  definirani i 
neprekinati na segmentot [a, b] i neka se diferencijabilni na 
intervalot (a, b), pri {to za site x od (a, b) va`i  

g′(x) ≠ 0. 

Toga{ postoi barem edna to~ka c ∈ (a, b) takva {to va`i ravenstvoto 

)(
)(

'

'

cg
cf

 = 
)()(
)()(

agbg
afbf

−
− . 

Dokaz: Formirame pomo{na funkcija F so ravenkata   

F(x) = f(x) − f(a) − 
)()(
)()(

agbg
afbf

−
−

⋅[g(x) − g(a)], 

definirana na segmentot [a, b]. Lesno se poka`uva deka ovaa funkcija 
gi zadovoluva site uslovi na teoremata 9.2 i spored toa }e postoi 

c ∈ (a, b), 
taka {to  

F′(c) = 0, 

od kade {to se dobiva i baranoto ravenstvo.  
 

Da zabele`ime deka uslovot  

g(a) ≠ g(b) 
e sodr`an vo uslovot  

g′(x) ≠ 0 

(se koristi kontradiktornost so teoremata 9.2). Isto taka da 
zabele`ime deka specijalno za  

g(x) = x 
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se dobiva teoremata 9.3, a u{te pospecijalno za  

f(a) = f(b) 

teoremata 9.2 (odnosno nivnite tvrdewa). 
 
 
 
 

9.5. PRIVIDNO NEOPREDELENI IZRAZI.  
LOPITALOVO PRAVILO 

 
Neka f i g  se dadeni funkcii diferencijabilni vo nekoja 

okolina na to~kata x0 i neka razgledame funkcija F definirana so 
ravenkata  

F(x) = 
)(
)(

xg
xf . 

Ako  
f(x0) = g(x0) = 0, 

toga{ vrednosta na funkcijata F vo to~kata x0 }e bide neopredelena, 
t.e. funkcijata F ne e definirana vo to~kata x0. Vo toj slu~aj mo`e po 
definicija da se dodefinira funkcijata F vo to~kata x0 so 

grani~nata vrednost od koli~nikot 
)(
)(

xg
xf

 (ako postoi) koga x→x0. Eden 

od na~inite za opredeluvawe na taa grani~na vrednost e daden so 
Lopitalovoto pravilo. 
 

Teorema 9.5 (Lopitalovo pravilo). Neka funkciite f  i g  gi 
zadovoluvaat uslovite na teoremata 9.4  vo segmentot [a, b] i neka 

f(x0) = g(x0) = 0, 

kade {to x0 ∈ (a, b). Ako postoi grani~nata vrednost od koli~nikot 

)(
)(

'

'

tg
tf     koga  t → x0, 

toga{ postoi i grani~nata vrednost od koli~nikot  

)(
)(

xg
xf     koga  x → x0

pri {to tie se ednakvi. 
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Dokaz: Spored teoremata na Ko{i primeneta za funkciite f i g 
na segmentot [x0, x] ([x, x0]), kade {to x ∈ (a, b), }e postoi  

t ∈ (x0, x)    ((x, x0)), 

taka {to }e va`i ravenstvoto  

)(
)(

'

'

tg
tf  = 

)()(
)()(

0

0
xgxg
xfxf

−
− , 

odnosno ravenstvoto  

)(
)(

'

'

tg
tf  =  

)(
)(

xg
xf . 

Ako x → x0, toga{ t → x0, bidej}i  

t ∈ (x0, x)    (t ∈ (x, x0)). 

Spored  uslovot  postoi grani~nata vrednost od koli~nikot 

)(
)(

'

'

tg
tf

   koga  t → x0. 

So koristewe na poslednoto ravenstvo se dobiva postoewe i na 
grani~nata vrednost od koli~nikot  

)(
)(

xg
xf    koga  x → x0

i negova ednakvost so grani~nata vrednost od koli~nikot  

)(
)(

'

'

tg
tf    koga  t → x0. 

Ako pak i f′(x0) = g′(x0) = 0, vo toj slu~aj praviloto mo`e 
povtorno da se primeni (ako se zadovoleni soodvetnite uslovi). Se 
poka`uva deka ova pravilo mo`e da se primeni i vo slu~aj na 
grani~en proces x → ∝ (pritoa f(x) = 0 i g(x) = 0). So razli~ni 

transformacii ova pravilo isto taka mo`e da se primeni i kaj 
drugite formi na neopredeleni izrazi. 

→∝x
lim

→∝x
lim
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§9. Osnovni teoremi na diferencijalnoto smetawe 

Primer 9.3. So primena na Lopitalovoto pravilo da se najde 

0
lim
→x x

xe
sin

12 − . 

Re{enie:   
0

lim
→x x

xe
sin

12 −  =  
0

lim
→x x

xe
cos

22  = 
1
2  = 2. 

 
Primer 9.4. So primena na Lopitalovoto pravilo da se najde 

0
lim
→x

[x2 lnx]. 

Re{enie:   [x
0

lim
→x

2 lnx] = [
0

lim
→x

2
1

ln

x

x ] = [
0

lim
→x

3
2

1

x

x
−

] =
0

lim
→x 2

2x−  = 0. 

 
Primer 9.5. Lopitalovoto pravilo ne mo`e da se primeni za 

nao|awe na grani~nata vrednost  

+∞→x
lim

x
xx sin−

 

bidej}i ne postoi  

+∞→x
lim

1
cos1 x−

. 

Sepak taa postoi so direktno koristewe na poznata grani~na 

vrednost (primer 5.8 za 
t

x 1
= ), t.e.   

+∞→x
lim

x
xx sin−

 = 
+∞→x

lim )sin1(
x

x
−  = 1. 
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§10. TAJLOROVA FORMULA  
 
 

^estopati vo primenata se javuva potreba da se presmeta edna 
ili pove}e vrednosti na nekoja funkcija za konkretni vrednosti na 
argumentot. Ako analiti~kiot izraz na samata funkcija e daden so 
slo`ena formula, toga{ se primenuva presmetuvawe na baranata 
vrednost so soodvetna pribli`na to~nost. Polinomnite funkcii se 
edni od najednostavnite funkcii vo odnos na presmetuvawe na 
soodvetna vrednost i zatoa od golemo teoretsko i prakti~no zna~ewe 
e Tajlorovata formula, so koja e dadena postapkata za pretstavuvawe 
(aproksimacija) na edna proizvolna funkcija so polinomna funkcija 
(polinom) so soodvetna pribli`na to~nost i sekako pod opredeleni 
uslovi. Na toj na~in e sozdadena mo`nost baranite vrednosti na 
proizvolnata funkcija da se presmetaat, so opredelena pribli`na 
to~nost, preku vrednostite na soodvetniot polinom . 

 Neka  f  e polinomna funkcija od stepen n od vid   
n2f(x) = a  + a ⋅(x − x ) + a ⋅(x − x  + ... + a ⋅(x − x) ) . n0 1 0 2 0 0

So zamena  
x = x0

se dobiva  
a0 = f(x ). 0

Bidej}i    
2 n-1f ′(x) = a1 + 2a ⋅(x − x ) + 3a ⋅(x − x  + ... + na ⋅(x − x) ) , n2 0 3 0 0

}e dobieme  
a1 =  f ′(x ). 0

Prodol`uvaj}i ja istata postapka se dobiva,  

!
1
k
⋅f (k)(x ),       k = 0, 1, 2, ..., n. ak = 0

Zna~i, koeficientite na polinomnata funkcija mo`at da se izrazat 
preku soodvetni izvodi na samata funkcija vo konkretna to~ka, so 
{to se dobiva oblikot   

!
1
n!1

1
!2

1f(x) = f(x0) + ⋅f ′(x0)(x − x0) + ⋅f ′′(x0)(x − x0)2 + ... + ⋅f (n) n(x ) (x − x ) . 0 0
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§10. Tajlorova formula 

Definicija 10.1. Neka e dadena funkcija f, neprekinata na 
segmentot [a, b], neka ima neprekinati izvodi so n-ti red zaklu~no vo 
site to~ki od intervalot (a, b). Polinomot   

!
1
n!1

1
!2

1 (n) n2 P (x) = f(x ⋅f ′(x )(x − x ⋅f ′′(x )(x − x ⋅f (x )(x − x) + ) + ) +... + )n 0 0 0 0 0 0 0

od n-ti stepen se vika Tajlorov polinom za funkcijata f po stepenite 
na (x − x ), kade x  ∈ (a, b).  0 0

 
Teorema 10.1 (Tajlorova formula). Neka e dadena funkcija f, 

neprekinata na segmentot [a, b], neka ima neprekinati izvodi so n-ti 
red zaklu~no vo site to~ki od intervalot (a, b), neka postoi kone~en (n 
+ 1)-vi izvod  vo  site to~ki od intervalot (a, b) i neka x0 ∈ (a, b). 
Toga{ za site x od intervalot (a, b) va`i formulata: 

!1
1

!2
1 2f(x) = f(x ⋅[f ′(x )]⋅(x − x ⋅[f ′′(x )]⋅(x − x) + ) + )  + ... + 0 0 0 0 0

!
1
n
⋅[f (n) n(x )]⋅(x − x  + R (x), ) n0 0

kade {to R (x) se narekuva ostatok (ili maksimalna gre{ka).  n

Dokaz: Neka f e funkcija koja gi zadovoluva uslovite od 
teoremata 10.1 za pretstavuvawe so Tajlorovata formula. Toga{ za 
nea postoi Tajlorov polinom: 

!
1
n!1

1
!2

1Pn(x) = f(x0)  + ⋅f ′(x0) (x − x0) + ⋅f ′′(x0) (x − x0)2 + ... + ⋅f (n) n(x ) (x − x ) . 0 0

Da stavime   
f(x) = P (x) + R (x), n n

odnosno  

!1
1

!2
1 2f(x) = f(x ⋅[f ′(x )]⋅(x − x ⋅[f ′′(x )]⋅(x − x) + ) + )  +... +  0 0 0 0 0

!
1
n
⋅[f (n) n p+1(x )]⋅(x − x  + (x − x  ⋅Q(x), ) )0 0 0

kade {to Q e neopredelena funkcija i p ∈ N0. Da go fiksirame x taka 
{to  

a < x0 < x < b. 
Za opredeluvawe na funkcijata Q definirame pomo{na funkcija F od 
promenlivata t so formulata          
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!1
1

!2
1 2F(t) = f(t) + ⋅[f ′(t)]⋅(x − t) + ⋅[f ′′(t)]⋅(x − t)  + ... + 

!
1
n
⋅[f (n) n p+1(t)](x − t)  + (x − t) ⋅Q(x) 

za sekoe t vo segmentot [x , x] ⊂ (a, b). Funkcijata F e neprekinata na [x0 0, 
x] (funkcijata f zaedno so n-tata izvodna funkcija se neprekinati),  
ima prv izvod na  (x , x) (funkcijata f ima n + 1-vi izvod  na  (x0 0, x)) i 
F(x0) = F(x) = f(x). Spored toa funkcijata F gi zadovoluva uslovite od 
teoremata 9.2 na Rol i }e postoi to~ka c ∈ (x0, x) za koja va`i F′(c) = 0. 
Bidej}i  

F′(t) = f ′(t) – f ′(t) + (x − t)f ′′(t) – (x − t)f ′′(t) +... −  

!
1
n)!1(

1
−n

⋅[f (n) n-1(t)](x − t)  +  ⋅[f (n+1) n p(t)](x − t)  – (p + 1)(x − t) ⋅Q(x), 

se dobiva   

!
1
n

nF′(c) ≡ ⋅(x − c) ⋅f (n+1) p(c) – (p + 1)(x − c) Q(x) = 0 

od kade se dobiva   

!)1(
1

np +
n-pQ(x) = ⋅(x − c) ⋅f (n+1)(c). 

Bidej}i c ∈ (x , x), mo`eme da zapi{eme 0

c = x0 + θ⋅(x − x ),    0 < θ < 1 0
i kone~no dobivame   

!)1(
1

np +
Q(x) = ⋅(x − x0 − θ⋅(x − x0))n-p⋅f (n+1)( x0 + θ⋅(x − x )), 0

odnosno  

!)1(
1

np +
n-p n-pQ(x) =  ⋅(x − x ⋅f (n+1)(x0)  (1 − θ) 0 + θ⋅(x − x )). 0

Spored toa  

!)1(
1

np +
n+1 n-pRn(x) =  ⋅(x − x ⋅f (n+1)(x0)  (1 − θ) 0 + θ⋅(x − x )), 0

so {to tvrdeweto e doka`ano za vrednosti na x desno od to~kata x0. Na 
ist na~in e i dokazot za vrednosti na x levo od to~kata x0 so 
definirawe na pomo{nata funkcija vo segmentot [x, x ].  0
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Ostatokot vo formulata mo`e da bide daden vo nekoja od 
slednite formi:  

)!1(
1
+n

       Rn(x) = ⋅[f (n+1) n+1(x0 + θ⋅(x − x ))]⋅(x − x   za p = n (Lagran`); )0 0

)!1(
1
+n

       Rn(x) = ⋅[f (n+1)(x0 + θ⋅(x − x0))]⋅(1 − θ)n n+1⋅(x − x  za p = 0 (Ko{i); )0

n       R (x) = o((x − x ) )  (Peano), n 0

pri {to 0 < θ < 1, dodeka o pretstavuva simbol na Landau koj poka`uva 
deka ostatokot e beskone~na mala funkcija od povisok red  vo odnos 
na funkcijata (x − x n  koga x → x) . 0 0

Ako se zameni x − x0 so oznakata za narasnuvawe Δx na 
promenlivata x vo to~kata x0, a potoa i so diferencijalot dx, toga{ 
formulata }e go ima vidot  

!
1
n!2

1
Δf(x0) = df(x0) + ⋅d2f(x0) + ... + ⋅dnf(x ) + R (x), n0

kade {to ostatokot vo Lagran`ov vid }e bide daden so izrazot  

)!1(
1
+n

⋅dn+1f(c). 

Da zabele`ime u{te edna{ deka funkcijata f vsu{nost se 
aproksimira so polinom od stepen n od vid  

!1
1

!2
1 2P (x) = f(x ⋅[f ′(x )]⋅(x − x ⋅[f ′′(x )]⋅(x − x) + ) + )  +... +   n 0 0 0 0 0

!
1
n
⋅[f (n) n(x )]⋅(x − x ) . 0 0

Zna~i  
f(x) = P (x) + R (x). n n

Pritoa za fiksno n gre{kata Rn(x) e pomala za vrednosti na x 
pobliski do to~kata x0, dodeka taa e pogolema za vrednosti na x koi se 
podaleku od to~kata x . 0

 
Specijalniot oblik na koeficientite na polinomot go 

pojasnivme so specijalniot slu~aj koga f e polinomna funkcija od 
stepen n.  

Za x0 = 0 Tajlorovata formula e poznata pod imeto Maklorenova 
formula.  
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]e navedeme nekolku naj~esto koristeni Tajlorovi 
(Maklorenovi) formuli za soodvetni funkcii. 
 

Primer 10.1. Za funkcijata  
xf(x) = e , 

definirana na R, i za koja postoi izvod od koj bilo red za sekoe x ∈ R, 
dobivame  

(n) xf (x) = e . 

Spored toa, Tajlorovata formula po stepenite na x (Maklorenova) e 
dadena za sekoe x ∈ R so  

!
1
n!1

1
!2

1x n2 xe x + x  + R (x),  = 1 +  + ... + n

kade {to  

)!1(
1
+n

Rn(x) = eθ x n+1 x ,      0 < θ < 1. 

 
  Primer 10.2. Za funkcijata  

f(x) = ln(1 + x), 

definirana za x > −1, i za koja postoi izvod od koj bilo red za sekoe x >  
−1, dobivame  

1)1(
)1(

++

−
n

n

x1
1
+n

(n)f (x) = . ⋅

Spored toa, Tajlorovata formula po stepenite na x (Maklorenova) e 
dadena za sekoe x > −1 so  

2
1

3
1

4
1

n
1ln(1 + x) = x − ⋅x2 + ⋅x3 − ⋅x4 +...+ ⋅(−1) n-1⋅x n + R (x), n

kade {to  

1)1(
)1(

++

−
n

n

xθ1
1
+n

⋅x n+1,    0 < θ < 1. R (x) = ⋅n

Za ovaa formula mo`e da se poka`e deka Rn(x) → 0 koga n →+∝  
samo za vrednostite na x za koi va`i  –1 < x ≤1. 
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Primer 10.3. Za funkcijata  
f(x) = sinx, 

definirana za sekoe x ∈ R, i za koja postoi izvod od koj bilo red za 
sekoe x ∈ R, dobivame  

2
π(n)f (x) = sin(x + n ). 

Spored toa, Tajlorovata formula po stepenite na x (Maklorenova) e 
dadena za sekoe x ∈ R  so  

!3
1

!5
1

)!12(
1
−k

sinx = x − ⋅x3 + ⋅x5 − ... + ⋅ ⋅x( ) 11 −− k 2k-1 + R (x), 2k-1

kade {to  

)!12(
1
+k 2

π2k+1⋅xR (x) = ⋅sin [θx + (2k + 1) ],      k ∈ N, 0 < θ < 1. 2k-1

 
Primer 10.4. Za funkcijata  

f(x) = cosx, 
definirana za sekoe x ∈ R, i za koja postoi izvod od koj bilo red za 
sekoe x ∈ R, dobivame  

2
π(n)f (x) = cos(x + n ). 

Spored toa, Tajlorovata formula po stepenite na x (Maklorenova) e 
dadena za sekoe x ∈ R  so  

!2
1

!4
1

)!2(
1
k

⋅ ( ⋅x )k1− 2k2 4⋅x ⋅xcosx = 1 −   + R +  − ... + 2k(x), 

kade {to  

2
π

)!22(
1
+k

⋅x 2k+2R2k(x) = ⋅cos [θx + (2k + 2) ],     k ∈ N, 0 < θ < 1. 

 
Primer 10.5. Za funkcijata  

f(x) = (1 + x)α,   α ∈ R, 

definirana za sekoe x > −1, i za koja postoi izvod od koj bilo red za 
sekoe x > −1, dobivame  

(n)f (x) = [α⋅(α − 1)⋅ ... ⋅(α  − n + 1)](1 + x)α -n. 

Spored toa, Tajlorovata formula po stepenite na x (Maklorenova) e 
dadena za sekoe x > −1  so  

 169 



Glava 2 

!1
1

!2
1(1 + x)α  2 ⋅α ⋅x + ⋅[α⋅(α − 1)]⋅x= 1 + + ... +  

!
1
n

n ⋅[α⋅(α − 1)⋅ ... ⋅(α − n + 1)]⋅x  +  R (x), n

kade {to  

)!1(
1
+n

Rn(x) = ⋅[α⋅(α − 1)⋅ ... ⋅(α − n)]⋅(1 + θx)α -(n+1) n+1⋅x ,    0 < θ < 1. 

 
Primer 10.6. Da se razvie funkcijata  

xf(x) = e
so Maklorenovata formula, zadr`uvaj}i se na prvite ~etiri ~lena i 
potoa da se presmeta e0,1  i da se oceni gre{kata R . 3

Re{enie: Spored primerot 10.1 va`i formulata 

!1
1

!2
1

!3
1

!4
1xe  = 1 + x +  x2 + x3 + R3(x),     R3(x) = x4eθx. 

Za x = 0,1 se dobiva  
0,1e  = 1,10516 + R (0,1). 3

Za ocena na gre{kata se dobiva  

!4
1

!4
1R3(0,1) = (0.1)4eθ 0,1 4  < ⋅3 = 0,0000125 (0.1)

0,1{to zna~i deka brojot 1,10516 e vrednost na e  presmetana so 4 to~ni 
decimali.  
 

Primer 10.7. Da se razvie funkcijata  
xf(x) = e

so Maklorenovata formula. Kolku ~lenovi treba da se zemat za pri 
presmetuvaweto na e0,1 gre{kata da bide pomala od 10−2 (so dve to~ni 
decimali)? 

Re{enie: Spored primerot 10.1 va`i formulata 

!
1
n!1

1
!2

1x n2x + xe  + R (x), x = 1 +  + ... + n

kade {to  

)!1(
1
+n

Rn(x) = eθx n+1 x ,      0 < θ < 1. 
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Spored uslovot na zada~ata za opredeluvawe na n se koristi 
neravenstvoto  

)!1(
1
+n )!1(

1
+n

Rn(x) ≡ eθ 0,1 n+1 n+1⋅3⋅(0,1)⋅(0,1)  <  < 0,001, 

{to e to~no za n ≥ 2, {to zna~i deka od razvojot treba da se zemat 
prvite 3 ~lena. 
 

Primer 10.8. Pri presmetuvaweto na vrednosta na funkcijata 
xf(x) = e

so Maklorenovata formula da se zemat prvite 4 ~lena od razvojot. Da 
se opredeli intervalot vo koj }e se nao|a x ako presmetanata vrednost 
na funkcijata za x od toj interval so Tajloroviot polinom bide 
razli~na od vistinskata vrednost za gre{ka pomala od 0,0001 
(presmetanata vrednost da ima tri to~ni decimali).  

Re{enie: Spored primer 10.1 va`i formulata 

!1
1

!2
1

!3
1

!4
1xe  = 1 + x + x2 + x3 + R3(x) ,      R3(x) = x4eθx. 

Vo soglasnost so uslovot na zada~ata za opredeluvawe na 
intervalot se koristi neravenstvoto  

!4
1

!4
1| x4eθx 4x | < | ⋅3 | < 0,0001 

od {to se dobiva |x| < 0,00168. 
 

Primer 10.9. Da se poka`e deka za x > 0 va`at neravenstvata  

2

2x  < ln(1 + x) < x. x − 

Re{enie: Spored Maklorenovata formula za funkcijata  
ln(1 + x) 

dobivame 

2

2x  + Rln(1 + x) =  x − . 2

Bidej}i  

3

3

)1(3 x
x
θ+

R  > 0,    za x > 0,  = 2
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se dobiva neravenstvoto   

2

2x  < ln(1 + x). x − 

Od formulata  

ln(1 + x) = x + R , 1

poradi  

2

2

)1(2 x
x
θ+

−R  < 0     za x > 0,  = 1

se dobiva neravenstvoto  

ln(1 + x) < x. 
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§11. ISPITUVAWE  NA OSOBINITE  NA FUNKCII  
SO POMO[ NA IZVODI 

 
 

Ispituvaweto na funkciite se sostoi vo prou~uvawe na 
nivnite svojstva. Pod toa se podrazbira opredeluvawe na 
definicionata oblast, intervalite vo koi funkcijata monotono 
raste ili opa|a, ekstremnite vrednosti, intervalite vo koi 
funkcijata e konkavna ili konveksna, prevojnite to~ki i asimtotite 
na grafikot na funkcijata, kako i drugi svojstva koi se potrebni za 
ispituvawe. Navedenite svojstva se tesno povrzani so izvodite na 
funkcijata, pa zatoa ovde }e gi prou~ime tie svojstva tokmu od toj 
aspekt, pri {to na krajot }e oformime postapka za grafi~ko 
pretstavuvawe na funkcijata. Sekako, dobienite kriteriumi mo`at 
da se upotrebuvaat i za drugi ispituvawa. 

Ovde }e se zadr`ime samo na klasata funkcii ~ii osobini 
mo`at da se prou~at i so grani~ni procesi (grani~ni vrednosti, 
izvodi i dr.). 

Najprvin }e poka`eme deka pozitivnosta (nenegativnosta) na 
izvodot e dovolen uslov za monotono rastewe (neopa|awe) na 
funkcijata na nekoj interval.  

 
Teorema 11.1 (Kriterium za monotonost). Neka e dadena 

funkcija f so formulata  
y = f(x), 

definirana i diferencijabilna vo intervalot (a, b). Funkcijata f 
monotono raste (opa|a) na intervalot (a, b) ako i samo ako za site x ∈ 
(a, b) va`i  

f ′(x) ≥ 0    ( f ′(x) ≤ 0). 

Dokaz: Neka funkcijata f monotono raste na intervalot (a, b), 
neka x ∈ (a, b) i neka Δx e narasnuvawe vo x, pri {to   

x + Δx ∈ (a, b). 

Od pretpostavkata sleduva deka za site Δx > 0 va`i  
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f(x + Δx) ≥ f(x), 
a za site Δx < 0 va`i  

f(x + Δx) ≤ f(x), 

taka {to koli~nikot  

x
xfxxf

Δ
−Δ+ )()(  

(kako funkcija od Δx) }e dobiva nenegativna vrednost i vo dvata 
slu~aja. Grani~nata vrednost od toj koli~nik koga Δx → 0 vsu{nost e 
prviot izvod, t.e.  

0
lim
→Δx x

xfxxf
Δ

−Δ+ )()(
 =  f ′(x). 

Poradi toa {to koli~nikot e nenegativen (kako funkcija od Δx), 
grani~nata vrednost, odnosno izvodot, spored teoremata 5.2 }e ima 
nenegativna vrednost, t.e.  

f ′(x) ≥ 0. 

Od proizvolnosta na izborot na to~kata x sleduva deka za site x 
∈ (a, b) }e va`i  

f ′(x) ≥ 0. 

Da pretpostavime sega obratno, t.e. neka za site x ∈ (a, b) va`i 

f ′(x) ≥ 0. 

Neka x i x + Δx se koi bilo dve to~ki od intervalot (a, b). Spored 
teoremata 9.3 na Lagran`, primeneta na funkcijata f na segmentot [x, x 
+ Δx], odnosno [x + Δx, x] (vo zavisnost od znakot na Δx), }e postoi barem 
edna to~ka c me|u to~kite x i x + Δx za koja va`i  

f(x + Δx) − f(x) = Δx⋅f ′(c). 

Bidej}i f ′(c) ≥ 0, od poslednoto ravenstvo se dobiva 

f(x + Δx) ≥ f(x) 

ako Δx > 0, odnosno ako x + Δx > x, i   

f(x + Δx) ≤  f(x) 

ako Δx < 0, odnosno ako x + Δx < x. Spored toa, funkcijata f, vo 
soglasnost so proizvolnosta na to~kite x i x + Δx, monotono raste vo 
intervalot (a, b). Analogno se poka`uva i vtoroto tvrdewe. 
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Primer 11.1. Da se poka`e deka za site x ≠ 0 va`i neravenstvoto 

ex > 1 + x. 

Re{enie: Formirame funkcija  

f(x) = ex –1 – x, 

definirana na R. Za izvodnata funkcija  

f ′(x) = ex – 1 
va`i  

f ′(x) > 0 

za sekoe x > 0 i f ′(x) < 0 za sekoe x < 0. Spored teoremata 11.1 
funkcijata f strogo monotono raste na intervalot (0, +∝) i strogo 
monotono opa|a na intervalot (−∝, 0). Bidej}i f(0) = 0, za sekoe x od 
intervalot (0, +∝) }e va`i neravenstvoto f(x) > 0 i za sekoe x od 
intervalot (−∝, 0) }e va`i neravenstvoto f(x) > 0, so {to e doka`ano 
neravenstvoto. 
 

Posledica 11.1. Neka se dadeni dve funkcii f  i  g so formulite 

y = f(x),           y = g(x), 

definirani na segmentot [a, b] i diferencijabilni na intervalot (a, 
b). Ako  

f(a) = g(a) 

i ako za site x ∈ (a, b)  va`i  

f ′(x) ≤ g′(x), 

toga{ za site x ∈ (a, b)  va`i neravenstvoto  

f (x) ≤ g (x). 

Dokaz: Neka na segmentot [a, b] definirame nova funkcija F so 
formulata  

F(x) = f(x) – g(x), 

koja spored uslovot  e diferencijabilna na (a, b), ima vrednost F(a) = 0 
i za site x ∈ (a, b)  va`i  
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F′(x) ≤ 0. 

Spored teoremata 11.1 funkcijata F monotono opa|a na (a, b), t.e. za 
site x ∈ (a, b)  va`i  

F (x) ≤ F(a) = 0, 
odnosno  

f(x) – g(x) ≤ 0, 
so {to tvrdeweto e doka`ano. 
 

So teoremata 9.1 na Ferma be{e daden samo potrebniot uslov 
pri koj diferencijabilna funkcija }e ima lokalen ekstrem. Postojat 
funkcii koi imaat lokalni ekstremi vo to~ki vo koi prviot izvod ne 
postoi. 

 
Primer 11.2. Funkcijata  

f(x) = |x| 

ima lokalen minimum vo to~kata x = 0  (|x| ≥ 0 za sekoe x ∈ R), vo koja 
prviot izvod ne postoi (primer 8.6).  
 

Postojat isto taka funkcii kaj koi vo nekoi to~ki izvodot e 
nula, no sepak vo tie to~ki funkcijata nema lokalen ekstrem.  
 

Primer 11.3. f(x) = x3 ima prv izvod nula vo to~kata x = 0, vo koja 
nema lokalen ekstrem. 
 

Zatoa to~kite vo koi prviot izvod postoi i e nula, a koi }e gi 
nare~eme stacionarni to~ki, mo`at da bidat samo kandidati za 
ekstremni to~ki. Zna~i ekstremnite to~ki vo koi izvodot postoi i e 
nula se i stacionarni to~ki, dodeka postojat stacionarni to~ki koi 
ne moraat da bidat ekstremni to~ki.  

Sega }e go iska`eme prvoto pravilo za nao|awe ekstremni 
to~ki za funkcii za koi tie to~ki se stacionarni, t.e. izvodot vo niv 
postoi i e nula, ili vo niv e ±∝, ili ne postoi, no postojat 
ednostranite izvodi. 

 
Teorema 11.2 (Prv kriterium za ekstremi). Neka e dadena 

funkcija y = f(x), neka x0 e to~ka vo koja e mo`en lokalen ekstrem i 
neka pretpostavime deka postoi izvod (kone~en) vo nekoja nejzina 
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okolina (x0 − δ, x0 + δ), osven mo`ebi vo x0, so pretpostavka izvodot da 
ima ist znak vo intervalot (x0 − δ, x0), odnosno vo intervalot (x0, x0 + δ). 
Toga{ se mo`ni tri slu~ai:  
 

a) ako za  

∀x ∈ (x0 − δ, x0),    f ′(x) > 0 
i za  

∀x ∈ (x0, x0 + δ),    f ′(x) < 0, 

toga{ funkcijata ima lokalen maksimum vo to~kata x0 ednakov na f(x0); 
 

b) ako za  

∀x ∈ (x0 − δ, x0),     f ′(x) < 0 
i za  

∀x ∈ (x0, x0 + δ),     f ′(x) > 0, 

toga{ funkcijata ima lokalen minimum vo to~kata x0 ednakov na f(x0);  
 

v) ako za  

∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),     f ′(x) > 0  ili   f ′(x) < 0, 

toga{ funkcijata nema lokalen ekstrem vo to~kata x0. 

Dokaz: Navistina, pod a) spored teoremata 11.1 funkcijata 
strogo monotono raste vo intervalot (x0 − δ, x0)  i strogo monotono 
opa|a  vo intervalot (x0, x0 + δ) i vo soglasnost so definicijata 4.13 za 
lokalen maksimum funkcijata ima maksimalna vrednost vo to~kata x0 
ednakva na f(x0).  

Poradi istite fakti }e va`i i tvrdeweto pod b), dodeka pod v) 
imame slu~aj koga funkcijata strogo monotono raste ili strogo 
monotono opa|a vo okolinata (x0 − δ, x0 + δ) na to~kata x0, {to zna~i 
deka vo to~kata x0 funkcijata ne mo`e da ima lokalna ekstremna 
vrednost. 

 

Geometriski ovie slu~ai mo`eme da gi pretstavime kako na 
crte`ot 34. 

 

Vedna{ e o~evidno deka kaj slu~aite a) i b) f′(x0) postoi, kaj 
slu~aite v) i g) f′(x0), f−′(x0), f+′(x0) se ±∝, a kaj slu~ajot d) f′(x0) ne postoi, 
no postojat kone~en  lev i kone~en desen izvod (koi ne se ednakvi). 
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Sepak u{te edna{ da zabele`ime deka vo site slu~ai prv izvod postoi 
vo site to~ki od nekoja okolina na to~kata x0, isklu~uvaj}i ja vo nekoi 
od niv to~kata x0, i deka funkcijata f e definirana vo to~kata x0.  
 
 
         y 
     
 
 
   
   
   
 
               

        0             x0         x0          x0  x0         x0  x 
           
                       a)         b)                      v)              g)            d)  
     

Crte` 34 
 
 
Postoi i vtoro pravilo za nao|awe na ekstremni to~ki koe 

mo`e da se primeni za funkcii za koi postoi vtor izvod vo mo`nata 
ekstremna to~ka ({to podrazbira postoewe na prv izvod vo to~ki od 
nekoja nejzina okolina). 

 
 
Teorema 11.3 (Vtor kriterium za ekstremi). Neka e dadena 

funkcija y = f(x), neka x0 e nejzina stacionarna to~ka (t.e. f ′(x0) = 0) i 
neka vo nekoja nejzina okolina postoi prv izvod. Ako postoi f ′′(x0), 
toga{ za  

f ′′(x0) > 0 

vo to~kata x0 funkcijata f ima lokalna minimalna vrednost, a za  

f ′′(x0) < 0 

vo to~kata x0 funkcijata f ima lokalna maksimalna vrednost, dodeka 
vo slu~ajot  

f ′′(x0) = 0 
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ova pravilo ne dava konkreten odgovor i zatoa se potrebni 
dopolnitelni ispituvawa. 

Dokaz: Neka x0 e stacionarna to~ka  (t.e. f ′(x0) = 0) i neka   

f ′′(x0) > 0. 
Toga{ vo soglasnost so definicijata 8.1 }e imame   

f ′′(x0) = 
0

0)(')('lim
0 xx

xfxf
xx −

−
→

, 

odnosno  

f ′′(x0) = 
0

)('lim
0 xx

xf
xx −→

. 

Spored teoremata 5.2 postoi δ > 0, taka {to za sekoe  

x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) 

va`i  

0

)('
xx
xf

−
 > 0, 

odnosno za sekoe  x ∈ (x0 − δ, x0) va`i f ′(x) < 0 i za sekoe x ∈ (x0, x0 + δ)  
va`i f ′(x) > 0.  

Spored teoremata 11.2b sleduva deka vo to~kata x0 funkcijata f 
ima lokalen minimum.  

Na ist na~in se poka`uva i slu~ajot f ′′(x0) < 0. 
 

Teorema 11.4. Neka za funkcijata f postojat izvodi od povisok 
red do n, n ∈ N, neka f (n+1)(x) e neprekinata funkcija vo nekoja okolina 
na to~kata x0 i neka   

f ′(x0) = f ′′(x0) = ... = f (n)(x0) = 0 
i  

f (n+1)(x0) ≠ 0. 

Toga{ razlikuvame dva slu~aja: 

a) ako n e neparen broj, toga{ za  

f (n+1)(x0) > 0 

vo to~kata x0 funkcijata f ima lokalen minimum, a za  
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f (n+1)(x0) < 0 

vo to~kata x0  funkcijata f ima lokalen maksimum;  

b) ako n e paren broj, toga{ vo to~kata x0 f nema lokalen 
ekstrem. 

Kriteriumot daden so teoremata 11.4 se doka`uva so pomo{ na 
Tajlorovata formula.  

 
 So teoremite 11.2, 11.3, 11.4 se davaat kriteriumi  za nao|awe 

na mo`ni lokalni ekstremi, no postojat i problemi vo koi se bara 
globalen ekstrem, t.e. ekstremna vrednost na funkcijata vo dadeno 
mno`estvo. Vo toj slu~aj najprvin se nao|aat lokalnite ekstremi (ako 
postojat), a potoa so sporeduvawe na tie vrednosti, kako i  
vrednostite na funkcijata vo krajnite to~ki  na segmentot odnosno 
mno`estvoto (grani~nite to~ki) vo koe se bara globalniot ekstrem, 
se dobiva baraniot ekstrem.  

 
Definicija 11.1. Neka e dadena funkcija f, neprekinata na 

intervalot (a, b). Ako za koi bilo x1, x2 ∈ (a, b) va`i neravenstvoto 

f(λ1⋅x1 + λ2⋅x2) ≤ λ1⋅f(x1) + λ2⋅f(x2), 
kade {to  

λ1 + λ2 = 1,      0 < λ1 < 1,     0 <λ2 < 1, 

toga{ velime deka funkcijata e konveksna (ispaknata) na intervalot 
(a, b). Vo slu~aj na obratnoto neravenstvo   

f(λ1⋅x1 + λ2⋅x2) ≥ λ1⋅f(x1) + λ2⋅f(x2) 

za funkcijata se veli deka e konkavna (vdlabnata) na intervalot (a, b). 
Ako se zeme  

λ2 = 1 − λ1 ( = λ), 

neravenstvoto }e go ima sledniot vid           

f(λ⋅x1 + (1 − λ)⋅x2) ≤ λ⋅f(x1) +(1 − λ)⋅f(x2),     0 < λ < 1 

(crte` 35). 

Vaka definiranata konveksnost (konkavnost) e osobina na 
funkcijata pri koja ispaknatosta (vdlabnatosta) na funkcijata 
geometriski se gleda oddolu, t.e. od negativnata nasoka na oskata y. Vo 
literaturata se sre}ava i obratno definirana konkveksnost 
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(konkavnost) vo smisla na pogled odgore, t.e. od pozitivnata nasoka na 
oskata y. 
 
 
             y   
                    
         
         f(x2)           

                 λ1f(x1)+λ2f(x2)            
                   
         f(λ1x1+λ2x2)          
         f(x1) 
 
 

                          0          a        x1               λ1x1+λ2x2      x2  b     x             
    
 

Crte` 35 
 
 
 
Definicija 11.2. Neka za funkcijata f postoi kone~en izvod vo 

nekoja okolina na to~kata x0. Funkcijata f e konveksna vo taa okolina 
ako za site x od taa okolina va`i neravenstvoto  

f(x) ≥ f(x0) + (x − x0)⋅f ′(x0). 

So obratnoto neravenstvo se definira konkavnost na funkcijata.  
 

Trgnuvaj}i od neravenstvoto  

f(x) ≥ f(x0) + (x − x0)⋅f ′(x0), 

geometriski gledano mo`e da zaklu~ime deka grafikot na funkcijata 
se nao|a nad tangentata na grafikot na funkcijata vo to~kata x0, 
bidej}i  

t(x) =  f(x0) + (x − x0)⋅f ′(x0) 

e ordinatata na to~ka od tangentata (y − f(x0) = f ′(x0)⋅(x − x0)), a f(x) e 
ordinatata na to~ka od grafikot na funkcijata, vo dvata slu~aja so 
ista apcisa x (crte`36). 
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                                       y 
 

                                  f(x) 
 
                                   t(x) 
                                    
                                 f(x0) 

 
 
 

                                     0                                x0          x              x 
 

Crte` 36 
 

 
 
Vo soglasnost so ovaa zabele{ka, geometriskata definicija na 

konveksnost (konkavnost) na intervalot (a, b) }e se sostoi od 
baraweto site tangenti povle~eni vo to~ki od grafikot na 
funkcijata so apcisi x ∈ (a, b) da bidat pod (nad) grafikot. Pritoa 
mora da se pretpostavi diferencijabilnost na funkcijata na 
intervalot (a, b) {to ne e slu~aj so  definicijata 11.1 koja e poop{ta.  

 
 
Teorema 11.5 (Kriterium za konveksnost). Neka e dadena 

funkcija f i neka izvodnata funkcija f ′(x) e neprekinata na interalot 
(a, b). Ako za site x ∈ (a, b) va`i  

f ′′(x) > 0       (f ′′(x) < 0), 

toga{ funkcijata e konveksna (konkavna) na (a, b).  
 

Spored ovaa teorema koja nema da ja doka`uvame, e jasno deka 
re{enijata na ravenkata f ′′(x) = 0 se potencijalni to~ki vo koi mo`e 
da se menuva konveksnosta (konkavnosta) na funkcijata i koi vo toj 
slu~aj se narekuvaat to~ki na prevoj. Sepak funkcijata mo`e da ja 
menuva svojata konveksnost (konkavnost) i vo to~ki vo koi f ′′(x) ima 
prekin ili ne postoi, pa duri i vo to~ki vo koi samata funkcija f ne e 

definirana (primer: f(x) = 
x
1 , vo to~kata x = 0). 
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Za ispituvawe na grafikot na funkcija mnogu e va`no 
nejzinoto odnesuvawe koga x → +∝, koga x → −∝ ili vo mala okolina na 
to~ki vo koi taa ne e definirana, {to e regulirano so egzistencijata 
na nejzini asimtoti. Pritoa da zabele`ime deka mo`e da se slu~i 
grafikot na funkcijata da ja se~e svojata kosa ili horizontalna 
asimtota. Za ispituvawe i geometrisko skicirawe na grafik na edna 
funkcija se upotrebuva {ema so sostavuvawe na soodvetna tabela.  

 
Primer 11.4.  Da se ispita i nacrta grafikot na funkcijata  

f(x) = xxe
1

. 
Re{enie: Definicionata oblast na funkcijata e  R\{0}. 

Funkcijata  ne e parna, ne e neparna, ne e periodi~na i nejziniot 
grafik nema preseci so koordinatnite oski. Od ravenkata  

f ′(x) = )11(
1

x
e x −  = 0 

se dobiva stacionarna to~ka x0 = 1. Vo intervalite (−∝, 0) i (1, +∝) 
funkcijata e monotono raste~ka, a vo intervalot (0, 1) monotono 
opa|a~ka. Spored teoremata 11.2b funkcijata ima lokalen minimum vo 

to~kata x0 = 1. Funkcijata nema prevojni to~ki (f ′′(x) = xe
x

1

3
1 ), no e 

konkavna na intervalot (−∝, 0) i konveksna na interalot (0, +∝). 
Bidej}i 

)(lim
00

xf
x +→

 = +∝ 

i 
)(lim

00
xf

x −→
 = 0, 

pravata x = 0 e ednostrana vertikalna asimtota. Bidej}i  

x
xf

x

)(lim
±∞→

= 1 

i 
))((lim xxf

x
−

±∞→
= 1, 

pravata y = x + 1 e kosa asimtota. Vrz osnova na ovie ispituvawa mo`e 
da se formira tabela, a grafik e daden na crte`ot 37. 
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 x      −∝   0   1   +∝ 
 
 y                                         e    
 
 y′ + +  − − 0 + + 

 y′′ − −  + +  + +  
 
                 min 
 
 
 
 
 
 
 
 

    y 
 
          
 
    
           e  
   
 
                 1 
 
         −1                  0 
            1      x  
  
       
 
      
     Crte`  37 
 

Izvodite mo`at da se koristat vo razre{uvawe na golem broj 
problemi vo koi se baraat ekstremni vrednosti na funkcii, so koi se 
definirani razni procesi od praktikata. Toa se optimalni zada~i 
koi se re{avaat so metodite na optimirawe. Takvi se, na primer, 
zada~ite za optimirawe na brzina, zabrzuvawe, plo{tina, volumen, 
protok na elektricitet, elektromotorna sila i sl. 

 184 



§11. Ispituvawe na osobinite na funkcii so pomo{ na izvodi 

Primer 11.5. Neka e daden eden generator so elektromotorna 
sila E i vnatre{en otpor r, povrzan so nadvore{en potro{uva~ so 
promenliv otpor R. Da se najde vrednosta R pri koja korisnata 
mo}nost P }e bide najgolema.  

Re{enie: Spored Xuloviot zakon korisnata mo}nost P e dadena 
so ravenkata  

P = R⋅I 2, 

kade {to  

I = 
rR

E
+

. 

Zna~i,  

P = 2

2

)( rR
RE
+

, 

{to zna~i P e drobnoracionalna funkcija koja zavisi od otporot R. 
Vo soglasnost so baraweto na zada~ata treba da se najde maksimalnata 
vrednost na ovaa funkcija. Spored teoremata 11.3 dobivame 

P′R (R) = 3

2

)(
)(

rR
RrE

+

−  = 0. 

Zna~i, R = r e stacionarna to~ka vo koja e mo`en ekstrem. Bidej}i 

P′′(R) = E2⋅ 4)(
)(3)(

rR
RrRr

+

−−+− , 

so zamena na R = r se dobiva negativna vrednost  

P′′(r) = −E2⋅ 3)(
1

rR +
 < 0. 

Spored teoremata 11.3 zaklu~uvame deka elektromotornata sila e 
najgolema za R = r. Istoto mo`e da se zaklu~i i samo so teoremata 11.2, 
bidej}i za R < r  imame  

P′R(R) > 0 

i za R > r imame  

P′R(R) < 0. 
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Primer 11.6. Neka e daden prav kru`en konus so visina H i 
radius na osnovata R. Da se najdat dimenziite na cilinder vpi{an vo 
konusot so zaedni~ki centar na osnovite, taka {to negovata plo{tina 
da bide najgolema.  

Re{enie: So r i h }e gi ozna~ime radiusot na osnovata i 
visinata na cilinderot. Od crte`ot 38 se dobiva vrskata 

h : R − r = H : R 

(triagolnikot B′BA e sli~en so triagolnikot VOA),  odnosno vrskata 

H
R

rRh −
= . 

Plo{tinata na cilinderot e dadena so formulata  

P = 2r2π  + 2rπh, 

od koja so zamena na vrskata me|u r i h se dobiva kvadratnata funkcija 

P(r) = 2π r[ r + H 
R

rR − ] 

so definiciona oblast r ∈ [0, R]. Nejzina stacionarna to~ka e  

r0 = 
)(2 RH

RH
−

. 

Bidej}i  

P′′(r0) = 4π 
R

HR −
 < 0, 

spored teoremata 11.3 funkcijata P(r) ima najgolema vrednost P(r0). 
Pritoa od prirodata na problemot proizleguva ograni~uvaweto  

H − R > 0       (r0 > 0). 

Zna~i, baranite dimenzii na cilinderot se  

r0 = 
)(2 RH

RH
−

 

i  

h0 =  H
RH
RH

)(2
2
−
− , 
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od kade proizleguva u{te postrogoto ograni~uvawe  

H − 2R > 0     (h0 > 0) 

za dimenziite na konusot. 
 
 
     V 
  
 
 
 
 

       O′              B′ 
      
          
 
 
 

A 
         O          B            

VO  = H,    AO  = R,    OO ′  = BB ′ = h,    BO  = r 
 

Crte`  38 
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PRILOG  1 
 
...  il n’y a pas de “mathèmatiques modernes“ s’opposant aux “mathèmatiques 

classiques“ mais simplement une mathèmatique d’aujourd’hui qui continue celle d’hier 
sons rupture profonde et s’attache avant tout à rèsoudre les grands problèmes que nous 
ont lèqués nos prèdècesseurs. 

(…ne postoi moderna matematika koja i se sprotistavuva na 
klasi~nata matematika, postoi samo dene{na matematika, koja ja 
nadovrzuva na v~era{nata bez podlaboki prekidi, i prvenstveno nastojuva 
da gi re{i golemite problemi koi ni gi ostavile na{ite prethodnici.) 
 

     Jean Dieudonne 
 
 
 

 
–Niels Henrik  Abel (1802 – 1829), norve{ki matemati~ar. Abel 

–Pavel Sergeevi~  Aleksandrov (1896 – ?), ruski  Aleksandrov
  matemati~ar. 

Arhimed –Arhimedes (‘Αρχιμηδηζ) (287? – 212 p.n.e), anti~ki  
  matemati~ar. 

–Giulio  Ascoli (1843 – 1896), italijanski matemati~ar. Askoli 

–Cesare Azzelà (1847 – 1912), italijanski matemati~ar. Acela 

–Renè Baire (1874 – 1932), francuski matemati~ar. Bair 

–Stefan Banach  (1892 – 1945), polski matemati~ar. Banah 

–Isaac Barrow  (1630 – 1677), angliski matemati~ar. Barou 

–Jakob Bernoulli (1654 – 1705), {vajcarski matemati~ar. Bernuli  

–Felix Bernstein  (1878 – 1956), germanski matemati~ar. Bern{tajn 

–Sergeй Natanovi~  Bern{teйn (1880 – 1968), ruski  Bern{tejn 
  matemati~ar. 

–Joseph Louis François  Bertrand (1822 – 1900), francuski  Bertran 
  matemati~ar. 
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–Bernard  Bolzano (1781 – 1848), ~e{ki matemati~ar,  Bolcano 
  logi~ar i filozof. 

–Henry Briggs  (1561 – 1630), angliski matemati~ar. Brigs 

–Luitzen Egbertus Jan  Brouwer (1881 – 1966), holandski  Brouver 
  matemati~ar. 

–George Boole (1815 – 1864), irski logi~ar i matemati~ar. Bul 

–Karl Theodor Wilhelm  Weierstrass (1815 – 1897), germanski  Vajer{tras 
   matemati~ar. 

–John  Wallis (1616 – 1703), angliski matemati~ar. Valis 

–John  Venn (1834 – 1923), angliski logi~ar. Ven 

–Vito Volterra  (1860 – 1940), italijanski matemati~ar. Voltera 

–Karl Friedrich  Gauss (1777 – 1855), germanski  Gaus 
  matemati~ar, fizi~ar i astronom. 

–Jörgen Pederson Gram (1850 – 1916), danski matemati~ar. Gram 

–Jean Le Rond d’Alembert (1717 – 1783), francuski  Dalamber 
  matemati~ar i filozof. 

–Julius  Wilhem Richard Dedekind (1831 – 1916), germanski Dedekind 
   matemati~ar. 

–René Descartes (Cartesius) (1596 – 1650), francuski  Dekart 
  filozof, matemati~ar i fizi~ar. 

–Ulisse Dini  (1845 – 1918), italijanski matemati~ar. Dini 

–Peter Gustav Lejeune  Dirichlet (1805 – 1859), germanski  Dirihle 
  matemati~ar. 

–Eudoxus (V vek pr.n.e.), anti~ki matemati~ar. Eudoks 

Euklid –Euklid ( Ευχλειδηζ) (IV – III v.p.n.e.), anti~ki  
  matemati~ar. 
–Zenon (V vek pr.n.e), anti~ki matemati~ar. Zenon 

–Ernest  Zermelo (1871 – 1953), germanski  matemati~ar. Zermelo 

–Georg (Ferdinand Ludwig Fhilipp)  Cantor (1845 – 1918),  Kantor 
  germanski matemati~ar. 
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–Augustin-Louis Cauchy (1789 – 1857), francuski  Ko{i 
  matemati~ar. 

–Ernest Eduard  Kummer (1810 – 1893), germanski  Kumer 
  matemati~ar. 

–Joseph Louis  Lagrange (1736 – 1813), francuski  Lagran` 
  matemati~ar. 

–Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716), germanski  Lajbnic 
  matemati~ar i filozof. 

–Henri Lebesgue (1875 – 1941), francuski matemati~ar. Lebeg 

–Ernst Leonhard Lindelöf (1870 – 1946), {vedski  Lindelov 
  matemati~ar 
–Rudolf Otto Sigismund  Lipschitz (1832 – 1903), germanski  Lip{ic 
  matemati~ar. 

–Stanislaw   Mazur (1905 – ?), polski matemati~ar. Mazur 

–Colin  Maclaurin (1698 – 1746), {kotski matemati~ar. Makloren 

–Charles  Meray (1874 – 1932), francuski matemati~ar. Merej 

–Franz Karl Joseph Mertens (1840 – 1927), avstriski  Mertens 
  matemati~ar. 

–Hermann Minkowski (1864 – 1909), germanski matemati~ar. Minkovski 

–Abraham de Moivre (1667 – 1754), francuski matemati~ar. Moavre 

–Augustus de Morgan (1806 – 1871), angliski matemati~ar Morgan 
   i logi~ar. 

–John  Napier (1550 – 1617), {kotski matemati~ar. Neper 

–Isaac Newton  (1642 – 1723), angliski matemati~ar  Njutn 
  i fizi~ar. 

–Leonhard Euler  (1707 – 1783), {vajcarski matemati~ar,  Ojler 
  rabotel vo Petrovgrad i Berlin. 

–Giuseppe Peano  (1858 – 1932), italijanski matemati~ar  Peano 
  i logi~ar. 

–Emile Picard (1856 – 1941), francuski matemati~ar. Pikar 
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–Joseph Ludwig  Raabe (1701 – 1859), {vajcarski  Rabe 
  matemati~ar. 

–Georg Friedrich Bernhard  Riemann (1826 – 1866), germanski Riman 
   matemati~ar 

–Marshall Harvey  Stone (1847 – 1912), amerikanski  Ston 
  matemati~ar. 

–Mihaйl Âkovlevi~  Suslin (1894 – 1919), ruski  Suslin 
  matemati~ar. 

–Andreй  Nikolaevi~  Tihonov (1906 – ?), ruski  Tihonov 
  matemati~ar. 

–Heinrich  Tietze (1880 – 1964), avstriski matemati~ar. Tice 

–Pavel Samuilovi~  Urыson (1898 – 1924), ruski  Urison 
  matemati~ar. 

–Pierre Fermat  (1601 – 1665), francuski matemati~ar. Ferma 

–Ivan Fredholm (1866 – 1927), {vedski matemati~ar. Fredholm 

–Georg Frobenius, (1849 – 1917), germanski matemati~ar. Frobenius 

–Eduard Heine (1821 – 1881), germanski matemati~ar. Hajne 

–William Rowan Hamilton (1805 – 1865) irski matemati~ar Hamilton 
   i astronom. 

–Felix Hausdorff  (1868 – 1942), germanski matemati~ar. Hausdorf 

–Otto Hölder  (1859 – 1937), germanski matemati~ar. Helder 

–Charles Hermite   (1822 – 1901), francuski matemati~ar. Hermit 

–David Hilbert (1862 – 1943), germanski matemati~ar. Hilbert 

–Ernesto Ces‹ro, (1859 – 1906), italijanski matemati~ar. ^ezaro 

–Karl Hermann Amandus  Schwarz (1843 – 1921), germanski  [varc 
  matemati~ar. 

–Erhardt Schmidt   (1876 – 1959), germanski matemati~ar. [mit 

–Otto Stolz  (1842 – 1905), avstriski matemati~ar. [tolc 
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NEKOI SIMBOLI I OZNAKI 
 

Oznaka Simbol Se ~ita 

∨ Disjunkcija ili 

∧ Konjunkcija i 

⇒ Implikacija sleduva (povlekuva) 

ako i samo ako 
⇔ Ekvivalencija 

(toga{ i samo toga{) 

¬ Negacija ne 

T  to~no 

⊥  neto~no 

∈  pripa|a 

∉  ne pripa|a 

∀ Univerzalen kvantifikator za sekoj ( za koj bilo) 

∃ Egzistencijalen kvantifikator postoi nekoj 

∪ Unija na dve mno`estva unija 

∩ Presek na dve mno`estva presek 

⊂ Vistinsko podmno`estvo podmno`estvo 

⊆ Podmno`estvo podmno`estvo 

\ Razlika na dve mno`estva razlika 

 
Osven na~inot na ~itawe na soodvetni simboli i oznaki dadeni vo tretata 
kolona postojat i drugi formulacii koi ja odrazuvaat su{tinata na 
simbolite. 
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PRILOG  3 
 
 

GR^KA AZBUKA − PE^ATNI BUKVI 
Golema Mala Se ~ita 

    alfa Α α 
    beta Β β 
    gama Γ γ 
    delta Δ δ 
    epsilon Ε ε 
    zeta Ζ ζ 
    eta Η η 
    teta Θ θ 
    jota Ι ι 
    kapa Κ κ 
    lambda Λ λ 
    mi Μ μ 
    ni Ν ν 
    ksi Ξ ξ 
    omikron Ο ο 
    pi Π π 
    ro Ρ ρ 
    sigma Σ σ 
    tau Τ τ 
    ipsilon Υ υ 
    fi Φ ϕ 
    hi χ Χ 
    psi Ψ ψ 
    omega Ω ω 
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GLAVA  PRVA 
 


VOVED VO GRANI^NI PROCESI 
 
 
 
 


§1. REALNI BROEVI 
 
 


 Poimot broj e fundament na koj se zasnоva razvitokot na 
~ove{tvoto od prvobitnata zaednica do denes. Prirodnite, celite, 
racionalnite, realnite i kompleksnite broevi i nekoi relacii i 
operacii me|u niv, kako i nekoi osobini, denes se del od sodr`inite 
na nastavnite programi po matematika vo osnovnoto i srednoto 
obrazovanie. Mno`estvata na prirodnite, celite, racionalnite, 
realnite i kompleksnite broevi se ozna~uvaat  so standardni oznaki 
N, Z, Q, R, C, soodvetno. Za nekoi elementi od teorijata na mno`estva 
~itatelot se upatuva na literatura [8, 10, 11]. Realnite i 
kompleksnite broevi se osnova na matemati~kata analiza. Zatoa i 
ovde }e go sumirame nakratko seto toa so akcent na nekoi dosta va`ni 
momenti. Da ka`eme deka postojat pove}e na~ini za voveduvawe na 
poimot realen broj.  


Pred da premineme na aksiomatskoto voveduvawe na realnite 
broevi, da navedeme nekoi svojstva koi se karakteristi~ni specifiki 
za prirodnite, celite i racionalnite broevi. Kaj prirodnite i 
celite broevi me|u dva broja postojat kone~no mnogu prirodni 
odnosno celi broevi, a me|u dva sosedni broja ne postoi priroden 
odnosno cel broj. Od druga strana me|u koi bilo dva racionalni broja 
postojat beskone~no mnogu racionalni broja (nasekade gusto 
mno`estvo). Iako N ⊂ Z ⊂ Q, se poka`uva deka site tri beskone~ni 
mno`estva imaat ednakov broj elementi (kardinalen broj nare~en 
alef nula so oznaka ℵ0). Da zabele`ime deka poimot “me|u” go 


 







Glava 1 
 


koristime vo smisla na definicijata dadena vo srednoto obrazovanie, 
a koj podocna }e bide povtorno definiran so relacijata podreduvawe. 
 
 
 


1.1. PRINCIP NA MATEMATI^KA INDUKCIJA.  
BINOMNA FORMULA. 


 
Principot na matemati~ka indukcija, koj e posledica na edna 


od Peanovite aksiomi so koi se definira algebarskata struktura na 
prirodnite broevi, kako metod na dokaz dosta ~esto se upotrebuva vo 
matematikata za doka`uvawe na nekoe tvrdewe ~ija to~nost zavisi od 
priroden broj. 


 
Princip na matemati~kata indukcija 


Tvrdeweto (iskazot) I(n), ~ija vistinitost zavisi od 
prirodniot broj n, e to~no za sekoj priroden broj n ako: 


1)   I(1) e to~en (vistinit) iskaz. 


2) od pretpostavenata to~nost (vistinitost) na iskazot I(k) 
sleduva to~nost i za iskazot I(k+1). 


 


Primer 1.1. Da se poka`e deka za sekoj priroden broj n e to~no 


ravenstvoto 1 + 2 + 3 + ... + n = 
2


)1( +nn . 


Re{enie: Za n = 1 ravenstvoto e to~no, bidej}i 1 = 
2


1)1(1+
. 


Da pretpostavime deka ravenstvoto e to~no za n = k, t.e.   


1 + 2 + ... + k = 
2


)1( +kk . 


Ako so L(k + 1) i D(k + 1) gi ozna~ime levata odnosno desnata 
strana od dadenoto ravenstvo vo koe za n se stava k+1, toga{ }e 
dobieme: 


L(k + 1) = 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = [1 + 2 + 3 + ... + k] + (k + 1) =  


= 
2


)1( +kk  + (k + 1) = 
2


2)1)(( ++ kk  = D(k + 1), 


so {to e doka`ano deka ravenstvoto e to~no i za n = k + 1.   
Pritoa e iskoristena induktivna pretpostavka. 
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§1. Realni broevi 
 


Vo nekoi slu~ai tvrdeweto mo`e da e to~no po~nuvaj}i od 
nekoe    n0 > 1. Toga{ principot isto taka mo`e da se koristi, pri {to 
to~nosta na tvrdeweto }e bide validna za site prirodni broevi osven 
za kone~no mnogu, i toa n0 − 1. Da zabele`ime deka postojat i drugi 
formulacii na principot na matemati~ka indukcija. 


Pred da ja iska`eme takanare~enata binomna formula, }e 
vovedeme nekoi oznaki. 


 
Definicija 1.1. Proizvodot 1⋅2⋅3⋅ … ⋅n se ozna~uva so  n! (se 


~ita en faktoriel). Po definicija se zema 0! = 1.  
 


Definicija 1.2. Brojot  


!
1)(2)1)((


k
knnnn +−⋅⋅⋅−−  


ili brojot  


)!(!
!


knk
n
−


 


se vika binomen koeficient i se ozna~uva so  (se ~ita en nad ka). 


Pritoa vo prviot slu~aj samo k  e priroden broj, dodeka vo vtoriot 
slu~aj osven k i n e priroden broj i n ≥ k. Po definicija se zema 


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
k
n


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
0
n


=1, =1. 0
0


⎛
⎝⎜


⎞
⎠⎟


 
Osobina 1.1. Za sekoj priroden broj k i sekoj priroden broj i (k ≥ 


i) e to~no ravenstvoto :  


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+
+


=⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+


+⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
1
1


1 i
k


i
k


i
k


. 


 
Dokaz:  
 


=
−+


−++
=


−−+
+


−
=⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+


+⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
)!()!1(


)(!)1(!
)!1()!1(


!
)!(!


!
1 iki


ikkik
iki


k
iki


k
i


k
i
k


 


 


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+
+


=
+−++


+
=


−+
+


=
1
1


)]!1(1[)!1(
)!1(


)!()!1(
)1(!


i
k


iki
k


iki
kk


. 
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Teorema 1.1 (Binomna formula). Neka a i b se realni 
(kompleksni) broevi. Toga{ za sekoj priroden broj n va`i formulata  


++⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
++⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=+ −−− ......


210
)( 2211 iinnnnn ba


i
n


ba
n


ba
n


a
n


ba  


nn b
n
n


ba
n


n
⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
−


+ −11


1
. 


Dokaz: Vo dokazot se primenuva matemati~ka indukcija: 


1. Za n = 1 imame to~no ravenstvo . 111


1
1


0
1


)( baba ⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=+


2. Neka e to~na induktivnata pretpostavka t.e. neka e to~no 
ravenstvoto 


++⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
++⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=+ −−− ......


210
)( 2211 iikkkkk ba


i
k


ba
k


ba
k


a
k


ba  


kk b
k
k


ba
k


k
⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
−


+ −11


1
. 


Trgnuvame od levata strana na formulata zemaj}i za n = k+1 i 
osven induktivnata pretpostavka }e ja koristime osobinata 1.1 i 
faktot deka  


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+
+


=⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
==⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛ +
1
1


0
1


0
1


k
k


k
kkk


. 


Toga{ imame 
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⎞
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⎝
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⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=++=+ −−−+ iikkkkkk ba
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⎜⎜
⎝


⎛
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⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
=+⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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⎜⎜
⎝


⎛ +
=⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
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⎠
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⎞
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1


]
1


[...]
1


ba
k


a
k


b
k
k


ba
k


k
k
k


ba
i


k kkkkiik  


11121


1
11


...
1


...
2


1 +−+−


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
+
+


+⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛ +
++⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛ +
++⎟⎟


⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛ +
+ kkiikk b


k
k


ba
k


k
ba


i
k


ba
k


. 


Bidej}i ja dobivme desnata strana na formulata za n = k + 1, sleduva 
deka ravenstvoto e to~no za n = k + 1 i spored principot na 
matemati~ka indukcija dokazot e zavr{en. 
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  Za binomnite koeficienti postoi nekoja simetri~nost koja 
proizleguva od identitetot  


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
−


=⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
kn


n
k
n


, 


so ~ija pomo{ se konstruira Paskalov triagolnik. Postojat i drugi 
vrski i svojstva koi se izu~uvaat vo posebna matemati~ka disciplina 


nare~ena kombinatorika, vo koja binomniot koeficient  se 


ozna~uva i so  i pretstavuva broj na kombinacii od n elementi od 
klasata k. 


⎟⎟
⎠


⎞
⎜⎜
⎝


⎛
k
n


k
nC


 
 
 


1.2. AKSIOMATSKO VOVEDUVAWE  
NA REALNITE BROEVI 


 
 


 Realnite broevi se elementi na edno mno`estvo vo koe 
aksiomatski se definiraat dve binarni operacii nare~eni sobirawe 
i mno`ewe i edna binarna relacija nare~ena podreduvawe so 
aksiomatsko zadovoluvawe na nekoi zakoni, odnosno osobini. 
Vsu{nost, na toj na~in se definira edna algebarska struktura. Inaku 
egzistencijata na ovie algebarski strukturi se zasnova na prirodno 
iskustvo i egzistencijata na realnite broevi mo`e da se poka`e ako 
se prifati egzistencija samo na prirodnite broevi. 


To~nata definicija na algebarskata struktura ~ii elementi }e 
bidat realnite broevi }e bide dadena niz sistemot aksiomi od I do VI, 
poa|aj}i od neprazno mno`estvo R ~ii{to elementi }e gi nare~eme 
broevi.  
 


I. Aksioma za relacijata podreduvawe so oznakata “<” 


Za koi bilo dva broja a i b e zadovolena edna i samo edna od 
slednite tri vrski: 


10 a < b,      20 a = b,     30 b < a   (relacijata < se ~ita “pomalo”). 
 
I1.  Ako a < b i b < c toga{ a < c (tranzitivnost). 
 
Ako a < b ili a = b, toga{ skrateno }e pi{uvame a ≤ b. ^esto se 


upotrebuva oznakata > definirana so b > a ako i samo ako a < b. 
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II. Aksioma za operacijata sobirawe so oznaka “+” 


Za koi bilo dva broja a i b postoi ednozna~no opredelen broj c 
nare~en zbir, pri {to c = a + b. 


II1. Za koi bilo dva broja a i b va`i a + b = b + a (komutativen 
zakon). 


II2. Postoi broj nare~en nula so oznaka 0, takov {to za koj bilo 
broj  a va`i a + 0 = a. 


II3. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a + b) + c = a + (b + c) 
(asocijativen zakon). 


II4. Za sekoj broj a postoi broj nare~en sprotiven na brojot a so 
oznaka −a, takov {to va`i a + (−a) = 0. 
 


III. Aksioma za operacijata mno`ewe so oznakata “⋅” 


Za koi bilo dva broja a i b postoi ednozna~no opredelen broj c  
nare~en proizvod, pri {to c = a⋅b. 


III1. Za koi bilo dva broja a i b va`i a⋅b = b⋅a (komutativen 
zakon). 


III2. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a⋅b)⋅c = a⋅(b⋅c)  
(asocijativen zakon). 


III3. Postoi broj razli~en od 0, nare~en edinica so oznaka 1, 
takov {to za proizvolen broj a va`i a⋅1 = a. 


III4. Za sekoj broj a razli~en od 0 postoi broj koj se narekuva 


inverzen na brojot a, so oznaka 
a
1 ,  takov {to va`i a⋅


a
1  = 1. 


 
IV. Aksioma za vrskite me|u operacijata sobirawe, operacijata 


mno`ewe i relacijata podreduvawe. 


IV1. Ako a < b, toga{ za koj bilo broj c va`i a + c < b + c. 


IV2. Ako a < b i 0 < c,  toga{ va`i a⋅c < b⋅c. 


IV3. Za koi bilo tri broja a, b i c va`i (a + b)⋅c = a⋅c + b⋅c 
(distributiven zakon). 
 


V.  Aksioma na Arhimed 


Za koj bilo broj a postoi priroden broj n takov {to va`i a < n. 
 


 14 







§1. Realni broevi 
 


VI.  Aksioma na neprekinatost  


Ovaa aksioma se narekuva i princip na neprekinatost i e dosta 
va`na vo matemati~kata analiza. Pred da bide formulirana, }e 
dademe nekolku neophodni definicii. 


 
Definicija 1.3. Za podmno`estvoto A od mno`estvoto broevi R 


velime deka e ograni~eno odgore (oddolu) ako postoi broj M (m)  od R 
takov {to za koj bilo broj a od A va`i a ≤  M  (m ≤  a). Brojot M (m) se 
narekuva majoranta (minoranta) ili gorna (dolna) me|a na 
mno`estvoto A. 


 
Definicija 1.4. Velime deka mno`estvoto A e ograni~eno ako e 


ograni~eno i oddolu i odgore. 
 
Definicija 1.5. Brojot M (m) se narekuva supremum (infimum) 


ili gorna (dolna) me|a za mno`estvoto A podmno`estvo od R ako: 
 


10 M (m)  e majoranta (minoranta) za mno`estvoto A. 
20 Za proizvolen broj ε > 0 postoi barem eden broj x od 


mno`estvoto A so osobina  x > M − ε (x < m + ε ). 


Brojot M (m) se ozna~uva so supA (infA). 
Da zabele`ime deka e va`no da se razgrani~i faktot deka 


brojot x ne e edinstven za sekoj broj ε,  tuku za eden broj ε postoi eden 
broj x, za drug broj ε (razli~en od prviot) postoi drug (ili istiot) 
broj x, i.t.n. (ponekoga{ namesto izrazot “za proizvolen broj ε “ mo`e 
da se sretne izrazot “za koe bilo ε “ ili “za sekoe ε “). Vo nekoja 
literatura supA se definira i kako najmala majoranta, a infA  kako 
najgolema minoranta no za toa prethodno treba da se dodadat u{te dve 
definicii za najmal i najgolem element na edno mno`estvo. 


 
Definicija 1.6. Ako supA (infA)  e broj koj mu pripa|a na 


mno`estvoto A, toga{ velime deka toj broj e maksimum (minimum)  ili 
najgolem (najmal) element na mno`estvoto A. 
 
 


Aksioma na neprekinatost:  


Sekoe neprazno odgore ograni~eno podmno`estvo od R ima 
supremum (gorna me|a) koj pripa|a na R. 
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Mno`estvo R vo koe se zadovoleni aksiomite I do VI  se vika 
potpolno podredeno pole (kako specijalna algebarska struktura) na 
realni broevi. Sekoj element od mno`estvoto R se narekuva realen 
broj. Da zabele`ime deka aksiomata V vsu{nost e teorema koja mo`e 
da se doka`e so aksiomata VI, no poradi nejzinata va`nost ja 
naveduvame posebno. 
 
 


1.3. APSOLUTNA VREDNOST NA REALEN BROJ 
 


Definicija 1.7. Apsolutnata vrednost na realen broj a se 
narekuva realen broj,  so oznaka ⎢a ⎢,  za koj va`i: 


 


              a,  za  a ≥ 0 
      ⎢a ⎢ =   
                                                          −a,  za  a < 0 
 


Od samata definicija e jasno deka apsolutnata vrednost (kako 
realen broj) e sekoga{ pogolema ili ednakva na nula, t.e. sekoga{ 
va`i ⎢a ⎢ ≥ 0 za koj bilo realen broj a. 


 


Lema 1.1. Neka a ∈ R. Toga{ va`i: 


a)   ⎢a ⎢ = ⎢−a ⎢;  b)   a ≤   ⎢a  ⎢;         v)  −a ≤  ⎢a ⎢. 


Dokaz: a)  Spored aksiomata za podreduvawe za broevite a  i  0 
edinstveno e mo`en  samo eden od slednite slu~ai:    


10  a < 0;    20  a = 0;     30  a > 0. 


]e gi razgledame site tri slu~ai oddelno. 


10  Ako   
a < 0, 


toga{ spored edna posledica na IV2 va`i 


−a > 0, 


pa spored definicijata za apsolutna vrednost imame 


⎢a ⎢ = −a       i        ⎢−a ⎢ = −a, 


so {to go dobivme baranoto ravenstvo. 
20  Ako  


a = 0, 
toga{ i  
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−a= 0,      ⎢a ⎢= 0,       ⎢−a ⎢= 0, 


so {to povtorno se dobiva baranoto ravenstvo. 


30 Ako  
a > 0, 


toga{  
−a < 0 


i spored definicijata za apsolutna vrednost }e imame 


⎢a ⎢ = a      i        ⎢−a ⎢= −(−a) = a, 


pa povtorno se dobiva baranoto ravenstvo.  
So toa dokazot e zavr{en. 


b) I ovde }e gi razgledame site tri mo`ni slu~ai: 


10 Ako  
a > 0, 


toga{ 
⎢a ⎢= a, 


pa go dobivame baranoto neravenstvo. 


20 Ako  
a = 0, 


toga{ 
⎢a ⎢ = 0, 


pa povtorno go dobivame baranoto neravenstvo. 


30 Ako  
a < 0, 


toga{  
⎢a ⎢= −a, 


pa zameneto vo neravenstvoto se dobiva  
a < −a, 


{to e to~no (spored IV1 a + (−a) < 0 + (−a), odnosno 0 < −a. Spored I1  od 
a < 0 i  0 < −a sleduva a < −a ). 


So toa dokazot e zavr{en. 


v) Dokazot se izveduva na ist na~in kako pod a) i b). 
 
Lema 1.2.  Za koi bilo realni broevi a i b e zadovoleno 
 


a)     ⎢a + b ⎢≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢ 
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b)     ⎢⎢a ⎢− ⎢b ⎢⎢ ≤  ⎢a − b ⎢ 


v)     ⎢a ⎢⋅ ⎢b ⎢= ⎢a⋅ b ⎢ 


g)     ⎢
b
a  ⎢ = 


||
||


b
a ;  so pretpostavka deka  b ≠ 0. 


Dokaz: a) Od Lema 1 sleduva: 


                                                    a ≤ ⎢a ⎢,                                               (1) 


                                                    b ≤  ⎢b ⎢,                                              (2) 


                                                  −a ≤  ⎢a ⎢,                                              (3) 


                                                  −b ≤  ⎢b ⎢.                                              (4)  


Ako gi sobereme (1) i (2), }e dobieme   


                                              (a + b) ≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢.                                   (5) 


Ako pak gi sobereme (3) i (4), }e imame   


                                            −(a + b) ≤  ⎢a ⎢+ ⎢b ⎢.                                 (6) 


Od (5) i (6) spored definicijata za apsolutna vrednost (gledana 
nanazad) go dobivame baranoto neravenstvo. 


Neravenstvoto pod b), kako i ravenstvata pod v) i g) se 
doka`uvaat na sli~en na~in. 
 


 
 


1.4. NEKOI VA@NI POSLEDICI  
 


Kako {to ve}e zabele`avme, golem broj  posledici od 
aksiomite I do VI  ve}e se poznati od sredno obrazovanie. Sepak, ovde 
}e se zadr`ime na nekoi od niv. 


 
Posledica 1.1. Za koi bilo dva realni broja a i b, a > 0, postoi 


cel broj n > 0 takov {to  n⋅ a > b.  


Dokaz: Navistina, od Arhimedovata aksioma sleduva deka za 


realniot broj 
a
b   postoi cel broj n > 0 takov {to n > 


a
b


, od kade {to 


sleduva i baranoto neravenstvo.  
 


Posledica 1.2. Ako za sekoj realen pozitiven broj  ε  va`i  


⎢a ⎢< ε, toga{  a = 0.  
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Dokaz: Da pretpostavime obratno, t.e. neka 


a ≠ 0, 
od kade {to sleduva  


⎢a ⎢≠ 0,    t.e.    ⎢a ⎢ > 0. 


Neka za ε  go zememe brojot  ⎢a ⎢.  
Bidej}i spored uslovot neravenstvoto treba da va`i za sekoe ε, 


}e va`i i za  
ε = ⎢a ⎢, 


t.e. }e va`i  
⎢a ⎢< ⎢a ⎢, 


{to e vo kontradiktornost so aksiomata I. Spored toa  


a = 0. 
 


Posledica 1.3. Nulata e edinstvena.  


Dokaz: Neka 01 i 02 se nuli i 01 ≠ 02. Toga{  


01 =  01 + 02  = 02 + 01 = 02, 


{to pretstavuva kontradiktornost. Pri toa e koristena osobinata II1. 


 
Lesno se doka`uvaat slednite posledici. 


 
Posledica 1.4. Ako a + b = a + c, toga{ b = c.  


[Upatstvo:  (a + b) + (−a) = ... = b, (a + c) + (−a) = ... = c.] 
 


Posledica 1.5. ∀a, b ∈ R, postoi edinstven realen broj x, taka 
{to a + x = b.  


(Edinstveno re{enie na linearna ravenka so edna nepoznata.) 
 
Posledica 1.6. Ako a⋅ b = 0, toga{ a = 0 ili b = 0.  
(Vo R nema deliteli na nulata). 


 
Vrz osnova na aksiomite se definiraat i drugi operacii i 


posledici, na primer operacijata odzemawe (a − b se definira kako a 
+ (−b)), operacijata delewe, operacijata stepenuvawe, operacijata 
korenuvawe i dr. Sepak, kako neposredna posledica od VI aksioma }e 
go navedeme u{te slednoto tvrdewe:  
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Posledica 1.7. Sekoe neprazno oddolu ograni~eno 
podmno`estvo od R ima dolna me|a, odnosno infimum, vo R.  
 


Dosega ne gi spomnavme iracionalnite broevi. Vsu{nost toa se 
realni broevi koi ne se racionalni i nivnoto mno`estvo se ozna~uva 
so I. Mo`e da se poka`e deka me|u dva realni broja ima beskone~no 
mnogu kako racionalni, taka i iracionalni broevi. 


Mno`estvoto I ne e prazno mno`estvo. Na primer, brojot x koj e 
re{enie na ravenkata x2 = 2 mu pripa|a na toa mno`estvo. Za da go 
poka`eme toa, }e pretpostavime deka toj broj e racionalen t.e. mo`e 


da se pretstavi vo vid na dropka 
q
p


, kade {to  p i q  se zaemno prosti 


celi broevi. So zamena vo ravenkata se dobiva p2 = 2q2, {to zna~i p2 
odnosno p e paren broj i mo`e da se zapi{e vo vid p = 2k, kade {to k∈Z. 
So povtorna zamena na p se dobiva q2 = 2k2, {to zna~i i q e paren broj, 
{to e vo kontradiktornost so pretpostavkata p i q da se zaemno 
prosti broevi. Spored toa toj broj ne e racionalen broj. 
 
 


Primer 1.2. Mno`estvoto  


A={
n
m  ⎜ m, n ∈ N, m < n} 


od site pravilni pozitivni dropki nema najgolem ni najmal element, 
odnosno nema supA i nema infA koi bi pripa|ale na toa mno`estvo. 


Re{enie: ]e poka`eme deka 0  e  infA. 


10  0 e minoranta na A bidej}i 
n
m  > 0 ∀m, n ∈ N.  


20 Neka ε e proizvolen pozitiven realen broj. Od Arhimedovata 
aksioma sleduva deka postoi priroden broj n0 (za toa ε) takov {to  


n0 > 
ε
1


, odnosno 
0


1
n


 < ε (ako e n0 = 1, toga{ se zema n0 + 1 > n0, t.e. 2>1). 


Bidej}i 
0


1
n


 ∈ A, n0 ≠ 1, poka`avme deka za sekoj pozitiven realen broj 


ε postoi broj 
0


1
n


 ∈ A za koj va`i 0 < 
0


1
n


 < 0 + ε, odnosno deka infA = 0. 


No 0 ∉ A {to zna~i A nema najmal element.  
 


Primer 1.3.  sup(A + B) = supA + supB,  
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kade {to  
A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}. 


 
Re{enie: Neka  
 


a0 = supA,                   b0 = supB, 
 


i neka ozna~ime  
c0 = a0 + b0. 


 


10     (a0 = supA ⇒ ∀a ∈ A, a ≤ a0); 
        (b0 = supB ⇒ ∀b ∈ B, b ≤ b0)  


            ⇒ ∀(a + b) ∈ A + B, a + b ≤ a0 + b0 (= c0). 
  


Zna~i, c0 e majoranta za A + B.  
 


20     a0 = supA   i   b0 = supB ⇒ ∀ε,    ∃ aε  ∈ A i bε  ∈ B  
taka {to va`i  


aε  > a0  − 
2
ε


,                  bε  > b0  − 
2
ε


. 


Zna~i, postoi  
cε  =  (aε  + bε)  ∈ A + B, 


taka {to  


cε > (a0 − 
2
ε


) + ( b0 − 
2
ε


) = c0 − ε, 


so {to dokazot e zavr{en. 
 
 
 


1.5. GEOMETRISKO PRETSTAVUVAWE NA REALNITE 
BROEVI. PRO[IRENO MNO@ESTVO NA REALNITE BROEVI 


    
Realnite broevi mo`at geometriski da se pretstavat so to~ki 


od edna brojna prava. 
 


Definicija 1.8. Brojna oska se narekuva naso~ena prava na koja se 
fiksirani dve to~ki koi se ozna~uvaat so 0 (po~etok) i so 1 i na koi 
im odgovaraat realnite broevi 0 i 1.    


Mo`e da se poka`e deka na sekoj realen broj mu odgovara samo 
edna to~ka od brojnata oska i obratno. 
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Pozitivnite realni broevi (t.e. realnite broevi a za koi va`i  
0 < a) se pretstaveni so to~ki od desnata strana na nulata, a 
negativnite realni broevi (t.e. realnite broevi a za koi va`i a < 0) 
se pretstaveni so to~ki od levata strana na nulata. ^estopati 
namesto  “a e pomalo od b” (“b  e pogolemo od a”) se veli “a se nao|a 
levo od b” (“b se nao|a desno od a”). 


 
Definicija 1.9.  Neka a i b se dve to~ki od brojnata oska za koi 


va`i a < b. Mno`estvoto to~ki x od brojnata oska za koi va`at 
neravenstvata 


a < x < b 


se narekuva otvoren interval i se ozna~uva so  


(a, b). 
Mno`estvata               


{x ⎢x ∈ R, a ≤  x < b}      i      {x ⎢x ∈ R, a < x ≤ b} 


se narekuvaat poluotvoreni intervali i se ozna~uvaat so  


[a, b)        i        (a, b] 


soodvetno.  
Zatvoren interval ili segment se narekuva mno`estvoto  


{x ⎢ x ∈ R, a ≤ x ≤ b} 


i se ozna~uva so  
[a, b]. 


Poslednoto mno`estvo ~esto se narekuva i otse~ka so dol`ina 
b − a.  
 


Definicija 1.10. Neka a, ε ∈ R  i ε > 0 (ili 0 e pomalo od ε). 
Mno`estvoto to~ki x od brojnata oska za koi va`i ⎜x − a ⎜< ε  se 
narekuva ε−okolina na to~kata a i se ozna~uva so V(a, ε). 
 
  Mo`e da se poka`e deka neravenstvoto  


⎜x − a ⎜ < ε, 


e ekvivalentno so sistemot neravenstva  


x − a  < ε,                   −(x − a ) < ε ; 
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odnosno   
x < a + ε,                  x > a − ε ; 


odnosno   
a − ε < x < a + ε. 


Zna~i, geometriski  ε−okolinata na to~kata a e intervalot  


(a − ε, a + ε). 
 


Definicija 1.11. To~kata a ∈ R e to~ka na natrupuvawe (to~ka 
na zgusnuvawe) za mno`estvoto E ⊆ R ako sekoja nejzina okolina V(a, δ)  
sodr`i barem edna to~ka od mno`estvoto E razli~na od a. 
 


Definicija 1.12. To~kata a ∈ R e vnatre{na to~ka za 
mno`estvoto E ⊆ R ako postoi nejzina okolina V(a, δ) koja e 
podmno`estvo na mno`estvoto E. 
 


Mno`estvoto od realnite broevi mo`e da se pro{iri so u{te 
dva elementa so oznaki −∝ i +∝, taka {to za sekoj realen broj a da 
va`at formalno vo pro{irenoto mni`estvo slednite osobini: 


 a) −∝ < +∝   i  −∝ < a < +∝ , 


 b)  a + (+∝) = (+∝) + a = +∝;  a + (−∝) = (−∝) + a = −∝, 


 v) ako a > 0, toga{ a⋅(+∝) = (+∝)⋅a = +∝ i a⋅(−∝) = (−∝)⋅a = −∝, 


            ako a < 0, toga{  a⋅(+∝) = (+∝)⋅a = −∝ i a⋅(−∝) = (−∝)⋅a = +∝, 


 g) 
∝
1


 = 
∝−


1
 = 0. 


Ova pro{iruvawe go primenuvame i vo definiraweto na 
intervali i poluintervali. Imeno, se definiraat i slednite 
mno`estva (intervali): 


{x ⎢ x ∈ R, x < a}  =  (−∝, a);        {x ⎢ x ∈ R, x ≤ a} =  (−∝, a]; 


{x ⎢ x ∈ R, x > a} = (a, +∝);     {x ⎢ x ∈ R, x ≤ a}= [a, +∝);      R = (−∝, +∝). 


 


Izrazite pak (+∝) + (−∝), 0⋅(±∝), 
∝±
∝±


, ne se definiraat vo 


pro{irenoto mno`estvo i se narekuvaat neopredeleni izrazi. 
1.6. DECIMALEN ZAPIS NA REALEN BROJ. 
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BROJNI SISTEMI 
 
 


Neka a e proizvolen pozitiven realen broj. Od aksiomata na 
Arhimed sleduva deka postoi priroden broj n0 takov {to a ≤ n0. Neka 
m0 + 1 e najmaliot (i edinstven) od site prirodni broevi so taa 
osobina (postoi spored posledicata 1.7 od aksiomata VI). Toga{  


m0 < a < m0 + 1     i    0 < a − m0 < 1,     0 < 10(a − m0) < 10. 


Ponatamu za realniot broj  


10(a − m0) 


postoi priroden broj n1 taka {to  


n1 < (a − m0)10. 


So m1 }e go ozna~ime najgolemiot od site prirodni broevi so taa 
osobina (koj e edinstven i postoi spored aksiomata VI). Pritoa, 
poradi neravenstvoto  


a − m0 < 1, 
}e bide  


0 < m1 < 10. 
Zna~i  


m1 < (a − m0)10 ≤ m1 + 1, 
odnosno  


0 < 102[a − m0 − 
10


1m
] ≤ 10. 


Ponatamu, spored istata postapka za realniot broj  


102[a − m0 − 
10


1m
] 


}e postoi edinstven priroden broj m2 taka {to  


0 ≤ m2 < 102[a − m0 − 
10


1m
]  ≤  m2 + 1 


od kade {to sleduva deka  


0 < m2 < 10     i     0 < 103[a − m0 − 
10


1m
 − 2


2


10
m


] ≤ 10. 


Nareden ~ekor }e bide egzistencijata i edinstvenost na 
priroden broj m3  za realniot broj  
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103[a − m0 − 
10


1m
 − 2


2


10
m


]        itn. 


Prodol`uvaj}i ja ovaa procedura (algoritam), }e dobieme niza od 
prirodni broevi  


m0, m1, m2, ..., mk, mk+1, ... 


~ii ~lenovi gi imaat slednite osobini: 


0 ≤ mk+1< 10k+1[a − m0 − 
10


1m
 − 2


2


10
m


 −...− k
km


10
] ≤ mk+1 + 1, 


0 ≤ mi < 10,  i = 1, 2, ..., k + 1,  k∈N 0 (≡N ∪{0}), 


a > m0 + 
10


1m
 + 2


2


10
m


 +...+ k
km


10
, za sekoj priroden broj k. 


Ponatamu se poka`uva deka a vsu{nost e supremumot na 
mno`estvoto od broevite  


m0, m0 + 
10


1m
, m0 + 


10
1m


 + 2
2


10
m


, ... , m0 + 
10


1m
 + 2


2


10
m


 + ...+ k
km


10
, ...,  


napi{ani vo niza po golemina i site pomali od brojot a (vo 
soglasnost so samiot algoritam).  


Zna~i, za sekoj pozitiven realen broj a postoi niza (beskone~na 
ili kone~na) od prirodni broevi   


m0,  m1,  m2, ...,  mk, ...   , 0 ≤  mk ≤ 9, k ∈ N, 


taka {to: 


a = m0 + 
10


1m
 + 2


2


10
m


  + ... + k
km


10
 + ...  . 


Zapisot  


a = m0 m1 m2 m3 ... mk ... 


se vika decimalen zapis na realniot broj a i e edinstven osven za edna 


klasa racionalni broevi (primer: 
8
1


 = 0,125000... = 0,124999...) ~ii 


~lenovi imaat to~no dva decimalni zapisa. Toa e vsu{nost klasata 
racionalni broevi kaj koi imenitelot e deliv so prost broj pomal od 
10. Se poka`uva deka na periodi~nite decimalni zapisi odgovaraat 
racionalni broevi, a na neperiodi~nite decimalni zapisi 
iracionalnite broevi. 
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Da zabele`ime deka pri algoritmot gi koristevme aksiomite V 
i VI, odnosno nivnite posledici, so {to e garantirana samata 
postapka. Isto taka, sekoj negativen broj mo`e da se interpretira na 
ist na~in so toa {to se zema negovata apsolutna vrednost, a po 
postapkata dobieniot decimalen zapis se mno`i so −1 (odnosno se 
stava minus pred nego). Sekoj racionalen broj zapi{an kako dropka 
mo`e da se zapi{e vo decimalen zapis so ednostavno delewe na 
broitelot so imenitelot, pri {to samata postapka na delewe 
vsu{nost e poednostavna forma na ve}e izneseniot algoritam. 
Pritoa e va`no da se zabele`i deka vo samiot algoritam se 
koriste{e desetkata, so {to vsu{nost se dobiva broj zapi{an vo 
dekaden broen sistem (deka [gr~.] = deset) so osnova deset. Toa 
vsu{nost zna~i deka za zapisot se koristat to~no deset znaci (cifri): 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Dokolku se koristi druga osnova, dobieniot 
zapis }e bide zapis vo pozicionen broen sistem so drugata osnova. 


Od pozicionite brojni sistemi naj~esto se koristi dekadniot 
broen sistem, a sekako potoa centralno mesto zazema takanare~eniot 
binaren broen sistem so osnova dva. Pri~inata e  ~isto prakti~na ako 
se znae deka za zapi{uvawe na eden broj vo dekadniot broen sistem se 
potrebni deset cifri (znaci), a vo binarniot broen sistem samo dve. 
Prakti~nosta proizleguva od toa {to za zapi{uvaweto na broevite i 
za izveduvaweto na aritmeti~kite operacii se potrebni stabilni 
sostojbi, a obi~no kaj elektronskite i elektromehani~kite elementi 
se karakteristi~ni dve razli~ni prirodni sostojbi (vklu~en ili 
isklu~en prekida~, ima ili nema protok na struja i sl.). Sepak, za 
smeta~ite e mnogu va`na i ekonomi~nosta na brojot na pozicionite 
mesta, taka {to mo`e da se poka`e deka brojniot sistem so osnova tri 
e najekonomi~en, so zabele{ka deka vo binarniot sistem site 
aritmeti~ki operacii se sveduvaat na operacijata sobirawe, {to 
doveduva do mnogu pomali ma{inski gre{ki pri zaokru`uvawe. 


Na krajot da go razgledame istoriskoto izgraduvawe na poimot  
realen broj. Prirodnite, celite i racionalnite broevi, za koi va`at 
aksiomite od I do V, bile poznati so site nivni svojstva u{te vo 
ranata antika. Toga{ bil poznat i problemot na postoewe nemerlivi 
otse~ki, kako {to e, na primer, dol`inata na hipotenuzata na 
pravoagolen triagolnik ~ii kateti imaat dol`ina 1. Toj problem na 
barawe broj koj }e odgovara na dol`inata na takva otse~ka dovel do 
poimot iracionalen broj, odnosno broj koj ne e racionalen. Zna~i, 
iako mno`estvoto Q e nasekade gusto (me|u dva racionalni broja 
sekoga{ postoi racionalen broj, naprimer nivniot poluzbir), sepak 
toa ima “dupki”. Problemot mo`e da se postavi i so slednata 
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formulacija. Dali postoi broj ~ij kvadrat (ili pomno`en sam so 
sebe) e 2? Zna~i, nastanala prirodna potreba od edno pro{iruvawe na 
mno`estvoto racionalni broevi, {to e kompletno napraveno vo 
vtorata polovina na XIX vek (Dedekind (Dedekind), Kantor (Cantor), 
Bolcano (Bolzano), Vaer{tras (Weierstrass)), i toa na razni na~ini:  
Dedekind preku t.n Dedekindovi preseci (mno`estva), Kantor preku 
principot za vlo`eni otse~ki itn. 


Na site niv im e zaedni~ko postoeweto ili nepostoeweto na 
supremum, odnosno infimum, vo podmno`estvo od racionalni broevi.  
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