https://matematickitalent.mk/

CtaTtunjarta nps. nat e o6jaBeHa BO cnucaHneTo MaTtemaTmnyKo-
PU3nYKu nnct Ha JMPA Ha XpBaTcka 1988

Kada ée Cetvorougao biti trapez?
DRAGOLYUB 8. JOVIC, Zajetar

Po definiciji, trapez je Cetvorougao sa jednim parom paralelnih stranica. Otuda proizlazi .
da trapez pripada klasi konveksnih &etvorouglova ravni EZ.

Prema tome, u ravni £? konveksni €etvorougao biée trapez, ako posjeduje jedan par para-
lelnih stranica. : weo

Sem ovog definicionog uslova, postoje i drugi uslovi pod kojima ée konveksni &etvorougao
u ravni E? biti trapez te iste ravni B2 Te uslove daju sledede teoreme:

Teorema 1. .
U ravni E? konveksni &ctvorougao ABCD bide trapez, ako i samo ako je duz MN, koja

spaja sredifta M i N njegovih naspramnih stranica AD i BC, jednaka poluzbiru ostalih dveju
stranica AB i CD datog konveksnog Cetvorougla ABCD, tj. ako i samo ako je:
MN = % (4B + CD),
pri ému je AM = MD i BN = NC.
Dokaz:

1) Uslov teoreme je potreban.

Neka su u ravoi E? tatke M i N sredista krakova AD i BC trapeza ABCD ukome je AB I CD,
(sl. 1). :

Trebs: dokezati dusfe MN = -%- (AB + CD).
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Lotom cllju produZimo duf DN preko tadke N do presekns F osa produfenjem stranice AR
datog wapeza ABCD. Tada je <X BNF w5 GND (kao unokrsni), < FAN = < NCD (kao
nm.nﬂu?\:rénlj i BN v NC, pa_je zato f BEN o A NCD, oduk]u. pak, sledi dn je BF . £
FN = ND,

8 druge strane, kako je AM  MD i FN = ND, proizlazi da je MN sredifina du trougla
A, paje wtoga:

TR T G o ;
MN .z._fu- " (AB -+ BF) -j-(mz o,

i1 je u ovom delu teoreme i trebalo dokazati.

2) Usloy teoreme je¢ dovoljan.

f

Meku su u ravni F7# tacke M i N sredidtn nagpramnib stranica A0 i BC konveksnofl Setvoros
ugla ARCDH, (81 2), takve du je: |

MN == -%—(AB | CD), (1

Treba dokazati da je dati konveksni detvorougao ABCD trapez.

17 tom cilju produfimo duz DN preko tadke N za NF = ND, o zatim taélu F spojimo s
tadkama A0 A Tadn je BN oo NC, NF e ND § 9 BNF « 25 GND (kao unakrsni), poje zato
A BEN = A NGD, odakle, pak, sledi da je BF = €D i <y BFN = < CDN,

J‘vit.dun.m, kake su uglovi BFN i ODN nuizmeniéni po poloZaju, onda zbog jednakosti ovih
uglova proizlazi da je BF | CD,

5 druge strane, kako je AM = MD i FN = ND, sledi da je MN sredigog dui trougla QFD,
piv je stogn

MN = o AF. (2)
1z jednakosti (1) 1 (2) proizlazi da je AB - CD « AF. Medutim, kako je CD -~ BF, posled-
nja jednnkost postaje:
AR BE . gF,

o #nali da su wadke A, B i F kolinearne, pu zbog BF | CD, sledi da je AR | CL, odakle,
puk, nepostedno projzlaz da je dat konveksni fetvorougae ARG D trapez, fta j¢ u ovom dely
teoreme 1 teebalo dolazati. _

Time je ova teorema u porpunosti dokazano.

Teorema 2,

. U ravni 27? konveksni éetvotouguo ABCP bide trapez, ako i samo ako je du? P Q, koja spajn
sredifitn P i ¢ njegovih dijagonaln AC 1 BD, jeduaka polurnzlici strunicen AR § CD dotog konveks'

nop detvorougle ABCD, tj, ako | samo ko je 1’Q %(:’Iﬂ = CB), pri femu je AP PO BQO
e O,

Dokagi

1) Uslow teoreme je potreban,
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i "'wkmljﬁd u ravni B talke P i Q scedifta dijagomla AC [ BD trupeza ABCD u kome je A8 |
D, (sl. 3)

Trebu dokarati da je QO ~ %-(,-'TR - CD).

D (_‘.‘

" i,

A ) F 8
51 M

LI tom cilju produzimo duZ €O preko mlke Q do presekn F sa stranicom AL datog trapezn
ABCD, Tada je 5 BQF — 5 COD (kao unakrapi’, < FAQ « 4 CDQ (kio numnenu.nn) i
BOQ = 00, paje zato N FAQ ~ A €0, odukle, ]uk, sledi du je FR = CD 1 FQ = QC.

S druge strane, kako je AP~ 2000 FOQ - QC, proizlaz da je PQ sredigna du? treugly
AFC, pa je stoga:
1

. | 1
) m— AR s —— - T o — T,
0 3 Al 3 (A8 — Fm 3 (AB - <y

fto je u ovom delu teoreme i trebalo dokazati,
2) Ul teoreme je doveljan.

Meka saou ravol £ talke P 1 Q sredifta dijagonala AC 1 BD konveksnog detvarouglay A0CH
{sl. 42, tkvn da je:

PO - .; (Al — CD), &y

Treby dokazati Jda je dati konvekgni fetvorougno ALDCD traper,

U tom cilju produimo duk CQO preko ke Q za QF « £Q, a zatim tadku £ spojimo sa
twckama A 1. Tada je o BOF - <8 CQD (kao unakrsni), HQ O i FQ - QU paje zato
A FBQ =~ a0 ODQ, odaktle, puk, neposredno sledi da je FB = CD | -y FRQ « 5 CDOQ,

Medurim, kako su ugloyi FBQ i CDQ naizmeniini po poloZaju, onds zbog jednakosti ovib
uglova proizlaz da je 71V | €D,

S druge strune, kako je A7« PO FQ o QO sledi da je 'O sredilnn du? trougla AFC,
pi je sloga:

ro ; AF. ()
1z jednakosti (3) 1 (4) proizlagt da je AR — CD —~ AF. Medutim, kuko je CD - FR, po-
slednju jednikost posije AR — FB o AF, odakle, puk; peposredno sledi da je;
Al oo aF 1 FB.

o znadi da su talke A, 71 77 kolinearne, pa zbog FB L OD, proizlazi de je AB | CD, odekle,
pak, neposredno sledi da je l.iml konveksni ‘“cuuruugm ABCD lrupcz, #tp je u ovom delu teores
me | trebalo dokgzari,

Time j& Gva teorera @ potpuncsti dokaznaa,

Teorema 3,

L' oravoi [i2 konveksni Servorougno ABCH bide trapey, ako i samo ake je MP - NQ, pri
Cemu sy madke AT | N sredifia alegovih nuspramnpih stranica A0 { BC, a P 1) presedne ke Jufi
NN sn dijagenalgma AC 1 B0 datog koaveksnog Cetvoroygla ARCD,
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Derdar:
D Utlow tecreme je botrela,

MWeka su ravpi {;": tafke AL i N sredidta krakova AD 0 A teapera ARCH 5L 5L, 0 P i Q)
Dressine tadke du2i MN sa dijagonalama AC § B0 datog trapesn ABCD u kome je AN | CD.

Treba dokazati da fe MP* — NO,

I zaista, kako su pa dretpostavel o ovom delu teoreme todke A 0 N seedidta krakova A0
L trapesa ARCH, sledi da fe MN sredifng duf datog trapezn ARCH, poje zato AN | A8 [ CD,
AP ANl ng AN
' reon Qh NG
prempostavei AM o« MD § BN « NC. Otada proizlazi da je AP - PC i BQ - .

Dosad, gako je AM = MD 0 AP« PO, sledi da je MP seedidng du2 irougla ACD, pa e
KT

oatkle, pak, nu osnovy “Talesove teoreme sledi da je 1, jer je po

MP = —12- 1), (5

} 5 druge srane, kako je BN« NG § B0 = DD, proizlezi da je NQ sredifng dud troagh
A4 paoje satal
|
NQ - = CD, (6)

Neposredno iz jednakosti (8) 1 (6) sledi da je AP ’;\'Q, B0 je u ovom delu teareme i tre-
bl Jdokazng,

5.8 LI

2y Usiow teorame je dovolian.

Neka su #ravnl £7 agke M N sredifta naspramnih stranica A7 | BC konveksnog Cetvoro-
ugls ARCH, a P11 Q presedne tatke duZi AIN s dijagonalams AC 1 120 datog konveksnog Cetvoro-
wele ARCH, akve da fJe MP = ON (sl 6).

Treba doknzuii da je dati konveksni Zetvorougao ARCTY trapez u kome de A |

U tom cilip postupiéemo indirckino, tj, pretpostavitemo da nije AR |CD. Ako je ko,
ondu nije ni AIN | AR [ €, pa zato na pravama AC 3 BD pastoje wike £ Fy razlidite od talaka

]
3D wkve daje DE JMN G CF | MNC Otuda,y na osnova alesove teoreme, sledi da e ;’;
AN | N : ; L i sz ) !
P i QE ~ NC 1, jer je po pretpostavel AN < A i BN « NC. Odavde, daljc,
proizivg da je AP - P RQ - QF,

I sad, kake je AN = MD i AP = PE, sledi da jo AP gpediion dud vougla ADE, pa je

slog:

Mp DI, (7)

eal-—

5 diuge strune, kako je AN NG i HQ - QF: |‘|‘f_'l‘i'.t|;l'a".i i iﬂ NIQ sredidng Jdud trougla
DO, paje 2ato! .

NQ

| —

CF. (8
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. Medutim, po pretpostavei u ovom delu teoreme je MP =~ NQ, odakle, pak, nu osnovu
fednakosti (7) i (8) sledi da je DE = CF, pri &emu je joi DE |CF [ MN.

Prema tome, naspramng stranice DE 1 CF etvorougla DECF su paralelne | jednuke medu
sobom, pa je zato fetvorougao DECF parilelogram. Medurim, ovo je hemogude, jer se prave,
koje sudrie nispranine stranice CF i DF fetvorougle DECH geku u tadki 8,

Dakle, nafia pretpostavka da nije AR | CD dovod do apsurda, da je fetvorougao DEGF

puraleiogram, koji to nije. Dobifeni apsurd dokazuje da je AD | CD, 3o je u ovom delu teoreme
i tebale dokanti.

Time je ova teorema u potpunosti dekgzana,
FPosladica
U ravni E* konveksni fetvorougao ABCD bide trapez, ako i samo ako je MQ ~ NP, pri

demu su M 1 N srediita njegovih naspramnih stranica A0 i BC, a 2§ O presedne tadke dusi MY
sa dijngonalama AC { BD datog konveksnog detvarougls ABCD (sl. 6).

Teoremn 4.

U ravni E* konveksnl tetvorougao ABCDH bide trapez, ako i samo oko je PM —~ ON, pri
ceniu su ke 771 O srediita njegovih dijagoniala AC i BD, & Af i N preseine uike prave 20 sn
stranicama AD i@ BC dotog konveksnog Cetvorougla ARCD,

Dokaz:
1) Uslov teoreme je poireban.

Neka su u ravni £2 talke I i Q sredija dijogonaln AC i BD wapeza ABCD, a M i N pre-
sefne tatke prave PO sa stranicams AD i BC datog trapeza ABCD u keme je AB | €D, (sl. 7).
Trebu dokazati da je PM = ON.

D c
M
A F 8
) e

U tom cilju produZimo du CQ preko tadke Q do preseka Fosa stranicom AR dateg trapeza
ABCD. Tada je -y BOF » o COD (kno unaksni), -5 FRQ «— < CHO (kao naizMenidni) i
BO = QD (po pretpostayel), pa je zuto A FRQ ~ A UDQ, odakle, pak, sledi da je 0 - QC.

1 sad, kako je AP = PC (pa pretpostavel) 1 P'Q ~ QC, proizlazi da je P Q sredifna du?
trougla AFC, pa je stoga PQ | AF, tj. MN [ AB, odakle, pak, na osnoyu Talesove tepreme sledi

AM AP BN . s g i : < -

b i S . - P 9]
du je WD " PC 1 iN(I oD 1, jer jo, po pretpostavel, AP « PC i 30 o OD, Odavde,
dalje, sledi dn je AM — MD i EN —~ NC,
Buduéi da je AM . MD i AP » PC, proizlaz] da je MP srediina du? trougly ACL, pa
je zatod '

1
MI? = == CD. 9

5 drage strang, kako je BN « NC { BQ = QD, sledi da je QN sredidna Qui trougla BOpD,
pil je sloga: .

ON ---_é.c:n. (10)
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Neposredno iz jednakosti (9) i (10) proizlazi da je MI’ ON, §to je u ovom delu teoreme i
t:ebalo dokazati.

2) Uslov teoreme je dowoljan.

Neka su u ravai E? tatke P i O srediS(a dijagonzla AC i BD konveksnog Cetvorougla ABCD:
a M i N presetne watke prave P() sa stranicama 4D i BC datog konveksnog Zetvorougla ABCD,
takvc da je PM = QN (sl. 8).

Treba dokazati da je dati konveksni fetvorougao 4B8CD trapez u kome je AR ﬁCD

U tom cilju postupi¢emo indirektno, tj. pretpostavicemno da nije AB [|CD. Ako je tako,
onda nije ni MN | AR | CD, pa zato na pravama AD i BC postoje tatke E i F, razli¢ite od tacaka
D i G, 1akve daje CE | MN i DF | MN. Otuda, na osnovu Talesove wcoreme, sledi da je AM _

ME
_ AP BN BQ o i _ " B . .
=y - 1i NE= O~ 1, jer je po pretpostavei AP = PC 1 BQ = Q. Odavde, dajje, pro-
izlazi da je AM = ME i BN = NF.

I sad, kako ¢ AM = ME i AP = PC, sledi da je MP sredi$na duz u-ougla ACE, va je
stoga:

PM = — CE. , an

S druge strane, kako je BN = NF i BQ = CD, proizlazi da je QN srr:ménd duZ trougia
BFD, pa jc zato:

ON e —;-DF. (12)

Medutim, po pretpostavci u ovom delu. teoreme je PM = ON, odakle, pak, na osnovu
jednakosti (11) 1 (12), sledi da je CE = DF, pri temu je jod CE | DF | MN.

Prema tome, naspramne stranice CZ i DI fetvorougla DFCE su paralelre i jednake medu
sobom, pa je zato éctvorougao DFCE paralelogram. Medutim, ‘ove j¢ nemoguce, jer se prave,
koje sacdrie maspramne stranice DE i FC {ctyvorougla DFCE seku,

Dakle, rada pretpostavka da nije AB | CD) dovodi do apsurda, da je detvorougao DFCE
paralelograni. koji te nije. Dobijeni apsurd dokazuje da je AB | CD, 510 ja u ovom deiu teoreme i
trebalo dokazati, .

Time je ova tcorema u potpunosti dokazana,
Posledica
U ravni E?* konveksni {etvorougac ABCD bice trapez, ako i samo ako jo MQ = PN pri

femu su tacke P i Q sredidta njegovih dijagonala AC 1 BD, a M i N presefne tacke prave P (Q sa
naspramnim stranicama AD i BC datog konveksnog detvorougla ABCD (sl. 8).



