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JIBOPA3BMEPA

Apazan Boxuli, beorpan
1. YBOX

ITornenajmo Hapenuy cnuky. Ha m0j je mpukazana Lipksa Ceeror Iayna y JIonnony.
IpumeTtuhiere fa Cy ce apXUTEKTE MOTPYIWIM A IIENa 3rpafa Hineqa FeOMETPHICKH caBp-
LIEHO, Ka0 M A4 caMa I[PKBa HMa JIOCTa YKpaca KOjHu Cy TeOMETPH]CKE IOTIIYHO IPaBIHO
pacriopeiern. CilHKap je HOKYLIA0 Ja CBE TO IIpeHece Ha IUTaTHO, alli Ja JIU je Y TOME X
ycneo?

Cnuka 1. IIon Iunkux: Kartenpana Ceeror Ilayna, 1616.

Hexome ke ce cnuka gomactH, a Hekome Hehe, To je Beli crap ykyca. A jemHo je
OUMTITICHHO, AejTyje HEeKaKo uyaHO 1 Henpupoano. OBa ciHKa je HacTana modeTkoM 17. Bexa
M UMa MCTH TIpobieM Kao U Benuky 6poj cinuka Koje cy Tana (M paHuje) HacIHKaHe.

Ha crmmum cy obenesxenn cry6oBH (Tj. BUXOBH BDXOBH) KOjH ce HeTHUY Ha dacamu. I onu
Cy HmpelusHo pacriopeljeru, Tatukije, KOIMHSADHHM Cy H HAllase Ce Ha jJelHAKOM pacTojamby.
Axo 3aMHCIIMMO MpaBy y IPOCTOpY KOja HX CampkH, jacHO je na He ce oHa ¥ HA CIMIHM
BMIIETH Ka0 Npaga, Tj. fa e BpxoBu U Ha ciauiy OHMTH KOIHHEeapHU. AN cajia ce IIOCTaBha
nuTame g2 v he 1 BHXoBa pacTojama Ha TOj npaBoj 6urH jexaaxa. Ouursento je Durkus !
(ka0 1 Muorm mpyru) mucmuo Aa xole. Imu jomr omuTHje, MoxeMO IMTaTH Aa JH ke
Ha CIIMIIM PACTOjame u3Mely NpBor M nocneimer OUTH OHOJIMKO HyTa Behe o pacrojamba
u3Meljy IPBOT B APYIOr KOIHKO jecTe Y IPUPOLH.

Vima Ty jom ciuaHux rpobieMa, Hip. GO4YHA CTPaHA LIPKBE Ha y3 IEBY MBMILY CIMKE je
Jiole ITpuKasana. Maga [1a je Ty, open pasaepe, 1ipotneM u fepeiiexiiivea (0 xojoj hiemo
Taxole npuyaTy).

Kao urro je npuMep moka3sao pa3Mepa ce xe uyga. AIM calla Ce NOCTABIbA I[HTAmE
MOCTOjH JIH HEIITO [HTO CE YyBa Y IITO MOXE OBJE /1A C& UCKOPHUCTH, Tj. Aa JIH MIIaK MOXEMO

! John Gipkyn (1554 — 1629)
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Ila OAPERHMO KaKo Jia 1IpTaMo oBe cTy0oBe. 3aHUMIBHBO je 3aIIMTaTH CE K 3aILTO Ce OBO He
npuMelyje koI oHuX Apyrax crybosa (Koju cy pacniopeljeH mapaienHo ca IIaTHOM).

VYeupesum oBaj mpo6iteM, JbyIu Cy Ce JOBHjalli Ha pasnmyuTe Hayuxe. Ha npumep, Ha
HAPEIHO] CIMIK YMETHHK KOPHCTH KBaJpaTHY MPEXY U II0CMaTpaILe BPIIM YBEK M3 HCTE
Tauke. 3aTO OH HHKAHA Helie MOTPIIUTH.

Takpe TeXHHKE MOT'Y IIOHEKA)T A Ce HCKOpUCTe. AJi My X0heMo Aa npoyuumo npobieM
H AaMO0 OLTOBOD IUTA CE TY, 3aIpaBo, Aemasa. ONrosop ce KpHje, HApaBHO, Y TEOMETH]H,
TauHuje Y ApojexiliugHoj Zeomeilipuju.

2. UCTOPUICKH PA3BOJ

ITo4enn npojexTHBHE reoMeTpHje

Tewxo je pehi xana je HacTana NpojeKTHBHA reomerpuja. Ilocroje jako crape TeopeMe
KOje ce IOBOJIE y BE3Y Ca IPOjeKTHBHOM reoMerpujom urp. ITamycosa? Teopema u3 4. Bexa.

MeljyTtum, caM HacTaHaK ce YIJIaBHOM Be3yje 3a moderak 17. Beka. 3aHUMIBHBO je Ja
Cy ce ¥ IMOYETKY HOME YIiIaBHOM OaBWIM CIUKAPH, HHKCEECPH, apXHUTEKTE U TeK I10 HEKH
MaTeMardyap. [JaBHH pasjior 3a To Omiu cy ynpaso npobieMH ca LpTameM, Ha Koje cy
CBaKOJHEBHO Haunaswiu. M JOTrHYHO, TH HBUXOBM pafoBH cy OMWIM JOCTa HENPElHU3HH
M HENOTIYHH aji Cy YCIENIu MHOTO Tora Ha OTKpujy. Haj3HauajHuju Mehy muMa 6HoO je
(parnycky umkemep Kepap Jezapa®.

heropa uneja wuje 6mna ga oBaj npobIeM HETalkHO pa3jacHH
M [la CBe KOPEKTHO 3acHyje, Beh je caMo XTeo fa OTKpHje
HewTo wro 61 MOITIC Aa Ce KOPHCTH 32 HaroMmnane npobieme
y CTpyLH. 3aTO YBOAH fHauKy y OecKOHauHOCHN DOCTA HHTY-
HUTHBHO, M TPETHPA je HCTO Kao 6uno kojy Apyry. OBako HEUITO
BehuHa MaTeMaTHYapa je OCIOpaBaia jep ca TANAHIBUM 3Ha-
®BeM TO je 6110 HeMoryhe onpaBmaTH.

Cnuxka 3. XKepap Hezapr

Manmwogo AXe€avdperd (oko 290 — oxo 340)
3 Gerard Desargues(1591 — 1661)




https://matematickitalent.mk/

CBOj UENOKYNAaH paj HM3MIO0XHOo je y Aeny ,,06pasarn jeqHor OF ONIITHX HAYHWHA. . .3a
yrioTpeby NepclexTHBA. .., KOje je uMano cBera 12 cTpaHa M CaCTOjaIO Ce YIIABHOM Off
MONIyeMITUPH]CKHX NpaBmiaa U caBera. [lopen opora Iesapr je objasuo jomr camo jemau
paj u3 IpOjeKTHBHE IeOMETPHje oM Ha3uBoM ,,I'py6a KOHTYpa™ ¥ KOM Ce yIiIaBHOM GaBuo
KOHYCHHM TipeceruMa. Ty cy ce ucTakie ABe GUTHE TEOpEME KOj€ 110 HheMy H HOCE HA3HB.
Fheros pal je y TO Bpeme NMpoIIao HeamaxeHo (uako ra je kacuuje Ojnep? Bume myra
XBanuo). 3Hauaj mEroBMX HACja MpBH je yBuueo Bres Ilackan®. OH je ynornyHuo u
yobmuano cse oo TO je Hesapr pamuo. ITackanosa npemuoct (y ogHocy Ha Jlesapra)
6una je y ToMe IUTO Cy ce Taja Beli yBenuKO KOPHCTHIIE KOOPAMHATE IIMPOM TEOMETPH]E,
Te je ToMOoly BUX MOT20 CBe JIEro Aa 00jacHH.

Jlazap Kapuo® u meroBo cxparame ay:xune

JIasap KapHo je 610 jegaH o HAJyTHLAJHH]UX TONMTHYAPA CBOT BpeMeHa. bHO je jenan
on BoBha hpaHuycKe peBOIIYLIHjE, 4 3ATHM H IIpecefHHK HaluoHaIHOT KOHBEHTA M HOCHIIALL
BHIIE MPHHCTAPCKUX ¢yuxmmja. ITo3Har je u o Ha,I[HMKOM OpranusaTop nobege.
3a nac je 3Hayajan 360T CBOTr HOIIPHHOCA Y IIPOjeKTUBHO]
reomeTpuju. Fherosa Hajro3HaTuja nena cy ,,l eoMeruja
nonoxaja” H ,,EXciepHMEHTH ca TpaHcsep3anama . Y
bHMA, 110 MPBU IYT, YBOAY OPHjEHTALH]Y AYXU H 0pu-
Jentucany gyscuny gyxcu . 3aMECIIHO je TO OBaKO: YKO-
nuko ce xyx AB opujentume ox A npema B u usamepu
meHa ayxuHy d > 0, onna he nyxuHa OpHjEeHTHCAHE
nyxu BA 6utn jeguaka —d < 0. Jlakie, oH ce IpBH yc-
TIPOTHBHO MAEJH ,,TIOTIYHOT UCKIbYYHBATHA HETATHBHUX
OpojeBa U3 reoMeTpHje , KOja je Taxa Omia IUHPOKO 3a-
CTYIU/bEHA.

ITomohy osora, KapHo npouspyje AedHHUIN]Y TPHIOHOMETPHjCKUX GYHKIH]a (Ha HHTED-
gan [0, 27|, ymecto [0, ] na KoM cy ce HOTAK KOPHCTHIE).

Ciuka 4. Jlazap Kapuo

3. TIPOJEKTUBHA 'EOMETPHIA

ITpojeKTHBHH IPOCTOP

Kako sugumo o6jexte oxo Hac? Kako ga Hanpramo To 1UTO BUIEMO?

ITo3HaTo je ma JbYACKO OKO MHEHTH(HKYje CBE Tayke KOje ce Hajla3e Ha JeIHOM 3PaKy
(3aMHILIBbEHO] TIOJIYIPABO] y IPOCTOPY KOja [10JIa3K U3 OKA), OFHOCHO Jia BHAM CaMO JelHy
TayKy KOja IIpelcTaB/ba 1eo Taj 3pak. Kan ciukap [oCcTaBd IUIATHO, CBAKa Tauka KOJy
BHIMMO Ha CIMIWY NPENCTaB/ba MpPeceK 3paka H IUIaTHa (IONynpase W pasHu). [ozxatho,
MOTJIH CMO YMECTO NOJIYIIpaBe y3eTH Y Ipasy. To Hehe HumTa GUTHO IPOMEHHTH, HACTABAK
npage ,u3a oxa” HelieMo RujeTH HuTH he cehiu mnatHo. C apyre crpane, To hie HaM BUTHO
OJIaKIIATH II0CA0 Y JaJbeM pa3MaTpamy.

4 Leonhard Euler (1707 —1783)
5 Blaise Pascal(1623 - 1662)
6 T,azare Nicolas Marguerite Carnot (1753 — 1823)
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Hexa je na npocropy R™*1\{0} sanara penannja ~ ca
T~y <= (I € R\{0})z = Ay.

Cxyn (R™1\{0}) / ~ hemo 3BaTi n-gumensuonu (pearnu) Apojeximiuenu fipociiop u obe-
nexasatd RP™. TMa cMucna oBo pasmarpaTd 3a 6umo koje n € IN, amu mu hemo ce
orpHuyuTH yriasHoM Ha N = 0 (mpojexTuBHa Tauka), n = I (IpojeXTHBHA mpaBa), . == 2
(mpojexTHBHA paBaH) 4 7 = 3 (IIPOjeKTHBHY I1pocTop). HapaBHO, MOIIM CMO OBJIE YMECTO
R crasutu u C u Taxo nobutu komilnexcan fpojexitiugnu fApociliop.

TTpuMeTHMO 14 je TPOjeKTHBHA TAYKA ,,MCTO  IUTO M OBMYHA TAuKa. ANH KaKo H3rIenajy

[IpOjeKTUBHA IIpaBa U Ipocrop?
Kpenynu cmo op pasuu R x R, usbarmu cMo xoop-

muHatHy noderak (0,0) M HOTOM NOHMCTOBETHIIH CBE A \x
Tauke Ha jenuoj npasoj kpo3 (0,0). (Haxne, ucro xao

y npumepy ca ciukom) Axo v R? mocMartpamo npasy Rl
y = 1 (wnu 610 KOjy Zpyry Koja He iponasu kpos (0, 0)) 7 z

OHA cedye CBe KIIace eXBHUBATIEHI[H]e, CeM jeIHe, TAYHO jefi-

HoM. 3aTo cBe kiiace (CeM jeHE) MOKEMO IIOUCTOBETHTH x

ca MOMEHYTHM npecenuMa. Jlakie, IpojekTHBHY NpaBy  pl

Tpeba cxBaTUTH Kao oOWdHY HpaBy K0joj je KojaTa jour g ' >
jenHa Tauka. Ty mopgaTHy Tayky obuuHO 30BEMO Oecko-

HAa4HO Janexa ifauxa. Crmka 5.

U najbuTHUja cTBap, OHA CE HU II0 YEMY He pa3iukyje oI ocTajiux tauaka. M3abpamm
CMO jeIHY NIpaBy M Tako JoOunu 6eCKOHAYHO ANEKy Ta4Ky, 32 HeKy Opyry mnpasy uMalieMo
opyry OeckoHa4HO falieKy Tauky. Jia cMO Ha IOYeTKy caMo AOAAl{ jolI jeHY TAuKy
peanHoj npaBoj oHa O6u Ounma mpyraumja O OCTalmMX. 3aTO CMO YBENH OBY AllICTPAKTHY
KOHCTPYKIIHjY, Aa Ou HaM cBe Tauke Oiiie paBHOINpaBHe M Aa 6ucMo no norpebu MOrH Ha
6upamo GeckoHAYHO HATEKY TAUKY. '

Hcro ypamumo 3a n = 3, nocmarpamo R3\{(0,0,0)} u yoummo Hexy pasaH, Ha
npumep z = 1. Taja Ta paBaH caipxKu 110 jeAHOT NPENCTABHKKA CBHX KJIAC4 CeM OHHX 4ije
npage nexe y pasun z = 0. Ta pasan (63 KOOPIMHATHOT IOUETKA) j€ 3aNpaBo IPOjeKTHBHA
IpaBa. 3HAYH [IPOjeKTHUBHY IIPOCTOP MOKEMO CXBATHTHU M Ka0 061YaH npocTop IUTyC jefHa
becronayno ganeia fipojexitiugna fipaea.

Z M

[

Cka 6.
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Ilern Eyxannos’ nocrynart

ITo3naTo je ma ce reoMeTpHja pa3Bwiia joll y aHTHYKO foba. Cga 3Hamba U3 TOI IIepHoAa
Eyxmup je ckynuo y 13 xmura non HasusoM ,.Enementu” (rpuxu L7ovxecc). [ocebHo je
3aHUMJBMB fleiliu Hocifiyaaiil Koju Kaxe crenehie: ,,Y pasau onpeljenoj Tauxom A u npasom
b xoja He caupxu A [OCTOjH TAaYHO jeNHA TIPaBa KOja IMpoja3u Kpo3 Tauky A u ca npaBom
b neMa 3ajeqHUUKHX Tayaka . YIpapo Ty npasy Eykiun Hasusa napaienHoM ca b.

Ox oo HaBoau 6e3 mokasa mosuBajyhu ce Ha oumrnenuoct. MehyruM, Hapenuux 2000
roguHa MHOTH TTO3HATH MaTeMaTHYapH HOKYIIaBajy W HE YCIeBajy HH Ja HOKaXy, HH Ja
OMOBPrHy 0BO TBphjeme. Ha kpajy ce fonasy [0 3aK/bydKa fja Ce OBO H HE MOXE JOKA3aTH
M3 OCHOBHMX AKCHOMa, T¢ J1a I'a Tpeda MPUXBATUTH Ka0 AKCHOMY.

Pa3Buiie ¢y ce U Ipyre reoMeTpHje KOoje¢ OBY AKCHOMY HE NpU3HA]y, OJHOCHO IpET-
rnocrapikajy cynpotHo. Ha npmmep, Jlo6auescku® je oBo Hermpao Taxo WITO je MpeT-
MIOCTABHO 2 IIOCTOJH BUILE OJ je[HE IpaBe.

Tpeha MoryhHOCT je [a e IPeTIIOCTaBH Jia He Hociloju Hujegua TaKBa IpaBa. YIpaBo
‘To He ce HeCHTH Y IIPOJEKTHBHO] reoMeTpujy. Periii cMo Ja cy IIpOjeKTHBHE ITpaBe 3a11paBo
PABHU KPO3 KOOPAMHATHY IIOYETAK. Y3MMMO JIBE Pa3NH4MTE IPOjEKTHBHE IIPABE, OHE CE
(xao mBe pasuy) cexy y (0,0,0), Tj. uMajy 3ajeqHuuUKy TauKy. AJH aKO HMAjy 32jeMHUUKY,
OHI4 je BUXOB IpeceK rpasa (Koja cagpxu Ty TAYKY), Tj. IPOjeKTHBHA TadKa.

Unyctpyjmo To Ha jeqHoM ripuMepy. CTOjUMO Ha IIPY3H
u nmocMatpamo muHe, (IIpermocrasisaMmo na je npyra
mpasa) [1TuHe cy mapanente (HHa4ye Bo3 He O Morao na
ce kpehe 110 BHMA), AT HAMa H3ITIeAa Kao Ja Ce BbUXOBO
pacTojame MOCTENEHO CMambyje, TaKo J1a Ce 3aBpIuaBajy
y jenuoj (beckoHauHo Hanekoj) Tauky. OBy IOjaBy c¢Te
curypHo Behi mpHMeTHIH, a cafla 3HaTe M ia je ob6jacHuTe.

Cnuka 7.

JToKa3a/i CMO OBO Y PaBHYU jep e TY FeOMETPH]CKH Hajlenie BH/IU OBO CBOjCTBO. AlK
WICTH JIOKa3 Ce MOKE YOIIIUTHTH 1 Ha Behe rumensuje. Y RP® umamo na ce caxe /e paBHu
cexy (110 paroj), ogaxie CiIeay U Ia ce CBaka Ipapa U paraH ceky. Haume, ysmemo npasy p
u pasad a. [Ipou3BospHA paBaH 7 .KQja CAnpiKu MPaBy P cede paBaH o Ayx Ipase ¢. [Ipase
D M ¢ IEXe Y HCTOj PaBHH 7 T€ Ce ¥ 0] ¥ Mopajy celin. Y Ta npeceyna Tayka je ynpaso OHa
KOJy TP2KHUMO.

Xonmorene KOOpAHHATE H KapTe

ITpuMeTHMO Aa Ha TPHPOJAH HAUMH MOXeMo yeecTH koopauuate y RP™ y3 moMoh oHux
xoje cMo umamu ¥ R*. Hexa je z = (z1, ..., Tny1) Tauxa us R™*1, U 3a npojextusHy
tauky [2] Bemo pelin ga nma Here oBe KOOPIHHATE y3 HAIOMEHY 1A Y TOM CIIy4ajy KODHCTHMO
O3HAKY [T1 : g : ... : Tpey]. OBeKOOpMUHATE HeRie OUTH jJeAMHCTBEHE, Tj. Tauka T e uMaTH
U KOOpAMHATE [AZ1 : AZz @ ... : AZny1] 32 6uno koje A € R. [laxme, oBe KOOpAMHATE
cy neUMHHCAHE O Ha MHOXEEHE KOHCTAHTOM H 3aTO Ce H 30By XoMoZeHe koopqunaitie. Y

" Bur)eidns o Adefovdpev ks (oxo 300. roause npe HOBE epe)
8Huxonait Uparopwu JloBauencrudt (1793 — 1856)
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caMa O3HAaKa IJIe Ce KOPHCTE JBe TAUKe YMECTO 3aIleTe CYTepHllle Ja je oBae OUTaH OAHOC
oBHX OpojeBa, a HE BPEOHOCT CBAKOT I0jefHHYHO. BHTHO je yOouuTH Aa Y N-AUMEH3HOHOM
IIPOCTOPY HMaMo 7 + 1 KoopauHAaTy.

Beh cmo pexmi kaxko Tpeba 3aMHIUBATH NPOjeKTUBHY npocTop. Capa hemo Ty nuejy
Maro na hopmanusyjemo. ITocmaTpajmo RP? (camo na 6HcMO HOjeAHOCTABIIIM 3AMUC 1 1A
6UCMO CBe JIETI0 TEOMETPH]CKH BHIENH, aHAJIOIHO Ce Pagy M Y NPOU3BOJEHO] JUMEH3HJH).
Hexka je A = [z : y : 2] npojexTHUBHA TauKa K0jOj je HOCHENHA KOOPIUHATA PA3IIMYHMTA OJf
uyne. To sHaum na je A xnaca Heke npase Koja He iexu y Ozy-pasHu (jep Cy CBe B:eHe TauKe
BaH oBe paBHH). Herne Ha Toj npasoj ce Hanasu Tayka A’ ca xoopaunarama [£: ¥ : 1], u
TO je jenuHa Tauka [IpeceKa MOMeHyTe ITpase ca paBHK z = 1. Ha oBaj HauuH je nedunucana
bujexyuja naMeljy ipojexTHBHE paBHHU 6e3 jefHe NPOjeKTHRHE NpaBe U 0OHYHE PaBHHU:

m:{lz:y:z] ERP*z#£0} — R® n([z:y:2])= (: z)
Cxyn 7 ({{z: y: z] € RP?|z # 0}) = R? s0Bemo xapiiia, a NPECUKaABAILE T APOJEKiHO-
arse (y Ty Xapry). Y KapTy BUIUMO ,,CKOPO LeNy NPOjeKTHBHY DaBaH; He BUOHU CE jeMHHO
{[3: cy:0l|z,y € IE{Q} LITO je 3aIpaBo I1POjeKTHBHA [IpaBa.
Pagan z = 1 cM0 n3abpaiu MOTIYHO [IPOM3BOIBHO, MOTTIM CMO YMECTO Ee Ja Y3MEMO
6uto xojy Apyry paBaH Koja He mponazu xpo3 {0, 0,0) u na noMohy me hopMupamo HeKy
opyry kapTy. M360p xapTe 3anpaBo ofiroBapa MOCTaBbAY INIATHA KOJ LPTamka.

Cruxa 8. IIpojextusHa Tauka P ce y paBuu (KapTH) @ BHAM Kao Tauka A, a ¥ Kapr B kao
Tauka A’

IToraro cmo ce yBepwin Aa Cy OBa IBa IIpEACTaRIbaha eKBHBaNeHTHa yOyayhe hiemo 6e3
YII030pema NPEeIa3uTH Ca jeIHUX Ha APYre KOOPIUHATE.

Kao mro cmuxa 9 mokasyje He uyBa ce pasMepa Tayaka i HCTH 06jeKaT ce Ha pas3iHuuTHM
TIaTHUMA BUOM pasiuauTo. Hax ce Moxe M TAKO HOCTABMTH ILIATHO 12 ce 06jekar Ha meMy
He BUOY (MOTOyHO uiM jpemuvuyHo). [la se Oyme 3abyHe, 0BHE ce ITOCMATpaihe BPIIH H3
Bpxa cselie, OHOCHO T4 Ta4dKa je u3abpaHa 3a KOOPAMHATHH IT0YETAK.

U anarnorso, npojextusHa npasa je RP! = {[z : y]|z,y € R}, wm exsusanentso

{A:1)]A e RYU{[1: 0]}.
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M360poM KkapTe Koja OAroBapa NpaBoj ¥ = 1 NpOjeKTHBHA IIpaBa Ce MOXE BHAETH Kao
R U {oo}, rae je 0o GeckOHAYHO Hajieka TadKa.

Cnuxa 9.

Ilpojextisre Tpanchopmamje

Hpojeximusana iipancgopmayuja T upase RP! je npeciuxapame koje Tauku [z @ ]
noremyje Tauky [z’ : y'] Ha cnenehu nauun:

Az’ = piz + proy,
Ay’ = pa1T + p2ay,

0.
D21 P22 7

Yl aHaNOrHo, fipojexitiugna Mpancgopmayuja T pasuy R.P? je npeciukapame koje TauKu
[z : y : 2] nomemwyje Tauxy [z’ : y' : 2’| va cnenehin HaumH:

rﬁejeA;ADHA;:l P11 P12

Az’ = ppz + proy + piaz,
Ay = pa1Z + pagy + pasz,
Az’ = pg1Z -+ p3gy + Pazz,

Puin P12 P13
rmeje A #0u A= pa1 poz pas | #0.

D31 P32 P33
Amnanorzo ce neUHHIIE 32 BHIIE JUMEH3H]E.
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Ogrzic HATIOMHILEMO HEKOJTHKO creapH.

1. Pewin cMO ja cy XOMoOreHe kKoopauHaTe jAehHHHMCAHE N0 HA MHOKEHE KOHCTAHTOM
M 3aTO OBME Y CBHUM jeIHAYMMA CTOJH A Kako Ou cBe OWIIO KOPEKTHO Ae(HHHHCAHO.
Haxrne, To A Huje napamerap, Beli ce Mema of Tauke Ao Tauxke. Moxna 6u 6uno
KopekTHH]E pehn Ajz.y]

2. Venos A # 0 Hawm je noceGro BaxaH jep us mera cnemu (o Kpameposoj® Teopemu) na
CHCTEM MMa jeIUHCTREHO pellieihe 110 T Uy (1 2). To nasbe nosjayu Ja je TpojeKTHBHA
TpaHchopMauuja Gujexumja.

3. TlocToju TayHO jeAHA NPOjeKTUBHA TpaHchopMalija npase Koja TPH PA3IHUUTE TAUKE
[z1 : 1], [z2 @ o] u [z3 : ys] opecnukasa y Tauxe [1: 0], [0: 1ju (1 : 1]. OBoce
MIOKa3yje pauyHCKH, TAKO INTO CE OBE BPENHOCTH 3aMEHE Y jeNHAYMHE U IIOKAXKE Ce
I3 OHE UMajy JeAMHCTBEHO pellene 1o Pi;. JJoOHja ce cucTeM O LIECT jeiHAYMHA ca
ceaM HeNOo3HATHX (P11, P12, P21, P22, KAO M TPH Iapamerpa Ay, Az B Az). HcnocraBu
CE JIa OH UMa JeTHHCTBEHO PELIeHE 10 Ha MHOXKEHhE KOHCTAHTOM (AJIH TO Hac He OpuHe
jep je cBe HoHAKO JePHHHUCAHO N0 HA MHOXeke KoHcTaHToM). Ko He Bepyje Moxe na
pacnuiue ¥ yBepH ce fa je Tako.

J{Bopa3z»epa N IbeHa CBOjCTBA
Hexa cy mate deTupy tauke a, b, ¢ # d (peanue) npojexrusne npase RP! = R U {oo}.
Hlsopasmepa Wauaxa, y o3Hauu [a, b; ¢, d] je 6poj

c—a d—a
la,b;e,d] = P

Hossomum cMo M fia Heku of Opojesa Oyme oo, y TOM ciiydajy OBAE IOJpa3’yMeBaMo
TpaHUYHE BPEAHOCTH. HHCMO HMHCHCTHpaNH fa Tauke OyAy pasiM4uTE, TAKO Ha aKo Ce
mecu fa 360T MCTHX Tawaka Jolje o Je/bemha HyIOM Ty ONET NOApasyMeBAMO IPAHUYHY
BPEIHOCT (-(15 = o0). IIpuMeTiMo fa je oBako AedUHUCAHA [[BOpa3Mepa 3alpaBo pa3Mepa
IBe pasMepe ayxuHa (jep je £ — ¥ OpHjEeHTHCAHO PACTOjamke O & 1o Y Kako ra je Kapro
nedunucao). 3aTo U He Yy Ha3uB geopasMepa. Ocobune qropaszMepe Cy:

c—a d—a 1 1
. )b: s &) = : = = >
Llebed="—: 73 = =5, 5 [, a;c,d]

c—a * d—a

1 .
[a,b;d,c]’
c—a_d~a_aw—c.b~c_[
e—b ' d—b a—d b—d

c—a d—a b—a d-a

. :by 1 G0, G = . .

4 le,bie,d] +[a, &5, d] c—b d—-b+bwc d—c
_(e—~a)({d~b)—-(b—a)(d—c) cd—ac—bd+ab
B (c—b)(d—a) ed—ac—bd+ab

9 Gabriel Cramer (1704 — 1752)

2. clM4Ho, [a,b;c,d] =

3. [a,b;e,d] = c,d;a,bj;
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1— —
5. [00,0;1,a] = 1__05) : Z__O; = qa.

ITomohy 4 Tauke MoxkeMo HanpasuTH 4! = 24 pasmnunTix ABOpasMepa (MM Mame
ykonuko Mely muma nma Hetux). IIpBa Tpu CBOjCTBA 10Ka3yjy Aa CE CBE OHE MOI'Y JIAKO
M3pAa3UTH MPEKO jeHHE Off BHX.

HBopa3Mepa HMma U 3aHMMIBHUBY. leOMeTpHjcKy uHTepnperanujy. (VY creapH, To je u
6una KapHoosa neduHmnyja IBopasMepe.)

/?z [ b c\ d\,
Cnuxa 10.

YouuMo HeKy TAuky T Bad Haile npase. [IpHMeHUMO CHHYCHY Teopemy Ha Aact,
nobujamo
c—a T—a

sin<gare  sin<act

(mocMaTpaMo OpHjeHTHCAHE KYXKH U OpHjeHTHCaHe yriose). Hakne,

sin <azc
c—a={(z—a)———,
sin <acx
) sin <bzc
a ciuyHo ce gobujau ¢ — b = (z — b) . Cnemun

sin <tbex

c—a z - a sin <<azc
c—b x—bsingbre

C d-a__.7;—asin<£a:1:d
fIHIHO, d—b z-—bsinbzd’

Te fobujamo

sin <aze ) sin <azd
sin <bzc ~ sin<tbzd’

[a, b; c, d] =

Haxne, nBopa3mepa ce MOXE M3pa3HuTH CaMo NOMONY yITIOBa, ¥ TO 38 MPOM3BOJBHY TAuKy
X. TIpHKaXx®#MO jeqHy IOCHEIMIY TOra. Y3MEMO jefHy TAuKy H H3 B¢ IIOBYYEMO YeTHPH
mpape. Kama y3smeMo uHeTHpPH KoNHHeapHe Tauke (10 jeflHY ca CBake IpaBe Kao IUTO Je
IPHKA3aHO Ha cliMkaMa Kana je X KOHa49HO ¥ Kaja Huje) ABopa3Mepa he O6uTH yBeK ucTa,
Tj. Hehie 3aBucKTH o u3bopa Tauaka. Taza Ty ABOpa3Mepy 30BEMO U geopasmMepoM iparena
fipasux.
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Cruxa 11.

WMasapujanTHoct ABOpazMepe

TIpojexTUBHA IIPECTHMKABAKA UYEdfy KOAUHeapHOCH. 3HAMO Ha Cy TadKe Y PaBHM KO-
JIMHEeapHe aKKO JIeXe Ha HCTO] IpaBoj, Tj. 330BOJbABAJY HCTY JIMHEPHY jemHaduHy. Beh
CMO KOHCTATOBAIH Jia Ce IPUJIMKOM NpojexTHBHE Tpancopmarmje (36or Kpamepose teo-
pEMe) KOOPIOMHATE HOBHX TAYaKa MOIY M3PA3HTH [IPEKO CTapHX, a OYUITIEIHO je Ta Be3a
muHeapHa. M notoM To Tpeba BpatHTH Y jefHAYMHY U YBEPUTH Ce [a CIIMKE Tayaka 3a/o-
BOJBABA]y jemHayuHy (HEeKe Opyre) npase.

Capa hemo moxasartu ayro obeliapaHy YHEBEHUNY Ha Ce ABOpasMepa HyBa MpH Ipojek-
THBHUM TpaHchopmanmjama. Heka cy nate yeTHpH Tauke a, b, ¢, d Ha IPOjeKTHBHO] IIPaBoj
RP! = R U {oco} u nekaje nata npojextusnara Tpadchopmanmja P xoja ux ciuka y o,
b, ¢, d’, pemom. [la He xoMmIuiEkyjemo mperrocraBubiemo Aa ¢y a, b, ¢ u d Mehycobro
pasnuumte (2 Cy CaMHM THM M BHXOBe cinuke MelycobHo pasmuuute). Cnyyaj xaja ce
Heke JBe MoKIIanajy Huje 6utaH jep HaM Hefie 6uTH o KOpUCTH (amy MOXE oIl JIaKiue Ja
Ce UCIHTa).

3HaMO [a MOCTOjH TAYHO jeiHA IpOjeKTHBHA TpaHchopMandja xoja a +— oo, b ++ 0,
¢ —+ 1, ma xajne 1a MOKyIIaMo Ja OTOMHMO Koja je y uTamwy. ledunumemo:

T :RP' — RPY, U(z)=|a,b;c, 1.
Hmamo na je

cC—a a—a

c—b a-—0

c—a_c~a
—b ¢c—b

¥(a) = =00, ¥(b) = —0m U(e) =

—a

c—b b—b

U crsapHo ce ucrioctaBuio faa je ¥ nomenyra tpancdopmanuja. M3 ucror pasnora je
U :RP' — RPY, U'(z)=[a,b;, 1]

jemua jemmEa TpaHcdopManuia koja a’ =+ oo, b > 0, ¢ = 1.
Tornenajmo wra ¥’ o @ panu Taukama a, buc. ¥ o @(a) = ¥(a’) = oo, ¥ 0 ®(b) =
T(H') =0, T 0o ®(c) = U(c') = 1. Osum je ¥’ o @ y nornynocru onpeljesa, a Mu 3HaMO

10
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Ia nocToju camo jenHa takea (a To je ¥). Haxie, ¥’ o @ mopa 6uru jennaxa 6am moj, 1j.
U od =10,
To 3Hauu fga je

la,b;c,d] = ¥(d) = ¥ o &(d) = V'(d') = [a',V'; , d].

Hpyrum peuumMa, fipojexitiueHe pancgopmalie uyeajy geopasaepy.

Hepcnefcnmno npeciNKabame

Hexa cy y npojextupzoM nipoctopy RP? 3anare fBe mpojeKTHBHE PaBHM 7 M T M Tauka
P pan mux. ebunucaliemo depciiexitiugno fipecruxasaipe U3 PaBHU T Y paBaH 7' U3 Tauke
P na cnenehiu Haunn. Heka je X npousBosbHA Tauka paBHY 7, HOCTOjH TAYHO jeHA MTpaBa
koja cagpxu P u X. Ona ceue pasan 7’ (yBek y mpojeKTHBHOM 1pocTopy!) y HEKOj Tayuxku
X', HudunncalieMo neperieKTsHHO npeciukasame (nepcrnexTusy) kao X — X'

——
L

Cmuxa 12.

W ananorso ce muduHMIe y paBHY (C THM Aa ¢y Tama o u 3 mpase).

Kana ce ce To nerno paciuiine 00 KOOPIHHATAMA BUIU Ce Ja jé 0BaKO AE(PHHMCAHO
TIEPCIIEKTHRHO NIPECIHKABAE jeHA IpojekTUBHa Tpanchopmanyja. To ogMax IOBIAYH
u Ja aysa AasopasMepy. Capm BHAMTE IHE Ce KpHje OAroBOp Ha IpobreMe ca ClMKaMa
u3 yBoga. OBa nepcrekTHBHA NPECTHKABAKA OATOBApajy MPENacKy ca jefHOr IUIATHA Ha
npyro. To cMo 3anpaBo uManu u u3bopom adunux kapata. MeljyTuM, epcreKTHBE HaM
najy jorr jemHy drexcubWIHOCT, MOXKEMO TaYKy M3 KOje BPIIHMO ITPOjexToBamEe (TI0NI0XKa]
oka) u3abpaTH IPOM3BOJLHO, 32 PA3NHKY Of H3GOpa KapaTa Iie CMO NOApa3yMeBamH Ja je
TO KOOPAMHATHH ItodeTak. Tako Jia cajia MOXKeMO Jia ocMaTpaMo u3 6110 Koje Tagke (Jak
4 ia je MEHAMO TOKOM LIPTaBa) W [a IUIATHO rmocraBumo Ouino kako, (y3 Mano padyHa)
3HafieMo kaxo ciuxa Tpeba [a usrnena (3a pasnuky Of YMETHUKA Ca II0YETKa KOJH CE My4H
ca ouuM momaranmuma). Ca ABOpa3MepoM M TEPCIEKTHBOM CIHKE HaMm uarienajy 6oiwe,
YBEpHUTE CE caMM Ha ciuiy 13.

Ilopen mepcneKTHBe, OBAE CE JIENIO BUOH joi moHemTo. Cpe napaleiHe IpaBe Ce CeKy,
a CBE Te IpeceyHe TAuKe Jexe Ha jennoj (beckoHauno Hasnexoj) npasoj o yeMy je Beh 6mio
peur. YTBDIUIH CMO [1a CE YyBa ABOPa3Mepa, a Kao IITO BUAKMMO U3 IPIIOKEHOI He Yyeajy
ce pasmepa u yenosu.

11
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Cmxa 13.

3. ITIPUMEHE

Pacnopen Tauaka

Kopucruhemo B (a, b, ¢) iia 03uauumo 1a je Tauxa b uamely au c. (Hapasuo, B(a, b,c) =
%B(c, b, a)) U ananorno ce nepunmme B 3a yerupu Tauke. ITap tayaka (a, b) pasgeaja nap
(¢, d) axo paxu wexu oy pacnopena B(a, ¢, b, d), B(a, d, b, c), B(b, ¢, a, d) unu B (b, d, a, c)
(MM HeKH E-VMA eKBMBaNeHTaH pacnopen). Ipyrum peunma, (a,b) pasmsaja (¢, d) axo je
jemna op Tayaxa ¢, d usmehy a u b (B(e, ¢, b)).

To ce nako HCHMTYje moMmohy mBopasMepe. B(a, b, ¢) je exBHUBaNEHTHO ca THM Ja je
jenaH on u3pasa ¢ — a ¥ ¢ — b noswruBax a Apyru Heratusan. Crepu:

c—a

B(a,cb) = o> <0,
d—a
B(a,d,b) = 75 < 0.

Kao mrro cMo pexsu nap (a, b) pasneaja nap (¢, d) akxo je TauHo jemHa of Tagaka ¢ ¥ d
usmehy a u 3, 7j. Tpeba na BaXkyl TAYHO jEIHA O NPETXOJHNUX Pejalyja IITO je eKBABAIIEHTHO
a g—:«% : 3‘"’:.,—% < 0, ogHocwo [a, b ¢, d] < 0.

Cama mmaMo 6p3 anropurtaMm 3a ompehusame pacnopesa Tayaka. To je jako pobap
ITOPHUTAM 32 PEaM3allEjy Ha padyyHapy, HMa CaMO TIap HMHCTPYKLHMja TE€ CE.M3BpIUABA
FOTOBO TpeHyTHO. JemuHO je npofieM IITO ra MOXEMO KOPHCTMTH CAMO 33 KOHA4He
Tayke (jep padyyHap HE MOXE 44 DA CA FPAHHIHUM BPeTHOCTHMA). AJIM Kaj je HeKa Ta4Ka

C
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feckoHaYHO JaNeKa OHAA Lefia 0Ba NPHYa OKO pa3/Bajamka IapoBa Ta4aKa | HeMa [PeBUIIE
cmucna. Ha npuMep, Ha jesuxy C ko 61 H3rienao oBaxo:

#include<stdio.h>

main()

{

printf ("Unesite brojeve a,b,c,d");

float a,b,c,d; '

scanf ("\ZE\AE\AENZEY , \&a,\&b, \&c,\&d) ;

if ((c-a)/c-b))/((d-a)/(d-b))}>0

printf ("Par tacaka (\%f,\%f) ne razdvaja par tacaka (\%4f,\%£)",a,b,\\c,d)
else printf("Par tacaka (\%f,\%f) razdvaja par tacaka (\/f,\%4f)",a,\\b,c,d);
}

CuryprocHe kaMepe

BeporaTHO cTe 4yny 3a CUIypHOCHE KaMepe Koje Gemnexxe caobpahiajue mpexpiuaje. 3HaTe
yiu kaxo pajge? Hip. xaxo mepe O6p3uny?

VKOJIHKO MOTHIHja YCIe A ONpeH I0I0XKa] BO3WiIA Y ABa TPEHYTKa, CTBap je TOToBA.
Mory na Ofpene pacTojame, TIoHeNe Ta BpeMeHoM (Koje npoTtexye usMeljy Ta ABa IONoxKaja)
4 Tako AobHjy cpelby Op3uHy. AIH KaKo OApefuTH Ta ABa nonoxaja? Kamepa faje ciuke
y IBa TPEHYTKA, &1 KaKO Ca CIIHKE OTPELHTH TAE ce Haiasy Tayka Ha 1yTy?

Cnuxa 14. CurypHocHa xaMepa CHUMAa ayToITyT

Ty ce kopucTH ABOpa3Mepa. butHo je ucrtahu Aa ommiyja OBAE KOPHCTH TPH HEIIOKPET-
Ha o6jexTa Ha nyTy (mmp. cemadop, caobpahiajuu 3Hax ¥ HeKo cTabio). Y3 moMoh mux U
aeopasMepe (Kojy cpadyHajy ca CIuke) MOTY Ja OfipeNe T€ IBE Ta4Ke Ha 1IyTy (He OfjeNHoM,
Bell jemHy ma Opyry) M u3Mepe pacrojake. Hapasuo, Helie To MEPHTH PYYHO CBAaKH IIYyT.
Hssenu cy hopMyily M HATIMCAIIM IIPOrPaM KOjH padyyHa pacTojame. Jlaxnie, yKomiko xohere
Jla TIOKBAPHTE KaAMeEPY, NOBOJLHO J€ /12 OTKpHUjeTe jelaH oJf THX ofjexaTa U a ra yKjIoHUTe
ca ImyTa.

Ha ucty nayuH nmoMmoly xaMepe je Morylie OTKpHTH Ja M JBa BO3MIA OJpXKaBajy
[IPOIMCAHO PACTOjakkE, JIA JIM C& BO3MIIO 32YCTABH/IO HA OBOJLHOM OJCTOjathy O HEMIATKOT
npenasa. .. OBaj npuMep je CyNpOTaH OHOM c2 upTameM. Kapga upramMo, MH HMaMo
TPOMUMEH3NOHATHYE 0fjeKaT 1 KOpUCTUMO ABopa3zmMepy Aa OucMo HaupTand ABOXUMEH-
3uoHanHy cnuky. OBpe MMaMmo OBOJMMEH3HOHANHY CIHMKY ca KaMepe On KQ]C riomohy
JIBOpasMepe nobujamMo 1mogaTke O TPOMHMEH3NOHATHOM O0jeKTy.
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Pauynapcka rpaduka

ITormenajTe naxJBpUBO CINHKY U pelMTe Ha i ce hyndanep Peana ganasu y odcajry umu
He?

Cmuka 15. Criopna curyanuja u3 urpe GIIDA 14

Ha npsu nornen aemyje kao na jecre. MelyTuM, BUOMMO a CyIMja HHjE [IOAUrao
3aCTaBHIly, IITO 3HAYH A HUje. AKO HNaXIbHBHje TIOrNEHATe B 00paATUTE TTAXKELY HA JIMHU]Y
KOja pa3iBaja ABe HujaHce 3eiieHe 60je cxpaTuheTe [a je cyaMja y ImpaBy.

Illra je oBme 3anmpaBo npobnem? Kana Hexora muraTe OBAKO HEINTO, OH HECBECHO
ImocMaTpa HOpMaly Ha OmKy ayT-AHHH]Y ¥ BPHIM IPOLEHY ¥ OQHOCY HA Y. 3aTo IpBO
IIOMHCIINTE fa je odcajo. AJM MH 3HAMO [a Ce YIJIOBH He 4yBajy, 1a HopMaja Ha CIIHMUH
sehie OUTH HOpMAana H Y IPOCTOPY Y KOM CE TO JEILIABa.

Jlaxise, oBie je y nuTamy NepcnekTyBa. [1oMORHM Cymuja Tp4Yd y3 ayT-NHHH]Y KaKo
OH CIIOPHY CHTYALM]y BUAEO TO 60JbE, T]. KaKo BH My ce CIIMKA ,,IITO MaH:e HCKPUBHIA .
Ha npumep, kaj 61 cTanHO cTajao Ha jeIJHOM MeCTy MOpao OM yBek [ia IIpECIMKaBa OHO
IITO BUAU MEPCIIEKTHBHIUM [IPECIINKABAEM H /12 JIOHOCH OIIYKY Ha OCHOBY Tako JoOujeHe
CIIHKe, & 32 TO HeMa BpeMeHa.

Ca ncruM npobnemuma ce cycpely 1 npoussoljaun Bumeo-urapa. Mopajy na ucnpo-
rpaMupajy Cy/idjy Jia He rpelH y OBaKBHM CHTYalldjaMa. 3aTHM, BUguTe 4a cy dyndanepuma
HalpaBHIH U ceHKe (Koje Cy 3aIIpaBo CIMKE Urpaya IIpK NPOjeKTOBamy Ha PaBaH TEPEHA U3
Ta4yke Ha pedIekTopy).

YV MeHH]y TOCTOJH ¥ OILHja 33 NPOMEHY KaMepe, INTO Huje HUIITa APyro J0 IpOMeHa
KapTe y IPOjEKTUBHOM IIPOCTOPY.

14



https://matematickitalent.mk/

4. KOMIUIEKCHA TTPOJEKTHUBHA ITPABA }

TeomeTpHjckH cMICA0 MOJYJIA ABOpa3MEpe

CBe IITO CMO JOCA] PAIHIIH OHOCHIIO CE Ha pEaNiHy IpojekTuBHY nipaBy RPY. Ananorxo
ce nedunuine u Komitnexcua tipojexiiuana fipasa CP' 1 aHanoryo ce Ha 10j NedHHHILE JBO-
pasmepa. YoOHuajeH je HasHB 1IpaBa, Maja ca MpenackoM Ha KOMIUTEKCHe GpojeBe TO BuUIle
u3riena Kao pasax (Tie ¢y KOODOMHATE peallHH M MMardHapHu neo). Hac 3aHuMa xaxo
Ce Yy TO] PaBHH BHIM apryMEHT JBOPa3Mepe ¥ OJHOCY Ha ITOCMATPAHE YeTHPH PAasHduTe
KOHAYHe TAYKe. '

TTocmatpajmo tauxe A, B, C u D. 3namo ga je XV =Y-X y KOMILIEKCHO] PABHH.
Baxmu:

| C—A D-A C-A D—A
arg{A,B,C,D]maIg(C_B : D——B) :arg(C_B>——arg(DwB).

IIpumerumo na je

g (G5 ) —are (—g%) — arg(A - C) — arg(B — C)

= 4(674), 1) — 4(@, 1) = 4(5'1 5§).

(OBme nox 1 moxpasymeBaMO BEKTOp M3 KOOpAWHATHOT nouerka mo Gpoja 1.) Ha ucru
HAa4MH ce NI0Ka3yje [a BaXKH U arg (—g-}g—) = <I(E, B 23).

Heka cy 71 u 2 omucade KpyxHuile okc Tpoyriosa AABC u AABD, penom u
Heka cy i1 u io BUXOBe TaHTeHTe y Tauku A. 3 eneMeHTapHe reoMeTpHje 3HaMo 1a

je Q(ﬁ,ﬁa) = <I(Z§,t1) " Q(E,Eﬁ) = 4(@,7&2). Crnemu arg[A, B;C, D] =
<UAB,t1) — <(AB,t2) = <(ty,t2).-

Cmuka 16.
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IITonomejesa Teopema

ITTosnomejeBa TeopeMa. V illeiiuaron ueilisopoyeny (. weilisopoyeny Koju je yiaucan y kpys)
fipouszsog qyxcuna qujaZonana je jegrax 36upy dpousgoga gycura Hacapamuux cilpanuya.
Hpyzum peuuma,

AC-BD=AB-CD+ AD - BC.

B
Cruka 17.

OBa TeopeMa BaM je BEPOBATHO [103HATA, KA0 H eH fAokas. OBle najeMo JOKa3 IpeKo
nsopasmepe. ITomTo je 4eTBOpOYrao TETHUBAH, MANIONIpE IIOMEHYTE KPYXHHLE Y1 U Y2 C€
IOKIAnajy. 3aTo je AprymMeHT OBOpasMepe Hyia, Tj. ABOpasMepa je peaiHa (# OBO BaXH
3a cBaKy xomGunanwmjy temena A, B, C u D). Tpumemyjyiu 0BO u ueTBPTY OCOOHHY
IBopazMepe nobujamo

1=[A,B;D,C| - [A,D;B,C] = ||4,B; D,C]| - |[4, D; B,C]|
D-A C—A| |B-A C-A
:IDMB'CMBIlB—D'C—DI
_ P-4 [C-A]  |B-4] |C-A4
ID-B| |C-B| " |B=D| |C=D|

) 0| [ o
(58] [z2| (7| Jpe]

AD BC AB €D

=BD ACc T BD Ac

Crest AC - BD = AB - CD + AD - BC.
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