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Sazetak: Poznato je da geometrijska konstrukcija pravilnog sedmougla nije moguéa, pa su od posebnog
znacaja priblizne konstrukcije. U ovom radu dato je sedam pribliznih konstrukcija sedmougla i izracunate
su greske napravljene u tim konstrukcijama.

1. Uvod

Kao sto je poznato pod geometrijskom konstrukcijom podrazumijevamo konstrukciju izvedenu uz pomoé
samo Sestara i lenjira bez podioka. Nemogucénost konstrukcije pravilnog sedmougla pomodcu Sestara i lenjira
bez podioka slijedi iz nemoguénosti konstrukcije centralnog ugla - koji odgovara jednoj stranici pravilnog
sedmougla.

Ovaj problem je zaokupljao paznju matematicara jos§ iz antickih vremena i dugo nije imao rjesenje.
Za Thabit ibn Qurru (Al-Sabi Thabit ibn Qurra al-Harrani, 826. Harran, Mezopotamija - danas Turska;
18.02.901. Bagdad), poznatog astronoma i matematicara, veze se i prijevod knjige o konstrukciji pravilnog
sedmougla, za koju se pretpostavlja da pripada Arhimedu i koja je bila vjerojatno samo fragment Sireg
djela. U ovom djelu, koji je prvi zabiljezeni sistematski osvrt na ovaj problem, se dokazuje da je moguce
izvesti konstrukciju sedmougla ako se na duzoj dijagonali sedmougla znaju presjecne tacke sa druge dvije
duze dijagonale koje polaze iz tjemena stranice paralelne sa polaznom dijagonalom.

U tom periodu zabiljezene su i razli¢ite konstrukcije pravilnog sedmougla koje se ne izvode samo upotrebom
Sestara i lenjira. Izmedu ostalih to su konstrukcije koje se izvode drugim pomagalima ili koristenjem nekih
drugih krivih pored kruga.

U literaturi se najcesée pojavljuju jedna ili dvije priblizne konstrukcije sedmougla. Neke od njih nose
nazive po njihovim autorima. U ovom radu je prikazano sedam pribliznih konstrukcija sedmougla i izracunata
pogreska koju ¢inimo pri tim konstrukcijama. Sve konstrukcije izvedene su pomocu programa GeoGebra
8.2.2.0. Preciznost pribliznih konstrukcija ispitivana je pomoc¢u programa Wolfram Mathematica 6.0.0.

2. Dokaz nemogucénosti konstrukcije pravilnog sedmougla

Uvedimo prvo pojam konstruktibilnosti, odnosno kontruktibilnih brojeva (v. [13]).
Svaka geometrijska konstrukcija predstavlja niz koraka od kojih je svaki korak jedan od sljedeéih:
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. spajanje dviju tacaka pravom,

. presjec¢na tacka dviju pravih,

. kontrukcija kruznice zadanog centra i poluprecnika,
. presjek dviju kruznica,

. presjek kruznic i prave.

U W N~

Uzmimo za pocetak polje Fy = Q. Svaka duz duiine = € Q moze se konstruisati, pa je Fy brojevno polje
(polje zatvoreno u odnosu na geometrijske operacije ” +7, 7 =7, 7 -7 {7 =7),
Neka je sada k; € Q, ali takav da k1 ¢ Q = Fj i formirajmo polje F; (kao prosirenje polja Fp):

F=F [\/E} ={a1 + b1 - VEi | a1, b,k € Fo, k1 ¢ Fol.

Uzmimo ko € Fy, takav da v/ke ¢ Fi, pa mozemo formirati novo polje (prosirenje polja Fy):

F=F [\/E} - {a2+b2\/E | ag,bo, ks € F1, ks & Fl}.

Opéenito, ako imamo brojevno polje F,_1, onda za k, € F,,_1, takav da vk, ¢ F,_1, moZzemo formirati
polje F,,, kao prosirenje polja Fj,_1:

F, = Fp_y [\/E] - {an 4 buFon | an bk € F1, /kn & Fn,1}7

i tako dalje.
Sva ova polja Fy, (k € {0,1,2,...}) su brojevna polja i vrijedi

FhCcF CFKhCc...CF,C... (1)

te svaku duzinu iz datih polja mozemo geometrijski konstruisati. Zaklju¢ujemo, konstruktibilan broj je broj
koji je element nekog od brojevnih polja iz lanca (1) dobijenih na gore opisan nacin.

Primjer 2.1. Pokazimo da je broj /2 + /2 + /3 konstruktibilan.

Zaista,

Fy=Q,V2¢ Fo= Fi=F [V2],

2+V2eFy, ali\/24+V2¢ Fi=F,=F [\/2+\/§ ,

2+V2€ P, ali\/§¢F2:>F3:F2[\/§]-

Odavde zaklju¢ujemo da /2 +v/2 + /3 € Fs, tj. V24 V24 /3 je konstruktibilan broj. &

Za dokaz nemoguénosti konstrukcije pravilnog sedmougla Sestarom i lenjirom bez podioka neophodan je
sljedeéi teorem o kubnoj jednadzbi.

Teorem 2.2. Ako kubna jednadzba sa racionalnim koeficijentima
2 +az +bz+c=0 (2)

nema racionalnih korijena, tada nijedan od njenih korijena nije konstruktibilan, polazeéi od racionalnog polja
Fr=0Q.
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Dokaz : Pretpostavimo suprotno, tj. neka je x konstruktibilan korijen jednadzbe (2). Tada z pripada nekom
polju iz (1). Pretpostavimo da je k najmanji broj takav da korijen kubne jednadzbe (2) lezi u prosirenom
polju Fi. Broj k£ mora biti veé¢i od nule jer se u tvrdenju teorema pretpostavlja da nijedan korijen = ne lezi
u racionalnom polju Fj. Prema tome, x se moze predstaviti u obliku

T =p+q/w
gdje su p, ¢ 1 w iz polja Fy_1, ali \/w ¢ Fy_1. Odatle slijedi da je i
y=pr-avw

korijen jednadzbe (2). Kako je ¢ # 0, to je i x # y.
Opéenito, ako su z1, xo i 3 tri korijena kubne jednadzbe, tada je (prema Vietéovim pravilima)

1+ 29 + 23 = —a. (3)

U nasem slu¢aju, primjenom (3), dobijamo treéi korijen jednadzbe (2) kao u = —a — x — y. Posto je
T+ y = 2p, to znaci da je

U= —a— 2p.
Dakle, u je broj iz polja Fj_1, Sto je kontradikcija sa hipotezom da je k najmanji broj za koji Fj sadrzi
korijen jednadzbe (2). O
Pokazimo sada nemoguénost konstrukcije pravilnog sedmougla. Posmatrajmo jednadzbu z” — 1 = 0,
koju jos mozemo zapisati i kao

z= V1.

Njena rjesenja su data sa

2k 2k
2p = cos = 4isin " (k=0,1,...,6).
7 7
Upravo, tacke z (k= 0,1,...,6) predstavljene u kompleksnoj ravni leze na jedini¢noj kruznici i odgovaraju

vrhovima pravilnog sedmougla. Ocigledno je jedan korijen ove jednadzbe z = 1, pa, dijeledi sa z — 1,
dobijamo jednadzbu

AP+ B2+ 2+ 24+1=0, (4)
odnosno
1 1 1 1 1 1
3., .2 _ 3 2 _
) e+z +z+1+;+;+;—0©(z +Z—3)+(z +z72)+(z+2)+1*0'
Uvodedi smjenu z + 1 =y dobijamo da je 22 + & =y? — 21 2% + X = y® — 3y. Zbog toga je

4) ey’ —3y+y?—2+y+1=0,
odnosno,
v H+yP—2y+1=0. (5)

Takoder,

1 2 2 2 2 2
y:z—i—; =z+27t :((30577T —&—isin%)—l—(cos%r—isin?ﬂ):2cos7ﬂ-=2cos¢.
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Ocito je da kubna jednadzba (5) ima racionalne koeficijente. Prema teoremu o kubnoj jednadzbi dovoljno je
pokazati da nijedno rjesenje jednadzbe nije racionalno jer u tom slu¢aju sva rjesenja bi bila nekonstruktibilni
brojevi. Stoga, pretpostavimo suprotno, tj. neka je y = T (r€Z, seN, (r,5) = 1) rjesenje kubne

jednadzbe (5). Zamjenom y = = u (5) dobijamo kubnu jednadzbu
3 4 r?s — 2rs? — 5% = 0.

Odavde onda slijedi da je

3 = s(s? 4+ 251 — %) = s)rd = slr = s =1,
ali i
S=r(r?+rs—2) = rlsd = rls=re{-1,1}
Prema tome, y € {—1,1}. Neposredno se provjerava da y = —1 i y = 1 nisu rjeSenja jednadzbe (5).
Zakljucujemo da broj y = 2 cos ¢ nije konstruktibilan pa ni cos ¢ nije konstruktibilan broj.
To znaéi da nije moguée izvrsiti geometrijsku konstrukciju ugla ¢ = 27”7 a samim tim onda i geometrijska

konstrukcija pravilnog sedmougla nije moguéa.

3. Priblizne konstrukcije

3.1. Priblizna konstrukcija br. 1

Nacrtajmo kruznicu sa centrom u tacki O i poluprecnikom OA (vidjeti Sliku 1). U tacki A nacrtajmo
kruznicu jednakog poluprecnika kao kod polazne kruznice. Ona sijeCe polaznu kruznicu u tackama B i C.
Duz BC sijeée polupreénik OA u tacki D. Kruznica sa centrom u tacki B i polupreénika BD sijee polaznu
kruznicu u tackama F i F. Duzi BE i BF su priblizne stranice trazenog sedmougla.

Slika 1: Konstrukcija sedmougla br. 1

3.2. Priblizna konstrukcija br. 2

Konstruirajmo kruznicu sa centrom u tacki A i dva okomita preénika AB i AC (vidjeti Sliku 2). Tacka S
je sredina duzi BC. U tacki B podizemo okomicu na duz BC, a tacku D nalazimo tako da je |BS| = |BD|.
Kruznica sa centrom u tacki D i polupreénika BD sijece duz CD u tacki E. Tacke F' i P presjeka kruznice
(sa centrom u tacki C) polupreénika CE i polazne kruznice su tjemena sedmougla. Duzi CP i CF su
priblizne stranice trazenog sedmougla.
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Slika 2: Konstrukcija sedmougla br. 2

8.8. Priblizna konstrukcija br. 3
Preénik AB kruznice sa centrom u tacki O podijelimo na sedam jednakih dijelova (vidjeti Sliku 3). Tacku

C dobijamo u presjeku dvije kruznice polupre¢nika AB i centrima u tackama A i B. Tacka P se nalazi na
drugom dijelu podjele preénika AB. Prava C'P sijete polaznu kruznicu u dvije tacke, a dalju od tacke C
obiljezimo sa D. Duz AD je stranica priblizno jednaka stranici trazenog sedmougla.

Slika 3: Konstrukcija sedmougla br. 3

8.4. Priblizna konstrukcija br. 4
Konstrukeiju sedmougla br. 4 izvodimo iz konstrukcije petougla (vidjeti Sliku 4). o
Neka nam je dat petougao ABCDE i kruznice opisane i upisane u njega. Polupreénik OA sijece kruznicu

upisanu u petougao u tacki F. Tacke H i G dobijamo tako da je |AF| = |FH|i|AG| =2 |AF|.
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U kruznicu polupretnika OH sa centrom u O upisan je jednakostranitni trougao AHIJ. Prava IJ sijete
kruZznicu sa centrom u tacki O i polupretnika OG u tatkama P i (). Tacka R se dobije polovljenjem luka
PG. Duz PR je stranica priblizno jednaka stranici trazenog sedmougla.

Slika 4: Konstrukcija sedmougla pomo¢u petougla

3.5. Priblizna konstrukcija br. 5
Za ovu jednostavnu konstrukciju nam je potrebna mreza koordinatnog sistema (vidjeti Sliku 5).

Slika 5: Konstrukcija sedmougla pomoéu koordinatne mreze

Nacrtajmo kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku O tako da prolazi tackom A(2,4). Tjemena G i
F nalazimo u presjeku kruznice i prave y = —1. Zajedno sa tackom H imamo tri tjemena, a ostala Cetiri je

lako konstruisati pomoc¢u odgovarajucih lukova.
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3.6. Priblizna konstrukcija br. 6

Veoma jednostavnu i elegantnu pribliznu konstrukeiju sedmougla je dao Albrecht Diirer (vidjeti Sliku
6). Oko jednakostraniénog trougla AABC opisana je kruznica. Tacka D je sredina stranice BC. Kruznica
sa centrom u tacki C i polupreénika CD sijece poéetnu kruznicu u tactkama F i F. Sa tackom C to su tri
tjemena trazenog sedmougla. Vrijednost centralnog ugla ovako konstruisanog sedmougla je priblizno 51°19;
S§to je dobra aproksimacija za vrijednost centralnog ugla pravilnog sedmougla od @ ~ 51°26'.

Slika 6: Konstrukcija sedmougla Albrechta Diirera

8.7. Priblizna konstrukcija br. 7

Ova elegantna konstrukcija sedmougla izvodi se pomoéu ¢etiri luka (vidjeti Sliku 7).

M

Slika 7: Konstrukcija sedmougla pomoc¢u ¢etiri luka
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U tacki A kruznice preénika AB sa centrom u C konstruirajmo luk /; polupreénika AC. U tagki D presjeka
luka [y i pocetne kruznice konstruiramo drugi luk o, istog polupreénika, koji sijece duz BD u tacki E. Tacka
E je centar treéeg luka l3 polupre¢nika ED koji sije¢e polupreénik AC' u tacki F. Ocigledno je

|AC| = |AD| = |DC| = |DE| = |EF| .

Cetvrti luk je sa centrom u tacki D i polupreénika DF i sije¢e polaznu kruznicu u tacki G. Duz DG je
stranica priblizno jednaka stranici trazenog sedmougla.
Po konstrukciji je

<GCD = <FED = 120° — arccos(sin(60°) — sin(30°)).

4. Pogreska u konstrukcijama

Greske koje ¢inimo u gore navedenim pribliznim konstrukcijama sedmougla date su u Tablici 1. Prikazane
su u procentima odstupanja vrijednosti centralnog ugla sedmougla u pribliznim konstrukcijama od tacne
vrijednosti tog ugla kod pravilnog sedmougla.

Konstrukcija Centralni ugao | Greska
Pravilan sedmougao 51.428571° 0.000%
Konstrukcija 1 51.317812° 0.215%
Konstrukcija 2 51.827292° 0.775%
Konstrukcija 3 51.518222° 0.174%
Konstrukcija 4 51.460483° 0.062%
Konstrukcija 5 51.460500° 0.062%
Konstrukcija 6 51.316667° 0,218%
Konstrukcija 7 51.470701° 0.082%

Tablica 1: Pogreske pri gore navedenim pribliznim konstrukcijama sedmougla

Literatura
[1] A. Aaboe: Episodes from the Early History of Mathematics, Washington, Math. Assoc. Amer., 1964.
[2] L. Bankoff, J. Garfunkel: The Heptagonal Triangle., Math. Mag. 46, 1973.
[3] V. Bengié¢: Elementarna geometrija, I1. dio, Skolska knjiga, Zagreb, 1974.
[4] B. Bold: Famous Problems of Geometry and How to Solve Them, New York: Dover, 1982.
[5] J. L. Coolidge: The mathematics of great amateurs, Oxford, University Press, 1950.
[6] J. C. Cortés: Estudio matemdtico del trazado general de poligonos regulares, Epsilon 39, 1997.
[7] R. Courant, H. Robbins: Sta je matematika?, Nauéna knjiga, Beograd, 1973.
[8] R. Courant, H. Robbins: The Regular Heptagon, An Elementary Approach to Ideas and Methods, Oxford University

Press, 1996.
| 7. Hanjs: Priblizne konstrukcije nekih pravilnih mnogokuta, MFL 1, 1993/94.
| R. Hartshorne: Geometry Euclid and Beyond, Springer, New York, 2000.
] Z. Lucié: Ogledsi iz istorije anticke geometrije, Sl. glasnik, Beograd, 2009.
] G. E. Martin: Geometric Constructions, Springer-Verlag, New York, 1998.
] M. Nurkanovi¢: Elementarna matematika sa stanovista vise matematike, 2018. (skripta).
]
]
]
]

[9

—=T="
=W N = O

R. Onodi: Razli¢iti algebarski i geometrijski aspekti konstrukcije pravilnih poligona, Magistarski rad, PMF Tuzla, 2010.
[15] D. Paunovié: Pravilni poligoni, Drustvo matematicara Srbije, Beograd, 2006.

[16] J. Stillwell: Mathematics and Its History, Springer-Verlag, New York, 1989.

[17] D. Wells: The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Geometry, London, 1991.


PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk     објавено на 10.12.2022


	Zehra Nurkanovic, Robert Onodi Sedam približnih konstrukcija pravilnog sedmougla

