
1. Îïðåäåëåòå ãè ñèòå ôóíêöèè f � R� R òàêâè øòî çà ñèòå x; y > R âàæè:

xf�x � y� � yf�y � x� � f�x2 � y2� :
Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèìå äåêà ñèòå ôóíêöèè îä îáëèê f�x� � cx, êàäå øòî c å ðåàëíà
êîíñòàíòà, jà çàäîâîëóâààò ðàâåíêàòà. (1ï)
Ñî P �x; y� ãî îçíà÷óâàìå òâðäå»åòî

xf�x � y� � yf�y � x� � f�x2 � y2�:
Îä P �0;0� äîáèâàìå f�0� � 0 è ñî ïîìîø íà òîà, çàåäíî ñî P �x;0�, çàêëó÷óâàìå äåêà xf�x� �

f�x2� çà ñèòå x > R. Îä P ��x;0� èìàìå è äåêà �xf��x� � f�x2� � xf�x� çà ñèòå x > R. Îòòàìó,
àêî x x 0 òîãàø f��x� � �f�x�. Ñî îãëåä äåêà f�0� � 0, ñëåäóâà äåêà f��x� � �f�x� çà ñèòå
x > R, ò.å. f å íåïàðíà ôóíêöèjà. (2ï)
Îä P �y; x� ñå äîáèâà:

yf�y � x� � xf�x � y� � f�y2 � x2� � f�x2 � y2� � xf�x � y� � yf�y � x� : (1ï)

Ñîãëàñíî íåïàðíîñòà íà f , âàæè f�x � y� � �f�y � x�, øòî çíà÷è äåêà:

yf�x � y� � xf�y � x� � xf�x � y� � yf�y � x�: (1ï)

Äà ôèêñèðàìå t > R è çàìåíèìå x �
t�1
2

è y � t�1
2

âî ïîñëåäíàòà ðàâåíêà. Äîáèâàìå

f�t� � t � f�1� ; çà ñåêîj t > R :

Ñëåäñòâåíî, ñèòå ðåøåíèjà ñå äàäåíè ñî f�x� � cx, êàäå c å ðåàëíà êîíñòàíòà. (3ï) �

2. Íåêà p è q ñå íåïàðíè ïðîñòè áðîåâè è íåêà a å ïðèðîäåí áðîj òàêîâ øòî pSaq � 1 è qSap � 1.
Äîêàæåòå äåêà pSa � 1 èëè qSa � 1.

Ðåøåíèå. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà p Ñ a � 1 è q Ñ a � 1. Áåç ãóáå»å íà îïøòîñò, íåêà q C p.
Íåêà t � ordp�a�. Áèäåj�êè pSaq � 1, äîáèâàìå pSa2q � 1 � �aq � 1��aq � 1�. Òîà çíà÷è äåêà tS2q, è

îòòóêà t > �1;2; q;2q� : (2ï)
Àêî t � 1, òîãàø pSa � 1, øòî ïîâëåêóâà p � 2; íî p å íåïàðåí, ïà îâîj ñëó÷àj íå å âîçìîæåí.

(1ï) Àêî t � q, òîãàø pSaq �1; íî èñòî òàêà çíàåìå äåêà pSaq �1, ïà ñî òîà çàêëó÷óâàìå äåêà pS2,
øòî ïîâòîðíî å êîíòðàäèêöèjà. (1ï) Äîêîëêó ïàê t � 2q, îä ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà äîáèâàìå
2qSp � 1. Íî, p � 1 @ p B q @ 2q, îä êàäå ïîâòîðíî ñå äîáèâà êîíòðàäèêöèjà. (3ï) Çàêëó÷óâàìå
äåêà t � 2 è òîãàø âàæè pSa2 � 1. Ñî îãëåä äåêà p Ñ a � 1, äîáèâàìå pSa � 1, øòî è òðåáàøå äà ñå
äîêàæå. (1ï) �

3. Âî ãðàäîò íà ¶ó¶è»àòà èìà 1000 èäåíòè÷íè çãðàäè, îä êîè ñåêîjà èìà 1000 êàòà, ïðè øòî
òî÷íî åäíî ¶ó¶å æèâåå íà ñåêîj êàò. Ñåêîj æèòåë âî ãðàäîò íîñè êàïà îáîåíà âî åäíà îä 1000

ìîæíè áîè è áèëî êîè äâà ñòàíàðè íà èñòà çãðàäà èìààò ðàçëè÷íî îáîåíè êàïè. Çà äâå ¶ó¶è»à
âåëèìå äåêà ñå èðèjàøåëè äîêîëêó íîñàò êàïè âî èñòà áîjà, è æèâåàò íà ïîñëåäîâàòåëíè êàòîâè
(âî ðàçëè÷íè çãðàäè). Îäðåäåòå ãî íàjãîëåìèîò ìîæåí áðîj íà (íåïîäðåäåíè) ïàðîâè ¶ó¶è»à
êîè ñå ïðèjàòåëè.
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Ðåøåíèå. Íåêà k � 500. Ïðâî �êå ïîêàæåìå äåêà çà ôèêñíà áîjà c, íå ìîæå äà èìà ïîâå�êå îä
k2 ïàðîâè äðóãàðè ñî êàïè âî áîjàòà c.
Íàâèñòèíà, äà ôîðìèðàìå (åäíîñòàâåí) ãðàô ÷èè òåìè»à ñå ¶ó¶è»àòà ñî êàïè âî áîjàòà c

ïðè øòî ïîìå�ãó äâå òåìè»à èìà ðåáðî äîêîëêó ñîîäâåòíèòå ¶ó¶è»à ñå ïðèjàòåëè. (1ï)
Äà ïîêàæåìå äåêà îâîj ãðàô íåìà òðèàãîëíèöè. Äà ãî ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíîòî, äåêà

¶ó¶è»àòà êîè æèâåàò íà êàòîâè ñî áðîåâè s1, s2 è s3 ñå ïðèjàòåëè (ïî ïàðîâè). Áåç ãóáå»å
íà îïøòîñòà, íåêà s1 A s2 A s3. Òîãàø s1 � s2 � 1 è s2 � s3 � 1. Íî îâà çíà÷è äåêà ¶ó¶è»àòà
êîè æèâåàò íà êàòîâèòå íóìåðèðàíè ñî áðîåâèòå s1 è s3 íå ñå ïðèjàòåëè áèäåj�êè s1 � s3 � 2,
êîíòðàäèêöèjà. (1ï)

�Êå ãî êîðèñòèìå ñëåäíèîò ïîìîøåí ðåçóëòàò (ïîçíàò êàêî Òåîðåìà íà Ìàíòåë).

Ëåìà. Ñåêîj åäíîñòàâåí ãðàô îä ðåä (áðîj íà òåìè»à) n C 3 è ãîëåìèíà (áðîj íà ðåáðà)m A �n2
4
�

ñîäðæè òðèàãîëíèê. (1ï)

Äîêàç 1. Äà çàáåëåæèìå äåêà òâðäå»åòî å èñïîëíåòî çà n > �4; 5�. Ïîä ïðåòïîñòàâêà äåêà
òâðäå»åòî íå å òî÷íî âî îïøò ñëó÷àj, ðàçãëåäóâàìå ïðîòèâïðèìåð G îä íàjìàë ìîæåí ðåä n.
Çíà÷è n C 5. Íåêà uv å ïðîèçâîëíî ðåáðî îä G. Ñî îãëåä äåêà uv íå ëåæè íà òðèàãîëíèê, íå
ïîñòîè òåìå w êîå å ñîñåäíî ñî îáåòå u è v. Îòòàìó, �deg�u� � 1� � �deg�v� � 1� B n � 2, îäíîñíî
deg�u� � deg�v� B n. Íåêà G�

� G � u � v å ãðàôîò äîáèåí îä G ñî áðèøå»å íà òåìè»àòà u è v

(çàåäíî ñî ñèòå ðåáðà èíöèäåíòíè ñî áàðåì åäíî îä îâèå äâå òåìè»à). Òàêà G� èìà ðåä (áðîj
íà òåìè»à) n� � n � 2 è ãîëåìèíà (áðîj íà ðåáðà)

m�
�m � �deg�u� � deg�v�� � 1 Cm � n � 1 A �n2

2
� � n � 1 :

Çíà÷è,

m�
A
n2

4
� n � 1 �

n2 � 4n � 4

4
�

�n � 2�2
4

:

Ñî îãëåä äåêà n � 2 C 3, îä ìèíèìàëíèîò èçáîð íà G ñëåäóâà äåêà G� ñîäðæè òðèàãîëíèê. Íî,
G�

b G, øòî ïðîòèâðå÷è íà ïðåòïîñòàâêàòà äåêà G íå ñîäðæè òðèàãîëíèê. l

Äîêàç 2. Íåêà G å åäíîñòàâåí ãðàô îä ðåä n êîj íå ñîäðæè òðèàãîëíèöè. Ñî � ãî îçíà÷óâàìå
áðîjîò íà åëåìåíòè íà åäíî íàjãîëåìî íåçàâèñíî ìíîæåñòâî A b V �G�. (Çà ïîäìíîæåñòâî îä
V �G� âåëèìå äåêà å íåçàâèñíî äîêîëêó íåìà ðåáðà ïîìå�ãó íåãîâèòå åëåìåíòè.) Íåêà � � n��.
Ñî îãëåä äåêà G íå ñîäðæè òðèàãîëíèê, ñîñåäèòå íà ïðîèçâîëíî òåìå v > V �G� ôîðìèðààò
íåçàâèñíî ìíîæåñòâî. Îòòàìó, deg�v� B �.
Ñåêîå ðåáðî îä G èìà áàðåì åäåí çàâðøåòîê (òåìå) âî ìíîæåñòâîòî B � V �G��A (áèäåj�êè

A å íåçàâèñíî). Çàòîà, áðîåj�êè ãè ðåáðàòà íà G ãëåäàíî îä íèâíèòå çàâðøåòîöè âî B, èìàìå
m � SE�G�S B Q

v>B

deg�v�. Ñëåäñòâåíî, íåðàâåíñòâîòî ïîìå�ãó àðèòìåòè÷êà è ãåîìåòðèñêà ñðåäèíà
äàâà

m B Q
v>B

deg�v� B �� B �� � �
2

�2 � n2

4
.

Âñóøíîñò, îâîj äîêàç ïîêàæóâà íåøòî ïîâå�êå: Ïîìå�ãó åäíîñòàâíèòå ãðàôîâè îä ðåä n êîè

íå ñîäðæàò òðèàãîëíèê, íàjìíîãó ðåáðà, èìåíî �n2
4
�, èìà åäèíñòâåíî ãðàôîò K�n

2
�;�n

2
�. l

(1ï)

Îä ëåìàòà íåïîñðåäíî èìàìå äåêà ñåêîj åäíîñòàâåí ãðàô áåç òðèàãîëíèöè êîj èìà 2k òåìè»à
ìîæå äà èìà íàjìíîãó k2 ðåáðà. (Ïðèòîà, ðàâåíñòâî ñå äîñòèãíóâà åäèíñòâåíî çà êîìïëåòíèîò
áèïàðòèòåí ãðàôKk;k.) Îòòóêà, çà ñåêîjà áîjà ìîæå äà èìà íàjìíîãó k

2 ïàðîâè ¶ó¶è»à ïðèjàòåëè
ñî êàïè âî òàà áîjà. Ñëåäñòâåíî, âêóïíèîò áðîj íà ïðèjàòåëñòâà âî ãðàäîò íå ìîæå äà íàäìèíå
2k � k2 � 2k3 � 2 � 5003. (1ï)
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Çà äà äîáèåìå êîíñòðóêöèjà ïðè êîjà ñå ðåàëèçèðà äîáèåíàòà ãîðíà ãðàíèöà, íåêà �c1,...,c2k�
å ìíîæåñòâîòî áîè. Âî ïðâèòå 500 çãðàäè çåìàìå íèçàòà áîè íà êàïèòå êîè ¶ó¶ó»àòà ñòàíàðè ãè
íîñàò, ðåäîñëåäíî îä äîëó íàãîðå, äà å c1; c2; c3; c4; : : : ; c2k�1; c2k, à âî ïðåîñòàíàòèòå 500 çãðàäè
íåêà òàà íèçà ãëàñè c2; c1; c4; c3; : : : ; c2k; c2k�1. Òàêà ñåêîå ¶ó¶å èìà òî÷íî k ïðèjàòåëè. Ñî îãëåä
äåêà âêóïíèîò áðîj íà ¶ó¶è»à å 2k � 2k � 4k2, âêóïíèîò áðîj íà ïðèjàòåëñòâà å

1

2
� kn2 � k � 2k3 � 2 � 5003:

Îòòóêà çàêëó÷óâàìå äåêà íàjãîëåìèîò ìîæåí áðîj íà ïðèjàòåëñòâà èçíåñóâà 2 � 5003. (3ï) �

4. Íåêà ABC å îñòðîàãîëåí òðèàãîëíèê êîj íå å ðàìíîêðàê. Íåêà H å îðòîöåíòàð íà QABC.
Êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî A è ðàäèóñ AH jà ñå÷å îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó QBHC âî òî÷êà
Ta x H. Òî÷êèòå Tb è Tc ñå äåôèíèðàíè àíàëîãíî. Äîêàæåòå äåêà H ëåæè íà îïèøàíàòà
êðóæíèöà îêîëó QTaTbTc.

Ðåøåíèå 1. Íåêà M å ñðåäèíà íà BC. Ñî S jà îçíà÷óâàìå öåíòðàëíàòà ñèìåòðèjà âî îäíîñ
íà òî÷êàòà M . Àêî A�

� S�A�, òîãàø BA�CH å òåòèâåí áèäåj�êè

�BA�C ��BHC ��BAC ��BHC � 180X;

çàòîà øòî �BA�C � �BAC è �BHC � 180X � �BAC. Èñòî òàêà ãëåäàìå äåêà S�A� �

A�, S�B� � C, S�C� � B, øòî ïîâëåêóâà äåêà S jà ïðåñëèêóâà îïèøàíàòà êðóæíèöà íà
òðèàãîëíèêîò ABC âî îïèøàíàòà êðóæíèöà íà BHC. Êîíêðåòíî, S ãî ïðåñëèêóâà öåíòàðîò
O íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó ABC âî öåíòàðîò S íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó BHC.
(1ï)
Îñâåí òîà, îä OM Ù BC ñëåäóâà äåêà OS Ù BC è OM �MS. Ïîçíàòî å äåêà AH � 2 �OM ,

øòî ìîæå äà ñå äîêàæå òàêà øòî �êå ñå ïðèìåòè äåêà AO è HM ñå ñå÷àò íà êðóæíèöàòà îêîëó
ABC âî òî÷êàòà H � è äåêà OM å ñðåäíà ëèíèjà âî òðèàãîëíèêîò AHH �. (1ï)
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Ñåãà ìîæåìå äà êàæåìå äåêà AH � 2 �OM � OS. Ìå�ãóòîà, AH Ù BC è OS Ù BC, øòî çíà÷è
äåêà AH å ïàðàëåëíà ñî OS. Òîà çíà÷è äåêà AHSO å ïàðàëåëîãðàì, îä êàäå çàêëó÷óâàìå äåêà
AS ìèíóâà íèç ñðåäèíàòà E îä OH. Èìàìå äåêà AH � ATa îä äåôèíèöèjàòà íà Ta è SH � STa
çàòîà øòî S å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó BHC. Çàêëó÷óâàìå äåêà AS å ñèìåòðàëà
íà HTa, íî E ëåæè íà ïðàâàòà AS, øòî çíà÷è äåêà ETa � EH. (4ï)
Àíàëîãíî, äîáèâàìå äåêà ETb � ETc � EH. Òîà çíà÷è äåêà ETa � ETb � ETc � EH, îä êàäå

ñå äîáèâà äåêà HTaTbTc å òåòèâåí ñî öåíòàð âî E. (2ï) �

Ðåøåíèå 2. Òîà øòî ñå áàðà äà ñå äîêàæå å åêâèâàëåíòíî ñî êîíêóðåíòíîñòà íà ñèìåòðàëèòå
íà HTa, HTb è HTc. Òèå ñèìåòðàëè ñå îä îáëèêîò AOa (ò.å. BOb, COc), êàäå Oa (ò.å. Ob, Oc)
å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà íà QBHC (QCHA, QAHB). Îä ñèíóñíàòà òåîðåìà èìàìå
sin�BAOa

BOa
�

sin�ABOa
AOa

è sin�CAOa
COa

�
sin�ACOa

AOa
, (1ï) ïðè øòî ñî äåëå»å íà ïîñëåäíèâå äâà èçðàçà

è êîðèñòåj�êè ãî ôàêòîò äåêà

�ABOa ��ABH ��HBOa � 90X � � �
180X ��BOaH

2
�

� 90X � � � 90X ��BCH � 90X � � � �; (2ï)

ñëåäóâà sin�BAOa
sin�CAOa

�
sin�90X�����
sin�90X���
� , à ñëè÷íî äîáèâàìå è sin�CBOb

sin�ABOb
�

sin�90X���
�
sin�90X����� è sin�ACOc

sin�BCOc
�

sin�90X�
���
sin�90X�
��� . (2ï) Ñî ìíîæå»å íà îâèå òðè èçðàçà (è êîðèñòåj�êè ãî èäåíòèòåòîò sin��90X�x� �
sin��90X � x�) äîáèâàìå

sin�BAOa

sin�CAOa

�
sin�CBOb

sin�ABOb

�
sin�ACOc

sin�BCOc

� 1;

øòî ñïîðåä òðèãîíîìåòðèñêèîò îáëèê íà òåîðåìàòà íà ×åâà ïîâëåêóâà äåêà AOa, BOb è COc

ñå êîíêóðåíòíè, øòî è òðåáàøå äà äîêàæåìå. (3ï) �

5. Îêîëó òðêàëåçíà ìàñà ñåäàò n ìîì÷è»à è n äåâîj÷è»à, ïðè øòî n A 3. Âî ñåêîj ÷åêîð,
äâå ñîñåäíè äåöà ìîæå äà ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà. Ïîä åíøðîèèjà íà äàäåíà êîíôèãóðàöèjà
(ðàñïîðåä íà ñåäå»å) ñå ïîäðàçáèðà íàjìàëèîò ìîæåí áðîj íà ÷åêîðè ïîñëå øòî ñåêîå äåòå
èìà áàðåì åäåí ñîñåä îä ñâîjîò ïîë. Íàjäåòå jà íàjãîëåìàòà ìîæíà åíòðîïèjà ïîìå�ãó ñèòå
êîíôèãóðàöèè.

Ðåøåíèå 1. Îäãîâîð: n � 2.
Âåëèìå äåêà äåòå å îñàìåíî àêî íåìà íèòó åäåí ñîñåä îä èñò ïîë, âî ñïðîòèâíî âåëèìå äåêà å
çgðóæåíî.
Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà n � 2 ÷åêîðè ñå íåîïõîäíè. Äà jà ðàçãëåäàìå êîíôèãóðàöèjàòà ñî åäíî
îñàìåíî äåâîj÷å è åäíî îñàìåíî ìîì÷å êîè ñåäàò íà äèjàìåòðàëíî ñïðîòèâíè ìåñòà. Îñàìåíîòî
ìîì÷å ñåäè òî÷íî âî ñðåäèíàòà ïîìå�ãó n � 1 ïîñëåäîâàòåëíè äåâîj÷è»à, à îñàìåíîòî äåâîj÷å
ñåäè òî÷íî âî ñðåäèíàòà ïîìå�ãó n�1 ïîñëåäîâàòåëíè ìîì÷è»à. Jàñíî å äåêà ñå ïîòðåáíè áàðåì
n � 2 ÷åêîðè äà ãè çäðóæèìå è îñàìåíîòî ìîì÷å è îñàìåíîòî äåâîj÷å:
Àë�îðèøàì 1 : ãè ïîìåñòóâàìå îñàìåíîòî ìîì÷å è îñàìåíîòî äåâîj÷å åäåí êîí äðóã ñå äîäåêà
ìå�ãó íèâ èìà 2 äåöà îä ðàçëè÷åí ïîë, çà øòî íè òðåáààò n � 3 ÷åêîðè, è íà êðàj ãè çàìíóâàìå
äâåòå äåöà âî ñðåäèíàòà. (1ï)
Äà äåôèíèðàìå �ëîê äà áèäå ãðóïà îä áàðåì 2 ïîñëåäîâàòåëíè äåöà îä èñò ïîë. Çà îñàìåíî äåòå
êîå ñåäè ïîìå�ãó äâà áëîêà âåëèìå äåêà å èçîëèðàíî. Ãðóèà å ìíîæåñòâî íà ïîñëåäîâàòåëíè äåöà.

Ãî äåëèìå ðåøåíèåòî âî íåêîëêó ëåìè.

Ëåìà 1. Íàèçìåíè÷íà íèçà ñî äîëæèíà 2k êàäå k A 3, ñî îãðàíè÷óâà»å äà íå ãè ïîìåñòèìå
êðàjíèòå äåöà, ìîæå äà áèäå çäðóæåíà ñî íàjìíîãó �k

2
� ÷åêîðè, øòî íå íàäìèíóâà k � 2.
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Äîêàç. Íåêà íèçàòà å d1m1d2m2 : : : dkmk, ïðè øòî íå ñìååìå äà ãè ïîìåñòèìå d1 and mk. (Òóêà
m îçíà÷óâà ìîì÷å, à d äåâîj÷å.) Äà çàáåëåæèìå äåêà çà k � 2 îäãîâîðîò å 1 (ðàçìåíè ãè d2 and
m1). Çà k � 3 îäãîâîðîò å 3. �Êå ãî äîêàæåìå ãëàâíîòî òâðäå»å ñî èíäóêöèjà. Çà k � 4 îäãîâîðîò
å 2, òðåòèðàj�êè jà íèçàòà êàêî 2 ïîñåáíè íèçè, ñåêîjà ñî äîëæèíà 4, çà êîè íè òðåáà ïî 1 ÷åêîð.
Çà k � 5 íè òðåáààò 3 ÷åêîðè, ðàçìåíè ãè m1 è d2, m4 è d5, è íà êðàjîò m3 è d3. Íåêà âàæè
çà ñèòå ïðèðîäíè áðîåâè ïîìàëè îä k, �êå ãî äîêàæåìå çà k: ãè èãíîðèðàìå ïîñëåäíèòå 4 äåöà
íàjäåñíî, ïîòîà ïî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà ãè çäðóæóâàìå îñòàíàòèòå ñî �k�2

2
� ÷åêîðè, è çà êðàj

óøòå 1 ÷åêîð çà ïîñëåäíèòå 4 äåöà. (1ï) l

Ñëèêà 1. Ëåìà 1 - Çà n � 6 ïîòðåáíè ñå 3 ÷åêîðè.

Ïîñëåäèöà. Àêî ñèòå 2n äåöà ñå îñàìåíè, äîâîëíè ñå �n
2
� ÷åêîðè çà äà ãè çäðóæèìå. l

Ëåìà 2. Íåêà ñèòå îñàìåíè äåöà ñå îä èñò ïîë (íà ïðèìåð äåâîj÷è»à). Òîãàø ìîæåìå äà ãè
çäðóæèìå ñî íàjìíîãó �n

2
� ÷åêîðè.

Äîêàç. Íåìà îñàìåíè ìîì÷è»à, øòî çíà÷è ñèòå ïðèïà�ãààò íà áëîêîâè. Ãè áîèìå ñèòå ìîì÷è»à
íà åäåí áëîê âî åäíà áîjà, ñèíà èëè öðâåíà, òàêà øòî ïîñëåäîâàòåëíè äèñjóíêòíè áëîêîâè
ìîì÷è»à ñå ñî ðàçëè÷íè áîè (½øàõîâñêè�). Åäíà îä îâèå áîè, äà ðå÷åìå ñèíà, èìà íàjìíîãó �n

2
�

ìîì÷è»à. Îäåj�êè îêîëó ìàñàòà, êîãà �êå ñðåòíåìå îñàìåíî äåâîj÷å, ãî äâèæèìå íèç ñèíèîò ëàê
îä ìîì÷è»à ñîñåäåí íà òîà äåâîj÷å. Âàêà �êå íàïðàâèìå íàjìíîãó �n

2
� ÷åêîðè äà ãè çäðóæèìå

ñèòå äåâîj÷è»à, áèäåj�êè ñåêîå ñèíî ìîì÷å �êå áèäå ïîìåñòåíî íàjìíîãó åäíàø, à öðâåíèòå
ìîì÷è»à âîîïøòî íå ñå äâèæàò. l

Äà íàãëàñèìå äåêà ½ñðåäáèòå� (½çäðóæóâà»àòà�) ñåêîãàø ñå ñëó÷óâààò íà êðàåâèòå íà ñèíèòå
ëàöè, çà äà èçáåãíåìå ðàçäâîjóâà»å íà ìîì÷è»à êîè ñå âå�êå çäðóæåíè. Ñî äðóãè çáîðîâè, êîãà
çäðóæóâàìå 2 äåöà, åäíî îä íèâ âîîïøòî íå ñå ïîìåñòóâà.
Ïîíàòàìó, ïðåòïîñòàâóâàìå äåêà èìà íàjìàëêó åäíî îñàìåíî ìîì÷å è åäíî îñàìåíî äåâîj÷å.

Ëåìà 3. Ìàñà áåç àëòåðíèðà÷êà íèçà ïîäîëãà îä 2 ìîæå äà ñå çäðóæè âî n � 2 ÷åêîðè.
Äîêàç. Çà äàäåí áëîê äåöà âåëèìå äåêà å î�ðàgà àêî áàðåì äî åäåí íåãîâ êðàj ñå íàî�ãà îñàìåíî
äåòå. ÍåêàOm å áðîjîò íà ìîì÷è»à êîè ïðèïà�ãààò íà îãðàäè,Od áðîjîò íà äåâîj÷è»à íà îãðàäè,
Sm áðîjîò íà ñàìè ìîì÷è»à è Sd áðîjîò íà ñàìè äåâîj÷è»à. Jàñíî Om � Sm B n è Od � Sd B n.
Áèäåj�êè íåìà íàèçìåíè÷íà íèçà, ñåêîå îñàìåíî äåòå å èçîèðàíî. Èñòî òàêà, èìàìå have Sm C 1
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Ñëèêà 2. Ëåìà 2 - Âî ãðóïèòå çàîêðóæåíè ñî �� èìà âêóïíî 4 ìîì÷è»à, à âî
ãðóïèòå çàîêðóæåíè ñî ���� èìà âêóïíî 8 ìîì÷è»à. Ïðè îâàà êîíôèãóðàöèjà,
çà n � 12 è 4 îñàìåíè äåâîj÷è»à, èìàìå ðåøåíèå âî 4 ÷åêîðè.

and Sd C 1. Íà èñò íà÷èí êàêî âî Ëåìà 2 ìîæå äà ñå äîêàæå äåêà ñèòå ìîì÷è»à ìîæå äà ñå
çäðóæàò ñî �Od

2
� ÷åêîðè, è ñèòå îñàìåíè äåâîj÷è»à ñî �Om

2
� ÷åêîðè. Âî îâîj ïðîöåñ òðåáà äà

ñå âíèìàâà äà ñå îäáåãíå äâîjíî áðîå»å, ò.å. èçîëèðàíî äåòå äà íå ñòàíå äåë îä îãðàäà. Çà îâà
ãî êîðèñòèìå èñòèîò ïðèñòàï îä Àëãîðèòàì 1: àêî èçîëèðàíî äåâîj÷å è èçîëèðàíî ìîì÷å ñå
äâèæàò åäåí êîí äðóã, ãè çàïèðàìå êîãà ìå�ãó íèâ îñòàíóâààò 2 äåöà îä ðàçëè÷åí ïîë, è ïîòîà
ãè ðàçìåíóâàìå îâèå 2 äåöà âî ñðåäèíàòà.
Àêî Sm C 2 èëè Sd C 2, ïîòðåáíèîò áðîj íà ÷åêîðè íå íàäìèíóâà �Om

2
� � �Od

2
� @ n � 1.

Àêî Sm � 1 è Sd � 1:
- Àêî Om �Od @ 2n � 2, �Om

2
� � �Od

2
� @ n � 1

- Àêî Om �Od � 2n � 2, âî íàjëîø ñëó÷àj íè òðåáààò n � 2 ÷åêîðè êàêî âî Àëãîðèòàì 1.
Îâà ãî êîìïëåòèðà äîêàçîò íà Ëåìà 3. (1ï) l

Ìîæåí å àëòåðíàòèâåí äîêàç ïðåêó êîíöåïòîò íà ñóïåð-ïðèjàòåë, äåôèíèðàí ïîäîëó. Îâäå
èíäóêòèâíèîò ÷åêîð áè ãî ïðàâåëå çàìåíóâàj�êè åäíî ìîì÷å è åäíî äåâîj÷å êîè ñå ñîñåäíè
è ñå íàî�ãààò íà êðàåâèòå íà äâà áëîêà îä ðàçëè÷åí ïîë ñî ñóïåð-ïðèjàòåë (íà ïðèìåð âî
d1d2d3b1b2b3b4, ìåñòî d3 è b1 âìåòíóâàìå ñóïåð-ïðèjàòåë).
Äà äåôèíèðàìå ñóèåð-èðèjàøåë äà áèäå äåòå êîå ãè ïðàâè äâàòà íåãîâè ñîñåäà çäðóæåíè
íåçàâèñíî îä íèâíèîò ïîë. Âî ñïðîòèâíî, âåëèìå äåêà äåòåòî å î�è÷íî (âîîáè÷àåíî ìîì÷å èëè
äåâîj÷å). Äà çàáåëåæèìå äåêà âî îïòèìàëíîòî ðåøåíèå íèêîãàø íå ìîðàìå äà ãè ïîìåñòóâàìå
ñóïåð-ïðèjàòåëèòå.
Ñåãà ñìå ïîäãîòâåíè çà ôèíàëíàòà ëåìà.

Ëåìà 4. Ìàñà ñî 2n îáè÷íè äåöà ìîæå äà áèäå çäðóæåíà ñî n � 2 ÷åêîðè, ïðè øòî n A 3. Àêî
èìà ñóïåð-ïðèjàòåëè, íå ìîðà äà áèäàò ïîìåñòåíè âî ïðîöåñîò.

Äîêàç. Èíäóêöèjà ïî n. Òâðäå»åòî âàæè çà n � 4, íåêà âàæè çà ñèòå ïðèðîäíè áðîåâè ïîìàëè
îä n �êå ãî äîêàæåìå çà n.
Àêî íåìà íàèçìåíè÷íà íèçà, äîêàçîò å ãîòîâ ñïîðåä Ëåìà 3. Âî ñïðîòèâíî, jà çåìàìå íàjäîëãàòà
ìîæíà ïàðíà íàèçìåíè÷íà íèçà êîjà íå ìîæå îä íèòó åäåí êðàj äà áèäå ïðîäîëæåíà è äà îñòàíå
ïàðíà íàèçìåíè÷íà íèçà, íåêà íåjçèíàòà äîëæèíà å 2a è jà çàìåíóâàìå ñî ñóïåð-ïðèjàòåë.
- Àêî n � a A 3, ïî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà îâèå 2�n � a� äåöà ìîæå äà ñå çäðóæàò ñî n � a � 2

÷åêîðè. Ïîòîà jà ñòàâàìå íàèçìåíè÷íàòà íèçà íà ìåñòîòî íà ñóïåð-ïðèjàòåëîò. Àêî îâà êðåèðà
îñàìåíè äåöà ñîñåäíè äî àëòåðíèðà÷êàòà íèçà, ãè äîäàâàìå îâèå äåöà íà íèçàòà çàåäíî ñî
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íèâíèîò ñîñåä, çà äà ñå çà÷óâà ïàðíîñòà. Äîáèåíàòà íèçà èìà íàjìíîãó 2a � 4 äåöà, è àêî îâîj
áðîj å ïîãîëåì îä 6 ìîæå äà jà çäðóæèìå âî íàjìíîãó �a�2

2
� B a ÷åêîðè ñïîðåä Ëåìà 1 áåç

äà ãè ïîìåñòèìå íåjçèíèòå êðàjíè òî÷êè. Çíà÷è ñåâêóïíî �n � a � 2� � a � n � 2 ÷åêîðè. Àêî
íàèçìåíè÷íàòà íèçà å ½ìàëà� (íàjìíîãó 6 äåöà), ìîæåìå äà jà çäðóæèìå ñî a ÷åêîðè, è ïîâòîðíî
äîáèâàìå �n � a � 2� � a � n � 2.
- Àêî n�a � 0, öåëàòà ìàñà å íàèçìåíè÷íà íèçà, ïà ñïîðåä Ëåìà 1 íè òðåáààò íàjìíîãó �n

2
� B n�2

÷åêîðè.
- Àêî n�a � 1, èìàìå äåêà a A 3, ïà ñïîðåä Ëåìà 1 íàèçìåíè÷íàòà íèçà ìîæå äà áèäå çäðóæåíà
ñî a � 1 � n � 2 ÷åêîðè. Íå íè òðåáààò äîïîëíèòåëíè ÷åêîðè, áèäåj�êè îä êîíñòðóêöèjàòà íà
àëòåðíàòèâíàòà íèçà çíàåìå äåêà èìàìå ñèòóàöèjà d1Sd2m1 : : :mn�1Smn, êàäå íàèçìåíè÷íàòà
íèçà å ïîìå�ãó |. Ñî îãëåä äåêà íå ãè ïîìåñòóâàìå d2 andmn�1 (êðàjíèòå ÷ëåíîâè âî íàèçìåíè÷íà
íèçà íå ñå ïîìåñòóâààò), d1 è mn ïî÷íóâààò çäðóæåíè è îñòàíóâààò äî êðàjîò íà ïðîöåñîò.
- Äîêîëêó n � a � 2, èìàìå äâå ìîæíè ñöåíàðèjà:
1. d1d2Sd3m1 : : :mn�2Smn�1mn (êàäå d1 è mn ñå ñîñåäíè), ïà òîãàø äîâîëíî å äà jà çäðóæèìå
íàèçìåíè÷íàòà íèçà, øòî ñå ïîñòèãíóâà âî íàjìíîãó a � n � 2 ÷åêîðè. Àíàëîãåí å ñëó÷àjîò
d1d2Sm1d3m2 : : : dnSmn�1mn.
2. d1m1Sm2d2 : : : dn�1Sdnmn ïðè øòî m1, d1, mn è dn ôîðìèðààò íàèçìåíè÷íà íèçà, è çà íèâ
íè òðåáà ñàìî 1 ÷åêîð (ãè ðàçìåíóâàìå d1 è mn). Èñòî òàêà, äà çàáåëåæèìå äåêà êðàåâèòå íà
íàèçìåíè÷íàòà íèçà ñå âå�êå çäðóæåíè. Àêî a � 3, íè òðåáà 1 ÷åêîð çà íàèçìåíè÷íàòà íèçà,
çíà÷è âêóïíî 2. Âî ñïðîòèâíî, �a

2
� � 1 @ a � n � 2

- Àêî n � a � 3, èìàìå 3 ðàçëè÷íè ñèòóàöèè:
1. a � 1 è a � 2 ñå òðèâèjàëíè.
2. Àêî a A 3 ïðâî ãî çäðóæóâàìå îñòàòîêîò îä ìàñàòà, çà øòî íè òðåáààò íàjìíîãó 3 ÷åêîðè.
Ïîòîà çà íàèçìåíè÷íàòà íèçà íè òðåáààò �a

2
� @� a � 2 ÷åêîðè, âêóïíî �a � 2� � 3 � n � 2 ÷åêîðè.

3. Àêî a � 3 ëåñíî ñå ïðîâåðóâà äåêà 4 ÷åêîðè íè ñå äîâîëíè: ïðâî 2 çà íå-íàèçìåíè÷íàòà íèçà,
ïîòîà óøòå 2 çà íàèçìåíè÷íàòà. Íåêà íèçàòà å xSm1d1m2d2m3d3Sy, ìîæíè ñå ñëåäíèòå ñëó÷àè:
3.à Äîêîëêó x è y ñå îä ðàçëè÷åí ïîë, x ìîðà äà å ìîì÷å è y äåâîj÷å, ñïîðåä êîíñòðóêöèjàòà

íà ìàêñèìàëíàòà íàèçìåíè÷íà íèçà. Ïîòðåáíè íè ñå íàjìíîãó 2 ÷åêîðà çà ÷åòèðèòå äåöà ïîìå�ãó
x è y, ïîòîà ãè ðàçìåíóâàìå d2 è m2, øòî ãè çäðóæóâà ñèòå äåöà, áèäåj�êè m1 è d3 ñå âå�êå
çäðóæåíè.
3.á Äîêîëêó x è y ñå îä èñò ïîë (íà ïðèìåð ìàøêè), èìàìå m0Sm1d1m2d2m3d3Sm4. Ãè

ðàçìåíóâàìå d1 è m2, à ïîòîà d3 è m3. Ïîíàòàìó, äâà ÷åêîðà íè ñå äîâîîëíè äà ãè çäðóæèìå
÷åòèðèòå äåöà ïîìå�ãó m0 è m4, îä êîè 3 ñå äåâîj÷è»à è åäíî ìîì÷å.
Îâà ãè ïîêðèâà ñèòå ñëó÷àè è ëåìàòà å äîêàæàíà. (5ï) l

�
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Çà�åëåøêè. Ñå äîäåëóâà 1 ïîåí çà òî÷åí îäãîâîð ñî ïðèìåð, 1 ïîåí çà Ëåìà 1, 1 ïîåí çà
ïðåñìåòêèòå âî Ëåìà 3, 5 ïîåíà çà Ëåìà 4, êîjà å ãëàâíèîò äåë íà ðåøåíèåòî. Äåëóìíî ðåøåíèå
áåç èíäóêòèâíîòî ðàçìèñëóâà»å îä Ëåìà 4 (èëè åêâèâàëåíòíî) íå ìîæå äà äîáèå ïîâå�êå îä
4/8 ïîåíà.

Ðåøåíèå 2. Îäãîâîð: n � 2.
Âåëèìå äåêà äåòå å îñàìåíî àêî íåìà íèòó åäåí ñîñåä îä èñò ïîë, âî ñïðîòèâíî âåëèìå äåêà å
çgðóæåíî.
Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà n � 2 ÷åêîðè ñå íåîïõîäíè. Äà jà ðàçãëåäàìå êîíôèãóðàöèjàòà ñî åäíî
îñàìåíî äåâîj÷å è åäíî îñàìåíî ìîì÷å êîè ñåäàò íà äèjàìåòðàëíî ñïðîòèâíè ìåñòà. Îñàìåíîòî
ìîì÷å ñåäè òî÷íî âî ñðåäèíàòà ïîìå�ãó n � 1 ïîñëåäîâàòåëíè äåâîj÷è»à, à îñàìåíîòî äåâîj÷å
ñåäè òî÷íî âî ñðåäèíàòà ïîìå�ãó n�1 ïîñëåäîâàòåëíè ìîì÷è»à. Jàñíî å äåêà ñå ïîòðåáíè áàðåì
n � 2 ÷åêîðè äà ãè çäðóæèìå è îñàìåíîòî ìîì÷å è îñàìåíîòî äåâîj÷å:
Àë�îðèøàì 1 : ãè ïîìåñòóâàìå îñàìåíîòî ìîì÷å è îñàìåíîòî äåâîj÷å åäåí êîí äðóã ñå äîäåêà
ìå�ãó íèâ èìà 2 äåöà îä ðàçëè÷åí ïîë, çà øòî íè òðåáààò n� 3 ÷åêîðè, è íà êðàj ãè çàìåíóâàìå
äâåòå äåöà âî ñðåäèíàòà. (1ï)
Äà äåôèíèðàìå �ëîê äà áèäå ãðóïà îä áàðåì 2 ïîñëåäîâàòåëíè äåöà îä èñò ïîë. Çà îñàìåíî äåòå
êîå ñåäè ïîìå�ãó äâà áëîêà âåëèìå äåêà å èçîëèðàíî. Ãðóèà å ìíîæåñòâî íà ïîñëåäîâàòåëíè äåöà.

Ãî äåëèìå ðåøåíèåòî âî íåêîëêó ëåìè.

Ëåìà 1. Àêî ñèòå 2n äåöà ñå îñàìåíè, ìîæåìå äà ãè çäðóæèìå âî íàjìíîãó �n
2
� ÷åêîðè.

Äîêàç. Îäåj�êè îêîëó ìàñàòà âî íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, ñåêîãàø êîãà �êå ñðåòíåìå
îñàìåíî ìîì÷å, ãî ðàçìåíóâàìå ñî äåâîj÷åòî äî íåãî âî íàîñêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò àêî
å îñàìåíî, âî ñïðîòèâíî ñî äðóãîòî äåâîj÷å. Ñåêîj âàêîâ ÷åêîð îñâåí ìîæåáè ïîñëåäíèîò ãî
ñìàëóâà áðîjîò íà îñàìåíè äåöà çà 4, òàêà øòî íåìà äà íè òðåáààò ïîâå�êå îä �n

2
� ÷åêîðè, êîj

íå íàäìèíóâà n � 2 çà n A 3.
Åêâèâàëåíòíî ðåøåíèå: ãè äåëèìå äåöàòà íà ãðóïè ïî 4, âî ñåêîjà ãðóïà ãè ðàçìåíóâàìå
ñðåäíèòå 2 äåöà. Àêî n å ïàðåí, çàâðøóâàìå âî n

2
÷åêîðè, àêî n å íåïàðåí, íè òðåáààò 2n�2

4
� �n

2
�

÷åêîðè. l

Ñëèêà 3. Ëåìà 1 - Çà n � 6 ïîòðåáíè ñå 3 ÷åêîðè.

Ëåìà 2. Íåêà ñèòå îñàìåíè äåöà ñå îä èñò ïîë (íà ïðèìåð äåâîj÷è»à). Òîãàø ìîæåìå äà ãè
çäðóæèìå ñî íàjìíîãó �n

2
� ÷åêîðè.
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Äîêàç. Íåìà îñàìåíè ìîì÷è»à, øòî çíà÷è ñèòå ïðèïà�ãààò íà áëîêîâè. Ãè áîèìå ñèòå ìîì÷è»à
íà åäåí áëîê âî åäíà áîjà, ñèíà èëè öðâåíà, òàêà øòî ïîñëåäîâàòåëíè äèñjóíêòíè áëîêîâè
ìîì÷è»à ñå ñî ðàçëè÷íè áîè (½øàõîâñêè�). Åäíà îä îâèå áîè, äà ðå÷åìå ñèíà, èìà íàjìíîãó �n

2
�

ìîì÷è»à. Îäåj�êè îêîëó ìàñàòà, êîãà �êå ñðåòíåìå îñàìåíî äåâîj÷å, ãî äâèæèìå íèç ñèíèîò ëàê
îä ìîì÷è»à ñîñåäåí íà òîà äåâîj÷å. Âàêà �êå íàïðàâèìå íàjìíîãó �n

2
� ÷åêîðè äà ãè çäðóæèìå

ñèòå äåâîj÷è»à, áèäåj�êè ñåêîå ñèíî ìîì÷å �êå áèäå ïîìåñòåíî íàjìíîãó åäíàø, à öðâåíèòå
ìîì÷è»à âîîïøòî íå ñå äâèæàò. (1ï) l

Ñëèêà 4. Ëåìà 2 - Âî ãðóïèòå çàîêðóæåíè ñî �� èìà âêóïíî 4 ìîì÷è»à, à âî
ãðóïèòå çàîêðóæåíè ñî ���� èìà âêóïíî 8 ìîì÷è»à. Ïðè îâàà êîíôèãóðàöèjà,
çà n � 12 è 4 îñàìåíè äåâîj÷è»à, èìàìå ðåøåíèå âî 4 ÷åêîðè.

Äà íàãëàñèìå äåêà ½ñðåäáèòå� (½çäðóæóâà»àòà�) ñåêîãàø ñå ñëó÷óâààò íà êðàåâèòå íà ñèíèòå
ëàöè, çà äà èçáåãíåìå ðàçäâîjóâà»å íà ìîì÷è»à êîè ñå âå�êå çäðóæåíè. Ñî äðóãè çáîðîâè, êîãà
çäðóæóâàìå 2 äåöà, åäíî îä íèâ âîîïøòî íå ñå ïîìåñòóâà.
Ïîíàòàìó, ïðåòïîñòàâóâàìå äåêà èìà íàjìàëêó åäíî îñàìåíî ìîì÷å è åäíî îñàìåíî äåâîj÷å.
Îä îâà ñëåäè äåêà èìà áàðåì åäåí áëîê ìîì÷è»à. Èìà 3 ìîæíè ñòðóêòóðè êîè ìîæå äà ñå
íàjäàò ïîìå�ãó 2 ïîñëåäîâàòåëíè áëîêà ìîì÷è»à (îâèå 2 áëîêà íå ìîðà äà ñå ðàçëè÷íè, àêî èìà
ñàìî 1 áëîê ìîì÷è»à):
- Åäèíñòâåíî îñàìåíî (èçîëèðàíî) äåâîj÷å.
- Áëîê äåâîj÷è»à (î÷èãëåäíî íèêîãàø íå ìîðà äà ñå ïîìåñòàò âî îïòèìàëíîòî ðåøåíèå).
- Ìíîæåñòâî äåöà ìå�ãó êîè èìà áàðåì 1 îñàìåíî ìîì÷å, è íåìà çäðóæåíè ìîì÷è»à. Îâàà
ñòðóêòóðà �êå jà íàðå÷åìå ñåêøîð.
Åâå ïðèìåð çà ñåêòîð: mmmm | ddmdmdddmd | mmmmm. Êîíêðåòíî, íèçàòà äåöà ïîìå�ãó
äâåòå | ñî÷èíóâà ñåêòîð. Äà çàáåëåæèìå äåêà êðàjíèòå äåöà âî ñåêòîðîò ñå äåâîj÷è»à, âî
ñïðîòèâíî íå áè ïðèïà�ãàëå íà ñåêòîðîò, à íà ñîñåäíèòå áëîêîâè. Îä äåôèíèöèjàòà ñëåäè äåêà
ñèòå ìîì÷è»à íà åäåí ñåêòîð ñå îñàìåíè. Âåëèìå äåêà ñåêòîð ñòàíóâà çgðóæåí êîãà ñèòå
îñàìåíè äåöà íà íåãî �êå ñòàíàò çäðóæåíè. Íåêà ñåâêóïíèîò áðîj íà ìîì÷è»à êîè ïðèïà�ãààò
íà áëîêîâè å B.

Ëåìà 3. Ñèòå èçîëèðàíè äåâîj÷è»à ìîæå äà áèäàò çäðóæåíè âî �B
2
� ÷åêîðè.

Äîêàç. Èñòèîò ïðèñòàï ñî íàèçìåíè÷íî áîå»å íà áëîêîâèòå ìîì÷è»à êàêî Ëåìà 2. l

(0ï - èñòà èäåjà êàêî Ëåìà 2)

Ïîäîöíà êàêî êîíå÷åí ÷åêîð �êå ãî äîêàæåìå ñëåäíîòî òâðäå»å, êîå âî ìå�ãóâðåìå ãî êîðèñòèìå
äà ãî êîìïëåòèðàìå ðåøåíèåòî:
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Òâðäå»å 1. Ñåêòîð ñî d äåâîj÷è»à ìîæå äà ñå çäðóæè âî �d
2
� ÷åêîðè. Ïðè òîà, íàj÷åñòî

äîâîëíè ñå �d
2
� ÷åêîðè, îñâåí âî ñëó÷àjîò êîãà èìàìå íàèçìåíè÷íà íèçà ñî íåïàðåí áðîj íà

äåâîj÷è»à, íà ïðèìåð dmdmdmdmd. Âî îâîj ñëó÷àj ìîðà äà èìà áàðåì 2 ìîì÷è»à, áèäåj�êè
èìà áàðåì 3 äåâîj÷è»à.

Äà ãî îçíà÷èìå ñî Ds âêóïíèîò áðîj íà äåâîj÷è»à íà ñåêòîðè, è íåêà èìà k íàèçìåíè÷íè
ñåêòîðè çà êîè íè òðåáà ãîðíàòà ãðàíèöà íà áðîjîò íà ÷åêîðè ñî ½òàâàí� (çíà÷è ñî áàðåì 2
ìîì÷è»à), è l îñòàíàòè ñåêòîðè (ñî áàðåì 1 ìîì÷å). Íåêà di å áðîjîò íà èçîëèðàíè äåâîj÷è»à.
Òîãàø âàæè Ds � di B n. Èñòî òàêà, âêóïíèîò áðîj íà ìîì÷è»à íà áëîêîâè B B n � 2k � l. Çà
âêóïíèîò áðîj íà íåîïõîäíè ÷åêîðè C ñàêàìå äà äîêàæåìå äåêà C B n � 2. Ñïîðåä Ëåìà 3 è
Òâðäå»å 1 âàæè

(1) C B 
B
2
� � Ds

2
�
k

2
B
n � 2k � l

2
�
n � di

2
�
k

2
B n �

k � di � l

2
:

Àêî di � 0, òîãàø íå íè òðåáààò �B
2
� ÷åêîðè äà ãè ñîöèjàëèçèðàìå èçîëèðàíèòå äåâîj÷è»à

(áèäåj�êè òàêâè íåìà), ïà èìàìå ðåøåíèå âî íàjìíîãó �Ds

2
� B �n

2
� B n � 2 ÷åêîðè.

Ïîíàòàìó íåêà di C 1. Çíàåìå äåêà k � l C 1 áèäåj�êè èìà áàðåì åäíî îñàìåíî ìîì÷å. Åäèíñòâåí
íà÷èí äà äîáèåìå C A n � 2 å àêî k � di � l � 2, è ïðè òîà di � 1 è k � l � 1. Îâà çíà÷è äåêà
íåðàâåíñòâàòà (1) ñòàíóâààò ðàâåíñòâà, ïà èìàìå B � DS � n � 1, ïà èìàìå åäíî èçîëèðàíî
äåâîj÷å è åäíî îñàìåíî ìîì÷å. Ðàâåíñòâî ìîæå äà âàæè ñàìî âî ñöåíàðèîòî îïèøàíî âî
Àëãîðèòàì 1, íî òîãàø çíàåìå äåêà n � 2 ÷åêîðè íè ñå äîâîëíè.
Âî îâîj ïðîöåñ òðåáà äà ñå âíèìàâà äà ñå îäáåãíå äâîjíî áðîå»å, íà ïðèìåð èçîëèðàíî äåâîj÷å
íåïëàíèðàíî äà ñòàíå äåë îä ñåêòîð, èëè îñàìåíî ìîì÷å äà ñòàíå äåë îä áëîê. Çà îâà ãî
êîðèñòèìå èñòèîò ïðèñòàï îä Àëãîðèòàì 1: àêî èçîëèðàíî äåâîj÷å è îñàìåíî ìîì÷å ñå äâèæàò
åäåí êîí äðóã, ãè çàïèðàìå êîãà ìå�ãó íèâ îñòàíóâààò 2 äåöà îä ðàçëè÷åí ïîë, øòî ñîçäàâà
íàèçìåíè÷íà íèçà, âî êîjà ðàçìåíóâàìå îïòèìàëåí áðîj íà ïàðîâè. Òàêà çàøòåäóâàìå 1 ÷åêîð
íà èòåðàöèjàòà íà áëîêîò ìîì÷è»à, íî âî èñòî âðåìå äîäàâàìå 1 äåâîj÷å âî áëîêîò, ïà âêóïíèîò
áðîj íà ÷åêîðè íå ðàñòå. (1ï)

Êîíå÷íî �êå ãî äîêàæåìå Òâðäå»åòî 1 âî òðè ëåìè îä ðàñòå÷êè îïñåã.

Ëåìà 4. Ñåêòîð ñî r äåâîj÷è»à, îä êîè íèòó åäíî íå å îñàìåíî, è 1 ìîì÷å, ìîæå äà ñå çäðóæè
ñî � r

2
� ÷åêîðè.

Äîêàç. Èìàìå 2 áëîêà äåâîj÷è»à, è îñàìåíîòî ìîì÷å ïîìèíóâà íèç ïîêðàòêèîò îä íèâ çà äà
ñå çäðóæè ñî äðóãî ìîì÷å. l

Ëåìà 5. Ñåêòîð ñî r äåâîj÷è»à, îä êîè íèòó åäíî íå å îñàìåíî, ìîæå äà ñå çäðóæè ñî � r
2
�

÷åêîðè.

Äîêàç. Èñòèîò ïðèñòàï êàêî Ëåìà 2: ãè áîèìå íàèçìåíè÷íî áëîêîâèòå äåâîj÷è»à. l

Ëåìà 6. Ñåêòîð ñî r äåâîj÷è»à ìîæå äà ñå çäðóæè âî � r
2
� ÷åêîðè, îñâåí âî ñëó÷àjîò íà

íàèçìåíè÷íà íèçà ñî r íåïàðåí, çà êîj íè òðåáààò � r
2
� ÷åêîðè.

Äîêàç. Àêî ñèòå äåâîj÷è»à ñå îñàìåíè, òîãàø ãî äîáèâàìå îäãîâîðîò ñî èñò ïðèñòàï êàêî
Ëåìà 1. Âî ñïðîòèâíî, èìàìå áàðåì åäåí áëîê îä äåâîj÷è»à, ïà áðîjîò íà ìîì÷è»à å íàjìíîãó
r � 2.
Ïðèñòàïóâàìå ñî èíäóêöèjà ïî r, jàñíî r C 2. Òâðäå»åòî ëåñíî ñå ïðîâåðóâà çà r � 2 è r � 3.
Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà âàæè çà ñèòå ïðèðîäíè áðîåâè ïîìàëè îä r, �êå ãî äîêàæåìå çà r.
Àêî íåìà îñàìåíî äåâîj÷å âî âíàòðåøíîñòà íà ñåêòîðîò (åäèíñòâåíî ìîæåáè íà ðàáîâèòå),
ãî äîáèâàìå ðåøåíèåòî íà èñò íà÷èí êàêî Ëåìà 5, ïðè øòî âîäèìå ñìåòêà äà ãè ïîìåñòèìå
îñàìåíèòå ìîì÷è»à ñîñåäíè äî îñàìåíèòå äåâîj÷è»à, øòî ãè çäðóæóâà è äåâîj÷è»àòà, ïà íå
íè òðåáààò äîäàòíè ÷åêîðè (ñåêîàãø êîãà çäðóæóâàìå 2 îñàìåíè äåöà, èìàìå èçáîð êîå îä íèâ
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ãî äâèæèìå êîí äðóãîòî).
Âî ñïðîòèâíî, àêî èìà îñàìåíî äåâîj÷å âî âíàòðåøíîñòà, äà ãî îçíà÷èìå íàjëåâîòî îä íèâ ñî
DL, íåêà d1 å íàjëåâîòî äåâîj÷å âî ñåêòîðîò, à dr íàjäåñíîòî:

Sd1�mddMLDLMR # d�drS :
(# îçíà÷óâà ñåïàðàòîð)

Íåêà ëåâî îä # èìà a äåâîj÷è»à, à äåñíî b, ïðè øòî a � b � r.
Íàjïðâî ãî ðàçãëåäóâàìå ñëó÷àjîò b A 1. Ìîì÷è»àòà âî ëåâèîò äåë ìîæå äà ñå çäðóæàò âî �a

2
�

÷åêîðè, ïî èñòèîò ïðèíöèï êàêî Ëåìà 2. Ïðè òîà, äà çàáåëåæèìå äåêà îâîj äåë èìà íàjìíîãó
2 îñàìåíè äåâîj÷è»à (DL è ìîæåáè d1), êîè àâòîìàòñêè �êå áèäàò çäðóæåíè áåç äîïîëíèòåëíè
÷åêîðè (àêî d1 å îñàìåíî, ãî ïîìåñòóâàìå ìîì÷åòî êîå íà ïî÷åòîêîò ñåäè äåñíî îä d1). Èñòî
òàêà, ïðè òîà âîäèìå ñìåòêà äà íå ãî ïîìåñòèìå MR. Áèäåj�êè b A 1, íà îâîj íà÷èí äåñíî îä #
äîáèâàìå íîâ ïîìàë ñåêòîð çà êîj ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå èíäóêòèâíàòà õèîòåçà. Äîáèâàìå
äåêà âêóïíèîò áðîj íà ÷åêîðè å íàjìíîãó �a

2
� � � b

2
� B �a�b

2
� � � r

2
�, êàêî øòî ïîñàêóâàìå.

Äîêîëêó b � 1, ñåêòîðîò èçãëåäà âàêà:

Sd1�mddMLDLMRdrS ;
ïà âî ïðâèîò ÷åêîð ãè ðàçìåíóâàìå DL è MR è äîáèâàìå Sd1�mddMLMRDLdrS. Ñî îâîj åäåí
÷åêîð åëèìèíèðàâìå äâå äåâîj÷è»à (DL è dr) è äîáèâìå ïîìàë ñåêòîð ëåâî îä ML, ïà ìîæå
äà ïðîäîëæèìå ïî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà.
Àêî ïàê b � 0, òîãàø a � r è òâðäå»åòî âàæè áèäåj�êè ãî çäðóæóâàìå öåëèîò ñåêòîð ñî �a

2
�

÷åêîðè. (5ï) l

�

Çà�åëåøêè. Ñå äîäåëóâà 1 ïîåí çà òî÷åí îäãîâîð ñî ïðèìåð, 1 ïîåí çà Ëåìà 1 + Ëåìà 2 (èëè
åêâèâàëåíòíà ñî íàèçìåíè÷íî áîå»å), 1 ïîåí çà ïðåñìåòêèòå êîè jà äàâààò ãðàíèöàòà n � 2,
5 ïîåíà çà Ëåìà 6, êîjà å ãëàâíèîò äåë íà ðåøåíèåòî. Äåëóìíî ðåøåíèå áåç èíäóêòèâíîòî
ðàçìèñëóâà»å îä Ëåìà 6 (èëè åêâèâàëåíòíî) íå ìîæå äà äîáèå ïîâå�êå îä 4/8 ïîåíà.
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