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ПРЕДГОВОР  

 

 
Ниедно истражување на човекот не може да се 

нарече вистинска наука, ако истото не е поткрепено со 

математички доказ.  

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките, каде нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката.  

Леонардо да Винчи  

 
Оваа книга е наменета за учениците од средното образование кои сакаат 

да ги прошират своите знаења за множествата, пресликувањата, низите реални 

броеви, полиномите со реални коефициенти и реалните функции. Всушност, 

основна цел на книгата е решавањето на функционалните равенки во множествата 

природни, цели, рационални и реални броеви. Притоа, заради особеното значење 

на полиномите со реални коефициенти истите се разгледувани одделно.  

Во книгава е направен обид да се собере и презентира оној материјал за 

кој сметавме дека може да им користи на учениците надарени за математика, но и 

на други читатели кои се интересираат за оваа област. Книгава содржи четири 

глави и тоа:  

- Множества и пресликувања,  

- Низи реални броеви,  

- Реални функции, и  

- Полиноми со реални коефициенти.  

во кои покрај теориските разгледувања се дадени и неколку примери. Теориските 

разгледувања, во кои се дадени вкупно 57 дефиниции и 64 теореми, леми и по-

следици се пропратени со соодветни коментари кои се во функција на појасну-

вање на определени поими и тврдења. Притоа, за сите тврдења кои се наоѓаат во 

првите две и четвртата глава се дадени целосни докази, додека тврдењата за 

реалните функции се презентирани без доказ, исто како што тоа е направено во 

книгата која во литературата е наведена под реден број 57. Всушност, оваа книга е 

надоградба на споменатата книга и иако е под друг наслов може да се каже дека е 

нејзино второ, значително проширено издание.  

Покрај стандардните резултати и примери, книгава содржи голем број 

задачи од националните олимпијади на Австрија, Белорусија, Бугарија, Иран, 

Ирска, Јапонија, Јужна Кореја, Казахстан, Кина, Молдавија, Полска, Романија, Ру-

сија, САД, Сингапур, Словачка, Србија, Тајван, Турција, Украина, Унгарија, Хр-

ватска и Чешка, од Балканските, Азиско-пацифистичките, Медитеранските и Ме-

ѓународните математички олимпијади, како и задачи кои се предлагани на Меѓу-

народните математички олимпијади.  

Книгава содржи мал број решени примери, но после секоја глава се 

дадени задачи за самостојна работа, вкупно 523 задачи. Направен е обид, на 

почетокот на секој дел, задачите условно да се подредат по тежина, меѓутоа 

истото не важи и за задачите кои се наоѓаат на крајот од одделните делови. 

Причина за ваквиот пристап е потребата читателот самостојно да ја согледува 

тежината на одделната задача, како и методот кој ќе го избере за решавање на 

истата. Голем дел од задачите содржани во оваа книга всушност се задачи кои во 

периодот од 1993 до 2014 година авторите ги разработуваа со репрезентациите на 
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нашата држава во рамките на подготовките за Балканските и Меѓународните 

математички олимпијади.  

Стандардно, книгава содржи список на користената литература, при што 

покрај книгите кои се користени при пишувањето на оваа книга, во литературата 

се наведени и стручните статии на првиот автор, кои пред се се резултат од 

неговата долгогодишна работа со надарените ученици за математика.  

За крај, и покрај вложениот напор, свесни сме дека се можни подобрува-

ња на оваа книга, како и дека се присутни грешки, кои за жал не го одминуваат из-

давањето на било кој ракопис. Затоа однапред сме благодарни на секоја добро-

намерна критика и сугестија, која ќе допринесе да се подобри книгава.  

 

Јануари, 2016      Авторите  

Скопје  
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ПРВА ГЛАВА  

МНОЖЕСТВА И ПРЕСЛИКУВАЊА 
 

 

 

1.  ЗА ПОИМОТ МНОЖЕСТВО 
 
1.1. Поимот множество е основен поим во современата математика и 

истиот не го дефинираме, туку сметаме дека интуитивно е јасно што е тоа мно-

жество. Како синоним на зборот множество ќе ги користиме зборовите: севкуп-

ност, фамилија и класа. Објектите од кои е составено едно множество ги наре-

куваме негови елементи или точки. За едно множество ќе сметаме дека е опре-

делено, ако за секој објект можеме да кажеме дали припаѓа или не припаѓа на тоа 

множество.  

Нека A  е множество. Ако елементот x  припаѓа на множеството A , то-

гаш пишуваме x A , а ако елементот x  не припаѓа на множеството A , тогаш пи-

шуваме x A .  

Во натамошните разгледувања ќе ги користиме следниве начини на 

задавање на множествата.  

i) Задавање на множествата со помош на набројување на неговите еле-

менти. На пример, нека множеството A  е составено од елементите , , ,...,a b c k . 

Тогаш, ја користиме ознаката { , , ,..., }A a b c k .  

ii) Задавање на множествата со наведување на својство на неговите 

елементи. Во секоја математичка задача најчесто ги разгледуваме елементите на 

точно определено множество A , кое понекогаш го нарекуваме основно множест-

во. Притоа потребно е да ги одделиме елементите кои задоволуваат одредено 

својство P  (пишуваме ( )P x ), или не го задоволуваат својството P . Со помош на 

својството P  одделуваме множество од сите елементи на A , кои го имаат својст-

вото P . Ова множество го означуваме со { | ( )}x A P x  или { | ( )}x P x .  

Од практична гледна точка допуштаме егзистенција на множество без 

елементи, кое го нарекуваме празно множество. Притоа сметаме дека постои са-

мо едно празно множество, кое го означуваме со симболот  .  

 

1.2. Дефиниција. За множеството A  ќе велиме дека е подмножество од 

множеството B  ако од x A  следува x B . Притоа означуваме A B  или 

B A .  

За множествата A  и B  ќе велиме дека се еднакви ако A B  и B A . 

Притоа пишуваме A B .  

Ако A B  и B  содржи елемент кој не припаѓа на A , тогаш ќе велиме 

дека A  е вистинско подмножество од B  и пишуваме A B  или B A .  

За празното множество сметаме дека е подмножество од секое множество 

A . Од претходната дефиниција непосредно следува дека A A , но A  не е 

вистинско подмножество на самото себе.  

 

1.3. Теорема. За секои множества ,A B  и C , точни се следните тврдења:   
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i) A A ,  

ii) Ако A B , тогаш B A .  

iii) Ако A B  и B C , тогаш A C .  

iv) Ако A B  и B C , тогаш A C .  

Доказ. Непосредно следува од дефиницијата 1.2. Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба.  

 

1.4. Дефиниција. Нека A  е произволно множество. Партитивно 

множество (булеан), во ознака ( )P A , го нарекуваме множеството чии елементи 

се сите подмножества на множеството A , т.е.  

( ) { | }P A X X A  . 

 

 

2.  ОПЕРАЦИИ СО МНОЖЕСТВА  
 

Во оваа точка ќе ги разгледаме основните оперции со множествата и ќе 

докажеме некои нивни својства.  

 

2.1. Дефиниција. Унија на множествата A  и B  го нарекуваме мно-

жеството C , кое се состои од сите елементи кои припаѓаат барем на едно од 

множествата A  и B . Притоа означуваме C A B  . Според тоа,  

{ |  или }A B x x A x B    . 

 

2.2. Дефиниција. Пресек на множествата A  и B  го нарекуваме 

множеството C , кое се состои од сите елементи кои припаѓаат на секое од мно-

жествата A  и B . Притоа означуваме C A B  . Според тоа,  

{ |  и }A B x x A x B    . 

 

2.3. Дефиниција. За множествата A  и B  ќе велиме дека се дисјунктни 

ако A B  .  

 

2.4. Теорема. За секои множества ,A B  и C , точни се следните тврдења: 

i) A A , A .  

ii) ; ; ;A B A A B B A A B B A B        .  

iii) ; ,A A A A A A     (закони за идемпотентност).  

iv) ; ,A B B A A B B A       (комутативни закони).  

v) ( ) ( )A B C A B C     ;  

( ) ( ) ,A B C A B C      (асоцијативни закони).  

vi) ( ) ; ( ) ,A A B A A A B A       (закони за апсорпција).  

vii) x A B   ако и само ако x A  или x B , и  

x A B   ако и само ако x A  и x B .  

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 2.1 и 2.2. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба. ■  
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2.5. Забелешка. Нека T  е произволно множество индекси и нека за секој 

t T  е зададено множество tA . Унија и пресек на множествата tA , t T , 

определуваме аналогно како во дефинициите 2.1 и 2.2 со релациите  

00{ |  постои   таков што  }t t
t T

A x t T x A

     и 

{ |  , за секој  }t t
t T

A x x A t T

    , соодветно. 

 

2.6. Теорема. За секои множества ,tX t T  и Y  точни се равенствата  

i) ( ) ( )t t
t T t T

X Y X Y
 
     , и  

ii) ( ) ( )t t
t T t T

X Y X Y
 
      

Доказ. i) Нека ( )t
t T

x X Y


   . Според тоа, t
t T

x X


   и x Y , што значи 

x Y  и постои 0t T  таков да 
0t

x X . Затоа, постои 0t T  таков да 

0t
x X Y  , т.е. ( )t

t T
x X Y


   . Конечно,  

( ) ( )t t
t T t T

X Y X Y
 
     .     (1) 

Нека ( )t
t T

x X Y


   . Според тоа, постои 1t T  таков да 
1t

x X Y  , што 

значи x Y  и постои 1t T  таков да 
1t

x X . Затоа, x Y  и t
t T

x X


  , т.е. 

( )t
t T

x X Y


   . Конечно  

( ) ( )t t
t T t T

X Y X Y
 
     .     (2) 

Сега тврдењето следува од (1) и (2).  

Равенството под ii) се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба.   

 

2.7. Дефиниција. Разлика на множествата A  и B  го нарекуваме мно-

жеството C , кое се состои од сите елементи на множеството A  кои не припаѓаат 

на множеството B . Означуваме \C A B . Според тоа,  

\ { |  и }A B x x A x B   . 

 

2.8. Тврдењата искажани во следната теорема непосредно следуваат од 

дефиницијата на разликата на множества, па затоа истите нема да ги докажуваме. 

Пожелно е овие тврдења читателот самостојно да ги докаже.  

 

Теорема. За секои множества A  и B  важи.  

i) \ , \ , \A A A A A    .  

ii) \x A B  ако и само ако x A  или x B .  

iii) Ако A B , тогаш \ ( \ )A B B A .  

iv) \A B   ако и само ако A B .  

v) \A B A  ако и само ако A B  . ■  
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2.9. Дефиниција. Нека е дадено множеството X  и A X . Комплемент 

на A  во однос на X  го нарекуваме множеството \cA X A . Според тоа,  

{ |  и }cA x x X x A   . 

Својствата iii) и iv) од следнава теорема се познати како Де Морганови 

закони.  

 

2.10. Теорема. Нека ,A B X . Тогаш, точни се равенствата  

i) ( )c cA A  

ii) A B  ако и само ако c cB A .  

iii) ( )c c cA B A B   .  

iv) ( )c c cA B A B   .  

Доказ. i) Равенството ( )c cA A  следува од  

( )c c cx A x A x A     . 

iii) Имаме  

( )  и cx A B x A B x A x B          

 и c c c cx A x B x A B     . ■ 

 

2.11. Дефиниција. Декартов производ на множествата A  и B  го нареку-

ваме множеството C , во ознака C A B  , кое се состои од сите подредени паро-

ви ( , )x y , каде што ,x A y B  . Притоа, 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y  ако и само ако 1 2 ,x x  

1 2y y .  

Според тоа, {( , ) | , }C x y x A y B   .  

Аналогно дефинираме Декартов производ на множествата ,iA  

1,2,...,i n . Имено,  

1 2 1 2... {( , ,..., ) | , 1,2,..., }n n i iA A A a a a a A i n      . 

 

1.15. Теорема. i) A B    за секои множества A  и B .  

ii) Ако 1 2 1 2,A A B B  , тогаш 1 1 2 2A B A B   .  

Доказ. ii) Ако 1 1( , )x y A B  , тогаш 1x A  и 1y B  и бидејќи 1 2A A  и 

1 2B B  добиваме 2x A  и 2y B . Според тоа, 2 2( , )x y A B  , што значи 

1 1 2 2A B A B   . ■ 

 

 

3.  ПРЕСЛИКУВАЊА  
 

3.1. Дефиниција. Нека A  и B  се две непразни множества. Ако на секој 

елемент x A  му е придружен, по некое правило f , еднозначно определен еле-

мент y B , тогаш велиме дека f  е пресликување (функција) од A  во B  и пишу-

ваме :f A B . За елементот y B  велиме дека е слика на елементот x A  и 
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означуваме ( )y f x . Множеството A  го нарекуваме домен, а множеството B - 

кодомен на пресликувањето f .  

За две пресликувања :f A B  и :g C D  ќе велиме дека се еднакви 

ако ,A C B D   и за секој x A  важи ( ) ( )f x g x .  

 

3.2. Дефиниција. Нека :f A B  и 0A A . Функцијата 0 0:f A B , 

дефинирана со 0( ) ( )f x f x  ја нарекуваме рестрикција на функцијата f  на 

множеството 0A , а функцијата f  ја нарекуваме проширување (продолжување) на 

функцијата 0f  на множеството A .  

 

3.3. Дефиниција. Нека :f A B . График на функцијата f  го на-

рекуваме множеството ( ) {( , ) | ( , ) , ( )}G f x y x y A B y f x    .  

Јасно, ( )G f A B  .  

 

3.4. Дефиниција. Нека A  е произволно непразно множество. Пре-

сликувањето id :A A A  дефинирано со id ( )A x x , за секој x A , го на-

рекуваме идентично пресликување.  

 

3.5. Дефиниција. Нека :f A B  и :g B C  се две пресликувања. За 

секој x A  ставаме ( ) ( ( ))h x g f x  и добиваме пресликување :h A C  кое го 

нарекуваме композиција на пресликувањата f  и g , и го означуваме со h g f .  

 

3.6. Теорема. а) Ако :f A B , тогаш idAf f  и idB f f .  

б) Ако :f A B , :g B C  и :h C D , тогаш  

( ) ( )h g f h g f . 

Доказ. а) Пресликувањата idAf  и f  имаат исти домени и кодомени и 

притоа за секој x A  важи ( id )( ) (id ( )) ( )A Af x f x f x  , па затоа idAf f .  

Аналогно се докажува дека idB f f .  

б) Пресликувањата ( ) и ( )h g f h g f  имаат ист домен A  и кодомен 

D  и притоа за секој x A  важи  

( ( ))( ) (( )( )) ( ( ( )))

( )( ( )) (( ) )( ),

h g f x h g f x h g f x

h g f x h g f x

 

 
 

од што следува ( ) ( )h g f h g f . ■ 

 

3.7. Дефиниција. За пресликувањето :f A B  ќе велиме дека е ин-

јекција ако од 1 2( ) ( )f x f x  следува 1 2x x .  

За пресликувањето :f A B  ќе велиме дека е сурјекција ако за секој 

y B  постои x A  таков да ( )y f x , т.е. секој елемент на B  е слика на барем 

еден елемент на A .  
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3.8. Теорема. Ако :f A B  и :g B C  се  

а) инјекции     б) сурјекции  

тогаш соодветното својство го има и нивната композиција.  

Доказ. а) Нека f  и g  се инјекции. Ако 1 2,x x A  се такви да  

1 2( )( ) ( )( )g f x g f x , 

тогаш  

1 2( ( )) ( ( ))g f x g f x  

и бидејќи g  е инјекција добиваме 1 2( ) ( )f x f x . Но, f  е инјекција, па од 

последното равенство следува 1 2x x , што значи дека g f  е инјекција.  

б) Нека f  и g  се сурјекции. Бидејќи g  е сурјекција, добиваме дека за 

секој z C  постои барем еден y B  таков да ( )z g y , (може да постојат и пове-

ќе елементи во B  со ова својство). Избираме еден од овие елементи y  и бидејќи 

f  е сурјекција, следува дека постои елемент x A  таков да ( )y f x . Според 

тоа, за секој z C  постои x A  таков да  

( ( )) ( )g f x g y z  , 

што значи дека g f  е сурјекција. ■  

 

3.9. Дефиниција. Пресликувањето :f A B  го нарекуваме биекција ако 

е и инјекција и сурјекција.  

Според тоа, f  е биекција ако за секој елемент y B  постои еден и само 

еден елемент x A  таков да ( )y f x .  

Очигледно, за секое непразно множество A  идентичното пресликување 

AI  е биекција.  

 

3.10. Теорема. Ако пресликувањата :f A B  и :g B C  се биекции, 

тогаш и нивната композиција g f  е биекција.  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 3.8 и дефиниција 3.9. Деталите 

ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

3.11. Дефиниција. Ако :f A B  е биекција, тогаш со ( )g y x , за секој 

y B , ако и само ако ( )y f x  дефинираме пресликување :g B A  кое го наре-

куваме инверзно на пресликувањето f . Ја прифаќаме ознаката 1g f  .  

 

3.12. Теорема. Ако :f A B  е биекција, тогаш инверзното преслику-

вање 1 :f B A   е биекција.  

Доказ. Од дефиницијата 3.11 следува дека 1f   е пресликување од B  во 

A . Ако 1 1
1 2( ) ( )f y x f y   , тогаш 1 2( )y f x y  , т.е. 1f   е инјекција. Ако 

x A , тогаш 1( )x f y  каде што ( )y f x , што значи дека 1f   е сурјекција.  

Конечно, 1f   е инјекција и сурјекција, што значи дека е биекција. ■ 
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3.13. Теорема. За секое множество A  важи 1id idA A
 .  

Доказ. Јасно, 1idA
  е пресликување од A  во A . Ако 1id ( )A y x  , тогаш 

id ( )A x y  и како id ( )A x x  добиваме y x , т.е. 1idA
  е инјекција. Јасно, од 

1id ( )A x x   следува дека 1idA
  е сурјекција. ■ 

 

3.14. Лесно се докажува точноста на следните тврдења. Доказите, исто 

така ги оставаме на читателот за вежба.  

 

Теорема. Ако :f A B  и :g B C  се биекции, тогаш  

а) 1 1( )f f      б) 1 idBf f    

в) 1 idAf f    г) 1 1 1( )g f f g   . ■  

 

 

4.  ЕКВИВАЛЕНТНИ МНОЖЕСТВА 
 

4.1. Дефиниција. За множествата A  и B  велиме дека се еквивалентни, 

во ознака ~A B , ако постои биекција f  од A  во B .  

 

4.2. Теорема. За секои множества A , B  и C  важи  

i) ~A A .  

ii) Ако ~A B , тогаш ~B A .  

iii) Ако ~A B  и ~B C , тогаш ~A C .  

Доказ. Непосредно следува од теоремите 3.13, 3.12 и 3.10. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

4.3. Теорема. а) Ако 1 1 2 2 1 2 1 2~ , ~ , ,A B A B A A B B    , тогаш  

1 2 1 2~A A B B  . 

б) Ако ~i iA B , i I  и i jA A  , i jB B  , за i j , тогаш  

~i i
i I i I

A B
 
  .  

Доказ. Нека 1 1 1 2 2 2: , :f A B f A B   се биекции и да ставиме  

1 1

2 2

( ), ако  
( )

( ),  ако  

f x x A
f x

f x x A


 


 

Од 1 2A A   следува дека за секој 1 2x A A   постои еден и само 

еден 1 2y B B   таков да ( )f x y . Значи дека f  е пресликување од 1 2A A  во 

1 2B B .  

Нека 1 2 1 2( ) ( )f x f x B B   . Од 1 2B B   следува дека или  

1 2 1( ) ( )f x f x B   или 1 2 2( ) ( )f x f x B  . 

Ако 1 2 1( ) ( )f x f x B  , тогаш 1 1 1 2( ) ( )f x f x  и бидејќи 1f  е инјекција, добиваме 

1 2x x . Ако 1 2 2( ) ( )f x f x B  , тогаш 2 1 2 2( ) ( )f x f x  и бидејќи 2f  е инјекција, 
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добиваме 1 2x x . Според тоа, од 1 2( ) ( )f x f x  следува 1 2x x , т.е. f  е инјек-

ција.  

Ако 1 2y B B  , тогаш или 1y B  или 2y B . Но, 1f  и 2f  се сурјекции, 

па затоа или постои 1 1x A  таков да 1 1( )f x y  или постои 2 2x A  таков да 

2 2( )f x y , од што следува дека f  е сурјекција.  

Значи, f  е биекција од 1 2A A  во 1 2B B , т.е. 1 2 1 2~A A B B  .  

б) Постапете аналогно како во доказот под а). ■ 

 

4.4. Дефиниција. Нека :f X Y  е пресликување од множеството X  во 

множеството Y  и ( )P X  и ( )P Y  се партитивните множества на X  и Y . 

Пресликувањето *: ( ) ( )f P X P Y  дефинирано со  

*( ) { ( ) | }f A f x x A  , за секое A X  

го нарекуваме проширување на пресликувањето f  врз ( )P X .  

 

4.5. Дефиниција. Ако *: ( ) ( )f P X P Y  е проширување на :f X Y , 

тогаш пресликувањето 
*

: ( ) ( )f P Y P X  дефинирано со  

*
( ) { | ( ) }f B x X f x B   , за секое B Y , 

го нарекуваме реципрочно проширување на пресликувањето f .  

 

4.6. Теорема. Нека :f X Y . Тогаш  

а) Ако 1A A , тогаш 1*( ) *( )f A f A , за секои 1,A A X .  

б) *( )A f A   , за секое A X . ■ 

 

 

5.  ЗАДАЧИ  
  

1. Докажи дека \ ( \ ) ( \ )A B A D D B  , за секои множества ,A B  и D .  
 

2. Докажи  

a) \ ( ) ( \ )a a
a A a A

M M M M
 
   ,  

b) \ ( ) ( \ )a a
a A a A

M M M M
 
   .  

 

3. Докажи:  

a) ( ) ( ) ( )a b a b
a A b B a A

b B

X Y X Y
  



      ,  

b) ( ) ( ) ( )a b a b
a A b B a A

b B

X Y X Y
  



       

 

4. Докажи  

a) ( ) \ ( ) ( \ )a a a a
a A a A a A

M N M N
  
    ,  
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b) ( ) \ ( ) ( \ )a a a a
a A a A a A

M N M N
  
    .  

 

5. Докажи  

a) 1 1 1 1( ... ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n nA A B B A B A B          ,  

b) 1 1 1 1( ... ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n nA A B B A B A B          .  
 

6. Нека :f X Y  и aM X , за секој a A . Докажи  

a) ( ) ( )a a
a A a A

f M f M
 
    и  

b) ( ) ( )a a
a A a A

f M f M
 
   .  

 

7. Нека :f X Y  и aN Y , за секој a A . Докажи  

a) 1 1( ) ( )a a
a A a A

f N f N 

 
   ,  

b) 1 1( ) ( )a a
a A a A

f N f N 

 
   .  

 

8. Нека :f X Y  и ,M N Y . Докажи дека  

1 1 1( \ ) ( ) \ ( )f M N f M f N   . 
 

9. Нека :f X Y . Докажи дека  

a) 1( ( ))f f B B  , за секое множество B Y .  

b) 1( ( ))A f f A , за секое множество A X .  

c) 1( ( ))f f B B  , за секое множество B Y  ако и само ако f  е сурјекција.  

d) 1( ( ))A f f A , за секое множество A X  ако и само ако f  е  инјекција.  
 

10. Докажи, дека од \ ~ \A B B A  следува A B .  
 

11. Дадени се множествата B  и C  такви што B C  . Докажи, дека од 

A B  и ~A A C , следува ~B B C .  
 

12. Најди ги сите функции 0 0:f N N  такви да 2( ) ( )f x y xf x y   , за секои 

0,x yN .  
 

13. За функцијата :f N Q  е исполнето  

2(1) (2) ... ( ) ( )f f f n n f n    , за секој nN . 

Ако (1) 1005f  , пресметај (2010)f .  
 

14. Функцијата :f Z Z  е определена со  

10, 100
( )

( ( 11)), 100.

x x
f x

f f x x

 
 

 
 

Докажи дека ( ) 91f x  , за 100x  .  
 

15. Нека mN , {1,2,..., }S m  и :f S N  е пресликување такво што  
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(1) (2) ... ( ) 2f f f m m    .    (1) 

Ако | {1,2,..., }, ( ) 1}|k i m f i   , тогаш max{ ( ) |1 } 2f i i m k    .  

Докажи!  
 

16. Дадена е функција :f AN  таква да важи: ако | |i j p  , p  е прост број, 

тогаш ( ) ( )f i f j . Колку елементи најмалку може да има множеството A ?  
 

17. Функцијата :f N N  е зададена со  

( ) [ ],f m m m   за секој mN . 

Докажи дека за секој mN  постои k N  таков што  

пати

( ) ( (... ( )))k

k

f m f f f m  

е полн квадрат.  
 

18. Докажи дека не постои функција :f Z Z  таква да ( ( )) 1f f x x  , за секој 

xZ .  
 

19. Докажи дека не постои биекција 0:f N N  таква што  

( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( )f mn f m f n f m f n   , за секои ,m nN . 
 

20. Докажи дека не постои функција 0 0:f N N  таква што  

( ( )) 1987f f n n  , за секој 0nN . 
 

21. Најди ги сите функции :f Z Z  такви да  

3 ( ) 2 ( ( ))f x f f x x  , за секој xZ . 
 

22. Најди ги сите функции :f N N  такви да ( ( ) ( ))f f n f m m n   , за 

,m nN . Определи го (2014)f  ако (1) 1f  . 
 

23. Најди ги сите функции :f Q Q  за кои важи (1) 2f   и  

( ) ( ) ( ) ( ) 1f xy f x f y f x y    , за секои ,x yQ .  (1) 
 

24. Најди ги сите функции 0:f N R  такви да  

( ) ( ) (3 )f n m f n m f n    , за секои 0,m nN , n m . 
 

25. Најди ги сите функции :f N N  такви да  

i) ( ) ( ) ( ) 2f x y f x f y xy    , за секои ,x yN ,  

ii) ( )f x  е полн квадрат за секој xN .  
 

26. Докажи дека функцијата :f N R  е решение на функционалната равенка  

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))n m f n m n m f n f m     , ,m nN   (1) 

ако и само ако постои аритметичка прогресија за која ( )f n  е збир на нејзи-

ните први n  членови.  
 

27. Функциите , , :f g h N N  се такви да  
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1) ( ) ( )h n h m  ако m n ,  

2) ( )g N N  и  

3) ( ) ( ) ( ) 1f n g n h n   , за секој nN .  

Докажи дека ( ) 1f n  , за секој nN .  
 

28. Најди ги сите функции , :f g Z Z  такви што  

( ( ) ) ( ( ) )f g x y g f y x   ,      (1) 

за секои ,x yZ  и g  е инјекција.  
 

29. Најди ги сите функции :f N N  такви што  

2( ) ( ) ( )f n f n f n  , за секој nN ,     (1) 

( ) ( ) ( ) 2f n m f n f m mn    , за секои ,m nN .  (2)  
 

30. Најди ги сите функции : \{1}f N N  такви да  

( 1) ( 3) ( 5) ( 7) 1375f n f n f n f n       , за секој nN . 
 

31. Најди ги сите функции :f N N  за кои важи  

1) ( ) ( ) ( )f m n f m f n  , за секои ,m nN ,  

2) Равенката 2( ( )) ( ( ))f f x f x  има најмалку едно решение во N .  
 

32. Најди ги сите функции :f Q R  такви да ( ) ( )f nx nf x , за секои xQ  и 

nZ .  
 

33. Најди ги сите функции 0 0:f N N  такви да за секои 0,m nN  важи  

( ) ( ) ( )

(| |) | ( ) ( ) | .

f mn f m f n

f m n f m f n



  
 

 

34. Да се најдат сите функции 0:f N N  за кои се исполнети условите:  

1) ( ) ( ) ( )f mn f m f n  , за секои ,m nN ,  

2) ( ) 0f n  , ако цифрата на едениците на бројот n  е 3, и  

3) (10) 0f  .  
 

35. Нека :f N N  е строго растечка функција таква да  

( ) ( ) ( )f mn f m f n  

и дека од n mm n , m n  следува дека или ( )f n m  или ( )f m n . Пресме-

тај (30)f .  
 

36. Дали постои функција :f N N  таква што  

( )i  (1) 2f   

( )ii  ( ( )) ( )f f n f n n  , за секој nN  и 

 ( )iii  ( ) ( 1)f n f n  , за секое nN . 
 

37. Најди ги сите функции 0:f Z N  такви што за секои ,m nZ  важи:  
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1) ( ) ( ) ( )f mn f m f n ,  

2) ( ) 1997( ( ) ( ))f m n f m f n   ,  

3) (1997) 0f  .  
 

38. Пресликувањето :{1,2,..., } {1,2,..., }f n n  е биекција таква што  

(1) 2 (2) 3 (3) ... ( )f f f nf n    . 

Докажи дека f  е идентичното пресликување!  
 

39. Нека 1 2 ... na a a    се дадени рацонални броеви и 1 2{ , ,..., }nS a a a . Ако 

:f S S  е биекција таква да  

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n na f a a f a a f a      , 

тогаш f  е идентитет. Докажи!  
 

40. Најди ги сите инјекции :f N N  за кои важи  

( )

2
( ( )) ,

n f n
f f n


  за секој nN . 

 

41. Нека :f N N . Докажи дека, ако за секој nN  важи  

( 1) ( ( ))f n f f n  , 

тогаш ( )f n n , за секој nN .  
 

42. Најди ги сите функции 0 0:f N N  такви да  

1) 2 2 2 22 ( ) ( ( )) ( ( ))f m n f m f n   , за секои 0,m nN ,  

2) за секои 0,m nN  и m n  важи 2 2( ) ( )f m f n .  
 

43. Множеството природни броеви е запишано како унија на две дисјунктни 

подмножества { (1), (2),..., ( ),...}f f f n  и { (1), (2),..., ( ),...}g g g n  такви што  

(1) (2) ... ( ) ...f f f n    ,  

(1) (2) ... ( ) ...g g g n     и  

( ) ( ( )) 1g n f f n  , за секој 1n   

Најди го бројот (240)f .  
 

44. За секој природен број n  нека ( )f n  е бројот од различните записи на бројот 

n како збир од степени на бројот 2 со ненегативни целобројни показатели. 

Записите кои се разликуваат само во редоследот на собироците се сметаат за 

исти. На пример, (4) 4f   бидејќи бројот 4 може да се претстави на следните 

четири начини:  

4,  2 2,  2 1 1,  1 1 1 1      . 

Докажи дека за секој цел број 3n   важи  

2 2

4 22 (2 ) 2
n n

nf  . 
 

45. Нека за функцијата 0 0:f N N  важи ( ( )) ( ) 2 3f f n f n n   , за секој 

0nN . Пресметај (1997)f .  
 



Функции и функционални равенки  

 19 

46. Најди ги сите функции :f N N  така што за ,m nN  и m n  важи  

( ( ) ( )) 8f f m n f m n m    . 
 

47. За функцијата :f N N  важи 

( ( )) 4 9f f n n  , за секој nN ,    (1) 

1(2 ) 2 3k kf   , за секој {0}k N .  (2)  

Пресметај (1789)f .  
 

48. Најди ги сите функции :f Z Z  такви што  

( | |) ( (| | 2)) 2 ( (| | 1))f n m f n m f n m    . 
 

49. Најди ги сите функции :f N N  такви што  

( ) ( ) 2 ( )

2 ( ) ( ) ( )

f x y f x y f x

x f y f x y f y

  

  
 , за секои ,x yN .  (1) 

 

50. Даден е природен број k . Најди ги сите функции :f N N  такви да  

( ) ( ) | ( )kf m f n m n  , за секои ,m nN . 
 

51. Најди ги сите функции :f N N  такви што 2 2 2( ( )) ( ) | ( )f m f n m n  . 
 

52. Најди ги сите функции 0 0:f N N  такви што  

( ( )) ( ( )) ( )f m f n f f m f n   , за секои 0,m nN . 
 

53. Нека функцијата :f N R , е таква што за секој природен број  1n  , 

постои прост делител p  на n  така што   

( ) ( ) ( )n
p

f n f f p  . 

Ако 2007 2008 2009(2 ) (3 ) (5 ) 2006f f f   , пресметај  

2 3 5(2007 ) (2008 ) (2009 )f f f  . 
 

54. Докажи дека постои единствена функција :f N N  таква да  

( ( )) ( 95)f m f n n f m    , за секои ,m nN . 

Пресметај (1) (2) ... (19)f f f   !  
 

55. Дадена е функцијата 0:f N N , за која важи: 

( )a  за секои m  и n  важи ( ) ( ) ( )f m n f m f n   = 0  или 1 ; 

( )b  (2) 0f   

( )c  (3) 0f   

( )d  (9999) 3333f  .  

Пресметај (1982)f .  
 

56. Да ги разгледаме сите функции :f N N  каде што 

2 2( ( )) ( ( ))f n f m m f n    (1) 
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за секои ,m nN . Определи ја најмалата можна вредност на (1998)f . 
 

57. Функцијата :f N N  е дефинирана со  

(1) 1f  , (3) 3,f  (2 ) ( ),f n f n  

(4 1) 2 (2 1) ( ),f n f n f n     

(4 3) 3 (2 1) 2 ( )f n f n f n    .  

Одреди го бројот на сите броеви nN , помали или еднакви на 1988, за кои 

( ) .f n n  
 

58. Најди ги сите функции :f Z Z  такви што (1) 1f   и  

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]f m n f m f n f m n f m f n     , за секои ,m nZ .     (1) 
 

59. Нека mN  и :{1,2,3,..., }f m N  е пресликување такво што:  

1) (1) (2) ... ( ) 2f f f m s    , за некој sN  и  

2) m s .  

Докажи дека постојат 0aN  и nN  такви што  

{ 1, 2,..., } {1,2,..., }a a a n m     и 

( 1) ( 2) ... ( )f a f a f a n s       . 
 

60. Дали множеството цели броеви може да се разбие на три подмножества така 

да за секој цел број n  броевите , 70n n  и 1987n  припаѓаат на трите раз-

лични подмножества?  
 

61. Нека 0, , ,a b c dN  и 0d  . Функцијата 0 0:f N N  е определена со 

0( ) [ ],ax b
cx d

f x x


 N . Докажи дека f  е инјективна ако и само ако 0c   и 

a d .  
 

62. Најди функција :f  Q Q , таква што  

( )
( ( ))

f x

y
f xf y  , за секои ,x y Q .   (1) 

 

63. Нека X  е множеството од сите конечни слогови чии членови се броевите 0 и 

1 и :F X X  е функција дефинирана на следниов начин: за x X , ( )F x  

го добиваме така да во слогот x  секоја единица ја заменуваме со 01, а секоја 

нула со 10.  

Колку парови 00 се појавуваат во слогот 

пати

(1) ( (... (1)...))n

n

F F F F ? 

 

64. Најди ги сите функции :f N N  такви да 2( ( ))f f n n , за секој nN . 
 

 

65. Најди ги сите функции :f N N  такви да, за секои природни броеви a  и 

b , постои недегениран триаголник чии страни се со должини , ( )a f b  и 

( ( ) 1)f b f a  .  
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66. Најди ги сите функции :f N N  такви да  

2 2 2 2( ( ) 2 ( ) ) 2f f m f n m n   , за секои ,m nN .   (1) 
 

67. Нека k  е природен број. За :f N N , нека низата функции 1{ }m mf 
  е де-

финирана со 1f f  и 1m mf f f  , за 1m  . Функцијата f  е k фина ако 

за секој nN  важи ( ) ( )k
kf n f n .  

а) За кои k  постои инјективна k фина функција?  

б) За кои k  постои сурјективна k фина функција? 
 

68. Нека :f  N N N  е таква да за секои ,x yN  важи:  

(1)  ( , ) 2f x x x  ,  

(2)  ( , ) ( , )f x y f y x  и  

(3)  ( ) ( , ) ( , )x y f x y yf x x y   .  

Пресметај (9,7)f .  
 

69. Нека функцијата :f  N N N  е таква да  

(1)  (1,1) 2f  ,  

(2)  ( 1, ) 2( ) ( , )f i j i j f i j     и  

(3)  ( , 1) 2( 1) ( , )f i j i j f i j     .  

Најди ги сите парови природни броеви ( , )i j  такви да ( , ) 1994f i j  .  
 

70. Нека :f  Q Q Q  е функција за која важи:  

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ,1 ) 1

f xy z f x z f y z

f z xy f z x f z y

f x x





 

 

за секои , ,x y zQ . Докажи ( , ) 1, ( , ) 1f x x f x x    и ( , ) ( , ) 1f x y f y x  , за 

секои ,x yQ .  
 

71. Докажи дека пресликувањето :f  N N N  определено со  

2

2

( 1) 2 1, ,
( , )

( 1) 2 , ,

i j j i
f i j

j i i j

    
 

  

 

е биекција.  
 

72. Функцијата ( , )f x y  ги задоволува условите 

(1)  (0, ) 1f y y  , 

(2)  ( 1,0) ( ,1)f x f x   и 

(3)  ( 1, 1) ( , ( 1, ))f x y f x f x y     

за секои x , 0yN . Најди (4,1981).f   
 

73. Најди ги сите функции :f N N   такви што  

i) ( !) ( )!f n f n , за секој nN ,  
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ii) m n  е делител на ( ) ( )f m f n  за секои , ,m n m n N .  
 

74. Најди ги сите функции :f Z Z  такви што за произволни цели броеви 

, ,a b c , за кои 0a b c    е исполнето равенството  

2 2 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )f a f b f c f a f b f b f c f c f a     . 
 

75. Даден е природен број k . Определи ги сите функции :f N N   такви што 

за секои природни броеви m  и n  важи  

( ( )) ( 2014)kf m f n n f m    , 

каде 

пати

( ) ( (...( ( ))...))k

k

f n f f f n .  

 

76. Даден е природен број k . Определи ги сите функции :f N N  такви што 

2 ( ) | ( )k km f n mf m n  , за секои ,m nN .  
 

77. Најди ги сите функции :f N N  такви што за секои ,m nN  важи  

( ( )) ( ) ( )f f m n f m f n   . 
 

78. Дадени се природен број n  и функција :f N N  со следниве својства:  

1) (1) (2) ... ( ) (1)f f f n f n     ;  

2) ( ) ( )f n i f i  , за секој природен број i ;  

3) ( ( )) 1f f i n i   , за секој природен број i .  

Докажи дека 2(1) (2) ... ( )f f f n n    .  
 

79. Најди ги сите функции , , :f g h N N  такви што ( ( )) ( 1)f g n f n  , 

( ( )) ( 1)g h n g n   и ( ( )) ( 1)h f n h n  , за секој nN .  
 

80. Најди ги сите реални функции f , дефинирани на множеството цели броеви, 

за кои 

( () ) ) )( (f m f n f mn f m n mn     , 

за секои цели броеви m и n. 
 

81. Да се докаже, дека постои единствена функција :f N N , за која )(1f   

1(2)f   и  

( ( ( )) () 1 1 ,  3,4 .) ,. .( )f n f f n f n f n n       

За оваа функција да се најде )(2f m , за 2m   . 
 

82. Најди ги сите функции :f Z Z , такви што  

2
2 ( )

( ( ) ( (2 )   2 )  ) ))( ( 
f x

x
xf f y x y f x f y f yf y     , 

за секои цели броеви x и y, 0x  . 
 

83. Најди ги сите функции :f N N  такви да  

2 2001 ( ( )) ( ) 2 2002n f f n f n n     , за секој nN . 
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ВТОРА ГЛАВА  
НИЗИ РЕАЛНИ БРОЕВИ  
 
 
 
1. ДЕФИНИЦИЈА НА НИЗА. КОНВЕРГЕНТНИ  

И ДИВЕРГЕНТНИ НИЗИ  
 
1.1. Дефиниција. Секое пресликување  го нарекуваме �g�b�a�Z��

�j�_�Z�e�g�b�� �[�j�h�_�\�b. Притоа реалниот број   го нарекуваме �q�e�_�g�� �g�Z��

�g�b�a�Z�l�Z����а за означување на низата ги користиме ознаките  или . 

Множеството  го нарекуваме �f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �\�j�_�^�g�h�k�l�b на 

низата .  

 

1.2. Дефиниција. За реалниот број  ќе велиме дека е �]�j�Z�g�b�p�Z�����e�b�f�_�k�� на 

низата , ако за секој реален број  постои природен број  

таков, што за секој  важи  (црт. 1). Притоа велиме дека низата 

 е �d�h�g�\�_�j�]�_�g�l�g�Z (�d�h�g�\�_�j�]�b�j�Z�� �d�h�g�� �[�j�h�•�h�l��) и пишуваме  или 

, . Низите кои не се конвергентни, ќе ги нарекуваме �^�b�\�_�j�]�_�g�l�g�b��  

 

1.3. Пример. а) Да ја разгледаме низата . Ќе докажеме 

дека нејзина граница е бројот . Навистина, нека  е дадено. Постои 

природен број  таков што . Јасно, множеството природни броеви кои го 

задоволуваат претходното неравенство има најмал елемент. Нека тоа е бројот . 

Сега, при  имаме  т.е. , па затоа , што значи 

.  

б) Нека . Ќе докажеме дека .  

Ставаме , каде што . Од неравенството на Бернули 

следува дека за секој  важи , што значи . Нека 

 е дадено. Избираме  и добиваме дека за секој  важи 

, што значи .  

д) Ќе докажеме дека .  

За  земаме  и од неравенството меѓу 

аритметичката и геометриската средина добиваме:  


