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за кои е наменета оваа книга, дел од теоремите се дадени без доказ и примената на 

истите е илустрирана преку примери. Затоа, во втората глава се разгледувани ни-
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XVIII  ГЛАВА  
ВЕКТОРСКИ ФУНКИИ ОД ЕДНА  
РЕАЛНА ПРОМЕНЛИВА    
 
 
 
1. ПОИМ ЗА ВЕКТОРСКА ФУНКЦИЈА.  

ОСНОВНИ СВОЈСТВА  
 

1.1. Во оваа глава ќе ги изучуваме функциите чии вредности се вектори 

во nR , а аргументите се реални броеви. Притоа, во зависност од задачата која ја 
решаваме под вектор ( )tr  ќе ги подразбираме како слободните вектори, така и 

векторите кои се поврзани со почетна точка. Ако сите вектори имаат иста почетна 
точка, тогаш таквите вектори ги нарекуваме радиус вектори.  

 
При разгледувањето на векторските функции ќе се задржиме на функции-

те во тридимензионалниот Евклидски простор, кои имаат примена во повеќе об-
ласти на природните науки. Притоа, ако во овој простор е зададен правоаголен 
координатен систем, тогаш како што знаеме на секој вектор му соодветствува 
подредена тројка реални броеви и, обратно, на секоја подредена тројка реални 
броеви и соодветствува вектор, за кој броевите од подредената тројка се неговите 

координати. Затоа, задавањето на векторска функција ( )tr  во 3R  е еквивалентно 

на задавање на реални функции ( ), ( ), ( )x t y t z t , t E  R , кои се негови координа-

ти, т.е. ( ) ( ( ), ( ), ( )),t x t y t z tr t E . Така ја имаме следнава дефиниција.  

 
1.2. Дефиниција. Нека E  R . Ако на секој t E  по некое правило му 

соодветствува вектор  

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )) n
nt x t x t x t x R    (1) 

 

ќе велиме дека е определена векторска функција ( )tx  на E .  
 

Функцијата : E  R  ќе ја нарекуваме скаларна функција.  
 
1.3. Дефиниција. Ќе велиме дека векторската функција ( )tx  во точката 

0t  има граница 1 2( , ,..., )ny y yy  и ќе пишуваме  
 

0

lim ( )
t t

t


x y      (2) 

ако  

0

lim ( ( ), ) 0
t t

t


x y     (3) 

 
1.4. Забелешка. Согласно со дефиниција 1.3 и пример XV.40.4 б) за дол-

жина на вектор во Eвклидски простор nR  имаме 
0

lim ( )
t t

t


x y  ако и само ако 
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0

lim || ( ) || 0
t t

t


 x y . Бидејќи ( ( ), )t x y  е реална функција заклучуваме дека поимот 

граница на векторска функција се сведува на поимот граница на скаларната функ-
ција ( ( ), )t x y .  

 
1.5. Лема. Векторската функција 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt x t x t x tx  во точката 0t  

има граница 1 2( , ,..., )ny y yy   ако и само ако  
 

0

lim ( ) , 1, 2,..., .i i
t t

x t y i n


     (4) 

 

Доказ. Нека е исполнет условот (3). Тогаш, за секој 1,...,i n  важи  
 

2

1
| ( ) | ( ( )) ( ( ), )

n

i i i i
i

y x t y x t t


    x y  

 

од што следува дека е исполнет условот (4).  
 

Обратно, нека е исполнет условот (4). Тогаш,  
 

2

1 1
( ( ), ) ( ( )) | ( ) |

n n

i i i i
i i

t y x t y x t
 

    x y  

 

од што следува дека е исполнет условот (3).  
 

Конечно, условите (3) и (4) се еквивалентни.  
 

1.6. Ќе наведеме некои својства на границата на векторска функција. Во 
следните тврдења сите функции се определени на некое множество E  R , а во 
тврдењата б) - д) претпоставуваме дека границите кои се наоѓаат на десните стра-
ни на равенствата постојат и тврдиме дека постојат и границите кои се наоѓаат на 
левата страна, при што се исполнети дадените равенства.  
 
 

а) Ако 
0

lim ( )
t t

t


r a , тогаш 
0

lim || ( ) || || ||
t t

t


r a ,  

б) 
0 0 0

1 2 1 2lim [ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
t t t t t t

t t t t
  

  r r r r ,  

в) 
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ),
t t t t t t

f t t f t t
  

  r r каде ( )f t  е скаларна функција,  

г) 
0 0 0

1 2 1 2lim ( ( ), ( )) ( lim ( ), lim ( ))
t t t t t t

t t t t
  

r r r r , и  

 

д) 
0 0 0

1 2 1 2lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ),
t t t t t t

t t t t
  

  r r r r  каде со   е означен векторскиот 

производ на векторите 1( )tr  и 2 ( )tr  во просторот 3R .  

 
Да забележиме дека својството а) следува последица XV.40.8, а остана-

тите својства се докажуваат аналогно како што се докажуваат својствата на грани-
ците на скаларните функции. На пример, ќе го докажеме својството д). Најпрво да 

забележиме дека за секои 3, p q R  важи  
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|| || || || || || sin ( , ) || || || ||     p q p q p q p q .   (5) 
 

Затоа, ако ( ), ( )t t p p q q , при што 
0

lim || ( ) || 0, a  || ( ) ||
t t

t t


p q  е ограничена функ-

ција, тогаш од неравенството (5) следува дека  
 

0

lim || || 0
t t

 p q      (6) 

 

Нека 
0 0

1 2lim ( ) , lim ( )
t t t t

t t
 

 r a r b . Да ставиме  

 

1 2( ) ( ) , ( ) ( )t t t t   x r a y r b .    (7) 

Тогаш,  
 

0 0

lim || ( ) || 0 lim || ( ) || 0
t t t t

t t
 

 x y .   (8) 

 

Го трансформираме производот  
 

1 2( ) ( ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t            r r a x b y a b a y x b x y     (9) 
 

Од (6) имаме   
 

0 0 0

lim || ( ) || lim || ( ) || lim || ( ) ( ) || 0
t t t t t t

t t t t
  

     a y x b x y , 

и како  
 

|| ( ) ( ) ( ) ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ( ) ||t t t t t t t t          a y x b x y a y x b x y  

добиваме  
 

0

lim || ( ) ( ) ( ) ( ) || 0
t t

t t t t


     a y x b x y .  

 

Конечно, од (9) и од дефиницијата за граница на вектор функција следува 

0
1 2lim [ ( ) ( ) ] 0

t t
t t


   r r a b , што значи  

 

0 0 0
1 2 1 2lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

t t t t t t
t t t t

  
  r r r r .  

 
1.7. Дефиниција. За векторската функција ( )tx  ќе велиме дека е непре-

кината во точката 0t  ако   
 

0
0lim ( ) ( )

t t
t t


x x      (10) 

 

Од еквивелентноста на условите (3) и (4) следува дека векторската функ-
ција е непрекината во точката 0t  ако и само ако во 0t  е непрекината секоја од ко-

ординатните функции 1( ),..., ( )nx t x t .  

 
1.8. Пример. Испитајте ја непрекинатоста на векторската функција  

 

sin 1 1 cos( , , ), 0
( )

(1,1,0), 0.

tt e t
t t t

t
t

t

   


r   
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Разгледуваната функција е непрекината 0t  , бидејќи нејзините коорди-
натни функции се непрекинати при овие вредности на аргументот. Понатаму  
 

sin 1 1 cos sin 1 1 cos

0 0 0 0 0
lim ( ) lim( , , ) (lim , lim , lim ) (1,1,0)

t tt e t t e t
t t t t t tt t t t t

t    
    

  r , 
 

што значи функцијата е непрекината и за 0t  .  
 
1.9. Забелешка. Од својствата на граница и дефиницијата за непрекина-

тост на векторска функција следува, дека збир, скаларен и векторски производ на 
векторски функции, а исто така и производ на векторска функција со скаларна 
функција се непрекинати во некоја точка (на некое множество), ако во таа точка 
(на тоа множество) се непрекинати сите собирци или соодветно множители.  

 
 
 
2.  ИЗВОД И ДИФЕРЕНЦИЈАЛ НА  

ВЕКТОРСКА ФУНКЦИЈА  
 
2.1. Во оваа точка секаде ќе претпоставуваме дека 0| |t   . Нека вектор-

ската функција ( )tr  е определена во некоја околина на точката 0t . Тогаш 

количникот 0

0

( ) ( )t t
t t



r r
 е определен во истата околина на точката 0t , освен во точ-

ката 0t .   

 

Дефиниција. Границата 0

00

( ) ( )
lim

t t
t tt t




r r
, ако истата постои и е конечна, ја 

нарекуваме извод на векторската функција ( )tr  во точката 0t  и ја означуваме со 

0'( )tr .  
 

Ако ставиме 0 0 0, ( ) ( )t t t t t t       r r r , добиваме  
 

0
0

'( ) lim
tt

t 
 

 rr .         (1) 
 

Нека 1( ) ( ( ),..., ( ))nt x t x tr . Тогаш, од  
 

0 1 1 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ,..., )n nt t x t x t x t x t

t t t t t t
  
  r r

  
 

и од дефиницијата на граница на векторска функција следува дека за да вектор-
ската функција 1( ) ( ( ),..., ( ))nt x t x tr  има извод во точката 0t , потребно и доволно, 

е да нејзините координатни функции 1( ),..., ( )nx t x t  имаат извод во точката 0t , и 

притоа имаме  
 

' '
0 1 0 0'( ) ( ( ),..., ( ))nt x t x tr .    (2) 

 

2.2. Пример. а) За функцијата ( ) (arctg ,2 , ln )tt t tr  имаме  
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1arctg(1+ ) arctg1 ln(1 ) ln12 2

0

arctg(1+ ) arctg1 ln(1 )2 1 1
20 0 0

'(1) lim ( , , )

( lim , 2 lim , lim ) ( , 2 ln 2,1).

t

t

t t
t t tt

t t
t t tt t t





   
   
  
       



 

r
 

 

б) Ќе докажеме дека функцијата  
 

2

2

1( sin , sin , ), 0
( )

( sin ,0, ), 0

t
t

t

t t t e t
t

t t e t





  
 

r  

нема извод во точката 0t  .  
 

За да векторска функција има извод во дадена точка потребно и доволно е 
секоја нејзина координатна функција да има извод во разгледуваната точка. Да ја 
разгледаме втората координатна функција која е дефинирана со  
 

1( ) sin , 0
t

y t t t   и (0) 0y  . 
 

Имаме,  
(0 ) (0) 1siny t y

t t
 
  . 

Ако  
1

2
,

k
t    ,k k N , 

тогаш  
1sin sin 2 0
t

k   . 

Ако  

2

1
2

,
k

t  
   ,k k N , 

тогаш  
1

2
sin sin(2 ) 1

t
k     . 

Според тоа границата  
(0 ) (0)

0
lim y t y

tt

 
 

 
 

не постои, што значи дека втората координатна функција нема извод во точката 
0t  , па затоа и разгледуваната векторска функција нема извод во точката 0t  .  

 
2.3. Дефиниција. Векторската функција ( )tr  ја нарекуваме линеарна ако 

( )t t r a b , за некои фиксирани вектори a  и b .  

 
2.4. Дефиниција. Векторската функција ( ),t t Xa  ја нарекуваме беско-

нечно мала во однос на скаларната функција ( ),t t X  , кога 0t t  и пишуваме 

0( ) ( ( )), ,t t t t a o  ако постои векторска функција ( )te  дефинирана на истото 

множество X , таква што во некоја околина на точката 0t  е исполнето 

равенството ( ) ( ) ( ),t t t t X a e  и притоа важи 
0

lim ( )
t t

t


e o .  
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Да забележиме дека, како и за скаларните функции, ако 0t X , тогаш 

функцијата ( )te  е непрекината во точката 0t  и затоа 0( )t e o .  

 
2.5. Дефиниција. За векторската функција ( )tr , дефинирана во некоја 

околина на точката 0t , ќе велиме дека е диференцијабилна во точката 0t  ако 

нејзиното нараснување 0 0( ) ( )t t t    r r r  во точката 0t  може да се претстави 

во вид   
 

( ), 0t t t      r a o .   (3) 
 

Линеарната функција ta , која зависи од t , ја нарекуваме диференцијал 
на функцијата ( )tr  во точката 0t  и ја означуваме со dr . Значи  
 

( ), 0d t t     r r o .    (4) 

 
2.6. Забелешка. Функцијата ( )to  е определена за 0t   и во оваа точка 

таа е еднаква на нула, т.е. 0 0( ) ( )t tt t        o r a o . Според тоа, ако функ-

цијата ( )to  ја претставиме во вид ( ) ( )t t t   o e , тогаш функцијата ( )te  исто 

така ќе биде определена при 0t   и притоа (0) e o . Затоа овде границата  
 

0
lim ( )
t

t
 

 e o      (5) 
 

се разгледува во околина на точката 0t   заедно со оваа точка.  
 

2.7. Лема. а) Ако векторската функција е диференцијабилна во некоја 
точка, тогаш таа е непрекината во таа точка.  
 

б) Ако векторската функција ( )tr  е диференцијабилна во точката 0t , то-

гаш таа има извод во 0t  и притоа важи 0'( )t r a , каде векторот a  е определен со 

формулата (3).  
 

в) Ако векторската функција ( )tr  има извод во точката 0t , тогаш таа е 

диференцијабилна во 0t .  
 

г) Ако скаларната функција ( )t t   е диференцијабилна во точката 0 , а 

векторската функција ( )tr  е диференцијабилна во точката 0 0( )t t  , тогаш 
' ' '

0 0 0( ( )) ( ) ( )tt t t  r r , т.е.  
d d dt
d dt d r r .     (6) 

 
д) Ако 1 2, ,r r r  се векторски и f  е скаларна функција, тогаш  

 

' '
1 2 1 2( ) '  r r r r ,  ' '

1 2 1 2 1 2( , ) ' ( , ) ( , ) r r r r r r  и ( ) ' ' 'f f f r r r , 
 

а ако 3
1 2, : X r r R  се векторски функции, тогаш  

 

' '
1 2 1 2 1 2( ) '    r r r r r r ,  
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при што претпоставуваме дека сите изводи се бараат во една иста точка 0t  и дека 

изводите на десните страни од равенствата постојат.  
 

Доказ. а) Од равенството (5) следува,  
 

0 0
lim lim ( ( ) )
t t

t t t
   

      r a e o . 
 

б) Од равенството (3) следува ( )
0

0 0
'( ) lim lim ( )t

t tt t
t 

    
   orr a a .  

 

в) Нека постои изводот 0
0

'( ) lim
tt

t 
 

 rr , т.е. 0'( ) ( ), 0
t

t t t
    rr e , ка-

де  
 

0
0

lim ( )
t
t

t
 
 

 e o .      (7) 

 

Тогаш, 0'( ) ( )t t t t     r r e  и ако дефинираме (0) e o , тогаш од условот (7) 

следува дека за 0'( )t r a  последното равенство е еквивалентно на равенството 

(3). Според тоа, функцијата ( )tr  е диференцијабилна во точката 0t  и 

0 0( ) '( )d t t t r r .  
 

г) Од равенството ' ( )t t t t     r r e , кога 0   имаме  
 

' ( )t t
t t  
 

    r r e     (8) 

каде '
0'( )t tr r . Функцијата ( )t t   е диференцијабилна во точката 0t , т.е. постои 

конечната граница  

0
lim '( )t t


 

 .     (9) 
 

Оттука следува, дека функцијата ( )t t   во точката 0  е непрекината, т.е. 

0
lim 0t
 

  . Од претходно изнесеното и од условот (5) следува 
0

lim ( )t
 

 e o . 

Конечно, кога 0   десната страна во равенството (8), што значи и неговата 

лева страна има конечна граница. Според тоа, во точката 0  постои изводот '
r  и 

притоа важи  
' ' ' '

0 0 0 0
0 0

( ( )) lim lim ( ) ( ) ( ) ( )t t
t tt t t t t    

  
     

      
rr r e r , 

 т.е. d d dt
d dt d r r .  

 

д) Сите формули се докажуваат како и за скаларните функции. Ќе ја дока-
жеме само последната формула. Од 1.2 б) и д) имаме  
 
 

1 0 2 0 1 0 2 0

0

1 0 1 0 2 0 2 0

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
2 0 1 0

0

' '
1 0 2 0 1 0 2 0

( ) ' | lim

lim [ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t t
t t tt

t t t t t t
t tt

t t t

t t t t

    
  

   
  

 

     

   

r r r r

r r r r

r r

r r

r r r r
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што и требаше да се докаже.   
 
2.8. Пример. Да ја разгледаме функцијата  

 

23 3 4( ) ( ,sin 5 ,cos 2 )tt e t tr .  
 

Имаме,  
 

23 2 3 3 4'( ) ( 6 ,15 sin 5 ,8 cos 2 )tt te t t t t r , 
 

за секој tR . Од лема 2.7 в) следува дека функцијата е диференцијабилна за 
секој tR  и дека  
 

23 2 3 3 4'( ) ( 6 ,15 sin 5 ,8 cos 2 )td t dt te t t t t dt  r r .  

 
2.9. Во натамошните разгледувања ќе ја користиме следната лема.  
 
Лема. Ако векторската функција ( )tr  е диференцијабилна во точката 0t  

и во некоја околина на 0t  векторот ( )tr  има константна должина, тогаш 

векторите 0( )tr  и 0'( )tr  се ортогонални.  
 

Доказ. Нека во некоја околина на точката 0t  важи || ( ) ||t cr , каде c  е не-

која константа. Тогаш, 2
0 0( ( ), ( ))t t cr r . Ако го диференцираме последното ра-

венство од лема 2.7 д) следува 0 02( ( ), '( )) 0t t r r , т.е.  

0 0( ( ), '( )) 0t t r r ,    (10) 

што значи дека векторите 0( )tr  и 0'( )tr  се ортогонални.   

 
2.10. Изводи од повисок ред. Ако за векторската функција ( )tr  во некоја 

околина на точката 0t  е определен изводот ( ) ( )n tr  од n  ти ред, 0,1,...n  , 
def

(0) ( ) ( )t tr r , тогаш изводот од ( 1)n   ви ред во таа точка го дефинираме со 

формулата 
0

( 1) ( )
0( ) ( ( )) ' |n n

t tt t
r r .  

 

Ако во некоја точка за функцијата ( )tr  постојат сите изводи до n  ти 

ред, тогаш ќе велиме дека во таа точка функцијата е n  пати диференцијабилна. 
Аналогно како кај скаларните функции и за векторските функции може да се 
воведе поимот диференцијал од повисок ред, но на овој поим во нашите 
разгледувања нема да се осврнеме.  

 
2.11. Тајлорова формула за векторска функција. Нека векторската 

функција 1( ) ( ( ),..., ( ))nt x t x tr  е 1m   пати диференцијабилна во точката 0t . То-

гаш за секоја од функциите , 1, 2,...,ix i n  важи Тајлоровата формула со 

остаточен член во форма на Пеано:  
( )'

00 ( )( )
0 0 0 01! !

( ) ( ) ( ) ... ( ) (( ) )
m

i ix tx t m m
i i im

x t x t t t t t o t t        . 
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Последните равенства можеме да ги запишеме во векторска форма, т.е. важи  
 

( )
0 0'( ) ( )

0 0 0 01! !
( ) ( ) ( ) ... ( ) (( ) )

mt t m m
m

t t t t t t t t       r r
r r o , 

 

каде 0 1 0 0(( ) ) ( (( ) ),..., (( ) ))m m m
nt t o t t o t t   o .  

 
2.12. Коментар. За секоја од функциите , 1, 2,...,ix i n  остаточниот член 

во Тајлоровата формула во форма на Лагранж има има вид:  
 

( 1) ( ) 1
0 0 0 0( 1)!

( , ) ( ) , или .
m

iix m
mi i im

R t t t t t t t t
  




       
 

Меѓутоа, точките , 1, 2,...,i i n   во општ случај се различни, па затоа остаточниот 

член на Тајлоровата формула, во општ случај не може да се запише во вид:  
 

( ) ( ) 1
0 0( 1)!

( , ) ( )
m

m
m m

t t t t 
 rR . 

Но, за 0m   Тајлоровата формула всушност е теоремата на Лагранж, што значи 
дека оваа теорема во општ случај не важи за векторските функции.  

 

2.13. Пример. Векторската функција 1
2

( ) ( , , arctg ), \{0, 2}t
t t

t t t  r R  

ќе ја разложиме по Тајлоровата формула во околина на точката 0 1t   заклучно со 

третиот член.  
 

Имаме,  
( )2 (1) 3

!
1

( ) (1) ( 1) (( 1) )
k

k
k

k
t t t


     rr r o  

 

и како 1
3 4

(1) (1, , ),r  2 1 4 1
9 2 27 2

'(1) ( 1, , ), ''(1) (2, , )    r r  добиваме  
 

2 31 2 1 4 1
3 4 9 2 27 2

( ) (1, , ) ( 1, , ) ( 1) (2, , ) ( 1) (( 1)t t t t           r o .  

 
2.14. Претходно изнесените дефиниции и својства за векторските 

функции се добиваат со пренесување на соодветните дефиниции и својства на 
скаларните функции. Но, треба да се има предвид дека не сите својства на 
скаларните функции имаа директна аналогија во теоријата на векторските 
функции. Тоа, на пример, се однесува на теоремата на Рол, што може да се види 
од следниот пример.  

 
Пример. Да ја разгледаме векторската функција ( ) (sin ,cos ,0)t t tr , 

0 2t   . За оваа функција важи '( ) (cos , sin ,0)t t t r , што значи дека  
 

2 2 2|| '( ) || cos sin 0 1t t t   r , за секој [0, 2 ]t  , 
 

па затоа не постои [0, 2 ]   таков што '( ) r o  иако (0) (2 ) (0,1,0) r r .  

 
2.15. За векторските функции, наместо директна аналогија на теоремата 

на Лагранж може да се докажат следниве две теореми.  
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Теорема A. Нека векторската функција ( )tr  е непрекината на [ , ]a b  и е 

диференцијабилна на ( , )a b . Тогаш постои точка ( , )a b   таква што  
 

|| ( ) ( ) || ( ) || '( ) ||b a b a    r r r .    (11) 
 

Доказ. Ако ( ) ( )b ar r , тогаш неравенството (11) е исполнето бидејќи 

неговата лева страна е еднаква на нула.  
 

Нека ( ) ( )b ar r  и ( ) ( )
|| ( ) ( )||

b a
b a

 r r

r r
e . Според тоа   

 

|| ( ) ( ) || ( ( ) ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )b a b a b a    r r r r e r e r e ,  

т.е.  
|| ( ) ( ) || ( ) ( )b a f b f a  r r ,   (12) 

 

каде ( ) ( ( ), )f t t r e  е скаларна функција која е непрекината на интервалот [ , ]a b  и 

е диференцијабилна на ( , )a b . Од теоремата на Лагранж следува дека постои 

( , )a b   таков што  
 

( ) ( ) '( )( )f b f a f b a   .  
 

Но, '( ) ( '( ), )f t t r e , па од равенството (12) и од неравенството на Коши-Шварц 

следува дека постои ( , )a b   таков што  
 

|| ( ) ( ) || ( ) ( ) ( '( ), ) ( ) || '( ) || || || ( ) ( ) || '( ) ||b a f b f a b a b a b a              r r r e r e r  
 

што и требаше да се докаже.   
 

Теорема Б. Нека векторската функција 2: r R R  е непрекината на 
[ . ]a b  диференцијабилна на ( , )a b  и '( )t r o , за секој ( , )t a b . Тогаш постои 

( , )a b   таков што  
 

( ) ( ) '( )b a   r r r     (13) 
 

за некој  R .  
 

Доказ. Нека ( ) ( ( ), ( ))t x t y tr . Тогаш, скаларните функции x  и y  се не-

прекинати на [ . ]a b , диференцијабилни на ( , )a b  и важи 2 2( '( )) ( '( )) 0x t y t    за 

секој ( , )t a b . Од теоремата на Коши следува дека постои ( , )a b   таков, што  
 

( ( ) ( )) '( ) '( )( ( ) ( ))x b x a y x y b y a    .  
 

Ако, на пример '( ) 0x   , тогаш  
 

( ) ( )
'( )

( ) ( ) ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( '( ), '( )) '( )x b x a
x

b a x b x a y b y a x y         r r r ,  
 

каде ( ) ( )
'( )

x b x a
x   .  
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3.  ИНТЕГРАЛ ОД ВЕКТОРСКА ФУНКЦИЈА  
 

3.1. Дефиниција. Векторската функција ( )tF , определена на множество-

то E  R , ја нарекуваме примитивна за векторската функција ( )tf , ако за секој 

t E  е исполнето равенството  
 

'( ) ( )t tF f .      (1) 

 
3.2. Забелешка. Лесно се докажува, дека ако 1( )tF  и 2 ( )tF  се две прими-

тивни функции за векторската функција ( )tf , тогаш 1 2( ) ( )t t F F c , каде c  е 

константен вектор.  
 
3.3. Дефиниција. Нека ( )tF  е примитивна функција за векторската функ-

ција ( )tf  на интервалот [ , ]a b E . Определен интеграл од векторската функција 

( )tf  на интервалот [ , ]a b  ја нарекуваме разликата ( ) ( )b aF F , која ја означуваме 

со ( )
b

a

t dt f , т.е.  

 

( ) ( ) ( )
b

a

t dt b a  f F F .    (2)  

 
3.4. Забелешка. Од формулите (1) и (2) непосредно следува дека за 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt f t f t f tf  важи  
 

1 2( ) ( ( ) , ( ) ,..., ( ) )
b b b b

n
a a a a

t dt f t dt f t dt f t dt   f .    (3) 

 
3.5. Ако секоја од функциите ( ), 1,2,...,if t i n  е интеграбилна по Риман, 

тогаш Римановиот интеграл од векторската функција ( )tf  на интервалот [ , ]a b   

може да се дефинира со формулата (3). Понатаму, Римановиот интеграл од 
векторската функција ( )tf  на интервалот [ , ]a b   може да се определи и како 

граница на интегрални суми, т.е.  
 

1

1
( ) 0 0

( ) lim ( )( ),
b k

i i i
d ia

t dt t t








 

  f f    (4) 

 

каде 0{ }k
i it    е поделба на интервалот [ , ]a b , 1[ , ], 0,1,2,..., 1i i it t i k     и 

дијаметар на 1
{0,1,..., 1}

( ) max ( )i i
i k

d t t


 
 

  .  

 

3.6. Лема. Ако , : [ , ] na b f g R  и : [ , ]a b  R  се диференцијабилни, то-

гаш  
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( ( ), '( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( '( ), ( ))
b b

a a

t t dt b b a a t t dt   f g f g f g f g  

и  

( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( )
b b

a a

t t dt b b a a t t dt      g g g g .  

 

3.7. Лема. Нека  функција : [ , ] na b f R  е интеграбилна по Риман. Тогаш  
 

|| ( ) || || ( ) ||
b b

a a

t dt t dt f f .    (4) 

 

Доказ. Нека ( )tf  е интеграбилна по Риман. Тоа значи дека координатните 

функции се интеграбилни по Риман. Сега од теорема XII 8.7 Б следува дека секоја 
од функциите , 1, 2,...,if i n  е ограничена на [ , ]a b  и множеството нејзини преки-

ни е конечно или е еквивалентно се множеството природни броеви N . Но, тоа 

значи дека секоја од функциите 2 , 1,2,...,if i n  е ограничена на [ , ]a b  и 

множеството нејзини прекини е конечно или е еквивалентно се множеството 
природни броеви N , односно функцијата || ||: [ , ]a b f R , определена со  
 

2 2 2 1/ 2
1 2|| ( ) || ( ( ) ( ) ... ( ))nt f t f t f t   f , [ , ]t a b  

 

е ограничена на [ , ]a b  и множеството нејзини прекини е конечно или е ек-

вивалентно се множеството природни броеви N , па од теорема XII 8.7 Б следува 
дека оваа функција е интеграбилна по Риман, т.е. интегралот на десната страна во 
(4) има смисол.  
 

Да означиме ( )
b

n

a

t dt a f R . Ако || || 0a , тогаш неравенството (4) очи-

гледно е исполнето. Нека || || 0a . Тогаш, од неравенството на Коши-Буњаковски-

Шварц (лема X 40.6) следува  

2|| || ( , ) ( , ( ) ) ( , ( ))

|| || || ( ) || || || || ( ) || .

b b

a a

b b

a a

t dt t dt

t dt t dt

  

  

 

 

a a a a f a f

a f a f

 

Конечно, ако во последното неравенство поделиме со || || 0a  го добиваме нера-

венството (4).  
 

3.8. Последица. Ако функцијата : [ , ] na b f R  е непрекинато диференци-

јабилна, т.е ако векторската функција 'f  е непрекината, тогаш важи  
 

|| ( ) ( ) || || '( ) || .
b

a

b a t dt  f f f  
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Доказ. Од Њутн-Лајбницовата формула и од претходната лема следува  

 

|| ( ) ( ) || || '( ) || || '( ) ||
b b

a a

b a t dt t dt   f f f f .  

 
3.9. Нека векторската функција 1( ) ( ( ),..., ( ))nt x t x tr  е 1m   пати дифе-

ренцијабилна во точката 0t . Тогаш за секоја од функциите , 1, 2,...,ix i n  важи 

Тајлоровата формула со остаточен член во интегрална форма:  
 

( )'
00 ( )( )

0 0 0 01! !
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( , )

m
i ix tx t m

i i mim
x t x t t t t t R t t       ,  

 

каде  
 

0

( 1)1
0 !

( , ) ( )( )
t

m m
mi im

t

R t t x t d    . 

 

Последните равенства можеме да ги запишеме во векторска форма, т.е. важи  
 

( )
0 0'( ) ( )

0 0 0 01! !
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( , ),

mt t m
mm

t t t t t t t t      r r
r r R  

 

каде  
 

0

( 1)1
0 !

( , ) ( )( )
t

m m
m m

t

t t t d   R r , 

 

Добиената формула ја нарекуваме Тајлорова формула за векторска функција со 
остаточен член во интегрална форма.  

 
 
 

4.  ПОИМ ЗА КРИВА ВО nR  
 

4.1. Нека во nR  е зададен фиксиран координатен систем и да го разгле-

даме пресликувањето : [ , ] nr a b  R . Да ги означиме координатите на точката 

( )r t со 1( ),..., ( )nx t x t , т.е. 1( ) ( ( ),..., ( ))nr t x t x t .  

 
Според тоа, пресликувањето ( )r t  е зададено ако се зададени функциите 

1( ),..., ( )nx t x t  кои ги нарекуваме координатни функции на пресликувањето ( )tr . 

Пресликувањето ( )r t  има граница во точката 0t  ако во 0t  имаат граница сите ко-

ординатни функции. Притоа  
 

0 0 0

def

1lim ( ) ( lim ( ),..., lim ( ))n
t t t t t t

r t x t x t
  

 .  

 

За пресликувањето ( )r t  ќе велиме дека е непрекинато во точката 0t , ако во таа 

точка се непрекинати сите координатни функции. Притоа важи  
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0 0 0
1 1 0 0 0lim ( ) ( lim ( ),..., lim ( )) ( ( ),..., ( )) ( )n n

t t t t t t
r t x t x t x t x t r t

  
   .  

 

Очигледно, на секое пресликување ( )r t  соодветствува векторска функ-

ција ( )tr таква што координатите на векторот ( )tr се совпаѓаат со координатите 

на точката ( )r t  и обратно. Притоа пресликувањето ( ), [ , ]r t t a b  е непрекинато во 

точката 0t , на интервалот [ , ]a b , ако и само ако векторската функција ( )tr  е не-

прекината во точката 0t ,  на интервалот [ , ]a b .  

 

4.2. Дефиниција. Пат во просторот nR  е секое непрекинато преслику-
вање на [ , ]a b . За патот ( ), [ , ]r t t a b , променливата t  ја нарекуваме негов пара-

метар.  
 

Множеството точки од просторот nR , кои се слика на ( ), [ , ]r t t a b , го 

нарекуваме носител на патот ( ), [ , ]r t t a b . Точките од носителот на патот 

( ), [ , ]r t t a b ,  во кои се пресликуваат повеќе од една точка од [ , ]a b  ги наре-

куваме кратни точки на патот. Носителот на патот кој нема кратни точки ќе го 
нарекуваме прост лак.  
 

Точката ( , ( ))a r a  ја нарекуваме почеток, точката ( , ( ))b r b  ја нарекуваме 

крај на патот ( ), [ , ]r t t a b , а точките ( , ( )), ( , )c r c c a b  ги нарекуваме внатрешни 

точки на патот. Ако ( ) ( )r a r b , тогаш за патот ќе велиме дека е затворен, а 

носителот на патот ќе го наречеме затворена контура. Затворената контура која 
нема кратни точки ќе ја нарекуваме проста затворена контура.  
 

Ако патот е во просторот 3R , тогаш истиот го нарекуваме просторен 

пат, а ако лежи на некоја рамнина во 3R , тогаш за патот ќе велиме дека е 
рамнински. Јасно, секоја непрекината функција ( ), [ , ]y f x x a b   е рамнински 

пат и нејзиниот график е носител на тој пат.  
 

Како што рековме, патот  
 

( ), [ , ]r t t a b      (1) 
 

може да се зададе и со содветната вектор функција  
 

( ), [ , ]t t a br ,     (2) 
 

при што ако не е поинаку кажано ќе претпоставуваме дека ( ), [ , ]t t a br  е радиус-

вектор со почеток во координатниот почеток. Притоа носителот на патот го наре-
куваме ходограф на векторската функција ( )tr , а за функцијата (2) ќе велиме дека 

е векторско претставување на патот (1).  
 
4.3. Дефиниција. За патот (1) ќе велиме дека е n  пати непрекинато ди-

ференцијабилен, ако сите негови координатни функции се n  пати непрекинато 
диференцијабилни функции на интервалот [ , ]a b .  

 



 15

4.4. Пример. Со пресликувањето ( ) ( cos , sin ), [0,2 ], , 0r t a t b t t a b    

е определен пат кој е затворена контура бидејќи (0) (2 ) ( ,0)r r a  . Лесно се 

гледа дека оваа контура е проста. Навистина, ако 1 2( ) ( )r t r t , тогаш  
 

1 2 1 2cos cos , sin sint t t t  , 
 

и како 1 2, (0, 2 )t t  , добиваме 1 2t t , што значи дека оваа контура нема кратни 

точки. Јасно, оваа контура е произволен број пати непрекинато 
диференцијабилна. Со елиминација на  параметарот t  добиваме дека раз-

гледуваната контура е дадена со равенката 
22

2 2 1yx
a b

  , т.е. разгледуваната 

контура има носител елипса со центар во координатниот почеток и полуоски a  и 
b .  
 
 4.5. Дефиниција. Два пата ( ), [ , ]r t t a b  и 1( ), [ , ]r      ги нареку-

ваме еквивалентни, ако постои непрекината строго монотоно функција    која 

интервалот [ , ]   го пресликува на интервалот [ , ]a b  и за секој [ , ]    важи 

1( ( )) ( )r r   .  
 

Функцијата   ја нарекуваме допустлива трансформација на параме-

тарот   во параметарот t . Лесно се докажува дека воведената релација за 
еквивалентност на два пата е релација за еквиваленција. Секоја класа   еквива-

лентни патишта во просторот nR  ја нарекуваме крива во nR .  
 

Секој пат од оваа класа, т.е. секое пресликување од видот (1) го нарекува-
ме претставник на класата  . За соодветната векторска функција ќе велиме дека е 
векторско претставување на кривата  .  
 

Носителот на сите претставници на   го нарекуваме носител на  .  
 
 4.6. Пример. а) Да ги разгледаме рамнинските патишта  
 

( ) cos , ( ) sin , [0, 2 ]x t t y t t t       (3)  

и  
( ) cos 2 , ( ) sin 2 , [0, 2 ]x y        .   (4)  

 

Нивни заеднички носител е кружницата 2 2 1x y  , но тие се претставници на 

две различни криви. Имено, за патот (3) параметарот t  се менува од 0 до 2 ,  во 

овој случај по кружницата 2 2 1x y   се минува само еднаш и имаме само една 

кратна точка, а додека за патот (4) параметарот   се менува од 0 до 2 , по 

кружницата 2 2 1x y   се минува два пати и сите нејзини точки се кратни.  
 

б) Патиштата  
 

2 2
( ) cos , sin , [ , ]x t t y t t       и ( ) (2 ), ( ) 1, [0,2]x y           

 

се еквивалентни меѓу себе и затоа тие дефинираат една иста крива. Навистина, 
функцијата 1 sin t    е непрекината, строго монотоно растечка која ги задоволу-
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ва условите од дефиниција 4.5, (проверете!). Според тоа, овие два пата дефини-

раат иста крива чиј носител е полукружницата 2 2 1x y  , 0x  .  

 
4.7. Дефиниција. Нека ( ), [ , ]r t t a b  и 1( ), [ , ]r      се две претста-

вувања на кривата   и нека ( ), [ , ], [ , ]t t a b        е пресликувањето со 

кое е воспоставена нивната еквивалентност. За точките ( , ( ))t r t  и 1( , ( ))r   ќе ве-

лиме дека се еквивалентни ако ( )t   .  

 
 Лесно се гледа дека воведената релација за еквивалентност меѓу точките 
од два пата кои дефинираат една иста крива е релација за еквиваленција во мно-
жеството од сите точки на патиштата кои ја сочинуваат дадената крива. Оваа 
релација го разбива на заемно дисјунктни класи на еквиваленција множеството 
точки од сите патишта кои дефинираат една иста крива. Секоја од овие класи ќе ја 
нарекуваме точка на кривата и притоа ќе ја користиме истата ознака како и за 
точка на пат. Аналогно, како и во случајот на пат се дефинираат поимите: кратна, 
почетна, крајна и внатрешна точка на крива, затворена и проста затворена 
контура.  
 

4.8. Дефиниција. За два n  пати непрекинато диференцијабилни пата ќе 
велиме дека се n  пати непрекинато диференцијабилно еквивалентни, ако постои 
функција  , која ја обезбедува еквивалентноста во смисол на дефиниција 4.5 так-

ва што   и нејзината инверзна функција n  пати непрекинато диференцијабилна.  
 

Лесно се гледа дека и оваа релација за еквивалентност на два пата е рела-
ција за еквиваленција, па затоа има смисол следната дефиниција.  
 

4.9. Дефиниција. Секое множество n  пати (непрекинато) диференција-
билни еквивалентни меѓу себе патишта го нарекуваме n  пати (непрекинато) ди-
ференцијабилна параметарски зададена крива. 
 
 
 

5. ОРИЕНТАЦИЈА НА КРИВА  
 
 5.1. Во првите шест точки од оваа глава воведените поими и докажаните 

својства во врска со истите беа разгледувани во nR . Меѓутоа, до крајот на оваа 

глава нашите разгледувања ќе ги ограничиме на просторите 2R  и 3R . 
 
 Пред да го објасниме поимот за ориентација, да забележиме дека 
непрекинатата функција ( ), [ , ]y f x x a b   дефинира рамнинска крива  :  
 

, ( ), [ , ],x t y f t t a b   ,  
 

која, очигледно, е прост лак. Нејзиниот носител е графикот на функција f , а па-

раметар е променливата x . Во овој случај ќе пишуваме  
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{( , ) | ( ), [ , ]}x y y f x x a b     
 

и ќе велиме, дека кривата  со функцијата f  е експлицитно претставена.  

 
 5.2. Подредувањето на броевите од интервалот [ , ]a b  со помош на дадено 

претставување ( )r t  на кривата { ( ) | [ , ]}r t t a b    генерира соодветно подреду-

вање на точките на кривата  . Ако 1 2a t t b   , тогаш ќе велиме дека точката 

1( )r t  и претходи на точката 2( )r t . Ако сакаме подредувањето на точките на кри-

вата   да се запазува и при други нејзини претставувања, тогаш неопходно е да 
се намали класата на допустливи трансформации на параметарот. Така ја имаме 
следнава дефиниција.  

 
5.3. Дефиниција. За два еквивалентни пата ќе велиме дека се еднакво 

ориентирани, ако функцијата   од дефиниција 4.5 строго монотоно расте.  
 

Класата еднакво ориентирани еквивалентни патишта ќе ја нарекуваме 
ориентирана крива.  
 

Нека е даден патот ( ), [ , ]r t t a b . Тогаш, за патот  
 

1( ) ( ), [ , ]r t r a b t t a b       (1) 

ќе велиме дека е спротивен на патот ( )r t . Ако патот ( ), [ , ]r t t a b  е претставува-

ње на кривата  , тогаш за ориентираната крива чие претставување е патот (1) ќе 

велиме дека е спротивно ориентирана од кривата   и ќе ја означуваме со  .  
 

5.4. Забелешка. Јасно, ако патот ( ), [ , ]r t t a b  е претставување на ориен-

тираната крива   и ( ), [ , ]      е непрекината монотоно опаѓачка функција 

таква што ( ) , ( )b a     , тогаш патот ( ( )), [ , ]r       е претставување на 

кривата  .  
 

Што се однесува до подредувањето на точките на кривата  , да забеле-
жиме дека тоа е спротивно од подредувањето на точките на кривата  , (зошто?).  
 

5.5. Дефиниција. За кривата 1 1 1{ ( ) | [ , ]}r t t a b    ќе велиме дека е дел 

(лак) од кривата { ( ) | [ , ]}r t t a b    ако 1 1[ , ] [ , ]a b a b .  

 
 Јасно, ако кривата   е ориентирана, тогаш нејзината ориентација генери-
ра ориентација и на секој нејзин лак 1 , а исто така се запазува и подредувањето 

на точките.  
 

5.6. Дефиниција. Ако 1 1 0{ ( ) | [ , ]}r t t a t   , 2 2 0{ ( ) | [ , ]}r t t t b   , 1 0( )r t  

2 0( )r t , тогаш кривата { ( ) | [ , ]}r t t a b   , каде  
 

1 0

2 0

( ), [ , ]
( )

( ), ( , ]

r t t a t
r t

r t t t b


  
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ја нарекуваме унија на кривите 1  и 2  и пишуваме 1 2    .  
 

Јасно, во овој случај секоја од кривите 1  и 2  е лак на кривата  . Ана-

логно се дефинира унија на конечен број криви.  
 

5.7. Пример. Да ги разгледаме рамнинските криви  
 

1 2
{(cos ,sin ) | [0, ]}t t t     и 2

2 2
{(cos , ) | [ , ]}t t t 

    .  
 

Од 2
2 2 2 2

(cos ,sin ) (0,1) (cos , )   
    следува дека тие ги задоволуваат условите 

од дефиниција 7.6. Скицирајте го носителот на кривата 1 2    .  

 
5.8. Дефиниција. Унијата на конечен број непрекинато диференцијабил-

ни криви ќе ја нарекуваме по делови непрекинато диференцијабилна крива.  
 

Кривата   од пример 5.7 е по делови непрекинато диференцијабилна 
крива, (проверете!).  
 

5.9. Дефиниција. Нека { ( ) | [ , ]}r t t a b    е рамнинска крива во Oxy  

рамнината. Ако постои функција ( , )F x y  таква што координатите ,x y  на точката 

( )r t  ја задоволуваат равенката  

( , ) 0F x y  ,    (2) 
 

тогаш ќе велиме, дека равенката (2) имплицитно ја задава кривата  .  
 

Во случај на просторна крива истата може да биде зададена со помош на 
систем на две равенки: 1 2( , , ) 0, ( , , ) 0F x y z F x y z  .  

 
5.10. Забелешка. За рамнинските криви во Oxy  рамнината понекогаш е 

погодно тие да се задаваат во поларни координати ,  , за кои како што знаеме со 

Декартовите координати ,x y  се сврзани со формулите   
 

cos ,x    siny   ,    (3) 

Во поларни координати кривите се задаваат со равенки од облик  
 

( ), [ , ]       .    (4) 
 

Со помош на формулите (3) кривата зададена со равенката (4) може да се пара-
метризира, при што се добива ( ) cos ,x     ( )siny    , [ , ]   . 

 
5.11. Пример. Кружницата со центар во точката ( ,0)C a  и радиус a  има 

равенка 2 2 2 0x y ax   . Ако ,x y  замениме од (2) ја добиваме нејзината равенка 

во поларни координати 
2 2

2 cos , [ , ]a       . 
 

Ако од последната равенка замениме во формулите (2) добиваме параме-
тарски равенки на разгледуваната кружница  

2
2 2

2 cos , 2 cos sin , [ , ]x a y a         .  
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Параметризација на разгледуваната кружница може да се изврши и ако за 
параметар t  се земе коефициентот на правецот на правата која минува низ точка 

на кружницата и координатниот почеток. Ставаме y
x

t   и добиваме  

2 2
2 2

1 1
( ) ( , ), { }a at

t t
r t t

 
   R ,  

при што се подразбира дека ( ) 0r   .   

 
 
 

6. СИНГУЛАРНИ ТОЧКИ. ГЛАТКА И  
ГЛАТКА ПО ДЕЛОВИ КРИВА  

 
6.1. Дефиниција. Нека   е диференцијабилна крива и ( ), [ , ]t t a br  е 

нејзино векторско претставување. Ако '( )t r o , тогаш за точката ( )tr  ќе велиме 

дека е сингуларна, а ако '( )t r o , тогаш ќе велиме дека ( , ( ))t r t  е несингуларна 

точка за кривата  .  
 
6.2. Забелешка. Бидејќи во дадена точка 0 0( , ( ))t r t  при сите претставува-

ња ( ), [ , ]t t a br  на   истовремено или 0'( )t r o  или 0'( )t r o , (лема 2.7.г и 

фактот дека секоја допустлива трансформација на параметарот t  е строго моно-
тоно диференцијабилна функција, па затоа таква е и нејзината инверзна функ-
ција), добиваме дека несингуларна точка при едно претставување на диференција-
билната крива   ќе биде несингуларна точка и при секое друго претставување на 
 . Затоа, поимите несингулрна и сингуларна точка не зависат од изборот на 
претставувањето на кривата. Јасно, точката ( , ( ))t r t  е несингуларна ако и само ако 

барем една од координатните функции на '( )tr  не е еднаква на нула во t .  

 
6.3. Дефиниција. За непрекинато диференцијабилната крива   ќе велиме 

дека е глатка ако таа нема сингуларни точки. За крива   ќе велиме дека е глатка 
по делови, ако таа може да се претстави како унија на најмногу пребројливо многу 
глатки криви.  
 

6.4. Пример. а) Синусоидата   е глатка крива бидејќи може да се дефи-
нира со ( ) ( ,sin ,0)t t tr , при што  

, sin , 0x t y t z   , tR  

се непрекинато диференцијабилни функции и '( ) (1,cos ,0)t t r o , за секој tR .  
 

б) Астроидата 3 3( ) cos , ( ) sin , [0, 2 ]x t a t y t a t t     е непрекината зат-

ворена крива. Изводите на ( )x t  и ( )y t  по t  исто така се непрекинати и исто-

времено различни од нула, со исклучок во точките 3
2 2

0, , , , 2   . Затоа, лаците 

на астроидата кои соодветствуваат на интервалите 
2 2

(0, ), ( , ),    3 3
2 2

( , ), ( , 2 )    

се глатки криви, т.е астроидата е глатка по делови.  
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7. ДОЛЖИНА НА КРИВА  
 

7.1. Нека 0{ }i
i it    е поделба на интервалот [ , ]a b  со дијаметар  

 

1
{0,1,..., 1}

( ) max ( )i i
i i

d t t


 
 

   

 

и нека е дадена кривата { ( ) | [ , ]}t t a b  r . Да ја 

разгледаме искршената линија со темиња во точки 
чии радиус вектори се ( ), 0,1, 2,...,it i ir , (цртеж 

1). Должината на оваа искршена линија, впишана 

во кривата   е еднаква на 
1

1
0

|| ( ) ( ) ||
i

i i
i

t t
 




 r r .  

 

Дефиниција. За бројот 0l   ќе велиме дека е должина на кривата  , 

ако за секој 0   постои 0   таков што за секоја поделба 0{ }i
i it    на интер-

валот [ , ]a b  со дијаметар ( )d    важи  
 

1

1
0

| || ( ) ( ) || |
i

i i
i

l t t








   r r . 

 

Притоа пишуваме  
 

1

1
( ) 0 0
lim || ( ) ( ) ||

i

i i
d i

l t t







 

  r r . 

 
Теорема. Ако кривата  

 

{ ( ) | [ , ]} {( ( ), ( ), ( ) | [ , ]}t t a b x t y t z t t a b    r  
 

е непрекинато диференцијабилна, тогаш таа има конечна должина l  и притоа важи  
 

2 2 2( ) ( '( )) ( '( )) ( '( )) || '( ) ||
b b

a a

l x t y t z t dt t dt      r .          (1) 

 

Доказ. Според условот на теоремата кривата   е непрекинато диферен-
цијабилна, па затоа '( ) ( '( ), '( ), '( )), [ , ]t x t y t z t t a b r  е непрекината векторска 

функција.  
 

Нека 
1], [ ,

sup || '( ) '( ) ||
i i

i
t t t t

t t


 r r   е осцилацијата на векторската функција 

'( )tr  на интервалот 1[ , ]i it t  . Тогаш од лема 3.7 следува  
 

1

1 1

1 1| || ( ) ( ) || || '( ) || | || ( ) ( ) '( ) || || ( '( ) '( )) ||

|| '( ) '( ) || ,

i

i

i i

i i

t

i i i i i i i i i
t

t t

i i i i
t t

t t t t t t t t t t dt

t t dt dt t 



 

         

    



 

r r r r r r r r

r r
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каде 1i i it t t   . Од добиените неравенства следува  
 

1 1 1 1

1 1
0 0 0 0

| || ( ) ( ) || || '( ) || | | || ( ) ( ) || || '( ) || |
i i i i

i i i i i i i i i i
i i i i

t t t t t t t t t
   


   

 
   

           r r r r r r  

 

или  
 

1 1 1 1 1

1
0 0 0 0 0

|| '( ) || || ( ) ( ) || || '( ) || .
i i i i i

i i i i i i i i i i
i i i i i

t t t t t t t t
    

 
    


    

            r r r r  (2) 

 

Понатаму, 
1

0
|| '( ) ||

i

i i
i

t t
 


 r  е интегрална сума за непрекинатата функција  

 

2 2 2|| '( ) || ( '( )) ( '( )) ( '( ))t x t y t z t  r , 
 

па затоа  
 

1

( ) 0 0
lim || '( ) || || '( ) || .

bi

i i
d i a

t t t dt






 
  r r    (3) 

 

Ќе докажеме дека  
 

1

( ) 0 0
lim 0

i

i i
d i

t







 
  .     (4) 

 

Функцијата '( )tr  е непрекината на интервалот [ , ]a b , што значи дека таа е рамно-

мерно непрекината (задача **), т.е. за секој 0   постои 0   таков што за секои 
, [ , ]t t a b   кои го задоволуваат условот | |t t    е исполнето неравенството  

 

|| '( ) '( ) ||t t  r r . 
 

Нека 0   е дадено. Постои 0   таков што за секои , [ , ]t t a b  кои го задо-

волуваат условот | |t t    е исполнето неравенството  
 

|| '( ) '( ) ||
b a

t t 
 r r . 

 

Во случајот, ако ( )d    добиваме дека важи  
 

i b a
  , за 1, 2,..., 1.i i   

 

Затоа,  
 

1 1

0 0

i i

i i ib a
i i

t t
  
 


 

     , 

 

што значи дека е исполнето равенството (4).  
 

Конечно, ако во неравенствата (2) преминеме кон граница кога ( ) 0d   , 

од равенствата (3) и (4) добиваме  
 

1

( ) 0 0
lim || '( ) || || '( ) || .

bi

i i
d i a

l t t t dt






 
   r r   
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7.3. Забелешка. За рамнинска крива ( ( ), ( ),0),x t y t a t b  , која лежи во 

xOy  рамнината формулата (1) го добива видот  
 

2 2( '( )) ( '( ))
b

a

l x t y t dt  , 

 

а ако кривата е зададена со равенката ( ),y f x a x b   , тогаш формулата (1) го 

добива видот  

21 ( '( ))
b

a

l f x dx  , 

(види точка XII 15).  
 

7.4. Пример. Ќе ја определиме должината на еден свиок на винтовата ли-
нија  

cos , sin , , [0,2 ]x a t y a t z bt t     . 
 

Ако ја искористиме формулата (1) добиваме  
 

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

( '( )) ( '( )) ( '( )) sin cos 2 .l x t y t z t dt a t a t b dt a b
 

           

 
 
 
8. ТАНГЕНТА НА КРИВА. ПРИРОДЕН  

ПАРАМЕТАР НА КРИВА   
 

8.1. Дефиниција. Нека L  е непрекината 
крива зададена со равенството ( ), [ , ]t t a b r r , 

каде ( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t y t z tr . Нека p  е права колине-

арна со векторот p , која ги содржи точките M  и 

N  определени со 0( )tr  и ( )tr , соодветно, и нека 

MN  r


. Ако lim ( , ) 0
 

 
r o

p r , тогаш ќе велиме 

дека правата p  е тангента на кривата L  во точката M .   

 
8.2. Теорема. Глатка крива L  зададена со равенството ( ), [ , ]t t a b r r , 

во произволна точка t  има единствена тангента колинеарна со векторот '( )tr , не-

зависно од параметризацијата на кривата.  
 

Доказ. Нека ( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t y t z tr , [ , ]t a b  е равенката на кривата L . 

Кривата L  е глатка, па затоа функциите ', ', 'x y z  се непрекинати и важи '( )t r o , 

за секој [ , ]t a b . Ќе докажеме дека правата p  која ја содржи точката 0( )M t r  

L  и е колинеарна со векторот 0'( )tr  е тангента на кривата L  во точката M . 

Имаме  
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0

00

( ) ( )
0

0
'( ) lim lim

t t
t t tt t t

t
 
   

 r r rr , 

 

т.е. 
 

0'( ) ( )
t

t t
   r r α  и ( ) ,t α o  кога 0t  ,  

 

па затоа  
 

0'( ) ( )t t t t     r r α  и ( ) ,t α o  кога 0t   
 

Понатаму, функцијата ( )tr  е непрекината, па затоа  r o  ако и само ако 

0t   и како || ||
0

0
|| '( ) || lim

tt
t 

 
 rr  добиваме  

 

0 0 0

0 0

2
0 0

0 0

( '( ), ) ( '( ), '( ) ( ) )
0 || '( )|| || || || '( )|| || ||

|| '( )|| ( '( ), ( ))
|| '( )|| || || || '( )|| || ||

0

lim cos ( '( ), ) lim lim

lim lim

|| '( ) || li

t t t t t t
t t

t t t t t
t t

t

t

    
        

  
      

  

 



r r r r α
r r r rr o r o r o

r r α
r r r rr o r o

r r

r



0

0

0

0 0 0

'( )
|| || || '( )|| || ||0 0 0

'( )1 1
0 || '( )|| || '( )|| || '( )||

m ( , lim ( )) lim

|| '( ) || ( , ) 1,

tt t
tt t t

t
t t t

t

t

 
      

 

  

r
r r r

r
r r r

α

r o

 

 

па од дефиниција 8.1 следува дека правата p  е тангента на кривата L  во точката 

M .  
 

Ако преминеме на друг допустлив параметар на кривата L (дефиниција 

4.5) ( )t t  , [ , ]   , тогаш од лема 2.7 г) следува d d dt
d dt d r r  и како 0dt

d  , за 

секој [ , ]    добиваме дека векторите 0'( )tr  и 0'( )r  се колинеарни, од што сле-

дува единственоста на тангентата независно од параметризацијата на кривата.  
 

8.3. Пример. Докажете дека тангентите на кривата 2 3 , 2 9x y xy z   

зафаќаат константен агол со една константна права. Најдете ја таа права и аголот.  
 

Решение. Равенката на кривата во векторски вид е 
2 32
3 27

( , , )tt tr . 

Според тоа, 22 2
3 9

' (1, , )t tr , па затоа единичниот вектор колинеарен со тангентата 

е 
2

2

(9,6 ,2 )'
0 9 2

t t

t
r .  

 

Нека ( , , )a b ca  е единичниот вектор на бараната права, ако истата по-

стои. Имаме '
0( , ) constd r a , односно 2 29 6 2 (9 2 )a bt ct d t    , за секој t , т.е. 

2 29 6 2 (9 2 )a bt ct d t    , за секој t , од каде следува , 0,a d b c d   . Ко-

нечно, ако го искористиме условот || || 1a  добиваме 2
2

d   , што значи дека 

бараниот агол е 
4
   и 2 2

2 2
( ,0, )a .  
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8.4. Лема. Нека L  е глатка крива зададена со равенството ( ),tr r  

[ , ]t a b  за која важи || ( ) || ,t Rr  за секој [ , ]t a b . Тогаш векторот '( )tr  е ортого-

нален на векторот ( )tr , за секој [ , ]t a b .  
 

Доказ. Ако го диференцираме равенството 2 2( ( ), ( )) || ( ) ||t t t R r r r , од 

лема 2.7 д) добиваме 2( '( ), ( )) 0t t r r , за секој [ , ]t a b .   

 
8.5. Дефиниција. Рамнината, која минува низ точката 0( )M t r  на кри-

вата L  и е нормална на тангентата на кривата во таа точка ја нарекуваме 
нормална рамнина на кривата L  во точката M .  
 

Равенката на нормалната рамнина на кривата L  во точката 0( )M t r  

има равенка  
 

0 0( '( ), ( ) ( )) 0t t t r r r .     (1) 

 
8.6. Пример. Најдете ги равенките на тангентата и нормалната рамнина 

на кривата 23 2 3( ) ( 5,3 1,2 16)t t t t t    r  во точката 0 2t  .  
 

Решение. Точката низ кои минуваат тангентата е нормалната рамнина е 
(2) ( 1,13,0)M   r . Понатаму, од  

 

2 2'( ) (3 2 ,6 ,6 )t t t t t r  
 

добиваме '(2) (8,12, 24)r , што значи дека равенката на тангентата во точката M  е  
 

131 0
8 12 24

yx z   , 
 

а равенката на нормалната рамнина во оваа точка е  
 

8( 1) 12( 13) 24( 0) 0x y z      , т.е. 2 3 6 37x y z   .  

 
8.7. Нека L  е глатка крива зададена со равенството ( ),tr r  [ , ]t a b . То-

гаш '( )t r o , за секој [ , ]t a b . Да ја разгледаме функцијата  
 

0

0( ) || '( ) || , , [ , ]
t

t

s t t d t t a b  r .    (2) 

 

Оваа функција монотоно расте и има непрекинат извод '( ) || '( ) || 0s t t r  на интер-

валот [ , ]a b . Затоа постои нејзина инверзна функција ( )t t s , која монотоно расте 

и има непрекинат извод  
 

1
'( )

0dt
ds s t
   

 

на интервалот 1 2[ , ]s s , каде  
 

0

1 || '( ) || ,
a

t

s t d  r  
0

2 || '( ) ||
b

t

s t d  r . 
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Тоа значи дека секоја глатка крива ( ),tr r  [ , ]t a b  може да се зададе со равенка  
 

( ( ))t sr r , 1 2[ , ]s s s .     (3) 
 

Оваа равенка, каде s  е должината на лакот на кривата, ја нарекуваме природна 
параметризација на кривата L , а параметарот s  определен со формулата (2) го 
нарекуваме природен параметар.   

 
Дефиниција. За параметризираната крива L , ( )sr r  ќе велиме дека е 

природно параметризирана ако || ' || || || 1d
ds

 rr , за секој 1 2[ , ]s s s . Во овој случај 

параметарот s  го нарекуваме природен параметар.  
 

Во натамошните разгледувања изводите на соодветните функции по при-
роден параметар ќе ги означуваме со “прим” ( ', ',...r f ), а изводите по произволен 

параметар ќе ги означуваме со “точка“ ( , ,...)
. .
r f .  

 
8.8. Дефиниција. За параметарската крива ( ),tr r  [ , ]t a b  ќе велиме 

дека е бирегуларна во точката 0 [ , ]t a b  ако векторите 0( )t
.
r  и 0( )t

..
r  се линеарно 

независни, т.е. ако 0 0( ) ( )t t 
. ..
r r o .  

 
8.9. Пример. Кружницата во xOy  рамнината, ( ) ( cos , sin ,0), 0t a t a t a r   

е бирегуларна крива, бидејќи во секоја нејзина точка важи  
 

2
0 0( ) ( ) sin cos 0

cos sin 0

t t a t a t a

a t a t

    
 

. ..
i j k

r r k o .  

 
 8.10. Дефиниција. Нека параметризираната крива ( ),tr r  [ , ]t a b  е 

бирегуларна во точката 0 [ , ]t a b  и нека L  е нејзин носител. Равенката која мину-

ва низ точката 0 0( )M t r  и е компланарна со векторите 0( )t
.
r  и 0( )t

..
r  ја нарекува-

ме оскулаторна рамнина на кривата L  во точката 0M .  
 

Јасно, равенката на оскулаторната рамнина на кривата ( ),tr r  [ , ]t a b  

во точката 0M  е дадена со:  
 

0 0 0( ( ), ( ), ( )) 0t t t 
. ..

w r r r ,    (4) 
 

каде w  е радиус векторот на произволна точка во оскулаторната рамнина.  
 
8.11. Теорема. Оскулаторните рамнини на еквивалентни параметризира-

ни криви во соодветните бирегуларни точки се совпаѓаат.  
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Доказ. Нека ( ),tr r  [ , ]t a b  и ( ), [ , ]    ρ ρ  се еквивалентни кри-

ви,  
 

( ), '( ) 0, ( ) ( ( ))t t t t     r ρ , d
d

. ρρ  и 0( )tr , 0( ( ))tρ ρ  
 

се соодветни бирегуларни точки. Тогаш  
 

2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ( )) '( ), ( ) ( ( ))[ '( )] ( ( )) ''( )t t t t t t t t       

. . .. .. .
r ρ r ρ ρ  

 

па затоа  
 

2
0 0 0 0 0 0 0 0

3
0 0 0

( ) ( ) ( ( )) '( ) [ ( ( ))[ '( )] ( ( )) ''( )]

[ '( )] ( ( )) ( ( )),

t t t t t t t t

t t t

     

  

   

 

. .. . .. .

. ..

r r ρ ρ ρ

ρ ρ

 

 

и како 0 0( ) ( ( ))t tr ρ  и 3
0[ '( )] 0t   од (4) следува дека оскулаторните рамнини 

во соодветните бирегуларни точки се совпаѓаат.  
 
8.12. Последица. Во секоја бирегуларна точка на кривата L  постои един-

ствена оскулаторна рамнина.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 8.11.  
 
8.13. Коментар. Ако  

 

' ' ' '' '' ''
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ), ( ) ( , , ), ( ) ( , , ), ( ) ( , , )x y z t x y z t x y y t x y y   

. ..
w r r r ,  

 

тогаш со замена во (4) за равенката на оскулаторната рамнина во координатен об-
лик добиваме   
 

0 0 0
' ' '
0 0 0
'' '' ''
0 0 0

0

x x y y z z

x y z

x y z

  

 .    (5) 

 
8.14. Пример. Нека кривата   е дадена со векторското претставување 

( ) ( , , ( ))nt t t z tr . Ќе определиме услов кој третата координатна функција ( )z t  

треба да го задоволува за да оскулаторната рамнина на кривата во секоја точка 
минува низ проекцијата на таа точка на оската Oy .  

 

Ако ( , , ( ))nM t t z t  е произволна точка од кривата, тогаш нејзината проек-

ција на оската Oy  ќе биде точката '(0, ,0)nM t . Ако се искористи равенката (5), 

тогаш за равенката на оскулаторната рамнина во точката M  добиваме  
 

1

2

( )

1 '( ) 0

0 ( 1) ''( )

n

n

n

x t y t z z t

nt z t

n n t z t





  





.  
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Координатите на точката 'M  ја задоволуваат равенката на оскулаторната 
рамнина, па затоа  
 

1

2

0 0 ( )

1 '( ) 0

0 ( 1) ''( )

n n

n

n

t t t z t

nt z t

n n t z t





  





.  

 

Ако ја развиеме детерминантата и во добиеното равенство поделиме со 2nnt   го 
добиваме бараниот услов   
 

2 ''( ) ( 1) '( ) ( 1) ( ) 0t z t n tz t n z t     .  
 

Да забележиме дека нашиот услов всушност е Ојлерова диференцијална 
равенка од втор ред. Ако ставиме  
 

1 2, ' , '' ( 1) ,r r rz t z rt z r r t      
 

добиваме  
 

2 1 0,r nr n     
 

од каде наоѓаме 1 21, 1r r n   . Според тоа сите функции ( )z t за кои оскулатор-

ната рамнина го има саканото својство се:  
 

1
1 2( ) , ( 2);nz t c t c t n    

 

1 2 1 2( ) ln , ( 2); ( , )z t c t c t t n c c   R .  

 
8.15. Теорема. Ако бирегуларната крива L  е рамнинска и ако   е рамни-

ната во која лежи кривата L , тогаш оскулаторната рамнина во произволна точка 
на кривата L  се совпаѓа со рамнината  .  
 

Доказ. Нека ( ),tr r  [ , ]t a b  е векторската равенка на кривата L  која 

лежи во рамнината  . Тогаш секоја точка чиј радиус вектор е ( )tr  припаѓа на 

кривата L , па затоа за секој 0t   векторот ( ) ( )t t t
t

 


r r  е компланарен со рам-

нината  . Според тоа, за секој [ , ]t a b  векторот ( )t
.
r  е компланарен со рамни-

ната  . Последното значи дека носителот на патот ( )t
.
r , [ , ]t a b  лежи во рам-

нина која минува низ координатниот почеток и е паралелна со рамнината  .  
 

Ако претходните размислувања ги повториме за кривата ( )t
.
r , [ , ]t a b  

заклучуваме дека векторот ( )t
..
r  е компланарен со рамнината  . Конечно, бидејќи 

произволната точка ( )tr  лежи во рамнината   и векторите ( )t
.
r  и ( )t

..
r  се компла-

нарни со   заклучуваме дека оскулаторната рамнина во произволна точка на 
кривата L  се совпаѓа со рамнината  .  
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8.16. Забелешка. Може да се докаже дека важи и обратното тврдење на 
теорема 8.15, т.е. дека ако сите оскулаторни рамнини на произволна бирегуларна 
крива L  се совпаѓаат, тогаш L  е рамнинска крива.  

 
 
 
9. ПРИРОДЕН ТРИЕДАР НА КРИВА   
 
9.1. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива ( 1k  ), зададена 

со равенството  
 

( ) ( ( ), ( ), ( )), [ , ]s x s y s z s s a b  r r ,   (1) 
 

каде s  е природниот параметар. Во теорема 8.2 докажавме дека  
 

( ) '( ) ( )d s
ds

s s r r u ,  (2) 
 

е единичниот вектор на тангентата на кривата 
L  во точката ( )M s r . Да означиме  

 

( ) ( ) '( )
|| '( )||

( ) / || ||d s d s s
ds ds s

s  u u u
u

v ,  (3) 
 

што значи дека  
 

2 2

2 2

( ) ( )( ) / || ||d s d s

ds ds
s  r rv . 

 

Векторот ( )sv  постои бидејќи кривата L  е глатка k  пати диференцијалбилна 

крива ( 1k  ). Освен тоа, || ( ) || 1 consts  u , за секој s , па од лема 8.4 следува дека 

векторите ( )su  и '( )su  се ортогонални, што значи дека векторите ( )su  и ( )sv  се 

ортогонални.  
 

Векторот ( )sv  го нарекуваме вектор на главната нормала на кривата L  

во точката ( )M s r , а правата која минува низ точката ( )M s r  и е колинеарна со 

векторот ( )sv  ја нарекуваме главна нормала на кривата L  во точката ( )M s r . 

Според тоа, векторската равенка на главната нормала на кривата L  во точката 
( )M s r  е дадена со  

( ) ( ),s s   r r v R . 

 
9.2. Да го разгледаме векторот ( ) ( ) ( )s s s w u v . Јасно, || ( ) || 1s w  и 

векторот ( )sw  е ортогонален на векторите ( )su  и ( )sv . Според тоа, во секоја 

точка ( )M s r  на кривата L  постои тројка заемно ортогонални вектори ( )su , 

( )sv  и ( )sw , кои го формираат таканаречениот природен триедар на кривата L  

во точката ( )M s r .  
 

Векторот ( )sw  го нарекуваме вектор на бинормалата на кривата L  во 

точката ( )M s r , а правата која минува низ точката ( )M s r  и е колинеарна со 
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векторот ( )sw  ја нарекуваме бинормала на кривата L  во точката ( )M s r . 

Понатаму, рамнината која минува низ точката ( )M s r  и е нормална на векторот 

( )sv  ја нарекуваме ректификациона рамнина на кривата L  во точката ( )M s r . 

Според тоа, векторската равенка на бинормалата на кривата L  во точката 
( )M s r  е дадена со  

( ) ( ),s s   r r w R ,  
 

а додека векторската равенка на ректификационата рамнина на кривата L  во 
точката ( )M s r  е  

( ( ), ( )) 0s s r r v .  

 
9.3. Забелешка. Во случај кога t  не е природниот параметар s  векторите 

( ) '( )s su r  и ( ) ( )t t
.

u r  се колинеарни. Понатаму, векторите '( ), ''( ), ( )s s t
.

r r r  и ( )t
..
r  

се компланарни (зошто?), што значи дека векторите  

'( ) ''( ) ( ) ( ) ( )s s s s s   r r u v w  и ( ) ( ) ( )t t t 
. ..
r r w  

се колинеарни. Според тоа, векторот ( )tw  е колинеарен со векторот на бинорма-

лата, што според дефиниција 8.10 значи дека бинормалата е нормална на оскула-
торната рамнина. Понатаму, векторот ( )sv  е нормален на векторите ( )su  и ( )sw  

и како овие се колинеарни со векторите ( )tu  и ( )tw  добиваме дека векторот на 

главната нормала ( )sv  е колинеарен со векторот  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))t t t t t t    
. . ..

v u w r r r .  

 
9.4. Пример. Дадена е кривата  

 

21 1
2 2

( ) sin , ( ) ( sin cos ), sinx t t y t t t t z t    . 
 

а) Најдете ги равенките на тангентата, бинормалата и главната нормала во 
произволна точка на кривата.  
 

б) Докажете дека секоја од правите под а) со z -оската зафаќа константен 
агол.  
 

в) Определете ги равенките на нормалната, оскулаторната и ректифика-
ционата рамнина во произволна точка.  
 

Решение. а) Од условот на задачата имаме  
 

21 1
2 2

( ) ( sin , ( sin cos ), sin )t t t t t t r ,  

2 2 21
2

( ) (sin cos , (1 cos sin ),cos ) (sin cos ,cos ,cos )t t t t t t t t t t   
.
r  

2 2( ) (cos sin , 2cos sin , sin ) (cos 2 , sin 2 , sin )t t t t t t t t t      
..
r .  

 

Според тоа, векторот  

1( ) (sin ,cos ,1)t t tu  
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е колинеарен со тангентата во точката ( )tr  (зошто?), па затоа равенката на тан-

гентата во оваа точка е  
 

21 1
2 2

sin ( sin cos ) sin
sin cos 1

x t y t t t z t
t t

     . 
 

Понатаму, од претходно изнесеното и од забелешка 9.3 добиваме дека векторот  
 

2
1( ) ( ) sin cos 1 (sin cos ,cos , cos )

cos 2 sin 2 sin

t t t t t t t t

t t t

   
 

..
i j k

u r  

 

е колинеарен со векторот на бинормалата ( )sw , па затоа можеме да земеме дека 

векторот  
 

1( ) (sin ,cos , 1)t t t w , 
 

е колинеарен со бинормалата во точката ( )tr , што значи дека равенката на би-

нормалата во оваа точка е  
 

21 1
2 2

sin ( sin cos ) sin
sin cos 1

x t y t t t z t
t t

   
  . 

 

Конечно, од претходно изнесеното и од забелешка 9.3 следува дека векторот  
 

1 1( ) ( ) sin cos 1 ( 2cos , 2sin ,0)

sin cos 1

t t t t t t

t t

   


i j k

u w  

 

е колинеарен со векторот на главната нормала ( )sv , па затоа можеме да земеме 

дека векторот  
 

1( ) (cos , sin ,0)t t t v  
 

е колинеарен со главната нормала во точката ( )tr , што значи дека равенката на 

бинормалата во оваа точка е  
 

21 1
2 2

sin ( sin cos ) sin
cos sin 0

x t y t t t z t
t t

   
  . 

 

б) За аглите , ,    кои во произволна точка ( )tr  со z  оската ги зафа-

ќаат тангентата, бинормалата и главната нормала, соодветно, имаме  
 

1

2 21

( ( ), ) 21
|| ( )|| 2cos sin 1

cos
t
t t t


 

  u k
u

, т.е. 
4
  ,  

1

2 21

( ( ), ) 21
|| ( )|| 2cos sin 1

cos
t
t t t

 
 

   w k
w

, т.е. 3
4
   и  

1

1

( ( ), )
|| ( )||

cos 0
t
t

  v k
v

, т.е. 
2
  .  

 

в) Равенката на нормалната рамнина во точката е ( )tr  е  
 

1( ( ), ( )) 0t t r r u , т.е. 1
2

sin cos (3sin cos )x t y t z t t t    .  
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Равенката на оскулаторната рамнина во точката е ( )tr  е  
 

1( ( ), ( )) 0t t r r w , т.е. 1
2

sin cos ( sin cos )x t y t z t t t     , 
 

и равенката на ректификационата рамнина во точката ( )tr  е  
 

1( ( ), ( )) 0t t r r v , т.е. 1
2

cos sin sinx t y t t t   .  

 
 
 
10. ФОРМУЛИ НА ФРЕНЕ. КРИВИНА  

И ТОРЗИЈА НА КРИВА 
 
10.1. Теорема. Нека  

 

( ), [ , ]s s a b r r     (1) 
 

е глатка крива, каде s  е природниот параметар. Постојат единствени броеви K  и 
T  такви што  

 

, ,d d d
ds ds ds

K K T T     u v wv u w v .    (2) 
 

Формулите (2) ги нарекуваме формули на Френе.  
 

Доказ. Според 9.1 имаме / || ||d d
ds ds

 u uv  и ако ставиме || ||d
ds

K  u  добиваме 

дека постои единствен број K  таков што важи d
ds

Ku v , т.е. точна е правата 

формула во (2).  
 

Понатаму, векторот v  е единичен, т.е. има константна должина, па од 

лема 2.9 следува дека векторите v  и d
ds
v  се ортогонални, што значи дека векторот 

d
ds
v  е компланарен со векторите u  и w . Според тоа, постојат единствени 

,T R  такви што  
 

d
ds

T v u w .      (3) 
 

Ако го диференцираме равенството ( , ) 0u v , од лема 2.7 д) добиваме  
 

( , ) ( , ) 0d d
ds ds

 u vv u . 
 

Во последното равенство заменуваме d
ds

Ku v  и d
ds

T v u w  и добиваме  
 

( , ) ( , ) 0,K T  v v u u w  т.е. 2 2|| || || || ( , ) 0K T  v u u w  
 

и како векторите , ,u v w  се ортонормирани имаме 0K   , т.е. K   . Ко-
нечно, со замена во (3) добиваме дека е точна втората формула во (2).  
 

Го диференцираме равенството  w u v  и од лема 2.7 д) добиваме  
 

d d d
ds ds ds

   w u vv u . 
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Во последното равенство заменуваме d
ds

Ku v  и d
ds

K T  v u w  и добиваме  

( )d
ds

K K T K K T T           w v v u u w o o u w v , 
 

т.е. точна е третата формула во (2).  
 
10.2. Дефиниција. Бројот K  од теорема 10.1 го нарекуваме кривина на 

кривата (1) во точката s , а бројот T  го нарекуваме торзија на кривата (1) во 

точката s . Ако 0K  , тогаш за бројот 1
K

 ќе велиме дека е радиус на кривината 

на кривата (1) во точката s . Ако 0T  , тогаш за бројот 1
T

   ќе велиме дека е 

радиус на торзијата на кривата (1) во точката s .  
 
10.3. Забелешка. Од досега изнесеното може да се заклучи дека кривина-

та не може да биде негативна, но во некоја точка торзијата може да биде нега-
тивна и дека важи  
 

|| ||d
ds

K  u  и | | || || || ' ||d
ds

T  w w . 
 

Последните равенства говорат и за геометриското значење на кривината и торзи-
јата. Имено, кривината е еднаква на големината на промената на векторот u  која 
соодветствува на промената на должината на лакот s  и таа во извесна смисла 
покажува колку отстапува лакот на кривата од тангентата на кривата во дадената 
точка. Торзијата покажува колку отстапува лакот на кривата во дадена точка од 
оскулаторната рамнина во таа точка.  

 
10.4. Теорема. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива, 

2k  , зададена со (1), каде s  е природниот параметар и K  и T  се кривината и 
торзијата на кривата L , соодветно. Тогаш  
 

|| '' ||K  r ,    (4) 

2

( ', '', ''')

|| ''||
T  r r r

r
.     (5) 

 

Доказ. Од првата формула на Френе имаме '' Kr v , па затоа важи (4). Го 
диференцираме последното равенство и ако ја искористиме втората формула на 
Френе добиваме  
 

2''' ' ' 'K K K K KT    r v v v u w . 
 

Од последните две равенства наоѓаме  
 

2 3 2

3 2 3 2

'' ''' ( ' ) '

'

K K K KT KK K K T

KK K K T K K T

          

      

r r v v u w v v v u v w

o u v v w w u
 

па затоа  
3 2 2( ', '', ''') ( ', '' ''') ( , )K K T K T    r r r r r r u w u  

 

т.е. точна е формулата (5).  
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10.4. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива, 2k  , зададена 
со  
 

( ), [ , ]t t a b r r      (6) 
 

каде t  е произволен параметар. Во забелешка 9.3 се осврнавме на постапката за 
наоѓање на вектори колинеарни со векторите на тангентата, главната нормала и 
бинормалата. Во овој дел ќе покажеме како експлицитно се определуваат овие 
вектори.  
 

Според 8.7, за кривата (6) постои единствена допустлива замена на пара-
метарот ( )s s t , каде s  е природниот параметар. Затоа важи  

d d ds ds
dt ds dt dt

  
.

r rr u ,    (7) 

и како функцијата ( )s s t  монотоно расте добиваме || ||ds
dt


.
r . Понатаму,  

2

2

2 2

2 2

'

2 2

( ) ( ' ) ' ( )

''( ) ' ( )

d d d ds d ds d ds d ds
dt ds dt dt dt dt dt dt dtdt

ds d s ds d s
dt dtdt dt

K

    

   

..
r r rr r r

r r v u

 

т.е.  
2

2
2( )ds d s

dt dt
K 

..
r v u .     (8) 

Од (7) и (8) добиваме  
2

2
2 3 3( ( ) ) ( ) || ||ds ds d s ds

dt dt dtdt
K K K      

. .. .
r r u v u u v r w .   (9) 

 

Конечно, од равенствата (7), (8) и (9) следува точноста на следнава теорема.  
 
Теорема. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива, 2k  , за-

дадена со (6). Тогаш  

|| ||


.

.
r

r
u , 

|| ||






. ..

. ..
r r

r r
w ,  v w u .    (10) 

 
10.5. Теорема. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива, 

2k  , зададена со (6). Тогаш  

3

|| ||

|| ||
K 

. ..

.

r r

r
,  

2

( , , )

|| ||
T




. .. ...

. ..

r r r

r r
.     (11) 

 

Доказ. Од равенството (9) и фактот дека 0K   и || || 1w  непосредно 

следува првото равенство во (11). Го диференцираме (8) и добиваме  
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 3

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )

[ ( ( ) ) ] ( ) ( )

d ds d s d ds ds d d d s d s d
dt dt dt dt dt dt dt dtdt dt dt

d ds d s ds d d s ds d
dt dt dt dt dt dsdt dt

K K K

K K

     

   

...
v u

v

r v u v u

v u

 

 

т.е.  
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3( ) ( ) ( )ds d
dt ds

p t q t K  
...

vr v u    (12) 
 

каде 
2

2
2( ) ( ( ) )d ds d s ds

dt dt dtdt
p t K   и 

2

2( ) ( )d d s
dt dt

q t  . Ако во (12) ја замениме од фор-

мула на Френе и ја искористиме (9) добиваме  

3 3

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ] ( )

( ) [ ( ) ] || || ( ) [ ( ) ] .

ds ds
dt dt

p t q t K K T p t q t K K T

p t q t K K T p t q t K T

        

        

...

. . ..

r v u u w v u w

v u r w v u r r

 

 

Според тоа, од последното равенство, равенството (9) и фактот дека векторите ,u  
,v w  се заемно ортогонални следува  

3 3 2

2

( , , ) ( , ) ( ( ) [ ( ) ] , )

( )( , ) [ ( ) ]( , ) ( , )

( ) || || ( , ) [ ( ) ] || || ( , ) || ||

|| || ,

p t q t K T

p t q t K T

p t K q t K K T

T

       

       

    

 

. .. ... ... . .. . .. . ..

. .. . .. . .. . ..

. . . ..

. ..

r r r r r r v u r r r r

v r r u r r r r r r

r v w r u w r r

r r

 

т.е. точно е второто равенство во (11).  
 

10.6. Пример. Нека L  е глатка k  пати диференцијалбилна крива, 2k  . 
Докажете дека L  е права (или дел од права) ако и само ако во секоја нејзина 
точка важи 0K  .  
 

Решение. Нека ( )tr r  е равенката на кривата L , каде s  е природниот 

параметар и во секоја нејзина точка важи 0K  . Тогаш, од (4) следува дека 
'' r o , а од првото равенство во (11) заклучуваме дека ' r o . Сега од својствата 

на извод на векторска функција следува дека ' r a , каде a o  е константен век-
тор. Конечно, повторно од својствата на извод на векторска функција следува 
дека s r a b , каде ,a b  се константни вектори, т.е. L  е права.  
 

Јасно, точно е и обратната импликација.  
 
10.7. Пример. Докажете, дека кривата L  зададена со равенката (6) е рам-

нинска ако и само ако во секоја нејзина точка важи 0T  .  
 

Решение. Нека кривата L  зададена со равенката (6) припаѓа на рамнина 
 . Избираме координатен систем ( , , , )O i j k  така да рамнината ( , , )O i j  се совпаѓа 

со рамнината  . Тогаш равенката на кривата L  може да се запише во видот 
( ) ( ( ), ( ),0),s x s y sr  каде s  е природниот параметар и притоа важи  

' ' 0

( ', '', ''') '' '' 0 0

'' ''' 0

x y

x y

x y

 r r r , 

па од (5) следува дека 0T  .  
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Обратно, нека  0T   во секоја точка од кривата. Тогаш од третата 

формула на Френе следува d
ds

w o , што значи дека w b , каде b  е константен 

вектор. Според тоа,  

0 ( , ) ( , ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d d d d
ds ds ds ds

    r b rw u b u) = b r b b r , 
 

па затоа ( , ) constc b r , што значи дека сите точки на кривата се наоѓаат во 

рамнина која е нормална на векторот b .  
 

10.8. Пример. Докажете дека винтовата линија  
 

cos , sin , ,x a t y a t z bt t   R . 
 

има константни кривина и торзија во секоја своја точка.  
 

Решение. Векторската равенка на винтовата линија е  
 

( ) ( cos , sin , ),t a t a t bt t r R . 

Понатаму,  

( ) ( sin , cos , ),t a t a t b 
.
r , ( ) ( cos , sin ,0),t a t a t  

..
r ( ) ( sin , cos ,0),t a t a t 

...
r  

 

па затоа  

2( ) ( ) sin cost t ab t ab t a   
. ..
r r i j k , 2( ( ), ( ), ( ))t t t a b

. .. ...
r r r . 

што значи  

2 2|| || a b 
.
r , 2 2|| ( ) ( ) ||t t a a b  

. ..
r r  

 

и ако замениме во (11) добиваме 2 2
a

a b
K


  и 2 2

b
a b

T


 , што и требаше да се до-

каже.  
 

Може да се докаже и обратното тврдење, т.е. дека секоја крива која има 
константни кривина 0K   и торзија 0T   е винтова линија или некој нејзин дел.  
 

10.9. Дефиниција. Точката 1 0( )sr  која од точката 0( )s r  се наоѓа на 

растојание еднакво на радиусот на кривината 1
K

R   во насока на векторот на 

главната нормала 0( )sv  ја нарекуваме центар на кривината на кривата   во 

точката 0( )s r .  
 

Според тоа, радиус векторот 1r  на центарот на кривината на кривата   е 

даден со формулата 1
1 0 0 0 0( ) ( ) ( )

K
s s s r r v , односно со формулата  

 

2
1

1 0 0 0 0( ) ( ) ''( )
K

s s s r r r .    (13) 
 

Понатаму, 0 0 0 0
3

0

( ) '( ) ''( ) ( )
0 [ '( )]

''( )
t s t s t t

s t
s


.. .
r r

r  и ако замениме во (13), за радиус векторот 

1r  на центарот на кривината на кривата во точката 0( )tr  ја добиваме формулата  
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0 0 0 0
2 3

0

( ) '( ) ''( ) ( )1
1 0 0 [ '( )]
( ) ( )

t s t s t t

K s t
t t

 
.. .
r r

r r    (14) 
 

каде  
 

2 2 2
0 0 0 0 0'( ) || ( ) || '( ) '( ) '( )s t t x t y t z t   

.
r  и  

0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 0
0 0 0

'( ) ''( ) '( ) ''( ) '( ) ''( ) ( '( ), ''( ))
0 || '( )||'( ) '( ) '( )

''( )
x t x t y t y t z t z t t t

tx t y t z t
s t

 

 
  r r

r
.  

 

10.10. Пример. Да ја разгледаме кривата 
2 32
3 27

( ) ( , , ), [0,5]t tt t t r . Има-

ме, (3) (3,3,2)r . Јасно, 
22 2 42

3 9 3 9
( ) (1, , ), ( ) (0, , )t t tt t 

. ..
r r , па затоа (3) (1, 2, 2),

.
r  

2 4
3 3

(3) (0, , )
..
r . Со непосредни пресметувања добиваме 4

3
'(3) 3, ''(3)s s   и  

2
27

K  . Ако замениме во (14), тогаш за радиус векторот 1r  на центарот на 

кривината на кривата во точката (3) (3,3, 2)r  добиваме 3
1 2
(3) ( 6, ,11)  r .  

 
10.11. Дефиниција. Нека е дадена кривата { ( ) | [ , ]}t t a b  r . Кривата 

  чие векторско претставување е дадено со формулата (13), односно со 

формулата (14), ја нарекуваме еволвента на кривата  .  
 

Според тоа, носителот на еволвента   е геометриското место на центрите 

на кривината на кривата  .  
 
 
 
 

ЗАДАЧИ  
 

1. За векторската функција : nE r R  ќе велиме дека е рамномерно непреки-
ната ако за секој 0   постои 0   таков што за секои ', ''t t E  кои го за-

доволуваат условот | ' '' |t t    е исполнето неравенството || ( ') ( '') ||t t  r r . 

Докажете дека непрекинатата функција : [ , ] na b r R  е рамномерно непре-

кината.  
 

2. Докажете дека патиштата  
2 3

1( ) ( , , ), [0,1]t t t t t r  и 2 3
2 ( ) (tg , tg , tg ),   r  

4
[0, ]   

определуваат една иста глатка крива.  
 

3. Докажете дека циклоидата  
( ) ( ( sin ), (1 cos ),0), , 0t a t t a t t a    r R  

не е глатка крива, но дека таа е глатка по делови.  
 

4. Најдете ја должината на лакот на кривата  
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a) 
32 2

3
( ) ( , , )tt t tr  од 0t   до 2t  ,  

b) ( ) ( cos , sin , )t t tt e t e t er  од 0t   до 0t t ,  

c) 2( ) (sin ,sin cos , ln cos )t t t t tr  од 0t   до 0 2
t t   ,  

d) 2 3 , 2 9x y xy z   од точката (0,0,0)  до точката (3,3, 2) .  
 

5. Најдете ја должината на лакот на кривата ( ) (1 )t t t  r a b  во функција од t , 

каде a  и b  се константни вектори.  
6. Дадена е кривата  

2 2
( ) ( , , 2 ln )a a t

t t a
t t t a  r . 

Докажете дека должината на лакот од точката на x  оската до произволна 
точка е пропорционална со y  координатата на таа точка.  

 

7. Докажете дека равенката на винтовата линија  
( ) ( cos , sin , )t a t a t btr  

може да се запише во видот  

2 2 2 2 2 2
() ( cos , sin , )s s bs

a b a b a b
a a

  
r , 

каде s  должината на лакот од точката (0,0,0)  до произволна точка.  
 

8. Напишете ја оскулаторната рамнина на кривата:  

a) ( , , 2)t te e tr  во точката 0t  ,  

b) 2 2 2 2 29, 3x y z x y      во точката (2,1, 2) .  
 

9. Напишете ја равенката на ректификационата рамнина на кривата  

2 2
( ) ( , , ln sin )t tr t t  

во точката 
2

t  .  
 

10. Најдете ги оние точки на кривата  
4 3 2

4 3 2
( ) ( , , )t t tt r  

во кои тангентите се паралелни со рамнината 3 2 3 0x y z    .  
 

11. Најдете функција ( )f t  така да главната нормала на кривата ( ,sin , ( ))t t f tr  

е паралелна на yOz  рамнината.  
 

12. Докажете дека ако кривата и нејзината тангента се проектираат на некоја 
рамнина, тогаш тангентата на проекцијата се совпаѓа со проекцијата на тан-
гентата на кривата.  

13. Дадена е кривата ( , ( ), ( ))t f t g tr . Ако постојат 0'( )f t  и 0'( )g t , докажете 

дека во 0t  кривата не може да има тангента нормална на x  оската.  
 

14. Ако оскулаторните рамнини на кривата ( )tr r  минуваат низ една иста 

точка, тогаш таа крива е рамнинска. Докажете!  
 

15. Докажете дека сите нормални рамнини на кривата  
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2( ) ( sin , sin cos , cos )t a t a t t a tr  

минуваат низ една иста точка. Која е таа точка?  
 

16. Дадена е кривата  
2 3(3 ,3 , 2 )t t tr . 

Докажете дека нормалната, ректификационата и оскулаторната рамнина во 
точката со максимална кривина се совпаѓаат со координатните рамнини.  

 

17. Напишете ја равенката на множеството точки во кои тангентите на винтовата 
линија  

( ) ( cos , sin , )t a t a t btr  

ја прободуваат рамнината 0z  . Определете ја кривината на добиената кри-
ва.  

 

18. Докажете дека кривата L  зададена со равенката ( ) (1 cos ,sin 2 , 2cos ),t t t t r  

tR  е рамнинска.  
 

19. Докажете дека кривата  
2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( , , )t a t b t c a t b t c a t b t c      r  

е рамнинска.  
 

20. Најдете ја рамнината во која лежи кривата  
2 2 2( ) (1 3 2 , 2 2 5 ,1 )t t t t t t     r .  

 

21. Најдете ги ги векторите на тангентата, главната нормала и бинормалата на 
кривата зададена со  

( ) ( cos , sin , ),t t tt e t e t e t r R , 

а потоа најдете ги кривината и торзијата на дадената крива. Покажете дека 
количникот на кривината и торзијата е константен во сите точки на оваа 
крива. 

 

22. Испитајте го множеството криви за кои количникот на торзијата и кривината 
е константен во сите точки на кривата.  

 

23. Векторот на положбата на подвижната точка даден е како функција од лакот 
s : ( )s s  r a a b , каде a  е константен вектор таков што || || 1a  и ( )sb  е 

диференцијабилна векторска функција. Докажете дека односот на кривината 
и торзијата е константен!  

 

24. Дадена е кривата  
2 3

2 4 2 4 2 41 1 1
( ) ( , , ).t t t

t t t t t t
t

     
r  

Најдете ги нормалната, оскулаторната и ректификационата рамнина на 
кривата во точката 1t  .  

 

25. Најдете ја равенката на  

2
( sin ,1 cos ,4sin )tt t t  r  

така што ќе го воведете природниот параметар s , а потоа најдете ги равенките 
на тангентата и главната нормала и определете ја кривината на оваа крива.  
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26. Во равенката на кривата ( , , ( ))tt e z tr  определете ја функцијата ( )z t  така 

што оскулаторната рамнина во секоја точка ( , , )A x y z  на оваа крива минува 

низ точката (2 ,2 ,2 )B x y z .  
 

27. Најдете ја функцијата ( )f t  така да оскулаторната рамнина на кривата  

( ) ( cos , sin , ( ))t a t a t af tr  

формира со z  оската константен агол.  
 

28. Напишете ги формулите на Френе за кривата  
( cos , sin , ),a t a t bt t r R . 

 

29. Пресметајте ги кривината и торзијата на кривата:  
a) ( ) (1 cos ,sin 2 , 2cos )t t t t r  

b) 3 2 3( ) (3 ,3 ,3 )t t t t t t  r .  
 

30. Најдете ја кривината на кривата  
( ) (cos ,sin ,ch )t t t tr  

во точката 0t  .  
 

31. Најдете вектор ( )sb  кој ги задоволува условите  

,d d
ds ds

   u vb u b v , 

каде s  е лакот на кривата ( )sr r , а , ,u v w  се ортовите на тангентата, нор-

малата и бинормалата на кривата, соодветно.  
 

32. Дадена е кривата L : 2 2z x y  , y z .  

a) Најдете ги ортовите на природниот триедар на кривата.  

b) Најдете точка во која кривината на кривата е 2 2K  .  
c) Напишете ги формулите на Френе во точката на кривата најдена по b).  

 

33. Дадена е кривата ( )sr r , s  е природниот параметар. Разложете го векторот 
3

3
d
ds

r  по правците на ортовите на природниот триедар.  
 

34. Пресметајте ги кривината и торзијата на кривата  
( ( ) sin , ( ) cos , ( ) ( ) )f t tdt f t tdt f t g t dt   r . 

 

35. Дадена е кривата ( , , ( ))nt t f tr , каде n  е константа. Најдете ја функцијата 

f  така да оскулаторната рамнина на кривата во нејзина произволна точка 

минува низ проекцијата на таа точка на y  оската.  
 

36. Кривата е зададена со равенката ( )sr r , каде s  е должината на лакот на 

кривата. Ако R  и   се радиусите на кривината и торзијата, соодветно, нај-

дете ја кривината на еволвентата.  
 

37. Најдете ја торзијата на еволвентата на дадена крива, за која K  и T  се кри-
вината и торзијата во произволна точка на таа крива.  
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XIX  ГЛАВА  
ФУНКЦИИ ОД ПОВЕЌЕ РЕАЛНИ ПРОМЕНЛИВИ   
 
 
 
1. СФЕРНА И ПРАВОАГОЛНА ОКОЛИНА НА ТОЧКА  

 
1.1. Нека во рамнината е зададен правоаголен координатен систем. Како 

што знаеме на секоја точка P  во рамнината и соодвествува подреден пар реални 

броеви 2
1 2( , )x x x R  и обратно, на секоја подреден пар реални броеви му соод-

вествува единствена точка во рамнината. Затоа, во следните разгледувања поими-

те точка во nR  и подредена n  торка реални броеви ќе ги поистоветуваме.  
 

Дефиниција. Нека 1 2( , ,..., ) n
nx x x x R  и 0  . Множеството  

 

2 2
1 2

1
( , ) { | ( , ,..., ) , ( ) }

n
n

n i i
i

y y y y x 


    U x y y R   (1) 

 

го нарекуваме n-димензионална отворена топка 
со центар во точката x  и радиус   или   околи-

на на точката x  во просторот nR , т.е. сверна око-
лина на точката x  (за 2n   види црт. 1).   

 

Според тоа, поимот   околина е обоп-

штен за n-димензионалниот простор nR . Покрај 
ова обопштување корисни се и други обопштува-
ња на овој поим, како на пример таканаречената 
правоаголна околина.  
 

1.2. Дефиниција. Нека 1 2( , ,..., ) n
nx x x x R , 0, 1,2,..., .i i n    Мно-

жеството  
 

1 2 1 2( ; , ,..., ) { ( , ,..., ) | | | , 1, 2,..., }n n i i iy y y y x i n       P x y  (2) 
 

го нарекуваме отворен n-димензионален парелелопипед со центар во точката x .   
 

Ако 0, 1,2,...,i i n    тогаш множеството ( ; , ,..., )  P x  го нарекуваме 

отворена n-димензионална коцка и го означуваме со ( ; )P x .  

 
1.3. Забелешка. Очигледно, ако за 0, 1,2,...,i i n    ставиме  

 

0 1 2min{ , ,..., }n     и 1 2max{ , ,..., }n    , 
 

тогаш  
 

0 1 2( ; ) ( ; , ,..., ) ( ; ).n     P x P x P x    (3) 
 

Јасно, за 2n   множеството 1 2( ; , ) P x  е правоаголник со страни пара-

лелни со координатните оски и должини на страни 12  и 22 , а ако ,i   за 
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1,2i   тогаш тоа е квадрат со страни паралелни на координатните оски и должина 
2 .  

 
1.4. Дефиниција. Отворениот n-димензио-

нален парелелопипед 1 2( ; , ,..., )n  P x  го нарекува-

ме правоаголна околина на точката x .   
 

Ако правоаголната околина на точката x  е 
n-димензионална коцка, тогаш истата ја нарекуваме 
квадратна околина на x . 

 
1.5. Во следнава лема ќе докажеме важно 

тврдење за сверните и правоаголните околини на 
дадена точка x . Но, пред тоа да забележиме дека за 
секои реални броеви 1 2, ,..., na a a  точно е неравенството  
 

2 2 2
1 2 1 2| | ... | | | | ... | |i n na a a a a a a         за 1, 2,...,i n  (4) 

 

во чија точност можеме да се увериме со квадрирање на неговите страни.  
 

Лема. Секоја сферна околина на дадена точка x  во nR  содржи право-
аголна околина и се содржи во правоаголна околина x .  
 

Секоја правоаголна околина на дадена точка x  во nR  содржи сверна 
околина и се содржи во сверна околина на x .  
 

Доказ. Од неравенството (4) за координатите на секои две точки 

1 2( , ,..., )nx x xx  и 1 2( , ,..., )ny y yy  од просторот nR  добиваме  
 

2 2
1 1 1 1| | ( ) ... ( ) | | ... | |,i i n n n ny x y x x y y x y x                (5) 

 

за 1, 2,...,i n . Од ова неравенство следува, дека за секој 0   важат инклузиите  
 

 ( ; ) ( ; ) ; ( ; )
n

n     P x U x P x U x .  (6) 
 

Навистина, ако ( ; ),
n
y P x  тогаш | | ,  за 1,2,...,i i n

y x i n    па затоа од 

неравенството (5) следува (за 2n   види црт. 2):  
 

2 2
1 1 1 1( ) ... ( ) | | ... | |n n n n n

y x y x y x y x n              ,т.е. ( ; ).y U x   
 

Ако ( ; ).y U x  тогаш од неравенствотo 

(5) имаме | | ,i iy x    за 1, 2,...,i n , а тоа значи 

дека ( ; ),y P x  (за 2n   види црт. 3).  
 

На крајот, ако ( ; ),y P x  тогаш од првата 

инклузија во (6) заменувајќи го   со n , добиваме 
дека ( ; ).ny U x  
 

Конечно, тврдењата на лемата следуваат од 
инклузиите (6).  
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2. ОТВОРЕНИ И ЗАТВОРЕНИ МНОЖЕСТВА   
 

2.1. Дефиниција. Нека nX R . За точката nx R  ќе велиме дека е 
внатрешна точка на множеството X , ако постои 0   таков што ( , ) U x X .  
 

За точката nx R  ќе велиме дека е надворешна точка за множеството 

X , ако постои 0   таков што ( , ) \n U x R X .  
 

За точката nx R  ќе велиме дека е рабна (контурна) точка на множест-
вото X , ако таа не е ниту внатрешна, ниту надворешна точка за X .  
 

2.2. Забелешка. Лесно се покажува дека точката nx R  е рабна точка за 
множеството X  ако и само ако секоја нејзина околина ( , )U x  содржи точки како 

точки од множеството X , така точки и од неговиот комплемент \nR X .  
 

2.3. Дефиниција. Множеството од сите рабни точки на множеството X  
го нарекуваме раб (контура) на X  и го означуваме со X .  
 

Множеството од сите внатрешни точки на множеството X  го нарекуваме 

внатрешност на X  и го означуваме со 0X . Јасно, 0 X X .  
 
2.4. Што се однесува до рабните точки на множеството X , некои од нив 

може да му припаѓаат на множеството X , а некои да не припаѓаат на X . Во врска 
со претходното ја имаме следнава дефиниција.  

 
Дефиниција. За множеството X  ќе велиме дека е отворено, ако тоа не 

содржи ниту една своја рабна точка, т.е. ако тоа се совпаѓа со својата внатреш-

ност, 0X X .  
 

За множеството X  ќе велиме дека е затворено, ако тоа ги содржи сите 
свои рабни точки, т.е. ако ја содржи својата контура,  X X .  
 

2.5. Забелешка. Се разбира, едно множество може да не биде ниту отво-
рено, ниту затворено. Последното е во случај кога множеството содржи дел од 
своите рабни точки, но не ги содржи сите рабни точки.  
 

2.6. Лема. Ако nx R  и 0  , тогаш множеството  ( , )U x  е отворено.   
 

Доказ. Нека ( , )y U x . Земаме ( , )    x y . Ако ( , )z U y , тогаш 

од неравенството на триаголник следува  
 

( , ) || || || ||

|| || || ||

( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , ) ,



 
 
   

     
   
 
 
   

z x z x z y y x

z y y x

z y y x

y x

x y y x
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што значи дека ( , )z U x . Конечно, од произволноста на ( , )z U y  следува 

( , ) ( , ) U y U x , т.е. y  е внатрешна точка на ( , )U x , а од произволноста на y  

следува дека множеството ( , )U x  е отворено.  

 
2.7. Забелешка. а) Лесно се докажува дека  

 

( , ) { | ( , ) }    U x y x y  

и дека множеството  
 

( , ) { | ( , ) }   U x y x y  
 

е затворено, кое го нарекуваме затворена топка со центар во x  и радиус  . 
Очигледно  
 

( , ) ( , ) ( , )   U x U x U x . 
 

б) Нека ,a bR . Геометриски, множеството  
 

{( , ) | , }X x y x y ax b   R  
 

е права во рамнината. Лесно се покажува дека ова множество е затворено и дека 
X X  , т.е. секоја негова точка е рабна.  

 
2.8.  Теорема. Нека е дадена низа таканаречени затворени правоаголници  

 

( ) ( )
1 2{( , ,..., ) | , 1, 2,..., }i i

k n ik kx x x a x b i n   P , 1, 2,...k    (1) 
 

такви што се исполнети условите  
 

а) 1k k P P , за секој 1, 2,...k   и  
 

б) ( ) ( )lim ( ) 0, 1, 2,...,i i
k kk

b a i n


   , .  
 

Тогаш, постои единствена точка 1 2( , ,..., )ny y y , која се содржи во сите правоагол-

ници од низата (1).  
 

Доказ. Од условот 1k k P P , за секој 1, 2,...k    следуваат неравенствата  
 

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 2 11 1... ... ...k k k ka a a a b b b b           .  

 

Според тоа  
 

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 1 2 2 1 1[ , ], [ , ], ...,[ , ],[ , ],...k k k ka b a b a b a b    

 

е низа затворени вложени интервали, за која според условот б) добиваме дека нив-
ната должина тежи кон нула. Од теоремата на Кантор следува дека постои един-

ствен реален број 1y  таков што (1) (1)
1 [ , ]k ky a b , за секој 1, 2,...k  . Аналогно доби-

ваме дека секој 2,3,...,i n  постои единствен реален број iy  таков што 
( ) ( )[ , ]i i

i k ky a b , за секој 1, 2,3,...k  . Конечно, точката 1 2( , ,..., )ny y y , чии коорди-

нати ги задоволуваат неравенствата  
 

( ) ( )i i
ik ka y b  , за секој 1, 2,3,...k    
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се содржи во сите правоаголници од низата (1) и заради единственоста на реални-
те броеви , 1, 2,...,iy i n  таа е единствена.  

 
2.9. Забелешка. Аналогно како во лема 1.5 може да се докаже дека секоја 

затворена топка содржи затворен паралелопипед. Имајќи го предвид овој факт и 
претходната теорема може да се докаже дека, ако  

( , )k k krU x , 1, 2,...k       (2) 

е низа затворени топки такви што  
 

а) 1k kB B  , за секој 1, 2,...k   и  

б) lim 0k
k

r


 ,  
 

тогаш постои единствена точка 1 2( , ,..., )ny y y , која се содржи во сите топки од ни-

зата (2). 
 
 
 

3. ОБЛАСТ ВО nR  
 

3.1. Дефиниција. Множеството nX R  во кое секои две негови точки 
можат да се поврзат со непрекината крива која лежи во X  го нарекуваме линиски 
сврзано.  
 

Со други зборови, множеството X  е линиски сврзано, ако за било кои две 
негови точки 'x X  и ''x X  постои непрекината крива  
 

1( ) {( ( ),..., ( )) | [ , ]}nt x t x y t a b x  

таква што ( ) 'a x x ,  ( ) ''b x x  и ( ) ,t x X  [ , ]t a b .  
 

Примери на линиски сврзани множества се точката, правата и отсечката 

во nR , а пример на линиски несврзано множество е пар различни точки.  
 

3.2. Лема. Ако линиски сврзаното множество nX R  се сечи со некое 

множество nY R  и со неговиот комплемент во \nR Y , тогаш тоа се сечи и со 
границата на тоа множество.  
 

Доказ. Нека nX R  е линиски сврзано множество, nY R , и нека пресе-

ците   X Y  и ( \ )n  X R Y . Нека (2) ( \ )n x X R Y  и (1)  x X Y . Би-

дејќи X  е линиски сврзано множество, постои непрекината крива ( ), [ , ]t t a bx , 

таква што (1)( )a x x , (2)( )b x x и ( ) , [ , ]t t a b x X .  Со    да го означиме озна-

чиме супремумот на оние [ , ]t a b  за кои ( )t x Y . Очигледно, a b  . Во секо-

ја околина на точката ( )x  се содржат како точки кои припаѓаат на Y , така и точ-

ки кои не припаѓаат на Y  (зошто?). Според тоа, ( )   x Y . Бидејќи ( ) x X  до-

биваме      Y X .  
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3.3. Дефиниција. Отвореното линиски сврзано множество го нарекуваме 
област.  
 

3.4. Пример. а) За 1n   секој отворен интервал е област, а множеството 
кое се состои од два или повеќе заемно дисјунктни отворени интервали не е об-
ласт.  
 

б) За 2n   секој отворен круг и секој отворен правоаголник е област, а 
множеството кое се состои од два или повеќе отворени заемно дисјунктни кругови 
или од повеќе отворени дисјунктни правоаголници не е област, бидејќи две точки 
кои се наоѓаат во различните кругови не можат да се поврзат со непрекината 
крива која целосно лежи внатре во разгледуваните множества.  
 

Јасно, секоја отворена n  димензионална топка и секој отворен n  ди-

мензионален паралелопипед е област во nR .  
 

3.5. Дефиниција. Областа nX R  во која секои две точки можат да се 
поврзат со отсечка, која лежи во X , ја нарекуваме конвексна област.  
 

Секоја отворена n  димензионална топка и секој отворен n  димензио-

нален паралелопипед е конвексна област во nR . 
 

3.6. Дефиниција. Множество nX R  кое е затворање на некоја област го 
нарекуваме затворена област.  
 

Јасно, секоја затворена n  димензионална топка и секој затворен n  ди-

мензионален паралелопипед е затворена област nR .  
 
 
 

4. НИЗИ ТОЧКИ ВО nR   
 

4.1. Нека ( ){ }mx  е низа точки во рамнината nR , т.е. пресликување 

: nf N R  на множеството природни броеви во просторот nR , каде ( )( ) ,mf m  x  

mN .  
 

Аналогно како и за низите реални броеви го дефинираме поимот подниза. 

Ако од некои членови на низата ( ){ }mx  точки во nR  е формирана нова низа 
( ){ }kmx , во која од 1 2k k  следува 

1 2
,k km m  тогаш низата ( ){ }kmx  ја нарекуваме 

подниза на низата ( ){ }mx .  

 

4.2. Дефиниција. Точката (0) (0) (0)
1 2( , ,..., )nx x xx  ја нарекуваме граница на 

низата  ( ) ( )( ) ( )
1 2( , ,..., ) ,m mm m n

nx x x x R  1,2,3,...m   ако  
 

( ) (0) ( ) (0)2 2 ( ) (0) 2
1 1 2 2lim ( ) ( ) ... ( ) 0m m m

n n
m

x x x x x x


       .  (1) 
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Притоа пишуваме ( )lim m

m
x x  и велиме дека низата ( ){ }mx  конвергира кон точ-

ката x . Низата која конвергира кон некоја точка на просторот nR  ја нарекуваме 
конвергентна.  

 
4.3. Забелешка. Условот (1) означува дека за секој 0  , т.е. за секоја 

  околина ( ; )U x  на точката x  (цртеж 4), постои природен број 0m  таков што 

за секој 0m m  важи неравенството  
 

( ) ( ; ).m x U x      (2) 
 

Од лема 1.5 следува дека ( )lim m

m
x x  ако и само ако за секоја правоаголна око-

лина 1 2( ; , ,..., )n  P x  постои природен број 0m  таков што за секој 0m m  важи  
 

( )
1 2( ; , ,..., )m

n  x P x  .  (3) 
 

Како и во случај на низа реални броеви, може да 

се каже, дека ( )lim m

m
x x , ( ) , 1, 2,3,...m n m x R  ако 

и само ако секоја   околина на точката x  ги содржи 
скоро сите точки на дадената низа, т.е. сите со исклучок 
на можеби конечно многу (цртеж 5).  

 

4.4. Пример. Да ја разгледаме низата ( ){ }mx , каде  
 

2

2

( 1)( ) 2 1( , ),mm m
m m

x  1, 2,3,...m  . 
 

Ќе докажеме дека оваа низа конвергира кон точката (2,1).x  
 

Навистина, бидејќи  
 

2 2

2 2 2 3 4

( 1) 5 4 12 22 1 5 4 1lim ( 2) [ 1] lim lim 0m m mm
m m m m m mm m m

  
  

        , 
 

согласно со дефиниција 2.1. имаме ( )lim m

m
x x .   

 

4.5. Теорема. Низата ( ) ( )( ) ( )
1 2( , ,..., ) , 1, 2,3,...m mm m n

nx x x m  x R  кон-

вергира кон точката 1 2( , ,..., ) n
nx x x x R  ако и само ако  

 

( )lim , 1, 2,...,m
ii

m
x x i n


  .   (4) 

 

Доказ. Нека ( )lim m

m
x x  и нека фиксираме произволен број 0  . То-

гаш, согласно со (3) постои таков m , што за секој m m  важи ( ) ( ; ),m x P x  

т.е. за секој 1, 2,...,i n  кога m m  важи ( )| | ,m
iix x    а тоа значи  
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( )lim , 1, 2,...,m
ii

m
x x i n


  .  

 

Нека е исполнет условот (4), т.е. нека ( )lim , 1, 2,...,m
ii

m
x x i n


    и нека 

1 2( ; , ,..., )n  P x  е зададена правоаголна околина на точката x . Тогаш, за секој 

0, 1,2,...,i i n    постои таков број 
i

m , што кога 
i

m m  е исполнето нера-

венството  
( )| | , 1, 2,...,m

i iix x i n   .   (5) 

Да земеме 
1 20 max{ , ,..., }.

n
m m m m    Тогаш, при 0m m  ќе бидат истовремено 

исполнети условите (5), па затоа согласно дефиниција 1.2 при 0m m  важи 
( )

1 2( ; , ,..., )m
n  x P x , односно ( )lim m

m
x x .    

 

4.6. Пример. Да ја разгледаме низата ( ){ }mx  дефинирана со  
 

22

2
( ) 21 1

1
(( ) , sin ), 1,2,3,...m mm

mm
m m


 x .  

Бидејќи  
22

2
2 41 1

1
lim ( )   i  lim sin 1mm

mmm m
e m

 
   

 

од теорема 2.5 следува дека разгледуваната низа конвергира кон точката 
4( ,1)ex .  

 

4.7. Дефиниција. Множеството nA R  го нарекуваме ограничено ако 
постои  n-димензионална топка ( ; )O U  таква што ( ; )O A U . За множеството 

кое не е ограничено ќе велиме дека е неограничено.  
 

Нека nA R  е ограничено множество. Бројот  
 

diam sup{ ( , ) | , } A x y x y A  
 

го нарекуваме диаметар на множеството A . Ако множеството A  е неогра-
ничено, тогаш по дефиниција ставаме diam  A .  
 

4.8. Лема. Множеството nA R  е ограничено ако и само ако постои n-
димензионална коцка ( ; )OP a  со центар во координатниот почеток таква што 

( ; ).OA P a   
 

Доказ. Непосредно следува од лема 1.5.   
 

4.9. Дефиниција. Низата точки ( ) , 1, 2,3,...m n m x R  ја нарекуваме ог-

раничена ако нејзиното множество вредности ( ){ : 1, 2,3,...}m m x  е ограничено.  

 
4.10. Забелешка. Во теорема 4.4 докажавме дека ако низата  
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( ) ( )( ) ( )
1 2( , ,..., ) , 1, 2,3,...m mm m n

nx x x m  x R  

конвергира, тогаш за 1, 2,...,i n  реалната низа ( ) , 1, 2,...m
ix m   конвергира, па 

значи таа е ограничена. Според тоа, низата ( ) , 1, 2,3,...m n m x R  е ограничена.  

 
4.11. Теорема (Болцано-Ваерштрас). Секоја ограничена низа во просто-

рот nR  содржи конвергентна подниза.  
 

Доказ. Нека низата ( ) , 1, 2,3,...m n m x R  е ограничена. Според лема 

2.8 постои таква коцка ( ; )O aP , што ( ){ : 1, 2,3,...} ( ; )m m O a x P . Но, тоа значи 

дека за секој 1, 2,...,i n  важи ( ) ( , )m
ix a a  , за секој 1, 2,...m  , т.е. за секој 

1, 2,...,i n  реалните низи ( ){ }m
ix  се ограничени. Од теоремата на Болцано-Ваер-

штрас за низи реални броеви следува дека реалната низа ( )
1{ }mx  содржи конвер-

гентна подниза и нека тоа е низата 1
( )
1{ }km

x . Низата 1
( )
2{ }km

x , како подниза од ни-

зата ( )
2{ }mx  е ограничена и затоа содржи конвергентна подниза. Нека тоа е низата 

2
( )
2{ }.km

x  Јасно, низата 2
( )
1{ }km

x  како подниза од низата 1
( )
1{ }km

x  е конвергентна. 

Продолжувајќи ја постапката, после n  чекори наоѓаме n  конвергентни низи 
( )

{ }, 1,2,...,kn
m

ix i n  секоја од кои е подниза на соодветната низа ( ){ }m
ix . Сега, од 

теорема 2.5 следува дека низата точки 
( )

{ }kn
m

x  во просторот nR  е конвергентна.   

 

4.12. Дефиниција. За низата точки ( ) , 1, 2,3,...m n m x R   ќе велиме де-

ка тежи кон бесконечност, ако растојанието на нејзините членови до координат-
ниот почеток тежи кон бесконечност, т.е. ако  
 

( ) ( )2 2 ( ) 2
1 2lim ( ) ( ) ... ( )m m m

n
m

x x x


     .  (7) 

Притоа пишуваме ( )lim .m

m
 x   

 
4.13. Забелешка. Аналогно како и во случајот на реалната права, беско-

нечноста   ќе ја наречеме бесконечно оддалечена точка на n-димензионалниот 
простор. За разлика од реалната права, каде што имаме две насоки, па затоа може 

да се воведе поимот бесконечност со знак, за просторот nR  тоа не е можно.  
 

Да забележиме дека ако ( )lim m

m
 x  тоа не значи дека и координатните 

низи тежат кон бесконечност. Навистина, да ја разгледаме низата:   
 

( ) 1(2 ,1 ), 1,2,3,...m m
m

m  x   

Јасно, оваа низа тежи кон бесконечност, но само првата нејзина координатна низа 
тежи кон бесконечност, а додека втората тежи кон 1.  
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4.14. Лема. Ако множеството X  е затворено и ако ( ) , 1, 2,...m m x  е низа 

точки во X  таква што ( )lim m

m
x x , тогаш x X .  

 

Доказ. Од дефиницијата на граница на низа следува дека секоја околина 

( , )U x  содржи точка содржи точки ( )kx  од дадената низа. Но, овие точки припа-

ѓаат на множеството X , па затоа x  не е надворешна точка за множеството X . 
Според тоа, точката x  е или внатрешна или рабна точка за множеството X . 
Меѓутоа, множеството X  е затворено, па затоа тоа ги содржи сите свои внатреш-
ни и рабни точки, што значи x X .  
 

Од претходно изнесеното непосредно следува дека, ако nx R  е рабна 

точка за множеството X , тогаш може да се најдат две низи точки ( ) , 1, 2,...m m x  

и ( ) , 1, 2,...k k y такви, што  
 

( ) , 1, 2,...m X m x , ( ) \ , 1, 2,...k n k y R X  и  ( ) ( )lim limm k

m k 
 x x y .  

 

4.15. Дефиниција. За низата точки ( ) , 1, 2,...m n m x R  ќе велиме дека е 

Кошиева (фундаментална) ако за секој 0   постои 0m N  таков што за секои 

0,k l m  важи  
 

( ) ( )|| ||k l  x x ,     (8) 

т.е. важи  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 ( ) ( ) 2
1 1 2 2( ) ( ) ... ( )k l k l k l

n nx x x x x x        .  (9)  

 
4.16. Забелешка. Аналогно како и за бројните низи се докажува дека 

секоја кошиева низа е ограничена. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

4.17. Теорема (Коши). Низата ( ) , 1, 2,...m n m x R  е конвергентна ако и 

само ако е Кошиева.  
 

Доказ. Нека низата ( ) , 1, 2,...m n m x R  е конвергентна. Тогаш, според 

теорема 4.5 секоја од низите ( ){ }, 1,2,...,m
ix i n  е конвергентна, па од теоремата 

на Коши (теорема XII 6.3) следува дека секоја од низите ( ){ }, 1,2,...,m
ix i n  е Ко-

шиева. Затоа, за секој 0   постои im N  таков што за секои , ik l m  важи  
 

( ) ( )| | , 1, 2,...,k l
i i n

x x i n   . 
 

Земаме 0 max{ , 1,2,..., }im m i n   и добиваме дека за секои 0,k l m  важи  
 

2( ) ( )( ) ( ) 2

1 1
|| || ( )

n n
k lk l

i i n
i i

x x  
 

     x x , 
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што значи дека низата ( ){ }mx  е Кошиева.  
 

Обратно, нека низата ( ){ }mx  е Кошиева. Од неравенствата  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

1
| | ( ) || ||, 1, 2,...,

n
k l k l k l

i i i i
i

x x x x i n


      x x  

 

следува дека секоја од бројните низи ( ){ }, 1,2,...,m
ix i n  е Кошиева, па од теоре-

ма IX 6.3 заклучуваме дека секоја од овие низи е конвергентна:  
 

( )lim , 1, 2,...,m
ii

m
x x i n


  . 

Конечно, од теорема 4.5 следува дека ( )
1 2lim ( , ,..., )m

n
m

x x x


x .  

 
 
 

5. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ   
 
5.1. Во овој дел ќе ги разгледуваме функциите, кои се дефинирани на под-

множества од множеството nR  и чии вредности се реални броеви. Најчесто, раз-
гледуваната функција f  ќе ја означуваме со 1 2( , ,..., )nf x x x .  
 

На секоја функција 1 2( , ,..., )nz f x x x  од n променливи 1 2, ,..., nx x x  и 

соодветствува график. Попрецизно, ја имаме следнава дефиниција.  
 

Дефиниција. Нека на множеството nX R  е определена функција  
 

1 2( , ,..., )nz f x x x , 1 2( , ,..., )nx x x X . 
 

Множеството точки во просторот зададено со 1 2 1 2( , ,..., , ( , ,..., ))n nx x x f x x x  каде 

1 2( , ,..., )nx x x X  го нарекуваме график на функцијата f .  

 
5.2. Забелешка. Графикот на функцијата од повеќе променливи, како и 

графикот на функцијата од една променлива, може да се искористи за геометриска 
интерпретација на воведените поими. Но, претставувањето со цртеж најчесто е 
доста сложено. Сепак некои функции можат едно-
ставно графички да се претстават. На цртеж 6 е 
претставен график на функција од две променливи 

( , )z f x y .   

 
5.3. Дефиниција. Нека на множеството  

nX R  е определена функција f . Множeството 

точки 1 2( , ,..., )nx x x X  кои ја задоволуваат равен-

ката 1 2( , ,..., )nf x x x c , каде c  е некоја константа, 

го нарекуваме ниво линија на функцијата f .  
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5.4. Пример. Функцијата  
 

2 2
1( , )

x y
f x y


  

 

е дефинирана на множеството 2 \{(0,0)}X R . 

На цртеж 7 е скициран нејзиниот график и се 
означени неколку ниво линии.   

 
5.5. Дефиниција. Нека функцијата f  е 

определена на множеството nX R . За бројот 
a  ќе велиме дека е граница на функцијата f  во 

точката (0)x , ако за секоја низа точки ( ) ,kx  

1, 2,3,...k   од X  таква што  
 

( ) (0)lim k

k
x x ,     (1) 

бројната низа ( )( ), 1, 2,3,...kf k x  конвергира кон a , т.е. 
( )lim ( )k

k
f a


x .     (2) 

Притоа пишуваме  

(0)
lim ( )f a



x x

x .      (3) 

 
5.6. Пример. Ќе докажеме дека  

 

sin( 1)
1( , ) (0,1)

lim 1x y
x yx y

 
 

 .     (4) 

 

Навистина, дефиниционата област X  на функцијата ја добиваме ако од 
2R  ја отстраниме правата 1 0x y   . Нека ( , ), 1, 2,3,...m mx y m   е произволна 

низа во X  која конвергира кон (0,1) . Тогаш, 0, 1,m mx y   кога m  . 

Соодветните вредности на функцијата во точките ( , ), 1, 2,...m mx y m   ќе бидат  
 

sin( 1)
1

m m

m m

x y
x y

 
  .  

 

Ако ставиме 1,m m mx y     тогаш, очигледно, 0m   и затоа  
 

sin( 1) sin
1

lim lim 1m m m

m m m

x y
x ym m




 
  

  .  
 

Од произволноста на низата ( , ), 1, 2,3,...m mx y m   следува точноста на ра-

венството (3).   
 

5.7. Пример. Ќе докажеме дека за функцијата 
2 2

2 2 2( )
( , ) x y

x y x y
f x y

 
  гра-

ницата 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не постои.  
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Да ги разгледаме низите  
 

1 1( , ) ( , ), 1,2,...m m m m
x y m   и * * 1 1( , ) ( , ), 1, 2,...m m m m

x y m    
 

кои конвергираат кон точката (0,0) . Притоа,  
 

1
4

1
4

( , ) 1m

m

m mf x y    и 
1
4

1 4
4 2

* *( , ) 0m

m m

m mf x y


  , кога m  ,  

 

од што следува дека 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не постои.  

 
5.8. Аналогно на еднодимензионалниот случај може да се даде друга ек-

вивалентна дефиниција за граница на функција.  
 

Дефиниција. Нека функцијата f  е определена на множеството nX R . 

За бројот a  ќе велиме дека е граница на функцијата f  во точката (0)x  ако за 

секој 0  , постои 0   таков што за секоја точка x  за која важи (0)( , ) x x  

е исполнето неравенството  
 

| ( ) |f a  x .    (5) 

 
5.9. Теорема. Дефинициите 5.5 и 5.8 се еквивалентни.  

 

Доказ. Нека бројот a  е граница на функцијата f  во точката (0)x  сог-

ласно дефиниција 5.8 и ( ) , 1, 2,...k k x  е произволна низа која конвергира кон (0)x  

и 0  . Тогаш, постои 0   таков што кога  
 

( ) (0) 2

1
( )

n
k

i i
i

x x 


   

е исполнето неравенството (5). Од ( )k x x  следува дека за најденото 0   
постои 0m  таков што кога 0m m  важи  
 

( ) (0)| | ,m
i i n

x x    1, 2,...,i n  
 

односно (0) ( )( , )m x x . Сега, согласно со дефиниција 3.8 имаме дека за 0   по-

стои 0m  таков што кога 0m m  важи ( )| ( ) |mf a  x , т.е исполнет е условот (2), 

што значи a  е граница на функцијата f  во точката (0)x  согласно дефиниција 3.5.  

Обратно, нека a  е граница на функцијата f  во точката (0)x  согласно 

дефиниција 5.5, но не е граница според дефиниција 5.8. Тогаш, постои 0   таков 
што за секој 0   постои точка x  за која истовремено се исполнети неравен-
ствата  

(0)( , ) x x  и | ( ) |f a  x .  

Според тоа, за секој природен број m  постои точка ( )mx  таква што  
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(0) ( ) 1( , )m
m

 x x  и ( )| ( ) |mf a  x . 
 

Така добиваме бесконечна низа точки ( ) , 1, 2,...m m x  за која за секој природен 

број m  важат последните две неравенства. Но, тоа значи ( ) (0)m x x , m   и 

од дефиниција 5.8 следува ( )lim ( )m

m
f a


x , т.е. ( )| ( ) |mf a  x  почнувајќи од 

некој природен број 0m , што противречи на фактот дека ( )| ( ) |mf a  x  за секој 

природен број m . Од добиената противречност следува дека a  е граница на 

функцијата f  во точката (0)x  согласно дефиниција 5.8.  

 

5.10. Пример. Да ја разгледаме функцијата ( , ) ,yf x y x  која е дефини-

рана за 0,x y R . Тогаш, ако 0,a b R  имаме   

( , ) ( , )
lim y b

x y a b
x a


 . 

 

Навистина, ако { }, { }m mx y  се произволни низи такви што ,mx a  

my b ,  тогаш ln lnm m my y x b a b
mx e e a     што значи дека  

 

( , ) ( , )
lim y b

x y a b
x a


 . 

 
5.11. Лесно се докажува дека се точни следниве теореми, кои се аналогни 

на соодветните теореми за функција од една променлива. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  

 

Теорема А. Ако функцијата ( )f x  има граница кога (0)x x , тогаш таа 

граница е единствена.  
 
Теорема Б. Нека ( )f x  и ( )g x  се функции со заедничка дефинициона об-

ласт nX R  и нека постојат границите  
 
 

(0)
lim ( )f a



x x

x  и 
(0)

lim ( )g b



x x

x . 

 

Тогаш постојат границите (кога (0)x x ) на функциите ( ) ( )f gx x , ( ) ( )f gx x  и 
( )
( )

f
g

x
x

 (во последниот случај претпоставуваме ( ) 0g x , за x X  и 0b  ) и притоа 

важи  
 

а) 
(0)

lim ( ( ) ( ))f g a b


  
x x

x x ,  

б) 
(0)

lim ( ) ( )f g ab



x x

x x  и  

в) 
(0)

( )
( )

lim f a
g b

x
xx x

.  
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5.12. Сега ќе докажеме уште една важна теорема, која е аналогна на соод-
ветното тврдење за функција од една променлива.  

 
Теорема (за запазување на знакот). Ако :f X R  има конечна гра-

ница, различна од нула во точката (0)x , т.е. ако 
(0)

lim ( )f a



x x

x , {0, },a  тогаш 

постои 0   таков што за секоја точка x X   кој ги задоволува неравенствата  
 

(0)0 ( , )  x x     (6) 

важи  
| |
2

| ( ) | af x .     (7) 

Притоа, во овие точки x X  функцијата f  го запазува знакот на a .  
 

Доказ. За | |
2
a  , наоѓаме 0   таков што за секој x X  кој ги задо-

волува неравенствата (5) важи  
 

| |
2

| ( ) | af a x .      (8) 
 

Затоа за овие точки x X  важи | |
2

| ( ) | | | | ( ) |a a f a f   x x , т.е. важи не-

равенството (7).  
 

Од неравенството (8) за разгледуваните точки x X  имаме  
 

| | | |
2 2

( )a aa f a   x   
 

па оттука 
2

( ) af x  кога 0a   и 
2

( ) af x  кога 0a  , што значи дека во овие точ-

ки  x X  функцијата f  го запазува знакот на a .  

 
5.13. Дефиниција. Нека функцијата ( )f x  е определена на неограничено 

множество nX R . За бројот a  ќе велиме дека е граница на функцијата ( )f x  

кога x , ако за секој 0   постои 0   таков што за секој x X  кој го 
задоволува условот || || x  точно е неравенството | ( ) |f a  x .  
 

Притоа пишуваме  
 

lim ( )f a



x

x . 
 

Да забележиме дека и во овој случај важат теоремите 5.11 А и Б. Деталите ги оста-
ваме на читателот за вежба.  

 

5.14. Дефиниција. За функцијата ( )f x , n x X R  ќе велиме дека е бес-

конечно мала во околина на точката (0)x  ако 
(0)

lim ( ) 0f



x x

x .  

 

Ако  

(0)
lim ( ) 0g



x x

x  и 
(0)

( )
( )

lim 0f
g

x
xx x

, 
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тогаш ќе велиме дека во колина на точката (0)x  функцијата ( )f x  е бесконечно 

мала од повисок ред во однос на функцијата ( )g x  и ќе пишуваме ( ) ( ( ))f o gx x , 

кога (0)x x .  
 
5.15. Нека претпоставиме дека функцијата ( )f x  е определена во некоја 

околина (0)( , )RU x  на точката  (0) (0)(0) (0)
1 2( , ,..., )nx x xx  и нека е даден единични-

от вектор 1 2( , ,..., )ne e ee , || || 1e . Да ја разгледаме правата  
 

(0) t x x e , ( (0) , 1, 2,...,i iix x te i n   ),   (9) 
 

која минува низ точката (0)x  и е паралелна со векторот e . Ако | |t R , тогаш точ-

ките на правата (9) се наоѓаат во отворената топка (0)( , )RU x , па затоа во овој слу-

чај е определена функцијата (0)( , ) ( )t f t  e x e . Ако постои границата  
 

(0)

0 0
lim ( , ) lim ( )
t t

t f t
 

 e x e , 

тогаш истата ја нарекуваме граница на функцијата ( )f x  кога (0)x x  по правец 

на векторот e .  
 

Во случајот кога 
1

(0,...,0,1,0,...,0)
k

e  , тогаш  

(0)

(0) (0) (0) (0) (0)
1 1 10 0

(0) (0) (0) (0)
1 1 1

lim ( , ) lim ( ,..., , , ,..., )

lim ( ,..., , , ,..., )
k k

nk k kt t

k nk k
x x

t f x x x t x x

f x x x x x

   

 


 



e

 

т.е. границата на функцијата ( )f x  во точката (0)x  по правец на векторот e  се 

совпаѓа со границата на функцијата ( )f x  кога (0)
k kx x  и фиксирани вредности 

на останатите променливи.  
 
5.16. Лема. Ако 

(0)
lim ( )f a



x x

x , тогаш постои граница на функцијата 

( )f x  кога (0)x x  по секој правец и оваа граница не зависи од правецот и ед-

наква на a .  
 

Доказ. Од 
(0)

lim ( )f a



x x

x  следува дека за секој 0   постои 0   таков 

што за секоја точка x  за која важи (0)( , ) x x  е исполнето неарвенството (5). 

Нека 0 | |t    и да ставиме (0) t x x e , || || 1e . Тогаш, очигледно (0)( , ) x x  

и од неравенството (5) следува  
(0)| ( ) |f t a   x e , 

кога 0 | |t   . Според тоа границата на функцијата ( )f x  кога (0)x x  по 

правецот на векторот e  постои и еднаква на a .  
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5.17. Од егзистенцијата на границата на функцијата ( )f x  кога (0)x x  по 

секој правец, во општ случај, не следува егзистенцијата на границата 
(0)

lim ( )f
x x

x , 

што може да се види од следниов пример.  
 
Пример. Да ја разгледаме функцијата  

 

2

2

0, ако ,
( , )

1, ако ,

y x
f x y

y x

  


 

 

која е различна од нула само во точките на параболата 2y x . Секоја права 

cos , sinx t y t   , минува низ координатниот почеток по правец на векторот 

(cos ,sin ) e  и ја сече параболата 2y x  при 0t   и 2
sin

cos
, cos 0t 


  . 

Затоа, кога 2
sin

cos
0 | |t 


    (ако sin 0, cos 0   ) и 0 | |t  (ако cos 0   или 

sin 0  ) важи  
 

( , ) ( cos , sin ) 0t f t t   e , 
 

што значи дека за секој вектор e  важи  
 

0
lim ( , ) 0
t

t


e . 
 

Според тоа, границата на функцијата ( , )f x y  кога ( , ) (0,0)x y   по секој правец 

постои и е еднаква на нула. Меѓутоа, границата на функцијата ( , )f x y кога 

( , ) (0,0)x y   не постои. Навистина, да разгледаме две низи точки 2
1 1( , )
k k

 и 

1( ,0)
k

. Точките на првата низа припаѓаат на параболата 2y x , а точките на 

втората низа припаѓаат на апцисната оска. Затоа  
 

2
1 1( , ) 1 1
k k

f    и 1( ,0) 0 0
k

f   ,  
 

што според дефиниција 5.5 значи дека границата на ( , )f x y  кога ( , ) (0,0)x y   не 

постои.  
 
5.18. Последователни граници. Нека ( , )f x y  е функција од две промен-

ливи, определена на множеството 0 0(( , ), )x y RU , со исклучок можда во точката 

0 0( , , )x y  и нека претпоставиме дека за секој фиксиран 0, 0 | | ,y y y R    постои 

границата  

0

lim ( , ) ( )
x x

f x y g y


 . 

Тогаш, границата  

0 0 0
1lim ( ) lim lim ( , )

y y y y x x
g y f x y a

  
  ,  (10) 

ако истата постои, ја нарекуваме повторна (последователна) граница на функци-
јата ( , )f x y  во точката 0 0( , )x y .  
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Аналогно се дефинира повторната граница  
 

0 0
2lim lim ( , )

x x y y
f x y a

 
 .    (11) 

 
5.19. Пример. Да ја разгледаме функцијата  

 

1 1( , ) ( )sin sin
x y

f x y x y  . 
 

Ќе докажеме дека последователните граници  
 

0 0
lim lim ( , )
x y

f x y
 

 и 
0 0

lim lim ( , )
y x

f x y
 

, 

 

не постојат, но границата 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 постои.  

 

Јасно, ако 1 , 1, 2,...
n

y n    , тогаш 1sin 0
y

y  . Очигледно, низите  
 

1 ,n n
x   ' 2

(4 1)
, 1,2,...n n

x n   
 

конвергираат кон нула кога n  . Притоа соодветните низи од вредностите на 
функцијата се  

' 1{ ( , )} { sin },n y
f x y y  { ( , )} {0},nf x y   

 

и тие кога n   конвергираат кон различни граници. Според тоа, 
0

lim ( , )
x

f x y


 не 

постои. Аналогно се докажува дека границата 
0

lim ( , )
y

f x y


 не постои. Од досега 

изнесеното следува дека двете повторни граници не постојат.  
 

Од друга страна, ако го искористиме неравенството  
 

1 10 | ( )sin sin | | | | | | |,
x y

x y x y x y       
 

кое важи за секои 0, 0x y  , следува дека 
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
x y

f x y


 .  

 
5.20. Забелешка. Во претходниот пример видовме дека од постоењето на 

граница на функција во дадена точка не следува постоењето на последователните 
граници. Исто така, од постоењето на повторните граници на функцијата, не сле-
дува постоењето на границата на функцијата во дадена точка. Последново може 

да се види на функцијата 
2 2

2 2 2( )
( , ) x y

x y x y
f x y

 
 , која ја разгледавме во пример 5.7.  

Имено, во споменатиот пример докажавме дека границата 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не 

постои. Меѓутоа, лесно се гледа дека  
 

0 0
lim lim ( , ) 0
x y

f x y
 

  и 
0 0

lim lim ( , ) 0
y x

f x y
 

 . 

 

Понатаму, ако постојат последователните граници (10) и (11), тогаш во 
општ случај 1 2a a , што може да се види од следниов пример.  
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5.21. Пример. За функцијата 
2 2

2 2( , ) x y

x y
f x y 


  очигледно важи  

 

2 2

2 2

2 2

2 2

1
0 0 0

2
0 0 0

lim lim lim ( 1) 1,

lim lim lim 1 1,

x y

x yy x y

x y

x yx y x

a

a


  


  

    

  
 

што значи 1 2a a .  

 
5.22. Теорема. Нека функцијата ( , )f x y  е определена на множеството 

0 0(( , ), )x y RU , со исклучок можда во точката (0)
0 0( , )x yx  и нека постои грани-

цата  

(0)
lim ( )f a



x x

x . 

Нека, освен тоа, постојат границите  
 

0 0
0lim ( ) lim ( , ) ( ), (0 | | )

x x x x
f f x y g y y y R

 
    x , 

0 0
0lim ( ) lim ( , ) ( ), (0 | | )

y y y y
f f x y h x x x R

 
    x . 

 

Тогаш постојат последователните граници  
 

0 0 0

lim ( ) lim lim ( , ),
y y y y x x

g y f x y
  

  

0 0 0

lim ( ) lim lim ( , )
x x x x y y

h x f x y
  

  

и притоа важи  

0 0 0 0

lim lim ( , ) lim lim ( , )
x x y y y y x x

f x y f x y a
   

  . 

 

Доказ. Согласно дефиниција 5.8, за секој 0   постои 0   таков што за 
секоја точка 0 0( , ) (( , ), )x y x y R x U  која го задоволува условот  
 

(0) 2 2
0 00 ( , ) ( ) ( )x x y y      x x  

важи  
| ( ) | | ( , ) |f a f x y a    x . 

 

Ако во овие неравенства преминеме кон граница кога 0x x , добиваме дека за 

00 | |y y     е исполнето неравенството  

| ( ) |g y a   .  

Но, тоа значи дека 
0

lim ( )
y y

g y a


 , односно  

0 0

lim lim ( , )
y y x x

f x y a
 

 . 

Аналогно се докажува дека  

0 0

lim lim ( , ) 0
x x y y

f x y
 

 .  
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5.23. Разгледуваните последователни граници на функција од две промен-
ливи може дфа се обопштат и на функција од n  променливи, што практично се 
прави со следнава формула:  

(0) (0) (0)
1 21 2

1 2lim lim ... lim ( , ,..., )
i i ii i in n

n
x x x x x x

f x x x
  

,       (12) 

 

каде 1 2( , ,..., )ni i i  е некоја пермутација на броевите 1, 2,3,...,n . Јасно, притоа ста-

нува збор за последователен премин кон граница секој пат во функција од една 
променлива, бидејќи на пример  
 

(0) 1 2lim ( , ,..., )
i i

n
x x

f x x x


 

 

означува дека во функцијата 1 2( , ,..., )nf x x x  се фиксирани сите променливи освен 

променливата ix .  Границите од видот (12) ги нарекуваме последователни грани-

ци.  
 
 
 
6. НЕПРЕКИНАТИ  ФУНКЦИИ  

 

6.1. Како и во случај на функција од една променлива, ако точката (0)x  
припаѓа на дефиниционата област X  на функцијата f , тогаш поимот непрекина-

тост на функцијата f  во точката (0)x  непосредно е поврзан со границата 

(0)
lim ( )f
x x

x . Така ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека nX  R . За функцијата : ,f X  R  ќе велиме дека е 

непрекината во точката (0) Xx  ако е исполнет условот  
 

(0)

(0)lim ( ) ( )f f



x x

x x .  (1) 

 
6.2. Забелешка. Ако ставиме  

 

(0)( ) ( )z f f  x x , 
 

добиваме  
 

(0)
lim 0z


 
x x

.  

 

Бројот z  го нарекуваме нараснување на функцијата во точката (0)x , соодветно 

на промена на аргументот од точката (0)x  до точката x . Бидејќи (0)x x  значи  
 
 

2 2 2
1 2 ... 0nx x x         

 

каде  
 

(0) (0) (0)
1 1 2 21 2, ,..., n n nx x x x x x x x x         , 
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добиваме дека непрекинатоста на функцијата ( )z f x  во точката (0)x  означува 

дека нејзиното нараснување z  во таа точка тежи кон нула, кога нараснувањата 

1 2, ,..., nx x x    на нејзините аргументи истовремено тежат кон нула. За 2n   на 

цртеж 8 се дадени нараснувањата на аргументите и функцијата за функција 
( , )z f x y .  

 
6.3. Исто така, непрекинатоста на функцијата може да се дефинира со 

помош на низи. Така ја имаме следнава дефиниција.  
 

Дефиниција. Функцијата ( )f x , дефинирана на множеството nX  R  е 

непрекината во точката (0) Xx  ако и само ако за секоја низа од точки ( )k Xx , 

1, 2,...k   за која ( ) (0)lim k

k
x x  е исполнет условот  

 

( ) (0)lim ( ) ( )k

k
f f


x x .    (2) 

 
6.4. Дефиниција. Нека функцијата 1 2( , ,..., )nf x x x  е дефинирана на мно-

жеството X  и нека (0) (0)(0) (0)
1 2( , ,..., )nx x x X x . Ако f  не е непрекината во 

точката (0)x , тогаш ќе велиме дека таа има прекин во точката (0)x , која притоа ја 
нарекуваме точка на прекин за функцијата.  
 

6.5. Пример. Очигледно, за функцијата 2 2
1( , )

x y
f x y


 , разгледана во 

пример 5.4 точката (0,0)  е точка на прекин и со приближување на точката ( , )x y  

кон (0,0)  функцијата неограничено расте (види цртеж 6).  

 
6.6. Пример. Да ја разгледаме функцијата ( , )z f x y  дефинирана со  

 

1, 0
( , )

2,  0

y
f x y

y


  

 

 

Нејзината дефинициона област е целата рамнина 
Oxy . Графикот на оваа функција е составен од две 

полурамнини: 1z  , за сите точки ( , )x y  за кои 

0,y   и 2z  , за сите точки ( , )x y  за кои 0y   и 

двете се паралелни со Oxy  рамнината (цртеж 9). 

Функцијата, очигледно, е непрекината во сите точки 
на рамнината Oxy , со исклучок на точките од оската 

Ox , кои се точки на прекин.  
 

6.7. Забелешка. За функција 1 2( , ,..., )nf x x x  паралелно со непрекинатоста 

дефинирана на почетокот на оваа точка, која исто така ја нарекуваме непреки-



 62

натост по севкупноста променливи 1 2, ,..., nx x x  може да се разгледува и непреки-

натост по одделните променливи 1 2, ,..., nx x x .  

 
Функцијата 1 2( , ,..., )nz f x x x  определена, на пример, во некоја околина 

на точката (0) (0)(0) (0)
1 2( , ,..., )nx x xx  е непрекината по променливата ix , ако функ-

цијата  
 

def
(0) (0) (0) (0)
1 1 1( ) ( ,..., , , ,..., )i i ni ix f x x x x x    

 

од една независно променлива ix  е непрекината во точката (0)
ix . Јасно, функција-

та   е рестрикција на функцијата f  на пресекот на правата (0)
k kx x , 1, 2,...,k   

1, 1,...,i i n   со дефиниционата област на функцијата f . Затоа непрекинатоста 

на функцијата по некоја променлива означува непрекинатост на нејзината ре-
стрикција по соодветното множество.  
 

6.8. Пример. Да ја разгледаме функцијата  
 

2 2

2 2 2

2 2

,          0
( , )

0,                  0

xy

x y
x y

f x y

x y


   
  

 

 

Нека 0y   и 0x  е произволен фиксиран реален број. Тогаш,  
 

0
2 2 2 2

00 0

22
0lim ( , ) lim ( , )

x yxy

x y x yx x x x
f x y f x y

  
   .  

 

Ако пак 0y  , тогаш за секој 0 0x   важи  
 

0
0lim ( ,0) 0 ( ,0)

x x
f x f x


  . 

 

На крајот, ако 0y   и 0 0x  , тогаш  
 

0
lim ( ,0) 0 (0,0)
x

f x f


  . 
 

Според тоа, при секој фиксиран y  функцијата ( , )f x y  е непрекината по промен-

ливата x .  
 

Од симетричноста на функцијата ( , )f x y  во однос на променливите x  и 

y , следува дека при секој фиксиран x  функцијата е непрекината по променлива-

та y .  
 

Меѓутоа функцијата ( , )f x y  не е непрекината по севкупноста променливи 

во точката (0,0) . Навистина, низите 1 1( , )
n n

 и 1 2( , )
n n

, 1,2,...n   конвергираат кон 

точката (0,0) , а соодветните низи од вредностите на функцијата кога n   кон-

вергираат кон различни граници:  
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2

2 2

2

1 1
1 1

( , )= 1n
n n

n n

f  


  и 
2

2 2

4

1 2
1 4

4
( , ) .

5
n

n n

n n

f


   

 
6.9. Од претходниот пример заклучуваме дека од непрекинатоста на 

функцијата по сите променливи одделно не следува нејзината непрекинатост по 
севкупноста променливи. Понатаму, според теорема 5.11 Б имаме   
 

(0) (0) (0)
lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),f f 
  

  
x x x x x x

x x x x      (3) 

 

(0) (0) (0)
lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),f f 
  

  
x x x x x x

x x x x       (4)  

 

(0)

(0) (0)
(0)

lim ( )
( )
( ) lim ( )

lim , ( lim ( ) 0).
f

f
  


 

 x x

x x

x
x
x xx x x x

x    (5) 

 

Непосредно од равенствата (3), (4) и (5) следува точноста на следнава теорема.  
 

Теорема. Збир, разлика, производ и количник на функции f  и  , непре-

кинати во точката (0)x  е непрекината функција во таа точка, при што кај колични-

кот треба да важи и (0)( ) 0 x .   

 
6.10. Дефиниција. За функцијата f  ќе велиме дека е непрекината на 

множеството X , ако таа е непрекината во секоја негова точка.  
 

6.11. Пример. Докажете, дека ако на некое множество X  функцијата 
( , )f x y  е непрекината по променливата x  и по променливата y  го задоволува ус-

ловот  
 

1 2 1 2| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y L y y    ,   (6) 
 

каде 1 2( , ) , ( , )x y f x y X X  и L  е константа, тогаш ( , )f x y  е непрекината воX .  
 

Решение. Ако се искористи условот (6), добиваме дека за секои точки 

0 0( , )x y  и ( , )x y  од X  важи  
 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) |

| | | ( , ) ( , ) |

f x y f x y f x y f x y f x y f x y

L y y f x y f x y

    

    
 (7) 

 

Нека 0  . Функцијата 0( , )f x y  е непрекината во точката 0x , па затоа 

постои 1 1 0 0( , , )x y    таков што кога 0 1| |x x    важи  
 

0 0 0 2
| ( , ) ( , ) |f x y f x y           (8) 

 

Ставаме 1 2
min{ , }

L
  . Тогаш од неравенствата (7) и (8) кога  

 

0 02 2
| | , | |x x y y      

добиваме  
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0 0 2 2
| ( , ) ( , ) |

L
f x y f x y L       , 

 

т.е. функцијата ( , )f x y  е непрекината во секоја точка 0 0( , )x y X .  

 
6.12. Теорема (за непрекинатост на сложена функција). Нека функции-

те 1 2( ) ( , ,..., ), 1,2,...,k k nf f x x x k m x  се дефинирани во околината ( , )RU a  на 

точката 1 2( , ,..., ) n
na a a a R  и се непрекинати во таа точка, а функцијата ( )g t  

1( ,..., )mg t t  е дефинирана во околината ( , )rU b  на точката 1( ( ),..., ( ))mf f b a a  
mR  и е непрекината во точката b . Тогаш сложената функција 1( ( ),..., ( ))mg f fx x  

е определена во некоја околина на точката a  и е непрекината во таа точка.  
 

Доказ. Функцијата ( )g t  е непрекината, во точката 1( ( ),..., ( ))mf fb a a , 

па затоа за секој 0   постои 0 0   ( 0 r  )  таков што за секој t  кој го задово-

лува условот  

0( , ) || ||   t b t b      (9) 

точно е неравенството  
| ( ) ( ) |g g  t b .    (10) 

 

Од непрекинатоста на функциите 1 2( ) ( , ,..., ), 1, 2,...,k k nf f x x x k m x  во 

точката a  следува дека за најденото 0 0   постои 0k   ( k R  ) таков што за 

секој x  кој го задоволува условот ( , ) k x a  точно е неравенството  
 

0| ( ) ( ) |k k m
f f

 x a . 
 

Ако ставиме 1( ( ),..., ( )), min{ | 1,2,... }m kf f k m   t x x , тогаш при ( , ) x a  

точно е неравенството  
 

02 2
0

1
( , ) || || ( ( ) ( )) ( )

m

k k mk
f f m

 


     t b t b x a . 

 

Конечно, од неравенствата (9) и (10) следува дека при ( , ) x a  важи  
 

1 1| ( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( )) |m mg f f g f f  x x a a , 
 

што значи дека сложената функција 1( ( ),..., ( ))mg f fx x  определена во околината 

( , )U a  е непрекината во точката a .  

 
 
 
7. ФУНКЦИИ НЕПРЕКИНАТИ НА ОГРАНИЧЕНИ 

И ЗАТВОРЕНИ МНОЖЕСТВА  
 

7.1. Во овој дел ќе ги разгледаме функциите кои се непрекинати на огра-

ничени и затворени множества во nR . Притоа, посебно ќе се осврнеме како на 
ограничените, така и на рамномерно непрекинатите функции. За таа цел прво ќе 
го воведеме поимот ограничена функција.  
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Дефиниција. За функцијата :f X R , nX R  ќе велиме дека е ограни-

чена ако постои 0M   таков што | ( ) |f Mx , за секоја точка x X .  
 
7.2. Теорема. Ако функцијата ( )f x  е непрекината на ограничено и зат-

ворено множество nX R , тогаш таа е ограничена на X .  
 

Доказ. Нека f  е непрекината на ограниченото и затворено множество X  

и да претпоставиме дека таа не е ограничена на X . Според лема 4.8 постои постои 
n-димензионална коцка ( ; )OP a  со центар во координатниот почеток таква што 

( ; ).OX P a  Со помош на средните линии n-димензионалната коцка ( ; )OP a  ја 

делиме на 2n  помали складни коцки. Барем една од овие коцки, да ја означиме со 

1P , ќе содржи дел 1X  од множеството X , во кој функцијата f  не е ограничена 

(во спротивно функцијата f  ќе биде ограничена). Со помош на средните линии ја 

делиме коцката 1P  на 2n  помали коцки. Барем една од овие коцки, да ја означиме 

со 2P , ќе содржи дел 2X  од X , во кој функцијата f  не е ограничена. Продол-

жувајќи ја постапката добиваме низа затворени коцки ,kP  1, 2,...k   кои ги 

задоволуваат условите од теорема 2.8. Притоа секоја од коцките kP  содржи дел 

kX  од множеството X , во кој функцијата f  не е ограничена. Ако y  е единстве-

ната точка, која според теорема 2.8 се содржи во сите коцките ,kP  1, 2,...k   и ако 

U  е произволна околина на точката y , тогаш е јасно дека почнувајќи од некој 

доволно голем k  сите квадрати kP  ќе се содржат во околината U . Според тоа, во 

секоја околина на точката y  се содржат точки од множеството X , па затоа точка-

та y  е или внатрешна или рабна точка за множеството X . Но, множеството X  е 

затворено, па затоа тоа ги содржи сите свои внатрешни и рабни точки, т.е. y X .  
 

Функцијата f  е непрекината во точката y , па затоа за 1   постои 

0   со својство да за секоја точка x X  таква што  
 

( , ) x y ,     (1) 
 

важи  
 

| ( ) ( ) | 1f f x y .    (2) 
 

Неравенствата (1) определуваат n-димензионална коцка U , која е околина на 
точката y . Јасно, за доволно голем k  коцката kP , па според тоа и множеството 

kX  ќе се содржи во U . Според тоа, за сите точки од множеството kX  ќе биде ис-

полнето неравенството (2) кое може да се запише во видот  
 

( ) 1 ( ) ( ) 1f f f   y x y . 
 

Според тоа, функцијата f  е ограничена на множеството kX , што е противреч-

ност. Од добиената противречност следува дека непрекинатата функција f  е 

ограничена на затвореното и ограничено множество X .  
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7.3. Теорема (Ваерштрас). Ако функцијата ( )f x  е непрекината на огра-

ничено и затворено множество X , тогаш таа на X  го достигнува својот супремум 
и го достигнува својот инфимум.  
 

Доказ. Нека е дадена функцијата f  која е непрекината на ограниченото и 

затвореното множество X . Од теорема 6.2 следува дека f  е ограничена на X  и 

нека m  и M  се нејзиниот инфимум и супремум, соодветно. Ќе докажеме, дека 
постои точка y X  таква што ( )f My .  
 

Нека P  е n-димензионална со страни паралелни на координатните оски, 

која го содржи множеството X  и истата да ја поделиме на 2n  складни делови. Ба-
рем еден од овие делови, да го означиме со 1P  ќе содржи дел 1X  од множеството 

X , во кој супремумот на функцијата f  е еднаков на M . Го делиме 1P  на 2n  

складни делови и со 2P  да ја означиме едната од помалите коцки која содржи дел 

2X  од множеството X  во кој супремумот на функцијата f  е еднаков на M . 

Продолжувајќи ја постапката добиваме низа затворени коцки , 1,2,...k k P  кои ги 

задоволуваат условите од теорема 2.8 и секоја од овие коцки содржи дел ,kX  

1, 2,...k   од множеството X  во кој функцијата f  го достигнува својот супремум. 

Од теорема 2.8 следува дека постои точка y  која припаѓа на секоја од коцките 

, 1,2,...k k P . Аналогно на доказот од теорема 7.2 може да се докаже дека y X .  
 

Ќе докажеме дека ( )f My . Нека претпоставиме дека ( )f My . Ако 

1M R  е таков што 1( )f M M y , тогаш имајќи предвид дека функцијата 

1( )f Mx  е непрекината во точката y  и дека 1( ) 0f M y , од лемата за запа-

зување на знакот следува дека постои околина U  на y  таква што 1( ) 0f M x , 

за секоја точка x  од U . Но за доволно големи вредности на k  квадратите kP , а 

со тоа и множествата kX  се содржат во околината U . Според тоа, за секоја точка 

x  од kX  е исполнето неравенството 1( ) 0f M x , т.е. е исполнето неравен-

ството 1( )f Mx , што значи дека бројот 1M  е горна граница на функцијата f  на 

множеството X . Последново не е можно, бидејќи 1M M  и M  е супремум на 

функцијата f  на множеството X . Од добиената противречност следува дека  

( )f My , т.е. функцијата f  го достигнува својот супремум на множеството X .  
 

Случајот со инфимумот се разгледува аналогно.  
 
7.4. Теорема (Коши). Нека функцијата ( )f x  е непрекината на сврзаното 

множество nX R  и нека , a b X  се такви што ( ) ( )f fa b . Тогаш, за секој 

реален број C  кој се наоѓа меѓу ( )f a  и ( )f b  постои барем една точка c X  

таква што ( )f Cc .  
 

Доказ. Множеството nX R  е сврзано, па затоа постои непрекината 
крива 1 2( ),t t t t  x , која ги поврзува точките 1( )ta  и 2( )tb  и која 
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лежи во множеството X . Од теорема 6.12 следува дека функцијата ( ) ( ( ))g t f t  

е непрекината на интервалот 1 2[ , ]t t , при што 1 1( ) ( ( )) ( )g t f t f  a  и 2( )g t   

2( ( )) ( )f t f  b . Конечно, од последица XIII 11.7 следува дека постои точка 

0 1 2[ , ]t t t  таква што 0( )g t C . Земаме 0( )t  c  и добиваме дека постои c X  

таков што 0 0( ) ( ( )) ( )f f t g t C  c , што и требаше да се докаже.  

 
7.5. Дефиниција. За функцијата ( )f x  ќе велиме дека е рамномерно 

непрекината на множеството X  ако за секој 0  , постои 0   таков што кога 
, x y X  од неравенствата ( , ) , x y  следува неравенството | ( ) ( ) |f f  x y . 

 
7.6. Пример. Да ја разгледаме функцијата ( , ) 2 3 5f x y x y   , ( , )x y   

2R . За секои две точки ( , ) ,( ', ')x y x y  2R  важи  
 

| ( , ) ( ', ') | | 2( ') 3( ') | 2 | ' | 3 | ' |f x y f x y x x y y x x y y         . 
 

За секој произволно зададен број 0   избираме 
6
  . Тогаш, од  

 

| ' | , | ' |x x y y      
 

следува  
 

6
| ( , ) ( ', ') | 2 3 5f x y f x y         , 

 

т.е. функцијата ( , ) 2 3 5f x y x y    е рамномерно непрекината на 2R .   

 

7.7. Пример. Да ја разгледаме функцијата 2:f R R  дефинирана со  
 

2 2
1 2 1 2( , )f x x x x  .  

 

За секои две точки 1 2( , )x xx  и 1 2( , )y yy  важи  
 

1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

|( )( ) ( )( )|2 2 2 2
1 2 1 2

| | | | | | | |

| | | | | | | |
1 1 2 2 1 1 2 2

| ( ) ( ) |

| | | | | | | |

x y x y x y x y

x x y y

x y x y x y x y

x x y y x x y y

x y x y

x y x y

f f x x y y

x y x y x y x y

    

  

     

     

 

 

     

 

       

x y

 

 

За секој произволно зададен број 0   избираме 
2
  . Тогаш, од  

 

1 1 2 2| | , | |x y x y      
 

следува  
 

1 1 2 2| ( ) ( ) | | | | | 2f f x y x y         x y ,  
 

што значи дека функцијата f  е рамномерно непрекината на 2R .   
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7.8. Забелешка. Од дефиниција 7.5 можеме да заклучиме дека, кога функ-
цијата f  е рамномерно непрекината на множество X , тогаш изборот на   зави-

си од  , но не зависи од изборот на разгледуваните точки од множеството X , 
што се потврди и со претходно разгледаните примери. Последното не е случај 
кога се работи за обична непрекинатост на фунција. Имено, ако функцијата е не-
прекината во точката x X , тогаш секој 0   постои ( ; ) 0   x  таков што за 

секој y X  кој го задоволува условот ( , ) , x y  исполнето е неравенството  
 

| ( ) ( ) |f f  x y . 

 
Јасно, ако функцијата f  е рамномерно непрекината на множеството X , 

тогаш таа е непрекината на X , т.е. е непрекината во секоја точка x X  (зошто?). 
Од следните примери може да се види дека обратното не важи.  

 
7.9. Пример. Лесно се покажува дека функцијата  

 

2 21
( , ) sin

x y
f x y 

 
  

 

е непрекината во секоја точка од нејзината дефинициона областа. Специјално, таа 

е непрекината во областа 2 2 1x y  .  
 

Ќе докажеме дека во областа 2 2 1x y   функцијата не е рамномерно 

непрекината. Навистина, нека 0 2   . Да ги разгледаме низите  
 

1 1
2 2

( , ) ( 1 sin , 1 cos )n n n n
x y     , 1, 2,...n   и  

 

' ' 2 2
4 1 4 1

( , ) ( 1 sin , 1 cos )n n n n
x y      , 1, 2,...n  ,  

 

кои припаѓаат на областа 2 2 1x y  . Бидејќи  
 

' 2 ' 2 1 2
2 4 1

( ) ( ) | 1 1 | 0,n n n n n n
x x y y          кога n  ,  

а  
' '

2
| ( , ) ( , ) | | sin 2 sin( 2 ) | 1n n n nf x y f x y n n      , за секој nN   

 

добиваме дека за секој (0,1)   не постои 0   таков што да се исполнети усло-

вите од дефиниција за рамномерна непрекинатост. Според тоа, разгледуваната 
функција не е рамномерно непрекината.  

 

7.10. Пример. Да ја разгледаме функцијата ( , ) arcsin y
x

f x y  . Нејзината 

дефинициона област е множеството {( , ) | | | | |, 0}x y y x x  X . Лесно се пока-

жува дека на множеството X  функцијата ( , )f x y  е непрекината. Меѓутоа, оваа 

функција не е рамномерно непрекината, бидејќи за низите  
 

' '1 1 1 1( , ) ( , ), ( , ) ( , ), 1, 2,3,...n n n nn n n n
x y x y n     

важи  
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' 2 ' 2 2( ) ( ) 0,n n n n n
x x y y      кога n   

и  
 

' '| ( , ) ( , ) | | arcsin1 arcsin( 1) |n n n nf x y f x y      , за секој nN .  
 

Според тоа, за секој (0, )   не постои 0   таков што да се исполнети услови-

те од дефиниција за рамномерна непрекинатост, па затоа разгледуваната функција 
не е рамномерно непрекината.  

 
7.11. Како што видовме во претходните разгледувања секоја рамномерно 

непрекината функција е и непрекината, но обратното не важи. Во следнава теоре-
ма, чиј доказ заради тежината нема да го презентираме, ќе дадеме услов при кој 
непрекината функција е и рамномерно непрекината.  

 
Теорема. Ако функцијата ( )f x  е непрекината на ограничено и затворено 

множество, тогаш таа е рамномерно непрекината.  
 
 
 

ЗАДАЧИ  
 

1. Ако A B , тогаш A B . Докажете!  
 

2. Докажете дека за секои множества A , mB R  важи   A B A B .  
 

3. Докажете дека за секои множества A , mB R  важи:  

a) ( )    A B A B ,  

b) ( )    A B A B ,  

c)  ( \ )   A B A B .  

4. Докажи дека низата точки 
2

2
1

2 3 ( 2)
( , )k k

k k

 

 конвергира кон точката 1
2

( ,1) .  
 

5. Најди ја границата на низата точки:  

a) 1
1

(( ) , ( ) ),m mm m
m m

m
 N ,  

b) ( 1, 1),k kk k k  N .  
 

6. Најди ја границата на низата точки  

( 2 2 , 2 2 )m mm m m  N . 
 

7. Најди ја границата на низата точки:  

a) ( 3 2 , 3 4 , )m mm m m m m  N , 

b) 1 2((1 ) , (1 ) ),m m
m m

m  N  , 

c) 1 21 1
2

((1 ) , (1 ) ),m m
m m

m   N , и  
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d) ln(2 1) ln(3 1)( , ),
m m

m m
m  N .  

 

8. Докажи дека за функцијата ( , ) x y
x y

f x y 
   

0 0 0 0
lim lim ( , ) 1, lim lim ( , ) 1,
x y y x

f x y f x y
   

    

и дека 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y


 не постои.  

 

9. Дали постои границата  

2 2

2

( , ) (0,0)
lim xy

x yx y 
? 

 

10. Пресметај ги границите:  

a) 
2 2

2 2( , ) (0,0) 1 1
lim ;x y

x y x y



   
  

b) 2 2

1 cos

( , ) (0,0)
lim ;xy

x yx y




 

c) 
2 2

1

2 2

( , ) (0,0)
lim (1 ) ;x y

x y
x y 


   

d) ln(1 )

( , ) (0,0)
lim ;xy

xyx y




 

e) 2 2 2

( , ) (0,0)
lim ln( );

x y
x x y


  

f) 
1

2 2
1
1( , ) (1,1)

lim .
xye

x yx y

 


 

 

11. Определи кои од последователните граници постојат, а потоа пресметајте ги 
истите:  

a) 2 2 2 2
0 0 0 0

lim lim , lim lim ;xy xy

x y x yx y y x    
  

b) 1 1

0 0 0 0
lim lim ( sin ), lim lim ( sin );

x xx y y x
x y x y

   
   

c) 
2 2

2 2
0 0 0 0

lim lim , lim lim ;x y x y

x y x yx y y x

 
    

 

d) 
1 1sin sin

0 0 0 0
lim lim , lim lim .x x

x y x y

x y x yx y y x

 
    

  

 

12. Пресметај ги границите:  

a) 
3 3

2 2

sin( )

( , ) (0,0)
lim ;x y

x yx y




 

b) 

1
2 2

4 4
( , ) (0,0)

lim ;
x ye

x yx y






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c) 
2 2

1

2 2

( , ) (0,0)
lim (1 ) ;x y

x y
x y





  

d) 
2 2

2 2 2 2

1 cos( )

( )( , ) (0,0)
lim .x y

x y x yx y

 


 

 

13. Докажи дека функцијата.  

a) 

2 2

2 2 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

x y

x y
x y

f x y
x y


  
 

 

b) 

3 3

2 2 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

x y

x y
x y

f x y
x y


  
 

 

е непрекината.  
 

14. Докажи дека функцијата  

a) 

2

3 3 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

x y

x y
x y

f x y
x y


  
 

 

b) 

3

2 6 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

xy

x y
x y

f x y
x y


  
 

 

е прекината во (0,0).  
 

15. Најди ги точките на прекин на функцијата 
2 2

1

x y
z


 .  

 

16. Најди ги точките на прекин на функцијата 3 3

x y

x y
z 


 .  

 

17. Дискутирај ја непрекинатоста на функциите во точката (0,0):  

a) 

2 2

2 22 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

x y

x y
xy x y

f x y
x y




  
 

 

b) 
2 2

| 2 |

4 4

0, ( , ) (2 , )
( , )

, ( , ) (2 , ).x y

x xy y

x y y y
f x y

x y y y
 

  

 

 

18. Докажете, дека ако функцијата ( , )f x y  во некоја област 2G R  е непрекина-

та по променливата x  и е рамномерно непрекината по променливата y , то-

гаш таа функција е непрекината на областа G .  
 

19. Нека функцијата ( , )f x y  е непрекината на областа {( , ) | ,x y a x A  O  

}b y B  , а функцијата   е непрекината на интервалот ( , )a A  и прима 
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вредности од интервалот ( , )b B . Докажете, дека функција ( ) ( , ( ))F x f x x  е 

непекината на интервалот ( , )a A .  
 

20. Докажете, дека ако функцијата ( , )f x y , 2( , )x y R  е непрекината по секоја од 

променливите x  и y  одделно и е монотона по една од променливите, тогаш 

таа е непрекината.  
 

21. Испитајте ја рамномерната непрекинатост на функцијата  

2 2

2 2 1sin , ( , ) (0,0),

0, ( , ) (0,0).

x y
x y x y

z

x y



   
 

 

 

22. Докажете дека функцијата 2 2 2( , , ) sin( )f x y z x y z   , 3( , , )x y z R  не е рам-

номерно непрекината.  
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XX ГЛАВА  
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНО СМЕТАЊЕ НА РЕАЛНИ  
ФУНКЦИИ ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ  

 
 
 

1. ИЗВОД ПО ПРАВЕЦ. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ  
 

1.1. Нека mA R  и :f A R  реална функција од m  променливи. Вред-

носта на функцијата f  во точката 1( ,..., )mx x A x  ќе ја означуваме со  

1( ) ( ,..., )mf f x xx . 

 

Дефиниција. Нека mA  R , :f A  R , 0 0 0
1( ,..., )mx xx  е внатрешна 

точка за множеството A  и 1( ,..., )m a  е правец. Извод на функцијата f  во 

точката 0x  по правецот a  ја нарекуваме границата  
 

0 0( ) ( )' 0

0
( ) lim f t f

tt
f  


 x a x

a x , 

ако истата постои.  
 

1.2. Пример. а) Нека 3{( , , ) | ( , , ) , 0}A x y z x y z x  R , :f A  R  е де-

финирана со /( , , ) sinz xf x y z e y  и нека 0 (3,0, 1) x , 2 1 2
3 3 3

( , , ) a . Тогаш  
 

2 1 20 0
3 3 3

13 2 1
39 2 3

(3 , , 1 ) (3,0, 1)( ) ( )' 0

0 0

sin( ) 1
30

( ) lim lim

lim .
t

t

f t t t ff t f
t tt t

t

tt

f

e e
  


      

 

 


 

 

x a x
a x

 

 

б) Ќе го определеиме изводот на функцијата 2 2( , )f x y x y   во точката 
0 (1,1)x  по правецот a , кој зафаќа агол 

3
   со позитивниот дел на x  оската.  

 

Лесно се гледа дека 31
2 2

( , )a , па затоа  

0 0

2 232 2 2 2 3
2 2 4 4

( ) ( ) (1 ,1 3) (1,1)' 0

0 0

(1 ) (1 ) (1 1 ) 1 1 3

0 0

( ) lim lim

lim lim
tt t t

f t f f t t f
t tt t

t t

t tt t

f     

 

         

 

 

 

x a x
a x

 

1 3.   

 

1.3. Дефиниција. Нека A  е отворено множество во mR . Ако за секоја 

точка x A  постои ' ( )fa x , тогаш ќе велиме дека изводот 'fa  по правецот a  е 

определен на множеството A , т.е. имаме ' :f a A R .  
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Во натамошните разгледувања ќе претпоставуваме дека множеството A  
е отворено.  

 
1.4. Забелешка. Нека претпоставиме дека се исполнети условите од 

дефиниција 1.3. Точката 0x  е внатрешна за множеството A , па затоа постои 

0   таков што за секој  , | |   важи 0  x a A . Дефинираме функција 

: ( , )    R  на следниов начин:  
 

0 0 0
1 1( ) ( ) ( ,..., )m mf f x x        x a , ( , )     

 

каде 0 0 0
1( ,..., )mx xx , 1( ,..., )m a . За ( , )     имаме  

 

0 0( ( ) ) ( ) ' 0

0
'( ) lim ( )f t f t

tt
f     


  x a x a

a x a . 
 

Според тоа,  
 

' 0'( ) ( )f   a x a , ( , )    ,     (1) 
 

па затоа ' 0'(0) ( )f  a x .  

 

1.5. Теорема. Нека mA R , :f A R , :g A R , x A , a  е правец и 

да претпоставиме дека изводите ' ( )fa x  и ' ( )ga x  постојат. Тогаш постојат и подолу 

наведените изводи по правецот a  и притоа важи 
 

а) ' '( ) ( ) ( )cf cfa ax x , за секој cR ,  
 

б) ' ' '( ) ( ) ( ) ( )f g f g  a a ax x x ,  
 

в) ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg f g f g a a ax x x x x  и  
 

г) ако ( ) 0g x , тогаш  
 

' '

2

( ) ( ) ( ) ( )'

[ ( )]
( ) ( )

f g g ff
g g

 a ax x x x
a x

x . 
 

Доказ. Нека   и   се функциите од забелешка 1.4 кои соодветствуваат 

на функциите f  и g , т.е. функциите за кои важи ''(0) ( )f  a x  и ''(0) ( )g  a x . 

Тогаш. од својствата на изводите на реалните функции дефинирани на интервал 
имаме  
 

а) ' '( ) ( ) ( ) '(0) '(0) ( )cf c c cf   a ax x , 

б) ' ' '( ) ( ) '(0) '(0) [ (0) (0)]' ( ) ( )f g f g         a a ax x x ,  

в) ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) '(0) (0) (0) '(0) [( )(0)]' ( ) ( )f g f g fg        a a ax x x x x  и  

г) ако ( ) 0g x , тогаш  
' '

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) '(0) (0) (0) '(0) ' '

[ ( )] [ (0)]
( ) (0) ( ) ( )

f g g f f
gg

    


   a ax x x x
ax

x .  
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1.6. Теорема. Нека mA R , :f A R . Ако за некој 0t  , точка x A  

и правец a  важи:  
 

за секој [0, ]t  :  x a A  и постои ' ( )f a x a , 
 

тогаш постои (0,1)   таков што  
 

'( ) ( ) ( )f t f f t t   ax a x x a . 
 

Доказ. Да ја разгледаме функцијата ( ) ( )f   x a , [0, ]t  , за која, со-

гласно претпоставките, постои ''( ) ( )f   a x a , [0, ]t  . Ако на функцијата   

на интервалот [0, ]t  ја примениме теоремата на Лагранж добиваме дека постои 

(0,1)   таков што ( ) (0) '( )t t t     . Според тоа, постои (0,1)   таков, што  
 

'( ) ( ) ( )f t f f t t   ax a x x a .  

 

1.7. Дефиниција. Нека mA R , :f A R  x A . Парцијален извод на 

функцијата f  по променливата kx  или k ти парцијален извод во точката x  го 

нарекуваме изводот ' ( )
k

fe x , каде (0,...,0,1,0,...,0)k
k

e , 1,...,k m .  
 

За означување на k  от парцијален извод на функцијата f  во точката x  

ќе ги користиме ознаките ( ) ', ( ), ( )
k

f
k kx

f D f


x x x . Според тоа,  
 

1 1 1 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ,..., , , ,..., )( )

0
lim k k k m k k k m

k

f x x x t x x f x x x x xf
x tt

    
 

x , 1( ,..., )mx xx . 

 
1.8. Забелешка. Од претходно изнесеното следува дека за наоѓање на 

k  от парцијален извод на функцијата f  во точката x  всушност треба да ги фик-

сираме останатите променливи. Така, добиваме функција од променливата kx , од 

која бараме обичен извод, со што го добиваме k  от парцијален извод на функци-
јата f  во точката x .  

 

1.9. Последица. Нека mA R , :f A R , :g A R , x A  и да прет-

поставиме дека постојат парцијални изводи ( )

k

f
x




x  и ( )

k

g
x




x . Тогаш  
 

а) ( )( ) ( )

k k

cf f
x x

c 
 x x , за секој cR ,  

б) ( )( ) ( ) ( )

k k k

f g f g
x x x

   
   x x x ,  

в) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
k k k

fg f g
x x x

g f  
   x x xx x  и  

г) ако ( ) 0g x , тогаш 
( ) ( )

2

( ) ( )( )( )

[ ( )]

f gf
x xg k k

k

g f

x g

 
 

 
x xx xx

x
. 
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Доказ. Непосредно следува од теорема 1.5.  
 
1.10. Пример. а) За функцијата  

 

5 2 4( , ) 3f x y x x y y   , 
 

во секоја точка од рамнината, имаме  
 

 4
 

5 6f
x

x xy
    и  2 3

 
3 4f

y
x y

   . 
 

б) За функцијата ( , ) arctg y
x

f x y   за секоја точка ( , )x y  која не лежи на 

оската Oy  парцијалните изводи се  
 

2

2 22

 
 1 ( )

y

x
y
x

f y
x x y







    и 

1

2 22

 
 1 ( )

x
y
x

f x
y x y


 

  .  

 

в) За функцијата ( , ) yf x y x  за секоја точка ( , )x y  за која 0x   парци-

јалните изводи се   1
 
f y
x

yx


  и  
 

lnf y
y

x x
  .  

 
1.11. Пример. Да ја разгледаме функцијата  

 

3

6 2
2 2

2 2

,  ako 0
( , )

0,          ako 0

x y

x y
x y

f x y

x y


   
  

 

 

Низата точки 3
( ) 1 1( , )n

n n
x , 1,2,...n   конвергира кон точката (0,0) , но  

 

1
6

3 1 1
6 6

1 1 1
2

lim ( , ) lim 0 (0,0)n

n n
n nn n

f f
 

     

 

што значи функцијата има прекин во точката (0,0) .  
 

За парцијалните изводи на функцијата во точката (0,0)  наоѓаме  
 

 (0,0) ( ,0) (0,0) 0
 0 0

lim lim 0,f f t f
x t tt t






 
    

 (0,0) (0, ) (0,0) 0
 0 0

lim lim 0f f t f
y t tt t






 
   .  

 
1.12. Забелешка. Како што можеме да видиме иако разгледуваната функ-

ција има прекин во точката (0,0) , сепак постојат двата парцијални изводи во оваа 

точка и тие се еднакви. Со други зборови, улогата на парцијалните изводи кај 
функциите од повеќе реални променливи не е идентична со улогата на изводот кај 
функцијата од една реална променлива. Имено, според теорема XI 1.4, ако функ-
цијата ( )y f x  има извод во точката 0x , тогаш таа е непрекината во оваа точка, 

што како што видовме не е случај со парцијалните изводи на функцијата од прет-
ходниот пример.  

 



 77

1.13. Теорема. Нека mA R , :f A R  и точката x  и правецот a  се 

фиксирани. Ако постои ' ( )fa x , тогаш за секој cR  постои ' ( )cf a x  и притоа важи  
 

' '( ) ( )cf cfa ax x .     (1) 
 

Доказ. Од дефиниција 1.1 имаме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '

0 0 0
( ) lim lim lim ( )f tc f f tc f f f

c t ctt t
f c c cf



     

  
   x a x x a x x a x

a ax x .  

 

1.14. Теорема. Нека mA R , :f A R , x A  и a  и b  се два правци. 

Да претпоставиме дека  
 

a) постои 0   таков што за секој ( ; )z U x  постои ' ( )fa z ,  

b) функцијата 'fa  е непрекината во точката x  и  

v) постои ' ( )fb x .  
 

Тогаш постои изводот на функцијата f  во точката x  по правецот a b  и притоа 

важи  
 

' ' '( ) ( ) ( )f f f  a b a bx x x . 
 

Доказ. Ако го искористиме условот а) и теорема 1.6 во точка tx b , за 
доволно мали вредности на t , добиваме дека постои (0,1)   таков, што  
 

'

( ( )) ( ) (( ) ) ( ) ( ) ( )

                                  (( ) ) ( ) ( ).

f t f f t t f t f t f

f t t t f t f

          

     a

x a b x x b a x b x b x

x b a x b x
 

 

Последното равенство го делиме со t  и ако преминеме кон граница кога 0t  , 
тогаш од условите б) и в) следува  
 

( ( )) ( ) ( ) ( )' ' '

0 0 0
lim lim (( ) ) lim ( ) ( )f t f f t f

t tt t t
f t t f f    

  
     x a b x x b x

a a bx b a x x , 
 

што значи изводот на функцијата f  во точката x  по правецот a b  и притоа ва-

жи  
' ' '( ) ( ) ( )f f f  a b a bx x x .  

 
 
 
2. ДИФЕРЕНЦИЈАБИЛНИ ФУНКЦИИ   
 

2.1. Дефиниција. За функцијата : mL R R  ќе велиме дека е линеарна, 
ако  
 

a) ( ) ( )L L x x , за секој  R  и за секој mx R  и  
 

b) ( ) ( ) ( )L L L  x y x y , за секои , mx y R .  
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2.2. Забелешка. Од дефиниција 2.1 и од принципот на математичка ин-

дукција непосредно следува дека за секоја линeaрна  функција : mL R R  важи  
 

1 1
( ) ( )

k k

i i i i
i i

L L 
 

 x x  

 

за секои , 1,2,...,i i k   и секои , 1, 2,...,i i kx .  

 

2.3. Лема. Ако : mL R R  е линеарна, тогаш постојат единствени ре-

ални броеви , 1,...,iL i m  такви што 
1

( )
m

i i
i

L L x


 x , за секој 1( ,..., ) m
mx x x R .  

 

Доказ. Нека (0,...,0,1,0,...,0), 1, 2,...,i
i

i m e  е стандардната база на про-

сторот mR . Ставаме ( )i iL Le , 1,2,...,i m . Сега од забелешка 2.2 следува дека 

за секој 1( ,..., ) m
mx x x R  важи  

 

1 1 1
( ) ( ) ( )

m m m

i i i i i i
i i i

L L x x L L x
  

    x e e . 

 

Јасно, вака најдените константи , 1, 2,...,iL i m  се единствени.  

 

2.4. Дефиниција. Нека mA R , :f A R  и x  е внатрешна точка на 

множеството A . За функцијата f  ќе велиме дека е диференцијабилна во точка-

та x , ако постои линеарна функција  
 

1
( ) ,

m

i i
i

L L a


 a  1( ,..., ) m
ma a a R , , 1,2,...,iL i m R  

таква што  
 

( ) ( ) ( ) (|| ||), || || 0,f f L o    x a x a a a    (1) 

односно  
( ) ( ) ( )

|| ||
lim 0.f f L  


x a x a

aa o
 

 

Функцијата L  ја нарекуваме прв диференцијал (прв тотален диференци-
јал) на функцијата f  во точката x . За означување на диференцијалот ја користи-

ме ознаката ( ) ( ; ) ( )df df L x x a a . Ако ставиме i ia dx , 1,2,...,i m  добиваме  
 

1
( )

m

i i
i

df L dx


 x . 

 

2.5. Теорема. Нека mA R  и функцијата :f A R  е диференцијабилна 

во точката x A . Тогаш за секој правец 1( ,..., )ma aa  постои ' ( )fa x , т.е. постојат 

парцијалните изводи ( )

i

f
x




x , 1,2,...,i m . Притоа важи  
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( )

k

f
k x

L 
 x , за секој 1,2,...,k m  и  ( )'

1
( ) ( ) .

k

m f
kx

k
f L a




   x
a x a  

 

Доказ. Нека е даден правецот a o . Имаме, ( ) ( )L L a a , за секој  R  

и  a o , кога 0  . Понатаму, од својствата на нормата и од диференција-
билноста на функцијата f  во точката x  следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| | || || || ||0

lim lim 0f f L f f L   
  

     

 
 x a x a x a x a

a aa o .  
 

Од последното равенство следува дека ' ( )fa x  постои и притоа важи ' ( ) ( )f La x a .  
 

Конечно, ако земеме ka e , за 1, 2,...,k m  добиваме ( )

k

f
k x

L 
 x , за секој 

1,2,...,k m .  
 
2.6. Бидејќи парцијалните изводи во дадена точка се еднозначно опреде-

лени, од претходната теорема ја имаме следнава последица.  
 

Последица. Ако mA R  и функцијата :f A R  е диференцијабилна 

во точката x A , тогаш во оваа точка f  има единствен диференцијал.  

 

2.7. Пример. а) Најдете ги парцијалните изводи (0,0)
 

f
x


  и (0,0)

 
f

y

  на 

функцијата 2:f R R  определена со 3( , )f x y xy . Дали оваа функција е дифе-

ренцијабилна во точката (0,0)o ?  
 

За парцијалните изводи на функцијата f  во точката (0,0)o  имаме  
 

( ) ( ) 0f f
x y

 
  o o .  

 

За да ја испитаме диференцијабилноста на функцијата во точката (0,0)o  

ќе ја разгледаме низата вектори 1 1( , ), 1,2,...n n n
n a . Јасно n a o , n   и 

притоа ако функцијата f  е диференцијабилна во точката (0,0)o  треба да важи  
 

( ) ( ) ( )
|| ||

lim 0n n

n

f f L

n

  


o a o a

a
.   (2) 

 

Понатаму, бидејќи ( ) ( ) 0f f
x y

 
  o o  од теорема 2.5 добиваме  

 

3 21 1 1 13 3

1 1
2 2

0 (0 0 )( ) ( ) ( )
|| || 2

lim lim limn n n nn n

n
n n

f f L n

n n n

    

  
   o a o a

a

  
,  

 

што противречи на (2). Конечно, од добиената противречност заклучуваме дека 

функцијата 3z xy  не е диференцијабилна во точката (0,0)o .  
 

б) Да ја разгледаме функцијата 2:f R R  определена со  
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1
2 2 2 2

2 2

,        0,( , )

0,                  0.

x ye x yf x y

x y




   
  

 

 

Лесно се гледа дека нејзините парцијални изводи во точката (0,0)o  се  
 

( ) ( ) 0f f
x y

 
  o o . 

 

Понатаму, за секој 1 2( , ) a  таков што a o  имаме  
 

1
2 2

21 2
1 2

2 2
1 2 1 2

0 (0 0 )( ) ( ) ( )
|| || ( , ) (0,0)

lim lim lim 0
ef f L t

t
te

   

   




     

  
  o a o a

aa o

 
, 

 

т.е. разгледуваната функција е диференцијабилна во точката (0,0)o .  

 

2.8. Теорема. Нека mA R  и функцијата :f A R  е диференцијабилна 

во точката 0 x A . Тогаш функцијата f  е непрекината во точката 0x .  
 

Доказ. Функцијата f  е диференцијабилна во точката 0x , што значи  
 

0 0( ) ( ) ( ) (|| ||), || || 0,f f L o    x a x a a a  
 

и ако ставиме 0 x x a , добиваме 0 a x x  и кога || || 0a  имаме 0|| || 0 x x , 

т.е. 0x x . Според тоа, 0 0 0 0( ) ( ) ( ) (|| ||),f f L o     x x x x x x x x . 
 

Понатаму, 0 0

1
( ) ( )

m

i i i
i

L L x x


  x x , па од неравенството на Коши-Буња-

ковски-Шварц следува дека  
 

0 2 1/ 2 0 2 1/ 2 2 1/ 2 0

1 1 1
| ( ) | ( ) ( ( ) ) ( ) || ||

m m m

i i i i
i i i

L L x x L
  

      x x x x . 

 

Затоа,  
 

0 0 0

2 1/ 2 0 0 0

1

| ( ) ( ) | | ( ) | (|| ||)

( ) || || (|| ||) 0, ,
m

i
i

f f L o

L o


    

     

x x x x x x

x x x x x x
 

 

што значи 0( ) ( )f fx x , 0x x , т.е. f  е непрекината во точката 0x .  

 

2.9. Пример. Да ја разгледаме функцијата 2:f R R  определена со  
 

2

2 2 2

0, ако  или 0
( , )  

2, ако  и 0

y x x y
f x y

y x x y

    
  
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Оваа функција во точката (0,0) има извод по секој правец и тој е еднаков на нула, 
но во точката (0,0) функцијата f  има прекин (проверете!). Од теорема 2.8 следува 

дека функцијата f не е диференцијабилна во точката (0,0).   

 
2.10. Коментар. Во теорема 2.5 докажавме дека за диференцијабилна 

функција постојат парцијалните функции. Понатаму, според теорема 2.8 секоја 
диференцијалбина функција е непрекината, а во пример 1.11 разгледавме функци-
ја која е прекината во дадена точка, но во таа точка има парцијални изводи кои се 
меѓусебно еднакви. Според тоа, егзистенцијата на парцијалните изводи не значи 
диференцијабилност на функцијата. Логично е да се запрашаме, при кои дополни-
телни услови егзистенцијата на парцијалните изводи на функцијата ја повлекува 
нејзината диференцијабилност. Одговорот на ова прашање го дава следнава теоре-
ма.  

 

2.11. Теорема. Нека mA R , :f A R  и x A  е фиксирана точка. Ако 

се исполнети условите:  
 

a) постои 0   таков што за секој ( ; )z U x  и за секој {1,2,..., }k m  

постои ( )

k

f
x




z  и  

b) за секој {1,2,..., }k m  парцијалниот извод 
k

f
x

  е непрекинат во точ-

ката x A ,  
 

тогаш функцијата f  е диференцијабилна во точката x .  
 

Доказ. За секој ma R , за кој || || a  имаме  
 

1 1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 3 3

1 2 1 1 2

( ) ( ) [ ( , ,..., ) ( , ,..., )]

                           [ ( , ,..., ) ( , , ,..., )] ...

                           [ ( , ,..., , ) ( ,

m m m m

m m m m

m m m

f f f x a x a x a f x x a x a

f x x a x a f x x x a x a

f x x x x a f x x

        

      

  

x a x

,..., )],mx

 

 

каде 1 2( , ,..., )mx x xx , 1 2( , ,..., )ma a aa . На секоја од разликите во десната стра-

на на последното равенство ја применуваме теорема 1.6 и добиваме  
 

1
( ) ( ) ( )

m

k k
k

f f L a


    x a x a , 

каде  
 

( )

1
( )

k

m f
kx

k
L a




  xa , 
( )( ) ( )k

k k

f f
k x x

   
  x u x , 

 

( )
1 1 1 1( ,..., , , ,..., )k

k k k k k k m mx x x a x a x a      x u , (0,1)k  , за 1, 2,...,k m . 
 

Притоа важи ( )|| || || ||k u a , што значи ( )k u o , кога a o . Сега од непрекина-

тоста на парцијалните изводи во точката x  следува дека за секој {1,2,..., }k m  ва-

жи 0k  , кога a o . Од досега изнесеното и од неравенството на Коши-Буња-

ковски-Шварц добиваме  
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2 1/ 2 2 1/ 2 2 1/ 2

1 1 1 1
| ( ) ( ) ( ) | | | ( ) ( ) ( ) || ||

m m m m

k k k k k
k k k k

f f L a a  
   

        x a x a a  

 

каде 2 1/ 2

1
( ) 0

m

k
k




 , кога a o , што значи функцијата f  е диференцијабилна 

во точката x .   
 

2.12. Забелешка. Во претходната теорема видовме дека егзистенцијата на 
непрекинати парцијални изводи ја повлекува диференцијабилноста на функцијата 
f . Понатаму, во теорема 2.5 докажавме дека од диференцијабилноста на функци-

јата f  следува егзистенцијата на нејзините парцијални изводи. Логично е да се 

запрашаме дали во последниот случај парцијалните изводи мора да се непреки-
нати. Следниов пример покажува дека последното не мора да важи, што значи де-
ка својството функција да биде диференцијабилна во точка е послабо од својство-
то да има непрекинати парцијални изводи во точка, но е посилно од својството да 
има парцијални изводи во точка.  

 

2.13. Пример. Нека 0   и функцијата 2:f R R  е дефинирана со  
 

2 2 (1 ) / 2( ) , ,  се рационални броеви
( , )

0, во останатите точки.

x y x y
f x y

  


 

 

Лесно се гледа дека f  е прекината во секоја точка, различна од точката (0,0)o  и 

дека таа е диференцијабилна во точката (0,0)o . Така, f  е пример на функција ко-

ја е диференцијабилна во точка, но нема непрекинати парцијални изводи во таа 
точка (проверете!).   

 

2.14. Последица. Нека множеството mA R  е отворено и :f A R . 

Ако за секој {1,2,..., }k m  важи ( )
k

f
x

 C A , тогаш  

a) функцијата f  е диференцијабилна во секоја точка од множеството A .  

b) ( )f C A .  
 

Доказ. а) Непосредно следува од теорема 2.11.  
 

б) Непосредно следува од тврдењето под а) и теорема 2.8.  
 

2.15. Дефиниција. Нека множеството mA R  е отворено и :f A R . 

Ако за секој {1,2,..., }k m  важи ( )
k

f
x

 C A , тогаш ќе велиме дека функцијата f  

е непрекинато диференцијабилна на множеството A , т.е. дека припаѓа на класа-

та функции (1) ( )C A . 
 

Од последица 2.14 следува дека (1) ( ) ( )C A C A .  
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2.16. Последица. Нека множеството mA R  е отворено, 0 x A , 

:f A R  и за секој {1,2,..., }k m  и за секоја точка x A  постои парцијалниот 

извод ( )

k

f
x




x  и функцијата 
k

f
x

  е непрекината во точката 0x . Тогаш, за секој пра-

вец a  постои ' 0( )fa x  и  притоа важи   
 

0( )'

1
( ) ,

k

m f
kx

k
f a




  x
a x 1( ,..., )ma aa .    (3) 

 

Доказ. Од теорема 2.11 следува дека функцијата f  е диференцијабилна 

во точката x , а од теорема 2.5 следува егзистенцијата на изводот ' 0( )fa x  и 

точноста на равенството (3).  
 
2.17. Забелешка. Збирот со чија помош во равенството (3) се изразува из-

водот по правец можеме да го толкуваме како скаларен производ на векторите 

1( ,..., )ma aa  и векторот 
0 0 0

1 2

( ) ( ) ( )( , ,..., )
m

f f f
x x x

  
  

x x x  кој ќе го нарекуваме градиент 

на функцијата f  во точката 0x  и ќе го означуваме со grad ( )f x  или ( )f x . Спо-

ред тоа, за диференцијабилна функција имаме   
 

0( )'

1
( ) (grad ( ), ) || grad ( ) || || || cos (grad ( ), )

k

m f
kx

k
f a f f f




   x
a x x a x a x a  . (4) 

 
Нека точката x  е фиксирана. Да ги разгледаме различните правци a  со 

единечна должина, т.е. такви, што || || 1a . Тогаш од равенството (4) и неравен-

ството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
 

'| ( ) | | (grad ( ), ) | || grad ( ) || || || || grad ( ) ||f f f f  a x x a x a x , 
 

при што знак за равенство важи ако и само ако векторите grad ( )f x  и a  се со ист 

правец. Според тоа, изводот ' ( )fa x  по апсолутна вредност ќе биде најголем ако 

векторот a  е колинеарен со векторот grad ( )f x  и таа максимална вредност е ед-

наква на || grad ( ) ||f x .  

 

2.18. Пример. Парцијалните изводи на функцијата /( , , ) sinz xf x y z e y  

од пример 1.2 се  
 

2
/ / /1sin , cos , sinf f fz x z x z xz

x y z xx
e y e y e y  

       
 

и тие се непрекинати во точката 0 (3,0, 1) x , па затоа за пресметување на изво-

дот ' 0( )fa x  каде 2 1 2
3 3 3

( , , ) a  можеме да ја искористиме формулата (4). Имаме  
 

0 0 0( ) ( ) ( )1/ 3 1/ 3 1/ 3 1/ 31 1
9 3

sin 0 0, cos 0 , sin 0 0f f f
x y z

e e e e     
       x x x , 
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т.е. 1/ 3grad ( ) (0, ,0)f ex , па затоа  
 

' 0 1/ 3 1/ 32 1 2 1
3 3 3 3

( ) (grad ( ), ) ((0, ,0), ( , , ))f f e e     a x x a .  

 

2.19. Пример. Да ја разгледаме функцијата 2 2 2( , , )f x y z x y z   . Гра-

диентите на оваа функција во точките ( ,0,0)a  и (0, ,0)b  се  
 

( ) ( ) ( )grad ( ) ( , , ) (2 ,0,0)f f f
x y z

f   
    a a aa  и  

( ) ( ) ( )grad ( ) ( , , ) (0,2 ,0)f f f
x y z

f   
    b b bb ,  

 

соодветно. Оттука || grad ( ) || 2 | |f a  и || grad ( ) || 2 | |f b . Со замена во  
 

(grad ( ),grad ( ))
||grad ( )|| ||grad ( )||

cos f f
f f

  a b
a b

  
 

добиваме cos 0  , од каде следува 
2
  . Според тоа, градиентите на функција-

та 2 2 2( , , )f x y z x y z    во точките ( ,0,0)a  и (0, ,0)b  се заемно нормални.   

 
2.20. Нека ( , )F x y  е диференцијабилна 

функција, а ( ),x t  ( )y t , 1 2[ , ]t t t  е глатка 

крива таква што е исполнето равенството  
 

( ( ), ( )) ,F t t C    1 2[ , ]t t t  (5) 
 

т.е. ( ),x t  ( )y t , 1 2[ , ]t t t  е ниво линија за 

функцијата F . Го диференцираме равенството (5) 
по t  и добиваме  
 

' '( ( ), ( )) '( ) ( ( ), ( )) '( ) 0,x yF t t t F t t t        
 

што значи дека тангентниот вектор ( '( ), '( ))t t   на ниво линијата во точката 

( ( ), ( ))t t   е ортогонален на градиентот ' '( , )x yF F F   на функцијата F  во таа 

точка. Со тоа ја докажавме следнава лема.  
 

Лема. Тангентата на ниво линијата на функцијата ( , )F x y  во секоја неј-

зина точка е ортогонална на градиентот на функцијата ( , )F x y  во таа точка (цртеж 

1).  
 
2.21. Забелешка. а) Непосредно од дефиницијата на градиент следува 

точноста на следниве формули: 
 

2

( ) , const, ( ) ,

( ) , ( ) , ( ( ) 0).f g f f g
g g

cF c f c f g f g

fg g f f g g  

        

       x
 

 

б) Нека 2n   и l  е единечен вектор. Од точката a  да ги нанесеме 
векторите  
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( ) || ( ) || cosf f 
  

l
a l a l  и ( )f a ,  

 

  е аголот меѓу векторите ( )f a  и l . Лесно се 

гледа дека за 3
2 2

[ , ]     крајот на векторот 

( )f
 l

a l  двапати ја опишува кружницата конструи-

рана над векторот ( )f a  како над дијаметар (прв-

пат за 
2 2

[ , ]    , а вторпат за 3
2 2

[ , ]   , цртеж 

2). Добиената кружница ја нарекуваме индикатри-
са на изводот по правец на функцијата ( )f x  во 

точката a .  
 

2.22. Пример. Најдете го изводот на на функцијата 2 2( , ) ln( )f x y x y   

во точката (1,1)m  во правецот l , нормален на ниво линијата која минува низ таа 

точка.  
 

Решение. Според лема 2.20 тангентата на ниво линијата во секоја точка 

на функцијата ( , )f x y  е ортогонална на градиентот на 2 2ln( )c x y   која минува 

низ таа тачка, за правецот l  имаме  
( )

|| ( )||
f
f


 m

m
l . 

Но,  

2 2 2 2
2 1 2 1

1 1 1 1
( ) ( ( ), ( )) ( , ) (1,1)f f

x y
f    

   
   m m m , 

па затоа  
( ) 1 1

|| ( )|| 2 2
( , )f

f

 m

m
l . 

Според тоа,  

2 2

2 2 2 2 24
2 2 2

(1 ,1 ) (1,1)( ) ( )' 0

0 0

ln[(1 ) (1 ) ] ln(1 1 ) ln(2 ) ln 2

0 0

( ) lim lim

lim lim

t t

t t t

f ff t f
t tt t

t

t tt t

f
   

 

       

 

 

 

m l m
a x

 

4
2

24
2

2
2
220

lim .
t

t

tt



 
    

 
 
 

3. ТАНГЕНТНА РАМНИНА И НОРМАЛНА ПРАВА  
 

3.1. Дефиниција. Нека S  е површина зададена со функцијата ( , )z f x y , 

дефинирана во околина на точката 0 0'( , )x yp . Рамнината   ја нарекуваме тан-

гентна рамнина на површината S  во точката 0
0 0 0 0( , , ( , )),x y f x yp  ако растоја-
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нието ( , )d p  на подвижната точка ( , , )x y z Sp  до   тежи кон нула побрзо од 

растојанието   од p  до 0p , т.е. ако  
 

( , ) ( ), 0d o    p .    (1) 

 
3.2. Теорема. Ако функцијата ( , )z f x y  е диференцијабилна во точката 

0 0'( , )x yp , тогаш површината која ја опишува има единствена тангентна рамнина 

во точката 0
0 0 0 0 0 0( , , ), ( , )x y z z f x yp , чија равенка гласи  

 

0 0 0 0 ( , )  ( , )
0 0 0  

( ) ( )
f x y f x y

x y
z z x x y y

 
        (2) 

 

Доказ. Нека функцијата f  е диференцијабилна во точката 0 0'( , )x yp , S  

е површината која ја опишува и 0L  е рамнината определена со (2). Ако Sp , 

тогаш нејзините координати се ( , , ( , ))x y f x y . Растојанието од точката p  до 

рамнината   е дадено со формулата  
 
 

( , ) ( , )0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )2 20 0 0 0

| ( , ) ( , ) ( ) ( )|

( ) ( ) 1
( , ) ( ) ( ), 0, 0

f x y f x y
x y

f x y f x y
x y

f x y f x y x x y y
d o d o d

 
 

 
 

 
    

 
     p  (3) 

каде  
 
 

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0( ) ( ) , ( ) ( ) [ ( , ) ( , )]d x x y y x x y y f x y f x y           

 

Второто равенство во (3) е точно заради диференцијабилноста на функци-
јата f  во точката 0 0'( , )x yp . Ако искористиме дека 0 d   , добиваме дека од 

0   следува 0d  , па затоа  
 

( ) ( ) ( )| | | | 0o d o d o dd
d d     . 

 

Конечно, важи и последното равенство во (3), т.е. важи ( , ) ( ),d o  p  

0  , што значи дека равенката на тангентната рамнина на површината S  во 

точката 0
0 0 0( , , )x y zp  е определена со (3).  

 

Ќе докажеме дека друга тангентна рамнина на S  во точката 0
0 0 0( , , )x y zp  

не постои. Навистина, нека тангентна рамнина на S  во точката 0
0 0 0( , , )x y zp  има 

равенка  
 

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) 0, 1A x x B y y C z z A B C         .   (4) 

Тогаш,  

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, 0A x x B y y C f f o o d d          .   (5) 
 

Последното равенство во (5) може да се објасни на следниов начин. 
Функцијата f  е диференцијабилна во точката 0 0'( , )x yp , па затоа  
 

0 0 0 0( , ) ( , )
0 0 0| | | ( ) ( ) |

f x y f x y
x y

f f x x y y d
 

         
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0 0 0 0( , ) ( , )2 2( ) ( ) | | ,
f x y f x y

x y
d d cd

 
       

 

каде c  е константа која не зависи од d , бидејќи од 0   кога 0d   следува де-

ка   е ограничено. Но, тогаш 2 2
0 1( )d f f c d     , каде 1c  не зависи од d  и 

0   кога 0d  . Значи,  
 

( ) ( ) ( )
1| | | | | | 0, 0, 0o o o

d d
c d  

        .  
 

Ако во (5) ставиме 0y y , поделиме со 0x x  и преминеме кон граница 

кога 0x x  имаме  
 

0 0( , )
0

f x y
x

A C


  . 

Аналогно,  
0 0( , )

0
f x y

y
B C


  .  

 

Но, тогаш 0C  , бидејќи во спротивно ќе имаме 0A B C   . Значи, тангент-
ната рамнина има вид (2).   

 
3.3. Дефиниција. Нека S  е површина зададена со функцијата ( , )z f x y , 

дефинирана во околина на точката 0 0'( , )x yp . Нормала на површината S  (нор-

мална права) во точката 0
0 0 0 0 0 0( , , ), ( , )x y z z f x yp  ја нарекуваме правата која 

минува низ точката 0p  и е нормална на тангентната рамнина во таа точка.  

 
3.4. Ако се искористи равенката на тангентната рамнина (2), тогаш за 

нормалата на површината S  во точката 0p  ја имаме равенката  
 

0 0 0
( , ) ( , )0 0 0 0 1f x y f x y

x y

x x y y z z
 

 

  
  .     (6) 

 

3.5. Пример. Да ја разгледаме функцијата 2:f R R , 2 2( , )f x y x y  . 

Како што знаеме, графикот на оваа функција е параболоид. За координатите на 

точката 0 (1,2,5)p  важи 2 25 1 2  , што значи дека таа лежи на параболоидот.  
 

Парцијалните изводи на функцијата 2 2( , )f x y x y   се  
 

2 ,f
x

x
   2f

y
y

   
 

и тие се непрекинати на 2R , што значи дека f  е диференцијабилна на 2R . Спо-

ред тоа, во секоја точка на параболоидот постои тангентна рамнина, што значи 
дека постои и нормална права. Понатаму   
 

(1,2) (1,2)2, 4.f f
x y

 
    
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Конечно, ако ги искористиме формулите (2) и (6) за тангентната рамнина и нор-

малната права во точката 0 (1, 2,5)p  наоѓаме  
 

5 2( 1) 4( 2)z x y       и 21 5
2 4 1

,yx z 
   

 

соодветно.   
 
 
 

4. ДИФЕРЕНЦИРАЊЕ НА СЛОЖЕНА ФУНКЦИЈА   
 

4.1. Теорема (за диференцирање на сложена функција). Нека mA R  

и функцијата :f A R  е диференцијабилна во точката 0 0 0
1( ,..., )mx x x A . Не-

ка 0t R  и 0   се такви што за функцијата  
 

1 0 0( ,..., ) : ( , )mg g g t t A      
 

за секој {1,2,..., }k m  важи 0( )k kx g t  и постои '
0( )kg t . Тогаш, сложената функ-

ција  
 

1( ) ( ( ),..., ( ))mh t f g t g t , 0 0( , )t t t     
 

е диференцијабилна во точката 0t  и притоа важи  
 

0( ) '
0 0

1
'( ) ( )

k

m f
kx

k
h t g t




  x .    (1) 

 

Доказ. Од диференцијабилноста на функцијата f  во точката 0x  следува  
 

0( )0 0 0 0
1

1
( ) ( ) ( ) (|| ||), ( ,..., )

k

m f
k k mx

k
f f x x o x x




       xx x x x x x . 

 

Ако во последното равенство замениме  
 

0
0 0( ), ( ), 0g t t g t t     x x  

и поделиме со t , добиваме  
 

0 0
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )( ) (|| ||)

1
, 0k k

k

mh t t h t f g t t f g t g t t g tf o
t t x t t

k
t

      
    


     x x x ,  

 

што значи  
 

0( ) '
0 0

1
'( ) ( )

k

m f
kx

k
h t g t




  x .  

 

4.2. Пример. Нека 2( , ) (1 )yf x y x  , каде ( ), ( )x t y t    се диферен-

цијабилни функции. Парцијалните изводи  
 

2 1 2 22 (1 ) , (1 ) ln(1 )f fy y
x y

xy x x x 
 

      
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се непрекинати во секоја точка ( , )x y , па од теорема 2.11 следува дека функцијата 

f  е диференцијабилна. Ако ја искористиме формулата (1) добиваме  
 

2 1 2 22 (1 ) (1 ) ln(1 ) dyy ydz dx
dt dt dt

xy x x x     .  

 

4.3. Последица. Нека mA R , функцијата :f A R  е диференцијабил-

на во точката 0 0 0
1( ,..., )mx x x A   и на некое множество kE R  функциите  

 

1( ,..., ), 1, 2,...,i i kx x t t i m     (2) 
 

се непрекинати во точката (0) (0)0
1( ,..., )kt tt  и такви, што (0) (0) (0)

1( ,..., )i ikx t t x . 

Ако во точката 0t  постојат парцијалните изводи  
 

,  1,..., ;  1,...,i

j

x
t

j k i m

   , 

 

тогаш сложената функција ( ( ))f x t  во точката 0t  има парцијални изводи ,
j

f
t


  

1,...,j k  и притоа важи  

1
, 1, 2,...,i

j i j

m xf f
t x t

i
j k

 
  


  .   (3) 

 

Доказ. Функцијата f  е диференцијабилна во точката 0 0 0
1( ,..., )mx xx , па 

затоа таа е определена во некоја нејзина околина. Бидејќи функциите (2) се непре-

кинати ви точката 0t , во некоја околина на точката 0t  има смисол сложената 
функција 1 1 1( ( ,..., ),..., ( ,..., ))k m kf x t t x t t .  
 

Нека фиксираме (0) (0)
2 2 ,..., k kt t t t   и да ја разгледуваме сложената функ-

ција (0) (0) (0) (0)
1 1 12 2( ( , ,..., ),..., ( , ,..., ))mk kf x t t t x t t t . Од претходно изнесеното следува 

дека оваа функција е определена во некоја околина на точката (0)
1t  и од теорема 

4.1 следува дека таа има извод во точката (0)
1t . Според тоа, парцијалниот извод 

1

f
t

  во точката 0t  постои и од формулата (1) следува точноста на формулите (3).  

 

За 2,3,...,j k  тврдењето се покажува аналогно.   

 
4.4. Забелешка. Ако при направените претпоставки во последица 4.3 пар-

цијалните изводи  
 

i

f
x


  и , 1,2,..., ; 1, 2,...,i

j

x
t

j k i n

    

 

се непрекинати во точките 0x  и 0t , соодветно, тогаш согласно со формулата (3) 
парцијалните изводи на сложената функција ( ( ))f x t  исто така се непрекинати во 

точката (0)t , па затоа таа ќе биде диференцијабилна во таа точка.  
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4.5. Пример. Да ја разгледаме функција 2: \{ }f R o R  определена со  
 

2 2( , ) ln( )f x y x y  .  
 

Функцијата f  има непрекинати парцијални изводи во секоја точка 
2( , ) \{ }x y R o , па затоа таа е диференцијалбилна на целата дефинициона област. 

Понатаму, функциите 2, : \{ }x y R o R  определени со  
 

( , ) cosx u v u v  и ( , ) siny u v v u  
 

имаат непрекинати парцијални изводи во секоја точка од 2 \{ }R o , па до забе-

лешка 4.4 следува дека сложената функција ( ( , ), ( , ))f x u v y u v  е диференцијабилна 

во секоја точка од 2 \{ }R o . Конечно, од  
 

2 2 2 2

22 ,     ,

cos ,       cos ,

sin ,   sin ,

f f yx
x yx y x y

yx
u u

yx
v v

v v u

u v u

 
 


 


 

 
 

 

  

 

 

и од формулите (3) добиваме  
 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2( cos sin cos )2
cos sin

cos cosf f f y y u v v u ux x
u x u y u x y x y u v v u

v v u   
    


  

     ,  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2( sin sin cos )2
cos sin

sin sinf f f y y v u u v vx x
v x v y v x y x y u v v u

u v u   
    


  

      .  

 
4.6. Теорема. Нека функцијата ( )f x  е диференцијабилна на отвореното 

сврзано множество X  и нека  
 

( ) 0
i

f
x


 x , 1, 2,...,i m ,     (4) 

 

за секој x X . Тогаш функцијата f  е константа на множеството X .  
 

Доказ. Нека a  и x  се произволни точки од множеството X . Множество-
то X  е отворено и сврзано, па затоа постои глатка крива 1( ) ( ( ),..., ( ))mt r t r t r r , 

1 2[ , ]t t t  која лежи во множеството X  и ги поврзува точките a  и x :  
 

1( )t r a , 2( )t r x . 
 

Да ја разгледаме сложената функција ( ) ( ( ))g t f t r . Според теорема 4.1 оваа 

функција е диференцијабилна и од равенството (4) следува:  
 

''( ) ( ( )) ( ) 0
i

f
ix

g t t r t
 r . 

 

Но, тоа значи дека ( ) constg t  , па затоа  
 

1 2( ) ( )g t g t . 
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Очигледно, 1 2( ) ( ), ( ) ( )g t f g t f a x , што заедно со претходното равенство дава 

( ) ( )f fx a . Конечно, од произволноста на точките , a x X  следува тврдењето 

на теоремата.   
 
 
 
5. ИНВАРИЈАНТНА ФОРМА НА ПРВИОТ ДИФЕРЕНЦИ-

ЈАЛ  ВО ОДНОС НА ИЗБОРОТ НА ПРОМЕНЛИВИТЕ  
 
5.1. Теорема. Нека функцијата 1( ),  ( ,... )mf x xx x  е определена во некоја 

околина на точката (0)0 (0)
1( ,..., )mx xx , а функциите ( ),i ix x t  1( ,..., ),kt tt  

1,...,i m  се определени во некоја околина на точката (0) (0)0
1( ,..., )kt tt  и нека 

(0) 0( ),iix x t  1,2,...,i m .  
 

Ако функцијата ( )f x  е диференцијабилна во точката 0x , а функциите 

( ),  1,...,i ix x i m t  се диференцијабилни во точката 0t , тогаш сложената функ-

ција  

1( ( )) (( ( ),..., ( ))mf f x xx t t t  
 

е определена во некоја околина на точката 0t  и е диференцијабилна во таа точка. 
Притоа диференцијалот df  на функцијата ( ( ))f x t  може да се запише во следниве 

два вида:  
 

0( ( ))

1 j

k f x
jt

j
df dt




  t     (1) 

и  
0

0
( )

1
, ( )

i

m f
i i ix

i
df dx dx dx

 


  x
t t

t .  (2) 

 

Доказ. Функциите ( ),  1,...,i ix x i m t  се определени во некоја околина 

на точката 0t  и како од диференцијабилноста на функциите следува нивната не-
прекинатост, добиваме дека сложената функција ( ( ))f x t  е определена во некоја 

околина на точката 0t . Нека 0, 0    се такви, што функцијата ( )f x  е опреде-

лена во околината 0( ; )U x  на точката 0 ,x  а функциите ( ),  1,...,i ix x i m t  во 

околината 0( ; )U t  на точката 0t  и такви што 0
1( ( ),..., ( )) ( ; )mx x B t t x  кога 

0( ; )B t t . Тогаш, на околината 0( ; )U t  е определена сложената функција 

( ( ))f x t . Функцијата ( )f x  е диференцијабилна во точката (0) ,x  па затоа кога  
 

2 1/ 2

1
|| || ( )

m

i
i

x 


  a  

имаме  
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0( )(0) (0)(0) (0)
11 1

1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ) || ||

i

m f
m m m ix

i
f f x x x x f x x x

 


          x a a  (3) 

 

каде функцијата 1( ) ( ,..., )mx x     a  е определена во некоја околина на точ-

ката (0,0,...,0), непрекината во неа и важи lim ( ) 0



a o

a  (зошто?).  
 

Бидејќи функциите ( ),  1,...,i ix x i m t  се диференцијабилни во точката 

0t , при 2 1/ 2

1
|| || ( )

k

j
j

t 


  b , за 1,...,i m  добиваме  

0( )(0) (0) (0) (0)
11 1

1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ) || ||i

j

k x
i i k i j ik k t

j
x x t t t t x t t t


 


          t

b b  (4) 

 

каде lim ( ) 0,  1,...,i i m


 
b o

b  (зошто?). Ако ги замениме вредностите за ix  од (4) 

во (3) добиваме  
 

00 ( )( )

1 1

i

i j

m k xf
jx t

i j
f t


  

 
     tx    (5) 

каде  
0( )

1
( ) || || ( ) || ||

i

m f
ix

i


  


  x b b a a .  (6) 

 

Ако во (5) го смениме редоследот на собирците добиваме  
 

00 ( )( )

1 1
( )i

i j

k m xf
jx t

j i
f t


  

 
     tx .   (7) 

 

Сега, за да докажеме дека сложената функција ( ( ))f x t  е диференцијабил-

на во точката 0t , треба да докажеме дека ( )o  b  кога b o . Од непрекина-

тоста на функциите ( ),  1,...,i ix x i m t  во точката 0t , имаме lim 0ix


 
b o

 и спо-

ред тоа lim 0



b o

a . Оттука, согласно со теоремата за композиција на непрекинати 

функции добиваме  
lim ( ) 0



b o

a      (8) 
 

Ако во равенството (6) поделиме со || ||b  добиваме  
 

0( ) || ||
|| || || ||

1
( ) ( )

i

m f
ix

i


  


  x a

b b
b a    (9) 

 

Ќе докажеме дека количникот || ||
|| ||
a
b

 е ограничен. Ако ја искористиме ре-

лацијата (4) добиваме  
 

0 | |( )|| || 2 1/ 21 1
|| || || || || || || ||

1 1 1 1
( ) | | ( | | ( ))ji

j

m m m k tx
i i it

i i i j
x x


 



   
         ta

b b b b
b .  
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Од условите lim ( ) 0,  1,...,i i m


 
b o

b  следува дека во некоја околина на точката 

0t  функциите i  се ограничени и бидејќи 
| |

|| ||
1jt


b

 добиваме дека функцијата || ||
|| ||
a
b

 

е ограничена во некоја околина на точката 0t . Затоа од (8) и (9) следува дека 

|| ||
lim 0




bb o
, т.е. дека ( )o  b  кога b o . Со тоа е докажана диференцијабил-

носта на функцијата ( ( ))f x t  во точката 0t .  
 

Од формулата (5) следува  
 

00 ( )( )0

1 1
( ) i

i j

m k xf
jx t

i j
df t


 

 
   txx . 

Оттука, ако се има предвид дека  
0( )

1
,  1,2,...,i

j

k x
j it

j
t dx i m





   t

 

ја добиваме формулата (2). Формулата (1) е обичната формула за диференцијал на 
функција дадена во точка 2 од оваа глава.   

 
5.2. Забелешка. Како што може да се види во двете формули (1) и (2) 

диференцијалот е еднаков на збировите на производите меѓу парцијалните изводи 
и соодветните диференцијали, и тоа во формулата (1) jdt  се диференцијалите на 

независно променливите, а во формулата (2) idx  се диференцијалите на функци-

ите. Својството на диференцијалот, изразено со формулите (1) и (2), го нареку-
ваме инваријантна форма на првиот диференцијал во однос на изборот на про-
менливите.  
 

Од формулата (7) следува дека  
 

00 ( )( )0

1 1
( ) ( )i

i j

k m xf
jx t

j i
df dt


 

 
   txx . 

 

Но, коефициентите на диференцијалот на функцијата при диференцијал на неза-
висно променливи се определуваат еднозначно и тие се еднакви на соодветните 
парцијални изводи. Според тоа, од (1) добиваме  
 

00 0 ( )( ) ( )

1

i

j i j

m xf f
t x t

i

 
  


  tt x ,  

 

и тоа е формулата (3) од претходната точка.  
 

5.3. Забелешка. Ако функциите  
 

1( ,... )mf x x  и ( ),i ix x t  1( ,..., ) k
kt t t R , 1,...,i m   

 

имаат непрекинати парцијални изводи во точката (0)0 (0)
1( ,..., ) m

mx x x R  и во 

точката (0) (0)0
1( ,..., )kt tt , соодветно, тогаш тие се диференцијабилни во овие точ-

ки и затоа ги задоволуваат условите на теорема 5.1. Според тоа, за овие функции 
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точно е тврдењето на оваа теорема и формулите за пресметување на парцијалните 
изводи на сложена функција.  

 

5.4. Лема. Ако u  и v  се функции над исто множество mA  R  и ако du  
и dv  постојат, тогаш  
 

2

( )

( )

( )u vdu udv
v v

d u v du dv

d uv vdu udv

d 

  
 



    (10) 

 

Доказ. Ќе ја докажеме втората формула во (10). Нека z uv , каде 

1 1( ,..., ),  ( ,..., )m mu u x x v v x x  . Имаме, ,z z
u v

v u 
    и сега од (2) следува дека 

dz vdu udv  .   
 
5.5. Забелешка. При пресметувањето на конкретните диференцијали на 

функции од повеќе променливи може да се користат формулите за диференцијали 
на елементарни функции. Имено, ако функцијата 1( ,..., )mz z x x  е претставена во 

облик ( ),z g u  каде 1( ,..., )mu u x x , тогаш при соодветните претпоставки од (2) 

следува дека '( ) ,dz g u du  1( ,..., )mu u x x . 

 

5.6. Пример. а) Да ја разгледаме функцијата 2cos( 2 )z x y  . Имаме:   
 

2 2 2 2(cos( 2 )) sin( 2 ) ( 2 ) sin( 2 ) ( 4 )dz d x y x y d x y x y dx ydy            .  
 

Од единственоста на диференцијалот следува дека парцијалните изводи 
на разгледуваната функција се  
 

2sin( 4 )z
x

x y
     и 24 sin( 4 )z

y
y x y

    .  

б) Да го определиме диференцијалот на функцијата arctg y
x

z  . Последо-

вателно добиваме  
2

2 2 2 2 2 2 22
1

1 ( )
(arctg ) ( )y

x

y y xdy ydx yx x
x x x y x x y x y

dz d d dx dy
  

      . 

 

Како и под а) за парцијалните изводи на функцијата наоѓаме  
 

2 2

yz
x x y







  и 2 2
z x
y x y


 

 .  

 
 
 

6. ИЗВОДИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛИ ОД ПОВИСОК РЕД   
 

6.1. Нека A  е отворено множество во 2( , )m R , а a  и b  се фиксирани 

правци. Нека претпоставиме дека за секој x A  постои ' ( )fa x . Тогаш ' :f a A R , 
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па затоа има смисла да разговараме за извод по правец на функцијата 'fa  во точка 

x A .  
 

Дефиниција. Изводот на функцијата 'fa  во точка x A  по правецот b , 

ако тој постои, ќе го нарекуваме извод од втор ред на функцијата f  во точката 

Ax  по правците a  и b . Притоа ќе ја користиме ознаката ' ' ''( ) ( ) ( )f fa b abx x .  

 
6.2. Дефиниција. Парцијални изводи од втор ред на функцијата :f A R , 

mA R  во точката x A , ако истите постојат, ги нарекуваме изводите  
 

'' ( )
i j

fe e x , (0, ..., 0,1, 0, ..., 0),  , {1, 2, ..., }i
i

i j m e . 
 

Притоа ги користиме ознаките  
 

2 ( )'' ''( ) ( )
i j j i

f
ijx x

f f
  x

e e x x , 
 

при што заради поедноставно означување ставаме  
 

2 2

2

( ) ( )

i i i

f f
x x x

 
  

x x , 1,2,...,i m . 

 

6.3. Пример. Да ја разгледаме функцијата 
2

( , ) yf x y x . За првите парци-

јални изводи наоѓаме  
 

22 1f y
x

y x


  и 
2

2 lnf y
y

yx x
   

 

и истите се определени во областа 0 ,x y       . За мешаните втори 

парцијални изводи наоѓаме   
 

2 2 1 22 (1 ln )f y
y x

yx y x
 

   и 
2 2 1 22 (1 ln )f y

x y
yx y x

 
  . 

 

Забележуваме дека за оваа функција важи 
2 2f f
y x x y
 
    .  

 
6.4. Пример. Да ја разгледаме функцијата  

 

2 2

2 2
2 2,    ako 0,

( , )  
0,                ako  0.

x y

x y
xy x y

f x y
x y




   
  

 

 

Лесно се гледа дека за 2 2 0,x y   важи  
 

2 2 2 3

2 2 2 2 2

4'

( )
( , ) x y x y

x x y x y
f x y y 

 
   и 

2 2 3 2

2 2 2 2 2

4'

( )
( , ) x y x y

y x y x y
f x y x 

 
  . 

 

За 0,x y   имаме ' (0,0) 0xf   и ' (0,0) 0.yf    
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Според тоа,  
 

' ' 3

3

( ,0) (0,0)''

0 0
(0,0) lim lim 1y yf x f x

yx x xx x
f

  
    

    и  
 

' ' 3

3

(0, ) (0,0)''

0 0
(0,0) lim lim 1x xf y f y

xy y yy y
f

  
    

    ,  

т.е. '' ''(0,0) (0,0)yx xyf f .   

 
6.5. Коментар. Во пример 6.3 разгледавме функција за која вторите ме-

шани парцијални изводи во околина на некоја точка се совпаѓаат, а во пример 6.4 
фунција за која тоа не е случај. Во следнава теорема ќе ги дадеме потребните 
услови кога мешаните втори парцијални изводи се совпаѓаат.  
 

6.6. Теорема. Нека mA R , :f A R  и a  и b  се фиксирани правци. 

Ако '' '', ( )f f ab ba C A , тогаш  
'' ''( ) ( )f fab bax x , x A . 

 

Доказ. Нека x A  е фиксирана точка. За доволно мали вредности s  и t  
важи s x a A , t x b A  и s t  x a b A . Да ставиме  
 

( ) ( ) ( )g f s f  x x a x  и ( ) ( ) ( )h f t f  x x b x . 
 

Со последователна примена на теорема 1.6 наоѓаме  
 

'
1

' '
1 1

''
2 1

( ) ( ) ( )

( ( ) ( ))

( ),

g t g tg t

t f s t f t

stf s t



 

 

   

    

  

b

b b

ba

x b x x b

x a b x b

x a b

 

 

за некои 1 2, (0,1)   . Аналогно наоѓаме  
 

''
2 1( ) ( ) ( )h s h stf t s     abx a x x b a , 

 

за некои 1 2, (0,1)   . Понатаму, од  
 

( ) ( ) ( ) ( )h s h g t g    x a x x b x  

и од претходните две равенства имаме  
 

'' ''
2 1 2 1( ) ( )stf t s stf s t       ab bax b a x a b  

и ако земеме предвид дека '' '', ( )f f ab ba C A  наоѓаме '' ''( ) ( )f fab bax x .  

 

6.7. Дефиниција. Нека A  е отворено множество во mR . За функцијата 
:f A R  ќе велиме дека е двапати непрекинато диференцијабилна на мно-

жествотоA , т.е. дека (2) ( )f C A  ако за секои , {1,2,..., }i j m  постои 
2 ( )

i j

f
x x


 

x , 

Ax  и 
2

( )
i j

f
x x

  C A .  
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Да забележиме дека (2) (1)( ) ( ) ( ) C A C A C A .  

 

6.8. Дефиниција. Нека mA R , :f A R  и x A . Извод од втор ред 

на функцијата f  во точката x  ја нарекуваме матрицата  
 

2 ( )
, 1''( ) [ ] .

i j

f m
i jx x

f 
  xx  

 

6.9. Забелешка. Нека (2) ( )f C A  и 1( ,..., )ma aa  и 1( ,..., )mb bb  се два 

правци. Тогаш  
 

2 ( )'' ''

, 1
( ) ( )

i j

m f
i jx x

i j
f f a b

 


   x
ab bax x , 

 

(матрицата ''( )f x  е симетрична). Во случајов имаме  
 

2 ( )''

, 1
( )

i j

m f
i jx x

i j
f a a

 


  x
aa x . 

 

6.10. Дефиниција. Нека mA R , :f A R  и (2) ( )f C A . Квадратната 

форма  
2 ( )2

, 1
( ) ,

i j

m f
i jx x

i j
d f a a

 


  xx  1( ,..., ) m
ma a a R  

 

ја нарекуваме диференцијал од втор ред (втор диференцијал) на функцијата f  во 

точката x .  
 

Ако ia  го замениме со idx  за вториот диференцијал го добиваме изразот  
 

2 ( )2

, 1
( )

i j

m f
i jx x

i j
d f dx dx

 


  xx .   (1) 

 

Да забележиме дека  
2 ' ''( ) ( ( )) ( )d f d f f a aax x x . 

 

6.11. Пример. а) Да ја разгледаме функцијата 2( , ) cos( 2 )f x y x y  . Има-

ме   
 

2sin( 2 )f
x

x y
      и  24 sin( 2 )f

y
y x y

    . 

Според тоа,  
2

2
2cos( 2 )f

x
x y


   , 

2
24 cos( 2 )f

y x
y x y

      и  
 

2

2
2 2 24sin( 2 ) 16 cos( 2 )f

y
x y y x y


     .  
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Со замена во (1) наоѓаме  
 

2 2 2 2 2 2 2 2cos( 2 ) 4 cos( 2 ) 4(sin( 2 ) 4 cos( 2 ))d z x y dx y x y dxdy x y y x y dy         . 
 

б) Да ја разгледаме функција 3 2( , ) cosf x y x y . Последователно имаме:  
 

2 2 33 cos sin 2df x ydx x ydy   
 

2 2 2 2 2 3 2

2 2 2 3 2

6 cos 3 sin 2 3 sin 2 2 cos 2

      6 cos 6 sin 2 2 cos 2

d f x ydx x ydxdy x ydxdy x ydy

x ydx x ydxdy x ydy

   

  
    

2 2 2 3 26 cos 6 sin 2 2 cos 2x ydx x ydxdy x ydy   .  

 
6.12. Забелешка. Нека функцијата 1( ),  ( ,... )mf x xx x  е определена во не-

која околина на точката (0)0 (0)
1( ,..., )mx xx , а функциите ( ),i ix x t  1( ,..., ),kt tt  

1,...,i m  се определени во некоја околина на точката (0) (0)0
1( ,..., )kt tt  и нека 

(0) 0( ),iix x t  1,2,...,i m . Како што видовме, од инваријантноста на диференција-

лот од прв ред следува дека при неговото пресметување за функцијата ( ),f x  

1( ,... )mx xx  потполно е сеедно дали аргументите ќе бидат независно променли-

вите или функции од други независно променливи. Меѓутоа, при пресметување на 
диференцијалот од втор ред и на диференцијалите од повисок ред, за кои подоцна 
ќе стане збор, строго ќе ги разликуваме овие два случаи.  
 

Ќе го разгледаме случајот на сложена функција ( , )z f x y  определена во 

некоја околина на точката 0 0( , )x y , а функциите ( , ),  ( , )x u v y u v    се опреде-

лени во некоја околина на точката 0 0( , )u v . Од ( , )z f x y  добиваме  
 

z z
x y

dz dx dy 
   . 

 

При повторното диференцирање не можеме да ги сметаме диференцијалите dx  и 
dy  за константни, бидејќи x  и y  не се независни променливи, туку се функции 

од u  и v . Затоа,  
 

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( )

      2

z z z z
x y x y

z z z z
x x y y

z z z z z z
y x x x y yx y

z z z
y xx y

d z d dz d dx dy d dx d dy

d dx d dx d dy d dy

dx dy dx d x dx dy dy d y

dx dxdy dy

   
   

   
   

     
      

  
  

    

   

     

    2 2 .z z
x y

d x d y 
 

 

  

6.13. Пример. а) За функцијата yz x  имаме  
 

1 1 1, ln , ln ,y y y yz z z
x y y x

yx x x x yx x  
   

       
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2

2
2( 1) ,yz

x
y y x


 

2

2
2lnyz

y
x x


   

и со замена во формулата од забелешка 6.12 добиваме  
 

2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 2

2 ( 1)

2( ln ) ln ln .

yz z z z z
y x x yx y

y y y y y

d z dx dxdy dy d x d y y y x dx

x yx x dxdy x xdy yx d x x xd y

    
    



  

       

    
 

 
 

Да забележиме дека вториот диференцијал може да се определи и непо-
средно користејќи ги правилата за диференцирање дадени во лема 5.4. Деталите 
ги оставаме на читателот за вежба.  
 

б) Ќе ги определиме диференцијалите од прв и втор ред на функцијата  
 

2 2( )z f x y  . 
 

Ја диференцираме z  како сложена функција и добиваме  
 

2 2

2 2' ( ) ' xdx ydy

x y
dz f d x y f 


   . 

Понатаму,  

2 2 2 2

2 ( ') ' [ ]xdx ydy xdx ydy

x y x y
d z d f f d 

 
   

и како  
2

2 2 2 2 2 2 3

( )

( )
( ') '' , ( ) ,xdx ydy xdx ydy ydx xdy

x y x y x y
d f f d  

  
   

добиваме  
2 2

2 2 2 2 3

( ) ( )2 2 2

( )
'' ' , 0.xdx ydy ydx xdy

x y x y
d z f f x y 

 
     

 

6.14. Дефиниција. Нека A  е отворено множество во mR , 1 1,..., ,n na a a  

се фиксирани правци и нека претпоставиме дека за некој x A  постои извод од 

( 1)n   ви ред по правците 1 1,..., na a : 
1 1

( 1)
,..., ( )

n

nf



a a x . Извод од n ти ред на функ-

цијата f  во точката x  по правците 1 1,..., ,n na a a  го нарекуваме изводот   

1 1 1 1

( 1) ( )'
,..., ,...,( ) ( ) ( )

nn n n

n nf f
 

 aa a a a ax x , 

ако истиот постои.  
 

Парцијални изводи од n ти ред на функцијата f  во точката x A  ги 

нарекуваме изводите  
 

11 1

( )( ) ( )
... ......

( )
n

i i ni in n

fn n
i ix x

f f
  x

e e x , 1 , ..., {1,..., }i ni m , (0,...,0,1,0,...,0)i
i

e , за 1,...,i m .  

 
Извод од n ти ред на функцијата f  во точката x A  ја нарекуваме 

n  димензионалната матрица 
11

( )( )
,..., 1...

( ) [ ]
n

ni in

fn m
i ix x

f 
  xx . 
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За функцијата f  ќе велиме дека е n  пати непрекинато диференцијабил-

на на множеството A , т.е. дека ( ) ( )nf C A  ако за секои 1 , ..., {1, 2,..., }i ni m  по-

стои 
1

( )
...

n

i in

f
x x

 

x , x A  и 
1

( )
...

( )
n

i in

f
x x

  x C A .  

 

6.15. Забелешка. Од теорема 6.9 следува, дека за функција ( ) ( )nf C A  

вредноста на изводот 
1

( )
...

( )
n

i in

f
x x

  x C A  не зависи од редоследот на променливите 

1 2
, ,...,

ni i ix x x . Понатаму, важи  
 

( ) ( 1) (1)( ) ( ) ... ( ) ( )n n   C A C A C A C A . 

 

6.16. Дефиниција. Нека mA R , :f A R  и ( ) ( )nf C A . Формата  
 

1
1

1

( )
...

,..., 1
( ) ... ,

n

ni in
n

m fn
i ix x

i i
d f a a

 


  xx  1( ,..., ) m
ma a a R  

ја нарекуваме диференцијал од n  ред на функцијата f  во точката x .  
 

Ако ia  го замениме со idx  за диференцијалот од n  ред го добиваме 

изразот  

1
1

1

( )
...

,..., 1
( ) ...

n

ni in
n

m fn
i ix x

i i
d f dx dx

 


  xx .   (2) 

Да забележиме дека  
( 1) ( )
... ...( ) ( ( )) ( )n n nd f d f f a a a ax x x . 

 

Целесообразно е да ја воведеме ознаката  
 

1
1

1

( )( ) ( )
... ...

,..., 1
( ) ( ) ( ) ...

n

ni in
n

m fn n n n
i ix x

i i
d f f f a a

 


    x
a ax x x a ,   (3) 

 

која ќе ја користиме во натамошните разгледувања.  
 
6.17. Коментар. Во пример 6.11 а) ја искористивме формулата (1) за пре-

сметување на диференцијалот од втор ред на функција од две променливи. Меѓу-
тоа, кога треба да ги најдеме диференцијалите од трет и повисок ред користењето 
на аналогната формула (2) не е едноставно, дури и кога станува збор за функции 
од две променливи. За таа цел, во случај на функција од две променливи, овде ќе 
дадеме експлицитен запис на формулата (2). Имено, ако за функцијата ( , )z f x y  

претпоставиме непрекинатост на сите парцијални изводи до ( 1)n   ви ред на не-

кое отворено множество, тогаш за диференцијалите од ред 1, 2,...n   на функци-

јата ( , )z f x y  точна е формулата  
 

0

n

n k k

n fn k n k k
n x yk

d f C dx dy
 




             (4) 
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за која обично ја користиме ознаката  
 

{ }( ) ( , )n n
x y

d f dx dy f x y 
   . 

 

Формулата (4) ќе ја докажеме со индукција по n . За 1n   очигледно таа 
е точна. Нека претпоставиме дека формулата (4) е точна за некој n  и да докажеме 
дека е точна за 1n  . Од претпоставката и од комбинаторното равенството  
 

1
1

k k k
n n nC C C

   
 

следува:  
 

1 1

1 1

1 1

1 1

1

0

1 1

0 0

1 1 1

0 1

( ) ( )

          

          

n

n k k

n n

n k k n p p

n n

n k k n k k

n fn n k n k k
n x yk

n nf fk n k k p n p p
n nx y x yk p

n nf fk n k k k n k k
n nx y x yk k

d f d d f d C dx dy

C dx dy C dx dy

C dx dy C dx dy


 

 
   

 
   



 

   

 

   

 



   

 

    

 

 

 

 



 


1



 

1

1

1
1

1
0

          .
n

n k k

n fk n k k
n x yk

C dx dy
 



 


 




   

 
 
 

7. ТАЈЛОРОВА ФОРМУЛА   
 

7.1. Теорема. Нека претпоставиме дека mA R , :f A R  и ( ) ( )nf C A . 

Нека точката x A  и правецот ma R  се такви, што t x a A , за секој [0,1]t . 

Тогаш, постои реален број (0,1)   таков што  
 

2 ( 1) 1 ( )1 1 1
2 ( 1)! !

( ) ( ) '( ) ''( ) ... ( ) ( )n n n n
n n

f f f f f f  
       x a x x a x a x a x a a .  (1) 

 

Доказ. За функцијата ( ) ( ),  [0,1]t f t t   x a , согласно со забелешка 1.4 

важи  
( ) ( )

...( ) ( ),  1,2,...,i it f t i n   a a x a . 
 

За  1, 2,..., 1i n   ставаме 0t   и добиваме   
 

( ) ( ) ( )
...(0) ( ) ( )i i i if f  a a x x a ,    (2) 

 

а за t  , (0,1)   и i n  имаме  
 

( ) ( ) ( )
...( ) ( ) ( ) .n n n nf f      a a x a x a a    (3) 

 

За функцијата   во точката 0t   ја запишуваме Тајлоровата формула со остато-

чен член во форма на Лагранж и добиваме дека постои (0,1)   таков што  
 

2 ( 1) 1 ( )1 1 1
2 ( 1)! !

( ) (0) '(0) ''(0) ... (0) ( )n n n n
n n

t t t t t t       
      , [0,1]t .  (4) 
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Ако во формулата (4) ставиме 1t   и ги искористиме (2) и (3) добиваме дека по-
стои (0,1)   таков што важи (1).  

 
7.2. Забелешка. По својот вид формулата (1) потсетува на Тајлоровата 

формула за функција од една реална променлива, па по аналогија ја нарекуваме 
Тајлорова формула за функција од повеќе променливи. Меѓутоа, треба да се има 
предвид дека секој собирок, освен првиот, на десната страна од (2) означува сума 
која е дадена со равенството (3) од претходната точка. Ако Ao  и во формулата 
(1) ставиме ставиме x o , тогаш ја добиваме таканаречената Маклоренова форму-
ла за функција од повеќе променливи.  
 
 

Полиномот   
 

2 ( 1) 11 1
1 2! ( 1)!
( ) ( ) '( ) ''( ) ... ( )n n

n n
P f f f f  

      x a x x a x a x a  
 

го нарекуваме Тајлоров полином од ( 1)n   ви степен за функцијата f  во точката 

x , а разликата 1( ) ( )nf P   x a x a  остаточен член 1( )nr  x a  на Тајлоровата 

формула во вид на Лагранж. Според тоа, Тајлоровата формула (1) може да се за-
пише во видот  
 

1 1( ) ( ) ( )n nf P r     x a x a x a . 

 

7.3. Пример. Ќе ја разложиме функцијата ( , ) yf x y x  по Тајлоравата 

формула во околина на точката (1,1)x , заклучно до вториот член.  
 

Од ( , )x y x a  добиваме 1 2( , ) ( 1, 1)a a x y   a . Ги наоѓаме парцијал-

ните изводи на функцијата заклучно до третиот ред. Имаме  
 

2 2

2

2 3

2 2

3 3

2 3

1 1 2

2 ''' 3 2

2 1 3

, ln , (1 ln ), ( 1) ,

ln , ( 1)( 2) , [2 1 ( 1) ln ]

( ln 2 ln ) , ln .

f f f fy y y y
x y x y x

f fy y y
xxxy y x

f fy y

x y y

yx x x x y x y y x

x x f y y y x y y y x x

y x x x x x

     
    

  
  

 
  

     

       

  

 

 

Потоа ги пресметуваме вредностите на функцијата и на нејзините парцијални из-
води од прв и втор ред во точката (1,1)x :  
 

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1, 1, 0, 0, 1, 0f f f f f
x y y xx y

f     
    

     x x x x xx .  
 

Понатаму, со замена во формулата (3) од дефиниција 6.16 добиваме  
 

( ) ( )
1 2( ) '( ) 1f f

x y
df f a a x 

     x xx x a  и  

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2( ) ''( ) 2 2( 1)( 1)f f f

y xx y
d f f a a a a x y  

  
      x x xx x a .  

 

Конечно, со замена во формулата (1) добиваме  
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21
22

2

( , ) ( ) ( ) '( ) ''( ) ( )

1 ( 1) ( 1)( 1) ( )

f x y f f f f r

x x y r





      

       

x a x x a x a x a

x a
 

каде  
3 2

3 2

( 1)( 2)( 1) 3(2 1 ( 1) ln )( 1) ( 1)
2 2 6

( ) ( , ) (
y y y y x y y y x x yx

x x
r r x y           x a  

2 23( ln 2ln )( 1)( 1) 3 3                                ( 1) ln ).y x x x y
x

y x      

 
7.4. Забелешка. а) Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следу-

ва, дека  
( )1

!
| ( ) | ( ) || ||s s s

s
f L sx a a , 

 

за некој реален број ( )L s  кој зависи од ( ) ( )sf x . Во случајов имаме  
 

( )1
!

( ) (|| || ),s s s
s

f O x a a a o . 
 

б) Аналогно, од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува, дека 
во случај кога се исполнети условите од теорема 7.1 формулата (1) може да се за-
пише во видот  
 

2 ( 1) 1 ( )1 1 1
2 ( 1)! !

( ) ( ) '( ) ''( ) ... ( ) ( ) ( )n n n n
nn n

f f f f f f r 
       x a x x a x a x a x a a , (5) 

 

каде ( ) (|| || ),   n
nr o a a a o .  

 

в) Може да се докаже, дека во случај кога се исполнети условите од 
теорема 7.1, ако дополнително претпоставиме дека постои CR  таков што за 

секои 1,..., {1,..., }si i m  и за секој x A  важи 
1

( )
...| ( ) |

s

s
i if Cx , тогаш е исполнето 

неравенството  
/ 2( )1

! !
| ( ) | || || .

ss s sm
s s

f Cx a a  

 

7.5. Дефиниција. Нека A  е отворено множество во mR . За функцијата 
f  ќе велиме дека е бесконечно непрекинато диференцијабилна на множеството 

A , т.е. дека ( ) ( )f C A  ако ( ) ( )kf C A , за секој k N .  

 

Според тоа, ( ) ( )

1
( ) ( )k

k





C A C A . Во врска со класата функции ( ) ( )C A  

ќе ја разгледаме следнава теорема.  
 

7.6. Теорема. Нека ( ) ( )f C A , x  и a  ги задоволуваат условите од тео-

рема 7.1 и постои CR  таков што за секој k N , за секои 1,..., {1,..., }ki i m  и за 

секој x A  важи 
1

( )
...

| |
k

i ik

f k
x x

C
  x . Тогаш функцијата f  може да се разложи во 

Тајлоров ред, т.е.  
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( )1
!

0
( ) ( )k k

k
k

f f



  x a x a    (6) 

каде (0)f f .  
 

Доказ. Непосредно следува ако во формулата (5) преминеме кон граница 
кога n   и ако ја искористиме оценката од забелешка 7.4 в). Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 
7.7. Парцијалниот случај на Тајлоровата формула (1), во кој 1n  , го 

нарекуваме формула за конечно нараснување на Лагранж за функција од повеќе 
променливи. Точноста на следнава теорема непосредно следува од теорема 7.1.  
 

Теорема. Ако функцијата f  е диференцијабилна во секоја точка на некое 

конвексно и отворено множество mG R , тогаш за секои , G x x a  постои 

, 0 1    таков што  
 

( ) ( ) '( )f f f    x a x x a a    (7) 
 

каде 1( ,..., )mx xx  и 1( ,..., )ma aa .  
 

Формулата (7) ја нарекуваме формула за конечно нараснување на Ла-
гранж.  
 

7.8. Забелешка. Теорема 7.7 не е потслучај од теорема 7.1 бидејќи  во неа 
не претпоставивме непрекината диференцијабилност на разгледуваната функција 
во секоја точка на конвексното и отворено множество G , туку само диференција-
билност. Сепак доказот на теорема 7.7 се содржи во доказот на теорема 7.1, бидеј-
ќи непрекинатоста на парцијалните изводи ни беше потребна само заради нивната 
независност од редот на диференцирањето, што во теорема 7.7 не е потребно.  

 
7.9. На крајот од оваа точка докажеме уште една теорема, во која ќе ја 

илустрираме примената на формулата (7).  
 
Теорема. Ако функцијата f  е диференцијабилна во секоја точка од кон-

вексното и отворено множество mG R  и на G  има ограничени парцијални из-
води, тогаш таа е рамномерно непрекината во таа област.  
 

Доказ. Нека c  е константа таква што ( )| | ,  1,..., ,  
i

f
x

c i m
   x x G . Тогаш, 

од формулата (7), запишана во развиена форма, следува дека за секои точки 
' ' '' ''
1 1' ( ,..., ), '' ( ,..., )n nx x x x x x  од G  важи  

 

( ) '' '
2

1
| ( ') ( '') | | | | | ( ', '')

i

n f
i ix

i
f f x x cn

 


    yx x x x ,  

 

каде y  е точка од отсечката со крајни точки 'x  и ''x . Затоа, ако е дадено 0   

доволно е да избереме 
cn
   и тогаш за секои точки ', ''x x G  такви што 
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2 ( ', '') x x  важи | ( ') ( '') |f f  x x , што значи дека функцијата f  е рамномер-

но непрекината на множеството G .   
 
 
 

8. ЕКСТРЕМИ НА РЕАЛНА ФУНКЦИЈА  
ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ  

 

8.1. Дефиниција. Нека mA R  и :f A R . Точката 0 x A  ја нареку-

ваме точка на апсолутен максимум (строг апсолутен максимум) за функцијата 

f  ако 0( ) ( )f fx x , за секој x A , ( 0( ) ( )f fx x , за секој x A ), а реалниот 

број 0( ) max ( )f f



x A

x x  го нарекуваме апсолутен максимум (строг апсолутен мак-

симум) на функцијата f  на множеството A .  
 

Точката 0 x A  ја нарекуваме точка на апсолутен минимум (строг апсолу-

тен минимум) за функцијата f  ако 0( ) ( )f fx x , за секој x A , ( 0( ) ( )f fx x , за 

секој x A ), а реалниот број 0( ) min ( )f f



x A

x x  го нарекуваме апсолутен минимум 

(строг апсолутен минимум) на функцијата f  на множеството A . 

 

8.2. Пример. а) Да ја разгледаме функцијата 2:f R R  определена со 
2 2( , )f x y x y  , за секој 2( , )x y R . Ако ( , ) (0,0)x y  x o , тогаш  

 

2 2 2 2( ) ( , ) 0 0 0 (0,0) ( )f f x y x y f f       x o , 
 

следува дека точката (0,0)o  е точка на строг апсолутен минимум за функцијата 
2 2( , )f x y x y   и притоа важи 0 ( ) min ( )f f


 

x A
o x .  

 

б) Да ја разгледаме функцијата 2:f R R  определена со  
 

( , ) | | | |f x y x y  , за секој 2( , )x y R . 
 

Ако ( , ) (0,0)x y  x o , тогаш  
 

( ) ( , ) | | | | 0 | 0 | | 0 | (0,0) ( )f f x y x y f f       x o , 
 

следува дека точката (0,0)o  е точка на строг апсолутен минимум за функцијата 

( , ) | | | |f x y x y   и притоа важи 0 ( ) min ( )f f


 
x A

o x .  

 

8.3. Дефиниција. Нека mA R  и :f A R . За функцијата f  ќе вели-

ме дека има локален максимум (односно локален минимум) во точката 0 x A  ако 

постои 0r   таков што 0( ; )r U x A  и 0( ) ( )f fx x , (односно 0( ) ( )f fx x ), за 



 106

секој 0( ; )rx U x . Точките на локален максимум и локален минимум со ги наре-

куваме точки на локален екстрем.  
 

Локалниот максимум (минимум) го нарекуваме строг ако постои 0r   та-

ков што 0( ; )r U x A  и 0( ) ( )f fx x , ( 0( ) ( )f fx x ), за секој 0 0( ; ) \{ }rx U x x . 

Точките на строг локален максимум и строг локален минимум ги нарекуваме 
точки на строг локален екстрем.  

 

8.4. Теорема (потребен услов за локален екстрем). Нека mA R  и 

:f A R . Ако 0x  е точка на локален екстрем на функцијата f  и постои 
0'( )f x , тогаш  

0'( )f x o . 
 

Доказ. Нека претпоставиме дека 0x  е точка на локален максимум. Тогаш, 

постои 0r   таков, што 0( ; )r U x A  и 0( ) ( )f fx x , за секој 0( ; )rx U x . Нека 

k , {1,2,..., }k m . За функцијата  
 

0 0 0 0 0
1 1 1( ) ( ,..., , , ,..., )k k k k mg t f x x x t x x   , ( , )t r r   

 

важи  
 

( ) (0)k kg t g , ( , )t r r   и постои ' ' 0(0) ( )k kg f x . 
 

Според тоа, функцијата : ( , )kg r r  R  во точката 0t   има локален максимум и 

постои ' (0)kg , па затоа  
 

' (0) 0kg  , т.е. ' 0 '( ) (0) 0k kf g x . 
 

Конечно, од произволноста на {1,2,..., }k m  следува 0'( )f x o .  
 

Ако 0x  е точка на локален минимум за функцијата f , тогаш таа е лока-

лен максимум за функцијата f , па затоа 0'( )f x o , т.е. 0'( )f x o .  

 

8.5. Последица. Нека mA R  и :f A R . Ако функцијата ( )f x  е ди-

ференцијабилна во точка на екстрем (0)x , тогаш нејзиниот прв диференцијал во 

таа точка е еднаков на нула, т.е. (0)( ) 0d f x .  
 

Доказ. Ако функцијата ( )f x  е диференцијабилна во точка на екстрем 
(0)x , тогаш во таа точка постојат парцијалните изводи  

 

(0) ( )
 j

f
x




x , 1,...,j m  
 

и според теорема 8.4 тие се еднакви на нула. Значи, (0)( ) 0d f x .  
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8.6. Дефиниција. Нека mA R  и :f A R . Ако точката 0x  е внатреш-

на за множеството A  и ако 0'( )f x o , тогаш ќе велиме дека точката 0x  е кри-

тична (стационарна) за функцијата f .  

 

8.7. Забелешка. а) Ако точката 0x  е критична за функцијата f , тоа не 

значи дека таа е точка на екстрем. Навистина, за функцијата 2:f R R  опреде-

лена со ( ) ( , )f f x y xy x , за секоја точка 2( , )x y x R  точката 0 (0,0)x  е 

критична, но таа не е точка на екстрем. Имено,  
 

' '
1 2(0,0) (0,0) 0f f  , 

но 0( )f x  (0,0) 0f   и во 0 (0,0)x  функцијата нема екстрем бидејќи во произ-

волна околина на точката 0 (0,0)x  постојат точки во кои функцијата прима како 

поголема (на пример, при 0, 0x y  ) така и помала вредност (на пример, при 

0, 0x y  ). 

б) Функцијата f  може да има екстрем и во точки во кој 'f  не постои. 

Таква е функцијата од пример 8.2 б).  
 
 
 
9. ДОВОЛЕН УСЛОВ ЗА СТРОГ ЛОКАЛЕН ЕКСТРЕМ  

 

9.1. Лема. Нека множеството mA R  е отворено, 0 x A ,  
 

{ |  , 1, 2,..., } ( )ijd i j m  C A  и , 1( ) [ ( )] ,   m
ij i jD d  x x x A . 

 

Ако матрицата 0( )D x  е позитивно дефинитна, тогаш постои 0r   таков што 
0( ; )r U x A  и за секој 0( ; )rx U x  матрицата ( )D x  е позитивно дефинитна.  

 

Доказ. Функциите ,  1, 2,...,kd k m , определени со формулите (2), припа-

ѓаат на класата ( )C A . Согласно критериумот на Силвестер, 0( )D x  е позитивно 

дефинитна ако и само ако за секој ,  1, 2,...,k k m важи 0( ) 0kd x . Сега од лемата 

за запазување на знакот следува за секој {1,2,..., }k m  постои 0kr   таков што за 

секој 0( ; )krx U x  важи ( ) 0kd x . Земаме 1min{ ,..., } 0mr r r   и добиваме дека 

за секој 0( ; )rx U x  важи ( ) 0kd x , за секој {1,2,..., }k m , т.е. за секој 
0( ; )rx U x  матрицата ( )D x  е позитивно дефинитна.  

 
9.2. Теорема (доволен услов за локален екстрем). Нека множеството 

mA R  е отворено, 0 x A  и :f A R . Нека претпоставиме дека (2) ( )f AC  и 

дека 0x  е критична точка за f , т.е. '( )f x o . Тогаш:  
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a) ако матрицата 
2 0( )0

, 1''( ) [ ]
i j

f m
i jx x

f 
  xx  е позитивно дефинитна, тогаш 

0x  е точка на строг локален минимум за функцијата f ,  

b) ако матрицата 0''( )f x  е негативно дефинитна, тогаш 0x  е точка на 

строг локален максимум за функцијата f , 

c) ако матрицата 0''( )f x  е со променлив знак, тогаш 0x  не е точка на 

локален екстрем за функцијата f .  
 

Доказ. а) Нека матрицата 0''( )f x  е позитивно дефинитна. Според лема 

9.1 постои отворена топка 0( ; )U x  таква што за секој 0( ; )x U x  матрицата 

''( )f x  е позитивно дефинитна. За секој 0( ; )x U x  ја разгледуваме Тaјлоровата 

формула, ставајќи 2n   и 0 a x x  и добиваме:  
 

0 0 0 0 21
2

( ) ( ) ''( ( ))( ) ,f f f     x x x x x x x  каде ( ) (0,1)  x . (1) 
 

 Но, 0 0 0( ) ( ; )   x x x U x , па затоа матрицата 0 0''( ( ))f  x x x  е позитивно 

дефинитна, па од равенството (1) следува дека за секој 0 0( ; ) \{ }x U x x  важи 
0( ) ( )f fx x , т.е. 0x  е точка на строг локален минимум.  

 

b) Непосредно следува од тврдењето под а), применето на функцијата 
f .  

 

c) Нека матрицата 0''( )f x  е со променлив знак. Тогаш, постојат , ma b R  

такви што  
 

0 2''( ) 0f x a  и 0 2''( ) 0f x b .   (2) 
 

За произволен 0   да ги разгледаме точките 0
|| ||

  a
a

x x  и 0
|| ||

  b
b

y x , за 

кои важи 0 0|| || || ||    x x y x . Ќе ја запишеме Тaјлоровата формула за функци-

јата во точката 0x  со остаток во форма на Пеано, за вредност на аргументот x , 
односно y . Имаме  
 

2

2
0 0 0 2 0 2 0 2 21

2 2|| ||
( ) ( ) ''( )( ) (|| || ) ''( ) ( ),   0f f f o f o         

a
x x x x x x x x a  и  

 

2

2
0 0 0 2 0 2 0 2 21

2 2|| ||
( ) ( ) ''( )( ) (|| || ) ''( ) ( ),   0f f f o f o         

b
y x x y x y x x b .  

 

Бидејќи 2
0 21

2|| ||
''( )f

a
x a  и 2

0 21
2|| ||

''( )f
b

x b  не зависат од  , од неравенствата (2) 

следува дека за доволно мали вредности на   важи  
 

2

2 2

( )0 21
2|| ||

''( ) 0of 


 
a

x a  и 
2

2 2

( )0 21
2|| ||

''( ) 0of 


 
b

x b .   (3) 
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Од горните равенства и неравенствата (5) следува  
 

0( ) ( ) 0f f x x  и 0( ) ( ) 0f f y x ,  
 

што значи дека во секоја околина на точката 0x  функцијата f  прима вредности, 

како помали, така и поголеми од 0( )f x . Според тоа, во овој случај функцијата f  

нема локален екстрем во точката 0x .  
 

9.3. Пример. Да ја разгледаме функцијата 3:f R R  определена со  
 

2 2 2( , , ) 2 4 6f x y z x y z x y z      .  
 

Наоѓаме ' ' '2 2, 2 4, 2 6x y zf x f y f z      . Решавајќи го системот  
 

2 2 0

2 4 0

2 6 0

x

y

z

 
  
  

 

 

ја определуваме единствената стационарна точка 0
0 0 0( , , ) ( 1, 2,3)x y z   x  на 

функцијата ( , , )f x y z .  
 

Ги определуваме вторите парцијални изводи  
 

'' '' '' '' '' ''2, 2, 2, 0xx yy zz xy yz zxf f f f f f      .  
 

Имаме,  
 

'' '' ''
'' ''

'' '' '' ''
'' ''

'' '' ''

2 0, 4 0, 8 0

xx xy xz
xx xy

xx yx yy yz
yx yy

zx zy zz

u u u
u u

u u u u
u u

u u u

      , 

 

и добиваме дека матрицата 0''( )f x , согласно критериумот на Силвестер, е пози-

тивно определена квадратна форма, па од теорема 9.3 следува дека во точката 
0 ( 1, 2,3)  x  разгледуваната функција има минимум, min 14f   .   

 
9.4. Во примерите, но и во практиката најчесто се среќаваат функции од 

две променливи, па затоа за овој случај ќе ја формулираме и докажеме теорема 9.2.   
 

Последица. Нека 2A  R  е отворено множество, 0 Ax  и :f A  R . 

Нека претпоставиме дека (2) ( )f AC  и дека 0x  е критична точка за f , т.е. 

'( )f x o  и да означиме 
2 0

2

( )f

x
r


x , 

2 0( )f
x y

s
  x  и 

2 0

2

( )f

y
t


x . Тогаш:  

a) ако 0r   и 2 0rt s  , тогаш 0x  е точка на строг локален минимум 
за функцијата f ,  
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b) ако 0r   и 2 0rt s  , тогаш 0x  е точка на строг локален максимум 
за функцијата f ,  

c) ако 2 0rt s  , тогаш 0x  не е точка на локален екстрем за функцијата 
f .  

d) ако 2 0rt s  , тогаш не може да се тврди дали функцијата f  има 

или нема екстрем во точката 0x .  
 

Доказ. Тврдењата под а) и b) непосредно следуваат од теорема 9.2 и лема 
9.1. За да го докажеме тврдењето под c) треба да докажеме дека во случај кога 

2 0rt s   матрицата 0''( )f x  е со променлив знак, односно дека квадратната фор-

ма  
 

2 2( , ) 2F a b ra sab tb    

е со променлив знак.  
 

Нека 0r  . Тогаш  
 

2 2 21( , ) [( ) ( ) ]
r

F a b ra sb rt s b     
 

и бидејќи 2 0rt s  , добиваме дека броевите (1,0)F r  и 2( , ) ( )F s r r rt s    се 

со различен знак.  
 

Нека 0r  . Тогаш, од условот 2 0rt s   следува дека 0s  . Нека 0a   
и b  е доволно мал број таков што изразот 2sa tb  има ист знак како и изразот 
2sa . Тогаш вредностите на квадратната форма ( , ) (2 )F a b b sa tb   имаат раз-

лични знаци за 0b  , односно 0b  , што значи дека квадратната форма и во овој 
случај е со променлив знак.  
 

За да го комплетираме доказот на теоремата доволно е на примери да по-

кажеме дека при 2 0rt s   една функција има екстрем, а друга нема екстрем.  
 

За функцијата 2( , ) ( )f x y x y   точката 0 (0,0)x  е стационарна. Притоа 

важи 2r t s   , т.е. 2 0rt s  . Но, ( , ) 0f x y   и (0,0) 0f  , т.е. во оваа точка 

функцијата има минимум.  
 

За функцијата 5( , )f x y xy  точката 0 (0,0)x  е стационарна. Притоа 

важи 0r t s   , т.е. 2 0rt s  . Но, во секоја околина на 0 (0,0)x  функцијата 

го менува знакот, па затоа во точката 0 (0,0)x  функцијата нема екстрем.   

 

9.5. Пример. а) Нека 2{( , ) |  0,  0}x y x y   A R . Ќе ги определиме 

екстремните вредности на функцијата :f A R ,  определена со  
 

3 32 2( , ) ,   \{0}a a
x y

f x y x xy y a     R . 
 

За првите парцијални изводи наоѓаме  
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3

22f a
x x

x y
     и 

3

22f a
y y

x y
    . 

 

Решенија на системот  
3

2

3

2

2 0

2 0

a
x

a
y

x y

x y

   


  


     (6) 

 

се стационарните точки на оваа функција. Ако првата и втората равенка на сис-

темот (6) ги помножиме со 2x  и 2y , соодветно, и добиените равенки ги одземеме 

ја добиваме равенката  
 

3 2 2 32 2 0x yx xy y    , 
 

која е еквивалентна на равенката  
 

2 2( )(2 3 2 ) 0x y x xy y    . 
 

Од последната равенка наоѓаме x y  и ако замениме во првата равенка на 

системот (6) наоѓаме 
3

23 0a
y

y   , од што добиваме 
30 3
ay  . Според тоа, точката 

3 30 0 3 3
( , ) ( , )a ax y   е единствена стационарна точка на разгледуваната функција.  

 

За вторите парцијални изводи наоѓаме  
 

2 3

2 3
22f a

x x




  , 
2

1f
x y

    и 

2 3

2 3
22f a

y y




  .  
 

Според тоа,  
 

2 2

2 0 0 0 0( , ) ( , )8, 1f f
x y x yx yx

r s 
 

     и 
2

2 0 0( , ) 8f
x yy

t 


  .  
 

Имаме 2 63 0rt s   , па од последица 9.4 од  следува дека функцијата во точка-

та 
3 30 0 3 3

( , ) ( , )a ax y   има екстрем и како 8 0r    добиваме дека тој екстрем е 

минимум, 
235 3

min 3
af  .  

 

б) Ќе ги определиме локалните екстреми на функцијата  
 

2 22 2 ( )( ) x yz x y e   . 
 

Решавајќи го системот  
 

2 2

2 2

2 2 ( )

2 2 ( )

(2 2 ( )) 0,

(2 2 ( )) 0,

x yz
x

x yz
y

x x x y e

y y x y e

 


 


   

   
 

го добиваме множеството стационарни точки, кое се состои од точката (0,0) и 

точките на кружницата 2 2 1x y  .  
 

Ги наоѓаме вторите парцијални изводи  
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2 22

2

2 22

2

2 22

2 2 2 2 ( )

2 2 2 2 ( )

2 2 ( )

(4 ( ) 12 2) ,

(4 ( ) 12 2) ,

(4 ( ) 8 ) .

x yz
x

x yz
y

x yz
x y

x x y x e

y x y y e

xy x y xy e

 


 


 
 

   

   

  

 

Според тоа,  
 

2 2

2 (0,0) (0,0)2, 0f f
x yx

r s 
 

     и 
2

2 (0,0) 2f

y
t 


  .  

 

Имаме 2 4 0rt s   , па од последица 9.4 од  следува дека функцијата во точката 
(0,0)  има екстрем и како 2 0r    добиваме дека тој екстрем е минимум, 

min 0z  .  
 

За да ги провериме доволните услови во точките кои припаѓаат на круж-

ницата 2 2 1x y  , функцијата z  ќе ја разгледуваме како функција од една про-

менлива 2 2t x y  , т.е. tz te , за која 1t   е стационарна точка. За вториот 

извод на оваа функција наоѓаме '' ( 2) tz t e   и како 1''(1) 0z e    добиваме 

дека во 1t   функцијата има локален максимум. Конечно, дадената функција 

( , )z x y  во секоја точка на кружницата 2 2 1x y   има локален максимум 
1

maxz e .   

 
9.7. Коментар. На крајот да забележиме дека претходно изнесеното се од-

несува само на таканаречените внатрешни локални екстреми на реална функција 
од повеќе променливи. При определувањето на апсолутните екстреми потребно е 
покрај испитувањето на внатрешните стационарни критични точки да ги испиту-
ваме и точките на границата на дефиниционата област. За ваквото испитување 
често пати е корисна техниката за определување на таканаречените условни 
екстреми, за кои ќе говориме покасно. Меѓутоа, ако се бараат само апсолутните 
екстреми на некоја функција на ограничено и затворено множество, со примена на 
теоремата на Ваерштрас може потполно да се избегне испитувањето на карактерот 
на стационарните точки. Последното ќе го покажеме во следниов пример.  

 

9.8. Пример. Нека 2{( , ) |  ( , ) ,  , [0,1]}x y x y x y  A R . Ќе ги определиме 

најголемата и најмалата вредност на функцијата :f A R  определена со  
 

3 2 2( , ) 2 2 2f x y x x y y y    . 
 

Имаме, 23 4f
x

x xy
    и 22 4 2f

y
x y

    . Во внатрешноста на мно-

жеството A  системот равенки  
2

2

3 4 0

2 4 2 0

x xy

x y

  


  
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има две решенија: 1
2

(0, )  и 31
2 8

( , ) . Понатаму, на границите на дефиниционата об-

ласта функцијата е:  
 

2(1, ) 2 1f y y  , 2( 1, ) 2 1f y y   , 3 2( ,1) 2f x x x   и 3 2( , 1) 2 4f x x x    , 
 

па затоа како потенцијални точки на екстреми се добиваат и стационарните точки 
на овие функции од една променлива (кои се границата на множеството A ): 
(1,0) , ( 1,0),  (0,1),  (0, 1)  , како и темињата на квадратот A : (1,1),  (1, -1),  ( 1,1),  

( 1, 1)  . Дадената функција е непрекината, а квадратот A  е ограничено и затво-

рено множество, па затоа f  на него ги достигнува својата најмала и најголема 

вредност. Тие можат да бидат само меѓу вредностите на функција f  во најдените 

десет точки. Меѓу нив најмала вредност е ( 1,0) 1f    , а најголема (0, 1) 4f   , 

па тоа се бараните екстремни вредности.  
 
 
 
10. ИМПЛИЦИТНИ ФУНКЦИИ. ОСНОВНИ СВОЈСТВА   

 

10.1. Дефиниција. Нека 2G R . Множеството  
 

3[ , ] {( , , ) | ( , ) , [ , ]}a b x y z x y z a b    G R G  
 

го нарекуваме цилиндар во просторот 3R  (цртеж 3).   
 

Нека функцијата ( , , )F x y z  е определена на ци-

линдарот [ , ]a bG  и да го разгледаме равенството  
 

( , , ) 0F x y z  .   (1) 
 

Ако постои функција ( , )z f x y , определена на 

множеството G , таква што  
 

( , , ( , )) 0F x y f x y  ,  
 

кога ( , )x y G , тогаш велиме дека ( , )z f x y  е имплицитна функција зададена со 

равенството (1).  
 

10.2. Во врска со петходно изнесеното шриродно е да се запрашаме:  
 

1) Дали постои имплицитна функција зададена со равенството (1)?  
 

2) Ако постои имплицитна фунција зададена со (1), тогаш дали таа е 
единствена?  

 

3) Какви својства има имплицитната функција ( , )z f x y ? Дали таа е 

непрекината, диференцијабилна итн.? 
 
11.0. Пример. Равенството  
 

2 2 2 2 , ( 0)x y z R R     
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задава бесконечно многу имплицитни функции, определени на 2 2 2x y R  . Нависtи-

на, со помош на формулата  
 

2 2 2z R x y     
 

во која на секоја точка 2 2 2( , ), ( )x y x y R   знакот пред коренот го избираме про-

изволно, е определена имплицитна функција.  
 

Функциите 2 2 2z R x y    и 2 2 2z R x y     се непрекинати кога 
2 2 2x y R   и диференцијалбилни кога 2 2 2x y R  .  

 
10.4. Теорема. Нека функцијата ( , , )F x y z  е определена во цилиндарот 

[ , ]a bG  и непрекината по z  (кога x  и y  се фиксирани). Тогаш, ако  
 

( , , ) ( , , ) 0F x y a F x y b  ,    (2) 

за секој ( , )x y G , тогаш постои најмалку една имплицина функција ( , )z f x y  

дефинирана на G  и зададена со равенството (1).  
 

Доказ. Нека ( , )x y  е произволна точка од G . Од условот на теоремата имаме 

дека за фиксирани x  и y  функцијата ( ) ( , , )h z F x y z е непрекината на интервалот 

[ , ]a b . Но, тоа значи дека функцијата ( )h z  ги прима сите вредности од интервалот со 

крајни точки ( , , )F x y a  и ( , , )F x y b . Сега од (2) следува дека функцијата ( )h z  се 

анулира, т.е. постои барем една точка *z , * [ , ]z a b  таква што ( , , *) 0F x y z  . Нека 

ставиме ( , ) *f x y z . Конечно  
 

( , , ( , )) ( , , *) 0F x y f x y F x y z  ,  
 

што според дефиниција 11.1 знали дека ( , )z f x y  е имплицитна функција зададена со 

равенството (1).  
 

10.5. Теорема. Нека функцијата ( , , )F x y z  е определена во цилиндарот 

[ , ]a bG  и при фиксирани x  и y , ( , )x y G  е строго монотона по променливата z . 

Тогаш постои најмногу една имплицина функција ( , )z f x y  дефинирана на G  и 

зададена со равенството (1).  
 

Доказ. Нека постојат две различни имплицитни функции ( , )z f x y  и 

( , )z g x y , зададени со равенството (1). Тогаш постои точка 0 0( , )x y G  таква што 

0 0 0 0( , ) ( , )f x y g x y  и 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ( , )) ( , , ( , )) 0F x y f x y F x y g x y  , што про-

тивречи на фактот дека функцијата 0 0( , , )F x y z  е строго монотона по променливата z  

и затоа  

0 0 0 0 0 0 0 0( , , ( , )) ( , , ( , ))F x y f x y F x y g x y .  

 
10.6. Последица. Нека функцијата ( , , )F x y z  е непрекината по z  во ци-

линдарот [ , ]a bG  и  нека  
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( , , ) ( , , ) 0F x y a F x y b  , 
 

за секој ( , )x y G . Освен тоа, нека ( , , )F x y z  е диференцијабилна по z  во отво-

рениот цилиндар ( , )a bG , при што ' ( , , )zF x y z  го запазува знакот во ( , )a bG . 

Тогаш со (1) е зададена единствена импллицитна функција, определена на множе-
ството G .  

 

Доказ. Од теорема 10.4 следува дека постои најмалку една имплицитна 

функција зададена со равенството (1). Но, ' ( , , )zF x y z  го запазува знакот во 

( , )a bG , па затоа функцијата ( , , )F x y z  е строго монотона по променливата z  на 

интервалот [ , ]a b . Конечно, од теорема 10.5 следува дека имплицитната функција 

( , )z f x y  определена со (1) е единствена.   

 
10.7. Теорема. Нека функцијата ( , , )F x y z  е непрекината во цилиндарот 

[ , ]a bG  и  
 

( , , ) ( , , ) 0F x y a F x y b  , 
 

за секој ( , )x y G . Освен тоа, нека ( , , )F x y z  е диференцијабилна по z  во отворе-

ниот цилиндар ( , )a bG , при што ' ( , , ) 0zF x y z m  . Тогаш со (1) е определена 

единствена имплицитна функција ( , )z f x y , која е непрекината на множеството 

G .  
Доказ. Егзистенцијата и единственоста на имплицитната функција 

( , )z f x y  определена со (1) следува од последица 10.6. За да ја докажеме непри-

канатоста на функцијата ( , )z f x y  ќе ја разгледаме разликата:  

0 0 0 0 0 0 0 0

'
0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) [ ( , , ) ( , , )]

( , , )( ) [ ( , , ) ( , , )],z

F x y z F x y z F x y z F x y z F x y z F x y z

F x y z z F x y z F x y z

    

   
 (3) 

 

0 0 0( , , ), ( , , ) [ , ],x y z x y z a b a b   G . Ставаме ( , )z f x y  и 0 0 0( , )z f x y . То-

гаш 0 0 0( , , ) ( , , ) 0F x y z F x y z   и од равенството (3) добиваме  
 

0 0 0 0
'

( , , ) ( , , )
0 0 ( , , )

( , ) ( , ) .
z

F x y z F x y z

F x y
f x y f x y


    

 

Од условот на теоремата имаме ' ( , , ) 0zF x y z m  , па затоа  
 

0 0 0 0 0 0 0 0
'

| ( , , ) ( , , )| | ( , , ) ( , , )|
0 0 ( , , )

0 | ( , ) ( , ) | .
z

F x y z F x y z F x y z F x y z
mF x y

f x y f x y


      
 

Ако во последното неравенство преминеме кон граница кога 0 0( , ) ( , )x y x y  и ја 

искористиме непрекинатоста на функцијата ( , , )F x y z  добиваме  
 

0

0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y



 , 

т.е. имплицитната функција ( , )z f x y  е непрекината во произволна точка 

0 0( , )x y G .  
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10.8. Теорема. Нека G  е отворено множество, функцијата ( , , )F x y z  е 

непрекината на цилиндарот [ , ]a bG  и  
 

( , , ) ( , , ) 0F x y a F x y b  , 
 

за секој ( , )x y G . Освен тоа, нека ( , , )F x y z  е диференцијабилна во отворениот 

цилиндар ( , )a bG , при што ' ( , , ) 0zF x y z m  . Тогаш равенството (1) определу-

ва единствена имплицитна функција ( , )z f x y , која е диференцијабилна на мно-

жеството G . Освен тоа,  
 

''

' '

( , , )( , , )

( , , ) ( , , )
, .yx

z z

F x y zF x y zf f
x xF x y z F x y z

 
        (4) 

 

Доказ. Егзистенцијата и единственоста на имплицитната функција 
( , )z f x y , определена со равенството (1), следува од теорема 11.7. Притоа, 

функцијата ( , )z f x y  е непрекината на множеството G .  
 

Функцијата ( , , )F x y z  е диференцијабилна на отворениот цилиндар 

( , )a bG , па затоа  
 

' ' '
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

,

x y zF x y z F x y z F x y z x F x y z y F x y z z

x y z  

      

     
     (5) 

 

каде , ,    се бесконечно мали кога , , 0x y z    . Ставаме ( , )z f x y  и 

0 0 0( , )z f x y , каде 0 0( , )x y  е произволна точка од G . Тогаш ( , , ) 0,F x y z   

0 0 0( , , ) 0F x y z   и од равенството (5) следува  
 

' ' '( ) ( ) ( ) 0x y zF x F y F z           . 
 

Од последното равенство наоѓаме  
 

''

' '0 0( , ) ( , ) yx

z z

FF

F F
f x y f x y z x y


 



 
        .   (6) 

 

Но, функцијата ( , )f x y  е непрекината, па затоа 0 0( , ) ( , ) 0z f x y f x y     кога 

, 0x y   , што значи дека 0, 0, 0      кога , 0x y   , па затоа од 
' 0zF m   следува дека  

 

' '' '

' ' ' '
0 0
0 0

lim , lim y yx x

z z z z

F FF F

F F F Fx x
y y


 



    
   

  . 

Последното значи дека  
' '' '

' ' ' '1 1, ,y yx x

z z z z

F FF F

F F F F


 

 


 
        (7) 

 

каде 1 10, 0    кога , 0x y   . Од (6) и (7) следува дека  
 

''

' '0 0 1 1( , ) ( , ) yx

z z

FF

F F
f x y f x y x y x y           .  
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Конечно, од последното равенство следува дека функцијата ( , )z f x y  е дифе-

ренцијабилна во произволна точка 0 0( , )x y G  и  
 

''
0 0 00 0 0

' '
0 0 0 0 0 0

( , , )( , , )
0 0 0 0( , , ) ( , , )

( , ) , ( , ) ,yx

z z

F x y zF x y zf f
x xF x y z F x y z

x y x y 
      

 

каде 0 0 0( , )z f x y .  

 
10.9. Теорема. Нека функцијата ( , , )F x y z  е диференцијабилна во околи-

ната 0 0 0(( , , ), )x y z rU  на точката 0 0 0( , , )x y z  и 0 0 0( , , ) 0F x y z  . Освен тоа, нека 

парцијалниот извод ' ( , , )zF x y z  е непрекинат во таа околина и '
0 0 0( , , ) 0zF x y z  . 

Тогаш постои таков отворен цилиндар (цртеж 4)  
 

0 0 0 0 0 0 0(( , ), ) ( , ) (( , , ), ),x y z z x y z r     U U  
 

што равенството (1) задава единствена имплицит-
на функција ( , )z f x y , определена во околината 

0 0(( , ), )x y U . Освен тоа, функцијата ( , )z f x y  

е диференцијабилна и нејзините изводи се опреде-
лени со (4).  

 

Доказ. Нека '
0 0 0( , , ) 0zF x y z  . Од непре-

кинатоста на функцијата ' ( , , )zF x y z  во околината 

0 0 0(( , , ), )x y z rU , следува дека постои затворена 

топка 0 0 0 1(( , , ), )x y z rU , 1r r  таква што 
' ( , , ) 0zF x y z   кога 0 0 0 1( , , ) (( , , ), )x y z x y z rU . Сега, од теоремата на Ваерштрас 

(теорема XIX  7.3) следува дека непрекинатата функција ' ( , , )zF x y z  го достигнува 

својот минимум на затворена топка 0 0 0 1(( , , ), )x y z rU . Затоа,  

0 0 0 1

'

(( , , ), )
min ( , , ) 0z

x y z r
F x y z m 

U
. 

 

Да ги избереме   и   доволно мали така да  
 

0 0 0 0 0 0 0 1(( , ), ) [ , ] (( , , ), )x y z z x y z r     U U . 
 

Тогаш ' ( , , ) 0zF x y z m  , за 0 0 0 0( , , ) (( , ), ) [ , ]x y z x y z z     U .  
 

Понатаму, од '
0 0( , , ) 0zF x y z   следува дека функцијата 0 0( ) ( , , )h z F x y z  

строго монотоно расте на интервалот 0 0[ , ]z z    и како 0 0 0( , , ) 0F x y z   доби-

ваме дека  

0 0 0( , , ) 0F x y z    и 0 0 0( , , ) 0F x y z   . 
 

Сега, од непрекинатоста на функциите 0( , , )F x y z   и 0( , , )F x y z   следува де-

ка бројот   може да се избере толку мал што за секој 0 0( , ) (( , ), )x y x y U  се ис-

полнети неравенствата  
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0( , , ) 0F x y z    и 0( , , ) 0F x y z   . 
 

Конечно, од теорема 10.8 следува дека равенството (1) задава единствена импли-
цитна функција ( , )z f x y , определена на 0 0(( , ), )x y U , и оваа функција е ди-

ференцијабилна и нејзините изводи се пресметуваат според формулите (4).  
 

10.10. Пример. а) За функцијата ( , )z z x y  определена со 3 33z xyz a   

најдете ги парцијалните изводи од прв и втор ред.  
 

б) Нека ( , ), ( , ), ( , )x x y z y y x z z z x y    се  функциите определени со ра-

венството ( , , ) 0F x y z  . Докажете, дека 1yx z
y z x
 

     .  
 

Решение. а) За функцијата 3 3( , , ) 3F x y z z xyz a    имаме  
 

23 , 3 , 3 3F F F
x y z

yz xz z xy  
         

 

и ако ги искористиме формулите (4) добиваме  
 

2 2,yzz z xz
x yz xy z xy
 
  
  , 2z xy . 

 

Понатаму, сметајќи дека ( , )z z x y  ги наоѓаме вторите парцијални изводи:  
 

2
2

2 2 2 2

2
32 2

2 2 2 3

( ) (2 )

( )

( ) (2 )
2

( ) ( )

( ) ( )

,

z z
x x

yz yz

z xy z xy

z xy y yz z yyzz z
x x xx z xy z xy

z xy y yz z y
xzy

z xy z xy

 
 

 

     
    

  


 

  

 

 

32

2 2 3

2

( )
,yzxz

y z xy


 

  

2
2

2 2 2

( )( ) (2 )

( )
( ) ( )

z z
y y

z xy z y yz z xyzz z
x y y x y z xy z xy

 
       

      
    

2
5 3 2 22 2

2 2 2 3

( )( ) (2 )
2

( ) ( )
,

xz xz

z xy z xy
z xy z y yz z x

z z xy zx y

z xy z xy

 
   

 
 

  2z xy .  
 

б) Ако земеме дека ( , )x x y z , тогаш согласно со равенствата (4) имаме 
'

'
y

x

Fx
y F

   . Постапувајќи аналогно и во другите случаи имаме   

'

'
z

y

Fy
z F


    и 

'

'
x

z

Fz
x F

   . 

Конечно, од последните три равенства добиваме  
' ''

' ' '( )( )( ) 1y xz

x y z

F FFyx z
y z x F F F

 
         .  

 
10.11. Да го разгледаме случајот кога имплицитната функција зависи од 

произволен број независно променливи и е определена со равенството  
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1 2( , ,..., , ) 0mF x x x y      (8) 
 

т.е. со равенството  

1 2( , ) 0, ( , ,..., )mF y x x x x x .  

 
Претпоставуваме дека функцијата ( , )F yx  е определена на цилиндарот  
 

1 2[ , ] {( , ) | ( , ,..., ) , [ , ]}m
ma b y x x x y a b     G x x G R , 1 2( , ) ( , ,..., , )my x x x yx . 

 

Ако постои функција ( )y f x , определена на множеството G , таква што  
 

( , ( )) 0F f x x  
 

за секој x G , тогаш ќе велиме дека ( )y f x  е имплицитна функција зададена 

со равенството (8).  
 

И во овој случај важат теореми, аналогни на претходно докажаните тео-
реми од оваа точка, чии формулации и докази ги оставаме на читателот за вежба. 
Во случајов точна е следнава теорема, која ќе ја наведеме без доказ.  

 
10.12. Теорема. Нека функцијата ( , )F yx  е диференцијабилна во околи-

ната (( , ), )b rU a  и ( , ) 0F b a . Освен тоа, нека парцијалниот извод ' ( , )yF yx  е не-

прекинат во таа околина и ' ( , ) 0yF b a . Тогаш, за доволно мали 0   и 0   и за 

секоја точка ( , )x U a  равенката (8) има единствено решение ( )y f x , кое го 

задоволува условот  
| ( ) |f b  x . 

Притоа функцијата ( )y f x  е диференцијабилна и нејзините парцијални изводи 

се пресметуваат со формулите  
'

'

( , )

( , )
, 1, 2,...,xi

i y

F yf
x F y

i m
   

x

x
.     (9) 

 
10.13. Забелешка. Ако условите на теорема 10.12 ги дополниме со бара-

њето во околината (( , ), )b rU a  парцијалниот извод ' ( , )
ixF ba  да е непрекинат, то-

гаш од (9) следува дека парцијалниот извод 
i

f
x

  исто така е непрекинат.  

 
 
 
11. ИМПЛИЦИТНИ ФУНКЦИИ ЗАДАДЕНИ  

СО СИСТЕМИ РАВЕНКИ  
 

11.1. Да го разгледаме системот равенки  
 

1 1( ,..., , ,..., ) 0, 1,2,...,i m kF x x y y i k  ,    (1) 
 

кој во векторски вид можеме да го запишеме како  
 

( , ) 0, 1, 2,..., ,iF i k x y  
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каде 1 1( ,..., ), ( ,..., )m kx x y y x y . Во врска со ово систем равенки ќе ја докажеме 

следнава теорема.  
 
Теорема. Нека функциите ( , ), 1,2,...,iF i kx y  се диференцијабилни во 

околината (( , ), )rU a b  и ( , ) 0, 1, 2,...,iF i k a b . Освен тоа нека парцијалните из-

води ( , )i

j

F
y

 x y , , 1, 2,...,i j k  се непрекинати во таа околина и  

1 1

1

1

1

1

( ,..., )
( ,..., )

( , ) ... ( , )

.............. ... .............. ( , ) 0

( , ) ... ( , )

k

k

k

k k

k

F F
y y

F F
y y

F F
y y

 
 




 
 

 

a b a b

a b

a b a b

.   (2) 

Тогаш, за доволно мали 0   и 0   и за секоја точка ( , )x U a  системот 

равенки (1) има единствено решение ( ), 1,2,...,j jy f j k x , кое ги задоволува 

условите  
 

| ( ) | , 1, 2,..., ,j jf b j k  x  
 

( jb  е координата на точката b ). Освен тоа, функциите ( ), 1, 2,...,j jy f j k x   се 

диференцијабилни.  
 

Доказ. За 1k   тврдењето следува од теорема 11.11. Нека претпоставиме 
дека тврдењето е точно за систем од 1k   равенка. Ќе докажеме дека тоа е точно 
за систем од k  равенки.  

 

Од условот (2) следува дека најмалку еден елемент од последната колона 
на детерминантата е различен од нула. Без ограничување на општоста можеме да 
претпоставиме дека  

 

( , ) 0k

k

F
y

 a b .    (3) 

 

Од теорема 11.11 следува дека за доволно мали 1 0   и 1 0   постои единствено 

решение  
 

1 1( , ,..., )k ky g y y  x  
 

на равенката  
 

1 1( , ,..., , ) 0k k kF y y y x , 
 

кое е определено во околината 1 1 1(( , ,..., ), )ky y U a  и го задоволува условот   
 

1 1 1| ( , ,..., ) |k kg y y b   x ,    (4) 
 

( kb  е координата на точката b ). Притоа, согласно забелешка 11.12 функцијата 

1 1( , ,..., )kg y y x  има непрекинати парцијални изводи по променливите 1 1,..., ky y   

и важи  
 

/ , 1, 2,..., 1k k

j j k

F Fg
y y y

j k
 

      ,    (5) 
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каде 1 1( , ,..., )k ky g y y  x . Ако во првите 1k   равенка на системот (1) замениме 

1 1( , ,..., )k ky g y y  x  го добиваме системот равенки  
 

1 1 1 1 1 1( , ,..., , ( , ,..., )) ( , ,..., ) 0, 1,2,..., 1i k k i kF y y g y y G y y i k     x x x .  (6) 
 

Јасно, функциите 1 1( , ,..., )i kG y y x  се определени во некоја околина на точката 

1 1( , ,..., )kb b a , тие се диференцијабилни во таа околина, имаат непрекинати парци-

јални изводи , , 1, 2,..., 1i

j

G
y

i j k

    и 1 1( , ,..., ) 0i kG b b  a .  

 

Ќе докажеме дека   
 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 1

( ,..., )
1( ,..., )

1 1 1 11

( , ,..., ) ... ( , ,..., )

.............................. ... .............................. ( , ,...,

( , ,..., ) ... ( , ,..., )

k

k

k

k k

k

G G
k ky y

G G
y y

G G
k ky y

b b b b

b

b b b b





 

 
  




 
   



a a

a

a a

1) 0kb   . 

 

Навистина,од (5) и (6) следува  
 

/ , 1, 2,..., 1i i i i i k k

j j k j j k j k

G F F F F F Fg
y y y y y y y y

j k
      
              (7) 

 

каде 1 1( , ,..., )k ky g y y  x . Затоа, ако од j  тата колона на првата детерминанта ја 

одземеме последната колона помножена со /k k

j k

F F
y y
 
   и ги искористиме равенства-

та (7) добиваме:  
 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

... ...

........ ... ........ ........ ........ ... ........ ........

... ...

... 0 ... 0

k k k k

k k k k k k

k k k k

k k k k

k k k

F F F G G F
y y y y y y G

y

F F F G G F
y y y y y y

F F F F
y y y y

 

     

 



     
      



     
     

   
   

 

1

1

1 1

1 1

...

........ ... ........

...

k

k

k

k k

k

G
y

F
y

G G
y y



 







 
  

,  (8) 

 

каде 1 1( , ,..., )k ky g y y  x . Конечно, од (2), (3) и (8) следува дека  
 

1 1

1 1

( ,..., )
1 1( ,..., )

( , ,..., ) 0k

k

G G
ky y

b b




 a . 

 

Од индуктивната претпоставка имаме дека теоремата е точна за систем од 
1k   равенка, па затоа постојат доволно мали 0   и 0   и за секоја точка 

( , )x U a  системот равенки (1) има единствено решение  
 

( ), 1,2,..., 1j jy f j k  x , 
 

кое ги задоволува условите  
 
 

| ( ) | , 1, 2,..., 1.j jf b j k   x  
 

Според тоа, ако се земе предвид неравенството (4) добиваме дека за секој 
( , )x U a  решението  
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1 1

( ), 1,2,..., 1,

( , ( ),..., ( )) ( ),

j j

k k k

y f j k

y g f f f x

  

 

x

x x x
   (9) 

 

е единствено решение на системот равенки (1), кое ги задоволува условите  
 

1

| ( ) | , 1, 2,..., 1,

| ( ) | ,

j j

k k

f b j k

f b





   

 

x

x
 

 

при што функциите ( ), 1, 2,...,j jy f j k x   се диференцијабилни.  
 

Понатаму, функцијата 1 1( ) ( , ( ),..., ( ))k kf x g f f  x x x  е непрекината, па за-

тоа   може да се избере така што за секој ( , )x U a  важи | ( ) |k kf b  x . Ко-

нечно, формулите (9) определуваат единствено решение на системот равенки (1), 
кое ги задоволува условите  

 

| ( ) | , 1, 2,..., .j jf b j k  x   

 
11.2. Последица. Ако се исполнети условите од теорема 12.1, тогаш 

парцијалните изводи , 1, 2,...,j

s

f

x
j k


   на функциите ( )jf x  по променливите sx , 

1, 2,...,s m  се решенија на системот линеарни равенки  
 

1
( , ) ( ) ( , ), 1, 2,...,j ji

i s s

k F Ff
y x x

i
j k

 
  


   x y x x y ,  (10) 

 

каде ( ), 1, 2,...,j jy f j k x . Овој систем равенки има единствено решение во до-

волно мала околина на точката a .  
 

Доказ. Од теорема 11.1 следува дека за ( , )x U a  точни се равенствата  
 

1( , ( ),..., ( )) 0, 1,2,...,j kF f f j k x x x . 
 

Ако овие равенства ги диференцираме по sx , добиваме  
 

1
( , ) ( , ) ( ) 0, 1,2,...,j j i

s i s

kF F f
x y x

i
j k

  
  


  x y x y x , 

 

каде ( ), 1, 2,...,j jy f j k x , т.е. парцијалните изводи , 1, 2,...,j

s

f

x
j k


   се решение 

на системот (10). Детерминантата 1

1

( ,..., )
( ,..., )

k

k

F F
y y


  на системот (10) е непрекината функ-

ција од x , која според (2) е различна од нула во точката a , па затоа таа е различна 
од нула во доволно мала околина на точката a . Но, тоа значи дека системот ра-
венки (10) има единствено решение во доволно мала околина на точката a .   

 
12.3. Забелешка. Ако условот на теорема 12.1 го дополниме со барањето 

за непрекинатост на парцијалните изводи , 1, 2,..., ; 1,2,...,j

i

F

x
j k i m


    во околина-

та (( , ), )rU a b , тогаш и изводите j

i

f

x


  исто така ќе бидат непрекинати.  
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12. ДИФЕРЕНЦИЈАБИЛНИ ПРЕСЛИКУВАЊА  
 

12.1. Нека ( )y f x  е пресликување од отвореното множество mG R  во 

просторот mR , кое во координатна форма се задава со равенствата  
 

( ), 1, 2,...,i iy f i m x  
 

каде 1 2 1 2 1 2( , ,..., ), ( ) ( ( ), ( ),..., ( )), ( , ,..., )m m mx x x f f f y y y  x f x x x x y .  
 

Ако ( )y f x  е биекција, тогаш постои инверзно пресликување ( )x g y , 

( ( )i ix g y ), кое го пресликува множеството ( )f G  на множеството G . Притоа се 

точни равенствата  
 

( ( )), , ( ( )), ( )   x g f x x G y f g y y f G  
 

кои во координатна форма имаат вид  
 

1

1

( ( ),..., ( )),

( ( ),..., ( )), 1, 2,..., .
i i m

i i m

x g f f

y f g g i m



 

x x

y y
  (1) 

 
Дефиниција. За пресликувањето ( )y f x  ќе велиме дека е непрекинато 

диференцијабилно на отвореното множество G , ако парцијалните изводи ( ),
jx




f x  

1, 2,...,j m , т.е. парцијалните изводи ( ),i

j

f
x

 x  , 1, 2,...,i j m  се непрекинати на 

множеството G .  
 

Матрицата  
 

1 1

1

1

1

1

( ,..., )
( ,..., )

...

..... ... ..... [ ]

...

m

m

m

m m

m

f f
x x

f f
x x

f f
x x

 
 




 
 

 
 
   
 
  

 

 

ја нарекуваме матрица на Јакоби, а нејзината детерминанта 1

1

( ,..., )
( ,..., )

m

m

f f
x x


  ја наре-

куваме јакобијан на пресликувањето ( )y f x . 

 
12.2. Теорема. Нека ( )y f x  е обратно еднозначно и непрекинато дифе-

ренцијабилно пресликување од отвореното множество G  на отвореното множе-
ство ( )f G , при што инверзното пресликување ( )x g y  е исто така непрекинато 

диференцијабилно. Тогаш  јакобијаните на овие пресликувања се различни од ну-
ла и важат равенствата  

 

1

1

( ) ( ) , ( ( )),

( ) ( ) , ( ( )),

ji

j s

ji

j s

m fg
isy x

j

m gf
isx y

j






 




 



 

 





y x y f x

x y x g y

   (2) 
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1 1

1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ,..., ) ( ,..., )

1m m

m m

g g f f
y y x x

 
   ,     (3) 

 

каде 
1, ако ,

0, ако ,is
i s

i s



  

 е симболот на Кронекер.  

 

Доказ. Равенствата (2) се добиваат со диференцирање на равенствата (1) 
по jx  и iy , соодветно, при што се користи правилото за диференцирање на 

сложена функција.  
 

Понатаму, првото равенство во (2) го запишуваме во матрична форма  
 

1 1

1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ,..., ) ( ,..., )

[ ][ ] [ ]m m

m m

g g f f
isy y x x
 

   , 
 

и како детерминантата на производ на две матрици е еднаква на производот на 
детерминаните на тие матрици, а детерминантата на матрицата [ ]is  ееднаква на 1 

добиваме дека е точно равенството (3). Конечно, од равенството (3) следува дека 
јакобијаните на пресликувањата ( )y f x  и ( )x g y  се различни од нула.  

 
12.3. Лема. Ако ( )y f x  е непрекинато пресликување на отвореното мно-

жество G , тогаш инверзната слика 1( )f U  на секое отворено множество ( )U f G  

е отворено множество.  
 

Доказ. Ако 1( )a f U , тогаш ( )f a U . Понатаму, функцијата ( )f x  е не-

прекината во точката a , па затоа за секој 0   постои 0  , таков што за секој 
x G  кој го задоволува условот || ||  x a  е исполнето неравенството  

 

|| ( ) ( ) ||  f x f a . 
 

Ова тврдење можеме да го формулираме на следниов начин: за секој 0   постои 
0  , таков што  

 

( ( , ) ) ( ( ), )  f U a G U f a ,    (4) 
 

т.е. сликата на пресекот на околината ( , )U a  со множеството G  се содржи во  -

околината на точката ( )f a .  
 

Нека сега   го избереме така што  
 

( ( ), ) U f a U ,      (5) 
 

што е можно бидејќи множеството U  е отворено. За овој   наоѓаме соодветен  . 
Тогаш од (4) и (5) следува  

 

( ( , ) )  f U a G U .     (6) 
 

Понатаму, бидејќи множеството G  е отворено и a G ,   може да се избере 
доволно мало за да ( , ) U a G . Тогаш ( , ) ( , )  U a G U a  и од (6) следува дека 

( ( , )) f U a U , што значи дека 1( , ) ( ) U a f U . Значи, точката a  е внатрешна за 

множеството 1( )f U , па затоа множеството 1( )f U  е отворено.  
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12.4. Теорема. Нека ( )y f x  е непрекинато пресликување на отвореното 

множество G , за кое јакобијанот 1

1

( ,..., )
( ,..., )

0m

m

f f
x x


   на множеството G . Тогаш мно-

жеството ( )f G  е отворено и за секоја точка a G  постои околина ( , ) U a G , на 

која пресликувањето ( )y f x  е биекција, при што инверзното пресликување 

( )x g y  е непрекинато диференцијабилно и важи 1

1

( ,..., )
( ,..., )

0m

m

g g
y y


  .  

 

Доказ. Нека ( )b f a , a G  е произволна точка од ( )f G . Според теорема 

11.1 за доволно мали 1 0   и 1 0   и за секој 1( , )y U b  постои единствено 

решение ( )x g y  на равенката ( )y f x , кое ги задоволува условите  
 

1| ( ) | , 1, 2,...,i ig a i m  y , 
 

( ia  се коордиатите на точката a ). Притоа функцијата ( )x g y  е непрекинато 

диференцијабилна во околината 1( , )U b  (забелешка 11.3).  
 

Оттука следуваат следниве тврдења:  
 

1) 1( , ) ( ) U b f G , што значи дека множеството ( )f G  е отворено.  
 

2) Пресликувањето ( )y f x  ебиекција на множеството 1( ( , )) g U b U .  
 

3) Ако пресликувањето ( )y f x  го разгледуваме на отвореното мно-

жество 1' { | | | }i ix a    G G x , тога од лема 12.3 следува дека 

множеството 1
1 1( ( , )) ( ( , ))  f U b g U b  е отворено.  

 

Но, 1( ( , ))a g U b , па затоа постои околина 1( , ) ( ( , ))c U a g U b . Пресли-

кувањето ( )y f x , разгледувано на оваа околина е биекција, инверзното пресли-

кување ( )x g y  е непрекинато диференцијабилно и согласно теорема 12.2 

неговиот јакобијан е различен од нула.   
 

12.5. Пример. Да го разгледаме пресликувањето на рамнината 2R  во 
себе определено со:  

 

sin , cosx xu e y v e y  . 
 

Ова пресликување не е биекција, бидејќи точките ( , 2 ), 0, 1, 2,...x y k k     се 

пресликуваат воедна иста точка ( sin , cos )x xe y e y . Но, согласно теорема 13.4 ова 

пресликување е биекција во доволно мали околини на точките 2( , )x y R .  

 
12.6. Пример. Нека  
 

( , ), ( , )x f u v y g u v  .    (7) 
 

Определете ги парцијалните изводи од прв ред за инверзните функции ( , )u u x y  

и ( , )v v x y .  
 

Решение. Ги диференцираме равенствата (7) и добиваме  
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,f f g g
u v u v

dx du dv dy du dv   
       ,   (8) 

 

од каде за диференцијалите на инверзните функции наоѓаме  
 

( , ) ( , )
( , ) ( , )

1 1( ), ( )f g f g
u v u v

g f g f
v v u u

du dx dy dv dx dy 
 

   
        . (9) 

 

Сега од равенството (9) за парцијалните изводи од прв ред добиваме  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1 1 1, , ,f g f g f g f g
u v u v u v u v

g f g fu u v v
x v y v x u y u   

   

      
             .  

 

 
 
 
13. ЗАВИСНИ ФУНКЦИИ   
 
13.1. Дефиниција. Нека функциите  
 

1( ,..., ), 1, 2,...,i mf x x i k  
 

се непрекинато диференцијабилни на отвореното множество mG R . Ќе велиме 

дека функцијата ( )kf x  зависи од функциите 1 2 1( ), ( ),..., ( )kf f f x x x  на множест-

вото G , ако постои непрекинато диференцијабилна функција 1 1( ,..., )kF y y   так-

ва што  
 

1 1( ) ( ( ),..., ( ))k kf F f f x x x    (1) 
 

за секој x G .  
 

Системот функции 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x  го нарекуваме зависен на мно-

жеството G , ако една од функциите зависи од останатите. Во спротивно ќе ве-
лиме дека системот функции е независен на множеството G .  

 

Правоаголната матрица  
 

1 1

1

1

1

1

( ,...,
( ,..., )

...

.... ... ..... [ ]

...

m

k

m

k k

m

f f
x x

f f
x x

f f
x x

 
 




 
 

 
 
   
 
  

   (2) 

 

ја нарекуваме матрица на Јакоби.  
 
13.2. Теорема. Нека 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x  е систем функции зависни на 

множеството G . Тогаш рангот на матрицата на Јакоби (2) е помал од k  во секоја 
точка на множеството G .  

 

Доказ. Бидејќи системот функции 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x  е зависен на мно-

жеството G , тогаш барем една од нив, на пример ( )kf x , зависи од останатите на 

множеството G , што значи дека за некоја функција F  е точно равенството G . 
Ако го диференцираме ова равенство добиваме  
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1

1 2 1
1

( ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( ), 1,2,..., .jk

i j i

k ff F
kx y x

j
f f f i m

  
  


 x x x x x  

 

Последното равенство покажува дека за секој x G  k  тата колона на матрицата 
на Јакоби (2) е линеарна комбинација на првите 1k   колона, што значи дека 
тангот на матрицата на Јакоби (2) е помал од k  во секоја точка на множеството 
G .  
 

13.3. Последица. Ако барем во една точка a G  рангот на матрицата на 
Јакоби (2) е еднаков на k , тогаш системот функции 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x  е незави-

сен на множеството G .  
 

Доказ, Нека претпоставиме дека системот функции 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x  

е зависен на множеството G . Тогаш од теорема 13.2 следува дека рангот на 
матрицата на Јакоби во секоја точка x G  е помал од k , што е противречност. 
Конечно, од добиената противречност следува тврдењето.   

 
13.4. Во следната теорема, која ќе ја презентираме без доказ, е дадено 

фундаментално својство на системите зависни функции, кое има широка примена 
во праксата.  

 
Теорема. Нека функциите 1( ,..., ), 1,2,..., , 1j j my f x x j k k m     се не-

прекинато диференцијабилни во околина ( , )rU a  и за секој ( , )rx U a  рабгот на 

матрицата на Јакоби  
 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

... ...

....... ... ........ ....... ... .......

... ...

... ...

k k m

k k k k

k k m

k k k k

k k m

f f f f
x x x x

f f f f
x x x x

f f f f
x x x x



   





   
   

   
   

   
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

е еднаков на 1k  , при што  
 

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ... ( )

............ ... ............ 0

( ) ... ( )

k

k k

k

f f
x x

f f
x x



 



 
 

 
 



a a

a a

.   (3) 

 

Тогаш, во доволно мала околина ( , ) ( , )r U a U a  функцијата ( )kf x  зависи од 

функциите 1 2 1( ), ( ),..., ( )kf f f x x x  (кои се независни во таа околина), т.е. за секој 

( , )x U a  е исполнето равенството (1), каде 1 1( ,..., )kF y y   е непрекинато дифе-

ренцијабилна функција.  
 

13.5. Од претходната теоорема непосредно ја имаме следнава последица.   
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Последица. Нека 1( ,..., ), 1,2,...,j mf x x j k  се непрекинато диференција-

билни функции во колината ( , )rU a  и нека за секој ( , )rx U a  рангот на матрица-

та на Јакоби е еднаков на ,p p k . Тогаш меѓу функциите 1 2( ), ( ),..., ( )kf f fx x x , 

разгледувани во доволно мала околина ( , ) ( , )r U a U a  има p  независни, а секо-

ја од останатите функции зависи во таа околина од овие p  функции.  

 
 
 
14. ЗАМЕНА  НА  ПРОМЕНЛИВИ  

 
14.1. Често пати во различни делови на математичката анализа и во нејзи-

ните примени при изучувањето на некои функции или на определени изрази се 
покажува целисходно да се премине кон нови независно променливи, а понекогаш 
и кон нови функции, кои се поврзани со функциите во разгледуваниот израз. Сите 
овие трансформации се последица на правилата за диференцирање на сложени и 
имплицитни функции. Во нашите разгледувања ќе се задржиме на функции од две 
независно променливи, бидејќи при повеќе променливи се постапува аналогно. Ќе 
разгледаме четири примери во кои имаме само смена на независно променливите.  

 
14.2. Пример. Во равенката  
 

  
  

( ) ( ) 0z z
x y

x y x y 
      

променливите ,x y  да се заменат со нови променливи  

2 21
2

ln( ), arctg y
x

u x y v   . 
 

Од правилото за диференцирање на сложена функција имаме:  
 

2 2 2 2

2 2 2 2

      
      

      
      

,yz z u z v x z z
x u x v x u vx y x y

yz z u z v z x z
y u y v y u vx y x y

      
      

      
      

 

 

   

   
. 

Со замена во дадената равенка, добиваме  
 

z z
u v

 
  .  

 
14.3. Пример. Во равенката  
 

  
  
z z x
x y z

x y 
    

 

променливите ,x y  да се заменат со нови променливи 22 , y
z

u x z v   . 
 

Од правилото за диференцирање на сложена функција имаме:  
 

2

2

    
    

    1
    

(2 2 ) ( ),

( 2 ) ( )

yz z z z z
x u x v xz

yz z z z z
y u y v z yz

z

z

    
    

    
    

   

   
. 
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Оттука наоѓаме  
 

2 2

 1  
2

    
     

1 2 1 2
   

,

z z

z u z z v
x z y z y z y z

z z
u v u vz z

 
   
     

   
   

  ,  

 

и ако замениме во дадената равенка добиваме  
 

2

  
2

  
  

1 2
  

z y z
x

u z v x
z y z z

z
u vz

 
 
 
 



 
 .  

 

Ако во последното равенство замениме  
 

22
2

2 , ,y x u z
z z z

x u z v     , 

по упростувањето добиваме  
2

2
2 

 
,z u zz

v v z u
z u





  .  

 
14.4. Пример. Во изразот  
 

2 2  
  

( ) ( )z z
x y

A  
    

 

променливите ,x y  да се заменат со нови променливи ,u v , ако  
 

2 21
2

, ( )x uv y u v   . 
 

Со диференцирање на z  како сложена функција, го добиваме системот  
 

      
      

      
      

,yz z x z z z
u x u y u x y

yz z x z z z
v x v y v x y

v u

u v

     
      

     
      

   

   
 

од кој наоѓаме  

2 2 2 2

    
2 2      

  
, , 0

z z z z
v u u v

z u v z u v
x yu v u v

u v

   
     
 

 

 
    .  

Според тоа,  
2 2 2 2

2 2 2 2 2

      
( ) ( ) ( ) ( )

2 2      
( )

, 0

z z z z z z
v u u v

u v u v u v
u v u v

A u v

     
     

   

 
    .   

 

14.5. Пример. Трансформирај го изразот 
2 2

2 2
 
 

z z
x y

 
 

  во поларни коорди-

нати r  и  .  
 

Овој израз има посебна ознака :z   
 

2 2

2 2

def
  
  

z z
x y

z  
 

   .    (1) 
 

Симболот   означува дека на функцијата z  се применува операцијата (1), која ја 
нарекуваме оператор на Лаплас.  
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Од формулите, кои ги поврзуваат Декартовите координати со поларните,  
 

cos , sinx r y r       (2) 
со диференцирање на z  како сложена функција, го добиваме системот  

 

   
   

   
   

cos sin ,

sin cos

z z z
r x y

z z z
x y

r r

  
  
  
   

 

 

 

  
 

од кој наоѓаме  
 

sin cos      
      

cos , sinz z z z z z
x r r y r r

      
            .   (3) 

 

Ако ги диференцираме формулите (2) прво по x , а потоа по y  ги добиваме систе-

мите  
  

  

  
  

  
  

  
  

cos sin 1

sin cos 0

cos sin 0

sin cos 1

r
x x

r
x x

r
y y

r
y y

r

r

r

r

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

  

  
  

  


 

со чие решавање добиваме  
 

 sin  cos  
    

cos , sin , ,r r
x y x r y r

      
         .  (4) 

Ако ги диференцираме релациите (3) по x  и y  и ги искористиме релациите (4) 

добиваме 
 

2

2

2 22 2 2

2 2 2 2

2

2

sin sin        
         

2cos sin sin sin 2cos sin2     
     

cos    
    

( cos ) ( cos )

cos ;

( sin )

z z z r z z
r r r x r r xx

z z z z z
r r r rr r r

z z z
r r ry

          
          

         
       

    
   

 





   

    

 

2 22 2 2

2 2 2 2

cos    
     

2cos sin cos cos 2cos sin2     
     

( sin )

sin .

r z z
y r r y

z z z z z
r r r rr r r

    
      

         
       





 

    

 

Со замена на добиените изрази во (1) добиваме  
 

2 2

2 2 2
   1 1
  

z z z
r rr r

z   
  

    .  

 
14.6. Во претходните примери го разгледавме случајот кога се менуваат 

само независно променливите. Овде ќе се задржиме на случајот кога покрај 
независно променливите се менува и функцијата. Нека е даден изразот  

 

  
  

( , , , , ,...)z z
x y

A F x y z  
  ,    (5) 

 

кој ги содржи независно променливите ,x y , функцијата ( , )z z x y  и нејзини пар-

цијални изводи. Независно променливите ,x y  и функцијата ( , )z z x y  треба да се 
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заменат со нови независно променливи ,u v  и нова функција ( , )w w u v . Промен-

ливите , ,u v w  се изразуваат со , ,x y z  со помош на равенствата  
 

( , , ), ( , , ), ( , , ),u x y z v x y z w x y z       (6) 
 

каде функциите ,   и   се доволен број пати диференцијабилни и детерми-

нантата составена од првите парцијални изводи на ,   и   по променливите е 

различна од нула.  
 

За решавање на поставената задача доволно е да се изразат аргументите 

на функцијата F  со помош на   
  

, , , , ,...w w
u v

u v w  
  . За таа цел да ги запишеме дифе-

ренцијалите на функциите (6). Имаме,   
 

     
     

( )z z
x y z x y

du dx dy dx dy       
        ,    (7) 

 

     
     

( )z z
x y z x y

dv dx dy dx dy       
        ,   (8) 

 

       
       

( )w w z z
u v x y z x y

dw du dv dx dy dx dy        
            .  (9) 

 

Ако во равенството (9) замениме за du  и dv  од (7) и (8), соодветно, и ги изед-
начиме коефициентите пред dx  и dy , го добиваме системот  

 

          
          

          
          

( ) ( )

( ) ( )

w z w z z
u x z x v x z x x z x

w z w z z
u y z y v y z y y z y

               
          

               
          

     


    

  (10) 

од каде наоѓаме  
         
           

           

         

,

w ww w
u y v y yz u x v x x z

x w w y w w

u z v z z u z v z z

              
          

                 
         

  

   
    .  (11) 

 

Парцијалните изводи од втор ред се наоѓаат од равенствата, добиени со 
пресметување на првиот диференцијал од веќе пресметаните парцијални изводи 
од прв ред итн.  

 

Аналогно се врши замена на променливите и во случај кога новите про-
менливи се поврзани со старите со равенства од облик  

 

1 2 3( , , , , , ) 0, ( , , , , , ) 0, ( , , , , , ) 0F x y z u v w F x y z u v w F x y z u v w   .  
 

функциите ,f g  и h  се диференцијабилни доволен број пати постапуваме на 

следниов начин. Користејќи ја инваријантноста на првиот диференцијал во равен-
ствата  

      
      

      
      

( ( ))

      ( ( ))

f f fz w w
x u v w u v

g g gz w w
y u v w u v

dz du dv du dv

du dv du dv

    
     

    
     

   

   
 

     
     

( )h h h w w
u v w u v

du dv du dv    
         

 

ги срамнуваме коефициентите пред du  и dv  со што го добиваме системот  
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( ) ( )

( ) ( )

f f g gz w z w h h w
x u w u y u w u u w u

f f g gz w z w h h w
x v w v y v w v v w v

         
          

         
          

     

     


 (12) 

 

од каде ги наоѓаме z
x


  и z

y

  како функции од w

u

  и w

v

  итн.  

 
14.7. Пример. Премини кон нови променливи ,u  v  и функција ( , )w w u v  

во равенката  
  
  

( )z z
x y

y x y x z 
    , 

ако  
2 2 1 1,

x y
u x y v     и ln ( )w z x y   . 

 

Ако ги искористиме формулите (11) добиваме  
 

22

 1   1  2 12 1
      

 1  1
, .

w ww w yx
u vyu vz x z

x y

z z

  
   

 

  

 
     

 

Според тоа, дадената равенка можеме да ја запишеме во видот   
 

2 2
    
    

2 2 ( ) ,yzw w w xz w
u v u vx y

xyz yz xyz xz y x z   
           

 

од што добиваме  
 

0w
v


  .   

 
14.8. Пример. Премини кон нови променливи ,u  v  и функција ( , )w w u v  

во равенката  
 

2 2 2   
   

( ) ( )z z z z
x y x y

x y z   
     ,  

ако  

,w wx ue y ve   и  ww we . 
 

За да ги определиме z
x


  и z

y

  како функции од w

u

  и w

v

  ќе го запи-

шеме системот (12), при што ќе скратиме со we . Имаме,  
 

    
    

    
    

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

z w z w w
x u y u u

z w z w w
x v y v v

u v w

u v w

    
    
    
    

    


   

 

од што наоѓаме  
  

(1 ) (1 )
    
          

1 1
       

,

w w
w w

z u z v
x w w w w y w w w w

u v uv u v uv
u v u v u v u v

 
   
         

       

 

     
  .  

 

Сега, во новите променливи ,u v  и функција ( , )w w u v  дадената равенка 

има вид   
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2 2 2 2 2

2 2

    
( (1 ) ) ( (1 ) ) (1 )

    
        

(1 ) (1 )
        

w w ww w w w
ue w ve w w e w

u v u v
w w w w w w w w

u v uv u v uv
u v u v u v u v

   
   

       
       

   

     
  

 

од што добиваме  
 

2 2 2   
   

( ) ( )w w w w
u v u v

u v w   
     .  

 
 
 

15. УСЛОВНИ ЕКСТРЕМИ  
 
15.1. Дефиниција. Нека функциите  
 

1 1( ,..., ), ( ,..., ), 1, 2,...,m j mf x x g x x j k ,  
 

се непрекинато диференцијабилни на отвореното множесво mG R  и нека 

m k  и рангот на матрицата на Јакоби 1

1

( ,..., )
( ,..., )

[ ]k

m

g g
x x


  е еднаков на m  за секој x G . 

Со X  да го означиме множеството точки x G  такви што  
 

1( ,..., ) 0, 1, 2,...,j mg x x j k     (1) 
 

Равенките (1) ги нарекуваме равенки на врски.  
 

Точката a X  ја нарекуваме точка на условен максимум (минимум) на 
функцијата ( )f x  при исполнување на условите на врски (1) ако постои околина 

( , ) U a G  таква што  

( ) ( ), ( ( ) ( ))f f f f x a x a    (2) 

за секој ( , ) x U a X , соодветно.  
 

Ако функцијата ( )f x  во точката a  има условен максимум или условен 

минимум, тогаш ќе велиме дека ( )f x  во a  има условен екстрем. 

 
15.2. Пример. Ќе ја определиме точката на условен екстрем на функци-

јата 2 2( , )f x y x y   при исполнување на равенката на врски 1 0x y   ).  
 

Од равенката на врски наоѓаме  
 

1y x   

и со замена во функцијата добиваме  
2( ,1 ) 2 2 1f x x x x    . 

Понатаму 
( ,1 ) 4 2df x x
dx

x   .  

Според тоа, ако  
( ,1 ) 0df x x
dx
  , 

тогаш 1
2

x  . Од равенката на врски 1y x   при 1
2

x   наоѓаме 1
2

y   и како  
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2

2

( ,1 ) 4 0d f x x

d x

   , 
 

добиваме дека точката 1 1
2 2

( , )  е точка на минимум на функцијата ( ,1 )f x x , т.е. 

точка на условен минимум на функцијата ( , )f x y  кога е исполнета равенката на 

врски 1 0x y   . Од претходните разгледувања следува дека функцијата ( , )f x y  

нема други точки на условен екстрем при дадената равенка на врски.  
 
15.3. Методот применет при решавањето на претходниот пример можеме 

да го примениме и во општ случај за изучување на условните екстреми.  
 

Нека функциите , , 1,2,...,jf g j k  се неприканато диференцијабилни во 

некоја околина на точката a  и нека рангот на матрицата на Јакоби 1

1

( ,..., )
( ,..., )

[ ]k

m

g g
x x


  е 

еднаков на k , што значи k m . Последнто значи дека матрицата на Јакоби содржи 
минор од k  ти ред кој е различен од нула. Без ограничување на општоста можеме 

да земеме дека 1

1

( ,..., )
( ,..., )

( ) 0k

k

g g
x x


 a  и m k . Тогаш согласно теорема за имплицитни 

функции, системот равенки (1) во некоја околина на точката 1( ,..., )ma aa  во 

просторот mR  на променливите 1,..., mx x  определува k  функции  
 

1 1 1

1

( ,..., ),

................................

( ,..., )

k m

k k k m

x h x x

x h x x








    (3) 

 

во некоја околина на точката 1* ( ,..., )k ma aa  во просторот m kR  на променли-

вите 1,...,k mx x . Јасно, функциите 1 2, ,..., kh h h  се непрекинато диференцијабилни 

и притоа важи  
 

1 1 1 1( ( ,..., ),..., ( ,..., ), ,..., ) 0, 1, 2,...,j k m k k m k mg h x x h x x x x j k     . (4) 
 

Ако од (3) во функцијата 1 1( ,..., , ,..., )k k mf x x x x  ги замениме променливите 

1,..., kx x  ја добиваме сложената функција  
 

1 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., ), ,..., )k m k m k k m k mF x x f h x x h x x x x    , (5) 
 

која е непрекинато диференцијабилна и е определена во некоја околина на точката 

*a  во просторот m kR . Притоа, за произволна точка *x  од оваа околина точката 

1 1( ( *),..., ( *), ,..., )k k mh h x xx x  ги задоволува равенките за врски (1).  
 

Конечно, условите (1) и (3) се еквивалентни, па затоа a  е точка на 
условен екстрем за функцијата f  ако и само ако *a  е точка на обичен екстрем за 

функцијата F .  
 

Ја диференцираме функцијата (5) и добиваме дека во точката a  важи  
 

1
0, 1,...,l

i l i i

k hf fF
x x x x

l
i k m

 
   


        (6) 
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Понатаму, ги диференцираме равенствата (4) и добиваме  
 

1
0, 1,2,..., ; 1,...,j jl

l i i

k g gh
x x x

l
j k i k m

 
  


     .   (7) 

 

Според тоа, во точката a  треба да се исполнети условите (6), (7) и (1).  
 

15.4. Коментар. Тешкотиите кои се јавуваат при практичното користење 
на методот на сведување на задачата за наоѓање на точките на условен екстрем на 
задача за наоѓање на точки на обичен екстрем се пред се во тоа што решението на 
системот равенки (1) најчесто не се изразува со елементарни функции, дури и во 
многу едноставни случаи. Затоа, во следните разгледувања ќе разгледаме метод за 
наоѓање на точките на условни екстреми, кој е значително поедноставен за при-
мена.  

 
15.5. Теорема. За да точката a  биде точка на условен екстрем на функци-

јата ( )f x  при равенки на врски (1) потребно е да се исполнети следниве услови:  
 

1
( ( ) ( )) 0, 1,2,...,

i

k

j jx
j

f g i m



   x ax x   (8) 

( ) 0, 1, 2,...,jg j k a      (9) 
 

Доказ. Според дефиниијата на условен екстрем координатите на точката 
a  мора да ги задоволуваат ословите (1), па затоа условот (9) е потребен. Ќе 
докажеме дека во точката a  е потребно да биде исполнет условот (8). Навистина, 
во точката a  се исполнети условите (6) и (7), што значи дека секоја од последните 
m k  колони на матрицата  

 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1

( ) ... ( ) ( ) ... ( )

( ) ... ( ) ( ) ... ( )

.......... ... ........... ............ ... ..........

( ) ... ( ) ( ) ... ( )

k k m

k k m

k k k k

k k m

f f f f
x x x x

g g g g
x x x x

g g g g
x x x x





 

   
   

   
   

   
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a a a a

a a a a

a a a a

  (10) 

 

е линеарна комбинација на првите k  колони, кои се линеарно независни бидејќи 
1

1

( ,..., )
( ,..., )

( ) 0k

k

g g
x x


 a . Според тоа, рангот на матрицата (10) е еднаков на k .  Затоа 

првата редица на матрицата (10) е линеарна комбинација на последните m  редици, 
т.е.  

1
( ) ( )) 0, 1, 2,...,j

i i

k gf
jx x

j
i m


 


   a a  

каде j  се некои константи, т.е. исполнет е условот (8).  

 
15.6. Дефиниција. Точките во кои се исполнети условите (8) и (9) ги 

нарекуваме стационарни точки на функцијата ( )f x  при равенки на врски (1).  
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15.7. Да ја разгледаме функцијата  
 

1
( ) ( ) ( )

k

j j
j

G f g


  x x x . 

Тогаш условите (8) можеме да ги запишеме во видот  
 

( ) 0, 1,2,...,
i

G
x

i m
  a . 

 

Според тоа, стационарните точки на функцијата ( )f x  при равенки на врски (1) ги 

наоѓаме од следниов систем равенки  
 

( ) 0, 1, 2,..., ,

( ) 0, 1, 2,..., .
i

G
x

j

i m

g j k


  

 

x

x
    (11) 

 

Во случајов непознати се m -те координати 1 2, ,..., mx x x  и k  те коснтанти 1,...,  

k . Функцијата ( )G x  ја нарекуваме функција на Лагранж, а методот за наоѓање 

точките на условни екстреми, базиран на теорема 15.5 го нарекуваме метод на 
множители на Лагранж.  

 

На крајот од овој дел ќе ги формулираме доволните услови за постоење на 
условни екстреми. Нека претпоставиме дека функциите ( )f x  и ( ), 1,...,jg j kx  

се двапати непрекинато диференцијабилни на множеството G  и нека a  е стацио-
нарна точка на функцијата ( )f x  при равенки на врски (1). Ако ги диференцираме 

равенките на врски (1), добиваме дека во точката a  се исполнети условите  
 

1
( ) 0, 1, 2,...,j

i

m g
ix

j
dx j k





  a .    (12) 

 

Но, 1

1

( ,..., )
( ,..., )

( ) 0k

k

g g
x x


 a , па затоа системот равенки (12) можеме да го решиме по 

диференцијалите 1 2, ,..., kdx dx dx :  
 

1
, 1, 2,...,

n

j js s
s k

dx b dx j k
 

  , 

 

каде jsb  се некои константи. Ги заменуваме најдените изрази во вториот диферен-

цијал на функцијата на Лагранж, пресметан во точката a  и добиваме квадратна 
форма во однос на променливите 1 2, ,...,k k mdx dx dx  :  

 

2

, 1
( )

m

sl s l
s l k

d G a dx dx
 

 a .    (13) 

 

каде sla  се некои константи. Може да се докаже следнава теорема:  

 
Теорема. Ако квадратната форма (13) е позитивно (негативно) определе-

на, тогаш точката a  е точка на условен минимум (максимум) на функцијата ( )f x  

при равенки на врски (1).   
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15.8. Пример. Најдете ги точките на условен екстрем на функцијата 
( , )f x y xy  со равенка на врски 0x y  .  

 

Решение. Во случајов функцијата на Лагранж има вид  
 

( , ) ( )G x y xy x y   . 
 

Но, тогаш системот равенки (11) има вид  
 

0, 0, ( , ) 0G G
x y

y x g x y x y  
          . 

 

Решение на последниот систем е 0x y    , па затоа единствена стационарна 

точка е (0,0,0).  
 

Условот (12) во дадениот случај има вид 0dy dx  , т.е. dx dy . Го пре-

сметуваме вториот диференцијал на функцијата на Лагранж во точката (0,0):  
 

2 (0,0) 2d G dxdy  

и како dx dy  добиваме  
2 2(0,0) 2 0d G dx  , 

 

што значи дека во точката (0,0) имаме строг условен минимум.  
 

15.9. Пример. Најдете ги точките на условен екстрем на функцијата 
2 3u xy z , ако 2 3 , ( 0, 0, 0, 0)x y z a x y z a       . 

 

Решение. Ја составуваме функција на Лагранж за помошната функција 
lnv u :  

( , , ) ln 2 ln 3ln ( 2 3 )G x y z x y z x y z a       . 
 

Но, тогаш системот равенки (11) има вид  
 

31 20, 2 0, 3 0, ( , , ) 2 3G G G
x x y y z z

g x y z x y z a    
               . 

Решение на последниот систем е 6
6

,a
a

x y z      , па затоа единствена 

стационарна точка е 6
6 6 6

( , , , )a a a
a

 . Бидејќи вторитот диференцијал  

22 2

2 2 2
2 dydx dz

x y z
d G      

во стационарната точка го исполнува условот  
 

2
2 2 2 26 36

6 6 6
( , , , ) ( ) 0a a a

a a
d G dx dy dz      , 

заклучуваме дека функцијата v , што значи и функцијата u  во дадената точка има 

условен максимум 6
max 6 6 6 6

( , , ) ( )a a a au  , (зошто?).  

 
15.10. Пример. Најдете ги точките на условен екстрем на функцијата 

,u xy yz   ако 2 2 2, 2, ( 0, 0, 0)x y y z x y z       .  
 

Решение. Ја составуваме функција на Лагранж  
 

2 2( , , ) ( 2) ( 2)G x y z xy yz x y y z         , 
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и го добиваме системот  
 

2 22 0, 2 0, 0, 2, 2G G G
x y z

y x x z y y x y y z     
                 , 

чие решение е 1
2

1, , 1x y z         .  

Го наоѓаме вториот диференцијал  
 

2 2 22 ( ) 2 2d G dx dy dxdy dydz    , 
 

заменуваме 1
2

     и добиваме  

2 2 2 2 2d G dx dy dxdy dydz     . 
 

Од равенките на врски наоѓаме dy dx dz    , па затоа  
 

2 2 2 23 2 0d G dx dy dz     . 
 

Значи, во точката (1,1,1) функцијата има условен максимум max (1,1,1) 2u  .  

 
15.11. Пример. Најдете ја најмалата и најголемата вредност на функци-

јата 2 2 12 16z x y x y    , ако 2 2 25x y  .  
 

Решение. Функцијата ( , )z x y  е непрекината на затворено и ограничено 

множество 2 2{( , ) | 25}x y x y  X , па од теоремата на Ваерштрас (теорема XIX 

7.3) следува дека таа на ова множество ги достигнува своите максимум и мини-
мум. Очигледно max  и min е еднакви на најмалата и најголемата вредност на 
вредностите на функцијатаво точките од моѓните екстреми на множеството 

0 2 2{( , ) | 25}x y x y  X  или во точките на можните условни екстреми ако 
2 2 25x y  .  

 

Понатаму, бидејќи системот 2 12 0, 2 16z z
x y

x y 
       нема решение 

кое припаѓа на множеството 0X , заклучуваме дека maxz  и minz  се достигнуваат 

на кружницата 2 2 25x y  .  
 

Ја формираме функцијата на Лагранж  
 

2 2 2 2( , ) 12 16 (25 )G x y x y x y x y        
 

и го добиваме системот  
 

2 22 12 2 0, 2 16 2 0, 25G G
x y

x x y y x y  
            

чии решенија се точките 1(3, 4)m  и 2 ( 3,4)m . Пресметувајќи ги вредностите на 

функцијата ( , )z x y  во овие точки 1( ) 75(3, 4)z   m  и 2( ) 125z m , заклучуваме 

дека max 125z  и min 75z   .  
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ЗАДАЧИ   
 

1. За функцијата 2 2 2( , ) ,  ( , )f x y x y x y  R , точката 0 0( , ) (2,1)x y   и праве-

цот (1,1)a  пресметајте '
0 0( , )f x ya .  

 

2. Нека 2 2 2( , ) | |,  ( , )f x y x y x y  R  и 0 0( , ) (0,0)x y  . Најдете ги сите прав-

ци a  за кои '
0 0( , )f x ya  постои и пресметајте ја неговата вредност.  

 

3. Најдете го изводот на функцијата 2 2( , , )f x y z x x y y z    во правецот на 

векторот (1,3,3)w  во точката (1,1,1)M .  
 

4. Најдете го изводот на функцијата 
22

2 21 ( )yx
a b

z     во точката 
2 2

( , )a b  по 

правецот на внатрешата нормала на кривата 
22

2 2 1yx
a b
  .  

 

5. Нека ( , , )u f x y z  е двапати диференцијабилна функција и  

1 1 1 1(cos ,cos ,cos )  l , 2 2 2 2(cos ,cos ,cos )  l  и 3 3 3 3(cos ,cos ,cos )  l  

се три заемно нормални правци. Докажете дека  

а) 
1 2 3

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u u u u u
x y z

     
         
l l l

,  

б) 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 3

u u u u u u
x y z

     
     

    
l l l

 
 

6. а) Најдете го изводот на функцијата ln( )z x y   во точката (1, 2)M , која 

припаѓа на параболата 2 4y x , во правецот на тангентата на параболата.  

б) Најдете го изводот на функцијата arctg y
x

z   во точката 31
2 2

( , )M , која 

припаѓа на кружницата 2 2 2 0x y x   , во правецот на тангентата на круж-

ницата.  
 

7. Докажете, дека изводот на функцијата 
2y
x

z   во секоја точка од елипсата 

2 22 1x y   по правецот на нормалата во таа точка е еднаков на нула.  
 

8. Докажете, дека изводот на функцијата 
2 22

2 2 2

y yx
a b c

u     во секоја точка 

( , , )M x y z  во правецот од точката M  кон координатниот почеток е еднаков 

на 2u
r

  каде 2 2 2r x y z   .  
 

9. Нека (0, ) , ( , ) ( ),y
x

f y by f x y x g    за 0x   и :g R R . Проверете, дека во 

координатниот почеток функцијата f  има извод по секој правец. Најдете ги 

сите диференцијабилни во точката (0,0)  функции од овој вид.  
 

10. Пресметајте ги парцијалните изводи од прв ред за функциите:   
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а) 
3 3

2 2

x y

x y
z 


 ,  б) 

2 2

2 2
ln

x y x

x y x
z

 

 
 ,                в) 2 2ln( )z x x y   , 

г) arctg x y
x y

z 
 ,  д) 

2 2

2 2
arcsin

x y

x y
z




 ,   ѓ) sin cos yx

y x
z  ,  

е) xyz x ,   ж) (1 )yz xy  ,    з) arctg yz x ,  

ѕ) arctg(arctg )y
x

z  ,  и) 
2 2

2 2

12 2

1
( )

x y

x y
z x y

 

 
  , ј) 

1

1

xy

xy
z




 .  

 

11. Пресметајте ја вредноста на изразот z z
x y

x y 
   ако  

а) 2 2
x

x y
z


 , и    б) 2 2lnz x y  .  

 

12. За функцијата 
2 2 2

1

x y z
u

 
  пресметајте ја вредноста на изразот  

2 2 2( ) ( ) ( )u u u
x y z

  
    . 

 

13. Докажете, дека функцијата 
2 2

( , ) ,xy

x y
f x y


  ако 2 2 0x y   и (0,0) 0f  , во 

околина на точката (0,0)  е непрекината и има ограничени парцијални изводи 
' ( , )xf x y  и ' ( , )yf x y , меѓутоа не е диференцијабилна во оваа точка.  

 

14. Докажете, дека функцијата 2 2
2 2 1( , ) ( )sin ,

x y
f x y x y


   ако 2 2 0x y   и 

(0,0) 0f  , има во околина на точката (0,0)  парцијални изводи ' ( , )xf x y  и 
' ( , )yf x y , кои се прекинати во оваа точка и неограничени во секоја нејзина 

околина, но оваа функција е диференцијабилна во точката (0,0) .   
 

15. Нека 
2

( , ) x
y

f x y  , ако 0y   и ( ,0) 0f x  . Најдете '(0,0)f . Докажете дека 

функцијата f  не е непрекината во точката (0,0) .  
 

16. Дали во функцијата 3 33( , )f x y x y   е диференцијабилна во точката (0,0) ? 
 

17. Нека функцијата ( , )f x y  е определена во некоја околина U  на точката ( , )a b , 
'
yf  постои и е ограничен на U  и функцијата ( , )x f x b  е непрекината во 

точката a . Докажете дека функцијата ( , )f x y  е непрекината во точката ( , )a b .  
 

18. Нека функцијата ( , )f x y  е определена во 2R , има први парцијални изводи и 

( , ) ( , ),af tx ty t f x y  за 0t  , 0a  . Докажете, дека ' '
x yxf yf af  .  

 

19. Дали постои '' (0,0),xyf  ако 2 2

2( , ) ,xy

x y
f x y


  за 2 2 0x y   и (0,0) 0f  ?  
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20. За функцијата 2 2( , ) ln( ) ,f x y xy x y    ако 2 20 1x y    и 0,0) 0f   

докажете, дека ' ' '' '', , ,x y xx yyf f f f  се непрекинати, а '' (0,0)xyf  не постои.  
 

21. Ако , , :f g  R R  и постојат '', '', 'f g  , докажете дека функцијата  

а) 2 2( )z x y     б) 2 2( )y
x

z x x y      

в) 2 2( )z y x y   ;    г) 2( )ya

x
z x    

д) ( ) ( )z f x at g x at       ѓ) ( ) ( )z xf xy yg xy   

е) ( ) ( )y y
x x

z xf g     ж) ( ) ( )y
x

z f xy g   

з) ( ) ( )y ya a
x x

z x f y g    ѕ) ( ) '( )z f x yf x   

и) ( ) ( )z f bx ay g bx ay       ј) ( ) ( )z f x ky g x py      

к) ( ) ( ) ( ) '( )z x f y x y f y     

во областа на определеност соодветно го задоволува равенството  

а) ' '
x xyz xz      б) ' ' 2 2

x yxz yz z x y      

в) 2 ' '
x yy z xyz xz      г) ' '2x yxz yz az   

д) '' 2 ''
tt xxz a z     ѓ) '' '' ''2 0xx xy yyz z z    

е) 2 '' '' 2 ''2 0xx xy yyx z xyz y z      ж) 2 '' 2 '' ' ' 0xx yy x yx z y z xz yz     

з) 2 '' '' 2 '' ' ' 22xx xy yy x yx z xyz y z xz yz a z      ѕ) ' ' ''
x y xyz z yz   

и) 2 '' ' 2 2 '' ' 2( ) ( )xx x yy ya z z z a z z z       ј) '' '' ''( ) 0xx xy yykpz k p z z     

к) '' '( ) xy yx y z z  .  
 

22. Составете примери, слични на дадените во задача 21, за функциите  
а) ( )z f x y  ,    б) ( ( ))z f y g x  ,     

в) ( ) ( )z f x y g xy       г) ( )z x f xy  ,  

д) ( ) ( )z f x g y ,    е) ( )a bz f x y  , 

ж) ( )z f xy ,    з) ( ( ) ( ))z f g x h y   

ѕ) 2 2( ) ( )z f x y g x y    . 
 

23. Нека 2:f R R  и f  има напрекинати парцијални изводи од прв ред.  

a) Докажете, дека ако ' '
x yyf xf , тогаш f  зависи само од 2 2x y  и дадено-

то неравенство всушност е равенство.   

b) Докажете, дека ако ' ' 0x yf yf xf   , тогаш 0f  .  
 

24. Докажете, дека ако 2:f R R , f  има напрекинати парцијални изводи од 

прв ред, ' '(0,0) 0, | ( , ) | 2 | |, | ( , ) | 2 | |x yf f x y x y f x y x y     , тогаш  
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2| ( , ) | ( )f x y x y  . 
 

25. За функцијата  

1 , 1
( ) ,  ( ) ;  { , }

m m

i i ij i j i ij
i i j

f a x g a x x a a
 

   x x R ,  1( ,..., ) m
mx x x R  

најдете ги изводите 'f  и 'g .  
 

26. За функцијата  

0
1 , 1

( )
m m

i i ij i j
i i j

f c c x c x x
 

   x , 1 0( ,..., ) ,  { , , }m
m i ijx x c c c  x R R , 

најдете '( ), ''( )f fx x .  
 

27. Докажете дека:  
а) grad( ) gradcf c f  ,    б) grad( ) grad gradf g f g    

в) grad( ) grad gradfg g f f g  ,   г) 2

grad gradgrad( )f g f f g
g g

 ,  

ако претпоставиме дека изводите на десните страни постојат.  
 

28. Најдете го градиентот на функцијата  

а) 2 2z x y   во точката (3, 2) , б) 2 24z x y    во точката (2,1) , и  

в) arctg y
x

z   во точката (2,1) .  
 

29. Најдете го аголот меѓу градиентите на функцијата arcsin x
x y

z   во точките 

(1,1)  и (3, 4) .  
 

30. Дадени се функциите 2 2z x y   и 3 3z x y xy   . Најдете го аголот ме-

ѓу градиентите на овие функции во точката (3, 4) .  
 

31. Определете ја онаа точка во која градиентот на функцијата 1ln( )
y

z x   е 

16
9

(1, )z   .  
 

32. Определете ги точките во кои должината на градиентот на функцијата 
2 2 3( )z x y   е еднаква на 2.  

 

33. Најдете го изводот на функцијата u xyz  во точката (1,1,1)M  по правецот 

(cos ,cos ,cos )  l . Колкава е нормата на градиентот на функцијата во таа 

точка?  
 

34. Нека K  е конвексно, а U  е отворено множество во nR , K U  и f  има не-

прекинати парцијални изводи од прв ред на U . Докажете, дека ако во K  
функцијата f  прима за x a  најмала вредност, тогаш (grad ( ), ) 0,f  a x a  за 

секој Kx . 
 

35. Најдете ги линеарните функции : mL R R  такви што ( ) (|| ||),  L o x x x o .  
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36. Нека 2( , ) | |,  ( , )f x y xy x y R . Докажете дека 2( )f C R . Најдете ги изво-

дите ' '(0,0),  (0,0)x yf f . Докажете, дека функцијата f  не е диференцијабилна 

во точката (0,0) .  
 

37. Нека 3 23 3( , ) ( ) ,  ( , )f x y x y x y  R . Докажете дека  

а) 2( )f C R ,     б) постојат '
1 (0,0)f  и '

2 (0,0)f ,  

в) f  не е диференцијалбилна во точката (0,0) .  
 

38. Нека  

2 / 2

1
( ) ( )

m

i
i

f x 


 x , 1( ,..., ) ,  0m

mx x   x R . 

За кои вредности на   функцијата f  е диференцијабилна во точката 

(0,...,0)o .  
 

39. Нека (0,0) 0f   и 
3

2 2( , ) x
x y

f x y


  за 2( , ) \{(0,0)}x y R . Докажете дека:  

a) функцијата f  е непрекината на mR ,  

b) во секоја точка 2( , )x y R  функцијата f  има извод по секој правец и       

c) f   не е диференцијабилна на 2R .  
 

40. Нека ( ) || ||,  mf  x x x R . Докажете, дека за секој ma R  не постои ' ( )fa o . 

Докажете дека функцијата f  не е диференцијабилна во точката x o  и дека 

|| ||
'( )f  x

x
x , за x o .  

 

41. Нека A  е симетрична матрица од ред m m , ma R  и ( ) t tf A x x x a x , за 

секој mx R . Докажете дека '( ) 2f A x x a , за секој mx R .  
 

42. Пресметајте ''( )f x  за функцијата  

а) ( ) || ||,  f  x x x o ,   б) 2( ) ( )tf x a x , ma R .  
 

43. Нека { |  || || 1}mB   x R x  и нека претпоставиме дека функцијата ( )f BC  

е диференцијабилна во внатрешните точки на B  и ( ) 0f x  за секоја точка x  

таква што || || 1x . Докажете дека постои 0x , 0|| || 1x  таков што 0'( )f x o .  
 

44. Нека функцијата : ( ; )f r U u R  ги задоволува условите:  

а) f  е диференцијалбилна во точката z , за секој ( ; )B rz u ,  

б) постои cR  таков што за секој ( ; )rz U u  важи || grad ( ) ||f cz .  

Докажете, дека за секои ', '' ( ; )rz z U u  важи | ( ') ( '') | || ' '' ||f f c  z z z z .  
 

45. Нека функцијата : ( ; )f r U u R  ги задоволува условите:  

а) f  е диференцијалбилна во точката z , за секој ( ; )B rz u ,  
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б) ( ) 0
k

f
x


 z , за секој ( ; )rz U u  и за секој 1, 2,...,k m .  

Докажете, дека постои cR  таков што ( )f cz , за секој ( ; )rz U u .  
 

46. На елипсоидот 2 2 23 1x y z    повлечете тангентна рамнина паралелна на 

рамнината 2 4 0x y z   .  
 

47. Најдете ја онаа тангентна рамнина на елипсоидот 
22 2

2 2 2 1yx z
a b c
   , која на 

позитивните координатни полуоски отсекува отсечки со еднаква должина.  
 

48. Докажете, дека сите тангентни рамнини на површината ( )y
x

z xf  се сечат во 

една точка.  
 

49. Докажете, дека тангентната рамнина на површината 3xyz a  во секоја неј-

зина точка со координатните рамнини формира тетраедар со константен волу-
мен.  

 

50. Докажете, дека тангентните рамнини на површината x y z a   , 

0,a   отсекуваат на координатните оски отсечки чиј збир е константен.  
 

51. За површината z xy  напишете ја равенката на онаа тангентна рамнина, која 

е нормална на правата 22 1
2 2 1

yx z 
  .  

 

52. Докажете, дека сите нормали на ротационата површина 2 2( )z f x y  , ( f  

е диференцијабилна функција), ја сечат оската на ротација.  
 

53. На површината 2 2 3 0x y z    повлечете ја тангентната рамнина, која што 

минува низ точката (0,0, 1)A   и е паралелна со правата 
2 1 2

yx z  .  
 

54. Докажете, дека површините 2 ln 4 0x y z     и 2 8 5 0x xy x z      се 

допираат една со друга, т.е. имаат заедничка тангентна рамнина, во точката 

0(2, 3, )A z .  
 

55. Докажете дека нормалата на елипсоидот 
22 2

9 25 9
1yx z    во секоја негова 

точка ( , , )P x y z  формира еднакви агли со правите PA  и PB , ако (0, 4,0)A   и 

(0,4,0)B .  
 

56. Нека функцијата f  е дефинирана на отворено множество nU  R  и е локал-

но хомогена со степен pR , т.е. за секоја точка Ux  важи ( ) ( )pf t t fx x , 

кога t  лежи во доволно мала околина на единицата. Докажете дека  
1) Ако f  има непрекинати први парцијални изводи на U , тогаш е исполне-

то Ојлеровото равенство  
1

( )
i

n f
i x

i
x pf




 x .  
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2) Ако f  има непрекинати први парцијални изводи на U , тогаш тие се 

локално хомогени со степен 1p  .  

3) Ако f  има непрекинати втори парцијални изводи на U , тогаш  

2

1
( ) ( ) ( 1) ( )

i

n

i x
i

x f p p f



  x x .  

4) Ако f  има непрекинати парцијални изводи од n  ти ред на U , тогаш  

1
( ) ( ) ( 1)...( 1) ( )

i

n
n

i x
i

x f p p p n f



    x x .  

5) Обратно, ако g  има непрекинати први парцијални изводи на U  и за 

некој pR  важи Ојлеровото равенство секаде на U , тогаш g  е локално 

хомогена во U  со степен p .  
 

57. Докажете, дека ако 2:f R R , f  има непрекинати парцијални изводи од 

втор ред и df Pdx Qdy  , тогаш ' '
y xP Q .  

 

58. Нека функциите P  и Q  се дефинирани во 2R  и не се анулираат на 2R . До-

кажете, дека ако функцијата F  дефинирана на 2R  има непрекинати парци-

јални изводи од прв ред и ако dydx
P Q

dF   , тогаш при секој избор на дифе-

ренцијабилна функција : ,g R R ако ставиме ( , ) ( ( , ))u x y g F x y  ќе важи 
' ' 0x yPu Qu  .  

 

59. Докажете дека обликот на диференцијалот од произволен ред на функцијата 
( , , )f u v w  се запазува при замена на аргументите , ,u v w  со линеарни функции  

1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,u a x a y a z v b x b y b z w c x c y c z         . 
 

60. Определете ги тоталните диференцијали од прв и втор ред за функциите  

a)  2 2( )z f x y      

b) ( , ),z f u v  каде  , x
y

u xu v   

c) ( , )z f u v  каде ,u x y v x y     
 

61. Најдете nd u  ако  
a) ( )u f ax by cz        

b) ( , , )u f ax by cz  

c) ( , , ),u f x y z  каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,x a r a s a t y b r b s b t z c r c s c t         .  
 

62. Интегрирајте ги следните диференцијали, т.е. најдете ги сите функции f , за 

кои:  

a) 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

(3 )( ) (3 )( ) , 0, 0x y x y y x x y

x y y x
df dx dy x y       .  

b) 2 2

xdy ydx

x y
df 


 , во  2 \{(0,0)}R  
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c) 2 2( )ydf xy dx x y e dy   , во 2R         

d) 2 2( ) ( )df x y dx x y dy    , во 2R  
 

63. Докажете, дека ако функцијата ( , )z z x y  ја задоволува равенката на Лаплас 
2 2

2 2 0z z
x y

 
 

  , тогаш и функцијата 2 2 2 2( , )yx
x y x y

u z
 

  ја задоволува оваа 

равенка.  
 

64. Нека ( )u f r , каде 2 2 2r x y z    и f  е двапати диференцијабилна 

функција. Докажете, дека ( )u F r  , каде 
2 2 2

2 2 2
u u u

x y z
u   

  
     е операторот 

на Лаплас, и најдете ја функцијата F .  
 

65. Нека 2 2 2, ,x vw y uw z uv    и ( , , ) ( , , )f x y z F u v w . Докажете, дека  
' ' ' ' ' '
x y z u v wxf yf zf uF vF wF     . 

 

66. Нека ( , )z z x y  е диференцијабилна функција и при 2y x  важи 2( , ) 1z x x   

и z
x

x
  . Определете z

y

  при 2y x .  

67. Нека функцијата ( , )z z x y  го задоволува равенството 
2 2

2 2 0z z
x y

 
 

   и нека 

' 2( , 2 ) , ( , 2 )xz x x x z x x x  . Пресметајте '' '' ''( , 2 ), ( , 2 ), ( , 2 ).xx xy yyz x x z x x z x x  
 

68. Пресметајте dz  и 2d z  за функциите  

а) arctg y
z x

z x   ,  б) ( , ) 0F x z y z   ,  в) ( , ) 0yx
z z

F  .   
 

69. За функцијата 2 2 2( , ) 0F x y z x y z      пресметајте 
2z

x y

  .  

 

70. Најдете ги du , dv , 2d u , 2d v , ако 
2 2

cos , sin
u u
x x yv x v

y y
e e  , а потоа пре-

сметајте ги нивните вредности за 
4

1, 1, 0,x y u v     .  
 

71. Во која област на рамнината Oxy  системот равенки 2 2, ,x u v y u v     
3 3z u v  , каде ,u vR  ја дефинира z  како функција од x  и y . Најдете ги 

'
xz  и '

yz .  
 

72. Системот равенки 
1

2 1, 2u v u v u
v

xe uv ye x 
     определува диференција-

билни функции ( , )u u x y  и ( , )v v x y  такви, што (1,2) 0u   и (1,2) 0v  . 

Најдете ги (1,2) 0du   и (1,2) 0dv  .  
 

73. Нека K  е квадратот 0 , 1x y   и нека функцијата f  има непрекинати пар-

цијални изводи од прв ред на K . Докажете, дека ако  

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 0f f f f     и  ' '| | | | 1x yf f  , 
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тогаш 3
4

| |f   во K .  
 

74. Најдете ги парцијалните изводи од прв и втор ред за функцијата ( , )z z x y  

определена со равенството ln 1x z
z y
  .  

 

75. Најдете ги парцијалните изводи од прв и втор ред за функцијата ( , )z z x y  

определена со равенството arctg y
z x

z x   .  
 

76. Најдете 
2z

x y

  , ако  

2 2 2( , ) 0F x y z x y z     . 
 

77. Нека ( )u f z , каде z  е имплицитна функција од променливите x  и y  опре-

делена со равенството ( )z x y z  . Докажете ја формулата на Лагранж 
1

1 (( ( )) )
n n

n n
nu u

xy x
z




  

 
 . 

 

78. Нека функцијата ( , )z z x y  е зададена со равенството  
1 1( , ) 0F x zy y zx    . 

Докажете дека  
z z
x y

x y z xy 
    . 

79. Во равенството xyu u u
x y z z

x y z u  
       променливите , , ,x y z u  заменете ги 

со нови променливи , , , ,y y u
z z z

z w       каде ( , , )w w    .  
 

80. Трансформирајте ги во поларни координати r  и  , ставајќи cos ,x r   

siny r   изразите  

a) z z
x y

x y 
  , и  

b) z z
x y

x y 
  .  

 

81. Во равенството  
2 2

2 2
2 2(1 ) (1 ) 0z z z z

x yx y
x y x y   

  
       

променливите ,x y  сменете ги со нови променливи  

2 2ln( 1 ), ln( 1 )u x x v y y      . 
 

82. Трансформирајте го изразот ( ) ( ) 0z z
x y

y z y z 
     , ако x  ја земете за 

функција, а u y z  , v y z   за независно променливи.  
 

83. Во равенството 
2 2

2 2
2 2 0z z

x y
x y 

 
   променливите ,x y  сменете ги со нови 

променливи , x
y

u xy v  .  
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84. Докажете дека равенката 
2

2
z z

yx
 


  не го менува обликот при замена на про-

менливите 
2

41, ,
x

yx
y y

u v w ye z   , каде ( , )w w u v .  

85. Земајќи ги u  и v  за нови независно променливи и ( , )w w u v  за нова функ-

ција, трансформирајте го равенството  

a) ( ) (1 )z z
x y

x yz y x yz 
      , ако , ,u yz x v xz y w xy z      ,  

b) 
2 2

2 2 0z z z
x y xx

  
  

   , ако , ,u x y v x y w xy z      ,  

c) 
2

2
22z z

y xy
y  


  , ако , ,x

y
u v x w zx y    ,  

d) 
2 2 2

2 22 0z z z
x yx y

  
  

   , ако , ,y z
x x

u x y v w    ,  

e) 
2 2

2
z z z

x y xx
z  

  
   , ако 

2 2
, ,x y x y yu v w ze    , и  

f) 
2 2 2

2 22 (1 ) 0yz z z
x y xx y

  
  

    , ако , ,u x v x y w x y z      .  
 

86. Нека U  е околина на точката na R  и нека f  има непрекинати парцијални 

изводи од втор ред на U . Докажете, дека ако 2 ( )d f a  е позитивно определена 

квадратна форма, тогаш во доволно мала конвексна околина G  на a  функци-
јата f  е конвексна, т.е. од , Gx y , 1, , 0       следува  

( ) ( ) ( )f f f     x y x y . 
 

87. Нека :f A  R , mA R . Докажете, дека за ( ) ( )sf AC  условот  
( )1

!
( ) (|| || ),  s s s

s
f o x a a a o  

е еквивалентен со условот 
1

( )
...

0
s

i is

f
x x

  x  за секои 1,..., {1,2,..., }si i m . 

 

88. Нека (1) 2( )f C R . Докажете, дека  
1

' '
1 2

0

( , ) (0,0) ( ( , ) ( , ) )f x y f f tx ty x f tx ty y dt   . 

 

89. Докажете, дека кога ( , ) (0,0)h k   и 2 2h k   , тогаш  

a) '' 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )xyf a h b k f a h b f a b k f a b hkf a b o          ;  

b) '' 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( )xyf a h b k f a h b k f a h b k f a h b k hkf a b o               

c) 2 '' 2( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( )xxf a h b k f a b k f a hb k f a hb f a hb f a b h f a b o                

при што функцијата има непрекинати парцијални изводи од трет ред на некоја 
околина на точката ( , )a b .  
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90. Функцијата 2 2( , ) 2 6 3 5f x y x xy y x y       разложете ја по Тејлоровата 

формула во околина на точката (2,3)A .  
 

91. Функцијата 3 3 3( , , ) 3f x y z x y z xyz     разложете ја по Тејлоровата форму-

ла во околина на точката (1, 2,1)M .  

92. Функцијата cos
cos

( , ) x
y

f x y   разложете ја по Маклореновата формула до члено-

ви од втор ред.  
 

93. Функцијата 1
1

( , ) arctg x y
x y

f x y  
   разложете ја по Маклореновата формула до 

членови од втор ред.  
 

94. Разложете ја по Маклоренова формула функцијата  

a) ( , ) x yf x y e  ,  

b) 2( , ) sin cos( )f x y x y x y   ,  

c) 
2 2

( , ) x yf x y e  .  
 

95. Определете ги екстремните вредности на функциите  

a) 2 3(6 )z x y x y   ,  

b) 3 3 3z x y xy   ,  

c) 2 21z x y   ,  

d) 
22

2 21 , 0, 0yx
a b

z xy a b     ,  

e) 3 2 2 12 2u x y z xy z     , и 

f) 
2 2 2

4
, , , 0y z

x y z
u x x y z     ,  

 

96. Најдете ги точките на локален екстрем на функцијата  
2 2( , ) 2 ( 1) ,f x y x y y    2( , )x y R . 

 

97. Најдете ги екстремните вредности на функцијата  
2 2

( , ) ( ) x yf x y x y e   , 2( , )x y R . 
 

98. Нека (1) ( ){ ,..., }n ma a R . Најдете ја минималната вредност на функцијата  

( ) 2

1
( ) || || ,  

m
k m

k
f


  x x a x R . 

 

99. Нека A  и B  се точки од графиците на функциите 2y x  и 6y x  , xR , 

соодветно. Најдете ги точките A  и B  меѓу кои растојанието е најмало.  
 

100. Нека P  е полином од x  и y . Дали постои точка 2
0 0( , )x y R , во која | |P  

прима најмала вредност на 2R . Разгледајте го полиномот  
 

2 2( , ) ( 1)P x y xy y   , 2( , )x y R . 
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101. Најдете го најмалото растојание од точката (1, 4)  до параболата 2 2y x , 

yR .  
 

102. Најдете ги екстремните вредности на имплицитно зададената функција:   

a) 2 2 2 2 2 4 10 0x y z x y z       ,  

b) 2 2 2 2 2 2 2 0x y z xz yz x y z         ,  

c) 4 4 4 2 2 2 22 ( ) 0x y z a x y z      .  
 

103. Најдете ја најмалата и најголемата вредност на функцијата  
2( , ) ( ) ,f x y x y xy x     2( , )x y R  

на множеството 2{( , ) |  0 1,  0 1}x y x y    R .  
 

104. Најдете ги најмалата и најголемата вредност на функцијата ( , )f x y xy  на 

прстенот 2 2 2{( , ) |  1 4}x y x y   R .  
 

105. Најдете ги условните екстреми на функцијата:  

a) 2 2 2u x y z   , ако 
22 2

2 2 2 1, 0, 0, 0yx z
a b c

a b c      ,   

b) u xyz , ако 2 2 2 , 01 x y zx y z      ,  

c) sin sin sinu x y z , ако 
2

, ( 0, 0, 0)x y z x y z      ,  
 

106. Најдете ја најмалата и најголемата вредност на функцијата 2 2 22 3u x y z   , ако 
2 2 2 100x y z   . 

 

107. Најдете ја најмалата и најголемата вредност на функцијата u x y z   , ако 
2 2 1x y z   . 
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XXI  ГЛАВА  
ОБИЧНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ   

 
 
 

1. ВОВЕДНИ ПОИМИ  
 
1.1. Дефиниција. Обична диференцијална равенка ја нарекуваме равен-

ката од видот  
( )( , , ', '',..., ) 0nF x y y y y      (1) 

која ги сврзува независно променливата x , непознатата функцијата ( )y y x  и 

нејзините изводи ( )', '',..., ny y y  (мора да се содржи барем еден извод).  
 

Овде F  е дадена функција од свои аргументи.  
 

1.2. Пример. Наједноставна обична диференцијална равенка е равенката 
од видот  

' ( )y f x     (2) 
 

каде ( )f x  е позната непрекината функција на некој интервал ( , )a b , а ( )y y x  е 

бараната функција. Со вакви равенки се сретнавме во интегралното пресметување, 
кога за дадена функција ( )f x  требаше да се најде нејзината примитивна функција 

( )F x . Како што знаеме, функцијата ( )y F x C  , каде ( )F x  е произволна при-

митивна функција за ( )f x  на ( , )a b , а C  е произволна константа го дава решени-

ето на равенката (2) и како што можеме да забележиме тоа не е еднозначно опре-
делено.  
 

1.3. Дефиниција. Редот на највисокиот извод во равенката (1) го нареку-
ваме ред на диференцијалната равенка (1).  
 

1.4. Дефиниција. Решение на деференцијалната равенка од n ти ред на 
интервалот ( , )a b  ја нарекуваме секоја функција ( )y y x , која на ( , )a b  има извод 

заклучно со n  ти ред и таква што со замена на функцијата и нејзините изводи ра-
венката преминува во идентитет по x  на ( , )a b  

 
1.5. Пример. Функцијата cosy x  е решение на диференцијалната 

равенка од втор ред '' 0y y   на интервалот ( , )  . Навистина, ' sin ,y x   

'' cosy x   и ако замениме во дадената равенка добиваме cos cos 0x x   , за 

секој ( , )x   .  

 
1.6. Дефинција. Процесот на наоѓање решение на диференцијалната ра-

венка го нарекуваме интегрирање на диференцијалната равенка.  
 

1.7. Пример. Најди таква крива, што тангенсот на аголот на тангентата во 
секоја нејзина точка е еднаков на ординатата во таа точка.  



 152

 

Решение. Нека ( )y y x  е равенката на бараната крива. Како што знаеме 

tg '( )y x  , па затоа од условот на задача следува '( ) ( )y x y x , т.е. добиваме 

диференцијална равенка од прв ред. Лесно се гледа дека функцијата xy e  е 

решение на оваа равенка. Но, нејзино решение е и функцијата 0y  , како и секоја 

функција од видот xy Ce , каде C  е произволна константа. Според тоа, оваа ра-

венка има бесконечно многу решенија.  
 

1.8. Почетни услови. Нека е дадена диференцијалната равенка од прв ред 
( , , ') 0F x y y  . Ако равенката може да се реши по 'y , тогаш ја добиваме равен-

ката  
 

' ( , )y f x y ,      (3) 
 

каде f  е дадена функција од своите аргументи. Паралелно со (3) можеме да ја 

разгледуваме равенката  
( , ) 0dy f x y dx  ,    (4) 

или равенката од поопшт вид  
( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy     (5) 

 

која со множење со некоја функција ( , ) 0N x y   ја добиваме од равенката (4) .  

 
Во пример 1.7 видовме, дека диференцијална равенка може да има беско-

нечно множество решенија. За да најдеме определено решение на равенката (3), 
треба да зададеме почетен услов, кои се состојат во тоа, што при некоја вредност 

0x  на независно променливата x  однапред е дадена вредноста 0y  на бараната 

функција ( )y y x , т.е.  

0 0( )y x y .      (6) 
 

Геометриското значење на почетните услови е во тоа што графикот на најденото 
решение, кој уште го нарекуваме интегрална крива, ја содржи точката 0 0 0( , )M x y . 

Задачата за наоѓање решение ( )y y x  на равенката (3), кое го задоволува почет-

ниот услов (6), ја нарекуваме задача на Коши за равенката (3).  
 
 
 
2. ТЕОРЕМА ЗА ЕГЗИСТЕНЦИЈА И ЕДИНСТВЕНОСТ НА 

РЕШЕНИЕТО ЗА ЗАДАЧАТА НА КОШИ ЗА 
РАВЕНКАТА ' ( , )y f x y  

 
2.1. Едно од клучните прашања кои се наметнуваат во теоријата на дифе-

ренцијалните равенки е при кои услови дадена диференцијална равенка има реше-
ние и дали тоа решение е единствено. Одговорот на ова прашање не е едноставен 
и во нашите разгледувања ќе се осврнеме само на равенката ' ( , )y f x y , при што 

без доказ ќе ја усвоиме следнава теорема.  
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Теорема. Нека е дадена диференцијалната равенка  
 
 

' ( , )y f x y      (1) 
 

и нека функцијата ( , )f x y  е определена во некоја област D  од рамнината xOy . 

Ако постои околина U  на точката 0 0 0( , )M x y D , во која функцијата е непреки-

ната и има ограничен парцијален извод f
y

 , тогаш на оската Ox  постои интервал 

0 0 0 0( , )x h x h  , на кој постои единствено решение ( )y x  на равенката (1), за 

кое важи почетниот услов 0 0( )y x y . ♦ 

 
2.2. Коментар. Претходната теорема има локален карактер. Таа гарантира 

егзистенција и единственост на решение ( )y x  на равенката (1) само во довол-

но мала околина на точката 0x . Од теорема 2.1 следува, дека равенката (1) има 

бесконечно многу различни решенија, на пример, едно решение чиј график мину-
ва низ точката 0 0( , )x y , друго решение чиј график минува низ точката 0 1( , )x y  

итн.  
 

2.3. Пример. Во равенката 'y x y   функцијата ( , )f x y x y   е опредe-

лена и непрекината во секоја точка од рамнината xOy  и притоа важи 1f
y

  . Спо-

ред теорема 2.1 низ секоја точка 0 0( , )x y  на рамнината xOy  минува единствена 

интегрална крива на оваа равенка.  
 

2.4. Пример. Во равенката 2 / 3' 3y y  функцијата 2 / 3( , ) 3f x y y  е оп-

ределена и непрекината на целата рамнина xOy . Но, 1/ 3
2

0

f
y y y


 

   , т.е. вториот 

услов во точки од оската Ox  од теорема 2.1 не важи. Лесно се проверува дека 

функцијата 3( )y x C  , каде C  е константа, е решение на дадената равенка. 

Освен тоа, решение на равенката е и функцијата 0y  . Притоа, ако сакаме ре-

шението на равенката да го задоволува условот (0) 0y  , тогаш едно такво реше-

ние е 0y  . Меѓутоа, ако во 3( )y x C   ставиме 0x y   добиваме 0C  , што 

значи дека почетниот услов (0) 0y   го задоволува и решението 3y x .  
 

Да ја разгледаме точката (1,1)M . Во доволно мала околина на оваа точка 

се исполнети условите од теорема 2.1. Според тоа, низ дадената точка во доволно 

мала околина U  на M  поминува единствена интегрална крива 3y x  на равенка-

та 2 / 3' 3y y . Меѓутоа, ако околината U  ја земеме доволно голема, тогаш во неа 

се нарушува единственоста на решението (зошто?). Јасно, последното само го по-
тврдува локалниот карактер на теорема 2.1.  
 

2.5. Коментар. Теорема 2.1 дава доволни услови за егзистенција на един-
ствено решение на равенката (1). Имено, и во случај кога не се исполнети 
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условите од теоремата за равенката (1) може да постои единствено решение 
( )y y x , кој го исполнува почетниот услов 0 0( )y x y . На пример, за равенката 

2
1'
y

y   имаме 2
1( , )
y

f x y  . Притоа, во точките од оската Ox  функцијта f  и 

парцијалниот извод 3
2f

y y


    се прекинати и важи  

 

3
2

0

f
y y y


 

    . 

 

Но, низ секоја точка 0( ,0)x  од оската Ox  минува единствена интегрална крива 

3
03( )y x x  .  

 
2.6. Да забележиме дека ако го испуштиме условот за ограниченост на 

парцијалниот извод f
y

 , тогаш ја добиваме следнава теорема за егзистенција на 

решение на диференцијалната равенка (1), која ќе ја прифатиме без доказ.  
 
Теорема. Ако функцијата ( , )f x y  е непрекината во некоја околина на 

точката 0 0( , )x y , тогаш равенката (1) има барем едно решение кое го задоволува 

почетниот услов 0 0( )y x y .  

 
2.7. Дефиниција. Општо решение на диференцијалната равенка (1) во 

некоја област D  во која постои единственствено решение на задачата на Коши ја 
нарекуваме еднопараметарската фамилија S  функции ( , )y x C  кои зависат од 

x  и произволна константа C  (параметар), таква што  
 

a) при секоја допустлива вредност на константата C  функцијата 
( , )y x C S   е решение на равенката (1), т.е.  

 

' ( , ) ( , ( , ))x x C f x x C  , за секој 0 0( , )x x h x h   , 
 

b) при произволен почетен услов 0 0( )y x y  може да се најде таква 

вредност 0C  на C , што решението 0( , )x C  го задоволува почетниот 

услов 0 0 0( , )x C y  .  
 

Јасно, притоа претпоставуваме дека точката 0 0( , )x y  припаѓа на областа D  во 

која постои единствено решение на задачата на Коши.  
 
2.8. Дефиниција. Партикуларно решение на диференцијалната равенка 

(1) го нарекуваме секое решение, кое го добиваме од општото решение при произ-
волна конкретна вредност на константата C  (вклучувајќи  ). Според тоа, опш-
тото решение на (1) го добиваме како множество од сите партикуларни решенија.  
 

2.9. Во процесот на интегрирање на диференцијалната равенка (1) често 
пати добиваме равенка од видот  
 

( , , ) 0x y C  .      (2) 
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Во врска со оваа равенка ја имаме следнава дефиниција.  
 

Дефиниција. Равенката (2) ја нарекуваме општ интеграл на диференци-
јалната равенка (1). Равенката 0( , , ) 0x y C  , каде 0C  е некоја конкретна вред-

ност на константата C  ја нарекуваме партикуларен интеграл.  
 

2.10. Дефиниција. Решението ( )y x  на диференцијалната равенка (1) 

го нарекуваме сингуларно, ако во секоја негова точка се нарушува својството на 
единственост, т.е. ако низ секоја негова точка 0 0( , )x y  освен ова решение поми-

нува и друго решение на равенката (1), кое не се совпаѓа со ( )y x  во произвол-

но мала околина на точката 0 0( , )x y .  
 

Графикот на сингуларното решение го нарекуваме сингуларна интегрална 
крива на равенката (1).  
 

2.11. Коментар. Ако за диференцијалната равенка (1) во некоја област D  
на рамнината xOy  се исполнети условите од теорема 2.1, тогаш низ секоја точка 

0 0( , )x y D  минува единствена интегрална крива ( )y x  на равенката. Оваа 

крива припаѓа на еднопараметарската фамилија криви (2), кои го формираат 
општиот интеграл на равенката (1) и од фамилијата се добиваат за конкретни 
вредности на параметарот C , т.е. се партикуларни решенија на равенката (1). 
Јасно, во случајот не постои друго решение кое минува низ точката 0 0( , )x y .  
 

Според тоа, за да постои сингуларно решение на равенката (1) треба таа 
да не ги исполнува условите на теорема 2.1. Во случајот, ако десната страна на (1) 
е непрекината во областа D , тогаш сингуларни решенија можат да минуваат само 

низ оние точки, каде парцијалниот извод f
y

  е бесконечен. На пример, за равенка-

та  
2 / 3' 3y y      (3) 

функцијата 2 / 3( , ) 3f x y y  е секаде непрекината, но изводот f
y

  е бесконечен за 

0y  , т.е. на оската Ox  од рамнината xOy . Равенката (3) има општо решение 
3( )y x C   и тоа е фамилија кубни функции и очигледно решение 0y  , кое ми-

нува низ оние точки во кои изводот f
y

  е ограничен. Решението 0y   е сингулар-

но, бидејќи низ секоја точка минува кубна функција и правата 0y  . Според тоа, 

во секоја точка решението 0y   ја нарушува единственоста и тоа не може да се 

добие од фамилијата криви 3( )y x C  .  
 

Од досега изнесеното следува дека, за да се најде сингуларно решение на 
равенката (1) треба:  

- да се најде множеството точки во кои изводот f
y

  е бесконечен,  

- ако ова множество формира една или неколку криви, да се провери 
дали тие се интегрални криви за равенката (1), и  
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- ако кривите се интегрални, да се провери дали во секоја нивна точка 
се нарушува единственоста на решението на равенката (1).  

 

Конечно, ако претходните три услови се исполнети, тогаш најдената крива е 
сингуларно решение на равенката (1).  

 
 
 
3. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА  

СО РАЗДЕЛУВАЧКИ ПРОМЕНЛИВИ   
 
3.1. Дефиниција. За диференцијалната равенка ќе велиме дека е интегра-

билна во квадратури, ако нејзиното општо решение може да се најде како резул-
тат на примена на конечен број елементарни трансформации на елементарни 
функции и интегрирање на овие функции.  

 
3.2. Забелешка. Бројот на видовите на равенките кои се интеграбилни во 

квадратури е релативно мал. Во оваа точка ќе разгледаме некои видови диферен-
цијални равенки од прв ред кои се интеграбилни во квадратури.  
 

3.3. Дефиниција. Нека 1 2( ), ( )f y f x  се непрекинати функции. Равенката 

од видот  

1 2( ) ( )f y dy f x dx     (1) 
 

ја нарекуваме диференцијална равенка со разделувачки променливи.  
 
3.4. Коментар. Равенката од видот  

 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )f x y dx f x y dy     (2) 
 

во која коефициентите пред диференцијалите можат да се запишат како произво-
ди на множители кои зависат или само од x  или само од y  е диференцијална 

равенка со разделувачки променливи. Навистина, ако равенката (2) ја поделиме со 

2 1( ) ( ) 0f x y  , тогаш ја добиваме равенката 1 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

f x y
f x y

dx dy

 , која очигледно е 

равенка со разделувачки променливи.  
 

3.5. Нека ( )y x  е решение на равенката (1). Ако го замениме ( )y x  во (1), 

добиваме идентитет, од кој после интегрирањето ја добиваме равенката  
 

1 2( ) ( )f y dy f x dx C   ,    (3) 
 

која ја задоволуваат сите решенија на равенката (1).  
 

Обратно, секое решение на равенката (3) е решение на диференцијалната 
равенка (1). Навистина, ако за некоја функција ( )y x  при замена во равенката (3) 

се добива идентитет, тогаш со диференцирање на равенката (3) добиваме дека 
функцијата ( )y x  ја задоволува равенката (1). Според тоа, формулата (3) ги содр-

жи сите решенија на равенката (1), т.е. таа е општ интеграл на оваа диференцијал-
на равенка. Со тоа ја докажавме следнава теорема.  
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Теорема. Функцијата ( )y x  е решение на равенката (1) ако и само ако е 

решение на равенката (3).  
 

3.6. Пример. Најди ја интегралната крива на равенката 
2

' xy xe , која 

минува низ точката ( ln 2,1) .  
 

Решение. Од 
2

' xy xe  добиваме 
2xdy xe dx  и ако ја искористиме фор-

мулата (3) наоѓаме 
2xdy xe dx   односно  

 

2 221 1
2 2

x xy e dx C e C    . 
 

Понатаму, имаме ( ln 2) 1y  , од што добиваме  
 

2
ln 21

2
1 e C  , т.е. 0C  . 

 

Според тоа, бараната крива е 
2

1
2

xy e .  

 
3.7. Пример. Реши ја диференцијалната равенка  

 

(2 ) 0x yx dx e dy   . 
 

Решение. Дадената равенка е со разделувачки променливи и истата може 

да се запише во видот (2 ) 0x yx dx e e dy   . Ако последната равенка ја поделиме 

со xe , после средувањето добиваме (2 ) x yx e dx e dy  , односно  
 

(2 )y xe dy x e dx C     , 

од каде добиваме  
x x yxe e e C    .  

 
3.8. Забелешка. Некои диференцијални равенки, со помош на едноставна 

замена можат да се сведат на равенки со разделувачки променливи. Така, на при-
мер, равенката од видот  
 

' ( )y f ax by c   ,     (4) 
 

каде f  е непрекината функција од својот аргумент, а , ,a b c  се константи, со 

замената z ax by c    се трансформира во равенка со разделувачки променливи. 

Имено, ако последното равенство го диференцираме по x  добиваме  
 

( )dydz
dx dx

a b a bf z    , т.е. 
( )

dz
a bf z

dx  . 
 

Од последната равенка после со интегрирање добиваме 
( )

dz
a bf z

x C   . Конечно, 

во решението на последната равенка заменуваме z ax by c    и го наоѓаме 

општиот интеграл на равенката (4).  
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3.9. Пример. Реши ја диференцијалната равенка 2' ( )y x y  .  
 

Решение. Воведуваме замена z x y   и добиваме  
 

21 1dydz
dx dx

z     
 

од каде наоѓаме 21
dz
z

dx


 . Го интегрираме последното равенство и добиваме 

arctg z x C   или tg( )z x C  . Конечно, ако замениме z x y   добиваме  
 

tg( )x y x C   .  

 
 
 
4. ХОМОГЕНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА   
 
4.1 Дефинција. Функцијата ( , )f x y  ја нарекуваме хомогена функција од 

n ти ред во однос на променливите x  и y , ако за секоја допустлива вредност 

на t  е исполнето равенството ( , ) ( , )nf tx ty t f x y . 

 

4.2. Пример. а) За функцијата 2 2( , )f x y x xy y    важи  
 

2 2 2 2 2 2( , ) ( , )f tx ty t x t xy t y t f x y     
 

што значи дека таа е хомогена од втор ред во однос на променливите x  и y .  
 

б) За функцијата ( , ) y
x

f x y   важи ( , ) ( , )ty y
tx x

f tx ty f x y   , т.е. таа е 

хомогена од нулти ред во однос на променливите x  и y .  

 
4.3. Дефиниција. Диференцијалната равенка  

 

' ( , )y f x y      (1) 
 

ја нарекуваме хомогена во однос на променливите x  и y , ако ( , )f x y  е хомогена 

функција од нулти ред во однос на променливите x  и y .  

 
4.4. Нека е дадена хомогената диференцијална равенка (1). Во равенство-

то ( , ) ( , )f tx ty f x y  ставаме 1
x

t   и добиваме ( , ) (1, )y
x

f x y f , што значи дека 

хомогената функција од нулти ред зависи само од количникот y
x

. Ја воведуваме 

ознаката (1, ) ( )y y
x x

f   и хомогената диференцијална равенка (1) ја запишуваме 

во видот  

' ( )y
x

y  .      (2) 
 

Јасно, при произволна непрекината функција   променливите x  и y  не 

се разделуваат, па затоа ќе ја воведеме смената y
x

z , т.е. y xz . Последната 
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равенка ја диференцираме по x  и добиваме dy dz
dx dx

z x   и ако замениме во равен-

ката (2) ја добиваме равенката ( )dz
dx

z x z  , која е еквивалентна на равенката 

( )
dz dx
z z x   . Последната равенка е со разделувачки променливи и ако интегрираме 

наоѓаме  
 

( )
ln | | ln | |dz

z z
x C    . 

 

Конечно, во решението на последната равенка заменуваме y
x

z  и го наоѓаме 

општиот интеграл на равенката (2).  
 
4.5. Пример. Реши ја диференцијалната равенка  

 

2 22 ( ) 0xydx x y dy    
 

Решение. Равенката ја запишуваме во видот 2 2

2dy xy
dx x y

  . Ако во послед-

ната равенка броителот и именителот ги поделиме со 2x  добиваме 
2

2

( ) 1

y
x

y
x

dy
dx 

 , 

т.е. дадената равенка е хомогена. Воведуваме замена y
x

z , dy dz
dx dx

z x   и ако 

замениме во последната равенка наоѓаме 2
2

1
dz z
dx z

z x


  , т.е. ја добиваме 

равенката  
2

3
1

3
0dxz

xz z
dz


  .  

 

Со интегрирање, од последната равенка добиваме  
 

2

3
1

3
ln | | ln | |z

z z
dz x C


  . 

 

Воведуваме смена 3 3z z t  , 2 1
3

( 1)z dz dt   и добиваме  
 

31 1 1
3 3 3

ln | | ln | | ln | | ln | | ln | | ln | 3 |dt
t

C x x t x z z       , 
 

односно 3 3 3x z z C  . Конечно, во последното равенство ставаме y
x

z  и за 

општото решение на дадената равенка добиваме 3 2 33y yx C  .  

 
4.6. Да ја разгледаме равенката  

 

1 1 1

dy ax by c
dx a x b y c

 
       (3) 

 

каде 1 1 1, , , , ,a b c a b c  се дадени реални броеви. Ако 1 0c c  , тогаш равенката (3) е 

хомогена. Затоа, нека претпоставиме дека барем еден од броевите c  или 1c  е 

различен од нула. Ќе разгледаме два случаи.  
 

1. Ако  
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1 1
0

a b

a b
 , 

 

тогаш воведуваме нови променливи u  и v  такви што x u h   и y v k  , каде 

h  и k  се константи кои треба да ги определиме. Имаме ,dx du dy dv   и ако 

замениме во равенката (3) добиваме  
 

1 1 1 1 1

dv au bv ah bk c
du a u b v a h b k c

   
    . 

 

Ако константите h  и k  ги избереме така, што тие се решенија на системот ра-
венки  

1 1 1

0

0

ah bk c

a h b k c

  
   

 

 

тогаш ја добиваме хомогената диференцијална равенка 
1 1

dv au bv
du a u b v


 . Ја решаваме 

последната равенка и во нејзиниот општ интеграл заменуваме u x h  , v y k   

и го добиваме општото решение на равенката (3).  
 

2. Ако  

1 1
0

a b

a b
 , 

тогаш 1 1a b
a b

  , т.е. равенката (3) има вид  
 

1( )
dy ax by c
dx ax by c

 
  . 

 

Ја воведуваме замената ax by z   и последната равенка ја сведуваме на равенка 

со разделувачки променливи.  
 

4.7. Забелешка. Аналогно на постапката од 4.6 ги решаваме равенките од 

видот 
1 1 1

( )dy ax by c
dx a x b y c

f  
  , каде ( )f w  е непрекината функција од својот аргумент.  

 

4.8. Пример. Реши ја диференцијалната равенка 2 1
1

dy x y
dx x y

 
   .  

 

Решение. Воведуваме замени ,x u h y v k     и ги определуваме h  и 

k  како решенија на системот равенки  
 

2 1 0

1 0,

h k

h k

  
   

 

 

т.е. наоѓаме 0, 1h k   , што значи , 1x u y v    и равенката го добива видот 
2dv u v

du u v


  . Ако броителот и именителот на десната страна ги поделиме со u  и ја 

воведеме замената , ' 'v zu v z uz    ја добиваме равенката 2
1

' z
z

z uz 
    која е 

еквивалентна на равенката  
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2
1

2 2
0dx z

x z z
dz

 
  . 

 

Ако во последната равенка интегрираме почлено добиваме 
 

2
1

2 2
ln | |du z

u z z
dz C

 
   , 0C  . 

 

Но, 21
2

( 1) ( 2 2)z dz d z z    , па затоа добиваме решение од видот  
 

21
2

ln | | ln | 2 2 | ln | |u z z C    , 
 

од каде после средувањето наоѓаме   
 

2 2 2u z z C   . 
 

Но, 1yv
u x

z    и ако замениме во последната равенка го добиваме општото реше-

ние на почетната равенка  
 

2 2 22 2 2 2 0x xy x y y C       
 

Меѓутоа, дадената равенка има и сингуларно решение  
 

2 22 2 0x xy y   , 
 

(зошто?).  
 
 
 

5. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА  
РАВЕНКА ОД ПРВ РЕД   

 
5.1. Дефиниција. Диференцијалната равенка од видот  

 

' ( ) ( )y p x y q x  ,    (1) 
 

ја нарекуваме линеарна диференцијална равенка од прв ред.  
 

Ако ( ) 0q x   на интервалот ( , )a b , тогаш за равенката (1) ќе велиме дека е 

хомогена, а во спротивно дека е нехомогена.  
 
5.2. Теорема. Ако функциите ( )p x  се непрекинати на [ , ]a b , тогаш равен-

ката (1) има единствено решение кое го задоволува почетниот услов 0 0( )y x y , 

каде точката 0 0( , )x y  припаѓа на областа ,a x b y      .  
 

Доказ. Равенката (1) е еквивалентна на равенката ' ( ) ( )y p x y q x   , каде 

десниот дел ( , ) ( ) ( )f x y p x y q x    ги задоволува условите од теорема 2.1. Навис-

тина, функцијата ( , )f x y  е непрекината на разгледуваната област и притоа пар-

цијалниот извод ( )f
y

p x
    е ограничен на оваа област. Сега од теорема 2.1 сле-

дува дека равенката (1) има единствено решение кое го задоволува почетниот ус-
лов 0 0( )y x y , каде точката 0 0( , )x y  припаѓа на областа ,a x b y      .  
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5.3. Линеарната хомогена равенка соодветна на равенката (1) има вид  
 

' ( ) 0y p x y  .     (2) 
 

Равенката (2) е равенка со разделувачки променливи, т.е. таа е еквива-

лентна на равенката ( )dy
y

p x dx  , па затоа нејзиното општо решение е дадено со  
 

ln | | ( ) ln | |y p x dx C    

или  
( )p x dxy Ce .     (3) 

 

При делењето со y  всушност го губиме решението 0y  , иако истото можеме да 

го најдеме од општото решение ако сметаме дека константата C  може да прими 
вредност нула.  
 

Решението на равенката (1) има вид  
 

( )( ) p x dxy C x e ,    (4) 
 

каде ( )C x  е нова непозната функција. Имаме  
 

( ) ( )( ) ( ) ( )p x dx p x dxdy dC x
dx dx

e C x p x e     
 

и ако замениме во равенката (1) добиваме  
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x dx p x dx p x dxdC x
dx

e C x p x e C x p x e q x       ,  

т.е.  
( )( ) ( ) p x dxdC x

dx
q x e  

од каде наоѓаме  
( )( ) ( ) p x dxC x q x e dx C  .   (5) 

 

Конечно, од (4) и (5) за општото решение на равенката (1) наоѓаме  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )p x dx p x dx p x dx p x dxy C x e Ce e q x e dx         .  (6) 
 

Од формулата (6) се гледа, дека општото решение на линеарната нехомо-
гена диференцијална равенка (1) е еднакво на збирот на општото решение на соод-
ветната хомогена равенка и партикуларното решение на нехомогената равенка, 
кое се добива од (6) при 0C  , т.е. o oh py y y  .  
 

Формулата (6) можеме да ја запишеме во видот  
 

( ) ( )[ ( ) ]p x dx p x dxy e C q x e dx    .   (7) 
 

Понатаму, во формулата (7) неопределениот интеграл може да се замени со опре-
делен интеграл со променливи граници 

0 0

0

( ) ( )

[ ( ) ]

x x

x x

p x dx p x dxx

x

y e C q x e dx
  

   . 
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Овде 0 0( )C y x y  , па затоа општото решение на равенката (1) може да се запи-

ше во видот  

0 0

0

( ) ( )

0[ ( ) ]

x x

x x

p x dx p x dxx

x

y e y q x e dx
  

      (8) 

каде улогата на произволната константа ја има почетната вредност на 0y  на бара-

ната функција y .  
 

Формулата (8) го дава општото решение на равенката (1) во форма на 
Коши. Оттука, ако ( )p x  и ( )q x  се определени и непрекинати на интервалот 

( , )  , тогаш и решението на равенката (1) со почетен услов 0 0( )y x y  ќе 

биде непрекинато, т.е. непрекинато диференцијабилно за секоја конечна вредност 
на x .  

 
5.4. Пример. Реши ја диференцијалната равенка  

 

221' x
x

y y x e  . 
 

Решение. Имаме 
221( ) , ( ) x

x
p x q x x e   и ако ја искористиме формулата 

(7) за општото решение на дадената равенка добиваме  
 

22[ ]
dx dx
x x xy e C e x e dx

    . 

Но,  
1ln| | ln| | 1 1

| |
| |, | |

dx dx
x xx x

x
e e x e e x

        

и  
2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 21
2

2 2 21 1
2 2

| |

                     ( ) ( )

dx
x x x x

x x x x

e x e dx x x e dx x e dx

x e e dx x e e

   

     

  


 

 

каде знакот   соодветствува на 0x  , а знакот   на 0x   и општото решение на 
дадената равенка е  

2 2 2 22 21 1 1 1
2 2

[ ( )] [ ( )]x x x x
x x

y C x e e C x e e        . 

Конечно, општото решение е дадено со  
2 221 1

2
[ * ( )], *x x

x
y C x e e C   R .  

 
 
 
6. БЕРНУЛИЕВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА  
 
6.1. Дефиниција. Равенката од видот  

 

' ( ) ( ) , constny p x y q x y n      (1) 
 

ја нарекуваме Бернулиева диференцијална равенка.  
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6.2. Забелешка. Ако 0n  , тогаш равенката (1) се сведува на линеарната 
равенка  
 

' ( ) ( )y p x y q x  , 
 

а ако 1n  , тогаш равенката (1) се сведува на равенката   
 

' [ ( ) ( )] 0y p x q x y    
 

кај која променливите се разделувачки. Затоа во натамошните разгледувања ќе 
претпоставуваме дека 0n   и 1n  .  

 
6.3. Нека е дадена Бернулиевата равенка (1), 0n   и 1n  . Ја воведуваме 

смената 1 ny z  , т.е. 
1

1 ny z  . Притоа добиваме  
 

1
1 1

11 1
1 1

' ' '
n

n n
n n

y z z z z 
    

 

и ако замениме во равенката (1) ја добиваме равенката  
 

1
1 1 11

1
' ( ) ( ) ,

n n
n n n

n
z z p x z q x z  

    
 

од каде после множењето со 1 n  и делењето со 1
n
nz   ја добиваме равенката  

 

' (1 ) ( ) (1 ) ( )z n p x z n q x    ,           (2) 
 

која е линеарна по z . Конечно, општото решение на равенката (1) го наоѓаме од 

општото решение на равенката (2), ако во истото замениме 
1

1 ny z  .  

 
6.4. Пример. Реши ја диференцијалната равенка  

 

3' sin siny y x y x  . 
 

Решение. Во случајот 3n  , па затоа ја воведуваме смената 2y z  , т.е. 
1
2y z

  и ја добиваме равенката  
 

3 31
2 2 21

2
' sin sinz z z x z x

     , 
 

која е еквивалентна на равенката  
 

' 2 sin 2sinz z x x   . 
 

Решението на последната равенка е  
 

2 sin 2 sin 2cos 2cos

2cos 2cos 2cos

[ 2 sin ] [ (2cos )]

[ ] 1

xdx xdx x x

x x x

z e C e xdx e C e d x

e C e Ce

 

 

    

   

   

 

и ако замениме 2y z   за решението на почетната равенка добиваме  
2 2cos 1xy Ce    

т.е. 
2cos

1

1
.

xCe
y

 
  
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7. ИНТЕГРИРАЊЕ НА ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ   
 
7.1. Дефиниција. Равенката  

 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy     (1) 
 

ја нарекуваме равенка на тотален диференцијал, ако левата страна на (1) е тота-
лен диференцијал на некоја функција ( , )u x y , т.е. ако  
 

( , ) ( , ) u u
x y

M x y dx N x y dy du dx dy 
     . 

 

Јасно, во случајот ( , )u x y C  ќе биде општото решение на равенката (1).  

 
7.2. Теорема. Нека функциите ( , )M x y  и ( , )N x y  имаат непрекината пар-

цијални изводи по променливите y  и x , соодветно. За левата страна на равенката 

(1) да е тотален диференцијал на некоја функција ( , )u x y  од независно променли-

вите x  и y , потребно и доволно е да е исполнето равенството  
 

M N
y x

 
  .      (2) 

 

Доказ. Нека претпоставиме дека левата страна на равенката (1) е тотален 
диференцијал од некоја функција ( , )u x y , т.е.  
 

( , ) ( , ) u u
x y

M x y dx N x y dy du dx dy 
     . 

Тогаш  

( , ), ( , )u u
x y

M x y N x y 
   . 

 

Ако првиот израз го диференцираме по y , а вториот по x  добиваме  
 

2 2
,M u N u

y y x x x y
   
        

 

па од теоремата за еднаквост на мешаните парцијални изводи добиваме M N
y x

 
  .  

 

Нека претпоставиме дека условот (2) е исполнет. Ќе најдеме функција 
( , )u x y  таква, што ( , ) ( , )M x y dx N x y dy du  , односно  

 

( , ), ( , )u u
x y

M x y N x y 
   .   (3) 

 

Прво ќе најдеме функција ( , )u x y  која го задоволува првиот услов од (3). За таа 

цел ова равенство ќе го интегрираме по x  (притоа сметаме дека y  е константа). 

Добиваме  
( , ) ( )u M x y dx y      (4) 

 

каде ( )y  е произволна функција од y . Сега ќе најдеме функција ( )y  таква што 

парцијалниот извод по y  од функцијата ( , )u x y , определена со (4), е еднаков на 

( , )N x y . На самиот почеток имаме  

( , ) '( )u
y y

M x y dx y 
   .  
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Ако десната страна ја изедначиме со ( , )N x y  добиваме  
 

'( ) ( , ) ( , )
y

y N x y M x y dx 
   .           (5) 

 

Левата страна на равенството (5) не зависи од x . Навистина, ако е исполент усло-
вот (3), ќе докажеме дека парцијалниот извод на десната страна по x  е еднаков на 
нула. Имаме  
 

[ ( , ) ( , ) ] ( ( , ) )

                                            ( ( , ) ) 0.

N
x y x x y

N N M
x y x x y

N x y M x y dx M x y dx

M x y dx

    
    

    
    

  

    

 


 

 

Сега, ја интегрираме (5) по y  и наоѓаме  
 

( ) [ ( , ) ( , ) ]
y

y N x y M x y dx dy C 
     

 

каде C  е интеграциона константа. Ако најдената функција ( )y  ја замениме во 

(4), ја добиваме бараната функција  
 

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ]
y

u x y M x y dx N x y M x y dx dy C
       

 

чиј тотален диференцијал е еднаков на ( , ) ( , )M x y dx N x y dy .  

 
7.3. Пример. Провери дека равенката  

 

(2 ) 0y ye dx y xe dy       (6) 
 

е равенка со тотален диференцијал и реши ја оваа равенка.  
 

Решение. Во дадениот случај имаме  
 

( , ) , ( , ) (2 )y yM x y e N x y y xe      

и затоа 

,y yM N
y x

e e  
     , т.е. M N

y x
 
   

 

што според теорема 7.2 значи дека равенката (6) е равенка со тотален диферен-
цијал.  
 

Согласно доказот од теорема 7.2 имаме  
 

( , ) ( ) ( ) ( )y yu M x y dx y e dx y xe y          .  (8) 
 

Наоѓаме u
y

  за функцијата u  од (8) и го изедначуваме u

y

  на  

 

( , ) (2 )yN x y y xe    

и добиваме  

'( ) 2y yxe y y xe      , 
 

односно '( ) 2y y   . Ја интегрираме последната равенка и добиваме  
 

2( )y y C    , constC  . 
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Конечно, ако најденото решение за ( )y  го замениме во (8) добиваме  
 

2( )y yu xe y xe y C      , constC  , 
 

што значи дека општото решение на равенката (7) е дадено со  
 

2yxe y C   , constC  .  

 
7.4. Интегрален множител. Ако условот (2) не е исполнет, т.е. ако 

M N
y x

 
   тогаш во определени случаи може да се најде функција ( , )x y  таква, 

што изразот Mdx Ndy   е тотален диференција. Функцијата ( , )x y  ја нареку-

ваме интегрален множител.  
 

Може да се докаже дека за равенката (1) при определени услови за функ-
циите ( , )M x y  и ( , )N x y  интегралниот множител постои, но неговото наоѓање од 

условот ( ) ( )M N
y x
  
   во општ случај се сведува на интегрирање равенки кои со-

држат парцијални изводи. Во општ случај таквите равенки не можеме да ги ре-
шиме, но има случаеви, во кои равенката се решава. Такви се, на пример, случаите 
кога ( , )x y  зависи само од еден множител: ( )x  , ( )y  , или зависи од 

друга функција, на пример ( )xy  , ( )x y    итн.  

 
7.5. Пример. Реши ја равенката  

 

( ln ) 0y
x

dx y x dy   .     (9) 
 

Решение. Левата страна на равенката не е тотален диференцијал. Нека 

( )x  . Ќе провериме дали ( ) ( ln ) ( )y
x

x dx y x x dy    е тотален диференцијал. 

Имаме  
 

( )[ ( )]y x
y x x

x 
   и ( ) ( )[( ln ) ( )] ( ln )d x x

x dx x
y x x y x 

     . 
 

Ако имаме равенство меѓу парцијалните изводи, тогаш  
 

( ) ( ) ( )( ln )d x x x
dx x x

y x     , 

па затоа  
( )

( )
2 lnx dx

x d x
y x

  , 

што не е можно.  
 

Останува да побараме интегрален множител како функција од y , т.е. 

( )y  . Ќе провериме дали ( ) ( ln ) ( )y
x

y dx y x y dy    е тотален диференцијал. 

Имаме 
 

( ) ( )[ ( )]y d y y y
y x dy x x

y  
    и ( )[( ln ) ( )] y

x x
y x y 

    . 
 

Ако ги изедначиме парцијалните изводи наоѓаме  
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( ) ( ) ( )d y y y y
dy x x x
     , 

т.е.  
( ) 2 ( ) 0d y

dy
y y   . 

 

Ова е равенка со разделувачки променливи и нејзиното решение е 2( ) C
y

y  . За 

интегрален множител можеме да го земеме секоја партикуларен интеграл, на 

пример 2
1( )
y

y  . Равенката (9) ја множиме со најдениот интегрален множител и 

ја добиваме равенката  
 

2
ln1 1( ) 0x

xy y y
dx dy   . 

 

Сега постапуваме како во пример 7.3 и добиваме 1u
x xy

   од каде наоѓаме  

 

ln| |( , ) ( )xdx
xy y

u x y y   . 
 

Последната равенка ја диференцираме по y  и добиваме  
 

2 2

ln| | ln1'( )x x
yy y

y     т.е. 1'( )
y

y  . 
 

Според тоа, ( ) ln | |y y C   , па затоа ln| |( , ) ln | |x
y

u x y y C   , што значи реше-

нието на равенката (9) е дадено со ln | | ln | |x y y Cy  .  

 
 
 
8. РИКАТИЕВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА   
 
8.1. Дефиниција. Равенката  

 

2' ( ) ( ) ( )y q x p x y r x y      (1) 
 

каде ( ), ( ), ( )q x p x r x  се дадени функции ја нарекуваме Рикатиева диференцијална 

равенка.  
 
8.2. Забелешка. Ако , ,p q r  се константи, тогаш равенката (1) е равенка 

со разделувачки променливи и општото решение е дадено со  
 

2

dy

q py ry
x C

 
  . 

 

Во случајот кога ( ) 0r x  , равенката (1) е линеарна, а во случајот кога ( ) 0q x  , 

таа е Бернулиева диференцијална равенка.  
 

Познато е дека во општ случај Рикатиевата диференцијална равенка не е 
интеграбилна во квадратури.  
 

Ќе докажеме некои својства на оваа равенка.  
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8.3. Теорема. Ако е познато едно партикуларно решение 1( )y y x  на ра-

венката (1), тогаш нејзиното општо решение може да се најде со помош на квадра-
тури.  
 

Доказ. Нека е познатао партикуларното решение 1( )y y x на равенката 

(1). Тогаш 
 

' 2
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x q x p x y x r x y x   .   (2) 

 

Воведуваме замена 1( ) ( )y y x z x  , каде ( )z x  е нова функција која треба да се 

определи. Тогаш, согласно со равенството (2) наоѓаме  
 

2
1' [ ( ) 2 ( ) ( )] ( )z p x r x y x z r x z   , 

 

т.е. добиваме Бернулиева равенка, која е интеграбилна во квадратури.  
 
8.4. Пример. Реши ја Рикатиевата диференцијална равенка  

 

2 2' 2 x x xy y e y e e    , 
 

ако се знае дека едно нејзино партикуларно решение е 1
xy e .  

 

Решение. Воведуваме смена xy e z  , и за функцијата ( )z x  ја добиваме 

равенката 2'z z , од каде што наоѓаме 2
dz
z

dx C   , т.е. 1
z

x C   . Според тоа, 

општото решение на почетната равенка е дадено со 1
xy e

x C


  , односно  

1 0x
x C

y e    .  

 
8.5. Коментар. Парцијален случај на равенката (1) е Рикатиевата равенка  

 

2' , 0ny ay bx x       (3) 
 

каде , ,a b n  се константи.  
 

Притоа, за 0n   ја добиваме равенката 2'y b ay  , која е со разделу-

вачки променливи.  
 

За 2n    ја добиваме равенката 2
2' b

x
y ay  . Ставаме 1

z
y  , каде z  е 

нова непозната функција и ја добиваме равенката 2 2 2
' a bz

z z x
   , т.е. равенката  

 

2' ( )z
x

z a b  .  
 

Последната равенка е хомогена, па затоа таа е интеграбилна во квадратури.  
 

Освен за 0n   и 2n    постојат бесконечно многу вредности на n , за 
кои Рикатиевата равенка (3) и интеграбилна во квадратури. Овие вредности се 
задаваат со формулата  
 

4
2 1

, 1, 2, 3,...k
k

n k      . 
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За овие вредности на n  Рикатиевата равенка (3) е интеграбилна во квад-

ратури. Понатаму, ако ставиме 'u
au

y  , каде ( )u x  е нова непозната функција, ја 

добиваме равенката 
2

2 0nd u
dx

abx u  , чии решенија можат да се изразат со помош 

на таканаречените Беселови функции.  
 
 
 
9. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ КОИ  

НЕ СЕ РЕШЕНИ ПО ИЗВОДОТ    
 
9.1. Да го разгледаме општиот случај на диференцијална равенка од прв 

ред  
 

( , , ') 0F x y y  ,      (1) 
 

која не може да се запише во видот ' ( , )y f x y , т.е. која не е решена по изводот.  
 

Ќе го воведеме поимот општо решение (интеграл) за равенката (1). Нека 
претпоставиме дека оваа равенка во околина на точката 0 0( , )x y  може да биде 

решена по изводот, т.е. таа се распаѓа на равенките  
 

' ( , ), 1, 2,...,iy f x y i m  , 
 

и нека секоја од овие равенки има општо решение  
 

( , ), 1, 2,...,iy x C i m      (2) 

или општ интеграл  
( , , ) 0, 1,2,...,i x y C i m   .     (3) 

 
Дефиниција. Множеството општи решенија (2) (или општи интеграли 

(3)) го нарекуваме општо решение (општ интеграл) на равенката (1).  
 

9.2. Пример. Да ја разгледаме равенката 2' 1y  . Бидејќи оваа равенка се 

распаѓа на равенките ' 1, ' 1y y   , севкупноста од нивните општи  
 

,y x C y C x    , 
 

го дава општото решение на равенката 2' 1y  . Често пати интегралот на оваа 

равенка се запишува во видот  
 

( )( ) 0y x C y x C      

 
9.3. Меѓутоа, не секогаш равенката (1) лесно може да се реши по 'y , и 

уште повеќе притоа најдените равенки ' ( , )iy f x y  да се интеграбилни во квадра-

тури. Затоа, во овој дел ќе рагледаме некои методи за интегрорање на равенката 
(1).  
 

Нека равенката (1) има вид  
 

( ') 0F y       (4) 
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при што најмалку еден нејзин корен ' iy k  е реален. Бидејќи равенката (4) не со-

држи y  заклучуваме дека ik  е константа. Ако ја интегрираме равенката ' iy k  

добиваме 

iy k x C   или y C
i x

k  . 

Но, ik  е корен на равенката (4), па затоа ( ) 0y C
x

F    е интегралот на оваа равенка .  

 

9.4. Пример. Равенката 7 5( ') ( ') ' 3 0y y y     има барем еден реален ко-

рен (зошто?). Сега од 9.3 следува дека нејзиното општо решение е  
 

7 5( ) ( ) 3 0y C y C y C
x x x
      .  

 
9.5. Нека равенката (1) има вид  

 

( , ') 0F y y      (5) 
 

Ако оваа равенка тешко се решава по 'y , тогаш целисходно е да се воведе пара-

метар t  и ако во равенката равенката (5) ставиме  
 

0 1( ), ' ( ),y t y t t t t      

такви што  

0 1( ( ), ( )) 0,F t t t t t     , 

бидејќи 'dy y dx  добиваме '( )
' ( )

dy t
y t

dx dt
   од каде наоѓаме '( )

( )
t
t

x dt C
  . 

Според тоа, бараните интегрални криви ги определуваме од параметарските ра-

венки '( )
( )
t
t

x dt C
  , ( )y t . 

 

9.6. Пример. Реши ја равенката 
2 2
3 3( ') 1y y  .  

 

Решение. Ставаме 3cosy t , 3' siny t . Тогаш  
 

2 2

3 2
3cos sin cos

' sin sin
3dy t t t

y t t
dx dt dt     , 

па затоа  
2

2
cos
sin

3 3 3ctgt
t

x dt t t C      

и параметарските равенки на интегралните криви се  
 

3cosy t , 3 3ctgx t t C   .  

 
9.7. Ако равенката (5) може лесно да се реши по y , тогаш обично за пара-

метар се зема 'y . Притоа, ако ( ')y y , тогаш ставаме 'y p  и добиваме 

( )y p . Понатаму, бидејќи '( )
'

dy p
y p

dx dp  , добиваме  

'( )p
p

x dp C  . 
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Конечно, параметарските равенки на интегралните криви се  
 

( )y p , '( )p
p

x dp C  . 

 

9.8. Пример. Реши ја равенката ' 1 2 'y y y   .  
 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката 2 '

' 1

y

y
y 


 . Ста-

ваме 'y p  и наоѓаме 2

1

p

p
y 


 . Понатаму имаме  

 

2

1

3
2

[ ]'

'
2( 1)

p

p
dp

dy dp
y p

p

dx





     

 

па затоа 1
1p

x C


  . Конечно, параметарските равенки на интегралните криви 

се  
1

1p
x C


  , 2

1

p

p
y 


 .  

 
9.9. Нека равенката (1) има вид  

 
 

( , ') 0F x y      (6) 
 

Ако оваа равенка е тешко да се реши по 'y , тогаш како и во претходните случаи, 

целисходно е да се внесе параметар t  и да се замени равенката (6) со две равенки  
 

0 1( ), ' ( ),x t y t t t t     . 
 

Тогаш, ' ( ) '( )dy y dx t t dt   , па е ( ) '( )y t t dt C   . Според тоа, интеграл-

ните криви на равенката (6) се дадени со параметарските равенки  
 

( ),x t ( ) '( )y t t dt C   . 
 

Ако равенката (6) лесно може да се реши по x , ( '),x y  тогаш за пара-

метар треба да се земе 'y p . Имаме  
 

( ),x p  ' '( )dy y dx p p dp  , 
 

т.е. параметарските равенки на интегралните криви се дадени со  
 

( ),x p '( )y p p dp C  . 

 

9.10. Пример. Реши ја равенката 3( ') ' 1x y y   .  
 

Решение. Ставаме 'y p  и добиваме 3 1x p p   . Понатаму имаме  
 

2' (3 1)dy y dx p p dp   , 4 23 1
4 2

y p p C   . 
 

Според тоа, во параметарска форма фамилијата интегрални криви на да-
дената равенка е определена со равенките  



 173 

3 1x p p   , 4 23 1
4 2

y p p C   .  

 
9.11. За равенката ( , , ') 0F x y y   низ некоја точка 0 0( , )x y , воопшто збо-

рувано, минуваат повеќе интегрални криви, бидејќи како што рековме при реша-
вањето по 'y  на равенката ( , , ') 0F x y y   воопшто зборувано добиваме неколку 

реални вредности ' ( , ), 1, 2,...,iy f x y i m  , и ако секоја од равенките ' ( , )iy f x y  

во околина на точката 0 0( , )x y  ги задоволува условите од теорема 2.1, тогаш за 

секоја од овие равенки постои единствено решение кое го задоволува почетниот 
услов 0 0( )y x y . Затоа својството на единственост на решението на равенката 

( , , ') 0F x y y   кое го задоволува почетниот услов 0 0( )y x y , обично се подразби-

ра во смисла дека низ дадената точка 0 0( , )x y  по даден правец минува најмногу 

една интегрална крива на равенката ( , , ') 0F x y y  , т.е. дека низ точката 0 0( , )x y  

минува најмногу една интегрална крива чија тангента е дадена права.  
 

На пример, за решенијата на равенката 2' 1y   својството на единстве-

ност во претходната смисла е секогаш исполнето, бидејќи низ секоја точка 

0 0( , )x y  на рамнината xOy  минуваат две интегрални криви на равенката, но по 

различни правци.  
 

Во врска со егзистенцијата и единственоста на решенијата на равенката 
( , , ') 0F x y y   може да се докаже следнава теорема.  

 
Теорема. Нека е дадена равенката ( , , ') 0F x y y   и нека во некоја околина 

на точката '
0 0 0( , , )x y y , каде '

0y  е еден од реалните корени на равенката 

0 0( , , ') 0F x y y  , функцијата ( , , ')F x y y  ги задоволува условите:  
 

1) ( , , ')F x y y  е непрекината по сите свои аргументи,  

2) изводот 
'

F
y

  постои и е различен од нула,  

3) изводот F
y


  постои и е ограничен.  

 

Тогаш постои интервал 0 0 0 0[ , ]x h x h  , на кој постои единствено решение 

( )y y x  на равенката ( , , ') 0F x y y   која го задоволува условот 0 0( )y x y  и за 

која '
0 0'( )y x y .  

 
 

 
10. ЛАГРАНЖОВА И КЛЕРОВА  

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА  
 
10.1. Дефиниција. Нека   и   се дадени функции. Равенката од видот  
 

( ') ( ')y x y y       (1) 

ја нарекуваме Лагранжова диференцијална равенка.  
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10.2. Воведуваме параметар 'y p  и ја добиваме равенката  
 

( ) ( )y x p p   .     (2) 
 

Ако (2) ја диференцираме по x  добиваме  
 

( ) '( ) '( )dy dp dp
dx dx dx

p p x p p       
 

од каде што наоѓаме ( ) [ '( ) '( )] dp
dx

p p x p p      или  
 

[ ( )] '( ) '( )dx
dp

p p x p p         (3) 
 

Ако ( ) 0p p  , тогаш равенката (3) е линеарна по променливата x  и 

истата може да се реши во квадратури. Нека нејзиното општо решение е 
( , )x f p C . Конечно, решението на равенката (1) е 

 

( , )x f p C , ( , ) ( ) ( )y f p C p p   .   (4) 
 

Ако ( ) 0p p   има реално решение, на пример 0p p , тогаш замену-

ваме во (2) и добиваме дека  
 

0 0( ) ( )y x p p        (5) 
 

е решение на (1). Ако ова решение не може да се добие од општото решение за 
ниту една вредност на константата C , тогаш тоа е сингуларно решение на равен-
ката (1). Според тоа, Лагранжовата диференцијална равенка може да има син-
гуларно решение ако равенката ( ) 0p p   има реално решение.  

 

10.3. Пример. Реши ја диференцијалната равенка 2 3' 'y xy y  .  
 

Решение. Ставаме 'y p  и добиваме 2 3y xp p  . Последната равенка 

ја диференцираме по x  и наоѓаме  
 

2 22 3dp dp
dx dx

p p xp p   , 

односно  
32

1 1
pdx

dp p p
x   , 0,1p  . 

 

Општото решение на оваа диференцијална равенка е 
2 3

2

3 2

2( 1)

C p p

p
x  


 , што значи 

дека општото решение на дадената диференцијална равенка е  
 

2 3

2

3 2

2( 1)

C p p

p
x  


 , 2 3y xp p  . 

 

Од 2 0p p   наоѓаме 1 20, 1p p  , па затоа  
 

2 30 0 0y x    и 2 31 1 1y x x      
 

исто така се решенија на дадената диференцијална равенка. Лесно се докажува 
дека овие решенија се сингуларни. Провери!.  
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10.4. Дефиниција. Нека е дадена функцијата  . Равенката од видот  
 

' ( ')y xy y       (6) 
 

ја нарекуваме Клерова диференцијална равенка.  
 
10.5. Воведуваме параметар 'y p  и ја добиваме равенката  
 

( )y xp p  . 
 

Ако (2) ја диференцираме по x  добиваме  
 

'( )dy dp dp
dx dx dx

p p x p    ,  
 

т.е.  
 

[ '( )] 0dp
dx

x p  . 
 

Од последната равенка имаме 0dp
dx

  и, значи, p C  или '( ) 0x p  . Во први-

от случај добиваме ( )y Cx C   и тоа е општото решение на Клеровата дифе-

ренцијална равенка (7). Според тоа, општото решение на Клеровата диференци-
јална равенка е фамилија прави. Во вториот случај го добиваме сингуларното ре-
шение  

 

'( )x p  , ( )y xp p  .     (7) 
 

Може да се докаже, дека секоја права од општото интегралната на равенката (7) е 
тангента на кривата (7).  

 

10.6. Пример. Реши ја равенката 2' 'y xy y  .  
 

Решение. Според 10.5 општото решение на равенката е дадено со  
 

2y xp p  . 
 

Понатаму, 2( )p p   , па затоа '( ) 2p p   . Според (7), сингуларното решение 

е дадено со '( ) 2x p p   , 2y xp p  .  

 
 
 
11. ЗАДАЧА НА КОШИ ЗА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ  

РАВЕНКИ ОД ПОВИСОК РЕД  
 
11.1. Дефиниција. Нека е дадена диференцијалната равенка од n  ти ред 

( )( , , ',..., ) 0nF x y y y  , која е решлива по ( )ny :  
 

( ) ( 1)( , ',..., )n ny f x y y  .    (1) 
 

Равенката (1) ја нарекуваме диференцијална равенка од n ти ред, реше-
на по најстариот извод.  

 



 176

11.2. Природно е да се запрашаме: кои услови треба да се исполнети за да 
најдеме партикуларно решение на равенката (1)? За диференцијална равенка од 
прв ред ' ( , )y f x y  доволно е да ја знаеме вредноста 0y  на партикуларното ре-

шение во точката 0x , т.е. да ја знаеме точката 0 0( , )x y , низ која минува интеграл-

ната крива на дадената равенка. Меѓутоа, за равенка од повисок ред овој услов не 
е доволен. На пример, равенката '' 0y   има решение 1 2y C x C  , каде 1 2,C C  се 

произволни константи. Равенката 1 2y C x C   определува двопараметарска фами-

лија прави во xOy  рамнината и за да се оддели определена права, покрај точката 

0 0( , )x y  низ која правата минува, треба да се знае и коефициентот на правецот на 

правата, т.е. треба да се знае '
0 0'( )y x y .  

 

Во општ случај на диференцијалната равенка (1), која е од n  ти ред, за 
наоѓање на партикуларно решение треба да се знаат n  услови.:  

 

0 0( )y x y , '
0 0'( )y x y , ..., ( 1)( 1)

0 0( ) nny x y      (2) 
 

каде 0y , '
0y , ..., ( 1)

0
ny   се дадени броеви. Така ја имаме следнава дефинција.  

 
11.3. Дефиниција. Условите (2) ги нарекуваме почетни услови за ра-

венката (1).  
 
11.4. Задачата на Коши за равенката (1) се формулира на следниов начин: 

да се најде решение на диференцијалната равнка (1) кое ги задоволува почетните 
услови (2).  

 

Во следнава теорема се дадени доволните услови за егзистенција на един-
ствено решение на задачата на Коши за равенката (1).  
 

Теорема. Нека е дадена диференцијалната равенка (1). Ако десната стра-
на на (1) е непрекината функција од 1n   променлива во некоја околина D  на 

точката ( 1)'
0 0 0 0( , , ,..., )nM x y y y  , тогаш постои интервал 0 0 0 0( , )x h x h   на оската 

Ox , на кој постои барем едно решение ( )y x  на равенката (1) кое ги задово-

лува почетните услови (2).  
 

Ако, освен тоа, функцијата ( 1)( , ',..., )nf x y y   има ограничени парцијални 

изводи ( 1)'
, ,..., n

f f f
y y y 
  
  

 во околината D , тогаш таквото решение е единствено.  

 
11.5. Пример. Да ја разгледаме диференцијалната равенка  
 

2
'' cos 'xy e y y  . 

 

Десната страна на равенката ја разгледуваме како функција од три независно 
променливи  

 

2
( , , ') cos 'xf x y y e y y   

 

и таа е непрекината на целата рамнина и има ограничени парцијални изводи  
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2

'
, sin 'f fx

y y
e y 

    . 
 

Затоа, согласно теорема 11.4 за секоја точка '
0 0 0( , , )M x y y  постои единствено 

решение кое ги задоволува почетните услови 0 0( )y x y , '
0 0'( )y x y .  

 
11.6. Дефиниција. Општо решение на диференцијалната равенка (1) во 

некоја област D  на егзистенција и единственост на решението на задачата на 
Коши ја нарекуваме n  параметарската фамилија S  од функции  

 

1 2( , , ,..., )ny x C C C , 
 

кои зависат од x  и n  произволни константи 1 2, ,..., nC C C , такви, што 
 

1) за секои допустливи вредности на константите 1 2, ,..., nC C C  функцијата 

1 2( , , ,..., )ny x C C C S   е решение на (1), т.е.  
 

( ) ( 1)
1 2 1 2 1 2( , , ,..., ) ( , '( , , ,..., ),..., ( , , ,..., ))n n

n n nx C C C f x x C C C x C C C    , 
 

за секој 0 0 0 0( , )x x h x h   ; и  
 

2) за секои почетни услови (2), во случај кога ( 1)'
0 0 0 0( , , ,..., )nM x y y y   

припаѓа на областа D  на егзистенција и единственост на решението на задачата 

на Коши за равенката (1), може да се изберат константи 0 0 0
1 2, ,..., nC C C  такви што 

решението 0 0 0
1 2( , , ,..., )ny x C C C S   ги задоволува зададените почетни услови.  

 

Решението, кое го добиваме од општото решение при конкретни вредно-
сти на константите 1 2, ,..., nC C C  го нарекуваме партикуларно решение, а неговиот 

график во рамнината xOy  го нарекуваме интегрална крива на равенката (1).  
 

Релацијата 1 2( , , , ,..., ) 0nx y C C C  , со кое имплицитно е дадено општото 

решение, ја нарекуваме општ интеграл на диференцијалната равенка (1).  
 
 
 
12. РАВЕНКИ ОД ПОВИСОК РЕД КОИ ДОПУШТААТ  

СНИЖУВАЊЕ НА РЕДОТ  
 
12.1. Теорема. Равенката од видот  
 

( ) ( )ny f x      (1) 
 

каде ( )f x  е непрекината функција е интеграбилна во квадратури.  
 

Доказ. Ако змеме во предвид дека ( ) ( 1)( ) 'n ny y   и ја интегрираме по x  

левата и десната страна на (1), добиваме  
 

( 1)
1( )ny f x dx C   , 

 

т.е. добиваме равенка од истиот вид. Понатаму имаме  
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( 2)
1 2( ( ) )ny f x dx dx C x C     . 

Продолжувајќи ја постапката, после n  чекори наоѓаме  
1 2

1 2( 1)! ( 2)!
( ) [ (... ( ) ) ] ....

n nx x
nn n

y x f x dx dx dx C C C
 

        .  

 
12.2. Пример. Решете ја равенката '' 2y x .  
 

Решение. Двапати последователно интегрираме и добиваме 
 

2
1' 2y xdx x C   , 

3

1 23
xy C x C   .  

 
12.3. Ако равенката не ја содржи бараната функција и нејзините изводи 

заклучно со ( 1)k   ви ред, т.е. ако таа има вид  
 

( ) ( 1) ( )( , , ,..., ) 0k k nF x y y y  ,    (2) 
 

тогаш со смената ( )ky p  нејзиниот ред го снижуваме на n k . Според тоа, ја 

добиваме равенката  
 

( )( , , ',..., ) 0n kF x p p p   . 
 

Ако последна равенка е интеграбилна во квадратури, при што се добива  
 

1( , ,..., )n kp x C C   ,  
 

тогаш имајќи предвид дека ( )ky p  ја добиваме равенката  
 

( )
1( , ,..., )k

n ky x C C    
 

која согласно со теорема 12.1 е интеграбилна во квадратури.   
 

12.4. Пример. Реши ја диференцијалната равенка ''''' 0y
x

y   .  
 

Решение. Воведуваме смена ''y p , ''' 'y p  и ја добиваме равенката 

' 0p
x

p   . Последната равенка е со разделувачки променливи и нејзиното реше-

ние е 1p C x  или 1''y C x . Оттука, лесно наоѓаме 1 3
2 36

C
y x C x C   .  

 
12.5. Нека диференцијалната равенка експлицитно не ја содржи независно 

променливата x , т.е. нека таа има вид  
 

( )( , ', ,..., ) 0nF y y y      (3) 
 

Редот на диференцијалната равенка (3) може да се намали со помош на смената 
' ( )y p y , каде ( )p p y  ја разгледуваме како нова непозната функција, а y  ја 

земаме за независно променлива. Во овој случај сите изводи , 1,...,
k

k

d y

dx
k n  треба 

да ги изразиме како изводи од функцијата p  по 'y :  
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2

2

2
3 22

3 2

( ) ( ) ( ) 2 2

, ( ) ,

( )

d y dp dp
dy dydx

dy d y dy dp dp dy dpd
dx dx dx dx dy dx dydx

d d p d pd y dy dp d p
dx dx dy dx dydx dy

p p

p p

    

    

 

 

итн. Како што гледаме, секој извод  
 

, 1,...,
k

k

d y

dx
k n  

 

го изразуваме преку изводите на p  по y  со ред не поголем од 1k  , што дове-

дува до снижување на редот на дадената диференцијална равенка.  
 

12.6. Пример. Реши ја равенката 2'' ( ') 0yy y  .  
 

Решение. Ставаме ' ( )y p y . Тогаш '' dp
dy

y p  и дадената равенка го до-

бива видот  2 0dp
dy

yp p  . Последната равенка ја делиме со , 0p p   и ја добива-

ме равенката 0dp
dy

y p   чие решение е 1( )
C
y

p y   или 1Cdy
dx y

 . Решение на 

последната равенка, а со тоа и на дадената равенка е  
 

2

1 22
y C x C  .      (4) 

 

Ако 0p  , тогаш ' 0y   и го добиваме решението y C , кое се содржи во ре-

шението (4).  
 
12.7. Диференцијалната равенка  
 

' '' '''( , , , ,...) 0y y y
y y y

F x      (5) 
 

допушта снижување на редот на диференцијалната за единица. Навистина, ако 

ставиме 'y
y

z , добиваме ' , '' ' 'y yz y y z z y   , т.е. '' ' 2' 'y y
y y

z z z z    , што 

значи  
2'' 'y yz z y  . 

Понатаму,  
2 2''' ( '') ' ( ' ) ' 2 ' ' '' ' 'y y yz z y yzz z y z y z y        

 

од каде што наоѓаме  
 

''' ' '2 32 ' '' ' 3 ' ''y y y
y y y

zz z z z zz z z       , итн.  

 
12.8. Пример. Снижи го редот на диференцијалната равенка  
 

2 2' '' ( ''') 0xy y y y   . 
 

Решение. Ако поделиме со 2y , за 0y   ја добиваме равенката  
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' '' ''' 2( ) 0y y y
y y y

x    , 
 

која е од видот (5). Ставаме 'y
y

z , '' 2 'y
y

z z   и ''' 33 ' ''y
y

zz z z    и ја добиваме 

равенката  
2 3 2( ') (3 ' '') 0x z z z zz z z      , 

т.е. равенката  
3 3 2' (3 ' '') 0x z zz zz z z      .  

 
 
 
13. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА  

РАВЕНКА ОД n  ти РЕД  
 
13.1. Дефиниција. Нека 0 1( ), ( ),..., ( ), ( )na x a x a x g x  се функции определени 

на интервалот ( , )  . Равенката од видот  
 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n

na x y a x y a x y g x     

ја нарекуваме линеарна диференцијална равенка од n ти ред. Ако ( ) 0g x   на 

интервалот ( , )  , тогаш равенката ја нарекуваме хомогена, а ако ( ) 0g x   на 

( , )  , тогаш равенката ја нарекуваме нехомогена.  

 
13.2. Нека е дадена линеарната хомогена диференцијална равенка  
 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) ... ( ) 0n n

na x y a x y a x y    . 
 

Ако 0 ( ) 0a x   на некој интервал, тогаш ја делиме равенката со коефициентот 

0 ( )a x  и ја добиваме равенката  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) 0n n

ny p x y p x y    ,   (1) 

т.е. равенката  
( ) ( 1)

1( ) ... ( )n n
ny p x y p x y    .    (2) 

Ако коефицентите ( ), 1, 2,...,kp x k n  на равенката (2) се непрекинати на интер-

валот [ , ]a b , тогаш десната страна на равенката (2) е непрекината по x  на [ , ]a b , и 

по ( 1), ',..., ny y y   и, освен тоа, парцијалните изводи по ( )ky  се еднакви на 

( )n kp x  и тие се ограничени на [ , ]a b . Според тоа, од теорема 11.4 следува 

точноста на следнава теорема.  
 
Теорема. Ако коефициентите ( ), 1, 2,...,kp x k n  на равенката (1) се 

непрекинати на [ , ]a b , тогаш за секои почетни услови  
 

0 0( )y x y , '
0 0'( )y x y , ..., ( 1)( 1)

0 0( ) nny x y   , 

( )
0 0( , ), , 0,1,..., 1kx a b y k n        
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постои единствено решение на равенката (1), кое ги задоволува почетните услови.  
 
13.3. Дефинција. Ќе велиме дека на множеството E  е зададен оператор 

A  со вредности во множеството  , ако на секој елемент y E  по некое правило 

му е придружен единствен елемент f Ay  . Притоа множеството E  го наре-

куваме дефинициона област на операторот A .  
 

Нека E  е векторски простор. За операторот A , дефиниран на E , ќе 
велиме дека е линеарен, ако се исполнети условите  

 

1) 1 2 1 2( ) ,A y y Ay Ay    за секои 1 2,y y E , и  

2) ( ) ,A y Ay   за секој yE  и секој  R .  

 
13.4. Да ја запишеме линеарната хомогена равенка (1) во видот [ ] 0L y  , 

каде  
 

( ) ( 1)
1[ ] ( ) ... ( )n n

nL y y p x y p x y    . 

 
Теорема. L  е линеарен оператор, кој го нарекуваме линеарен диференци-

јален оператор, дефиниран на векторскиот простор E  функции ( )y x , непрекина-

ти на интервалот ( , )a b , заедно со сите свои изводи заклучно со n  ти ред.  
 

Доказ. Нека 1 2,y y E . Тогаш,  
 

( ) ( 1)
1 2 1 2 1 1 2 1 2

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 21 1 2 2

1 2

[ ] ( ) ( )( ) ... ( )( )

( ( ) ... ( ) ) ( ( ) ... ( ) )

[ ] [ ]

n n
n

n n n n
n n

L y y y y p x y y p x y y

y p x y p x y y p x y p x y

L y L y



 

       

       

 

 

 

што значи дека е исполнет условот 1) од дефиниција 13.3. Понатаму, за секој 
yE  и секој  R  важи  

 

( ) ( 1)
1

( ) ( 1)
1

[ ] ( ) ( )( ) ... ( )( )

        ( ( ) ... ( ) ) [ ]

n n
n

n n
n

L y y p x y p x y

y p x y p x y L y

   

 





   

    
 

 

т.е. исполнет е условот 2) од дефиниција 13.3, што и требаше да се докаже.  
 
13.5. Последица. За секои функции ( ), 1,2,...,iy x i m  непрекинати на ин-

тервалот ( , )a b , заедно со сите свои изводи заклучно со n  ти ред и секои реални 

броеви , 1, 2,...,iC i m  важи 
1 1

[ ] [ ]
m m

i i i i
i i

L C y C L y
 

  . 

 

Доказ. Непосредно следува од теорема 13.4 и принципот на математичка 
индукција.  

 
13.6. Теорема. Ако функцијата 0 ( )y x  е решение на линеарната хомогена 

диференцијална равенка [ ] 0L y  , тогаш функцијата 0 ( )Cy x , каде C  е произвол-

на константа, исто така е решение на оваа равенка.  



 182

Доказ. Од условот на теоремата имаме 0[ ] 0L y  . Но, L  е линеарен опе-

ратор, па затоа за секоја константа C  важи  
 

0 00 [ ] [ ]CL y L Cy  , 
 

т.е. функцијата 0 ( )Cy x  е решение на равенката [ ] 0L y  .  

 
13.7. Теорема. Ако функциите 1( )y x  и 2 ( )y x  се решенија на линеарната 

хомогена равенка [ ] 0L y  , тогаш функцијата 1 2( ) ( )y x y x , исто така е решение 

на оваа равенка.  
 

Доказ. Од условот на теоремата имаме 1[ ] 0L y   и 2[ ] 0L y  . Но, L  е ли-

неарен оператор, па затоа важи  
 

1 2 1 20 [ ] [ ] [ ]L y L y L y y    , 
 

т.е. функцијата 1 2( ) ( )y x y x  е решение на равенката [ ] 0L y  .  

 
13.8. Последица. Ако функциите ( ), 1,2,...,iy x i m  се решенија на хомо-

гената равенка [ ] 0L y   и , 1,2,...,iC i m  се произволни константи, тогаш  

функцијата 
1

m

i i
i

C y

  исто така е решение на равенката [ ] 0L y  .  

 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 13.8 и 13.7 и принципот на 
математичка индукција.  

 
13.8. Коментар. Очигледно линеарната хомогена диференцијална равенка 

[ ] 0L y   секогаш има едно решение и тоа е функција 0y  . Од теоремите 13.7 и 

13.8 непосредно следува дека множеството решенија на линеарната хомогена ди-
ференцијална равенка [ ] 0L y   е векторски простор за кој функцијата 0y   е 

нулти елемент.  
 
13.9. Теорема. Ако линеарната хомогена равенка [ ] 0L y   со реални кое-

фициенти ( ), 1,2,...,kp x k n  има комплексно решение  
 

( ) ( ) ( )y x u x iv x  , 
 

тогаш реалниот и имагинарниот дел на ова решение се исто така решенија на ра-
венката [ ] 0L y  .  

 

Доказ. Од условот на теоремата имаме 
 

0 [ ] [ ] [ ] [ ]L y L u iv L u iL v     . 
 

Оттука следува дека [ ] 0L u   и [ ] 0L v  , т.е. функциите ( )u x  и ( )v x  се решенија 

на равенката [ ] 0L y  , што и требаше да се докаже.  
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14. ЛИНЕАРНО ЗАВИСНИ И ЛИНЕАРНО  
НЕЗАВИСНИ СИСТЕМИ ФУНКЦИИ   

 
14.1. Дефиниција. Нека е даден системот функции  
 

1 2( ), ( ),..., ( )ny x y x y x     (1) 
 

определени на интервалот ( , )a b . Ќе велиме дека системот (1) е линеарно зависен 

на интервалот ( , )a b , ако постојат реални броеви 1 2, ,..., n   , од кои барем еден 

е различен од нула, такви, што на интервалот ( , )a b  важи идентитетот  
 

1
( ) 0

n

i i
i

y x


 .     (2) 

 

Ако идентитетот (2) важи само при 1 2 ... 0n      , тогаш за систе-

мот функции (1) ќе велиме дека е линеарно независен.  
 
14.2. Пример. а) Функциите 1( )y x x  и 2 ( ) 2y x x  се линеарно зависни 

на секој интервал ( , )a b . Навистина, за 1 22, 1     важи  
 

1 1 2 2( ) ( ) 2 2 0y x y x x x     , на ( , )a b . 
 

б) Функциите 1, , ,..., nx x x  се линеарно независни на секој интервал 

( , )a b . Навистина, за секои 0 1 2, , ,..., n     равенството  
 

2
0 1 2 ... 0n

nx x x        , ( , )x a b  
 

е можно ако и само ако 0 1 2 ... 0n        .  
 

в) Функциите 1 2, ,..., nk xk x k xe e e , каде i jk k , за i j  се линеарно не-

зависни на секој интервал ( , )a b . Заради поедноставно изложување тврдењето ќе 

го докажеме за 3n  . Нека функциите 31 2, , k xk x k xe e e  се линеарно зависни. Тогаш 

постојат 1 2 3, ,    од кои барем еден е различен од нула и такви, што  
 

31 2
1 2 3 0k xk x k xe e e     . 

 

Без ограничување на општоста можеме да земеме 3 0  . Ако последното равен-

ство го поделиме со 1k xe  и добиеното равенство го диференцираме добиваме  
 

3 12 1 ( )( )
2 2 1 3 3 1( ) ( ) 0k k xk k xk k e k k e      . 

 

Добиеното равенство го делиме со 2 1( )k k xe   и повторно диференцираме, после 
што го добиваме равенството  

 

3 2( )
3 3 1 3 2( )( ) 0k k xk k k k e    , 

 

кое не е можно бидејќи 3 0   и i jk k , за i j . Конечно, тврдењето следува од 

добиената противречност.  
 



 184

14.3. Забелешка. Линеарната зависност на две функции 1( )y x  и 2 ( )y x  

значи, дека едната функција може да се добие од другата со множење со констан-
та, т.е. дека 1 2( ) ( )y x y x , const  . 

 
14.4. Теорема (потребен услов за линеарна зависност). Ако функциите 

(1), кои имаат извод заклучно со ( 1)n   ви ред, се линеарно зависни на интерва-

лот ( , )a b , тогаш на овој интервал детерминантата  
 

1 2
' ' '
1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n n
n

y x y x y x

y x y x y x
W x

y x y x y x  

 ,  (3) 

 

која ја нарекуваме детерминанта на Вронски за системот функции (1) е иден-
тички еднаква на нула на ( , )a b , т.е. ( ) 0W x   на ( , )a b .  

 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме во случајот кога 3n  . Нека двапати 
диференцијабилните функции 1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x  се линеарно зависни на интер-

валот ( , )a b . Според тоа, на ( , )a b  е исполнет идентитетот  
 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0y x y x y x     , 
 

при што барем еден од броевите 1 2 3, ,    е различен од нула. Нека претпоставиме 

дека 1 0  . Од последното равенство добиваме  
 

32

1 1
1 2 3( ) ( ) ( )y x y x y x


    .    (4) 

 

Ако равенството (4) го диференцираме два пати, добиваме  
 

32

1 1

' ' '
1 2 3( ) ( ) ( )y x y x y x


    , 32

1 1

'' '' ''
1 2 3( ) ( ) ( )y x y x y x


    .   (5) 

 

Ако ги искористиме равенствата (4) и (5), тогаш за детерминантата на Вронски за 
функциите 1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x  добиваме  

32

1 1

32

1 1

32

1 1

2 3 2 3
1 2 3
' ' ' ' ' ' '
1 2 3 2 3 2 3
'' '' ''

'' '' '' ''1 2 3
2 3 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

y x y x y x y x
y x y x y x

W x y x y x y x y x y x y x y x

y x y x y x
y x y x y x y x


 


 


 

 

   

 

. 

За секој ( , )x a b , првата колона на последната детерминанта е линеарна комби-

нација од останатите две, па затоа оваа детерминанта е еднаква на нула, т.е. 
( ) 0W x  , за секој ( , )x a b .  

 
14.5. Последица. Ако детерминантата на Вронски ( )W x  на системот 

функции (1) не е еднаква на нула на интервалот ( , )a b , тогаш (1) е систем линеар-

но независни функции на интервалот ( , )a b .  
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Доказ. Непосредно следува од теорема 14.4.  
 
14.6. Коментар. Обратната теорема на теорема 14.4 не важи. Имено, во 

следниов пример ќе разгледаме систем функции за кои детерминантата на Вронс-
ки е еднаква на нула на даден интервал, но системот не е линеарно зависен.  
 

Пример. Да ги разгледаме функциите  
 

2

1
, 1 0

( )
0, 0 1

x x
f x

x

    
 

 и 2 2

0, 1 0
( )

, 0 1

x
f x

x x

   
 

 

 

чија детерминанта на Вронски на интервалот ( 1,1)  е  
 

2

1 2
' ' 2

1 2

0
0, 1 0

( ) ( ) 2 0
( )

( ) ( ) 0
0, 0 1.

0 2

x
x

f x f x x
W x

f x f x x
x

x


   


  


  



 

 

Меѓутоа, лесно се гледа дека функциите 1( )f x  и 2 ( )f x  не се линеарно зависни.  

 
14.7. Теорема (потребен услов за линеарно независни решенија). Ако 

линеарно независните функции (1) на интервалот ( , )a b  се решенија на линеарната 

диференцијална равенка  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) 0n n

ny p x y p x y       (6) 
 

со непрекинати коефициенти ( ), 1,2,...,ip x i n  на [ , ]a b , тогаш детерминантата на 

Вронски (3) за системот (1) не е еднаква на нула во ниту една точка на интервалот 
( , )a b .  

 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме за 3n  . Нека претпоставиме дека во 
некоја точка 0 ( , )x a b  детерминантата на Вронски е еднаква на нула, т.е. 

0( ) 0W x  . Да го разгледаме хомогениот систем линеарни равенки по непознати 

, 1, 2,3i i  :  
 

1 1 0 2 2 0 3 3 0

' ' '
1 1 0 2 2 0 3 3 0

'' '' ''
1 1 0 2 2 0 3 3 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

p x p x p x

p x p x p x

p x p x p x

  

  

  

  
   


  

   (7) 

 

Согласно претпоставката детерминантата на системот 0( )W x  е еднаква на нула, 

па затоа овој систем има барем едно ненулто решение: 1 2 3, ,     , т.е. барем еден 

од броевите i  е различен од нула.  
 

Да ја разгледаме функцијата  
 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )y y x y x y x       .     (8) 
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Таа е линеарна комбинација на решенијата 1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x  на равенката (1), па 

од последица 13.8 следува дека таа е решение на равенката (1). За ова решение, 
согласно условите (7) добиваме дека ги задоволува почетните услови  

 

0 1 1 0 2 2 0 3 3 0

' ' '
0 1 1 0 2 2 0 3 3 0

'' '' ''
0 1 1 0 2 2 0 3 3 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

'( ) ( ) ( ) ( ) 0,

''( ) ( ) ( ) ( ) 0.

y x p x p x p x

y x p x p x p x

y x p x p x p x

  

  

  

    
    


   

  

  

  
  (9) 

Очигледно, почетните услови (9) ги задоволува решението 0y   на равенката (6) 

и од теоремата за единственот на решението следува дека  
 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0y x y x y x        на ( , )a b , 
 

што противречи на линеарната независност на функциите (1). Од добиената 
противречност следува дека не постои точка 0 ( , )x a b  таква, што 0( ) 0W x  , т.е. 

( ) 0W x  , за секој ( , )x a b .  

 
14.8. Теорема. За да партикуларните решениеја (1) на линеарната хомо-

гена диференцијална равенка (6) со непрекинати коефициенти ( ),ip x  1, 2,...,i n  

на [ , ]a b  се линеарно независни на интервалот ( , )a b , потребно и доволно е да де-

терминантата на Вронски ( )W x  на системот решенија (1) е различна од нула.  
 

Доказ. Неопходноста на условот непосредно следува од теорема 14.7.  
 

Доволноста на условот следува од фактот дека во случај кога системот 
функции (1) е линеарно зависен, тогаш од теорема 14.4 следува дека ( ) 0W x  . 

Затоа, ако ( ) 0W x  , тогаш функциите (1) не можат да бидат линеарно зависни, 

т.е. тие се линеарно независни.  
 
 
 
15. СТРУКТУРА НА ОПШТОТО РЕШЕНИЕ  

НА ЛИНЕАРНА ХОМОГЕНА  
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА   

 
15.1. Теорема. Општото решение во областа  
 

a x b  , ( )| |ky   , 0,1, 2,..., 1k n   

на линеарната хомогена диференцијална равенка  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) 0n n

ny p x y p x y       (1) 

со непрекинати коефициенти ( ), 1,2,...,ip x i n  на [ , ]a b , е линеарна комбинација  
 

1
( )

n

i i
i

y C y x


       (2) 

на n  линеарно независни на интервалот ( , )a b  партикуларни решенија ( ),iy x  

1, 2,...,i n  на равенката (1) ( , 1, 2,...,iC i n  се произволни константи).  
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Доказ. Од последица 13.8 следува дека функцијата (2) е решение на дифе-
ренцијалната равенка (1). Понатаму, за равенката (1), кога [ , ]x a b  се исполнети 

условите од теорема 11.4, па затоа треба да се докаже дека за секои почетни усло-
ви  

 

( 1)' ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , '( ) ,..., ( ) nny x y y x y y x y    , 

 

каде 0 ( , )x a b  може да изберат константи 1 2, ,..., nC C C  така, што се задоволени 

дадените почетни услови.  
 

Заради едноставноста во излагањата ќе се ограничиме на случајот 3n  . 
Од условот дека решението  

 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )y x C y x C y x C y x    
 

ги задоволува дадените почетни услови добиваме систем од три линеарни равенки 
со непознати 1 2 3, ,C C C :  

 
 

1 1 0 2 2 0 3 3 0 0

' ' ' '
1 1 0 2 2 0 3 3 0 0

'' '' '' ''
1 1 0 2 2 0 3 3 0 0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

C y x C y x C y x y

C y x C y x C y x y

C y x C y x C y x y

  
   


  

   (3) 

 
 

Детерминантата на овој систем е детерминантата на Вронски 0( )W x  на линеарно 

независниот систем решенија на хомогената равенка (1), па затоа таа е различна 
од нула, за секој ( , )x a b , што значи и за 0x x . Затоа, за секој 0 ( , )x a b , т.е. за 

секои почетни услови ' ''
0 0 0, ,y y y  системот равенки (3) има единствено решение по 

однос на непознатите 1 2 3, ,C C C . Тоа значи дека можат да се изберат такви кон-

станти 0 0 0
1 2 3, ,C C C  што партикуларното решение  

 

0 0 0
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )y x C y x C y x C y x    

 

ги задоволува дадените почетни услови.  
 

15.2. Коментар. Од теорема 15.1 следува, дека ако се познати n  линеарно 
независни партикуларни решенија на линеарната хомогена диференцијална равен-
ка од n  ти ред, тогаш секое друго решение на оваа равенка може да се претстави 
како линеарна комбинација на овие партикуларни решенија. Оттука следува, дека 
максималниот број линеарно независни решенија на хомогена линеарна диферен-
цијална равенка е еднаков на нејзиниот ред.  

 

Според тоа, множеството решенија на линеарна хомогена диференцијална 
равенка формира векторски простор, чија димензија е еднаква на редот на дифе-
ренцијалната равенка.  
 

15.3. Дефинција. Множеството од произволни n  линеарно независни 
решенија на линеарна хомогена диференцијална равенка од n  ти ред го нареку-
ваме фундаментален систем решенија на равенката.  
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15.4. Теорема. За секоја линеарна хомогена равенка (1) со непрекинати 
коефициенти ( ), 1,2,...,ip x i n  постои фундаментален систем решенија, т.е. по-

стојат бесконечно многу фундаментални системи решенија.  
 

Доказ. Ќе го разгледаме случајот 2n   и нека е дадена хомогената дифе-
ренцијална равенка  

 

1 2'' ( ) ' ( ) 0y p x y p x y       (4) 
 

со непрекинати коефициенти на интервалот [ , ]a b . Нека 0 ( , )x a b . Од теорема 

11.4 следува дека равенката (4) има решениеја  
 

1 2( ), ( )y y x y y x      (5) 
 

кои при 0x x  ги задоволуваат почетните услови  
 

' '
1 0 1 0 2 0 2 0( ) 1, ( ) 0; ( ) 0, ( ) 1.y x y x y x y x      (6) 

 

Детерминантата на Вронски во точката 0x  за системот решенија (5) е  
 

0
1 0

( ) 0
0 1

W x   . 

 

Според тоа, системот решенија (5) за равенката (4) е фундаментален. Из-
борот на почетните услови (6) обезбеди конструкција на една фундаментален сис-
тем. За почетни услови во точката 0x  може да се земе произволен систем броеви:  

 

'
1 0 11 1 0 21

'
2 0 12 2 0 22

( ) , ( ) ;

( ) , ( )

y x a y x a

y x a y x a

 

 
 

 

при што детерминантата на Вронски  
 

11 12
0

21 22
( )

a a
W x

a a
  

 

треба да биде различна од нула. Очигледно, вакви системи има бесконечно многу, 
па затоа може да се конструираат и бесконечно многу фундаментални системи.  

 
15.5. Следнава теорема ќе ја презентираме без доказ.  
 
Теорема. Ако равенкте од видот  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) 0n n

ny p x y p x y     
 

и  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) 0n ny q x y pq x y     

 

каде функциите ( ), ( ), 1,2,...,i ip x q x i n  се непрекинати на интервалот на [ , ]a b , 

имаат заеднички фундаментален систем решенија ( ),iy x  1, 2,...,i n , тогаш овие 

равенки се совпаѓаат, т.е.  
 

( ) ( ), 1, 2,...,i ip x q x i n   
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на интервалот [ , ]a b .  

 
Според тоа, фундаменталниот систем решенија наполно ја определува ли-

неарната хомогена диференцијална равенка (1), т.е. наполно ги определува коефи-
циентите ( ), 1,2,...,ip x i n  на оваа равенка.  

 

Следствено, може да се постави задачата за наоѓање на равенка од видот 
(1), ако е даден фундаменталниот систем решенија ( ),iy x  1, 2,...,i n . За таа цел 

да ја разгледаме диференцијалната равенка  
 

1 2
' ' '
1 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) '( )

... ... ... ... ... 0

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )

n

n

n n n n
n

n n n n
n

y x y x y x y x

y x y x y x y x

y x y x y x y x

y x y x y x y x

   
   (7) 

 

каде ( )y x  е бараната функција, а ( ),iy x  1, 2,...,i n  е дадениот фундаментален 

систем решенија.  
 

Очигледно, равенката (7) има решенија ( ),iy x  1, 2,...,i n , бидејќи со за-

мена на секоја од овие функции две колони на детерминантата се идентични, па 
таа е еднаква на нула за секој ( , )x a b . Разложувајќи ја детерминантата по еле-

ментите од последната колона, од (7) ја добиваме равенката од видот  
 

( ) ( 1)
1( ) ( ) ... ( ) 0n n

nW x y W x y W x y    ,    (8) 
 

каде ( )W x  е детерминантата на Вронски за системот ( ),iy x  1, 2,...,i n , а  
 

1 2 1
' ' ' '
1 2 1

1
( 2) ( 2) ( 2) ( 2)
1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )

... ... ... ... ...( )

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )

n n

n n

n n n n
nn

n n n n
nn

y x y x y x y x

y x y x y x y x

W x

y x y x y x y x

y x y x y x y x





   




 .  

 

Детерминантата на Вронски ( )W x  на фундаменталниот систем решенија ( ),iy x  

1, 2,...,i n  е различна од нула на целиот интервал. Затоа, ако членовите на равен-

ката (8) ги поделиме со ( )W x , добиваме равенка од видот (1), при што во случајот  

Следнава теорема ќе ја презентираме без доказ.  
 

1( )
1 ( )
( )

W x
W x

p x   . 
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16. ЛИНЕАРНА ХОМОГЕНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА  
РАВЕНКА СО КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ  

 
16.1. Нека е дадена линеарната хомогена диференцијална равенка од втор 

ред  
 

1 2'' ' 0y p y p y   ,      (1) 
 

каде 1 2,p p  се реални броеви.  
 

За да го определиме општото решение на оваа равенка, доволно е да нај-
деме две нејзини линеарно независни решенија. Ќе побараме решенија од видот  

 

xy e ,     (2) 

каде const  . Тогаш,  
2' , ''x xy e y e     

и ако замениме во равенката (1) добиваме  
 

2
1 2( ) 0xe p p     . 

 

Но, 0xe   и ако поделиме во последната равенка добиваме  
 

2
1 2 0p p    .     (3) 

 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  
 
Теорема. Функцијата (2) е решение на равенката (1), ако   е решение на 

равенката (3).  
 
16.2. Дефиниција. Равенката (3) ја нарекуваме карактеристична равенка 

на равенката (1), а полиномот 2
1 2( ) p p       го нарекуваме карактеристи-

чен полином на равенката (1).  
 
16.3. Равенката (3) е квадратна. Нека нејзините корени се 1  и 2 . Тие 

можат да бидат:  
 

- реални и различни,  
- комплексни и  
- реални и еднакви.  
 
Одделно ќе ги разгледаме овие три случаи.  
 
1) Ако корените 1  и 2  на карактеристичната равенка се реални и раз-

лични, тогаш функциите 1
1

xy e  и 2
2

xy e  се партикуларни решенија на 

равенката (1). Понатаму, бидејќи 1 2   овие решенија се линеарно независни, 

т.е. тие образуваат фундаментален систем решенија на равенката (1). Според тоа, 
општото решение на (1) е од видот  

 

1 2
1 2

x xy C e C e   , 
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каде 1 2,C C  се произволни константи.  

 
Пример. Реши ја равенката '' 3 ' 2 0y y y   .  
 

Решение. Карактеристичната равенка за дадената равенка е  
 

2 3 2 0    . 
 

Нејзините корени се 1 21, 3     и тие се реални и различни меѓу себе. Од 1) 

следува дека општото решение на разгледуваната диференцијална равенка е  
 

3
1 2

x xy C e C e  ,  
 

каде 1 2,C C  се произволни константи.  

 
2) Нека корените на карактеристичната равенка се комплексни. Бидејќи 

коефициентите на равенката 1 2,p p  се реални, добиваме дека корените на каракте-

ристичната равенка се коњугирано комплексни. Да ставиме  
 

1 2,i i         . 
 

Партикуларните решенија на диференцијалната равенка (1) можат да се запишат 
во видот  

 

( )
1

i xy e    и ( )
2

i xy e   . 
 

Ова се комплексни функции од реален аргумент x , а нас не интересираат само 
реални решенија. Со помош на формулите на Ојлер  

 

cos sini xe x i x    , cos sini xe x i x      
 

партикуларните решенија на равенката (1) можеме да ги запишеме во видот  
 

1 (cos sin )xy e x i x    , 2 (cos sin )xy e x i x    . 
 

Сега од теорема 13.9 следува дека функциите  
 

1 cosxy e x  , 2 sinxy e x   
 

се партикуларни решенија на равенката (1). Понатаму, бидејќи  
 

2

1

( )
( )

tg const
y x
y x

x   
 

добиваме дека овие функции формираат фундаментален систем решенија. Според 
тоа, општото решение на равенката (1) е дадено со  

 

1 2cos sinx xy C e x C e x    , 
 

каде 1 2,C C  се произволни константи.  

 
Пример. Реши ја равенката '' 2 ' 5 0y y   .  
 

Решение. Карактеристичната равенка за дадената равенка е  
 

2 2 5 0    . 
Нејзините корени се  
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1 21 2 , 1 2i i        
 

и тие се коњугирано комплексни броеви. Од 2) следува дека општото решение на 
разгледуваната диференцијална равенка е 

 

1 2cos 2 sin 2x xy C e x C e x   , 
 

каде 1 2,C C  се произволни константи.  

 
3) Нека корените на карактеристичната равенка (3) се реални и еднакви, 

т.е. 1 2    . Од Виетовите правила имаме 2
1 22 ,p p    , што значи дека 

равенката (1) го добива видот  
 

2'' 2 ' 0y y y    , 
 

односно  
 

'' ' ( ' ) 0y y y y      , 
 

па затоа  
 

( ' ) ' ( ' )y y y y     . 
 

Ставајќи 'y y u   добиваме 'u u , од каде наоѓаме 1
xu C e . Според тоа,  

 

1' xy y C e   
 

и решавајќи ја последната равенка, која е линеарна наоѓаме дека во овој случај ре-
шението на равенката (1) е дадено со  

 

2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( )dx dx x x x x xy e C e C e dx e C e C e dx e C x C                  

 
Пример. Реши ја равенката '' 4 ' 4 0y y   .  
 

Решение. Карактеристичната равенка за дадената равенка е  
 

2 4 4 0    . 
 

Нејзините корени се 1 2 2   , т.е. таа има двоен корен. Од 3) следува дека 

општото решение на разгледуваната диференцијална равенка е 
 

2
1 2( )xy e C x C  , 

 

каде 1 2,C C  се произволни константи.  

 
16.4. Да ја разгледаме линеарната хомогена диференцијална равенка од 

n  ти ред со константни коефициенти  
 

( ) ( 1)
1[ ] ... 0n n

nL y y p y p y        (4)  
 

каде , 1,2,...,ip i n  се реални броеви. Општото решение на равенката (4) го наоѓа-

ме како и во случајот на равенка од втор ред. Ќе го презентираме алгоритмот за 
решавање на равенката (4).  
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1. Бараме решение во видот xy e . Заменуваме во равенката (4) и доби-

ваме  
 

[ ] ( ) 0x xL e e     , 
 

од што ја добиваме карактеристичната равенка  
 

1
1( ) ... 0n n

np p         .    (5) 
 

2. Ги наоѓаме корените , 1,2,...,i i n   на карактеристичната равенка.  
 

3. Согласно карактерот на корените ги наоѓаме партикуларните решенија 
на равенката (4), имајќи предвид дека:  

 

а) на секој реален еднократен корен   на карактеристичната равенка (5) 

му соодветствува партикуларно решение xe .  
 

б) на секој пар коњугирано комплексни корени 1 2,i i          му 

соодветствуваат две линеарно независни партикуларни решениеја  
 

1 cosxy e x   и 2 sinxy e x   

на равенката (4).  
 

в) на секој реален корен   со кратност r  му соодветствуваат r  линеарно 
независни партикуларни решенија  

 

1, ,...,x x r xe xe x e    
 

на равенката (4). Навистина, нека бројот   е корен со кратност r  на каракте-

ристичната равенка ( ) 0   . Да ја разгледаме функцијата xy e  како функција 

од две променливи:   и x . Таа има непрекинати парцијални изводи по   и x  од 
секој ред, при што  

 

( )
m

m
x m x

x
e x e 


 . 

 

Затоа, парцијалните изводи на функцијата xy e  по   и по x  не зависат од 

редот на диференцирањето, така што  
 

[ ] [ ]
m m

m m

yL L y
 
 
 

 . 
 

Ако ова го искористиме и земеме предвид дека  
 

[ ] ( )x xL e e    ,     (6) 
 

добиваме  
 

2 2

2 2
2 2

[ ] [ ] [ ] ( ( )) ( ) '( )

[ ] [ ] ( ( )) ( ) 2 '( ) ''( )

............................................................................

x x x x x x

x x x x x x

L xe L e L e e xe e

L x e L e e x e xe e

     
  

     
 

     

       

  
  

 
 

    

    

1

1
1 1 2 ( 1)1

1!

..........................................................

[ ] ( ( )) ( ) '( ) ... ( )
r

r
r x x r x r x x rrL x e e x e x e e    


       




    











    


(7) 
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Ако   е r  кратен корен на карактеристичната равенка ( ) 0   , тогаш  
 

( 1)( ) '( ) ... ( ) 0r          и ( ) ( ) 0r   , 
 

што значи дека десните страни во сите равенства од(6) и (7) ќе бидат еднакви на 
нула, т.е  

 

1[ ] 0, [ ] 0, ..., [ ] 0x x r xL e L xe L x e     .  
 

Тоа значи, дека функциите 1, ,...,x x r xe xe x e    се партикуларни решенија на ра-

венката (4). Лесно се проверува, дека функциите 1, ,...,x x r xe xe x e    се линеарно 

независни на секој интервал ( , )a b .  
 

г) Размислувањата од делот под в) се запазуваат и во случај кога имаме 
комплексни корени. Имено, на парот комплексни корени  

 

1 2,i i          
 

со кратност k   му соодветствуваат 2k  партикуларни решенија на равенката (4):  
 

1 1cos , cos ,..., cos , sin , sin ,..., sinx x r x x x r xe x xe x x e x e x xe x x e x            . 
 

4) Бројот на вака најдените партикуларни решенија на равенката (4) е 
еднаков на редот на равенката n . Може да се покаже дека сите овие решенија се 
линеарно независни во целина. Според тоа, имаме n  линеарно независни парти-
куларни решенија 1 2( ), ( ),..., ( )ny x y x y x , па затоа нејзиното општо решение е даде-

но со  
 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n ny C y x C y x C y x    , 
 

каде 1 2, ,..., nC C C  се произволни константи.  

 
16.5. Пример. Реши ја равенката  
 

2 7 12 ''' 16 '' 16 ' 16 0vi v ivy y y y y y       . 
 

Решение. Карактеристичната равенка е  
 

6 5 4 3 22 7 12 16 16 16 0            . 
 

Нејзините корени се: 1 2 3 4 52, 1           и 6 2  . Според тоа, лине-

арниот независен систем партикуларни решенија е даден со  
 

2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6, , , , ,x x x x x xy e y xe y x e y e y xe y e        .  

 

Општото решение на равенката е  
 

2 2 2
1 2 3 4 5 6( ) ( )x x xy C C x C x e C C x e C e      .  

 

16.6. Пример. Реши ја равенката '' 0viy y  .  
 

Решение. Карактеристичната равенка е  
 

6 2 0   , т.е. 2 4( 1) 0    . 
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Нејзините корени се: 1 2 3 4 50, 1, 1, i           и 6 i   . Според тоа, ли-

неарниот независен систем партикуларни решенија е даден со  
 

1 2 3 4 5 61, , , , cos , sinx xy y x y e y e y x y x      . 
 

Општото решение на равенката е  
 

1 2 3 4 5 6cos sinx xy C C x C e C e C x C x      .  

 
16.6. Пример. Реши ја равенката на Чебишев  
 

2 2(1 ) '' ' 0x y xy n y    , каде ( 1,1)x  . 
 

Решение. Ако ја вовоедеме смената cosx t  добиваме  
 

1 1
sin

' dx
dt

dy dy dy dydt
dx dt dx dt dt t

y      ,  

2

2 2
cos1 1 1

sin sin sinsin
'' ( ) ( ) ( )dy dy d y dyd d dt t

dx dt t dt dt t dx t dtt dt
y       . 

 

Заменуваме во дадената равенка и после средувањето наоѓаме  
 

2

2
2 0d y

dt
n y  . 

 

Општото решение на последната равенка е  
 

1 2( ) cos siny t C nt C nt   
 

и како arccost t , за општото решение на равенката на Чебишев наоѓаме  
 

1 2( ) cos( arccos ) sin( arccos )y t C n x C n x  .  
 

Ова решение е линеарна комбинација на две функции, коишто се полиноми од x  
и ги нарекуваме полиноми на Чебишев од прв ред:  

 

( ) cos( arccos )nT x n x . 
 

Навистина, за 0n   имаме  

1( ) cos(0 arccos ) 1T x x   , 
 

а за 1n   добиваме  
 

1( ) cos(1 arccos )T x x x   . 
 

Понатаму, може да се докаже дека  
 

2
2

3
3

4 2
4

5 3
5

( ) 2 1,

( ) 4 3 ,

( ) 8 8 1,

( ) 16 20 5

T x x

T x x x

T x x x

T x x x x

 

 

  

  

  

 

итн.  
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17. ЛИНЕАРНИ НЕХОМОГЕНИ  
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ  
 

17.1. Линеарната нехомогена диференцијална равенка од n  ред има вид  
 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n

na x y a x y a x y g x      (1) 
 

каде функциите 0 1( ), ( ),..., ( ), ( )na x a x a x g x  се определени на некој интервал ( , )  . 

Ако 0 ( ) 0a x   на ( , )  , тогаш после делењето со 0 ( )a x  ја добиваме равенката  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) ( )n n

ny p x y p x y f x       (2) 

каде  

0 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) , 1, 2,..., ; ( )ia x g x
i a x a x

p x i n f x   . 
 

Непосредно од теорема 11.4 следува точноста на следнава теорема.  
 
Теорема. Ако на интервалот [ , ]a b  коефициентите ( ), 1,2,...,ip x i n  и 

десната страна ( )f x  на равенката (2) се непрекинати, тогаш оваа равенка има 

единствено решение кое ги задоволува почетните услови 
 

( 1)' ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , '( ) ,..., ( ) nny x y y x y y x y    , 

 

каде ( )
0 0( , ), , 0,1,2,..., 1ix a b y i n       .  

 
17.2. Равенката (2) можеме да ја запишеме во видот  
 

[ ] ( )L y f x      (3) 
 

каде, како и претходно ( ) ( 1)
1[ ] ( ) ... ( )n n

nL y y p x y p x y    .  

 
Теорема. Ако ( )y x  е решение на нехомогената равенка (3), а 0 ( )y x  е ре-

шение на соодветната хомогена равенка [ ] 0L y  , тогаш функцијата 0( ) ( )y x y x  

е решение на равенката (3).  
 

Доказ. Од условот на теоремата имаме  
 

0[ ] ( ), [ ] 0L y f x L y  . 
 

Од својствата на операторот L  добиваме  
 

0 0[ ] [ ] [ ] ( ) 0 ( )L y y L y L y f x f x       , 
 

т.е. функцијата 0y y  е решение на равенката (3).   

 
17.3. Теорема. Ако 1( )y x  е решение на равенката 1[ ] ( )L y f x  и 2 ( )y x  е 

решение на равенката 2[ ] ( )L y f x , тогаш функција 1 2( ) ( )y x y x  е решение на 

равенката 1 2[ ] ( ) ( )L y f x f x   
 

Доказ. Од условот на теоремата имаме 1 1[ ] ( )L y f x  и 2 2[ ] ( )L y f x . Од 

својствата на операторот L  имаме  
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1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] ( ) ( )L y y L y L y f x f x     , 
 

т.е. функцијата 1 2( ) ( )y x y x  е решение на равенката  
 

1 2[ ] ( ) ( )L y f x f x  .  

 
17.4. Теорема. Ако равенката [ ] ( ) ( )L y U x iV x  , каде сите коефициенти 

( ), 1,2,...,ip x i n  и функциите ( )U x  и ( )V x  се реални, има решение ( ) ( )u x iv x , 

тогаш реалниот дел од решението ( )u x  и имагинарниот дел од решението ( )v x  се 

решенија на равенките [ ] ( )L y U x  и [ ] ( )L y V x , соодветно.  
 

Доказ. Од условот на теоремата имаме  
 

[ ] [ ] [ ] ( ) ( )L u iL v L u iv U x iV x     , 
 

од каде следува [ ] ( )L u U x  и [ ] ( )L v V x , што и требаше да се докаже.  

 
17.5. Теорема. Ако на интервалот [ , ]a b  коефициентите ( ), 1, 2,...,ip x i n  

и десната страна ( )f x  на равенката (2) се непрекинати, тогаш општото решение 

на равенката во областа  
 

( )( , ), , 0,1,2,..., 1ix a b y i n        
 

е еднакво на збирот на општото решение 
1

( )
n

i i
i

C y x

  на соодветната хомогена ра-

венка и произволно партикуларно решение ( )y x  на нехомогената равенка, т.е. 

o oh py y y  . 
 

Доказ. Треба да докажеме дека  
 

1
( ) ( ) ( )

n

i i
i

y x C y x y x


       (4) 

 

каде , 1, 2,...,iC i n  се произволни константи, а ( ), 1,2,...,iy x i n  е линеарно не-

зависен систем решенија на соодветната нехомогена равенка [ ] 0L y  , е решение 

на нехомогената равенка [ ] ( )L y f x .  
 

Бидејќи 
1

( )
n

i i
i

C y x

  е решение на равенката  [ ] 0L y  , а ( )y x  е решение на 

равенката [ ] ( )L y f x , од теорема 17.2 следува дека функцијата (4) е решение на 

равенката [ ] ( )L y f x .  
 

Бидејќи за равенката (2) кога [ , ]x a b  се исполнети условите од тео-

ремата за егзистенција и единственост на решението на задачата на Коши, ос-
танува да докажеме, дека со соодветен избор на константите , 1,2,...,iC i n  во (4) 

може да бидат задоволени произволни почетни услови  
 

( 1)' ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , '( ) ,..., ( ) nny x y y x y y x y      (5) 
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каде 0 ( , )x a b , т.е. може да се реши секоја задача на Коши.  
 

Заради едноставноста во излагањата ќе се ограничиме на случајот 3n  . 
Од условот дека решението (4) ги задоволува дадените почетни услови (5) 
добиваме систем од три линеарни равенки со непознати 1 2 3, ,C C C :  

 

1 1 0 2 2 0 3 3 0 0 0

' ' ' '
1 1 0 2 2 0 3 3 0 0 0

'' '' '' ''
1 1 0 2 2 0 3 3 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) '( ) ,

( ) ( ) ( ) ''( ) .

C y x C y x C y x y x y

C y x C y x C y x y x y

C y x C y x C y x y x y

   
    


   







  (6) 

 

Детерминантата на овој систем е детерминантата на Вронски 0( )W x  на линеарно 

независниот систем решенија на хомогената равенка [ ] 0L y  , па затоа таа е раз-

лична од нула, за секој ( , )x a b , што значи и за 0x x . Затоа, за секој 0 ( , )x a b , 

т.е. за секои почетни услови ' ''
0 0 0, ,y y y  системот равенки (6) има единствено 

решение по однос на непознатите 1 2 3, ,C C C . Тоа значи дека можат да се изберат 

такви константи 0 0 0
1 2 3, ,C C C  што функцијата  

 

0 0 0
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x C y x C y x C y x y x      

 

е решение на равенката (2) кое ги задоволува почетните услови (5).  
 
 
 
18. ИНТЕГРИРАЊЕ НА ЛИНЕАРНИ НЕХОМОГЕНИ  

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ СО МЕТОДОТ  
НА ВАРИЈАЦИЈА НА КОНСТАНТИ 

 
18.1. Во овој дел ќе го разгледаме Лагранжовиот метод на варијација на 

константи за решавање на линеарни нехомогени диференцијални равенки. При-
тоа, заради поедноставно изложување на методот прво ќе се задржиме на равенка 
од втор ред. Нека е дадена диференцијалната равенка  

 

1 2'' ( ) ' ( ) ( )y p x y p x y f x   ,     (1) 
 

при што функциите 1 2( ), ( ), ( )p x p x f x  се непрекинати на интервалот [ , ]a b  и нека 

е познат фундаменталниот систем 1 2( ), ( )y x y x  решенија на соодветната хомогена 

диференцијална равенка  
 

1 2'' ( ) ' ( ) 0y p x y p x y   .     (2) 
 

Како што знаеме, општото решение на равенката (2) е дадено со  
 

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  ,     (3) 

каде 1 2,C C  се произволни константи.  
 

За да ја интегрираме нехомогената равенка (1) ќе го примениме методот 
на варијација на константи на Лагранж, кој се состои во следново. Решението на 
равенката (1) ќе го побараме во видот  
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1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )y C x y x C x y x      (4) 
 

каде 1 2( ), ( )C x C x  се непознати функции од x .  
 

Ја диференцираме функцијата (4) и добиваме  
 

' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y C x y x C x y x C x y x C x y x    .  

 

Функциите 1 2( ), ( )C x C x  можеме да ги избереме така, што тие го задоволуваат 

условот  
 

' '
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0C x y x C x y x  ,    (5) 

 

и тогаш  
 

' '
1 1 2 2' ( ) ( ) ( ) ( )y C x y x C x y x  .     (6) 

 

Го диференцираме равенството (6) и добиваме  
 

'' '' ' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2'' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y C x y x C x y x C x y x C x y x    .   (7) 

 

Ги заменуваме (4), (6) и (7) во (1) и после групирањето на собирците добиваме  
 

'' ' '' '
1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2

' ' ' '
1 1 2 2

( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

C x y x p x y x p x y x C x y x p x y x p x y x

C x y x C x y x f x

     

  
 

 

и бидејќи 1 2( ), ( )y x y x  се решенија на соодветната хомогена диференцијална ра-

венка добиваме  
 

' ' ' '
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C x y x C x y x f x  .     (8) 

 

Според тоа, функцијата (4) ќе биде решение на нехомогената диференцијална ра-
венка (1) ако функциите 1 2( ), ( )C x C x  истовремено ги задоволуваат равенките (5) и 

(8), т.е. ако се решенија на системот равенки  
 

' '
1 1 2 2

' ' ' '
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

C x y x C x y x

C x y x C x y x f x

  


 
    (9) 

 

Детерминантата на системот (9) е детерминантата на Вронски за линеарно незави-
сните решенија 1 2( ), ( )y x y x , па затоа таа е различна од нула на целиот интервал 

( , )a b . Решавајќи го овој систем по променливите ' '
1 2( ), ( )C x C x  наоѓаме  

 

' '
1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )C x x C x x       (10) 

 

каде 1 2( ), ( )x x   се дадени функции. Со интегрирање на равенствата (10) 

добиваме  
 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) , ( ) ( )C x x dx A C x x dx A         (11) 
 

каде 1 2,A A  се интеграциони константи. Конечно, ако од (11) замениме во (4) добива-

ме  
 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y A y x A y x y x x dx y x x dx        (12) 
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каде 1 2,A A  се интеграциони константи.  
 

Од претходната дискусија е јасно дека (12) е решение на равенката (1). 
Ако во (12) ставиме 1 2 0A A  , добиваме дека  

 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )py y x x dx y x x dx     
 

е партикуларно решение на (1). Бидејќи 1 1 2 2( ) ( )ohy A y x A y x   е општо решение 

на соодветната хомогена равенка (2), од теорема 17.5 следува точноста на следна-
ва теорема.  

 
Теорема. Нека 1 1 2 2( ) ( )ohy A y x A y x   е општото решение на хомогената 

равенка (2). Ако на местото на константите 1 2,A A  ставиме функции 1 2( ), ( )C x C x  

кои го задоволуваат системот (9), тогаш општото решение на нехомогената ра-
венка (1) е дадено со формулата (4).  

 
18.2. Коментар. Да забележиме дека со претходните разгледувања во 

општ случај не можеме да ја решиме равенката (1). Имено, претпоставката дека е 
познат фундаментален систем решенија на равенката (2) е многу рестриктивна, 
бидејќи не постои општ метод за наоѓање на решенијата на линеарна хомогена 
диференцијална равенка со ред 2n  .  
 

18.3. Пример. Решете ја диференцијалната равенка  
 

'' ' 2cosxy y e x   . 
 

Решение. Соодветната хомогена равенка е '' ' 0y y   и нејзиното општо 

решение е дадено со 1 2
xy C C e  . Понатаму, системот (9) има вид  

 

' '
1 2

' '
1 2

( ) 1 ( ) 0

( ) 0 ( ) 2cos .

x

x x

C x C x e

C x C x e e x



 

    


    
   (13) 

 

Ако ги собереме равенките во системот (13) добиваме  
 

'
1( ) 2cosxC x e x  , 

па затоа  

1 1( ) ( 2cos ) 2sinx xC x e x dx e x A       . 
 

Понатаму, од втората равенка во системот (13) наоѓаме  
 

'
2 ( ) 1 2 cosxC x e x   , 

 

па затоа  
 

2 2( ) ( 1 2 cos ) (sin cos )x xC x e x dx x e x x A        . 
 

Според тоа, општото решение на дадената равенка е  
 

1 2( 1) sin cosx xy A A e xe x x       .  
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18.4. Пример. Реши ја диференцијалната равенка '' tgy y x  .  
 

Решение. Соодветната хомогена равенка е '' 0y y   и нејзното решение 

е  

1 2cos siny C x C x  . 
 

Понатаму, системот (9) има вид  
 

' '
1 2

' '
1 2

( ) cos ( )sin 0

( )sin ( )cos tg .

C x x C x x

C x x C x x x

  

  

   (14) 

 

Ако првата равенка во (14) ја помножиме со sin x , втората со cos x  и ги собереме 

добиените равенки наоѓаме '
2 ( ) sinC x x , па затоа  

 

2 2( ) sin cosC x xdx x A    . 
 

Со замена во првата равенка од (14) добиваме '
1( ) sin tgC x x x  , од каде добива-

ме  
 

1 12 4
( ) sin tg sin ln tg( )xC x x xdx x A      . 

 

Конечно, за решението на почетната равенка добиваме  
 

1 2 2 4
cos sin cos ln tg( )xy A x A x x      .  

 
18.5. За интегрирање на линеарна нехомогена диференцијална равенка од 

n  ти ред, 1n  ,  
 

( ) ( 1)
1( ) ... ( ) ( )n n

ny p x y p x y f x       (15) 
 

постапуваме аналогно.  
 

Нека ( ), 1,2,...,iy x i n  е даден фундаментален систем решенија на соод-

ветната хомогена равенка. Решенијата на равенката (15) ќе ги побараме во видот  
 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n ny C x p x C x p x C x p x      (16) 
 

каде ( ), 1, 2,...,iC x i n  се нови непознати функции.  
 

За да ги најдеме функциите ( ), 1, 2,...,iC x i n , треба да составиме систем 

од n  линеарни равенки кои ги содржат овие функции. При составувањето на 
таков систем 1n   од равенките можеме да ги избереме произволно и потоа да ја 
составиме n  та равенка, тргнувајќи од барањето функцијата ( )y x , определена со 

формулата (16), да ја задоволува равенката (15). Притоа за првите 1n   равенки ќе 
ги земеме равенките  

 

' ' '
1 1 2 2

' ' ' ' ' '
1 1 2 2

( 2) ( 2)' '
1 21 2

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0

...........................................................................

( ) ( ) ( ) ( ) ...

n n

n n

n n
n

C x y x C x y x C x y x

C x y x C x y x C x y x

C x y x C x y x C 

   

   

   ' ( 2)( ) ( ) 0n
nx y x 
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Тогаш, за да функцијата ( )y x , определена со формулата (16), ја задоволува равен-

ката (15), функциите ( ), 1, 2,...,iC x i n  треба да го задоволуваат условот  
 

( 1) ( 1)' ' ' ( 1)
1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n n

n nC x y x C x y x C x y x f x       
 

Според тоа, функциите ( ), 1, 2,...,iC x i n  ги определуваме од системот  
 

' ' '
1 1 2 2

' ' ' ' ' '
1 1 2 2

( 2) ( 2)' '
1 21 2

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0

...........................................................................

( ) ( ) ( ) ( ) ...

n n

n n

n n
n

C x y x C x y x C x y x

C x y x C x y x C x y x

C x y x C x y x C 

   

   

   ' ( 2)

( 1) ( 1)' ' ' ( 1)
1 21 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

n
n

n n n
n n

x y x

C x y x C x y x C x y x f x



  











   

      (17) 

 

Детерминантата на овој систем е детерминантата на Вронски за фундаменталниот 
систем решенија, па затоа таа е различна од нула во интервалот ( , )a b . Според тоа, 

системот (17) има единствено решение по однос на променливите ' ( ), 1,...,iC x i n . 

Решавајќи го системот (17) наоѓаме  
 

' ( ) ( ), 1, 2,...,i iC x x i n  , 
 

каде ( ), 1,2,...,i x i n   се познати функции. Според тоа,  
 

( ) ( ) , 1,2,...,i i iC x x dx A i n    
 

каде , 1, 2,...,iA i n  се интеграциони константи и ако замениме во (16) за општото 

решение на равенката (15) добиваме  
 

1 1
( ) ( ) ( )

n n

i i i i
i i

y A y x y x x dx
 

     

 

каде , 1,2,...,iA i n  се интеграциони константи.  

 
 
 
19. ОЈЛЕРОВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА  

РАВЕНКА ОД ВТОР РЕД  
 
19.1. Дефиниција. Диференцијалната равенка од видот  
 

2
1 2( ) '' ( ) ' ( )ax b y a ax b xy a y f x        (1) 

 

каде a  и b  се реални константи, а ( )f x  е дадена реална функција, ја нарекуваме 

Ојлерова линеарна диференцијална равенка од втор ред. Ако ( ) 0f x  , тогаш 

равенката (1) е хомогена, а ако ( ) 0f x  , тогаш (1) е нехомегена Ојлерова равенка 

од втор ред.  
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19.2. Да ја разгледаме Ојлеровата хомогена линеарна диференцијална ра-
венка  

2
1 2( ) '' ( ) ' 0ax b y a ax b xy a y     .    (2) 

 

Ќе го разгледуваме само случајот кога 2 0a  , бидејќи за 2 0a   редот на 

равенката (1) може да се снижи и таа да се реши како линеарна равенка. Со заме-

ната tax b e  , ако 0ax b   и tax b e   , ако 0ax b   оваа равенка се све-
дува на диференцијална равенка со константни коефициенти. Случајот кога 

0ax b   доведува до решението b
a

x    и 
2

1 ( )b
a a

y f  .  
 

Нека, заради определеност земеме 0ax b  . Ако ставиме tax b e   

добиваме ln( )t ax b   и tadx e dt . Ќе ги изразиме изводите 'y  и ''y  со помош 

на новата променлива t . Имаме  
 

' dy dy dytdt
dx dt dx dt

y ae   ,  

2 2 2

2 2 2
2 2'' ( ) ( ) ( ) ( )d y dy dy d y dy d y dyt t t t td d dt

dx dx dt dt dx dt dtdx dt dt
y ae ae ae ae a e            

 

и ако замениме во равенката (1) наоѓаме  
 

2

2
2 2 2

1 2( ) ( )
td y dy dyt t t t e b

dt dt adt
e a e a e ae a y f       

 

односно ја добиваме равенката  
 

22
1 2

2 2 2 2
1 ( )

ta a a ad y dy e b
dt adt a a a

y f
    .    (2) 

 

Последната равенка е нехомогена равенка од втор ред со константни коефициенти 
и истата можеме да ја решиме, а потоа со смената ln( )t ax b   го добиваме реше-

нието на почетната равенка.  
 

Да забележиме дека случајот 0ax b  , води до истите трансформации и 
се добива истата равенка, но притоа на крајот треба да замениме ln( )t ax b   .  

 
19.3. Пример. Реши ја равенката  
 

2 '' ' 3 0x y xy y   . 
 

Решение. За 0x   ја воведуваме смената tx e  и наоѓаме  
 

' dyt
dt

y e , 
2 2

2 2
2'' ( )d y d y dyt

dtdx dt
y e   .  

 

Заменуваме во дадената равенка и ја добиваме равенката  
 

2

2
2 2 ( ) 3 0d y dy dyt t t t

dt dtdt
e e e e y     , 

 

која е еквивалентна на равенката  
 

2

2 2 3 0d y dy
dtdt

y   . 
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Карактеристичната равенка на последната равенка е 2 2 3 0     и нејзините 
корени се 1 23, 1    , па затоа нејзиното општо решение е  

 

3
1 2

t ty C e C e  . 

Но, tx e  и ако замениме во последната равенка добиваме дека општото решение 
на почетната равенка е  

 

3 1
1 2y C x C x  .  

 
19.4. Пример. Реши ја равенката  
 

2 '' ' 3x y xy y x    
 

Решение. Ова е нехомогена диференцијална равенка. Како и во примерот 
19.3 за соодветната хомогена диференцијална равенка го наоѓаме општото реше-
ние  

 

1
1 2y C x C x  . 

 

Равенката ја запишуваме во видот  
 

2 2
31 1'' ' x

x x x
y y y   , 

 

па затоа системот (9) од претходната точка гласи  
 

'
2

'
2

2 2

( )'
1

( ) 3'
1

( ) 0

( )

C x
x

C x x

x x

C x x

C x

  

  


 

 

од каде што наоѓаме  
 

1/ 2 3 / 2
1 1 2 2( ) 3 , ( )C x x A C x x A      , 

 

па затоа општото решение на дадената равенка е  
 

1
1 1 2( ) 4C x A x A x x   .  

 
 
 
20. СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ.  

ОСНОВНИ ПОИМИ  
 
20.1. Многу проблеми од физиката и техничките науки доведуваат до 

задачата: да се најдат функции  
 

1 1 2 2( ), ( ),..., ( )n nx x t x x t x x t    
 

кои задоволуваат равенки што го содржат аргументот t , бараните функции 

1 2, ,..., nx x x  и нивните изводи. Една таква задача е и задачата: да се најде законот 

на движење на материјална точка, т.е. да се најдат функциите 1 1( ),x x t  

2 2 3 3( ), ( )x x t x x t   со кои се изразуваат зависностите меѓу координатите на 
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точката од времето. Оваа задача, во општ случај, доведува до системот ди-
ференцијални равенки:  

 

2
31 1 2

2
1

2
32 1 2

2
2

2
3 31 2

2
3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , , , , , )

( , , , , , , )

( , , , , , , )

dxd x dx dx
dt dt dtdx

dxd x dx dx
dt dt dtdx

d x dxdx dx
dt dt dtdx

f t x x x

g t x x x

h t x x x

 

 






   (1) 

 

Овде 1 2 3, ,x x x  се кординатите на движење на материјалната точка, t  е времето, а 

, ,f g h  се дадени функции од своите аргументи. Системот од видот (1) го нареку-

ваме каноничен. Во општ случај ја имаме следнава дефиниција.  
 
Дефиниција. Системот од m  диференцијални равенки со m  непознати 

функции 1 2( ), ( ),..., ( )mx t x t x t  од аргументот t  го нарекуваме каноничен ако тој е 

запишан во видот  
 

1 2( ) ( 1) ( 1) ( 1)' ' '
1 1 2 21 2( , , ,...., , , ,...., ,..., , ,...., ), 1, 2,...,i mk k k k

i m m mix f t x x x x x x x x x i m       (2) 
 

т.е. ако тој е решен по најстарите коефициенти. Системот равенки од прв ред, ре-
шени по однос на изводите од бараните функции  

 

'
1 2( , , ,..., ), 1, 2,...,idx

i i ndt
x f t x x x i n     (3) 

 

го нарекуваме нормален систем диференцијални равенки.  
 

20.2. Забелешка. Ако ( 1)' '', ,..., ik
i i ix x x   во системот (2) се земат за нови по-

мошни функции, тогаш каноничниот систем (2) можеме да го замениме со екви-
валентен нормален систем, кој се состои од 1 2 ... mN k k k     равенки. Затоа во 

натамошните разгледувања ќе се осврнеме само на нормалните системи диферен-
цијални равенки.  

 

Пример. Равенката 
2

2
2 1d x

dt
x x    е парцијален случај од каноничен 

систем диференцијални равенки. Ако ставиме dx
dt

y , тогаш од претходното ра-

венство имаме 2 1dy
dt

x x   , т.е. го добиваме нормалниот систем диференци-

јални равенки  
 

2 1

dx
dt

dy
dt

y

x x

 


  

 

 

кој е еквивалентен на дадената равенка.  
 
20.3. Дефиниција. Решение на нормалниот систем (3) на интервалот 

( , )a b  го нарекуваме секој систем од n  функции  
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1 1 2 2( ), ( ),..., ( )n nx x t x x t x x t       (4) 
 

диференцијалбилни на интервалот ( , )a b , кој за секој ( , )t a b  ги претвора во 

идентитети равенките на системот (3).  
 
20.4. Задачата на Коши за системот (3) се формулира на следниов начин: 

најди решение (4) на системот, кое при 0t t  ги задоволува почетните услови  
 

0 0 0
1 0 1 2 0 2 0( ) , ( ) ,..., ( )n nx t x x t x x t x   .    (5) 

 
20.5. Во врска со егзистенцијата и единственоста нарешението на за-

дачата на Коши за нормален систем диференцијални равенки може да се докаже 
следнава теорема, која овде ќе ја прифатиме без доказ.  

 
Теорема. Нека е даден нормалниот систем диференцијални равенки (3) и 

нека функциите 1 2( , , ,..., ), 1, 2,...,i nf t x x x i n  се определени во некоја ( 1)n   ди-

мензионална област D  на промена на променливите 1 2, , ,..., nt x x x . Ако постои 

околина U  на точката 0 0 0
0 1 2( , , ,..., )nM t x x x , во која функциите if  се непрекинати и 

имаат ограничени парцијални изводи по променливите 1 2, ,..., nx x x , тогаш постои 

интервал 0 0 0 0( , )t h t h   во кој припаѓа t , на кој постои единствено решение на 

системот (3) кое ги задоволува почетните услови (5).  
 
20.6. Дефиниција. Системот од n  функции  
 

1 2( , , ,..., ), 1,2,...,i i nx x t C C C i n     (6) 
 

каде 1 2, ,..., nC C C  се произволни константи го нарекуваме општо решение на нор-

малниот систем (3) во некоја област D  на егзистенција и еднозначност на 
решението на задачата на Коши, ако  

 

1) за секои допустливи вредности на 1 2, ,..., nC C C  системот функции (6) 

ги претвора во идентитети равенките на (3).  
 

2) во областа D  функциите (6) ја решаваат секоја задача на Коши.  
 

Решенијата, кои се добиваат при конкретни вредности на константите 

1 2, ,..., nC C C  ги нарекуваме партикуларни решенија.  

 
 
 
21. МЕТОДИ ЗА ИНТЕГРИРАЊЕ СИСТЕМ  

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ   
 
21.1. Метод на исклучување. Парцијален случај на каноничен систем е 

една равенка од n  ти ред, која е решена по најстариот коефициент  
 

( ) ( 1)( , , ',..., )n nx f t x x x  .   (1) 
 

Ако воведеме нови функции  
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( 1)
1 2 1'( ), ''( ),..., ( )n

nx x t x x t x x t
   , 

 

тогаш оваа равенка можеме да ја замениме со нормален систем од n  равенки:  
 

1

2

1

1

2

1

1 1( , , ,..., )

n

n

dx
dt

dx
dt

dx
ndt

dx
ndt

x

x

x

f t x x x









 









 

    (2) 

 

т.е. равенката (1) е еквивалентна на нормалниот систем (2).  
 

Може да се докаже и обратното, т.е. дека нормалниот систем од n  равен-
ки од прв ред  

 

'
1 2( , , ,..., ), 1, 2,...,idx

i i ndt
x f t x x x i n    

 

е еквивалентен на една равенка од n  ти ред. Токму на ова тврдење се заснива 
методот на исклучување за интегрирање систем диференцијални равенки. Овој 
метод ќе го објасниме на следниов пример.  

 
Пример. Реши го системот диференцијални равенки  
 

'

' 4

t

t

x x y e

y y x te

   


  
    (3) 

 

при почетни услови 11
4

(0) 1, (0)x y   .  
 

Решение. Ја диференцираме првата равенка на системот (3) по t :  
 

'' ' ' tx x y e   .     (4) 

Понатаму, од првата равенка наоѓаме ' ty x x e    , заменуваме во втората и до-

биваме  
 

' ' 3 t ty x x e te     . 
 

Конечно, во (4) заменуваме за 'y  и ја добиваме равенката  

'' 2 ' 3 tx x x te   ,    (5) 
 

која е линеарна, нехомогена, од втор ред и со константни коефициенти. Соодвет-
ната хомогена равенка е  

 

'' 2 ' 3 0x x x    
и нејзиното решение е  

3
1 2

t tx C e C e  , 
 

а општото решение на равенката (5) е дадено со  
 

3 1
1 2 4

t t tx C e C e te   .    (6) 
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Понатаму, од (6) наоѓаме  
 

3 1
1 2 4

' 3 (1 )t t tx C e C e t e    . 
 

Ако во ' ty x x e     замениме за x  и 'x  добиваме  
 

3 3
1 2 4

2 2t t ty C e C e e    . 
 

Според тоа, општото решение на системот (3) е дадено со  
 

3 1
1 2 4

3 3
1 2 4

2 2

t t t

t t t

x C e C e te

y C e C e e





   


   

             (7) 

Ако во системот (7) ги замениме почетните услови 11
4

(0) 1, (0)x y    го добива-

ме системот равенки  
 

1 2

311
1 24 4

1

2 2

C C

C C

 
    

 

 

чие решение е 1 21, 0C C   и ако замениме во (7) за бараното партикуларно ре-

шение наоѓаме  
 

3 1
4

3 3
4

2

t t

t t

x e te

y e e

  


  

.  

 
20.2. Метод на интеграбилни функции. Интегрирањето на системот ди-

ференцијални равенки   
 

'
1 2( , , ,..., ), 1,2,...,i i nx f t x x x i n    (8) 

 

во некои случаи, може да се врши директно, преку наоѓање на таканаречените ин-
теграбилни комбинации. Интеграбилна комбинација е диференцијална равенка, 
која што е последица од дадениот систем и лесно се интегрира. Нејзиното реше-
ние  

 

1( , ,..., )nt x x C      (9) 
 

го нарекуваме прв интеграл на дадениот систем.  
 

Со помош на првиот интеграл, системот (8) го сведуваме на друг систем 
со една променлива помалку. Ако добиеме n  независни први интеграли, тогаш 
општиот интеграл на системот (8) имплицитно е определен со тие интеграли.  

 
Пример. Реши го системот  
 

dx
dt

dy
dt

y

x

 




 

 

Решение. Ако ги собереме дадените равенки, наоѓаме една интеграбилна 
комбинација  
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( )d x y
dt

x y   , 
 

од каде наоѓаме 1
tx y C e  . Понааму, со одземање на дадените равенки ја 

добиваме инетграбилната комбинација  
 

( ) ( )d x y
dt

x y    , 
 

од каде наоѓаме 2
tx y C e  . Според тоа, најдовме два независни први интегра-

ли  
 

1
tx y C e   и 2

tx y C e   
 

од каде го определуваме општото решение на системот  
 

1
1 22

( )t tx C e C e   и 1
1 22

( )t ty C e C e  .  

 
Дефиниција. Системот (8) може да се запише во видот  
 

1

11
... n

n

dxdxdt
f f

       (10) 

кој го нарекуваме симетрична форма на (8), а (10) го нарекуваме симетричен 
систем.  

 

Јасно, секој симетричен систем  
 

1

0 1
... n

n

dxdxdt
B B B

   , 1( , ,..., )k k nB B t x x  
 

може да се трансформира во нормален систем (1), при што треба да земеме  
 

' idx
i dt

x   и 
0

, 1, 2,...,iB
i B

f i n  . 
 

При решавањето на еден систем со наоѓање на интеграбилни комбинации 
често пати е погодно тој да биде запишан во симетрична фомра. Да разгледаме 
еден пример.  

 
Пример. Реши го системот  
 

,dy x yz x dz
dx y x dx y z


    

 

и најди ја онаа интегрална крива која минува низ точката (1,1, 2) .  
 

Решение. Имаме dydx dz
y z z x x y

k     , односно  
 

( ), ( ), ( )dx k y z dy k z x dz k x y         (11) 
 

Ако прво ги собереме равенствата (11), а потоа ги помножиме со , ,x y z , соодвет-

но и ги собереме добиваме  
 

0, 0dx dy dz xdx ydy zdz      , 
 

односно  
 

( ) 0d x y z    и 2 2 2( ) 0d x y z    
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од каде наоѓаме  
 

1x y z C    и 2 2 2
2x y z C   . 

 

Понатаму, ако во последните две равенки ставиме 1, 1, 2x y z     наоѓаме 

1 20, 6C C  , па затоа бараната интегрална крива е пресекот на сверата 
2 2 2 6x y z    и рамнината 0x y z   .  

 
 

 
22. СИСТЕМИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕ- 

РЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ  
 
22.1. Дефиниција. Системот диференцијални равенки го нарекуваме ли-

неарен, ако тој е линеарен по однос на непознатите функции и нивните изводи.  
 
Системот од n  линеарни равенки од прв ред, запишан во нормална форма 

има вид  
 

1
( ) ( ), 1, 2,...,i

ndx
ij j idt

j
a t x f t i n


   .   (1) 

 

Системот (1) можеме да го запишиме во матрична форма 
 

dX
dt

AX F       (2)  
 

каде  
 

1

2

( )

( )

( )n

x t

x t
X

x t

 
 
 
 
 
 


, 

1

2

( )

( )

( )n

f t

f t
F

f t

 
 
 
 
 
 


, 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n nn

a t a t a t

a t a t a t
A

a t a t a t

 
 
 
 
 
 

. 

 
22.2. Теорема. Ако сите функции ( )ija t  и ( )if t , , 1, 2,...,i j n  се непреки-

нати и ограничени на интервалот [ , ]a b , тогаш во доволно мала околина на секоја 

точка 0 0
0 0 1( , ,..., )nM t x x , 0 ( , )t a b , исполнети се условите од теоремата за егзи-

стенција и единственост на решението на задачата на Коши и, следствено, низ 
секоја таква точка минува единствена интегрална крива на системот (1).  

 

Доказ. Од условот на теоремата следува дека десните страни во ра-
венките на системот (1) се непрекинати функции и нивните парцијални изводи по 

, 1, 2,...,jx j n , се ограничени, бидејќи овие изводи се еднакви на непрекинатите 

на [ , ]a b  функции ija .  

 

22.3. Да го воведеме линеарниот оператор [ ] dX
dt

L X AX  . Тогаш си-

стемот  (2) може да се запише во видот  
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[ ]L X F .     (3) 

 
Дефиниција. Ако F  е нулта матрица, т.е. ако ( ) 0if t  , 1, 2,...,i n  на 

интервалот ( , )a b , тогаш за системот (1) ќе велиме дека е хомоген и истиот има 

вид  
 

[ ] 0L X  .     (4) 

 
Ќе презентираме неколку својства кои се однесуваат на решенијата на 

системот (1).  
 
22.4. Теорема. Ако ( )X t  е решение на хомогениот систем (4), тогаш 

( )cX t  е решение на (4), за секоја константа c . ♦ 

 
22.5. Теорема. Ако 1( )X t  и 2 ( )X t  се две решенија на хомогениот систем 

(4), тогаш 1 2( ) ( )X t X t  е решение на (4). ♦ 

 
22.6. Последица. Ако ( ), 1, 2,...,iX t i k  се решенија на (4) и ,ic  1,...,i k  

се произволни реални броеви, тогаш 
1

( )
k

i i
i

c X t

  е решение на (4). ♦ 

 

22.7. Теорема. Ако ( )X t  е решение на нехомогениот систем (3) и 0 ( )X t  

е решение на соодветниот хомоген систем (4), тогаш 0( ) ( )X t X t  е решение на 

(3).  
 

Доказ. Од условот на теоремата следува  
 

0[ ] , [ ] 0L X F L X  , 
 

па од дефиницијата на операторот L следува  
 

0 0[ ] [ ] [ ] 0L X X L X L X F F       , 
 

т.е. 0X X  е решение на (3).  

 
22.8. Дефинција. Векторите  
 

1

2

( )

( )
( )

( )

k

k
k

nk

x t

x t
X t

x t

 
 
 
 
 
 


, 1, 2,...,k n  

 

ги нарекуваме линеарно зависни на интервалот ( , )a b , ако постојат скалари ,i  

1, 2,...,i n  од кои барем еден е различен од нула и такви, што  
 

1
( ) 0

n

i i
i

X t


 , за секој ( , )t a b .    (5) 
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Ако равенството (5) е исполнето само во случај кога 0, 1,2,...,i i n   , тогаш ќе 

велиме дека векторите ( ), 1, 2,...,kX t k n  се линеарно независни на интервалот 

( , )a b .  
 

Да забележиме дека векторското равенство (5) е еквивалентно на систе-
мот равенства  

 

1
( ) 0, 1,2,...,

n

i ki
i

x t k n


     (6) 

 
22.9. Дефиниција. Детерминантата  
 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n nn

x t x t x t

x t x t x t
W t

x t x t x t

  

 

ја нарекуваме детерминанта на Вронски за системот вектори  
 

( ), 1, 2,...,kX t k n . 

 
22.10. Дефиниција. Нека е даден линеарен хомоген систем  
 

( )dX
dt

A t X      (7) 
 

каде ( )A t  е n n  матрица со елементи ( )ija t . Системот решенија  
 

( ), 1, 2,...,kX t k n  
 

на хомогениот систем (6) го нарекуваме фундаментален ако тој е независен.  
 
22.11. Теорема. Детерминантата на Вронски ( )W t  на фундаменталниот 

систем решенија на интервалот ( , )a b  на хомогениот систем (6) со непрекинати 

коефициенти на интервалот [ , ]a b  е различна од нула во сите точки од интервалот 

( , )a b .  

 
22.12. Теорема. Општото решение во областа ( , )t a b , | |kx   , 

1,...,k n  на линеарниот хомоген систем (6) со непрекинати коефициенти ( )ija t  

на интервалот [ , ]a b  е линеарна комбинација од n  линеарно независни решенија 

( ), 1, 2,...,kX t k n  на интервалот ( , )a b , т.е. 
1

( )
n

oh i i
i

X C X t


  , каде , 1,2,...,iC i n  

се произволни константи.  
 
22.13. Пример. Лесно се проверува дека системот  
 

1 2
2 1,

dx dx
dt dt

x x    

има решенија  
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1 2
cos sin

( ) , ( )
sin cos

t t
X t X t

t t

   
       

. 

 

Овие решенија се линеарно независни бидејќи детерминантата на Вронски е раз-
лична од нула, т.е.  

 

cos sin
( ) 1

sin cos

t t
W t

t t
 


. 

 

Општото решение на разгледуваниот систем има вид  
 

1 2
1 1 2 2 1 2

1 2

cos sincos sin
( ) ( ) ( )

sin cossin cos

C t C tt t
X t C X t C X t C C

C t C tt t

    
                

 

 

каде , 1, 2iC i   се произволни константи.  

 
22.14. Дефиниција. Квадратната матрица  
 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n nn

x t x t x t

x t x t x t
t

x t x t x t

 
 
  
 
 
 

 

 

чии колони се векторите на линеарно независниот систем решенија ( ),kX t  1,k   

2,...,n  на системот (7), ја нарекуваме фундаментална матрица на системот (7).  
 

Да забележиме дека, ако ( )t  е фундаментална матрица на системот (7), 

тогаш општото решение на системот може да се запише во видот  
 

( ) ( )X t t C  ,      (8) 
 

каде  
 

1

n

C

C

C

 
   
  

  

е константна матрица со произволни елементи. Во (8) ставаме 0t t  и добиваме 

0 0( ) ( )X t t C  , од каде наоѓаме 1
0 0( ) ( )C t X t  , па затоа  

 

1
0 0( ) ( ) ( ) ( )X t t t X t   .  

 

22.15. Дефиниција. Матрицата 1
0 0( ) ( ) ( , )t t K t t    ја нарекуваме ма-

трица на Коши.  
 

Да забележиме дека со помош на матрицата на Коши решението на систе-
мот (7) може да се запише во видот 0 0( ) ( , ) ( )X t K t t X t .  

 
22.16. Теорема. Општото решение во областа ( , )t a b , | |kx   , 

1,...,k n  на линеарниот нехомоген систем диференцијални равенки (2) со непре-
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кинати коефициенти ( )ija t  и функции ( )if t  на интервалот [ , ]a b  е еднакво на 

збирот на решението 
1

( ) 0
n

i i
i

C X t


  на соодетниот хомоген систем и призволно 

партикуларно решение ( )X t  на нехомогениот систем (2), т.е. o oh pX X X  .  

 
22.17. Лагранжов метод на варијација на константи. Ако е познато 

општото решение на хомогениот систем (7), тогаш партикуларното решение на 
нехомогениот систем може да се најде со методот на варијација на константи на 
Лаграж. Навистина, нека  

 

1
( ) ( )

n

i i
i

X t c X t


   

 

е општото решение на хомогениот систем (7). Тогаш  
 

( ) ( ), ( , ), 1,2,...,kdX
kdt

A t X t t a b k n    
 

при што решенијата ( ), 1, 2,...,kX t k n  се линеарно независни.  
 

Партикуларното решение на нехомогениот систем (2) ќе го бараме во ви-
дот  

 

1
( ) ( ) ( )

n

i i
i

X t c t X t


  ,     (9) 

 

каде ( ), 1,2,...,ic t i n  се непознати функции по t . Ако ја диференцираме функци-

јата ( )X t  по t  добиваме  
 

( )( ) '

1 1
( ) ( ) ( )i

n ndX tdX t
i i idt dt

i i
c t c t X t

 
  


. 

 

Заменуваме ( )X t  и ( )dX t
dt


 во (2) и добиваме  

 

( ) '

1 1
( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )i

n ndX t
i i i idt

i i
c t A t X t c t X t F t

 
    . 

 

Понатаму, бидејќи 
( )

( ) ( ) 0idX t
idt

A t X t  , од претходното равенство добиваме  
 

'

1
( ) ( ) ( )

n

i i
i

c t X t F t


  

 

или во развиена форма имаме  
 

' ' '
1 11 2 12 1 1

' ' '
1 21 2 22 2 2

' '
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

..............................................................................

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n n

c t x t c t x t c t x t f t

c t x t c t x t c t x t f t

c t x t c t x t

   

   

  '... ( ) ( ) ( )n nn nc t x t f t








 

  (10) 

 



 215 

Системот (10) е алгебарски по однос на непознатите ' ( ), 1,2,...,ic t i n  и неговата 

детерминанта е детерминантата на Вронски ( )W t  за фундаменталниот систем ре-

шенија ( ), 1, 2,...,kX t k n . Оваа детерминанта е различна од нула за секој t  од ин-

тервалот ( , )a b , па затоа системот има единствено решение  
 

' ( ) ( ), 1,2,...,i ic t t i n   
 

каде ( ), 1, 2,...,i t i n   се познати непрекинати функции. Ги интегрираме послед-

ните равенства и наоѓаме  
 

( ) ( ) , 1, 2,...,i ic t t dt i n  . 
 

Ако најдените вредности за ( ), 1,2,...,ic t i n  ги замениме во (9) го наоѓаме пар-

тикуларното решение на системот (2):  
 

1
( ) ( ) ( )

n

i i
i

X t X t t dt


   , 

 

каде под симболот ( )i t dt  подразбираме една од примитивните функции на 

функцијата ( )i t .  

 
 
 

23. СИСТЕМИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ  
РАВЕНКИ СО КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ  

 
23.1. Да го разгледаме линеарниот систем диференцијални равенки  

1
( ), 1, 2,...,i

ndx
ij j idt

i
a x f x i n


    

во кој сите коефициенти , , 1, 2,...,ija i j n  се константи. Пред се овој систем може 

да се интегрира сведувајќи го на една равенка од повисок ред, која ќе биде лине-
арна и со константни коефициенти. Друг ефективен метод за интегрирање на на-
ведениот систем е методот на Ојлер за интегрирање на линеарен хомоген систем 
диференцијални равенки со константни коефициенти, кој овде ќе го рагледаме.  
 

Да го решиме системот  
 

1

2

11 1 12 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

...................................................

...n

dx
n ndt

dx
n ndt

dx
n n nn ndt

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

    


   



    

   (1) 

 

Ако системот (1) го сведиме на една диференцијална равенка со една непозната 
функција 1( )x t , тогаш таа ќе биде линеарна со константни коефициенти, па затоа 

истата ќе има решенија од видот 1
tx e . Бидејќи функциите 2 3( ), ( ),..., ( ),nx t x t x t  
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се линеарни комбинации од ( )' ''
1 1 1 1( ), ( ), ( ),..., ( )nx t x t x t x t  добиваме дека и тие ќе има-

ат решенија од наведениот вид, при што е можно да се множат со некои кон-
станти. Затоа, решенијата на системот (1) ќе ги побараме од видот  
 

1 1 2 2( ) , ( ) ,..., ( )t t t
n nx t e x t e x t e         (2) 

 

каде , 1, 2,...,i i n   се константи. Ако од (2) замениме за ( ), 1,2,...,kx t k n  до-

биваме  
 

11 1 12 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ... 0

( ) ... 0

........................................................

... ( ) 0

n n

n n

n n nn n

a a a

a a a

a a a

   
   

   

    
     


     

   (3) 

 

Системот (3) е линеарен и хомоген, па за да истиот има нетривијално решенија по 
непознатите , 1, 2,...,i i n   , потребно и доволно е неговата детерминанта да биде 

еднаква на нула:  
 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a













.    (4) 

 

Равенката (4) ја нарекуваме карактеристична равенка, На нејзината лева страна е 
полином од n  ти степен по  . Од оваа равенка ги наоѓаме оние вредности на  , 
за кои системот (3) има нетривијално решение , 1, 2,...,i i n  . Ако сите корени 

, 1, 2,...,i i n  , на карактеристичната равенка (4) се различи, тогаш заменувајќи ги 

по ред во системот (3), наоѓаме соодветни нетривијални решенија 1 2, ,..., ,i i ni    

1, 2,...,i n  на овој систем и следствено наоѓаме n  решенија на почетниот систем 
диференцијални равенки (1) во видот:  

 

1 1 2 2( ) , ( ) ,..., ( )i i it t t
i i i i ni nix t e x t e x t e       , 1, 2,...,i n  (5) 

 

каде вториот индекс укажува на бројот на решението, а првиот на бројот на непо-
знатата функција. На овој начин конструираме n  партикуларни решенија на 
хомогениот систем (1):  
 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) , ( ) ,..., ( )

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n nn

x t x t x t

x t x t x t
X t X t X t

x t x t x t

     
     
       
     
     
     

  
  (6) 

 

кои формираат фундаментален систем решенија на системот (1). Следствено, оп-
штото решение на системот (1) има решение  
 

1
( ) ( )

n

i i
i

X t c X t


  ,     (7) 
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каде , 1, 2,...,ic i n  се произволни константи.  

 
23.2. Пример. Решете го системот равенки  

 

1 2
1 2 1 22 , 2

dx dx
dt dt

x x x x     . 
 

Решение. Решенијата ќе ги побараме во видот  
 

1 1 2 2,t tx e x e    . 
 

Карактеристичнара равенка е  
 

1 2
0

2 1




 


 
 

 

и нејзините корени се 1 21, 3    . Системот (3) е:  
 

1 2

1 2

( 1 ) 2 0

2 ( 1 ) 0

  
  
   

    
    (8) 

 

Во (8) ставаме 1 1   и добиваме  
 

11 21

11 21

2 2 0

2 2 0

 
 
  
  

, 

 
 

и наоѓаме 11 21  . Следствено,  
 

11 11 21 11,t tx e x e   . 
 

Аналогно, за 2 3    добиваме и добиваме 22 12   . Следствено,  
 

3 3
12 12 22 12,t tx e x e     . 

 

Конечно, општото решение на системот е дадено со  
 

3
1 1 11 2 12

3
2 1 11 2 12

( )

( )

t t

t t

x t c e c e

x t c e c e

 

 





  


 
,  

 

т.е.  
 

3
1 1 2

3
2 1 2

( )

( )

t t

t t

x t C e C e

x t C e C e





  


 
. 

 
23.3. Забелешка. Случајот кога карактеристичната равенка има пове-

ќекратни корени нема да го разгледуваме.  
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ЗАДАЧИ  
 
1. Реши ги равенките:  

a) 3 0xdx ydy  ,   

b) 0ydx xdy  , 

c) ' siny y  

d) 2' x yy e  ,  

e) 2( 1) ' 0x y y   ,   

f) 2 2 2'y x y x y  , 

g) ' tg 0y x y  ,    

h) 2'xy y y  .  
 

2. Реши ја хомогената диференцијална равенка:  
a) ( ) ( ) 0x y dx x y dy    ,   

b) ( ) ( ) 0x y dx x y dy    ,  

c) 2 2 2 2(2 ) ( ) 0x y dx x y dy    ,  

d) 2 2 2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x y dy    ,  

e) ( 1) ( 2) 0x y dx x y dy      ,  

f) ' 0x xy x y    .  
 

3. Реши ја диференцијалната равенка, а потоа најди ја интегралната крива која 
го задоволува почетниот услов:  

a) 2 2( ) 0, (1) 1x x y dx ydy y     , 

b) 1
2

' 0, (1)xy x y y    ,  

c) (2 3 1) (3 2 1) 0, (1) 1x y dx x y dy y       ,  

d) 2 2 , (1) 1xdx ydy x y dx y    .  
 

4. Реши ги равенките:  

a) 2'xy y x  ,  

b) ' xy y e   

c) 2 1xdy ydx x dx   ,  

d) ' ,n ny x y x n  R .  
 

5. Најди го партикуларното решение на равенката ' tg siny y x x  , кое го 

задоволува почетниот услов (0) 1y  .  
 

6. Најди го партикуларното решение на равенката ' cos sin 2y y x x  , кое го 

задоволува почетниот услов (0) 0y  .  
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7. Реши ја равенката 2dx
dy

y x y  , во која x  е непозната функција од y , а по-

тоа најди ја онаа интегрална крива која минува низ точката (1,1).  
 

8. Реши ги равенките:  

a) 2' lnxy y y x  ,   

b) 21'
x

y y y  ,  

c) 3'xy y y    

d) 
2

2

2

1
( 1) ' xy

x
x y xy


   ,  

e) 3'xy y x y  .  
 

9. Најди ја интегралната крива на равенката 2 1
' xy

x
y y


  , која минува низ точ-

ката (0,0).  
 

10. Реши ја равенката 2'( ) 0y x x y y   , во која x  е непозната функција од y .  
 

11. Најди го интегралниот множител за линеарната диференцијална равенка  

( ) ( )dy
dx

p x y q x  . 
 

12. Со интегрирање на тотален диференцијал реши ја диференцијалната равенка:  

a) ( ln ) 0y
x

dx y x dy   ,  

b) 2( ln ) 0y
x

dx y x dy   ,  

c) ( ) ' 0y x y xxe e y e ye    ,  

d) 2 22 ( ) 0xydx x y dy   ,  

e) 'cos sin 0xy y y  ,  

f) 2 32
3

(1 ) ( ) 0xy xdx y x y dy    ,  

g) ( 1) ( ) 0x y dx y x dy     .  
 

13. Реши ги следниве диференцијални равенки со интегрален множетел по еден 
од аргументите:  
a) ( ) 0ydx x xy dy   ,  

b) 2(1 ) 0x y dx xdy   ,  

c) 2 ( 1) 0y dx xy dy   .  
 

14. Реши ја диференцијалната равенка 2 21' (2 )
x

y y x y x    , ако се знае дека 

таа има партикуларен интеграл y x  .  
 

15. Реши ја равенката:  

a) 22 ' 'y xy y  ,  

b) 2' 1 'y xy y   ,    
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c) 5 ' sin 'y xy y  ,  

d) ' arcsin 'y xy y  ,    

e) 2( 1) ' 1 'y x y y    , 

f) 2' 'y y xy  ,  

g) 1
'

'
y

y xy  ,  

h) '' yy xy e  ,  

i) 2' ' 'y xy y y   ,   

j) 22 ' 1 'y xy y   ,  

k) 2' ' 0y xy y   ,   

l) 
'

'x
y

y y  ,  

m) ' 'y x y y  .  
 

16. Реши ја равенката:  

a) 2ln ' 2 'y y xy  ,   

b) ( ') ' ln 'y x y y y   ,   

c) 2 2' 'y xy y  ,  

d) 2
'

1 'x
y

y y   ,  

e) 3' ' 0yy x y   ,  

f) 3' ' 0yy x y   ,  

g) 2 2' ' 0yy x y   ,  

h) ' ' 0x yy xy   ,   

i) 2' ' 1 0xy yy   .  
 

17. Реши ја диференцијалната равенка:  

a) 2 0v vix y xy   ,  

b) '' xy xe ,   

c) 22 ''' '' 0vy xy y   , 

d) '' ''' 0xyy y  ,   

e) 2'' 1 0xy x   ,  

f) ' '' 0yy y  ,  

g) '' ''' 0y yy  ,  

h) '' ''' 0ivy y y  ,  

i) ''' sin 0y
y

y y  ,  
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j) 2'' ' ' 0xyy xy yy   .  
 

18. Докажи, дека две решенија на равенката '' ( ) ' ( ) 0y p x y q x y    со непрекина-

ти коефициенти, кои имаат максимум при една иста вредност на x  се лиенар-
но зависни.  

 

19. Докажи, количникот на две произволни линеарно независни решенија на ра-
венката '' ( ) ' ( ) 0y p x y q x y   со непрекинати коефициенти не може да има 

точка на максиму.  
 

20. Докажи, дека две линеарно независни решенија 1( )y x  и 2 ( )y x  на равенката 

'' ( ) ' ( ) 0y p x y q x y    со непрекинати коефициенти на [ , ]a b  не може да се 

анулираат во иста точка 0 ( , )x a b .  
 

21. Реши ја диференцијалната равенка:  
a) '' 4 ' 3 0y y y   ,  

b) '' 2 ' 0y y y   ,  

c) '' 9 0y y  ,  

d) '' 2 ' 2 0y y y   ,  

e) '' 2 ' 0y y  ,  

f) ''' 8 0y y  ,  

g) ''' 3 '' 4 ' 12 0y y y y    , 

h) ''' 6 '' 11 ' 6 0y y y y    ,  

i) ''' 0y y  ,  

j) 2 ''' '' 0ivy y y   ,  

k) 16 0ivy y  ,  

l) ' 0vy y  ,  

m) ''' '' ' 0y y y y    ,  

n) 4 '' 4 0ivy y y   .  
 

22. Реши ги диференцијалните равенки:  
a) '' 6 ' 8 7sin 6cosy y y x x    , 

b) 4'' 5 ' 6 3 xy y y e   ,   

c) 2'' ' 6 xy y y e    ,  

d) '' 2 ' 3 3 5 xy y y x e     ,  

e) 3'' 4 ' 4 2 xy y y e   ,  

f) '' 3 ' 2 xy y y e   ,  

g) 2'' ' 1y y y x    ,  

h) '' ' 6 xy y y xe   ,  

i) 2'' x xy y e e   ,  
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j) '' 2 cosy y x  ,    

k) ''' 2 '' ' 2 cosy y y y x    ,  

l) '' siny y x  .  
 

23. Реши ја равенката:  

a) 2 '' 3 ' 4 0x y xy y   ,  

b) 2 '' 2 ' 2 0x y xy y   ,  

c) 2(2 3) '' (2 3) ' 2 0x y x y y     ,  

d) 2( 1) '' 2( 1) ' 0x y x y y     ,  

e) 2 '' 5 ' 6 lnx y xy y x x   ,  

f) 2 '' 2 lnx y y x x   .  
 

24. Со методот на исклучување реши ги системите:  

a) 
2

2

dx
dt

dy
dt

x y

x y

   


 

,  

b) 
3 2

2

dx
dt

dy
dt

x y

x y

  


 

, 

c) 

2

2

2

2

d x
dt

d y

dt

y

x

 

 


. 

 

25. Со методот на интеграбилни комбинации реши ги системите:  

a) 

dx
dt

dy
dt

x y

x y t

  


  

, 

b) 

1

1

dx
dt y

dy
dt x

 

 

.  
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XXII ГЛАВА  
ИНТЕГРАЛНО СМЕТАЊЕ НА РЕАЛНИ  
ФУНКЦИИ ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ  

 
 
 

1. МЕРА НА ЖОРДАН   
 

1.1.  Дефиниција. Нека , 0,1,2,...,ia i m R , 2

1
0

m

i
i

a


 . Множеството 

точки mx R , 1 2( , ,..., )mx x xx , такви што  
 

0
1

m

i i
i

a x a


 ,      (1) 

го нарекуваме хиперрамнина во просторот mR .  
 

1.2. Дефиниција. Нека , 0,1, 2,3,...k k   е фиксиран број. Фамилијата хи-

перрамнини  
 

10
, 0, 1, 2, 3,...k

n
ix n     , 1,2,...,i m  

 

го разбива просторот mR  на m  димензионални затворени коцки од видот  
 

1

10 10
{ | , 1, 2,..., }i i

k k

n n
ix i m

   P x .    (2) 
 

Множеството од сите такви коцки, го означуваме со kT  и го нарекуваме разби-

вање од ранг k  на просторот mR , а коцките кои припаѓаат на разбивањето kT  ги 

нарекуваме коцки од ранг k .  
 

1.3. Коментар. а) Очигледно, пресекот на множествата внатрешни точки 
на секои две различни коцки од ранг k  е празно множество, а пресекот на две 
произволни коцки од ранг k  може да содржи само гранични точки на овие коцки.  
 

б) За секој , 0,1, 2,3,...k k   фамилијата од сите коцки од ранг k  го покри-

ва целиот простор mR , т.е. важи  
 

k

m

T
 

P
R P .      (3) 

 

1.4. Дефиниција. Нека ma R  и нека е дадена m  димензионалната коц-
ка   

{ | | | , 1, 2,..., }i ix a b i m   Q x .  
 

Бројот ( ) (2 )nb Q  го нарекуваме волумен (мера) на m  димензионалната коцка Q .  
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1.5. Забелешка. Должината на работ на коцката Q  во дефиниција 1.4 е 

еднаква на 2b  и како, согласно дефиниција 1.2  должината на работ на коцка P  од  

ранг k  е еднаква на 10 k , од дефиниција 1.4 следува дека волуменот (мерата) на 

коцка P  од ранг k  е ( ) 10 nk P . 

 
1.6. Дефиниција. Нека множеството S  е унија на различни коцки ,jP  

j J  од ранг k , т.е.  
 

j
j J

 S P .      (4) 

 

Бројот  
 

( ) ( )j
j J

 


 S P     (5) 

 

го нарекуваме волумен (мера) на множеството S .  
 

По дефиниција земаме ( ) 0   .  

 
1.7. Забелешка. Очигледно, ако множеството S  се состои од конечен 

број коцки од ранг k , тогаш ( ) S  е конечен број, а ако S  се состои од бесконеч-

но многу коцки од ранг k , тогаш ( )  S .  

 

1.8. Нека X  е произволно подмножество од mR . 
Со ks  да го означиме множеството од сите коцки P  од 

ранг k  такви што P X , а со kS  да го означиме 

множеството од сите коцки P  од ранг k  такви што 
  P X , т.е.  

 

,k
k

T
s




 
P
P X

P , 
,k

k
T

S

 

 
P
P X

P . 

 

Очигледно, за вака дефинираните множества важи  
 

k ks S X .   (6) 
 

Понатаму, лесно се гледа дека ако 1 2k k  расте, тогаш 
1 2k ks s  и 

1 2k kS S  

(цртеж 1). Според тоа,  
 

0 1 1 0... ... ... ...k ks s s S S S           X ,    (7) 
 

и од (1), (5) и (7) непосредно следува  
 

0 1 1 00 ( ) ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( ) ( )k ks s s S S S                X .  (8) 
 

Според тоа, низа 0{ ( )}k ks 
  монотоно расте, а низата 0{ ( )}k kS 

  монотоно опа-

ѓа, па затоа за секое множество mX R  постојат конечни или бесконечни грани-

ци lim ( )k
k

s


 и lim ( )k
k

S


.  
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Дефиниција. Нека mX R . Границата lim ( )k
k

s


 ја нарекуваме долна 

(внатрешна) мера на Жордан и ја означуваме со 
*
( ) X . Границата lim ( )k

k
S


 ја 

нарекуваме горна (надворешна) мера на Жордан и ја означуваме со * ( ) X , т.е.  
 

*
( ) lim ( )k

k
s 


X , * ( ) lim ( )k

k
S 


X .    (9) 

 

1.9. Лема. Нека mX R . Тогаш  
 

*
*

0 ( ) ( )    X X .    (10) 
 

Доказ. Од (8) следува дека за секој k  важи 0 ( ) ( )k ks S     . Ако 

во последните неравенства земеме k   ги добиваме неравенствата (0). ♦ 
 

1.10. Дефиниција. Нека mX R . Ако внатрешната и надворешната мера 
на Жордан на множеството X  се конечни и се еднакви, т.е. ако  
 

*
*
( ) ( )   X X , 

 

тогаш за множеството X  ќе велиме дека е измерливо по Жордан, а бројот  
 

*
*

( ) ( ) ( )   X X X     (11) 
 

го нарекуваме мера на Жордан за множеството X .  
 

 
1.11. Забелешка. а) Во натамошните разгледувања наместо внатрешна 

мера на Жордан, надворешна мера на Жордан, мера на Жордан и измерливо мно-
жество по Жордан ќе велиме внатрешна мера, надворешна мера, мера и измерливо 
множество. Притоа, ако треба да ја нагласиме димензијата m  на просторот во кој 
се разгледува мерата  , тогаш мерата   ќе ја означуваме со m .  
 

б) За множеството   ќе сметаме дека е измерливо и дека ( ) 0   . По-

натаму, непосредно од лема 1.9 и од дефиниција 1.10 следува дека за секое измер-
ливо множество X    важи ( ) 0 X .  

 
1.12. Пример. Нека ,c LR  и нека  

 

1 2 1{ ( , ,..., ) | , | | , 2,3,..., }m ix x x x c x L i m    X x ,  
 

т.е. множеството X  е ограничено и лежи во хиперрамнината 1x c . Ќе докажеме 

дека множеството X  е измерливо и дека ( ) 0 X .  
 

Во просторот mR  множеството X  нема внатрешни точки, па затоа за се-
кој 0n   важи ks   , па затоа  

*
( ) 0 X . Освен тоа, за мерата на kS  ја имаме 

оценката   
 

1 1
2

( ) 2(2 2 2) , 0mk
k m

kS L k    , 
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па затоа ( ) 0,kS k    и, следствено *
*
( ) ( ) 0  X X , што значи дека X  е 

измерливо и дека ( ) 0 X .  

 

1.13. Лема. а) Ако * ( ) 0 X , тогаш множеството X  е измерливо и 

( ) 0 X .  
 

б) Ако множеството X  е ограничено, тогаш неговите надворешна и вна-
трешна мера се конечни.  
 

в) Ако множеството X  е неограничено, тогаш * ( )  X .  
 

Доказ. а) Од условот и од лема 1.9 следува *
*
( ) ( ) 0  X X , па затоа 

( ) 0 X .  
 

б) Ако множеството X , тогаш постои nN  и коцка од видот  
 

{ | | | },n ix n P x      (12) 

таква што nX P , па затоа за 0k  , што значи за секој 1, 2,3,...k   важи  
 

1( )k k nS S  X P ,     (13) 
 

каде 1 { | | | 1}n ix n   P x . Од (13), согласно дефинициите 1.4 и 1.6 добиваме  
 

1( ) ( ) 2 ( 1)m m
k nS n    P . 

 

Понатаму, ако во последното неравенство преминеме кон граница кога k   
добиваме  

* ( ) lim ( ) 2 ( 1)m m
k

k
S n 


  X , 

 

што значи дека надворешната мера на X  е конечна, па одлема 1.9 следува дека и 
внатрешната мера на X  е конечна. 
 

в) Според (6), за секој 0,1, 2,...k  важи kSX , па затоа ако X  е неогра-

ничено, тогаш и kS  е неограничено, па затоа се состои од бесконечно многу коц-

ки од ранг k . Имено, во спротивно kS  би било ограничено и како kSX  доби-

ваме дека и X  е ограничено, што е противречност. Сега, од дефиниција 1.6 следу-

ва ( )kS    и затоа * ( ) lim ( )k
k

S 


  X .  

 
1.14. Последица. Ако множеството X  е измерливо, тогаш тоа е ограни-

чено.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека множеството X  не е ограничено. Тогаш, 

од лема 1.12 в) следува дека * ( )  X , што противречи на дефиниција 1.10. ♦ 

 
1.15. Теорема (монотоност на внатрешната и надворешната мера). 

Ако X Y , тогаш  
 

* *
* *
( ) ( ), ( ) ( )    X Y X Y .   (14) 
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Доказ. Нека P  е коцка од ранг k  која се содржи во X . Но, X Y , па 

затоа коцката P  се содржи во Y , што значи ( ) ( )k ks sX Y . Сега, од дефиниција 

1.6 следува дека ( ( )) ( ( ))k ks s X Y  и ако во последното неравенство преминеме 

кон граница кога k   добиваме дека 
* *
( ) ( ) X Y .  

 

Нека P  е коцка од ранг k  таква што   P X . Но, X Y , па затоа за 

коцката P  важ   P Y , што значи ( ) ( )k kS SX Y . Сега, од дефиниција 1.6 

следува дека ( ( )) ( ( ))k kS S X Y  и ако во последното неравенство преминеме 

кон граница кога k   добиваме дека * *( ) ( ) X Y .  

 
1.16. Последица. Ако ( ) 0 Y  и X Y , тогаш ( ) 0 X .  

 

Доказ. Ако X Y  и ( ) 0 Y , тогаш од теорема 1.15 следува  
 

* *0 ( ) ( ) ( ) 0     X Y Y , 
 

т.е. * ( ) 0 X . Конечно, од лема 1.12 а) следува ( ) 0 X .  

 
1.17. Последица (теорема за монотоност на мерата). Ако X  и Y  се из-

мерливи множества X Y , тогаш ( ) ( ) X Y .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.15 и дефиниција 1.10.   
 

1.18. Нека mX R . Ја воведуваме ознаката  
 

,
,

( )
k

k k

k k
T

S s

 


 

  
P

P P

X P .    (15) 

 

Да забележиме, дека од равенството (15) следува дека во општ случај \k k kS s  , 

но важи \k k kS s  . Понатаму, од дефиниција 1.6 следува  
 

( ) ( ) ( )k k kS s     .     (16) 

 

Лема. За секое ограничено множество mX R  важи  
 

( ) ( )k kS   X X X ,     (17) 
 

каде X  е границата на множеството X .  
 

Доказ. Од ( )kSX X  и од задача XIX 1 следува ( )kSX X . Понатаму, 

множеството X  е ограничено, па затоа ( )kS X  се состои од конечно многу коцки 

од ранг k . Но, секоја коцка од ранг k  е затворено множество, па од задача XIX 2 

следува дека ( ) ( )k kS SX X , што значи ( )kSX X . Сега, од  X X  и од прет-

ходната инклузија следува  
 

( )kS X X .      (18) 
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Ако x X , тогаш од (18) сле-
дува дека постои коцка од ранг k  таква 
што x P  и ( )kSP X . Можни се два 

случаја:  
а) ( )ksP X ,  

б) ( )ksP X .  
 

Ако ( )ksP X , тогаш од (15) следува дека ( )kP X  и како x P  добиваме 

( )kx X . Ако ( )ksP X , тогаш од ( )ks X X  следува P X . Меѓутоа, сите 

коцки кои ја содржат точката x  не може да припаѓаат на ( )ks X X , бидејќи во 

тој случај множеството X  ќе содржи и околина на точката x  (види цртеж 2), т.е. 
точката x  ќе биде внатрешна точка за множеството X , што противречи на 
x X . Од досега изнесеното следува дека во случај кога ( )ksP X , постои 

коцка 'P  од ранг k  таква што ' ( )kx S P X  и ' ( )ksP X , што според (15) зна-

чи дека ' ( )kP X  и како 'xP  добиваме дека ( )kx X . Конечно, од досега 

изнесенот следува ( )k X X , т.е. точна е првата инклузија во (17).  
 

Ако ( )kP X , kTP , тогаш   P X , бидејќи согласно (15) имаме 

( )kSP X , но притоа P X , бидејќи повторно од (15) имаме дека ( )ks P X X . 

Според тоа, постојат точки , a b P  такви што  a P X  и \b P X . Понатаму, 
аналогно како во доказот на лема XIX 3.2 може да се докаже дека на отсечката 
[ , ]a b  постои точка c X . Но, коцката P  е конвексна област, и како , a b P  сле-

дува дека [ , ]a b P , што значи дека c P . Според тоа,  c X P , т.е.  X P  

   и од 1.8 следува ( )kS P X . Конечно, докажавме дека од ( )kP X  следу-

ва ( )kS P X , па затоа ( ) ( )k kS  X X , т.е. точна е втората инклузија во (17).  

 

1.19. Теорема. Множеството mX R  е измерливо ако и само ако е огра-
ничено и ( ) 0  X .  
 

Доказ. Ако mX R  е измерливо множество, тогаш според последица 
1.14 тоа е ограничено,а согласно дефиницијата за измерливост на множество гра-
ниците lim ( )k

k
s


, lim ( )k

k
S


 се конечни и се еднакви меѓу себе. Понатаму, ако 

земеме предвид дека множество кое се состои од конечен број коцки од ист ранг е 
измеливо множество и неговата мера во смисла на дефиниција 1.10 се совпаѓа со 
мерата дадена во дефиниција 1.6 (зошто?) имаме  
 

* ( ) ( ), 0,1, 2,3,...k k k     ,    (19) 
 

и ако ги искористиме равенството (16) и монотоноста на надворешната мера (тео-
рема 1.14) добиваме  
 

* *0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k kS s            X , k  .  
 

Но, тоа значи дека * ( ) 0  X , па од лема 1.13 а) следува дека множеството X  е 

измерливо и дека ( ) 0  X .  
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Нека множеството mX R  е ограничено и ( ) 0  X . Тогаш од дефи-

ницијата 1.9 следува lim ( ( )) 0k
k

S


X . Сега од последното равенство, равенство-

то (16) и монотоноста на мерата (последица .15) следува  
 

0 ( ) ( ) ( ) ( ( )) 0,k k k kS s S         X k  .  (20) 
 

Конечно, од ограниченоста на множеството X  следува егзистенцијата на ко-
нечните граници  

*
( ) lim ( )k

k
s 


X , * ( ) lim ( )k

k
S 


X , 

(лема 1.13), а од (20) следува  *
*
( ) ( ) X X , што според дефиниција 1.9 значи 

дека множеството X  е измерливо.  
 
1.20. Теорема (полуадитивност на надворешната мера). За секои под-

множества 1 2, ,..., nX X X  од mR  точно е неравенството  

* *

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

 
 
  X X .     (21) 

 

Доказ. За секои множества 1 2, ,..., nX X X  и за секој ранг 0,1, 2,...k   точ-

но е равенството  

1 1
( ) ( )

n n

k i k i
i i

S S
 
  X X ,  

бидејќи секоја коцка P  која има непразен пресек со множеството 
1

n

i
i
 X  има не-

празен пресек барем со едно од множествата 1 2, ,..., nX X X  и обратно. Затоа  
 

1 1 1
( ( )) ( ( )) ( ( ))

n n n

k i k i k i
i i i

S S S  
  
    X X X ,   (22) 

 

(вистинско неравенство важи кога една од коцките со ранг k  припаѓа на две или 
повеќе множества ( )k iS X , што е случај кога две или повеќе од множествата 1,X  

2 ,..., nX X  се сечат). Конечно, ако во (22) преминеме кон граница кога k   го 

добиваме неравенството (21).  
 

1.21. Последица. а) Ако множествата 1 2, ,..., nX X X  од mR  се измерливи, 

тогаш  

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

 
 
  X X .     (23) 

 

б) Унија на конечно многу множества со мера нула е множество со мера 
нула.  
 

Доказ. а) Множествата 1 2, ,..., nX X X  се измерливи, што значи * ( )i X  

( )i X , за 1, 2,...,i n . Сега неравенството (23) следува од неравенството (21).  
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б) Ако ( ) 0i X , за 1, 2,...,i n , тогаш од (23) следува 
1

( ) 0
n

i
i



 X .  

 
1.22. Теорема. а) Унија и пресек на конечен број измерливи множества е 

измерливо множество.  
 

б) Разлика на две измерливи множества е измерливо множество.  
 

Доказ. а) Ако множествата 1 2, ,..., nX X X  се измерливи, тогаш тие се огра-

ничени, па затоа се ограничени множествата 
1

n

i
i
 X  и 

1

n

i
i
 X . Освен тоа, ( ) 0i  X , 

за 1, 2,...,i n  па од последица 1.20 следува дека 
1

( ( )) 0
n

i
i



  X . Но,  

 

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i 

    X X  и 
1 1

( ) ( )
n n

i i
i i 

    X X  
 

(задача XIX 3), па од последица 1.16 следува  
 

1 1
( ( )) ( ( )) 0

n n

i i
i i

 
 

     X X . 
 

Конечно, од теорема 1.19 следува дека множествата 
1

n

i
i
 X  и 

1

n

i
i
 X  се измерливи.  

 

б) Доказот е аналоген на доказот на тврдењето под а). Деталите ги остава-
ме на читателот за вежба.   

 
1.23. Последица. Ако множеството X  е измерливо, тогаш и множеството 

X  е измерливо и притоа важи ( ) ( ) X X .  
 

Доказ. Имаме  X X X . Но, множеството X  е измерливо, па од теоре-
ма 1.8 следува ( ) 0  X , што значи дека множеството X  е измерливо. Сега, од 

теорема 1.22 а) следува дека множеството X  е измерливо. Понатаму, X X , па 

од последица 1.17 добиваме ( ) ( ) X X . Но, од последица 1.21 и од ( ) 0  X  

добиваме ( ) ( ) ( ) ( )      X X X X . Конечно, од последните две неравенства 

следува равенството ( ) ( ) X X .  

 
1.24. Теорема (конечна адитивност на мерата). Ако iX , 1, 2,...,i n  се 

измерливи множества такви што i j  X X , за i j , тогаш  

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

 
 
  X X .     (24) 

 

Доказ. Според последица 1.20 за секои измерливи множества iX , 1, 2,i   

..., n  точно е неравенството (23). Ќе докажеме дека  
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1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

 
 
  X X .     (25) 

 

Ако коцка P  со ранг k  се содпжи во некое множество iX , тогаш таа се содржи во 

1

n

i
i
 X , па затоа се содржи во ( )k is X  и во 

1
( )

n

k i
i

s

 X . Но, тоа значи дека  

1 1
( ) ( )

n n

k i k i
i i

s s
 
  X X , 

 

па затоа  
 

1 1
( ( )) ( ( ))

n n

k i k i
i i

s s 
 
  X X .    (26) 

 

За множествата iX , 1, 2,...,i n  важи i j  X X , за i j  и како ( )k i is X X , за 

1, 2,...,i n  заклучуваме дека ( ) ( )k i k js s X X , за i j , од што следува дека  
 

1 1
( ( )) ( ( ))

n n

k i k i
i i

s s 
 
  X X .    (27) 

 

Од (26) и (27) следува  
 

11
( ( )) ( ( ))

nn

k i k i
ii

s s 


  X X .    (28) 

 

Понатаму, множествата iX , 1, 2,...,i n  и 
1

n

i
i
 X  се измерливи, па затоа постојат 

конечните граници lim ( ( )) ( )k i i
k

s 


X X  и 
1 1

lim ( ( )) ( )
n n

k i i
k i i

s 
  

  X X  и ако во 

(28) преминеме кон граница го добиваме неравенството (25). Конечно, од неравен-
ствата (23) и (25) следува равенството (24).  

 
1.25. Последица. Ако X  и Y , X Y  се измерливи множества, тогаш  

 

( \ ) ( ) ( )   Y X Y X . 
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.24 и равенствата 
 

( \ ) Y X Y X  и ( \ ) X Y X .  

 
1.26. Во дефиниција XX 10.1 го воведовме поимот цилиндар во просторот 

3R . Аналогно се дефинира цилиндар во просторот 1mR . Имено, да го разгледа-

ме просторот 1mR  како производ на просторот mR  и бројната оска R , т.е. 
1m m  R R R . Ако mG R  и [ , ]a b  R , тогаш множеството  

 

1 2[ , ] {( , ) ( , ,..., , ) | , [ , ]}na b y x x x y y a b    G x x G  
 

цилиндар со основа G  и генератриса [ , ]a b . Во врска со претходно воведениот 

поим може да се докаже следнава лема.  
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Лема. Ако множеството mG R  е измерливо, тогаш и цилиндарот 
1[ , ] ma b  G R  е измерливо множество и притоа важи  

 

( [ , ]) ( ) ( )a b b a   G G .  

 

1.27. Лема. Ако за множеството mG R  важи ( ) 0n G , тогаш за ци-

линдарот важи 1( [ , ]) 0n a b   G .  
 

Доказ. Од лема 1.26 имаме 1( [ , ]) ( )( ) 0n na b b a     G G .  

 
 
 

2. МНОЖЕСТВА СО МЕРА НУЛА   
 

2.1. Теорема. Нека множеството mX R  е ограничено и затворено и не-

ка ( )y f x  е непрекината функција од X  во R . Тогаш графикот  
 

{( , ) | , ( }y y f  Y x x X x  
 

на функцијата f е измерливо множество и 1( ) 0n  Y .  
 

Доказ. Множеството X  е ограничено, па затоа постои m  димензионал-
на коцка  
 

{ | | | , 1, 2,..., }n ix n i m  P x    (1)  

таква што nX P  и да го разгледаме множеството  
 

1 { | | | 1, 1, 2,..., }n ix n i m    P x ,  
 

за кое важи  
 

1( ) , 0,1, 2,3,...k nS k  X X P .  (2) 
 

Множеството ( )kS X  се состои од конечно многу kv  коцки со ранг k  во mR , т.е. 

тоа се состои од коцките ( ) ,i
kP  1, 2,..., ki v , што значи  

 

( )

1
( )

kv
i

k ki
S


 X P .    (3) 

 

За секоја коцка ( )i
kP  со ( )i

kS  ја означуваме унијата 

на сите ( 1)m   димензионални коцки од ранг k  

кои се содржат во ( )kS Y  и се проектираат на коц-

ката ( )i
kP  (цртеж 3). Тогаш  

 

( )

1
( )

kv
i

k ki
S S


 Y    (4) 

 

што значи дека ( )kS Y  е унија на столбовите ( )i
kS .  
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Понатаму, со ( )i
kh  да ја означуваме висината на столбот  ( )i

kS  и добиваме  
 

( ) ( ) ( )
1( ) ( )i i i

n nk k kS h   P , 1, 2,..., ki v .    (5) 

Нека  

( ), '

( ) sup [ ( ) ( ')]
i

k

i f f f
 

 
x x P X

x x  

 

е осцилацијата на функцијата f  на множеството ( )i
k P X . Тогаш  

 

( ) 2
10

( ) ,k
i

ikh f  1, 2,..., ki v .     (6) 
 

Нека 0   е дадено. Функцијата f  е непрекината на ограниченото и затворено 

множество X , па од теорема XIX 7.11 следува дека таа е рамномерно непрекина-
та. Според тоа, постои 0   таков што ако рангот k  е таков што дијаметарот 

10 k m  на коцка со ранг k  е помал од  , тогаш осцилацијата ( )i f  на функци-

јата f  на множеството ( )i
k P X  е помала од  .  

 

Вториот собирок на десната страна на неравенствата (6) тежи кон нула 
кога k  , па затоа постои ранг 0k  таков што кога 0k k  е исполнето нера-

венството 2
10

( ) ki f   , што според (6) значи ( )i
kh  . Според тоа, кога 0k k  

од (2), (3), (4), (5) и од последното неравенство следува  
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ).

k k kv v v
i i i i

n k n n n n k n nk k k k
i i i

S S h S        
  

      Y P P X P  

 

Конечно, од произволноста на   и фактот дека 1( )n n P  е конечен фиксиран број 

следува 1lim ( ( )) 0n k
k

S 


Y , што значи дека 1( ) 0n  Y . ♦  

 

2.2. Последица. Ако границата на ограниченото множество mG R  е уни-
ја графици од непрекинатите функции 1 2, ,..., kf f f  од 1m  - променлива дефинира-

ни на ограничени и затворени множества, тогаш множеството G  е измерливо.  
 

Доказ. Според теорема 1 графикот на секоја од функциите 1 2, ,..., kf f f  

има мера нула. Понатаму, од последица 1.21 б) следува дека унијата на графиците 
на функциите 1 2, ,..., kf f f  е множество со мера нула, што според условот значи 

дека границата на множеството G  има мера нула. Конечно, од теоремаа 1.19 сле-
дува дека множеството G  е измерливо. ♦ 

 
2.3. Пример. Нека 2m  . Границата на кри-

волинискиот трапез (цртеж 4) е составена од графици на 
непрекинати функции на интервали, што значи дека ги 
задоволува условите на последица 2.2. Според тоа, кри-

волинискиот трапез е измерливо множество во 2R . ♦ 
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2.4. Теорема. Секоја рамнинска измерлива крива има мера во 2R  (плош-
тина) еднаква на нула.  

 

Доказ. Нека { ( ), [ , ]}t t a b   r r  е рамнинска измерлива крива и S  е 

нејзината должина. Да ја поделиме кривата   со точки ( )itr , 0 1 ... na t t t     

b  на n  лаци i  со еднаква должина S
n

. Тогаш, за круговите 1( ( ), )S
i i n

t U r , 

1, 2,...,i n  важи , 1,2,...,i i i n  U  и затоа  
 

1 1

n n

i i
i i 

      U . 

Притоа важи  
* ( ) ( ), 1,2,...,i i i n  U U , 

 

бидејќи кругот , 1,2,...,i i nU  е измерливо множество. Последното следува од по-

следица 2.2 бидејќи неговата граница може да се претстави како унија на две по-
лукружници, секоја од кои е непрекината функција на затворен интервал. Затоа,  

2
* * * 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, .

n n n n
S S

i i i n ni i i i
n    

   
          U U U  (7) 

Од (7) следува * ( ) 0   , па од лема 1.13 а) следува дека ( ) 0   .  

 
2.5. Забелешка. Аналогно на теорема 2.4 се докажува дека измерлива 

крива во mR  има мера во mR  ( m  димензионална мера) еднаква на нула.  
 
 
 
3. РИМАНОВ ИНТЕГРАЛ ОД ФУНКЦИЈА  

ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ   
 

3.1. Дефиниција. Нека mX R  е измерливо множество. Конечната фа-

милија множества 1{ }i
i i

  X  непразни измерливи множества ја нарекуваме по-

делба (разбивање) на множеството X  ако 
1

i

i
i




 X X  и ( ) 0,i k  X X  за i k .  

 

Бројот 
1,2,...,

| | max diam i
i i




 X  го нарекуваме дијаметар на поделбата  .  

 

3.2. Дефиниција. Нека 1{ }i
i i

  X  и *
1* { }k

k k
  Y  се две поделби на мно-

жеството X . Ќе велиме дека поделбата *  е впишана во поделбата  , ако за се-
кое множество *k Y  постои множество i X  такво што k iY X . Притоа ќе 

пишуваме *  .  
 
3.3. Лема. а) Ако , *, **    се поделби на множеството X  такви што 

*   и * **  , тогаш **  .  
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б) Нека *, **   се произволни поделби на множеството X . Тогаш постои 

поделба   таква што *   и **  .  

в) Ако 1{ }i
i i

  X  е поделба на множеството X , тогаш  

1
( ) ( )

i

i
i


 


 X X .     (1) 

 

Доказ. в) Нека * ( )i k
i k

  X X X . Тогаш од дефиниција 3.1 следува  

( ) 0,i k  X X  за i k , па од последица 1.20 б) добиваме ( *) 0 X . Понатаму, 

ако * \ *,i iX X X , тогаш според теорема 1.21 б) множеството *
iX  е измерливо и 

како *
i iX X  од последица 1.16 следува *( ) ( )i i X X . Но, од  * \ *,i iX X X  

следува ** ,i i X X X  па од последиците 1.16 и 1.20 б) и равенството ( *) 0 X  

следува *( ) ( )i i X X . Според тоа, од последните две неравенство добиваме  
*( ) ( )i i X X .  

Множествата *X  и *
iX , 1, 2,...,i i  се заемно дисјунктни и важи  

 

*

1
( ) *

i

i
i




  X X X  

 

па затоа  
 

* *

1 1 1
( ) ( ) ( *) ( ) ( )

i i i

i i i
i i i

  
    

  
     X X X X X .  

 

3.4. Дефиниција. Нека на измерливото множество mX R  е определена 

функција f , 1{ }i
i i

  X  е поделба на множеството X , , 1, 2,...,i i ii  X  и  
 

1 2
1

( ; , ,..., ) ( ) ( )
i

i i i
i

f f


       


   X .    (2) 

 

Сумата (2) ја нарекуваме интегрална Риманова сума на функцијата f  соодветна 

на разбивањето  .  
 

За функцијата f  ќе велиме дека е Риман интеграбилна на множеството 

X , ако постои реален број L  таков што за секоја низа поделби ( )
1{ } nkn

n i i  X  на 

множеството X  за која важи lim | | 0n
n




  низата интегрални Риманови суми  
 

( ) ( )

1
( ) ( )

n

n

k
n n

i i
i

f  


  X     (2’) 

конвергира кон L , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1
lim ( ; , ,..., ) lim ( ) ( )

n

n n

k
n n n n n

i ikn n i
f f L     

  
  X ,   (3) 
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за секој избор на точките ( ) ( )n n
i i X , 1, 2,..., , 1, 2,3,...ni k n  .  

 

Бројот L  го нарекуваме Риманов интеграл на функцијата f  на множе-

ството X  и го означуваме со ( )f d
X

x x .  

 
3.5. Коментар. а) Во натамошните разгледувања наместо функција Риман 

интеграбилна и Риманов интеграл ќе пишуваме интеграбилна функција и инте-
грал. Понатаму, ако 1m  , тогаш ( )f d

X

x x  ќе го нарекуваме повеќекратен инте-

грал и истиот ќе го означуваме со  
 

1 2 1 2( ) ... ( , ,..., ) ...n nf d f x x x dx dx dx  
X X

x x . 

 

Ако 2m  , тогаш ќе велиме дека тоа е двоен интеграл, ако 3n   - троен инте-
грал, а во случај на произволен mN  тоа е m  кратен интеграл.  
 

б) Условот (3) кратко можеме да го запишеме со равенството  
 

| | 0
lim ( )f d





 
X

x x .     (4) 

 
3.6. На крајот од овој дел  ќе формулираме доволни услови за егзистенци-

ја на Римановиот интеграл на измерливо множество mX R . За таа цел прво ќеја 
вововедеме следнава дефинција.  

 
Дефиниција. Нека f  е ограничена функција на измерливото множество 

mX R , 1{ }i
i i

  X е поделба на X  и  
 

inf ( ), sup ( ), 1,2,...,
i i

i im f M f i i
 

  
x X x X

x x . 

 

Тогаш збировите  
 

1
( )

i

i i
i

s m


 


  X  и 
1

( )
i

i i
i

S M


 


  X  

 

ги нарекуваме долна и горна сума на Дарбу за функцијата f  на множеството 

X  по поделбата 1{ }i
i i

  X , соодветно.  

 
3.7. Очигледно, за сумите на Дарбу s  и S  и интегралната Риманова 

сума   се исполнети неравенствата s S    . Понатаму, може да се докаже 

дека за секои две поделби 1  и 2  на множеството X  е исполнето неравенството 

1 2
s S  .  

 

Во врска со сумите на Дарбу точна е следнава теорема која ќе ја прифати-
ме без доказ.  
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Теорема. Нека функцијата f  е ограничена на измерливото множество 

X . Тогаш f  е Риман интеграбилна ако и само ако за нејзините Дарбуови суми 

важи  
 

| | 0
lim ( ) 0S s 
 

  .     (5) 

 

Притоа  
 

| | 0 | | 0
lim lim ( )s S f d 
  

  
X

x x .    (6) 

 
3.8. Забелешка. Условот (5) е еквивалентен на условот  

 

| | 0 1
lim ( ; ) ( ) 0

i

i i
i

f



 

 
 X X ,    (7) 

каде 1{ }i
i i

  X  е поделба на множеството X  на кое е дефинирана функцијата 

f , а  
 

', ''
( ; ) sup [ ( '') ( ')]if f f


 

x x X
X x x  

 

е осцилацијата на функцијата f  на множеството , 1,2,...,i i iX .  

 
3.9. Што се однесува до егзистенцијата на на Римановиот интеграл на из-

мерливо множество mX R  точни се и следниве две теореми, кои како и во едно-
димензионалниот случај ќе ги прифатиме без доказ.  

 
Теорема А. Ако функцијата f  е непрекината на измерливото ограничено 

и затворено множество mX R , тогаш f  е Риман интеграбилна на X .  

 
Теорема Б. Ако функцијата f  е ограничена на измерливото затворено и 

ограничено множество mX R  и множеството нејзини прекини има мера на 

Жордан еднаква на нула, тогаш таа е Риман интеграбилна на множеството X .  
 
3.8. Пример. Функцијата ( , )f x y xy  е непрекината на измерливото 

множество 2[0,1] [0,1]  X R , па од теорема 3.7 Б следува дека таа е Риман 

интеграбилна на X . Но, тоа значи дека за секоја поделба ( )
1{ } nkn

n i i  X  на мно-

жеството X  за која важи lim | | 0n
n




  низата интегрални суми (2’) конвергира 

кога n  . Ќе го пресметаме интегралот  
 
 

0 1,
0 1

x
y

xydxdy
 
 

  

 



 238 

разгледувајќи го како граница на интегрални суми при разбивање на квадратот 

[0,1] [0,1]  на квадрати (коцки) со должина на страни 1
n

, при што за точките i  

во дефиниција 3.4 ќе ги земеме десните горни темиња на квадратите.  
 

Со правите  
 

, , , 1,2,..., 1i k
n n

x y i k n     
 

ја разбиваме областа на интегрирање на квадрати, а вредноста на функцијата на 

секое горно десно теме на квадратите е 2( , )i k ik
n n n

f  . Јасно, lim | | 0n
n




 , па 

затоа  
 

2 2

4 4
( 1)1 1

441 10 1,
0 1

lim lim .
n n n n

n nn ni kx
y

xydxdy i k 

   
 

      

 
 
 
4. СВОЈСТВА НА РИМАНОВИОТ ИНТЕГРАЛ ОД 

ФУНКЦИЈА ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ   
 
4.1. Лема. а) Ако X  е измерливо множество, тогаш  

 

( )d 
X

x X .     (1) 

 

б) Ако функциите f  и g  се интеграбилни и ограничени на множеството 

X , тогаш и нивниот производ fg  е интеграбилна функција на множеството X , а 

ако inf | ( ) | 0f  
X

x , тогаш и количникот 
f
g

 е интеграбилна функција на X .  

Доказ. а) Нека ( )
1{ } nkn

n i i  X  е низа поделби на множеството X  таква да 

lim | | 0n
n




 . Тогаш, ( )

1
( )

n

n

k
n

i
i

 


  X  и како ( )

1

nk
n

i
i

 X X  и ( ) ( )( ) 0,n n
i k  X X  за 

i k , од последица 1.21 и задача 4 добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ... ( ) ,

n n n

n n n

n

k k k
n n n n n

i i i
i i i

k k k
n n n n n

i i i
i i i



    

    

  

  

       

        

X X X X X X

X X X X X

 

 

што значи дека за секоја низа поделби ( )
1{ } nkn

n i i  X  таква што lim | | 0n
n




  важи  
 

lim ( )
nn
 


 X , 

 

па од дефиниција 3.4 следува равенството (1).  
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б) Доказот на тврдењето излегува надвор од рамките на нашите разгледу-
вања, па затоа нема да го презентираме.  
 

4.2. Лема. Ако X  и Y  се измерливи множества, X Y , функцијата f  

е ограничена и интеграбилна на множеството Y , тогаш таа е интеграбилна и на 
множеството X .  
 

Доказ. Множеството * \X Y X  е измерливо множество. Нека { }i  X  

е произволна поделба на множеството X  со дијаметар | |  и ** { }i  X  е поделба 

на множеството *X  со дијаметар | * | | |  . Тогаш *' { , }i i  X X  е поделба на 

множеството Y  со дијаметар | ' | | |  . Ако  
 

* *
'

*
( , ) ( ) ( , ) ( )i i i if f

 
      X X X X  

и  
( , ) ( )i if


    X X , 

 

тогаш '0      и како според забелешка 3.8 имаме '
| '| 0
lim 0





 , од послед-

ните неравенства следува 
| | 0
lim 0





 . Конечно, повторно од забелешка 3.8 

следува дека функцијата f  интеграбилна и на множеството X .  

 
4.3. Лема (за адитивност на интегралот на множества). Ако 'X  и ''X  се 

измерливи множества, ' '', ' ''   X X X X X  и функцијата f  е ограничена и 

интеграбилна на множеството X , тогаш интегралите 
'

( )f d
X

x x  и 
''

( )f d
X

x x  

постојат  
 

' ''

( ) ( ) ( )f d f d f d   
X X X

x x x x x x .    (2) 

 

Доказ. Егзистенцијата на интегралите 
'

( )f d
X

x x  и 
''

( )f d
X

x x  следува 

од лема 4.2. Останува да ја докажеме формулата (2). Нека '' { }i  X  и '''' { }k  X  

се поделби на множествата 'X  и ''X , соодветно. Тогаш ' ''{ , }i k  X X  е поделба 

на мноѓеството X  со дијаметар | | max{| ' |, | '' |}   . Ако ' '
i i X  и '' ''

k k X , 

тогаш  
 

' '
'

'
( ) ( )i if


    X  и '' ''

''
''

( ) ( )k kf


    X , 

 

па затоа  
 

' ''      .     (3) 
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Но, функцијата f  е интеграбилна на множествата , 'X X  ''X , па затоа  
 

' ''
| | 0 | '| 0 | ''| 0' ''

lim ( ) , lim ( ) , lim ( )f d f d f d  
  

  
  

    
X X X

x x x x x x . 

 

Конечно, ако во (3) преминеме кон граница кога | | 0   го добиваме равенството 

(2).  
 
4.4. Лема (за линеарност на интегралот). Ако функциите , 1,2if i   се 

интеграбилни на измерливото ограничено и затворено множество X , тогаш за се-
кои 1 2,  R  функцијата 1 1 2 2f f   е интеграбилна на множеството X  и при-

тоа важи  
 

1 1 2 2 1 1 1 2( )( ) ( ) ( )f f d f d f d       
X X X

x x x x x x .  (4) 

 

Доказ. За секоја поделба 1{ } nk
n i i  X  на X  и за секои точки ( ) ( )n n

i i X   

важи  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n nk k k
n n n n n n n

i i i i i i i
i i i

f f f f          
  

    X X X  

 

Но, функциите , 1,2if i   се интеграбилни на X , па затоа постои грани-

цата на десната страна на последното равенство кога lim | | 0n
n




 . Според тоа, по-

стои и границата на левата страна, што значи дека 1 1 2 2f f   е интеграбилна на 

X . Ако во последното равенство преминеме кон граница кога lim | | 0n
n




  ќе ја 

добиеме формулата (4).   
 
4.5. Лема (за интегрирање на неравенства). а) Ако функцијата f  е ин-

теграбилна на множеството X  и ( ) 0f x , за секој x X , тогаш  
 

( ) 0f d 
X

x x .      (5) 

 

б) Ако функциите f  и g  се интеграбилни на множеството X  и 

( ) ( )g fx x , за секој x X , тогаш  

( ) ( )f d g d 
X X

x x x x .     (6) 

 

в) Ако функцијата f  е интеграбилна на множеството X  , тогаш и функ-

цијата | |f  е интеграбилна на множеството X   и важи  

| ( ) | | ( ) |f d f d 
X X

x x x x    (7) 

 

Доказ. а) Ако ( ) 0f x , за секој x X , тогаш за секоја поделба { }i  X  

на X  важи  
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1
( ) ( ) 0,

k

i i i i
i

f   


  X X . 

 

Ако во последното неравенство преминеме кон граница кога | | 0   го добиваме 

неравенството (5).  
 

б) Од ( ) ( )f gx x , за секој x X  следува ( ) ( ) 0f g x x , за секој 

x X . Според тоа,  
 

( ) ( ) [ ( ) ( )] 0f d g d f g d     
X X X

x x x x x x x , 

т.е. точно е неравенството (6).  
 

в) Неравенството (7) непосредно следува од неравенствата  
 
 

| ( ) | ( ) | ( ) |f f f  x x x  
 

и тврдењето под б).  
 

4.6. Лема (за монотоност на интегралот од ненегативна функција на 
множества). Ако X  и Y  се измерливи множества, X Y , функцијата f  е не-

негативна и интеграбилна на Y , тогаш  
 

( ) ( )f d f d 
X Y

x x x x . 

 

Доказ. Од лемите 4.2 и 4.3 следува дека постојат интегралите ( )f d
X

x x  и 

\

( )f d
Y X

x x  и притоа важи  

\

( ) ( ) ( )f d f d f d   
Y X Y X

x x x x x x . 

 

Конечно, тврдењето следува од последното равенство, неравенството ( ) 0f x , за 

секој \x Y X  и лема 4.5 а).  
 
4.7. Теорема. Ако f  е интеграбилна и ненегативна на измерливото и отво-

рено множество X  и ако постои точка c X , во која функцијата f  е непрекината 

и ( ) 0f c , тогаш  ( ) 0f d 
X

x x .  

 

Доказ. Ако функцијата f  е непрекината во точката c X  и ( ) 0f c , то-

гаш од доказот на теоремата за запазување на знакот (теорема XIX 5.12) следува 
дека постои околина ( , ) U U c X , таква што за секоја точка x U  е испол-

нето неравенството ( )
2

( ) ff  cx . Тогаш, од лемите 4.6, 4.5 б) и 4.1 следува  
 

( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) 0f ff d f d d      
c c

X U U

x x x x x U .  
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4.8. Теорема (за потполна адитивност на интегралот на множества). 
Ако функцијата f  е ограничена и интеграбилна на множеството X , n X X , 

nX , 1,2,...n   е измерливо и  
 

lim ( ) ( )n
n

 


X X ,     (8) 

тогаш  

lim ( ) ( )
n

n
f d f d


 

X X

x x x x .    (9) 

 

Доказ. Функцијата f  е ограничена на множеството X , па затоа постои 

0M   таков што | ( ) |f Mx , за секој x X . Понатаму, ( \ )k k X X X X  и 

( \ )k k X X X , па затоа од лемите 4.3, 4.5 в), 4.5 б), 4.1 а), последица 1.25 и 

од равенството (8) последователно добиваме  
 

\ \ \

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |

( \ ) [ ( ) ( )] 0, ,
n n n n

n n

f d f d f d f d M d

M M n  

   

    

    
X X X X X X X X

x x x x x x x x x

X X X X
 

 

т.е. точно е равенството (9).   
 
4.9. Теорема (за средна вредност на интегралот). Нека функциите f  и 

g  се ограничени и интеграбилни на множеството X . Ако ( ) 0g x , за секој 

x X  и ( )m f M x , за секој x X , тогаш  
 

( ) ( ) ( ) ( )m g d f g d M g d   
X X X

x x x x x x x .   (10) 

 

Доказ. Нека ( ) 0g x  и ( )m f M x , за секој x X . Тогаш  
 

( ) ( ) ( ) ( )mg f g Mg x x x x ,  x X  
 

па од лемите 4.5 в) и 4.4 следуваат неравенствата (10).  
 
4.10. Последица. Ако функцијата f  е интеграбилна на множеството X  

и ,m M  се како во теорема 4.9, тогаш постои [ , ]k m M  таков што  
 

( ) ( )f d k
X

x x X .    (11) 

 

Доказ. Во неравенствата (10) ставаме ( ) 1g x  и од лема 4.1 а) добиваме  
 

( ) ( ) ( )m f d M  
X

X x x X . 

 

Ако ( ) 0 X , тогаш равенството (11) важи за секој k . Ако ( ) 0 X , тогаш 

последните неравенства се еквивалентни со неравенствата  
 

1
( )

( )m f d M X
X

x x ,  

 



 243 

што значи дека постои [ , ]k m M  таков што важи (11).  

 
4.11. Последица. Нека X  е ограничено, затворено и измерливо линеарно 

сврзано множество. Ако функцијата f  е непрекината на X , а g  е интеграбилна, 

ограничена на X  и ( ) 0g x , тогаш постои точка c X  таква што  
 

( ) ( ) ( ) ( )f g d f g d 
X X

x x x c x x .    (12) 

 

Доказ. Функцијата f  е непрекината на ограниченото затворено и измер-

ливо множество, па од теорема 3.9.А следува дека таа е интеграбилна на X . 
Понатаму, од теорема XIX 7.3 следува дека постојат точки , a b X  во кои 

функцијата f  ги достигнува минимумот m  и максимумот M , т.е.  
 

( ) ( ) ( )f m f M f   a x b , за секој x X . 
 

Понатаму, функциите f  и g  се интеграбилни и ограничени на X , па од лема 4.1 

б) следува дека функцијата fg  е интеграбилна на X . Понатаму, од неравенствата 

(11) следува дека постои [ , ]k m M  таков што  
 

( ) ( ) ( )f g d k g d 
X X

x x x x x .   (13) 

 

Множеството X  е линеарно сврзано, па затоа постои пат :[0,1]  X  таков што 

(0) , (1)  a b . Но, функцијата :[0,1]f   R  е непрекината и како  
 

( )(0) ( ) , ( )(1) ( )f f m f f M    a b  ,  
 

а [ , ]k m M  добиваме дека постои [0,1]t  таков што ( )( )f t k  . Земаме 

( )tc  и добиваме дека ( )f kc . Конечно, ако замениме во равенството (13) 

го добиваме равенството (12).  
 
4.12. Последица. Нека X  е ограничено, затворено и измерливо линеарно 

сврзано множество. Ако функцијата f  е непрекината на X , тогаш постои точка 

c X  таква што  
 

( ) ( ) ( )f d f 
X

x x c X . 

 

Доказ. Непосредно следува од последица 4.11 за ( ) 1g x .  

 

4.13. Пример. Оценете го интегралот 2 2100 cos cos
| | | | 10

dxdy

x y
x y

I
  

  . 

 

Решение. Множеството 2{( , ) | | | | | 10}x y x y   X R  е ограничено, 

затворено, линеарно сврзано и 20 20
2

( ) 200  X .  Според последица 4.12 по-

стои точка ( , )c d c X  таква што  
 



 244 

2 2 2 2
2001

100 cos cos 100 cos cos
( )

c d c d
I 

   
 X . 

 

Понатаму, ако земеме предвид дека 2 2100 100 cos cos 102c d    , добиваме 
100
51

2I  .  

 
4.14. Теорема. Нека X  е измерливо множество и функцијата f  е огра-

ничена на X . Тогаш f  е интеграбилна на X  ако и само ако таа е интеграбилна 

на X . Притоа, ако f  е интеграбилна на X , тогаш  
 

( ) ( )f d f d 
XX

x x x x .    (14) 

 

Доказ. Имаме \  X X X  и како ( ) 0  X , добиваме ( \ ) 0 X X . 

Понатаму, од последица 4.10 следува дека постои k  таков што  

\

( ) ( \ )f d k
X X

x x X X  

и како ( \ ) 0 X X  добиваме дека  

\

( ) 0f d 
X X

x x . 

 

Конечно, ( \ ), ( \ )   X X X X X X X , па од лема 4.3 и од претходното ра-

венство следува  
 

\

( ) ( ) ( ) ( )f d f d f d f d     
X XX X X

x x x x x x x x , 

 

што значи дека точно е равенството (14), па затоа f  е интеграбилна на X  ако и 

само ако таа е интеграбилна на X .  
 
 
 
5. СВЕДУВАЊЕ НА ПОВЕЌЕКРАТЕН ИНТЕГРАЛ  

НА ПОВТОРЕН ИНТЕГРАЛ  
 
5.1. Во оваа точка ќе го воведеме поимот повторен интеграл и ќе покаже-

ме како повеќекратен интеграл се сведува на повторен интеграл. За таа цел прво 
ќе го разгледаме случајот на двоен интеграл, за што ни е потребно да го воведеме 
поимот повторен интеграл.  
 

Нека функциите   и   се непрекинати на интервалот [ , ]a b , при што 

важи ( ) ( )x y x   , за секој [ , ]x a b  и нека  
 

{( , ) | , ( ) ( )}x y a x b x y x     X ,   (1) 
 

(цртеж 5). Јасно, множеството X  е ограничено и затворено и како неговата грани-
ца има мера нула, тоа е измерливо множество.  
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Ако функцијата f  е определена на множеството X  и за секој [ , ]x a b  е 

интеграбилна по y  на интервалот [ ( ), ( )]x x  , тогаш функцијата  
 

( )

( )

( ) ( , )
x

x

F x f x y dy



  ,   (2) 

 

ја нарекуваме интеграл зависен од параметарот x , 
а интегралот  
 

( )

( )

[ ( , ) ]
xb

a x

f x y dy dx



  ,  (3) 

 

ако истиот постои, го нарекуваме повторен инте-
грал од функцијата f  на множеството X .  

 
5.2. Лема. Нека функцијата ( , )f x y  е интеграбилна на правоаголникот 

[ , ] [ , ]a b c d P  и нека за секој [ , ]x a b  постои  интегралот  

( ) ( , )
d

c

F x f x y dy  . 

Тогаш постои интегралот  

( ) ( ( , ) )
b b d

a a c

F x dx f x y dy dx      (3) 

и притоа важи  

( , ) ( ( , ) )
b d

a c

f x y dxdy f x y dy dx  
P

.  (4) 

 

Доказ. Нека   е поделба на правоаголникот P  определена со правите 

, 1,2,...,ix x i n   и , 1,2,...,ky y k p  , каде 1{ }n
i ix   и 1{ }p

k ky   се поделби на 

интервалите [ , ]a b  и [ , ]c d , соодветно. Тогаш на правоаголникот ikP  важи  
 

inf ( , ) ( , ) sup ( , )
ik ik

ik ikf x y m f x y M f x y   
P P

. 

 

Ако ги интегрираме овие неравенства по y  во граници од ky  до 1ky   добиваме  
 

1

1( , ) , [ , ].
k

k

y

ik k ik k i i
y

m y f x y dy M y x x x


      

Ако во последните неравенства ставиме ix  , 1[ , ]i i ix x   и ако сумираме по 

k  од 0 до 1p   добиваме  

11 1 1

0 0 0
( , ) ( , ) ,

k

k

y dp p p

ik k i i ik k
k k ky c

m y f y dy f y dy M y 
  

  
         
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т.е.  
1 1

0 0
( )

p p

ik k i ik k
k k

m y F M y
 

 
     .  

 

Ако ги помножиме добиените неравенства со ix  и сумираме по i  од 0 до 1n   

добиваме  
 

1 11 1 1

0 0 0 0 1
( )

p pn n n

ik i k i i ik i k
i k i i k

m x y F x M x y
   

    
           , 

т.е.  
1 11 1 1

0 0 0 0 1
( ) ( ) ( )

p pn n n

ik ik i i ik ik
i k i i k

m F x M  
   

    
      P P .   (5) 

 

Првата и последната сума во (5) се долната и горната сума на Дарбу по поделбата 
{ }ik  P  за функцијата f  на правоаголникот P . Ако во (5) преминеме кон гра-

ница кога | | 0   и земеме дека во тој случај и 
0 1

max 0i
i n

x
  

  , тогаш од инте-

грабилноста на функцијата f  на правоаголникот следува дека  
 

( , ) ( ) ( , )
b

a

f x y dxdy F x dx f x y dxdy   
P P

. 

 

Според тоа, повторниот интеграл (3) постои и важи (4).  
 

5.3. Забелешка. Ако ги замениме местата на x  и y , т.е. ако претпоста-

виме дека постои интегралот ( ) ( , )
b

a

G y f x y dx  , за секој [ , ]y c d , тогаш 

наместо формулата (4) ја добиваме формулата  
 

( , ) ( ( , ) )
d b

c a

f x y dxdy f x y dx dy  
P

. 

 

5.4. Пример. Ќе го пресметаме двојниот интеграл 2 2( 2 )x y dxdy
P

, ка-

де {( , ) | 0 2, 1 1}x y x y     P .  
 

Според лема 5.2 имаме  
 

1

1

2 1 2
2 2 2 2 2 32

3
0 1 0

( 2 ) ( 2 ) ( ) |x y dxdy dx x y dy x y y dx



       

P

 

2
2 4

3
0

(2 ) 8.x dx     
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5.5. Лема. Нека функцијата ( , )f x y  е интеграбилна на криволинискиот 

трапез (1) и нека [ , ] [ , ]a b c d P  е правоаголник кој го содржи множеството X , 

(цртеж 6). Тогаш функцијата  
 

( , ), ( , ) ,
( , )

0, ( , ) \ ,

f x y x y
G x y

x y


  

X

P X
 (6) 

 

е интеграбилна на правоаголникот P  и притоа важи  
 

( , ) ( , )G x y dxdy f x y dxdy 
P X

.  (7) 

 

Доказ. Правоаголникот P  е измерливо 
множество и како X  е измерливо множество доби-
ваме дека \P X  е измерливо множество. Понатаму, 
постојат двојните интеграли  
 

( , )f x y dxdy
X

 и 
\

0 0dxdy 
P X

, 

 

што значи дека постои и нивниот збир и од лема 4.3 следува дека  
 

\

\

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , )

( , ) ,

f x y dxdy f x y dxdy dxdy

G x y dxdy G x y dxdy

G x y dxdy

  

 



  

 



X X P X

X P X

P

 

 

што значи дека функцијата ( , )G x y  е интеграбилна на правоаголникот P  и при-

тоа важи равенството (7).  
 
5.6. Теорема. Нека функцијата ( , )f x y  е интеграбилна на криволиниски-

от трапез (1) и нека за секој [ , ]x a b  постои Римановиот интеграл (2). Тогаш 

постои повторниот Риманов интеграл  
 
 

( )

( )

( ) [ ( , ) ]
xb b

a a x

F x dx f x y dy dx



    

и е исполнето равенството  
( )

( )

( , ) [ ( , ) ]
xb

a x

f x y dxdy f x y dy dx



  

X

.    (8) 

 

Доказ. Нека [ , ] [ , ]a b c d P  е правоаголник кој го содржи множеството 

X  и нека функцијата ( , )G x y  е определена со (6). Тогаш од лема 5.5 следува дека 

функцијата ( , )G x y  е интеграбилна на правоаголникот P  и притоа важи ра-

венството (7). Понатаму, очигледно дека за секој [ , ]x a b  важи  
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( )

( )

( , ) ( , )
xd

c x

G x y dy f x y dy



  .  (9) 

 

Но, од лема 5.2 следува  

( , ) ( ( , ) )
b d

a c

G x y dxdy G x y dy dx  
P

.  (10) 

 

Конечно, од равенствата (7), (9) и (10) следува 
равенството (8).  

 
5.7. Пример. а) Ќе го пресметаме го 

интегралот ( )x y dxdy
P

, каде  

2{( , ) | 3 1, 2 1 2 }x y x x y x       P . 
 

Правата 2 1y x   и параболата 
22y x x   се сечат во точките ( 3, 7), (1,1)  , цртеж 7. Понатаму, од теорема 5.7 

следува дека  
 

2 22 2

2 1

1 2 1

2
3 2 1 3

1
4 3 2 31 4

2 2 15
3

( ) ( ) ( ) |

( 2 ) 4 .

x

x

x
y

x

x y dxdy dx x y dy xy dx

x x x x dx







  



    

      

   



P  

 

б) Ќе го пресметаме интегралот 2x dxdy
P

 каде 

{( , ) | | | | | 1}x y x y  P .  
 

Областа на интеграција е прикажана на цртеж 8. 
Според тоа,  
 

0 1 1 1
2 2 2

1 1 0 1

x x

x x

x dxdy dx x dy dx x dy
 

   
     

P

 

0 1
2 2 1

3
1 0

2 (1 ) 2 (1 ) .x x dx x x dx


        

 
5.8. Коментар. Тврдењето искажано во теорема 5.6 е симетрично во од-

нос на променливите x  и y , односно точно е следново тврдерње.  

Ако функцијата ( , )f x y  е интеграбилна на криволинискиот трапез  
 

{( , ) | , ( ) ( )}x y c y d y x y     Y  
 

и ако за секој [ , ]y c d  постои Римановиот интеграл (2). Тогаш постои повторни-

от Риманов интеграл  
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( )

( )

* ( ) [ ( , ) ]
yd d

c c y

F y dy f x y dx dy



    

и е исполнето равенството  
( )

( )

( , ) [ ( , ) ]
yd

c y

f x y dxdy f x y dx dy



  

X

.    (11) 

 
Всушност последното тврдење, чиј доказ е наполно идентичен на доказот 

на теорема 5.6 ни ја овозможува таканаречената смена на редоследот на интегри-
рање.  

 
5.9. Пример. Менувајќи го редосле-

дот на интегрирање ќе пресметаме  
 

21 2 2

0 0 1 0

( ) ( )
x x

dx x y dy dx x y dy


      . 

 

Решение. Областа на интеграција P  
е дадена на цртеж 9. Притоа имаме  
 

{( , ) | 0 1, 2 }x y y y x y     P , 
 

па затоа  
2

22
21 2 2 1 1

2
0 0 1 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) |
y

y

yx x
x

y

dx x y dy dx x y dy dy x y dx yx


              

32
2

1
71

2 2 60
0

(2 )y y y dy     .  

 
5.10. Пример. Ќе го пресметаме интегралот  

 

2| |y x dxdy
E

, 

каде {( , ) | [ 1,1], [0, 2]}x y x y   E .  
 

Од  
2 2

2 2

2 2

, ,

| | 0, ,

, ,

y x y x

y x y x

x y y x

  
  


 

 

следува  

1 2

2

2

2 2 2

1 1 2
2 2

1 0 1

| | | | | |

x

x

y x dxdy y x dxdy y x dxdy

dx x ydy dx y x dy
 

    

   

  

   

E E E
 



 250 

2 2

0 2

1 1
2 3/2 2 3/22 2

3 3
1 1

1 1 1
3 2 3/2 2 22 2 1 2

3 3 3 3
1 1 1

( ) | ( ) |

| | (2 ) (2 ) 2

x

x

x y dx y x dx

x dx x dx x x dx

 

  

    

      

 

  

 

/4
48 51

3 3 3 2
/4

( 2 sin ) cos .x t tdt





        

 
5.11. Сведување на интеграл со 

произволна кратност на повторен. Ќе ја 
формулираме теоремата за сведување на 
n  кратен интеграл на повторен интеграл, 
кога 2n  . Нека функцијата ( , , )f x y z  е не-

прекината на множеството 3E R , чија про-
екција на рамнината xOy  е затворено и огра-

ничено измерливо множество xyE , ( , )x y  и 

( , )x y  се непрекинати функции на множе-

ството xyE  и ( , ) ( , )x y x y  , за секој ( , )x y  

xyE , цртеж 11,  
 

{( , , ) | ( , ) , ( , ) ( , )}xyx y z x y x y z x y    E E . 

Тогаш множеството E  е затворено и ограничено измерливо множество и притоа 
важи  
 

( , )

( , )

( , , ) ( , , )
xy

x y

x y

f x y z dxdydz dxdy f x y z dz



  

E E

.   (12) 

 

Ако  
 

1 1{( , ) | , ( ) ( )}xy x y a x b x y x     E , 
 

каде 1( )x  и 1( )x  се непрекинати функции на интервалот [ , ]a b , тогаш приме-

нувајќи ја формулата (8) во формулата (12) за множеството  добиваме  
 

1

1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )
x x yb

a x x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz
 

 
   

E

.  (13) 

 

Аналогно, за 3n   при соодветни претпоставки точна е формулата  
 

1 1 2 11 1

1 1 1 1 2 1

( , ,..., )( )

1 2 1 2 1 2 1 2
( ) ( , ,..., )пати

... ( , ,..., ) ... ... ( , ,..., )
n

n

x x xxb

n n n n
a x x x xn

f x x x dx dx dx dx dx f x x x dx


 





      . 

 
5.12. Пример. Ќе го пресметаме интегралот  
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2 3I xy z dxdydz 
E

 

 

каде E  е областа ограничена се површините  
 

0, 1,z x y x    и z xy . 
 

Ја претставуваме областа E  и забележуваме дека  
 

{( , , ) | 0 1, 0 , 0 }x y z x y x z xy      E ,  
 

(цртеж 12). Сега, од формулата (13) доби-
ваме  
 

4

0

4 4 5

75 12

0

1
2 3 2 3

0 0 0

1 1
2 3 2

4
0 0 0 0 0

1 1
2 7

4 4
0 0 0 0

1 1

4 7 4 7
0 0

|

|
x

xyx

xyx x
xyz

x x
x y x

yx x

I xy z dxdydz dx dy xy z dz

xdx y dy z dz xdx y dy

xdx y dy dx y dy

dx dx

 

 

 

 

   

    

   

 

E

113

0

1
4 713 364

|x
   .   

 
 
 

6. ЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ВИД   
 

6.1. Нека L { ( ) | 0 }r s s S    е крива со конечна должина во 3R , s  е 

природниот параметар на кривата L  и нека на L  е зададена функција F , т.е. F  е 
функција на точките ( ( ), ( ), ( ))x s y s z s , [0, ]s S . Обично пишуваме ( , , )F F x y z , 

( , , ) Lx y z  , иако ова не е сосема коректно, бидејќи како што знаеме една иста 

точка од просторот може да биде носител на повеќе точки на кривата. Понатаму, 
ако (0) , ( )r A r S B  , тогаш кривата L  е ориентирана со помош на претставува-

њето ( ), [0, ]r r s s S  , т.е. таа е лак со почеток во точката A  и крај во точката 

B , и ја означуваме со AB .  
 
Дефиниција. Линиски интеграл од прв вид од функцијата F   по кривата 

AB  го нарекуваме интегралот  
 

0

( ( ), ( ), ( )) .
S

F x s y s z s ds     (1) 
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Кривата AB  во интегралот (1) ја нарекуваме пат на интегрирање.  
 

За означување на интегралот (1) ќе ги користиме и ознаките  
 


( , , )

AB

F x y z ds , 
AB

Fds  и 
L

Fds .  

 

6.2. Лема. Ако F  е непрекината функција на кривата AB , т.е. функцијата 
( ( ), ( ), ( ))F x s y s z s  е непрекината на интервалот [0, ]S , тогаш интегралот 

AB

Fds  

постои.  
 

Доказ. Непосредно следува од фактот што дадениот интеграл се сведува 
на интеграл од непрекината функција на интервал, кој според теорема XV 8,7 А 
постои.   

 
6.3. Лема. Линискиот интеграл од прв вид не зависи од ориентацијата на 

кривата, т.е важи  
 

 AB BA

Fds Fds  .   (2) 

 

Доказ. Нека ( ), [0, ]r r s s S   е претставување-

то на кривата AB . Промената на должината на кривата 
почнувајќи од точката B  да ја означиме со *s . Очи-
гледно  

*s S s   и *ds ds    (3) 
 

и како *s S s  , добиваме  
 

( *) ( ( *), ( *), ( *)), [0, ]r S s x S s y S s z S s s S        (4) 
 

е претставување на кривата BA , (цртеж 13). Според тоа, од (3) и (4) следува  
 



0

0

* ( ( *), ( *), ( *)) * ( ( ), ( ), ( ))
S

SBA

Fds F x S s y S s z S s ds F x s y s z s ds         

0

( ( ), ( ), ( )) .
S

AB

F x s y s z s ds Fds    

 
6.4. Нека L  глатка крива, т.е. нека L  е зададена со непрекинато доферен-

цијабилно претставување  
 

( ) ( ( ), ( ), ( )), [ , ]r t t t t t a b         (5) 

и  
2 2 2[ '( )] [ '( )] [ '( )] 0, [ , ]t t t t a b      . 

 

Тогаш таа согласно теорема XVIII 7.1 иам конечна должина и нејзината промена 
на должината ( )s t  може да биде земена за параметар:  

L {( ( ), ( ), ( )) | 0 }x s y s z s s S   , 

па затоа  
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( ( )) ( ), ( ( )) ( ), ( ( )) ( ), [ , ]x s t t y s t t z s t t t a b      . 

 
Лема. Ако L  е глатка крива зададена со (5), тогаш  

 

2 2 2

L

( ( ), ( ), ( )) [ '( )] [ '( )] [ '( )]
b

a

Fds F t t t t t t dt         .  (6) 

 

Доказ. Ако во интегралот (1) воведеме замена на променливата ( )s s t  и 

согласно теорема 7.1 земеме во предвид дека  
 

2 2 2'( ) [ '( )] [ '( )] [ '( )]s t t t t     , 
 

добиваме  
 

L 0

( ( ), ( ), ( )) . ( ( ), ( ), ( )) '( )
S b

a

Fds F x s y s z s ds F t t t s t dt       

2 2 2( ( ), ( ), ( )) [ '( )] [ '( )] [ '( )] .
b

a

F t t t t t t dt          

 
6.5. Коментар. Во случај кога кривата L  е график на функцијата 

( )y f x , [ , ]x a b , т.е. нејзиното претставување е од видот , ( )x x y f x  , тогаш 

формулата (6) го прима видот  
 

2

L

( , ) ( , ( )) 1 [ '( )]
b

a

F x y ds F x f x f x dx   . 

 
6.6. Непосредно од лема 6.4 и својствата на Римановиот интеграл следува 

точноста на следниве својства на линискиот интеграл од прв вид.  
 

Лема А. Ако функцијата F  е интеграбилна на AB  и ако точката C  при-

паѓа на AB , тогаш  
 

  AB AC CB

Fds Fds Fds    .    (7) 

 

Лема Б. Ако функциите F  и G  се интеграбилни на AB , тогаш функци-

јата F G  е интеграбилна на AB  и притоа важи  
 

  
( )

AB AB AB

F G ds Fds Gds     . ♦   (8) 

 

Лема В. Ако функцијата F  е интеграбилна на AB  и k R , тогаш функ-

цијата kF  е интеграбилна на AB  и притоа важи  
 

 AB AB

kFds k Fds  . ♦    (9) 
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Лема Г. Ако функциите F  и G  се интеграбилни на AB  и притоа важи 
( ) ( ),F s G s за секој [0, ]s S , тогаш  

 

 AB AB

Fds Gds  . ♦    (10) 

 

Последица А. Ако функцијата F  е интеграбилна на AB , тогаш функ-

цијата | |F  е интеграбилна на AB  и притоа важи  
 

 
| | | |

AB AB

Fds F ds  . ♦    (11) 

 

Последица Б. Ако функцијата F  е интеграбилна на AB  и ( )m F s M  , 

за секој [0, ]s S  , тогаш  




( ) ( )
AB

m l AB Fds M l AB    ,    (12) 

каде со ( )l AB  е означена должината на AB . ♦ 
 

Последица В. Ако функцијата F  е интеграбилна на AB  и ( )m F s M  , 

за секој [0, ]s S  , тогаш постои  R  таков што  
 


( )

AB

Fds l AB  . ♦     (13) 

 
6.7. Пример. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 

L

xyds , каде 

L  е делот од елипсата 
22

2 2 1yx
a b
  , a b  кој лежи во првиот квадрант.  

 

Решение. Кривата може да се претстави со следниве параметарски ра-

венки: 
2

cos , sin , 0, (0 )x a t y b t z t      . Понатаму, ' sin , ' cos ,x a t y b t    

' 0z   и ако замениме во формулата (6) добиваме  
/2

2 2 2 2

L 0

sin cos sin cosI xyds ab t t a t b tdt


    . 

Воведуваме замена 2 2 2 2 2sin cosu a t b t  , 2 2( )sin cosudu a b t tdt  , за 0t  , 

u b , за 
2

t  , u a  и добиваме  

2 2

2 2 2 2

( )2 3 3
3( )3( )

( ) .
a

ab a ab bab ab
a ba b a b

b

I u du a b  
 

     ♦  

 

6.8. Пример. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 2 2 3/2( )
L

ds
x y , 

каде L  е лак на хиперболната спирала 1  , 3 2 2  .  



 255 

Решение. Ако ја искористиме забелешка XV 15.3 б), тогаш бидејќи 
кривата L  е рамнинска во поларни координати cos , sinx y      формулата 

(6) го прима видот  
 

2 2

L

( ( , ), ( , )) [ ( )] [ '( )]
b

a

Fds F x y d           , 

 

па затоа од 1
   и 2

1


    добиваме  

2 2 3/2 2 3/2 3 2

2 2 2 2
2 2 21 1 1

( ) ( ) (1/ )
L L 3 3

( ) ( ) 1ds ds
x y

d d  
   


         

2 3/2 2 2

3

2 2
(1 )2 1/2 2 191 1

2 2 3/2 3
3

(1 ) (1 ) | .d         ♦ 

 
6.9. Забелешка. Линискиот интеграл од прв вид на по делови глатка кри-

ва 
1

L L
m

k
k

  , каде Lk , 1, 2,...,k m  се глатки криви го дефинираме како збир на 

соодветните интеграли на глатките криви Lk , 1, 2,...,k m , т.е.  

1L Lk

m

k
Fds Fds


   . 

 
6.10. Пример. Ќе го пресметаме го линискиот интеграл од прв вид  

 

L

( 2 )x y z ds  , 

каде L  е контурата на триаголникот (0,0,0), (14,0,0)A B  и 36 48
5 5

(9, , )C .  
 

Решение. Според забелешка 6.9 имаме  
 

  L

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
AB BC CA

x y z ds x y z ds x y z ds x y z ds              .     (14) 

Правата AB  има равенки: , 0, 0x t y z    и точката A  се добива за 0t  , а 

точката B  за 14t  , па затоа ds dt  и  



142

0

14

2
0

( 2 ) | 98t

AB

x y z ds tdt      . 

Правата BC  има равенки: 36 48
5 5

5 14, ,x t y t z t      и точката B  се добива за 

0t  , а точката C  за 1t  , па затоа  
2 2 236 48

5 5
5 ( ) ( ) 13ds dt dt     

и  
 



1
36 96 455
5 5 2

0

( 2 ) ( 5 14 )13
BC

x y z ds t t t dt         . 
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Правата CA  има равенки: 36 48
5 5

9 , ,x t y t z t    и точката C  се добива за 1t  , а 

точката A  за 0t  , па затоа 2 2 236 48
5 5

9 ( ) ( ) 15ds dt dt     и  
 



1
36 96 315
5 5 2

0

( 2 ) (9 )15
CA

x y z ds t t t dt       . 

Конечно, со замена во (14) добиваме  
 
 

455 315
2 2

L

( 2 ) 98 483x y z ds      . ♦ 

 
 
 

7. ЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ВИД   
 

7.1. Нека L AB  е глатка крива, ( ) ( ( ), ( ), ( )), [0, ]s x s y s z s s S  r r  е неј-

зиното векторско претставување, каде за параметар s  е земена промената на 
должината на лакот (природниот параметар) и  
 
 

( )( ) ( , , )d s dydx dz
ds ds ds ds

s  ru     (1) 
 

е единичниот тангентен вектор на кривата , чија насока соодветствува на избра-

ната ориентација на кривата. Нека на кривата L AB  е зададен векторот 
( ) ( ( ), ( ), ( )), [0, ]s a s b s c s s S a .  

 

Дефиниција. Линиски интеграл од втор ред од векторската функција 
( ) ( ( ), ( ), ( )), [0, ]s a s b s c s s S a  по глатка крива ( ) ( ( ), ( ), ( )), [0, ]s x s y s z s s S  r r  

го нарекуваме интегралот  
 

L

( ) ( )s s ds a u ,    (2) 

 

ако истиот постои. Притоа ја користиме и ознаката 


( ) ( )
AB

s s ds a u .  

 
7.2. Забелешка. Од дефиниција 7.1 е јасно дека линискиот интеграл од 

втор вид се сведува на специјален облик на линиски интеграл од прв вид. Поната-
му, од (1) имаме ( ) ( )s ds d su r  и ако замениме во (2) добиваме  
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

AB AB

s s ds s d s a u a r .    (3) 

 

Понатаму, ако векторската функција е зададена со  
 

( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))x y z P x y z Q x y z R x y za  
 

и ако земеме ( , , )d dx dy dzr  добиваме дека линискиот интеграл од втор вид запи-

шан во координатна форма се задава со  
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 
( ) ( )

AB AB

s d s Pdx Qdy Rdz   a r ,   (4) 

 

При што во (4) под знакот на интегралот всушност е запишан скаларниот произ-
вод на векторите ( , , )P Q Ra  и ( , , )d dx dy dzr .  

 

7.3. Лема. Ако функцијата ( , , )x y za  е непрекината на кривата AB , т.е. 

ако координатните функции , ,P Q R  се непрекинати на кривата AB  како функции 

од нејзиниот параметар, тогаш интегралот 


( ) ( )
AB

s d s a r  постои.  

Доказ. Кривата AB  е глатка, т.е. таа е непрекинато диференцијабилна и 
како на неа координатните функции , ,P Q R  се непрекинати како функции од неј-

зиниот параметар, добиваме дека подинтегралната функција во криволинискиот 
интеграл од прв вид, која се наоѓа на десната страна од равенството (3) е 
непрекината. Конечно, од лема 6.2 следува дека интегралот (2) постои. ♦ 

 
7.4. Лема. При промена на ориентацијата 

на кривата линискиот интеграл од втор вид го мену-
ва знакот, т.е.  
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

BA AB

s d s s d s  a r a r .  (5) 

 

Доказ. Нека *s S s  , т.е. *s  е промената 
на должината на лакот, тргнувајќи од точката B  на 
кривата L , а *u  е единичниот тангентен вектор на 
кривата L , соодветен на таа промена на лакот (цр-
теж 14). Притоа имаме  
 

( *)
* * *

* d S sd d ds d d
ds ds ds ds ds ds

      r r r ru u , 
 

па затоа од лема 6.3 следува  
 

    
* * *

BA BA AB AB AB

d ds ds ds d         a r au au au a r . ♦ 

 

7.5. Лема. Ако AB  е глатка ориентирана крива, ( ) ( ( ), ( ), ( )),t x t y t z t r r  

[ , ]t a b  е нејзино векторско преставување, тогаш  
 


'

b

aAB

d dt a r ar .     (6) 

 

Доказ. Ако земеме предвид дека  
 

'
'

d
dt
ds
dt

d
ds s

  
r

r ru , 

 

тогаш од лема 6.4. следува  
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 
' '

b b

a aAB AB

d ds s dt dt     a r au au ar . ♦ 

 
7.6. Забелешка. а) Во координатна форма формулата (6) има вид  

 


( ' ' ')

b

aAB

Pdx Qdy Rdz Px Qy Rz dt      .    (7) 

 

Јасно, формулата (7) го изразува линискиот интеграл од втор вид по крива L , во 
случај кога кривата има претставување со произволен параметар. Понатаму, 
бидејќи интегралите кои се наоѓаат на левата страна на (6) и (7), согласно де-
финиција 7.1 не зависат од изборот на параметарот, добиваме дека и интегралите 
кои се наоѓаат на десните страни на (6) и (7) не зависат од изборот на парамета-
рот.  
 

б) Ако кривата AB  е графикот на функцијата ( )y f x , [ , ]x a b , A   

( , ( ))a f a , ( , ( ))B b f b , тогаш формулата (7) го добива видот  
 


( ( , ( )) ( , ( )) '( ))

b

aAB

Pdx Qdy P x f x Q x f x f x dx    .   (8) 

 
7.7. Пример. Ќе го пресметаме линискиот интеграл од втор вид  

 



22
OA

xydx x dy , 

 

каде OA  е лакот на параболата 2y x  од (0,0)O  до (1,1)A .  
 

Ако ја искористиме формулата (8) добиваме  
 



1 1
2 2 2 3

0 0

2 (2 2 ) 4 1
OA

xydx x dy x x x x dx x dx         . ♦ 

 
7.8. Пример. Ќе го пресметаме линискиот интеграл од втор вид  

 

2

L

(2 )xy x dy , 

каде L  е елипсата 
22

2 2 1yx
a b
  .  

 

Ставаме cos , sin , cosx a t y b t dy b tdt    и [0, 2 ]t  . Ако ја искористи-

ме формулата (8) добиваме 
 

2
2 2 2

L 0

2 2
2 2 2 3

0 0

(2 ) (2 cos sin cos ) cos

2 cos sin cos

xy x dy ab t t a t b tdt

ab t tdt a b tdt



 

  

 

 

 
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23

0

23 3 3

0

3 3

2 2
2 2 2 2

0 0

2
2 2 2cos

3
0

2 2cos 2 cos 0 sin
3 3 3

2 2 sin 2 sin 01 1
3 3 3 3

2 cos (cos ) (1 sin )cos

2 | (1 sin ) (sin )

2 ( ) (sin ) |

2 ( ) [sin 2 (sin 0 )]

t

t

ab td t a b t tdt

ab a b t d t

ab a b t

ab a b





 







   

   

    

      

 

  

2 22 0 0 0.ab a b       ♦ 

 
7.9. Пример. Ќе го пресметаме лини-

скиот интеграл од втор вид  
 

2 2 2

L

y dx z dy x dz  , 

 

каде L  е кривата на Вивијани  
 

2 2 2 2 2 2, , 0, 0x y z a x y ax a z       . 
 

Параметарските равенки на кружни-

цата 2 2x y ax  , (цртеж 15), т.е. на кружни-

цата  
 

22 2
2 4

( )a ax y    се 
2 2 2

cos , sin , [0,2 ]a a ax t y t t     , 

па затоа  
 

2 2 2
2

1 cosaz a x y t     . 
 

Според тоа, sin
2 2 2 2 1 cos

' sin , ' cos , 'a a a t
t

x t y t z


     и ако ја искористиме формула-

та (7) добиваме  
 

23 3 32
(1 cos ) sin2 2 2 3

8 4 8 2 1 cos
L 0

( sin (1 cos )cos )t ta a a
t

I y dx z dy x dz t t t dt





         . 

 

Ако искористиме дека за непарна функција ( )f t  со период 2  важи  
 

2

0

( ) ( ) 0f t dt f t dt
 


   , 

добиваме  
23 3 3 3

0

2 2 2
2 1 cos 2

4 4 4 4 2
0 0 0

cos cos sin |a a a a tI tdt tdt t dt
  

       

2 2 23 3 3 3

0 0 04 8 16 4
sin | | sin 2 | .a a a at t t

         ♦ 
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7.10. Забелешка. Линискиот интеграл од втор вид на по делови глатка 

крива 
1

L L
m

k
k

  , каде Lk , 1, 2,...,k m  се глатки криви го дефинираме како збир 

на соодветните интеграли на глатките криви Lk , 1, 2,...,k m , т.е.  

1L Lk

m

k
d d


  a r a r .  

 
7.11. Пример. Ќе го пресметаме линискиот интеграл од втор вид  

 

2 2

L

( )x y dx yx dy  , 

каде L  е контурата на трапезот кои го фор-
мираат правите 0, 0, 1y x x y     и 

2x y  , цртеж 16.  
 

При ознаки на цртеж 15, од забелеш-
ка 7.10 следува дека  

   L AB BC CD DA

        .  (9) 

Понатаму, за AB  имаме , 0, [1,2]x x y x    

и ако замениме во (8) добиваме  
 



2
2 2 2 7

3
1

( )
AB

x y dx yx dy x dx     . 

 

За BC  имаме , 2x x y x   , [0, 2]x  и ако замениме во (8) добиваме  
 



0
2 2 2 2

2

2
2 3 10

3
0

( ) [( 2 ) (2 ) ( 1)]

( 2 ) .

BC

x y dx yx dy x x x x dx

x x x dx

       

      

 



 

 

За CD  имаме 0, , [1,2]x y y y    и ако замениме во (8) добиваме  
 



1
2 2 2 2

2

( ) [(0 ) 0 0 ] 0
CD

x y dx yx dy y y dy         . 

 

За DA  имаме , 1 , [0,1]x x y x x     и ако замениме во (8) добиваме  
 



2
2 2 2 2

1

2
3 3

4
1

( ) [( 1 ) (1 ) ( 1)]

(1 ) .

DA

x y dx yx dy x x x x dx

x x dx

       

   

 


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Конечно, ако замениме во (9) добиваме  
 

2 2 7 10 3 1
3 3 4 4

L

( ) 0x y dx yx dy        . ♦ 

 
 
 

8. ВЕКТОРСКО ПОЛЕ. ПОТЕНЦИЈАЛ   
 

8.1. Нека ( )y f x  е пресликување од множеството mG R  во просторот 
mR , кое во координатна форма се задава со равенствата  

 

( ), 1, 2,...,i iy f i m x  
 

каде 1 2 1 2 1 2( , ,..., ), ( ) ( ( ), ( ),..., ( )), ( , ,..., )m m mx x x f f f y y y  x f x x x x y . Според тоа, 

на секоја точка x G  и придружуваме вектор ( )f x , што значи дека на множе-

ството G  задаваме векторско поле ( )f x , x G .  

 
8.2. Дефиниција. Векторското поле ( )f x , x G  го нарекуваме потенци-

јално ако постои диференцијабилна функција ( )U x  таква што  
 

( ) ( ), 1,2,...,
i

U
i x

f i m
 x x ,    (1) 

 

за секој x G . Функцијата ( )U x  ја нарекуваме потенцијал на векторското поле 

( )f x , x G .  

 
8.3. Забелешка. а) Функцијата ( )U x  е диференцијабилна, па затоа од (1) 

следува дека  
 

1
( ) ( ) , ( ) ( )

m

i i
i

dU f dx U


  x x f x x . 

 

б) Очигледно, ако ( )U x  е потенцијал на векторското поле ( )f x , x G , 

тогаш и ( ) , constU C C x  е потенцијал  на векторското поле ( )f x , x G .  

 
8.4. Теорема. Нека 1( )U x  и 2 ( )U x  се потенцијали на векторското поле 

( )f x  определено на некое сврзано множество G . Тогаш 1 2( ) ( ) constU U x x .  
 

Доказ. 1( )U x  и 2 ( )U x  се потенцијали на векторското поле ( )f x , па затоа  

 

1 2( ) ( ), ( ) ( ), 1, 2,...,
i i

U U
i ix x

f f i m
 
   x x x x .  

 

Според тоа,  
 

1 2[ ( ) ( )] 0, 1, 2,...,
ix

U U i m
   x x ,  

 

Па од теорема XX 4.6 следува дека 1 2( ) ( ) constU U x x . ♦ 
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8.5. Теорема. Диференцијабилното векторско поле ( )f x , определено на 

отвореното множество G  е потенцијално ако и само ако  
 

( ) ( ), , 1,2,...,i k

k i

f f
x x

i k m
 
  x x ,     (2) 

 

за секој x G .  
 

Доказ. Нека ( )U x  е потенцијал на векторското поле ( )f x . Тогаш  
 

( ) ( ), 1,2,...,
i

U
i x

f i m
 x x , x G . 

 

Од диференцијабилноста на векторското поле ( )f x , следува дека функцијата 

( )U x  е двапати диференцијабилна на множеството G . Сега од теорема XX 6.6 

следува  
 

2 2
( ) ( ) ( ) ( ), , 1,2,...,i k

k k i i k i

f fU U
x x x x x x

i k m
  
        x x x x , x G . ♦ 

 
8.6. Забелешка. За векторското поле ( , ) ( ( , ), ( , ))x y P x y Q x yf  зададено 

на рамнината условот (2) има вид  
 

QP
y x


  . 

 

За векторското поле ( , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))x y P x y z Q x y z R x y zf  зададено во просторот 
3R  условот (2) има вид  

 

QP
y x


  , Q R

z y
 
  , R P

x z
 
  . 

 

8.7. Теорема. Нека на отвореното и сврзано множество 3G R  е зададе-
но потенцијалното векторско поле ( , , )x y zf  и нека ( , , )U x y z  е неговиот потен-

цијал. Нека L  е глатка крива, L  G  и нека L  ги поврзува точките 1 1 1( , , )x y z  и 

2 2 2( , , )x y z , во правец од првата кон втората точка. Тогаш  
 

2 2 2 1 1 1
L

( , , ) ( , , )Pdx Qdy Rdz U x y z U x y z    , 

 

т.е. криволинискиотинтеграл од втор вид не зависи од кривата L , која ги поврзува 
точките 1 1 1( , , )x y z  и 2 2 2( , , )x y z .  

 

Доказ. Нека  
 

( ) ( ( ), ( ), ( ))t t t t  r , [ , ]t a b ,  

1 1 1( ( ), ( ), ( )) ( , , )a a a x y z    , 2 2 2( ( ), ( ), ( )) ( , , )b b b x y z     
 

е равенката на кривата L . ( , , )U x y z  епотенцијал на векторското поле ( , , )x y zf , 

па затоа  
U
x

P 
 , U

y
Q 

 , U
z

R 
 . 

Сега од забелешка 7.6 следува дека  
 



 263 

L

[ ( ( ), ( ), ( )) '( ) ( ( ), ( ), ( )) '( )

( ( ), ( ), ( )) '( ))]

[ ( ( ), ( ), ( ))]

( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))

b
U U
x y

a

U
z

b
d
dt

a

Pdx Qdy Rdz t t t t t t t t

t t t t dt

U t t t dt

U b b b U a a a

       

   

  

     

 
 




   





 

 



 

2 2 2 1 1 1( , , ) ( , , )U x y z U x y z  . ♦ 

 
8.8. Пример. Ќе го пресметаме линискиот интеграл од втор вид  

2 3

L

3 ( 1)x ydx x dy  , 

каде L  е глатка  крива која ги поврзува точките (0,0)O  и (1,1)A .  
 

За функциите 2( , ) 3P x y x y  и 3( , ) 1Q x y x   важи 23 QP
y x

x 
   , па од 

забелешка 8.6 и теорема 8.5 следува дека ( , ) ( ( , ), ( , ))x y P x y Q x yf  е потенцијално 

векторско поле. Ќе го определиме потенцијалот ( , )U x y  на векторското поле 

( , )x yf . Понатаму, согласно доказот на теорема 8.5 последователно добиваме  
 

2 3( , ) 3 ( ) ( )U x y x ydx y x y y     ,  

3 31 ( , ) '( )U
y

x Q x y x y
     ,  

'( ) 1y  , т.е. ( )y y C   .  

Според тоа,   
3( , )U x y x y y C   , 

па од теорема 8.7 добиваме  
 

2 3

L

3 ( 1) (1,1) (0,0) 2x ydx x dy U U     .  

 
 
 

9. ГРИНОВА ФОРМУЛА   
 
9.1. Дефиниција. Нека во рамнината е 

зададен десен координатен систем. За ориен-
тацијата на простата затворена контура  , која 
лежи во рамнината, ќе велиме дека е позитив-
на, ако таа соодветствува на движење спротив-
но од движењето на стрелките на часовникот 
(цртеж 17 а), т.е. ако при движењето по контурата L  соодветно на ориентацијата 
конечниот дел од рамнината ограничен со контурата останува од лева страна. За 
ориентацијата на простата затворена контура L  ќе велиме дека е негативна, ако 
нејзината има спротивна ориентација е позитивна (цртеж 17 б).  
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Ако на рамнината е зададен лев координатен систем, тогаш позитивна 
ориентација на проста затворена контура ја нарекуваме нејзината негативна 
ориентација во десен координатен систем.  

 

Во натамошните разгледувања позитивно ориентираната проста затворе-

на контура L  ќе ја означуваме со L , а негативно ориентираната со L . Поната-
му, ќе велиме дека обиколувањето на контурата соодветно на позитивната (нега-
тивната) ориентација е во позитивен (соодветно во негативен) правец.  

 
9.2. Дефиниција. За ограничената област 

G  во xOy  рамнината ќе велиме дека е елементар-

на во однос на y  оската, ако постојат непрекинати 

функции   и   на некој интервал [ , ]a b  (цртеж 18), 

такви што  
 

{( , ) | , ( ) ( )}x y a x b x y x     G .  (1) 
 

Аналогно се дефинира област елементарна 
во однос на x  оската.  

 

Областа која е елементарна во однос на 
двете оски ја нарекуваме елементарна област.  

 
9.3. Коментар. а) Границата G  на областа G , која е елементарна во од-

нос на некоја од координатните оски (во случајов на y  оската) се состои од две 

непрекинати на [ , ]a b  функции   и   и две константни функции (во однос на 

променливата y ) па од последица 2.2 следува дека областа G  е измерлива.  
 

б) Ако функцијата f  е определена на затворањето G  на областа G , то-

гаш може да се случи во некои точки на G  да нема смисла да зборуваме за егзи-
стенција на некој од парцијалните изводи. Притоа се покажува корисно да поста-
пиме на следниов начин. Нека, на пример, во областа G  има непрекинат парци-

јален извод f
x

 . Ќе велиме дека парцијалниот извод е непрекинат на G , ако 

постои непрекината функција на G , ќија рестрикција на G  се совпаѓа со f
x

 . Во 

овој случај велиме дека f
x

  непрекинато е продолжен од областа G  на нејзината 

граница G .  
 
9.4. Теорема (Грин). Ако G  е елементарна област, а функциите ( , )P x y , 

( , )Q x y  и нивните парцијални изводи P
y


 , Q

x

  се непрекинати на затворањето G  

на областа G , тогаш  
 

( )Q P
x y

Pdx Qdy dxdy


 
 



   
GG

.    (2) 

 
 

Формулата (2) во литературата е позната како Гринова формула.  
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Доказ. Ако ги искористиме равенствата 
 

1 1

0
A A BB

Pdx Pdx   , кои следу-

ваат од фактот дека на отсечките 1A A  и 1BB  важи constx  , па затоа 0dx  , то-

гаш од теорема 5.6 добиваме  

   

   

1 1 1 1

1 11 1

( )

( )

[ ( , ( )) ( , ( ))]

.

xb b
P P
y y

a x a

AB ABA B B A

AB BB A AB A

dxdy dx dy P x x P x x dx

Pdx Pdx Pdx Pdx

Pdx Pdx Pdx Pdx Pdx




 



 
 



  

    

      

   

   

    

G

G

 

На потполно аналоген начин се докажува дека  
 

Q
x

dxdy Qdy







 
G G

. 

Конечно, ако од последното равенство го одземеме претпоследното равенство го 
добиваме равенството (2).  

 
9.5. Пример. Пресметајте го интегралот  
 

2 2 2

L

2( ) ( )x y dx x y dy   , 

каде L  е контурата на триаголникот определен со точките (1,1), (2, 2), (1,3)A B C .  
 

Решение. Имаме  
 

2 22( )P x y   и 2( )Q x y  , 4P
y

y
   и 2( )Q

x
x y

   . 
 

Функциите ( , )P x y , ( , )Q x y , P
y


  и Q

x

  се непрекинати, што значи дека за пре-

сметување на дадениот интеграл може да ја примениме Гриновата формула. Но,  

2( )Q P
x y

x y 
     и областа G  е дадена на цртеж 19, па затоа  

 

2 4

2 2 2

L

2 4

1

2

2
1

2
2

1

2( ) ( )

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) |

4 (4 4)

x

x

x

x

y

I x y dx x y dy

x y dxdy dx x y dy

dx xy

x x dx





   

   

 

  



  





G
 

23

1

2 4
3 3

4(2 4 ) | .xx x       

 

9.6. Пример. Пресметајте го интегралот  
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L

( sin ) ( cos )x xe y my dx e y m dy   , 

 

каде L  е горната полукружница 2 2 0x y ax    од ( ,0)A a  до (0,0)O .  
 

Решение. За да можеме да ја примениме Гриновата формула, ќе разгледу-
ваме интеграл по затворена контура (цртеж 20), т.е. ќе пишуваме  

 

  1LOA OA OAAO AO

I            , 

 

каде 
1L LAO OA OA    . На интегра-

лот по затворената контура 1L  ја примену-

ваме Гриновата формула и ако земеме 

предвид дека за отсечката OA  имаме пара-
метризација  

 

, 0x x y  , ,dx dx  0dy dx   
 

добиваме  
 
 

L

( sin ) ( cos )

( sin ) ( cos )

x x

x x

AO

I e y my dx e y m dy

mdxdy e y my dx e y m dy

   

    



 
G

 

2
22

8
0 0 0 0

0 .
a ax x a a

m am dx dy dx m ax x dx 


          

 

9.7. Дефиниција. Ако границата G  на 
рамнинското ограничено и отворено множество G  
се состои од конечен број прости затворени контури, 
тогаш нејзина позитивна ориентација при десен 
координатен систем ја нарекуваме севкупноста од 
таквите ориентации на контурите од G , што при 
поминувањето по контурите од G  соодветно со 
нивните ориентации множеството G  секогаш се на-
оѓа на левата страна (цртеж 21). Спротивната ориен-
тација на контурите ја нарекуваме негативна ориен-
тација на G .  

 
 

Во натамошните разгледувања позитивната ориентација на границата G  

ќе ја означуваме со G , а негативната со G .  
 
9.8. Дефиниција. За границата G  на отвореното и ограничено рамнин-

ско множество G  ќе велиме дека е глатка по делови, ако таа се состои од конечен 
број по делови глатки контури.  

 

Понатаму, бидејќи плоштината на по делови глатка крива е еднаква на 
нула (последица 2.2), добиваме дека и плоштината на G  е еднаква на нула (по-
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следица 1.21 б)) и како множеството G  е ограничено, од теорема 1.19 следува де-
ка тоа е измерливо.  
 

9.9. Дефиниција. Ако ограничената област G  е таква што постојат еле-
ментарни области ,iG  1, 2,...,i n  за кои важи  

1

n
i

i
 G G ,      (3) 

, , , 1,2,...,i k i k i k n   G G ,    (4) 
 

тогаш ќе велиме дека ,iG  1, 2,...,i n  е конечно разбивање на областа G  на еле-

ментарни области.  
 

Јасно, ако ,iG  1, 2,...,i n  е конечно разбивање на областа G  на елемен-

тарни области, тогаш нејзината граница се состои од унија на конечен број прости 
контури, па затоа G  е измерливо множество.  

 
9.10. Теорема (Грин). Ако G  е ограничената рамнинска област G  има 

конечно разбивање на елементарни области, а функциите ( , )P x y , ( , )Q x y  и нив-

ните парцијални изводи P
y


 , Q

x

  се непрекинати на затворањето G  на областа 

G , тогаш точна е Гриновата формула:   
 

( )Q P
x y

Pdx Qdy dxdy


 
 



   
GG

,     (5) 

 

при што интегралот на левата страна на равенството (5) го подразбираме како 
збир на интегралите по контурите од кои се состои границата G  на областа G .  

 

Доказ. Нека ,iG  1, 2,...,i n  се такви области 

што се исполнети условите (3) и (4), цртеж 21. Тогаш 
од теорема 9.4 следува дека за секоја област ,iG  

1, 2,...,i n  е точно равенството  

( )

i i

Q P
x y

Pdx Qdy dxdy
 

 
 



   
G G

.  (6) 

Ако ги сумираме десните страни на овие равенства, 
тогаш од условите (3) и (4) и од адитивноста на по-
веќекратниот интеграл добиваме  

1
( ) ( )

i

n Q QP P
x y x y

i
dxdy dxdy



  
   


    

GG

.    (7) 

При сумирањето на левите страни на равенствата (6) останува само криволини-

скиот интеграл по G , бидејќи сите други делумни граници на iG  влегуваат во 

сумата двапати и тоа со спротивна ориентација (цртеж 22), па затоа збирот на 
нивните интеграли е еднаков на нула (лема 7.4). Според тоа,    

i

n

i
Pdx Qdy Pdx Qdy

   

    
G G

.    (8) 
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Конечно, равенството (5) следува од равенствата (6), (7) и (8).  
 

9.11. Пример. Пресметајте го интегралот 2 2
L

ydx xdy

x y

 
 , каде L  е позитивно 

ориентирана крива која не ја содржи точката (0,0)O  и во чија внатрешност се 

наоѓа точката (0,0)O .  
  

Решение. Во случајот не се исполнети условите на теоремата на Грин. 
Меѓутоа, во овој случај интегралот има иста вредност за сите позитивно ориенти-
рани криви во чија внатрешност се наоѓа точката (0,0)O . Имено, на областа G , 

цртеж 23, ограничена со кривата L' L K   се исполнети условите на теоремата 

на Грин. Сега за 2 2 2 2,y x
x y x y

P Q
 

    имаме  
 

2 2

2 2 2( )
,y xP

y x y


 


2 2

2 2 2( )

Q y x
x x y

 
 

  
 

и ако замениме во (5) добиваме  
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )
L'

( )

0 0,

ydx xdy y x y x

x y x y x y
dxdy

dxdy

   
  

 

  

 


G

G

 

 

т.е.  
 

2 2 2 2
L K

0ydx xdy ydx xdy

x y x y

   
 

   , 

што значи  

2 2 2 2 2 2
L KK

ydx xdy ydx xdy ydx xdy

x y x y x y

     
  

     . 

 

Според тоа, кривата L  можеме да ја избереме произволно, па заради по-

едноставни пресметувања ќе земеме дека L  е кружницата 2 2 1x y  . Имаме, 

cos , sin , [0,2 ]x t y t t    , па затоа  
 

22 2

2 2 2 2 02 2

2
sin cos
cos sin

01

| 2 .ydx xdy t t
x y t t

x y

dt t


  
 

 

      

 
9.12. Пресметување плоштина на рамнинска фигура. Ако во Гринова-

та формула ставиме 0,P Q x   на областа G  и ако земеме предвид дека  

( )dxdy 
G

G , 

добиваме  
( ) dxdy xdy



  
G G

G .    (9) 

Аналогно, за , 0P y Q    имаме  
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( ) dxdy ydx


   
G G

G .    (10) 

Конечно, од равенствата (9) и (10) следува дека  
1
2

( ) xdy ydx


 
G

G .     (11) 

 
9.13. Пример. Ќе ја пресметаме плоштината на областа G  ограничена со 

кривите 2 ,y x  2x y  и 8 1xy  .  
 

Решение. Кривата 8 1xy   ја сече кривата 2y x  во точката 1 1
2 4

( , )A , а 

кривата 2x y  ја сече во точката 1 1
4 2

( , )B , цртеж 24. Имаме  

 



1 1
2 2

1
2

1/ 2 1/ 4 0
21 1 1

2 8 4
0 1/ 2 1/ 4

( )
OA AB

BO

dx
x

xdy ydx xdy ydx

xdy ydx

x dx xdx

    

 

  

 



  

G

 

1 3ln 2
24

.   

 
 
 

10. ЗАМЕНА НА ПРОМЕНЛИВИТЕ ВО  
ПОВЕЌЕКРАТЕН ИНТЕГРАЛ   

 

10.1. Нека G  е област во рамнината 2
xyR , 'G  е област во рамнината 2

uvR  

и  
 

( , ), ( , )x x u v y y u v      (1) 
 

е обратно еднозначно непрекинато диференцијабилно пресликување од 'G  во G , 
чиј јакобијан  
 

( , )
( , )

0, ( , ) '

x x
u vx y

u v y y
u v

u v

 
 

  
 

  G .    (2) 

 

Јасно, јакобијанот (2) е непрекинато пресликување и како тој е различен од нула 
на 'G , заклучуваме дека тој или е позитивен на 'G  или е негативен на 'G .  
 

Нека пресликувањето (1) го означиме со F , т.е. ( ') F G G . Од направе-

ните претпоставки следува дека за секои точки , ' ' z G z G  такви што ( ') F z z  

постојат околини со доволно мали дијаметри, кои со пресликувањето (1) обратно 
еднозначно се пресликуваат една во друга. Затоа, ако 'A  е произволно множество 

такво што ' 'A G , добиваме дека сликата на внатрешноста на множеството 'A  
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со пресликувањето F  е внатрешноста на множеството ( ')F A , а сликата на грани-

цата 'A  на множеството 'A  е границата ( ')F A .  
 

Нека D  и 'D  се ограничени области такви што  
 

, ' ', ( ')  D G D G D F D    (3) 
 

и чии граници се глатки по де-
лови (цртеж 25). Според тоа, 

множествата D  и 'D  се огра-
ничени и затворени, а како 
нивните граници се глатки по 
делови криви од  теоремите 
2.3 и 1.19 следува дека тие се 
измерливи. Заради едностав-
ност во натамошните разгледу-
вања ќе  претпоставиме дека областа D  е елементарна во однос на една од ко-
ординатните оски, на пример во однос на y  оската, т.е. дека  
 

{( , ) | , ( ) ( )}x y a x b x y x     D ,   (4) 

каде   и   се функции непрекинати на интервалот [ , ]a b  и во 'G  постојат непре-

кинати втори парцијални изводи на функцијата ( , )x x u v , т.е. 
2 2x x

u v v u
 
    . Јасно, 

при овие претпоставки областите D  и 'D  имаат граници кои се состојат само од 
по една контура.  

 
10.2. Теорема. Ако се исполнети претпоставките од 10.1, тогаш за секоја 

функција f  непрекината на D  важи  
 

( , )
( , )

'

( , ) ( ( , ), ( , )) | |x y
u v

f x y dxdy f x u v y u v dudv
 

D D

.   (5) 

 

Доказ. Според условот функцијата f  непрекината на D , а функцијата 
( , )
( , )

( ( , ), ( , )) | |x y
u v

f x u v y u v 
  е непрекината на 'D , како производ на непрекината функ-

ција и композиција на непрекинати функции. Затоа интегралите на двете страни 
на равенството (5) постојат, бидејќи тоа се интеграли од непрекинати функции на 
измерливи ограничени и затворени множества (теорема 3.9 А). Нека  
 

L' {( ( ), ( )) | [ , ]}u t v t t a b     (6) 
 

е позитивно ориентирана контура која е граница на областа 'D  (цртеж 24), а L  е 
ориентираната контура која е граница на областа D , чија ориентација е генерира-
на од контурата L' , т.е. L  е слика на L'  при пресликувањето (1):  
 

L {( ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))) | [ , ]}x u t v t y u t v t t a b  .    (7) 

Притоа, нека ставиме 1   ако L  е ориентирана позитивно и 1    ако L  е ори-
ентирана негативно. Понатаму, да означиме  

( )

( , ) ( , ) , , ( ) ( )
y

x

P x y f x t dt a x b x y x


      . 
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Тогаш  
 

( , )( , ) , ( , )P x y
y

f x y x y
 D     (8) 

 

и функциите ( , )P x y  и ( , )P x y
y


  се непрекинати на D . Понатаму, од претходно из-

несеното и од доказот на теорема 9.4, забелешка 7.4 и правилото за диференцира-
ње на сложена функција имаме  
 

2 2

( , )

L

'

( , ) ' ( )

[ ( ) ( )]

[( ) ( )

b b
P x y x du x dv

y u dt v dt
a a

b
x x x x
u v u v v u

a

y yP x P x x P x P x x
x u y u v u v x v y v u v

f x y dxdy dxdy Pdx Px dt P dt

P du P dv P P dudv

P P

  

 



  
  

     
     

          
             

       

     

      

    

 

D D

D

'

( , ) ( , )
( , ) ( , )

' '

]

( ( , ), ( , )) .

u

x y x yP
y u v u v

dudv

dudv f x u v y u v dudv  
   



 

D

D D

 (9) 

 

Последното равенство е точно за секоја функција f  која е непрекината на D  и 

како ( )dxdy 
D

D , за функцијата 1f   добиваме  

( , )
( , )

'

( ) .x y
u v

dudv  
 

D

D     (10) 

Левата страна на (10) е позитивна, па значи позитивна е и десната страна и како 
јакобијанот на пресликувањето (1) го запазува знакот на 'D  добиваме дека 

последното е можно ако и само ако ( , )
( , )

0x y
u v

 
  , што значи дека  

 

( , ) ( , )
( , ) ( , )

| |x y x y
u v u v

  
  .     (11) 

 

Конечно, од формулите (10) и (11) следува формулата (5).  
 
10.3. Забелешка. a) Од формулата (11) и изборот на бројот   следува де-

ка за ( , )
( , )

0x y
u v


   важи 1  , што значи дека на позитивната ориентација на конту-

рата L'  при пресликувањето (1) соодветствува позитивна ориентација на контура-

та L , а ако ( , )
( , )

0x y
u v


  , тогаш 1   , што значи дека на позитивната ориентација 

на контурата L'  при пресликувањето (1) соодветствува негативна ориентација на 
контурата L . Според тоа точно е следново тврдење.  
 
 

Пресликување со позитивен јакобијан ја запазува ориентацијата на кон-
турата, а пресликување со негативен јакобијан ја менува ориентацијата 
на контурата.  

 
 

б) Ако во формулата (5) ставиме 1f   и ја искористиме последица 4.10 

добиваме  
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( ', ') ( ', ')

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

' '

( ) | | | || | || ( ')
a b a b

x y x y x y
u v u v u v

dxdy dudv dudv   
       

D D D

D D . 

 

Според тоа, геометриската смисла на апсолутната вредност на јакобијанот е во 
тоа што таа е еднаква на “средниот коефициент на растегањето на плошти-
ната” при пресликувањето (1).  
 

10.4. Пример. Пресметајте го интегралот 2( )
cos xy

ab
dxdy


X

, ако X  е об-

ласта ограничена со кривите 2 2, (0 )xy b xy a a b     и правите ,y x y x    

(0 , 0)x    .  
 

Решние. Ги воведуваме смените ,y ux  

xy v , односно ,v
u

x y uv   и  
 

( , ) 1
( , ) 2

, ( 0, 0)x y
u v u

u v
     . 

 

Со воведената замена областа X  се пресликува 

во областа 2 2' {( , ) | , }u v u a v b     X . 

Според тоа,  
 

2 2

2

2
2

2
2 2

2 2 2

1 1
2( ) ( )

'

1
2 ( )

1
2

cos cos

cos

ln [ sin ] |
b

a

xy v
uab ab

b
du v
u ab

a

a b v
a b

dxdy dudv

dv

 






 
 







 

 

X X

 

2 2 2 22 2

2 2 2 2

( ) ( )1
2 2 2

ln cos sin .a b b aa b
a b a b

 
 

    

 
10.5. Формулата (5) за замена на променливите во двоен интеграл може 

да се обопшти на произволен n  кратен интеграл, nN . Нека D  и 'D  се измер-

ливи отворени множества, 1 1, ' , ( ,..., ), ( ,..., )n n
n nx x u u   x uD R D R x u  и  

1 1 1 2

1 2

( , ,..., ),

( ) ................................

( , ,..., )

n

n n n

x x u u u

x x u u u


  
 

x F u  

е обратно еднозначно непрекинато диференцијабилно пресликување на 'D  во D , 

чиј јакобијан е 1 2

1 2

( , ,..., )
( , ,..., )

( ) 0n

n

x x x
u u u

I

 u . Ако функцијата 1( ,...., )nf x x  е интеграбил-

на на D , тогаш  
 

'

... ( ) ... ( ( )) | ( ) |f dx f I d   
D D

x F u u u .   (5’) 
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10.6. Поларни координати. При решавање на бројни задачи погодно е 
кај двојниот интеграл Декартовите координати ,x y  да ги замениме со таканарече-

ните поларни координати ,r  , при што врската меѓу овие два вида координати се 

задава со  
 

cos , sin , 0, [0,2 ]x r y r r       .  (12) 
 

Координатни линии на поларните координати се 
кружниците constr   и правите const   кои 

минуваат низ координатниот почеток. Понатаму, 
јакобијанот на пресликувањето зададено со фор-
мулите (12) е   
 
 

( , )
( , )

cos sin

sin cos
x y
r

r
r r

 
 


  


,    (13) 

 

од што следува дека ( , )
( , )

| |x y
r

r

   и во случајот формулата (5) го добива видот 

 

'

( , ) ( ( , ), ( , ))f x y dxdy rf x r y r drd   
D D

. 

 

Пред да го разгледаме следниот пример, да забележиме дека од формулите (12) 
непосредно следува дека  
 

2 2 , arctg y
x

r x y    . 

 
10.7. Пример. Ќе го пресметаме 

интегралот  
 

2 2

dxdy

x y

D

, 

 

ако 1 2 3  D D D D , каде  
 

1

2

3

{( , ) | 2 1, 2},

{( , ) | 1 1, 1 2},

{( , ) | 1 2, 2}.

x y x x y

x y x y

x y x x y

       
     

    

D

D

D

 

 

Со премин во поларни координати об-
ласта D  се пресликува во областа  
 

3 1 2
4 4 sin sin

' {( , ) | , }r r 
      D , 

 

па затоа  
 

23 3 3sin 34 4 4 8
2 2

1 84sin4 4

tg

sin 2 tg
ln tg | lndxdy d

x y
d dr

   

 


 



      

D

.  

 
10.8. Пример. Ќе го пресметаме интегралот  
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2 2 2 24( )(1 )

dxdy

x y x y  

D

, 

каде  
 

2 2 2 2{( , ) | 0, 1 4}x y x y x y     D . 
 

Областа на интеграција е прикажана на цртеж 29. Имаме 1 2 D D D , каде  
 

2 2
1 {( , ) | , 1 4 }x y y x y x y x       D  

2 2
2 {( , ) | , 1 4 }x y y x y x y x         D  

 

Со премин во поларни координати областа 1D  се 

пресликува во областа  
 

' 3
1 4 4

{( , ) | , 1 2}r r      D  
 

а областа 2D  се пресликува во областа  
 

' 5 7
2 4 4

{( , ) | , 1 2}r r      D ,   
 

и притоа важи ' '
1 2'  D D D . Сега имаме  

 
 

3 7
4 4

42 2 2 2 2 24 5
4 4

2 2

(1 ) (1 ) (1 )( )(1 ) (1 )' ' 1 1

dxdy rdrd drd dr dr
r r r r r rx y x y r r

d d

 

 

   
     

         
D D D

 

2 4
2 2 2

(1 )(1 ) 2 1
1 1

[ , 2 ] 2 2 ln .dr dt
t tr r

r t dr tdt   
         

 
10.9. Сферни координати. При решава-

ње на определени задачи погодно е Декартовите 
координати , ,x y z  да ги замениме со таканаре-

чените сферни координати , ,r   , при што врс-

ката меѓу овие два вида координати се задава со  
 

cos sin , sin sin ,

cos , 0, [0,2 ], [0, ]

x r y r

z r r

   
    

 
   

 (14) 

 

(цртеж 30). Понатаму, може да се покаже дека 
јакобијанот на пресликувањето зададено со фор-
мулите (14) е   
 

( , ) 2
( , )

sinx y
r

r 
  ,  (15) 

 

и како [0, ]   добиваме  
 

( , , ) 2
( , , )

| | sinx y z
r

r  
   

 

и во случајот формулата (5’) го добива видот 
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2

'

( , , ) sin ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))f x y z dxdydz r f x r y r r drd d         
D D

. 

 

Пред да го разгледаме следниот пример, да забележиме дека од формулите (14) 
непосредно следува дека  
 

2 2
2 2 2 , arctg , arctg

x yy
x z

r x y z   
     . 

 

10.10. Пример. Ќе го пресметаме интегралот 2x dxdydz
D

, каде D  е об-

ласта ограничена со сферата 2 2 2 2x y z R   .  
 
 

Ако воведеме сферни координати, тогаш областа D  се пресликува на об-
ласта ' :D  [0,2 ], [0, ]     , [0, ]r R , па затоа добиваме  
 
 

2
2 4 3 2 3 2 4

' 0 0 0

sin cos sin cos
R

x dxdydz r drd d d d r dr
 

            
D D

 

 

55 2
1 cos 22 4

5 2 15
0 0

(cos 1) (cos ) RR d d
 

       .  

 
10.11. Цилиндрични координати. 

При решавање на определени задачи погод-
но е Декартовите координати , ,x y z  да ги за-

мениме со таканаречените цилиндрични ко-
ординати , ,r z , при што врската меѓу овие 

два вида координати се задава со  
 

cos , sin , ,

0, [0,2 ]

x r y r z z

r

 
 

  
 

  (16) 

 

(цртеж 31). Понатаму, јакобијанот на пре-
сликувањето зададено со формулите (12) е   
 

( , , )
( , , )
x y z
r z

r

  ,   (17) 

 

од што следува дека ( , , )
( , , )

| |x y z
r z

r

   и во слу-

чајот формулата (5’) го добива видот 
 
 

'

( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))f x y z dxdydz rf x r z y r z z r z drd dz    
D D

. 

 

Пред да го разгледаме следниот пример, да забележиме дека од формулите (16) 
непосредно следува дека  
 

2 2 , arctg ,y
x

r x y z z    . 
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10.12. Пример. Пресметајте го интегралот 2 2( )x y dxdydz
D

, каде D  е 

областа огранилена со рамнината 2z   и параболоидот 2 2 2x y z  .  
 

Решение. Проекцијата на областа D  на рамнината Oxy  е областа  
2 2{( , ) | 4}xy x y x y  D .  

 

Воведуваме цилиндрични координати (16) и ако земеме предвид дека  
2 2 2x y r  , од 2z   и 2 2 2x y z   добиваме 

2

2
2r z  , а од 2 2 4x y   

следува 0 2r   и 0 2   . Според тоа,  
 

2

2

2 2 2
2 2 2 3

' 0 0

( )
r

x y dxdydz r rdrd dz d r dr dz


       
D D

 

22 2 2
3 8 16

2 3 3
0 0 0

(2 ) .rd r dr d
 

         

 
 
 

11. ПРИМЕНА НА ПОВЕЌЕКРАТНИТЕ ИНТЕГРАЛИ   
 
11.1. Пресметување волумен. Нека 

2( , ), ( , ) , 0z f x y x y z   D R  е површина 

во просторот 3R  (цртеж 32). Со L'  да ја оз-
начиме границата на областа D . Цилин-
дричната површина  со водилка L'  и извод-
ница паралелна со оската Oz  ја сече повр-
шината ( , )z f x y  по крива L . Со V  да го 

означиме волуменот на телото   ограниче-
но со споменатата цилиндрична површина, 
областа D  и површината ( , )z f x y . Тогаш  
 

( , )V f x y dxdy 
D

,   (1) 

односно  
V dxdydz 

Σ

,   (2) 

бидејќи  
( , )

0

( , )
f x y

V f x y dxdy dxdy dz dxdydz     
D D Σ

.  

Јасно, ако равенката на површината е 2( , ), ( , ) , 0z g x y x y z   D R , тогаш во-

луменот V  на претходно опишаното тело може да се пресмета според формулата.  
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( , )V g x y dxdy 
D

. 

 
11.2. Пример. Пресметајте го волуменот на телото ограничено до повр-

шините 2 2 2 2 2 2,x y a x z a    .  

Решение. Површината 2 2 2x y a   е цилиндар 

чија оска е Oz  оската, а површината 2 2 2x z a   е ци-
линдар чија оска е Oy  оската. Заради симетричноста 

на телото (цртеж 33) имаме  
 

2 2

2 2 2 2

0 0

8 8
a a x

V a x dxdy a x dx dy


     
D

 

32 2 16
3

0

8 ( ) .
a

aa x dx     

 
11.3. Пример. Пресметајте го во-

луменот на телото ограничено со површините  
 

2 23z x y    и 2 2z x y  . 
 

Решение. Дадените површини се 
сечат по крива која е зададена со системот 
равенки  

2 23z x y    
2 2z x y   

Ако ги одземеме равенките добиваме дека 
проекцијата на кривата на пресекот на 
рамнината Oxy  е кривата  

2 22 2 3x y  , 

(цртеж 34). Областа на интеграција е 2 2{( , ) | 2 2 3}x y x y  D , па затоа  
 

2 2
2 1( ) (3 2 2 )V z z dxdy x y dxdy     

D D

. 

 

Со оглед на тоа дека телото е симетрично во однос на координатните рамнини, 
ако преминеме во поларни координати, добиваме  

 

/ 2 3 / 2
2 9

4
0 0

4 (3 2 )V d r rdr


    .  

 
11.4. Пример. Ќе го пресметаме волуменот на телото ограничено со повр-

шините  
 

2 2 , 1, 2, , 2 , 0z x y xy xy y x y x z       . 
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Решение. Волуменот на телото е  
 

2 22 2 ( )V zdxdy x y dxdy   
D D

, 

 

при што D  е областа дадена на цртеж 35. Воведуваме смена на променливи  
 

,xy v y ux  , 
 

т.е.  
 

,v
u

x y uv  , за 0, 0u v  . 
 

Понатаму,  
 

( , ) 1
( , ) 2

| | , 0x y
u v u

u
   , 

 

и областа D  се пресликува во 
областа  

 

' {( , ) |1 2, 1 2}u v u v    D . 
 

Понатаму,  
 

2(1 )2 2 u vv
u u

x y uv     , 
 

па затоа  
 

2 2

2

2 2
(1 ) 1 9

2 4
' 1 1

2 u v dudv u
u u u

V du vdv     
D

.  
 

11.5. Плоштина на површина. Нека е  
 

2( , ), ( , )z f x y x y  D R  
 

равенката на површината S . Притоа функцијата f  и нејзините парцијални 

изводи ' ',f f
x yx y

f f 
    се непрекинати на мерливото множество D . Нека 

1{ }i
i i

  X  е произволна поделба на множеството D  и во секој елемент iX  да 

избереме точка ( , )i i  . Во точката ( , , )i i i   , каде ( , )i i if    конструираме 

тангентна рамнина на дадената површина. Со i  да го означиме делот од 

тангентната рамнина која се проектира на iX , за 1, 2,...,i i . Ако со i  го 

означиме аголот меѓу тангентната рамнина и рамнината Oxy , тогаш  
 

' 2 ' 2

1

1 ( , ) ( , )
cos

x i i y i i
i

f f   


 
 . 

 

Плоштината ( )S  на површината S  се дефинира со  
 

( ) 0 1
( ) lim ( )

i

i
d i

S



 

 
  . 
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Ако забележиме дека ( ) ( ) cosi i i   X , добиваме  
 

' 2 ' 2

( ) 0 1
( ) lim 1 ( , ) ( , ) ( )

i

x i i y i i i
d i

S f f



     

 
   X , 

 

односно  
 

' 2 ' 2( ) 1 ( , ) ( , )x yS f x y f x y dxdy   
D

.    (3) 

 

11.6. Пример. Ќе ја пресметаме плоштината на сферата 2 2 2 2x y z R   .  
 

Имаме 2 2 2z R x y    и како  
 

2 2 2 2 2 2

' ',f f yx
x yx yR x y R x y

f f  
    

    , 

 

со замена во формулата (3) добиваме  
 

2 2
2 2 2 1

2 dxdy

x yx y R

P R
  

  . 

 

Преминувајќи во поларни координати добиваме  
 

2 2

2
2

0 0

2 4
R

rdr

R r
P R d R


 


   .  

 
11.7. Ако површината S  е имплицитно зададена со равенката ( , , ) 0F x y z   

и ако ' 0zF  , за ( , )x y D , тогаш имајќи предвид дека  
 

''

' ', yx

z z

FFz z
x yF F
 
     , 

 

за плоштината на S  имаме  
 

'
' 2 ' 2 '21

| |
( )

z
x y zF

S F F F dxdy   
D

.    (4) 

 

Нека претпоставиме дека површината S  е зададена со параметарските ра-
венки  

 

2( , ), ( , ), ( , ), ( , )x u v y u v z u v u v       R ,  
 

Каде , ,    и нивните парцијални изводи се непрекинати. Нека претпоставиме 

дека еден од трите јакобијани ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

, ,x y y z z x
u v u v u v

  
    е различен од нула, на пример  

 

( , )
( , )

0x y
u v


  , за ( , )u v  . 

 

Понатаму, може да се докаже дека векторот на нормалата на тангентната рамнина 
во точката ( , , )x y z  е  
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( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , , )y z z x x y
u v u v u v

  
   , 

 

и ако земеме предвид дека векторот на нормалата на површината ( , )z f x y  во 

точката ( , , )x y z  има вид ( , , 1)f f
x y
 
    со замена во (3) добиваме  

 

( , ) ( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , )

2 2( ) 1 ( ) ( )
y z z x
u v u v
x y x y
u v u v

S dudv
 
 
 
 

  
Δ

, 

 

каде областа Δ  се функциите ( , ), ( , )x u v y u v    биективно се пресликува на 

областа D . Според тоа плоштината на површината S  се пресметува со формулата  
 

( , ) ( , ) ( , )2 2 2
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )x y y z z x
u v u v u v

S dudv   
    

Δ

.   (5) 

 
11.8. Пример. Ќе ја пресметаме плоштината на сферата меѓу два мериди-

јани и две паралели.  
 

Нека е познат радиусот на сферата R . Ќе ја напишеме равенката на 
сферата во параметарски вид, земајќи , [0,2 )u u   како должина на меридијанот 

и 
2 2

, [ , ]v v     како ширина на паралелата:  
 

cos cos , sin cos , sinx R u v y R u v z R v   . 
 

Со Δ  да го означиме множеството 1 2 1 2{( , ) | [ , ], [ , ]}u v u u u v v v  , а со S  

соодветниот дел на сферата. Имаме  
 

sin cos , cos cos , 0,

cos sin , sin sin , cos ,

yx z
u u u

yx z
v v v

R u v R u v

R u v R u v R v

 
  

 
  

   

    
 

па затоа  
 

( , ) ( , ) ( , )2 2 2 4 2
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) cosx y y z z x
u v u v u v

R v  
      

 

и со замена во (5) добиваме  
2 2

1 1

4 2 2 2( ) cos cos cos
u v

u v

S R vdudv R vdudv R du vdv      
Δ Δ

 

2
2 1 2 1( )(sin sin ).R u u v v     

 
 
 

ЗАДАЧИ   
 
1. Нека 2m   и 1 2{( , ) | [0,1], 1,2}ix x x i   X Q . Најдете 

*
( ) X  и 

* ( ) X . Дали множеството X  е измерливо?   
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2. Нека 2m   и 1 2 1 2 1 1{( , ) | 0, 0, 1}x x x x x x    X . Најдете ( )kS  и 

( )ks  за 1k  . Докажете дека X  е измерливо и најдете ( ) X .  
 

3. Нека X  е измерливо множество и 0   е дадено. Докажете дека постојат 
затворено измерливо множество G  и отворено измерливо множество H  
такви што  G X H  и ( ) ( )   H G .  

 

4. Нека X  и Y  се измерливи множества. Докажете дека  
( ) ( ) ( ) ( )       X Y X Y X Y . 

 

5. Нека X  е измерливо множество. Докажете дека од ( ) 0 X  следува 0  X .  
 

6. Докажете, дека ( ) ( )  X Y X  ако и само ако 0( \ )  Y X .  
 

7. Составете ги долната и горната сума на Дарбу s  и S   за функцијата 

2 2( , )f x y x y  , ( , ) [1,2] [1,3]x y D   , разбивајќи го правоаголникот D  

на правоаголници со правите 21 , 1 , , 1,2...,i k
n n

x y i k n     . Најдете ги 

границите на овие суми кога n  .  
 

8. Пресметајте го интегралот 
,

x y

a x b
c y d

e dxdy

 
 

  , разгледувајќи го како граница 

на интегрални суми при поделба на правоаголникот [ , ] [ , ]a b c d  на квадрати 

со должини на страни b a
n
  и c d

m
 , при што за точките i  во дефиниција 3.4 

ќе ги земеме десните горни темиња на квадратите.  
 

9. Оценете ја вредноста на двојниот интеграл  

2 21 cos sin
0
0

dxdy

x y
x
y

I



  
 

  . 

 

10. Со помош на теоремата за средна вредност оценете ја вредноста на двојниот 
интеграл  

a) 
0
0 2

sin sin x

x
y

I x ye ydxdy



 
 

  ,   

 

b) (2 )x yI e xy x y dxdy   
X

, каде {( , ) | 0, 0, 4}x y x y x y    X .  

 

11. Пресметајте ги двојните интеграли  
 

a) 

2

2

0 2
0

( )
x
y

I x y dxdy


 
 

  ,   

 

b) sin( )I x y dxdy 
P

, каде 
2 2

{( , ) | 0 , 0 }x y x y     P ,  
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c) 2( )

dxdy

x y
I


 

P

, каде {( , ) | 2 3,1 4}x y x y    P  

 

d) 
3 4

(1 )yxI dxdy  
P

, каде {( , ) | 1 1, 2 2}x y x y      P .  

 

12. Земајќи дека ( , )f x y  е непрекината функција променете го редоследот на ин-

тегрирање во следните интеграли  
 

a) 
1 2

0

( , )
x

x

dx f x y dy


  ,  

b) 

21/2 2 2 1 3 3

0 0 1/2 0 02

( , ) ( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy dx f x y dy


       ,  

c) 

2

2

2 7 61

7 2 7 6

( , )
y y

y y

dy f x y dx
  

   
  ,  

d) 
2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )
y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx
 

    
    ,  

 

13. Пресметајте го двојниот интеграл  
 
 

a) 2 2( )I x y dxdy 
X

, каде {( , ) | 0 1, 0 }x y x y x    X , 

 

b) 2 2(2 1)I x y dxdy  
X

, каде {( , ) | 0 1, 0 1 }x y x y x     X ,  

 

c) ( )I x y dxdy 
X

, каде X  е областа ограничена со кривите 2y x  и 

y x .  
 

14. Пресметајте го двојниот интеграл 2 2x y dxdy
X

, ако X  е областа ограничена 

со правите 2x  , y x  и кривата 1
x

y  .  
 

15. Пресметајте го двојниот интеграл xdxdy
X

, ако X  е областа ограничена со 

кривата 1x y   и правата 1x y  .  
 

16. Пресметајте го двојниот интеграл ( )x y dxdy
X

, ако X  е областа ограниче-

на со параболата 24y x   и правата 2x y  .  
 

17. Пресметајте го двојниот интеграл | cos( ) |x y dxdy
X

, ако  
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{( , ) | [0, ], [0, ]}x y x y   X . 
 

18. Пресметајте ги тројните интеграли  
 

a) 3

11 1

(1 )
0 0 0

x yx
dz

x y z
dx dy

 

     ,  

b) 2 2 3/2

2 1

( )
1 0 0

[2 ]
xz

y

z y
dz dz xy dy


   .  

 

19. Пресметајте го интегралот  
 

a) zdxdydz
E

, каде 2 21
2

{( , , ) | 0 , 2 , 0 1 }x y z x x y x z x y        E ,  

b) xydxdydz
E

, каде E  е областа ограничена со површините 2az y , 

2 , ( 0),bz y y   , , , ( 0, 0, 0).z ax z bx z h a b h        

c)  zdxdydz
E

, каде E  е областа ограничена со цилиндарот 2 2 1x y   и 

рамнините 3z   и 5z  ,  

d) | |x dxdydz
E

, каде E  е областа ограничена со цилиндарот 2 2 1x y  , 

параболоидот 2 2z x y   и рамнината 0z  . 
 

20. Пресметајте го интегралот (1 )x yzdxdydz
E

, каде E  е областа ограничена со 

рамнините 0, 0, 0, 1x y z x y z      .  
 

21. Пресметајте го интегралот 3
1

( 1)x y z
dxdydz

  
E

, каде E  е областа ограничена 

со рамнините 0, 0, 0, 1x y z x y z      .  
 

22. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 4/3 4/3

L

( )x y ds , каде L  е ас-

троидата 3 3cos , sinx a t y a t  .  
 

23. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 2 2 2

L

( )x y z ds  , каде L  е 

првиот завој од винтовата линија cos , sin , , [0,2 ]x a t y a t z bt t     .  
 

24. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 2 2

L

(2 )z x y ds  , каде L  е 

кривата cos , sin , , [0,2 ]x t t y t t z t t     .  
 

25. Пресметајте го линискиот интеграл од прв вид 2 2

L

x x y ds , каде L  е ле-

миската 2 2 2 2 2 2( ) ( ), 0x y a x y x    .  
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26. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 2

L

2xydx x dy , каде L  е 

лакот на кубната парабола 3y x  од (0,0)O  до (1,1)A .  
 

27. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 2

L

x dx xydy , каде L  е лакот 

на кружницата 2 2 1x y   од (1,0)A  до (0,1)B .  
 

28. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 
L

( )xydx x y dy  , каде L  е 

затворената контура која ја образуваат линиите 20, 1,y x y x   .  
 

29. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 2 2

L

x ydx y xdy , каде L  е 

лакот 
2

cos , sin , [0, ]x t y t t    .  
 

30. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 
L

( )y z dx zdz  , каде L  е 

лакот од винтовата линија cos , sin , , [0, 2 ]x a t y a t z bt t     .  
 

31. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид  

L

( ) ( ) ( )y z dx z x dy x y dz     , 

каде L  е елипсата 2 2 2 , 1, 0, 0x z
a h

x y a a h      .  
 

32. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 
| | | |

L

dx dy
x y

 , каде L  е контурата 

на квадратот со темиња (1,0), (0,1), ( 1,0), (0, 1)A B C D  .  
 

33. Испитајте дали интегралот 


2 2 2 2

x ay y ax

x y x y
AB

dx dy 
 

  зависи од патот на интегра-

ција или само од крајните точки (глатката крива AB  не поминува низ точката 
(0,0)O ). Колку вредности за определено a  и фиксни точки A  и B  може да 

има интегралот?  
 

34. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид 2 2 2 2
L

xdx ydy zdz

x y z x y z

 
     , каде L  е 

отсечката со крајни точки (1,1,1)A  и ( , , )B b b b .  
 

35. Пресметајте го линискиот интеграл од втор вид:  
 

a) 2

L

2xydx x dy , каде L  е глатка крива што ги поврзува точките (0,0)O  и 

(1,1)A ,  

b) 
L

cos sinydx x ydy , каде L  е глатка крива што ги поврзува точките 

2
(0, )A   и 

2
( , )B   , и  
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c) 2 2 2 2

21
( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

L

yx
x y x y

dx dy
     

 , каде L  е глатка крива што ги поврзува 

точките (0,0)O  и (3,3)A .  
 

36. Нека функциите , , , QP
y x

P Q 
   имаат 

прекин само во точката ( , )M a b  и нека 

важи QP
y x


  . Ако 

L

Pdx Qdy I  , 

каде L  е позитивно ориентирана про-
ста затворена контура која ја опфаќа 
точката ( , )M a b , тогаш  

 ABAcB

Pdx Qdy nI Pdx Qdy     , 

при што кривата AcB  n  пати во 
позитивна насока ја обиколува точката 

( , )M a b , а интегралот 
AB

Pdx Qdy  е 

земен по лакот на проста позитивно ориентирана контура која ја обиколува 
точката 

AB

Pdx Qdy . Докаете!  

Упатство. Докажете за 3n   и искористете го цртеж 36.  
 

37. Докажете дека 2 2 2

L

( )( ) 0f x y z xdx ydy zdz     , ако L  е затворена крива, 

а ( )f u  е непрекината функција.  
 

38. Со помош на Гриновата формула пресметајте го линискиот интеграл од втор 
вид:  

a) 3 3

L

( ) ( 2 )y yyx e dx xy xe y dy    , каде L  е квадратот | | | | | |x y a  ,   

b) 
L

(1 cos ) ( sin )x xe y dx e y y dy   , каде L  кривата која ја ограничува обла-

ста 0 , 0 sinx y x    ,  

c) 
L

( ) ( )xy x y dx xy x y dy     , каде L  е елипсата 
22

2 2 1yx
a b
  ,  

d) 2 2 2 2[ ln( )]x y dx y xy x x y dy     , каде L  кривата која ја ограни-

чува областа 1 4, 0 2x y    ,    

e) 
L

[ ( ) ] [ '( ) ]x xf y e my dx f y e m dy   , каде ( )f y  и '( )f y  се непрекинати 

функции и L  е произволен пат кој ги поврзува точките ( , )A a c  и ( , )B b d , 

а заедно со отсечката AB  ограничува област со плоштина P , и  
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f) 
L

[ ( ) '( ) ] [ '( ) ( ) ]x y x ye f y e g x y dx e f y e g x x dy     , каде L  е по делови 

глатка ориентирана крива која ги поврзува точките ( , )A a a  и ( , )B b b , а 

заедно со отсечката AB  ограничува област G  со плоштина P , додека 
( )f y  и ( )g x  се непрекинато диференцијабилни функции на G .  

 

39. Докажете дека вредноста на следните криволиниски интеграли по проста 
затворена контура L  е еднаква на нула, независно од видот на функцијата f  

под знакот на интегралот:  
 

a) 
L

( )( )f xy ydx xdy ,  

b) 2
L

( )y ydx xdy
x x

f  
 ,  

c) 2 2

L

( )( )f x y xdx ydy   

 

40. Пресметајте ја плоштината на областа ограничена со кривите  
 

a) 
2

0, , 3xy y x y    ,  

b) cos , sinx a t y b t  ,  

c) 3 3cos , sinx a t y a t  , [0,2 ]t  ,  

d) 2 cos cos 2 , 2 sin sin 2x a t a t y a t a t    , [0,2 ]t  ,  

e) ( sin ), (1 cos ),x a t t y a t     [0,2 ]t  ,  

f) 3 3 3x y axy  ,  

g) 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )x y a x y   ,  

h) 3( )x y xy  ,  

i) 3 3 2 2x y x y    

j) 4 2( )x y x y   

k) 1( ) , 0, 0, 0x y ax y a            

l) ( ) ( ) 1,yx
a b
    0, 0, 0a b     и  

m) 2 3 49 4y x x  .   
 

41. Најдете ги формулите за трансформација при кои областа  
2{( , ) | 1, 2, 1 1, 1 0, 0}x y xy xy x y x y x          D R  

Преминува во правоаголник чии страни се паралелни со координатните оски.  

42. Пресметајте го интегралот 2 2( )x y dxdy
X

, каде X  е областа ограничена со 

правите 1, 2 2, 3, 2 1x y x y x y x y         .  

Упатство. Воведете ги смениме ,x y u x y v    .  
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43. Пресметајте го интегралот 2 21 x y dxdy 
D

, каде D  е областа ограничена 

со кружницата 2 2 1x y  .  
 

44. Пресметајте го интегралот 
22

2 21 yx
a b

dxdy 
D

, каде D  е областа ограничена 

со елипсата 
22

2 2 1yx
a b
  .  

Упатство. Воведете елиптични координати  cos , sin , 0,x ar y br r       

[0,2 ] , ( , )
( , )
x y
r

abr

  .  

 

45. Пресметајте го интегралот 
2 2

arcsin y

x y
dxdy



D

, каде D  е областа ограничена 

со кружниците 2 2x y x   и 2 2 2x y x   и правата 0y  .  
 

46. Пресметајте го интегралот 

22

2 2
yx

a be dxdy



D

, каде D  е областа ограничена со 

елипсата 
22

2 2 1yx
a b
  .  

 

47. Пресметајте го интегралот 
2 2

2
cos

x y
dxdy

 

D

, каде D  е областа ограничена 

со кружницата 2 2 1x y   и правите tgy x  , tgy x  , 0 2     .  
 

48. Пресметајте го интегралот x y dxdy
D

, каде D  е областа ограничена со 

кривата 1x y   и координатните оски.  

Упатство. Воведете смена 
( , )4 4 3 3
( , )

cos , sin , 4 cos sinx y
r

x r y r r   
   . 

 

49. Пресметајте го интегралот 2 2 2( )x y z dxdydz 
D

, каде D  е областа 

ограничена со горната половина на сферата 2 2 2 2 , 0x y z R z    .  
 

50. Пресметајте го интегралот 2 2 2x y z dxdydz 
D

, каде D  е областа огра-

ничена со сферата 2 2 2x y z z   .  
 

51. Пресметајте го интегралот 2 2 2 3/21 ( )x y z dxdydz  
D

, каде D  е областа 

ограничена со сферата 2 2 2 1x y z   .  
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52. Пресметајте го интегралот 2 2x y dxdydz
D

, каде D  е областа:  

a) 2 2 2 2x y z z    и 2 2 2 1x y z   ,  

b) 2 2 2 2x y z z    и 2 2 2 1x y z   .  
 

53. Пресметајте го интегралот 2 2x y dxdydz
D

, каде D  е областа:  

 

a) 2 2 2 2x y z    и 2 2x y z  ,  

b) 2 2 2 2x y z    и 2 2x y z  .  
 

54. Пресметајте го интегралот 2 2z x y dxdydz
D

, каде D  е областа ограничена 

со рамнините 0, , 0z z x y    и цилиндарот 2 2 2x y x  .  
 

55. Пресметајте го интегралот 2 2x y dxdydz
D

, каде D  е областа ограничена 

со површините 2 2 , 1x y z z   .  
 

56. Пресметајте го интегралот 
22 2

2 2 2
3( )yx z

a b c
dxdydz 

D

, каде D  е областа ограни-

чена со цилиндарот 
2 2

2 2 1x z
a c
   и рамнините 0,y y b   ( 0, 0, 0a b c   ).  

Упатство. Воведете цилиндрични координати cos , sin ,x ar z cr y y    .  
 

57. Пресметајте го интегралот 
2 2 2( 2)

dxdydz

x y z  

D

, каде D  ограничена со цилин-

дарот 2 2 1x y   и рамнините 1, 1z z   .  
 

58. Пресметајте го интегралот 
22 2

2 2 2( )yx z
a b c

dxdydz 
D

, каде D  е областа ограни-

чена со елипсоидот 
22 2

2 2 2 1yx z
a b c
   .  

Упатство. Воведете цилиндрични координати од видот  
cos ,x ar  sin ,y ar  z cu . 

 

59. Пресметајте го интегралот 
22 2

2 2 21 yx z
a b c

dxdydz  
D

, каде D  е областа огра-

ничена со елипсоидот 
22 2

2 2 2 1yx z
a b c
   .  

 

60. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 0, 0,x y   

0z  , 2 24, 8x y z x y     .  
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61. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со рамнината 0z   парабо-

лоидот и 2 23z x y   .  
 

62. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 2 2 2,x y   
2 23z x y    и рамнината 0z  , кога 

a) 2 2 2x y  ,  

b) 2 2 2x y  .  
 

63. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 2 2z x y  , 
2 22( )z x y   и рамнината 4z  .  

 

64. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површината 
2 2x yz e   и 

рамнината 1z e .  
 

65. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со цилиндарот 2 2x y Rx   

и сферата 2 2 2 2x y z R   .  
 

66. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со конусот 2 2 2y x z   и 

параболоидот 2 26y x z   , во случај кога 0y  .  
 

67. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 
22 2

2 2 2

yx z
a b c
   

и 
22 2

2 2 2 1yx z
a b c
   .  

 

68. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со параболоидот 2 2z x y   

и рамнината z x y  .  
 

69. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 2 2( ) ,z x a   
2 2 2x y a  .  

 

70. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 2 2 ,x y az   

2 2 2 2 , 0, 0x y bx b x y a b      .  
 

71. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со површините 
2 2

3
,x yz   

2 2 2 2 2, 4z x y x y z     .  
 

72. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со  
2 / 3 2 / 3 2 / 3( ) ( ) ( ) 1,yx z

a b c
    0, 0, 0a b c   . 

 

73. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со  
2 22 22

2 2 2 2 2
2( )y yx xz

a b c a b
    . 
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74. Пресметајте го волуменот на телото ограничено со  
2 22 22 2

2 2 2 2 2 2
2( )y yx xz z

a b c a b c
     . 
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