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ITOrIEO U3 IMPOCTOPA

gp Paitixo Towul, Hosn Cap

Bew@una pewwasarsa ZeoMmelpujckux sagaflaka 0o Hevemy A HA [pLKoee WWIYyIHoRICT,
Hekaq, U Kagad 3HAMO peluerbe, el je cxaaitiuiliv, kaxo je duno moZyhe goceitinitiu ce.

H. . Hosuxos

ITpu peruaBaby IUIAHHMETPH]CKUX 3aJaTaka YecTo KOpHeTHMO romoline durype. Hau-
Me, QUIYpY Ha KOjy Ce OQHOCH 3aJaTak JOIYyHhaBaMo eNEMEHTHMA KOjH Ha NPBH MOLNeA
HeMajy HeKy CYIUTHHCKY Be3y ca 3agaTkoM. Mcro Tako, npu pellaBamby IIaHHMETPHjCKUX
3ajlaTaKa IOHeKa | BaxHy yIOry MOXE Ja HMa CXBAaTake [a je paBaH ca KOjoM paguMo AE0
npocropa 4 aa je morylie KopucTHTH roMoliHe eneMeHTe Koju ce He Hanase y pasHH. Hako
pellaBae reOMEeTPHJCKUX 3a/laTaKa Y NPOCTOpY [0 NpaBuny 3agaje Buile npobnema Hero
peluaBambe reOMETPHjCKIX 3aMaTaKa Y paBHH, TOCTOje M M3Y3€LM Ofi Tora npasuna. [ToHekan
ce MNaHUMETPHjCKH 3aJaTaK JakKille pellasa ako ra cariefaMo M3 OKONHOT MPOCTOpA.
Y oBoM uiaHKY AeMOHCTpHpalieMO Ha HEKONMKO NpUMepa Taj MOCTYNak H3TaNemha M3
paBHH [IPH pelllapatby MNaHMMETPUjCKHX 3auaTaka. Ilornen ,,ono3ro” omoryhiasa Ham na
NOTNYHHK]E M Yy HOBOM CBETIIY carjieflaMo NOCTaB/bLEHM 38 aTAK, jep ,,KO Ha 6pao, aK’ 1 MaJo
CTOjH, BHILE BHOY HO OHaj nog Gpmom.”
3aparax 1. Heka cy M u N Tauxe Ha crpanuuama BC u CD xsanpata ABCD, Takse na
je|CM|+|CN| = |AB|. Tpase AM u AN nene nujaroxany BD ua Tpu nyxu. JokasaTu
J1a Ce Of Te TPH Y MOXE CACTABMTH TPOYTa0 M A1a je jelaH yrao Tora Tpoyria jenHak 60°,
Pewerse. TlocmaTpajmo kouky ABCDA; B1C1D,. Ha usunama A; By u A; Dy younmo
tauke K u L penom, Takse ga je |A; K| = |CN|u |A; L| = |[CM| (cnuxa 1).

Cruxa 1.

Hexa je P npecex npasux AM u BD, Q) npecek npasux AN u BD, R npecex npasux
AK u Ay B, S npecek npasux AL u Ay D. Jlako ce Buau na cy tpoyrnosu ABP u AA, R
nopynaphu (YCV), opaiue cienu aa je [A1 K| = |BP| u|AR| = |AP|. Ucro Taxo, K3 mogy-
AapHoctH Tpoyrnosa ADQ u AA; S cnenu na je |A; S| = |DQ|u |AS| = |AQ|. Tpoyrnosu
AMN u AK L cy nomymapHH jep cy CTpaHHlle jeqHOT OAyAapHe OAroBapajyhiuM cTpaHu-
uama gpyror. M3 BHX0Be MOAYAapHOCTH Cielyu nopyaapHoct yrinosa <M AN u <K AL,
onHocHo yrnosa <{PAQ u <RAS. Capa n3 nogynapxoct Tpoyrnosa PAQ u RAS (use
CTpaHHLUe H 3axBalieH yrao) cnemu na je |RS| = |PQ)|. Hakne, crpauuue Tpoyrna RA; S
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NnoAyJapHe cy Ay:KuMa Ha Koje je mujaronana BD nopersena npasama AM u AN. Kaxo
Tpoyrao RA; S uma jenan yrao ox 60° (To je yrao <RA;S, koju je uctoBpemeHo yrao
jennaxocrpanuyHor Tpoyrna BA; D), Tepliese je fokasaHo.

3aparak 2. (TToxpusame cenTH4ke jame) Konuko je Hajmame gacaka mupHHe 1 notpebHo
na 61 ce NOKpHIIA KPYXKHA jamMa TNpeyHHKa d7

Pewterse. Tpeba ycTRapy Ja YTBPIMMO KOJHKOje HAJMake Tpaka mupuHe 1 notpebHo pa
61 ce noxpuo Kpyr npeuduka d. JacHo je ga je JOBOJBHO ™M Tpaka, TAE je m HajMarbH
ueo 6poj xojH HHje mMareH of d. Hamme, m Tpaka Moxe Ceé NIOCTABHTH TaKO Ja CY HM
rpaHHYHe NpaBe NapanenHe, HUKO]E OBe HeMa]y 3ajeMHUYKUX YHYTDALIBHX TayaKa | CBaKe
ZIBE CyCe[He MMa]y 3ajeqHHYKY IPaHHYHY npaBy (cmHka 2).
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Cnuka 2.

IToxazalieMo Ha NOKpHBakLE ca Mare Of M Tpaka Huje Moryhe. ¥V nokasy hemo xopuc-
THTH YHE:EHHLY Ja je NoBplmMHa cdepHOr mojaca, Tj. Aena cdepe usmely ABe NapanenHe
paBHU koje cexy chepy jenHaka wdh, rae je h pacrojame H3Mely THX paBHH, a d NPEYHHK
ctepe. Mcro Tako, MOBpILIMHA KanoTe jegHaka je mdh, rae je h BHCHHA KanoTe.

Hexka je xpyr npeunnka d moxpuseH ca k Tpaka mupuse 1. ITocmaTpajmo chepy 3a
KOjy je IaTa Kpy)KHHUA (rpaHULA JATOr Kpyra) eKBaTOp, T). BEIMKa KpYKHHLA chepe. Axo
KpO3 rpaHUYHe NpaBe Tpaka MoCTABHMO PaBHY HOPMAJIHE Ha paBaH AaTor Kpyra, oHna he
[Be rpaHHYHE NpaBe CBakKe Tpake oacenaTH Ha chepu chepHH nojac unu chepHy Kanoty
NOBpIUHHE HajBHIue 7d. Ta NoBpuMHa Moxe OHTH Mama ofl 7d y clydajy Kaj jeiHa on
[BE rPaHHYHE IpaBe HeMa 3ajeHHYKHX Tayaka ca JaTUM Kpyrom (y TOM ciy4ajy ce pajgu
o xanotu). Tu chepHH NOjaceBH M KanoTe NOKPHBAjY Leny cdepy u 3aTo 36Hp HBUXOBUX
NOBPIINHA HUje MAH OJI IOBpLIMHE chepe, Tj. knd > wd?, onakie je k 3 d.

3apgatak 3. JlaTe cy y jeAHOj paBHH O TPH KPYXKHHLE PAa3IHYMTHX IIONYIIpeYHHKA. 3a cBake
JIBE TIOCMATPa Ce TAa4Ka MPEeceKa HbUXOBHX 32jeJHHYKKX CMOballbuX TaHreHTH. JokasaTu
[a Cy Te TpH TauKe KOJIHHEeapHe.

Peuwterse. Hexa cy nate xkpyxuuue k; = k(Oq,71), ka = k(O2,72) u ks = k(O3,73).
Vropeno ca CBaKOM KpYXHHLIOM NlocMaTpalieMo U npaBy Kyny YHja je ocHoBa Kpyr onpeljen
TOM KDYKHHIIOM, a 4Hja jé BHCHHA jefHAKA IIONYNpEYHUKY ocHoBe. IIpH ToMe ce BPXOBM
CBE TPH KYIle Halase ca McTe cTpaHe pasHu a. OsHauumo ca Vy, Vo, V3 penom BpxoBe THx
KyTa.

ITpecek 3ajeqHMYKUX CIIOJbAIIBHX TAHTEHTH [BE KPYXHMULE j€ HCTOBPEMEHO M LIEHTap
XOMOTeTHje 3a Te mBe KpyxHuue. Heka je Si2 ueHTap Te xoMoTerHje 3a KpyxHuue k;
H K2, Tj. Npecek BHUXOBUX CMOJbAlllLUX TAHMEHTH. Ta Tayka je HCTOBPEMEHO M LEHTap
XOMOTETHjE 33 KyIle 4YHje CY OCHOBE Te KpyxHuue (30or u3bopa ogrosapajyliux BHCHHA
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kyna). To 3uauyu pa u npasa V1 Vs canpuu Tauky Sio. Ha HCTH Hauun noxasyjemo 1 a
npasa Vi V3 cagpxku Tauky Siz (LeHTap XxOMOTeTHje KpyxkHuua k; H k3), a mpasa Vo V3
cafipiH Ta4yky Soa (LeHTap XOMOTeTHje KpyxHuua kp u ka). Ilpase ViVo, V1 V3 u 1hVs
npunajajy jensoj pasuu [ (pasHu ofpeljenoj Tauxkama Vi, Vo u Vi), na Toj pasuu npunanajy
M CBa TpH LieHTpa xoMmoTeTHje. C Opyre cTpaHe, CBa TpH LEHTPa XOMOTETH]E NpHNafajy u
paBHH ¢, I1a 3aK/by4yJeMO Aa JIEXKE Ha HCTO] NpaBoj, 3ajeAHHYKO] PaBOj paBHH & H .

Hanomena. VY 3agaTky 3 NpeTnocTasiba Ce Ja CBaKe OBE KPYWKHHIE MMAjJy 3ajeOHHYKY
TaHIeHTY, Tj. Ja HUjeHa HHje Y YHYTPALIKBOCTH Heke Apyre. I10CTOjH MHOIITBO KE-Hra Y
KOjHMa Ce OBaj 3aJIaTaK MojaBJbyje ypaso Tako opMynucad. MeljyTum, pemese koje cmo
OBOE JAlM BaXXH ¥ 3a OMNIUTHH clyd4aj. Y pellelky CMO KOPHCTIUIH XOMOTETH]Y, a CBaKe
IBE KPYXHHLIE pa3lIMYHTHX ONYIPEeYHHUKA, KOje Nlexe Y jeAHOj paBHU, XOMOTETHYHE cy, e3
o63upa Ha BUXOB MeljycoOHM nonoxaj. (3a ABe JaTe KpYKHHLE NOCTOje ABE XOMOTETH]|E
KOjuMa C& T€ KpYKHHLE NpecnHKapajy jeqHa y ApYyTY, jedHa ca MO3HTHBHHM H jeOHa ca
HeraTHMBHUM KoeduUHjeHTOM XomoTeTHje. OBa ca HeraTHBHHM KOe(HLUHJEHTOM IOCTOjH
YyaKk M y Clydajy KaJ KpyXHHLE HMajy jefHaKe NONyNpeyHHKe.) 3aTo J0Ka3 KOjH CMO
HapejH Moxe Ge3 H3MeHe 13 ce IpHMEHH 1 Ha cneneliu OMuTHjH cnyyvaj.

3aparax 4. laTe cy y jelHOj paBHH & TPH KPYKHHUIIE Pa3NMUHTHX MOAYTNPeYHHUKa. 3a cBaKe
IBE MOCMATpa C& XOMOTETHja Ca MO3HTHBHMM KoeHLIHjEHTOM XOMOTETH]E, KOja jeaHy oX
Te [B& KpYKHHLIE NpeciHKapa y Apyry. JlokasaTH ja cBa TpH LiEHTpa XOMOTETHje JIgxe Ha
jeaHOoj paBoj.

Kao cnepehu npumep, noxasahiemo nosuaty Jeszaprosy Teopemy. IIpeTxonHO yBoAHMO
Heke nojmoee. 3a tpoyrnoee ABC u A1B1C; kaxemo fa cy NEpPCHEKTHBHH M3 Tauyke S
ako ce npase AA;, BB; u CCj, xoje cnajajy onropapajylia TeMeHa THX TPOYII0Ba, CeKy Y
Tayku S. 3a MCTe TPOYIMOBE KaXeMO Ja Cy IIEPCNEeKTHBHH H3 npase £ ako Tayke L — npecek
npasux AB u Ay B;, M — npecek npasux BC u B;Cy u N — npecek npasux AC u A;C}
npunanajy npasoj £.

Hanomena. 3a rauxke S, L, M u N ce npernocrasiba ga Mory 6HTH H GECKOHAYHO HJajieKe
Tayke, a npaea £ moxe OuTH OeCkOHAYHO Aaneka npapa. AKo je Tayka npeceka JiBe Tpase
feckoHayHO Aaneka Ta4ka, TO 3Ha4M Ja Cy Te OABe npaee napanenHe. Cse GeckoHauHO
JaJiexe Tayke paBHH NPHUNafajy jenHoj npasoj — beckOHA4YHO AaNeKoj NpaBoj Te PABHM.

Cruxka 3.
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3aparax 5. (de3aproea Teopema) Jokazaiiu iieplierse: gea fipoyana ucilie pagnu fiepcitex-
fTGHY CY U3 HeKe [HayKe aKo i Caao aKo cy flepcllexifiugH It 113 HeKe Tipase.

Pewerse. TIpso hiemo noxasatu ucto TBphewe 3a cnydaj kag Tpoyrnosu ABC u A; B1Cy
He JIexe y ueToj paHy. Hexa oHu nexe y pasnuyuTHM paBHMMA o H 3, penom (cnuka 3).

IMpernocrasufieMo Ja paBHM o ¥ f Hucy napaielHe U 1a je BUXOB Npecek npaea L.
(V npoTuBHOM, paBHM a H f uMajy 3ajemquuuky GecKOHa4yHO Aaneky NpaBy U3 Koje Cy
nmocMaTpaly TPOYrinoBH nmepcnexkTHBHH.) Heka ce mpase AA,, BB, u CC; ceky y Taukn
S (xoja moxke 6uTH M 3ajegHu4Kka GECKOHAYHO JaneKka Tayka TUX MpaBHX, ako cy Npase
napanenHe). Hexa je tauxa L npecex npasux AB u A1 B;. JacHo je na Tauxa L mopa na
npunana npasoj £. (Axo cy npase AB u A; By napanense, ta4uka L je 6eckoHayHo aneka
tayka npase £.) Ha ncri Hauuk ce gokasyje ga ce npase BC u B1C) kao u npase AC u
A;C cexy y Taukama M u N penom npage £.

Q6puyTo, neka cy L, M u N tauxe npecexa ogrosapajyhiux npasux AB u A; By, BC u
B1Ci, AC u A;C) H Heka cBe TpH npHnazajy ucroj npaeoj £. ITocMaTpajMo Tauke Mpeceka
S, —npasux AA; u BB,, S — npasux BB, u CCy, S3 —npaux AA; u CC,. Ouurnenso,
aKo ce JBe of HHX MOKIamajy, OHAa ce CBE TPH Noknamajy. IlpermocraBumo Aa cy Si,
Sy u S3 Tpu pasnuuuTe Tayke. Taga Tpoyrnoeu ABC u Ay B,C) nexe y HCTO) PABHH,
onpeljeHoj Taukama Sy, So ¥ S3, IUTO je y KOHTPaAMKLUMjH ca yClIOBMMa 3ajaTka. Jaiue,
CBE TPH TayKe NpeceKa ce MOKIanajy, Tj. TPOYIJIOBH CY MEPCNIEKTHBHH H3 HEKE Ta4Ke 5.

Cnuka 4.




https://matematickitalent.mk/

[Ipeljumo capma Ha pemaBamse Haier npobrnema y pasHu. Heka Tpoyrnosu ABC u
A1B;Cy nexe y UCTO] PaBHHM & ¥ HEXa Cy NEPCIEKTHBHH U3 Tauke S. Kpo3 xonuHeapHe
tayke S, C, C1 mOCTAaBUMO paBaH [ pa3snuuuTy Of & M KPo3 Ta4yky S [MOCTABHMO IpaBy C ¥
paBHH § X0ja HHje 1 Y paBHH « (CiuKa 4).

U3 Tayke P pasHH [, KOja He IpUIajia HU IIPaBOj ¢ HH PaBHH & IIpojekTyjemo Tauke C
u C Ha npasy ¢. Heka cy Te npojexkuuje D u Dy, penom. Tpoyrnosu ABD u Ay B1D; ue
JIeXe y HCTOj paBHM Na 33 BHX Baxku Jlesaproea Teopema, Tj. OHU Cy NIEPCIIEKTHBHY H3 HEKE
npase ¢, TIpojexToBameM Iene KoH(puUrypanuje u3 Tauke P Ha paBaH o, no6ujamo 1a cy
tpoyrnosu ABC u A; B, C, nepcniextusHy M3 npase £, Koja je npojekuuja npase £,

CnuyHO ce, MpojeKTOBamkeM, foKasyje U 0OpHYTO TBpljeme 3a TPOYIVIOBE KOjU JIEXKE Y
Hcroj paBHd. OBaj Aeo JoKasa OcTaBiba ce 3a BexOy.

On Bpemena Jle3apra 6mwio je MHOTO De3yclemHux IoKylaja Ia ce Berosa TeEopemMa y
paBHU fokaXe 6e3 H3NETa Y TPOAMMEH3HOHAIHE IPOCTOp. TeK je HeMayKoM MaTeMaTHYapy
Xunbepty (1862 — 1943) nmomino 3a pykoM [a MOKa)e Ja Ce TAKaB A0Ka3 He MOXe HOOHTH
6e3 xoputuliesa MOAyAapHOCTH.

3AJIAITH 3A CAMOCTAJIAH PALT

1. Yerupu nemaxa xpely ce KOHCTAaHTHUM Op3HHaMa 10 YETHPH NPaBOIHHUICKA IIyTa.
I[Ipu TOMe HUKOja TPH MYTA ce He CEKY Y MCTOj Ta4YKM ¥ HHKOja [Ba HHUCY NapaJieiHa.
TTozHaTo je Oa ce MpBH NEILAK CYCPeo ca ApYrHM, TpehuM U YeTBpTHM, a APYTH Ca
tpehum u yeTBpTHM. Jlokaxu Aa ce u Tpehiu nemak cycpeo ca YETBPTUM.

2. IIpaBuiaH WIECTOYra0 HCEYEH j& Ha NapalieNIorpaMe jefHaKuX NoBpIluKHa. J{okasaTu
Ja je 6poj THX DapanenorpamMa AebHs ca 3.
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