Cetiri rjesenja jednog zadatka za trokut

Dragoljub Milogevic!
U knjizi [1], str. 54, nalazi se zadatak (bez rjeSenja):
Ako je u trokutu ABC kut y = 3c, dokazati jednakost
(¢ — a@%)(c — a) = ab®. (%)

Prikazat cemo Cetiri rjeSenja tog zadatka.

Rjesenje 1. Nastranici AB trokuta ABC odredimo tocku D tako daje
JACD = 24CAB = 2a  (dlika 2),
pri ¢emuje <CDB = 3a (vanjski kut zatrokut ACD). Uvedimo sljedete oznake: |AD| =
x i |CD| =y. Tadaje |BD| = c— x. Trokuti ABC i CBD imaju jednake kutove, pa su
dlicni. Iz te sliénosti dijedi
|IBC| : |BD| = |AB| : |IBC| = |AC| : |CD|,
a:(c—x)=c:a=h:y,
odakle dobivamo
c?—a _ab
c ’ y==7
Buduti daje ACD = 2<4CAD u trokutu ACD, Koristit cemo sjedecu lemu.

(1)

L ema. Ako je u trokutu ABC kut o = 23, tada je a®> = b(b +c).

Dokaz. Neka polupravac BX, paralelan sa simetralom kuta o, sijeCe pravac AC u
tocki D (vidi diku 1). Trazenajednakost dlijedi direktno iz slicnosti trokuta ABC i BDC.

Sika 1.
Primjenom ove leme na trokut ACD imamo x? = y(y + b), a odavde, radi (1), dobi-

vamo

<02a2)2 ab (ab )
==(Z=+b
C C C

1 Profesor je u mirovini u srednjoj 3koli u Gornjem Milanovcu.
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(c? — a%)? = ab(ab + bc)
(¢ —a)(c—-a)(c+a)=ab*a+c) f. (%
RjeSenje 2.
C

200

o 3a
A x D c c—x B
Sika 2. Sika 3.

Na pravcu BC odredimo tocku E tako da JEAC = <JCAB = o (slika 3). Kako
je ¥BCA = JCEA + JEAC (vanjski kut trokuta ACE), ili 3 = <JCEA + a, tj.
JCEA = 2q, trokut ABE je jednakokratni (JEAB = o + o = JCEA = <JBEA).
Radi toga je |CE| = c—a. Nekaje |AE| = x. Radi poucka o sinusima primijenjenog na
trokut ABE, imamo

|AE]| |AB| " X c

sn(180° — 4)  sn2a °  sinda sSn2a’
Kako je sinda = 2sin2ca cos2a, iz prethodne jednakosti imamo

2cos2a = )—é (2
Kosinusov poucak primijenjen na trokut ACE daje
|AC|? = |AE|? + |CE|?* — 2|AE] - |CE| - cos(JCEA),
b? = x? + (c — a)® — 2x(c — a) cos2a.
|z podljednje jednakosti, zbog (2), je
b> =x* + (c—a)® — x(c—a) - 2,
a odavde c
X2 = gl(b2 — (c—a)?). (3
|z leme primijenjene na trokut ACE redom dobivamo
b? = (c—a)(c—a+Xx),
b? — (c—a)? = x(c — a),
Coaf=xc-a) @
o (P-(c—a)
c—a '
Jednakosti (3) i (4) su redom ekvivalentne:
2
S (c_a? (P (c-ar
N
g(cf a2 =b?>— (c—a)®> (zbogc—a+#h)

c(c—a)’> = ab® — a(c — a)?

Matematicko-fizicki list, LXXV 4 (2024. — 2025.)



(c—a)?(c+a) = ab?
(> —a%)(c—a) =ab® tj. ().

Rjesenje 3. Nastranici AB odredimo totku F tako da 4FCA = JCAB = « (slika
4). Tada je u trokutu BCF: <4BCF = 3a — a = 2a i SCFB = 2a (vanjski kut
trokuta AFC). To znati da je trokut BCF jednakokratni, pa je |BF| = |BC| = a. Zbog
toga je |AF| = ¢ — a. Trokut AFC je, takoder, jednakokracni, te je |BF| = |BC| = a i
|CF| = |AF| = c— a. Iz trokuta AFC je

coso = %|AC| = b (5)
|AF|  2(c—a)’
|z kosinusovog poucka primijenjenog na trokut ABC, imamo
a? = b? + ¢ — 2bccosa. (6)

Iz jednakosti (5) i (6) je

b
2 K2 o .
a =b?>+c®—2bc 26 a)’

a odavde se dobiva Zeljena jednakost ().

Rjesenje 4. Korigtit éemo Stewartov teorem: Ako je F totka na stranici AB trokuta
ABC (dika 5), |CF| =d, |AF| =m i |BF| = n, tada vrijedi jednakost ¢- (mn + d?) =
a’m+ b?n.

4 ¢-a F c 4 B 4 m F c n B
Sika 4. Sika 5.
Primjenom Stewartovog teorema na trokut ABC (slika 4), imamo:
|AB| - (AF| - |FB| +|CF[?) = |BC|* - |AF| + |AC|* - |BF,
c((c—a)a+ (c—a)?) =a’(c—a) + b%a
Nakon sredivanja dobivamo
ac(c — a) 4+ ¢(c — a)® — a’(c — a)

b?,
(c—a)(ac+c(c—a) — a) 2

=al
=ab
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