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Sazetak: Fibonaccievi brojevi posjeduju mnostvo zanimljivih osobina. Jedna od njih je da se Fibonaccievi
brojevi pojavljuju kao koeficijenati u rezultatu i ostatku pri dijeljenju polinoma z" sa z*> —z — 1. U radu
éemo takoder uvesti i osnovne pojmove diferentnog ra¢una kako bismo, pored elementarnih metoda, neke
od osobina Fibonaccievih brojeva pokazali i metodima diferentnog racuna.

1. Uvod

Fibonaccievim brojevima nazivamo ¢lanove Fibonaccievog niza koji je definiran kao rjeSenje linearne
diferentne jednadzbe drugog reda

Fn+2:Fn+1+Fna FO:07F1:1,77/:0,1,2.... (1)
Dakle, ¢lanovi tog niza, odnosno prvi Fibonaccievi brojevi, su
{Fi}reo=10,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377,610,987, ...} . (2)

Rjesavanjem diferentne jednadzbe (1) moze se doéi do eksplicitne formule za opéi ¢lan Fibonaccievog niza.
Naime, iz odgovarajuce karakteristicne jednadzbe

MN-\-1=0,
YT . . o 1+\/g . . 1_\/5 TR . . 4, P - . .
¢iji su korijeni o = =5 i 8 = 2572 slijedi da je opce rjeSenje jednadzbe (1) dato sa
n n
1 5 1-+5
Fn—al( +2f> +a2< 2f> , n=0,1,2....

Koristedi pocetne vrijednosti Fy = 01 F; = 1 dobijamo
1 1
4 =—F=, G2 =——=,
1 NG 2 7

zbog Cega je

1 1+v5\  [(1-v5)"
Fn_\/g<< 5 >—< 5 >> n=012..., 3)
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odnosno
1 n n

Fn:ﬁ(a 7ﬁ)7 ’I’L:O,I,Q...,
gdje je a = 1+2\/3’ B = —1’2\/5.
Interesantno je uociti da vrijedi

1 C+ﬁ “4_(pvg"“ s\ e\
. Fn+1 . VB 2 2 . ( 2 ) B ( 2 )
lim lim - - = lim - -
e () - (50)) T () - ()
V5 2 2 2 2
14v5 _ (1=vB\"  1-v5
. 2 (1+\/5 2 1+5
= lim o = =,
n—o00 1- 1_\/5) )
1+V5
kao i
F, 1 1 2 -1
lim = I = = = \/5 = ,/3. (4)
n—oo [ 41 lim =+t 7”2\/5 1++5 2
n—oo n

Primijetimo da je broj o = 1“'2*/5 =~ 1,618 poznat pod nazivom zlatni presjek.

Upoznajmo se i sa nekim osobinama diferentnog racuna koji ée nam koristiti u kasnijim dokazima (v. [3] i

[4])-

Definicija 1.1. Neka je x (t) funkcija realne ili kompleksne promjenljive t. Diferentni operator (ili razliku
prvog reda) definiramo jednakoiéu

Az(t)=z(t+1)—z(t) . (5)

Ako je domen funkcije = skup uzastopnih cijelih brojeva, kao npr. skup N = {1,2,3,...}, tada umjesto
promjenljive ¢ koristimo oznaku n, a umjesto izraza x (n) piSemo x,,, pa jednakost (5) ima oblik

ATy = Tpy1 — T -

Primjer 1.2. Neka je a konstanta. Tada vrijedi:
1° Aa=a—a=0,
2° Ad't =att —at=(a—1)dl,
3° Alogat =loga(t+1) —logat =log (1+ 1) .

Definicija 1.3. Ako je X bilo koja funkcija Gija je razlika prvog reda funkcija x, tada se X naziva antidiferencijom
ili neodredenom sumom od x i oznaéava sa A" x (ili Y x), to jest

ako je AX (t) =z (t), tada je A x (t) = X (t).
Opéenito definiramo A™" (n € N) sa:
A7z (t) = A1 (A’”“x t) -
Primjer 1.4. Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada vrijedi:

at

a—1

A_lat —

+C(), (a#1) .
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Lema 1.5. Za Fibonaccieve brojeve Fy, k € N vrijedi
Aile = Fly1. (6)

Dokaz : Zaista, koristeéi (3), osobine diferentnog operatora i Primjer 1.4, dobijamo da je

1 [ 1+vB) (1-vE\"
oo () ()

() () (0 ()
IRV - = S IV R R TRV

- 1 1+\/5 k+1 1_\/5 k+1 .
Vs 2 2 Tk
i

Sljedeéi rezultat je poznat kao fundamentalni teorem za izracunavangje odredenih (konaénih) suma, koji je
analogan fundamentalnom teoremu integralnog ra¢una (za izra¢unavanje odredenih integrala).

Teorem 1.6. Ako je y,, antidiferencija (neodredena suma) niza x,, i n > m + 1, tada vrijedi
n—1
n
D o= lely = Yn = Ym -
k=m

Sliéno metodu parcijalne integracije u integralnom ra¢unu imamo metod parcijalnog sumiranja konac¢nih
suma iskazan sljede¢im teoremom.

Teorem 1.7. Ako je m < n, tada je

n—1 n—1
D wkly = [wely, — > (Azk) gy - (7)
k=m k=m

2. Neke osobine Fibonaccievih brojeva i primjena na ra¢unanje suma

Jedna vrlo zanimljiva osobina Fibonaccievih brojeva moze se dobiti dijeljenjem polinoma, kao u sljede¢em
slucaju. Naime, nije tesko provjeriti da je

’=(2"—2-1)(1-2°+1-2"+2-2°+3-2°+5.-2+8) + 132+ 8. (8)
Uocavamo da su koeficijenti (podebljano) na desnoj strani jednakosti (8) brojevi 1,1, 2, 3, 5,8, 13 i 8 a

oni pripadaju skupu (2), tj. to su Fibonaccievi brojevi: Fy, Fy, F3, Fy, F5, Fg, F7 i Fg.
Pokazimo sada da za n € N vrijedi generalizacija formule (8).

Lema 2.1. Vrijed:
" = (ch i 1) (Flzc’“Q + Fr" P 4+ F_ox + anl) + e+ Fo_q, (9)

gdje su F,, (n € N) Fibonaccievi brojevi.


PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk     објавено на 10.12.2022


https://matematickitalent. mk  o6jaBeHo Ha 10.12.2022

Dokaz : Zaista, nakon mnozenja desna strana formule (9) postaje

len +F2$TL_1 +F3IB”_2 IS Fn,2$3 4 F,L,1x2
— len—l — ng”_g — = n—3-753 — Fn_zxz — Fn_lx

-2 3 2
_Flmn — o —lp 37 _Fn73m _Fn72m+an;

odnosno
Fll‘n —+ (F2 — Fl) .Z'n71 + (Fg — Fg — Fl) $n72 —+ -4 (anl — Fn,Q — Fn73) $2 —+ (Fn — anl — Fn,Q) x.

Koriste¢i relacije (1) dobijamo da je desna strana u (9) jednaka z”. O

2 2

Uoc¢imo da dijeljkenje polinoma z™ sa x° —x —1 nije slu¢ajno jer se polinom z“—x —1 javlja u karakteristi¢noj

jednadzbi diferentne jednadzbe (1).
Sljedeca osobina za Fibonaccieve brojeve je dobro poznata, ali éemo za njen dokaz ovdje koristiti nestandardan
metod, to jest jednakost (9).

Lema 2.2. Za zbir prvih n Fibonaccievih brojeva Fy, Fs, ... Fy, vrijedi sljedece:
Sp=Fps—1. (10)

Dokaz : Ako u (9) umjesto = stavimo 1, dobijamo
I"=(1*-1-1)(Fi+Fo+ -+ Fy o+ Fo1)+ F+ Foq

odnosno
FL+F+ 4+ F, 9o+ F, 1=F,+F,_1—1.

Sada, koristeéi (1), dobijamo da je
Fi+Fot 4 Fyo+Fpq=Fu—1.

Ako sada dodamo Fj, na obje strane, imamo
Fi+Fo4 - +Fy o4 Fy 1 +F,=F, 1 +F,—1

i ponovo, koristeéi (1), dobijamo da je
Sp=Fnia—1.

|

Sljededa osobina moze jednostavno se dokazati matematickom indukcijom ($to ostavljamo ¢itaocu za vjezbu).
Medutim, pokazat ¢emo da se dokaz moze izvesti i na dva nova nacina: primjenom jednakosti (6), te
primjenom diferentnog ra¢una (metodom parcijalnog sumiranja).

Teorem 2.3. Za n € N vrijedi formula

n

T, =Y kFy=nFni— Fus+2. (11)
k=1

Dokaz : Dokazimo formulu (11) na dva nacina.
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I naéin: Koristeéi (10) dobijamo da je

I,=1-F+2-F5+---+n-F,
=(FR+Fh+ - +F)+Fo+-+F)+ -+ (Foo1+ F)
=8 + (S —81) + -+ (Sn— Sn-1)

n—1 n—1
=nSn— Y Sk =nS —»_ (Frp2—1)
k=1 k=1

=nS, — (Fs+Fy+ -+ F,y1— (n—1))

=nSp = (Sny1 — (F1 + F2) —(n—1))

=nS, — (Sp+1 —2—(n—1))

=nSp, —Spt1+n+1l=n(Frye—1)—(Frys—1)+n+1
=nFpio—Foi3+2.

IT nacin: Primjenom Teorema 1.7 dobijamo da je

Tn_Zka_ Fo=»Ayy = yu=A0"'F

= ko R ZA Pyt -
Sada, koriste¢i (6), imamo da je

Ty = [kFp])™ ZFk+2 (n+1)Fpyg—Fy— (Fs+Fy+ -+ Fos)
=(n+1)F 42— F2 —(Spy1+ Foyo— F1 — F) =nFui0— Spp1 + F1 .
Kako je
Fi=11i Sy1=F,s—1,
to je

Tw=nFyi2—Fo3+2.

O
Sljedeé¢i primjer nam ilustrira jo§ neke vrlo zanimljive osobine Fibonaccievih brojeva.

Primjer 2.4. Ako je sa F, dat n—ti Fibonacciev broj, pokazati da tada vrijedi sljedeéa jednakost

(=" L R ' (12)
F2n Fn F2n

n
a) Izracunati sumu Y ﬁ 1 provjeriti tacnost te formule za n = 2,3, 4.
k=02

o0
- . 1
b) Izracunati sumu reda ké T
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) ) () ()
(7)) = (52)) () + (57))
) (1+2\/5)n71 (1—2\/5 2"1 ((1—2\/52 _ (1+2\/5 )
1+¢51) " (172¢5) "

odnosno vrijedi (12).

1
F.

n
a) Izra¢unajmo sada sumu
k=0 "2

2k—1
(71) _ ng—l_l F2,2k—1_1
F2,2k—1 o FQ}C—] F2,2)c—1
odnosno, kako je n paran broj, dobijamo
1 _ FQk—l_l FQ,Qk—l_l
F2,2k—1 o F21\',—1 F2,2k:—1 ’

Dakle,
il—i+1+1+i+1++1+1+1
= Fou  Fy  Fyi Fy Fys Fas Fyn2 = Fon1  Fon

_ 1 + ! + ! + ! + ! + + ! + ! +
F1 F2 F2.2 F2.4 F2.8 F2,2n—3 F2,2n—2 F2,2n—1 ’
odnosno
"1 11 F, F F3 F F;, F
Z = — 4 - 4 2128 + 287 + A ) 4.
P - L SR 2 F, F Fy K Fs  Fig

—+

—. U tu svrhu koristit éemo jednakost (12) za n = 2571

F2n—2 FQ,Qn—Q F2n—1

(FQn—S_l _ FQQn—S_l) + (an—z_l _ F2A2n—2_1) + (an—l_l _ F2A2n—1_1
F2,2n—1

)

(13)
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Uvjerimo se u tac¢nost formule (13) za n = 2, 3,4. Koristit éemo ¢lanove Fibonaccievog niza date u (2).
Za n = 2 imamo

s> 1_1,1,1 1,1,1.7
kZOFQk_Fl F, F, 1 1 3 3’
ali i
F22,1 F3 2 7
3— =3-==3-"=_.
Fye Fy 3 3

Za n = 3 imamo

L 1,1, 1,1 1,11, 1
—~Fy F  F, Fy Fg 1 1 3 21 21°

ali i

11,1 2
3 21 987 987’

ali i

Py Fis g _ 610 _ 2351
Fos Fig = 987 987 °

Dakle, formula (13) je tacna za n = 2,3, 4.

o0
b) Izracunajmo sada red > Fl—k Koristeéi (13) i (4) dobijamo sljedeée

k=02
oo n
1 1 Fon_ -1 —
S S L @y g P @y Vol TV e
Pt F2k n~>ook=0F‘2;c n—o00 FQn 2 2
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