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Задача 1. Нека a, b, c се позитивни реални броеви такви што

a2 + b2 + c2 ⩾ 3.

Докажи дека
a4

a2 + 2b+ 2c
+

b4

b2 + 2c+ 2a
+

c4

c2 + 2a+ 2b
⩾

3

5
.

Задача 2. Одреди ги сите парови (a, b) од позитивни цели броеви такви што
(a+ 1) е делител на (b+ 2) и b е делител на 2a2.

Задача 3. Нека n ⩾ 3 е природен броj. Во круг се распоредени n ламби во боjа.
Со едно притискање на дугмето на ламбата се менува неjзината боjа на следниов
начин:

зелено → црвено, црвено → плаво, плаво → зелено.
На почеток, сите ламби се обоени во црвена боjа. Аце прави потег на овие ламби.

Секоj потег се состои од следниве три чекори:
• избира ламба L, без да го притиска неjзиното дугме;
• притиска еднаш на дугмето на ламбата коjа е соседна на ламбата L во

насока на стрелките на часовникот;
• два пати го притиска дугмето на соседната ламба на L, коjа е во спротивна

насока на стрелките на часовникот.
За секоj n, одреди го максималниот можен броj на ламби кои истовремено се

обоени зелено, по конечно многу потези.

Задача 4. Нека ABC е триаголник со AB ̸= AC и нека I е центарот на впишаната
кружница во △ABC. Нека P и Q се точки од внатрешноста на △ABC такви што
PB = PC > QC = QB. Правите BP и CQ се сечат во точката X. Да претпоставиме
дека AI е тангента на опишаната кружница околу △IPQ. Докажи дека опишаните
кружници околу триаголниците ABQ,ACP и PQX имаат заедничка точка.

Време за раδоша: 4 часа и 30 минуши
Секоjа заgача се вреgнува со 10 иоени
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Problem 1. Let a, b, c be positive real numbers such that

a2 + b2 + c2 ⩾ 3.

Prove that
a4

a2 + 2b+ 2c
+

b4

b2 + 2c+ 2a
+

c4

c2 + 2a+ 2b
⩾

3

5
.

Problem 2. Determine all pairs (a, b) of positive integers such that

(a+ 1) divides (b+ 2) and b divides 2a2.

Problem 3. Let n ⩾ 3 be an integer. There are n colored lamps arranged in a circle.

Pressing the button of a lamp once changes its color as follows:

green → red, red → blue, blue → green.

Initially, all lamps are colored red. Aladdin makes moves on these lamps. Each move

consists of the following three steps:

• he chooses a lamp L, without pressing its button;

• he presses the button of the clockwise neighbor of L once;

• he presses the button of the counterclockwise neighbor of L twice.

For each n, determine the maximum possible number of lamps that are colored green

simultaneously, after finitely many moves.

Problem 4. Let ABC be a triangle with AB ̸= AC and let I be its incenter. Let P

and Q be points inside triangle ABC such that PB = PC > QC = QB. Lines BP and

CQ meet at X. Suppose that line AI is tangent to the circumcircle of triangle IPQ.

Prove that the circumcircles of triangles ABQ,ACP and PQX have a common point.

Time: 4 hours and 30 minutes

Every problem is worth 10 points


















