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ПРЕДГОВОР  

 

Ниту едно истражување на човекот не може да се на-

рече вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во на-

уките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

Корените на оваа се во далечната 1998 година, кога авторот направи неуспе-

шен обид во коавторство со колеги од Институтот за математика при Природно-

математичкиот факултет во Скопје да напише учебник по теорија на броеви за 

студентите од Институтот за математика. Овој обид заврши со оформување на не-

рецензирана скрипта која долги години беше основа за курсот Теорија на броеви 

при Природно-математичкиот факултет во Скопје. Предметнава книга суштински 

се разликува од споменатата скрипта, како по структура, така и по содржина.  

Важен стимул за развојот на оваа книга се повеќе од триесетте години кои ав-

торот ги помина работејќи во Сојузот на математичарите на Македонија, особено 

во делот на националните и меѓународните натпревари кои СММ ги организи-

раше во периодот од 1988-2019 година, како и во списанието Сигма. Притоа, во 

оформувањето на оваа книга важна улога имаа бројните статии на авторот, кои де-

сетици години наназад се пишувани, пред сé за да се премости недостатокот на 

литература за работа со надарените ученици по математика во Република Македо-

нија, како и задачите кои беа разработувани на подготовките на учениците за уче-

ство на меѓународните математички натпревари (ЈBМО, BМО, ЕGМО, IМО, ЕМС, 

MeMO и APMО).  

Материјалот кој е разработен во оваа книга е поделен на девет глави. Во  кни-

гава се содржани теми кои ретко се среќаваат во задачите кои се задаваат на мате-

матичките олимпијади, како што се темите: Ферматови броеви, Функција на Ме-

биус, Нелинеарни конгруентни равенки и теорема на Лагранж, Цикломатични по-

линоми и теорема на Жигимонди, Квадратни остатоци и квадратен закон на реци-

процитет, Деливост на биномните коефициенти (теоремите на Лукас и Кумер), 

Диофантови апроксимации и Теореми на Чебишев и Дирихле.  
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Книгава е наменета пред се за ученииците кои се интересираат за изучување и 

применета на теоријата на броеви и тоа на ниво потребно за успешно учество на 

престижните меѓународни математички олимпијади. Затоа, пред да се пристапи 

кои совладување на содржините кои се предмет на разработка на оваа книга е не-

опходно учениците да се стекнат со неопходните теориски знаења и техники за 

решавање на задачи на поелементарно ниво. Оттука, на читателите им препора-

чувам прво да ја проучат книгата Вовед во елементарна теорија на броеви ([76]), 

како и книгата Математички талент 26 – збирка задачи по елементарна теорија на 

броеви ([89]), која во целост соодвествува на споменатата книга, а потоа да 

преминат кон изучување на оваа книга.  

Пожелно е оваа книга да ја совладаат и студенти од наставните групи по мате-

матика, кои во текот на својот работен век природно ќе се среќаваат со ученици 

надарени за математика, кои ученици учествуваат на математичките натпревари. 

Овде сакам да напоменам, ризикувајќи да бидам погрешно разбран, дека предмет-

нава книга во целост може да се користи како основен учебник за почетен курс на 

студии по математика. Секако, истатане е доволна, па затоа на студентите по 

математика им препорачувам изучувајќи ги содржините од оваа книга да ја 

користат Збирката задачи по теорија на броеви, напишана од истиот автор.  

При оформувањето на книгава важен допринос имаше колегата д-р Павел Ди-

мовски, кој со своите забелешки и предлози придонесе како да се намали бројот 

на грешките кои неминовно го пратат издавањето на секоја книга, така и да се по-

добрат решенијата на определен број задачи.  

На крајот од книгава е наведена литературата која ја користев при пишувањето 

на оваа обемна збирка задачи. Во литературата, покрај книгите и статиите од дру-

ги автори се наведени и моите книги и стручни статии од теорија на броеви, кои 

како што напоменав се резултат од мојата долгогодишна работа со надарените 

ученици за математика во Република Македонија.  

За крај, и покрај вложениот напор, како од моја страна, така и од колегата д-р 

Павел Димовски, свесен сум дека се можни подобрувања на оваа збирка задачи, 

како и дека се присутни определен број грешки, кои за жал не го одминуваат изда-

вањето на било кој ракопис. Затоа, однапред сум благодарен на секоја доброна-

мерна критика и сугестија, која ќе придонесе како за отстранување на грешките, 

така и за подобрување на структурата и содржината на оваа збирка задачи.  

 

Скопје       Авторoт  

Септември, 2021 г.        
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I ГЛАВА  

ДЕЛИВОСТ  

 

 

 

 

Познати ни се множествата  

{1,2,3,..., ,...}n , 0 {0} {0,1,2,3,..., ,...}n    и 

{..., 4, 3, 2, 1,0,1,2,3,4,...}     . 

Операциите собирање и множење во овие множества се секогаш изводливи, т.е.  

ако ,m n , тогаш m n   и mn ; 

ако 0,m n , тогаш 0m n   и 0mn ; и  

ако ,m n , тогаш m n   и mn . 

Понатаму, за одземањето знаеме дека  

ако ,m n , тогаш m n   ако и само ако m n ;  

ако 0,m n , тогаш 0m n   ако и само ако m n ; и  

ако ,m n , тогаш m n  .  

Останува да ја разгледаме операцијата делење, која не е секогаш изводлива во 

множествата 0,  и . Имено, ако m  и 0n   се природни или цели броеви, то-

гаш количникот :m n  не е секогаш природен или цел број, соодветно. И токму 

тоа, прашањето кога бројот m  е делив со бројот 0n  , т.е. прашањето за дели-

воста во множествата 0,  и  лежи во основата на теоријата на броеви.  

Во следните разгледувања ќе се задржиме на прашањето за деливост во  и 

, при што многу својства ќе бидат докажани само за природните броеви, со 

забелешка дека истите со мали надополнувања важат и во множеството на целите 

броеви , при делители различни од нула.  

 

 

 

1. ПОИМ ЗА ДЕЛИВОСТ. ПРИЗНАЦИ ЗА ДЕЛИВОСТ  

 

1.1. Дефиниција. За бројот a  ќе велиме дека е делив со бројот b , 

0b  , ако постои број q  така што е исполнето равенството a bq . Притоа ќе 

велиме дека b  е делител на a , односно дека a  е содржател на b  и ќе пишуваме 

|b a .  

Ако бројот b , 0b   не е делител на бројот a , т.е. ако не постои број 

q  така што е исполнето равенството a bq , тогаш ќе пишуваме |b a .  

Ќе велиме дека b  е вистински делител на a  ако |b a  и b a .  
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1.2. Забележуваме дека ако ,a b , тогаш и q . Понатаму, ако |b a , 

тогаш од a bq  непосредно следуваат равенствата  

( )( )a b q   , ( )a b q    и ( )a b q   , 

од што согласно дефиницијата 1.1 следува дека  

( ) |b a , | ( )b a  и ( ) | ( )b a  .  

Претходно изнесеното ни дава за право, при разгледувањето на деливоста, да се 

ограничиме на деливост на цел со природен број, односно на деливост на природ-

ните броеви.  

 

1.3. Теорема. а) Нека ,a b . Ако |a b  и |b a , тогаш a b .  

б) Нека , ,a b c . Ако |a b  и |b c , тогаш |a c .  

в) Ако |b a , тогаш | ( )b ac , за секој c .  

г) Нека a b c   и |d b . Тогаш |d a  ако и само ако |d c .  

д) Ако |a b  и |a c , тогаш | ( )a bx cy  за секои ,x y .  

ѓ) Ако |m a  и |n b , тогаш | ( )mn ab .  

Доказ. а) Нека ,a b , |a b  и |b a . Од |a b  следува дека постои q  таков 

што b aq , а од |b a  следува дека постои p  таков што a bp . Понатаму, од 

равенствата b aq  и a bp  добиваме ( ) ( )b aq bp q b pq   , т.е. ( )b b pq . Ако 

последното равенството го поделиме со 0b   го добиваме равенството 1pq  . 

Но, ,p q  па затоа од последното равенство следува 1p q  . Конечно, 

1a bp b b    .  

б) Нека , ,a b c , |a b  и |b c . Од |a b  следува дека постои q  таков што 

b aq , а од |b c  следува дека постои p  таков што c bp . Понатаму, од 

равенствата c bp  и b aq  добиваме ( ) ( )c bp aq p a qp   , што според 

дефиниција 1.1 значи дека |a c .  

в) Навистина, ако |b a , тогаш постои q  таков што a bq . Сега, за секој 

c  добиваме ( ) ( )ac bq c b qc  . Значи, за бројот ac  постои број qc  

таков што ( )ac b qc , па од дефиниција 1.1 имаме дека | ( )b ac .  

г) Нека a b c   и |d b , т.е. постои q  таков што b dq . Ако |d c , тогаш по-

стои p  таков што c dp . Според тоа, ( )a b c dq dp d q p      , што според де-

финиција 1.1 значи дека |d a . Ако |d a , тогаш постои r  таков што a dr . Според 

тоа, ( )c a b dr dq d r q      , што според дефиниција 1.1 значи дека |d c .  

д) Нека |a b  и |a c . Од тврдењето под в) следува | ( )a bx  и | ( )a cy  за секои 

,x y . Значи, постојат ,p q  такви што bx ap  и cy aq . Според тоа,  
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( )bx cy ap aq a p q     , 

т.е. | ( )a bx cy , за секои ,x y .  

ѓ) Од |m a  и |n b  следува дека постојат p  и q  такви што a mp  и b nq . 

Според тоа, ( )( ) ( )( )ab mp nq mn pq  , што значи дека | ( )mn ab . ■ 

 

1.4. Последица. а) Ако 1k   собирци во равенството 1 2 ... 0ka a a     се 

деливи со бројот d , тогаш и преостанатиот k ти собирок е делив со d .  

б) Ако 1 1 2 2| , | ,..., |k km a m a m a , тогаш 1 2 1 2... | ...k km m m a a a .  

в) Ако |m a , тогаш |k km a , за секој k .  

Доказ. Непосредно следува од теорема 1.3. Деталите ги оставаме на читателот 

за вежба. ■  

 

1.5. Пример. Нека се 1 21 ... kd d d n      сите делители на природниот 

број 1n  . Докажи, дека 1 2 ... kd d d k n    . 

Решение. Ако d  е делител на природниот број n , тогаш јасно е дека и n
d

 е 

исто така делител на n . Воведуваме ознака 1 2 ... kS d d d    . Бидејќи 1n   

јасно е дека постои делител id , таков што 
i

n
i d

d  . Од друга страна  

2 2
i i

n n
i id d

d d n    . 

Сега, 

1 2
1 1

2 2( ... ) ( ) 2 2
i

k k
n

k i d
i i

S d d d d n k n
 

         . 

Значи, S k n  односно 1 2 ... kd d d k n     што и требаше да се докаже. ■ 

 

1.6. Пример. а) Нека 0n  и \{1}k . Докажи, дека  

2 1( 1) | ( ( 1) )nk k k n k    . 

б) Нека n  и нека 1 2, ,..., { 1,1}na a a    се такви што  

1 2 2 3 1 1... 0n n na a a a a a a a     . 

Докажи, дека 4| n .  

Решение. а) Нека 0n , k  и нека 1k s  . Од Њутновата биномна 

формула следува  

1 1 1

1 1 1 1 1 2 1
1 2 1

1 1 1 1 1 2
1 2 1

( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) 1 ( 1) 1

( ) ( ) ... ( )

n n n

n n n n n n n
n n

n n n n n n
n

k k n k s sn s s n s

s s s s s n s

s s s s

  

     


    


            

         

    
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2 1 1 2 1 3 1
1 2 1

2 1 1 2 1 3 1
1 2 1

[ ( ) ( ) ... ( )]

( 1) [( 1) ( )( 1) ( )( 1) ... ( )],

n n n n n n
n

n n n n n n
n

s s s s

k k k k

     


     


    

        
 

што значи дека 
2 1( 1) | ( ( 1) )nk k k n k    .  

б) Збирот 1 2 2 3 1 1... n n na a a a a a a a     има n  собирци еднакви на 1 или 1 , 

па бидејќи е еднаков на 0 заклучуваме дека 2n k . Јасно, k  собирци во збирот 

1 2 2 3 1 1... n n na a a a a a a a     се еднакви на 1, а k  на 1 . Од друга страна  

2 2 2
1 2 2 3 1 1 1 2( )( )...( )( ) ... 1n n n na a a a a a a a a a a   , 

па затоа ( 1) 1 1k k   , што значи 2k t . Конечно, 2 2 2 4n k t t    , т.е. 4| n . ■ 

 

1.7. Пример. Определи го најголемиот природен број k  за кој  

1992 19901991 19911991 | (1990 1992 )k  . 

Решение. Заради едноставноста на записот ставаме 1991a  . Треба да го 

определиме најголемиот природен број k  за кој  

1 1 1 1

| (( 1) ( 1) ) (( 1) 1 ( 1) 1)
a a a ak a a a aa a a a a
   

         . 

Бидејќи a  е непарен број, очигледно првиот собирок во заградата дава остаток 

1  при делење со a , додека другиот дава остаток 1. Затоа посебно ќе ги разгле-

даме најголемиот степен на a  кој го дели 
1

( 1) 1
aaa


   и најголемиот степен на a  

кој го дели 
1

( 1) 1
aaa


  . Притоа, ако овие два најголеми степени се различни, 

тогаш помалиот од нив е бараното k .  

Ако ( 1)
naa  го развиеме по Њутновата биномна формула, забележуваме дека 

последниот собирок е 1, претпоследниот е | 1
1( )
na na a  , а додека сите останати се 

деливи со 2na  . Последното се докажува со индукција. Докажуваме дека за секој 

природен број n  постои ns  таков што | na s  и  

1( 1) 1
na n

na s a    . 

Навистина, за 1n   имаме  

2
1 2

2 2
2 3

(1 ) 1 ( ) ( ) ... ( )

1 (1 ( ) ( ) ... ( ) ).

a a a a a
a

a a a a
a

a a a a

a a a 

     

     
 

Сега, бидејќи a  е непарен, важи 2| ( )aa , па затоа a  не е делител на  

2
1 2 31 ( ) ( ) ... ( )a a a a

as a a      . 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за n . Тогаш  
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1 1

1 2 2 2
1 2

2 2 2
2

2
1

(1 ) (1 )

1 ( ) ( ) ... ( )

1 ( ( ) ... ( ) )

1

na n a
n

a n a n a n an a
n n a n

n a n a n an a n
n n a n

n
n

a s a

s a s a s a

a s s a s a

s a

 

  

   




  

    

    

 

 

и како | na s , добиваме дека 1| na s  .  

На потполно аналоген начин се докажува дека за секој природен број n  по-

стои природен број nt  таков што | na t  и важи  

1( 1) 1
na n

na t a     . 

Според тоа, од првото од горните две тврдења следува дека aa  е најголемиот сте-

пен со кој a  го дели 
1

( 1) 1
aaa


  , а од второто следува дека 2aa   е највисокиот 

степен со кој a  го дели 
1

( 1) 1
aaa


  .  

Според тоа, бараниот број е max 1991k a  . ■ 

 

 

 

2. ДЕЛЕЊЕ СО ОСТАТОК  

 

2.1. На почетокот рековме дека операцијата делење не е секогаш изводлива во 

множествата  и . Меѓутоа, во следната теорема ќе докажеме дека оваа опера-

ција, на определен начин сепак е изводлива во множествата  и .  

Теорема (за делење со остаток). За секој a  и секој b  постојат един-

ствени цели броеви q  и r  такви што  

, 0a bq r r b    .    (1) 

Доказ. Да го разгледаме множеството  

{..., 3 , 2 , , , , 2 , 3 ,...}A a b a b a b a a b a b a b       . 

Ова множество содржи како негативни така и ненегативни цели броеви. Да го раз-

гледаме множеството B  од ненегативни цели броеви кои се содржат во множе-

ството A . Множеството B  има најмал елемент кој е природен број или е еднаков 

на нула. Нека тоа e бројот a qb  и да го означиме со r . Тогаш важи (1), бидејќи 

во спротивно, ако r b  тогаш бројот ( 1)a q b  , кој е помал од a qb , ќе биде 

природен број или еднаков на нула. Со тоа докажавме дека броевите q  и r  по-

стојат и дека го задоволуваат условот (1).  

Ќе докажеме дека броевите q  и r  се единствени. Да претпоставиме дека за 

броевите 1q  и 1r  важи  

1 1 1, 0a bq r r b    .     (2) 
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Ако од (1) го одземеме (2), добиваме  

1 10 ( ) ( )b q q r r    .    (3) 

Според тоа, 1| ( )b r r  и 1( )b r r  , при што или 1 0r r   или 1 0r r  . Ако 

1 0r r  , тогаш од 1| ( )b r r  и 10 r r b    добиваме дека природен број е делив 

со природен број кој е поголем од него, што не е можно. Значи 1 0r r  , т.е. 

1r r . Сега, од (3) добиваме 10 ( )b q q   и бидејќи 0b   имаме 1 0q q   т.е. 

1q q , што значи дека броевите q  и r  се единствени. ■ 

 

2.2. Дефиниција. Броевите , ,a b q  и r  од теорема 2.1 ги нарекуваме деленик, 

делител, количник и остаток, соодветно.  

 

2.3. Забелешка. Од теорема 2.1 непосредно следува дека |b a  ако и само ако 

остатокот r  од делењето на a  со b  е 0, т.е. 0r  .  

Количникот q  од теоремата 2.1 може да биде кој било цел број, а r  е некој 

број од множеството {0,1,..., 1}b , кое го нарекуваме множество на остатоци 

при делење со бројот b .  

 

2.4. Теорема. а) Збирот на природните броеви a  и b  е делив со природниот 

број c  ако и само ако збирот на остатоците на броевите a  и b  при делење со бро-

јот c  е делив со c .  

б) Остатокот од делењето на збирот на броевите a  и b  со бројот c  е еднаков 

на остатокот од делењето на збирот на остатоците на броевите a  и b  при делење 

со бројот c .  

Доказ. а) Според теоремата за делење со остаток, за броевите a  и b  имаме 

1 1a cq r   и 2 2b cq r  . Според тоа,  

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )a b cq r cq r c q q r r         ,  (4) 

што значи дека a b  е делив со c  ако и само ако 1 2r r  е делив со c .  

б) Доказот непосредно следува од равенството (4). Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба. ■ 

 

2.5. При докажување на некои својства на природните броеви често пати се 

користиме со записот на броевите со помош на цифри, т.е. со декадниот систем 

кој користи десет цифри. Меѓутоа, во употреба се и бројни системи со основа раз-

лична од бројот 10. Така, на пример, во информатиката најчесто користен е бинар-

ниот броен систем, кој има основа 2. Користењето на бројните системи со различ-

на основа се потпира на следнава теорема.  

Теорема. Нека b  е природен број поголем од 1. Тогаш секој природен број m  

може на единствен начин да се запише во обликот  
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1 2
1 2 1 0...n n

n nm a b a b a b a b a
      ,    (5) 

каде 0 na b   и 0 ,ia b   за 0,1,2,..., 1i n  .  

Доказ. Нека b  и m  се дадени. Од теоремата за делење со остаток следува дека 

постојат 0q  и 0a  такви што  

0 0m q b a  , 00 a b  . 

Јасно, 0 0q  . Ако 0 0q  , тогаш за 0q  и b  постојат 1q  и 1a  такви што  

0 1 1q q b a  , 10 a b  . 

Продолжувајќи ја постапката добиваме  

0 0m q b a  ,   00 a b  ,  0 0q  ,  

0 1 1q q b a  ,   10 a b  ,  1 0q   

1 2 2q q b a  ,   20 a b  ,  2 0q   

...................................................................................... 

2 1 1n n nq q b a    ,  10 na b  ,  1 0nq    

1n n nq q b a   ,   0 na b  ,  0nq   

Понатаму, од неравенствата  

0 1 ... 0m q q     

следува дека постои природен број 1nq   кој е позитивен и е помал од b . Сега од 

последното равенство следува 1n na q  , што значи дека na  е позитивен број. Со 

последователна замена од горната низа равенства добиваме:  

0 0

1 1 0

2
1 1 0

1
1 1 1 0

1
1 1 1 0

1
1 1 0

( )

.......................................................

( ) ...

...

... .

n
n n

n n
n n

n n
n n

m q b a

q b a b a

q b a b a

q b a b a b a

q b a b a b a

a b a b a b a


 


 




 

  

  

    

    

    

 

Со тоа ја докажавме егзистенцијата на претставувањето (5). Останува уште да ја 

докажеме единственоста. Нека n s  и  

1 2 1 2
1 2 1 0 1 2 1 0... ...n n s s

n n s sa b a b a b a b a c b c b c b c b c 
             

0 sc b   и 0 ,jc b   за 0,1,2,..., 1j s  . Тогаш  

1 2 1 2
1 2 1 1 2 1 0 0( ... ... )n n s s

n n s sb a b a b a b a c b c b c b c c a   
            , 

што значи дека 0 0| ( )b c a , па затоа 0 0c a . Ако во горното равенство поделиме 

со b , тогаш повторувајќи ја постапката добиваме 1 1c a . Повторувајќи ја постап-

ката, добиваме дека i ic a , за 0,1,2,...,i s . Ако n s  имаме  
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( 1) ( 2)
1 2 1... 0n s n s

n n s sa b a b a b a   
       , 

и како 0b   од последното равенство следува 0ia  , за 1, 2,...,i s s n   . Со тоа 

е докажана единственоста на претставувањето (5). ■ 

 

2.6. Последица. Секој позитивен цел број m  на единствен начин може да се 

претстави како збир на степени бројот 2.  

Доказ. Во теорема 2.5 земаме 2b   и добиваме  

1 2
1 2 1 02 2 ... 2 2n n

n nm a a a a a
      , 

каде 1na   и 0или 1ia  , за 0,1,2,..., 1i n  , од што следува тврдењето. ■ 

 

2.7. Дефиниција. Ако се исполнети условите од теорема 2.5 и ако важи (5), 

тогаш ќе велиме дека m  е претставен во броен систем со основа b . Бројот b  го 

нарекуваме основа (база) на дадениот броен систем, а бројот m  го запишуваме во 

видот 1 2 1 0...
bn nm a a a a a .  

Ако од контекстот е јасно во кој броен систем е запишан некој број, тогаш во 

записот на бројот го изоставуваме индексот b . Така, на пример, во секојдневната 

пракса подразбираме дека записот на бројот е даден во декаден броен систем, ако 

не е поинаку кажано.  

 

2.8. Забелешка. Кај бројните системи со основа поголема од 10 неопходно е да 

се воведат ознаки за дополнителни цифри. На пример, во систем со основа 12 за 

цифрите 10 и 11 можеме да ги користиме ознаките a  и b . На тој начин ги доби-

ваме цифрите за бројниот систем со основа 12: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a  и b .  

Во информатиката често пати се користи систем со основа 16, при што за ци-

фрите , , , ,A B C D E  и F  се користат за означување на броевите 10, 11, 12, 13, 14, и 

15. Овој систем е познат под називот хексадецимален систем, а додека системот 

со основа 2 во литературата е познат под називот бинарен систем.  

 

2.9. Пример. Нека А  и В  се n -цифрени броеви, n  е непарен број, кои при 

делење со бројот k  даваат ист остаток 0r  . Најди барем еден број k , кој не 

зависи од n , таков што бројот С  добиен со допишување на цифрите од А  и В  е 

делив со k . 

Решение. Нека ,   ,  0A ka r B kb r r k      . Тогаш  

10 10 ( ) (10 ) (10 1)n n n nC A B ka r kb r k a b r          . 

Бројот С  е делив со k  ако и само ако бројот 10 1n   е делив со k . Но, 

2 1n m  , па затоа  

2 110 1 10 1 11n m D    . 

Конечно, еден број k  кој го задоволува условот на задачата е бројот 11. ■ 
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2.10. Пример. Определи ги сите тројки природни броеви ( , , )a b c  такви што 

производот на секои два броја при делење со третиот дава остаток 1.  

Решение. Условот на задачата можеме да го формулираме на следниов начин: 

за броевите , ,a b c  постојат цели броеви , ,x y z  така што  

1 , 1 , 1ab cz bc ax ca by      . 

Притоа броевите , ,a b c  мора да се различни од 1. Со множење на горните равен-

ства добиваме  

2( ) ( ) 1xyzabc abc abc a b c ab bc ca        . 

Ако на десната страна ги префрлиме сите членови кои содржат abc , заклучуваме 

дека постои природен број k  таков што  

1kabc ab bc ca    .    (1) 

Понатаму, имаме два случаја:  

- некои два броја се еднакви, на пример a b , тогаш важи 1xa ac  , од 

каде добиваме 1a  , што не е можно,  

- трите броја , ,a b c  се различни меѓу себе. Зарадин симетрија нека, на при-

мер, a b c  . Тогаш имаме 3kabc ab bc ca bc    , па затоа 3ka , и 

како ,k a  добиваме 1k   и 2a  . Ако замениме во (1) добиваме 

2( ) 1bc b c   , од каде следуваат неравенствата 2( ) 4bc b c c   , т.е. 

4b . Но, 2b a  , па затоа 3b . Конечно, од (1) имаме 6 5 5c c  , т.е.  

5c  .  

Од претходните разгледувања следува дека сите решенија на задачата се добиваат 

како пермутација на тројката (2,3,5) . ■ 

 

2.11. Пример. За бројот n  ќе велиме дека е добар ако може да се претстави ка-

ко збир на природни броеви, не задолжително различни, чиј збир на реципрочни 

вредности е еднаков на 1. Ако е познато дека броевите 33, 34, ..., 73 се добри, до-

кажи дека сите броеви поголеми или еднакви на 33 се добри.  

Решение. Нека n  е добар број, при што за некои природни броеви ia  важи  

1 2

1 1 1
1 2 ... , ... 1

k
k a a a

a a a n        . 

Тогаш  

1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

...
ka a a

    , 

па заради 1 1 1 1 1
2 4 4 3 6
     низите 1 2(4,4,2 ,2 ,...,2 )ka a a  и 1 2(3,6,2 ,2 ,...,2 )ka a a

имаат збир на реципрочни вредности 1. Оттука добиваме дека броевите 2 8n  и 

2 9n  се исто така добри. Меѓутоа, 2 33 8 74    и 2 33 9 75   , па со  индукци-

ја добиваме дека сите броеви поголеми или еднакви на 33 се добри. ■  
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3. НАЈГОЛЕМ ЗАЕДНИЧКИ ДЕЛИТЕЛ  

 

3.1. Делителите на секој природен број a  се помали или еднакви на бројот a , 

па затоа секој природен број, а со тоа и секој цел број различен од нула, има 

конечно многу делители. Оттука има смисла следнава дефиниција.  

Дефиниција. Нека ,a b . За бројот d  ќе велиме дека е заеднички делител 

на броевите a  и b  ако |d a  и |d b .  

Нека 1 2, ,..., kd d d  се заеднички делители на a  и b , и d  е најголемиот меѓу 

броевите 1 2, ,..., kd d d , во ознака 1 2max{ , ,..., }kd d d d . За бројот d  ќе велиме де-

ка е најголем заеднички делител на a  и b .  

За најголемиот заеднички делител на броевите a  и b  стандардни ознаки се 

( , )a b  или NZD( , )a b . Ние ќе ја користиме ознаката ( , )a b .  

За бројот d  ќе велиме дека е заеднички делител на броевите 1 2, ,..., na a a  ако 

1 2| , | ,..., | nd a d a d a .  

Нека 1 2, ,..., kd d d  се заеднички делители на броевите 1 2, ,..., na a a . Бројот 

1 2max{ , ,..., }kd d d d  го нарекуваме најголем заеднички делител на 1 2, ,...,a a  na  

и го означуваме со 1 2( , ,..., )na a a .  

 

3.2. Теорема. а) Ако a bq  и 0b  , тогаш ( , )a b b .  

б) ( , ) ( , )a b a b ax  , за секој x .  

Доказ. а) Од a bq  следува дека |b a  и бидејќи |b b , добиваме дека b  е заед-

нички делител на a  и b . Понатаму, бидејќи ( , )a b b  и b  е заеднички делител на 

a  и b , добиваме дека ( , )a b b .  

б) Ако |c a  и |c b , тогаш | ( )c b ax , за секој x , што значи дека секој 

заеднички делител на a  и b  е заеднички делител и на a  и b ax . Обратно, ако 

|c a  и | ( )c b ax , тогаш | ( )c b ax ax b   , т.е. c  е заеднички делител на a  и b . 

Значи, множеството заеднички делители на a  и b  се совпаѓа со множеството 

заеднички делители на a  и b ax , па затоа ( , ) ( , )a b a b ax  , за секој x . ■  

 

3.3. Последица. За секои ,a b  точни се равенствата  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b b a a b a a b a b a       . 

Доказ. Равенствата ( , ) ( , ) ( , )a b b a a b    се очигледни, а равенствата ( , )a b   

( , ) ( , )a a b a b a    следуваат од теорема 3.2. ■ 

 

3.4. Дефиниција. За природните броеви a  и b  ќе велиме дека се заемно про-

сти ако ( , ) 1a b  .  
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За броевите 1 2, ,..., na a a  ќе велиме дека се заемно прости во целина ако 

1 2( , ,..., ) 1na a a  .  

За броевите 1 2, ,..., na a a  ќе велиме дека се заемно прости по парови ако 

( , ) 1i ja a  , за i j , т.е. секои два броја се заемно прости.  

 

3.5. Теорема. Ако ( , )a b d , a dx  и b dy , тогаш ( , ) 1x y  . 

Доказ. Да претпоставиме дека ( , ) 1x y k  . Тогаш постојат природни броеви 

1x  и 1y  такви што 1x kx  и 1y ky . Од a dx  и b dy  добиваме  

1 1( ) ( )a d kx kd x   и 1 1( ) ( )b d ky kd y  . 

Според тоа |dk a  и |dk b . Значи, бројот dk  е заеднички делител на a  и b  пого-

лем од d , што не е можно бидејќи ( , )a b d . Конечно, од добиената противреч-

ност следува дека 1k  , т.е ( , ) 1x y  , што и требаше да се докаже. ■ 

 

3.6. Пример. Нека , ,a b с , ( , , ) 1a b c   и ab
a b

c


 . Докажи дека a b  е точен 

квадрат. 

Решение. Нека ( , ) ( , )a b a a b k   . Значи, постојат 1 1,а b   такви што 

1 ,а a k 1a b b k   и 1 1( , ) 1а b  . Според тоа,  

1 1 1 1 1( )b a kb kа kb k а b        

и  

2
1 1 1( )ab k a a b  , 

па затоа  
2

1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )k a a b ka a bab
a b b k b

c
 


   .    (1) 

Значи, 1 1 1 1 1( , ) ( , ) 1а b а а b    и бидејќи с , од (1) следува 1 |b k . Ако 1k mb , 

тогаш | , |m c m b  и |m a , па од ( , , ) 1a b c  , следува 1m , т.е. 1b k . Конечно, од 

1a b b k   и 1b k  следува 2a b k  , што и требаше да се докаже. ■ 

 

3.7. Пример. Нека 1 1a  , 2 1a   и 2 1n n na a a   , за n . Докажи дека за 

секои ,n k  броевите 2n nka a   и 3 1n nka a   се заемно прости.  

Решение. Воведуваме ознака 2n n nb ka a  , n  и наоѓаме  

1 2 1 1

2 1 1

3 1 1

( ) ( )

( )

.

n n n n n n

n n n n

n n n

b b ka a ka a

k a a a a

ka a b

   

  

  

    

   

  

 

Од последното равенство имаме 
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1 1n n nb b b   .     (2) 

Ако 1( , )n nd b b , тогаш 1| nd b   и | nd b , па од (2) следува 1| nd b  . Понатаму, од 

| nd b  и 1| nd b   добиваме дека 1 2| ( )n n nd b b b   . Повторувајќи ја оваа постапка 

конечен број пати, наоѓаме дека | , 1,2,...,id b i n . Од друга страна имаме  

2 4 2 3 1b ka a k     и 1 3 1 2 1b ka a k    . 

Бидејќи 2 1| , |d b d b  добиваме  

2 10 ( , ) (3 1,2 1) (3 1 2 1,2 1)

( ,2 1) ( ,2 1 2 ) ( ,1) 1.

d b b k k k k k

k k k k k k

         

      
 

Според тоа, 1d   и nb  и 1nb   се заемно прости, т.е. за секои ,n k  броевите 

2n nka a   и 3 1n nka a   се заемно прости. ■ 

 

3.8. Пример. Нека ( )p x  е полином со целобројни коефициенти таков што 

(0) (1) 1p p  . Нека 1a  е произволен цел број. Дифинираме низа , 1,2,3,...na n  

таква што за секој 1n   важи 1 ( )n na p a  . Докажи дека членовите на оваа низа 

се по парови заемно прости броеви.  

Решение. Нека ma  и ka , m k  се два елементи на дадената низа. Ако 

d m k  , тогаш  

( (...( ( ))...) ( )d
m k d k k

d

a a p p p a p a   . 

Притоа ( )dp x  исто така е полином со целобројни коефициенти.  

Од (0) 1p   следува дека слободниот член на ( )p x  е еднаков на 1. Но, 

2(0) ( (0)) (1)p p p p  , па затоа истото важи и за 
2( )p x . Сега, со индукција лесно 

се докажува дека слободниот член на полиномот ( )rp x  е еднаков на 1 за секој 

1r  , бидејќи од претпоставката (0) 1rp   следува  

1(0) ( (0)) (1) 1r rp p p p    . 

За секој полином ( )f x  со целобројни коефициенти постои полином ( ) [ ]q x x  

таков што ( ) ( ) (0)f x xq x f  . Специјално, постои  ( ) [ ]dq x x  таков што  

( ) ( ) (0) ( ) 1d d
d dp x xq x p xq x    . 

Оттука добиваме дека важи  

( ) ( ) 1 1d
m k k d k ka p a a q a a Q     , 

каде ( )d kQ q a  е цел број. Сега од горното равенство непосредно следува  

( , ) ( 1, ) 1m k k ka a a Q a   , 

што и требаше да се докаже. ■ 
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4. ЕВКЛИДОВ АЛГОРИТАМ  

 

4.1. Теорема. Ако a bq r  , тогаш ( , ) ( , )a b b r .  

Доказ. Ако ( , )a b d , тогаш постојат x  и y  такви што a dx  и b dy . Зна-

чи, dx dyq r  , па од теорема 1.3 следува |d r  и бидејќи |d b  заклучуваме дека 

| ( , )d b r .  

Јасно, ( , )d b r , бидејќи ако 1( , )d b r d  , тогаш според теорема 1.3, од ра-

венството a bq r   следува 1 |d a  и бидејќи 1 |d b , добиваме дека постои заед-

нички делител на a  и b  кој е поголем од d , што е противречност. ■ 

 

4.2. Ќе докажеме како со помош на теоремата за делење со остаток и претход-

ната теорема може да се конструира таканаречениот Евклидов алгоритам за нао-

ѓање на НЗД на два броја a  и b . Имаме  

1 1

1 2 2

1 2 3 3

2 1

1 1 1

....................

..............................

k k k k

k k k k

a bq r

b r q r

r r q r

r r q r

r r q r

 

  

 

 

 

 

 

  

1

2 1

3 2

1

1

0

0

0

...............

0

0

..................

k k

k k

r b

r r

r r

r r

r r





 

 

 

 

 

  (1) 

Бидејќи остатоците ir  опаѓаат со секој следен чекор, т.е.  

1 2 3 1... ... 0k kr r r r r         

постапката дефинирана со равенствата (1) ќе заврши по конечен број чекори, т.е. 

по конечен број чекори ќе добиеме равенство од видот 1 1 0n n nr r q   , т.е. ќе ва-

жи 1 0nr   , при што 0nr  . Од равенството 1 1n n nr r q   следува 1|n nr r  . Прет-

ходно кажаното и теорема 4.1 ни овозможуваат да ја докажеме следнава теорема.  

 

4.3. Теорема. Последниот остаток nr  различен од нула, добиен со низата ра-

венства (1) е еднаков на најголемиот заеднички делител на броевите a  и b .  

Доказ. Ако ги земеме предвид равенствата (1), тогаш од теоремата 4.1 непо-

средно ја добиваме следнава низа равенства  

1 1 2 2 3 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n na b b r r r r r r r     . 

Но, 1|n nr r   што според теорема 3.2 значи дека 1( , )n n nr r r  . Конечно, од по-

следните две равенства наоѓаме 1( , ) ( , )n n na b r r r  . ■ 

 

4.4. Теорема (Безу). Ако ( , )d a b , тогаш постојат цели броеви x  и y  такви 

што d ax by  . 
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Доказ. Според теоремата 4.3, во системот равенства (1) на Евклидовиот алго-

ритам важи ( , )nd r a b  , каде што nr  е последниот остаток различен од нула. 

Равенствата (1) ги запишуваме во видот:  

2 1

1 3 1 2

2 4 2 3

2 1 2

1 1

....................

n n n n

n n n n

n n n n

r r q r

r r q r

r r q r

r b r q

r a bq

 

   

   

 

 

 

 

 

    (2) 

Сега, ако во првото равенство на (2) од второто равенство замениме за 1nr  , потоа 

од третото равенство во (2) во новодобиеното равенство замениме за 2nr  , па во 

секое новодобиено равенство последователно замениме за 3 3 2,..., ,nr r r  и 1,r  до-

биваме равенство од вид d ax by  . ■  

 

4.5. Забелешка. Броевите x  и y  во претходната теорема се заемно прости, 

т.е. ( , ) 1x y  .  

Навистина, ако претпоставиме дека ( , ) 1x y k  , тогаш постојат 1 1,x y   

такви што 1x kx  и 1y ky . Слично, од ( , )d a b  следува дека постојат 1 1,a b   

такви што 1a da  и 1b db . Ако замениме во равенството ,d ax by   добиваме  

1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( )( ) ( )d da kx db ky kd a x b y     , 

т.е. |kd d , што не е можно бидејќи kd d . Од добиената противречност следува 

дека ( , ) 1x y  .  

Понатаму, ако ( , )d a b , тогаш броевите x  и y  во равенството d ax by   не 

се еднозначно определени. . 

 

4.6. Теорема. а) Ако |c a  и |c b , тогаш | ( , )c a b .  

б) Ако | , |d a d b  и d ax by  , за некои цели броеви x  и y , тогаш ( , )d a b .  

Доказ. а) Од теорема 4.4 следува дека постојат цели броеви x  и y  такви, што 

( , )a b ax by  . Понатаму, од |c a  имаме a cm  за некој цел број m , а од |c b  

следува b cn  за некој цел број n . Заменуваме во равенството ( , )a b ax by   и 

добиваме ( , ) ( ) ( ) ( )a b ax by cm x cn y c mx ny      , што значи | ( , )c a b .  

б) Да претпоставиме дека | , |d a d b  и d ax by  , за некои цели броеви x  и 

y . Од тврдењето под а) следува дека | ( , )d a b . Понатаму, постојат 1 1,a b   

такви што 1 ( , )a a a b   и 1 ( , )b b a b  . Ако замениме во d ax by  , добиваме  

1 1 1 1[ ( , )] [ ( , )] ( , ) ( )d a a b x b a b y a b a x b y        



Р. Малчески  

 

 

23 

што значи ( , ) |a b d .  

Конечно, од | ( , )d a b  и ( , ) |a b d  следува ( , )d a b . ■ 

 

4.7. Последица. а) ( , ) 1m n   ако и само ако постојат ,x y  такви што  

1mx ny  .    (3) 

б) Ако ( , ) ( , ) 1a k b k  , тогаш ( , ) 1ab k  .  

Доказ. а) Нека ( , ) 1m n  . Тогаш, од теорема 4.4 следува дека постојат ,x y  

такви што 1mx ny  , т.е. важи (3).  

Обратно, ако постојат ,x y  такви што важи (3), тогаш бидејќи 1| a  и 1|b , 

од теорема 4.6 б) следува дека ( , ) 1m n  .  

б) Од теорема 4.4 следува дека постојат , , ,x y m n  такви што 1ax ky   и 

1bm kn  , т.е. 1ax ky   и 1bm kn  . Ако ги помножиме последните две ра-

венства добиваме равенство кое е еквивалентно на равенството  

( )( ) ( ) 1ab mx k n y kny    . 

Конечно, од тврдењето под а) следува ( , ) 1ab k  . ■ 

 

4.8. Теорема. а) Ако 0k  , тогаш ( , ) ( , )ka kb k a b  .  

б) Ако | , |c a c b  и 0c  , тогаш 1( , ) ( , )a b
c c c

a b  .  

Доказ. а) Нека ( , )d a b . Според тоа, |d a  и |d b  и постојат постојат x  и y  

такви што d ax by  . Но, тоа значи дека |kd ka , |kd kb  и постојат x  и y  такви 

што ( ) ( ) ( )kd k ax by ka x kb y    . Сега, од теорема 4.7 б) следува дека  

( , ) ( , )ka kb kd k a b   .  

б) Од |c a  и |c b  следува дека постојат m  и n  такви што a cm  и b cn . 

Сега од а) следува ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b
c c

a b cm cn c m n c     , т.е. 1( , ) ( , )a b
c c c

a b  . ■ 

 

4.9. Теорема. а) Ако |q ab  и ( , ) 1q b  , тогаш |q a .  

б) Ако | , |q a p a  и ( , ) 1q p  , тогаш |qp a .  

Доказ. а) Според теорема 4.4, од ( , ) 1q b   следува дека постојат цели броеви 

m  и n  такви што 1 bm qn  . Ако последното равенство го помножиме со a , 

добиваме дека постојат цели броеви m  и n  такви што  

a abm qan  .     (4) 

Од условот на теоремата имаме дека |q ab , т.е. постои природен број k  таков 

што ab qk . Со замена во равенството (4), добиваме  

( ) ( )a qk m qan q km an    . 
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Конечно, од последното равенство следува дека |q a .  

б) Од |q a  и |p a  следува дека a qm  и a pn  за некои ,m n . Според 

тоа, qm pn  па затоа |q pn . Но, ( , ) 1q p   и бидејќи |q pn , од тврдењето под а) 

следува |q n , што значи дека постои k  таков што n qk . Конечно, 

( ) ( )a pn p qk pq k   , од што следува дека |pq a . ■  

 

4.10. Последица. Ако за природните броеви , , ,a b c d  важи ab cd , тогаш по-

стојат природни броеви , , ,x y z u  такви што , ,a xy b zu c xz    и d yu .  

Доказ. Нека ( , )x a c . Тогаш постојат ,y z  такви што a xy , c zx  и 

( , ) 1y z  . Заменуваме во ab cd  и добиваме xyb xzd , односно yb zd . Според 

тоа, |y zd  и како ( , ) 1y z  , од претходната теорема следува дека |y d , т.е. постои 

u  таков што d yu . Сега, со замена во yb zd  добиваме yb yzu , т.е. 

b zu . ■ 

 

4.11. На крајот од оваа точка ќе докажеме тврдење кое се однесува на бројот на 

чекорите n  во Евклидовиот алгоритам. 

 

Теорема. За бројот на чекорите n  во Евклидовиот алгоритам важи 22logn b .  

Доказ. Да го разгледаме i  тиот чекор. Имаме 1

2
ir

ir
  или 1

12
ir

i ir r
  . Во 

вториот случај важи  1
1 1 1 1 1 12

ir
i i i i i iq r r r q r
         , па затоа мора да е  

1 1iq    и 1
1 1 2

ir
i i ir r r 
    . 

Значи, во секој случај 1
1 2

ir
ir


  . Оттука следува  

2 4 0

2
2 4

2

1 ...n n
n

r r r
nr

       

ако n  е парен, а  

3 5 0
1

2
1 2 4

2

1 ...n n
n

r r r
nr

 
      

ако n  е парен.  

Според тоа, во секој случај важи 2
0 2

n

b r  , па затоа 22logn b . ■ 

 

4.12. Пример. Пресметај 1960 1988( , )f f , каде nf  е низата на Фибоначи која е 

определена со 1 2 1f f   и 2 1n n nf f f   , за 1n  .  

Решение. Имаме:  

3 2 1 1 1 1( ) 2 ,n n n n n n n nf f f f f f f f           
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4 3 2 1 1 1

5 4 3 1 1 1

(2 ) ( ) 3 2 ,

(3 2 ) (2 ) 5 3 ,

.....................................................................................................

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

f f f f f f f f f

f f f f f f f f f

     

     

       

         

Сега, со индукција се докажува дека  

1 1n i i n i nf f f f f    ,    (5) 

за секој 2i  . Ако ставиме ( 1)i k n   за 2k   добиваме   

( 1) 1 ( 1) 1kn k n n k n nf f f f f     , 

од каде со индукција лесно се докажува дека важи  

|n knf f ,     (6) 

за секои ,n k . Сега, непосредно се добива дека  

1 1 2 1( , ) ( , ) ... ( , ) 1n n n nf f f f f f     ,   (7) 

за секој n .  

Од (5) следува  

1988 28 1961 27 1960f f f f f  . 

Сега, од (7) имаме 1960 1961( , ) 1f f  , па затоа ако 1960 1988( , )d f f , тогаш 28|d f . 

Но, 1988 71 28   и 1960 70 28  , па затоа од (6) следува 28 |f d . Според тоа, 

28|d f  и 28 |f d , што значи 28 317811d f  .  

Коментар. Може да се докаже дека ( , )( , )s t s tf f f . ■ 

 

4.13. Пример. Одреди го најголемиот заеднички делител на броевите 
2 1 3 2 12 2 2 2 2 21, ...2 2 1, 2 2 2 2 1, .., .

nn

      (8) 

Решение. Co индукција по n  ќе докажеме дека бројот 
2 12 22  2 1 21    е дели-

тел на секој од броевите во низата (5).  

Ја воведуваме ознаката 
12 22 2 1

k k

kа


  , 1,2,...k  . За 1n   имаме  

2 12 2
1 2  2 1 21a     , 

па затоа 121| a , т.е. тврдењето важи за 1n  . Нека претпоставиме дека тврдењето 

важи за n k , т.е. дека 21| ka . За 1n k   имаме  

2 1 1 12 2 2 2 2 3 2
1  2 2 1 2 (2 2 1) (2 1)

k k k k k k

ka
    

            (9) 

Од индуктивната претпоставка следува дека првиот собирок во (9) е делив со 21.  

Ќе докажеме дека 
322 1

k   е делив со 21. Имаме, 

3 2 3 2 3 3 2 1 3 2 22 1 2   1 (2 1)[(2   (2( ) ) )  ... 1]
k k k k          ,  

па затоа 
322 1

k   е делив со 7. Исто така 
32 22 1 2 1

k m    , каде 
13 2km   , па за-

тоа  
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3 2 2 2 1 2 22 1  (2 1)[(2   (2   ... 1]) )
k m m        , 

што значи дека 322 1
k   се дели со 3 . Но, (7,3) 1 , па од теорема 4.9 б) следува 

дека 3 23 7 21| 2 1
k   . Според тоа,  

1 12 2 221| 2 (2 2 1)
k k k 

   и 3 2(2 121| )
k  , 

па затоа 121| ka  , т.е. тврдењето важи за 1n k  . Од принципот на математичка 

индукција следува дека 21| na , за секој n .  

Од претходно изнесеното и од 1 21a   следува дека најголемиот заеднички де-

лител на броевите во низата (5) е еднаков на 21. ■ 

 

 

 

5. НАЈМАЛ ЗАЕДНИЧКИ СОДРЖАТЕЛ  

 

5.1. Дефиниција. Нека ,a b . За бројот c  ќе велиме дека е заеднички 

содржател на броевите a  и b  ако |a c  и |b c .  

5.2. Од дефиниција 5.1 непосредно следува дека за секои ,a b , броевите од 

видот ,kab k  се заеднички содржатели на a  и b . Според тоа, за секои a  и b  

множеството од нивни заеднички содржатели е бесконечно, па затоа истото нема 

најголем елемент. Природно е да се запрашаме дали меѓу заедничките содржатели 

на a  и b  постои најмал содржател. Одговорот на ова прашање е потврден. На-

вистина, бројот 1c ab  е заеднички содржател на a  и b . Ако тој не е најмал, 

тогаш постои природен број 2c  таков што 2 1c c  и 2|a c  и 2|b c . Ако 2c  не е 

најмал меѓу заедничките содржатели на a  и b , тогаш постои заеднички содржа-

тел 3c  на a  и b  таков што 3 2c c . Бидејќи природните броеви 1 2 3, , , ...c c c  се 

намалуваат, после конечен број чекори ќе најдеме најмал природен број c  за кој 

важи |a c  и |b c . Јасно, ова е најмалиот заеднички содржател на a  и b  и за 

истиот се користи ознаката NZS( , )c a b . Да забележиме дека во литературата за 

најмалиот заеднички содржател на броевите a  и b  се користи и ознаката [ , ]a b , 

која ние ќе ја користиме во нашите разгледувања.  

 

5.3. Теорема. Ако [ , ]a b s  и S  е произволен заеднички содржател на a  и b , 

тогаш |s S , што значи дека сите заеднички содржатели на броевите a  и b  се од 

обликот ,S sk k  .  

Доказ. Од теоремата за делење со остаток следува дека постојат q  и r  такви 

што , 0S sq r r s    . Ако 0r  , тогаш од |a S , |a s  и од претходното равен-
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ство следува дека |a r . Слично |b r , што значи дека најдовме заеднички содржа-

тел на a  и b  кој е помал од s . Последното му противречи на фактот дека 

[ , ]a b s . Од добиената противречност следува 0r  , т.е. S sq . ■  

 

5.4. Теорема. Ако ( , ) 1a b  , тогаш [ , ]a b ab .  

Доказ. Нека [ , ]a b s ab  . Тогаш, s am , за некој m . Според тоа, |b am  

и бидејќи ( , ) 1a b  , од теорема 4.9 а) следува дека |b m , т.е. m bn , за некој 

n . Од досега изнесеното имаме  

( ) ( )s am a bn ab n    

и бидејќи s ab , од последното равенство следува 1n  , што значи дека s ab , 

т.е. [ , ]a b ab . ■ 

 

5.5. Теорема. а) [ , ] [ , ]na nb n a b  , за секои , ,n a b .  

б) [ , ] ( , )a b a b ab  , за секои ,a b .  

Доказ. а) Нека [ , ]a b x . Значи, |a x  и |b x , па затоа |na nx  и |nb nx , т.е. nx  

е заеднички содржател на na  и nb . Сега, од теорема 5.3 следува дека 

[ , ] | [ , ]na nb nx n a b  . 

Нека [ , ]na nb s . Тоа значи дека |na s , т.е. постои q  таков што ( )s na q  

( )n aq , односно s ny , y aq . Јасно, |a y . Понатаму, |nb s , па затоа постои 

k  таков што ( ) ( )ny s nb k n bk   , односно y bk . Последното значи |b y , 

што заедно со |a y  повлекува дека y  е заеднички содржател на a  и b . Сега од 

теорема 4.3 следува дека [ , ] |a b x y , односно  

[ , ] | [ , ]n a b nx ny s na nb    . 

Конечно, [ , ]| [ , ]na nb n a b  и [ , ]|[ , ]n a b na nb  па затоа  

[ , ] [ , ]na nb n a b  . 

б) Нека ( , )a b d  и m  и n  се такви што ,a md b nd   и ( , ) 1m n  . Од тео-

рема 5.4 и од тврдењето под а) добиваме:  

( )( ) ( )

( , ) ( [ , ])

( , ) [ , ]

ab md nd d d mn

a b d m n

a b md nd

  

  

 

 

( , ) [ , ]a b a b  . ■  

 

5.6. Коментар. Во претходните разгледувања се задржавме на најмалиот заед-

нички содржател на два природни броја a  и b . Аналогно се дефинира најмал за-

еднички содржател на конечно многу природни броеви 1 2, , ..., ka a a . Притоа, тој 
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може да се определи и на следниов начин: најпрво определуваме 1 2 1[ , ]a a s , а по-

тоа определуваме 1 3 2[ , ]s a s  итн. Последниот елемент 1ks   во низата 1 1,..., ks s   е 

најмалиот заеднички содржател на броевите 1 2, , ..., ka a a .  

 

5.7. Пример. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи дека  

( , ) [ , ]n n n na b a b a b   , за секој n . 

Решение. Нека ( , )d a b  и [ , ]s a b . Тогаш ,s a s b   и ab ds . Сега тврде-

њето на задаачата следува од неравенството  
2( ) ( )( )

0
n n n n n n n n n n

n n

ds s a s b s s a s bn n n n

s s
d s a b

    
      . ■ 

 

5.8. Пример. Нека a  и b  се природни броеви такви што a b . Докажи дека 

меѓу произволни b  последователни природни броеви може да се најдат два броја 

чиј производ е делив со ab .  

Решение. Нека 1 2{ , ,..., }bx x x  е множество од b  последователни природни бро-

еви. Тогаш меѓу нив постои број ix  кој е делив со b  и како a b , постои број kx  

кој е делив со a .  

Ако i k , тогаш производот i kx x  е делив со ab .  

Нека i k . Да означиме ( , )d a b  и [ , ]s a b . Тогаш ds ab  и | is x . Ќе дока-

жеме дека барем еден од броевите ix d  и ix d , кои се деливи со d , припаѓа на 

множеството 1 2{ , ,..., }bx x x . Навистина, ако двата броја не припаѓаат на ова мно-

жество, тогаш важи i bx d x   и 1ix d x  , па затоа 12 1bd x x b    . Но, |d b , 

па од последното неравенство ќе следува d b a  , што противречи на ( , )d a b .  

Ако 1 2{ , ,..., }i bx d x x x  , тогаш производот ( )i ix x d  е делив со ds ab , а 

ако 1 2{ , ,..., }i bx d x x x  , тогаш производот ( )i ix x d  е делив со ds ab . ■  
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II ГЛАВА  

ПРОСТИ БРОЕВИ  
 

 

 

1. ПОИМ ЗА ПРОСТ И СЛОЖЕН БРОЈ  

 

1.1. Дефиниција. За природниот број p  ќе велиме дека е прост ако p  има 

точно два природни делители, т.е. единствени делители на p  се 1 и p . Природ-

ниот број m  кој има повеќе од два природни делители го нарекуваме сложен број.  

 

1.2. Коментар. Според бројот на делителите, разликуваме три вида на природ-

ни броеви: броеви со еден делител (тоа е бројот 1), броеви со два делители (прости 

броеви) и броеви со повеќе од два делители (сложени броеви).  

 

1.3. Теорема. Секој природен број n , поголем од 1, е делив барем со еден 

прост број.  

Доказ. Ако природниот број n  е прост, тогаш тврдењето е докажано. Имено, 

тој е делив со самиот себе, што значи со еден прост број.  

Да претпоставиме дека n  е произволен сложен број. Тогаш, тој мора да има 

барем еден делител различен од 1 и n , бидејќи во спротивно ќе биде прост број. 

Најмалиот од сите делители на n , различни од 1 и n , да го означиме со p . Ќе 

докажеме дека p  е прост број. Навистина, ако p  е сложен број, тогаш тој има 

делител q , 1 q p  . Но, тогаш бројот q  е делител на n , помал од p , што про-

тивречи на изборот на p . Од добиената противречност следува дека p  е прост 

број. Конечно, сложениот број n  е делив со простиот број p , што значи барем со 

еден прост број. ■ 

 

1.4. Според дефиниција 1.1 прости броеви се, на пример: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 

19, 23, 29, 31 и 37. Да забележиме дека единствен парен прост број е бројот 2. 

Имено, секој парен број поголем од 2 има најмалку три делители, и тоа 1, 2 и 

самиот број, што значи е сложен број.  

Според теорема 1.3, за да утврдиме дали еден природен број, поголем од 1, е 

прост или сложен, доволно е да провериме дали тој е делив со последователните 

прости броеви 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... Природно е да се запраша-

ме дали треба да делиме со сите прости броеви кои се помали од разгледуваниот 

број. Одговорот на ова прашање го дава следнава теорема.  

 

1.5. Теорема. Ако природниот број , 1p p   не е делив со простите броеви чии 

квадрати се помали од p , тогаш p  е прост број.  
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Доказ. Нека p  е сложен број. Постои природен број a p  и 1 таков што |a p . 

Значи, p ab  каде што a  и b  се природни броеви помали од p . Нека a b . 

Тогаш, 
2a ab p  .  

Можни се два случаи: a  е прост број или a  не е прост број.  

Ако a  е прост број, тогаш p  е делив со прост број чиј квадрат е помал од p  и 

во овој случај тврдењето е докажано.  

Ако a  не е прост број, тогаш постои прост број q a  таков што |q a , па затоа 

|q p . Притоа 
2 2q a p  . Според тоа, p  е делив со прост број чиј квадрат е по-

мал од p , па и во овој случај тврдењето е докажано. ■  

 

1.6. Коментар. Постапката за одредување на видот на еден природен број е 

доста сложена. Затоа се изготвуваат таблици на прости броеви. Едноставна по-

стапка за изготвување на таблиците на прости броеви предложил Ератостен (III 

век пне.) и според него оваа постапка е наречена Ератостеново сито. Таа се со-

стои во следново.  

Ги испишуваме сите природни броеви помали или еднакви на бројот N . Нај-

прво ја прецртуваме единицата. Бидејќи првиот прост број е 2, ги прецртуваме 

сите природни броеви деливи со 2 и поголеми од 2 (тие се сложени). Следниот не-

прецртан број, кој е прост е бројот 3 и ги прецртуваме сите природни броеви дели-

ви со 3 и поголеми од 3. Следниот непрецртан број е 5. Тој е прост, бидејќи ако не 

е ќе биде прецртан. Повторувајќи ја постапката јасно е дека можат да се определат 

сите прости броеви помали од даден природен број N . Според теоремата 1.5 до-

волно е проверката да ја направиме со прецртување на содржателите на простите 

броеви кои се помали или еднакви на N .  

 

1.7. Mножеството сложени броеви е бесконечно, што може да се заклучи и од 

фактот дека множеството  

{4,6,8,10,12,14,...,2 ,...}A k , 

во кое сите броеви се сложени, е бесконечно.  

Меѓутоа, одговорот на прашањето колку прости броеви има не е така едноста-

вен. На ова прашање, во своето дело Елементи, дал одговор Евклид, III век пне. 

Имено, Евклид ја докажал следнава теорема.  

 

1.8. Теорема. Постојат бесконечно многу прости броеви. 

Доказ. Да претпоставиме дека постојат конечно многу прости броеви и да ги 

нумерираме по растечки редослед  

1 2 32, 3, 5, ..., np p p p p    .    (1) 

Да го разгледаме бројот 1 2 3... 1nN p p p p  . Имаме, 1i iN p N  , за 1,2,...,i n   

од што следува дека ниту еден од простите броеви во (1) не е делител на N . Зна-
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чи, или бројот N  е прост број или има прост делител кој не е меѓу броевите во 

(1). И во двата случаи заклучуваме дека постои прост број кој е поголем од нај-

големиот претпоставен прост број p , што противречи на претпоставката, па затоа 

постојат бесконечно многу прости броеви. ■ 

 

1.9. Дефиниција. За простиот број p  ќе велиме дека p  точно го дели n  и ќе пи-

шуваме ||p n
 ако |p n

 и 
1 |p n



. Притоа ја користиме и ознаката ( )pv n  .  

 

1.10. Теорема. Ако ||p n
 и ||p m

, каде    , тогаш ||p n m  .  

Доказ. Нека 1n p n  и 1m p m , при што 1 1| ,p m n . Имаме,  

1 1 1 1( )n m p n p m p p n m         , 

при што 1 1p n m    не е делив со p  па затоа ||p n m  . ■ 

 

1.11. Коментар. Во теорема 1.8 докажавме дека множеството прости броеви е 

бесконечно, какво што е и множеството сложени броеви.  

Во врска со сложените броеви ќе ја докажеме следнава теорема.  

 

1.12. Теорема. За произволен природен број k , постојат k  последователни 

сложени броеви.  

Доказ. Да ги разгледаме броевите 

1

2

( 1) ( 1) ... 3 2 2,

( 1) ( 1) ... 3 2 3,

................................................

( 1) ( 1) ... 3 2 1k

a k k k

a k k k

a k k k k

      

      

       

 

Ова се k  последователни природни броеви и сите се сложени бидејќи 1a  е делив 

со 2, 2a  е делив со 3, .... , ka  е делив со 1k  . ■ 

 

1.13. Пример. Докажи, дека за секој парен број 5n   постојат прости броеви 

p  и q  помали од 1n  такви што ( , ) 1n p n q   . 

Решение. Нека 2,   3p q  . Тогаш од 5n   следува 1p q n    при што 

2, 3n p n n q n      . Јасно,  

( , ) ( 2, 3) 1 n p n q n n     
. ■ 

 

1.14. Пример. За кои природни броеви n  бројот  

2 1 2 13 2 6n n n    

е сложен?  
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Решение. Дадениот израз може да се запише во видот  

2 1 2 1 2 2

2 2

1 1

3 2 6 3 (3 ) 2 (2 ) 3 2

3 (3 ) 2 3 2 3 3 2 2 (2 )

3 (3 3 2 2 ) 2 (3 3 2 2 )

(3 2 )(3 2 ).

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

 

 

       

         

       

  

 

Бидејќи за секој 1n   важи 3 2 1n n  , заклучуваме дека дадениот број е сложен 

за секој природен број 1n  . За 1n   тој е еднаков на простиот број 13. ■ 

 

1.15. Пример Природните броеви a  и b  се такви што a b , 1a  , 1b  и 

2 1b a   е делител на 2 1a b  . Докажи, дека 2 1b a   има барем два различни 

прости делители.  

Решение. Нека претпоставиме дека a  и b  се броеви кои го исполнуваат усло-

вот на задачата. Од равенството  

2 2 2 2 2( 1) ( 1)( 1)b a b a b a       , 

добиваме дека  

  
2 2 2 2( 1) | [( 1) ]b a b a    .    (2)  

Јасно,   

2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) [( 1) ] [ ( 1)]b b b a a b         .  

Од (2) и условот на задачата 
2 2( 1) | ( 1)b a a b    , добиваме дека  

2 2 2 2( 1) | [( 1) ( 1)] ( 1)( 1)b a b b b b b b         .   (3) 

За секој природен број b  се точни равенствата  

( , 1) 1b b  , 
2( , 1) 1b b b   , 

2( 1, 1) 1b b b    .  (4) 

Јасно, точни се и неравенствата  

2

2

2 2

1,

1 1,

1 1,

b b a

b b a

b b b a

  

   

    

    (5) 

при што точноста на третото неравенство е последица од неравенството b a . 

Нека претпоставиме дека 
2 1p b a    е прост број. Заради (3) добиваме |p b  

или | ( 1)p b  или 
2| ( 1)p b b  , што не е можно заради (5). Според тоа 2 1b a   

не е прост број, што значи дека има најмалку два прости делитела. ■ 

 

1.16. Пример. Природните броеви , ,a b c  и d  се такви што  

2 2 2 2 2 2ab ad cb ba bd ca      
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и 2 2 2 2a b c d    е прост број. Докажи, дека a b .  

Решение. Нека a b . Условот на задачата можеме да го запишеме во облик  

2( ) ( ) ( ) ( ) 0a b d ab a b ac a b a b bc        , 

т.е.  

2( )( ) 0a b d ab ac bc     . 

Но 0a b  , па според тоа  

2 0d ab ac bc    , 

односно  

2d ab bc ca   .         (6) 

Тогаш  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( )( ).

a b c d a b c ab bc ca

a b c ab bc ca ab bc ca

a b c ab bc ca a b c d

a b c d a b c d

        

        

         

      

 

Бидејќи 2 2 2 2a b c d    е прост број и a b c d a b c d       , добиваме 

1a b c d    , односно  

1d a b c    .          (7) 

Сега од (6) и (7) последователно добиваме  

2 2( 1)d a b c     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1ab bc ca a b c ab bc ca a b c             

( 2) ( 2) ( 2) 1 0a a b b b c c c a          .  

Во последното равенство сите собироци се ненегативни и освен тоа последниот е 

поголем од нула, што е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека a b . ■ 

 

1.17. Пример. Нека p  е прост број, а n  е природен број. Докажи дека постои 

најмногу еден природен број d  таков што важи 
2|d pn  и 2n d  е точен квадрат.   

Решение. Нека  

2 2n d m  ,     (2)  

и нека ( , )z m n . Тогаш имаме n xz  и m yz , каде ( , ) 1x y  , па од (2) следува 

дека 2d az  за некој природен број a . Притоа 
2 2 2 2|az d pn px z  , па затоа 

2|a px . Ако замениме во (2) и скратиме со 2z  добиваме 
2 2x a y  . Последното 

равенство го множиме со p  и добиваме  

2 2px pa py  . 
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Бидејќи 
2|a px , левата страна на последното равенство е делива со a , па затоа 

2|a py . Сега, од ( , ) 1x y   следува 
2 2( , ) 1x y  , па затоа постојат цели броеви ,   

такви што 
2 2 1x y   . Но, тогаш  

2 2 2 2| ( ) ( )a px py p x y p      , 

па затоа 1a   или a p .  

Ако 1a  , тогаш 
2 21x y  , од каде добиваме 0x   и 0n xz  , што не е 

можно. Значи, можно е само a p . Тогаш важи 
2 2x p y  , односно  

2 2 ( )( )p y x y x y x     , 

па затоа 1y x   и y x p  , т.е. 
1

2

p
y


  и 

1

2

p
x


 . Оттука 1

2
( 1)n xz p z   . 

Значи, егзистенцијата на бројот d  со наведените својства повлекува дека 

1

2
|

p
n


. Од друга страна, ако ова важи, тогаш постои единствен d  за кој се испол-

нети бараните услови, и тоа  

2 2 22
1

( ) ( )n n
z p

d pz p p


   . 

Со тоа тврдењето е докажано. ■ 

 

 

 

2. ОСНОВНА ТЕОРЕМА НА АРИТМЕТИКАТА 

 

2.1. Честопати одделни аритметички задачи можеме едноставно да ги решиме 

ако даден природен број го разложиме на производ од прости множители. Притоа, 

се поставува прашањето дали секој природен број може да се претстави како про-

извод од прости броеви. Се докажува дека секој сложен број е производ од прости 

броеви. За мали броеви тоа лесно се проверува: 4 2 2,12 2 2 3      итн. Пред да 

го докажеме ова тврдење, кое е познато како основна теорема на аритметиката, 

ќе ја докажеме следнава теорема.  

 

2.2. Теорема. Ако p  е прост број и |p ab , тогаш |p a  или |p b .  

Доказ. Да претпоставиме дека |p a . Тогаш a  и p  се заемно прости броеви. 

Но, |p ab , па од теорема I 4.9 а) следува дека |p b .  

Аналогно се докажува дека ако |p b , тогаш |p a . ■ 

 

2.3. Теорема (основна теорема на аритметиката). Секој природен број N  на 

единствен начин може да се запише како производ на прости множители (редо-

следот на множителите не е важен).  
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Доказ. Најпрво ќе докажеме дека природниот број N  може да се запише како 

производ на прости множители.  

Ако N  е прост број, тогаш N p  и теоремата е докажана.  

Да претпоставиме дека N  не е прост број. Тогаш 1 2N n n . Ако 1n  и 2n  се 

прости броеви, тогаш доказот е завршен. Ако 1n  или 2n  не е прост број, тогаш 

постапката ја повторуваме и по конечен број чекори (сложен број е делив само со 

простите броеви чии квадрати се помали или еднакви на самиот број) го добиваме 

претставувањето 

1 2... nN p p p ,      (1) 

каде што , 1,2,...,ip i n  се прости броеви. 

Да претпоставиме дека постојат две претставувања:  

1 2 1 2... ...n kN p p p q q q  , n k . 

Тогаш 1 1 2| ... kp q q q  и бидејќи два прости броеви се или меѓусебно еднакви или се 

заемно прости, добиваме дека 1 jp q  за некој 1,2,...,j k . Повторувајќи ја по-

стапката за 2,...., np p  добиваме дека  

1 2 1 2 1... ( ... ) ...n n n kN p p p p p p q q  , 

од што следува 1 ... 1n kq q    , па значи n k  и претставувањето е единствено 

со точност до редоследот на множителите. ■  

 

2.4. При разложувањето на даден број на прости множители, некои од множи-

телите може повеќекратно да се повторуваат. Ако во разложувањето (1) некои од 

множителите се еднакви меѓу себе, на пример 1p  се јавува 1a  пати, 2p  се јавува 

2a  пати итн., kp  се јавува ka  пати, тогаш за n  добиваме  

1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p .     (2) 

Ваквиот запис на бројот n  го нарекуваме каноничен запис.  

Да забележиме дека со помош на каноничниот запис можеме да дадеме едно-

ставен критериум кога еден природен број е точен квадрат. Имено, од теорема 2.3 

и од својствата на степените, следува дека:  

Природниот број n  е точен квадрат ако и само ако степеновите  

показатели ia , 1,2,...,i k  во каноничниот запис (2) се парни броеви.  

 

2.5. Забелешка. Со помош на каноничниот запис на дадени природни броеви 

n  и m  лесно се определуваат најголемиот заеднички делител и најмалиот за-

еднички содржател на n  и m . Имено, ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  и 1 2
1 2 ... kbb b

km p p p , 

0ia  , 0, , {1,2,..., }jb i j k  , тогаш  

1 2
1 2( , ) ... kcc c

km n p p p , каде што min{ , }, 1,2,...,i i ic a b i k   и  
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1 2
1 2[ , ] ... kdd d

km n p p p , каде што max{ , }, 1,2,...,i i id a b i k  . 

 

2.6. Следнава теорема е последица од каноничниот запис и истата често пати 

се користи при решавање на задачи.  

Теорема. Ако nab c , ( , ) 1a b  , тогаш 1
na a  и 1

nb b . 

Доказ. Случајот кога еден од броевите a  или b  е единица е тривијален. Затоа 

ќе го разгледаме случајот кога 1a   и 1b . Бидејќи ( , ) 1a b  , факторите во 

каноничното претставување на a  и b  се различни. Според тоа, имаме 

1 2
1 2 ... sa a a

sa p p p  и 1 2
1 2 ...s s s ra a a

s rs sb p p p  
  , 

каде 1 2,  , ...,  s rp p p   се различни прости броеви, 1,   1s r  . Нека каноничното 

претставување на бројот c е дадено со  

31 2
1 2 3

kb bb b
kc q q q q  . 

Тогаш 

1 2 1 2
1 2 1 2

s r ka nba a nb nb
s r kp p p q q q
   . 

Според основната теорема на аритметиката, k s r   и простиот број jq  се совпа-

ѓа со некој прост број ip  , а исто така се совпаѓаат и нивните експоненти. Ако ги 

пренумерираме простите броеви jq  добиваме 

j jq p , 1, 2,...,j s r   и j ja nb , 1, 2,...,j s r   

Конечно, 1 2
1 2( ... ) sb b b n

sa p p p  и 1 2
1 2( ... )s s s rb b b n

s rs sb p p p  
  . ■ 

 

2.7. Теорема. Нека , m n  и ( ,  ) 1m n  . Ако d  и |d mn , тогаш постојат 

единствени природни броеви 1d  и 2d  такви што 1 2 1 2  ,   | ,   |d d d d m d n .  

Доказ. Претпоставуваме дека |d mn . Нека 1 2( , ), ( , )d d m d d n  . Бидејќи 

|d mn , имаме ( , )d mn d . Но, како ( ,  ) 1m n   добиваме  

1 2 1 2( , ) ( , ) ( ,  ) ,   | , |d d mn d m d n d d d m d n    , 

т.е. 1d  и 2d  се броеви со бараните својства. 

Нека 
'
1d  и 

'
2d  се природни броеви такви што 

' '
1 2d d d , 

' '
1 2| , |d m d n . Бидејќи 

1 2( , ), ( , )d d m d d n   добиваме 
'
1 1d d  и 

'
2 2d d , па затоа 

' '
1 2d d d   1 2d d d , 

што е можно ако и само ако 
' '

1 1 2 2,  d d d d  . ■  

 

2.8. Теорема. Ако 
a bx y  за некои природни броеви , ,x y ab , тогаш постои 

природен број z  таков што mx z  и 
ny z , каде ( , )b m a b   и ( , )a n a b  .  
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Доказ. Нека ( , )b m a b  , ( , )a n a b   и ( , ) 1m n  . Имаме 
( , ) ( , )n a b m a bx y  , па 

затоа 
n mx y . Нека i

ip


 и i
ip


 се степените на простиот број ip  во x  и y  соод-

ветно. Од 
n mx y  следува i in m

i ip p
 
 , па затоа i in m   , што значи дека за 

секој i  важи i i
im n
r

 
  . Сега, ако ставиме ir

iz p , добиваме  

( )i i imr r m m
i i ix p p p z


        и ( )i i inr r n n
i i iy p p p z


      . ■ 

 

2.9. Пример. За даден c , нека 0n  е најмалиот природен број таков што 

02n c . Докажи дека, тогаш за секој 0n n  важи:  

|n na cb      |a b , 

каде ,a b .  

Решение. Нека p  е прост број и нека , ,    се соодветно најголемите степени 

со кои p  ги дели , ,a b c , соодветно. Сега од |n na cb  следува   

n n  . 

Од друга страна, бидејќи 0 02n np c  , важи 0n n   . Оттука, следува  

( 1)n n n n    , 

па затоа 1  , т.е.  . Конечно, од произволноста на простиот број p  сле-

дува |a b . ■ 

 

2.10. Пример. Одреди ги сите рационални броеви х , за кои 
28   2 3x х   исто 

така е рационален број. 

Решение. Нека a
b

х  , каде ,a b , 0b   и ( , ) 1a b  . Јасно, 
28   2 3x х   е ра-

ционален број ако 2 28 2 3а ab b   е полн квадрат. Имаме,  

2 28 2 3 (4 3 )(2 )a ab b a b a b      и (4 3 ,2 ) 1a b a b   , 

па затоа од теорема 2.6 следува дека 24 3а b u   и 22a b v  , т.е. 
2 23
10

u va   и 

2 2

5
2v ub  . Според тоа, 

2 2

2 22

3

( )

u v

v u
x



 , , u v  и ( , ) 1u v  . ■  

 

2.11. Пример. Докажи дека производ на пет последователни природни броеви 

не може да биде точен квадрат.  

Решение. Нека претпоставиме дека , 1, 2, 3, 4x x x x x     се последователни 

природни броеви чиј производ е точен квадрат. Нека 5p   е прост број. Прво да 

забележиме дека најмногу еден од наведените броеви може да е делив со p . Ако 
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| ( )p x i , 0 4i  , тогаш од претпоставката следува дека најголемиот степен на 

кој p  е делител на x i  е парен. Последното значи дека секој од петте разгледу-

вани броеви мора да биде од видот 
2
02 3 t 

, за некој 0t  . Сега, секој број од 

видот 
2
02 3 t 

 може да се запише во видот 1 1 2
12 3 t 

, каде 1 1,   се непарни или 0, 

па затоа секој од петте броја може да биде прикажан во еден од следниве облици 

2 2 2 2,2 ,3 ,6t t t t  за соодветен број t . Од принципот на Дирихле следува дека 

два од овие пет броја може да се прикажат како 2au  и 2av  за некои различни 

,u v  и некој фиксен {1,2,3,6}a . Ако, на пример, u v , тогаш  

2 2 2 2( ) ( 4) 4au av a u v x x       , т.е. 
2 2 4

a
u v  . 

Последното е можно само ако 1, 2, 1a u v   , па затоа 1 и 4 се меѓу разгле-

дуваните броеви, т.е. станува збор за броевите 1, 2, 3, 4, 5. Но, 1 2 3 4 5 120      не 

е точен квадрат. Конечно, од добиената противречност следува тврдењето на зада-

чата. ■ 

 

2.12. Пример. Нека 1 1,..., , ,...,k ka a b b  се природни броеви такви што ( , ) 1i ia b   

за секој {1,2,..., }i k . Нека m  е најмалиот заеднички содржател на броевите 

1,..., kb b , а 
i

m
i i b

c a , за {1,2,..., }i k . Докажи дека  

1 1( ,..., ) ( ,..., )k ka a c c . 

Решение. Нека p  е прост број кој е делител на барем еден од броевите 

1 1,..., , ,...,k ka a b b . Нека i  и i  се соодветно највисоките степени на p  кои ги де-

лат ia  и ib . Тогаш највисокиот степен на кој p  го дели m  е еднаков на max j
j

   , 

додека највисокиот степен на p  кој го дели ic  е еднаков на i i i   . Ако 

се земе е предвид дека p  е произволен прост фактор, тврдењето на задачата е 

еквивалентно со равенството  

min min( ) min( )i i i i i
i i i
       .   (3) 

Притоа, заради ( , ) 1i ia b   важи 0 0i i     .  

Заради пократок запис дефинираме i i i   . Сега, од воочениот однос на 

експонентите i  и i  следува  

, ако 0

, ако 0.

i i
i

i i

  
  

  
 

Разликуваме два случаја. Ако постои индекс 0i  таков што 
0

0i  , тогаш 

min 0i
i
  . Од друга страна, min maxi i

i i
    , па тогаш и десната страна во 
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(3) има вредност 0. Во спротивно, 0i   за {1,2,..., }i k . Но, тогаш 0i   за 

{1,2,..., }i k , па е 0   и i i   за {1,2,..., }i k . Последното значи дека равен-

ството (3) е точно и во овој случај, со што задачата е решена. ■ 

 

2.13. Пример. Нека , ,a b c . Докажи дека  

[( , ),( , ),( , )] ([ , ],[ , ],[ , ])a b b c c a a b b c c a ,     (4)  

[ ,( , )] ([ , ],[ , ])a b c a b a c .      (5) 

Решение. Нека 1 2, ,..., np p p  се сите прости броеви кои учествуваат во кано-

ничните разложувања на , ,a b c . Тогаш  

1 2
1 2 ... na a a

na p p p , 1 2
1 2 ... nb b b

nb p p p  и 1 2
1 2 ... nc c c

nc p p p , 

каде 0, 0, 0i i ia b c   , за 1,2,...,i n . Од забелешка 2.7 следува дека  

max{min{ , },min{ , },min{ , }}

1

[( , ),( , ),( , )] i i i i i
n

a b b c c a
i

i

a b b c c a p


  

min{max{ , },max{ , },max{ , }}

1

([ , ],[ , ],[ , ]) i i i i i
n

a b b c c a
i

i

a b b c c a p


 .  

Сега равенството (4) следува од претходните две равенства и фактот дека за секои 

три броја , ,k l m  важи  

max{min{ , },min{ , },min{ , }} min{max{ , },max{ , },max{ , }}k l l m m k k l l m m k , 

кое лесно се докажува. Равенството (5) се докажува аналогно. Деталите ги оста-

ваме на читателот за вежба. ■ 

 

 

 

3. ФЕРМАТОВИ И МЕРСЕНОВИ БРОЕВИ  

 

3.1. Многу математичари безуспешно се обидувале да најдат општа формула 

која ќе генерира само прости броеви, т.е. функција ( )f n  чии вредности, за сите при-

родни броеви n , ќе бидат прости броеви. Во овој дел интересно е да ја спомнеме 

неточната хипотеза на Ферма. Тој ги проучувал броевите од видот 
22 1

n

nf   , ка-

де n  е природен број. Овие броеви, во негова чест, се наречени Ферматови брое-

ви. За првите пет вредности на бројот n , Ферма ги добил броевите 0 3f  , 1 5f  , 

2 17f  , 3 257f  , 4 65537f   и со проверка утврдил дека тие се прости броеви. 

Ферма ја искажал хипотезата дека и за секој природен број 5n  , бројот nf  е 

прост. Меѓутоа, Ојлер докажал дека бројот 5f  е производ на два прости броја, т.е. 

дека  
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32 28 4 4 7 4 28 4
5

28 2

2 1 2 (5 2 ) (5 2 ) 1 2 641 (640 1)

641(2 639(640 1)) 641 6700417 4294967297.

f           

     
 

Да споменеме дека до денес не е најден ниту еден прост Ферматов број поголем 

од 4f . Затоа се добило впечаток дека Ферматовите броеви не се од посебен инте-

рес, но се покажало тие имаат низа интересни својства, без разлика дали се прости 

или сложени. Во следната теорема ќе дадеме едно такво својство.  

 

3.2. Теорема. Ако m n , тогаш Ферматовите броеви mf  и nf  се заемно прос-

ти.  

Доказ. Нека се nf  и n kf  , 0k  , два различни Ферматови броја и нека прет-

поставиме дека m  е природен број, таков да | nm f  и | n km f  . Земаме 
22

n

x   и 

добиваме  

2 2 22 2 2

2 2 2

2 (2 ) 1 2 1 2 212 1 2 2 1
1

2 1 2 1 2 1
... 1

n k kn k n k k k
n k

n n n
n

f x
f x

x x


      


  
        , 

што значи дека | ( 2)n n kf f   , па од | nm f  следува дека | ( 2)n km f   . Но, од 

| n km f   и | ( 2)n km f    следува дека | 2m  и како Ферматовите броеви се непарни 

добиваме дека 1m , што значи дека броевите nf  и n kf  , 0k   се заемно прости. ■  

 

3.3. Прашање дали Ферматовиот број е прост или сложен е тесно поврзано со 

проблемот за конструкција на правилен многуаголник само со помош на шестар и 

линијар. Имено, Гаус ја докажал следнава теорема, чиј доказ нема да го презенти-

раме бидејќи излегува надвор од рамките на нашите разгледувања.  

Теорема. Правилен n -аголник може да се конструира со линијар и шестар ако 

и само ако 1 22 ...s
kn p p p , 0k  , каде 0s , а 1 2, ,..., kp p p  се различни Ферма-

тови прости броеви или 2sn  , каде \{1}s . ■ 

 

3.4. Интересно е дека Ферматовите броеви можат да се искористат и за дока-

жување на бесконечноста на множеството прости броеви. Во таа насока ќе дадеме 

уште еден доказ на ова тврдење.  

Доказ на теорема 1.12. Според теорема 3.2 Ферматовите броеви се по парови 

заемно прости, па затоа секој Ферматов број е делив со некој непарен прост број 

кој не е делител на ниту еден друг Ферматов број. Но, Ферматови броеви има бес-

конечно многу, па оттука следува дека и прости броеви има бесконечно многу. ■  

 

3.5. Нека претпоставиме дека бројот n  не е степен на бројот 2 и да го разгле-

даме бројот 2 1n  . Можни се два случаја: n  е прост број или n  е сложен, 
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односно 2sn r , каде r  е непарен број поголем од 1. Во вториот случај, ако 1s  , 

тогаш r  е непарен број поголем од 1, а ако 0s  , тогаш r  е непарен сложен број.  

Ако 5n   е прост број, тогаш 6 1,n k k   , па затоа  

6 1 6 6 12 1 2 1 (2 1)(2 2 ... 2 1)n k k k          , т.е. 3| (2 1)n   

или  

6 1 6 2 6 32 1 2 1 (2 1)(2 2 ... 2 1)n k k k           , т.е. 3| (2 1)n  , 

што значи дека и во двата случаја 2 1n   е сложен број.  

Ако 2sn r , каде r  е непарен број поголем од 1, тогаш  

2 2 2 2 1 2 2 22 1 2 1 (2 ) 1 (2 1)[(2 ) (2 ) ... 2 1]
s s s s s sn r r r r             

т.е. 
2(2 1) | (2 1)

s n  , што значи дека 2 1n   е сложен број. Со тоа ја докажавме 

следнава теорема.  

Теорема. Ако природниот број 1n   не е степен на бројот 2, тогаш 2 1n   е 

сложен број. ■  

 

3.6. Последица. Бројот 2 1n  , n  е прост само ако е Ферматов број.  

Доказ. Непосредно следува од теорема 3.5. ■  

 

3.7. Покрај Ферматовите броеви, забележително внимание кај математичарите 

предизвикале и таканаречените Мерсенови броеви, а тоа се броевите од видот 

2 1n
nM   , n . За Мерсеновите броеви точна е следнава теорема.  

Теорема. Ако n  е природен број и 2 1n   е прост број, тогаш и n  е прост број.  

Доказ. Ќе го докажеме еквивалентното тврдење, т.е. ќе го докажеме тврдење-

то: ако n  е сложен број, тогаш и 2 1n   е сложен број.  

Нека n mk , каде , 1m k  . Тогаш 

1 22 1 2 1 (2 ) 1 (2 1)[(2 ) (2 ) ... 2 1]n mk m k m m k m k m            , 

т.е. (2 1) | (2 1)m n  , што значи дека 2 1n   е сложен број. ■ 

 

3.8. Според претходната теорема, бројот од облик 2 1n   не може да биде 

прост ако n  не е прост број. Пишуваме 2 1p
pM   , при што подразбираме дека 

p  е прост број. Броевите pM , ги нарекуваме Мерсенови прости броеви. Ферма-

товите и Мерсеновите прости броеви се од посебно значење, бидејќи истите нао-

ѓаат примена во многу други математички дисциплини.  

Во воведот на својата книга Cogitata physico mathematica од 1644 година Мер-

сен изнел посебно интересно тврдење за Мерсеновите прости броеви. Тој тврдел 
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дека pM  е прост број за 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257p   и дека pM  е сложен 

за сите останати прости броеви 257p  . Тврдењето на Мерсен предизвикало го-

лем интерес од причина што наведените броеви се толку големи што што неколку 

стотина години никој не можел ниту да го потврди ниту да го негира неговото 

тврдење. На тогашните математичари им било јасно дека Мерсен не можел да го 

провери тврдењето за сите наведени броеви, но тоа не можеле и другите да го на-

прават. Во 1772 година Ојлер докажал дека бројот 31M  е прост, а Лукас во 1876 

година докажал дека и бројот 127M  е прост. Америчкиот математичар Кол во 

1903 година докажал дека  

672 1 193707721 761838257287   , 

што значи дека бројот  67M  не е прост. До 1947 година се тестирани сите Мерсено-

ви броеви nM  за 257n   и се покажало дека Мерсен направил пет грешки: по-

грешно заклучил дека 67M  и 257M  се прости и дека 61 89,M M  и 107M  се сложени.  

До денес не е докажана, ниту е негирана хипотезата дека постојат бесконечно 

многу Мерсенови прости броеви. Во следната теорема ќе дадеме критериум за 

проверка дали еден Мерсенов број е прост или не е прост број. Овој критериум е 

познат како Лукас-Лемеров тест и доказот на истиот нема да го презентираме, 

бидејќи далеку ги надминува рамките на нашите разгледувања.  

Теорема. Дефинираме низа природни броеви { }ns  со 1 4s   и 2
1 2n ns s   . 

Нека p  е непарен прост број. Мерсеновиот број nM  е прост ако и само ако nM  е 

делител на 1ns  . □ 

 

Наоѓањето на што е можно поголем прост број денес се сведува на наоѓање на  

што е можно поголем Мерсенов прост број. Триесет и осмиот Мерсенов прост 

број 69725932 1  е откриен во 1999 година и тоа бил првиот откриен прост број со 

повеќе од 1000000 цифри. Во неговиот декаден запис има 2098960 цифри. Во 2001 

година е откриен Мерсеновиот прост број 134669172 1  кој има 4053946 цифри, во 

2003 година е откриен Мерсеновиот прост број 209960112 1  во чиј декаден запис 

има 6320430  цифри, а во 2006 година е откриен Мерсеновиот прост број 

325826572 1  кој има 9808358 цифри.  

 

3.9. Пример. Докажи дека за Ферматовите броеви важи | (2 2)nf
nf  . 

Решение. Ако го искористиме познатото неравенство 2 1n n  , за секој 

n , добиваме дека 
1 22 | 2

nn
, од што следува дека 

1 22 2(2 1) | (2 1)
nn

  . Но, 

12 2(2 1) | (2 1)
n n

   , па затоа 
22 2(2 1) | (2 1)
nn

  , што значи  
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2 22 2 2 1(2 1) | 2(2 1) 2 2
n nn     , т.е. | (2 2)nf

nf  . ■ 

 

3.10. Пример. Докажи дека ниту еден од Ферматовите броеви  

22 1, 2,3,...
n

nf n    

не може да се запише како збир на два прости броја.  

Решение. Броевите , 2,3,...nf n  се непарни. Затоа, ако бројот nf  може да се 

запише како збир на два прости броја, тогаш едниот од нив мора да е парен, т.е. 

бројот 2, па другиот е бројот 2nf  . Но, ако 1n   тогаш  

1 12 2 22 2 1 (2 1)(2 1)
n n n

nf
 

       

не е прост број. ■ 

 

3.11. Пример. Докажи дека Ферматовиот прост број 
22 1

n

p   , n  не мо-

же да биде запишан како разлика на петти степени на два природни броја. 

Решение. Нека 

5 5 4 3 2 2 3 4– ( )( )р а b a b a а b a b ab b       , ,a b . 

Бидејќи p  e прост број 1a b  ,   т.е. 1a b  , b . Ceгa  

5 5 5 5 5 3 2( 1) 5 10 10 5 1a b b b b b b b         , 

па затоа 
5 3 2 25 10 10 5 2

n

b b b b    , што не e можно, бидејќи левата страна на 

последното  равенство е делива со 5, а десната не е делива со 5. ■ 

 

3.12. Преимер. Нека , 2,3,...,1985if i   се Ферматови броеви. Најди ја цифрата 

на единиците во декадниот запис на бројот 2 3 1985[ , ,..., ]f f f .  

Решение. Од теорема 3.2 имаме ( , ) 1m nf f  , за m n , па затоа   

2 3 1985 2 3 1985[ , ,..., ] ...f f f f f f . 

Понатаму,  

2

2 2

4 2 4

2 2

2 1 (2 1) 2

[(2 ) 1] 2 (2 1) 2

(2 1)(2 1) 2 5 2,

n n

n

n

n

n n

f

a

a q



    

     

     

 

за секој 2n  . Според тоа,  

2 3 1985 2 3 1985

2 3 1985

1984 992

992

[ , ,..., ] ...

(5 2)(5 2)...(5 2)

5 2 5 4

5 (5 1) 5 1.

f f f f f f

q q q

b b

b m



   

   

    

 

Притоа, бидејќи секој од броевите , 2,3,...,1985if i   е непарен, добиваме дека 

2 3 1985[ , ,..., ]f f f  е непарен број, што значи дека m  е парен број, т.е. 2m p . Ко-
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нечно, од 2 3 1985[ , ,..., ] 10 1f f f p   следува дека цифрата на единиците на бројот 

2 3 1985[ , ,..., ]f f f  е 1. ■  

 

 

 

4. ФУНКЦИИТЕ [ ]x  И { }x  

 

4.1. Дефиниција. Функцијата [ ]:   определена со: ако x  е меѓу последо-

вателните цели броеви k  и 1k  , т.е.   1k x k   , тогаш [ ]x k  ја нарекуваме 

цел дел од x .  

 

4.2. Дефиниција. Функцијата {}: [0,1)   определена со { } [ ]x x x    ја на-

рекуваме дробен дел од x  

  
4.3. Теорема. Нека x  и y  се реални броеви. Тогаш 

а) [ ] [ ] 1x x x   , 1 [ ]x x x   , 0   [ ] 1x x    

б) 
0,    ако  е цел број,

1, ако  не е цел бр
[ ]

о
[

.
]

ј

х

х
x x 







 

в) [ ] [ ]x m x m   , ако m  е цел број. 

г) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y      . 

д) [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y      . 

ѓ) [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]x y xy x y x y    , ако ,  0x y  . 

e) 
[ ]

[ ] [ ]
x x
m m

 , ако m  е природен број. 

ж) [ [ ]] [ ]x x , ако 0x  . 

Доказ. а) Секој дел од тврдењето следува од дефиниција 7.1. 

б) Ако х  е цел број, тогаш [ ] [ ]x x   . Aко x  не е цел број, тогаш од [ ]x y   

следува 1y x y      или [ ] 1x y    и [ ]  [ ] 1x x    . 
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в) Од а) следува дека  

1 [ ]x m x m x m       и 1 [ ]x m x m x m      . 

Бидејќи [ ]x m  и [ ]x m  се цели броеви, од претходните две неравенства следува 

[ ] [ ]x m x m   .  

г) Нека x n  , y m  , каде , m n  и 0 , 1  . Тогаш  

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] 1 [ ] [ ] 1.

x y m n n m x y

m n n m x y

       

         
 

д) Според г) имаме [ ] [ ] [( ) ] [ ] [ ] 1x y y x y y x y y         , т.е. 

[ ] [ ] [ ] [ ] 1.x y x y x y       

ѓ) Според a) имаме [ ][ ] ([ ] 1)([ ] 1)x y xy x y    . Значи, 

[ ][ ] [ ] ([ ] 1)([ ] 1) 1 [ ][ ] [ ] [ ].x y xy x y x y x y         

e) Нека ,  ,  0 1,  0 1x n n qm r r m        . Имаме  

[ ] [ ] [ ]
qm rx r

m m m
q q

      . 

Од друга страна, бидејќи 0  r m  добиваме  

[ ]
[ ] [ ] [ ]

x n r
m m m

q q    . 

Конечно, од (1) и (2) следува 
[ ]

[ ] [ ]
x x
m m

 .  

ж) Бидејќи 0x  , x  може да се запише во облик  

2 { }x n r x    

каде n  и r  се ненегативни цели броеви, 0 2r n  . Тогаш, 

2

2 2 2[ [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ] .r

n r n
x n r n r n n n n r n n n

 
              

Слично, 

2

{ }2 2

{ }
] [ { } ] [ { ] [ ][ }

r x

n r x n
x n r x n n n n r x n n n



  
              

бидејќи 
20 { } 2 1 { }n r xr n nx      . Значи, [ [ ]] [ ]x x . ■ 

 

4.4. Лема. За секој x  важи  

1
2

[ ] [2 ] [ ]x x x   .    (1) 

Доказ. Секој реален број x  може да се запише во облик x k    или 

1
2

x k     каде што k  и 1
2

0   .  

Ако x k   , тогаш  

1
2

[ ]k k   ; [2 2 ] 2k k  ; [ ]k k  , 

па затоа точно е равенството (1).  

Ако 1
2

x k    , тогаш  



Прости броеви   

 

 

46 

1 1
2 2

[ ] 1k k     ; [2 2 1] 2 1k k    ; 1
2

[ ]k k   , 

па затоа точно е равенството (1). ■ 

 

4.5. Лема. Ако n и 0x  , тогаш постојат точно [ ]x
n

 природни броеви по-

мали или еднакви на x  деливи со n . 

Доказ. Броеви деливи со n  се: , 2 , 3 ,...n n n  .  

Нека има ј  природни броеви помали или еднакви на x  деливи со n . Тогаш  

( 1)jn x j n   , т.е. 1x
n

j j   . 

Според тоа, [ ] 1x
n

j j   , односно [ ]x
n

j . ■ 

 

4.6. Теорема (Лежандр). Нека р  е прост број, n  e природен број и а  е најго-

лемиот степен на бројот р  таков што | !ap n , т.е. || !ap n . Тогаш,  

2
[ ] [ ] ... [ ] ...

k
n n n
p p p

a         (2) 

Доказ. Според лема 4.5 во низата 1,2,...,n  има [ ]n
p

 броеви деливи со р , па 

затоа  

[ ]

1 1! 2 ... [ ] [ ]!
n
pn n

p p
n p p pM p M        

и 1M  е природен број кој не е делив со р . 

Ако претходното размислување го примениме на низата 1,2,...,[ ]n
p

 и ако земе-

ме во предвид дека 
2

[ / ]
[ ] [ ]

n p n
p p

 , добиваме дека  

  2

2

[
2

/ / ]
[ ]! !

n p n p n

p
n p M


   

и 2M е природен број кој не е делив со p . 

Продолжувајќи ја постапката добиваме дека 
2 3[ / ] [ / ] ][ /! n p n p n ppn M     

каде М  е природен број кој не е делив со p , т.е. точно е равенството (2). ■ 

 

4.7. Забелешка. Постапката во претходниот доказ ќе заврши по конечен број 

чекори, бидејќи постои 0k   таков што 
0

1
k
n

p
 , па затоа [ ] 0

k
n

p
  за 0k k  . 

 

4.8. Лема. Ако ,a b  . Тогаш [2 ] [2 ] [ ] [ ] [ ]a b a b a b      

Доказ. Нека [ ]a a    и  [ ]b b  , каде што 0 1  и 0 1 .  
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Ако 1 , тогаш  

[ ] [ ] [ ]a b a b    

и затоа 

[2 ] [2 ] 2[ ] 2[ ] [ ] [ ] [ ]a b a b a b a b        

Ако 1 , тогаш 2 1  или 2 1 . Нека 2 1 . Тогаш  

[ ] [ ] [ ] 1a b a b     и [2 ] 2[ ] 1a a  , 

па затоа  

[2 ] [2 ] 2[ ] 1 2[ ] [ ] [ ] [ ]a b a b a b a b        . ■ 

 

4.9. Лема (равенство на Ермит). Ако x  и n , тогаш  

11 2[ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]n
n n n

x x x x nx        .  

Доказ. Бидејќи  

1 11 1[ ] [ ] ... [ ] [ ] [{ }] [{ } ] ... [{ } ]n n
n n n n

x x x n x x x x              

и [ ] [ ] [ { }]nx n x n x  , доволно е даденото неравенство да го докажеме кога x  е ре-

ален број од интервалот [0,1) .   

Нека [0,1)x  и {0,1,2,..., 1}k n   е таков што 1k k
n n

x   . Тогаш од  

1 1 1 1n k k n k
n n n

x          

следува  

11 2[ ] [ ] [ ] ... [ ] 0n k
n n n

x x x x          , 

а од  

1n k k n k
n n n

x       и 1 1 1 1 2n k n n n
n n n n n

x           

следува  

1 1[ ] [ ] ... [ ] 1n k n k n
n n n

x x x          . 

Според тоа,  

1 1 11[ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] ... [ ]n k n k n k n
n n n n n

x x x x x x                 

пати пати

0 0 ... 0 1 1 ... 1 [ ]

n k k

k nx



         

 

.■ 

 

4.10. На крајот од овој параграф ќе докажеме едно тврдење кое има значителна 

примена при пресметување на некои релации поврзани со функцијата цел дел.  

Теорема. Нека p  и q  се заемно прости броеви. Ако функцијата :f    е 

таква што  

1) 
( )f k

p
 не е цел број, за 1,2,..., 1k p  ,  

2) ( ) ( )f k f p k   е цел број делив со p  за 1,2,..., 1k p  ,  



Прости броеви   

 

 

48 

тогаш  

1 1
1

2
1 1

[ ( ) ] ( )
p p

q q p

p p
k k

f k f k
 



 

   .   (3) 

Доказ. Нека {1,2,..., 1}k p  . Од 2) следува дека  

( ) ( )qf k qf p k

p p


  ,    (4) 

а од 1) дека 
( )qf k

p
  и 

( )qf p k

p


 . Затоа  

( ) ( )
0 { } { } 2

qf k qf p k

p p


   . 

Но според (4), важи 
( ) ( )

{ } { }
qf k qf p k

p p


  , па затоа  

( ) ( )
{ } { } 1

qf k qf p k

p p


  , за 1,2,..., 1k p  . 

Ако ги собереме претходните 1p  равенство и поделиме со 2 добиваме  

1
1

2
1

{ ( )}
p

q p

p
k

f k






 . 

Од последното равенство следува равенството  

1 1
1

2
1 1

( ) [ ( )]
p p

q q p

p p
k k

f k f k
 



 

   , 

кое е еквивалентно на равенството (3). ■ 

 

4.11. Последица (равенство на Гаус). Ако p  и q  се заемно прости броеви, 

тогаш  

1
( 1)( 1)

2
1

[ ]
p

q p q

p
k

k


 



 . 

Доказ. Функцијата ( )f x x  ги задоволува условите 1) и 2) од теорема 4.10, па 

затоа  

1 1
1 ( 1) 1 ( 1)( 1)

2 2 2 2
1 1

[ ]
p p

q q p q p p p p q

p p p
k k

k k
 

    

 

       . ■ 

 

 

4.12. Последица. Ако p  е непарен прост број, тогаш  

31
( 2)( 1)( 1)

4
1

[ ]
p

p p pk
p

k


  



 .    (5) 

Доказ. Фукцијата 
3( )f x x  ги задоволува условите од теорема 4.10, па затоа 

за секој природен број q  кој не е делив со p  важи  
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2 2 21 1
1 ( 1) 1 ( 1)( 2)3 3

2 4 2 4
1 1

[ ]
p p

q q p q p p p p p q pq

p p p
k k

k k
 

     

 

       . 

Ако во последното равенство земеме 1q  , го добиваме равенството (5). ■ 

 

4.13. Пример. Ако природниот број 3A  не е точен квадрат, тогаш постои 

природен број n  таков што 1
2

[ ]A n n   . Докажи!  

Решение. Нека претпоставиме дека бројот 0A  не може да се прикаже во сака-

ниот облик. Тоа значи дека интервалот 0 0[ , 1)A A   не содржи ниту еден член од 

низата 1
2

n n  . Значи, постои 0n   таков што  

1
0 0 02

n n A    и 1
0 0 0 2

1 1 1A n n      . 

Од последните две неравенства последователно следува  

1
0 0 0 02

2 1
0 0 0 0 0 04

2 1
0 0 0 04

1,

( ) ( ) 1,

( ) 1.

n A n n

n A n A n n

A A n A

    

      

    

 

Но, броевите 0A  и 0n  се природни, па од последните неравенства следува дека 

2
0 0 0( )A A n  . Значи, 0A  е квадрат на природен број, со што тврдењето на зада-

чата е докажано. ■ 

 

4.14. Пример. Нека 1n  . Докажи дека полиномот  

!
0

( )
kn

x
n k

k

p x


   

нема рационални нули.  

Решение. Нека претпоставиме дека 
q

r
  , ( , ) 1q r  , е рационална нула на по-

линомот ( )np x . Тогаш  

!
!

0

( ) ! ( ) 0
n

q kn
nk r

k

n p


   , 

па ако помножиме со nr  добиваме  

1
1!

!
0

0
n

n k n kn
k

k

q r q r


 



  . 

Значи, | nr q  и како ( , ) 1q r   добиваме 1r  . Значи, горното равенство го добива 

обликот  

1
!
!

0

0
n

n kn
k

k

q q




  .     (6) 
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Бидејќи за 0 1k n    бројот !
!

n
k

 е делив со n , па заклучуваме дека | nn q . 

Последното значи дека за произволен прост множител p  на бројот n  имаме 

| np q , од каде што следува дека |p q .  

Сега, нека m  е највисокиот степен со кој p  го дели !n . Бидејќи |k kp q , до-

биваме дека | !m k kp n q
 за секој {1,2,..., 1}k n  . Од друга страна, според форму-

лата на Лежандр (2) степенот со кој p  го дели !k  е еднаков на  

2 21 1

[ ] [ ] ... [ ]
s i i

s s
k k k k k
p p p pi i

k
 

       . 

Затоа | !kp k , т.е. степенот со кој p  го дели !k  не е поголем од 1k  . Затоа  

1 !
!

|m kn
k

p q
, 

каде 1 k n  . Со разгледување на членот во (6) кој соодветствува на 0k   заклу-

чуваме дека 
1 | !mp n

, што противречи на изборот на m . Конечно, од добиената 

противречност следува дека разгледуваниот полином нема рационални нули. ■ 

 

4.15. Пример. Нека ( )f m  е најголемиот цел број k  за кој 2 | !k m . Докажи дека 

за секој природен број n  постојат бесконечно многу природни броеви m  такви 

што ( )m f m n  . 

Решение. Според теоремата на Лежандр имаме 
21

( ) [ ]
k

m

k

f m


  . Понатаму, ако 

1 1 0...r ra a a a  е бинарниот запис на бројот m , т.е.  

1 1
1 1 02 2 ... 2 ,r r

r rm a a a a
      

тогаш за 1 k r   важи  

1 1
1 1 1 1

2
[ ] 2 2 ... 2 ...

k

r k r km
r r k k r r k ka a a a a a a a  

          

(за k r  разгледуваниот цел дел е 0). Значи,  

1 1 1 1 1 1 1

( ) 2 2 2 2 2
r r r i r i r r

i k i k i k i
i i i i i

k i k i k i k i i

f m a a a a a  

       

           . 

Затоа  

1 1 0( ) ...r rm f m a a a a      . 

Според тоа, ( )m f m n   ако и само ако m  во бинарниот запис има точно n  еди-

ници. Такви броеви очигледно има бесконечно многу. ■ 

 

4.16. Пример. Нека n  и p  се природни броеви такви што 2np  . Докажи де-
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ка целиот дел на бројот 
0

1 ( )
n

p n
k

k

  е еднаков на 1n .  

Решение. Доволно е да докажеме дека  

0

1 1 ( ) 2
n

p n
k

k

n n


     .   (7) 

Левото неравенство во (1) е очигледно, бидејќи 1 ( ) 1
p n

k   за 0,1,...,k n . За да 

го докажеме десното неравенство, ќе го користиме неравенството на Бернули. 

Имаме:  

1 1(1 ( )) 1 ( ) 1 ( )n p n n
k k kp p

p      , за 0,1,...,k n , 

па затоа  

11 ( ) 1 ( )
pn n

k kp
   , за 0,1,...,k n .  

Ако ги собереме претходните неравенства и искористиме дека 2np  добиваме  

1 2

0 0

1 ( ) 1 ( ) 1 2
nn n

p n n
k kp p

k k

n n n
 

          . ■  

 

 

 

5. ЦЕЛОБРОЈНИ ТОЧКИ И ФУНКЦИЈАТА [ ]x   

 

5.1. Теорема. Нека , , ,a b c d , 0, 0b a d c     и нека :[ , ] [ , ]f a b c d  е 

биективна растечка функција. Тогаш  

1[ ( )] [ ( )] ( ) [ ] [ ] ( ) ( )f
a k b c k d

f k f k n G b d a c

   

          (1) 

каде k  е цел број, ( )fn G  е бројот на точките со ненегативни целобројни коорди-

нати на графикот на f  и функцијата :   е определена со  

[ ], ако  \

( ) 0, ако  0

1, ако  \{0}.

x x

x x

x x




  
  

 

Доказ. За секоја ограничена об-

ласт M  во рамнината со ( )n M  да 

го означиме бројот на точките со 

ненегативни целобројни координа-

ти во M .  

Функцијата f  е растечка и би-

ективна, па затоа таа е непрекина-
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та. Да ги разгледаме множествата  

2
1

2 1
2

{( , ) | , 0 ( )},

{( , ) | , 0 ( )},

M x y a x b y f x

M x y c y d x f y

     

     
 

2
3

2
4

{( , ) | 0 , 0 },

{( , ) | 0 , 0 }.

M x y x b y d

M x y x a y c

     

     
 

Тогаш  

1
1 2

3 4

( ) [ ( )], ( ) [ ( )],

( ) [ ] [ ], ( ) ( ) ( ).

a k b c k d

n M f k n M f k

n M b d n M a c



   

 

    

 
 

Понатаму,  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n M n M n M M n M M     , 

па затоа  

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )fn M n M n G n M n M    , 

од каде следува равенството (1). ■  

 

5.2. Лема. Нека , ,m n s , m n . Тогаш низата 2, ,...,m m sm
n n n

 содржи точно 

( , )
[ ]
s m n

n


 цели броеви.  

Доказ. Нека ( , )d m n . Тогаш ,m ad n bd   каде ( , ) 1a b   и низата е  

2, ,...,a a sa
b b b

. 

Но, ( , ) 1a b  , па затоа последната низа содржи точно [ ]s
b

 цели броеви. Понатаму, 

n
d

b   што значи дека низата содржи точно  

( , )
[ ] [ ] [ ]

s m ns sd
b n n


   

цели броеви. ■ 

 

5.3. Последица. Нека , ,m n s , m n . Тогаш  

( , )

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ]
ms
n

s
s m nkm kn ms

n m n n
k k

s


  

    .    (2) 

Доказ. Функцијата :[1, ] [ , ]m ms
n n

f s   определена со ( ) m
n

f x x  е растечка,  

биективна и важи 
1( ) n

m
f y y  . Од лемата 5.2 следува дека 

( , )
( ) [ ]

s m n
f n

n G


 , па 

затоа од теоремата 5.1 следува равенството  

( , )

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ]
ms
n

s
s m nkm kn ms

n m n n
k k

s


  

    , 
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кое е еквивалентно со равенството (2). ■ 

 

5.4. Забелешка. Ако во последицата 5.3 земеме s n  добиваме дека за секои 

природни броеви m  и n  е точно равенството  

1 1

[ ] [ ] ( , )
n m

km kn
n m

k k

mn m n
 

    .   (3) 

 

5.5. Теорема. Нека , , ,a b c d , 0, 0b a d c     и нека :[ , ] [ , ]f a b c d  е 

биективна опаѓачка функција. Тогаш  

1[ ( )] [ ( )] [ ] ( ) [ ] ( )
a k b c k d

f k f k b c d a 

   

         (4) 

каде k  е цел број и функцијата :   е определена како во теоремата 5.1.  

Доказ. Повторно, за секоја ограничена област M  во рамнината со ( )n M  да го 

означиме бројот на точките со ненегативни целобројни координати во M .  

Функцијата f  е опаѓачка и биективна, па затоа таа е непрекината. Да ги раз-

гледаме множествата  

2
1 {( , ) | , ( )},N x y a x b c y f x       

2 1
2

2
3

2
4

{( , ) | , ( )},

{( , ) | , 0 },

{( , ) | 0 , }.

N x y c y d a x f y

N x y a x b y c

N x y x a c y d

     

     

     

 

Тогаш  
 

1 3

1
2 4

1 2

3

4

[ ( )] ( ) ( ),

[ ( )] ( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ([ ] ( )) ( ),

( ) ([ ] ( )) ( ).

a k b

c k d

f k n N n N

f k n N n N

n N n N

n N b a c

n N d c a

 

 

 



 

 

 



 

 





 

 

Според тоа,  

1
3 4[ ( )] [ ( )] ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ),

a k b c k d

f k f k n N n N b c d a

   

           

т.е. точно е равенството (4). ■  

 

5.6. Забелешка. Од теоремата 5.5 применета на функцијата :[1, ] [0, ]m
n

f n m  , 

определена со ( ) ,m
n

f x x m m n    и равенството (3) со едноставни пресмету-

вања следува равенството  
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1
2

1

[ ] ( ( , ))
n

km
n

k

mn m n m n


    ,   (5) 

т.е. равенството  

1

( , ) 2 [ ]
n

km
n

k

m n mn m n


    . 

Понатаму, од равенството (5) и релацијата [ ] { }x x x   следува  

1 1 1
( 1)

2
1 1 1 1

( 1) 1
2 2

1
2

{ } [ ] [ ]

( ( , ))

( ( , )).

n n n n
n nkm km km m km

n n n n n
k k k k

n nm
n

m

m mn m n m n

n m n

  


   



     

      

 

   

 

 

 

 

6. БЕЛЕШКА ЗА РАСПРЕДЕЛБА НА ПРОСТИТЕ БРОЕВИ  

 

6.1. Во претходните разгледувања докажавме повеќе својства на простите бро-

еви. Притоа, докажавме дека множеството прости броеви е бесконечно и видовме 

дека со помош на Евклидовиот алгоритам може да се провери дали еден природен 

број е прост или сложен. Понатаму, природно се наметнуваат прашањето како 

простите броеви се распределени во множеството природни броеви? Во потрагата 

по одговор на распределбата на простите броеви, една од најчесто користените 

функции е функцијата ( )x , која се дефинира како што следува:  

 Дефиниција. За секој реален број x  со ( )x  го означуваме бројот на прости-

те броеви p  такви што p x .  

Всушност, функцијата ( )x  ја дава распределбата на простите броеви, за која 

може да се каже дека е прилично нерамномерна. Меѓутоа, додека на мали интер-

вали распределбата на простите броеви изгледа крајно нерегуларна, за големи 

интервали случајот не е таков и постојат едноставни формули кои даваат при-

ближни вредности на ( )x  кога x  е многу голем број. Така во 1896 година Хада-

мард и Вапе Поусин докажале дека 
ln

( ) ~ x
x

x  кога x .  Во следната лема ќе 

докажеме едно својство на функцијата ( )x , но истата нема детално да ја изучу-

ваме бидејќи доказите на својствата на оваа функција излегуваат од рамките на 

нашите разгледувања.  

 

6.2. Лема. Нека np  е n тиот прост број ( 1 22,  3,p p  )  и нека ( )n  e бро-

јот на простите броеви кои се помаили или еднакви на n . Ако  

{ | }nA n p n    и { ( ) 1| }B n n n    , 
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тогаш A B   и \{1}A B  .   

Доказ. Од дефиницијата на функцијата   следува: 

i) )( k kp   за секој k ,  

ii) ( ) ( 1)n n   , за секој n ,  

iii) ( ) ( 1)n n   , ако 1n  е прост број.  

Нека претпоставиме дека за некои m и n важи 

iv) ( ) 1mm p n n    .  

Можни се два случаи: mp n  и mp n  Aко mp n , тогаш ако се земе предвид 

дека )( ( )mm p n   добиваме  

( ) ( ) 1mm p n n n n      , 

што противречи на iv). Ако mp n , тогаш од )( ( )mm p n    следува ( ) 1m n   

и ( ) 1mm p n n     што противречи на iv). Според тоа A B  .  

Ќе докажеме дека \{1}A B  . Јасно, 1 ,A B  и 2 B . Нека 2n   е произ-

волен природен број кој не припаѓа на множеството А . Ќе докажеме дека n B . 

Бидејќи постои m  т.ш. 11m mm p n m p      , т.е. 11m mp n m p     , 

добиваме дека )( 1n m m   , па значи  

( 1) ( 1) 1n n m n m B        .  

 

6.3. Во врска со распределбата на простите броеви е и следната теорема на 

Чебишев, чиј доказ излегува од рамките на нашите разгледувања, па затоа истиот 

нема да го презентираме.   

 

Теорема (Чебишев). Ако 5n  , тогаш меѓу броевите n  и 2n  постојат најмал-

ку два прости броја. □ 

 

6.4. Пример. Ако 3k  , тогаш 2 2k kp p  , каде kp  е k  тиот прост број. До-

кажи!  

Решение. Бидејќи 3k   имаме 3 5kp p  . Сега од теорема 6.3 следува дека 

постојат барем два прости броја q  и r  такви, да 2k kp q r p   . Но, 1kp q   и 

2kp r  , па затоа 2 2k kp p  . ■  

 

6.5. Последица (постулат на Бертран). Ако 3n  , тогаш меѓу броевите n  и 

2 2n  постои најмалку еден прост број.  

Доказ. Навистина, ако 4n  , тогаш 5 е меѓу 4 и 6, а ако 5n  , тогаш 7 е меѓу 

5 и 8.  

Ако 5n  , тогаш од теоремата 6.3 следува дека меѓу n  и 2n  има најмалку два 

прости броја. Ако поголемиот од овие прости броеви е 2 1n , тогаш бидејќи 
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2 2 2( 1)n n    е сложен број, помалиот прост број ќе биде помал или еднаков на 

2 3n . Тоа значи дека меѓу n  и 2 2n  постои најмалку еден прост број. ■  

 

6.6. Пример. Ако 1n  , тогаш во каноничното разложување на !n  има најмал-

ку еден прост број со степен еден.  

Решение. За 7n   тврдењето на задачата е очигледно.  

Ако 2n k , 4k  , тогаш согласно постулатот на Бертран постои барем еден 

прост број p  таков што 2 2k p k n    . Но, тогаш 2 2p k n  , што значи дека 

2p n p  , од што следува дека простиот број p  во каноничното разложување на 

!n  е со степен еден.  

Ако 2 1, 4n k k   , тогаш повторно од постулатот на Бертран следува дека 

постои прост број p  таков што 2 2k p k n    . И во овој случај 2 2k p , па 

значи и 2 1 2k p  , т.е. 2p n p  , од што следува дека простиот број p  во 

каноничното разложување на !n  е со степен еден. ■  

 

6.7. На крајот од овој дел, во врска со распределбата на простите броеви, ќе да-

деме уште една теорема, чиј доказ излегува надвор од рамките на нашите разгле-

дувања.  

Теорема (Дирихле). Секоја аритметичка прогресија , 0,1,   ak b k   , каде ,a  

b  се заемно прости природни броеви, содржи бесконечно многу прости броеви. □ 

 

6.8. Последица. Секоја аритметичка прогресија , 0,1,2,   ak b k   , каде ,a b  

се заемно прости природни броеви, за секој природен број s  содржи бесконечно 

многу членови кои се производ на s различни прости броеви.  

Доказ. За 1s   тврдењето следува од теоремата на Дирихле.  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за природниот број 1s  . Од 

( , ) 1a b   следува дека постои број 0k  таков што  

0 1 2    sak b q q q    

каде 1 2    sq q q   се прости броеви. Согласно теоремата на Дирихле постојат 

бесконечно многу природни броеви k , такви што 1ak q   е прост број погoлем 

од   sq . За  

1 2   0  st q q q k k    

имаме   

1 2   0 1 2   1 2      1)(  s s sat b q q q ak ak b q q q ak q q q q          , 

т.е тврдењето важи за 1s .  

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека тврдењето ва-

жи за секој s . ■  

 



Р. Малчески  

 

 

57  

6.9. Пример. Докажи, дека за секој природен број m  постои прост број чиј 

збир на цифри е поголем од 9m .  

Решение. Нека m  е природен број. Бидејќи (10 10, 1) 1m m   , според теорема-

та на Дирихле, постои природен број k  таков што 10 10 1m mp k    е прост 

број. Бидејќи последните m  цифри на p   се еднакви на 9, добиваме дека збирот 

на цифрите на p  е поголем од 9m . ■ 

 

6.10. Пример. Определи ги сите природни броеви m  такви што важи  

( 1)

2
1!3!5!...(2 1)! ( )!

m m
m


  .   (1) 

Решение. Бидејќи за произволен прост број p  и природен број n  важи | !p n  

ако и само ако n p , заклучуваме дека постоењето на прост број p  таков што  

( 1)

2
2 1

m m
m p


    

повлекува дека m  не може да биде решение на (1), бидејќи десната страна е 

делива со p , а левата страна не е делива со p . Од постулатот на Бертран следува 

дека таков број ќе постои секогаш кога  

( 1)

2
2(2 1)

m m
m


  , т.е. 2 7 4 0m m   . 

Но последното неравенство очигледно е точно за 7m  , односно за 7m   

равенката (1) нема решение. Останува да ги разгледаме броевите 6m  .  

За 6m   е 6 7
2

2 1 11 13 21m      , а за 5m   е 56
2

2 1 9 11 15m      , па 

затоа овие вредности не се решение.  

Од друга страна, 1,2m  очигледно се решенија. Решение е и 3m  , бидејќи  

3(3 1)

2
1!3!5! 6 5! 6! ( )!

 
    , 

а исто така и 4m , бидејќи  

4 (4 1)

2
1!3!5!7! 6!7! 720 7! 10 9 8 7! 10! ( )!

 
         . ■ 
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III ГЛАВА  

МУЛТИПЛИКАТИВНИ ФУНКЦИИ  
 

 

 

1. ПОИМ ЗА МУЛТИПЛИКАТИВНА ФУНКЦИЈА  

 

1.1. Дефиниција. Функцијата :f  ,  е множеството комплексни брое-

ви, ја нарекуваме аритметичка функција.  

За аритметичката функција :f   ќе велиме дека е мултипликативна ако  

a) постои 0n   таков што 0( ) 0f n   и  

b) ако ( , ) 1m n  , тогаш ( ) ( ) ( )f mn f m f n .  

Ако условот б) е исполнет за секои ,m n , заемно прости или не, тогаш ќе вели-

ме дека функцијата f  е потполно мултипликативна.  

 

1.2. Забелешка. а) Ако :f   е мултипликативна, тогаш (1) 1f  . Нави-

стина, постои a  е таков што ( ) 0f a  , па затоа од ( ) ( 1) ( ) (1)f a f a f a f    

следува (1) 1f  .  

б) Ако f  е милтипликативна и 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  е каноничното претставување 

на n , тогаш 1 2
1 2( ) ( ) ( )... ( )kaa a

kf n f p f p f p . 

в) Ако f  е потполно милтипликативна и 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  е каноничното прет-

ставување на n , тогаш  

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) kaa a

kf n f p f p f p . 

 

1.3. Теорема. Ако f  е мултипликативна функција, тогаш функцијата h  дефи-

нирана со  

|

( ) ( )
d n

F n f d  

е мултипликативна.  

Функцијата F  ја нарекуваме функција сума за функцијата f .  

Доказ. Нека 1, 1m n   и ( , ) 1m n  . Имаме  

1 2 1 2

1 2 1 2
| | | , |

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d m d n d m d n

F n F m f d f d f d f d    . 

Ако 1 2| , |d m d n  и ( , ) 1m n  , тогаш 1 2( , ) 1d d  , па затоа  

1 2

1 2
| , |

( ) ( ) ( )
d m d n

F n F m f d d  . 
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Понатаму, множеството од сите броеви 1 2d d , каде 1d  и 2d  се позитивни делите-

ли на m  и n  соодветно, се совпаѓа со множеството од сите позитивни делители 

на mn  и притоа не се повторува ниту еден делител на mn . Значи,  

1 2

1 2
| , | |

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d m d n d mn

F n F m f d d f d F mn    . ■  

 

1.4. Последица. Нека f  е мултипликативна функција и F  е нејзината функ-

ција сума. Ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p , тогаш  

1

( ) (1 ( ) ... ( ))i
k

a
i i

i

F n f p f p


    .   (1) 

Доказ. Имаме,  

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2
0 ,1
................
0

1 2
0 , |
................
0

(1 ( ) ... ( )) ( ) ( )... ( )

( ... ) ( ) ( ),

i k

k k

k

k k

k
a bb b

i i k
b ai

b a

bb b
k

b a d n

b a

f p f p f p f p f p

f p p p f d F n

 

 

 

 

   

  



 

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

1.5. Пример. Ако 1 2, ,..., kf f f  се мултипликативни функции, тогаш функцијата 

1 2... kf f f  е мултипликативна. Докажи!  

Решение. Нека ( , ) 1m n  . Тогаш  

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ... )( ) ( ) ( )... ( )

( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ( )

( ) ( )... ( ) ( ) ( )... ( )

( ... )( )( ... )( ),

k k

k k

k k

k k

f f f mn f mn f mn f mn

f m f n f m f n f m f n

f m f m f m f n f n f n

f f f m f f f n





 



 

што значи дека функцијата 1 2... kf f f  е мултипликативна. ■ 

 

1.6. Пример. За секој природен број n  со ( )n  да го означиме производот на 

различните природни делители на n . Докажи дека функцијата ( )n  не е мулти-

пликативна.  

Решение. Имаме, (2,3) 1  и (2) (3) 2 3 6 36 (6) (2 3)         , што значи 

дека функцијата ( )n  не е мултипликативна. ■ 

 

1.7. Пример. Со 2( )n  да го означиме збирот на квадратите на сите делители 

на природниот број n . Докажи дека постојат бесконечно многу природни броеви 
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n  такви што 2| ( )n n .  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

 . Лесно се докажува дека  

22
2

1

( ) (1 ... )i
k

i i
i

n p p




     . 

Забележуваме дека функцијата 2  е мултипликативна, односно дека од ( , ) 1a b   

следува  2 2 2( ) ( ) ( )ab a b   .  

Бројот 10 ги задоволува условите на задачата бидејќи 210| (10) 130  . Ќе до-

кажеме дека од било кој број n  кој ги задоволува условите на задачата можеме да 

добиеме поголем број кој ги задоволува условите на задачата, од што ќе следува 

тврдењето. Со ( )pv x  да го означиме најголемиот i  таков што |ip x . Бидејќи 

2
2( )n n  , постои прост број p  таков што ( )pv n r  и 2( ( )) 2pv n r  , т.е. 

2( )1 |
nr

n
p

 . Нека 
rn p m , |p m . Бидејќи  

2 1 2 2 2 2 4 2
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
2

( ) 1 ... ...

1 ... (1 ... )

( 1)(1 ... )

( 1) ( ),

r r r r

r r r

r r

r r

p p p p p

p p p p p

p p p

p p

  







       

       

    

  

 

добиваме  

1 2 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2 2| ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )r r r r rp n n p m p m p m p n          , 

што значи дека и бројот 
1rp n

 ги задоволува условите на задачата. Со ова доказот 

е завршен. ■ 

 

 

 

2. БРОЈ НА ДЕЛИТЕЛИ И ЗБИР НА ДЕЛИТЕЛИ  

НА ПРИРОДЕН БРОЈ   

 

2.1. Дефиниција. Нека n . Со ( )n  го означуваме бројот од сите природни 

делители на n . Со ( )n  го означуваме збирот од сите природни делители на n .  

Во следнава табела се презентирани вредностите на ( )n  и ( )n , за 

1,2,3,...,17n .  
 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

( )n  1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 4 5 2 

( )n  1 3 4 7 6 12 8 15 13 18 12 28 14 24 24 31 18 
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Јасно, ( ) 2n   и ( ) 1n n    ако и само ако n  е прост број.  

 

2.2. Теорема. Функциите ( )n  и ( )n  се мултипликативни.  

Доказ. Функцијата ( ) 1f n   е мултипликативна. Бидејќи  

| |

( ) 1 ( )
d n d n

n f d    , 

од теорема 1.3 следува дека функцијата ( )n  е мултипликативна.  

Функцијата ( )f n n  е мултипликативна. Бидејќи  

| |

( ) ( )
d n d n

n d f d    , 

од теорема 1.3 следува дека функцијата ( )n  е мултипликатвна. ■ 

 

2.3. Теорема. Ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p , тогаш  

1 2( ) (1 )(1 )...(1 )kn a a a     , 
11 11 2

1 2

1 2

11 1

1 1 1
( ) ...

aa a k
k

k

pp p

p p p
n

   

  
     . (1) 

Доказ. Ако p  е прост број и 1a  , тогаш делители на 
ap  се 

21, , ,p p  ..., ap , 

па затоа  

( ) 1ap a    и 
1 12
1

( ) 1 ...
apa a
p

p p p p
 


       . 

Конечно, равенствата (1) следуваат од мултипликативноста на функциите ( )n  и 

( )n . ■  

 

2.4. Лема. За секој природен број 2n   важи  

( ) (1 ln )n n n   . 

Доказ. Од дефиницијата на ( )n  и својствата на определениот интеграл сле-

дува:  

1

| | 1

( ) (1 ) (1 ln )
n

n dx
d d x

d n d n d n

n d n n n n


           . ■ 

 

2.5. Дефиниција. За природниот број n  ќе велиме дека е совршен ако важи 

( ) 2n n  .  

 

2.6. Броевите 6 и 28 се совршени. До сега не е познато дали постои непарен со-

вршен број. За парните совршени броеви точна е следнава теорема..  

Теорема (Ојлер). Парен број n  е совршен ако и само ако има може да се 

претстави во видот 
12 (2 1)p p   каде 2 1p   е прост број.   
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Доказ. Нека 
12 (2 1)p pn   , каде 2 1p   е прост број. Тогаш, бидејќи бројот 

2 1p   е прост имаме  

1 1 2 1
2 1

( ) (2 (2 1)) (2 ) (2 1) (2 1 1) 2 (2 1) 2
pp p p p p p pn n  


              

т.е. n  е совршен број.  

Обратно, нека претпоставиме дека ( ) 2n n  . Бројот n  е парен, па затоа може 

да се претстави во видот 2kn m , каде ,k m  и m  е непарен број. Од  

1

1

2 2 ( ) (2 ) (2 ) ( )

(2 1) ( )

k k k

k

m n n m m

m





    

  
 

следува дека 12 1k   е делител на m , па затоа 
1(2 1)km t   за некој непарен 

број t . Сега лесно се добива дека 
1( ) 2km t  . Ако 1t  , тогаш бидејќи 1, t  и m  

се различни делители на m , добиваме  

1 1( ) 1 2 1 2 ( )k km t m t t m         , 

што е противречност. Затоа 1t   и 
1( ) 2 1km m    , што значи дека m  е прост 

број. ■  

 

2.7. Пример. Докажи дека:  

а) 
| |

( )k kn
d

d n d n

d   ,   б) ( ) 2n n  , и  в) 
( )

( )

n

n
n




 , 1n  . 

Решение. а) Равенството следува од фактот дека ако d  е делител на бројот n , 

тогаш и n
d

 е делител на бројот n , и обратно.  

б) Ако n  не е точен квадрат, тогаш неговите делители ги групираме во парови 

од видот ( , )n
d

d , n
d

d  , кои ги има помалку од n . Ако n  е точен квадрат, тогаш 

( ) 2( 1) 1 2n n n     .  

в) Од  
1

2 21 2
1

( ) 1 ... ( 1) ( )
a aapa a a

p
p p p p a p p p

 


            

добиваме 
( )

( )

a

a

p a

p
p




  и ако ја искористиме мултипликативноста на функциите 

( )n  и ( )n  добиваме 
( )

( )

n

n
n




 . ■  

 

2.8. Пример. Бројот 9 може да се претстави како збир на два последователни 

природни броја 9 4 5  , а уште повеќе тој може да се претстави како збир на 

барем два последователни природни броја на точно два начина  

9 4 5 2 3 4     . 
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Дали постои природен број кој може да се претстави како збир на 1990 после-

дователни природни броеви и кој може да се претстави како збир на барем два 

последователни броја на точно 1990 начини?  

Решение. Нека претпоставиме дека бројот N  ги има саканите својства. Први-

от од двата услови на задачата може да се запише како  

( 1) ... ( 1989) 995(2 1989)N m m m m        , 

за некој m , па затоа N  е непарен број делив со 5 и 199. Вториот услов е дека по-

стојат точно 1990 парови природни броеви ( , )n k  за кои  

( 1)(2 )

2
( 1) ... ( )

k n k
N n n n k

 
       . 

Според тоа, постојат точно 1990 начини бројот 2N  да го прикажеме во видот  

2 ( 1)(2 )N k n k   , 

при што 1k  . Бидејќи N  е непарен број, заклучуваме дека еден од двата множи-

тели во последното равенство е непарен број, а другиот е делив со 2, но не и со 4. 

Бидејќи 1 2k n k   , добиваме дека секоја опишана факторизација на бројот 2N  

еднозначно го определува бараниот пар ( , )n k . Ако ставиме  

31 2
32 2 5 199 ... rss s s

rN p p  , 

каде ip  се прости броеви различни од 2, 5 и 199, добиваме дека бројот на дели-

тели на бројот 2N  е еднаков на  

1 2(1 1)( 1)( 1)...( 1)rs s s    . 

Според тоа, факторизации 2 ,N uv u v   има 1 2( 1)( 1)...( 1)rs s s   , а бидејќи 

тривијалната факторизација 2 1 2N N   дава 0k  , бројот на опишаните парови е  

1 2( 1)( 1)...( 1) 1rs s s    . 

Последното значи дека  

1 2( 1)( 1)...( 1) 1991 11 181rs s s      . 

Но, 5 199| N , па затоа 1 2, 0s s  , од што следува  

1 210, 180s s   или 1 2180, 10s s  , 

а 3 4 ... 0rs s s    . Според тоа, 
10 1805 199N   или 

180 105 199N  , што значи де-

ка ова се единствените два броја кои се решение на задачата. ■ 

 

2.9. Пример. Нека ( )n  е збирот на позитивните делители на природниот број 

n . За природниот број m  ќе велиме дека е силен ако за секој 1 k m   важи  

( ) ( )k m

k m

 
 . 

Докажи дека постојат бесконечно многу силни броеви.  

Решение. Нека 
( )m

m m
a


 . Јасно, бројот m  е силен ако и само ако k ma a  за 

секој k m . Сега, доволно е да докажеме дека низата ,na n  нема најголем 



Мултипликативни функции  

 

 

64 

елемент, бидејќи тогаш лесно се покажува дека постојат бесконечно многу силни 

броеви. Имено, ако бројот m  е силен, тогаш го наоѓаме најмалиот 'm m  таков 

што 'm ma a . Тогаш и бројот 'm  очигледно е силен.  

Нека n  е произволен природен број. За секој негов делител :1d  важи 2 | 2d n . 

Бидејќи, освен тоа тривијално важи 1| 2n , го добиваме неравенството  

(2 ) 2 ( ) 1n n    . 

Оттука, ако поделиме со 2n  добиваме дека 2n na a , т.е. низата ,na n  нема 

најголем елемент. ■ 

 

2.10. Пример. Нека n  е природен број. Определи го бројот на паровите при-

родни броеви ( , )x y  за кои важи 1 1 1
x y n
  .  

Решение. Од  1 1 1
x y n
   следува nx ny xy  ,  т.е. 

2( )( )n x n y n   . За 1n   

имаме ( 1)( 1) 1x y   , од каде се добива единствено решение  ( , ) (2,2)x y  . Нека 

2n   и 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

  е канонична факторизација на бројот n . Нека  

2
1 21 ... sd d d n      

се сите делители на 2n . Бидејќи 2n  е точен квадрат, добиваме дека s  е непарен 

број, и притоа важи  

1
2

2 2
1 2 1 ... ss sd d d d d n    . 

Според тоа, постои биекција меѓу решенијата ( , )x y  на 1 1 1
x y n
   и паровите  

делители на 2n , па затоа бројот на паровите природни броеви ( , )x y  за кои важи 

1 1 1
x y n
   е еднаков на  

2
1 2( ) (2 1)(2 1)...(2 1)kn        . ■ 

 

2.11. Пример. Нека n  е совршен број. Докажи дека 1

|

2
d

d n

 .  

Решение. Ако d  е делител на бројот n , тогаш и n
d

 е делител на n . Бидејќи n  

е совршен број, за збирот на неговите делители важи ( ) 2n n  . Сега имаме,   

1 1 1 1

| | | |

2 2
n
d

d
d n n n

d n d n d n d n

d n         . ■

  

2.12. Пример. Докажи дека секој непарен совршен број има најмалку три раз-

лични прости делители. 

Решение. Нека претпоставиме дека n  е непарен број кој има само еден прост 
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делител, т.е. нека 
kn p , каде 3p   и k  е природен број. Јасно, броевите 1, ,p  

2,..., kp p  се сите делители на n  па  нивниот збир е:  

12
1

( ) 1 ... 2 2
kpk k k k k
p

n p p p p p p p n



            . 

Бидејќи ( ) 2n n    следува дека бројот n  не е совршен. 

Сега, нека n  има два прости делители , 3p q  , т.е. , , 1a bn p q a b  . Имаме:  

1 1 1 1
3 5

2 2

1 1 1 1 1 1

0 0

151 1 1 1
81 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) (1 ... )(1 ... )

(1 ... ) (1 ... )

2 2 ,

a b i s

p q

a b a b a b

a b a b
p qp q p qi s

a b a b a b a b

n p q p q p p p q q q

p q p q

p q p q p q p q n

 

 

   

              

       

      

   

па затоа бројот n  не е совршен. Оттука следува дека секој непарен совршен број 

има најмалку три различни прости делители. ■ 

 

2.13. Пример. Нека n  е природен број. Докажи дека збирот на сите позитивни 

делители на бројот !n  (вклучувајќи ги 1 и !n ) не е поголем од 1
2

( 1)!n .  

Решение. За збирот на делителите на бројот 1 2
1 2 ... krr r

km p p p  имаме  

1 1
1

1 1 1
1 1 1

( )
r ri i
i i i

i i i

k k kp p p

p p p
i i i

m m
 


  
  

      .  

За !m n   важи 1 2p   и 2 1ip i  , т.е. 2 1 3
1 2 2 2

i

i

p i i
p i i

 
  
   за 2

2
2 ni k    . Затоа 

за 10n   имаме  

( !) 3 5 2 1 15 3 15 3 15 8 12
! 1 2 4 2 2 4 2 4 6 4 12 2

4 4

k k
n i i k n n
n i i

i i

     
 

 

           . 

Тврдењето важи и за 10n . Навистина,  

 

(2!) (3!) (4!)3 5
2! 2 3! 4! 2

(5!) (6!) (7!)403 7 403
5! 6! 120 2 7! 105

, 2, ,

3, , 4,

  

  

  

    
 

(8!) (9!) (10!)9 2057 273823221 11
8! 56 2 9! 504 10! 64800 2

, 5, .
  

       ■ 

 

2.14. Пример. Определи ги сите природни  броеви n  таквиа што 
3( ) 4n n  .  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

  е каноничната факторизација на бројот n  и 

1 2 ... kp p p   . Бројот 4n  е точен куб, па затоа 2| n , т.е. 1 2p  . Значи 

21 23
2( ) 2 ... k

kn p p
   , па затоа 1 1 2 23 1, 3 ,..., 3k k          , каде 0i  . Од  
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1 2 1 2( ) ( 1)( 1)...( 1) (3 2)(3 1)...(3 1)k kn                

следува  

21 333( 1)3 3 3
1 2 2(3 2) (3 1) ...(3 1) 2 ... k

k kp p
         

21 1
1 2 2(3 2)(3 1)...(3 1) 2 ... k

k kp p
        .   (2) 

Јасно, ниту еден од броевите на левата страна на (2) не е делив со 3, па следува де-

ка 5ip   за секој {2,3,..., }i k . Равенката (2) е еквивалентна на равенката  

2
1 2

11 2

3 2

3 1 3 12
...

k
k

k

pp


 

 

   
   .     (3) 

За {2,3,..., }i k  важи 5 (1 4) 1 4 1 3i i i
i iip

           . Сега, од (3) следува 

1
11

3 2

2
1

 

 
 . Лесно се докажува дека за 1 2   важи 1 1

12 3 2     , па затоа 1 2  .  

Ако 1 0   или 1 2  , тогаш 1
11

3 2

2
1

 

 
 , т.е. 

3 1
1

i
i

i

p


 
  за {2,3,..., }i k . Послед-

ното е можно само ако 0i  , бидејќи во спротивно важи  

5 1 4 1 3i i
i iip

        . 

Ако 1 0  , тогаш 1 1   и бидејќи 0i   за {2,3,..., }i k  следува 0i   за 

{2,3,..., }i k . Оттука 12 2n   .  

Ако 1 2  , тогаш 1 7  , па следува дека 72 128n   . 

Ако 1 1  , тогаш  левата страна на (3) е еднаква на 5
4

.  Од друга страна, ако 

5ip   или 1i  , тогаш 5
3 1 4

i
i

i

p


 
 . Значи 2 5p  , од каде следува дека 

2

2

5 5
3 1 4



 
 , 

т.е 2 1  . Според тоа, 1 2 1 23 1 3 4 32 5 2 5 2 5 2000n          . 

Значи , 2, 128, 2000n n n    се бараните броеви. ■ 

 

2.15. Пример (теорема на Луивил). Докажи го идентитетот  

3 2

| |

( ) ( ( ))
d n d n

d d    .   (4) 

Решение. Според пример 1.5 и принципот на математичка индукција од мул-

типликативноста на функцијата ( )f n  следува за секој m  функцијата ( ( ))mf n  

е мултипликативна. Понатаму, бидејќи функцијата ( )n  е мултипликативна, доби-

ваме дека функциите 3

|

( )
k n

k  и 2

|

( ( ))
k n

k  се мултипликативни. Затоа, доволно е 

идентитетот (4) да го докажеме за броеви од обликот 
an p , каде p   е прост број 

и 0a . Имаме  
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1
( 1)( 2)3 3 3 2

2
0 1|

1
2 2 2

1 0 |

( ) ( ) [ ]

( ) ( ( )) ( ( )) ,

a

a

a a
a ai

i id p

a a
i

i i d p

d p i

i p d


 

 



 

    

    

  

  

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

 

 

3. КОНВОЛУЦИСКИ ПРОИЗВОД  

 

3.1. Теорема. Нека ( )f n  и ( )g n  се мултипликативни функци. Тогаш и функ-

цијата  

|

( ) ( ) ( )n
d

d n

h n f d g     (1) 

е мултипликативна.  

Доказ. Нека m
 
и n  се заемно прости броеви. Ако 1d  се менува во множество-

то делители на m
 
и 2d  се менува во множеството делители на n , тогаш 1 2d d  се 

менува во множеството делители на mn  и обратно. Затоа  

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( ) ( )

              = ( ) ( ) ( ),

m n
d d

d m d m

m n
d d

d d mn

mn
d d

d d mn

h m h n f d g f d g

f d f d g g

f d d g h mn

 



 





 

т.е. функцијата h  е мултипликативна. ■ 

 

3.2. Дефиниција. Нека  f  и g  се аритметички функции. Функцијата h  опре-

делена со равенството (1) ја нарекуваме конволуциски производ или производ на 

Дирихле за функциите  f  и g . Притоа ја прифаќаме ознаката *h f g .  

 

3.3. Непосредна последица од претходната теорема е теорема 1.3. Навистина, 

доволно е да забележиме дека функцијата ( ) 1,g n n   е мултипликативна. По-

натаму, аналогно на доказот на теоремата 3.1 може да се докаже следнава теорема. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

Теорема. Нека ( )f n  и ( )g n  се мултипликативни функци. Тогаш и функцијата  

|

( ) ( ) ( )
k

k

n

d
d n

h n f d g   

е мултипликативна. ■ 
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3.4. Теорема. а) Ако ,f g  и h  се аритметички функции, тогаш  

* *f g g f  и ( * )* *( * )f g h f g h , 

т.е. конволуцискиот производ е комутативен и асоцијативен.  

б) За секоја аритметичка функција f  важи * *f e e f f  , каде функцијата 

:e   е определена со  

1, ако 1,
( )

0, ако 1.

n
e n

n


 


 

Доказ. а) Нека f  и g  се аритметички функции. Тогаш  

1
1

1
| |

( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( * )( )n n
d d

d n d n

f g n f d g f g d g f n    , 

бидејќи ако d  се менува во множеството делители на n , тогаш 1
n
d

d    се менува 

во множеството делители на n  и обратно.  

Нека ,f g  и h  се аритметички функции. Тогаш за секој n  важи  

| | |

( *( * ))( ) ( )( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n
a

n n
a ab

an an abc nb

f g h n f a g h f a g b h f a g b h c


        

| | |

(( * )* )( ) ( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n
c

n n
c bc

cn cn abc nb

f g h n f g h c h c g b f f a g b h c


      ,  

па затоа ( * )* *( * )f g h f g h .  

б) За секој n  важи   

|

( * )( ) ( ) ( ) ( )n
d

d n

e f n e d f f n  , 

па затоа * *f e e f f  . ■ 

 

3.5. Теорема. Нека f  е аритметичка функција. Ако (1) 0f  , тогаш постои 

единствена аритметичка функција g  таква што *f g e .  

Доказ. Нека f  е аритметичка функција таква што (1) 0f  .  

Индуктивно ќе конструираме аритметичка функција g  за која важи  

( * )( ) ( )f g n e n , за секој n . 

За 1n   имаме (1) (1) ( * )(1) (1) 1f g f g e   , па затоа 1
(1)

(1)
f

g  .  

Нека 1n   и да претпоставиме дека (1), (2),..., ( 1)g g g n  се еднозначно опре-

делени така што важи ( * )( ) ( )f g k e k  за 1,2,..., 1k n  . Тогаш  

| |
1

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( * )( ) ( ) 0

n n
d d

d n d n
d

f g n f d g f d g

f g n e n



 

  

 
, 

па затоа  
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1
(1)

|
1

( ) ( ) ( )n
f d

d n
d

g n f d g



   ,  

што значи дека ( )g n  е еднозначно определен. Конечно, од принципот на матема-

тичка индукција следува дека постои единствена аритметичка функција g  таква 

што *f g e . ■ 

 

3.6. Дефиниција. Нека f  е аритметичка функција таква што (1) 0f  . Единст-

вената аритметичка функција g  таква што *f g e  ја нарекуваме конволуциска 

инверзија на f .  

Притоа, ја користиме ознаката 
1g f  .  

 

3.7. Коментар. Во забелешка 1.2. а) видовме дека за секоја мултипликативна 

функција f  важи (1) 1 0f   , што според теорема 3.5 значи дека секоја мулти-

пликативна функција f  има конволуциска инверзија.  

 

 

 

4. ФУНКЦИЈА НА МЕБИУС  

 

4.1. Дефиниција. Функција :   определена со  

1, 1

( ) 0, ако  е делив со квадрат на природен број поголем од 1,

( 1) , ако  е производ на  различни прости броеви,r

n

n n

n r

 


  



 

за n  ја нарекуваме функција на Мебиус.  

 

4.2. Теорема. Функцијата на Мебиус е мултипликативна.  

Доказ. Нека m  и n  се заемно прости броеви. Ако 1m  или 1n  , тогаш ра-

венството ( ) ( ) ( )mn m n    е исполнето, бидејќи (1) 1  . Ако 1, 1m n   и ба-

рем еден од броевите m  и n  се дели со квадрат на природен број поголем од 1, 

тогаш равенството е исполнето бидејќи ( ) 0mn   и ( ) 0m   или ( ) 0n  . Нека 

1 2... rm p p p  и 1 2... sn q q q , каде 1 2 1 2, ,..., , , ,...r sp p p q q q  се различни прости бро-

еви. Тогаш ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )r s r smn m n        .  

Конечно, од претходно изнесеното следува дека функцијата   е мултиплика-

тивна. ■ 

 

4.3. Теорема. Ако :f   е мултипликативна функција, тогаш  
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1 2
|

( ) ( ) (1 ( ))(1 ( ))...(1 ( ))r
d n

d f d f p f p f p     , 

каде 1 2
1 2 ... r

rn p p p
    е каноничното претставување на природниот број 1n  .  

Доказ. Функциите f  и   се мултипликативни, па затоа функцијата ( ) ( )n f n  

е мултипликативна и од последица 1.4 следува  

2 2

| 1

( ) ( ) (1 ( ) ( ))(1 ( ) ( ))...(1 ( ) ( ))i i
r

i i i i i i
d n i

d f d p f p p f p p f p
 



      . 

Но,  

2 2

2

(1 ( ) ( ))(1 ( ) ( ))...(1 ( ) ( )

(1 ( 1) ( ))(1 0 ( ))...(1 0 ( )

1 ( ),

i i

i

i i i i i i

i i i

i

p f p p f p p f p

f p f p f p

f p

 



   

      

 

 

па затоа точно е равенството (1). ■ 

 

4.4. Теорема. Нека f  е мултипликативна функција и нека 
|

( ) ( )
d n

F n f d . То-

гаш за секој N  важи  

1 1

( ) ( )[ ]
N N

N
k

n k

F n f k
 

  . 

Доказ. Имаме  

1 1 |

( ) ( )
N N

n n d n

F n f d
 

   .     (1) 

Нека k N  е даден природен број. Тогаш ( )f k  се појкавува во 
|

( )
d n

f d  ако и 

само ако |k n . Бројот на појавувања на ( )f k  од десната страна на (1) е еднаков на 

бројот на броевите од множеството {1,2,..., }N  кои се деливи со k  и овој број е 

еднаков на [ ]N
k

. Според тоа,  

1 1 | 1

( ) ( ) ( )[ ]
N N N

N
k

n n d n k

F n f d f k
  

     . ■ 

 

4.5. Последица. За секој N  важи  

1 1

( ) [ ]
N N

N
n

n n

n
 

   . 

Доказ. Имаме 
|

( ) 1
d n

n   , па затоа тврдењето следува од претходната теорема 

применета на мултипликативната функција ( ) 1f n   за n . ■ 
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4.6. Последица. За секој N  важи  

1 1

( ) [ ]
N N

N
n

n n

n n
 

   . 

Доказ. Имаме 
|

( )
d n

n d  , па затоа тврдењето следува од претходната теорема 

применета на мултипликативната функција ( )f n n  за n . ■ 

 

 

4.7. Последица. За секој n  важи  

|

1, ако  1,
( )

0, ако  1.d n

n
d

n


  


  

Доказ. За 1n   равенството следува од дефиницијата на  . Нека 1n  . До-

волно е да претпоставиме дека 1 2... rn p p p . Во спротивно ( ) 0n  . Функцијата 

( ) 1f n   е мултипликативна и важи ( ) 1f p  , за секој прост број p . Сега, од тео-

рема 4.3 следува  

1 2
| |

( ) ( ) ( ) (1 ( ))(1 ( ))...(1 ( ))r
d n d n

d d f d f p f p f p         

(1 1) (1 1)...(1 1) 0      . ■ 

 

4.8. Последица. За секој N  важи  

1

( )[ ] 1
N

N
n

n

n


  . 

Доказ. Ако во теорема 4.4 земеме ( ) ( )f n n  и ја примениме последица 4.7, 

добиваме  

1 1 | 2 |

( )[ ] ( ) (1) ( ) (1) 1
N N N

N
n

n n d n n d n

n d d
  

            . ■ 

 

4.9. Последица. За секој N  важи  

( )

1

| | 1
N

n

n
n





 . 

Доказ. Од последица 4.8 последователно добиваме  

1

1 1 2

( )

1 2 2

( )( { }) 1,

( ) 1 ( ){ } 1 { } ( ){ },

| | 1 { } { } 1 { } 1 1 0 1 ,

N
N N
n n

n

N N N
N N N
n n n

n n n

N N N
n N

n n
n n n

n

n n N n

N N N N N



  



  

  

       

          



  

  
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од каде следува бараното неравенство. ■ 

 

4.10. Теорема (Мебиусова инверзна формула). Нека :f   е произволна 

мултипликативна функција и  

|

( ) ( )
d n

F n f d  

е нејзината функција сума. Тогаш  

|

( ) ( ) ( )n
d

d n

f n F d  .           (1) 

Формулата (1) ја нарекуваме Мебиусова инверзна формула.  

Доказ. Имаме  

| | | | |

( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( )n n n
d d d

d n d n t d d n t d

F d f t f t         . 

Нека t  е фиксиран делител на n . Од сите собирци во горниот збир, во кои фигури-

ра t , пред заграда го вадиме ( )f t . Во заградата остануваат сите собирци од видот 

( )n
d

 , каде d  е делител на n  и d  се дели со t . Нека d tk , k . Тогаш 
n
tn

d k
  и 

условот |d n  е еквивалентен на условот | n
t

k . Значи, во заградите остануваат сите 

собирци од видот ( )
n
t

k
 , за кои | n

t
k . Според тоа, коефициентот пред ( )f t  е  

| |

( ) ( )
n
t

n n
t t

k
k l

l    , 

при што искористивме, дека ако k  се менува во делителите на n
t

, тогаш бројот 

n
t

k
l   повторно се менува во делителите на n

t
. Но, од последица 4.7 следува, дека  

|

1, ако  ,
( )

0, ако  .n
t

l

t n
l

t n


  


  

Значи,  

| | | ,|

( ) ( ) ( )( ( )) ( ) 0 ( ) 1 ( )
n
t

n
d

d n t n t n t nl

F d f t l f t f n f n


           . ■ 

 

4.11. Теорема. Нека :f   е произволна мултипликативна функција и  

|

( ) ( )
d n

F n f d .  

Тогаш  

( )

|

( ) ( ( )) dn
d

d n

f n F  . 
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Доказ. Како и во доказот на теорема 4.10, за произволен t  ги разгледуваме со-

бирците на кои ( )d  е степен. Со аналогни размислувања добиваме  

|

( )

( ) ( )

| | ||

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )
nd
t

n
d

d

d dn
d

d n d n t nt

F f t f t f n



 



      . ■ 

 

4.12. Теорема. Нека f  е аритметичка функција и F  е нејзината функција су-

ма. Ако F  е мултипликативна функција, тогаш функцијата f  е мултипликатив-

на.  

Доказ. Нека ,m n  се такви што ( , ) 1m n   и нека d  е делител на mn . Тогаш 

d ab , каде | , |a m b n  и ( , ) 1a b  . Сега, од Мебиусовата инверзна формула сле-

дува  

| | , |

| , |

| |

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ) ( ),

mn mn
d ab

d mn a m bn

m n
a b

a m bn

m n
a b

a m bn

f mn F d F ab

F F a b

F a F b f m f n

   

  

   

 



 

 

што значи дека функцијата f  е мултипликативна. ■ 

 

4.13. Пример. а) Докажи дека за секој природен број n  важи  

|

( ) ( ) ( 1)k

d n

d d    , 

каде ( )k v n  е бројот на различните прости делители на n .  

б) Ако 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

  е каноничната факторизација на природниот број n , 

докажи дека  

1 2
|

( ) ( ) ( 1) ...k
k

d n

d d p p p    .  

Решение. а) Равенството непосредно следува од теоремата 4.3, применета на 

мултипликативната функција ( ) ( )f n n  .  

б) Равенството непосредно следува од теоремата 4.3, применета на мултипли-

кативната функција ( ) ( )f n n . ■ 

 

4.14. Пример. а) Докажи дека за секој природен број n  важи  

|

( ) ( ) 1n
d

d n

d   .  

б) Докажи дека за секој прирдоен број n  важи  
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|

( ) ( )n
d

d n

d n   .  

Решение. а) Равенството непосредно следува од Мебиусовата инверзна форму-

ла, применета на мултипликативната функција ( ) 1f n   чија функција сума е ( )n .  

б) Равенството непосредно следува од Мебиусовата инверзна формула, приме-

нета на мултипликативната функција ( )f n n  чија функција сума е ( )n .  

 

 

 

5. ОЈЛЕРОВА ФУНКЦИЈА  

 

5.1. Дефиниција. За секој природен број n  со ( )n  да го означиме бројот од 

сите природни броеви m  такви што m n  и ( , ) 1m n  . Аритметичката функција 

  ја нарекуваме Ојлерова функција.  

Јасно, (1) 1   и ( ) 1n n    ако и само ако n  е прост број.  

Вредностите на функцијата   за првите 17 природни броеви се дадени во 

следнава табела:  
 

m  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

( )m  1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8 8 16 
 

Забележуваме дека (12) 4 2 2 (3) (4)      , што укажува на мултипликатив-

носта на функцијата  , која покасно ќе ја докажеме.  

 

5.2. Теорема (Гаус). Ако n , тогаш 
|

( )
d n

d n  , при што сумирањето е по 

сите позитивни делители на n .  

Доказ. Нека d  е позитивен делител на n  и со ( )C d  да го означиме множество-

то од сите природни броеви ,m m n  такви што ( , )m n d . Ако 'd d , тогаш би-

дејќи цел број m  со бројот n  може да има најмногу еден најголем заеднички дели-

тел добиваме дека множествата ( )C d  и ( ')C d  немаат заеднички елементи. Поната-

му, множеството ( )C d  е еднакво на множеството од сите природни броеви ,m  

m n  такви што ( , ) 1m n
d d

 , што значи дека тоа ги содржи природните броеви m
d

 

кои се помали или еднакви на n
d

 и се заемно прости со n
d

, па затоа бројот на еле-

ментите на множеството ( )C d  е еднаков на ( )n
d

 . Но, унијата на сите овие мно-

жества е еднаква на множеството природни броеви помали или еднакви на n , па 
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затоа 
|

( )n
d

d n

n  . Конечно, бидејќи за секој d  делител на n  бројот n
d

 е делител на 

n  и обратно, од последното равенство следува  

| |

( ) ( )n
d

d n d n

n d     . ■  

 

5.3. Теорема. Функцијата   е мултипликативна.  

Доказ. Според теоремата 5.2. функцијата ( )F n n  е функција сума на Ојлеро-

вата функција  . Но, функцијата F  е мултипликативна, па од теоремата 4.12 сле-

дува дека Ојлеровата функција   е мултипликативна. ■ 

 

5.4. Теорема. Ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  е каноничниот запис на број n , тогаш  

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

( ) ... (1 )(1 )...(1 )

(1 )(1 )...(1 ).

k

k

k

aa a
k p p p

p p p

n p p p

n

    

   
 

Доказ. Единствени броеви меѓу 1 и 
ap  кои не се заемно прости со p  се бро-

евите што се деливи со p , а такви се: 
1,2 ,3 ,..., ap p p p p

 и нив ги има 
1ap 

. Спо-

ред тоа,  

1 1( ) (1 )a a a a
p

p p p p     .  

Сега, од теорема 5.3. следува  

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 1
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

( ) ( ... ) ( ) ( )... ( )

(1 ) (1 )... (1 )

... (1 )(1 )...(1 )

(1 )(1 )...(1 ),

k k

k

k

k

k

k

a aa a a a
k k

aa a
kp p p

aa a
k p p p

p p p

n p p p p p p

p p p

p p p

n

      

   

   

   

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

5.5. Последица. Ако 2,n n  , тогаш ( )n  е парен број.  

Доказ. Нека 2kn m , 1k   и m  е непарен број. Тогаш  

1( ) (2 ) (2 ) ( ) 2 ( )k k kn m m m      , 

па затоа ( )n  е парен број. Понатаму, ако 
kn p m , p  е непарен прост број, m  е 

непарен број и ( , ) 1p m  , тогаш  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )k k k k kn p m p m p p m p p m            

па затоа ( )n  е парен број. ■  
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5.6. Последица. За секој природен број n  важи  

( )

|

( )
d

d
d n

n n


   . 

Доказ. Прв начин. Очигледно за 1n   равенството (1) е исполнето. Нека 1n   

и 1 2
1 2 ... r

rn p p p
    е каноничното претставување на n . Функцијата 1( )

n
f n   е 

мултипликативна, па од теоремата 4.3 следува, дека  

1 2

1 2

( ) 1 1 1

|

( )1 1 1 1

(1 )(1 )...(1 )

(1 )(1 )...(1 ) .

r

r

d

d p p p
d n

n

n p p p n
n





   

    


 

Втор начин. Според теоремата 5.2 важи 
|

( )
d n

d n  . Сега, од теоремата 4.10 

следува равенството 
|

( ) ( ) n
d

d n

n d   . ■  

 

5.7. Лема. За секој природен број 2n   важи  

4ln
( ) n

n
n  . 

Доказ. Функцијата 
2

( ) ( )
( )

n n

n
f n

 
  е мултипликативна. Понатаму, ако p  е 

прост број, тогаш за секој j  важи:  

1 1

2 1 2

( 1) ( 1) 1 1

( 1)
( ) 1 1

j j

j j

p p pj

p p p p
f p

 



 


     .  (1) 

Според тоа, ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  е каноничното претставување на n , тогаш бидеј-

ќи f  е мултипликативна од (1) следува  

1 2 1 2

2 2 2
1 2

2 2

1 2 1 2

1 1 1

( 1)( 1)1 1
2

2 2

( ) ( ... ) ( ) ( )... ( )

(1 )(1 )...(1 )

(1 ) .

k k

k

a aa a a a
k k

p p p

m m

m mm m

f n f p p p f p f p f p

 
 

 

 

   

    

 

Значи, 
2

2 ( )
( ) n

n
n


  . Но, од лемата 2.4 следува дека за секој природен број 2n   

важи 1 1
( ) (1 ln )n n n 

 , па затоа за секој природен број 2n   важи  

2 2

2 ( ) 2 (1 ln ) 2(1 ln ) 4ln
( ) n n n n

n n n n n
n

  
     . ■ 

 

5.8. Пример. Ако n  е парен совршен број, тогаш 
1 1( ) 2 (2 1)p pn     , за не-

кој прост број p . Докажи!  
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Решение. Парен природен број n  е совршен ако и само ако има облик  

12 (2 1)p pn   , 

каде 2 1p   е Мерсенов прост број. Според тоа,  

1 2

2 1 1 1

( ) (2 ) (2 1) 2 (2 1 1)

2 2(2 1) 2 (2 1),

p p p p

p p p p

n  

   

      

    
 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

5.9. Пример. Докажи дека 
2

( ) nn   за секој природен број n .  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

  е канонична факторизација на бројот n  каде 

1 2 ... kp p p    се прости броеви и 1i   за 1,2,...,i k . Имаме  

1 2 11 1
1 21 2( ) ... ( 1)( 1)...( 1)k

kkn p p p p p p
    

     . 

За 3ip   имаме 
2 3i ip p , т.е. 

2 1 3i ip p  , па затоа 
2( 1)i ip p  , односно 

1i ip p  . Ќе разгледаме два случаја.  

Ако 1 2p  , тогаш бидејќи 1
2 2

i
i


    за секој природен број i  добиваме  

21

1 11
212 2 21 2

21
2 2 1 22

111
22

111 1
2 32 22

1 1
2 1 22 2 2

( ) 2 ... (2 1)( 1)...( 1)

2 ... ... 2 ...

2 ... ... .

k

kk

k
k

kk

kk k

n
k k

n p p p p

p p p p p p p

p p p p p


   

       

 

    

  

   

 

Ако 1 2p  , тогаш  

1 2

1 1 1
1 21 2 2 2 2

1 2
2 2 2 1 2

11 1
1 21 2

11 1
1 21 2 1 2

1 2 1 2 2

( ) ... ( 1)( 1)...( 1)

... ... ...

... ... ,

k

kk

k
k

kk

kk k

n
k k

n p p p p p p

p p p p p p p p p

p p p p p p n
 

    

         

 

    

 

   

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

5.10. Пример (Шинцел). Докажи дека постојат бесконечно многу природни 

броеви k  такви што равенката ( )n k   нема решение.  

Решение. Нека 2 7 , 1mk m   . Ако 1 2
1 2 ... taa a

tn p p p , тогаш  

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

11 1
1 21 2

( ) ... (1 )(1 )...(1 )

... ( 1)( 1)...( 1).

t

t

t

aa a
t p p p

aa a
t t

n p p p

p p p p p p
 

    

   
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Ако најмалку два од простите броеви 1 2, ,..., tp p p  се непарни, тогаш 4 | ( )n , па 

затоа ( )n k  . Ако 2a bn p , каде 3p  , тогаш  

1 11 1
2

( ) 2 (1 )(1 ) 2 ( 1)a b a b
p

n p p p        

и лесно се покажува дека и во овој случај ( )n k  . ■ 

 

5.11. Пример. Нека 4n   е сложен број таков што | ( ) ( ) 1n n n   . Докажи 

дека n  има најмалку три различни прости делители. 

Решение. За секој сложен број 4n   бројот ( )n  е парен, па затоа ( ) ( ) 1n n    

е непарен број. Сега од | ( ) ( ) 1n n n    следува дека n  е непарен број. Ќе докаже-

ме дека во каноничната факторизација на n  степенот на секој прост делител p   е 

еднаков на еден.  

Нека претпоставиме спротивно, т.е. дека степенот на некој прост делител p  е 

најмалку 2, односно , 2n p a  . Од |p n  следува | ( ) ( ) 1p n n   . Имаме, 

1( ) ( 1)n p p q   . Јасно | ( )p n . Сега, од | ( )p n  и | ( ) ( ) 1p n n    следува 

1p  , што е противречност. Значи, 1  .  

Сега нека претпоставиме дека n  има најмногу два прости делители, т.е. нека 

n pq . Имаме, ( ) ( 1)( 1)n p q     и ( ) (1 )(1 )n p q    , па затоа  

2 2 2 2| ( 1)( 1)( 1)( 1) 1 2pq p q p q p q p q         , т.е. 
2 2 2p q

pq
k

 
   . 

Нека ( , )a b  е пар од природни броеви за кои важи 2 2 2a b kab    и притоа 

збирот a b  е најмал. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека 

a b . Ја разгледуваме квадратната равенка 
2 2 2 0a kab b     по непозната a . 

Од Виетовите формули следува дека 
2 2b
a
  е решение на оваа равенка. Оттука 

2 2( , )b
a

b  е нов пар кој е решение на равенката. Од минималноста на a b  следува 

дека 
2 2b
a

a b b   , од каде следува дека a b , што е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека n  има најмалку три раз-

лични прости делители. ■ 

 

5.12. Пример. Докажи, дека ( ) ( ) 2n n n   , при што знак за равенство важи 

ако и само ако 1n   или n  е прост број.  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p . Имаме  

11 11 2
1 21 2

1 2 1 2

11 11 1 1
1 2 1 1 1

( ) ( ) ... (1 )(1 )...(1 ) ...
aa a k
kk

k k

pp paa a
k p p p p p p

n n p p p
   

  
           
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( 1)( 1) ( 1)1 2
1 2

1 1 1
1 2

1 2

1 2

(1 )(1 )...(1 )1 1 1

(1 )(1 )...(1 )

( 1)( 1) ( 1)
1 2

[(1 )(1 )...(1 ) ]

2 (1 )(1 )...(1 ) 2 ,

aa a k
k

k p p pk

k

p p p

p p p

aa a
k

n

n p p p n

    
  

  

    

    

    

 

при што знак за равенство важи ако и само ако 1n   или n  е прост број. ■ 

 

5.13. Пример. Докажи, дека  

|

( ) ( ) ( )n
k

k n

k n n    .     (2) 

Решение. Функциите ( )n  и ( )n  се мултипликативни, па затоа левата страна 

на (2) е мултипликативна функција. Јасно, функцијата ( )n n  е мултипликативна, 

па затоа доволно е да докажеме дека (2) важи за броеви од облик 
an p , каде p  е 

прост број и a . Од својствата на функциите   и   следува:  

0 1|

1

1

1
1

1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )(1 ... )

( ) ( )

( 1) ( ),

a

a

a a
p i a i a i a i
k

i ik p

a
a i i a i

i

a a a
a a i i a i

i i i

a a a

k p p p p p

p p p p p

p p p p ap p

a p p p

 

 

 






  

         

      

      

   

  



  

 

што и требаше да се докаже. ■ 
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IV ГЛАВА  

КОНГРУЕНЦИИ  

 

 

 

1. ПОИМ ЗА КОНГРУЕНЦИЈА  
 

1.1. Во претходните разгледувања видовме дека броевите кои што при делење 

со еден број даваат ист остаток се од посебен интерес во теоријата на броеви. 

Токму затоа тие биле предмет на истражување на многу знаменити математичари, 

што довело до поимот конгруенција во множеството на целите броеви, т.е. до ме-

тодот на конгруенции во множеството на целите броеви. Овој метод е формален 

аритметички метод заснован на разгледување на својствата на целите броеви кои 

имаат еднакви остатоци при делење со еден број. Методот прв го разработил гер-

манскиот математичар Гаус, но многу резултати биле познати и пред Гаус.  

 

1.2. Дефиниција. Нека ,a b  и m . Ако | ( )m a b , тогаш ќе велиме дека 

бројот a  е конгруентен со бројот b  по модул m  и ќе пишуваме (mod )a b m . 

Ако | ( )m a b , тогаш ќе велиме дека бројот a  не е конгруентен со бројот b  

по модул m  и ќе пишуваме (mod )a b m . 

 

1.3. Теорема. Нека ,a b  и m . Тогаш:  

а) (mod )a b m  ако и само ако постои цел број k  таков што a b km  ,  

б) (mod )a b m  ако и само ако при делење со m  броевите a  и b  имаат 

еднакви остатоци,  

в) ако (mod )a b m  и |d m , тогаш (mod )a b d ,  

г) ако (mod )a b m  и 0c  , тогаш (mod )ac bc mc .  

Доказ. а) Од дефиницијата 1.2 следува дека (mod )a b m  ако и само ако 

| ( )m a b . Понатаму, | ( )m a b  ако и само ако постои цел број k  таков што 

a b km  , т.е. постои цел број k  таков што a b km  .  

б) Нека a mp r   и b mq s  , , , ,p q r s , 0 ,r s m  . Тогаш (mod )a b m  

ако и само ако | ( )m a b , што значи ако и само ако  

| [( ) ( )]m mp r mq s   . 

Според тоа, (mod )a b m  ако и само ако | [ ( ) ( )]m m p q r s   . 

Значи, (mod )a b m  ако и само ако | ( )m r s . Но, m r s m    , па затоа 

(mod )a b m  ако и само ако 0r s  , т.е. ако и само ако r s .  

в) Од (mod )a b m  следува | ( )m a b  и како |d m , следува дека | ( )d a b .  
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Сега, од дефиницијата 1.2 следува дека (mod )a b d . 

г) Од (mod )a b m  следува |m a b . Понатаму, 0c   па од |m a b  следува 

| ( )mc a b c ac bc   , што според дефиницијата 1.2 значи (mod )ac bc mc . ■ 

 

1.4. Теорема. Нека m  и ,a b . Тогаш  

а) (mod )a a m ,  

б) Ако (mod )a b m , тогаш (mod )b a m ,   

в) Ако (mod )a b m  и (mod )b c m , тогаш (mod )a c m .  

Доказ. а) Од 0a a  , за секој a  следува (mod )a a m , за секој a .  

б) Ако (mod )a b m , тогаш | ( )m a b . Од ( 1)( )b a a b     следува 

| ( )m b a , па од дефиницијата 1.2 заклучуваме дека (mod )b a m .  

в) Ако (mod )a b m  и (mod )b c m , тогаш | ( )m a b  и | ( )m b c . Според 

тоа, | [( ) ( )]m a b b c a c      па затоа (mod )a c m . ■ 

 

1.5. Теорема. Ако (mod )a b m  и (mod )c d m , тогаш  

(mod )a c b d m   , (mod )a c b d m    и (mod )ac bd m . 

Доказ. Нека (mod )a b m  и (mod )c d m . Од дефиниција 1.2 имаме дека 

| ( )m a b  и | ( )m c d . Според тоа  

| [( ) ( )] ( ) ( )m a b c d a c b d       , 

| [( ) ( )] ( ) ( )m a b c d a c b d        и  

| [ ( ) ( )]m c a b b c d ac bd     , 

што значи дека  

(mod )a c b d m   , (mod )a c b d m    и (mod )ac bd m . ■ 

 

1.6. Последица. а) Ако (mod )a b m , тогаш  

(mod )a c b c m   , (mod )a c b c m    и (mod )ac bc m  

за секој c .  

б) Ако (mod )a b m , тогаш (mod )n na b m  за секој n .  

Доказ. Непосредно следува од теоремите 1.4 и 1.5. ■ 

 

1.7. Последица (Лагранж). Нека  

1
1 1 0( ) ...k k

k kf x a x a x a x a
     , ,ia   0,1,2,...,i k . 

Ако (mod )a b m , тогаш  

( ) ( ) (mod )f a f b m . 
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Доказ. Од последицата 1.6 б) следува (mod )t ta b m  за 0,1,...,t k . Сега од 

последицата 1.6 а) следува   

(mod )t t
t ta a a b m  за 0,1,...,t k   

1 1
1 1 0 1 1 0... ... (mod )k k k k

k k k ka a a a a a a a b a b a b a m 
           

односно ( ) ( ) (mod )f a f b m . ■  

 

1.8. Коментар. Да забележиме дека теорема 1.5 всушност покажува дека рела-

цијата   по даден модул е согласна со операциите собирање, одземање и множе-

ње на конгруенции.  

Меѓутоа, релацијата   не е согласна со релацијата делење на цели броеви 

(дури и кога последната е дефинирана). Имено, во конгруенцијата 8 4(mod12)  

броевите 8 и 4  се деливи со 2 и со 4, меѓутоа ако поделиме со 2, односно со 4 

добиваме 4 2 (mod12)  односно 2 1(mod12) , што не е точно.  

 

1.9. Теорема. а) Ако ( , )a m d , m
d

q   и (mod )ab ac m , тогаш (mod )b c q .  

б) Ако ( , ) 1a m   и (mod )ab ac m , тогаш (mod )b c m . 

в) Ако ( , )a m d , m
d

q   и (mod )b c q , тогаш (mod )ab ac m . 

Доказ. а) Нека ( , )a m d  и (mod )ab ac m . Постојат цели броеви p  и q  такви 

што m dq  и a dp , ( , ) 1p q  . Од (mod )ab ac m  следува дека постои k  

таков што ab ac mk  . Ако последното равенство го поделиме со d  го добиваме 

равенството pb pc qk   од што следува ( )p b c qk  . Но, ( , ) 1p q   од каде следу-

ва | ( )q b c , т.е. (mod )b c q .  

б) Следува од тврдењето под а) за 1d  .  

в) Бидејќи ( , )a m d , добиваме a dp  и m dq , за некои цели броеви p  и q . 

Понатаму, од (mod )b c q  следува дека постои k  таков што b c qk  . По-

следното равенство го множиме со a  и добиваме дека ab ac aqk   и ако замени-

ме за a dp  добиваме дека  

( )( ) ( )ab ac dq pk ac m pk    , 

односно ( )ab ac m pk  . Конечно, | ( )m ab ac , т.е. (mod )ab ac m . ■ 

 

1.10. Теорема. Ако (mod )a b m , (mod )a b n  и [ , ]m n k , тогаш  

(mod )a b k . 

Доказ. Нека ( , )m n t . Тогаш n pt  и m qt , каде ( , ) 1p q   и [ , ]m n pqt . 

Од | ( )n a b  и | ( )m a b  следува дека | ( )pt a b  и | ( )qt a b , т.е. a b ptr   и 
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a b qts  . Значи, ptr qts , т.е. pr qs  и бидејќи ( , ) 1p q   добиваме |p s  т.е. 

s pu . Со замена во a b qts   добиваме a b qtpu  , т.е. | ( )pqt a b . Но, 

[ , ]m n pqt k  , па затоа (mod )a b k . ■  

 

1.11. Теорема.  Ако (mod )x y m , тогаш ( , ) ( , )x m y m . 

Доказ. Од (mod )x y m  следува дека постои z  таков, што y x mz  . 

Бидејќи ( , ) |x m x  и ( , ) |x m m , добиваме ( , ) |x m y , што значи ( , ) | ( , )x m y m . На 

потполно ист начин се добива ( , ) | ( , )y m x m , па затоа ( , ) ( , )x m y m . ■ 

 

1.12. Теорема. Нека a  и ,m n . Тогаш 
( , )( 1, 1) 1m n m na a a    . 

Доказ. Нека ( 1, 1)m nd a a    и ( , )m n k , т.е. 1 1,m km n kn  . Тогаш  

1

1

( 1)

( 1)

1 ( 1)( ... 1),

1 ( 1)( ... 1),

k mm k k

k nn k k

a a a a

a a a a





     

     
 

па затоа ( , )1 1k m na a    е делител на ( 1, 1)m nd a a   . Од друга страна, по-

стојат природни броеви x  и y  такви што k mx ny  , па како 1(mod )ma d  и 

1(mod )na d , добиваме 1 (mod )mx nx k ka a a a d    . Значи, ( 1, 1)m nd a a    

е делител на  
( , )1 1k m na a   , што повлекува  

( , )( 1, 1) 1m n m na a a    . ■ 

 

1.13. Последица. Нека ,a b , ( , ) 1a b   и ,m n . Тогаш  

( , ) ( , )( , )m m n n m n m na b a b a b    . 

Доказ. Доказот е аналоген на доказот на теоремата 1.12. Деталите ги оставаме 

на читателот за вежба. ■  

 

1.14. Пример. Докажи, дека 
2 199141|(1 3 3 ... 3 )    . 

Решение. Да забележиме дека  

2 1991 2 7 8 12 19841 3 3 ... 3 (1 3 3 ... 3 )(1 3 3 ... 3 )             .  (1) 

Од друга страна имаме  

1 1(mod41) , 3 3(mod41) , 
23 9(mod41) , 

33 27(mod41) , 

43 1(mod41)  , 
53 3(mod41)  , 

63 9(mod41)   и 
73 27(mod41)  . 

Значи,  

2 71 3 3 ... 3 0(mod41)     .   (2) 
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Конечно, од (1) и (2) следува 
2 199141|(1 3 3 ... 3 )    . ■ 

 

1.15. Пример. Природните броеви m  и n  се такви што бројот m n  е непа-

рен. Докажи дека бројот ( 3 )(5 7 )m n m n   не е точен квадрат.  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното и ( , )d m n . Тогаш ,m dx  

,n dy  ( , ) 1x y   и  

2( 3 )(5 7 ) ( 3 )(5 7 )m n m n d x y x y     . 

Бидејќи m n  е непарен, истото важи и за x y . Нека c  е најголемиот заеднички 

делител на 3x y  и 5 7x y . Броевите 3x y  и 5 7x y  се непарни, па затоа и c  е 

непарен. Јасно, c  е делител на броевите  

3(5 7 ) 7( 3 ) 8x y x y x     и 5( 3 ) (5 7 ) 8x y x y y    , 

па затоа тој е делител на x  и y . Но, ( , ) 1x y  , па затоа 1c  .  

Сега од претпоставката следува дека 
23x y a   и 

25 7x y b  , каде a  и b  се 

непарни природни броеви. Бидејќи броевите a  и b  се непарни добиваме  

2 2 0(mod8)b a  . 

Од друга страна  

2 2 4( )b a x y   , 

каде 2 ( )x y x x y     е непарен број. Значи, 8 не е делител на 2 2b a  што е 

противречност. Конечно, од добиената противречност следува тврдењето на зада-

чата. ■ 

 

1.16. Пример. Нека 1 2 3 4p p p p    и 1 2 3 4q q q q    се прости броеви 

такви што 4 1 8p p   и 4 1 8q q  . Нека 1 15, 5p q  . Докажи дека 1 130| p q . 

Решение. За секој прост број 3p   важи 1(mod6)p  . Ако 1 1(mod6)p  ,  

тогаш 4 3(mod6)p  , што не е можно бидејќи 4p  е прост број. Значи, 1 1p 

(mod6) . Аналогно важи 1 1(mod6)q  , па оттука  

1 1 0(mod6)p q  .    (3) 

Два од  броевите 1 1 12, 4, 6p p p    се прости бидејќи се непарни и се наоѓаат меѓу 

1p  и 4 1 8p p  . Бидејќи 1 4 3(mod6)p    добиваме дека 1 4p   не е прост број. 

Значи 2 1 3 12, 6p p p p    . Аналогно се добива дека  2 1 2q q   и 3 1 6q q  . 

Ако 1 2(mod5)p  , тогаш 4 0(mod5)p   што не е можно. Ако 1 3(mod5)p  , 

тогаш 2 0(mod5)p  , а ако 1 4(mod5)p  , тогаш 3 0(mod5)p   што исто така не е 

можно. Значи, 1 1(mod5)p  . Аналогно, 1 1(mod5)q  . Затоа   

1 1 0(mod5)p q  .    (4) 
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Од (3) и (4) следува 1 130| p q . ■ 

 

1.17. Пример. Нека герданот A  има 14 бисери, а герданот B  има 19 бисери. 

Докажи дека за секој непарен природен број n  постои начин да ги нумеририаме 

сите бисери со броеви од множеството  

{ , 1,..., 32}n n n   

така што секој број ќе се употреби само еднаш и броевите кои соодветствуваат на 

соседните бисери се заемно прости.  

Решение. Основната идеја на решението е што е можно повеќе да користиме 

последователни броеви за означување на соседни бисери, бидејќи соседните броеви се 

заемно прости. Ќе се обидеме од даденото множество на погоден начин да одделиме 14 

последователни броеви со кои ќе ги означиме бисерите од герданот A , т.е.  

, 1,..., 13n m n m n m      

(каде бројот ,1 18m m   дополнително ќе го определиме), додека преостанатите 

броеви формираат две низи последователни броеви со должина m , односно 19 m . 

Тоа се броевите  

, 1,..., 1, 14,..., 32n n n m n m n       

и со нив без да им се менува редоследот ќе ги означиме бисерите од герданот B . Прво 

да забележиме дека бидејќи n  е непарен број за герданот B  е исполнет условот 

( , 32) ( ,32) 1n n n   . Според тоа, условите од кои го определуваме бројот m  се  

( , 13) 1n m n m     и ( 1, 14) 1n m n m     . 

Точни се следниве равенства  

( , 13) ( ,13)n m n m n m      и  

( 1, 14) ( 1,15)n m n m n m       ,  

па затоа m  го определуваме од следниве три услови  

1) (mod13)m n ,  

2) 1 (mod3)m n   и  

3) 1 (mod5)m n  .  

Меѓутоа, од броевите 1, 2, ..., 18 најмногу два не го задоволуваат првиот услов, точно 

шест не го задоволуваат вториот услов и најмногу четири не го задоволуваат третиот 

услов. Според тоа, меѓу нив постои број 0m  кој ги задоволува сите услови. Ако сега 

ставиме 0m m , тогаш нумерирањата на двата гердана го имаат саканото својство. ■ 

 

1.18. Пример. Нека 1( )f x  е еднаков на квадратот на збирот на цифрите на при-

родниот број x , а 1 1( ) ( ( ))n nf x f f x . Пресметај 
1990

1991(2 )f .   

Решение. Прво да забележиме дека  

1990 700 7002 8 10  , 

па затоа  
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1990 2 7
1(2 ) (9 700) 5 10f     . 

Оттука следува  

1990 2
2(2 ) (4 7 9) 5000f      

и  

1990 2 2
3(2 ) (4 3 9) 31 961f      . 

Од друга страна, од 
62 1(mod9)  следува  

1990 42 2 7(mod9)  . 

Бидејќи секој број дава ист остаток по модул 9 како и неговиот збир на цифри, добиваме 

дека 
2

1( ) (mod9)f x x  за секој x , па затоа  

1990 2
1(2 ) 7 4(mod9)f  

  
и  

1990 2
2(2 ) 4 7(mod9)f   . 

Најпосле, имаме 
1990 2

3(2 )f n , при што 31n  и  

1990
2(2 ) 7(mod9)n f  . 

Според тоа,  

1990
3(2 ) {49,256,625}f  . 

Меѓутоа, во сите три случаи е 
1990

4(2 ) 169f  , па за 2n   имаме:  

1990
2 (2 ) 169nf   и 

1990
2 1(2 ) 256nf   . 

Значи, 
1990

1991(2 ) 256f  . ■ 

 

 

 

2. СИСТЕМИ ОСТАТОЦИ  

 

2.1. Од својствата на конгруенциите следува дека релацијата „... е конгруентен 

со ... по модул m  ...“ е релација за еквиваленција. Во однос на оваа релација мно-

жеството  го разбиваме на m  дисјунктни класи на еквиваленција. Во врска со 

претходно изнесеното ја имаме следнава дефиниција.  

Дефиниција. Ако (mod )x y m , тогаш y  го нарекуваме остаток од x  по мо-

дул m . Множеството 1 2, ,..., my y y  го нарекуваме комплетен систем остатоци по 

модул m  ако за секој x  постои еден и само еден  ,iy  1,2,...,i m , таков што 

(mod )ix y m .  
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2.2. Теорема. Секој цел број е конгруентен по модул m  со еден и само еден од 

броевите 0,1,2,..., 1m . 

Доказ. Нека a  е цел број. Јасно, (mod )a r m  за некој r , 0 r m  . Да прет-

поставиме дека (mod )a r m  и (mod )a s m , 0 ,r s m  . Тогаш, (mod )s r m , 

т.е. | ( )m s r  и бидејќи m s r m    , добиваме дека 0s r  , односно s r , 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

2.3. За секој {0,1,2,..., 1}r m   со ( )mC r  да го означиме множеството од сите 

цели броеви кои се конгруентни со r  по модул m . Од претходната теорема сле-

дува дека  

( ) ( )m mC r C s   за r s  

и дека  

(0) (1) ... ( 1)m m mC C C m     . 

Дефиниција. Множествата ( )mC r , {0,1,2,..., 1}r m   ги нарекуваме класи на 

конгруенции по модул m .  

 

2.4. Теорема. Множеството 0 1 1{ , ,..., }ma a a   е комплетен систем на остатоци 

по модул m  ако и само ако  

( )r ma C r  за 0,1,..., 1r m  .  

Доказ. Непосредно следува од претодните разгледувања. ■ 

 

2.5. Теорема. Нека ( , ) 1a m   и 1 2{ , ,..., }mS a a a  е комплетен систем остатоци 

по модул m . Тогаш за секој b  множеството 1 2{ , ,..., }mT aa b aa b aa b     е 

комплетен систем остатоци по модул m .  

Доказ. Од ( , ) 1a m   следува дека постојат ,c k  такви што 1ac mk  , што 

значи 1(mod )ac m . Ако d , тогаш постои единствен {1,2,..., }t m  таков што 

( ) (mod )tc d b a m  . Но, тогаш  

( ) (mod )td b ac d b aa m    , 

т.е. ( )(mod )td aa b m  . 

Ако ( )(mod )id aa b m  , тогаш  

( ) ( )(mod )i taa b aa b m   , 

па затоа iaa   (mod )taa m . Но, ( , ) 1a m   и од последната конгруенција и свој-

ствата на конгруенциите следува (mod )i ta a m , што значи i t . Според тоа, T  

е комплетен систем остатоци по модул m . ■ 

 

2.6. Од теоремите 2.2 и 2.4 следува дека секое множество од m  последова-

телни цели броеви е комплетен систем на остатоци по модул m . Така на при-
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мер, множеството {1, 2, ..., }m  е комплетен системи на остатоци по модул m . Ако 

m  е непарен број, тогаш и множеството  

1 1 1
2 2 2

{ , 1, ..., 1, 0,1, ..., }m m m       

е комплетен систем на остатоци по модул m .  

Фактот дека {0,1, ..., 1}m  е комплетен систем на остатоци по модул m  значи 

дека секоја комбинација на збирови, производи и разлики од овие броеви, по мо-

дул m  е повторно некој од тие броеви. Ова доведува до таканаречената модуларна 

аритметика. Во следните две табели се дадени операциите собирање и множење 

по модул 5.  

 

\a b  0 1 2 3 4  \a b  0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4  0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 0  1 0 1 2 3 4 

2 2 3 4 0 1  2 0 2 4 1 3 

3 3 4 0 1 2  3 0 3 1 4 2 

4 4 0 1 2 3  4 0 4 3 2 1 

(mod 5)a b     (mod 5)ab  

 

Од таблицата за множење по модул 5 следува дека 2 2 2 20 ,1 ,2 ,3  и 24  се кон-

груентни по модул 5 само со некој од броевите 0, 1 и 4. Но, 0, 1, 2, 3 и 4 е 

комплетен систем на остатоци по модул 5, па заклучуваме дека квадрат на при-

роден број при делење со 5 не дава остаток 2 и 3.  

 

2.7. Дефиниција. Нека 1 2{ , ,..., }mS a a a  е комплетен систем остатоци по мо-

дул m  и нека 'S S  се состои од сите броеви од S  кои се заемно прости со m . 

Тогаш 'S  го нарекуваме редуциран систем остатоци по модул m .  

 

2.8. Теорема. Ако ( , ) 1a m   и 'S  е редуциран систем остатоци по модул m , 

тогаш a  е конгруентен со единствен број од 'S . Ако ''S  е друг редуциран систем 

остатоци по модул m , тогаш 'S  и ''S  имаат еднаков број елементи.  

Доказ. Од дефиницијата 2.7 следува дека 1 2' { , ,..., }mS S a a a  , каде S  е 

комплетен систем остатоци по модул m . Затоа постои единствен број b S  таков 

да (mod )a b m . Од ( , ) 1a m   следува ( , ) 1b m  , па значи 'b S . Јасно, бидејќи 

b  е единствен во S  тој е единствен и во 'S .  

Нека ''S  е друг редуциран систем остатоци по модул m . Секој елемент од ''S  

е конгруентен со точно еден елемент од 'S , а бидејќи два различни елементи од 

'S  не се конгруентни, добиваме дека бројот на елементите на 'S  е поголем или 

еднаков со бројот на елементите на ''S . Ако ги замениме местата на ''S  и 'S  до-
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биваме дека бројот на елементите на ''S  е поголем или еднаков на бројот на еле-

ментите на 'S . Значи, 'S  и ''S  имаат еднаков број елементи. ■ 

 

2.9. Теорема. Ако 1m  и 'S  е редуциран систем остатоци по модул m , то-

гаш бројот на сите природни броеви помали или еднакви на m  и заемно прости со 

m  е еднаков на бројот на елементите на 'S .  

Доказ. Бидејќи {1,2,..., }S m  е комплетен систем остатоци по модул m , до-

биваме дека ' { | , ( , ) 1}S k k S m k    е редуциран систем остатоци по модул m . 

Сега тврдењето следува од теорема 2.8. ■  

 

2.10. Во точка III 5 за секој природен број n  вредноста ( )n  на Ојлеровата 

функција ја дефиниравме како бројот на природните броеви m  такви што m n  и 

( , ) 1m n  . Според тоа, ( )n  е еднаков на бројот на елементите на редуцираниот 

систем на остатоци по модул n  добиен од комплетниот систем на остатоци 

{0,1,2,..., 1}n  по модул n . Сега од теоремите 2.8 и 2.9 следува дека ( )n  е една-

ков на бројот на елементите на произволен редуциран систем на остатоци по мо-

дул n  и секој редуциран систем на остатоци 'S  по модул n  може да се запише 

во видот 1 2 ( )' { , ,..., }mS a a a .  

 

2.11. Теорема. Ако ( , ) 1a m   и 1 2 ( )' { , ,..., }mS a a a  е редуциран систем оста-

тоци по модул m , тогаш и множеството 1 2 ( )' { , ,..., }mT aa aa aa  е редуциран си-

стем остатоци по модул m .  

Доказ. Од дефиницијата 2.7 имаме 1 2' { , ,..., }mS S a a a  , каде S  е комплетен 

систем остатоци по модул m . Според теоремата 2.5 при 0b   множеството 

1 2{ , ,..., }mT aa aa aa  е комплетен систем остатоци по модул m . Сите броеви jaa , 

1,2,...,j m  се различни меѓу себе по модул m , па затоа доволно е да докажеме 

дека  

( , ) 1jaa m  , за 1,2,..., ( )j m  . 

Последното тврдење следува од равенствата  

( , ) ( , ) 1ja m a m  , за 1,2,..., ( )j m  . ■ 

 

2.12. Коментар. Горните разгледувања ни овозможуваат да дадеме е друг до-

каз дека функцијата   е мултипликативна, т.е. друг доказ на теоремата III 5.3, кој 

овде ќе го презентираме.  

Доказ на теорема III 5.3. Јасно (1) 1 0   . Нека ( , ) 1m n  . Во следнава та-

бела ќе го определиме бројот ( )mn  на елементите кои се заемно прости со mn . 

Имаме  
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1 2 3 ... ...

1 2 3 ... ... 2

... ... ... ... ... ... ...

( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 3 ... ( 1) ...

k n

n n n n k n

m n m n m n m n k mn

   

       

 

Да забележиме дека ако за фиксиран k  и за некој {0,1,2,..., 1}i m   бројот in k  

е заемно прост со n  ако и само ако и за секој {0,1,2,..., 1}j m   бројот jn k  е 

заемно прост со n . Со други зборови, во било која колона на дадената таблица 

или сите елементи се заемно прости со n  или ниту еден не е заемно прост со n . 

Колони во кои сите елементи се заемно прости со n  се ( )n  на број. Бидејќи 

( , ) 1m n  , во секоја колона има ( )m  елементи кои се заемно прости со m . Затоа 

вкупниот број елементи во табелата кои се заемно прости со m  и n , односно со 

mn , е еднаков на ( ) ( )m n  , од што следува ( ) ( ) ( )m n mn   . ■ 

 

Понатаму, теоремата III 5.4, т.е. формулата  

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

( ) ... (1 )(1 )...(1 )

(1 )(1 )...(1 ),

k

k

k

aa a
k p p p

p p p

n p p p

n

    

   
 

каде 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p  е каноничниот запис на број n  се докажува на потполно ист 

начин како во точка III 5, но теоремата на Гаус III 5.2, т.е. формулата  

|

( )
d n

d n  , n  

е непосредна последица од горните разгледувања.   

 

Доказ на теорема III 5.2. Нека 
|

( ) ( )
d n

f n d  . Функцијата ( )f n  е мултипли-

кативна, односно ( ) ( ) ( )f nm f n f m , за секои m  и n  такви што ( , ) 1m n  . Нека 

p  е прост број и 1а  . Тогаш 

|

( ( ) (1) () ( ))
a

a a

d p

f p d p p      

2 11 ( 1) ( ) ... ( ) .a a ap p p p p p         

Според тоа, ако 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p , тогаш 

1 21 2
1 2 1 2) ( ) ( )... ( ) ..( .k ka aa a a a

k kf n f p f p f p p p p n   . ■ 

 

2.13. Пример. Нека m  и r  се заемно прости броеви и 0m  . Докажи дека 

множеството { , , 2 ,..., ( 1) }c c r c r c m r     е комплетен систем на остатоци по мо-

дул m .  
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Решение. Множеството {0,1,2,..., 1}m  е комплетен систем на остатоци по 

модул m  и ( , ) 1m r  , па ако во теоремата 2.5 ставиме  

1,ia i   1,2,..,i m , a r  и b c  

добиваме дека множеството  

{ , , 2 ,..., ( 1) }c c r c r c m r     

е комплетен систем на остатоци по модул m . ■ 

 

2.14. Пример. Нека 1 2{ , ,..., }ma a a  е комплетен систем на остатоци по модул m , 

1 2{ , ,..., }nb b b  е комплетен систен на остатоци по модул n  и ( , ) 1m n  . Докажи, дека 

множеството  

{ | 1,2,..., ; 1,2,..., }i jA a n b n i m j n     

е комплетен систем на остатоци по модул mn .  

Решение. Од (mod )i j k ta n b m a n b m mn   , тогаш (mod )i ka n a n m , па затоа 

(mod )i ka a m . Бидејќи 1 2{ , ,..., }ma a a  е комплетен систем на остатоци по модул 

m  добиваме дека i k . На потполно ист начин се добива j t . Значи сите mn  

елементи на множеството A  не се меѓусебно конгруентни по модул mn , па затоа 

множеството A  е комплетен систем на остатоци по модул mn . ■ 

 

2.15. Пример. Нека  
22 3{( ),( ),( ),...,( )},n n n n

n n n n nS n  . 

а) Докажи дека постојат бесконечно многу сложени природни броеви n  такви што 

nS  не е комплетен систем на остатоци по модул n .  

б) Докажи дека постојат бесконечно многу сложени природни броеви n  такви што 

nS  е комплетен систем на остатоци по модул n .  

Решение. а) Ќе докажеме дека 2n p , каде 2p   е прост број го задоволува 

условот. Имаме 

2
2( ) (2 1) (mod2 )kp

p k k p  . 

Конкретно, одовде следува дека 
2
2( )kp

p  е делив со p  за 
1

2
{ , ,2 }

p
k p p


 , т.е. 2pS  

има три елементи деливи со p , па затоа не е комплетен систем на остатоци по 

модул n .  

б) Ќе докажеме дека 
2n p , каде 2p   е прост број го задоволува условот. 

Имаме  

2
2 2 22

2 2 2

1 1

0 1 |

( )
p p

kp i kp jp kp ikp
jpp p i p ii j p i

k
 

  

   

     , 
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па затоа по модул 
2p   

1 1 1
2 1

11 1

( ) (1 )
p p p

kp j kpkn
n j j j

jj j

k k k k p
  



 

       . 

Бидејќи  
1 1

2 21
1 1 1

( )
1 1 1

( ) 0(mod )

p p
p

p

j j p j j p j
j j j

p

 


 
  

       

добиваме 
2( ) (mod )kn

n k p . ■ 

 

2.16. Пример. Докажи дека постојат цели броеви 1 2, ,..., ma a a  и 1 2, ,..., kb b b  такви 

што броевите i ja b , 1 ,1i m j k    , формираат комплетен систем остатоци по 

модул mk  ако и само ако важи ( , ) 1m k  .  

Решение. Нека броевите i ja b , 1 ,1i m j k     формираат комплетен систем 

остатоци по модул mk . Тогаш точно еден од нив е делив со mk . На пример, нека 

1 1|mk a b . Според тоа, постојат броеви 1' |a a  и 1' |b b  такви што ' 'mk a b . Не може да 

важи ' | ( )i sa a a  за некои индекси i s , бидејќи во спротивно ќе важи 

1 1' ' | ( )i smk a b a b a b  , што противречи на претпоставката. Оттука следува дека 

'a m , бидејќи во спротивно од m  броеви ia , најмалку два ќе даваат еднаков остаток 

по модул 'a . Слично, 'b k , па од ' 'mk a b  ќе следува ' , 'a m b k  , што значи 

дека броевите ia , односно jb  соодветно формираат комплетен систем на остатоци 

по модул m , односно k .  

Нека претпоставиме дека ( , ) 1m k   и нека p  е прост број таков што | ( , )p m k . 

Тогаш меѓу броевите ia  има m
p

m  кои не се деливи со p . Аналогно, меѓу броевите 

jb  има k
p

k   кои не се деливи со p . Значи, ( )( )m k
p p

m k   броеви i ja b  не се деливи 

со p . Меѓутоа, бидејќи овие броеви формираат комплетен систем на остатоци по модул 

mk  заклучуваме дека меѓу нив има mk
p

mk   броеви кои не се деливи со p . Значи, 

треба да важи  ( )( )m k mk
p p p

m k mk    , што е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека ( , ) 1m k  .  

Нека ( , ) 1m k  . Треба да најдеме две низи цели броеви 1 2, ,..., ma a a  и 1 2, ,..., kb b b  

такви што броевите i ja b , 1 ,1i m j k    , формираат комплетен систем остатоци по 

модул mk .  

Како што веќе докажавме, тогаш ,1iа i m  , мора да формираат комплетен систем 
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на остатоци по модул m , додека броевите jb , 1 j k  , мора да ги даваат сите 

различни остатоци по модул k . Сакаме да видиме во каков однос се броевите ia  и 

бројот k . Случајот 1k   е тривијален. Нека 1k   и нека q  е прост делител на k . Нека 

меѓу броевите ia  има точно x  броеви кои не се деливи со q . Аналогно како погоре, 

меѓу броевите jb  има k
q

k   кои не се деливи со q . Од друга страна, меѓу производите 

i ja b  има mk
q

mk   кои не се деливи со q . Оттука, ( )k mk
q q

x k mk   , т.е. x m . 

Затоа, ниту еден  од броевите ia  не е делив со q . Сега, од произволноста на простиот 

делител q  на k , следува ( , ) 1iа k   за секој 1 i m  . Аналогно се докажува дека 

( , ) 1jb m   за секој 1 j k  . 
 

Претходните разгледувања сугерираат да ги разгледаме броевите  

1, 1 ,

1, 1 .

i

j

a ki i m

b mj j k

   

   
 

Очигледно, ( )r sa a k r s   , што ( , ) 1iа k   и | |r s m   повлекува дека сите ia  се 

различни по модул m . Слично, броевите jb  се различни по модул k . Ако броевите 

i ja b  и r sa b  даваат ист остаток при делење со mk , тогаш  

| ( ) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( ) ( ) ( ).

i j r smk a b a b ki mj kr ms

km ij rs m j s k i r

      

     
 

Бидејќи  ( , ) 1m k  , мора да е | ( )k j s  и | ( )m i r , што значи i r  и j s , па затоа 

наведените броеви го имаат саканото својство. ■ 

 

2.17. Пример. Нека ( , ) 1a n  . Определи го збирот  

1
( , ) 1

{ }ak
n

k n
k n
 



 . 

Решение. Од ( , ) 1a n  , следува дека кога k  се менува во редуциран систем 

остатоци по модул n , тогаш ak  се менува во редуциран систем остатоци по мо-

дул n . Затоа важи  

1

1 1 1
( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 1

{ } { }ak m
n n n

k n m n m n
k n m n m n

m
     

  

    . 

Бидејќи ( , ) 1m n   ако и само ако ( , ) 1n m n  , добиваме  

1 1 1
( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 1

2
m n m n m n

m n m n n m n

m m m
     

   

     
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1 1
( , ) 1 ( , ) 1

1
( , ) 1

( )

( )

m n m n
m n m n

m n
m n

m n m

n n n

   
 

 


  

  

 


, 

па затоа  

1 1
2

1 1
( , ) 1 ( , ) 1

{ } ( )ak
n n

k n m n
k n m n

m n
   

 

    . ■ 

 

 

 

3. ТЕОРЕМИ НА ОЈЛЕР, ФЕРМА, КАРМАЈКЛ И ВИЛСОН  

 

3.1. Теорема (Ојлер). Ако ( , ) 1a m  , тогаш  

( ) 1(mod )ma m  . 

Доказ. Нека 1 2 ( ){ , ,..., }ma a a  е редуциран систем остатоци по модул m . Спо-

ред теоремата 2.11 и 1 2 ( ){ , ,..., }maa aa aa  е редуциран систем остатоци по модул 

m . Значи, за секој ia  постои еден и само еден ja  така што (mod )i ja aa m . Ако 

ги помножиме сите конгруенции од овој вид, ги има точно ( )m , добиваме  

( )
1 2 ( ) 1 2 ( )... ... (mod )m

m ma a a a a a a m
  . 

Бидејќи ( , ) 1ia m  , за 1,2,..., ( )i m  , од последната конгруенција добиваме 

( ) 1(mod )ma m  . ■ 

 

3.2. Теорема (мала теорема на Ферма). Ако p  е прост број и ( , ) 1a p  , тогаш  

1 1(mod )pa p  . 

Доказ. Од ( , ) 1a p  , според теоремата 3.1 добиваме  

( ) 1(mod )pa p   

и како ( ) 1p p    имаме 
1 1(mod )pa p  . ■  

 

3.3. Последица. Ако p  е прост број, тогаш за секој цел број a  важи  

(mod )pa a p . 

Доказ. Ако |p a , тогаш јасно (mod )pa a p . Ако |p a , тогаш од малата тео-

рема на Ферма следува 
1 1(mod )pa p  , и ако последната конгруенцијата ја по-

множиме со a  добиваме (mod )pa a p . ■ 
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3.4. Последица. Ако p  и q  се различни прости броеви, тогаш  

1 1 1(mod )q pp q pq   . 

Докажи!  

Доказ. Од малата теорема на Ферма имаме 
1| ( 1)qq p    и 

1| ( 1)pp q   . Спо-

ред тоа, 
1 1| ( 1)( 1)q ppq p q   , т.е.  

1 1 1 1| ( 1)q p q ppq p q p q      .   (1) 

Бидејќи p  и q  се прости броеви имаме  

1 1| q ppq p q 
.     (2) 

Од (1) и (2) непосредно следува дека 
1 1| ( 1)q ppq p q   , т.е.  

1 1 1(mod )q pp q pq   . ■ 

 

3.6. Да го разгледаме бројот 561 3 11 17n     . Според малата теорема на Фер-

ма за секој a  кој не е делив со 3, 11 или 17 важи  

2 1(mod3)a  , 
10 1(mod11)a   и 

16 1(mod17)a  .  (3) 

Ако овие три конгруенции ги степенуваме соодветно со степените 280, 56 и 35, 

добиваме  

560 1(mod3)a  , 
560 1(mod11)a   и 

560 1(mod17)a  , 

па затоа 
560 1(mod561)a  .  

Претходните разгледувања покажуваат дека не е точно обратното тврдење на 

малата теорема на Ферма, т.е. дека од тоа што за секој a  заемно прост со n  

важи 
1 1(mod )na n   не следува дека n  е прост број.  

Дефиниција. За сложениот број n  ќе велиме дека е Кармајклов број ако за се-

кој a  заемно прост со n  важи 
1 1(mod )na n  .  

 

Да забележиме дека единствен Кармајклов број помал од 1000 е бројот 561. 

Понатаму, ако конгруенциите (3) ги степенуваме соодветно со степените 40, 8 и 5 

добиваме  

80 1(mod3)a  , 
80 1(mod11)a   и 

80 1(mod17)a  , 

па затоа 
80 1(mod561)a  , што е појако тврдење од тврдењето на теоремата на Ој-

лер според која од (561) (3 11 17) 2 10 16 320         следува 
320 1(mod561)a  . 

Последното сугерира дека во општ случај експонентот ( )n  во теоремата на Ој-

лер може да се подобри.  
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3.7. Дефиниција. Функцијата :   определена со:   

2(1) 1, (2) 1, (4) 2, (2 ) 2k k         за 3k  ,  

1( ) ( 1)k kp p p    за непарен прост број p  и природен број k , и  

1 2
1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]r

rn p p p
        за 1 2

1 2 ... r
rn p p p

     

ја нарекуваме функција на Кармајкл.  

 

3.8. Лема. За секој \{1}n  важи ( ) | ( )n n  , при што ( ) ( )n n   ако и само 

ако 2,4, kn p  или 2 kp  каде p  е непарен прост број и k  е природен број.  

Доказ. Непосредно следува од својствата на Ојлеровата функција и дефини-

ција 3.7. Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

3.9. Теорема (Кармајкл). Ако n  е природен број и a  е цел број таков што 

( , ) 1a n  , тогаш  

( ) 1(mod )na n  . 

Доказ. Доволно е да докажеме дека  

( ) 1(mod )
kp ka p   

за секој прост број p  и 0k  . Навистина, бидејќи од |kp n  следува ( ) | ( )kp n  , 

ако последната конгруенција ја степенуваме со 
( )

( )k

n

p




 добиваме  

( ) 1(mod )n ka p  , 

а оттука ќе следува 
( ) 1(mod )na n  .  

Ако p  е непарен прост број, тогаш од дефиницијата 3.7 и теоремата на Ојлер 

следува 
( ) ( )| 1 1

k kk p pp a a    . Ако 2p   и 1,2k  , тогаш тврдењето следува 

од дефиницијата 3.7 и теоремата на Ојлер, а ако 2p   и 3k  , тогаш  

2 3
(2 ) 2 2 2

1

1 1 ( 1) ( 1)
k k ik

i

a a a a
 





      , 

при што 
3 22 | 1a   и сите останати множители се парни, па оттука следува твр-

дењето. ■ 

 

3.10. Коментар. Ако n  е прост број, тогаш теоремата на Кармајкл не дава по-

добрување на малата теорема на Ферма, т.е. на теоремата на Ојлер, бидејќи во тој 

случај важи ( ) ( ) 1n n n    . Покасно ќе докажеме дека теоремата 3.9 е опти-

мална во смисол дека експонентот ( )n  не може да се подобри.   
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3.11. Теорема. Ако n  е производ на различни прости множители, тогаш за 

секој a  важи  

( ) 1 (mod )na a n   . 

Доказ. Нека 1 2... ,s i kn p p p p p  , за i k . Доволно е да докажеме дека  

( ) 1 (mod )n
ia a p   , за 1,2,...,i s .   (4) 

Ако |ip a , тогаш конгруенцијата (4) е очигледна. Нека |ip a , т.е. ( , ) 1ip a  . То-

гаш од теоремата на Ферма следува 
1 1(mod )ip

ia p  . Бидејќи  

1 21| ( ) [ 1, 1,..., 1]i sp n p p p      , 

добиваме 
( ) 1(mod )na n   од каде следува (1). ■ 

 

3.12. Теорема. (Вилсон). Ако p  е прост број, тогаш  

( 1)! 1(mod )p p  .    (5) 

Доказ. За 2p   и 3p   непосредно се проверува дека тврдењето важи. Нека 

претпоставиме дека 5p  .  

Да забележиме дека 1 1(mod )p  и 1 1(mod )p p  . За секој ,j  2 2j p    

важи ( , ) 1j p  , па затоа постои еден и само еден i  така што 1(mod )ij p  и 

0 1i p   . Очигледно {0,1, 1}i p  , па затоа за секој ,j  2 2j p   , постои 

еден и само еден i  така што 1(mod )ij p  и 2 2i p   . Притоа i j , бидејќи за 

секој ,2 2j j p   , важи ( 1, ) ( 1, ) 1j p j p     и затоа  

2 1 ( 1)( 1) 0 (mod )j j j p     . 

Така, броевите 2,3,..., 2p  ги поделивме на 
3

2

p
 дисјунктни двоелементни мно-

жества { , }i j  за кои важи 1(mod )ij p . Ако ги помножиме овие конгруенции до-

биваме 2 3 4 ... ( 2) 1(mod )p p       и како 1 1(mod )p  и 1 1(mod )p p   од 

последните три конгруенции следува  

( 1)! 1(mod )p p  . ■ 

 

3.13. Лема. Ако ( 1)! 1(mod )m m  , тогаш m  е прост број.  

Решение. Нека m  не е прост број, т.е. нека ,1m ks k m   . Тогаш, k  е дели-

тел на ( 1)!m  и како k  е делител на ( 1)! 1m   добиваме дека k  е делител на 1, 

што е противречност. ■  

 

3.14. Пример. Определи ги сите цели броеви , , ,a b c d  кои не се деливи со 5 и за кои 

важи  

4 4 4 4 2012a b c d    .   (6) 
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Решение.  Имаме, ( ,5) 1a  , па затоа од малата теорема на Ферма следува дека 

4 1(mod5)a  . Аналогно се добива 
4 41(mod5), 1(mod5)b c    и 

4 1(mod5)d  . 

Според тоа, 
4 4 4 4 4(mod5)a b c d     и како 2012 2(mod5)  заклучуваме дека не 

постојат цели броеви , , ,a b c d  такви што важи (6). ■ 

 

3.15. Пример. Определи ги сите природни броеви n  за кои бројот  

( ) ( ) ( )1 2 ...n n nn      

е заемно прост со бројот n .  

Решение. Нека p  прост делител на бројот n . Нека природниот број a  не е делив 

со p . Од теоремата на Ојлер следува 
( ) 1(mod )na p  . Бидејќи бројот на природните 

броеви помали или еднакви на n  кои не се деливи со p  е еднаков на n
p

n , добиваме  

( ) ( ) ( )1 2 ... (mod )n n n n n
p p

n n p         . 

Според тоа, p  не е делител на ( ) ( ) ( )1 2 ...n n nn      ако и само ако p  не е делител 

на n
p

, што значи ако и само ако 
2p  не е делител на n . Последното значи дека n  и 

( ) ( ) ( )1 2 ...n n nn      се заемно прости ако и само ако n  е производ на различни 

прости броеви. ■ 

 

3.16. Пример. Ако ( , ) 1,  2p q p  , тогаш низата 
1

{ , }
np

qn
n


  содржи беско-

нечно многу цели броеви. Докажи!  

Решение. Од ( , ) 1p q   следува ( , ) 1kp q  , за секој k . Значи, за секој 

природен број k  ќе важи 
( )| 1k qq p   . Нека 

( ) 1k qp
k q

n
 

 . Тогаш важи  

( )

( )
1

n nk k
k

k q
k

p p n k q
qn p

p


 

  . 

Бидејќи 2p  , за доволно големо k  ќе важи ( )kn k q  . ■ 

 

3.17. Пример. Докажи дека  

1989 | ( )
nn nn nn n  

за секој природен број n .  

Решение. Воведуваме ознаки  

( 1),

( 1),

n nn n n n n

n n

n n n n n

n n n n n

a n n n n

b n n n n





   

   
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.nc n n   

Сега  

1( 1), ( 1), ( 1)
nn b n c na n n b n n c n n       . 

Бидејќи 1989 9 13 17    идејата на решението е да докажеме дека ( ) |d b  за секој 

{9,13,17}d , бидејќи тогаш важи:  

( )( , ) 1 | ( 1| 1|d bn d d n n a    . 

Од друга страна, ако {13,17}d
 
и ( , ) 1n d  , тогаш | |d n a , а додека од ( ,9) 1n   

следува 3| n , па затоа 
29 | |n a . Според тоа, задачата ќе биде решена ако докажеме дека  

[ (9), (13), (17)] [6,12,16] 48| b     . 

Прво, 3| 3|n b . Од друга страна ако 3 не е делител на n , тогаш ( ,3) 1n  . Но, 

2 | c  (јасно ако n  е парен; а ако n  е непарен, тогаш 1 1nn    е парен). Значи, 

(3) 2| c  , па од теоремата на Ојлер следува 3| ( 1) |cn b .  

Понатаму, ако n  е парен, тогаш 2 |n b , па затоа од 4n   следува 16|b . Ако 

2 1n k  , тогаш  

2

( 1)

2

(2 1)((2 1) 1) (2 1)((4 ( 1) 1) 1

(2 1)4 ( 1) 8(2 1) .

k k

k k

c k k k k k

k k k N k N


        

    
 

Значи, (16) 8| c   и затоа повторно од теоремата на Ојлер следува 16 | ( 1) |cn b . Со 

тоа задачата е решена. ■ 

 

3.18. Пример. Нека a  и b  се природни броеви такви што na n  е делител на 

nb n  за секој природен број n . Докажи дека a b .  

Решение. Нека a b . Од |n na n b n   следува a b . Нека p b  е прост број и 

( 1)( 1) 1n a p    . Јасно, 1(mod 1)n p  . Од  

( 1)( 1) 1n a p ap p a        

следува дека (mod )n a p .  Оттука,  за секој цел број r  заемно прост со p , од малата 

теорема на Ферма следува 
1 1( ) (mod )n p ar r r r p   . Од p b a   следува 

( , ) 1a p  .  

Земаме r a . Значи, (mod )na a p  и како (mod )n a p , добиваме 0na a 

(mod )p . Следува 0(mod )nb b p   и бидејќи ( , ) 1p b   од малата теорема на Ферма 

следува (mod )nb b p . Според тоа, 0 2 (mod )nb b b p   , па затоа |p b , што е 

противречност. ■ 
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3.19. Пример. а) Докажи дека постојат бесконечно многу парови природни броеви 

( , )m n  такви што 4 1mn m n    е точен квадрат.  

б) Докажи дека не постои ниту еден пар природни броеви ( , )m n  таков што 

4mn m n   е точен квадрат.  

Решение. а) Ја разгледуваме равенката  

24 1mn m n k    , 

која е еквивалентна со равенката  

2(4 1)(4 1) 4 3m n k    . 

Иёбираме k  таков што 2 1k t   и добиваме  

2 2 2 4 2 2 2 2

2 2

4 3 4( 1) 3 4 8 1 (2 1) 4

(2 2 1)(2 2 1),

k t t t t t

t t t t

         

    
 

што значи  

2 2(4 1)(4 1) (2 2 1)(2 2 1)m n t t t t       , 

од каде добиваме  

2 24 1 2 2 1, 4 1 2 2 1m t t n t t        , 

односно  
2 2

2 2
,t t t tm n   , t . 

Притоа важи  

2 24 1 ( 1)mn m n t     . 

б) Слично како во решението под а) равенството 
24mn m n k    е еквивалентно 

на равенството   

2(4 1)(4 1) 4 1m n k    .    (7) 

Нека претпоставиме дека постојат природни броеви , ,m n k  за кои важи (7). Нека p  е 

прост број кој е делител на 4 1m . Тогаш  

2(2 ) 1(mod )k p  . 

Од друга страна, од малата теорема на Ферма следува  

1(2 ) 1(mod )pk p  . 

Бројот p  е непарен, па затоа  

1 1

2 21 21 (2 ) ((2 ) ) ( 1) (mod )
p p

pk k p
 

    , 

од каде следува 1(mod4)p  . Бидејќи во претходните разгледувања простиот мно-

жител p  на 4 1m  е произволен, заклучуваме дека  

4 1 1(mod4)m  , 

што е противречност. ■ 
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3.20. Пример. Нека p  е прост број. Докажи, дека за секој 0,1,2,...,k   1p  важи  

!( 1)! ( 1) 0(mod )kk p k p     . 

Решение. Означуваме !( 1) ( 1)kka k p k     . Имаме  

1
1 !( 1)! ( 1) ( 1)!( 2)! ( 1)

!( 2)![ 1 1]

!( 2)!

k k
k ka a k p k k p k

k p k p k k

k p k p


           

      

  

 

па затоа  

1 0(mod )k ka a p  , 

за 0,1,2,..., 2k p  . Од теоремата на Вилсон следува дека  

0 ( 1)! 1 0(mod )a p p    .  

Добиваме 0 1 0(mod )a a p  , т.е. 1 0(mod )a p . Повторувајќи ја постапката за 

1,2,..., 2k p   добиваме 1 0(mod )ka p  , што и требаше да се докаже. ■ 

 

3.21. Пример. Ако p  е прост број, тогаш 1( ) (mod )
np n n

p p p . Докажи!  

Решение. Нека 2p  . Најпрво ќе го докажеме идентитетот 11
1( ) ( )

nn pp n
p pp 

 . 

Имаме,  

( 1)! ( 1)!11 1 1
1 ( )!( 1)! ( )!( 1)!

( 1)!

( )!( 1)!

( )

( ).

n n nn

n n n

n n n

n

p p ppn n n
p p p p p p p p

p p p
p

p p p p

p p p
   

    

 

  

    

 

 

Сега добиваме  

1

( 1)( 2)...( ( 1))11 1
1 12 ... ( 1)

( 1) ( 1)!1 1
( 1)!

( ) ( )

(mod ).

n n nnn

p

p p p ppp n n
p p p

pn n n
p

p p

p p p


    
    

  


 

 

.  

За 2p   добиваме  

2 1 2 1 1 1 1
2 1( ) 2 ( ) 2 (2 1) 2 2 (mod2 )

n nn n n n n n          . ■ 

 

3.22. Пример. а) Нека ( ,65520) 1a  . Од 
4 265520 2 3 5 7 13      следува  

4 2 1 1 1 1 1
2 3 5 7 13

(65520) 2 3 5 7 13 (1 )(1 )(1 )(1 )(1 ) 13824              и  

4 2 2( ) [ (2 ), (3 ), (5), (7), (13)] [2 ,6,4,6,12] 12n         . 

Според тоа, ако ( ,65520) 1a  , тогаш од теоремата на Кармајкл следува 

12 1(mod65520)a  , а од теоремата на Ојлер имаме 
13824 1(mod65520)a  .  
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б) Според теоремата на Кармајкл имаме 
60 1(mod )a N  за ( , ) 1a N  , каде 

4 2 22 3 5 7 11 13 31 61N         , бидејќи ( ) 60N  . Колку за споредба, според тео-

ремата на Ојлер 
13 5 4( ) 2 3 5 1244160000N     , од што се гледа предноста на те-

оремата на Кармајкл во однос на теоремата на Ојлер. ■  

 

 

 

4. ЛИНЕАРНИ КОНГРУЕНТНИ РАВЕНКИ  

 

4.1. Дефиниција. Нека ( )f x , deg f n , е полином со целобројни коефициенти 

и m . Равенката од облик  

( ) 0(mod )f x m     (1) 

ја нарекуваме полиномна конгруентна равенка од nти ред. Ако deg 1f  , то-

гаш за (1) ќе велиме дека е линеарна конгруентна равенка. Решение на (1) е секој 

цел број x  кој ја задоволува. За две решенија x  и 'x  ќе велиме дека се еквива-

лентни ако '(mod )x x m .  

Број на решенија на (1) го нарекуваме бројот на нееквивалентните решенија на 

(1).  

Според последица 1.17 од '(mod )x x m  следува ( ) ( ')(mod )f x f x m , па затоа 

претходната дефиниција за решение на (1) е коректна. Понатаму, еквивалентните 

решенија на (1) припаѓаат на исти класи на остатоци, а нееквивалентните реше-

нија припаѓаат на различни класи на остатоци , 0,1,2,..., 1kx k m   по модул m . 

Бидејќи бројот на класите на остатоци по модул m  е конечен, равенката (1) може 

да се реши со непосредна проверка на било кој комплетен систем на остатоци по 

модул m . Навистина, доволно е да земеме произволен комплетен систем на оста-

тоци kx , 0,1,..., 1k m   по модул m  и да провериме кои од броевите ( )kf x , 

0,1,..., 1k m  , се деливи со m .  

 

4.2. Лема (Ојлер). Ако ( , ) 1a m  , тогаш  

( ) 1
1 (mod )mx ba m      (2) 

е решение на линеарната конгруентна равенка (mod )ax b m .  

Општото решение на равенката (mod )ax b m  е дадено со 1 ,x x jm j   .  

Доказ. Бидејќи ( , ) 1a m   од теоремата на Ојлер следува 
( ) 1(mod )ma m  , па 

затоа 
( ) (mod )ma b b m  , т.е. 

( ) 1 (mod )maa b b m   , што значи дека (2) е решение 

на линеарната конгруентна равенка (mod )ax b m .  

Aко x  е произволно решение на равенката (mod )ax b m , тогаш  
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1 0(mod )ax ax m  , т.е. 1( ) 0(mod )a x x m  , 

па затоа  

1 0(mod )x x m  , т.е. 1 ,x x jm j   . ■ 

 

4.3. Во лемата 4.2 докажавме, дека ако ( ), 1а m  , тогаш линеарната конгруент-

на равенка (mod )ax b m  има точно едно решение 1(mod )x x m . 

Нека ,( )d а m . Можни се два случаи: 

а) |d b . Во овој случај равенката нема решение бидејки (m )0 odax d , за се-

кој x , a (m d0 o )b d . 

б) |d b . Нека 1 1 1,  ,  а а d m m d b b d   . Toгаш равенката го добива обликот  

1 1 1( () mod )a d x db dm  

и од теоремата 1.9 следува дека 1 1 1(mod ),а x b m  1 1 1),(а m  . Според лемата 4.2 

последната равенка има единствено решение 1 1(mod )x x m . Потоа, решенијата 

на равенкаta mo )d(аx b m  се сите цели броеви v  такви што 1 1(mod )v x m  oдно-

сно 1 1,  v x km k   . Aко k  ги прима вредностите 0,1,..., 1d  , тогаш v  прима 

d  вредности при што било кои две од нив не се конгруентни по модул m , т.е. не 

се еквивалентни. Ако k  ги прима сите вредности, тогаш соодветните v  ќе бидат 

конгруентни по модул m  на овие d  вредности.  

Така решенијата на конгруентната равенка (mod )ax b m  се 

1 mod( ),  0 1m
d

x x k m k d     .   (3) 

Oд претходната дискусија следува следната теорема.  

Теорема. Линеарната конгруентна равенка (mod )ax b m  има решение ако и 

само ако ,( )d а m  е делител на b . Притоа решението е единствено по модул m
d

, 

односно решенијата на равенката се дадени со (3) каде 1x  е некое решение на ра-

венката  (mod )a b m
d d d

x  . ■ 

 

4.4. Коментар. Претходната теорема ја докажавме користејќи ја лемата 4.2, за 

чиј доказ ја искористивме теоремата на Ојлер. Но, оваа теорема може да се докаже и 

без користење на теоремата на Ојлер. Во продолжение ќе дадеме еден ваков доказ.  

Доказ на теорема 4.3. Ако линеарната конгруентна равенка (mod )ax b m  

има решение, тогаш постои y  таков што ax my b  , па затоа ,( )d а m  е де-

лител на b .  

Обратно, нека претпоставиме дека ,( )d а m  е делител на b  и нека ' ,a
d

a   

' b
d

b   и ' m
d

m  . Сега треба да ја решиме линеарната конгруентна равенка 
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(m' o )' 'da x b m . Но, таа има точно едно решение по модул 'm . Навистина, би-

дејќи ( ', ') 1a m  , според теоремата 2.5 кога x  се менува во комплетен систем ос-

татоци по модул 'm , тогаш 'a x  се менува во комплетен систем остатоци по мо-

дул 'm , т.е. секој остаток по модул 'm  (па така и 'b ) се добива точно за еден x  

од комплетниот систем остатоци по модул 'm .  

Јасно, ако 'x  е некое решение на (m' o )' 'da x b m , тогаш во множеството цели 

броеви сите решенија на (mod )ax b m  се дадени со ' 'x x nm  , за n , Сите 

решенија кои не се еквивалкентни, т.е. не се конгруентни по модул m  се дадени 

со ' 'x x nm   каде 0,1,2,..., 1n d  . Според тоа, ако |d b , тогаш линеарната 

конгруентна равенка (mod )ax b m  има точно d  решенија по модул m . ■ 

 

Лема 4.2 експлицитно го дава решението на равенката (m' o )' 'da x b m , кога 

( ', ') 1a m  , што не е случај кога теорема 4.3 ја докажавме без користењето на 

теоремата на Ојлер. Затоа, се поставува прашањето како на друг начин да се реши 

линеарната конгруентна равенка (m' o )' 'da x b m , кога ( ', ') 1a m  . Одговорот на 

ова прашање е едноставен. Имено, од ( ', ') 1a m   следува дека постојат броеви 

,u v  такви што ' ' 1a u m v   и ,u v  може да се определат со Евклидовиот ал-

горитам. Сега имаме ' 1(mod ')a u m , па затоа '(mod ')x ub m .  

 

4.5. Претходно се осврнавме на решавањето на линеарната конгруентна равен-

ка од видот (mod )ax b m , ,a b , m . Друг начин за решавање на оваа ра-

венка е со помош на факторизацијата на модулот 1 2
1 2 ... k

km p p p
 

 .  

Нека i
i im p


 , 1,2,...,i k . Јасно, броевите im , 1,2,...,i k  се по парови заем-

но прости и важи 1 2[ , ,..., ]km m m m . Сега, од теоремата 1.10 следува дека пробле-

мот за наоѓање на решенијата на равенката (mod )ax b m  е еквивалентен на ре-

шавање на системот линеарни конгруентни равенки (mod ), 1,2,...,iax b m i k  . 

Секоја од равенките на последниот систем може многу полесно да се реши, би-

дејќи најчесто броевите im , 1,2,...,i k  се многу помали од m . Нека претпоста-

виме дека линеарните конгруентни равенки (mod ), 1,...,iax b m i k   имаат реше-

нија (mod ),i ix b m  1,...,i k . Тогаш почетнот проблем се сведува на решавање 

на системот линеарни конгруентни равенки од видот  

1 1 2 2(mod ), (mod ), ..., (mod ),k kx b m x b m x b m     (4) 

со една непозната и со заемно прости модули, односно ( , ) 1i jm m   за i j . За да 

го решиме системот (4) ќе ја користиме следнава теорема.  
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4.6. Теорема (Кинеска теорема за остатоци). Нека 1... km m m , ( , ) 1,i jm m   

за i j , броевите sM  и 
'
sM , 1,2,...,s k  се определени со условите  

1 2... k s sm m m M m , 
' 1(mod )s s sM M m    (5) 

и  

' ' '
0 1 1 1 2 2 2 ... k k kx M M b M M b M M b    . 

Тогаш постои единствено решение на системот (4) по модул m  дадено со  

0 1 2(mod ... )kx x m m m .    (6) 

Доказ. Нека x  е определено со условот (6). Од условите (5) следува дека 

|s jm M , за j s  и 
' (mod )s s s s sM M b b m . Затоа за секој 1,2,...,s k  последо-

вателно добиваме  

' ' '
1 1 1 2 2 2 1 2

' ' '
1 1 1 2 2 2

'

... (mod ... ),

... (mod ),

(mod ),

k k k k

k k k s

s s s s

x M M b M M b M M b m m m

x M M b M M b M M b m

x M M b m

   

   



 

(mod ),s sx b m  

што значи дека x  е решение на системот (4). Понатаму, нека 'x  е друго решение 

на системот (4). Тогаш ' 0 (mod )ix x m   за 1,2,...,i k . Од ( , ) 1i jm m   за i j  

добиваме 1 2' (mod ... )kx x m m m  што значи дека решението x  е единствено по 

модул 1 2... km m m m . ■ 

 

4.7. Кинеската теорема за остатоци може да се обопшти за модули 1 2, ,...,m m  

km  кои не се заемно прости.  

Теорема. Системот линеарни конгруентни равенки (4) има решение ако и само 

ако ( , ) | ( )i j i jm m b b  за секои , 1,2,..., ,i j k i j  . Ако системот (4) има решение, 

тогаш тоа е единствено по модул 1 2[ , ,..., ]km m m . ■ 

 

4.8. Во досегашните изложувања разгледувавме линеарна конгруентна равенка и 

систем линеарни конгруентни равенки со една непозната. Во следната теорема ќе 

докажеме кога систем од две линеарни конгруентни равенки со две непознати има 

единствено решение.  

Теорема.  Ако ),( 1cf ed m  , тогаш системот равенки  

(mod )

(mod )

cx ey a m

dx fy b m

 

 





     (7) 

има единствено решение за x и y по модул m. 

Доказ . Нека претпоставиме дека постои решение на системот равенки (4).  
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Ако првата равенка ја помножиме со f, втората со е и добиените равенки ги од-

земеме, добиваме  

( ) (mod )cf de x af be m   .    (8) 

Aко ја помножиме првата равенка со d, втората со c и ја одземеме првата 

од втората равенка добиваме  

– ) – m( ( )odcf de y bc ad m .   (9) 

Бидејќи ),( 1cf ed m   постои единствен x по модул m кој ја задоволува (8) и 

постои единствен y по модул m кој ја задоволува (9). Затоа, ако постои решение на 

системот (7), тоа е единствено по модул m. 

Бидејќи ),( 1cf ed m   следува дека постои z  таков што 

– ) 1 d( mo( )z cf ed m .     (10) 

Вака определеното z  ќе го искористиме за да ги решиме равенките (8) и (9). Ако 

x  и y  ги задоволуваат (8) и (9), тогаш 

– )  –( ( ( )

( (

) mod

( )– )  – ) mod .

x z cf de x z af be m

y z cf de y ad mcz b

 

 





    (11) 

Ќе докажеме дека (7) има решение. Нека ,  x y  и z  се дадени со (10) и (11). Тогаш 

– – –

– mo

( ) ( )

) d( ( )

cx ey cz af be ez bc ad azcf azed

az cf de a m

   

 
 

– ) – ) –

– mo

( (

( ) ( ).d

dx fy dz af be fz bc ad fzbc dzbc

bz cf de b m

   

 
 

Според тоа, постои решение на (7) и освен тоа докажавме дека тоа е единствено 

по модул m . ■ 

 

4.9. Пример. Реши ја линеарната конгруентна равенка  

3 20(mod35)x  . 

Решение. Имаме (3,35) 1 , па затоа  

(35) 1 2320 3 30 3 30(mod 35)x        

e решение на дадената равенка. ■ 

 

4.10. Пример. Реши ја линеарната конгруентна равенка  

42 50 (mod 76)x  .  

Решение. Од (42,76) 2| 50  следува дека дадената равенка има решение. Се-

га, можеме да скратиме со (42,76) 2  и добиваме  

21 25(mod 38)x  . 

Понатаму, 0 38(mod 38) , па ако ги собереме последните две конгруенции нао-

ѓаме 21 63(mod 38)x  . Но, (21,38) 1 , па затоа во последната конгруенција мо-
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жеме да скратиме со 21, со што добиваме 3(mod 38)x  . Јасно, решенијата по мо-

дул 76 се дадени со  

3(mod 76)x   и 41(mod 76)x  . ■ 

 

4.11. Пример. Реши ја линеарната конгруентна равенка  

11 25(mod 60)x  . 

Решение. Бидејќи (11,60) 1 , равенката има точно едно решение. Решението 

x  мора да биде деливо со 5 бидејќи 11 25 60x k   за некој k . Нека 5x y . 

Тогаш  

55 25(mod 60)y   

и ако поделиме со 5 добиваме  

11 5 (mod12)

5 (mod12)

5 (mod12)

7 (mod12).

y

y

y

y



 

 



 

Затоа 35(mod 60)x  . ■ 

 

4.12. Пример. Реши го системот линеарни конгруентни равенки  

1 2 3(mod4), (mod5), (mod7)x b x b x b   .  

Решение. Имаме 4 5 7 35 4 28 5 20 7         и притоа важи  

35 3 1(mod 4), 28 2 1(mod 5), 20 6 1(mod 7),       

па затоа  

0 1 2 3 1 2 335 3 28 2 20 6 105 56 120x b b b b b b         , 

и општото решение на дадениот систем е  

1 2 3105 56 120 (mod140)x b b b   . 

На пример, општото решение на системот  

1(mod 4), 3(mod 5), 2 (mod 7)x x x    

е дадено со 105 1 56 3 120 2 93(mod140)x        , а општото решение на систе-

мот  

3(mod 4), 2 (mod 5), 6 (mod 7)x x x    

е дадено со 105 3 56 2 120 6 27 (mod140)x        . ■ 

 

4.13. Пример. Реши го системот линеарни конгруентни равенки  

5(mod6), 3(mod10), 8(mod15)x x x   .  

Решение. Очигледно дадениот систем ги исполнува условите од воопштената 

Кинеска теорема за остатоци, па затоа тој има решение. Решението на равенката  

5(mod 6)x   
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има вид 5 6 ,t t  . Со замена во втората равенка ја добиваме равенката  

5 6 3(mod10)t  , 

која е еквивалентна со равенката 6 8(mod10)t  , односно со равенката  

3 4 (mod 5)t  , 

чие решение е 3(mod 5)t  . Оттука 3 5 ,t u u   , а 23 30 ,x u u   . Со за-

мена во третата равенка ја добиваме равенката  

23 30 8(mod15)u   

која е еквивалентна со равенкта 30 0 (mod15)u   и чие решение е 0 ,u v v   , 

па затоа решението на дадениот систем е  

23 30 ,x v v   . ■ 

 

4.14. Пример. Определи ги сите природни броеви 2n   за кои важи следниот 

услов: За сите цели броеви ,a b  заемно прости со n  е исполнето  

(mod )a b n  ако и само ако 1(mod )ab n .  

Решение. Ако од (mod )a b n  следува 1(mod )ab n , тогаш  

2 1(mod )a ab n  . 

Обратно, ако 
2 1(mod )a n , тогаш од 1(mod )ab n  следува 

2 (mod )a ab n , 

односно  (mod )a b n .  

Значи доволно е да ги најдеме сите цели броеви a  заемно прости со n  за кои 

2 1(mod )a n . Нека 1 2
1 2 ... k

kn p p p
 

  е канонична факторизација на бројот n . Од 

|i
ip n


 следува 
2 1(mod )i

ia p


  за 1,2,...,i k . Доволно е да ги определиме сите 

цели броеви заемно прости со ip  за кои важи  

2 1(mod )i
ia p


 . 

Во тој случај, од Кинеската теорема за остатоци следува дека системот конгруент-

ни равенки  

1

2

2
1

2
2

2

1(mod ),

1(mod ),

.........................

1(mod )k
k

a p

a p

a p







 

 






  

има единствено решение по модул 1 2
1 2 ... k

kp p p n
 

 . 

Ако 3ip  ,
 
тогаш (2, ) 1ip  , па важи 

22 1(mod )i
ip


 . Од последната конгру-

енција имаме 3ip    и 1i  . 
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Ако 2ip  , од (2,3) 1  следува 
23 1(mod2 )i , од каде {1,2,3}i  . 

Според тоа, {2,3,4,6,8,12,24}n . ■ 

 

4.15. Пример. Нека m  и n  се природни броеви такви што за секој природен број k  

важи (11 1, ) (11 1, )k m k n   . Докажи дека за некој цел број s  важи 11sm
n
 .  

Решение. Нека 11 , 11a bm p n q   при што , 0a b   и броевите ,p q  не се деливи 

со 11. Ќе докажеме дека p q , од каде што ќе следува тврдењето на задачата.  

Бидејќи ( ,11) 1p   според Кинеската теорема за остатоци постои природен број x  

таков што  

0(mod ), 1(mod11)x p x  . 

Но, тогаш 11 1x k   за некој природен број k , па затоа  

( ,11 ) (11 1, ) (11 1, ) ( ,11 )a bp x p k m k n x q q       . 

На потполно идентичен начин се докажува дека q p , па затоа p q . ■ 

 

4.16. Пример. Докажи, дека системот  

5 3 (mod 33),

2 1 (mod 21)

x y

x y

 

 
 

нeма решение. 

Решение. Имаме [33,21] 231 . Од првата конгруенција следува  

3 5 33 mod231( ,  0,1,2,...,6)y x i i    . 

Заменуваме во втората конгруенција и добиваме 9 5 66 1)d2(mox i   што не е 

можно бидејќи 5 66 0 mo )3( di   за секој i . ■ 

 

4.17. Пример. Определи критериум за решливост на системот 

1 1 1 1

2 2 2 2

(mod 

 (

)

mod ).

a x b y c m

a x b y c m

 


 
  

Решение. Нека 1 2][ ,m m m  и 1 1 2 2m m q m q  . Дадениот систем е еквивален-

тен на системот 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

(mod  )

(mod )

a q x b q y c q m

a q x b q y c q m

 


 
  

од кој следува 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 2 1

( (mod  )

( (mod  )) ,

)a b b a x c b b c d

a b b a y c a a c d

  


  
  

каде  1 2( ),d m m . Нека 1 2 1 2( , )a b b a d  . Тогаш бараниот критериум е  

1 2 1 2 2 1 2 10 – – o(m d )c b b c c a a c   . ■ 
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5. НЕЛИНЕАРНИ КОНГРУЕНТНИ РАВЕНКИ  

 

5.1. Теорема. Нека p  е прост број. Конгруентната равенка  

2 1(mod )x p   

има решение ако и само ако 2p   или 1(mod4)p  .  

Доказ. Ако 2p  , тогаш 1x   е едно решение на дадената равенка.  

Ако 1(mod4)p  , тогаш од теоремата на Вилсон следува  

  

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 1 2
2 2 2

1 (1 2 ... ) ( ...( 2)( 1))

(1 2 ... ) (( ) ...( 2)( 1))

(1 2 ... ) ( ... 2 1) (( )!) (mod ),

p p

p p

p p p

p p

p p p

p

 

 

  

        

        

        

 

што значи дека 
1

2
( )!

p
x


   е едно решение на дадената равенка.  

Нека 3(mod4)p  . Да претпоставиме дека постои x  таков што 2 1x    

(mod )p . Тогаш  

1 1

2 21 2( ) ( 1) 1(mod )
p p

px x p
 

      , 

што противречи на малата теорема на Ферма. ■ 

 

5.2. Последица. Постојат бесконечно многу прости броеви од видот 4 1k  , 

k  .  

Доказ. Нека претпоставиме дека има конечно многу прости броеви од видот 

4 1k   и нека се тоа броевите 1 2, ,..., np p p . Нека p  е прост делител на бројот  

2 2 2
1 24 ... 1nm p p p  . 

Тогаш конгрунетната равенка 
2 1(mod )x p   има решение 1 22 ... np p p , па од тео-

ремата 5.1 следува дека 1(mod4)p  . Јасно, ip p , за 1,2,...,i n , што противре-

чи на претпоставката. Конечно, од добиената противречност следува дека постојат 

бесконечно многу прости броеви од видот 4 1k  . ■ 

 

5.3. Дефиниција. За полиномните конгруентни равенки  

( ) 0(mod )f x m  и ( ) 0(mod )g x m  

ќе велиме дека се еквивалентни ако имаат исти решенија.  

 

5.4. Лема. Ако (mod )i ib a m , 0,1,2,...,i n , тогаш равенките  

0

0(mod )
n

n i
i

i

b x m



  и 
0

0(mod )
n

n i
i

i

a x m



  

се еквивалентни.  
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Доказ. Од (mod )i ib a m , 0,1,2,...,i n  следува дека (mod )n i n i
i ib x a x m  , 

0,1,2,...,i n , па затоа  

0 0

(mod )
n n

n i n i
i i

i i

b x a x m 

 

  . 

Според тоа, u  е решение на 
0

0(mod )
n

n i
i

i

b x m



  ако и само ако u  е решение на  

0

0(mod )
n

n i
i

i

a x m



 , 

што значи дека дадените равенки се еквиваленѕни. ■ 

 

5.5. Нека 1 2
1 2 ... rt t t

rm p p p  е каноничното претставување на m . Тогаш конгру-

ентната равенка  

( ) 0(mod )f x m ,     (1) 

е еквивалентна на системот конгруентни равенки  

( ) 0(mod )it
if x p , 1,2,...,i r .    (2) 

Навистина, бидејќи 1 2
1 2[ , ,..., ]rt t t

rp p p m  важи ( ) 0(mod )f u m  ако и само ако  

( ) 0(mod )it
if u p , 1,2,...,i r .  

Нека секоја равенка од системот конгруентни равенки (2) има решение и да прет-

поставиме дека i  тата конгруентна равенка има точно ik  решенија: 
(1) (2), ,i ia a

( )
..., ik

ia . Сега u  е решение на (1) ако и само ако за секој i  постои ij  таков што 

( )
(mod )i ij t

i iu a p . Бидејќи модулите it
ip  се по парови заемно прости од Кинеска-

та теорема за остатоци следува дека постои ib  таков што 1(mod )i it t
ii imp b p


  и за 

u  добиваме  

 
( )

1

(mod )i i
r

t j
ii i

i

u mp b a m




 . 

Според тоа, за секоја вредност 1 2, ,..., rj j j  имаме различен u  по модул m  и секој 

ij  прима точно ik  вредности. Значи, точна е следнава теорема.  

Теорема. Ако 1 2
1 2 ... rt t t

rm p p p е каноничното претставување на m  и ( )N m  е 

бројот на решенијата на конгруентната равенка (1), тогаш 
1

( ) ( )i
r

t
i

i

N m N p


 . ■ 

 

5.6. На крајот од овој параграф ќе разгледаме нелинеарни конгруентни равенки 

по прости модули. Претходно ќе ја докажеме следнава лема.  
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Лема. Конгруентната равенка 
0

0(mod )
n

n i
i

i

a x m



 , 0( , ) 1a m   е еквивалентна 

на конгруентна равенка од видот  

1

0(mod )
n

n n i
i

i

x b x m



  .   (3) 

Доказ. Линеарната конгруентна равенка 0 1(mod )a x m  има единствено реше-

ние (mod )x b m  и притоа ( , ) 1b m  . Според тоа, дадената равенка е еквивалент-

на на равенката  

0

0(mod )
n

n i
i

i

ba x m



 . 

Ставаме i iba b  и од лемата 5.4 следува дека дадената равенка е еквивалентна на 

равенката (3). ■ 

 

5.7. Теорема. Нека p   е прост број. Ако редот на конгруентната равенка  

( ) 0(mod )f x p ,      (4) 

е поголем или еднаков на p , тогаш секој цел број е решение на (4) или постои 

полином ( )g x  со целобројни коефициенти и коефициент 1 пред највисокиот сте-

пен, таков што равенката ( ) 0(mod )g x p  е еквивалентна на равенката (4). При-

тоа degg p .  

Доказ. Од n p  имаме ( ) ( ) ( ) ( )pf x x x q x r x   , каде ( )q x  и ( )r x  се поли-

номи со целобројни коефициенти и degr p . Од малата теорема на Ферма следува  

( ) ( )(mod )f x r x p , за секој x .    (5) 

Да го разгледаме полиномот  

1
0 1( ) ...k k

kr x b x b x b    , k p . 

Ако 0,ib   0,1,2,...,i k , тогаш  ( ) 0(mod )f x p  за секој x . Ако 0 0,b   то-

гаш бидејќи p  е прост број 0( , ) 1b p   или p , па согласно лемата 5.4 можеме да 

претпоставиме дека 0( , ) 1b p  . Според лемата 5.6 равенката ( ) 0(mod )r x p  е ек-

вивалентна на равенка ( ) 0(mod )g x p , при што коефициентот пред највисокиот 

степен на полиномот ( )g x  е 1 и deg g p . Според (5) равенките ( ) 0(mod )g x p  

и (4) се еквивалентни. ■ 

 

5.8. Теорема (Лагранж). Нека p  е прост број. Ако ( )f x  е полином од n ти 

степен со целобројни коефициенти и водечки коефицинт 0a , заемно прост со p , 

тогаш конгруентната равенка ( ) 0(mod )f x p  има најмногу n  решенија.  
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Доказ. Ако 0n  , тогаш 0( ) 0(mod )f x a p  , т.е. ( ) 0(mod )f x p  нема ре-

шение. Ако 1n  , тогаш според лемата 4.2 конгруентната равенка ( ) 0(mod )f x p  

има точно едно решение.  

Нека тврдењето е точно за секоја конгруентна равенка со степен помал од n  и 

нека постојат повеќе од n  решенија на конгруентната равенка ( ) 0(mod )f x p , 

чиј степен е n . Нека 
0

( )
n

n i
i

i

f x a x 



   и , 1,2,..., 1iu i n   се решенија на равенка-

та ( ) 0(mod )f x p  такви што (mod ),i ju u p i j  . Дефинираме полином  

0 1( ) ( ) ( )...( )ng x f x a x u x u    . 

Полиномот ( )g x  е идентичен со нултиот полином или е полином со степен k , 

0 k n  .  

Ќе докажеме дека ( )f x  е идентичен на нула или е полином чии коефициенти 

се деливи со p . Нека 
0

( )
k

k i
i

i

g x b x 



   и нека jb  е коефициентот со најмал индекс 

кој не е делив со p . Земаме 
1

1( ) ...k j k j
j j kh x b x b x b  

    . Тогаш степенот на 

конгруентната равенка ( ) 0(mod )h x p  е , 0k j k j n      и ( ) 0(mod )ih u p , 

за 1,2,...,i n  што противречи на индуктивната претпоставка.  

Според тоа, ( ) 0(mod )g x p  за секој x , а оттука следува дека  

0 1( ) ( )...( )(mod )nf x a x u x u p   . 

Во случајов 0 1 1 1 1( )...( ) ( )(mod )n n n na u u u u f u p      што противречи на  

0( , ) 1a p  , 1 (mod ), 1,2,...,n iu u p i n    и 1( ) 0(mod )nf u p  .  

Конечно, од добиената противречност следува дека не постојат повеќе од n  

решенија на конгруентната равенка ( ) 0(mod )f x p  чиј степен е n . ■ 

 

5.9. Последица. Ако конгруентната равенка  

0

0(mod )
n

n i
i

i

a x p



 , 

p  е прост број, има повеќе од n  решенија, тогаш | , 0,1,2,...,ip a i n .  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 5.8. ■ 

 

5.10. Последица. Ако 5p   е прост број, тогаш броителот на рационалниот 

број  

1 1 1
2 3 1

1 ...
p

        (6) 

е делив со 
2p .  
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Доказ. Нека 
1( ) 1 ( 1)( 2)...( 1)pf x x x x x p       . Конгруентната равенка 

( ) 0(mod )f x p  има 1p  решение и тоа се броевите 1,2,..., 1p . Понатаму, 

deg 2f p  , па од последицата 5.9 следува дека сите коефициенти на полиномот  

2
2 1 0( ) ...p

pf x a x a x a
     

се деливи со p , односно 0(mod )na p  за 0,1,.., 2n p  . Сега,  

1 2
2 1 0( ) 1 ( 1)! ...p p

pf p p p a p a p a 
        ,  (7) 

па како 0 1 ( 1)!a p   , со замена во (7), по делењето со p  добиваме  

2 3
2 2 1... 0p p

pp a p a p a 
     . 

Сега, од 2|p a  и од претходното равенство следува дека 
2

1|p a . Меѓутоа, лесно се 

гледа дека  

1 1 1 1
( 1)! 2 3 1

1 ...
a

p p 
     , 

од што следува бараното тврдење. ■ 

 

5.11. Коментар. Во доказот на претходната последица имаме 0 1 ( 1)!a p    

и како 0|p a , ова дава друг доказ на теоремата на Вилсон.  

 

5.12. Последица. Нека ( ), ( )f x g x  и ( )h x  се полиноми со целобројни коефи-

циенти и степени ,n m  и s  соодветно, такви што ( ) ( ) ( )f x g x h x  и нека p  е 

прост број. Ако равенката ( ) 0(mod )f x p  има n  решенија, тогаш равенките 

( ) 0(mod )g x p и ( ) 0(mod )h x p  имаат m  и s  решенија, соодветно.  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 5.8. ■ 

 

5.13. Последица (Лагранж). Нека p  е прост број. Конгруентната равенка  

1

( ) 0(mod ),
n

n n i
i

i

f x x a x p n p



    , ( , ) 1na p     

има точно n  решенија ако и само ако сите коефициенти на остатокот од делењето 

на 
1 1px    со ( )f x  се деливи с p .  

Доказ. Нека 
1 1 ( ) ( ) ( )px f x q x r x    , каде ( )q x  и ( )r x  се полиноми со цело-

бројни коефициенти и степенот на ( )q x  е 1p n  , а степенот на ( )r x  е помал од 

n .  

Ако конгруентната равенка ( ) 0(mod )f x p  има n  решенија, тогаш сите тие 

се решенија и на равенката ( ) 0(mod )r x p , што според последицата 5.9 е можно 

ако и само ако сите коефициенти на ( )r x  се деливи со p .  
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Ако сите коефицинти на ( )r x  се деливи со p , тогаш равенките  

1 1 0(mod )px p    и ( ) ( ) 0(mod )f x q x p  

се еквивалентни. Сега, од малата теорема на Ферма следува дека конгруентната 

равенка 
1 1 0(mod )px p    има 1p  решенија. Но, според теоремата 5.8 равен-

ките ( ) 0(mod )q x p  и ( ) 0(mod )f x p  имаат најмногу по 1p n   и n  решени-

ја соодветно, па од последицата 5.10 следува дека овие равенки имаат точно 

1p n   и n  решенија. ■  

 

5.14. Пример. Реши ги равенките 

а) 
5 4 3 22 2 2 2 1 0(mod3)x x x x x      ,  

б) 
6 5 22 0(mod5)x x x x    ,  

в) 
14 13 2 2 1 0(mod13)x x x x     .  

Решение. а) Бидејќи  

5 4 3 2 3 22 2 2 2 1 ( )( 2 1) 1x x x x x x x x x x            

дадената равенка е еквивалентна на равенката 1 0(mod3)x  , т.е. на равенката 

1(mod3)x  .  

б) Дадената равенка е еквивалентна на равенката 
2 0(mod5)x  , т.е. на равен-

ката 0(mod5)x  .  

в) Дадената равенка е еквивалентна на равенката 1(mod13)x  . ■ 

 

5.15. Пример. Реши ја конгруентната равенка 
3 23 4 2 4 0(mod7)x x x    .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  

3 2 3 1 0(mod7)x x x    .   (8) 

Сите коефициенти на остатокот 
249 70 21x x    од делењето на 7x x  со 

3 2 3 1x x x    се деливи со 7, па затоа равенката (8) има три решенија. Конечно, 

1,2,3(mod7)x  . ■ 

 

 

 

6. ЛЕМИ НА ШУР И ХЕНСЕЛ  

 

6.11. Теорема (лема на Шур). Ако f  е неконстантен полином со целобројни 

коефициенти, тогаш за бесконечно многу прости броеви p  постои цел број x  та-

ков што | ( )p f x .  
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Доказ. Нека 
1

1 1 0( ) ...m m
m mf x b x b x b x b

     , и да претпоставиме дека 

1 2, ,..., sp p p  се сите прости броеви кои се делители на ( ) 0,f x x  . Тогаш бро-

јот  

1
0 1 2 0 0 1 2 1 1 2

0 1 2

( ... ) ( ( ... ) ...  ... 1)

( ... 1),

m m
s m s s

s

f b p p p b b b p p p b p p p

b Ap p p

   

 
 

каде A  е цел број делив со прост број различен од 1,..., sp p , што е противречност. ■ 

 

6.2. Теорема (лема на Хенсел). Нека p  е прост број, ( )f x  е полином со це-

лобројни коефициенти и '( )f x  е неговиот прв извод. Ако ( ) 0(mod )jf a p  и  

'( ) 0(mod )f a p , тогаш постои еден и само еден {0,1,2,..., 1}t p   таков што   

1( ) 0(mod )j jf a tp p   . 

Доказ. Ако се искористи Тејлоровиот развој на полиномот ( )f x  во околина на 

точката а  добиваме  

( )''( ) ( )2 2
2! !

( ) ( ) '( ) ...
nf a f aj j j n nj
n

f a tp f a tp f a t p t p      .  (1) 

Ќе докажеме дека броевите 
( )( )

!

kf a

k
 се цели. Доволно е тврдењето да го докажеме 

за полиноми од видот ( ) mg x x , каде m k . Тогаш имаме:  

( )( ) ( 1)...( 1)

! !
( )

kg a m m m k m k m m k
kk k

a a
       . 

Затоа од (1) следува  

1( ) ( ) '( )(mod )j j jf a tp f a tp f a p    . 

Според тоа, за да биде 
1( ) 0(mod )j jf a tp p   , потребно и доволно е да важи  

( )
'( ) (mod )

j

f a

p
tf a p  .     (2) 

Но,  

'( ) 0(mod )f a p , 

па затоа од теоремата 4.3 следува дека линеарната конгруентна равенка (2) има 

единствено решение {0,1,2,..., 1}t p  . ■ 

 

6.3. Последица. Конгруентната равенка  

1 1 0(mod )p jx p    

има точно 1p  решение за секој прост број p  и секој природен број j .  

Доказ. За 1j   тврдењето следува од малата теорема на Ферма. Нека претпо-

ставиме дека тврдењето важи за некој j , т.е. дека 1 2 1, ,..., px x x   се сите реше-

нија на конгруентната равенка  
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1( ) 1 0(mod )p jf x x p   . 

Тогаш за секој i  важи  

( ) 0(mod )j
if x p  и 

2'( ) ( 1) 0(mod )p
i if x p x p   , 

па од лемата на Хенсел следува дека постои единствен {0,1,2,..., 1}it p   таков 

што  

1( ) 0(mod )j j
i if x t p p   . 

Тоа значи дека 
j

i i iy x t p  , 1,2,..., 1i p   се решенија на конгруентната равен-

ка 
1( ) 0(mod )jf x p  . Останува да докажеме дека ова се сите решенија. Нависти-

на, ако 'y  е некое решение на разгледуваната равенка, тогаш ( ') 0(mod )jf y p , 

па затоа од индуктивната претпоставка следува дека ' (mod )j
iy x p  за некој 

1,2,..., 1i p  . Сега од единственоста на it  следува дека 
1' (mod )j

iy y p  . ■ 

 

6.4. Пример. Реши ја конгруентната равенка  

2 347 0(mod7 )x x   .    (3) 

Решение. Прво ќе ја решаваме конгруентната равенка 
2 47 0(mod7)x x   .  

Решнијата на оваа равенка се 1(mod7)x   и 5(mod7)x  . Нека 
2( ) 47f x x x   . 

Тогаш '( ) 2 1f x x  , па затоа '(1) 3 0(mod7)f    и '(5) 11 0(mod7)f   . Тоа 

значи дека можеме да ја примениме лемата на Хенсел.  

За да ја решиме конгруентната равенка (3) треба да решиме  

( )

7
'( ) (mod7)

f a
f a t   за 1,5a  . 

Имаме:  

1) 3 7(mod7)t  , од каде следува 0t  , односно 7 1a t  ,  

2) 11 11(mod7)t  , од каде следува 6t  , односно 7 47a t  .  

Конечно, за да ја решиме конгруенцијата (3) треба да решиме  

( )

49
'( ) (mod7)

f a
f a t   за 1,47a  . 

Имаме  

1) 3 1(mod7)t  , од каде следува 2t  , односно 49 99a t  ,  

2) 11 47(mod7)t  , од каде следува 4t  , односно 49 243a t  .  

Значи, решенија на (3) се  

399(mod7 )x   и 
3243(mod7 )x  . ■ 
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7. РЕД НА БРОЈ ПО МОДУЛ  

 

7.1. Обратното тврдење на теоремата на Ферма не важи. Така, на пример, 

903 1(mod91) , меѓутоа 91 7 13   е сложен број. Од друга страна ако p  е приро-

ден број и 0 p a   е таков што 
1 1(mod )pa p  , тогаш p  не е прост број. Затоа, 

теоремата на Ферма содржи парцијален тест дали бројот е прост или не, т.е. може 

да се искористи да се докаже дека бројот p  не е прост без наоѓање на нетри-

вијален делител на p . Во натамошните разгледувања ќе се осврнеме на конгруен-

цијата 1(mod )ka n , за k .  

 

7.2. Дефиниција. Нека n  е природен број и a  е цел број таков што ( , ) 1.a n    

Ред на бројот a  по модул n , го нарекуваме најмалиот природен број ( , )a n  

таков што 1(mod )a n  .  

Од 
53 1(mod11)  и 3 1(mod11)i  , за {1,2,3,4}i  следува дека (3,11) 5  .  

 

7.3. Теорема. Нека n  е природен број, ( , ) 1a n   и нека ( , )a n . Тогаш:  

а) 1(mod )ma n  за m  ако и само ако | m , 

б) | ( )n  , 

в) ако ,r s , тогаш (mod )r sa a n  ако и само ако (mod )r s  ,  

г) (mod )i ja a   за , {1,2,..., }i j  , i j , 

д) ако m  е природен број, тогаш редот на ma  по модул n  е еднаков на 
( , )m



, 

ѓ) редот за ma  по модул n  е   ако и само ако m  и   се заемно прости бро-

еви.  

е) низата 2 31, , , ,...a a a  е периодична по модул n  со минимален период  .  

Доказ. а) Ако 1(mod )ma n  за некој природен број m , тогаш од ,m q r    

0 r    добиваме 
m q r q ra a a a    , па затоа 1 (mod ).ra n  Ако 0r  , тогаш 

претходната конгруенција противречи на фактот дека редот на a  по модул n  е  , 

па затоа 0r  . Значи, m q  , т.е. | m .  

Обратно, ако m q  , тогаш  

( ) 1(mod )m q qa a a n    . 

б) Според теоремата на Ојлер имаме 
( ) 1(mod )na n   па од тврдењето под а) 

следува | ( )n  .  
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в) Нека .r s  Бидејќи a  и n  се заемно прости добиваме (mod )r sa a n  ако и 

само ако 1(mod )r sa n  . Според а) последното е возможно ако и само ако 

| ( )r s   т.е. ако и само ако (mod )r s  . 

г) Непосредно следува од тврдењето под в) 

д) Нека ( , )d m  . Тогаш ud  и m vd , ( , ) 1u v  , па затоа   

( , ) ( )( ) ( ) 1(mod )
ud

m dm m mu uvd ud v va a a a a a n

        

Нека претпоставиме t  е таков што ( ) 1(mod )m ta n . Тогаш 1(mod )mta n па 

од ( , )a n  и тврдењето под а) следува | mt . Затоа |ud vdt  и како u  и v  се 

заемно прости добиваме |u t . Бидејќи ud , односно 
( , )d m

u  


   добиваме де-

ка 
( , )m



 е делител на произволниот број t  со својство ( ) 1(mod )m ta n , па од 

дефиницијата на ред по модул следува дека 
( , )m



 е ред за ma  по модул .n  

ѓ) Непосредно следува од тврдењето под д).  

е) Непосредно следува од в) и г). ■ 

 

7.4. Последица. Ако 2p   е прост број и a , тогаш за секој прост делител 

q  на бројот 1 2 ... 1p pa a a      важи | 1p q  или p q .  

Доказ. Ако | 1q a , тогаш 
1| ... 1 1 ... 1 1 (mod )pq a a p q         , па затоа 

q p .  

Од друга страна, ако | 1q a , тогаш редот на бројот a  по модул q  е делител 

на p , што значи дека е еднаков на p . Бидејќи овој ред е делител на 1q , следува 

дека | 1p q . ■  

 

7.5. Теорема. Ако ( , ) ( , ) 1a n b n   и ( , )a n  е заемно прост со ( , )b n , тогаш 

( , ) ( , ) ( , )ab n a n b n   .  

Доказ. Нека ( , )a n R   и ( , )b n S  . Тогаш 

( ) ( ) ( ) 1 1 1(mod )RS RS RS R S S Rab a b a b n      

Според теорема 7.3 а) имаме ( , ) |ab n RS . Бидејќи R  и S  се заемно прости, по-

стојат цели броеви r  и s  за кои ( , ) ,ab n rs rw R    и sx S . Ќе докажеме дека 

r R  и s S . Од дефиницијата на r  и s  имаме 

( ) 1(mod )

( ) 1(mod )

( ) ( ) 1(mod )

rs rs rs

rs rs w

rw s rw s

ab a b n

a b n

a b n

 




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Меѓутоа, бидејќи 1(mod )rwa n  и rw R  имаме 1(mod )Rsb n . Од теорема 7.3 

а) имаме ( , ) |S b n Rs  и како ( , ) 1R S   следува | .S s  Но, |s S , па затоа S s .  

Аналогно се докажува дека r R , па затоа ( , ) ( , ) ( , )ab n RS a n b n    . ■ 

 

7.6. Теорема (Лукас). Ако n  е природен број и ако постои цел број a  таков 

што 
1 1(mod )na n   и 

1

1(mod )
n
pa n


  за секој прост делител p  на 1n , тогаш n  

е прост број. 

Доказ. Од 
1 1(mod )na n   следува ( , ) 1a n   и од теоремата 3 а) имаме ( , )a n  

| 1n . Ако p  е прост број таков што | 1p n , тогаш од 
1

1(mod )
n
pa n


  следува 

дека 1( , ) | n
p

a n   . Навистина, ако 1( , ) | ,n
p

a n   тогаш 
1

1(mod )
n
pa n


 , што е про-

тивречност. Меѓутоа, ( , ) | 1a n n   и 1( , ) | n
p

a n    за секој p  кој е делител на 1n  

повлекува ( , ) 1.a n n    Сега од теоремата 7.3 б) следува 1| ( )n n   и како 

( ) 1n n    добиваме ( ) 1n n   , што значи дека бројот n  е прост. ■ 

 

7.7. Пример. Определи го редот на 2 по модул 53. 

Решение. Од теорема 7.3 б) следува дека ( , )a n  треба да го бараме меѓу де-

лителите на ( )n . Според тоа, за да го определиме ( , )a n  треба да ги определиме 

делителите на ( )n , а потоа последователно (во растечки редослед) за | ( )d n  да 

провериме дали 1(mod )da n .  

Првиот делител за кој е точна последната конгруенција е ( , )a n .  

Во случајов имаме, (53) 53   и делители на 52 се: 1, 2, 4, 13, 26 и 52. Бидејќи  

1 2 4

13 26

2 2(mod53), 2 4(mod53), 2 16(mod53),

2 30(mod53), 2 1(mod53)

  

  
 

заклучуваме дека (2,53) 52  . ■  

 

7.8. Пример. Нека , 1n a   се природни броеви. Докажи дека | ( 1)nn a  .  

Решение. Јасно, 1(mod 1)n na a   и 1(mod 1)m na a   за 0 m n  . Според 

тоа, редот на бројот a  по модул 1na   е n , па затоа | ( 1)nn a  . ■  

 

7.9. Пример. Докажи дека секој прост делител на Ферматовиот број 22 1
n

  за 

1n   има облик 
12 1np k   за k .  
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Решение. Од 22 1 0(mod )
n

p   следува 22 1(mod )
n

p   и 
122 1(mod )

n

p


 . 

Нека (2, )p  е редот на бројот 2 по модул p . Тогаш 
1(2, ) | 2np  , па затоа 

(2, ) 2 , 1mp m n    . Но, ако m n , тогаш 22 1(mod )
m

p , од каде после сте-

пенување на 2n m  добиваме 22 1(mod )
n

p , што противречи на 22 1(mod )
n

p  , 

бидејќи 2p  . Значи, 1m n   и 
1(2, ) 2np   . Конечно,  

1(2, ) 2 | ( ) 1np p p     , 

т.е. постои k  таков што  
12 1np k  . ■ 

 

7.10. Пример. Докажи, дека ако ( , ) 1a n   и 1 2
1 2 ... taa a

tn p p p  е каноничното 

разложување на n , тогаш редот на бројот a  по модул n  е еднаков на најмалиот 

заеднички содржател на редовите на a  по модулите ia
ip , 1,2,...,i t .  

Решение. Нека ik  ередот на a  по модул ia
ip , k  е ред на a  по модул n  и 

1 2[ , ,..., ]tm k k k . Тогаш, од конгруенцијата 1(mod )ka n  следуваат конгруен-

циите 1(mod ), 1,2,...,iak
ia p i t  , па затоа |ik k , за секој 1,2,...,i t , т.е. m k . 

Но, од друга страна од 1(mod ), 1,2,...,ii ak
ia p i t 

 
следува 1(mod )iam

ia p  за 

1,2,...,i t  од каде добиваме 1(mod )ma n . Но, тоа значи дека k m , па затоа 

k m , што и требаше да се докаже. ■ 

 

7.11. Пример. Нека ,a b  и ( , )d a b . Докажи дека ако n  е произволен 

природен број и b
d

 е непарен број, тогаш ( 1, 1) 2a bn n   . 

Решение. Нека 
dm n , ,a dx b dy  . Според условот на задачата y  е 

непарен број. Тогаш 1 1 1, 1 1 1.a dx x b dy yn n m n n m         
  

Нека ( 1, 1)x ym m l   . Ако 1l   и k  е ред на m  по модул l  (јасно ( , ) 1m l  ), 

тогаш од конгруенцијата 1(mod )ym l  следува дека |k y , па значи k  е непарен 

број. Понатаму, од конгруенцијата 1(mod )xm l   следува 
2 1(mod )xm l , па 

значи | 2k x  и како k  е непарен број добиваме дека |k x . Но, ( , ) 1x y   и k  е 

заеднички делител на x  и y , па затоа 1k  . Меѓутоа, 1k   е ред на m  по модул 

l  и затоа 1(mod )m l , односно 1(mod )xm l . Но, 1(mod )xm l   па затоа 

2 0(mod )l , т.е. 2l  . ■  
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8. ЛЕМА ЗА ЗГОЛЕМУВАЊЕ НА СТЕПЕНОТ  

 

8.1. Теорема. Нека n  е природен број, 2p   е прост број и 1a   е цел број.  

1) Ако || 1kp a , 0k    и ||lp n , тогаш || 1k l np a  , односно   

( 1) ( 1) ( )n
p p pv a v a v n     

2) Ако n  е непарен, || 1kp a , 0k   и ||lp n , тогаш || 1k l np a  , односно   

( 1) ( 1) ( )n
p p pv a v a v n    . 

Доказ. 1) Имаме 1ka p B   за некој цел број B  кој не е делив со p . Тогаш  

2 2 3 3
2 31 (1 ) 1 ( ) ( ) ...n k n k n k n k nk na p B np B p B p B p B          . (1) 

Тврдењето ќе го докажеме со индукција по l . За 0l   и 1l  , очигледно сите 

собирци, освен првиот, на десната страна на (1) се деливи со 
1k lp  

, а првиот со-

бирок е делив со 
k lp 

, па затоа || 1k l np a  .  

Нека претпоставиме дека, тврдењето важи за 0,1,2,..., 1l t   и нека l t . 

Тврдењето важи за 1l  , па затоа 
1 || 1k pp a  . Понатаму, бидејќи 1 ||t n

p
p N  , 

од индуктивната претпоставка применета на pA a  и N  добиваме   

( 1) ( 1) || 1 ( ) 1 1
n
pk t k t N p np p A a a         . 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека тврдењето важи 

за секој природен број l .  

2) Следува од тврдењето под 1) со замена на a  со a . ■ 

 

8.2. Последица. Ако ( , )p a  и || 1kp a  , тогаш ( , )k l lp a p   .  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 8.1, применета на a . ■ 

 

8.3. Последица. 1) Нека ,a b  и n . За секој прост број 2p   таков што 

| , | , |p a b p a p b    важи, ако ||kp a b  и ||lp n , тогаш ||k l n np a b  , односно  

( ) ( ) ( )n n
p p pv a b v a b v n    . 

2) Нека ,a b  и n  е непарен. За секој прост број 2p   таков што 

| , | , |p a b p a p b    важи, ако ||kp a b  и ||lp n , тогаш ||k l n np a b  , односно  

( ) ( ) ( )n n
p p pv a b v a b v n    . 

Доказ. 1) За секој , |b p b  , постои цел број c  таков што  

1(mod )k lbc p  . 
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Во теоремата 8.1 го заменуваме a  со ac . Условите || 1kp ac  и || ( ) 1k l np ac   се 

еквивалентни со условите ||kp a b  и ||k l n np a b  , од што следува тврдењето.  

2) Следува од тврдењето а) применето на ( , )a b . ■ 

 

8.4. Тврдењата искажани во теоремата 8.1 и последицата 8.3 се познати како 

лема за зголемување на степенот. За 2p   теоремата 8.1 и нејзината последица не 

се точни. На пример, 2 || 3 1  и 2|| 2 , но 
3 22 | 3 1 . Затоа случајот 2p   ќе го 

разгледаме посебно. Прво ќе ја докажеме следнава лема која важи за секој прост 

број p .  

Лема. а) Нека ,x y  и n . За секој прост број p  таков што ( , ) 1n p  , 

|p x y , |p x  и |p y  важи  

( ) ( )n n
p pv x y v x y   . 

б) Нека ,x y  и n  е непарен. За секој прост број p  таков што ( , ) 1n p  , 

|p x y , |p x  и |p y  важи  

( ) ( )n n
p pv x y v x y   . 

Доказ. а) Имаме   

1 2 3 2 1( )( ... )n n n n n nx y x y x x y x y y          , 

па затоа доволно е да докажеме дека 
1 2 3 2 1| ...n n n np x x y x y y       . Нави-

стина, од (mod )x y p  следува  

1 2 3 2 1 1... 0(mod )n n n n nx x y x y y nx p          . 

б) Следува од тврдењето под а) применето на ( , )x y . ■  

 

8.5. Теорема. Нека ,x y  се непарни броеви такви што 4| x y . Тогаш за 

секој природен број n  важи  

2 2 2( ) ( ) ( )n nv x y v x y v n    . 

Доказ. Нека 2kn m , каде m  е непарен број. Од лемата 8.4 следува  

2 2
2 2

2 2
2

2 2
2

( ) ( )

(( ) ( ) )

( ).

k k

k k

k k

n n m m

m m

v x y v x y

v x y

v x y

  

 

 

 

Според тоа, треба да докажеме дека  

2 2
2 2( ) ( )

k k

v x y v x y k    .    (1) 

Понатаму, имаме  
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1 1 2 22 2 2 2 2 2 2 2( )( )...( )( )( )
k k k k k k

x y x y x y x y x y x y
   

       .  (2) 

Сега, од 4| x y  следува 1(mod4)x y   следува 2 2 1(mod4)
t t

x y   за секој 

t , па затоа 
2 2 2(mod4)

t t

x y  , од каде добиваме  

2 2
2( ) 1

t t

v x y   за секој t .    (3) 

Сега, бидејќи ,x y  се непарни и меѓусебно конгруентни по модул 4, добиваме 

2(mod4)x y  , од каде следува  

2( ) 1v x y  .     (3) 

Конечно, ако ја примениме функцијата 2v  на (2) и потоа ги искористиме (3) и (4) 

ја добиваме формуата (1). ■  

 

8.6. Последица. Нека ,x y  се непарни цели броеви и n  е парен број. Тогаш  

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 1n nv x y v x y v x y v n       . 

Доказ. Јасно, 
2 24 | x y  . Понатаму, за 2kn m , каде m  е непарен број и 

k , од теоремата 8.5 следува  

1 1

2 2
2 2

2 2 2 2
2

2 2
2

2 2 2

( ) ( )

(( ) ( ) )

( ) 1

( ) ( ) ( ) 1,

k k

k k

n n m m

m m

v x y v x y

v x y

v x y k

v x y v x y v n

 

  

 

   

     

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

8.7. Пример. Докажи дека за секој n  бројот 32 1
n

  е делив со 13n , но не 

е делив со 23n .  

Решение. Имаме 
13 || ( 2) 1   и 3 || 3n n

. Сега, од теорема 7.7 следува дека 

1 3 33 || ( 2) 1 (2 1)
n nn       . ■  

 

8.8. Пример. Докажи дека 4 4 ,m n m n   е делив со 
13k

 ако и само ако m n  

е делив со 3k .  

Решение. Доволно е да докажеме дека 
13 | 4 1k m n    ако и само ако 3 |k m n . 

Ако 3( )v m n s   и 3(4 1)m nv t   , тогаш од теоремата 8.1 следува дека 1t s  .  

Ако 
13 | 4 1k m n   , тогаш 1 1k t s    , т.е. k s  и значи 3 |k m n .  

Обратно, ако 3 |k m n , тогаш k s , 1 1k s t     и затоа 
13 | 4 1k m n   . ■   
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9. ПРИМИТИВНИ КОРЕНИ  

 

9.1. Во теорема 7.3 докажавме дека ( , ) | ( )a n n  . Логично е да се запрашаме 

дали за даден природен број n  може да се избере a  таков што ( , ) ( )a n n  ?  

Во врска со ова прашање ја имаме следнава дефиниција.  

Дефиниција. Нека n  и ( , ) 1a n  . Ако ( , ) ( )a n n  , тогаш ќе велиме дека 

a  е примитивен корен по модул n .  

 

9.2. Теорема. Ако a  е примитивен корен од n , тогаш 
2 ( ){ , ,..., }na a a  е реду-

циран систем на остатоци по модул n .  

Доказ. Имаме ( , ) 1a n  . Оттука следува дека ( , ) 1ia n  , за секој 1 ( )i n  . 

Понатаму, броевите ia , {1,2,..., ( )}i n   не се меѓусебно конгруентни по модул n  

(зошто?). Бидејќи имаме само ( )n  природни броеви помали од n  кои се заемно 

прости со n , заклучуваме дека елементите на множеството 
2 ( ){ , ,..., }na a a  мора 

да се конгруентни со нив. Според тоа, 
2 ( ){ , ,..., }na a a  е редуциран систем на оста-

тоци по модул. ■ 

 

9.3. Во теоремата 5.8 докажавме дека за полином од n ти степен ( )f x , кон-

груентната равенка ( ) 0(mod )f x p  има најмногу n  решенија. Притоа, да споме-

неме дека во случајов ние всушност работевме во p  - полето остатоци по модул 

прост број p .  

Лема. Нека p  е прост број. Ако | 1n p , тогаш конгруентната равенка  

1(mod )nx p  

има n  решенија.  

Доказ. Според теоремата 5.8 равенката 1(mod )nx p  има најмногу n  реше-

нија. Од друга страна, степенот на полиномот 
1 1

1

p

n
x

x

 


 е еднаков на 1p n  , па 

затоа равенката 
1 1

1
1(mod )

p

n
x

x
p

 


  има најмногу 1p n   решенија. Понатаму, од 

теоремата на Ферма следува дека равенката 
1 1(mod )px p   има точно 1p  

решение. Конечно, тврдењето на лемата следува од последицата 5.12. ■  

 

9.4. Теорема. За секој прост број p  постои примитивен корен по модул p .  

Доказ. Со индукција по делителите d  на бројот 1p , ќе докажеме дека по-

стојат ( )d  елементи на p  со ред d . Тврдењето е тривијално за 1d  . Нека 
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претпоставиме дека тврдењето е точно за сите делители на бројот 1p  помали од 

d . Од лемата 9.3 следува дека постојат точно d  елементи на p  чиј ред е дели-

тел на d . Од индуктивната претпоставка следува дека меѓу тие d  елементи точно 

( )m  имаат ред m , каде m  е произволен делител на d  помал од d . Преостана-

тите 
|

( )
d md

d m


   имаат ред d , а од теоремата III 5.2 следува дека  

|

( ) ( )
d md

d m d


   , 

со што е завршен индуктивниот доказ. ■  

 

9.5. Последица. Ако p  е прост број, тогаш постојат точно ( 1)p   примитив-

ни корени по модул p .  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 9.4. Деталите ги оставаме на читате-

лот за вежба. ■  

 

9.6. Последица. Нека p  е прост број и n . Ако за секој a  таков што 

( , ) 1a p   важи | 1np a  , тогаш 1|p n . 

Доказ. Доволно е да земеме a u  каде u  е примитивен корен по модул p . ■ 

 

9.7. Според теоремата 9.2 егзистенцијата на примитивен корен u  по прост мо-

дул p  значи дека мултипликативната група 
*
p  е циклична и е генерирана од 

елементот u . Понатаму, во теоремата 9.4 докажавме дека за секој прост број p  

постои примитивен корен по модул p . Логично се поставува прашањето за кои 

природни броеви n  постои примитивен корен по модул n . Одговор на ова праша-

ње ќе дадеме во следните разгледувања.  

 

9.8. Теорема. Нека p  е непарен прост број. Тогаш за секој n  постои при-

митивен корен по модулите 
np  и 2 np .    

Доказ. Според теоремата 9.4 постои примитивен корен u  по модул p . Прво 

ќе докажеме дека барем еден од броевите ,u u p  е примитивен корен по модул 

2p , т.е. дека има ред 
2( ) ( 1)p p p    по модул 

2p . Секој од овие два броја има 

ред 1p  по модул p , па затоа нивните редови по модул 
2p  се деливи со 1p , 

што значи дека тие се еднакви на 1p  или ( 1)p p . Ако ниту u  ниту u p  не е 

примитивен корен по модул 
2p , тогаш 

1 1 2( ) 1(mod )p pu u p p    . Меѓутоа, 

од Њутновата биномна формула следува дека   
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1 1 2 20 ( ) ( 1) 0(mod )p p pu p u p pu p        , 

што е противречност.  

Сега нека u  е примитивен корен по модул 
2p . Ќе докажеме дека u  е прими-

тивен корен по модул 
np . Бидејќи p  точно го дели 1 1pu   , од теоремата 8.1 

следува, дека | 1n mp u   ако и само ако 
1( 1) |np p m  , т.е. редот на u  по модул 

np  е еднаков на ( )np , што значи дека u  е примитивен корен по модул 
np .  

Конечно, бидејќи (2 ) ( )n np p  , секој непарен примитивен корен по модул 

np  е и примитивен корен по модул 2 np . Според тоа, u  или u p  е примитивен 

корен по модул 2 np . ■ 

 

9.9. Теорема. Примитивен корен по модул ,n n  постои ако и само ако 

kn p  или 2 kn p , каде p  е непарен прост број и k , или {2,4}n .  

Доказ. Ако постои природен број a  таков што ( , ) ( )a n n  , тогаш од теоре-

мата на Кармајкл следува дека ( ) ( )n n  . Но, тоа значи дека n  не може да биде 

од облик 2 , 2k k  . Исто така, од теоремата на Кармајкл следува дека n  не може 

да биде и производ на два заемно прости броеви 1n  и 2n  поголеми од 2, бидејќи 

1( )n  и 2( )n  по дефиниција се парни, па затоа  

1
1 2 1 22

1 1
1 22 2

( ) [ ( ), ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

n n n n n

n n n n

      

     
 

Секој n  кој е запишан во некој од наведените облици или содржи степен на 

бројот 2 поголем од 4 или е производ на два заемно прости броеви поголеми од 2, 

па затоа тврдењето следува од претходните разгледувања. ■  

 

9.10. Теорема. Нека ,m n . Ако | 1mn a   за секој цел број a  таков што 

( , ) 1a n  , тогаш ( ) |n m , каде   е функцијата на Кармајкл. 

Доказ. Нека 1 2
1 22 ... r

rn p p p
   , каде ip  се различни непарни прости броеви 

и 0i  . Од теоремата 9.9 следува дека за секој i  постои iu  чиј ред по модул 

i
ip


 е еднаков на ( )i
ip


 . За 3   примитивен корен по модул 2  не постои, но  

редот на бројот 5 по модул 2  е еднаков на 22  (Зошто?).  

Од Кинеската теорема за остатоци следува дека постои a  таков што 

5(mod2 )a   и (mod )i
i ia u p


 , за 1,2,...,i r . Тогаш | 1mn a   ако и само ако 
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2 | 1ma   и  | 1i m
ip a


 , за 1,2,...,i r , а тоа важи ако и само ако (2 ) | m  и 

( ) |i
ip m


 , за 1,2,...,i r , што значи ако и само ако ( ) |n m . ■ 

 

9.11. Пример. Докажи дека броевите 1, 2, ..., 100 можат да се распоредат во по-

лињата на табела 10 10  така, што во секој 2 2  квадрат производите на броевите 

на дијагоналите се еднакви по модул 101.  

Решение. Нека u  е примитивен корен по модул 101. Во полето на i  тата 

редица и j  тата колона, , 1,2,...,10i j  , да го запишеме остатокот на 
10i ju 

 при 

делење со 101. Во секој квадрат определен со редиците , 1i i  и колоните , 1j j  , 

производот на броевите на секоја од дијагоналите е еднаков на  

10(2 1) (2 1) (mod101)i jk u    . ■ 

 

9.12. Пример. Нека p  е прост број и 
1

0

p
n

n
x

S x




  , n . Докажи дека 

1(mod )nS p p   ако 1|p n  и 0(mod )nS p  ако 1 |p n  .  

Решение. Нека 1|p n , т.е. ( 1)n p q  . Бидејќи ( , ) 1x p   за 1,2,..., 1x p    

од малата теорема на Ферма следува  

1 1 1
1

0 1 1

( ) 1 1(mod )
p p p

n p q q
n

x x x

S x x p p
  



  

       . 

Нека 1 |p n  . Тогаш ( 1)n p q k    за некој {1,2,..., 2}k p  , па затоа  

1 1 1
1

0 1 1

( ) (mod )
p p p

n p q k k
n

x x x

S x x x x p
  



  

     ,   (1) 

за некој {1,2,..., 2}k p  . Според теоремата 9.4 постои примитивен корен u  по 

модул p . Според теоремата 9.2 множеството 
2 1{ , ,..., }pu u u 

 е редуциран систем 

на остатоци по модул p , па затоа од (1) следува  

1 1 1

1 1 1

1 1
1

1 2 1

(mod ) ( ) ( ) (mod )

( ) ( ) ( ) (mod ).

p p p
k i k k i

n
x i i

p p p
k k i k i k i

n n
i i i

S x p u u p

u S u u u S p

  

  

 


  

  

   

  

  

 

Но, за {1,2,..., 2}k p   важи 1(mod )ku p , па затоа од последните конгруенции 

следува 0(mod )nS p . ■  

 

9.13. Пример. Нека p  е непарен прост број и 
1

0 1 1( ) ... p
pf x a a x a x 
     е 

полином со целобројни коефициенти таков што е исполнето: за целите броеви a  и 



Р. Малчески  

 

 

129  

b  бројот a b  не е делив со p  ако и само ако ( ) ( )f a f b  не е делив со p . До-

кажи дека 1| pp a  .  

Решение. Од условот следува дека (0), (1),..., ( 1)f f f p  формираат комплетен 

систем на остатоци по модул p . Сега од пример 9.12 добиваме  

1 1 1

0 1
0 0 0

0 ( ) ( 1) (mod )
p p p

k
k p

i k i

f i pa a i p a p
  


  

       , 

од каде следува тврдењето на задачата. ■  
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V ГЛАВА  

ЦИКЛОМАТИЧНИ ПОЛИНОМИ  
 

 

 

1. КОМПЛЕКСНИ ПРИМИТИВНИ КОРЕНИ  

 

1.1. Дефиниција. Нека се дадени комплексен број 0z   и природен број n . 

nти корен од z  го нарекуваме комплексниот број w  за кој важи 

nw z .     (1) 

Притоа ја користиме ознаката nw z . Понатаму, ако | | (cos sin )z z i   , 

тогаш  

2 2
| |(cos sin )

k kn n
n n

w z z i
   

    , 0, 1, 2,...k            (2)  

Ако во формулата (2) ставиме 0,1,2,..., 1k n   за w  добиваме n  различни вред-

ности 0 1 1, ,..., nw w w  . Ставајќи k n , заради периодичноста на тригонометриски-

те функции повторно го добиваме бројот 0w  итн. Според тоа, n тиот корен од 

комплексниот број z , има точно n  различни вредности, кои се добиваат од фор-

мулата (2) за 0,1,2,..., 1k n  .  

Ако 1z  , тогаш 0  и според (2) n те различни корени на бројот 1 се 

зададени со  

2 2cos sin , 0,1,2,..., 1.k k
k n n

u i k n        (3) 

Ако ставиме 2 2
1 cos sin ,

n n
u u i    тогаш од Моавровата формула добиваме   

, 0,1,..., 1.k
ku u k n    

 

1.2. Лема. Нека 
1

0

n
p

p k
k

S u




   е збирот на p тите степени на n тите корени 

на единицата, n . Тогаш    

, ако |

0,  ако | .
p

n n p
S

n p


 


 

Доказ. Од , 0,1,..., 1k
ku u k n    и 2 2cos sin ,

n n
u i    добиваме  

2 ( 1)1 ... .p p n p
pS u u u         (4) 

Ако |n p  и ,
p

n
m  тогаш ( ) 1 1p mn n m mu u u     и од (4) следува .pS n  Нека 

| .n p  Притоа важи ( ) 1 1.np n p pu u   Од |n p  следува 1 0,pu    па затоа   
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2 ( 1) 1

1
1 ... 0.

np

p

p p n p u
p

u
S u u u  


        ■ 

 

1.3. Дефиниција. Нека u  е n ти корен на единицата, n . Најмалиот при-

роден број k  таков што важи 1ku   го нарекуваме ред на бројот u  и го озна-

чуваме со ord( )u .  

 

1.4. Лема. Нека n  и u  е n ти корен на единицата. Тогаш 1ku   за некој  

k  ако и само ако ord( ) |u k . Специјално, ord( ) |u n .  

Доказ. Нека ord( )d k . Ако |d k , тогаш ( ) 1 1
k k
d dk du u   .  

Обратно, ако 1ku   и k qd r  , 0 r d  , тогаш од  

1 ( )qd r d q r ru u u u    

следува дека 1ru  . Но, ord( )r d u  , па затоа 0r  , т.е. |d k . ■ 

 

1.5. Последица. Нека n , u  е n ти корен на единицата и ord( )d u . То-

гаш k mu u  ако и само ако (mod )k m d .  

Доказ. Следува од лемата 1.4. Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

1.6. Дефиниција. Нека u  е n ти корен на единицата. Ако ord( )u n , тогаш 

ќе велиме дека u  е примитивен nти корен на единицата.  

 

1.7. Лема. Ако u  е примитивен n ти корен на единицата, тогаш 2, ,..., nu u u  

се сите nти корени на единицата.  

Доказ. Имаме ord( )u n , па затоа ( ) ( ) 1k n n ku u  , за 1,2,...,k n , што спо-

ред дефиницијата 1.1 значи дека комплексните броеви ku , 1,2,...,k n  се n ти 

корени на единицата. Ако 
k mu u , , {1,2,..., }k m n , тогаш од последицата 1.5 

следува (mod )k m n , па затоа k m . Според тоа, броевите 2, ,..., nu u u  се различ-

ни меѓу себе, па затоа тоа се сите n ти корени на единицата. ■  

 

1.8. Лема. Нека ,n k  и u  е примитивен n ти корен на единицата. Тогаш 

ku  е примитивен n ти корен на единицата ако и само ако ( , ) 1n k  .  

Доказ. Нека u  е примитивен n ти корен на единицата и ord( )kd u . Тогаш 

1kdu   и бидејќи ord( )u n  од лемата 1.4 следува дека |n kd . Ако ( , ) 1n k  , то-

гаш од |n kd  следува |n d . Од друга страна бидејќи 
ku  е n ти корен на едини-
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цата, повторно од лемата 1.4 следува дека |d n . Сега, од |n d  и |d n , следува 

d n , т.е. ku  е примитивен n ти корен на единицата.  

Ако ( , ) 1n k  , тогаш од ( , ) ( , )1 ( ) ( )
k n

n k n kn ku u  , па од лемата 1.4 следува дека 

( , )
| n

n k
d . Според тоа, d n , па затоа ku  не е примитивен n ти корен на еди-

ницата. ■ 

 

1.9. Последица. Нека n . Тогаш постојат ( )n  примитивни n ти корени 

на единицата.  

Доказ. Непосредно следува од лемата 1.8. ■ 

 

1.10. Теорема. Збирот на сите примитивни n ти корени на единицата е една-

ков на ( )n .  

Доказ. Нека  
2

1
( , ) 1

( )
ik

n

k n
k n

f n e


 


  , 

каде 
2 i
nu e


  е примитивен n ти корен на единицата. Ќе докажеме дека функци-

јата f  е мултипликативна. Прво ќе докажеме дека сите ( ) ( )m n   собирци од 

( ) ( )f m f n  се по парови различни. Нека го претпоставиме спротивното, т.е. нека  

2 2 2 2ia ib ic id
n m n me e e e
   

 . 

Од последицата 1.5 следува  

(mod )am nb cm nd mn   , 

односно   

( ) ( ) 0(mod )m a c n b d mn    . 

Но, ( , ) 1m n  , па од последната конгруенција следува дека |n a c  и |m b d , и 

како 1 ,a c n   и 1 ,b d m  , заклучуваме дека a c  и b d , што значи дека 

сите ( ) ( )m n   собирци од ( ) ( )f m f n  се по парови различни. Понатаму, од 

( , ) ( , ) 1a n b m   следува ( , ) 1am bn mn  , па затоа секој од горните собирци се 

појавува и во ( )f mn , кој има ( ) ( ) ( )mn n m    собирци. Последното значи дека 

функцијата f  е мултипликативна.  

Сега, бидејќи  

1 1

2 1

( 1) ( )

1 1

(1 )

1

( ) ...

1,

p p p

p

p

u u u u u

u u

u u

u

f p u u u
 



 

 





   

 

  
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а за 1k   важи  

1

1

2 2

( 1) (( ) 1)

1 1

( 1) ( 1)

1 1

( ) ... ( ... )

0,

k k

k kp p p p

p

k kp p p

p

k p p p p p

u u u u

u u

u u u u

u u

f p u u u u u u



 

 

 

 

       

 

  

 

од мултипликативноста на f  следува ( ) ( )f n n . ■ 

 

 

 

2. ДЕФИНИЦИЈА И СВОЈСТВА НА  

ЦИКЛОМАТИЧНИТЕ ПОЛИНОМИ  

 

2.1. Дефиниција. Нека n . Полиномот  

ord( )

( ) ( )n
n

x x
 

   

го нарекуваме nти цикломатичен полином.  

 

2.2. Забелешка. Од дефиниција 2.1 следува дека:  

- водечкиот коефициент на n тиот цикломатичен полином е еднаков на 1,  

- nтиот цикломатичен полином има само еднократни нули и тоа се прими-

тивните n ти корени на единицата, и  

- бидејќи бројот на примитивни n ти корени на единицата е еднаков на 

( )n , важи deg ( )n n .  

 

2.3. Теорема. Ако n , тогаш  

|

1 ( )n
k

k n

x x  .    (1) 

Доказ. Нули на полиномот 1nx   се n тите корени на единицата. Нека   е 

еден од тие корени и нека ord( ) k  . Тогаш   е примитивен k ти корен, па за-

тоа е нула на полиномот ( )k x . Но, според лемата 1.4 важи |k n , па затоа   е 

нула на полиномот 
|

( )k
k n

x .  

Обратно, ако   е нула на полиномот 
|

( )k
k n

x , тогаш постои 0 0, |k k n  и   е 

нула на полиномот 
0
( )k x . Сега, од дефиниција 1.1 следува 0 1k   и бидејќи 

0 |k n  добиваме 1n  , односно   е нула на полиномот 1nx  .  
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Значи, двата полиноми во (1) имаат исти нули и водечки коефициенти еднакви 

на 1, па затоа тие се идентични. ■  

 

2.4. Забелешка. Од теоремата 2.3 непосредно следува, дека  

| ||

deg( 1) deg( ( )) deg ( ) ( ),n
k k

k n k nk n

n x x x k         

и ова е уште еден доказ на теоремата III 5.2. 

 

2.5. Пред да преминеме на разгледување на други својства на цикломатичните 

полиноми ќе докажеме едно помошно тврдење за моничните полиноми, т.е. поли-

номите со водечки коефициент 1. .  

 

Теорема. Нека f  и g  се два монични полиноми со рационални коефициенти. 

Ако сите коефициенти на полиномот fg  се цели броеви, тогаш и сите коефици-

енти на полиномите f  и g  се цели броеви.  

Доказ. Нека  

1
1 0( ) ...m m

mf x x a x a
     и 

1
1 0( ) ...n n

ng x x b x b
     

се разгледуваните полиноми. Нека M  и N  се соодветно најмалите заеднички со-

држатели на именителите на броевите 1 0,...,ma a  и 1 0,...,nb b  запишани со заемно 

прости броители и именители. Тогаш M  и N  се најмалите природни броеви за 

кои ( )Mf x  и ( )Ng x  се полиноми со целобројни коефициенти. Ставаме i iA Ma , 

за 0 1i m    и j jB Nb , за 0 1j n   , и нека ,m nA M B N  . Тогаш  

0 0( ) ( ) ...m n
m nMNf x g x A B x A B   . 

Сега, бидејќи ( ) ( ) [ ]f x g x x , добиваме дека сите коефициенти на полиномот 

( ) ( )MNf x g x  се деливи со MN .  

Нека претпоставиме дека 1MN  . Нека p  е прост број таков што |p MN . Ќе 

докажеме дека постои {0,1,2,..., }i m  таков што | ip A . Навистина, ако |p M , 

тогаш | mp A . Ако |p M  и | ip A  за секој {0,1,..., 1}i m  , тогаш ( ) iAM
ip p

a    

за секој {0,1,..., 1}i m   и M
p

M , што противречи на минималноста на M . Ана-

логно се докажува дека постои {0,1,2,..., }j n  таков што | jp B . Нека ,I J  се 

најголемите индекси ,i j  за кои | ip A , | jp B . Тогаш коефициентот во полино-

мот ( ) ( )MNf x g x  пред членот 
I Jx 

 е број од видот I JA B S  и притоа важи |p S . 

Навистина, од  

,

k l
k l I J
k I l J

S A B
  
 

   
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следува дека за секој собирок во овој збир важи или k I  или l J , па затоа ќе 

важи | kp A  или | lp B , т.е. секој собирок во овој збир ќе биде делив со p , па за-

тоа |p S . Последното значи дека коефициентот пред членот I Jx   не е делив со 

MN  што е противречност. Од добиента претивречност следува 1MN  , па затоа 

1, 1M N  , со што тврдењето е докажано. ■ 

 

2.6. Теорема. Ако n , тогаш ( )n x  е полином со целобројни коефициенти, 

односно ( ) [ ]n x x , при што слободниот член  е (0) 1n  .  

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција. За 1n   имаме 1( ) 1x x  . 

Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за сите броеви помали од n . Тогаш 

|

1
( )

( )
n

k
k n
k n

x
n x

x






 . Полиномите 1nx   и 
|

( )k
k n
k n

x



  се со целобројни коефициенти, 

па затоа полиномот ( )n x  е со рационални коефициенти. Сега, од теорема 2.5 

следува дека полиномот ( )n x  е со целобројни коефициенти. Во случајот сло-

бодниот член на ( )n x  е цел број. Од Виетовите формули следува дека тој број е 

производ на сите корени на ( )n x . Бидејќи корените се ненулти и имаат модул 1 

(како комплексни броеви), нивниот производ е 1 . ■ 

 

2.7. Теорема. За секој n  важи  

( )

|

( ) ( 1)
n
d d

n
d n

x x   . 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 2.3 и III 4.6. Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба. ■  

 

2.8. Теорема. Нека n  и p  е прост број. Тогаш  

( )

( )

( ), ако | ,
( )

, ако | .
p

n

n

p
n

np x

x

x p n
x

p n




 









  

Доказ. Нека |p n . Од теоремата 2.7 следува   

( )

|

( ) ( )

| |
|

( )

|
|

( ) ( 1)

( ( 1) )( ( 1) )

( )( ( 1) ).

np

d

np np

d d

np

d

d
np

d np

d d

d n d np
d n

p d
n

d np
d n

x x

x x

x x



 







 

  

 



 







  (2) 
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За множителите во последната заграда на горниот израз важи |d pn  и |d n , па 

бидејќи p  е прост број добиваме |p d . Понатаму, од |p n  следува 
2 |p d . Нави-

стина, ако d pa  и |p a , тогаш од |d pn  ќе следува |a n . Но, ( , ) 1a p  , па 

затоа од |p n  и |a n  добиваме |d ap n , што е противречност. Според тоа, 

2 |p d  и од дефиницијата III 4.1 следува ( ) 0d  , што значи дека  

( )

|
|

( 1) 1
np

d d

d np
d n

x 



  , 

па од (2) добиваме дека ( ) ( )p
np nx x  .  

Доказот во случајот кога |p n  е аналоген, со тоа што од теоремата 2.7, мулти-

пликативноста на функцијата ( )n  и дефиницијата III 4.1 добиваме  

( ) ( ) ( )

| | |

( ) ( 1) ( ( 1) )( ( 1) )
npnp np
dpd dd d pd

np
d np d n d n

x x x x          

( )( )
( )

|

( )( ( 1) ) .
pn

nd

n

xp d
n x

d n

x x   



  ■ 

 

2.9. Последица. Нека ,n k  и p  е прост број. Тогаш  

1

( )

( )

( ), ако | ,

( )
, ако | .

k

kpk
n

kp
n

p
n

xnp

x

x p n

x
p n






 










  

Доказ. Од теорема 2.8 следува  

1

1

1

( )

( )

( ), ако | ,

( ) ( ) ... ( )
, ако | .

k

k
kpk k

n
kp

n

p
n

p p
np xnp np

x

x p n

x x x
p n










    










    ■ 

 

2.10. Теорема. Ако ,a n  и ( , ) 1a n  , тогаш  

|

( ) ( )a
n nd

d a

x x  .    (3) 

Доказ. Според забелешката 2.2 и својствата на полиномите имаме  

deg ( ) ( )a
n x a n   и 

| ||

deg ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nd
d a d ad a

x nd n d a n       . 

Според тоа, полиномите во (3) имаат еднакви степени и бидејќи тие се монични, 

па за да го докажеме тврдењето доволно е да докажеме дека секој a ти корен на 

примитивен nти корен на единицата е корен на полиномот 
|

( )nd
d a

x .  
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Нека   е примитивен n ти корен на единицата. Тогаш  

( , ) 1

( ) ( )a a k
n

k n

x x


  .   (4) 

Значи, секоја нула на полиномот ( )a
n x  е од облик k , каде   е примитивен 

anти корен на единицата и ( , ) 1k n  . Нека сега ( , )b k a . Тогаш k  е прими-

тивен an
b
 ти корен на единицата. Ако a

b
d  , тогаш k  е корен на полиномот 

( )nd x . Според тоа, нулите на полиномот ( )a
n x  се еднакви на нулите на 

полиномот 
|

( )nd
d a

x . ■ 

 

2.11. Теорема. Ако p  е прост број, тогаш полиномот ( )p x  е иредуцибилен.  

Доказ. За да докажеме дека ( )p x  е иредуцибилен, доволно е да докажеме 

дека ( 1)p x  е иредуцибилен. Од теоремата 2.8 следува  

1

1

1 2
1 2 1

(( 1) ) ( 1) 1
1 ( 1) ( 1) 1

( ) ... ( ) ( )

( 1) ( 1)
p p

p ppp p
p p

x x
p p x x

x x x x

x

x x


 

  
   

   

    






 

 

1 2
1 2 1( ) ... ( ) ( ),

p ppp p
p px x x 
       

па од Ајзенштајновиот критериум (види [167], стр. 207) следува дека ( 1)p x  е 

иредуцибилен. ■ 

 

2.12. Пример. Докажи дека низата  

10001, 100010001, 1000100010001,...  

не содржи прости броеви.  

Решение. Имаме 10001 73 137  , а вториот член на низата е делив со 3, па 

затоа првите два члена на низата не се прости броеви. Понатаму, секој член на 

оваа низа е од видот 
4 8 41 10 10 ... 10 n    , па затоа треба да докажеме дека за 

секој природен број n  овој број е сложен.  

Ако 1n  е сложен број, тогаш од 1| 1m n   следува 
4( 1) 4( 1)10 1|10 1m n   , 

т.е. 
4 8 4 4 8 41 10 10 ... 10 |1 10 10 ... 10m n        , што значи дека во овој случај 

n тиот член на низата е сложен број.  

Ако 1n  е прост број, тогаш од теорематафсзаз 2.3 следува  

4 14( 1)

4 4

4 4
1 1

4
1

(10 ) 14 8 4 10 1

10 1 10 1

(10 ) (10 ) 4
1

(10 )

1 10 10 ... 10

(10 ),

nn

n

n

n
 










 



     

 

 



Цикломатични полиноми 

 

 

138 

Сега, од теорема 2.10 следува  

4
1 1 2( 1) 4( 1)(10 ) (10) (10) (10)n n n n       , 

од каде што во овој случај следува тврдењето на задачата. ■ 

 

 

 

3. ЦИКЛОМАТИЧНИ ПОЛИНОМИ И  

РЕД НА БРОЈ ПО ПРОСТ МОДУЛ 

 

3.1. Теорема. Нека p  е прост број. Ако постојат цел број a  и полином 

[ ]f x  такви што  

21 ( ) ( )(mod )nx x a f x p   ,    (1) 

тогаш |p n .  

Доказ. Ако во (1) ставиме x a  добиваме 1 0(mod )na p  , што значи дека 

|p a . Во (1) ставаме x y a   и добиваме  

2( ) 1 ( )(mod )ny a y f y a p    .   (2) 

Сега, ако во полиномите на (2) ги споредиме коефициентите пред y , добиваме 

дека 
1 0(mod )nna p  . Но, |p a , па затоа од последната конгруенција следува 

дека |p n . ■ 

 

3.2. Лема. Нека ,n x   и d n  е делител на n . Ако p  е заеднички прост 

делител на ( )n x  и ( )d x , тогаш |p n .  

Доказ. Според теоремата 2.3 имаме 
|

1 ( )n
k

k n

x x  , што значи дека 1nx   е 

делив со ( ) ( )n dx x  . Според тоа, полиномот 1nx   има двократна нула по 

модул p , па од теоремата 3.1 следува дека |p n . ■ 

 

3.3. Лема. Нека ,m n  и p  е прост број таков, што |p mn . Тогаш броевите 

( )m x  и ( )n x  не може и двата да бидат деливи со p  за иста вредност на x .  

Доказ. Ако за некој x  важи | ( )mp x  и | ( )np x , тогаш полиномот 

1mnx   има двократна нула по модул p , па од теоремата 3.1 следува дека |p mn , 

што е противречност. ■ 

 

3.4. Теорема. Нека ( )f x  е полином со целобројни коефициенти. Постои не-

константен полином ( )m x  таков што 
2( ( )) | ( )m x f x  ако и само ако полиномот 
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( ( ), '( ))f x f x  не е константен. Тврдењето важи и кога ( )f x  е полином над полето 

p .  

Доказ. Нека ( )m x  е неконстантен полином таков што 
2( ( )) | ( )m x f x . Од  пра-

вилата за диференцирање следува дека ( ) | '( )m x f x , па затоа ( )m x  е заеднички 

делител на ( )f x  и '( )f x , т.е. полиномот ( ( ), '( ))f x f x  не е константен. 

Нека полиномот ( ( ), '( ))f x f x  не е константен. Нека  ( ( ), '( ))( ) | f x f xm x  е ире-

дуцибилен и не е константен. Ставаме ( ) ( ) ( )f x m x r x  и добиваме  

'( ) '( ) ( ) ( ) '( )f x m x r x m x r x  . 

Но, ( )m x  е деител на '( )f x , па затоа ( ) | '( ) ( )m x m x r x . Понатаму, полиномот ( )m x  

е иредуцибилен, па затоа ( ( ), '( ))m x m x  е константен полином и како ( ) |m x  

'( ) ( )m x r x  заклучуваме дека ( ) | ( )m x r x . Според тоа, постои полином ( )q x  таков 

што ( ) ( ) ( )r x m x q x . Конечно, постои неконстантен полином ( )m x  таков што 

2( ) ( ( )) ( )f x m x q x , т.е. 
2( ( )) | ( )m x f x .  

Случајот со полиноми над полето p  е малку поспецифичен. Ако '( ) 0m x  , 

тогаш разгледувањата се како погоре. Ако '( ) 0m x  , тогаш од малата теорема на 

Ферма добиваме  

0 0

( ) ( ) (mod )k k p
k k

k k

m x a x a x p
 

   , 

што противречи на иредуцибилноста на ( )m x . ■ 

 

3.5. Теорема. Нека m  и n  се различни природни броеви и p  е прост број 

таков, што |p mn . Тогаш  

( ( ), ( )) 1m nx x    

над [ ]p x .  

Доказ. Нека претпоставиме дека ( ( ), ( )) 1m nx x   . Ако земеме предвид дека 

( ) ( ) | 1mn
m nx x x    следува дека постои полином ( )g x  над [ ]p x  таков што 

2( ) | 1mng x x  . Но, тогаш од теоремата 3.4 следува дека 
1( , 1) 1mn mnmnx x   , 

што е противречност. ■ 

 

3.6. Теорема. Нека p  е прост број. Тогаш за секои n  и a  такви што 

( , ) 1n p   важи | ( )np a  ако и само ако ( , )a p n  .  

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со математичка индукција по n .  

Од 1( ) 1x x   следува дека тврдењето важи за 1n  . Нека претпоставиме 

дека тврдењето важи за сите природни броеви k n .  



Цикломатични полиноми 

 

 

140 

Нека претпоставиме дека за некој a  важи | ( )np a . Тогаш, од теорема 2.3 

следува  дека 1(mod )na p . Нека претпоставиме дека ( , )a p k n   . Тогаш од 

индуктивната претпоставка следува | ( )kp a . Значи, | ( )np a  и | ( )kp a , па 

бидејќи |k n  од лемата 3.2 следува |p n , што противречи на ( , ) 1n p  .  

Нека ( , )a p n  . Тогаш од теоремата 2.3 следува  

|

0 1 ( )(mod )n
k

k n

a a p   , 

па затоа | ( )kp a , за некој |k n . Меѓутоа, не може да биде k n , бидејќи тогаш 

повторно од теоремата 2.3 ќе следува | 1kp a  , што противречи на ( , )a p n  . 

Според тоа, k n , т.е. | ( )np a .  

Значи, тврдењето важи и за k n , па од принципот на математичка индукција 

следува дека важи за секој природен број n . ■  

 

3.7. Теорема. Нека n  и x . Тогаш за секој прост делител p  на ( )n x  

важи или 1(mod )p n  или |p n .  

Доказ. Нека p  е прост делител на ( )n x . Тогаш |p x  бидејќи | ( ) |np x  

1nx  . Нека ( , )k x p . Бидејќи | 1np x  , добиваме 1(mod )nx p , па од теоре-

мата IV 7.3 следува дека |k n .  

Ако k n , тогаш од малата теорема на Ферма следува 
1 1(mod )px p  , па за-

тоа од теоремата IV 7.3  добиваме | 1n p , т.е. 1(mod )p n .  

Ако k n , тогаш од теоремата 2.3 и дефиницијата на ред по модул следува  

|

0 1 ( ) (mod )k
d

d k

x x p   , 

па затоа за некој |d k  важи | ( )dp x . Конечно, бидејќи | ( )dp x  и | ( )np x , од 

лемата 3.2 следува |p n . ■ 

 

3.8. Во втората глава без доказ ја дадовме теоремата на Дирихле. Во следната 

последица ќе докажеме специјален случај на оваа теорема.   

Последица (теорема на Дирихле). Нека n . Тогаш постојат бесконечно 

многу прости броеви p  такви што 1(mod )p n .  

Доказ. За 1n   тврдењето е тривијално, па затоа нека 1n  .  

Нека претпоставиме дека постојат конечно многу прости броеви p  такви што 

1(mod )p n . Нека M  е производ на овие прости броеви и простите броеви кои 

се делители на n . Јасно, 1M  . Бидејќи ( )n x  е неконстантен моничен полином, 
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постои k  таков што ( ) 1k
n M  . Нека q  е прост делител на бројот ( )k

n M . 

Тогаш | ( ) | 1k kn
nq M M  , па затоа |q M . Но, тогаш од начинот на кој е оп-

ределен M  следува |q n  и 1(mod )q n , што противречи на теоремата 3.7.  

Конечно, од добиената противречност следува дека постојат бесконечно многу 

прости броеви p  такви што 1(mod )p n . ■ 

 

3.9. Во продолжение ќе дадеме друг доказ на последицата IV 7.4.  

Последица. Нека a  и 2p   е прост број. Тогаш за секој прост делител q  

на 11 ... pa a     важи 1(mod )q p  или q p .  

Доказ. Нека q  е прост делител на 11 ... pa a    . Бидејќи  

1

1 1 1
1 ( )

1 ...
p pp a a

a a
a a   


    


  и  11 ( ) ( )p

pa a a    

добиваме дека  

1( ) 1 ... p
p a a a     . 

Сега од теоремата 3.7 следува 1(mod )q p  или |q p , т.е. q p . ■ 

 

3.10. Пример. Нека ,a b  и 1x   е природен број. Докажи дека 

( , )( 1, 1) 1a b a bx x x    . 

Решение. Нека ( 1, 1)a bM x x    и ( , )m a b . Од 1| 1m ax x   и 1|mx   

1bx   следува 1|mx M .  

Јасно, ( , ) 1x M  . Нека ( , )x M d  . Тогаш | 1dM x   и од 1(mod )a bx x M  , 

добиваме |d a  и |d b , па затоа |d m . Така, 1| 1d mx x  , па затоа | 1mM x  .  

Според тоа, 1|mx M  и | 1mM x  , од каде 1mM x  . ■ 

 

3.11. Теорема. Нека ,a b . Нека ( ( ), ( )) 1a bx x    за некој x . Тогаш a
b

 

е степен на прост број, т.е. 
ka

b
p , каде p  е прост број и k .  

Доказ. Нека p  е заеднички прост делител на ( )a x  и ( )b x . Ќе докажеме 

дека a
b

 е степен на бројот p , т.е. ако a p A  и b p B , каде , 0   и A  и B  

се природни броеви кои не се деливи со p , тогаш A B .  

Од | ( ) | 1a
ap x x   следува дека ( , ) 1x p  . Ќе докажеме дека | ( )Ap x .  

Од ( ( ), ( )) 1a bx x    следува дека 0  . Сега, од последицата 2.9 следува 

дека  
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1

( )

( )
0 ( ) ( ) (mod )

p
A

p
A

x
a p A

x
x x p



 
  




  , 

па затоа 0 ( )(mod )p
A x p



 . Понатаму, бидејќи 1p   е делив со 1p , а од тео-

ремата на Ферма следува дека 1 1(mod )px p
  , па затоа (mod )px x p



 . Значи,  

0 ( ) ( )(mod )p
A Ax x p



   , 

т.е. | ( )Ap x . Аналогно се докажува дека | ( )Bp x .  

Нека претпоставиме дека A B . Ако ( , )m A B , тогаш m A . Бидејќи 

| ( ) | 1A
Ap x x   и | ( ) | 1B

Bp x x   заклучуваме, дека | ( 1, 1)A Bp x x  . Сега од 

пример 3.10 следува 
|

| 1 ( )m
d

d m

p x x  . Според тоа, постои делител d  на m  

таков што | ( )dp x . Значи, | | ,d m A d A , | ( )Ap x  и | ( )dp x , па од лема 3.2 

следува |p A , што противречи на претпоставката дека |p A .  

Конечно, од добиената противречност следува A B , па затоа 
ka

b
p p  , 

за k . ■  

 

3.12. Пример. Определи ги сите цели броеви x  и y  такви што  

7 51
1

1x
x

y


  .     (3) 

Решение. Равенството (3) е еквивалентно со равенството  

2 3 4 5 6 2 3 41 ( 1)(1 )x x x x x x y y y y y            . 

Јасно, секој прост број p  кој е делител на левата страна на последното равенство 

е непарен, т.е. 2p  . Сега, од последицата 3.9 следува дека за секој прост број p  

кој е делител на 1y  важи или 7p   или 1(mod7)p  , па затоа важи или  

1 0(mod7)y   или 1 1(mod7)y  , т.е. или 1(mod7)y   или 2(mod7)y  .  

Ако 1(mod7)y  , тогаш 
2 3 41 5 0,1(mod7)y y y y      .  

Ако 2(mod7)y  , тогаш 
2 3 41 31 0,1(mod7)y y y y      .  

Според тоа, не постојат цели броеви x  и y  такви што важи (3). ■  

 

3.13. Пример. Нека 1 2, ,..., np p p  се различни прости броеви поголеми од 3. До-

кажи дека бројот 1 2...2 1np p p   има најмалку 
122

n

 делител.  

Решение. Доволно е да се докаже дека бројот 1 2...2 1np p p   има најмалку 12n  

заемно прости делители. Имаме:  
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1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

... ... 2 ...

|2 ...

2
| ... | ...

...
2

| ...

(2 1)(2 1) 2 1 (2)

( (2))( (2))

(2 1)( (2)),

n n n

n

n n

n

n

p p p p p p p p p
d

d p p p

d d
d p p p d p p p

p p p
d

d p p p

    



 



 





 



 

па затоа  

1 2

1 2

...
2

| ...

2 1 (2)n

n

p p p
d

d p p p

    . 

Според теоремата 3.11, ако ( )a x  и ( )b x  не се заемно прости, тогаш a
b

 е степен 

на прост број. Оттука следува дека доволно е да докажеме дека може да се земат 

12n  различни делители на бројот 1 2... np p p  такви што количникот на никои два 

не е прост број. Изборот на делители на бројот 1 2... np p p  кои имаат парен број де-

лители очигледно ги задоволува условите на задата, со што доказот е завршен. ■ 

 

 

 

4. ТЕОРЕМА НА ЖИГИМОНДИ   

 

4.1. Лема. Нека , 1a n   се природни броеви. Ако сите прости делители на 

( )n a  се делители и на n , тогаш ( )n a  е прост број кој е делител на n  или 

2n  .  

Доказ. Нека p  е произволен прост делител на ( )n a . Бидејќи слободниот 

член на секој цикломатичен полином е 1 , заклучуваме дека ( , ) 1p a  . Нека 

( , )k a p . Од теорема 3,6 следува | ( )kp a . Сега, од теорема 3.11 следува дека 

tn
k

p  за некој природен број t , што значи |p n . Понатаму,  

1 ( ) ( )n
nx x Q x   

за некој полином ( )Q x . Сега, од теорема 2.3 следува дека 1| ( )
n
px Q x . Освен тоа 

од лемата за зголемување на експонентот следува дека ако p  е непарен прост број 

тогаш ( 1) ( 1) 1
n
pn

p pv a v a    , освен ако 2n  . Значи, ( ( )) 1p nv a  , освен ако 

2n  .  

Нека q  е друг прост број кој е делител на ( )n a . Тогаш, ако ( , )y a q , ана-

логно како погоре се добива дека sn
y

q . Сега, од 
t skp n yq   следува |p y  и 

|q k , од каде добиваме | 1q p  и | 1p q , што е противречност. ■ 
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4.2. Лема. Нека , 1a n   се природни броеви. Нека 
kn p r , каде |p r . Тогаш  

2 ( )( ) ( ( 1))p r
n a b b   ,    (1) 

каде 
1kpb a


 .  

Доказ. Од последицата 2.9 следува  

( )

( )
( )

p
r

r

b
n b

a 



 . 

Бидејќи pb  е барем за 1pb   поголем од било кој корен на полиномот ( )r x , 

лесно се докажува дека 
( )( ) ( 1)p p r

r b b   . Слично, лесно се докажува дека 

( )( ) ( 1) r
r b b   . Според тоа,  

( )1
1

( ) ( )
p rb

n b
a 


 , 

па ако земеме предвид дека  

2 2 21 ( 1)p p p pb b b b b      , 

го добиваме неравенството (1). ■ 

 

4.3. Теорема (Жигимонди). Нека a  и n  се природни броеви поголеми од 1. 

Тогаш постои прост делител q  на 1na   таков што q  не е делител на 1ja   за 

{1,2,..., 1}j n  , освен ако  

1) 2, 2 1sn a   , каде 2s   или  

2) 6, 2n a  .  

Доказ. Треба да докажеме дека за секои a  и n , освен во случаите 1) и 2), кои 

лесно се проверуваат, постои прост број p  таков што ( , )a p n  .  

Ако 2n  , точноста на теоремата лесно се проверува и се констатира исклучо-

кот. Нека 2n  . Ако претпоставиуме дека не постои таков прост број q  за кој 

( , )a q n  , тогаш од лемата 4.1 следува дека ( )n a p  за некој прост број p . 

Навистина, не може да важи | ( )nq a  и |q n , за некој прост број q , бидејќи 

тогаш од теоремата 3.6 следува ( , )a q n  , што очигледно не е можно.  

Ако 
kn p r , каде k  и r  се природни броеви и ( , ) 1p r  , тогаш од лемата 4.2 

следува  

2 ( )( ( 1))p rp b b   , 

каде 
1kpb a


 . Ако 5p  , тогаш 
2pb p  , па добиваме противречност. Значи, 

3p  . Но, тогаш 2, 1, 1a k r    или 2r  . Оттука ги добиваме случаите 3n   

или 6n  . Лесно се проверува дека случајот 3, 2n a   важи, а за 6, 2n a   

веќе констатиравме дека спаѓа во исклучоците. ■  
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4.4. Последица. Нека a  и n  се природни броеви поголеми од 1. Тогаш постои 

прост делител q  на 1na   таков што q  не е делител на 1ja   за {1,2,..., 1}j n  , 

освен ако 3, 2n a  .  

Доказ. Нека \{1}n . Нека p  е прост број таков што ( , ) 2a p n  , кој според 

теоремата на Жигимонди сигурно постои. Тогаш мора да важи | 1np a   и не 

постои j n  таков што | 1jp a  , бидејќи во спротивно би важело 
2| 1jp a  , при 

што 2 2j n , што е противречност. Со проверка на оние вредности кои се 

исклучоци во теоремата на Жигимонди, добиваме дека во случајов искочок е 

3, 2n a  . ■ 

 

4.5. Пример. Определи ги сите петорки ( , , , , )a n p q r  природни броеви такви 

што важи  

1 ( 1)( 1)( 1)n p q ra a a a     .    (1) 

Решение. Ако 1a  , тогаш сите петорки (1, , , , )n p q r ја задоволуваат равенката 

(1). Ако , , ( 1)n p q r a  , тогаш според теоремата на Жигимонди 1na   има 

делител кој не е делител на ниту еден од множителите на десната страна на (1). 

Заради исклучоците во теоремата имаме два можни подслучаи.  

а) 2, 2 1sn a   , каде 2s  . Тогаш мора да е 1p q r   . Ако овие вредно-

сти ги замениме во (1) добиваме 3a  . Значи, петорката (3,2,1,1,1)  е решение на 

(1).  

б) 6, 2n a  . Со едноставна провека на делителите на бројот 663 2 1   ги 

добиваме решенијата (2,6,2,2,3), (2,6,2,3,2), (2,6,3,2,2) .  

Нека барем еден од , ,p q r  важи дека е еднаков на n , на пример p n . Тогаш 

( 1)( 1) 1q ra a   , па затоа 2, 1, 1a q r   . Аналогно постапуваме во случаите 

кога q  или r  е еднаков на n , па затоа во овие три случаи решенија се петорките 

(2, , ,1,1), (2, ,1, ,1), (2, ,1,1, )n n n n n n , каде n . ■ 

 

4.6. Пример. Определи ги сите тројки природни броеви ( , , )a m n  такви што 

важи 1| ( 1)m na a  .  

Решение. Ако , 1a m , тогаш од последицата 4.4 следува дека постои прост 

број p  кој е делител на 1ma  , но не е делител на 1a , што значи и на ( 1)na . 

Исклучоци се 3, 2n a   и со непосредна проверка добиваме дека сите тројки од 

видот (2,3, )n , 2n   се решение на задачата. Ако 1a   или 1m , добиваме нови 

решенија (1, , ), ( ,1, )m n a n  каде ,m n , т.е. ,a n  се произволни природни броеви. ■ 
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4.7. Во претходните разгледувања се осврнавме на специјален случај на теоре-

мата на Жигимонди, кој е погоден за цикломатичните полиноми. Сега, без доказ, 

ќе го презентираме општиот облик на теоремата на Жигимонди, а исто така без 

доказ ќе ја презентираме и генерализацијата на последицата 4.4. Притоа, покасно 

ќе разгледаме примери за чие решавање се искористени овие тврдења.  

 

Теорема (Жигимонди). Нека ,a b  и n  се природни броеви такви што 1n   и 

0a b  . Тогаш постои прост делител q  на n na b  таков што q  не е делител на 

j ja b , за {1,2,..., 1}j n  , освен ако:  

1) 2, 2sn a b   , каде 2s   или  

2) 6, 2, 1n a b   . □ 

 

4.8. Последица. Нека ,a b  и n  се природни броеви такви што 1n  , , 0a b   и 

a b . Тогаш постои прост делител q  на n na b  таков што q  не е делител на 

j ja b  за {1,2,..., 1}j n  , осве ако 3, 2, 1n a b   . □ 

 

4.9. Пример. Докажи дека низата 3 2 ,n n
na n   , не содржи три члена кои 

формираат геометриска прогресија.  

Решение. Нека претпоставиме дека за природните броеви , ,x y z  важи  

(3 2 ) 3 2x x y yq     и 
2(3 2 ) 3 2x x z zq    . 

Јасно, бројот q  е рационален, т.е. a
b

q  , ( , ) 1a b  . Според тоа, важи  

(3 2 ) (3 2 )x x y ya b    и 
2 2(3 2 ) (3 2 )x x z za b   .   (2) 

Нека p  е прост број кој е делител на za , а не е делител на xa  и ya . Тогаш од 

второто равенство во (2) следува |p a , но тогаш за да биде исполнето првото 

равенство во (2) мора да важи |p b . Според тоа, имаме противречност за сите 

вредности , ,x y z , бидејќи 3 и 2 не се исклучоци во теоремата на Жигимонди 4.5. ■ 

 

4.10. Пример. Докажи дека не постојат природни броеви ,x y  и прост број z  

такви што  

2013 2013 2013x y z  .    (3) 

Решение. Од 
2013 2013|x y x y   и последицата 4.8 следува дека 

2013 2013x y  

има најмалку два различни прости делители и тоа прост делител p  на x y  и 

прост делител q  на 
2013 2013x y  кој не е делител на 

j ja b  за {1,2,...,2012}j . 
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Но, z  е прост број, па затоа десната страна на (3) има само еден прост делител, 

што значи дека равенката (3) нема решение.  

Да забележиме дека равенката (3) е специјален случај на големата теорема на 

Ферма за која покасно ќе стане збор, па затоа одма можевме да заклучиме дека 

истата нема решение. ■ 
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VI ГЛАВА  

КВАДРАТНИ ОСТАТОЦИ  
 

 

 

1. КВАДРАТНИ ОСТАТОЦИ ПО ПРОСТ МОДУЛ  

 

1.1. Нека 2p   е прост број. Да ја разгледаме конгруенцијата од втор степен  

2
0 1 2 0(mod )c x c x c p   ,   (1) 

каде 0( , ) 1c p  . Како што знаеме оваа конгруенција има најмногу две решенија, 

но во ваков облик истата потешко се решава. Затоа ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Конгруенцијата (1) е еквивалентна на конгруенција од видот  

2( ) (mod )x c a p  . 

Доказ. Бидејќи 0( , ) 1c p  , ако конгруенцијата (1) ја помножиме со 
2

0
pc 

 и ја 

искористиме малата теорема на Ферма, добиваме еквивалентна конгруенција  

2
1 2 0(mod )x b x b p   . 

Понатаму, ако бројот 1b  е парен, со одделување на точен квадрат ја добиваме ек-

вивалентната конгруенција  
2

1 12
22 4

( ) (mod )
b b

x b p   , 

а ако бројот 1b  е непарен, тогаш 1b p  е парен и ја добиваме еквивалентната 

конгруенција  
2

1 1( )2
22 4

( ) (mod )
b p b p

x b p
 

   , 

со што доказот е завршен. ■  

Во конгруенцијата 
2( ) (mod )x c a p   можеме да ставиме x c y  . Послед-

ното значи дека за да ги проучиме конгруенциите од видот (1), доволно е да ги 

проучиме конгруенциите од видот 
2 (mod )x a p . Уште повеќе, ако класата 0x  е 

решение на последната конгруенција, тогаш и класата 0x  е нејзино решение, при 

што од 2p   следува дека двете класи се различни. Според тоа, конгруенцијата 

(1) или нема решение, или има единствено решение 0 (случајот кога |p a ) или 

има две решенија кои зависат од a  и p .  

 

1.2. Дефиниција. Нека ( , ) 1a p  . Ако конгруенцијата 
2 (mod )x a p  има ре-

шение, тогаш велиме дека a  е квадратен остаток по модул p . Во спротивно 

велиме дека a  е квадратен неостаток по модул p .  
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1.3. Теорема. Нека p  е непарен прост број. Редуцираниот систем на остатоци 

по модул p  се состои од 
1

2

p
 квадратни остатоци и 

1

2

p
 квадратни неостатоци по 

модул p .  

Доказ. Секој квадратен остаток по модул p  е конгруентен на квадратот на 

некој од броевите  

1 3 3 1

2 2 2 2
, ,..., 2, 1,1,2,..., ,

p p p p   
    , 

т.е. конгруентен е на некој од броевите 
12 2 2

2
1 ,2 ,...,( )

p
. Останува да докажеме 

дека овие 
1

2

p
 броеви меѓусебно не се конгруентни по модул p . Нека претпоста-

виме дека 
2 2(mod )k t p , каде 

1

2
1

p
t k


   . Тогаш ( )( ) 0(mod )k t k t p   , па 

затоа 0(mod )k t p   или 0(mod )k t p  , што не е можно бидејќи 0 k t p    и 

0 k t p   . ■ 

 

1.4. Дефиниција. За даден прост број p  и цел број a  симболот на Лежандр 

( )a
p

 е определен со   

1, ако | и  е квадратен остаток по модул 

( ) 1, ако | и  е квадратен неостаток по модул 

0, ако | .

a
p

p a а p

p a а p

p a

 


  



 

Според тоа, бројот на решенијата на конгруенцијата 
2 (mod )x a p  е еднаков 

на 1 ( )a
p

 .  

 

1.5. Теорема (критериум на Ојлер). Нека а  е цел број и p  е непарен прост 

број. Тогаш  
1

2( ) (mod )
p

a
p

а p


 .    (2) 

Доказ. Ако ( ) 0a
p
 , тогаш |p a , што значи дека е точна конгруенцијата (2).  

Ако ( ) 1a
p
 , тогаш |p a  и постои 0x   таков што 

2
0 (mod )x a p . Сега, од 

малата теорема на Ферма следува 
1

2 1
0 1 ( )(mod )

p
p a

p
а x p


   , т.е. точна е кон-

груенцијата (2).  

Нека ( ) 1a
p
  . Од теоремата IV 2.5 следува дека за секој {1,..., 1}i p   можеме 

да избереме {1,..., 1}j p   таков што важи (mod )ij a p . Притоа, бидејќи конгру-
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енцијата 
2 (mod )x a m  нема решение важи i j . Значи, множеството {1,..., 1}p  

го разбивме на 
1

2

p
 подмножества { , }i j  такви што (mod )ij a p . Ако ги помно-

жиме овие 
1

2

p
 конгруенции и ја примениме теоремата на Вилсон, добиваме  

1

2 ( 1)! 1 ( )(mod )
p

a
p

а p p


     , 

т.е. точна е конгруенцијата (2). ■ 

 

1.6. Теорема. Нека p  е непарен прост број.  

а) Ако (mod )a b p , тогаш ( ) ( )a b
p p
 .  

б) ( )( ) ( )a b ab
p p p

 , за секои цели броеви a  и b .  

в)  Ако ( , ) 1a p  , тогаш 
2

( ) 1a
p

 .  

г) 1( ) 1
p
 , 

1

21( ) ( 1)
p

p


   .  

Доказ. а) Ако (mod )a b p , тогаш конгруенцијата 
2 (mod )x a p има решение 

ако и само ако конгруенцијата 
2 (mod )x b p  има решение, па затоа ( ) ( )a b

p p
 .  

б) Согласно Критериумот на Ојлер, за секои цели броеви a  и b  важи  

1

2( ) (mod )
p

a
p

а p


 , 
1

2( ) (mod )
p

b
p

b p


  и 
1

2( ) ( ) (mod )
p

ab
p

аb p


 , 

па затоа  
1 1 1

2 2 2( )( ) ( ) ( )(mod )
p p p

a b ab
p p p

а b ab p
  

   , 

од каде следува  

( )( ) ( )a b ab
p p p

 . 

в) Конгруенцијата 
2 2(mod )x a p  има решение x a , па затоа 

2

( ) 1a
p

 .  

г) Равенството 1( ) 1
p
  непосредно следува од тврдењето под в) за 1a  .  

Ако во критериумот на Ојлер ставиме 1a    добиваме 
1

21( ) ( 1) (mod )
p

p
p


   , 

од каде следува 
1

21( ) ( 1)
p

p


   . ■ 

 

1.7. Последица. Нека p  е непарен прост број. Тогаш  

1 1, 1(mod4),
( )

1, 3(mod4).p

p

p
 

 
 
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Доказ. Секој непарен прост број p  е од видот 4 1p k   или 4 3p k  . Ако 

4 1p k  , тогаш од теоремата 1.6 следува  

1

2 21( ) ( 1) ( 1) 1
p

k
p


      , 

а ако  4 3p k  , тогаш повторно од теоремата 1.6 следува  

1

2 2 11( ) ( 1) ( 1) 1
p

k
p


       ,  

што и требаше да се докаже.  ■ 

 

1.8. Теорема. Нека ,x y  се заемно прости цели броеви и , ,a b c  се произволни 

цели броеви. Ако p  е непарен прост делител на бројот 
2 2ax bxy cy   кој не е 

делител на ниту еден од коефициентите , ,a b c , тогаш 2 4D b ac   е квадратен 

остаток по модул p .  

Специјално, ако 
2 2|p x Dy  и ( , ) 1x y  , тогаш D  е квадратен остаток по 

модул p .  

Доказ. Нека 
2 2N ax bxy cy   . Од 

2 24 (2 )aN ax by Dy    и |p N  следува  

2 2(2 ) (mod )ax by Dy p  . 

Понатаму, y  не е делив со p , бидејќи во спротивно и 2ax by , а со тоа и x  ќе 

биде делив со p , што противречи на претпоставката дека ,x y  се заемно прости 

цели броеви.  

Бидејќи y  не е делив со p , постои цел број 1y  таков што 1 1(mod )yy p . 

Горната конгруенција ја ножиме со 
2
1y  и добиваме  

2 2
1 1 1(2 ) ( ) (mod )axy byy D yy D p   , 

од каде што следува тврдењето. ■ 

 

1.9. Теорема (лема на Гаус). Нека p  е непарен прост број и a  е цел број та-

ков што ( , ) 1a p  . Нека ja  за 
1

2
1

p
j


   е најмалиот ненегативен остаток на бро-

јот aj  по  модул p . Тогаш  

( ) ( 1)na
p
  , 

каде n  е бројот на остатоците кои се поголеми од 
2

p
.  

Доказ. Нека 1 2, ,..., nr r r  се остатоците кои се поголеми од 
2

p
, а 1 2, ,..., ks s s  се 

пресотанатите остатоци. Според теоремата IV 2.5 овие броеви се по парови раз-
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лични и ниту еден од нив не е еднаков на нула. Значи, 
1

2

p
n k


  . Понатаму, бро-

евите , 1,2,..,ip r i n   се различни и 
2

0
p

ip r    за 1,2,..,i n . Исто така, ниту 

еден ip r  не е еднаков на некој js . Навистиона, ако i jp r s  , тогаш  

(mod )ir a p , (mod )js a p  

за некои 
1

2
, {1,2,..., }

p
  , па од ( , ) 1a p   и ( ) 0(mod )i ja r s p     следува 

0(mod )p  што не е можно бидејќи 2 1p  .  

Според тоа, броевите 1 2 1, ,..., , ,...,n kp r p r p r s s    се некоја пермутација на 

броевите 
1

2
1,2,...,

p
. Затоа  

1

2

1
1 2 12

1 2 1 2

1

2

1

2

( )! ( )( )...( ) ...

( 1) ... ...

( 1) 2 ...

( 1) ( )! (mod ).
p

p
n k

n
n k

pn

pn

p r p r p r s s

r r r s s s

a a a

a p








   

 

    

 

 

Последната конгруенија ја кратиме со 
1

2
( )!

p
 и добиваме 

1

2( 1) 1(mod )
p

na p


  , 

т.е. 
1

2 ( 1) (mod )
p

na p


  . Од критериумот на Ојлер следува ( ) ( 1) (mod )na
p

p  , па 

затоа ( ) ( 1)na
p
  . ■ 

 

1.10. Забелешка. Лемата на Гаус може да се формулира и на следниов начин: 

Нека p  е непарен прост број и a  е цел број таков што ( , ) 1a p  . Нека ja  за 

1

2
1

p
j


   е најмалиот остаток на бројот aj  по  модул p . Тогаш ( ) ( 1)na

p
  , 

каде n  е бројот на негативните броеви меѓу броевите ja , 
1

2
1

p
j


  .  

 

1.11. Теорема (правило на двојката). Нека p  е непарен прост број. Тогаш  

2 1

82( ) ( 1)
p

p



  , 

т.е. бројот 2 е квадратен остаток по модул p  ако и само ако 8 1p k  .  

Доказ. Ако 8 1p k   за некој природен број k , тогаш бројот n  од лемата на 

Гаус е еднаков на бројот на броевите меѓу 2,4,6,..., 1 8p k   кои се поголеми од 

1

2
4

p
k


 . Според тоа, 2n k  и 

2 1

82( ) 1 ( 1)
p

p



   .  
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Случаите 8 1, 8 3p k p k     и 8 3p k   се разгледуваат аналогно. Деталите 

ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

1.12. Аналогно на доказот на теоремата 1.11 може да се докаже следнава теоре-

ма. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

Теорема. а) Бројот 2  е квадратен остаток по модул p  ако и само ако 

1(mod8)p   или 3(mod8)p  .  

б) Бројот 3  е квадратен остаток по модул p  ако и само ако 1(mod6)p  .  

в) Бројот 3 е квадратен остаток по модул p  ако и само ако 1(mod12)p  .  

г) Бројот 5 е квадратен остаток по модул p  ако и само ако 1(mod10)p  . □ 

 

1.13. Пример. Нека p  е непарен прост број. Постои природен број 1a p   

кој е квадратен неостаток по модул p . Докажи!  

Решение. Нека a  е најмалиот квадратен неостаток по модул p  и [ ] 1
p

a
b   . 

Бидејќи 0 ab p a    и a  е најмалиот квадратен неостаток, добиваме дека 

ab p  е квадратен остаток. Затоа   

1 ( ) ( )( ) ( )
ab p a b b

p p p p


    . 

Според тоа, b  е квадратен неостаток, па затоа 1
p

a
a b   , од каде следува твр-

дењето. ■  

 

1.14. Пример. Докажи дека за n  секој прост делител на бројот 4 2 1n n   

е од видот 12 1k .  

Решение. Имаме  

4 2 2 2 21 ( 1)n n n n      и 
4 2 2 2 21 ( 1) 3n n n n     . 

Користејќи ги теоремите 1.6 г), 1.8 и 1.12, од првото равенство добиваме дека 

1(mod4)p  , а од второто дека 1(mod12)p  . Конечно, од овие конгруенции 

следува дека 1(mod12)p  . ■ 

 

1.15. Пример. Докажи дека постојат бесконечно многу прости броеви од видот 

8 3k .  

Решение. Нека 1 2, ,..., np p p  се сите прости броеви од видот 8 3k . Да го раз-

гледаме бројот  

2 2 2
1 2 ... 2nm p p p  . 

Од теоремата 1.12 а) следува дека сите прости делители на бројот m  се од видот 

8 1k   или 8 3k . Но, 3(mod8)m , па затоа не може сите прости делители на m  
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да се од видот 8 1k  . Значи, постои прост делител p  на m  од видот 8 3k . 

Очигледно, ip p , 1,2,...,i n , што е противречност. ■ 

 

1.16. Пример. Нека 1(mod4)p  . Пресметај го збирот на сите квадратни оста-

тоци r  по модул p  такви што 1 1r p   .  

Решение. Според теоремата 1.3 имаме 
1

2

p
 квадратни остатоци по модул p . 

Понатаму, од теоремата 1.6 следува  
1 4 1 1

2 21( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )
p kp r r r r r r

p p p p p p p

           . 

Тоа значи дека r  е квадратен остаток по модул p  ако и само ако p r  е квадра-

тен остаток по модул p . Затоа важи  

( 1)

2
1 1 1 1 1 1
( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

2 ( )

r r r
p p p

p p

r p r p r p

r r p r


        
  

       , т.е. 
( 1)

4
1 1
( ) 1r

p

p p

r p

r


  


 . ■ 

 

1.17. Пример. Докажи дека постојат бесконечно многу непарни броеви n , за 

произволен парен број x  такви што ниту еден од броевите на бесконечната низа  

1, 1, 1,...
xx xx x xx x x   , 

не е делив со n . 

Решение. Такви се, на пример, сите прости броеви p  од облик 4 3k . Нави-

стина, ако x  е парен број, тогаш секој член на низата ,  ,  ,...
xx xx x x  е парен број. За-

тоа, ако некој член на низата 1, 1, 1,...
xx xx x xx x x    е делив со p , тогаш за некој 

природен број m  ќе имаме 
2| 1mp x  , па затоа  

2( 1(mod ))mx p  , 

што не е можно бидејќи според последицата 1.7 бројот 1  не е квадратен остаток 

на простиот број 4 3p k  . ■ 

 

 

 

2. ГАУСОВ ЗАКОН ЗА РЕЦИПРОЦИТЕТ   

 

2.1. Теорема. Ако p  е непарен прост број и ( ,2 ) 1a p  , тогаш ( ) ( 1)ta
p
  , каде 

1

2

1

[ ]

p

ja

p
j

t





  .  

Доказ. Нека при делење со p  на броевите aj , 
1

2
1,2,...,

p
j


  најмалите ненега-
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тивни остатоци кои се поголеми од 
2

p
 се 1 2, ,..., nr r r , а 1 2, ,..., ks s s  се преостанати-

те остатоци. При овие делења количници се броевите [ ]
ja

p
, па затоа ако ( , ) 1a p   

добиваме  
1 1

2 2

1 1 1 1

[ ]

p p
n k

ja
i ip

j j i i

ja p r s

 

   

       

и  
1

2

1 1 1 1 1

( )

p
n k n k

i i i i
j i i i i

j p r s np r s



    

          . 

Ако ги одземеме овие равенства добиваме  
1 1

2 2

1 1 1

( 1) ( [ ] ) 2

p p
n

ja
ip

j j i

a j p n r

 

  

      . 

Понатаму,  
1

1 1 22
2 2

( 1) 1

2 8
1

p
p p

p

j

j


 

 



  , 

па затоа  
1

2 21

8
1

( 1) [ ] (mod2)

p

p ja

p
j

a n







   .   (1) 

Сега, ако a  е непарен, т.е. ( ,2 ) 1a p  , тогаш оттука следува  

1

2

1

[ ] (mod2)

p

ja

p
j

n





 , 

па тврдењето на теоремата следува од лемата на Гаус (теорема 1.9). ■ 

 

2.2. Забелешка. Ако во претходната теорема земеме 2a  , тогаш бидејќи 

2
[ ] 0

j

p
  за 

1

2
1,2,...,

p
j


  од (1) добиваме 

2 1

8
(mod2)

p
n


 , па од лемата на Гаус 

(теорема 1.9) следува 

2 1

82( ) ( 1)
p

p



   и ова е уште еден доказ на правилото на двој-

ката (теорема 1.10).  

 

2.3. Теорема (Гаусов закон за реципроцитет). Ако p  и q  се различни не-

парни прости броеви, тогаш важи  
1 1

2 2( )( ) ( 1)
p q

p q

q p

 


  . 

Доказ. Нека  
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1 1

2 2
{( , ) | , ,1 ,1 }

p q
S x y x y x y

 
      . 

Множеството S  има 
1 1

2 2

p q 
  елементи. Множеството S  го делиме на две дис-

јунктни множества 1S  и 2S  во зависност од тоа дали qx py  или qx py . Јасно, 

не е можне да биде qx py . Значи, 1S  е множеството од сите парови 2( , )x y   

такви што 
1

2
1

p
x


   и 1

qx

p
y  . Такви парови има 

1

2

1

[ ]

p

qx

p
x




 . Слично, 2S  е мно-

жеството од сите парови 2( , )x y   такви што 
1

2
1

q
y


   и 1

py

q
x  , а такви 

парови има 

1

2

1

[ ]

q

py

q
y




 . Според тоа,  

1 1

2 2 1 1

2 2
1 1

[ ] [ ]

p q

qx py p q

p q
x y

 

 

 

    , 

па од теоремата 2.1 следува  

1 1 11
2 2 22

1 1
1 1 11 2 2

[ ] [ ] [ ][ ]

( )( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

q q pp

py py qxqx
p qq q pp

y y xxp q

q p

  

 
  




  
       . ■ 

 

2.4. Една од можните корисни формулации на Гаусовиот закон за реципроци-

тет е следнава последица.  

Последица. Нека p  и q  се различни прости броеви. Ако p  и q  се двата од 

облик 4 3k , тогаш една од равенките  

2 (mod )x p q , 
2 (mod )y q p     (2) 

е решлива, а другата не е решлива. Ако барем еден од p  и q   е од облик 4 1k  , 

тогаш или двете равенки (2) се решливи или ниту една од нив не е решлива. □ 

 

2.5. Пример. Пресметај 42
61

( ) .  

Решение. Имаме:  

3 742 1 2
61 61 61 61 61

( ) ( )( )( )( )  , 
61 1

21
61

( ) ( 1) 1


     и 

261 1
82

61
( ) ( 1) 1



    . 

Понатаму, од Гаусовиот закон за реципроцитет следува 3 61
61 3

( )( ) 1 , па затоа 

3 61 1
61 3 3

( ) ( ) ( ) 1   . Слично, 

25 1
87 61 5 7 2

61 7 7 5 5
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) 1



        . Конечно, 

3 742 1 2
61 61 61 61 61

( ) ( )( )( )( ) 1 ( 1) 1 ( 1) 1         , што значи дека 42  еквадратен остаток 

по модул 61. ■ 
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2.6. Пример. Нека p  и q  се прости броеви близнаци, т.е. 2q p  . Докажи 

дека постои a  таков што 
2| ( )p a q  ако и само ако постои b  таков што 

2| ( )q b p .  

Решение. Прво да забележиме дека едниот од броевите ,p q  има вид 4 1k  , а 

другиот 4 3k . Од теорема 2.3 следува 
4 1 1 4 3 1

2 2( )( ) ( 1) 1
k kp q

q p

   
   . Затоа, постои 

a  таков што 
2 (mod )a q p  ако и само ако ( ) 1

q

p
  ако и само ако ( ) 1

p

q
  ако 

и само ако постои b  таков што 
2 (mod )b p q . ■   

 

 

 

3. КВАДРАТНИ КОНГРУЕНЦИИ ПО СЛОЖЕН МОДУЛ  

 

3.1. Дефиниција. Нека се дадени цел број a  и непарен природен број b  и 

нека 1 2
1 2 ... r

rb p p p
    е каноничниот запис на бројот b . Симболот на Јакоби ( )a

b
 

е определен со  

1 2

1 2
( ) ( ) ( ) ...( ) r

r

a a a a
b p p p

   . 

 

3.2. Забелешка. а) Фактот дека симболот на Јакоби и симболот на Лежандр 

имаат иста ознака не доведува до конфузија, бидејќи кога b  е прост број претход-

ната дефиниција се сведува на дефиницијата 1.4.  

б) Лесно се гледа дека од ( ) 1a
b
  следува дека a  е квадратен неостаток по 

модул b . Навистина, ако ( ) 1a
b
 , тогаш по дефиниција ( ) 1

i

a
p

  за барем еден 

|ip b , па a  не е квадратен остаток по модул ip . Меѓутоа, ако ( ) 1a
b
 , тогаш не 

мора a  да е квадратен остаток по модул b . Навистина, иако  

2 2 2
15 3 5

( ) ( )( ) ( 1)( 1) 1     , 

бројот 2 не е квадратен остаток по модул 15, бидејќи тоа не е ниту по неговите 

прости множители.  

 

3.3. Теорема. Нека a  е цел број и 1 2
1 2 ... r

rb p p p
    е каноничниот запис на 

природниот број b . Тогаш a  е квадратен остаток по модул b  ако и само ако a  е 

квадратен остаток по модул i
ip


 за секој 1,2,...,i r .  

Доказ. Ако a  е квадратен остаток по модул b , тогаш очигледно мора да е 
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квадратен остаток по модул i
ip


 за секој 1,2,...,i r .  

Нека претпоставиме дека a  е квадратен остаток по модул i
ip


 и нека ix  е цел 

број таков што 
2 (mod )i
i ix a p


 . Според Кинеската теорема за остатоци постои 

број x  таков што (mod )i
i ix x p


  за 1,2,...,i r . Тогаш 

2 2 (mod )i
i ix x a p


   за 

секој 1,2,...,i r , па затоа 
2 (mod )x a b . ■ 

 

3.4. Теорема. Ако p  е прост број, тогаш квадратни остатоци по модул 
np  (

0n  ) има точно 
12 1
3

[ ] 2
n    за 2p  , односно 

1 1

2( 1)
[ ] 1

np

p

 


  за 2p  .  

Доказ. Со nk  да го означиме бројот на квадратните остатоци по модул 
np .  

Нека p  е непарен и 2n  . Бројот a  е квадратен остаток по модул 
np  ако и 

само ако |p a  и a  е квадратен остаток по модул p , или 
2 |p a  и 

2
a

p
 е квадратен 

остаток по модул 
2np 

. Според тоа, точно е равенството 
1 1

2 2

p n
n nk k p

 
  .  

Нека 2p   и 3n  . Бројот a  е квадратен остаток по модул 2n  ако и само ако 

1(mod8)a   или 4| a  и 
4
a  е квадратен остаток по модул 22n . Според тоа, точно 

е равенството 
3

2 2n
n nk k 

  .  

Сега тврдењето се докажува со математичка индукција. ■ 

 

3.5. Теорема. Нека a  и 'a  се цели броеви и b  и 'b  се непарни природни бро-

еви. Тогаш  

а) 
' '

( )( ) ( )a a a
b b bb

 ,  

б) ' '( )( ) ( )a a aa
b b b

 ,  

в) ако ( , ) 1a b  , тогаш 
2

2
( ) ( ) 1a a

b b
  , и  

г) ако '(mod )a a b , тогаш '( ) ( )a a
b b
 .  

Доказ. Непосредно следува од дефиницијата на симболот на Јакоби и теорема-

та 1.6. Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

3.6. Теорема. Ако b  е непарен природен број, тогаш  

1
21( ) ( 1)

b

b


    и 

2 1
82( ) ( 1)

b

b



  . 

Доказ. Нека 1 2
1 2 ... r

rb p p p
   . Имаме  
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1
1

2
121 1

1 1

( ) ( ) ( 1) ( 1)

r
pi

pi i
ii i

i

r r

b p
i i







 

 


      . 

Ако x  и y  се непарни броеви, тогаш  

1 1 ( 1)( 1)1
2 2 2 2

( ) 0(mod2)
xy y x yx       , 

па затоа  

1 11
2 2 2

(mod2)
xy yx   . 

Ако повеќекратно ја примениме последната релација добиваме  

11 11
2 2 2 2

1 1 1

( 1) (mod2)
i

i i i
rr r pp b

i i
i i i

p

  

  

       ,    (1) 

па затоа  

1
12

1 21( ) ( 1) ( 1)

r
pi

bi
i

b










    . 

Имаме  
2 12 1
8

8 12 2

1 1

( ) ( ) ( 1) ( 1)

r pipi i
ii i

i

r r

b p
i i









 


      .  

Ако x  и y  се непарни броеви, тогаш  

2 2 2 2 221 1 ( 1)( 1)1
8 8 8 8

( ) 0(mod2)
x y y x yx       , 

па затоа  
2 2 221 11

8 8 8
(mod2)

x y yx   .  

Ако повеќекратно ја примениме последната релација добиваме  

22 2( ) 11 2 11
8 8 8 8

1 1 1

(( ) 1) (mod2)
i

i i i
rr r pp b

i i
i i i

p


  

  

       , 

па затоа  
2 1

2 18
1 82( ) ( 1) ( 1)

r pi
bi

i

b







    . ■ 

 

3.7. Теорема (закон за реципроцитет). Ако a  и b  се непарни природни брое-

ви и ( , ) 1a b  , тогаш  

1 1
2 2( )( ) ( 1)

a b
a b
b a

 
   

Доказ. Нека  

1 2
1 2 ... s

sa q q q
    и 1 2

1 2 ... r
rb p p p

    

се каноничните записи на a  и b . Тогаш од теоремата 3.5, теоремата 2.3 и равен-

ството (1) следува  



Квадратни остатоци   

 

 

160 

1 2 1 2
1 2 1 2

11

2 2

1 1

... ...

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

( )( ) ( ( ) )( ( ) )

( ( ) )( ( ) )

( ( ) )( ( ) )

(( )( ))

( 1)

(

ji

i j

s r
s r ji

i j

j j i j ii

i j

j j ii

i j

qp ji
i j

r s
a b a b
b a p q

i j

r sq q q p p p

p q
i j

r s s rq p

p q
i j j i

r s q p

p q
i j

r s

i j

    





 



 

   

   

 

 

 

 









 



 

 

 





11

2 2
1 1

11

2 2
1 1

1 1
2 2

1)

( 1)

( 1) ,

r s qp ji
i j

i j

r s qp ji
i j

i j

a b



 



 

 

 

  






 
 

 

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

3.8. Пример. Докажи дека не постојат цели броеви ,x y  такви што 
2 3 5x y  .  

Решение. Ако y  е парен број, тогаш 
2 3 5 3(mod8)x y   , што не е можно.  

Нека y  е непарен број. Ако 3(mod4)y  , тогаш 
2 3 35 3 5 2(mod4)x y      

што повторно не е можно. Според тоа, 4 1,y k k   . Тогаш со замена во 

2 3 5x y   добиваме  

2 3 2 24 64 48 12 4 (16 12 3)x k k k k k z       . 

Според тоа,  

2 24(mod16 12 3)x k z    . 

Меѓутоа, вредноста на симболот на Јакоби  

2 2
4 1

16 12 3 16 12 3
( ) ( )

k z k z

 

   
  

е еднаква на 1  бидејќи 
216 12 3 3(mod4)k z   , што повторно е противречност. ■ 

 

3.9. Пример. Низата на Фибоначи е определена со 0 10, 1f f   и  

2 1n n nf f f   , за 0n  .  

Докажи:  

а) ако p  е прост број од видот 10 1k , тогаш 1 0(mod )pf p  .  
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б) ако p  е прост број од видот 10 3k , тогаш 1 0(mod )pf p  .  

Решение. За Фибоначиевите броеви точна е таканаречената Бинетова формула 

(види [150], страна 154): 

 1 5 1 51
2 25

[( ) ( ) ]n n
nf

   , за 0n  .    (2) 

а) Од (2) имаме  
3

2
2

1 1 11
1 1 3 22

[( ) ( ) 5 ... ( ) 5 ]
p

p

p p p
p pf





  
       . 

За 0 k p   важи  

( 1)...( 1)1 1
1 !

( ) ( ) ( ) 0(mod )
p p p kp p p

k k k k
p

   
     . 

Според тоа,  

1 1 1 1 1
0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )(mod )p p p p p

p p    
     , 

па како 
1

0( ) 1p  , добиваме  

1 1 1
1 3 2( ) ( ) ... ( ) 1(mod )p p p

p p  
    .  

Затоа важи  

1
3

2
21 5 1 51

1 2 2
2 2(1 5 ... 5 ) [( ) 1](mod )

p
p

p
p p

f p




 
           . 

Бидејќи 5
5

( ) ( )
p

p
 , а квадратни остатоци по модул 5 се 1 и 4, добиваме дека 

5( ) 1
p
  ако 1(mod10)p  , додека 5( ) 1

p
   ако 3(mod10)p  . Оттука следува 

дека  

1 0(mod )pf p   за 10 1p k  . 

б) Од (2) имаме:  
1

21 1 11
1 1 32

[( ) ( ) 5 ... ( ) 5 ]
p

p

p p p
p pf


  

       . 

Од 
1

1( ) ( ) ( )
pp p

k k k


   следува 
1( ) 0(mod )p

k p   за 1 k p  . Затоа важи  

1

2 5
12 1 5 1 ( ) 0(mod )

p
p

p p
f p



      , 

кога 3(mod10)p  . ■ 

 

 

 

4. НЕКОИ ЗБИРОВИ НА СИМБОЛИТЕ НА ЛЕЖАНДР  

 

4.1. Во некои случаи е потребно да се определи бројот на вредностите 

{0,1,..., 1}x p   за кои ( )f x  е квадратен остаток по модул p  каде p  е непарен 
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прост број, а ( )f x  е полином со целобројни коефициенти. Одговорот на ова пра-

шање е непосредно поврзан со вредноста на збирот  

1
( )

0

( )
p

f x

p
x




 . 

Ако ( )f x  е полином од прв степен, тогаш точна е следнава теорема  

Теорема. За произволни цели броеви ,a b  и непарен прост број |p a  важи   

1

0

( ) 0
p

ax b
p

x






 . 

Доказ. Бидејќи |p a  броевите ax b  за 0,1,2,..., 1x p   формираат ком-

плетен систен на остатоци по модул p . Бидејќи меѓу нив има точно 
1

2

p
 квадрат-

ни остатоци кои не се деливи со p , точно 
1

2

p
 квадратни неостатоци и точно еден 

делив со p , следува дека  

1
1 1

2 2
0

( ) ( 1) 0 0
p

p pax b
p

x


 



     . ■ 

 

4.2. Теорема. Нека ( )f x  е полином со целобројни коефициенти, deg f k  и 

p  е непарен прост број. Ставаме 
1

2
'

p
p


  и нека  

' '
0 1 '( ) ...p kp

kpf x a a x a x    . 

Тогаш  

1
( )

1 2( 1) '( 1)
0

( ) ( ... ) (mod )
p

f x
p p k pp

x

a a a p


  


     , каде 
2

' [ ]kk  . 

Доказ. Да означиме 
1

0

,
p

n
n

x

S x n




   и 0S p . Според примерот IV 9.12 

имаме 1(mod )nS p  за 0n  , 1|p n  и 0(mod )nS p  во останатите случаи. 

Сега од критериумот на Ојлер следува  

1 1 '
( ) '

1 2( 1) '( 1)
0 0 0

( ) ( ) ( ... ) (mod )
p p kp

f x p
i i p p k pp

x x i

f x a S a a a p
 

  
  

         . ■ 

 

4.3. Теорема. Нека , ,a b c  се цели броеви и p  е непарен прост број кој не е 

делител на a . Тогаш  

2

2
1

2
0

( ), | 4 ,
( )

( 1)( ), | 4 .

a
p pax bx c

p ax
p

p b ac

p p b ac


 



 


 
 



   (1) 

Доказ. Имаме:  
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221 1
(2 )4

0 0

( ) ( ) ( )
p p

ax b Da ax bx c
p p p

x x

 
  

 

  , 

каде 2 4D b ac  . Бидејќи броевите ax b   за 0,1,..., 1x p   формираат компле-

тен систем на остатоци по модул p , добиваме  

2 21 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
p p

ax bx c a x D a
p p p p

x x

S
 

  

 

   . 

Од теоремата 4.2. следува 1(mod )S p , па како | |S p  следува дека 1S    или 

1S p  . Ќе докажеме дека 1S p   ако и само ако |p D . Нека претпоставиме 

дека 1S p  . Тогаш 1p  вредност на симболите на Лежандр 
2

( )x D
p
  за 

0,..., 1x p   се еднакви на 1, а еден, да кажеме за 0x x  е еднаков на 0, т.е. 

2
0|p x D . Но, тогаш 

2 2
0 0| ( )p x D x D    , па мора да е 0 0x  , од каде ќе сле-

дува дека |p D . Обратно, ако |p D , тогаш  од теоремата 1.6 следува  

2 21 1

0 0

( ) ( ) 1
p p

x D x
p p

x x

S p
 



 

     . 

Но, 1S    или 1S p  , па од претходните разгледувања следува: ако |p D , 

тогаш 1S   .  

Конечно, од претходните разгледувања следува формулата (1). ■  

 

4.4. Пример. Нека p  е непарен прост број и k  е цел број таков што ( , ) 1k p   

Пресметај го збирот   

1
( )

0

( )
p

x x k

p
x





 . 

Решение. Имаме,  

21 1
( )

0 0

( ) ( )
p p

x x k x kx
p p

x x

 
 

 

  . 

Сега, ако во теорема 4.3 земеме 1,a b k   и 0c  , добиваме 
2D k  и како 

|p D  следува дека  

21 1
( ) 1

0 0

( ) ( ) ( ) 1
p p

x x k x kx
p p p

x x

 
 

 

      . ■ 
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VII ГЛАВА  

ДИОФАНТОВИ АПРОКСИМАЦИИ  
 

 

 

Теоријата на Диофантовите апроксимации е гранка од теоријата на броеви во 

која се проучуваат апроксимациите на реалните броеви со рационалните. Познато 

е дека секој реален број може произволно добро да се апроксимира со рационални 

броеви. Меѓутоа, ако при апроксимирањето се бара броевите со кои се врши 

апроксимацијата да задоволуваат некој дополнителен услов, на пример, на опре-

делен начин да им се ограничи именителот, тогаш бараната точност не може се-

когаш да се постигне.  

Пред да ги разгледаме Диофантовите апроксимации ќе се задржиме на рацио-

налните и ирационалните броеви, при што ќе разгледаме неколку критериуми за 

докажување дали еден реален број е рационален или е ирационален. Притоа ќе 

сметаме дека читателот е запознаен со конструкцијата на реалните броеви, која 

може да се реализира на повеќе начини, од кои еден може да се види во [85]. Во 

нашите разгледувања за множествата природни, цели, рационални и реални брое-

ви ќе ги користиме стандардните ознаки , ,  и , соодветно.  

 

 

 

1. РАЦИОНАЛНИ И ИРАЦИОНАЛНИ БРОЕВИ  

 

1.1. Секој рационален број   може да се запише во обликот  

, , , ( , ) 1
p

q
p q p q    .    (1) 

Постоењето на ирационалните брови им било познато уште на античките матема-

тичари. На пример, се смета дека ирационалноста на бројот 2  ја докажал Пи-

тагора или некој од неговите ученици. Меѓутоа, утврдувањето дали некој реален 

број е рационален или ирационален секогаш не е едноставна задача. На пример, за 

добро познатата од математичката анализа Ојлерова константа C  не се знае дали 

е рационален или е ирационален број. Сепак, за рационалните броеви се знае мно-

гу повеќе и постојат определени критериуми со кои може да се определи дали не-

кој реален број е рационален. Во следната теорема ќе докажеме еден ваков крите-

риум, при што ќе се задржиме на позитивните броеви бидејќи пренесувањето на 

резултатите на негативните броеви е едноставно. Да се потсетиме, секој позитивен 

реален број   на единствен начин меже да се претстави со децимален запис:  

0 1 2, ... ...na a a a      (2) 

каде 0a  е ненегативен цел број, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}ia   за 1i   и не се сите na  

почнувајќи од некој n  еднакви на 9. Последниот услов е потребен за да се обезбе-
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ди единственоста на записот, бидејќи без овој услов некои броеви би имале два 

децимални записа. На пример, 2,129999... 2,13000... , 1,999... 2,000...  итн. По-

натаму, меѓу децималните записи на реалните броеви постојат периодични записи, 

т.е. записи кај кои почнувајќи од некое место, група цифри периодично се повто-

рува. Во врска со периодичните децимални записи ќе ја докажеме следнава теорема.  

 

1.2. Теорема. Реалниот број   е рационален ако и само ако неговиот децима-

лен запис (2) е периодичен.  

Доказ. Нека , , , ( , ) 1
p

q
p q p q     е произволен рационален број. При 

делење на целиот број p  со природниот број q  можни остатоци се 0,1,..., 1q . 

Ако при делењето на p  со q  се појави остаток 0, тогаш делењето завршува и   

има конечен децимален запис, кој всушност е периодичен децимален запис со 

периода цифрата 0. Ако при делењето на p  со q  не се појавува остаток 0, тогаш 

по најмногу q  чекори, ќе се повтори остатокот кој се добива (принцип на Дирих-

ле: имаме q  делења и 1q  можни остатоци). Тоа значи дека ќе имаме повтору-

вање на цифрите кои се наоѓаат меѓу првите две повторувања на остатокот кој прв 

се повторува и со оваа постапка ќе добиеме бесконечен периодичен децимален 

број.  

Обратно, да разгледаме реален број кој има бесконечен периодичен децимален 

запис  

0 1 2 1 2, ... ( ... )k k k k sa a a a a a a   ,    (3) 

каде со 1 2( ... )k k k sa a a    е означена периодата која содржи најмалку цифри (со 

најмала должина) која за прв пат се јавува по цифрата kа  во децималниот запис 

на бројот  . Тогаш  

0 1 2 1 2(10 10 ) (10 1)(10 ... ) ...k s k s k
k k k k sa a a a a a a

        , 

па затоа  

1 2 1 2... ...
0

10 10 10

k k k k s
k k s k

a a a a a a
a   

 
   , 

што значи дека   е рационален број. ■ 

 

1.3. Се поставуваат прашањата кога даден рационален број има конечен деци-

мален запис, а кога има чист периодичен децимален запис, т.е. децимален запис во 

кој во (3) ја нема „претпериодата“ 1 2... ka a a , т.е. кога 0k  . Во врска со овие две 

прашања точни се следниве теореми.  

Теорема А. Нека , , , ( , ) 1
p

q
p q p q     е рационален број. Бројот   

има конечен децимален запис ако и само ако 2 5a bq  , каде 0, {0}a b   .  
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Доказ. Нека   има конечен децимален запис, т.е. 0 1 2, ...
p

kq
a a a a . Според тоа, 

0 1 210 ...

10

n
k

n

a a a ap

q


 , од каде по евентуално кратење во дропката на десната страна 

на последното равенство добиваме дека 2 5a bq   каде 0, {0}a b   .  

Обратно, нека 2 5a bq   каде 0, {0}a b   . Имаме, 
2 5a b

p p

q
  и ако дроп-

ката ја прошириме со 5a b  или 2b a  (во зависност од тоа дали a b  или a b ) 

добиваме  
10n

p r
q
  каде r  и n  се природни броеви. Нека  

1
1 1 0 1 1 0... 10 10 ... 10k k

k k k kr c c c c c c c c
        

е декадниот запис на r . Тогаш  

1 1
1 1 0

10
10 10 ... 10 10

n

p k n k n n nr
k kq

c c c c    
      , 

што значи дека 
p

q
 во децимален запис се запишува со помош на истите цифри 

како и бројот r  и, можда, определен број нули пред нив, во случај кога k n . 

Според тоа, бројот 
p

q
 има конечен децимален запис. ■ 

Теорема Б. Нека , , , ( , ) 1
p

q
p q p q     е рационален број. Бројот   

има бесконечен чист периодичен децимален запис ако и само ако ( ,10) 1q  . □  

 

1.4. Теорема. Нека 
1 2

1 2 1( ) ...n n
n n nP x x a x a x a x a
        е полином со це-

лобројни коефициенти и реалниот број   е корен на ( )P x . Тогаш, или   е цел 

број или   е ирационален број.  

Доказ. Бидејќи 0 е цел број, ќе го разгледуваме само случајот кога 0  . Нека 

претпоставиме дека   е рационален број, т.е. , , , ( , ) 1
p

q
p q p q    . Заме-

нуваме 
p

q
  во равенката ( ) 0P x   и последователно добиваме  

1 2

1 21 2 1

1 2 3 2 1
1 2 1

... 0,

( ... ).

n n

n n

p p p p
n n nqq q q

n n n n n
n n n

a a a a

p q a p a p q a pq a q



  

   
 

     

     

 

Од последното равенство следува | nq p  и како ( , ) 1p q   добиваме 1q  , т.е. 

p

q
p   е цел број. ■  

 

1.5. Последица. Ако природниот број p  не е n ти степен на ниту еден приро-
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ден број, тогаш n p  е ирационален број.  

Доказ. Следува од теоремата 1.4 применета на равенката 0nx p  . ■ 

 

1.6. Теорема. Ако  , тогаш постои реален број 0c   таков што за секој 

рационален број 
p

q
  важи  

| |
p c
q q

  . 

Доказ. Нека , 1a
b

b  . Ако 
p

q
 е произволен рационален број таков што  

p a
q b
 , тогаш 0aq bp  , па затоа за целиот број | |aq bp  важи | | 1aq bp  . Се-

га, ако земеме 1
b

c  , добиваме  

| | 1| | | |
p p aq bpa c
q b q bq bq q


      , 

што и требаше да се докаже. ■  

 

1.7. Последица. Нека   е реален број. Ако за секој позитивен реален број c  

постои барем еден рационален број 
p

q
  таков што | |

p c
q q

  , тогаш   е ира-

ционален број.  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 1.6. ■ 

 

1.8. Важни математички константи   и e  се ирационални броеви. Ламберт 

прв докажал дека бројот   е ирационален. Во следниот пример ќе ја докажеме 

ирационалноста на бројот e .  

 

Пример. Докажи дека бројот e  е ирационален.  

Решение. Од математичката анализа е познато дека  

1 1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! 5!

1 ...
e
       . 

Нека претпоставиме дека 
p

q
e  , , , ( , ) 1p q p q  . Од 

p

q
e   следува дека 1 !

e
p  е 

цел број, па затоа и   

1 1 1 1
1! 2! !

!( (1 ... ( 1) ))p
e p

A p        

е цел број. Меѓутоа, 1 1
( 1)! ( 2)!

!( ...)
p p

A p
 

   , па затоа  

1 1
( 1)! 1

0 ! 1
p p

A p
 

     , 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека бројот 

e  е ирационален. ■ 
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2. ТЕОРЕМА НА ДИРИХЛЕ  

 

2.1. Теорема (Дирихле). Нека   и n . Тогаш постои рационален број 

p

q
 таков што важи  

1| |
p

q qn
   и 0 q n   . 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека [0,1) . Раз-

гледуваме 1n  броеви 0,{ },{2 },...,{ }n    од интервалот [0,1) . Овој интервал да 

го делиме на n  интервали:  

11 1 2[0, ), [ , ), ..., [ ,1)n
n n n n

 . 

Од принцип на Дирихле следува дека барем еден од овие интервали содржи два од 

дадените броеви. Нека се тоа броевите { } [ ]k k k     и { } [ ]m m m     и не-

ка, на пример, m k . Значи,  

1 |{ } { }| | ( ) ([ ] [ ]) |
n

m k m k m k           . 

Земаме q m k   и [ ] [ ]p m k    . Јасно, 0 q n   и притоа важи  

1| |
n

q p   , т.е. 1| |
p

q qn
  . ■ 

 

2.2. Последица. Ако   е ирационален број, тогаш неравенката  

2
1| |

p

q q
 

     
 (1)  

има бесконечно многу решенија по p  и q .  

Доказ. Тврдењето на теоремата 2.1 важи и ако го додадеме условот ( , ) 1p q  , 

бидејќи условите за p  и q  ќе останат задоволени и ако поделиме со нивен заед-

нички делител. Значи, за 1n   постојат заемно прости броеви p  и q  так-

ви што 
2

1 1| |
p

q nq q
   . Бидејќи   е ирационален број, важи 0q p   .  

Нека претпоставиме дека постојат само конечномногу рационални броеви 
p

q
 

кои се решенија на (1) и нека тоа се броевите , 1,2,...,i

i

p

q
i k . Земаме природен 

број m  таков што 1 | |i im
aq p   за 1,2,...,i k . Сега, ако во теоремата 2.1 земеме 

n m , добиваме дека постои рационален број 
p

q
 кој е решение на (1) и за кој ва-

жи 1| |
m

aq p  . Според тоа, 
p

q
 е различен од , 1,2,...,i

i

p

q
i k , што е противреч-

ност. ■  
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2.3. Забелешка. Тврдењето на последицата 2.2 не е точно ако   е рационален 

број. Навистина, нека a
b

  . Ако 
p

q
 , тогаш  

1| | | | | |
p p aq bpa
q b q bq bq




     , 

па од (1) следува q b . Според тоа, неравенката (1) може да биде задоволена 

само за конечно многу парови заемно прости броеви p  и q .   

 

 

 

3. НИЗИ НА ФАРЕЈ   

 

3.1. Дефиниција. Низа на Фареј nF  од ред n  е монотоно растеча низа од 

нескратливи дропки a
b

 во интервалот [0,1]  за кои b n .  

Така, низите на Фареј од ред 2, ред 3 и ред 5 се:  

0 1 1
2 1 2 1

: , ,F ; 0 1 1 2 1
3 1 3 2 3 1

: , , , ,F  и 0 3 31 1 1 2 1 2 4 1
5 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

: , , , , , , , , , ,F .  

 

3.2. Лема. Бројот на членови на низа на Фареј nF  е еднаков на  

1 (1) (2) ... ( )n    ,  

каде   е Ојлеровата функција. 

Доказ. Ако a
b

 е елемент од низата на Фареј, тогаш ( , ) 1a b   и за секој 

,1b b n  , можните вредности на a  за кои a
b

 е елемент од низата на Фареј се 

точно ( )b . Според тоа, вкупниот број членови на низата на Фареј е еднаков на 

1 (1) (2) ... ( )n    . ■  

 

3.3. Теорема. Нека a
nb

F . Нека y  е таков што n b y n    и  

1(mod )ay b  

и нека 
1ay

b
x


 . Тогаш x

y
 е дропката која во nF  следува непосредно по a

b
.  

Доказ. Од 
1ay

b
x


  следува 1bx ay   и ( , ) 1x y  . Од y n  следува x

ny
F  и 

1x a a
y b by b
   . Нека c

d
 е дропка во nF  која непосредно следува по a

b
 и нека 

претпоставиме дека a c x
b d y
  . Тогаш 1xd yc  , 1cb ad   и  

1 1 1( ) ( )
bx ay xd cy b yx a x c c a cb ad

by by y b y d d b yd bd dy db bdy

              , 

па затоа бидејќи c
nd

F  добиваме b y d n   , односно y n b   што противре-
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чи на изборот на бројот y .  ■  

 

3.4. Забелешка. Од својствата на линеарните конгруенции непосредно следува 

дека броевите x  и y  кои ги задоволуваат условите во теоремата 3.3 се еднознач-

но определени. На читателот, за вежба, му оставаме ова тврдење самостојно да го 

провери.  

 

3.5. Последица. Ако a c
b d
  се соседни дропки во nF , тогаш  

1) b d n  ,  

2) 1bc ad   и  

3) ( , ) 1b d  .   

Доказ. Сите три тврдења непосредно следуваат од  

n b d n   , 1(mod )ad b  и 1ad
b

c  .  

Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

3.6. Дефиниција. Нека a
b

 и c
d

 се нескратливи дропки. Дропката a c
b d



 ја наре-

куваме медијанта на дропките a
b

 и c
d

.  

 

3.7. Последица. Ако a x c
b y d
   се три последователни членови на nF , тогаш 

x
y

 е медијанта на a
b

 и c
d

.  

Доказ. Од последица 3.5 следува 1bx ay   и 1cy dx  . Ако ги одземеме 

овие равенства добиваме ( ) ( ) 0x b d y a c    , односно x a c
y b d




 , ■  

 

3.8. Последица. Секоја дропка помала од 1 од 1nF   со именител 1n  се наоѓа 

меѓу две соседни дропки од nF  и е нивна медијанта.  

Доказ. Непосредно следува од последицата 3.7. ■ 

 

3.9. Забелешка. Од претходните разгледувања следува дека, знаејќи ја низата 

на Фареј nF , низата на Фареј од ( 1)n ви ред ја конструираме така што во nF  

ги наоѓаме оние соседни дропки чиј збир на именители е 1n  и меѓу нив ја 

запишуваме нивната медијанта.  

На пример, со овој алгоритам од низата 0 1 1 2 1
3 1 3 2 3 1

: , , , ,F  ја добиваме низата 

0 31 1 1 2 1
4 1 4 3 2 3 4 1

: , , , , , ,F , а од низата 0 3 31 1 1 2 1 2 4 1
5 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

: , , , , , , , , , ,F  ја добиваме низата 

0 3 3 51 1 1 1 2 1 2 4 1
6 1 6 5 4 3 5 2 5 3 4 5 6 1

: , , , , , , , , , , , ,F .  
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3.10. Со помош на низите на Фареј ќе дадеме друг доказ на теоремата 2.1.  

Доказ. Повторно ќе претпоставиме дека [0,1) . Нека 
p

q
 и c

d
 се соседни 

членови на низата nF  и нека 
p c
q d
 . Нека, на пример, 

p p c

q q d




 . Тогаш   

1
( )

| |
p p c p qc pd

q q d q q q d qn

 

 
     , 

бидејќи според последицата 3.5 важи 1qc pd   и q d n  , а притоа 0 q n  . ■ 

 

3.11. Дефиниција. За рационалниот број a
b

 ќе велиме дека е најдобра апрокси-

мација на реалниот број  , ако не постои рационален број x
y

 за кој y b  и 

| | | |x a
y b

   .  

 

3.12. Теорема. Ако (0,1)   се наоѓа меѓу два соседни члена во nF , то-

гаш барем еден од нив е најдобра апроксимација за  .  

Доказ. Нека a
b

 и c
d

 се два последователни членови на nF  и a c
b d
 . Нека 

притоа важи | | | |a c
b d

   . Ако постои x
y

 таков што | | | |x a
y b

   , тогаш 

( , )x a c
y b d
 . Бидејќи a

b
 и c

d
 се последователни членови на nF , дропката x

y
 не 

припаѓа на nF , па затоа мора да важи y n b  , што значи дека a
b

 е најдобра 

апроксимација за  . ■  

 

3.13. Теорема. Нека a
b

 и c
d

 се два последователни членови на nF  и a c
b d
 . 

Тогаш меѓу нескратливите дропки со именител 1n  најдобра апроксимација за   

може да биде само медијантата a c
b d



. Таа е најдобра апроксимација за   ако и 

само ако 1b d n    и | | min{| |,| |}a c a c
b d b d


    .  

Доказ. Според последицата 3.8, во множеството ( , )a c
n b d

F   може да се наоѓа 

само еден елемент од 1nF  , а тоа е медијантата a c
b d



, и тоа само кога 1b d n   . 

Ако последниот услов е исполнет и ако важи | | min{| |,| |}a c a c
b d b d


    , 

тогаш | | | |a c x
b d y


    за секој 1

x
ny

F  .  

Обратното тврдење е очигледно. ■ 

 

3.14. Следната теорема дава значително подобрување на последицата 2.2.  

Теорема (Хурвиц). а) За секој ирационален број   неравенката  
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2
1

5
| |

p

q q
       (1) 

има бесконечно многу решенија по p  и q .  

б) Константата во неравенството (1) не може да се подобри.  

Доказ. а) Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека [0,1)  

(Зошто?). Нека претпоставиме дека тврдењето не е точно, т.е. дека неравенката (1) 

има конечно многу решенија и нека n  е природен број кој е поголем од имените-

лите на сите решенија 
p

q
 на (1). Тоа значи не постојат ,p q , q n  такви што важи 

(1). Нека a
b

 и c
d

, ( a c
b d
 ) се соседни членови на низата mF  меѓу кои се наоѓа  . 

За доволно голем m  ќе важи ,b d n . Од претпоставката следува дека  

2
1

5
| |a

b b
   и 

2
1

5
| |c

d d
  , 

па затоа  

2 2
1 1 1

5 5
| | | |bc ad c a a c

bd bd d b b d b d

         , 

од каде следува  

5 1 5 1
2 2

d
b

   .   (1) 

Сега да ја разгледаме медијантата a c
b d



 на a
b

 и c
d

. Без ограничување на општоста 

можеме да претпоставиме дека a a c
b b d




 . Јасно, ,b b d n  . Од претпоставката 

следува 2
1

5
| |a

b b
  , 

2
1

5( )
| |a c

b d b d


 

  , па затоа  

2 2

( ) ( )1 1 1
( ) ( ) 5 5( )

| | | |
b a c a b d a c a a a c

b b d b b d b d b b b d b b d

    
    

         , 

од каде следува 5 1 5 1
2 2

1b d d
b b

     , што противречи на неравенствата (1).  

Конечно, од добиената противречност следува точноста на тврдењето.  

б) Нека 5 1
2
  и 0  . Дропки 

p

q
  за кои 

2
1

( 5 )
| |

p

q q
   има само 

конечно многу, бидејќи тогаш 
2

1

( 5 )q
  , т.е. 2 1

( 5 )
q

 
 . Од друга страна, ако 

p

q
 , тогаш може да се докаже дека 

2
1

( 5 )
| |

p

q q
  .  

Според тоа, за секој 0   неравенката 
2

1

( 5 )
| |

p

q q
   има само конечно 

многу решенија по ,p q , што значи дека константата 5  во тврдењето под а) 

не може да се подобри. ■ 

 

3.15. Како што видовме, во општ случај константата 5  од теоремата на Хур-
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виц не може да се подобри, но може да се докаже дека за сите ирационални брое-

ви   кои не се од облик 
a b

c d

 

 
, , , ,a b c d  , | | 1ad bc  , теоремата на Хурвиц е 

точна и ако 5  се замени со 8 .  

 

3.16. Пример. Нека n , 
1

1 ( )
n

i

m i


    и , 1,...,ia i m  се именителите на 

дропките на низата nF . Докажи дека  

1

1
1

1

1
i i

m

a a
i 





 . 

Решение. Нека  

3 11 2

1 2 3 1
: , , ,..., ,m m

m m

b b bb b
n a a a a a

F 


. 

Според последица 3 имаме 1 1 1i i i ia b b a    за 0,1,..., 1i m  , па затоа  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

( ) 1 0 1i i i i i i m

i i i i i i m

m m mb a a b b b b b

a a a a a a a a
i i i

  

  

  

  

          . ■ 

 

3.17. Пример. Низата { }na  е зададена со 1 1a   и 2n na a  и 2 1 1n n na a a   , 

за секој n . Нека m  е природен број. Докажи дека бројот m  во низата 

2 1 1{ }k ka 
   се појавува точно ( )m  пати.  

Решение. Нека  

0
2

{ | , , 2 }
n

nkS k n k    

и да го разгледаме пресликувањето : [0,1]f S   определено со  

0
1

( ) 0f  , 1
1

( ) 1f   и 1
2

( ) ( )a c a c
b d b d

f 


   

секогаш кога a
b

 и c
d

 се соседни членови на низа на Фареј од некој ред. Може да се 

докаже дека ова пресликување е биекција.  

Со помош на индукција по n  лесно се докажува дека ако 
2

( )
r

p k
q

f   за ,k r

0  ( 0 , ( , ) 1p q p q   ), тогаш 
2r k

a q


 . Навистина, ако 2 ,k l 0l , тогаш 

од 
12

( )
r

p l
q

f


  заради индуктивната претпоставка имаме 12 2r rk l
a a q 

  . Од 

друга страна, ако 2 1k l  , нека a
b

 и c
d

 се такви што 
12

( )
r

a l
b

f


  и 
1
1

2
( )

r
c l
d

f

 . 

Тогаш по дефиниција 
2

( )
r

a c k
b d

f 


 , па затоа a c p   и b d q  , а тогаш според 

индуктивната претпоставка имаме  

1 12 2 2 1r r rk l l
a a a b d q    

     . 
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Според тоа, ma n  за непарно m  ако и само ако 2rm k  , при што 
2

( )
r

p k
n

f  . 

Сега тврдењето на задачата следува од фактот дека нескратливи дропки 
p

n
 има 

( )n .  

Пресликувањето f  е познато и како функција на Минковски. ■ 

 

3.18. Пример. Определи ја дропка 
p

q
, каде p  и q  се природни броеви помали 

од 100 и која е најблиску до 1

2
  

Решение. Имаме, 9941
29 70

2  . Ако 
q

p
 е дропка за која важи 9941

29 70

q

p
  , то-

гаш 70 29
99 41

p

q
  . Сега, бидејќи 99 29 41 70 1    , заклучуваме дека дропките 29

41
 и 

70
99

 се соседни членови во низата 99F . Според тоа, барем една од дропките 29
41

 и 

70
99

 е најдобра апроксимација за бројот 1

2
. Со непосредна проверка се добива 

дека бараната дропка е 70
99

. ■ 

 

 

 

4. ПОИМ ЗА ВЕРИЖНА ДРОПКА  

 

4.1. Дефиниција. Изразот од облик   

31 1 2

2 1 2 3
1

3
2 ...3

0 0; , , ,...
b

b
a

a

bb b b

a a aa
а a





      (1) 

го нарекуваме верижна или непрекината дропка.  

За верижната дропка (1) често пати се користи и записот 

31 2

1 2 3

|| |
0 | | |

...
bb b

a a a
а           (2) 

 

4.2. Коментар. Во општ случај елементите на верижната дропка 0, , ,i iа а b  

1,2 .)( ,..i   можат да бидат реални и комплексни броеви, функции од една или по-

веќе променливи, елементи од апстрактни простори во кои се дефинирани опе-

рациите собирање и делење и слично. Дропките  

0
0 1

, , ( 1,2,3,...)i

i

a b

a
а i   

ги нарекуваме делови на верижната дропка (1), соодветно нулти или слободен 

член, прв, втор, итн. член, а елементите ia  и ib  ( 1i  ) членови на i  тиот дел, ги 
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нарекуваме соодветно делумен именител и делумен броител. Во натамошните раз-

гледувања ќе претпостауваме дека 0ia   и дека i

i

b

a
 не може да се скрати.  

 

4.3. Дефиниција. Ако верижната дропка (1) содржи конечен број на дропки 

(на пример n, не сметајќи го нултиот), тогаш истата ја нарекуваме конечна или n-

делна верижна дропка и скратено ја означуваме со  

1 2

1 2
0 0

1
; , ,..., ;n i

n i

n
b bb b

a a a a
i

a a


     (3) 

Верижната дропка (1), која има бесконечно делови ја нарекуваме бесконечна 

верижна дропка и притоа ја користиме ознаката  

0
1

; i

i

b

a
i

a



     (4) 

Верижната дропка во која сите делумни броители се еднакви на 1 ја нареку-

ваме обична или стандардна верижна дропка.  

За обичните верижни дропки ја користиме ознаката  

1
1 1

2 ...3

1 2
1

30 0,..;  , , .

a
a

a
a a a a а





     (5) 

 

4.4. Teорема. а) Секоја конечна верижна дропка со рационални броителии 

именители 0, ,i ia a b , 1,2,...,i n  е рационален број. 

б) Секој рационален број можеме на единствен начин да го претставиме како 

конечна стандардна верижна дропка таква што 0a   и , 1,2,...,ia i n  , при 

што 1na  .  

Доказ. а) Доволно е да ги извршиме назначените операции во конечната ве-

рижна дропка (3).  

б) Нека 
1

0u

u
 e рационален број таков што 0 1) 1( ,u u   и 1 0u  . Да го примениме 

Евклидовиот алгоритам. Имаме  

0 1 0 2 2 1

1 2 1 3 3 2

2 3 2 4 4 3

1 1 1

1

1

,

.....................................................

,

0

0

.

0

, 0

,

n n n n

n n

n

n

n

u u a u u u

u u a u u u

u u a u u u

u u a u u u

u u a

  





   

   

   

   



    (6) 

Aко за секој 1,2,...,i n  ставиме 
1

i

i

u
i u 

  , тогаш равенствата (6) го добиваат об-

ликот  

1

1

i
i ia


   , 0 1i n    и n na  . 
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Но, тоа значи  

1
1 1

2

1 1
0 0 0 а

a a


 
      

Со последователна елиминација на 2 3, , , n    добиваме  

1

0
10 2 30 ;  , , ,...,

u

u na a a a a  . 

Јасно, заради Евклидовиот алгоритам претставувањето е единствено. ■ 

 

4.5. Забелешка. Во теоремата 4.4 условот 1na   е суштински. Навистина, ако 

го испуштиме овој услов, тогаш на пример за бројот 26
11

 ги имаме следниве две 

претставувања  

1 1
1 11 1
3 12

1

26 1 1
11 2 2

2 2

 


 
    . 

 

 

 

5. ПАРЦИЈАЛНИ КОЛИЧНИЦИ  

 

5.1. Дефиниција. Нека е дадена верижната дропка  

31 2

1 2 3
0; , , ,...

bb b

a a a
a .     (1) 

 Конечната дропка  

1 2

1 2
0; , ,...,k k

k k

bb b

a

P

Q a a
a , 1,2,...k      (2) 

ја нарекуваме k ти парцијален количнник на верижната дропка (1). 

Да забележиме дека при конечна верижна дропка  

1 2

1 2
0 0

1
; , ,..., ;n i

n i

n
b bb b

a a a a
i

a a


     (3) 

имаме k n . Во натамошните разгледувања ќе ги користиме Ојлеровите ознаки  

1 1 0 0 1,  0, P Q P a     и 0 1Q  . 

 

5.2. Tеорема. Броевите  ,k kP Q , 1,2,3,...k   oпределени со 

  1 2k k k k kP a P b P        (4) 

1 2k k k k kQ a Q b Q       (5) 

каде   

1 1P  , 1 0 00,Q P a    и 0 1Q  , 

се соодветно броителот и именителот на парцијалниот количник k

k

P

Q
 на верижната 

дропка (1). 
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Доказ. Нека kR , 1,2,...k   е низата од парцијални количници на верижната 

дропка (1). Треба да докажеме дека  k

k
k Q

P
R  , 1,2,...k  .  

За 1k   имаме 0 1 11

1 1
1 0

a a bb

а а
R a


   . Од друга страна, од (4) и (5) имаме 

1 0 1 1P a a b   и 1 1 1 11 0Q a b a     . Значи, 1

1
1 Q

P
R  , односно за 1k   тврдењето е 

точно. 

Нека сега претпоставиме дека теоремата е точна за сите природни броеви по-

мали или еднакви на k. Од релациите на (4) и (5) имаме  

1 1 1 1

1 1 1 1.

k k k k k

k k k k k

P a P b P

Q a Q b Q

   

   

 

 
  

Согласно со индуктивната претпоставка имаме 

1 2

1 2

k k k k

k k

k

k k k

a P b P
k Q a Q b Q

P
R  

 




  .  

Од дефиницијата на верижната дропка (1) парцијалниот количник 1kR   се добива 

од парцијалниот количник kR  ако членот ka  се замени со сумата 1

1

k

k

a
k b

a 


 . Затоа, 

 

1
1 2

1 1   1 2 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 11 1 2 1 11 2
1

( )

(

( )
1

)

bk
k k k kak k k k k k k k k k k k k

bk k k k k kk k k k k k kk k k kak

a P b P a a P b P b P a P b P P
k a Q b Q Qa a Q b Q b Qa Q b Q

R


 
         

         


    
   
    . 

Конечно, тврдењето следува од принципот на математичка индукција. ■  

 

5.3. Последица. а) За обичната дропка 10 2;  , ...,a a a  броителот и именителот 

на парцијалниот количник k

k

p

q
, 1,2,...k   можеме да ги определиме од релациите  

1 2k k k kp p pa         (6) 

1 2k k k kq q qa           (7) 

Каде 0 0p a , 1 1p  , 0 1q   и 1 0q   . 

б) Ако 10 2 ...,;  , , n

n

p
n q

aa a a  , тогаш 
1

1 2 0;  , ,..., n

n

p
n n n p

a a a a


   .  

Доказ. а) Кај обичните верижни дропки важи 1kb  , 1,2,...k   . Сега точноста 

на тврдењето следува ако замениме во (4) и (5).  

б) За 0n   тврдењето е тривијално. Нека претпоставиме дека за 1n  важи  

1

2
1 2 3 0;  , ,..., n

n

p
n n n p

aa a a 


    . 

Тогаш од индуктивната претпоставка и од тврдењето под а) следува  

2 1 2

1 1 11 2 0

1
1 2 0 ; ...,,

..;  , .,, n n n n n

n n nn n

p a p p p

an n n n n p p paa
a a aa a a   

   


        . 

Конечно, точноста на тврдењето следува од принципот на математичка индукција. ■ 
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5.4. Теорема. За два соседни парцијални количници 1

1

k

k

P

Q



 и k

k

P

Q
 на верижната 

дропка (1) важи релацијата  

1 1 2

11

1( 1)k

k k k k

k kbb bk
Q Q Q Q

P P







   , 1k  .    (8) 

Доказ. Имаме  

1

11

k k k

k k kkQ Q

P

Q Q

P 

 


  ,     (9)  

каде 
1

1
k

k k

k k

P P

Q Q





  . Ако ги искористиме релациите (4) и (5) добиваме  

1 2 1
1

1 2 1

k k k k k
k

k
k k

k k k k

a P b P P
b

a Q b Q Q

  


  


    


 .   (10) 

Со последователна примена на релацијата (10) добиваме  

1 2 0.( .1) .k
k kb b b      

каде  

0 1 0
0

0 1

1
1

1 0

P P a

Q Q





      .  

Според тоа, 
1

1 2( 1) ...k
k kb b b     и со замена во (9) ја добиваме релацијата (8). ■ 

 

5.5. Последица. Ако 1

1

k

k

P

Q



 и k

k

P

Q
, 1k   се два соседни парцијални количници 

на верижната дропка (1), тогаш  

1
1 1 1 2( 1) ...k

k k k k kP Q P Q b b b
    .  

Доказ. Следува од доказот на теоремата 5.4. ■ 

 

5.6. Последица. Ако 1

1

k

k

p

q



 и k

k

p

q
, 1k   се два соседни парцијални количници 

на обичната верижна дропка 10 2;  , ...,a a a , тогаш  

1

11

1( 1)kk

kk k k

kp p

q q q q




 


   и 

1
1 1 ( 1)kk k k kpp q q 
    .  

Доказ. Следува од теоремата 5.4 и последицата 5.5 за 1 2 ... 1kb b b    . ■ 

 

5.7. Последица. За два соседно парцијални количници 2

2

k

k

P

Q



 и k

k

P

Q
, 2k   со ис-

та парност на верижната дропка (1) важи  

2 1

2

2

2

1( 1)k k k

k k

k

k k

bb bkP P a

Q Q Q Q









   .    (11) 

Доказ.  Имаме   

2

2

2

k k

kk

k

kk

D

Q Q

P

Q

P

Q


 
  ,     (12) 
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каде  
2

2

k k
k

k k

P P
D

Q Q





 . Ако се искористат релациите (4) и (5) добиваме  

1 2 2
1

1 2 2

k k k k k
k k k

k k k k k

a P b P P
D a

a Q b Q Q

  


  


  


 , 

каде 1k  е детерминантата од теоремата 5.4. Значи, 1 2 11 ...( 1)k kk b b b    , па за-

тоа 1 2 1( .1) . .k
k k kD b b b a   и ако замениме во (12) ја добиваме релацијата (11). ■ 

 

5.8. Последица. Ако 2

2

k

k

p

q



 и k

k

p

q
, 2k   се два соседни парцијални количници 

со иста парност на обичната верижна дропка 10 2;  , ...,a a a , тогаш  

2

2 2
( 1)k k k

kk kk

p p a

q q
k

q q



   .    (13) 

Доказ. Следува од последицата 5.7 за 1 2 ... 1kb b b    . ■  

 

5.9. Теорема. Ако сите елементи на конечната верижна дропка се позитивни, 

тогаш нејзините парцијални количници со парен индекс формираат монотоно ра-

стечка низа, а парцијалните количници со непарен индекс формираат монотоно 

опаѓачка низа. Притоа секој парцијален количник со парен индекс е помал од се-

кој парцијален количник со непарен индекс, а бројот  , вредноста на конечната 

верижна дропка, лежи меѓу два соседни парцијални количници. 

Доказ. Нека е дадена верижната дропка  

1 2

1 2
0; , ,..., n

n

bb b

a a a
a      (14) 

со позитивни елементи ka  и  kb  и нека k

k

P

Q
, 0,1,2,k n  , се нејзините последо-

вателни парцијални количници. Јасно 0kP   и 0kQ  .  

Ако 2k m , тогаш од (11) следува 2 2 2

2 2 2
0m m

m m

P

Q Q

P 


  , односно 2 2 2

2 2 2

m m

m mQ Q

P P 


 , за 

1,2,3,...m . Значи, 0 2 4

0 2 4
...

P P P

Q Q Q
   .  

Ако пак 2 1k m  , тогаш од (11) следува 2 1 2 1

2 1 2 1

m m

m m

P P

Q Q
 

 
 , за 1,2,3,...m .  

Според тоа,  3 51

1 3 5
...

P P

Q Q

P

Q
   . 

Понатаму, ако во релацијата (8) земеме 2k m  добиваме 2 2 1

2 2 1

m m

m mQ Q

P P 


 . Нека 

s m . Тогаш 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1

m m s

m m sQ

P

Q

P

Q

P  

 
  . Ако пак s m , тогаш 2 2 2 1

2 2 2 1

m s s

m s s

P P

Q

P

Q Q



  . Значи, 

за секои s и m имаме 2 2 1

2 2 1

m s

m sQ Q

P P 


 , односно секој парцијален количник со непарен 

индекс е поголем од секој парцијален количник со парен индекс.  
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На крајот, од дефиницијата на верижна дропка (14) очигледни се неравенства-

та: 0

0Q

P
  , 1

1Q

P
 , 2

2Q

P
   итн. Значи, ако k  е парен број, тогаш 1

1

k k

k k

P P

Q Q



  и 

ако k  e непарен број, тогаш 1

1

k k

k k

P P

Q Q



 . Очигледно, за последниот парцијален 

количник наместо строги неравенства на десната страна во последните неравен-

ства важи знак за равенство. ■ 

 

5.10. Последица. Ако елементите на верижната дропка (1) се позитивни и k

k

P

Q
 

се нејзините парцијални количници, тогаш точна е оценката  

1 2 1

1
|| k

k

k

k k

bb b

Q

P

Q Q





       (15) 

Доказ. Од теоремите 5.9 и 5.4 следува  

1 2 1

11

1| | || k k k k

kk kk k

bb b

Q

P P

Q Q

P

Q Q


 


    . ■ 

 

5.11. Последица. Ако елементите на обичната верижна дропка 10 2;  , ...,a a a   

се позитивни и k

k

p

q
 се нејзини парцијални количници, тогаш точна е оценката  

1

1|| k

k k k

p

q q q 
 . 

Доказ. За обичните верижни дропки имаме 1,  1,2,...kb k  , па сега точноста 

на оценката следува од последицата 5.10. ■ 

 

5.12. Пример За обичната верижна дропка 2;1,2,1,2,2,3  парцијалните колич-

ници се:  

0

0

2
1

p

q
 , 1

1

3
1

p

q
 , 2

2

8
3

p

q
 , 3

3

11
4

p

q
 , 4

4

30
11

p

q
 , и 6

6

243
89

p

q
 . 

Последниот парцијален количник е вредноста на конечната обична верижна дроп-

ка, односно  243
89

2;1,2,1,2,2,3  . ■ 

 

5.13. Пример. За конечната верижна дропка 3 5 71
2 4 8 16

0   , , ,;  парцијалните ко-

личници се: 

0

0

0
1

P

Q
 , 1

1

1
2

P

Q
 , 2

2

4
11

P

Q
 , 3

3

37
98

P

Q
  и 4

4

620
1645

P

Q
 . 

Последниот парцијален количник е еднаков на конечната верижна дропка, од-

носно 3 5 7 6201
2 4 8 16 1645
  , , ,0;  . ■ 
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6. БЕСКОНЕЧНИ ВЕРИЖНИ ДРОПКИ  

 

6.1. Нека е дадена бесконечната верижна дропка  

1 2

1 2
0; , ,..., ,...n

n

bb b

a a a
a     (1) 

и низата парцијални количници  

1 2

1 2
0; , ,..., n n

n n

b Pb b

a a a Q
a  , 1,2,3,...n .    (2) 

Дефиниција. За бесконечната верижна дропка (1) ќе велиме дека е конвер-

гентна, ако постои конечна граница 

lim n

n

P

n Q
       (3) 

и притоа за бројот  ќе велиме дека е вредност на верижната дропка (1). Ако пак 

границата (3) не постои, тогаш верижната дропка (1) ја нарекуваме дивергентна и 

на неа не и придружуваме бројна вредност.  

 

6.2. Пример. Определи ги сите низи n

nQn
P

R  , 1,2,...n  кои се парцијални ко-

личници на некоја верижна дропка. 

Решение. Прво да претпоставиме дека 1 2k kR R    за секој 2k  . Toa значи 

дека  

1 2

1 2

0
k k

k k

P P

Q Q

 

 

 ,   (4) 

за секој 2k  . За 1k   неравенството (4) е исто така точно. Затоа системот ра-

венки 

  1 2

1 2

k k k k k

k k k k k

P a P b P

Q a Q b P

 

 

 

 





 

има единствено решение по ka  и kb . Според тоа, n

nQn
P

R   се парцијални колич-

ници на верижната дропка 1 2

1 2
0; , ,...

b b

a a
a , каде 1

1
0 1

b

a
a R  .  

Сега да претпоставиме дека k е најмалиот број поголем од 2 таков што 1kR    

2kR  . Тоа значи дека  

1 2

1 2

0
k k

k k

P P

Q Q

 

 

  

т.е. 1k kR R  . Продолжувајќи ја постапката добиваме  

2 1 1 ...k k k kR R R R     

Јасно, во случајов низата { }nR  е низа од парцијални количници за некоја верижна 

дропка. 
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Ако ги земеме предвид претходните дискусии, добиваме дека бараните низи 

{ }nR  се низите кои го имаат следново својство: ако 1nnR R  , за некој n , тогаш 

n n kR R  , за  1k  . ■ 

 

6.3. Пример. Определи верижна дропка која конвергира кон бројот е .  

Решение. Бројот е  е гранична вредност на низата 
( 1)n

n

n

n


. Затоа нека 0 1a   и 

да ставиме 

1

0

1

1

( 1)kk

P

P

P k

 



 

   

1

0

0

1

k
k

Q

Q

Q k

 





 

за 1k  . Лесно се проверува дека 1

1

k k

k k

P P

Q Q



  за 0k  . Затоа според примерот 6.2 

постои верижна дропка 1 2

1 2
0; , ,...

b b

a a
a  чии парцијални количници се 1(1 )n

n

P n
Q n

   

и кои конвергираат кон бројот е . Притоа 0 1a  , а за 1k   членовите ka  и kb  се 

решенија на системот 

1 2

1 2.

k k k k k

k k k k k

P a P b P

Q a Q b Q

 

 

 

 





 

Согласно со Кошиевиот критериум низата , 1,2,3,...n

n

P

Q
n   конвергира ако и само 

ако за секој 0   постои 0 0( )n n   таков што  

|   |n m n

n m n

P P

Q Q



   , за  0( )n n   и 0m  . 

Ако 0kQ  , тогаш очигледно имаме  

0 1 0

0

1 2 1

11 0

1

1 1

( ) ( 1)  k

k k

n k k

n k k

n nP P P P P bb bk
Q Q Q Q Q Q Q

k k











 

         

односно 

1

10

2 10 1

1

lim ( 1)  k

k k

n

n

P P bb bk
Q Q Q Qn k











 

       (5) 

т.е. редот (5) конвергира ако и само ако конвергира верижната дропка (1). Притоа 

ако верижната дропка (1) конвергира, тогаш од (5) непосредно следува оценката  

1 2 1

11

| | | |n k

k kn

P bb b

Q Q Q
k n

e 



 

 

   . ■ 

 

6.4. Теорема.  Ако сите елементи 0  ,, 1,2,...,k k ka a b   на верижната дропка (1) 

се позитивни, при што  

,   0, 1,2,3,...k k kb a a d k        (6) 
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тогаш верижната дропка (1) е конвергентна. 

Доказ. При доказот на првиот дел на теоремата 5.9 не користевме дека вериж-

ната дропка е конечна. Затоа, повторувајќи го овој доказ констатираме дека ако 

елементите на верижната дропка (1) се позитивни, тогаш нејзините парни парци-

јални количници 2

2

k

k

P

Q
, 1,2,...k   формираат монотоно растечка низа ограничена 

од горе. Според тоа, постои 2

2
lim k

k

P

Qk
 . Аналогно, непарните парцијални колич-

ници 2 1

2 1

k

k

P

Q



, 1,2,...k   на верижната дропка (1) формираат монотоно опаѓачка ни-

за ограничена од долу. Затоа постои 2 1

2 1
lim k

k

P

Qk




 , при што  . Освен тоа, за 

секој 0k   имаме 2 2 1

2 2 1

k k

k k

P P

Q Q



 .  

Според теоремата 5.4 имаме  

2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 2 2 1
0 k k k

k k k k

P P bb b
kQ Q Q Q

 

 


    .    (7) 

Ќе докажеме дека 0k   кога k  . Имаме  

1 2k k k k kQ a Q b Q    и 1 1 2 1 3k k k k kQ a Q b Q      . 

Од (6) добиваме  

1 2( )k k k kQ b Q Q    и 1 2  k kQ dQ  . 

Значи,  

2(1 )k k kQ b d Q   .     (8) 

Од неравенството (8) последователно добиваме  

2 2 2 2 2 2 0 2 2..(1 ) ... (1 ). (1 )...k k
k k k k kQ b d Q b b d Q b b d          (9) 

2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 1 2 1(1 ) ... (1 ) ... (1 )... k k
k k k k kQ b d Q b b d Q b b d             (10) 

бидејќи 1 1 1Q a b  . Од (9) и (10) добиваме  

2
2 2 1 1 2 1.. ).  (1 k
k k kQ Q b b d       (11) 

па значи 

1 2 2 1
2

2 2 1

1

(1 )

... k
k

k k

bb b
k Q Q d



 
    

од каде 0k   кога k  . 

Според тоа, од неравенството (7), ако преминеме кон граница добиваме 

0 0 . Значи, lim n

n

P

Qn
  односно верижната дропка (1) конвергиа. ■ 

 

6.5. Забелешка. За конвергентна дропка (1) со позитивни елементи нејзината 

вредност   се наоѓа меѓу два парцијални количници 1

1

n

n

P

Q



 и n

n

P

Q
. Притоа важи   
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1

1

1 2

1

...
| | | |n n n

n

n

n nn n

P P P bb b

Q Q Q Q Q


 
    . 

 

6.6. Последица. Обична верижна дропка со природни коефициенти е секогаш 

конвергентна.  

Доказ. Следува од теорема 6.4. Деталите ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

6.7. Теорема (Принсгејм). Ако за бесконечната верижна дропка  

1 2

1 2
0; , ,..., ,...n

n

bb b

a a a
    (12) 

се исполнети равенствата  

| 1| | |n nb a  , 1,2,...n ,    (13) 

тогаш таа конвергира, при што нејзината апсолутна вредност е помала или еднак-

ва на 1.  

Доказ. Нека , 1,2,...k

k

P

Q
k   се парцијални количници на верижната дропка (12). 

Бидејќи  1 2, 1,2,...k k k k kQ a Q b Q k   , добиваме  

1 2| |  || | | | || |k k k k kQ a Q b Q     . 

Од неравенствата (13) добиваме  

1 2| | | |(| 1 | |) | | |k k k k kQ b Q b Q     , 

oдносно  

1 1 2| | | || | (| | | )|k k k k kQ Q b Q Q                  (14) 

Од (14) со последователна примена, ако се има предвид дека 0 1Q   и 1 0Q    

добиваме  

1 1 1| | || | | | || ... |k k k kQ Q b b b      ,    (*) 

oдносно 0| | || 1kQ Q  .  

Конвергентноста на верижната дропка (12) е еквивалентна со конвергентноста 

на редот  

0 1 2 1

0 1

1

11 1

. .1 .
( )   ( 1)  k k

k k

k

k k

P P P bb bk
Q Q Q Q Q

k k 






 



 

         (15) 

Да го разгледаме редот  

1 2

1

...| | | | | |

| | ||
1

 k

k k

b b b

Q Q
k 

 



     (16) 

Од неравенството (*) имаме  

0

1 2 1

1 1 1 0

... | 1 1| | | | | | |

| | | | |
1

| | 1 1 1
| | | | | | | | | | |

1
| |

1

    ( ) 1k kk

k k k k k nk

n nb b b Q Q

Q Q Q Q Q Q

n

Q Q Q
k k k



  







 




         ,  

за 1,2,...n .  

Според тоа, парцијалните суми на редот (16) се ограничени, па затоа овој ред 

конвергира и  
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1 2

1

| | | | |...

|

|

1
| | |

  1
k k

kb b

Q

n b

Q
k  





 .      (17) 

Но, тоа значи дека редот (15) конвергира апсолутно, па значи и обично, т.е. по-

стои  

1

11

lim ( )n k k

n k k

P P P

Q Q Qn k







 

   .  

Освен тоа, од неравенството (17) имаме  | | 1  . ■ 

 

6.8. Пример. Пресметај ја вредноста на верижната дропка 1 1 1
1 1 1

1; , , ,... .  

Решение. Забележуваме дека тоа е обична верижна дропка каде 0 1a a   

2 ... 1a   . Според последицата 6.6 оваа верижна дропка е конвергентна. Нека неј-

зината граница е  . Јасно, бројот   мора да го задоволува равенството 1
1

 . 

Затоа   е корен на равенката 2 1 0x x   , од каде е 1 5
1 2

x      или 2x 

1 5
2

  . Сите парцијални количници за дадената верижна дропка се позитивни, па 

затоа 2 0x  . Конечно, 1 5
2

    . ■ 

 

6.9. Пример.  Пресметај ја вредноста на верижната дропка 1 1 1
2 2 2

1; , , ,... . 

Решение. Бројот   мора да го задоволува равенството 1
1

1


  , кое е екви-

валентно со равенството 2 2  . Од последното равенство добиваме 2  или 

2 . Бидејќи парцијалните количници се позитивни броеви, не е можно да е 

2 . Затоа 2 . ■ 

 

 

 

7. ИРАЦИОНАЛНИ БРОЕВИ И ВЕРИЖНИ ДРОПКИ  

 

7.1. Секоја низа од цели броеви 0 1 2, , ,...a a a , сите позитивни освен можеби 0a , 

определува бесконечна обична верижна дропка 0 1 2; , ,...a a a . Вредноста на 

0 1 2; , ,...a a a  е определена со 0 1 2lim ; , ,..., n
n

a a a a


.  

Според последицата 6.6 границата  

0 1 2,..lim ; , l., im n

n

P
n Qn n

a a a a
 

  

постои. Парцијалниот количник  



Диофантови апроксимации  

 

 

186 

0 1 2,...,; , n

n

P
n Q

a a a a   

го нарекуваме nта конвергента на обичната бесконечна верижна дропка.  

 

7.2. Теорема. Секоја обична бесконечна верижна дропка е ирационален број. 

Доказ. Нека 0 1 2; , ,...a a a . Според теоремата 5.9   се наоѓа меѓу n

n

p

q
 и 

1

1

n

n

p

q



, а според последицата 5.6 имаме  

1

1

1

1| | | |n

n n

n n

n n n

p p p

q q q qq


 
    . 

Aко помножиме со nq , добиваме  

1

10
n

n n q
q p


  .    (1) 

Нека претпоставиме дека   е рационален број, т.е. a
b

 , ,a b  . Ако 

замениме во (1) и помножиме со b добиваме  

1
0

n

b
n n q
a bq p


  . 

Но, низата { }nq  е монотоно растечка, па затоа постои 0n   таков, што 

 
10

1
n

b
q 

 . Значи, добиваме дека 
0 0

| |n nq а p b  е поголем од 0 и е помал од 1, што е 

противречност. ■  

 

7.3. Теорема. Нека 0 1 2; , ,...a a a . Важи 0 [ ]a    и ако 1 1 2; ,...a a  , то-

гаш 
1

1
0a


  . 

Доказ. Од теоремата 5.9 следува дека 0 1

0 1

p p

q q
  , односно  

1
0

1
0 a

a a  . 

Бидејќи 1 1a   добиваме дека 0 0 1a a   и затоа 0 [ ]a   . Исто така,  

1 11 2 2

1 1 1
0 1 2 0 0 0; ,..., lim ; ,...,

  lim ; , ,... lim ( )
n

n
na a a a a an n

a a a a a a


 
        .    ■  

 

7.4. Теорема. Две различни бесконечни обични верижни дропки конвергираат 

кон различни вредности. 

Доказ. Нека претпоставиме дека  

0 1 2 0 1 2; , ,... ; , ,...a a a b b b   . 

Според теорема 7.3. имаме 0 0[ ]a b   и од тука  

1 2 3 1 2 3

1 1
0 0; , ,... ; , ,...a a a b b b

a b     . 
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Затоа 1 2 3 1 2 3; , , ; , ,a a a b b b   . Добиваме 1 1a b  и со математичка индукција 

лесно се докажува i ia b , 1,2,3,...i  . ■ 

 

7.5. Во теоремата 7.2 докажавме дека секоја обична бескоенчна верижна дропка 

е ирационален број. Ќе докажеме дека секој ирационален број 0  може да се прет-

стави како обична бесконечна верижна дропка. Ставаме 0 0[ ]a  , 
0 0

1
1 a



  и  

[ ]i ia  , 1
1

i i
i a


  , за 1,2,3,...i      (2) 

Јасно, ia  е цел број и i  е ирационаелен број. Освен тоа, од 1 1[ ]i ia    и фактот 

дека 1i   е ирационален број имаме  

1 1 1 1i i ia a     , т.е. 1 10 1i ia    , 

односно 
1 1

1 1
i i

i a


 
  , па затоа [ ] 1i ia    за секој 1i  . 

Понатаму, од (2) имаме 
1

1

i
i ia





   и со последователна примена добиваме  

1 1 1
1 1 1 11 12 2 2 13 ...3

1 1 1 1
0 0 0 0 0

0 1 2 1

...

; , , , .

a a

n
a

a a a

nn

a a a a

a a a a











 
 

  



        

 

  

Според последицата 5.3 последната верижна дропка може да се запише во облик  

1 2

1 2
0 1 2 1; , , , n n n

n n n

p p
n q qna a a a




   

 


 

   ,    (3) 

каде   1 2k k k kp a p p    и 1 2k k k kq a q p   , за 1,2,..., 1k n  . Според после-

дицата 5.6 имаме  
1

1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1 2

( ) ( 1)

( ( ))

n
n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

p p p p p q p q

q q q q q q q q q q



  



       

         

   

  
     .  (4) 

Но, 0n   и кога n  важи nq   добиваме 1

1
0n

n

p

q
 


   кога n , т.е.  

0 1 2 0 1 2lim lim ; , ,..., lim ; , ,...n

n

p
nqn n n

a a a a a a a
  

  . 

Со тоа ја докажавме следната теорема.  

 

Теорема.  Секој ирационален број 0 , со алгоритамот опишан со равенствата 

(2) може да се претстави како обична бесконечна верижна дропка со елементи 

0ia  , за 1i  . Ако i  e определен со (2), тогаш  

0 1 2 0 1 2 1; , , ; , , ,n na a a a a a a     и  1 2; ,  ,n n n na a a    . ■ 

 

7.6. Последица. За секој 0n   важи   

1

1
0| |n

n n n

p

q q q 
   и 

1

1
0| |

n
n n q

q p


  .    (5) 
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Доказ. Од (4) имаме  

1 1

1
0 ( )

| |n

n n n n n

p

q q q q


 
   

и како 0 i ia    добиваме  

1 1 1

1 1
0 )(

| |n

n n n n n n n

p

q q a q q q q


  
   . 

Второто неравенство го добиваме од првото, ако помножиме со nq . ■ 

 

7.7. Последица. За конвергентите n

n

p

q
 важат неравенствата  

1

1
0 0| | | |n n

n n

p p

q q
  


    и 0 1 0 1| | | |n n n nq p q p     .   (6) 

Доказ. Да забележиме дека 1n na   , односно  

1 2 1 2 1 1 1 1( 1)  n n n n n n n n n n n nq q a q q q q a q q q                  . 

Ако ја искористиме релацијата (4) и последните неравенства добиваме  

1

1 1 1 2 1 1

1 1
0 ( )

| |n

n n n n n n n

p

q q q q q q
 

     
   .  

Ако помножиме со 1nq  , тогаш според последицата 7.6 добиваме  

1

1
1 0 1 0| | | |

n
n n n nq

q p q p 


     , 

т.е. точно е второто неравенство во (6).  

За да го докажеме првото неравенство доволно е да забележиме дека 1n nq q    

и да го примениме второто неравенство. Имено,  

1

1 1

1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 0| | | | | | | | | |n n

n n n n n

p p
n n n n n nq q q q q

q p q p q p     

 
            . ■ 

 

7.8. Пример. Претстави го бројот 3  како обична верижна дропка. 

Решение. Според алгоритамот опишн со равенствата (2) добиваме  

0 [ 3] 1a    ,    3 11
1 23 1

, 


    

1 1] 1[a    ,    2
2 3 1

3 1


   ,  

2 2] 2[a   ,    3 11
3 23 1 2

 

 
  ,  

3 3] 1[a   ,    
34
2

1
3 1


   .  

Забележуваме дека доаѓа до периодично повторување на последните два чекори, 

па добиваме 3 1;1,2,1,2,  . ■ 

 

7.9. Пример. Претстави го бројот 2,71828182...e  како обична верижна дроп-

ка.  



Р. Малчески  

 

 

189 

Решение. Имаме  

0 [ ] 2a e  ,    1
1 2,71828182... 2

1,39221119...


  ,   

1 1a  ,     1
2 1,39221119... 1

2,54964677...


  ,  

2 2a  ,     1
3 2,54964677... 2

1,81935024...


  ,  

3 1a  ,     1
4 1,81935024... 1

1,22047928...


  ,  

4 1a  ,     1
5 1,22047928 1

4,53557347...


  ,  

5 4a  ,     1
6 4,53557347... 4

1,867157...


  ,  

6 1a  ,     1
7 1,867157... 1

1,153193...


  ,  

7 1a  ,     1
8 1,153193... 1

6,527707...


  ,  

8 6a  ,     1
9 6,527707... 6

1,8949...


  ,  

9 1a  ,     1
10 1,8949... 1

1,1173...


   

10 1,

...........

a 
     

...........................................

...........................................
  

Значи, 2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,...e . ■ 

 

7.10. Теорема. Ако a
b

 е рационален број со позитивен именител таков што 

| | | |n

n

pa
b q

     за некој 1n  , тогаш nb q .  

Ако a
b

 е рационален број со позитивен именител таков што | | | |n nb a q p     

за некој 1n  , тогаш nb q .  

Доказ. Прво ќе го докажеме вториот дел од теоремата. Нека претпоставиме 

дека | | | |n nb a q p    и nb q . Бидејќи 1n nq q   за 1n   добиваме 1nb q  . 

Да го разгледаме системот линеарни равенки  

1

1 .

n n

n n

xq yq b

xp yp a





 


 
    (7) 

Детерминантата на системот е еднаква на 1  и затоа овој систем има единствено 

целобројно решение. Притоа 0x   и 0y  . Јасно, ако 0x  , тогаш 1  nb yq  , па 

значи 0y  , односно 1nb q  , што е противречност. Ако 0y  , тогаш   na xp , 

  nb xq  и бидејќи | | 1x   добиваме  

| | | | | | | |n n n nb a x q p q p        , 

што повторно е противречност.  
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Ќе докажеме дека x и y имаат спротивни знаци. Имено, ако 0y  , тогаш од 

1n nxq b yq    следува, дека 0x  . Ако 0y  , тогаш од 1nb q   следува 

1nb yq   односно 0nxq  , што значи 0x  . Но, сега од теоремата 5.9 следува 

дека n nq p   и 1 1n nq p    имаат спротивни знаци. Од системот (7) имаме: 

1 1) )( (n n n nb a x q p y q p          

и затоа 

1 1| | | | | | | | | |,| | | | | |n n n n n n n nb a x q p y q p x q p q p                   

што противречи на условот на теоремата. Од добиената противречност следува,  

дека ако | | | |n nb a q p     за некој 1n  , тогаш nb q . 

Нека препоставиме дека | | | |n

n

pa
b q

     и nb q . Тоа значи, дека  

| | | |n

n

pa
nb q

b q     и nb q ,  

т.е.  

| | | |n nb a q p     и nb q , 

што е противречност. ■ 

 

7.11. Теорема. Нека  е ирационален број. Ако постои рационален број a
b

, 

( , ) 1a b   и 1b  таков што 
2

1

2
| |a

b b
   , тогаш a

b
 е еден од конвергентите на 

обичната верижна дропка со која е претставен бројот  . 

Доказ. Според теоремата 4.4 бројот a
b

 може да го претставиме како обична 

верижна дропка, т.е. 0 1 2; , ,..., n
a
b

a a a a . Да ги означиме конвергентите на 

0 1 2; , ,..., na a a a   со i

i

p

q
,  така што  

0 1 2; , ,..., n

n
n

pa
b q

a a a a  и 
2

1

2
| |n

nq b

p
      (8) 

Непосредно од алгоритамот даден со (2)  следува дека постои 0   таков што  

0 1 2; , , ,na a a a     за кој важи  

1

1
0 1 2; , , , n n

n n

p p
n q q

a a a a



  






   . 

Јасно,   е ирационален број и може да се запише во облик  

1

1 1 1 1  

pn
qn n n n

pnn n n
qn

p q q

q p q



 




   


 
   .    (9) 

Од друга страна, од забелешката 6.5 и од (8) имаме  

1
2

1 1

1 1| | 2 | |n n n

n n n n nn

p p p

q q q q qq


 
      .   (10) 
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Aко n

n

pa
b q

   , тогаш n е парен број, па така 1

1

n n

n n

p p

q q



  и од (10) следува дека   

лежи меѓу n

n

p

q
 и 1

1

n

n

p

q



. Ако n

n

pa
b q

   , тогаш n е непарен број, па 1

1

n n

n n

p p

q q



  и од 

(10) следува   лежи меѓу 1

1

n

n

p

q



 и n

n

p

q
. И во двата случаи   е позитивен и од (8) 

следува 

1 1
2

1 1 1 1

1 1 1
22

| | | | | |n n n n

n n n n n n n nn

p p p p

q q q q q q q qq
  

   
         . 

Од последното неравентство, (8) и (9) добиваме 

1
21 1

1
22

  1
q qn n n

n
qn

q

q
     . 

Значи   е ирационален број и 1  , па според теоремата 7.5 може да се претста-

ви како обична бесконечна верижна дропка 0 1 2; , ,...b b b  , при што 0 [ ] 1b   . 

Освен тоа, 0 1 0 1; ,...., , , ,...na a a b b  е бесконечна верижна дропка чија вредност ќе ја 

означиме со  . Притоа важи  

0 1 0 1 0 1 1; ,...., , , ,... ; ,..., ,n n na a a b b a a a     

каде 1 0 1 2; , ,n b b b      и затоа 0 1; , ,na a a     , односно  

0 1 0 1; , , , ,na a a b b    . 

Бидејќи претставувањето на   е единствено, следува   

0 1 2; , ,..., n
a
b

a a a a  

е n тиот конвергент на  . ■ 

 

7.12. Tеорема. Ако x  и 1x  ,  тогаш n тиот конвергент на 1
x

 e еднаков 

на реципрочната вредност од на ( 1)n  виот конвергент на x . 

Доказ. Имаме  

0 1 2; , ,...x a a a  и 0 1 2
1 0; , , ,...
x

a a a . 

Сега тврдењето следува од последицата 5.3. ■ 

 

7.13. Лема. Ако 0u  , 0y  , тогаш од равенствата  

z x uy        (11) 

2 2 0ax by xy        (12) 

2 2 0cy az yz        (13) 

следува  

2 2 2 22 ( ) 1 ( )a u a b c u b c      . 
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Доказ. Ако ги одземеме равенството (12) од равенството (13), замениме од (11) 

и скратиме од y добиваме  

( ) ( )au z x y b c u         (14) 

Од (11) имаме 
2( )au z x au y  . Ако ги квадрираме последното равенство и (14) и 

ги собереме, добиваме  

2 2 2 2 2 4 2 2 22 () )(a u z x a u y y b c u     .    (15) 

Ако равенствата (12) и (13) го помножиме со 22au  и за z x  замениме од (14) 

добиваме   

2 4 2 2( ) 2 ( ) 2 ( )a u b c u u b c u au b c        .  

Лесно се гледа дека последното равенство е еквивалентно на бараното равенство. ■ 

 

7.14. Втор доказ на теорема 3.1 (Хурвиц). а) Бидејќи  се наоѓа меѓу n

n

p

q
 и 1

1

n

n

p

q



 

имаме  

1 1

1 1 1

1| | | | | |n n n n

n n n n n n

p p p p

q q q q q q
 

  
       . 

Дефинираме 2 | |n

n

p
n n q

q    и ако претходното равенство го помножиме со 

2 2
1n nq q    добиваме  

2 2
1 1 1 0n n n n n nq q q q      . 

Ако n се замени со 1n , тогаш  

2 2
1 1 1 0n n n n n nq q q q       

Исто така,  

1 1 1n n n nq q a q    . 

Последните три равенства се од облик (12), (13) и (11) па според лемата 7.13 доби-

ваме  

2 2 2
1 1 11

2
11( )2 ( )1n n n n nn n na a     

         .  (16) 

Десната страна на последното равенство е помала од 1, освен ако 1 1n n   . 

Но, 1 1n n    не е можно бидејќи притоа имаме  

1 1

1 1

2 2
1 1| | | |n n

n n

p p
n nq q

q q  

 
    , 

и под апсолутните вредности се еднакви по знак, па затоа  

1 1

1 1

2 2
1 1( ) ( )n n

n n

p p
n nq q

q q  

 
     

Како 1 1n nq q   од последното равенство следува дека   е рационален број, што 

е противречност. Значи, 1 1  n n    и од (16) следува  

1 1
2

1
2 (2 ) 1n n n n na        . 
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Ако земеме 1 1, , }min{ n n n      добиваме 

2 2 2 2
1 1 1 1( 4) 2 ( ) 1n n n n na a             

и затоа 
25 1   односно 1

1 1 5
min{ , },n n n      .  

Од досега изнесеното следува дека постојат беконечно многу рационални бро-

еви  
p

q
 такви што 

2
1

5
| |

p

q q
   .  

б) Да го разгледаме ирационалниот број   кој е претставен со бесконечната ве-

рижна дропка 1;1,1,1,... . Имаме 1 1
1;1,1,1,...

1 1


      или 5 1
2

  . Ако се иско-

ристи алгоритамот дефиниран со релацијата (2) со математичка индукција можеме 

да докажеме дека 5 1
2i
  за секој 0i  . Навистина, ако 5 1

2i
 , тогаш  

5 1
2

5 11 1
1 21i i

i a





  
   . 

Без тешкотии можеме да докажеме дека 0 0 1 1 21,  2p q q p q     . Но, како 

1 2i i ip p p    и 1 2i i iq q q    од принципот на математичка индукција следува 

дека 1n nq p  , за 1n  . Според тоа 

1 1

1

5 11
2

lim limn n

n n

q q

qn n p 
 





 
     

1 5 1 5 1
1 2 2

lim 5( )n

n

q
n qn

   



    .  

Ако C  е произволна константа поголема од 5 , тогаш неравенството 

1
1

n

n

q
n q

C 
    е исполнето за конечно многу вредности на n. Така, неравенството  

22 1
1

1 1

( )
| |n

qnn
n n qn

p

q Cqq 



 

    

важи само за конечно многу вредности на n. Значи постојат само конечен број 

рационални броеви 
p

q
 за кои важи 

2
1| |

p

q Cq
   , бидејќи секој таков 

p

q
 е еден од 

конвергентите на   (теорема 7.11). ■ 

 

 

 

8. ПЕРИОДИЧНИ ВЕРИЖНИ ДРОПКИ  

 

8.1. Во оваа точка покрај стандардните ознаки ќе ги користиме и ознаките 

0 1

1
n

n

A
a

 
  
 

, 
2 2

1 1

n n
n

n n

q p
M

q p

 

 

 
  
 

  и 2 1n n n nq q     за 1n  . 
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 Лема.  Нека   е ирационален број. Тогаш за секој 1n   важи 

1n n nM A M       (1) 

{1, } {1, }n n nM    , 0n  , det ( 1)nnM       (2)  

1 1 1 0...n n nM A A A A  .     (3) 

Освен тоа, 
1

nM
 е целобројна матрица и ако n mM M , тогаш n m . 

Доказ. Од релациите 1 2k k k kp p pa     и 1 2k k k kq q qa     имаме  

2 2 1 1

1 1 1 2 1 2

1 1
1,

0 1

1

n n n n
n n

n n n n n n n n n

n n
n

n n

q p q p
A M

a q p a q q a p p

q p
M

q p

   

     

 


     
            

 
  
 

 

т.е. важи (1). Од 0 1 2; , , ,n na a a a    имаме 2 1

2 1

n n n

n n n

p p

q q




  

 




 , односно  

2 2
2 1 2 1

1 1

2 1 2 1

2 1

} } { }

( )

( )

{1, {1, ,

{ , }

{1, } {1, },

n n
n n n n n n n n n

n n

n n n n n n

n n n n

q p
M q q p

q p

q q q q

q q

p   

  

   

 
   

 

   

 

 
    

 

  

  

  

што значи, дека точно е првото равенство (2). Бројот n  е ирационален бидејќи 

  е ирационален број. Бидејќи 2nq   и 1nq  се цели броеви, ако 0n  , тогаш 

2

1

n

n

q
n q

 




  што е противречност. Значи, 0n   за секој 1n  . Од последицата 5.6 

следува  

1 2 2 1det ( 1)nn n n n nM p q p q        . 

Бидејќи  

1 1
1 0

0 0 0

0 1

1

q p
M A

q p a

    
     
   

 

Добиваме  

1 1 1 1 1 1 1 1 0... .. ....n n n n n n n n n nM A M A A M A A AM A A A A         , 

т.е. точно е равенството (3). 

Од det ( 1)nnM    следува  

1 2 1 21 1
det

1 2 1 2

( 1)
n

n n n nn
n M

n n n n

p p p p
M

q q q q

   

   

    
         

,  

т.е. 
1

nM
 е целобројна матрица. На крајот, ако n m  и n mM M  , тогаш  

2 1 2 1

1 1 1 1

n n m m

n n m m

q p q p

q p q p

   

   

   
   

   
. 

Затоа 2 2n mq q    и 1 1n mq q  , што противречи на фактот дека  
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1 0 1 20 1 ...q q q q      . ■ 

 

8.2. Лема. Нека 1n   и 0j  . Тогаш   

1 0

0
n n j

r s r
M M rI

t u r




   
     
   

. 

Доказ. Нека претпоставиме дека 
1

n n j IM M r
  . Тогаш  

 1( )n j n n j n nnM M M M M rI rM
     . 

Aко ги изедначиме првите редови на n jM   и nM  добиваме  

2 2n j nq rq    и 2 2n j np rp    . 

Меѓутоа, r е делител на заемно простите броеви 2n jq    и 2n jp    и затоа 1r  . 

Бидејќи n jM   има ненегативни елементи важи 1r  . Значи, n n jM M   и од ле-

мата 8.1. следува n n j  , што протвречи на 0j  . Конечно, од добиената про-

тивречност следува 
1

n n j IM M r
  . ■  

 

8.3. Лема. Нека  е ирационален број, ,  ,  r s t  и u  се цели броеви и   е реа-

лен број таков што   

   1, 1,
r s

t u
  

 
  

 
. 

Ако 0t  , тогаш  

0

r s
rI

u

 
 

 
. 

Доказ. Ако 0t  , тогаш имаме 

{ , } {1, } { , }
0

r s
r s u

u
   

 
   

 
. 

Следува r   и s u   . Значи, r s u    или ( ) 0s u r    . Но, тоа зна-

чи 0s   и 0u r  . Во спротивно s
u r

 


  е рационален број што е противреч-

ност. Според тоа,  

0

0

r s r
rI

t u r

   
    

   
. ■ 

 

8.4. Дефиниција. Бесконечната обична верижна дропка ја нарекуваме перио-

дична ако постојат 0,n r   такви што r n ra a   за секој 0r r . Така периодич-

ната верижна дропка може да се запише во облик  

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 2 0 1 1; ,..., , , ,..., , , ,..., ,... ; , , , , ,...,j n n j nb b b a a a a a a b b b b a a a    . 
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8.5. Теорема. Ако  е периодична верижна дропка, тогаш  е ирационален 

корен од квадратна равенка со ненулти коефициенти пред 2 . 

Доказ. Според претпоставката  

1 2 1 1 1; ,..., ; ,...,j n n j n j j n j n j n ja a a a a a             . 

Според тоа,   е ирационален број. Според лемата 8.1 имаме  

{{1, } 1, }ј ј jM   , {1, } {1, }ј n ј n n jM     . 

Од првото од овие две равенства добиваме  

1 1} ){1, } ({1, {1, }ј ј j j ј jM M M      ,  

па од второто равенство имаме  

1{1, } {1, {1} }, {1, }n ј n j n j ј n j ј j n jM M M M      
       ,  

или ако ставиме 
n ј

ј




 
 , што е коректно бидејќи 0ј  , добиваме  

1{1, } {1, } j n jM M   
  .    (4) 

Нека  

1
j n j

r s
M M

t u




 
  
 

,     (5) 

каде , ,r s t  и u  се цели броеви, (
1

jM
 е целобројна матрица). Бидејќи   е 

ирационален број од лемата 8.2 и лемата 8.3 добиваме 0t  .  

Равенството (4) го запишуваме во облик  

{ , } {1, } { , }
r s

r t s u
t u

    
 

    
 

 

и затоа r t   , s u   . Така, ( )r t s u        односно  

2 ( ) 0t r u s     ,     (6) 

т.е.  е ирационален корен од квадратна равенка со ненулти коефициент пред 

2 . ■ 

 

8.6. Дефиниција. Нека 2 2[ ]ijА a  , , , 1,2ij i ja   . Дефинираме норма од А со  

||| || max{| : 1,2 ; 1,2}ijА a i j   . 

 

8.7. Лема. Ако A, B и C се 2 2   матрици, тогаш  

|| || || || || ||А B А B    и || || 4 || || || || || ||B CABC A   . 

Доказ. Нека 

11 12

21 22

a

a
A

a

a





 
 

 , 
11 12

21 22

b

b
B

b

b





 
 

. 
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Тогаш 

11 11 12 12

21 21 22 22

a b a b

a b a
B

b
A

  
  




   и 
11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

a b a b a b a b

a b a b a b a b
AB

 
 





. 

Значи, | | || || || || | || |ij ij ij ija b a b А B    , за 1,2; 1,2i j  , односно  

max{ : 1,2 ; 1,2}  || ||| | || ||ij ija b i j А B     ,  

па затоа || || || || || ||А B А B   . Исто така 

1 1 2 2 1 1 2 2| | | | | || | | | || || || || || || || || 2 || || || ||i j i j i j i ja b a b a b a b А B А B А B           , 

односно  

1 1 2 2max{ : 1,2; 1,2} 2|| || ||| | ||i j i ja b a b i j А B     ,  

па затоа || || 2 || || || ||АB А B  . Според тоа, за матриците  A, B и C имаме 

|| || || ( ) || 2|| || || || 4 | || || || | | || |ABC A BB C AB C A C     . ■ 

 

8.8. Teoрема. Нека , ,a b c , 0a   и   е позитивен ирационален корен на 

квадратната равенка 2 0ax bx c   . Тогаш  е периодична верижна дропка. 

Доказ. Бидејќи 2а b c    , добиваме  

2 0
{1, } { , { , } {1, }}

c
а а а а b c

a b
      

 
       

. 

Ако означиме  

0 c

a b
B

 
  

 , 

тогаш  

{1, } {1, }а B   .     (7) 

Ќе најдеме квадратна равенка чие решение е n , каде 0 1 1; , ,n na a a   . 

Според лемата 8.1. имаме {1, } {1, }n n nM   . Од последното равенство и од (7) 

добиваме  

1 1 1

1 1

{1, ({1, )    ( {1, }) ({1, } )

{1, }) {

}

1 } .( ,

}n n n n n n n n

n n n n n

а а M M а M B M

BM M BM

        

  

  

 

 






 

Нека  

1 n n
n n

n n

r s
M BM

t u
  
  
 

.  

Последната матрица е целобројна, бидејќи ,nM B  и 
1

nM
 се целобројни матрици. 

Тогаш  

{ , } {1 {}, , }
n n

n n n n n n n n
n n

r s
а а r t s u

t u
    

 
    

 
, 
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па затоа  

,n n n n n n nа r t а s u          (8) 

Ако во равенствата (8) го елиминираме а  добиваме 

2 ( ) 0n n n n n nt r u s     . 

Значи,   n  е решение на квадратна равенка со коефициент пред квадратиот член 

0nt  . Имено, ако 0nt  , тогаш од (8) следува дека nr

a
   е рационален број, 

што е противречност.  

Според тоа, за секоја матрица 
1

n nM BM
 постојат само два можни избори за 

бројот   n  и затоа ако множеството од матрици 
1

n nM BM
, 0,1,n  е конечно, 

тогаш такво е и множеството од броевите , 0,1,n n  ,  па затоа мора да постојат 

броеви ,  m n  такви што m n  и n m  . Тогаш верижната дропка со која го 

претставуваме бројот   е периодична. Така, доволно е да докажеме дека множе-

ството матрици 
1

n nM BM
 е конечно. Нека  

| | 4(1 | |) || ||а B а       .    (9) 

и да земеме [ ]k    Забележуваме дека бројот   не зависи од бројот n. Сакаме 

да докажеме дека за секој 2n   важи
1|| ||n nM BM   . Тогаш од дефиниција 8.6 ќе 

следува дека броевите , , ,n n n ns b ur  се меѓу –  и  , што значи дека за секој број 

постојат (2 1)k   на можност и затоа имаме 
4(2 1)k   можности за матриците 

1
n nM BM

, 2n  , т.е. ова множество матрици е конечно. Значи, доволно е да дока-

жеме дека за секој 2n   важи 
1|| ||n nM BM   . 

Нека  

2 2

1 1

0

0

n n
n

n n

p q
F

p q




 

 

 
   

 . 

Според последицата 5.11 имаме  

1

1
2 2| |

nqn nq p


    за 2n   и 
1

1
1 1

1 ||
n nqn n q

q p


   . 

Затоа  

1

1||||
n

n q
F


  .     (10) 

Понатаму имаме  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2

1

0

0

0 1
.

0 1

n n n n n n
n

n n n n n n

n
n

n

q p q q p q
M

q p q q p q

q
F

q

 

 





     

     





     
            

   
    

  

   (11) 

Сега, ако се искористат (7), (10) и (11) добиваме  
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2

1

2

1

2

1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

( ).

( )

n
n n

n

n
n

n

n
n

n

n n n

n n

q
M B B F B

q

q
а F B

q

q
а F B

q

а M F F

а M F B а E

















 













   
    

  

   
    

  

   
    

  

  

  

 

Затоа  

1 1 1 1 ( ) ( )n n n n n n n nM BM а M M F B а E M а E F B а E M            . 

Но, тогаш од лемата 8.7 добиваме  

1 1

1

|| || || || || ( ) ||

| | 4 || |||| || || ||

n n n n

n n

M BM а E F B а E M

а F B а E M

 

 

 



  

  
  (12) 

Останува да ја определиме 
1|| ||nM

. Бидејќи  

1 21

1 2

( 1)
n nn

n
n n

p p
M

q q

 

 

 
    

 

и за секој j  важи  

1

1| | | || | | (1 || | )| |
j

j j j j j j j jq
p q p q q q q q    


          , 

добиваме  

2 2 1

1 1

| (1 | |) (1 | |),

(1 | |).

|n n n

n n

p q q

p q

 


  

 

   

 
  

Затоа, 
1

1|| || (1 | |)n nM q 
  , односно од  (12) следува  

  

1

1 1

1
1

|| || ||| | ||

|| || (1 |

| | | 4 || ||

| | 4 |)
j

n n n n

nq

M BM а F B а E M

а B а E q

 

  


 



  

  

 

   
 

  | | 4 |)(1 | || || .а B а E         ■ 

 

8.9. Следната теорема се однесува на природните броеви кои не се точни ква-

драти и истата ќе ја презентираме без доказ.  

Теорема. Ако природниот број N  не е точен квадрат, тогаш N  може да се 

претстави како периодична верижна дропка од облик  

0 1  2 1 0; ,  , , ,2nN а а а а а  , каде 0 [ ]а N .  

За секој n  важи 02na a , при што 02na a  ако и само ако  

2 2
1 1 ( 1)nn np Nq    . ■ 
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8.10. Пример. Бројот 69  претставете го како периодична верижна дропка. 

Решение. Ако се искористи алгоритмот (2) од точка 7 последователно добиваме   

0 [ 69] 8а    и 69 81
1 569 8
 


  ,  

1 1] 3[а    и 
69 8
5

69 751
2 469 73







   , 

2 2] 3[а    и 
69 7

4

69 51
3 113







  ,  

3 3] 1[а    и 
69 5
11

1
4

1


 
   69 6

3
 , 

4 4][ 4а    и 
69 6
3

69 61
5 114







  , 

5 5] 1[а    и 
69 6
11

69 51
6 41







  , 

6 6] 3[а    и 
69 5
4

69 71
7 53







  ,  

7 7] 3[а    и 
69 7

5

1
8

3
69 8

 
   ,  

8 8 1[ 6]а    и 69 81
9 569 8 16

 

 
  ,  

Бидејќи 69 8
1 9 5

   , од теоремата 8.9 следува 69 8;3,3,1,4,1,3,3,16 . ■ 

 

8.11. Теорема. i) Ако 
2 1, N а а   , тогаш ;2N а а ,  

ii) Aко 
2 2,  N а а   , тогаш ; ,2N а а а .  

Доказ. Бидејќи претставувањето на N  како верижна дропка 0 1 2;  , ,...a a a ,  

, 1ia i   и 0 0a   е еднозначно, доволно е да ги пресметаме вредностите на 

верижните дропки ;2а а  и ; ,2N а а а  и да докажеме дека нивните вред-

ности се 
2 1а   и 

2 2а  , соодветно. 

i) Нека ;2x а а . Тогаш 1
а x

x а


  , т.е. 
2 2 1x а   или 

2 1x а    Но, 

како вредноста на верижната дропка е позитивна, добиваме 
2 1x а  . 

ii) Нека ; ,2x а a а . Тогаш 
2 1

а x

а аx
x а 

 
 , т.е. 

2 2x а   . Но, вредноста 

на верижната дропка ; ,2а а а  е позитивна, па затоа 
2 2x а  . ■  
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8.12. Пример. Броевите 17  и 27  претстави ги како периодични верижни 

дропки. 

Решение. Бидејќи 217 4 1   имаме 4a  . Според теорема 8.11 i) добиваме 

17 4;8 . 

Од 227 5 2   имаме 5а   и од теоремата 8.11 ii) следува 27 5;5,10 . ■ 

 

 

 

9. ВЕРИЖНИ ДРОПКИ И КВАДРАТНИ ОСТАТОЦИ 

 

9.1. Да се вратиме на алгоритамот (2) од точката 7. Имено, ако 0 N   и N  

не е точен квадрат, тогаш  

0 [ ]а N   и 0 1 2
2

1 10 0

1
1 1

N а N A N A

B BN а N а
а

  

 
     , 

каде  

1 1[ ]а  , 2 1 1 1A а B A  , 0 1B  , 
2

1 1B N A   и 1 0A а . 

Продолжувајќи ја постапката добиваме  

1 1i i i

i ii

B N A N A
i iB BN A

а   


    ,   (1) 

каде 

[[ ] ]i

i

N A
i i B

а 


  , 1i i i iA а B A   .   (2) 

 

9.2. Лема. Ако , ,  1,2,i iA B i   се зададени со (1) и (2) и N  не е точен квадрат, 

тогаш iA N  и 2iB N  , 1,2,i   . 

Доказ. На почетокот ќе покажеме дека  
2

1
, 1,2,i

i

N A
i B

B i



       (3) 

е цел број. Од 1 0 [ ]A а N  , 0 1B   и 
2

1 1B N A   следува дека тврдењето важи 

за 0,1i  . Нека претпоставиме дека 
2

1

i

i

N A
i B

B



  е цел број, т.е. 

2|i iB N A . Притоа 

имаме  
2 2 2

1 ( ) 2
1 2i i i i i

i i i

N A N а B A N A
i i i i iB B B

B а B а A   
       

т.е. 1iB  е цел број. 

Бидејќи [ ]i

i

N A
i B

а


 , лесно се гледа дека iA N . Но, тогаш  
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1 2 2i i

i i

A A N
i а а

B N 
   . ■ 

 

9.3. Забелешка. Од теоремата 8.8 непосредно следува, дека ако N  не е точен 

квадрат, тогаш N  е периодична верижна дропка. Овој парцијален резултат на 

теоремата 8.8 е директна последица и на претходната лема. Имено, вкупниот број 

на различни дропки од облик i

i

N A

B


 може да биде најмногу [ ] [2 ] 2N N N  . 

Тоа значи, дека после најмногу 2N  чекори ќе имаме повторување на некоја 

дропка i

i

N A

B


, што според (1) и (2) значи периодичност на верижната дропка со 

која се претставува N . Последното имплицира дека максимална можна должи-

на на периодот е 2 1N  . Меѓутоа оваа максимална можна должина на периодот 

никогаш не се достигнува бидејќи бројот на можни комбинации на iA  и iB  е огра-

ничен исто така со условот дека 1iB  е делител на 
2
iN A .  

 

9.4. Лема. Ако n

n

p

q
 е n тиот конвергент од претставувањето на N  како 

обична верижна дропка, а n  и nB  се дефинирани со (1), (2) и (3), тогаш  

2 2
1 1 ( 1)nn n np Nq B     , за секој 0n  .   (4) 

Доказ. Од 0 1 2 1; ,  , , ,n nN а а а а     имаме 2 1

2 1

n n n

n n n

p p

q q
N




 

 




  и ако заме-

ниме n

n

N А
n B




  добиваме  

2 1 1

2 1 1

n n n n n

n n n n n

B p А p p N

B q А q q N
N   

  

 

 
  

односно  

2 1 1 2 1 1( )n n n n n n n n n nB q А q N Nq B p А p p N          . 

Но, N  не е точен квадрат, па затоа N  е ирационален број, т.е.  

2 1 1

2 1 1

n n n n n

n n n n n

B q А q p

B p А p Nq

  

  

 


 
   (5) 

Од системот (5) го елиминираме  nА  и добиваме  

2 2
1 2 1 2 1 1( )n n n n n n np q q p B p Nq        ,  

односно   

2 2
1 1 ( 1)nn n np Nq B    . ■ 

 

9.5. Од (4) имаме  
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2
1 ( 1) (mod )n

n np B N        (6) 

и затоа ( 1)n
nB  е квадратен остаток по модул N . Во лемата 9.2 докажавме дека 

2nB N . Според тоа, претставувањето на N  како обична верижна дропка ни 

овозможува брзо да ги пресметаме повеќето од најмалите квадратни остатоци по 

модул N .  Методот е особено брз бидејќи сите iB  се помали од 2 N , а особено 

е погоден за доста големи вредности на N .  

 

 

 

10. АЛГЕБАРСКИ И ТРАНСЦЕДЕНТНИ БРОЕВИ  

 

10.1. Дефиниција. За комплексниот (специјално, реалниот) број   ќе велиме 

дека е алгебарски ако постои неконстантен полином P  со рационални коефици-

енти таков што ( ) 0P   . Ако таков полином за бројот   не постои, тогаш за   

ќе велиме дека е трансцендентен број.  

 

10.2. Бидејќи од ( ) 0P    следува ( ) ( ) 0P Q    за произволен полином ( )Q x  

со рационални коефициенти, јасно е дека за секој алгебарски број   постојат 

бесконечно многу полиноми со рационални коефициенти чиј корен е  . Од сите 

овие полиноми најчесто се разгледува полиномот со најмал степен. Така ја имаме 

следнава дефиниција.  

Дефиниција. Минимален полином на алгебарскиот број   е полиномот со ра-

ционални коефициенти со најмал степен чиј корен е бројот  . Степенот на мини-

малниот полином на алгебарскиот број   го нарекуваме степен на  .   

 

10.3. Теорема. а) Минималниот полином P  на алгебарскиот број   е един-

ствен до производ со константа.  

б) Полиномот P  е неразложлив над , што значи дека P  нема повеќекрат-

ни нули.  

в) Ако ( )Q x  е полином со рационални коефициенти таков што ( ) 0Q   , то-

гаш полиномот Q  е делив со минималниот полином P .  

Доказ. а) Ако   има два различни монични (коефициентот пред највисокиот 

степен е 1) минимални полиноми 1P  и 2P  со степен n , тогаш полиномот 1 2P P  

има степен помал од n  и ќе се анулира во  , што противречи на минималноста 

на n .  

б) Ако P  е разлoжлив во , тогаш некој негов делител ќе се анулира за  , 

што противречи на фактот дека P  е минимален полином.  
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в) Нека R  е остатокот при делењето на полиномот P  со полиномот Q . Спо-

ред тоа, полиномот R  се анулира во   и има степен помал од степенот на мини-

малниот полином, па затоа мора да е 0R  . ■ 

 

10.4. Теорема (Луивил). За секој реален алгебарски број   со степен 2n   

постои позитивна константа c  таква што за секој рационален број 
p

q
 важи 

| |
n

p c
q q

  . 

Доказ. Нека   е реален алгебарски број со степен 2n  . Според теоремата 

10.3 а)   е корен на полином  

1
1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a
    ,  

со целобројни коефициенти ( 0na  , 2n  ). Тогаш ( ) ( ) ( )P x x Q x  , каде ( )Q x  

е полином од ( 1)n  ви степен со реални коефициенти. Нека 
p

q
 е произволен 

рационален број. Овој број не може да се корен на полиномот ( )P x , бидејќи во 

спротивно равенката ( ) 0P x   можеме да ја поделиме со 
p

q
x  и   ќе биде корен 

на полином со рационални коефициенти со степен помал од n , што противречи 

на фактот дека степенот на   е n . Затоа важи  

1
1 0| ... |

| ( ) | 0
n n n

n n
n

a p a p q a qp

q q
P


  

  .   (1) 

Броителот на десната страна во (1) е ненегативен цел број различен од 0, па затоа 

тој е поголем или еднаков на 1. Според тоа,  

1| ( ) |
n

p

q q
P  , т.е. 1| | | ( ) |

n

p p

q q q
Q   . 

Ќе разгледаме два случаја.  

1) [ 1, 1]
p

q
A    . Функцијата | ( ) |Q x  е непрекината на затворениот ин-

тервал A  , што значи дека постои max | ( ) |
x A

Q x K


   . Затоа важи  

1 | | | ( ) | | |
n

p p p

q q qq
Q K     ,  

т.е.  
1

| | K
n

p

q q
  . 

2) 
p

q
A . Тогаш  | | 1

p

q
   и како q  е природен број добиваме 1| |

n

p

q q
  .  

Сега очигледно е дека доволно е да земеме 1min{ ,1}
K

c  . ■ 
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10.5. Последица. Ако за секој 0c   и за секој n  постои рационален број 

p

q
  таков што  

| |
n

p c
q q

  , 

тогаш   е трансцендентен број.  

Доказ. Непосредно следува од теоремата 10.4. ■  

 

10.6. Пример. Луивиловиот број  

1! 2! 3!
1 1 1

10 10 10
... 0,11000100...010...L       

е трансцедентен.  

Навистина, нека n  и 0c   се произволни. За броевите  

1! 2! !

! 1 1 1

10 10 10
10 ( ... )

k

kp      и 
!10kq   

важи  

( 1)! ( 2)!

( 1)! 2

! !

1 1

10 10

1 1 1
210 2

2 1

10 10

| | ...

(1 ...)

.

k k

k

k k k

p

q
L

 



   

   

 

 

Избираме k  така што важи k n  и 
!

2

10k
c . Тогаш  

!(10 )
| |

k k n

p c c
q q

L   , 

па од последицата 10.5 следува дека L  е трансцедентен број. ■ 

 

10.7. Коментар. Претходно споменавме дека броевите e  и   се ирационални, 

при што тоа го докажавме за бројот e . Овде ќе споменеме дека овие два броја се и 

трансцедентни. Трансцедентноста на бројот e  прв ја докажал Ермит во 1873 годи-

на, а додека доказот дека бројот   е трансцедентен прв го дал Линдеман во 1882 

година. Со докажувањето дека бројот   е транцедентен, конечно се решил пове-

ќевековниот проблем за квадратура на кругот, т.е. е докажано дека не е можно 

служејќи се само со линијар и шестар да се конструира квадрат чија плоштина е 

еднаква на плоштината на даден круг.  

 

10.8. Лема. Бројот e  е трансцендетен.  

Доказ. Нека го претпоставиме спротивното, т.е. дека постојат цели броеви 0,a  

1,..., na a  такви што   

0 1 ... 0n
na a e a e    .     (2) 

Нека 
0
max | |k

k n
M a

 
 . Да земеме доволно голем прост број p  (покасно ќе видиме 
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што всушност значи доволно голем број, за сега да претпоставиме дека p n  и 

0| |p a ) и да го разгледаме полиномот  

1

( 1)!
( ) ( 1) ( 2) ...( )

p p p px
p

f x x x x n



    . 

За овој полином, со помош на парцијална интеграција наоѓаме  

0 0

0

( ) ( ) (0) '( )

[ ( ) '( )] [ (0) '(0)] ''( )

... [ ( ) '( ) ...] [ (0) '(0) ...]

( ) (0),

x x
x t x x t

x
x x t

x

x

e f t dt f x e f e f t dt

f x f x e f f e f t dt

f x f x e f f

F x e F

 



   

     

       

  

 

  

каде конечниот збир ( ) '( ) ...f x f x   е означен со ( )F x . Во добиената релација 

последователно ставаме 0,1,...,x k n   и добиените релации ги множиме после-

дователно со ka . Ако потоа ги собереме и ја искористиме (2), добиваме  

0 1 0 1
0 0

0 1

( ) [ (0) (1) ... ( )] (0)[ ... ]

[ (0) (1) ... ( )] .

kn
k t n

k n n
k

n

a e f t dt a F a F a F n F a a e a e

a F a F a F n R





        

     

 
      (3) 

Да ги оцениме изразите на двете страни на (3). Ако го развиеме ( )f x  добиваме  

1 11
1 1( 1)!

( ) ( ...),p p p
p p p ip

f x A x A x A x A 
 

      

при што 
( 2) ( 1)

1(0) '(0) ... (0) 0, (0) ( 1) ( !)p p np p
pf f f f A n 
        и не е де-

лив со p  (бидејќи p  е прост број и е поголем од n ), а сите натамошни изводи 

( ) ( 1)(0), (0),...p pf f 
 се деливи со p  (на пример, 

( )(0)p
pf pA ). Затоа (0)F  не е 

делив со p , а како 0| |p a , добиваме дека и 0 (0)a F  не е делив со p .  

Со аналогна постапка се докажува дека | ( )p F k  за секој 1,2,...,k n , па затоа 

0 1| | | (0) (1) ... ( ) |nR a F a F a F n     не е делив со p . Но, R  е цел број, па како не е 

делив со p  тој не е еднаков на нула, т.е. | | 1R  .  

Од друга страна, во секој од интегралите на левата страна на равенството (3) за 

променливата t  важи [0, ]t n , па затоа  

1 1

( 1)! ( 1)!
| ( ) | | ( 1) ( 2) ...( ) |

p p npp p pt n n
p p

f t t t t n
 

 
     , 

од каде следува  

( 1)

( 1)!
0

| ( ) |
n p

k
k t n n

p
e f t dt e




 , 

што значи  
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( 1)

( 1)!
| | ( 1)

n pn n
p

R M n e



  . 

Но, 
( 1)

( 1)!
lim ( 1) 0

n qn n
qq

M n e



  , па затоа простиот број p  може да се избере така 

што (покрај досегашните барања) го задоволува и условот 
( 1) 1

( 1)! 2
( 1)

n pn n
p

M n e



  , 

односно 1
2

| |R  . Но последното противречи на оценката | | 1R   и од добиената 

противречност следува дека бројот e  е трансцедентен. ■  

 

10.9. На крајот од овој дел ќе презентираме уште една теорема, која всушност е 

подобрување на теоремата на Луивил и чиј доказ излегува од рамките на нашите 

разгледувања. Всушност следнава теорема е најдобар резултат во теоријата на Ди-

офантовите апроксимации.  

 

Теорема (Рот). Нека   е реален алгебарски број со степен 2n  . Тогаш за 

секој 0   неравенката  

2
1| |

p

q q 
   

има само конечно многу решенија по p  и q . □ 
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VIII ГЛАВА  

ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  
 

 

 

1. ЛИНЕАРНА ДИОФАНТОВА РАВЕНКА  
 

1.1. Дефиниција. Нека , ,a b c  и 0ab . Линеарната равенка од видот  

ax by c  ,     (1) 

чии решенија ( , )x y  се подредени парови цели броеви ја нарекуваме линеарна 

Диофантова равенка со две непознати.  

Нека 1 2, ,..., ,na a a c  и 1 2... 0na a a  . Линераната равенка од видот  

1 1 2 2 ... n na x a x a x c       (2) 

чии решенија 1 2( , ,..., )nx x x  се подредени n торки цели броеви ја нарекуваме ли-

неарна Диофантова равенка со n  непознати.  

 

1.2. Секоја линеарна равенка со две променливи и целобројни коефициенти 

можеме да ја сведиме на равенка од облик (1).  

а) Во теоремата I 4.4 (теорема на Безу) докажавме дека ако ( , )c a b , тогаш 

оваа равенка има решение во множеството . Притоа за определување на 

броевите x  и y  може да се користи, на пример, Евклидовиот алгоритам. 

б) Ако бројот c  не е делив со ( , )d a b  тогаш равенката нема целобројни 

решенија бидејќи левата страна е делива со d , а десната не е делива со d .  

б) Ако |d c , тогаш равенката ax by c   има решение 1 0
c
d

x x , 1 0
c
d

y y , 

при што парот 0 0(   , )x y  е решение на равенката ax by d  . Но, во овој случај 

дадената равенка има бесконечно многу решенија. Имено, ако претпоставиме дека 

1 2( , )t t  е произволен подреден пар цели броеви кој е решение на равенката 

ax by c  , тогаш важи 1 2at bt c  . Од друга страна имаме 1 1ax by c  , па затоа  

1 2 1 1at bt ax by   , т.е. 1 1 2 1)( ( 0)a b
d d

t x t y    . 

Бидејќи ( ) 1,a b
d d

 , добиваме 1 1| ( )b
d

t x  и 2 1| ( )a
d

t y , од што непосредно 

следува  

1 1
b
d

t x k  , 2 1
a
d

t y k  , k . 

Понатаму, 1 2( , )t t , k  ја задоволува равенката ax by c  . Навистина,  

1 2 1 1 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

)( .

b a c b c a
d d d d d d

c c
d d

at bt a x k b y k a x k b y k

ax by d c

        

   
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Од досега изнесеното непосредно следува точноста на следната теорема.  

 

Теорема. Линеарната Диофантова равенка (1) има решение ако и само ако 

( , ) |a b d c . Притоа, решението на равенката има облик  

0 0, ,c b c a
d d d d

x x k y y k k     , 

при што 0 0( , )x y  е решение на равенката (1) и тоа може да се добие со помош на 

Евклидовиот алгоритам. ■  

 

1.3. Теорема. Линеарната Диофантова равенка (2) има решение ако и само ако 

и само ако 1 2( , ,..., ) |na a a c . Притоа, ако равенката (2) има барем едно решение, 

тогаш таа има бесконечно многу решенија.  

Доказ. Јасно, ако равенката (2) има решение, тогаш 1 2( , ,..., ) |na a a c .  

Со математичка индукција ќе докажеме дека ако 1 2( , ,..., ) |na a a c , тогаш равен-

ката (2) има бесконечно многу решенија. За 2n   тврдењето следува од теоремата 

1.2. Нека пртпоставиме дека тврдењето важи за равенка со 1n  непозната. Нека 

1( , )n nd a a . Според претпоставката равенката  

1 1 2 2... n na x a x dy c      

има бесконечно многу решенија 1 2( ,..., , )nx x d . За секое решение на оваа равенка 

ја разгледуваме равенката  

1 1n n n na x a x dy    . 

Бидејќи 1( , ) |n na a dy , од теоремата 1.2 следува дека последната равенка има 

бесконечно многу решенија 1( , )n nx x . Јасно, подредената n торка 1 2( , ,..., )nx x x  

е решение на (2) и нив ги има бесконечно многу. ■ 

 

1.4. Пример. Нека a  и b  се заемно прости броеви. Докажи дека равенката 

ax by ab   нема решение во множеството природни броеви. 

Решение. Имаме ( , ) 1a b  . Нека постојат природни броеви x  и y  такви што 

ax by ab  . Јасно, |a by  и како ( , ) 1a b   добиваме дека |a y . Според тоа, y a . 

Аналогно се покажува дека |b x , па затоа x b . Значи,  

2ab ax by ab ab ab     , 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека 

дадената равенка нема решение во множеството природни броеви. ■ 

 

1.5. Пример. Нека , ,a b c  се по парови заемно прости природни броеви. Дока-

жи дека 2abc ab bc ca    е најголем цел број кој не може да се претстави во 

облик xbc yac zab  , каде , ,x y z  се ненегативни цели броеви. 
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Решение. Нека 2n abc ab bc ca     и нека 0 0 0 0 0 0( ), ,x y z     е ре-

шение на равенката  

xbc yac zab n   . 

Според теоремата 1.3 такво решение секогаш постои за секој цел број n , бидејќи 

(( , ) , ) , )( 1a b b c c a   . Ќе докажеме дека можеме да избереме целобројно реше-

ние ( , , )x y z  на оваа равенка за кое 0,  0, 0x y z   . Имаме  

0 0 0( ) ) )( ( 0bc x x ca y y ab z z      .    (3) 

Бидејќи ( (, ) , ) 1a b c a   добиваме 0)| (a x x , т.е. 0 ,x x as  s . Со замена во 

(3) добиваме  

0 0( ) ) 0(bcs c y y b z z     .    (4) 

Но, ( , ) 1b c  , па затоа  0)| (b y y , т.е.  0 ,y y bt   t . Заменувајќи во (4) нао-

ѓаме 0 0,cs ct z z     т.е. 0 )(z z c s t   . Јасно, секоја тројка 0 0( , ,x as y bt   

0  ( ))z c s t  , s  и t  се произволни, е решение на дадената равенка. 

Во релациите 0x ax s  , 0y by t  , 0 ( )z c tz s    броевите s  и t   можеме 

да ги избереме така што 0 1x a    и 0 1y b   . Тогаш важи  

( ( (2 ) 1) 1)abz n bcx acy abc ab bc ca bc a ac b ab            . 

Значи 1z  , т.е. 0z  . 

Ќе докажеме дека 2abc ab bc ca    не можеме да го претставиме во облик 

xbc yac zab   каде , ,x y z  се ненегативни цели броеви. Да претпоставиме дека  

2 ,abc ab bc ca xbc yac zab       зџа , , 0x y z  . 

Тогаш,  

1) 1)( ( ( 1) 2bc x ca y ab z abc      , 

при што 1 1, 1 1,  1 1x y z      . Бидејќи ( (, ) , ) 1a b b c  , добиваме )| ( 1a x , 

односно 1a x  . Слично имаме 1b y   и 1c z  . Но, тоа значи   

3 1) 1) 1)( ( ( 2abc bc x ca y ab z abc       , 

што е противречност. ■ 

 

 

 

2. ПИТАГОРОВИ ТРОЈКИ 

 

2.1. Дефиниција. Решенијата на равенката 

2 2 2x y z       (1) 

, ,x y z , ги нарекуваме Питагорови тројки. За Питагоровата тројка ( , , )x y z  ќе 

велиме дека е примитивна ако ( , , ) 1x y z  .  
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2.2. Коментар. а) Ако за Питагоровата тројка ( , , )x y z  важи ( , , ) 1d x y z  ,   

тогаш ( , , )
yx z

d d d
 е примитивна Питагорова тројка. Според тоа, за да ги определиме 

решенијата на равенката (1), доволно е да ги определиме само примитивните 

тројки ( , , )x y z . Останатите решенија се од облик ( , , ),kx ky kz k .  

б) За секоја Питагорова тројка ( , , )x y z  броевите ,x y  се должини на катети, а 

z  е должина на хипотенуза на правоаголен триаголник. Ваквиот триаголник го 

нарекуваме Питагоров триаголник.  

 

2.3. Теорема. Во множеството природни броеви равенката (1) има бесконечно 

многу решенија ( , , )x y z  такви, што ( , , ) 1x y z   и истите се дадени со  

2 2 2 2,  2 , x u v y uv z u v     ,    (2) 

каде што  ,u v , ( , ) 1u v  , u v  и u  и v  се со различна парност. 

Доказ. Од условот следува дека x  е непарен, y  е парен и z  е непарен број. 

Затоа, 2| ( )x з  и 2| ( )z x . Според тоа 

2
2 2 2

( )
yz x z x        (3) 

каде 
2 2

,z x z x   и 
2

y
 се природни броеви. Понатаму, ( , ) 1x z  , бидејќи ако x  и z  

имаат заеднички прост делител, тој е делител и на y , што противречи на  

( , , ) 1x y z  . Ако 
2 2

,( )z x z xd   , тогаш 
2 2

| z x z xd z     и 
2 2

| z x z xd x     и како 

( , ) 1x z   добиваме дека 1d  . Од (3) и од теоремата II 2.6 следува дека постојат 

u  и v  такви, што 
2 2

2 2
, .z x z xu v    Според тоа, постојат u  и v  такви што важи 

(2). Ако |d u  и |d v , тогаш 
2 2| , |d dx y  и 

2 |d z , т.е. 2 1d  . Значи, ( , ) 1u v  . 

Конечно, од ( , , ) 1x y z   следува дека u  и v  се со различна парност, а од 0x   

следува дека u v .  

Обратно, нека u  и v  се такви што важи (2), каде што ,u v , ( , ) 1u v  , u v  

и u  и v  се со различна парност. Тогаш  

.
2 2 2 2 2 2 2( ) )(2 ) (u v uv u v   . ,  

т.е. со (2) е дадено решение на (1). Сега, од u v  следува дека 0,  0,  0x y z    . 

Понатаму, ако p  e прост број таков што 
2 2 2 2

1| ( , 2 ,  )p d u v uv u v   , тогаш 

2 2| ( 2 )p u v uv   и 
2 2| ( 2 )p u v uv  . Според тоа, 

2| ( )p u v  и 
2| ( )p u v , па од 

теоремата II 2.2 следува дека |p u v  и |p u v . Тоа значи | 2p u  и | 2p v  и како 

( , ) 1u v   добиваме дека 2p  . Сега, u  и v  се со различна парност, па затоа 

2 2u v  е непарен број, што противречи на 
2 22 | ( )u v . Од добиената противреч-
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ност следува 1 1d  , т.е. ( , , ) 1x y z  , што значи дека со (2) е дадено примитивно 

решение на (1). ■ 

 

2.4. Лема. Не постои Питагоров триаголник во кој хипотенузата и една катета 

се квадрати на природни броеви.  

Доказ. Нека ( , , )x y z  е Питагорова тројка со најмала хипотенуза која го има 

бараното својство. Јасно, тројката ( , , )x y z  е примитивна. Нека 
2 2,x a z c  .  

Ако y  е парен, тогаш постојат ,m n  такви што  

2 2 2 2 2 2, 2 ,a x m n y mn c z m n       . 

Оттука следува 
2 4 4( )ac m n  , па во Питагоровата тројка 

2 2( , , )n ac m  хипотену-

зата е 2m z , што е противречност со минималноста на z .   

Според тоа, y  мора да е непарен што значи дека a  е парен. Од  

2 4 4 2 2 2 2( )( )y c a c a c a      

следува дека постојат природни броеви ,r s  такви што  

2 2 2 2 2 2,c a r c a s    . 

Оттука 2 2 22c r s  , т.е. 
2 2 2

2 2
( ) ( )s r s rc    . Според тоа, постојат ,m n  такви 

што  

2 2 2 2
2 2

, 2 ,s rs r m n mn c m n      , 

па затоа  

2 2 22 8 ( )( )a s r mn m n m n     . 

Бидејќи m  и n  се заемно прости броеви со различна парност, броевите , ,m n m n  

и m n  се по парови заемно прости. Затоа постојат , , ,k l p q  такви што  

2 2 2 2, , ,m k n l m n p m n q      . 

Оттука следува 
4 4 2( )k l pq  , па добивме Питагорова тројка 

2 2( , , )l pq k  со хи-

потенуза 2 2 2 2k m m n c c z      , што повторно е противречност. ■ 

 

2.5. Последица. Не постои Питагоров триаголник чија плоштина е точен квадрат.  

Доказ. Нека претпоставиме дека таков триаголник ( , , )x y z  постои. Тогаш 

2 2 2x y z   и 2xy P . Според претпоставката постои u  таков што 2P u , 

односно 
22 (2 )xy u . Затоа важи  

2 2 2 2 2 2(2 ) ( ) , (2 ) ( )z u x y z u x y      , 

од каде добиваме  
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4 4 2 2 2(2 ) ( )z u x y   , 

т.е. добивме Питагоров триаголник во кој хипотенузата 2z  и катетата 
2(2 )u  се 

точни квадрати. Последното противречи на лемата 2.4.  ■ 

 

2.6. Пример. Определи ги сите Питагорови тројки кои формираат:  

а) аритметичка прогресија 

б) геометриска прогресија 

Решение. а) Нека 
2 2 2 2, 2 ,а m n b mn c m n      e примитивна Питагорова 

тројка. За истата да формира аритметичка прогресија потребно и доволно е да 

2b a c  , односно 24 2 ,mn m  од каде следува 2m n . Значи, 
2 23 , 4a n b n   и 

25c n , односно 2 1n  , од каде следува 1n  . Значи, тројката (3,4,5) е единстве-

на примитивна тројка чии елементи формираат аритметичка прогресија, т.е. сите 

Питагорови тројки кои формираат аритметичка прогресија се дадени со 

(3 ,4 ,5 ),k k k k .  

б) Ако примитивната тројка 
2 2 2 2, 2 ,a m n b mn c m n      формира геоме-

триска прогресија, тогаш 2b ac , односно  

2 2 4 44m n m n  .     (4) 

Во множеството природни броеви ќе ја решиме равенката (4). Јасно, m  и n  мора 

да се со иста парност. Ако 1 12 , 2m m n n  , тогаш со замена во (4) добиваме 

2 2 4 4
1 1 1 14m n m n  , т.е. треба 1m  и 1n  да се со иста парност. Ако тие се парни во 

секој следен чекор, тогаш добиваме дека m  и n  треба бесконечно многу пати да 

се деливи со 2, а тоа е можно ако и само ако 0m n  , што не е можно. Затоа, за 

некој k  ќе важи 1 2 1kkm m    и  1 2 1kkn n   , што значи  

2 2 2 2(2 1) (2 1) 2( ( 1)(2 2 2 2 1))k k k k k k k k k km n m n m n m n m n          , 

што е противречност. Според тоа, не постои Питагорова тројка која формира гео-

метриска прогресија. ■ 

 

2.7. Пример. Докажи дека ако радиусот на кружницата е непарен прост број, 

тогаш околу неа можат да се опишат точно два нескладни примитивни Питагоро-

ви триаголници. 

Решение. Ако 
2 2 2 2, 2 ,a m n b mn c m n      е примитивна Питагорова трој-

ка, тогаш радиусот на опишаната кружница на соодветниот триаголник е  

( )r n m n  . 

Ако r  е непарен прост број p , тогаш можни се само следниве случаи  

21, 1, ( 2), 2( 1), 2 1,n m p a p p b p c p p            
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2, 1, 2 1, 2 ( 1), 2 2 2n p m p a p b p p c p p          ,  

што значи дека околу кружницата може да се опишат точно два нескладни прими-

тивни Питагорови триаголници. ■  

 

2.8. Пример. Нека ,p q  и r  се прости броеви и нека n  е природен број таков 

што  

2n np q r  .    (5) 

Докажи, дека 1n  .  

Решение. Јасно, еден трите броеви ,p q  и r  е парен. Ако 2r  , тогаш од 

равенството 4n np q   следува 2p q   и 1n  .  

Нека 2p q  . Нека претпоставиме дека 1n   е непарен број. Сега равен-

ството (5) можеме да го запишеме во обликот  

1 2 2 3 2 1 2( 2)( 2 2 ... 2 2 )n n n n np p p p p r           . 

Понатаму,  

1 2 2 1 1 2 2 4 32 ... 2 2 2 ( 2)( 2 ... 2 ) 1n n n n n n n np p p p p p p                   

и 2 1p  , па затоа мора двата множители да се еднакви на r . Сега од (1) следува 

2 22 ( 2) 4 4n np p p p      , што не е можно за 3n  .  

Нека претпоставиме дека 1n   е парен број и нека 2n m . Сега равенството 

(5) можеме да го запишеме во обликот  

2 2 2( ) (2 )m mp r  , 

па од теоремата 2.3 следува дека  

2 2, 2 2m mp a b ab    и 2 2r a b  , 

за некои природни броеви a  и b  такви што ( , ) 1a b  . Затоа a  и b  се степени на 

бројот 2, т.е. 1b  и 12ma  . Значи, 
14 1 4m m mp      и бидејќи p  е прост број 

добиваме дека единствена можност е 3p  . Но, тогаш 13 4 1m m  , што очи-

гледно не е точно за 1,2,3,4m , а за 5m   со индукција се докажува дека 

14 3 1m m   .  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека 1n  . Примери на тројки 

прости броеви кои го задоволуваат условот на задачата се  

7, 2, 3;

23, 2, 5,

p q r

p q r

  

  
   

47, 2, 7p q r   . ■ 
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3. МЕТОД НА ФЕРМА 

 

3.1. При решавањето на Диофантовите равенки често пати се користиме со 

следниот метод на Ферма. Ако претпоставиме дека равенката има решение во мно-

жеството , тогаш докажуваме дека истата има „помало“ решение во множество-

то природни броеви. На тој начин конструираме строго монотоно опаѓачка беско-

нечна низа од природни броеви кои се решенија на дадената равенка, што против-

речи на фактот дека во  не постои строга монотона опаѓачка бесконечна низа. 

Последната противречност значи дека разгледуваната равенка нема решение. Да за-

бележиме дека оваа постапка веќе ја применивме при решавање на пример 2.4 б). 

 

3.2. Теорема. Равенката 

4 4 2x y z       (1) 

во множеството  нема решение ( , , )x y z  такво што 0,  0,  0x y z   . 

Доказ. Ако 0 0 0, ,x x y y z z    е решение на (1), тогаш и 0 0| | |, ,|x x y y   

0 ||z z  е решение на (1). Затоа доволно е тврдењето да го докажеме за природни-

те броеви. Понатаму, можеме да претпоставиме дека ( ), 1x y  . Навистина, ако 

( ),x y d , тогаш 1 1,x dx y dy  , т.е.  

2

4 4 2
1 1 ( )z

d
x y  , 

што значи дека 
21
z

d
z   е природен број. Но, тогаш  

4 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1, , 1, , ,( )x y z x y x y z    . 

Според тоа, повторно можеме да разгледуваме само примитивни решенија на 

равенката (1). Нека 1 1 1),( ,x y z  е такво решение. Ќе докажеме дека постои решение 

2 2 2),( ,x y z  такво, што 2 2) 1,(x y  , 2 2 2, ,x y z   и 2 10 z z  .  

Од 
2 2 2 2 2
1 1 1) (( )x y z   следува дека 

2 2
1 1 1, ,x y z  е примитивна Питагорова тројка. 

Според теоремата 2.3 постојат ,u v , u v  ( , ) 1u v   такви, што  

2 2 2 2 2 2
1 1 1,   2 ,  x u v y uv z u v     .   (2) 

Од (2) следува дека 
2 2 2
1x v u   каде 1, , ) 1(x v u  , па затоа 1( , , )x v u  е примитивна 

Питагорова тројка. Можеме да претпоставиме, дека 1x  e непарен и затоа v  е 

парен. Според тоа, u  е непарен, па затоа постојат ,a b  такви што  

2 2 , 2a b u ab v   , ( , ) 1a b  .     (3) 

Бидејќи u  е непарен, v  е парен и ( , ) 1u v  , добиваме ( ,2 ) 1u v  . Според тоа, 

2
1 2y u v   па затоа постојат 2,z c  такви што 

2
2u z , 22v c . Бидејќи c  е 

парен број, имаме 2c d , односно 22v d . Taка   
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2
2
vab d  . 

Но, ( , ) 1a b  , што значи дека постојат 2x  и 2y  такви, што  

2 2
2 2,a x b y   и 2 2) 1,(x y  .  

Со замена за ,a b  и u  во (3) добиваме  

4 4 2
2 2 2x y z  . 

Значи, постојат 2 2 2, ,x y z  , 2 2) 1,(x y   и  

4 2 2 2
2 2 10 z z u u v z     , 

такви што подредената тројка 2 2 2),( ,x y z  е решение на равенката (1).  

Продолжуваќи ја постапката, во множеството шриродни броеви наоѓаме ново 

решение 3 3 3),( ,x y z  на (1), за кое 3 3) 1,(x y   и 3 20 z z    итн. Според тоа, ако 

 равенката (1) има решение 1 1 1),( ,x y z , тогаш таа има во  има бесконечно 

многу решенија ( ), 1,2,.., .,i i i ix y z   за кои важи 1 2 3 4 5 ...z z z z z     , што не 

е можно. Од добиената противречност следува, дека не постојат решенија на (1), 

за кои 0,  0,  0x y z   . ■  

 

3.3. Последица. Равенката 
4 4 4x y z   нема решение во множеството на 

целите броеви, при што 0,  0,  0x y z   .  

Доказ. Нека претпоставиме дека 0 0 0,,x y z  е решение на 
4 4 4x y z   во мно-

жеството на целите броеви за кое 0 0 00, 0, 0x y z   . Тогаш во множеството на 

целите броеви равенката (1) има решение 0 00, 0,x y 
2
0 0z  , што противречи 

на теоремата 3.2. ■  

 

3.4. Равенката 
4 4 4x y z   е специјален случај на таканаречената Голема тео-

рема на Ферма која гласи: Равенката 
n n nx y z  , каде 3n   е природен број, 

нема решенија во множеството .  

Формулаијата на теоремата Ферма ја запишал на маргините на една Диофан-

това книга и допишал: „Најдов навистина извонреден доказ на ова тврдење, но 

оваа маргина е премногу тесна за да можам да го запишам доказот.“ На ова 

тврдење, запишано во средината на XVII век, многу големи научници потрошиле 

многу време и вложиле многу труд за да го докажат. Обидите да се докаже дале 

многу корисни резултати, особено во теоријата на алгебарските броеви. Самата 

теорема е докажана за многу посебни вредности на степенот n . За 3n   теоре-

мата ја докажал Ојлер и доказот е многу потежок отколку доказот за 4n  . Голе-

мата теорема на Ферма конечно во 1995 година ја докажал англискиот математи-

чар Ендру Вајлс.  
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Интересно е да се напомене дека Ојлер, при обидите да ја докаже Големата 

теорема на Ферма, поставил хипотеза дека равенката  

4 4 4 4x y z w    

нема решенија во множеството природни броеви. За ова тврдење долго време не 

се знаело дали е точно или не, сѐ додека Нам Елкис во 1988 година не нашол 

контрапример:  

4 4 4 42682440 15365639 18796760 20615673   , 

а покасно е најдено и помало решение  

4 4 4 495800 217519 414560 422481   . 

Тоа значи дека и равенката  

2 2 2 2x y z w   .    (4) 

има решение. Логично се поставува прашањето дали последната равенка има ко-

нечно или бесконечно многу решение. Одгворот на ова прашање го дава следната 

теорема.  

 

3.5. Нека претпоставиме дека ), , , 1(x y z w   и дека , , ,x y z w . Ако 0w  , 

тогаш 0x y z   . Ако еден од , ,x y z  e нула, тогаш останатите три броја 

формираат Питагорова тројка. Нека претпоставиме дека  

w x y  .      (5) 

Тогаш (4) го добива обликот 
2 2z xy . Според тоа, z  е парен и имаме 2z u , па 

затоа 
22u xy . Но, ова значи дека еден од броевите x  или y  е парен. Земаме x  

да е парен, т.е. 2х v  и добиваме 
2u vy . Според тоа, постојат ,a b  такви, 

што ( , ) 1a v   и  

2 2,v a y b  .     (6) 

Од (6) дека наоѓаме решение на равенката (4) се  

2 2 2 22 , , 2 , 2 ,   ,x a y b z ab w a b a b      .   (7) 

Значи, постојат бесконечно многу решенија на равенката (4) за кои 0,  0,x y   

0z   и 0w  . Што се однесува до определувањето на решенијата на равенката 

(4), може да се определи и друга класа на решенија за која w x y  . Имено, нека 

претпоставиме дека две променливи од , ,x y z  се првиот пар на Питагорови трој-

ки. Тогаш 

2 2 2 2 2 2t z x y z w     , 

па затоа , ,x y t  и , ,t z w  се Питагорови тројки. Според теоремата 3.2 можеме да 

претпоставиме дека тројките , ,x y t  и , ,t z w  се примитивни. Така имаме  

2 2 2 2 2 2, ,  ( , , ) ( , , ) 1,   , , , ,x y t t z w x y t t z w x y z t w       .  (8)  
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Бидејќи , ,x y t  е примитивна Питагорова тројка t  е непарен и без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека x  е непарен, а y  е парен број. Но, како 

, ,t z w  е примитивна Питагорова тројка и t  е непарен број, па затоа z  е парен и 

w  e непарен број. Според теоремата 2.3 постојат , , ,r s u v  такви што ( ),r s   

( , ) 1u v  , ,r s u v  , при што r  и s  се со различна парност и u  и v  се со раз-

лична парност и  

2 2 2 2

2 2 2 2

, 2 , ,

, 2 ,

x r s y rs t r s

t u v z uv w u v

    

    
. 

Притоа 2 2 2 2t r s u v    , односно 2 2 2 2r s v u   , каде , , ,r s u v . Исто та-

ка од ( ), 1r s   следува , , , ) 1(r s v u  . Освен тоа,  

2 2 2u u u v w    . 

Така за секое решение на (4), кое е и решение на (8), имаме решение на (4) со по-

мала последна променлива. Притоа да забележиме дека  r  и s  не мора да се два 

члена на Питагорова тројка ( , , )r s   и u  и v  не мора да се два члена на Питаго-

рова тројка ( ), ,v u . Во спротивно добиваме дека равенката (4) нема решение 

(следува од методот на Ферма), а ние веќе докажавме дека (4) има бесконечно 

многу решенија. 

Последната дискусија со Питагоровите тројки овозможува исто така да се 

определат бесконечно многу решенија на равенката (4). Имено, едно решение на 

(4) е  

3,  2, 2, 1u v r s    , т.е. 2 2 2 21 2 2 3   . 

Сега добиваме  

3, 4, 5,x y t    12z   и 13w , 

дека е решение на (8). Земаме 13u  . Бидејќи v  е парен број и  ( , ) 1u v    имаме 

12v   и како r s  имаме 4r   и 3s  . Но тогаш  

7, 24, 25, 312, 313x y t z w     ,  

е решение на (11). Земаме 313u  . Бидејќи v  е парен број, имаме 24v   и како 

r s  имаме 312r   и 7s  . Но, тогаш добиваме  

2 2 2 2

2 2

312 7 2 312 7, 312 7 ,

2 312 24, 313 2

,

4

x y t

z w

      

    
 

што претставува ново решение на (8), т.е. на (4). Значи, (4) и (8) имаат бесконечно 

многу решенија. Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема. Равенката (4) и системот равенки  (8) имаат бесконечно многу реше-

нија, за кои сите променливи се различни од нула. ■  
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4. ЗБИР НА ЧЕТИРИ КВАДРАТИ 

 

4.1. Во овој параграф ќе ја разгледаме Диофантовата равенка   

2 2 2 2 , x y z v n n     .   (1) 

Со непосредни пресметувања се докажува точноста на следната лема.  

Лема. За секои 1 1 1 1, , , , , , , x y z v x y z v   важи  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1

2
1 1 1 1

( ) ) )

)

)

( (

(

(

x y z v x y z v xx yy zz vv

xy yz zv vz

xz zx vy yv

         

   

   

        (2) 

2
1 1 1 1( ) .xv vx yz zy     ■  

 

4.2. Забелешка. Идентитетот во претходната лема покажува дека, ако A  и B  

можат да се претстават како збир од четири квадрати, тогаш и производот AB  

може да се претстави како збир од четири квадрати.  

 

4.3. Теорема. Ако p  е непарен прост број, тогаш постои n  таков што 1 n p   

и 
2 2 2 2np x y z v     за некои , , ,x y z v .  

Доказ. Нека  

12 2 2
1 2

0 ,1 , ,( ){ }
p

S


   и 
12 2 2

2 2
{ 0 1, 1 1, , ( ) 1}

p
S


        . 

Јасно два елемента од 1S  и два елементи од 2S  не се конгруетни по модул p  . Но, 

бидејќи 1S  и 2S  имаат 1p  елементи, а постојат p  различни класи на остатоци 

по модул p , од принципот на Дирихле следува дека  

2 2 2 2
1 21(mod  ),   , 1x y p x S y S       , 

Односно 

1 12 2
2 2

1 0(mod ), 1  ,  0
p p

x y p x y
 

       . 

Значи, 
2 2 2 21 0x y np     и  

12 2 21 1
2

1 ( 1) (2( ) 1)
p

p p
n x y p


       . ■ 

 

4.4. Теорема. Ако n  е најмалиот природен број од теоремата 4.3, тогаш 1n  . 

Доказ. Меѓу броевите n  од теорема 4.3 сигурно постои најмал елемент n . Ако 

n  е парен, тогаш и бројот 
2 2 2 2np x y z v     е парен, па затоа или сите , , ,x y z  

v  се парни, или два од нив се парни, или ниту еден не е парен број. Ако барем два 

од броевите , , ,x y z v  се парни, тогаш можеме да земеме дека x  и y  се парни, а z  

и v  се или двата парни или двата непарни. Но, во тој случај х y  и z v  се парни 
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и важи 2 2 2 2
2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
x y x y z v z v n p
       , односно n  не е најмал број. Значи, 

n  е непарен број. 

Нека претпоставиме дека 1n   е најмалиот непарен број од теорема 4.3, од-

носно 3 n p  . За , , ,x y z v  дефинираме броеви 1 1 1 1, , , x y z v  со  

1 1 1 1(mod ), (mod ), (mod ), (mod )x x n y y n z z n v v n    ,   (3) 

1 1
1 1 1 12 2

– , , ,n nx y z v   . Тогаш  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 0(mod )x y z v x y z v n        , 

бидејќи  

2 2 2 2x y z v np    , 

па затоа имаме  

2 2 2 2 211
1 1 1 1 2

, 0 4( )n
n

x y z v nk k n       .   (4) 

Aко 0k  , тогаш од (4) имаме 1 1 1 1 0x y z v    , па од (3) следува  

(mod )0x y z v n    . 

Според тоа, добиваме дека  

2 2 2 2 2(mod )np x y z v n    , 

односно (mod )p n n , што противречи на фактот дека p  е прост број и 3 n p  . 

Затоа 0k  .  

Од лемата 4.1 следува  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1( ( ) )n kp x y z v x y z v X Y Z V           , (5) 

при што , , ,X Y Z V  се определени со (2). Ако се земат во предвид (3) и (2), лесно 

се гледа дека | , | , | , |n X n Y n Z n V . Сега во (5) делиме со 2n  и добиваме 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ,  0VX Y Z
n n n n

kp k n      . 

Последното равенство докажува дека ако 1n  , тогаш n  не е најмалиот број во 

теоремата 4.3. Затоа 1n  . ■ 

 

4.3. Бидејќи 2 2 2 22 1 1 0 0    , во претходната теорема докажавме дека секој 

прост број можеме да го претставиме како збир од четири квадрати. Ако при-

родниот број n  го разложиме на прости множители 1 2 jn p p p  , тогаш со по-

следователна примена на лемата 4.1 ја добиваме следнава теорема.  

Теорема (Лагранж). Секој природен број n  може да се претстави како збир на 

квадрати на четири природни броеви, т.е. Диофантова равенка (1) има рашение. ■ 

 

4.4. Лежандр и Гаус докажале дека природен број n  може да се претстави како 

збир на три квадрати ако и само ако n  е од видот 4 (8 7), , 0m k k m  . Во следната 
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лема ќе докажеме дека ако n  е од дадениот вид, тогаш тој не може да се 

претстави како збир на три квадрати. Доказот на обратното тврдење ја користи 

теоријата на таканаречените тернарни квадратни форми, па затоа истиот нема да 

го презентираме.  

Лема. Ако 4 (8 7), , 0mn k k m   , тогаш n  не може да се претстави во видот 

2 2 2,x y z   за , ,x y z .  

Доказ. Нека претпоставиме дека тврдењето не е точно и нека n  е најмалиот 

природен број кој може да се претстави како збир на три квадрати. Според тоа,  

2 2 24 (8 7)mn k x y z      

за некои , ,x y z . Квадрат на непарен број  

( 1)2
2

(2 1) 8 1
a a

a


     

дава остаток 1 при делење со 8. Ако меѓу броевите , ,x y z  има еден, два или три 

непарни броја, тогаш 
2 2 2x y z   е од видот 4 1,4 2l l   или 8 3l . Меѓутоа, n  

не е од ниту еден од наведените видови. Затоа сите броеви , ,x y z  се парни, на 

пример: 2x u , 2y v  и 2z w . Сега имаме 
1 2 2 2

4
4 (8 7)mn k u v w     , што 

противречи на минималноста на n . ■ 

 

 

 

5. ЗБИР ОД ДВА КВАДРАТИ 

 

5.1. Нека n . Во овој параграф ќе ја разгледаме равенката  

2 2x y n   ,     (1) 

,x y . Оваа равенка нема секогаш решение, т.е. не може секој природен број да 

се претстави како збир од два квадрати на два цели броја. 

Решението ,x y  на равенката (1) ќе го нарекуваме примитивно ако ( , ) 1x y  . 

Во натамошните разгледувања ќе ги користиме следниве функции:  

( )N n  – број на решенија на равенката (1),  

( )P n   – број на ненегативни примитивни решенија на равенката (1), и  

( )Q n   – број на примитивни решенија на равенката (1). 

Притоа, решенијата 1 1, x y  и 2 2, x y  ќе ги сметаме дека различни ако 1 2x x  или 

1 2y y . 

 

5.2. Tеорема. За функциите ( ), ( )N n P n  и ( )Q n  важи (1) (1) 4,  (1) 2N Q P   . 

Ако 1n  , тогаш  
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( ) 4 ( )Q n P n  и 
2

2|

( ) ( )n

d
d n

N n Q  . 

Доказ. Бидејќи 
2 2 2 21 ( 1) 0 0 1( )       и не постојат други решенија доби-

ваме (1) (1) 4,  (1) 2N Q P   . 

Ако 1n   и ,x y  е ненегативно примитивно решение, тогаш 1,  1x y   па 

затоа ,x y   е примитивно решение за секоја промена на знакот. Од тоа следува 

( ) 4 ( )Q n P n . 

Ако ,x y  е произволно решение на равенката (1) и ако ( , )x y d , тогаш 
2 |d n , 

( , ) 1
yx

d d
  и 

2

2 2( ) ( )
yx n

d d d
  . Според тоа, 

2
2|

( ) ( )n

d
d n

N n Q  . ■ 

 

5.3. Теорема. Нека 1n  . За секое ненегативно примитивно решение на равен-

ката (1) постои единствен број s  по модул n  таков што mo )d(sy x n . Освен тоа 

2 (m )1 ods n   и за различните ненегативни решенија постојат различни 1 2,s s  по 

модул n  кои ги исполнуваат горните услови 

Доказ. Ако ,x y  е ненегативно решение, тогаш ( , ) 1y n   и затоа конгруенција-

та (mod )sy x n  има единствено решение s  по модул n . Освен тоа ако 'y  е ре-

шение на (' 1 m )odyy n , тогаш (m d )' os xy n  и добиваме  

2 2 2 2 2' ' 1(mod  )s x y y y n     . 

Останува да докажеме дека различните решенија определуваат различни s  по 

модул n . Нека ,x y  и ,u v  се различни ненегативни решенија такви што sy x  

(mod )n  и mo )d(sv u n . Тогаш (mod  )xv syv yu n  . Но, 1 x n   и 1 v n  ,  

па така имаме 1 xv n   и слично 1 уv n    Затоа xv yu , од каде x u  и 

y v , бидејќи ( , ) ( , ) 1x y u v   и сите четири броја се позитивни. ■ 

 

5.4. Теорема. Нека 1n   и 
2 1(mod )s n  . Постои ненегативно примитивно 

решение ,x y  на равенката (1) за кое (mod )sy x n .  

Доказ. Да го разгледаме множеството од цели броеви u sv , за u  и v  такви 

што 0 , 0u n v n    . Постојат 
2( ][ )1 n n   различни парови ,u v , па од 

принципот на Дирихле следува дека постојат два пара 1 1,u v  и 2 2,u v  такви што  

1 1 22 2 (mod  )u sv u s v n   . 

ИЗбираме 2 1 0v v v   и 2 1 0u u u  . Тогаш 0 0(mod )sv u n  и 0 0| | ,| |u n v n  . 

Освен тоа, бидејќи 1 1,u v  и 2 2,u v се различни решенија, броевите 0 0,u v  не можат 
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да бидат и двата еднакви на нула, а од 0 0(mod )sv u n   следува дека ниту еден од 

нив не е еднаков на нула. Исто така, може да се докаже дека најмалку еден од 

0| |u  и 0| |v  е помал од n .  Ова е точно ако n  не е точен квадрат. Ако n  е точен 

квадрат и 0 0| | || u v n   имаме    (mod )s n n n  и затоа 1(mod )s n , т.е. 

2 1(mod   )s n . Но, 
2 1(mod )s n  , така што имаме 

2 1(mod  )s n   и затоа 

1 (m  )1 od n . Според тоа,   2n  , т.е. 4n  , што не е можно бидејќи не 

постои цел број s  таков што 
2 1(mod4)s   .   

Од ограниченоста на 0u  и 0v  следува 
2 2
0 01 2u v n   . Понатаму, од конгруен-

цијата 0 0(mod )sv u n  следува  

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 ( 1) 0(mod )u v sv v v s n       

Последното значи дека 
2 2
0 0u v n  . 

Сега нека 0 0)( ,d u v . Тогаш 
2 |d n  и 0 0 (mod )

v u

d d d
ns   и затоа  

2 2
0 0

2
0

2
0 00 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0(mod )

u v sv v v vn n
d d d d dd d


       . 

Ова е можно само ако 1d   и затоа 0 0) 1( ,u v  . Ако 0u  и 0v  имаат ист знак, то-

гаш 0| |x v  и 0 ||y u . И во двата случаја ,x y  е ненегативно примитивно реше-

ние. Во првиот случај имаме 0 0( ) (mod )sy s v u x n    , а во вториот случај 

0 0 0( ) (mo( ) d )sy s u s sv v x n     . ■  

 

5.5. Последица.  Нека ( )R n  го означува бројот на решенијата на конгруенција-

та 
2 1(mod )s n  . Тогаш (1) (1)2,   1,   (1) 4,P R Q   )( ()P n R n  за 1n  , ( )Q n   

4 ( )R n  за 1n   и  

2
2|  

( ) 4 ( )n

d
d n

N n R  . 

Доказ. Следува непосредно од последните три теореми. ■  

 

5.6. Теорема. Функциите ( )R n  и 
( )

4

N n
 се мултипликативни.  

Доказ. Очигледно ( )R n  е мултипликативна функција. Нека 1n  и 2n  се заемно 

прости броеви. Тогаш 

1  2 1 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 21 1
1  2 1 1 2 2 1

2 2

2 2
1 2 2

1
1 2

|
4

| | | |

( ( ) ( ) ( ) () )
n n n n n n

d d d d d
d n n d n d n d n d n

N n n R R R R         

1
2 2

2 21
1 1 2

2

2
2| |

1 1
1 24 4
) ).( ) ( ) ( (

n n

d d
d n d n

R R N n N n    ■  
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5.7. Теорема. Нека p  е непарен прост број и 1е  . Дефинираме  

(1) 1, (2 ) 0eh h  , 
1

21)( ) (
p

eeh p


  , 

Нека ( )h n  е определено така што  

1 2 1 2
1 2 1 2(( ) ) )(
e e e e

h p p h p h p , 

за прости броеви 1p  и 2p , 1 2p p  и 1 2,  1e e  . Тогаш  

|  

( ) 4 ( ). 
d n

N n h d   

Доказ. Забележуваме дека ( )h n  е мултипликативна функција, па затоа функци-

јата сума 
|  

( )
d n

h d  е мултипликативна. Бидејќи 1
4

( )N n  исто така е мултипликатив-

на функција доволно е да докажеме 
|  

( ) 4 ( )
d n

N n h d   ако n  е степен на прост број. 

Заради теоремата IV 5.1 конгуренцијата 
2 1(mod2)s    има едно решение 1s   

(mod 2) . За 1е   конгруенцијата 
2 1(mod2 )es    нема решение бидејќи конгру-

енцијата 
2 1(mod4)s    нема решение. Затоа, според последицата 5.5 важи  

2
[ ]

2

0

2( ) ( )4   2 4

e

e e f

f

N R 



   . 

Исто така имаме  

|2

( )4 ( ) 4 2 4
e

e
f

f od

h d h


   . 

Да го разгледаме случајот кога p  е непарен прост број. Повторно според тео-

ремата IV 5.1 конгуруенцијата 
2 1(mod )s p   има две решенија ако 1(mod4)p   и 

нема решение ако 3(mod4)p  . Добиваме дека 
2 1(mod )es p    го има истиот 

број на решенија за секој 1e   . Според тоа  

2, ако 1 (mod4)
( ) 1.

0,    ако 3 (mod4)
( )

,

e p
R p R p e

p


  


  

Тогаш, според  последицата 5.5, ако e  е парен број, имаме  

/2
2

2
0

4 4,   ако 1 (mod 4)
4 ( 4 ( ) 4 (1)

4,          ако 3 (m
(

od 
)

)
)

4

e
e e f e

f

e p
N p R p R p R

p





 
    


   (2) 

и ако е  е непарен број, тогаш 

( 1)/2
2 1

2
0

4 4,   ако 1 (mod 4
(

)
4 ( 4 ( )

0,          ако 3 
)

d 4)
)

(mo

e
e e f e

f

e p
N p R p R p

p


 



 
   


    (3) 

Соодветно на ова имаме: 
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( 1)

2

0 1|

4 ( ) 4 4 (1) 4 ( 1)

4 4   ако 1 (mod 4)

4    ако 3 (mod 4),  е парен број

0   ако 3 (mod 4),  е непарен

(

 б ој.

)

р

p f

e

e e
f

f fd p

h d h p h

e p

p e

p e



 

   

 


 
 

  

  (4) 

Сега тврдењето следува од (2), (3) и (4). ■ 

 

5.8. Последица. Равенката (1) има решение ако и само ако каноничната факто-

ризација на n  не содржи фактор од облик 
ep , каде p  е од облик 4 3j  и e  е не-

парен број. 

Доказ. Непосредно следува од (2), (3) и теорема 5.6. ■  

 

5.9. Теорема. Целиот број n  може да се претстави во облик 
2 2n x y   ако и 

само ако 2(mod4)n  .  

Доказ. Нека 2(mod4)n   и 
2 2 ( )( )n x y x y x y     . Бидејќи n  е парен 

број, барем еден од броевите x y  и x y  е парен. Но, x y  и x y  се со иста 

парност, па затоа 0(mod4)n  , што е противречност.  

Обратно, нека 2(mod4)n  . Разликуваме двца случаја и тоа:  

- ако 2 1n k  , тогаш 
2 2( 1)n k k   , и  

- ако 4n k , тогаш 
2 2( 1) ( 1)n k k     . ■ 

 

*

* *
 

 

5.10. Општата теорија на Диофантовите равенки содржи голем број отворени 

прашања. Меѓутоа, теоријата на квадратните Диофантови равенки скоро целосно 

е изградена. Еден од позначајните резултат во оваа теорија е теоремата на Хасе-

Минковски, која нема да ја разгледуваме, бидејќи истата излегува надвор од 

рамките на нашите разгледувања. Меѓутоа, подолу ќе презентирам,е еден метод за 

наоѓање на општото решение на Диофантовата равенка    

2 2 2( , , ) 0p x y z ax by cz dyz ezx fxy       ,   (5) 

каде , , , , ,a b c d e f  , ако ни е познато едно нетривијално решение 0 0 0( , , )x y z  во 

кое, на пример, 0 0z  .  

Методот се базира на следново: ако тројката ( , , )x y z  е рационално решение на 

равенката (5), тогаш и тројката ( , , ),kx ky kz k  е рационално решение на равен-
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ката (5). Ако 0z  , тогаш за погодно k  важи 1kz  , па затоа без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека 1z  . Сега равенката (5) го добива видот  

2 2( , ) ( , ,1) 0P x y p x y ax by fxy ex dy c        .  (6) 

Множеството решенија на ( , ) 0P x y   е некоја крива која ја содржи точката со ра-

ционални координати 0 0

0 0
1 1 0( , ) ( , , )

x y

z z
M x y z . Навистина,  

2
0

1
1 1 1 1 0 0 0( , ) ( , ,1) ( , , ) 0

z
P x y p x y p x y z   . 

Понатаму, секоја права ( )l  која минува низ точката M , ако целосно не лежи на 

кривата, ја сече кривата во уште една точка N  (ако ( )l  е тангента, тогаш сметаме 

дека M N ). Ако правата ( )l  се менува во множеството прави кои минуваат низ 

точката M  и имаат рационален коефициент на правец, тогаш множеството од 

добиените пресечни точки N  е всушност множеството рационални решенија на 

равенката (6).   

 

5.11. Пример. Во множеството  реши ја равенката  

2 22 1x y  .    (7) 

Решение. Едно решение на равенката (7) е 1 1( , ) (0,1)x y  . Според алгоритамот 

даден во 5.10 сите решенија на равнеката (7) се дадени со ( ,1 )pt qt , каде 

,p q  и t . Ако ги фиксираме p  и q , тогаш од равенката (7) ја добиваме 

следната равенка по t : 
2 2 2 22 2p t qt q t  , од каде наоѓаме 0t   или 

2 2

2

2

q

p q
t


 . 

Според тоа, сите решенија на равенката (7) во множеството  се дадени со  

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
, , , , 0

pq p q

p q p q
x y p q p q



 
     . ■ 

 

5.12. Пример. Равенката 2 2 22 7a b c   реши ја во множеството:  

а) рационални,      

б) цели броеви.  

Решение. Едно нетривијално решение на дадената равенка ее (1,1,3) .  

Ако 0c  , тогаш единствено решение е (0,0,0) . Затоа нека 0c  . Ако стави-

ме a
c

x   и b
c

y  , во множеството рационални броеви равенката ја сведуваме на 

2 22 7 1x y  . Тројката ( , , ) (1,1,3)a b c   го дава решението 1 1
1 1 3 3

( , ) ( , )x y  . Нека 

( , )x y  е некое решение на равенката и нека t  и ,p q , 
2 2 0p q  , се такви 

што 1 1
3 3

,x pt y qt    . Ако овие вредности ги замениме во 
2 22 7 1x y  , доби-

ваме  
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2 21 1
3 3

2( ) 7( ) 1pt qt    , 

од каде наоѓаме  

4 14 2 2 2
3 3

(2 7 ) 0
pt qt

p q t    , 

односно 
2 2

2(2 7 )

3(2 7 )

p q

p q
t




  и затоа рационалните решенија на дадената равенка се 

дадени со формулите:  

2 2

2 2

2 14 7

3(2 7 )

p pq q

p q
x

  


 , 

2 2

2 2

2 4 7

3(2 7 )

p pq q

p q
y

 


 .    (8) 

Што се однесува до целобројните решенија, бидејќи a
c

x   и b
c

y  , можеме да зе-

меме  

2 2( 2 14 7 )x k p pq q    , 
2 2(2 4 7 ),y k p pq q   2 23 (2 7 )z k p q  ,  (9) 

при што ,p q  се цели броеви и k  е рационален број за кој вредностите на , ,a b c  

зададени со (9) се целобројни. Да споменеме дека не може да се ограничиме само 

на целобројни вредности на k , бидејќи тогаш решението ( , , ) (3,1,5)a b c   не може 

да се добие. Сепак, може да се докаже дека во овој случај доволно е да 42k  да би-

де цел број. Докажи! ■ 

 

5.13. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

2 2 2 3( 2 )a b c a b c    .    (10) 

Решение. Лесно се гледа дека ( , , ) (4,5,1)a b c   е едно нетривијално решение 

на (10). За 0c   равенката нема решенија освен тривијалното решение (0,0,0) . 

Нека 0c   и a
c

x  , b
c

y  . Со оваа смена равенката (10) се сведува на равенката  

2 2 1 3 6x y x y     

и едно нејзино решение е 1 1( , ) (4,5)x y  . Ставаме 5x pt  , 5y qt  , каде 

t  и ,p q , 
2 2 0p q   и добиваме  

2 2 2 25 4 0pt qt p t q t    , 

односно 
2 2

5 4p q

p q
t




   и 0t  . Сега  

2 2

2 2

4 4p pq q

p q
x

  


 , 

2 2

2 2

5 5p pq q

p q
y

 


 .   (11) 

Оттука лесно ги добиваме решенијата на (10):  

2 2( 4 4 )a k p pq q    , 
2 2(5 5 ),b k p pq q   2 2( )c k p q   

при што ,p q  се цели броеви и k  е рационален број за кој вредностите на , ,a b c  

зададени со последната равенка се целобројни. ■  
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6. МЕТОДИ ЗА РЕШАВАЊЕ НА ПОЛИНОМНИ  

ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  

 

6.1. Како што рековме општата теорија на Диофантови равенки содржи голем 

број отворени прашања, а додека теоријата на квадратните Диофантови равенки 

скоро целосно е изградена. Во претходните разгледувања се задржавме на некои 

карактеристични равенки и го разгледавме методот на Ферма, кој го применивме 

во решавање на некои полиномни диофантови равенки. Во продолжение ќе се 

задржиме на три основни методи за решавање на Диофантови равенки од видот  

( , ,...) 0f x y  , 

каде f  е полином со целобројни коефициенти.  

а) Модуларна аритметика (разгледување на равенката по погодни модули). 

Бидејќи од секое решение на дадената равенка се добива точно бројно равенство, 

ова равенство треба да е точно по секој модул. Најчесто се користат мали модули, 

(на пример, 3, 4, 5, 7, 8, 9) или модули кои произлегуваат од задавањето на самата 

равенка.  

б) Наоѓање на разложување и користење на основната теорема на аритме-

тиката. Разгледуваната равенка се претставува во облик AB n , каде A  и B  се 

изрази кои ги содржат непознатите од равенката, а n  е даден цел број. Потоа се 

применува основната теорема на аритметиката, што значи дека решенијата треба 

да се такви што добиените бројни вредности за A  и B  треба да се делители на n . 

Последното доведува до разгледување на неколку подслучаи во кои се решаваат 

погодни системи равенки.  

Во други случаи дадената равенка се претставува во видот 
2 2AB x y  , по 

што најчесто се применува Малата теорема на Ферма или некое друго познато 

тврдење.  

в) Користење на оценки. Фактот дека | | | |d n  кога |d n  и 0n   често пати се 

користи при добивање на оценки кои може да се искористат за решавање на да-

дена Диофантова равенка. Освен тоа, природата на непознатите во дадена равенка 

овозможува равенката да се запише во погоден вид, а потоа да се добијат погодни 

оценки кои водат кон решенијата на равенката. Класичен пример за ваква примена 

е користењето на ненегативноста на  дискриминантата на равенката, која е 

квадратна по една од променливите. Друг стандарден пристап е ограничување на 

даден израз меѓу точни степени и дискусија на вредностите на изразот.  

 

6.2. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

2 2 2 2 2a b c a b   .    (1) 

Решение. Очигледно, 0a b c    е решение на равенката (1). Затоа да прет-

поставиме дека барем еден од броевите , ,a b c  е различен од 0. Нека ( , , )d a b c . 

Тогаш , ,a dx b dy c dz    за некои броеви , ,x y z  такви што ( , , ) 1x y z  . Ако 
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замениме во (1) добиваме  

2 2 2 2 2 2x y z x y d   . 

Десната страна на последната равенка е точен квадрат, па затоа при делење со 

4 дава остаток 0 или 1. Притоа, овој остаток може да е 1 ако и само ако ,x y  и d  

се непарни броеви. Но, тогаш остатокот кој при делење со 4 го дава бројот 

2 2 2x y z   е еднаков на 2 или 3, што е противречност. Од друга страна, ако раз-

гледуваниот остаток е 0, тогаш  

2 2 2 0(mod4)x y z   , 

што е можно ако и само ако броевите , ,x y z  се парни, што противречни на 

( , , ) 1x y z  .  

Конечно, од горните разгледувања следува дека единствено решение на (1) е 

0a b c   . ■ 

 

6.3. Пример. Докажи дека равенката  

2 35x y   

нема решенија во множеството цели броеви.  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното. Прво да ја разгледаме парноста 

на броевите x  и y . Ако x  е непарен, тогаш 
2 1(mod4)x  , па затоа 

3 2(mod4)y  , 

што не е можно бидејќи y  е парен, па затоа 
3 0(mod4)y  . Значи, x  е парен број, 

па важи 
3 1(mod4)y  , т.е. 1(mod4)y  . Ако сега ставиме 2x u  и 4 1y v  , до-

биваме  

2 3 3 24 5 (4 1) 64 48 12 1u v v v v       , 

односно  

2 21 (16 12 3)u v v v    . 

Јасно, 
216 12 3 4 (4 3) 3v v v v     , па затоа овој број мора да има прост делител 

од видот 4 3t  . Овој прост број е делител на 2 1u  . Според тоа, од  

2 1(mod )u p  , па затоа  

1 4 2 2 2 1 2 1( ) ( 1) 1(mod )p t t tu u u p         , 

па како 2p   последното противречи на малата теорема на Ферма.  

Коментар. Равенката дадена во задачата е специјален случај на таканаречената 

Башетова равенка 
2 3x k y  , каде k . Оваа равенка прв ја разгледувал фран-

цускиот математичар Клод Гаспар Башет де Мезириак, според кој и го добила 

името. Општата Башетова равенка и денес е предмет на активно изучување во тео-

ријата на броеви. ■ 



Диофантови равенки  

 

 

230 

6.4. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

5 3 2 21x x x y    . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  

2 2 2( 1) ( 1)( 1)x x x x y     . 

Ако 1x  , тогаш 0y  . Ако 1x  , горната равенка можеме да ја запишеме во ви-

дот  

2 2
1

( 1)( 1) ( )
y

x
x x x


    . 

Значи, 1|x y . Да ставиме 
21, 1A x B x x     . Бидејќи 1B xA  , заклучува-

ме дека ( , ) 1A B  . Но, од 
2 31

2 4
( ) 0B x     заклучуваме дека A  и B  се точни 

квадрати. За 1x   имаме  

2 2 21 ( 1)x x x x     , 

а за 2x    имаме  

2 2 21 ( 1)x x x x     , 

па затоа B  не може да биде квадрат на цел број. Преостануваат случаите 1x    и 

0x   од кои соодветно добиваме 0y   и 1y   . ■ 

 

6.5. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

3 2 2 3 2 28( 1)x x y xy y x xy y       . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  

2 2 2 2 2( )( ) 4( ) 4( ) 8x y x y x y x y       .   (2) 

Бидејќи 0x y   не е решение на разгледуваната равенка, истата може да се за-

пише во видот  
2

2 2 2 2

( ) 84 4
x y

x y x y
x y



 
    ,     (3) 

од каде следува дека 4x y  , т.е. 5x y  . Од друга страна од неравенството 

меѓу аритметичката и квадратната средина следува  

2 2 2 21 1
2 2
(| | | |) ( )x y x y x y     , 

па затоа 
2 2 25

2
8x y    и 

2

2 2

( )
0 2

x y

x y




  . Ако ги земеме во предвид овие неравен-

ства, од (3) следува дека 13x y  , т.е. 12x y  . Освен тоа, бидејќи броевите 

x y  и 
2 2x y  се со иста парност, од (2) следува дека x y  е парен број. Значи, 

{6,8,10,12}x y  . Воведуваме смена 2x y a   и xy b . Тогаш разгледуваната 

равенка го добива видот 

2 22 (4 2 ) 8(4 1)a a b a b    , 
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од каде  
3 2 22 8 2 18

2 2
2 4 8a a

a a
b a a 

 
     . 

Значи, ( 2) |18a , па како 3 6a   за a  можни се три случаи, т.е. {3,4,5}a . За 

овие случаи за вредностите на b  соодветно добиваме 20, 1   и 16. Според тоа, 

( , )x y  се добива како пар решенија на три квадратни равенки  

2 2 26 20 0, 8 1 0, 10 6 0t t t t t t         . 

Лесно се гледа дека само третата од овие равенки има целобројни решенија. Овие 

решенија се 2 и 8, па ни преостанува само да провериме дека паровите (2,8) и (8,2) 

навистна се решенија на дадената равенка. ■ 

 

6.6. Пример. Определи ги сите природни броеви ,x y  за кои важи  

2 3x y z xyz   ,    (4) 

каде ( , )z x y .   

Решение. Нека ,x az y bz   и ( , ) 1a b  . Тогаш равенката (4) го добива видот  

2 2 2a b z z abz   . 

Од последната равенка следува дека a cz  за некој природен број c , па така ја 

добиваме равенката  

2 2c b z cbz   . 

Сега, бидејќи 2 1bz  , во спротивно би добиле 1y b z   , т.е. 2x x  , доби-

ваме  
2

2 1

b z

bz
c 


 .     (5) 

Ако (5) ја помножиме со 2z  добиваме  
2 2 3 3

2 2

2

1 1

b z z b z

bz bz
cz b 

 
   .     (6) 

Вториот собирок во (6) мора да е природен број, па тој е поголем или еднаков на 

1. Според тоа, 3 2 1b z bz   , т.е. 
2 3( 1) 1b z z   , од каде добиваме  

2( 1) 1b z z z    . 

Ако 1z  , тогаш од (6) добиваме  

2
1

1
b

c b


   , 

па затоа 2b   или 3b , а соодветните решенија се ( , ) {(5,2),(5,3)}x y  . Во спро-

тивно добиваме  
2 1 1

1 1
z z

z z
b z 

 
   . 

За 2z   равенката (6) го добива обликот   
216 32 33

4 1 4 1
16 4 1b

b b
c b

 
    , 
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од каде ги добиваме решенијата 1b  и 3b , т.е. ( , ) {(4,2),(4,6)}x y  . Од друга 

страна, за 3z   важи 1
1

1
z

 , па заклучуваме 1b z  , т.е. b z . Сега од (5), ако 

се искористи дека 1b , следува  

2

2
1

1 11
1 2z z z

z zz
c 

 
     . 

Значи, 1c  . Според тоа, b  е решение на квадратната равенка  

2 2 1 0b z b z    , 

од што следува дека дискриминантата на оваа равенка 4 4 4z z   е точен квадрат 

на природен број. Но, бидејќи 3z  , важи  

2 2 4 2 2( 1) 4 4 ( )z z z z     , 

што е противречност. Конечно, множеството решенија на равенката е  

( , ) {(4,2),(4,6),(5,2),(5,3)}x y  . ■ 

 

 

 

7. МЕТОДИ ЗА РЕШАВАЊЕ ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ 

ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  

 

7.1. Експоненцијална Диофантова равенка ја нарекувамне равенката во која 

една или повеќе непознати се појавуваат и во степенов показател на  еден или по-

веќе степени. Може да се каже дека теоријата на Диофантовите равенки содржи 

најмалку резултати токму за решавање на експоненцијалните Диофантови равен-

ки. Во продолжение ќе наведеме три основни методи за решавање на овие равенки 

и ќе дадеме повеќе решени примери.  

а) Разгледување на равенката по модули на простите броеви кои учествуваат 

во степените кои се појавуваат во равенката. Бидејќи од секое решение на даде-

ната равенка се добива точно бројно равенство, ова равенство треба да е точно по 

секој модул. Простите делители (и нивните степени) на основите на степените кои 

се појавуваат во равенката најчесто се земаат за модули по кои се разгледува 

равенката.  

б) Наоѓање на разложување и користење на основната теорема на аритме-

тиката. Примената на а) дава информација за својствата на степените кои се 

појавуваат во равенката. Често пати оваа информација овозможува да се најде 

разложување на множители, по што е можно едноставна анализа и користење на 

основната теорема на аритметиката.  

в) Разгледување на равенката по други модули. Добиеникте информации од а) 

и б) ни озвозможуваат равенката да ја разгледуваме по модули кои се појавуваат 

или се блиски до степените добиени во разложувањето.  

 

7.2. Пример. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равенката  
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4 5 6 7a b c d   . 

Решение. За 0c   равенката по модул 3 се сведува на 1 2 0 1(mod3)b   , т.е. 

на 2 0 0(mod3)b   , што не е можно. Затоа 0c  . Ако сега 0a  , тогаш левата 

страна на равенката е парна, а десната непарна, што е противречност, па затоа 

мора да е 0a  . Според тоа, равенката се сведува на равенката 5 2 7b d  .  

Ако 1b , тогаш 7 2(mod25)d  . Меѓутоа, можни остатоци на 7d  при делење со 

25 се само 7  и 1 , па затоа во овој случај равенката нема решение. Остануваат 

случаите 1b . Сега, лесно се проверува дека единствено решение на дадената 

равенка е ( , , , ) (0,1,0,1)a b c d  . ■ 

 

7.3. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

3 4 5x y z  . 

Решение. Прв начин. Дадената равенка ја разгледуваме по модул 3. Имаме  

2 5 1(mod3)z z  , 

па z  мора да е парен број, т.е. 2z t . Затоа важи  

23 5 4 (5 2 )(5 2 )x t y t y t y     , 

од каде следува дека 5 2t y  е степен на бројот 3, додека 5 2t y  е еднаков на 

бројот 1 или е степен на бројот 3. Но, вториот случај не е можен, бидејќи тогаш 

бројот (5 2 ) (5 2 ) 2 5t y t y t      би бил делив со 3. Според тоа,  

5 2 1t y   и 5 2 3t y x  . 

Последните равенки ги разгледуваме по модул 3 и добиваме  

( 1) ( 1) 1(mod3)t y     и ( 1) ( 1) 0(mod3)t y    , 

од каде следува дека t  е непарен, додека y  е парен. Ставаме 2y v , v . До-

биваме 5 4 1t v   и 5 4 3t v x  . Од првата равенка следува 5 4 1t v   од каде 

следува 1v  , бидејќи ако 2v   ќе важи 5 1(mod8)t  , што не е можно бидејќи t  

е непарен, а 
2 15 5 25 5(mod8)s s    . Сега, од 1v   следува 1t  , па од втората 

од двете наведени равенки следува 2x  . Значи, 2x y z    е единствено 

решение на задачата.  

Втор начин. Равенката ќе ја запишпеме во вид  

3 4 5m n k  .  

Ако земеме предвид дека 5 ( 1) (mod3)k k   и 4 1(mod3)n  , од дадената равенка 

добиваме ( 1) 1(mod3)k  , па затоа k  е парен број, т.е. 2k K . Слично добиваме 

5 1(mod4)k   и 3 ( 1) (mod4)m m  , па затоа ( 1) 1(mod4)m  , од каде следува m  
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е парен број, т.е. 2m M .  Добиваме   

2 2 22 4 5 3 5 3 (5 3 )(5 3 )n n k m K M K M K M        .  (1)  

Од (1) следува дека 5 3 2K M a   и 5 3 2K M b  , за некои природни броеви 

a  и b . Ако ги одземеме последните две равенки добиваме 2 (2 1) 2 3a b a M    , 

па затоа 1a   и 12 1 3b M   . Понатаму, од 3 1M   или 3(mod8)  следува  

12 2(mod8)b   или 
12 4(mod8)b  . 

Тоа значи, 2b   или 3b . Сега, од (1) имаме 2n a b  , па затоа 3b  и 2n  . 

Оттука добиваме 1, 1M K  , односно 2, 2m k  , што значи дека дадената 

равенка има единствено решение 2m n k   . ■ 

 

7.4. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

7 3 2 1x y   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  

1 1 27 1
7 1

2 7 7 ... 1
xy x x  


     . 

Оттука добиваме дека 1, 1x y   е едно решение на равенката. Нека сега претпо-

ставиме дека 2y  . Тогаш левата страна на последната равенка е парен број, а 

десната страна е збир на x  непарни броеви, па затоа x  мора да е парен број. 

Според тоа, дадената равенка може да се запише во видот  

1 2 42 (7 1)(7 7 ... 1)y x x       , 

односно  

4 2 42 7 7 ... 1y x x      , 

па затоа мора да е 4y  . Лесно се добива дека 2, 4x y   е второ решение. Затоа 

нека претпоставиме дека 5y  . Тогаш збир на 
2
x  непарни броеви е парен број, па 

затоа x  еделив со 4. Сега можеме да запишеме  

4 2 4 82 (7 1)(7 7 ... 1)y x x       , 

па како 27 1 2 25    последното не е можно, бидејќи левата страна е степен на 

бројот 2 и не е делива со 25.  

Конечно, единствени решенија се 1, 1x y   и 2, 4x y  . ■ 

 

7.5. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

412 2008x zy  . 

Решение. Прв начин. За 0z   равенката има тривијално решение (0,0,0) . По-

натаму, нека 0z  . Бидејќи 32008 2 251  , двете страни на равенката се деливи 

со 251. Ако 2x a , тогаш  
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2 2 2(12 ) ( ) (mod251)a y  , 

па ако степенуваме на степен 125 од малата теорема на Ферма следува  

250 2 2501 (12 ) ( ) 1(mod251)a y     , 

што не е можно. Значи, x  мора да е непарен број. Очигледно, y  е парен број и 

нека 2uy b  каде b  е непарен број. Тогаш  

2 4 4 32 3 2 2 251x x u z zb  . 

Но, x  е непарен број, па затоа 2 4x u , што значи дека најголемиот степен на 

бројот 2 кој е делител на левата страна е  22 x  или 42 u , додека најголемиот степен 

на бројот 2 кој е делител на десната страна е 32 z . Ќе покажеме дека во ниту еден 

од двата случаја дадената равенка нема решение.  

1) Ако 3 2 4z x u  ,  тогаш 2| z . Ако скратиме со 22 x , ја добиваме равенката 

4 2 43 2 251x u x zb  , што не е можно бидејќи од 2 | x  следува дека левата 

страна е од видот 4 3k , а од 2| z  следува дека десната страна е од видот 

4 1k  .  

2) Ако 3 4 2z u x  , тогаш 2| z . Ако скратиме со 42 u , ја добиваме равенката 

2 4 42 3 251x u x zb   . Десната страна на последната равенка е од видот 

5 1k  , па ако 5 | b  имаме  4 1(mod5)b   и добиваме 
2 42 3 0(mod5)x u x  , 

што не е можно, а ако 5| b , тогаш заради 2 | x  добиваме  

2 41 2 3 3 3(mod5)x u x x     , 

што не е можно.  

Втор начин. Ако x  е парен број, тогаш левата страна на равенката има облик 

2 2a b , а за непарен x  левата страна на равенката има облик 2 23a b . Но, би-

дејќи 1  и 3  се квадратни неостатоци по модул 251, ниту 2 2a b  ниту 2 23a b  

не може да се деливи со 251 ако 251 | a . Според тоа, дадената равенка нема цело-

бројни решенија за 0z  . За 0z   равенката има тривијално решение (0,0,0) . ■ 

 

7.6. Пример. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равенката  

(14 ) 2007x x yy y   . 

Решение. Ако 0x  , тогаш 2006yy  , што не е можно за ниту еден ненегати-

вен цел број y . За 0y   задачата нема смисла. Затоа , 1x y  . Ако 3x  ,  тогаш  

3(14 ) (14 ) 14 14 2007x x y x xy y y     . 

Останува 1x   или 2x  . Ако 1x   ја добиваме равенката  

2(14 ) 2007 3 223yy y    . 
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Лесно се проверува дека равенката нема решение во . Ако 2x   имаме  

2(196 ) 2007yy y  ,
 

од каде се добива 3y  . Значи, 2, 3x y   е единствено решение на дадената 

равенка. ■
 

 

7.7. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

1 ( 1)( 1)( 1)n p q ra a a a     . 

Решение. Во примерот V 4.5 оваа равенка ја решивме со помош на теоремата 

на Жигимонди. Овде ќе дадеме втор начин на решавање на дадената равенка.  

Ако 1a  , тогаш сите петорки (1, , , , )n p q r ја задоволуваат дадената равенка. 

Нека 1a  . Без ограничување на општоста можеме да земеме дека p q r  . 

Имаме:  

3 3 31 ( 1)( 1)( 1) ( 1) 3 ( 1) 1 1n p p p p p p p pa a a a a a a a a             , 

од каде следува 3n p . Сега од 1| 1p na a   и  

( , ) 1 ( 1, 1) 1p n n p pa a a a       

следува ( , )p p n , т.е. |p n . Значи, n p  или 2n p .  

Ако n p , тогаш ( 1)( 1) 1q ra a   , од каде се добива 2, 1a q r   . Според 

тоа, за ( , , , , )a n p q r  ги добивме решенијата  

(2, , ,1,1), (2, ,1, ,1), (2, ,1,1, )n n n n n n . 

Ако 2n p , тогаш 
2 1 ( 1)( 1)( 1)p p q ra a a a     , па затоа  

1 ( 1)( 1)p q ra a a    , т.е. 1 1p q r q ra a a a     , 

од каде следува  

1p r q r qa a a    .     (1) 

Ако 0q r  , тогаш и 0p r  , па затоа левата страна е делива со a , а 

десната страна не е делива со a . Затоа q r  и (1) го добива обликот  

2p q qa a   .     (2) 

Ако 2a  , тогаш 1p q   и 2q  . Значи, 3, 6, 2p n r q    , т.е. петорката 

( , , , , ) (2,6,3,2,2)a n p q r   е решение како и сите други пермутации на , ,p q r , т.е. 

(2,6,2,3,2)  и (2,6,2,2,3)  се решение на равенката.  

Ако 2a   и 0p q  , тогаш од (2) следува | 2a , што не е можно. Значи, 

p q . Добиваме 3qa  , па затоа 3a   и 1q  . Оттука 1p q r   , 2n  ,  

( , , , , ) (3,2,1,1,1)a n p q r   е решение на равенката. ■ 

 

7.8. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
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3 2 1 2nx x   . 

Решение. Ако 1n  , тогаш ја добиваме равенката 3 2 1x x   која нема ре-

шение во множеството природни броеви. За 2n   добиваме 1x  , т.е. (1,2)  е ед-

но решение на равенката. Ќе докажеме дека за 3n   равенката нема решение.  

Бројот 
2( 2) 2 1nx x     е непарен, па затоа x  е непарен број. Оттука 

2 1(mod8)x  , т.е. 
2 2 3(mod8)x   . Понатаму, за 3n   важи 2 1 1(mod8)n    , 

па затоа 3 1(mod8)x  , т.е. 5(mod8)x  .  

Од друга страна, ако 0(mod3)x  , тогаш 2 1(mod3)n  , а ако 1,2(mod3)x  , 

тогаш 
2 1(mod3)x  , од каде следува дека 

23| 2x  . Оттука 2 1(mod3)n  , однос-

но во секој случај n  е парен број. 

Дадената равенка е еквивалентна со равенката 
2( 1)( 3) 2 2nx x x     . Но, n  

е парен број, па затоа 2n  е точен квадрат.   

Ако p  е непарен прост делител на бројот 
2( 1)( 3)x x x   , тогаш конгруен-

цијата 
2 2(mod )x p   има решение 2kx  , за 

2
nk  .

 

Според тоа 2  е квадратен 

остаток на секој непарен прост делител p  на 
2( 1)( 3)x x x   , т.е. 2( ) 1

p
  . 

Добиваме  
2 21 4 51

8 822 1 21 ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)
p p pp

p p p

  
        , 

од каде следува дека 
2 4 5 16p p s   . Лесно се проверува дека 1(mod8)p   или 

3(mod8)p  . Значи,  

2( 1)( 3) 1(mod8)x x x     или 
2( 1)( 3) 3(mod8)x x x    . (3) 

Од друга страна, бидејќи 5(mod8)x   добиваме 
2( 1)( 3) 7(mod8)x x x     што 

противречи на (3).  

Конечно, во множеството природни броеви парот (1,2)  е единствено решение 

на дадената равенка. ■ 

 

 

 

8. РАВЕНКА НА ТУЕ  

 

8.1. Дефиниција. Полиномот од две или повеќе променливи во кој сите моно-

ми имаат еднаков степен го нарекуваме хомоген полином.  

На пример, 
3 2 3x xyz y z z    е хомоген полином со три променливи и е од 
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трет степен.  

 

8.2. Во нашите разгледувања ќе се задржиме на бинарните форми од вид  

1 2 2
0 1 2( , ) ...n n n n

nF x y a x a x y a x y a y      ,   (1) 

каде 0 1, ,..., na a a  , т.е. на хомогените полиноми со две променливи од n ти 

степен и целобројни коефициенти.  

Нека (1) е бинарна форма со целобројни коефициенти, иредуцибилна над  и 

со степен 3n  . Да забележиме дека бинарната форма (1) не може да биде ире-

дуцибилна над . Имено,  

0 1 2( ,1) ( )( )...( )nF x a x x x    ,  

каде 1 2, ,..., n    се алгебарски броеви од степен n , па затоа  

0 1 2( , ) ( ,1) ( )( )...( )n x
ny

F x y y F a x y x y x y     . 

Но, иредуцибилноста над  повлекува дека ( ,1)F x  нема повеќекратни корени, 

т.е. дека броевите 1 2, ,..., n    се по парови различни.  

 

8.3. Дефиниција. Нека 3n   и 0m  е цел број. Диофантовата равенка од ви-

дот  

( , )F x y m     (2) 

ја нарекуваме равенка на Туе.  

 

8.4. Во 1909 година, користејќи свои резултати од Диофантовите апроксима-

ции, Туе докажал дека равенката (2) има само конечно многу решенија.  

Прво ќе докажеме едноставен специјален случај на овој резултат.  

 

Теорема. Ако равенката ( ,1) 0F x   нема реални решенија, тогаш равенката (2) 

има само конечно многу целобројни решенија. Попрецизно, сите решенија го 

задоволуваат неравенството  

1

| |

min|Im |
| |

i
i n

m
y

 


 , 

каде 1 2, ,..., n    се корените на полиномот ( ,1)F x .  

Доказ. Нека претпоставиме дека ( , )x y  е решение на равенката (2) и нека k  е 

таков што 
1

| | min | |k i
i n

x y x y
 

   .Тогаш  

| | | Im | | Im( ) | | | | |k k ky y x y m       , 

од каде што следува тврдењето на теоремата. ■ 

 

8.5. Теорема (Туе). Равенката на Туе има само конечно многу целобројни ре-

шенија.  
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Доказ. Нека ( , )F x y m . При претходно воведените ознаки имаме   

0 1 2( )( )...( )na x y x y x y m    .    (3) 

Понатаму, можеме да претпоставиме дека 0y  , бидејќи за 0y   имаме најмногу 

две решенија. Ја делиме (3) со 
ny , земаме апсолутни вредности и добиваме  

0 1 2| | | | | | ... | | | |
n

x x x m
ny y y y

a            .    (4) 

Како и во доказот на теоремата 8.4, нека k  е таков што  

1
| | min | |k i

i n
x y x y

 
   , т.е. 

1
| | min | |x x

k iy yi n 
     . 

Нека 1
2

min | | 0i j
i j

     . За доволно големо y  двете страни на (4) може да се 

направат произвоно мали. Ова посебно важи и за најмалиот множител на левата 

страна, односно за | |x
k y

  . Според тоа, постои 0 0y   таков што за 0y y  важи 

| |x
k y

    . За i k  имаме  

| | | | | | 2x x
i i k ky y

            . 

Затоа од (4) следува  

1
0 | |

| | | |
n n n

x m c
k y a y y

    .    (5) 

Бидејќи 3n  , од теоремата на Рот следува дека неравенката (5) има само конечно 

многу решенија, што и требаше да се докаже. ■ 

 

 

 

9. РАВЕНКА НА ПЕЛ  

 

9.1. Дефиниција. Нека d  е природен број кој не е точен квадрат. Диофанто-

вата равенка  

2 2 1x dy       (1) 

ја нарекуваме равенка на Пел.  

 

9.2. Лема. Нека d  е природен број кој не е точен квадрат. Тогаш постои цел 

број , | | 1 2k k d  , таков што равенката  

2 2x dy k       (2) 

има бесконечно многу решенија во множеството природни броеви.  

Доказ. Според последицата VII 2.2 за ирационалниот број d  постојат беско-

нечно многу подредени парови природни броеви ( , )x y  такви што  
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2
1| |x

y y
d   , т.е. 1| |

y
x y d  . 

За секој таков пар ( , )x y  важи  

1| | | 2 | 2 (1 2 )
y

x y d x y d y d y d d y        , 

па затоа  

2 2| | | | | | 1 2x dy x y d x y d d       . 

Бидејќи парови ( , )x y  со наведеното својство има бесконечно многу, а целите бро-

еви кои по апсолутна вредност помали од 1 2 d  се конечно многу, заклучуваме 

дека постои цел број k  таков што | | 1 2k d   и за кој равенката (2) има бес-

конечно многу решенија. ■ 

 

9.3. Теорема. Во множеството природни броеви равенката (1) има барем едно 

решение.  

Доказ. Според лемата 9.2 постои цел број , | | 1 2k k d   таков што равенката 

(2) има бесконечно многу решенија во множеството природни броеви. Овие реше-

нија ги делиме во 2k  класи, при што решенијата 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y  припаѓаат на 

иста класа ако и само ако 1 2(mod )x x k  и 1 2(mod )y y k . Тогаш некоја класа ќе 

содржи најмалку две (всушност бесконечно многу) различни решенија 1 1( , )x y  и 

2 2( , )x y  во кои 1x  и 2x  се различни природни броеви. Земаме  

1 2 1 2 1 2 1 2,
x x dy y x y y x

k k
x y

 
  .   (3) 

Тогаш  

2 2
1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 1 1 1

0(mod ),

0(mod ),

x x dy y x dy k k

x y y x x y y x k

    

   
 

па затоа ,x y . Нека претпоставиме дека 0y  , односно 1 2 1 2x y y x . Тогаш  

2 2 2 2
2 1 2 2

2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2
2 2 2 1 1( )

x y x x

x x x
k x dy x d x dy k       , 

т.е. 
2 2
1 2x x , што противречи на претпоставката дека 1x  и 2x  се различни при-

родни броеви. Конечно,  

2

2

2 2

2 2 2 21
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 21
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 21 1
1 1 2 2

(( ) ( ) )

( )

( )( ) 1,

k

k

k k

x dy x x dy y d x y y x

x x d y y dx y dx y

x dy x dy k k

    

   

      

 

т.е. (3) се решенија на (1). ■  
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9.4. Ако 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y  се две различни решенија на (1), тогаш лесно се 

гледа 1 2x x  ако и само ако 1 2y y , што значи дека постои најмало решение на 

(1), т.е. решение во кое природните броеви 1x  и 1y  се најмали. Најмалото реше-

ние на равенката (1) во множеството природни броеви ќе го нарекуваме фунда-

ментално решение и за истото ќе ги користиме ознаките 1 1( , )x y  или 1 1x y d .  

 

9.5. Теорема. Равенката на Пел (1) има бесконечно многу решенија. Ако 

1 1( , )x y  е фундаменталното решение, тогаш во множеството природни броеви си-

те решенија на (1) се дадени со формулата  

1 1( ) ,n
n nx y d x y d n    ,     (4) 

т.е.  

2 2 2 4 4
1 2 1 1 4 1 1

1 3 3 2 5 5
1 1 3 1 1 5 1 1

( ) ( ) ...,

( ) ( ) ....

n n n n n
n

n n n n n
n

x x dx y d x y

y nx y dx y d x y

 

  

   

   
 

Доказ. Од (4) и Њутновата биномна формула следува  

1 1( )nn nx y d x y d    

и ако последното равенство се помножи со равенството (4) добиваме  

2 2 2 2
1 1( ) 1n

n nx dy x dy    , 

што значи дека ( , )n nx y , n  навистина се решенија на (1).  

Нека претпоставиме дека ( , )s t  е решение на (1) кое не е од видот ( , )n nx y , 

n . Бидејќи 1 1( , )x y  е фундаменталното решение и 1 1 1x y d   и 1s t d  , 

постои природен број m  таков што  

1
1 1 1 1( ) ( )m mx y d s t d x y d      .    (5) 

Ако (5) ја помножиме со 1 1 1 1( ) ( )m mx y d x y d   , добиваме  

1 1 1 11 ( )( )ms t d x y d x y d     . 

Нека ,a b  се такви што  

1 1 1 1( )( ) ( )( )m ma b d s t d x y d s t d x y d        . 

Јасно, 0a b d   и лесно се гледа дека  

1 1( )( )ma b d s t d x y d    , 

па затоа  

2 2 2 2 2 2
1 1( )( ) 1ma db s dt x dy     . 

Но, 0a b d  , па затоа 0a b d  , и како 0a b d a b d    , добиваме 

дека 1a b d   и 0 1a b d   . Сега од последните три неравенства следува  

2 ( ) 0a a b d a b d      и 2 ( ) 0b d a b d a b d     , 
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т.е. 0a   и 0b  . Според тоа ( , )a b  е решение на равенката (1) во множеството 

природни броеви и  

1 1a b d x y d   , 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека сите 

решенија на (1) се дадени со (4). ■ 

 

9.6. Теорема. Нека ( , ),n nx y n  е низата решенија во множеството природни 

броеви на равенката (1)  запишани во растечки ресолед. Нека 0 0( , ) (1,0)x y  . То-

гаш  

2 1 1 2 1 12 , 2 , 0n n n n n nx x x x y x y y n        .  (6) 

Доказ. Од (4) следува  

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1

( )( ),

( )( ),

n n n n

n n n n

x y d x y d x y d

x y d x y d x y d

   

 

   

   
 

од каде добиваме  

2 1 1 1 1

1 1 1 1

,

.

n n n

n n n

x x x dy y

x x x dy y

  

 

 

 
 

Ако ги собереме последните две равенства добиваме  

2 1 12n n nx x x x   . 

Аналогно се добиваат равенствата  

2 1 1 1 1

1 1 1 1

,

,

n n n

n n n

y x y y x

y x y y x

  

 

 

 
 

со чие собирање го добиваме равенството  

2 1 12n n ny x y y   . ■  

 

9.7. За методите за наоѓање на фундаменталнопто решение ќе говориме покас-

но и како што ќе видиме тоа не е лесен проблем. Но, за некои вредности на d  

фундаменталното решение може лесно да се определи.  

Лема. Ако a b d  е решение на равенката (1) за кое важи 
21

2
1a b  , тогаш 

тоа е фундаменталното решение на (1). Специјално, ако u  и v  се природни 

броеви и 
2( 2)d u uv  , тогаш 21 uv v d   е фундаменталното решение на (1).  

Доказ. Ако 1b , тогаш тврдењето е очигледно точно. Нека 1b  и 1 1x y d  

е фундаменталното решение на (1). Нека претпоставиме дека 1b y . Тогаш од  

22
1

2 2
1

11 xa

b y
d

   

следува 
2 2 2 2 2 2
1 1 1x b y a b y     , за некој  . Според тоа, 1 1 1x b y a   и 

1 1 2x b y a  , каде 1 2   . Сега, имаме  
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2 2 2
1 2 1

1 1 1

11
2 2 2 2

1
b y b

y y y
a

        , 

што е противречност.  

Специјалнот случај следува од 
2 2 2 2(1 ) ( 2) 1uv u uv v     и 

22
2

1 1vuv   . ■ 

 

9.8. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

2 22 1x y  .    (7) 

Решение. Лесно се гледа дека фундаменталното решение на равенката (7) е 

1 1( , ) (3,2)x y  . Според теоремата 9.6 сите решенија на (7) се дадени со формулите 

(6), каде 0 0( , ) (1,0)x y  . За првите четири нетривијални решенија имаме:  

1 13, 2x y  ,  

2 22 3 3 1 17, 2 3 2 0 12x y          ,  

3 32 3 17 3 99, 2 3 12 2 70x y           и  

4 32 3 99 17 577, 2 3 70 12 408x y          . ■ 

 

9.9. Коментар. Во претходните разгледувања видовме дека за да ја решиме 

равенката (1) ни преостанува уште да го определиме нејзиното фундаментално 

решение. Во пример 9.8 тоа го направивме со проба, но последното не е секогаш 

лесно да се направи. Така на пример, фундаменталното решение на равенката 

2 261 1x y   е 1 1( , ) (1766319049,226153980)x y  , па е бесмислено истото да се 

определува со проба. Затоа во следните разгледувања ќе дадеме два метода за 

оределување на фундаменталното решение на равенката (1).  

 

9.10. Метод на Чакравала. Овој метод го открил средновековниот индиски 

математичар Чакравала и истиот се базира на идентитетот  

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ) ( )x dy x dy x x dy y d x y y x      .   (8) 

Нека 1 1( , )x y  е произволен пар таков што 1 1( , ) 1x y   и да ставиме 
2 2
1 1 1x dy k  . 

Ако во (8) на местото 2 2( , )x y  ставиме ( ,1)m  го добиваме равенството  

2 2 2
1 1 1 1 1( ) ( ) ( )mx dy d x my m d k     .  

Сега m  ќе го избереме така што 1 1 1|k x my  и 
2| |m d  прима најмала можна 

вредност. Тогаш од  

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1( ) ( ) 0(mod )m d y my dy x dy k        

следува 
2

1 |k m d , а оттука следува дека  

2
1 1 1 1 1 1 1( ) 0(mod )mx dy mx m y m x my k      , 

т.е. 1 1 1|k mx dy . Според тоа, сите собирци во равенството  
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2
1 1 1 1

1 1 1

2 2
| | | |

( ) ( )
mx dy x my m d

k k k
d

     

се цели броеви. Така, од тројката 1 1 1( , , )x y k  ја добивме тројката 2 2 2( , , )x y k   

2
1 1 1 1

1 1 1| | | |
( , , )
mx dy x my m d

k k k

   . Постапката ја продолжуваме се додека не добиеме тројка 

( , ,1)n nx y , односно решение на равенката (1). Лагранж докажал дека оваа постапка 

е конечна.  

 

Пример. Ќе го определиме фундаменталното решение на равенката  

2 267 1x y  .    (9) 

Чекор 1. Избираме 1 1( , ) (8,1)x y   и 2 28 67 1 3k      .  

Чекор 2. Избираме m  така што 1 13| 8k x my m     и 
2| 67 |m   е најмал 

можен број. Тоа е 7m . Добиваме 
278 671 8 71 7 67

2 2 2 3 3 3
( , , ) ( , , ) (41,5,6)x y k      


  .  

Чекор 3. Избираме m  така што 6| 41 5k m   и 
2| 67 |m   е најмал можен 

број. Тоа е 5m  . Добиваме 
25 41 67 5 41 55 5 67

3 3 3 6 6 6
( , , ) ( , , ) (90,11, 7)x y k         .  

Чекор 4. Изборот на 9m   дава 4 4 4( , , ) (221,27, 2)x y k   .  

Чекор 5. Изборот на 9m   дава 4 4 4( , , ) (1899,232, 7)x y k    итн.  

Чекор 8. 8 8 8( , , ) (48842,5967,1)x y k   и тоа е фундаменталното решение на 

равенката (9). ■ 

 

9.11. Метод на верижни дропки. Во теоремата VII 8.9 видовме дека ако при-

родниот број d  не е точен квадрат, тогаш d  може да се претстави како пери-

одична верижна дропка од облик  

0 1  2 1 0; ,  , , ,2nd а а а а а  , каде 0 [ ]а d . 

Понатаму, конечната верижна дропка  

0 1  2 1; ,  , , nа а а а   

сооодветствува на рационален број , ( , ) 1x
y

x y   за кој важи 
2 2 ( 1)nx dy   . Ако 

n  е парен број, тогаш парот ( , )x y  е фундаменталното решение на равенката (1), а 

ако n  е непарен број, тогаш фундаментално решение на равенката (1) е парот 

( , )x y  кој соодветствува на дропката x
y

 која е вредноста на верижната дропка  

0 1  2 1 0 1  2 1,2; ,  , , ,  , ,,n nа а а а а а а а   . 

 

Пример. Ќе го определиме фундаменталното решение на равенката  

2 261 1x y  .    (10) 
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Имаме,  

61 7;1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14 . 

Периодот на верижната дропка е 11, т.е. тој е непарен број, па затоа ја 

пресметуваме вредноста x
y

 на конечната верижна дропка  

7;1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1 . 

Имаме, 1766319049
226153980

x
y
  , па затоа 1 1( , ) (1766319049,226153980)x y   е фундамен-

тално решение на равенката (10). ■ 

 

9.12. Пример. Докажи дека постојат бесконечно многу триаголници кои не се 

складни и чии должини на страни се три последователни природни броја, а плош-

тината исто така е природен број.  

Решение. Ако должините на страните на триаголникот се 1, , 1n n n  , тогаш 

неговата плоштина е 2
4

3( 4)nP n  . Ако n  е непарен, тогаш P  не е природен 

број. Нека 2n m . Тогаш 
23( 1)P m m  , па затоа е потребно и доволно да до-

кажеме дека постојат бесконечно многу броеви m  за кои 2 21 3m k  . Но, според 

теоремата 9.5 равенката на Пел 2 23 1m k   во множеството природни броеви 

има бесконечно многу решенија. Нејзино фундаментално решение е 1 1( , )m k 

(2,1) , па ако ставиме 0 0( , ) (1,0)m k  , тогаш според теоремата 9.6 сите нејзини 

решенија се дадени со  

2 1 1 2 1 12 , 2 , 0n n n n n nm m m m k m k k n        . ■ 

 

9.13. Пример. Определи ги сите природни броеви d  за кои равенката на Пел 

2 2 1x dy   има решение за кое важи x y d  .  

Решение. Во множеството природни броеви треба да ја решиме равенката 

2 2( ) 1x d dx   . Последната равенка е еквивалентна со равенката  

2 22 ( 1) ( 1)dx d d x    , 

од каде следува дека 1| 2d dx , односно 1| 2d x . Ставаме  2 ( 1)x d t  , t  и 

равенката ја сведуваме на равенката  

2 24 4( 1) ( 1)dt d d t    . 

Но, 4( 1) 4( 1)d t d   , па затоа 4 4( 1) 4 4( 1)dt d t dt d     , што значи  

2 2 2(8 4) 4 4( 1) ( 1) ( 1)d t dt d d t d t        , 
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т.е. 
28 4 ( 1)d d   . Но, d  е природен број, па од последната неравенка добиваме 

10d  . Со испитување на вредностите за d  наоѓаме дека единствено решение е 

5d   и тогаш ( , ) (9,5)x y  . ■ 

9.14. Пример. Докажи дека ако разликата на третите степени на два последо-

вателни приуродни броја е 2n , тогаш 2 1n  е точен квадрат.  

Решение. Условот на задачата последователно е еквивалентен на  

3 3 2

2 2

2 2

( 1) ,

3 3 1 ,

(2 ) 3(2 1) 1.

m m n

m m n

n m

  

  

  

 

Бидејќи фундаменталното решение на равенката на Пел 
2 23 1x y   е (2,1) , 

заклучуваме дека  

2 (2 1) 3 (2 3)kn m     

за некој природен број k . Со споредување на коефициентите пред 3  добиваме 

дека k  е непарен природен број. Нека 2 1k t  . Тогаш ако се искористи дека за 

решенијата (4) на равенката (1) важи  

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 2
,

n n n nx y d x y d x y d x y d
n n d

x y
     

  , n  

и дека 
2(1 3) 2(2 3)    и 

2(1 3) 2(2 3)   , добиваме:  

2 1 2 1(2 3) (2 3)

2

2 2 2 2

2

4(2 1) 4( 1)

(1 3) (2 3) (1 3) (2 3) 4

((1 3)(2 3) (1 3)(2 3) ) .

t t

t t

t t

n
   

  

      

     

 

Конечно, од последното равенство следува дека 2 1n  е точен квадрат. ■ 
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IX ГЛАВА  

КВАДРАТНИ ПОЛИЊА  
 

 

 

1.  ПОИМ ЗА КВАДРАТНО ПОЛЕ. ОСНОВНИ СВОЈСТВА  

 

1.1. Лема. Нека 1d   е цел број кој не е делив со квадрат на цел број. Множе-

ството [ ] { | , }d x y d x y    со вообичаените операции собирање и множе-

ње е поле.  

Доказ. Нека 1 2 1 2,a a d b b d    , 1 2 1 2, , ,a a b b  . 

а) Имаме  

1 1 2 2( ) ( )a b a b d     и 1 1 2 2 1 2 2 1( ) ( )a b a b d a b a b d    , 

што значи дека множеството [ ]d  е затворено во однос на операциите собира-

ње и множење.  

б) За секои , , [ ]d    важи , ,   , па затоа  

, ( ) ( )     , , ( ) ( )      и ( )   . 

в) Јасно, 0,1 [ ]d  и важи 1 1 0 a    , за секој [ ]d .  

г) Ако 1 2 [ ]a a d d   , тогаш 1 2 [ ]a a d d    и ( ) 0   .  

д) Ако 1 2 [ ]\{0}a a d d   , тогаш 1 0a   или 2 0a  , па затоа важи 

1 2 0a a d  . Значи, 
2 2
1 2 0a da   и затоа 1 2

2 2
1 2

1 [ ]
a a d

a da
d




    и 1 1  .  

Конечно, од а) – д) следува дека алгебарската структура ( [ ], , )d    е поле. ■ 

 

1.2. Дефиниција. Нека 1d   е цел број кој не е делив со квадрат на цел број 

поголем од 1. Тогаш полето ( [ ], , )d    го нарекуваме квадратно поле или ква-

дратно проширување на полето .  

Квадратнои поле [ ]d  ќе велиме дека е реално ако 0d  , а ако 0d  , тогаш 

за [ ]d  ќе велиме дека е имагинарно.  

Јасно, за секој рационален број а  важи 0 [ ]a a d d    , т.е. [ ]d .  

 

1.3. Дефиниција. Нека u v d   е елемент на квадратното поле [ ]d . 

Коњугат на елементот   е u v d  , а негова норма е 
2 2( )N u dv    .   
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1.4. Теорема. а)   ако и само ако  .  

б) Ако , [ ]d  , тогаш ( )  ,  ,   и  .  

в) Ако , [ ]d   и 0z  , тогаш ( )
 

 
 .  

Доказ. а) Ако 0a d    е рационален број, тогаш 0a d    .  

Обратно, нека a b d  . Ако  , тогаш a b d a b d   , па затоа 

b b , т.е. 0b  . Според тоа, 0a b d a d a        .  

б) Нека u v d   и s t d  . Тогаш  

( ) ( )a b d a b d a b d         ,  

( ) ( ) ( ) ( )u s v t d u s v t d u v d s t d             ,  

( ) ( ) ( ) ( )u s v t d u s v t d u v d s t d              и  

( ) ( ) ( )( )us vtd ut vs d us vtd ut vs d u v d s t d            .  

в) Нека Нека u v d   и s t d  . Ако 0  , тогаш 0u   или 0v  , па 

затоа u v d  . Освен тоа, 
2 2

1 1

u dv 
  , па од б) следува  

1 1 1 1( ) ( )
 

     
         . ■ 

 

1.5. Теорема. Нека [ ]d  е квадратно поле. Тогаш 

а) ако  , тогаш 
2( )N   , 

б) Ако [ ]d , тогаш ( )N   ,  

в) ( ) 0N    ако и само ако 0  ,  

г) ако 0d  , тогаш ( ) 0N   ,  

д) ( ) ( ) ( )N N N     за секои , [ ]d  , а ако 0  , тогаш 
( )

( )
( )

N

N
N


 
 .  

Доказ. а) Ако  , тогаш  , па затоа 
2( )N    .  

б) Нека u v d  . Тогаш 
2 2( ) ( )( )N u v d u v d u dv        . 

в) Ако 0  , тогаш 0 , па затоа ( ) 0N   . Ако ( ) 0N   , тогаш 0 , 

па затоа 0   или 0 . Но од 0  следува 0  .  

г) Нека u v d  . Ако 0d  , тогаш 0d  , па како 
2 0u   и 

2 0v  , доби-

ваме 
2 2( ) 0N u dv    .  

д) Нека u v d   и s t d  . Тогаш  

( ) ( ) ( )N N N    . 
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Ако 0  , тогаш  

( )

( )
( ) ( )

N

N
N

     
     
      . ■ 

 

1.6. Лема. Ако   е ирационален број таков што 1[ ] [ ]d d  , тогаш 

1[ ] [ ]d d .  

Доказ. Нека претпоставиме дека 1[ ] [ ]d d  , т.е. дека a b d  

1 1 1a b d . Тоа значи, [ ]d  и 1[ ]d , односно  

1 1 1a b d a b d     . 

Затоа  

1 12
b d b d   

и како 0b   добиваме 1 1
1

b d

b
dd  , од каде 1dd  . Значи дека постојат 

,r s  такви што ( , ) 1r s   и 1
r
s

dd  , т.е. 
2 2

1s dd r . Ќе докажеме дека 1s  . 

Ако 1s  , тогаш постои прост делител p  на s  и од равенството 
2 2

1s dd r  

следува |p r , што противречи на ( , ) 1r s  .  

Според тоа, 1dd  е природен број, што значи дека секој прост фактор во кано-

ничното претставување на 1dd  се јавува на парен степен. Но, d  и 1d  не се деливи 

со квадрати на природни броеви, па затоа 1d d , односно 1[ ] [ ]d d . ■  

 

1.7. Пример. а) Докажи дека не постојат ,m n  такви што (3 ) (7 )m ni i   .  

б) Докажи дека не постојат природни броеви m  и n  такви што  

(5 3 2) (7 4 2)m n   . 

Решение. а) Ако такви m  и n  постојат, тогаш  

10 ((3 1) ) ((7 1) ) 50m m n nN N       , 

што не е можно.  

б) Ако го коњугираме даденото равенство добиваме  

(5 3 2) (7 4 2)m n   . 

Но,  

0 5 3 2 1 7 4 2     , 

па затоа десната страна во последното равенство е поголема од 1, а левата е 

помала од 1, што е противречност. ■ 
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2. КВАДРАТНО ЦЕЛИ БРОЕВИ  

 

2.1. Да забележиме дека бројот a b d   е корен на полиномот  

2 2 2( ) 2 ( )P x x ax a b d    .    (1) 

Исто така и a b d   е корен на полиномот (1).  

Нека [ ]d  е корен на полиномот  

2( )P x ax bx c   , , ,a b c .    (2) 

Бидејќи , ,a b c   и ( ) 0P    добиваме  

2 2 2 2( ) 0 0P a b c a b c a b c a b c                   . 

Значи,   е корен на (2) ако и само ако   е корен на (2). Ако   е ирационален број, 

тогаш  , па затоа  

2( ) ( )( )P x ax bx c a x x      . 

Според тоа, ако   е ирационален број, тогаш постојат бесконечно многу квадратни 

полиноми со целобројни коефициенти чиј корен е  , но сите тие се добиваат од 

еден полином кој го множиме со цели броеви. Ако полиномот (2) го поделиме со 

( , , )a b c  и го помножиме со 1 , ако тоа е потребно, добиваме единствен квадратен 

полином со позитивен водечки коефициент. Од претходната дискусија следува дека 

следнава дефиниција е коректна.  

 

2.2. Дефиниција. Ако   е ирационален број во [ ]d , тогаш полиномот (2) го 

нарекуваме определувачки за   ако   е корен на (2), , ,a b c , ( , , ) 1a b c   и 0a  .  

Бројот [ ]d  го нарекуваме квадратно цел број ако   или ако   е 

ирационален и определувачкиот полином на   е моничен.  

 

2.3. Забелешка. Во квадратното поле [ ]d  секој елемент a b d  , каде  

,a b  е квадратно цел, бидејќи   или   е ирационален број кој е нула на 

моничниот полином (1) за чии коефициенти важи 
2 2(1, 2 , ) 1a a b d   .  

Меѓутоа, тоа не мора да се единствените квадратно цели броеви во [ ]d . На-

вистина, во квадратното поле [ 3]  елементот 1 3
2

     е квадратно цел би-

дејќи неговиот определувачки полином е 
2( ) 1P x x x   . 

 

2.4. Теорема. Ако 2 или 3(mod4)d  , тогаш квадратно цели броеви во [ ]d  

се сите броеви од облик u v d , ,u v .  
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Ако 1(mod4)d  , тогаш квадратно цели броеви во [ ]d  се сите броеви од 

облик 1
2

ds t , ,s t .  

Доказ. Нека u v d   е квадратно цел број во [ ]d . Тоа значи,   

или   е ирационален број. Ако   е ирационален број, тогаш земаме 2a u , 

2b v  и 2 2c u dv   и притоа   е нула на полиномот 
2( )P x x ax c   . Тоа зна-

чи дека определувачкиот полином на   е полином од видот ( )kP x , каде k  е нај-

малиот заеднички именител на рационалните броеви броеви a  и c . Но,   е ква-

дратно цел број, па затоа полиномот ( )kP x  е моничен, што значи дека 1k  , т.е. 

a  и c  се цели броеви. Понатаму, 2 2 4db a c   и како d  не е делив со квадрат на 

цел број поголем од 1, заклучуваме дека b .  

Нека 2 или 3(mod4)d  . Тогаш   

2 0 или 1(mod4)a 
 
и 

2 0,2 или 3(mod4)db  , 

па како 
2 2(mod4)db a , добиваме дека броевите a  и b  се парни, што значи дека 

,u v .  

Ако 1(mod4)d  , тогаш 
2 2(mod4)b a , па затоа a  и b  се со иста парност. 

Затоа 1
2

( )u v a b    е цел број. Ставаме , 2s u v t v   . Тогаш ,s t  и притоа 

важи 1
2

du v d s t   . ■ 

 

2.5. Последица. Ако 1(mod4)d  , тогаш [ ]d  е квадратно цел број ако и 

само ако 
2

a b d  , каде ,a b  се броеви со иста парност.  

Доказ. Нека 1(mod4)d  .  

Ако   е квадратно цел број во [ ]d , тогаш од теоремата 2.4 следува   

1 2
2 2

d s t t ds t      , ,s t  

и притоа 2 (mod2)s t t  , односно 2s t  и t  се броеви со иста парност.  

Обратно, нека 
2

a b d  , каде ,a b  се броеви со иста парност. Тогаш  

1
2 2 2

a b d da b b     , 

каде 
2

,a b b  , па од теоремата 2.4 следува дека   е квадратно цел број. ■ 

 

2.6. Последица. Ако   е квадратно цел број во [ ]d , тогаш ( )N   .  

Доказ. Нека   е квадратно цел број во [ ]d .  
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Ако 2 или 3(mod4)d  , тогаш u v d  , ,u v , па затоа  

2 2( )N u dv    . 

Ако 1(mod4)d  , тогаш 1
2

du v    , ,u v , па затоа  

2 21 1 1
2 2 4

( ) ( )( )d d dN u v u v u uv v          . ■  

 

2.7. Коментар. Според теоремата 2.4 ако 2 или 3(mod4)d  , тогаш множе-

ството квадратно цели броеви е  

[ ] { | , }d u v d u v   , 

а ако 1(mod4)d  , тогаш множеството квадратно цели броеви е  

1 1 1 1
2 2 2 2

[ ] { | , } { | , } [ ]d d d du v u v u v u v            . 

б) Квадратно целите броеви во полето [ 1]  се таканаречените Гаусови цели 

броеви u iv , ,u v , а квадратно целите броеви во полето [ 3]  се таканаре-

чените Ајзенштајнови цели броеви u v  , ,u v , каде 1 3
2
i    е примитивен 

трети корен на единицата.  

 

2.8. Лема. Ако   и   се квадратно цели броеви во [ ]d , тогаш ,   

и   се квадратно цели броеви во [ ]d .  

Доказ. Ќе ги разгледаме случаите 1(mod4)d   и 1(mod4)d  . За поедностав-

но означување ставаме  

1
2

, 1(mod4)

, 1(mod4).d

d d
w

d

 
 



 

Според теоремата 2.4 бројот [ ]d  е квадратно цел ако и само ако може да се 

запише во видот  

m nw    каде ,m n .    (3) 

Броевите   и   се квадратно цели во [ ]d , па затоа  

,a bw c ew     каде , , ,a b c e . 

Според тоа,  

( ) ( ) , ,

( ) ( ) , ,

a c b e w a c b e

a c b e w a c b e

      

      
 

што значи дека броевите   и   може да се запишат во обликот (3), па за-

тоа тие се квадратни цели броеви.  
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Имаме, 2w sw t  , каде 0,s t d   ако 1(mod4)d   и 1s  , 1
4

dt   ако 

1(mod4)d  . Затоа,  

2( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

ac ae bc w bew ac ae bc w be sw t

ac bet ae bc bes w

        

    
 

што значи дека   може да се запишпе во обликот (3), па затоа тој е квадратно 

цел број. ■ 

 

2.9. Пример. Нека ,x y  се квадратно цели броеви во некое квадратно 

поле [ ]d , такви што ( ) 1N x   и ( ) 2N y  . Ако ( ) 0N x y  , определи ја нај-

малата можна вредност на ( )N x y .  

Решение. Нека x a b d   и y u v d  . Имаме  

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2( )N x y a u d b v N x N y au dbv         . 

Бидејќи  

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )au dbv N x N y d av bu N x N y     , 

следува дека  
1 1
2 2 2 2( ) ( ( ) ( ) ) ( 2 1) 5N x y N x N y       

или  
1 1
2 2 2 2( ) ( ( ) ( ) ) ( 2 1) 1N x y N x N y      .  

Втората можност отпаѓа, па мора да важи ( ) 6N x y  . Ако ( ) 6N x y  , од 

горните равенства следува 3
2

au dbv   и 2 1
4

( )
d

av bu  , што не е можно 

бидејќи d  не е делив со квадрат на природен број различен од 1. Според 

тоа, ( ) 7N x y  . Најмалата вредност ( ) 7N x y   се достигнува во [ 2]  

за 1x   и 2 2y   . ■ 

 

 

 

3. ДЕЛИВОСТ ВО [ ]d   

 

3.1. Дефиниција. Ако   и   се квадратно цели броеви во [ ]d , 0  , ќе 

велиме дека   е делител на  , во ознака |  , ако постои квадратно цел број 

[ ]d  таков што  .  

Секогаш кога ќе пишуваме |   претпоставуваме дека   и   се квадратно 

цели броеви во [ ]d  и 0  .  
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3.2. Теорема. а) Ако |   и |  , тогаш |   и за секои квадратно цели брое-

ви , [ ]a b d  важи | ( )a b   .  

б) Ако |   и |  , тогаш |  .  

в) Ако , ,    се квадратно цели броеви во [ ]d  такви што |  , |   и 

( ( ), ( )) 1N N   , тогаш |  .  

Доказ. а) Според дефиницијата 3.1 постојат квадратно цели броеви   и   

такви што   и    . Тогаш   и ( )a b a b a b       . По-

натаму, според 2.1 броевите ,   и   се квадратно цели и како  , 0 , од 

дефиницијата 3.1 следува дека |  . Од лемата 2.8 следува дека броевите a b   

и a b  се квадратно цели, па како ( )a b a b     , од дефиницијата 3.1 

следува дека | ( )a b   .  

б) |   и |  , тогаш постојат квадратно цели броеви   и   такви што   

и   . Затоа ( )    и како   е квадратно цел број заклучуваме дека 

|  .  

в) Бројот m n d



     е квадратно цел. Од условот следува ( ) |N b    и 

треба да докажеме дека |b  . Ако ставиме p q d  , добиваме  

| ( ) ( )b pm qnd pn qm d    , 

што значи дека |b pm qnd  и |b pn qm . Според тоа, b  е делител на  

2 2( ) ( ) ( ) ( )p pn qm q pm qnd n p dq nN       . 

Но, ( ( ), ) ( ( ), ( )) 1N b N N     , па затоа |b n . Слично, b  е делител на  

2 2( ) ( ) ( ) ( )p pm qnd dq pn qm m p dq mN       ,  

па затоа |b m . Според тоа, |b  .■ 

 

3.3. Дефиниција. Нека , ,    се квадратно цели броеви во [ ]d . Ако 

| ( )  , тогаш ќе велиме дека бројот   е конгруентен со бројот   по модул   

и ќе пишуваме (mod )  .  

 

3.4. Коментар. Аритметиката со конгруенции по даден модул v  во полето 

[ ]d  е доста слична со аритметиката со конгруенциите во множеството . Тоа 

се должи на фактот дека секој цел број v  е квадратно цел во [ ]d  со норма 

2( )N v v . Така, на пример, тврдењето:  
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Ако (mod )xy xz xn , тогаш (mod )y z n . 

е точно и во квадратното поле [ ]d . Јасно, при кратењето треба да се внимава, 

бидејќи заедничкиот фактор во конгруенцијата (mod )   може да биде 

делител на  , како што е случај во следниов пример.  

 

3.5. Пример. Во конгруенцијата  

2(1 3) (1 3) (mod10)x   ,    (1) 

иако бројот 1 3  е делител на двете страни, не можеме да скратиме со 1 3  

бидејќи (1 3) |10 , односно  

10 5( 3 1)(1 3)    

и 5( 3 1)  е квадреатно цел број во [ 3] . Според тоа, од конгруенцијата (1) 

следува конгруенцијата  

10

3 1
1 3(mod )x


  , 

т.е. конгруенцијата  

1 3(mod5( 3 1))x    . ■ 

 

3.6. Дефиниција. За квадратно целиот број   ќе велиме дека е единица во 

[ ]d  ако |1 .  

 

3.7. Теорема. Квадратно целиот број во [ ]d  е   е единица ако и само 

ако ( ) 1N   .  

Доказ. Нека   е единица. Тогаш постои квадратно цел број '  во [ ]d  та-

ков што ' 1  . Значи,  

( ) ( ') ( ') (1) 1N N N N      . 

Според последицата 2.6 ( )N   и ( ')N   се цели броеви, па од последното равенст-

во следува ( ) 1N   .  

Обратно, ако ( ) 1N   , тогаш 1   . Според тоа, за квадратно целите брое-

ви '   важи  

' ( ) ( ) ( 1) 1         , 

што значи дека   е единица во [ ]d . ■ 

 

3.8. Теорема. Ако 1  и 2  се единици во [ ]d , тогаш 1

2
1 1 2, ,




    се едини-

ци во [ ]d .  
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Доказ. Бидејќи 1  и 2  се единици во [ ]d , тие се квадратно цели броеви и 

постојат квадратно цели броеви 1  и 2  такви што 1 1 2 2 1     . Тогаш 1 , 

1 2   и 1  се квадратно цели броеви и важи  

1 1 1 1 1 1        и 1 2 1 2 1 1 2 2( )( ) ( )( ) 1          , 

па затоа 1  и 1 2   се единици во [ ]d . Освен тоа, 1 1 2

2 2 2
1 2

  

  
     е квадратно 

цел број и важи 1

2
2 1 1




   , каде 2 1   е квадратно цел број, што значи дека 1

2




 е 

единица во [ ]d . ■ 

 

3.9. Теорема. Нека 0d   е цел број кој не е делив со квадрат на цел број по-

голем од 1. Квадратното поле [ ]d  има единици 1  и тоа се единствените еди-

ници освен во случаите 1d   и 3d  . Единиците во [ 1]  се 1, i  , а еди-

ниците во [ 3]   се 1 3 1 3
2 2

1, ,     .  

Доказ. Според теоремата 3.8 треба да ги определиме сите квадратно цели 

броеви   такви што ( ) 1N   .  

Ако 2 или 3(mod4)d  , тогаш   има облик x y d   , ,x y . Следува 

дека треба да се реши равенката 
2 2 1x dy   . Бидејќи d  е негативен, случајот 

2 2 1x dy    отпаѓа. Ако 1d  , тогаш 
2 2 22x dy y  , па затоа единствено 

решение е 0y  1x   , па затоа 1   . Ако 1d  , тогаш ја добиваме равенката 

2 2 1x y   чии решенија се 1, 0x y    и 0, 1x y   , т.е. 1, i   .  

Ако 1(mod4)d  , тогаш   има облик 1
2

, ,dx y x y  , па затоа  

2 21
2 4

( ) ( )
y

N x dy    . 

Повторно за 0d   равенката ( ) 1N    нема решенија. Ако 7d  , тогаш 

2 2 271
2 4 4

( )
y

x dy y   , па од ( ) 1N    следува 0, 1y x   , па затоа 1   . Ако 

3d  , тогаш ја добиваме равенката  

2 23
2 4

( ) 1
y

x y   ,     (11) 

односно 
2 2 1x xy y   . Од (11) следува | | 1y  . Ако 0y  , тогаш 1x   , т.е.  

1   . Ако 1y  , тогаш 0x   или 1x    , т.е. 1 3
2

    или 1 3
2

    . Ако 

1y   , тогаш 0x   или 1x    , т.е. 1 3
2

     или 1 3
2

   .  ■ 
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3.10. Теорема. Ако 0d  , тогаш [ ]d  има бесконечно многу единици. 

Доказ. Броевите , ,a b d a b    се квадратно цели во [ ]d  со норма 

2 2( )N a db   . Ако 
2 2 1x dy  , тогаш квадратно целиот број x y d    е 

единица. Но, 
2 2 1x dy   е равенка на Пел која, бидејќи 1d   е природен број кој 

не е точен квадрат, според теоремата VIII 9.5 има бесконечно многу решенија. ■  

 

 

 

4. КВАДРАТНО ПРОСТИ БРОЕВИ И  

ФАКТОРИЗАЦИЈА ВО  [ ]d   

 

4.1. Дефиниција. Квадратно целиот број [ ]d , различен од нула и еди-

ница, го нарекуваме прост број во [ ]d  ако за секоја декомпозиција на   како 

производ на два квадратно цели броеви     или   или   е единица. Ако 

[ ]d  не е прост број, ниту е нула или единица, тогаш ќе велиме дека   е 

сложен број во [ ]d .  

За да ги разликуваме од простите броеви во , простите броеви во [ ]d  ќе 

ги наречеме квадратно прости броеви.  

 

4.2. Пример. Имаме 5 (1 6)( 1 6)     и (1 6) ( 1 6) 5N N     . Би-

дејќи 1 6  и 1 6   не се единици во [ 6]  заклучуваме дека 5 е прост број, 

но не е квадратно прост во [ 6] . ■  

 

4.3. Теорема. Ако   е квадратно цел број во [ ]d  и ( )N   е прост број, 

тогаш   е квадратно прост број.  

Доказ. Бидејќи ( )N   е прост број,   не е нула или единица. Да претпостави-

ме дека   , каде   и   се квадратно цели во [ ]d . Според тоа, важи  

( ) ( ) ( )N N N    , каде ( )N   и ( )N   се цели броеви. Бидејќи ( )N   е прост број, 

добиваме дека или ( ) 1N    или ( ) 1N   , шт значи дека или   или   е еди-

ница во [ ]d , т.е.   е квадратно цел број. ■  

 

4.4. Пример. Бидејќи 3 163
2

( ) 43N     и 43 е прост број од претходната тео-

рема следува дека 3 163
2

   е квадратно прост број во [ 163] .  
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Од ( 1 6) 5N     следува дека 1 6   е квадратно прост во [ 6] .  

Имаме 11 2 1
5

( ) 5N     и 5 е прост број, но бројот 11 2 1
5

   не е квадратно цел 

број [ 1] , па затоа не е квадратно прост. ■ 

 

4.5. Дефиниција. Ако   и   се ненулти квадратно цели броеви во [ ]d так-

ви што   , каде   е единица во [ ]d , тогаш за   ќе велиме дека е еквива-

лентен (асоцијацја) на  .  

Според тоа,   е еквивалентен на   ако и само ако 


 е единица.  

 

4.6. Теорема. а) Ако   и   се ненулти квадратно цели броеви во [ ]d , 

тогаш   е еквивалентен на   ако и само ако   е еквивалентен на  .  

б) Броевите   и   се еквивалентни еден на друг ако и само ако |   и |  .  

в) Нека   и   се еквивалентни еден на друг. Ако |  , тогаш |  . Ако |  , 

тогаш |  .  

г) Ако   е квадратно прост број, тогаш секој елементен еквивалентен на   е 

квадратно прост број. Ако   е сложен број во [ ]d , тогаш секој елемент екви-

валентен на   во [ ]d  е сложен број.  

Доказ. а) Нека   е еквивалентен на  . Ако   е единица таква што   , 

тогаш 1


 е единица таква што 1


 , т.е.   е еквивалентен на   и обратно.  

б) Броевите   и   се еквивалентни еден на друг, па затоа постои единица   

таква што    и 1


 . Но,   и 1


 се единици, што значи дека се квадратно 

цели, па затоа |   и |  .  

Обратно, ако |   и |  , тогаш    и    за некои квадратно цели 

броеви   и  . Затоа, 1


 
    , т.е. ( ) ( ) 1N N   , од што следува дека   и   

се единици во [ ]d . Сега од дефиницијата 4.5 следува дека   и   се еквива-

лентни еден на друг.  

в) Нека   и   се еквивалентни еден на друг. Тогаш |   и ако |  , од теоре-

мата 3.2 следува дека |  . Слично, ако |  , бидејќи |   повторно од теоре-

мата 3.2 следува дека |  .  

г) Нека претпоставиме дека   и   се ненулти и неединечни елементи еквива-

лентни еден на друг во [ ]d . Ќе докажеме дека двата или се сложени или се 

квадратно прости. Нека претпоставиме дека   е квадратно прост, а   е сложен. 



Р. Малчески  

 

 

259  

Тогаш имаме    каде   и   не се единици. Но,   и   се еквивалентни еден 

на друг, па затоа постои единица   таква што   . Така ( )    Но,   не е 

единица, а исто така и   не е единица, бидејќи во спротивно 1


    ќе биде 

единица. Според тоа,   е производ на два неединечни елементи, што е против-

речност бидејќи тој е квадратно прост број. Од добиената противречност следува 

дека   и   или се сложени или се квадратно прости. ■  

 

4.7. Теорема. Ако [ ]d  е квадратно цел број кој не е ниту нула ниту 

единица, тогаш   може да се запише како производ на конечен број квадратно 

прости броеви во [ ]d .  

Доказ. Нека [ ]d  е квадратно цел број кој не е ниту нула ниту единица. 

Ако   не е квадратно прост, тогаш 1 2  , каде 1  и 2  не се единици во 

[ ]d . Постапката ја продолжуваме со факторизирање на 1  и 2  ако некој од 

нив не е квадратно прост итн. Оваа постапка мора да заврши по конечен број 

чекори, бидејќи во спротивно   ќе има облик  

1 2... n   ,     (1) 

каде n  е произволен природен број, а ниту еден од броевите 1 2, ,..., n    не е 

единица. Последното значи дека  

1

| ( ) | | ( ) | 2
n

n
j

j

N N


    , 

бидејќи | ( ) |jN   е природен број поголем од 2. Ова противречи на фактот дека 

| ( ) |N   е конечен природен број. ■ 

 

 

 

5. ЕДИНСТВЕНОСТ НА ФАКТОРИЗАЦИЈАТА ВО  [ ]d   

 

5.1. Во теорема 4.7 докажавме дека секој кавдратно цел број во [ ]d  може 

да се фактризира на квадратно прости броеви во [ ]d .  

Да го разгледаме бројот 10 и неговите две факторизации во [ 6] :  

10 2 5 (2 6)(2 6)       . 

Броевите 2,5,2 6,2 6     се квадратно прости во [ 6] . Навистина, прво 

да забележиме дека ако квадратно целиот број   во [ 6]  не е 0 или единица, 

тогаш 
2 2( ) ( 6) 6 4N N a b a b        и ( ) 5N   . Сега, ако 2   , тогаш од 
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( ) ( ) 4N N    следува ( ) 1N    или ( ) 1N   . Аналогно, ако 5 , тогаш од 

( ) ( ) 25N N    следува ( ) 1N    или ( ) 1N   . Конечно, ако 2 6    , 

тогаш од ( ) ( ) 10N N    повторно следува ( ) 1N    или ( ) 1N   . Според тоа, 

бројот 10 во [ 6]  може да се запише на два начина како производ на квадрат-

но прости множители, што значи дека има две факторизации.  

 

5.2. Дефиниција. Ќе велиме дека квадратното поле [ ]d  има својство на 

единствена факторизација ако секој квадратно цел број во [ ]d , кој не е 0 ниту 

единица, може да се факторизира на квадратно прости множители на единствен 

начин, до редослед на множителите и замена на множител со нему еквивалентен 

број. 

 

5.3. Теорема. Квадратното поле [ ]d  има својство на единствена факторизација 

ако и само ако [ ]d  го има својството:  

ако |  , каде   е квадратно прост број и   и   се квадратно  

цели броеви во [ ]d , тогаш |   или |  .  

Доказ. Нека претпоставиме дека квадратното поле [ ]d  има својство на 

единствена факторизација. Нека |  , каде   е квадратно прост број и   и   се 

квадратно цели броеви во [ ]d . Од |   следува дека постои квадратно цел 

број   таков што    . Според теоремата 4.7 постојат квадратно прости брое-

ви 1 2, ,..., n    и единица   во [ ]d  такви што 1 2... n     и тогаш   

1 2... n    

е факторизација на   на квадратно прости броеви. Исто така постојат квадратно 

прости броеви 
' ' ' '' '' ''
1 2 1 2, ,..., , , ,...,r s       и единици 1 2,   такви што   

' ' '
1 1 2... r       и 

'' '' ''
2 1 2... s      , 

па затоа  

' ' ' '' '' ''
1 2 1 2 1 2 1 2... ( ) ... ...n r s             .   (1) 

Бројот   не е единица, бидејќи е делив со квадратно прост број   и имаме две 

негови факторизации на квадратно прости броеви. Но, според условот [ ]d  има 

својство на единствена факторизација, па затоа некој од квадратно простите брое-

ви на десната страна на (1) е еквивалентен со   и затоа е делив со  . Ако накој од 

' ' '
1 2, ,..., r    е делив со  , тогаш |  , а ако некој од квадратно простите броеви 

'' '' ''
1 2, ,..., s    е делив со  , тогаш |  . Значи, |   или |  .  
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Обратно, нека претпоставиме дека [ ]d  го има својството:  

ако |  , каде   е квадратно прост број и   и   се квадратно  

цели броеви во [ ]d , тогаш |   или |  .  

Нека квадратно целиот број   не е единица во [ ]d  и  

' ' ' '
1 2 1 1 2... ...r s          ,   (2) 

каде   и 
'
1  се единици, а 

' ' '
1 2 1 2, ,..., , , ,...,r s       се квадратно прости броеви. 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека r s . Ќе докажеме 

дека 1  е еквивалентен со некој од квадратно простите броеви 
' ' '
1 2, ,..., s   . Би-

дејќи 1 |  , важи 
' ' ' '

1 1 2 1| ( ... )s s     . Сега од претпоставката следува 
'

1 | s   или 

' ' '
1 1 2 1| ... s    . Ако 

'
1 | s  , тогаш 

'

1

s


 е единица, бидејќи во спротивно 

'
s  ќе биде 

квадратно сложен број. Затоа 1  е еквивалентен на 
'
s . Ако 1  не е делител на 

'
s , 

тогаш 
' ' '

1 1 2 1| ... s    . Постапката ја повторуваме конечен број пати и добиваме 

дека 1  е еквивалентен најмалку на еден од броевите 
' ' '
1 2, ,..., s   . Без ограничу-

вање на општоста можеме да земеме дека 1  е еквивалентен на 
'
1 . Така 

'
1 1 1    ,  

каде 1   е единица и затоа од (2) следува  

' ' '
2 1 1 2... ( ) ...r s       ,     (3) 

каде 
'
1 1   е единица. Продолжувајќи ја постапката добиваме  

' ' '
1 1 2 1( ... ) ...r r r s        ,    (4) 

каде 
'
1 1 2 1... r    е единица во [ ]d . Бројот на левата страна на (4) е квадратно 

прост, па затоа и бројот на десната страна на (4) мора да е квадратно прост, а тоа е 

можно ако и само ако s r  и 
' '
1 1 2 1( ... )r r r       , т.е. r  и 

'
r  се еквивалентни 

еден на друг, што значи дека [ ]d  има својство на единствена факторизација. ■ 

 

5.4. Теорема. а) Нека ,a b , 0, 0a b   и ( , )a b d . Ако   е квадратно цел 

број во [ ]d  таков што | a  и | b , тогаш | d .  

б) Ако ( , ) 1a b  , тогаш заеднички делители на a  и b  во [ ]d  се само еди-

ниците.  

Доказ. а) Ако ( , )a b d , тогаш постојат ,x y  такви што ax by d  . Затоа, 

ако | a  и | b , тогаш | d .  

б) Ако ( , ) 1a b  , тогаш од а) следува дека |1 , т.е.   е единица во [ ]d . ■ 
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5.5. Теорема. Нека [ ]d  има својство на единствена факторизација. Тогаш 

за секој квадратно прост број [ ]d  постои еден и само еден прост број p  

таков што | p .  

Доказ. Квадратно простиот број   е делител на целиот број ( )N   и затоа постои 

природен број кој е делив со  . Нека n  е најмалиот природен број кој е делив со  . 

Тогаш n  е прост број. Навистина, ако 1 2n n n , тогаш од теоремата 5.3  следува 

дека 1| n  или 2| n , што противречи на изборот на n , бидејќи 1 20 ,n n n  .  

Конечно, ако   е делител на некој друг прост број q  различен од p , тогаш 

бидејќи ( , ) 1p q   од теоремата 5.4 следува дека |1 , што е противречност. ■ 

 

5.6. Теорема. Нека [ ]d  има својство на единствена факторизација. Тогаш  

а) Секој прост број p  или е квадратно прост во [ ]d  или е производ 1 2   на 

два, не задолжително различни, квадратно прости броеви во [ ]d .  

б) Сите квадратно прости броеви 1 2, ,    добиени во а), над сите прости бро-

еви во , заедно со нивните асоцијации, го формираат множеството квадратно 

прости броеви во [ ]d .  

в) Во [ ]d  непарен прост број p  таков што ( , ) 1p d   е производ 1 2   на 

два квадратно прости броеви ако и само ако ( ) 1d
p
 .  

Доказ. а) Нека p    за некој квадратно прост број   и некој квадратно цел 

број   во [ ]d . Тогаш  

2( ) ( ) ( )N N N p p    . 

Бидејќи ( ) 1N   , последното равенство е можно ако и само ако ( ) 1N    или 

( )N p  . Ако ( ) 1N   , тогаш   е единица во [ ]d  и   е асоцијација на p , 

што значи дека p  е квадратно прост во [ ]d . Ако ( )N p  , ќе докажеме дека 

  е квадратно прост во [ ]d . Ако 1 2  , тогаш 1 2( ) ( )N N p   , па затоа 

или 1( ) 1N    или 2( ) 1N   , што значи дека или 1  или 2  е единица. Тоа 

значи дека   е квадратно прост број и p  е производ на два квадратно прости 

броја во [ ]d .  

б) Непосредно следува од а) и теоремата 5.5.  

в) Нека p  е непарен прост број таков што ( , ) 1p d   и ( ) 1d
p
 . Значи, постои 

цел број x  таков што  

2 (mod )x d p , 
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т.е. 
2|p x d , односно | ( )( )p x d x d  . Ако p  е квадратно прост во [ ]d , 

тогаш тој е делител на еден од факторите x d  и x d . Тоа значи дека еден 

од броевите 
dx

p p
  и 

dx
p p
  е квадратно цел, што противречи на теоремата 2.4 

(Докажи!). Значи, p  не е квадратно прост во [ ]d , па од а) следува дека 

1 2p   , каде 1 2,   се квадратно прости броеви.  

Обратно, нека p  е непарен прост број таков што ( , ) 1p d    и p   , каде   и 

  се квадратно прости броеви во [ ]d . Тоа значи 
2( ) ( )N N p   , па затоа  

( )N p   и ( )N p  . Бидејќи   е квадратно прост број, од теоремата 2.4 и 

последицата 2.5 имаме a b d  , каде ,a b  или ако 1(mod4)d   имаме и 

2
a b d   каде ,a b  се непарни цели броеви. Според тоа, 

2 2 ( )a db N p      

или ако 1(mod4)d   имаме и 
2 2

4
( )a db N p     . Значи, во секој случај важи 

2 2(mod )a db p , односно 
2 2(2 ) (2 ) (mod )a d b p . Притоа, 2a  и 2b  се цели брое-

ви и ниту еден од нив не е делив со p . Навистина, ако едниот е делив со p , тогаш 

и другиот е делив со p , па затоа 
2 2| 4p a  и 

2 2| 4p b , т.е. 
2 2 2| (4 4 )p a db  од каде 

ќе следува 
2 | 4p p , што е противречност. Затоа (2 , ) 1b p   и постои цел број k  

таков што 2 1(mod )kb p , од каде добиваме  

2 2(2 ) (2 ) (mod )ak d bk d p  , 

што значи ( ) 1d
p
 . ■ 

  

5.7. Нека [ ]d  има својство на единствена факторизација и да ги разгледаме 

простите броеви. Од претходните разгледувања следува дека простиот број p  за 

кој ( ,2 ) 1p d   и ( ) 1d
p
  , заедно со неговите асоцијации во [ ]d  е квадратно 

прост во [ ]d . Понатаму, ако за простиот број p  важи ( ,2 ) 1p d   и ( ) 1d
p
 , 

тогаш 1 2p   , каде 1  и 2  се квадратно прости броеви во [ ]d  такви што 

1 2( ) ( )N N p    . Јасно, секој квадратно прост фактор на p  е асоцијација на 

1  или на 2 . Конечно, простите броеви p  за кои ( ,2 ) 1p d   или се квадратно 

прости или се производ на два квадратно прости броја во [ ]d .  

Нека претпоставиме дека   е квадратно цел во [ ]d  и ( )N p  , p  е 

прост број. Тогаш   е квадратно цел во [ ]d  и ( )N p   , што значи де-
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ка   е квадратно прост во [ ]d . Ако 1(mod4)d  , тогаш x y d   и ( )N 

2 2x dy   за некои цели броеви x  и y , а ако 1(mod4)d  , тогаш 
2

x y d
  и 

2 24 ( )N x dy    за некои цели броеви x  и y  со иста парност.  

Од досега изнесеното имаме: ако [ ]d  има својство на единствена фактори-

зација и p  е прост број таков што ( ,2 ) 1p d   и ( ) 1d
p
 , тогаш за 1(mod4)d   ба-

рем една од равенките 
2 2x dy p    има решение. Нека ,x a y b   е такво ре-

шение. Тогаш броевите x y d  , x y d   и нивните асоцијации се квад-

ратно прости во [ ]d  и тие се единствените квадратно прости броеви во [ ]d  

кои се делители на p . Понатаму, ако 1(mod4)d  , тогаш барем една од равенките 

2 2 4x dy p    има решение при што x  и y  се со иста парност. Нека ,x a y b   

е такво решение. Тогаш броевите  

2

x y d
 , 

2

x y d
  

и нивните асоцијации се квадратно прости во [ ]d  и тие се единствените квад-

ратно прости броеви во [ ]d  кои се делители на p .  

Простите броеви p  кои се делители на 2d  можеме да ги разгледуваме од-

делно. Ако 1(mod4)d  , тогаш ја разгледувамне равенката 
2 2x dy p   . Ако 

оваа равенка нема решение, тогаш p  и неговите асоцијации се квадратно прости 

во [ ]d . Ако оваа равенка има решение x a  и y b , тогаш x y d  , 

x y d   и нивните асоцијации се квадратно прости во [ ]d . Во случај кога 

1(mod4)d   ги разгледуваме равенката 
2 2 4x dy p    и 

2

x y d
 , 

2

x y d
 . 

 

5.8. Пример (Гаусови прости броеви). Нека 1d   и да го разгледаме  ква-

дратното поле [ 1] . Имаме,  

2 2d  , 2 21 1 2  , 1 1 1 1      и 
1, 4 1,

( )
1, 4 3.

d
p

p k

p k

 
 

  
 

За секој прост број p  од облик 4 1k   равенката 
2 2x y p   има решение 

px a  и py b , а равенката 
2 2x y p    нема решение.  

Квадратно прости броеви во [ 1]  се 1 1  , сите прости броеви p  од об-

лик 4 3k , сите броеви 1p pa b  , 1p pa b   каде p  од облик 4 1k   и нив-

ните асоцијации. Притоа, да забележиме дека  
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1 1 1(1 1)      , 

односно 1 1   е асоцијација на 1 1  . ■ 

 

5.9. Пример. Нека 3d   и да го разгледаме  квадратното поле [ 3] . 

Имаме, 2 6d  , 
2 23 4 2x y     нема решение, но  

2 23 3 1 4 3    ,  3 3 3 3
2 2

     и 
1, 3 1, ( ,6) 1

( )
1, 3 2, ( ,6) 1.

d
p

p k p

p k p

  
 

   
 

За секој непарен p  од облик 3 1k   постојат ,p pa b  такви што 
2 23 4p pa b p  .  

Квадратно прости броеви во [ 3]  се 3 3
2

2,   , сите непарни прости броеви 

од облик 3 2k , сите броеви од облик 
3

2
p pa b 

, 
3

2
p pa b 

 каде p  е прост број 

од облик 3 1k   и нивните асоцијации. Притоа, бројот 3 3
2

   не генерира нови 

квадратно пртости броеви, бидејќи тој е асоцијација на бројот 3 3
2

  . Докажи! ■  

 

5.9. Теорема. Нека [ ]d  има својство на единствена факторизација. Ако   е 

единица во [ ]d  и , ,   се квадратно цели броеви такви што   и   немаат 

заеднички делители освен единиците и 
n    за некој n , тогаш постојат 

единици '  и ''  и квадратно цели броеви   и   во [ ]d  такви што  

' n     и '' n    . 

Доказ. Ако   е единица во [ ]d , тогаш   и   се единиоци во [ ]d . Ста-

ваме '  , ''   и 1     и добиваме ' n     и '' n    . Ако 0  , тогаш 

  или   е 0, па како 0n  , добиваме дека   или   е единица. Според тоа, 

теоремата повторно важи при што едниот од   и   е 0, а другиот е единица.  

Нека претпоставиме дека 0   и не е единица. Тогаш 1 2... r     , каде 

1 2, ,..., r    се квадратно прости броеви, при што некои од нив може да се асоци-

јации едни на други. Ако   е единица, тогаш ставаме '  , 1  ,     и 

'
'' 


   и добиваме ' n     и '' n    . Нека претпоставиме дека   не е единица, 

а исто така 0   бидејќи 0  . Според тоа, 
' ' '
1 2... s     , каде 

' ' '
1 2, ,..., s    се 

квадратно прости броеви. Тогаш  

' ' '
1 2 1 2... ...n n n

s r        .     (5) 
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Од својството на единствена факторизација следува дека 
'
1  е асоцијација на некој 

од квадратно простите броеви 1 2, ,..., r   , на пример 1 . Сега, ако некоја асоци-

јација на 1  е делител на  , тогаш 1 |  , па затоа 
'
1 |   и како 

'
1 |  , добиваме 

противречност. Според тоа, 1  и неговите асоцијации мора да се n  пати меѓу ква-

дратно простите броеви 
' ' '
1 2, ,..., s   . Да земеме дека 

' ' '
1 2, ,..., n    се n те асоци-

јации на 1 . Ова подразбира дека s n  и постојат единици 1 2, ,..., n    такви што 

'
1i i    , за 1,2,...,i n , т.е.  

' ' '
1 2 1 2 1... ( ... ) n

n n        . 

Ако s n , доказот е завршен, а ако s n  тогаш (5) ја делиме со 1
n  и добиваме  

' ' '
1 2 1 2 2( ... ) ... ...n n

n n n s r          .          (6) 

Повторувајќи ги претходните размислувања добиваме дека (ако е потребно ќе из-

вршиме преиндексирање) 2  е асоцијација на 
' ' '

1 2 2, ,...,n n n    . Тоа значи дека 

2s n  и дека постојат единици 1 2 2, ,...,n n n     такви што 
'

2i i    , за 1,i n 

2,...,2n n , и затоа  

' ' '
1 2 2 1 2 2 2... ( ... ) n

n n n n n n           . 

Ако 2s n , тогаш  

1 2 2 1 2( ... )( )nn       , 

па затоа 1 2 2' ... n     и 1 2    , со што доказот е завршен. Ако 2s n , тогаш 

(6) ја делиме со 2
n  и постапката ја повторуваме. Бидејќи постојат конечен број 

квадратно прости броеви во факторизацијата на  , по конечен број повторувања 

оваа постапка мора да заврши. Значи, s kn  и  

1 2 1 2( ... )( ... )nkn k        , 

па затоа 1 2' ... kn     и 1 2... k    . Ако сега (5) ја поделиме со 1 2( ... )nk    до-

биваме  

1 2 1 2( ... ) ...n n n
kn k k r         , 

т.е.  

1 2
1 2...

( ... )
kn

n
k k r


   

     . 

Ставаме, 
1 2...

''
kn


  

   и 1 2...k k r    , со што доказот е завршен. ■  
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6. ЕВКЛИДСКИ ПОЛИЊА  

 

6.1. Дефиниција. Квадратното поле [ ]d  го нарекуваме Евклидско ако за 

секои квадратно цели броеви   и   во [ ]d , 0  , во [ ]d  постојат ква-

дратно цели броеви   и   такви што    , | ( ) | | ( ) |N N   . 

 

6.2. Теорема. Ако [ ]d  е Евклидско поле и   и   се квадратно цели броеви 

во [ ]d , од кои барем еден е различен од 0, тогаш во [ ]d  постои квадратно 

цел број   таков што  

1) |   и |  ,  

2) ако |   и |  , тогаш |  .  

Секој квадратно цел број '  кој ги има својствата 1) и 2) е асоцијација на  . 

Освен тоа, ако   ги има својствата 1) и 2), тогаш тој е линеарна комбинација на 

  и  , т.е. постојат квадратно цели броеви   и   такви што  

  .     (1) 

Доказ. Бидејќи   и   не се и двата еднакви на 0, може да земеме дека 0  .  

Според дефиницијата 6.1 постојат квадратно цели броеви 1  и 1  такви што 

1 1   , 1| ( ) | | ( ) |N N   . Ако 1 0  , тогаш постапката завршува. Ако 1 0  , 

тогаш постојат квадратно цели броеви 2  и 2  такви што е исполнето  

2 1 2    , 2 1| ( ) | | ( ) |N N   . 

Ако 2 0  , тогаш постапката завршува. Ако 2 0  , тогаш постојат квадратно 

цели броеви 3  и 3  такви што  

1 3 2 3     , 3 2| ( ) | | ( ) |N N   . 

Продолжувајќи ја постапката наоѓаме низа квадратно цели броеви 1 2, , ,...    

такви што  

1 2| ( ) | | ( ) | | ( ) | ... | ( ) | ...kN N N N          

и ( )iN  се цели броеви, поголеми или еднакви на 0, па затоа ( ) 0nN    за некој 

n . Но, тоа значи дека 0n  , па затоа  

1 1

2 1 2

1 3 2 3

3 1 2 1

2 1

......................

.

n n n n

n n n

   

 

   

    

    

    

   

    (2) 
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Земаме, 1n   и од (2) последователно добиваме 2 3 1| , | ,..., | , |n n          и 

|  , т.е. точно е 1).  

Имаме,  

1 3 1 2

3 1 4 2 3

1 4 1 2 3

( )

(1 ) ,

n n n n

n n n n n

n n n n n

   

    

    

   

    

       

 

т.е. 1n  е линеарна комбинација од 3n  и 4n . Продолжувајќи ја постапката 

од равенствата (2) добиваме 1n  , со што е докажано 2).  

Очигледно дека секоја асоцијација на 1n   ги има својствата 1) и 2). Освен 

тоа, ако '  ги има својствата 1) и 2), тогаш од 2) следува ' |   и како | '  , доби-

ваме дека   и '  се асоцијации еден на друг.  

Ако   е единица, тогаш  

( ) ( )     , 

па затоа секој асоцијација на   може да се запише во обликот (3). Добиваме дека 

секој   кој ги има својствата 1) и 2) го има својството (3). ■ 

 

6.3. Коментар. Според дефиницијата 6.1 кавдартното поле е Евклидско ако и 

само ако во него постои аналогија на делењето со остаток кај целите броеви. При-

тоа, равенствата (2) всушност се идентични со равенствата од Евклидовиот алго-

ритам за определување на најголем заеднички делител (НЗД) на два цели броја. 

Притоа во Евклидското поле [ ]d  можеме да зборуваме за НЗД на два квад-

ратно цели броја и според претходната теорема НЗД на два квадратни броја е ед-

нозначно определен до еквиваленција. Меѓутоа, ако квадратното поле не е Ев-

клидско, т.е. ако операцијата делење со остаток не е изводлива, тогаш може да 

зборуваме само за максимален заеднички делител (МЗД) на два броја.  

На пример, полето [ 10]  не е Евклидско. Навистина, ако 1 10    и 

3  , тогаш за секој 10, ,a b a b      добиваме  

2 2( ) ( ) (1 3 ) 10(1 3 ) 11 ( )N N a b N          . 

Подоцна ќе докажеме дека полето [ 2]  е Евклидско. Со Евклидовиот 

алгоритам ќе определиме ( , )  , каде 7 10 2    и 8 5 2   . Имаме, 

( ) 249N    и ( ) 114N   . Понатаму,  

1 1 1

1 2 2 2

1 2 3

1 , 1 5 2, ( ) 51,

(1 2) , 1 2, ( ) 3,

( 3 2 2) , 0,

N

N

         

            

       

 

па затоа ( , ) 1 2     .  
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6.4. Пример. Квадратното поле [ 5]  нема својство на единствена факто-

ризација. На пример, 9 3 3 (2 5)(2 5)        и квадратно простите броеви 3 и 

2 5   не се еквивалентни. Јасно, 9   и 6 3 5    припаѓаат на [ 5] . 

Понатаму, ( ) ( ) 81N N     и броевите   и   не се еквивалентни, па затоа нив-

ниот МЗД има норма 1, 3, 9 или 27. Но, во [ 5]  не постои квадратно цел број 

со норма 27. Од друга страна броевите 3 и 2 5   не се еквивалентни, имаат 

норма 9 и се делители на   и  , па затоа секој од нив е МЗД на   и  . ■  

 

6.5. Теорема. Секое Евклидско поле има својство на единствена факторизација.  

Доказ. Нека [ ]d  е Евклидско поле и |  , каде   е квадратно прост и   

и   се квадратно цели во [ ]d . Доволно е да докажеме дека |   или |  . 

Нека |  . Тогаш секоја асоцијација на   не е делител на  . Исто така, секој 

делител на   е асоцијација на   или е единица. Според тоа, секој заеднички дели-

тел на   и   може да биде само единица. Бидејќи сите единици се делители на 1, 

заклучуваме дека за бројот 1 важат својствата 1) и 2) од теоремата 6.2. Имено, 

1|  и 1|  и ако |   и |  , тогаш |1 . Сега, од теоремата 6.2 следува дека 

постојат   и   такви што 1 . Затоа,  

( ) ( )    . 

Сега, бидејќи |  , добиваме |  , па затоа |  .  

Значи, ако |  , тогаш |   или |  , па според теоремата 5.3 [ ]d  има 

својство на единствена факторизација. ■ 

 

6.6. Коментар. Познато е дека постојат точно 21 Евклидско поле [ ]d  и тоа 

за  

11, 7, 3, 2, 1, 2, 3, 5, 6, 7,11,13,17,19, 21, 29, 33, 41, 57, 73d      . 

Тоа не се сите квадратни полиња со единствена факторизација. Имено, Бекер и 

Старк во 1966 година докажале дека ако 0d   тогаш [ ]d  има својство на 

единствена факторизација ако и само ако  

163, 67, 43, 19, 11, 7, 3, 2, 1d          . 

Понатаму, ако 2 100d   постојат 60 квадратни полиња [ ]d  од кои точно 38 

имаат својство на единствена факторизација и тоа:  

2, 3, 5, 6, 7,11,13,14,17,19, 21, 22, 23, 29, 31, 33, 37, 38, 41, 43,

46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94, 97.

d 
 

Постои хипотеза дека за 0d   има бесконечно многу квадратни полиња со свој-

ство на единствена факторизација.  
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6.7. Теорема. Квадратните полиња [ ]d  за 11, 7, 3, 2, 1, 2, 3, 5d       се 

Евклидски.  

Доказ. Нека ,   се квадратно цели броеви во [ ]d  и нека 0  . Тогаш 

u v d

  , ,u v  Нека ,x y  се такви што  

1 1
2 2

0 | | , 0 | |u x v y      . 

Нека ,x y d     . Броевите   и   се квадратно цели во [ ]d  и ва-

жи 
 

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (( ) ( ) )

( )(( ) ( ) ),

N N N N

N N u x v y d

N u x d v y




     

    

    

 

па затоа  

2 2| ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) |N N u x d v y       .    (3) 

Ако 0d  , тогаш  

2 2 1
4 4

( ) ( )d u v d v y      , 

а ако 0d  , тогаш  

2 2 1 1
4 4

0 ( ) ( ) ( )u v d v y d       , 

Според тоа, ако 2,3, 1, 2d    , тогаш од (3) добиваме | ( ) | | ( ) |N N   , па за овие 

вредности на d  квадратното поле [ ]d  е Евклидско. 

За 11, 7, 3,5d      постапуваме малку поинаку. Да забележиме дека во сите 

овие случаи 1(mod4)d  . Нека u  и v  се дефинирани како претходно. Избираме 

y  да е најблизок до бројот 2v  и ставаме 1
2

s v y  . Тогаш 1
4

| |s  . Понатаму, 

избираме x  најблизок до бројот 1
2

u y  и ставаме 1
2

r u x y   . Тогаш 

1
2

| |r  . Нека 1
2

dx y     и    . Сега  

2 2( ) ( )( )N N r ds    . 

Од | | 11d   следува  

2 2 1 1
4 16

| | 11 1r ds     , 

па затоа | ( ) | | ( ) |N N   , што и требаше да се докаже. ■ 

 

6.8. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

2 3 11y x  . 
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Решение. Според теоремата 6.7 полето [ 11]  е Евклидско, па од теоремата 

6.5 следува дека тоа има својство на единствена факторизација. Единиците во 

[ 11]  се 1 . Затоа, согласно теоремата 5.9, од  

3( 11)( 11)y y x      

следува дека постои квадратно цел број број [ 11]   таков што  

311y    . 

Бидејќи  
3 3( )   , предзнакот   може да го испуштиме. Значи,  

311y   , 1 11
2 2 2

( ) 11b ba b a        . 

Ако ги изедначиме коефициентите пред 11 , добиваме  

2 3
2 2 2

1 3( ) 11( )b b ba   , 

односно  

2 2(3 3 2 ) 2b a ab b   . 

Оттука 1b  или 2b , па затоа ( , ) (0, 1),(1, 1),(1,2),(1, 3)a b     . Сега, од  

3 2
2 2 2

( ) 3( )( ) ( 11)b b by a a      , 

следува 4, 58y    . Решенијата на дадената равенка се ( , ) (3, 4),(15, 58)x y    . ■ 

 

 

 

7. МНОЖЕСТВОТО [ ]d  

 

7.1. Нека d  е цел број кој не е делив со квадрат на природен број поголем од 1. 

Во претходните разгледувања со [ ]d  го означивме множеството квадратни 

броеви од видот a b d , ,a b , т.е. [ ] { | , }d a b d a b   .  

За броевите на множеството [ ]d  важи дека збирот,разликата и производот 

на два броја од [ ]d  припаѓа на [ ]d . Понатаму, ако , [ ]d   и , 0   , 

тогаш ќе велиме дека во |   [ ]d , ако [ ]d



 . На пример, во [ 5]  важи 

2| (1 5) , но тоа не важи во [ 5] .  

Нормата на броевите во [ ]d  се дефинира на потполно ист начин како и нор-

мата во [ ]d . Јасно, ако [ ]d , тогаш ( )N   . Дефинираме единица во 

[ ]d  како број кој е делител на 1 во [ ]d . На потполно идентичен начин се 

докажува дека   е единица во [ ]d  ако и само ако ( ) 1N   . Јасно, ако 0d  , 
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тогаш во [ ]d  постојат бесконечно многу единици. Слично, како во случајот на 

претходно воведените поими, можеме да дефинираме прости броеви и еквива-

лентни броеви (асоцијации) во [ ]d . Понатаму, секој ненулти број во [ ]d  кој 

не е единица може да се претстави како производ од прости броеви во [ ]d . До-

казот на ова тврдење е идентичен со доказот на тврдењето за квадратното поле 

[ ]d .  

За [ ]d  ќе велиме дека има својство на единствена факторизација ако прет-

ставувањето на елементите на [ ]d  како производ на прости броеви во [ ]d  

единствено со точност редослед и еквивалентност на броевите. Теоремата 5.3 и 

нејзиниот доказ се точни во [ ]d .  

 

7.2. Теорема. Ако [ ]d  има својство на единствена факторизација, тогаш 2 

не е прост број во [ ]d . 

Доказ. Еден од броевите d  и 1d   е парен, па затоа 2| ( 1)d d  . Понатаму, од  

2( )( ) ( 1)d d d d d d d d       

следува 2| ( )( )d d d d  . Меѓутоа, 
2 2

[ ]dd d   и 
2 2

[ ]dd d  , па затоа 

во [ ]d  имаме 2 | d d  и 2 | d d . Значи, 2 е делител на производ на два 

броја од [ ]d , а не е делител на ниту еден од овие броеви и како [ ]d  има 

својство на единствена факторизација заклучуваме дека 2 не е прост број во 

[ ]d . ■  

 

7.3. Теорема. а) Ако 3d  , тогаш [ ]d  нема својство на единствена факто-

ризација, т.е. за 0d   само [ 1]  и [ 2]  имаат својство на единствена фак-

торизација.  

б) Ако 0d   и 1(mod4)d  , тогаш [ ]d  нема својство на единствена факто-

ризација.  

Доказ. а) Јасно, [ 1]  и [ 2]  имаат својство на единствена факторизаци-

ја. Нека 3d   и [ ]d  има својство на единствена факторизација. Според тео-

ремата 7.2 бројот 2 не е прост во [ ]d . Значи, постојат , [ ]d   такви што  

2   , | ( ) | 1,| ( ) | 1N N    . 

Според тоа,  

( ) ( ) ( ) 4N N N     , 

па затоа важи  
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| ( ) | | ( ) | 2N N    . 

Значи, постои a b d  , ,a b  таков што  

2 2 ( ) 2a db N     .     (1) 

Сега, бидејќи 3d  , ако 0b  , тогаш  

2 2 22 0 3 1 4a db       , 

што е противречност, а ако 0b  , тогаш  

2 2 22 a db a    , 

што повторно е противречност. Конечно, од добиените противречности [ ]d  

нема својство на единствена факторизација, кога 3d  .  

б) Нека 0d  , 1(mod4)d   и [ ]d  има својство на единствена факториза-

ција. Според теорема 7.2 бројот 2 не е прост во [ ]d . Сега, повторно како во до-

казот под а) постои a b d  , ,a b  таков што важи (1). Сега од (1) следува  

2 2 2 2 2 2(mod4)a b a db      ,  

што е противречност бидејќи за секој цел број m  важи 2 0m   или 1(mod4) . Ко-

нечно, од добиената противречност следува дека [ ]d  нема својство на един-

ствена факторизација, кога 0d   и 1(mod4)d  . ■ 

 

 

 

8. КИНЕСКА ТЕОРЕМА ЗА ОСТАТОЦИ 

 

8.1. Теорема. За даден ненулти квадратно цел број [ ]z d  бројот на класи-

те на еквиваленција во [ ]d  по модул z  е еднаков на | ( ) |N z .  

Доказ. Нека   е ненулти квадратно цел број во [ ]d , т.е. 
2 p q   , за 

некои ,p q . Нека z a b   , ,a b . Ако 0b  , тогаш  

1 1 2 2 (mod )a b a b z    , 

ако и само ако 1 2(mod )a a z  и 1 2(mod )b b z , па затоа бројот на класите на ек-

виваленција е еднаков на 
2 | ( ) |z N z .   

Нека претпоставиме дека 0b   и нека ( , )a b m . Тогаш ( )z a bp bq    . 

Бидејќи ( , )a bp b m  , коефициентот пред   во z ,   е квадратно цел број, мо-

же да биде произволен цел број делив со m  и ниту еден друг број. Понатаму, нај-

малиот природен број делив со z  е  

|( )( )| | ( )|a b a b N

m m

    
 . 
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Затоа за секој квадратно цел број   во [ ]d  постои единствен квадратно цел 

број A B     во [ ]d , каде ,A B , 
| ( )|

0
N z

m
A   и 0 B m  , таков што 

(mod )z  . Оттука следува дека бараниот број класи на еквиваленција е една-

ков на | ( ) |N z . ■ 

 

8.2. Дефиниција. За квадратно целите броеви , [ ]d   ќе велиме дека се 

заемно прости ако немаат други заеднички делители освен единиците во [ ]d .  

 

8.3. Теорема (Кинеска теорема за остатоци). Нека [ ]d  е квадратно поле 

со својство на единствена факторизација, 1 2, ,..., k    се по парови заемно прос-

ти квадратно цели броеви и 1 2, ,..., k    се произволни квадратно цели броеви во 

[ ]d . Тогаш постои квадратно цел број   во [ ]d  таков што (mod )i i    

за 1,2,...,i k  кој е единствен по модул 1 2... k   .  

Доказ. Доволно е тврдењето да го докажеме за 2k  . За произволен k  тврде-

њето следува од принципот на математичка индукција.  

Да означиме 1 1i i    . Доволно е да докажеме дека 2 2(mod )i    за 

барем еден 2{0,1,...,| ( ) | 1}i N   . Нека го претпоставиме спротивното. Бидејќи 

има 2| ( ) |N   класи на еквиваленција по модул 2 , постојат различни , {0,1,i j  

2...,| ( ) | 1}N   , i j , такви што 2(mod )i j    . Значи, 2 1| ( )i j i j       и 

како [ ]d  е квадратно поле со својство на единствена факториазија, а 1  и 2  

се заемно прости, добиваме дека 2 | i j  , што е противречност. ■ 

 

8.4. Пример. Ќе покажеме дека Кинеската теорема за остатоци не мора да ва-

жи во квадратно поле [ ]d  кое нема својство на единствена факторизација.  

Во примерот 6.4 видовме дека квадратното поле [ 5]  нема својство на 

единствена факторизација, бидејќи 9 3 3 (2 5)(2 5)        и квадратно 

простите броеви 3 и 2 5    не се еквивалентни.  

Ќе покажеме дека не постои квадратно цел број [ 5]   таков што 

0(mod )   и  1(mod3) . Нека претпоставиме дека таков   постои. Тогаш 

(3 1) 3 5m n     за некои ,m n . Ако |  , тогаш | 3 3( 2 ) 1n m n     . 

Но, | 9 , па затоа | (3( 2 ) 1,9) 1m n    , што е противречност. ■ 
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9. МАЛА ТЕОРЕМА НА ФЕРМА  

 

9.1. Во овој дел ќе дадеме генерализација на малата теорема на Ферма  

(mod )pa a p      (1) 

за квадратно цели броеви во [ ]d . Прво ќе ги разгледаме случаите кога 2d   

или 3(mod4) . Нека претпоставиме дека p  е непарен прост број кој не е делител 

на d . Тогаш од Њутновата биномна формула за r s d  , следува  

2 2

1

1

( ) ( )
pip

pp p p p i i p
i

i

r s d r r s d s d






         (2) 

и како за 1,2,..., 1i p   важи ( ) 0(mod )p
i p од (2) добиваме  

2 (mod )
p

p p pr s d p   ,    (3) 

па од (2) следува  
1

2 (mod )
p

p r sd d p


   .   (4) 

Сега од критериумот на Ојлер (теоремата VI 1.5) следува  

(mod ), ако ( ) 1,
( )(mod )

(mod ), ако ( ) 1.

d
pp d

p d
p

p
r s d p

p

 


    
  


 

Во случај кога 1(mod4)d   со аналогни пресметувања добиваме  

1

2

1
2

1
2

1 ( )

2

( )

2 ((2 ) )

2 ((2 ) )

(2 ( ))

(mod ), ако ( ) 1,

(mod ), ако ( ) 1.

p

d
p

p pd

p p

p p p

d
p

d

d
p

d
p

r s

r s s d

r s s d d

r s s d

r s

p

p



 





 

  

  

  

  

 

 


 
  


 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема (Ферма во [ ]d ). Ако   е квадратно цел број во [ ]d  и p  е 

непарен прост број, тогаш  

(mod )p p  , ако ( ) 1d
p
 ,    (5) 

(mod )p p  , ако ( ) 1d
p
  . ■   (6)  



Квадратни полиња   

 

 

276 

 

9.2. Пример. а) Нека 1 2 3 [ 3]    и 13p  . Од теоремите VI 1.6 и VI 

2.3 (Гаусовиот закон за реципроцитет) следува 3 13
13 3

( )( ) 1  и 13 1
3 3

( ) ( ) 1  , т.е. 

3
13

( ) 1 , па затоа 
13 (mod13)  .  

б) Нека 1 2 2 [ 2]    и 13p  . Од теоремата VI 1.11 (правилото на 

двојката) следува 

213 1
82

13
( ) ( 1) 1



    , па затоа 
13 (mod13)  . ■ 

 

9.3. Последица. Ако   е квадратно цел број во [ ]d , p  е непарен прост 

број и ( ) 1d
p
  , тогаш  

1 ( )(mod )p N p   . 

Доказ. Бидејќи (mod )p  за секој квадратно цел број   и ( ) 1d
p
  , ако 

оваа конгруенција ја помножиме со конгруенцијата (6) добиваме  

1 ( )(mod )p N p    . ■ 

 

9.4. Теоремата 9.1 ја има следнава примена. Ако (6) ја помножиме со   до-

биваме  

1 ( )(mod )p N p    ,    (7)  

ако ( ) 1d
p
  . Понатаму, од (5) следува дека при 2n   важи  

1 1 1

( ) ( ) (mod )
n n n np p p p p nkp p

  

      , 

бидејќи сите членови во Њутновиот биномен развој 
1

( )
npkp


 , различни од 

1np 

 , се деливи со 
np . Сега, ако   и p  немаат заеднички квадратно цел дели-

тел во [ ]d , кој не е единица, тогаш  

1( 1) 1(mod )
np p np
   ,      (8) 

ако ( ) 1d
p
 . Аналогно  

1 1 1 1( 1) 1( ) ( ( ) ) ( ( )) (mod )
n n n np p p p p p nN kp N p
            ,    (9)  

ако ( ) 1d
p
  . Конгруенциите (9) и (10) се генерализации на теоремата на Ојлер во 

[ ]d  кога модулот е од видот 
np .  
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10. РАВЕНКИ ОД ПЕЛОВ ТИП  

 

10.1. Равенката од видот 2 2x dy a  , a  и d  не е точен квадрат ја на-

рекуваме равенка од Пелов тип. Во равенката од Пелов тип условот d  не е точен 

квадрат е еквивалентен со условот d  не е делив со квадрат на природен број 

поголем од 1. Навистина, ако 2, ,d ck c k  , тогаш  со смената z ky  добиваме 

еквивалентна равенка од Пелов тип 2 2x cz a   во која c  не е делив со квадрат 

на природен број поголем од 1.  

За 1a   равенката од Пелов тип се сведува на равенката на Пел  

2 2 1x dy       (1) 

Во теоремата VIII 9.5 докажавме дека ако 1 1( , )x y  е фундаменталното решение на 

(1), тогаш сите решенија ( , )n nx y  на (1) се дадени со  

1 1( ) ,n
n nx y d x y d n    . 

Сега, ако земеме 1 1x y d  , добиваме дека сите решенија на (1) се дадени со 

,n
n nx y d n   . Понатаму, ако се има предвид дека ,

n
n nx y d n   , 

добиваме дека решенијата на (1) се дадени со  

2 2
, ,

n nn n

n n d
x y n      .   (2) 

Решенијата (2) на равенката (1) се запишани во нотацијата на квадратните по-

лиња. Притоа, самата равенка на Пел може да се запише како ( ) 1N   , каде 

x y d   е квадратно цел број во [ ]d . Бидејќи ,   и ,   се решенија на 

равенката на Пел, ние истата ја решававме во множеството , т.е. зедовме 

, 0x y  .  

 

10.2. Равенка од Пелов тип која е во најдиректна врска со равенката на Пел е 

равенката  

2 2 1x dy   ,     (3) 

односно равенката ( ) 1N   , каде x y d   е квадратно цел број во [ ]d . 

Оваа равенка нема решение за секој d . На пример, равенката 2 23 1x y    нема 

решение, бидејќи левата страна е конгруентна со 1 по модул 3, а десната страна е 

конгруентна со 1  по модул 3. Понатаму, за да (3) има решение, бројот d  мора 

да е делител на 2 1x   за некој природен број x , а знаеме дека таков x  постои ако 

и само ако сите непарни прости делител на d  се од видот 4 1k   и 4 | d , види 

теорема IV 5.1. Покасно ќе видиме дека и ова не е доволен услов за постоење на 

решенија на равенката (3). Ако равенката (3) има решение, тогаш најмалото 
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нејзино решение во множеството природни броеви ќе го нарекуваме фундамен-

тално решение.  

 

10.3. Теорема. Нека равенката (3) има решение и нека 1 1x y d  е нејзино 

фундаментално решение. Тогаш 2
1 1( )x y d  е фундаментално решение на равен-

ката (1). Ако 1 1( ) ,n
n nx y d x y d n    , тогаш во множеството  сите ре-

шенија на равенката (1) се дадени со  

2
2 2 1 1( ) ,n
n nx y d x y d n    , 

а сите решенија во множеството природни броеви на равенката (3) се дадени со  

2 1
2 1 2 1 1 1( ) ,n
n nx y d x y d n
     , 

Доказ. Имаме 1 1( ) ,n
n nx y d x y d n    , па затоа  

2 2 2 2( ) ( 1)n n
n n n nx dy x dy     . 

Значи, навистина 2 2n nx y d  е решение на (1), а 2 1 2 1n nx y d   е решение на 

(3). Нека претпоставиме дека за решението a b d  на равенката (1) важи  

2
1 11 ( )a b d x y d    . 

Од 1 1 1 1( )( ) 1x y d x y d     следува 1 10 1x y d   , па затоа  

1 1 1 1 1 1( )( )x y d x y d a b d s t d x y d          , 

каде  

1 1s ax dby  , 1 1t ay bx   

и важи 2 2 1s dt   . Сега, од 0s t d   и 0s t d  , следува 0t  . Ако 0s  , 

тогаш од 1 1x y d s t d     следува 1 1s t d x y d    . Значи,  | |s t d  е 

решение на (3) кое е помало од фундаменталното, што е противречност.  

Нека претпоставиме дека u v d  е решение на (3) кое не е содржано во 

низата 2 1 2 1n nx y d  . Тогаш постои m  таков што  

2 1 2 1
1 1 1 1( ) ( )m mx y d u v d x y d      . 

Ако горнитре неравенства ги  помножиме со 2
1 1( ) mx y d , добиваме  

1 1 1 1x y d w z d x y d      ,  

каде 2 2 1w dz   . Но, веќе докажавме дека такви w  и z  не може да постојат. ■ 

 

10.4. Пример. Определи ги сите парови квадратно цели броеви ( , )x y  во поле-

то [ 2]  такви што 1 1 2
x y
  .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката  
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(2 1)(2 1) 1x y   . 

Значи, елементот 2 1x  е единица во [ 2] . Понатаму, сите единици во [ 2]  

се решенијата на равенките  

2 22 1u v   .           (4) 

Фундаменталното решение на равенката 2 22 1u v    е 1 1 2 1 2u v   , па од 

теоремата 10.3 следува дека сите решенија на равенките (4) се дадени со 

(1 2)n  , n  (Зошто?). Според тоа,  

2 1 (1 2)nx     и 2 1 (1 2) ny     , за некој n .  

Понатаму, x  и y  треба да се квадратно цели броеви во [ 2] , па затоа треба да 

биде уште 2 (1 2) 1(mod2)nu v    , односно 1(mod2)u   и 0(mod2)v  , 

што е исполнето ако и само ако 2n k  за k . ■ 

 

10.5. Пример. Докажи дека равенката од Пелов тип  

2 234 1x y       (5) 

нема целобројни решенија.  

Решение. Со методот на Чакравала или со методот на верижни дропки лесно 

се наоѓа фундаменталното решение на соодветната равенка на Пел: 35 6 34 . 

Сега, ако  1 1 34x y  е фундаменталното решение на (5), тогаш од претходната 

теорема следува дека  

2
1 1( 34) 35 6 34x y   , 

од каде го добиваме системот равенки  

2 2
1 1

1 1

34 35,

3,

x y

x y

  



 

кој нема целобројни решенија. Затоа равенката (5) нема целобројни решенија. ■ 

 

10.5. Лема. Ако p  е прост број и 1(mod4)p  , тогаш равенката 2 2 1x py    

има целобројни решенија.  

Доказ. Нека 1 1x y d  е фундаментално решение на равенката 2 2 1x py  . 

Тогаш 2 2
1 1 1(mod4)x y  , па затоа 1x  е непарен, а 1y  е парен. Од 1 11 1

2 2
( , ) 1
x x 

  и 

1 1 11 1 2
2 2 2

( )
x x y

p
 
   следува дека постојат ,a b , ( , ) 1a b   такви што  

1 1 11 12 2
2 2 2

, ,
x x y

pa b ab

   . 



Квадратни полиња   

 

 

280 

Оттука следува 2 2 1b pa  . Но, 1u y , па како 1 1x y d  е фундаментално 

решение на равенката 2 2 1x py   знакот + отпаѓа, односно важи 2 2 1b pa   , 

што значи дека равенката 2 2 1x py    има целобројно решение. ■ 

 

10.6. Нека d  е природен број кој не е точен квадрат. Да ја разгледаме равен-

ката од Пелов тип  

2 2 4x dy      (6) 

Како што знаеме, равенката (1) има бесконечно многу целобројни решенија и ако 

( , )a b  е нејзино решение, тогаш 2 , 2x a y b   е решение на равенката (6). Според 

тоа, равенката (6) има бесконечно многу целобројни решенија. Точна е следнава 

теорема.  

 

Теорема. Ако 1 1( , )x y  е фундаменталното решение на равенката (6), тогаш  си-

те нејзини решенија во множеството природни броеви се дадени со формулата  

1 1

2 2
( ) ,n nx y d x y d n n

 
  . 

Доказ. Доказот е потполно аналоген на доказот на теоремата VIII 9.5. Деталите 

ги оставаме на читателот за вежба. ■ 

 

10.7. Сега да ги разгледаме случаите кои може да се појават во зависност од 

парноста на броевите 1x  и 1y . Јасно, случајот кога 1y  е непарен, а 1x  е парен не е 

можен, па затоа можни се следниве три случаи:  

- Ако 1x  и 1y  се парни, тогаш за секој n  броевите nx  и ny  се парни и 

1 1

2 2

x y
d  е фундаментално решение на равенката (1).  

- Ако 1x  е парен, а 1y  е непарен, тогаш 4 | d , т.е. 4 'd d  и 1
12

'
x

y d  е 

фундаментално решение на равенката 
2 2' 1x d y  .  

- Ако 1x  и 1y  се непарни, тогаш 2 2
1 1 4 5(mod8)d dy x    . Според тоа, 

потребе услов равенката (6) да има решение во множеството непарни бро-

еви е 5(mod8)d  . На пример, за 5,13,21,29d   равенката (6) има решени-

ја во множеството непарни броеви. Така, за 5d   нејзиното фундаментално 

решение е 1 1( , ) (3,1)x y  . Но, условот 5(mod8)d   не е и доволен, бидејќи, 

на пример, за 37d   фундаменталното решение на (6) е 1 1( , )x y   (146,24) , 

па затоа сите нејзини решенија се парни.  

10.8. Лема. Ако равенката (6) има решение во множеството непарни броеви и 

ако 1 1x y d  е нејзиното фундаментално решение, тогаш  
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1 1 3 3 2 2 31 1
1 1 1 1 1 12 8 8

( ) ( 3 ) (3 )
x y d

x dx y x y dy d


     

е фундаментално решение на равенката (1).  

Доказ. Броевите 1x , 1y  се непарни и 5(mod8)d  , па затоа  

2 2 2 2
1 1 1 13 1 15 0(mod8), 3 3 5 0(mod8)x dy x dy        , 

што значи дека броевите 
3 21

1 1 1 18
( 3 )u x dx y   и 2 3

1 1 1 1(3 )v x y dy   се цели. Пона-

таму 
2 2
1 12 2 3

1 1 4
( ) 1
x dy

u dv


   , т.е. 1 1u v d  е решение на (1).  

Да претпоставиме дека 1 1u v d  не е фундаментално решение на (1) и нека 

1 1s t d  е фундаменталното решение на (1). Тоа значи дека  

1 1 3
1 1 2

1 ( )
x y d

s t d


   . 

Притоа не може да биде 1 1
1 1 2

x y d
s t d


  , бидејќи тогаш 1 12 2s t d  ќе биде 

решение на (6) кое е помало од 1 1x y d , што е противречност. Исто така, не 

може да биде 1 1 2
1 1 2

( )
x y d

s t d


  , бидејќи бројот 
2 2
1 1

4

x dy
 не е природен број. 

Затоа  

1 1 1 1 1
1 12 2

( ) ( )
x y d x y di is t d
         (7) 

за 1i   или 2i  . Ако неравенствата (7) ги помножиме со 1 1

2
( )
x y d i

 добиваме  

1 1

2 2
1

x y da b d   , 

каде 2 2 4a db  , што противречи на претпоставката дека 1 1x y d  е фундамен-

тално решение на равенката (6). ■ 

 

10.9. Да ја разгледаме равенката  

2 2 4x dy       (8) 

Оваа равенка не мора да има решенија. Меѓутоа, ако равенката (3) има решение, 

тогаш и равенката (8) има решение, и тоа во множеството парни броеви. Но, 

равенката (8) може да има решенија и во множеството непарни броеви. Така, на 

пример за 5d   решение е 1x y  , а има непарни решенија и за 13,29,53d  . 

Повторно потребен услов за постоење непарни решенија е 5(mod8)d  . Точна е 

следнава теорема.  

 

Теорема. Нека претпоставиме дека равенката (8) има решение и 1 1x y d  е 

нејзиното фундаментално решение. Тогаш сите решенија на оваа равенка се да-

дени со формулата  
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1 1

2 2
( )n nx y d x y d n 

  n  е непарен број, 

а 1 1 2
2

( )
x y d

 е фундаменталното решение на равенката (6).  

Доказ. Доказот е потполно аналоген на доказот на теоремата 10.3. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба. ■  

 

10.10. Пример. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

2 25 4x y  .     (9) 

Решение. Соодветната равенка на Пел е 2 25 1x y   и нејзиното фундамен-

тално решение е 9 4 5 . Понатаму, од лемата 10.8 следува дека ако 1 1 5x y  е 

фундаменталното решение на равенката (9), тогаш  

3 2
1 1 1

2 3
1 1 1

72 15 ,

32 3 9 .

x x y

x y y

  


 

   (10) 

Понатаму, бидејќи 1x  и 1y  се природни броеви, од втората равенка на системот 

добиваме дека единствена можност е 1 1y   и сега лесно се добива дека 1 3x   и 

тоа е решение на системотѕ (10). Според тоа, фундаменталното решение на ра-

венката (9) е 3 5 . Сега, од теорема 10,6 следува дека во множеството природни 

броеви сите решенија на равенката (9) се дадени со  

3 5
2

5 2( ) ,n
n nx y n   .  

Според тоа: 1 1( , ) (3,1)x y  , 2 2( , ) (7,3)x y  , 3 3( , ) (18,8)x y  , 4 4( , ) (47,21)x y  , ... 

Забележуваме дека за првите четири решенија на равенката (9) важи  

2n nx l  и 2n ny f ,     (11) 

каде nf  се Фибоначиевите броеви, а nl  се Лукасовите броеви определени со  

1 21, 3l l   и 2 1n n nl l l   , за 1n  . 

Постапувајќи аналогно како во доказот на теоремата VIII 9.6, може да се докаже 

дека формулите (11) се точни за секој n . Деталите ги оставаме на читателот 

за вежба. ■ 

 

10.11. Сега да ја разгледаме општата равенка од Пелов тип  

2 2x dy a  , a ,     (12)  

која ја запишуваме во видот ( )N a  , каде x y d  . Ако 0 0 0x y d    е 

едно нејзино решение, а u v d   е фундаменталното решение на равенката на 

Пел 2 2 1x dy  , тогаш за  

( ) ( )n nu v d x y d     за n    (13) 



Р. Малчески  

 

 

283  

од својствата на нормата следува ( ) ( ) ( ) 1n n nN N N a a       , т.е. броевите  

(13) се решенија на равенката (12). Според тоа, за да ја решиме равенката од 

Пелов тип (12), прво треба да ја решиме соодветната равенка на Пел 2 2 1x dy  . 

Во следната теорема ќе покажеме дека сите решенија на равенката (12) се ге-

нерирани со конечниот број нејзини таканаречени мали решенија.  

 

10.12. Теорема. Нека a  е цел број, 1 1 1x y d    е решение на равенката (12) 

и u v d   е фундаменталното решение на соодветната равенка на Пел. Тогаш 

постојат решение 0 0 0x y d    на равенката (12) и цел број m  такви што  

1 0
m    и 2

02 | | ( 1)x a u  . 

Доказ. Постои m  таков што  

1| | | |ma a

    . 

Тогаш и 0 1 0 0
m x y d       е решение на (12) и важи  

0

1
0 0 0 0

[ | |, | |)

2 | | | | | | max | | | |
a

a a
t

a

x t a





 

         . 

Ако го квадрираме последното неравенство и земеме предвид дека 1 2u


  , ја 

добиваме саканата оценка. ■ 

 

10.13. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката:  

а) 2 27 2x y  ,  

б) 2 26 29x y   .  

Решение. а) Фундаменталното решение на соодветната равенка на Пел е 

7 8 3 7u v   . Ќе ги определиме сите решенија на равенката 2 27 2x y   за 

кои важи 22 | | ( 1) 18x a u   . Значи, | | 3x   и 
2 22 3 2
7 7

| | 1xy     . Единстве-

но такво решение до еквивалентност во [ 7]  е 3 7 .  

Според тоа, сите решенија ( , )x y  на дадената равенка се определени со:   

7 (3 7)(8 3 7) ,n
n nx y n      . 

б) Фундаменталното решение на соодветната равенка на Пел е 6u v 

5 2 6 . Ќе ги определиме сите решенија на равенката 2 26 29x y    за кои е 

важи 22 | | ( 1) 174x a u   . Значи, | | 10x   и 
2 29 87 29
6 6

| | 5xy     . Единстве-

но такво решение до еквивалентност во [ 6]  е 5 3 6 .  
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Според тоа, сите решенија ( , )x y  на дадената равенка се определени со:   

6 (5 3 6)(5 2 6) ,n
n nx y n      . ■ 

 

10.14. Пример. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

2 23 2 1x y  .    (14) 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката 2 29 6 3x y  . Вове-

дуваме смена 3x z  и ја добиваме равенката  

2 26 3z y  .     (15) 

Фундаменталното решение на соодветната равенка на Пел е 6u v  5 2 6 . Ќе 

ги определиме сите решенија на равенката 2 26 3z y   за кои е исполнетао  

22 | | ( 1) 18z a u   . Значи, | | 3z   и 
2 3 9 3
6 6

| | 1xy     . Единствено такво ре-

шение до еквивалентност во [ 6] е 3 6 . Според тоа, сите решенија ( , )z y  на 

равенката (15) се определени со:   

6 (3 6)(5 2 6) ,n
n nz y n      .     (16) 

Сега, за да ги  определиме решенијата на равенката (14) потребно е да најдеме за 

кои решенија на равенката (15) важи 3| nz .  

Ако  6n nz y  е решение на равенката (15), тогаш од (16) следува дека  

1 16 (5 2 6)( 6)n n n nz y z y     ,  

од каде го добиваме рекурентните формули  

1 15 12n n nz z y    и 1 12 5n n ny z y   , 

од каде следува рекурентната формула  

1 110n n nz z z   .    (17) 

Сега, од (16) можеме директно да пресметаме дека 0 3z   и 1 27z  , односно 

0 3z   и 1 27z   , па од рекурентната формула (17) следува дека и во двата 

случаја секој nz  е делив со 3, односно определува по едно решение 
3
nz

nx  . ■  
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