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Wallace-Simsonov pravac

Mirta Alilovi¢; Zdenka Kolar-Begovi¢, Ljiljana Primorac
Gajcic!

Sazetak

U radu se razmatra pravac na kojem leZe noZista okomica, povuce-
nih na stranice trokuta, iz to¢ke koja leZi na kruZnici opisanoj tom tro-
kutu. Taj pravac je u literaturi poznat pod imenom Wallace-Simsonov
pravac. Navedeni su zanimljivi elementi povijesti otkri¢a ovog pravca.
Promatrana su neka njegova zanimljiva geometrijska svojstva te veze
s Eulerovom kruZznicom trokuta.

Kljuéne rijeéi: Wallace-Simsonov pravac, trokut, opisana kruznica,
Eulerova kruznica

The Wallace-Simson line

Abstract

In this paper we consider the line through the feet of the perpendi-
culars to the sides of a triangle from a point of its circumcircle. This
line is known as the Wallace-Simson line. The interesting elements of
history of its discovery are given. Some interesting properties of this
line are also discussed as well as the relationships with the Euler circle
of a triangle.
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Robert Simson
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(1768.-1843.)
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astronom
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1 Iz povijesti Wallace-Simsonovog pravca

Geometrijska tvrdnja da su noZzista okomica iz tocke ravnine na stranice
trokuta kolinearna ako i samo ako ta tocka lezi na trokutu opisanoj kruz-
nici poznata je u veéini izvora kao Simsonov teorem iz uvjerenja da je skot-
ski matematic¢ar Robert Simson iz Glasgowa otkrio ovaj teorem. Mackay
u [4] navodi da je to pogresno, jer se teorem ne moze nadi ni u jednom
Simsonovom objavljenom djelu. Vrijedi spomenuti i da nijedan autor koji
je upotrijebio termin Simsonov pravac nije nikada naveo referencu ni bilo
koji odlomak Simsonovih djela gdje se moZe naci teorem. Kako je onda
nastala ta pogreska? Da se teorem pripisuje Simsonu prvi put govori F. J.
Servois 1814. godine u ¢lanku u Annales de Mathématiques. Servois samo
kaZze da vjeruje da je teorem Simsonov. Jean-Victor Poncelet u djelu Pro-
priétés Projectives, objavljenom 1822. godine, napominje da Servois teorem
pripisuje Simsonu. Mackay napominje da je taj rezultat Poncelet pogresno
pripisao Robertu Simsonu i to je imalo za posljedicu da autori preuzmu tu
¢injenicu i daju ime Simsonov pravac.

Ako se zasluga otkri¢a ovog pravca ne moZe pripisati Simsonu, kome za-
ista pripada? U Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society Thomas
Muir spominje ¢injenicu da se doti¢ni teorem pojavljuje u ¢lanku koji je na-
pisao Skotski matematicar William Wallace u Mathematical Repository. Tom
¢lanku prethodio je jedan njegov ¢lanak u Mathematical Repository u ko-
jem iznosi tvrdnju da kruZznica odredena sjeciStima triju tangenti parabole
prolazi kroz fokus parabole. U dokazu te tvrdnje Wallace promatra oko-
mice iz fokusa na tri tangente parabole i pokazuje da noZista okomica leze
na tangenti kroz tjeme parabole (slika [I). Drugim rije¢ima tangenta kroz
tieme parabole je takozvani Simsonov pravac fokusa s obzirom na trokut
odreden sjecistima te tri tangente. Ovdje je pretpostavka da trokut varira
prema odredenom zakonu, a da je tocka iz koje su okomice povucene na
njegove stranice fiksna. Promijenimo li sada pretpostavku i pretpostavimo
da je trokut fiksan, a da tocka iz koje konstruiramo okomice na njegove
stranice varira prema odredenom zakonu, pojavljuje se odjednom teorem
¢ije podrijetlo trazimo. Uska povezanost teorema o paraboli i Simsonovog
pravca i odgovarajuca objava Wallaceovih ¢lanaka u Mathematical Repository
upucuje da se do otkri¢a Simsonovog pravca doslo nakon otkrica svojstava
parabole. Treba navesti relevantnu ¢injenicu da Simson u Sectiones Conicae
ne spominje svojstva parabole. Otkri¢e ovoga pravca kojeg, zbog spomenu-
tih ¢injenica, zovemo Wallace-Simsonov pravac stoga treba vezati za 1799.
odnosno 1800. godinu.

Tijekom godina, Wallace-Simsonov pravac je budio zanimanje ljubitelja
geometrije te su otkrivena njegova brojna svojstva. U radu navodimo neka
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od njih te dajemo primjer geometrijske tvrdnje ¢iji se dokaz znatno pojed-
nostavljuje primjenom Wallace-Simsonovog pravca.

Slika 1: Wallace-Simsonov pravac fokusa parabole s obzirom na trokut
odreden sjeciStima tri tangente parabole

2 Wallace-Simsonov teorem

Trokut kojemu su vrhovi noZzista okomica povucenih iz toc¢ke T na stranice
trokuta ABC, nazivamo nozisni ili pedalni trokut pola T s obzirom na dani
trokut ABC. Pol nozisnog trokuta moZze biti bilo koja toc¢ka ravnine danog
trokuta.

Promotrimo sada slucaj kada pol pripada kruznici opisanoj trokutu ABC.
Vrijedi sljedeca tvrdnja

Teorem 2.1 (Wallace-Simson). Neka je dan trokut ABC i tocka T u ravnini.
Nozista okomica iz tocke T na stranice trokuta ABC su kolinearna ako i samo ako
tocka T leZi na kruZnici opisanoj trokutu ABC.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC i tocka T koja pripada kruZnici opisanoj
trokutu ABC. Oznac¢imo s D, E i F noziSta okomica iz tocke T na pravce
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AB, BC i CA redom. Dokazat ¢emo da su tocke D, E i F kolinearne, tj.
dokazat ¢emo da vrijedi 4BED = £CEF.

Kako pravokutni trokuti TEB i TDB imaju zajedni¢ku hipotenuzu TB, to im
se opisane kruznice podudaraju, pa zaklju¢ujemo da je ¢etverokut TEDB
tetivni ¢etverokut, slika2] Tada su kutovi ZBTD i ZBED kutovi nad istim
kruznim lukom, te vrijedi £ BTD = £BED. Analogno zaklju¢ujemo da je i
Cetverokut TFCE tetivni, te da vrijedi LCEF = LCTF.

Kako je Cetverokut ABTC tetivni (A, B, Ci T leZe na trokutu ABC opisanoj
kruZnici), za njegove kutove vrijedi

LCAB+ 4ABTC = LCAB + £BTD + 4DTC = 180°.

Kako su trokuti ADT i ATF pravokutni to je ¢etverokut ADTF tetivni pa
za njegove kutove vrijedi

LCAD + £DTF = £CAB+ ADTC + £CTF = 180°.

Iz navedenih jednakosti slijedi £ BTD = £CTF, odnosno £BED = £CEF,
Sto je i trebalo dokazati.

Slika 2: Nozista okomica iz tocke T odreduju Wallace-Simsonov pravac
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DokaZimo sada drugi smjer. Dokazat ¢emo da ako su noZista D,E i F

okomica povucenih iz tocke T na stranice trokuta ABC kolinearna tada je
Cetverokut ABTC tetivni, tj. vrhovi trokuta ABC i tocka T leZe na istoj kruz-
nici.
Cetverokuti TEDB i TFCE su tetivni, pa vrijedi K DEB = £DTB, odnosno
AFTC = AFEC. Kako su kutovi LFEC i £DEB vrsni, vrijedi {FEC =
ADEB, stogai £LFTC = £DTB. Oc¢ito je £BAC = £DAF. Kako je etvero-
kut ADTF tetivni to vrijedi

LCAB+ £BTC = ADAF + LCTD + £DTB
= ADAF + £CTD + LFTC
= ADAF + LFTD = 180°,

iz ¢ega slijedi da je Cetverokut ABTC tetivni. Dakle, tocka T leZi na trokutu
ABC opisanoj kruznici. O

Pravac na kome leZe nozista okomica iz to¢ke T kruZznice opisane trokutu
ABC na pravce BC, CA i AB nazivamo Wallace-Simsonov pravac tocke T' s
obzirom na trokut ABC. Na neki nac¢in smo pomoc¢u Wallace-Simsonovog
pravca karakterizirali tocke kruznice opisane trokutu.

Kolinearnost promatranih nozista moZze se dokazati i pomo¢u Menelaje-
vog teorema, kako je prikazano u [1].

Uo¢imo da je Wallace-Simsonov pravac vrha trokuta pravac na kojem
lezi visina povucena iz tog vrha.

Pokazimo sada vezu dva Wallace-Simsonova pravca pridruzena dvjema
razlic¢itim tockama. Vrijedi sljedeca tvrdnja:

Teorem 2.2. Kut kojeg zatvaraju dva Wallace-Simsonova pravca pridruZena toc-
kama P i Q sukladan je obodnom kutu nad kruznim lukom PQ.

Dokaz. Neka je dana to¢ka P na kruZnici k, opisanoj trokutu ABC i ozna-
¢imo s Dp, odnosno Ep noZiste okomice iz tocke P na pravac AB, odnosno
BC. Analogno oznacavamo noZista okomica iz tocke Q koja pripada kruz-
nici k,. Nadalje, ozna¢imo s P’ sjeciste pravca PDp i kruZznice k, (slika .
Cetverokuti PCP'B i PEpDpB su tetivni, pa vrijedi £ PP'C = £PBC, od-
nosno £{PBEp = £PDpEp pa vrijedi £ PP'C = £PDpEp odakle slijedi da
je pravac CP’ paralelan s Wallace-Simsonovim pravcem sp tocke P.

Na analogan naé¢in to¢ki Q pridruzimo tocku Q' i pravac CQ’ koji je parale-
lan s Wallace-Simsonovim pravcem sq tocke Q. Stoga je kut koji zatvaraju
pravci sp i sg sukladan kutu P'CQ’. Kako je PQ = P'Q, tvrdnja vrijedi. [J
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Slika 3: Wallace-Simsonovi pravci sp i sg

Prema prethodno dokazanom teoremu i Talesovom teoremu o obodnom
kutu nad promjerom kruznice slijedi okomitost Wallace-Simsonovih pra-
vaca pridruzenih dvjema dijametralno suprotnim tockama kruznice k,. Za-
nimljiva je i veza Wallace-Simsonovog pravca i ortocentra trokuta iskazana
sljede¢im teoremom.

Teorem 2.3. Wallace-Simsonov pravac tocke T s obzirom na trokut ABC raspo-
lavlja HT gdje je H ortocentar trokuta ABC.

Dokaz. Oznagimo s C' sjeciste pravca na kojem leZi visina CCy i kruZznice
k,. Prema svojstvima ortocentra [5, Teorem 11.1] (osnosimetri¢ne slike or-
tocentra trokuta s obzirom na pravce na kojima leZe stranice trokuta leze na
trokutu opisanoj kruznici), tada vrijedi |HC; | = |C1C’|. Nadalje, oznac¢imo
s P sjeciste duzine C'T i stranice AB, a s Q sjeciste pravca HP i pravca TD,
gdje je D noZiste okomice iz T na AB (slika ).

Trokuti HC'P i QTP su sli¢ni jer imaju sukladne kutove, te su i jednako-
kra¢ni buduéi da znamo da visina PC; raspolavlja stranicu HC'. Dakle,
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vrijedi i |[TD| = |DQ)|.

Oznagimo s Tj sjeciste pravca TQ i kruZnice k,. Kutovi ZC'CTyi ZC'TT; su
sukladni jer su obodni nad istim kruznim lukom, pa zbog sli¢nosti trokuta
HC'PiQTPslijedii £C'HQ = £C'CTy.

Stoga zakljuc¢ujemo da je pravac HQ paralelan s pravcem CTj, te stoga i
s Wallace-Simsonovim pravcem st. Uo¢imo da za trokut THQ vrijedi da
pravac st raspolavlja stranicu TQ, a kako je paralelan s HQ, mora raspo-

lavljati i stranicu HT. O
sp
& T
K
A I D B
o {
o) §

Slika 4: Wallace-Simsonov pravac tocke T raspolavlja duzinu HT

3 Veza Wallace-Simsonovog pravca i Eulerove
kruZnice

Promotrimo sada vezu Wallace-Simsonovog pravca i Eulerove kruznice koju
neki autori nazivaju kruznica devet to¢aka. Na Eulerovoj kruznici trokuta
ABC leze nozista visina, polovista stranica i polovista duzina AH, BH i
CH, gdje je H ortocentar trokuta ABC. Veza Wallace-Simsonovog pravca i
Eulerove kruznice opisana je sljede¢im teoremima.
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Teorem 3.1. Neka tocka T lezi na kruznici opisanoj trokutu ABC. Poloviste du-
zine HT, gdje je H ortocentar trokuta ABC, leZi na Wallace-Simsonovom pravcu
tocke T i na Eulerovoj kruZnici trokuta.

Dokaz. Ranije smo pokazali da Wallace-Simsonov pravac tocke T raspo-

- 1
lavlja duzinu HT. Nadalje, homotetija h7; preslika to¢ku T u poloviste T’
duzine HT, tj. za svaku tocku T koja leZi na kruznici opisanoj trokutu ABC,
poloviste T' duzine HT leZi na Eulerovoj kruZnici kg, slika O

%
h

A ~— B

Slika 5: Wallace-Simsonov pravac tocke T sijece Eulerovu kruZnicu u polo-
vistu duzine HT

Drugim rije¢ima, Wallace-Simsonov pravac tocke T sije¢e Eulerovu kruz-
nicu u polovistu duzine HT. Promotrimo sljede¢u tvrdnju o Wallace-Simso-
novom pravcu i Eulerovoj kruznici.

Teorem 3.2. Sjeciste dva Wallace-Simsonova pravaca sp i sg dviju dijametralno
suprotnih tocaka P i Q leZi na kruZnici k.
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1
Dokaz. Homotetija h} preslika promjer PQ kruznice k, u promjer P'Q’
kruznice kg. Pravac sp, odnosno s prolazi tockom P’, odnosno Q’, a kako
su medusobno okomiti, prema Talesovom teoremu o obodnom kutu nad
promjerom kruznice slijedi da i njihovo sjeciste M pripada toj kruznici,
slika O

Slika 6: Sjeciste Wallace-Simsonovih pravaca dijametralno suprotnih to-
¢aka kruZznice k, lezi na Eulerovoj kruznici kg

U literaturi se mogu naci brojne generalizacije Wallace-Simsonovog te-
orema. Jednu od najpoznatijih generalizacija dao je J. D. Gergonne na slje-
dedi nacin:

Teorem 3.3 (Gergonne). Neka je ABC trokut, a T tocka u ravnini. NoZista oko-
mica iz tocke T na stranice trokuta ABC odreduju trokut konstantne povrsine ako
i samo ako tocka T leZi na kruznici koncentri¢noj opisanoj kruznici trokuta ABC

(slika 7).

U [6] se mogu nadi i neke druge zanimljive generalizacije Wallace-Simsonovog
pravca.
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Slika 7: Generalizacija Wallace-Simsonovog teorema

Literatura

[1] M. Alilovi¢, Znacajni pravci u geometriji trokuta, Diplomski rad, Odjel za
matematiku, Osijek, 2018.

[2] H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer, Geometry revisited, The Mathematical
Association of America, Washington, 1967.

[3] R. Honsberger, Episodes in Nineteenth and Twentieth Century Euclidean
Geometry, The Mathematical Association of America, Washington,
1995.

[4] J. Mackay, The Wallace line and the Wallace point, Proceedings of the
Edinburgh Mathematical Society, 9 (1890), 83-91.

[5] D.Palman, Trokut i kruznica, Element, Zagreb, 1994.

[6] P. Pech, E. Skiisovsky, On the Simson-Wallace theorem, South Bohemia
Mathematical Letters, 21 (2013), 59-66.

146



	Iz povijesti Wallace-Simsonovog pravca
	Wallace-Simsonov teorem
	Veza Wallace-Simsonovog pravca i Eulerove kružnice

