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Ñàáîòà, 22. Àïðèë 2023

Çàäà÷à 1. Íåêà (an)
1

n=1 å íèçà îä ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè òàêâà øòî a1 = 1, a2 = 2 è
a4
n+1

a3
n

= 2an+2 � an+1: Äîêàæåòå äåêà çà ñåêîj ïðèðîäåí áðîj N > 1 âàæè íåðàâåíñòâîòî

NX

k=1

a2k
ak+1

< 3:

Çàäà÷à 2. Íà åäåí øàõîâñêè òóðíèð, ñåêîè äâàjöà ó÷åñíèöè èãðàëå ìå�ãóñåáíî íàjìíîãó åäíàø.

Ïðèòîà, çà ñåêîè äâàjöà îä íèâ, A è B, êîè íå èãðàëå ìå�ãóñåáå íà òóðíèðîò, òî÷íî äâàjöà äðóãè

ó÷åñíèöè, C è D, èãðàëå è ïðîòèâ A è ïðîòèâ B âî òåêîò íà òóðíèðîò. Íèêîè 4 ó÷åñíèöè íå

îäèãðàëå òî÷íî 5 ïàðòèè ìå�ãóñåáíî. Äîêàæåòå äåêà ñåêîj ó÷åñíèê îäèãðàë ïîäåäíàêîâ áðîj

ïàðòèè íà òóðíèðîò.

Çàäà÷à 3. Íåêà ABC å òðèàãîëíèê òàêîâ øòî AB < AC. Òî÷êàòà D å èçáðàíà íà îòñå÷êàòà

BC, òàêà øòî BD < CD. Ñèìåòðàëèòå íà \ADB è \ADC ãè ñå÷àò îòñå÷êèòå AB è AC âî

E è F , ñîîäâåòíî. Íåêà ! å îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó 4AEF è íåêà M å ñðåäèíà íà EF .

Ïîëóïðàâàòà AD jà ñå÷å êðóæíèöàòà ! âî X, äîäåêà ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç X ïàðàëåëíà

ñî EF ïîâòîðíî jà ñå÷å ! âî Y . Àêî YM jà ñå÷å ! âî T , äîêàæåòå äåêà AT , EF è BC ñå

êîíêóðåíòíè.

Çàäà÷à 4. Íåêà f å íåíóëòà ôóíêöèjà îä ìíîæåñòâîòî ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè âî ìíîæåñòâîòî

íåíåãàòèâíè öåëè áðîåâè òàêâà øòî çà ñèòå ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè a è b âàæè

2f(ab) = (b+ 1)f(a) + (a+ 1)f(b):

Äîêàæåòå äåêà çà ñåêîj ïðîñò áðîj p ïîñòîè ïðîñò áðîj q è ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè x1, ..., xn,

êàêî è öåë áðîj m � 0, òàêâè øòî

f(qp)

f(q)
= (px1 + 1) � ::: � (pxn + 1) � pm;

ïðè øòî ñèòå áðîåâè px1 + 1,..., pxn + 1 ñå ïðîñòè.

Âðåìå: 4 ñààòè è 30 ìèíóòè.

Ñåêîjà çàäà÷à âðåäè 10 ïîåíè.
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ÐÅØÅÍÈJÀ È ÐÀÑÏÐÅÄÅËÁÀ ÍÀ ÏÎÅÍÈ

1. Íåêà �an�ªn�1 å íèçà îä ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè òàêâà øòî a1 � 1, a2 � 2 è
a4n�1
a3n

� 2an�2�an�1:

Äîêàæåòå äåêà çà ñåêîj ïðèðîäåí áðîj N A 1 âàæè

N

Q
k�1

a2k
ak�1

@ 3:

Ðåøåíèå 1. �Êå jà ïðåçàïèøåìå ðåëàöèjàòà âî ñëåäíèîò îáëèê:

�an�1
an

�3 � 2 �
an�2

an�1
� 1:

Äåôèíèðàìå íîâà íèçà �xn��ªn�1 ñî xn � an�1
an

çà n C 1. Âàæè x1 �
a2
a1

� 2 è

x3n � 2xn�1 � 1 
� xn�1 �
1

2
� �x3n � 1�: (2ï)

Ãîðíàòà ðåêóðçèjà ìîæå äà ñå çàïèøå êàêî

xn�1 � 1 �
1

2
� �x3n � 1� 
� xn�1 � 1

xn � 1
�
1

2
� �x2n � xn � 1�:

Ñî ìíîæå»å íà ðàâåíêèòå çà k � 1;2; : : : ; n è êîðèñòåj�êè äåêà x1 � 2 äîáèâàìå

xn�1 � 1 �
xn�1 � 1

x1 � 1
�
xn�1 � 1

xn � 1
�
xn � 1

xn�1 � 1
� ::: �

x2 � 1

x1 � 1
�

1

2n
�

n

M
k�1

�x2k � xk � 1�: (3ï)

Ãî êîðèñòèìå î÷èãëåäíîòî íåðàâåíñòâî t2 � t � 1 C 3t, åêâèâàëåíòíî íà �t � 1�2 C 0, è äîáèâàìå

xn�1 � 1 �
1

2n
�

n

M
k�1

�x2k � xk � 1� A 3n

2n
�
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k�1

xk:

Êîðèñòåj�êè äåêà xk �
ak�1
ak

çà k C 1, ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñî:

an�2

an�1
A �3

2
�n an�1

an
�
an

an�1
� ::: �

a2

a1

� an�2 A �3

2
�n � a2n�1:

Ñëó÷àjîò n � 1 ñå ïðîâåðóâà äèðåêòíî, äîäåêà çà ñåêîå n C 1 äîáèâàìå

an�1 A �3
2
�n�1 � a2n 
� a2n

an�1
@ �2

3
�n�1 : (3ï)

Çà ôèêñíî N A 1 èìàìå
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Ðåøåíèå 2. Îä äàäåíàòà ðåëàöèjà äîáèâàìå äåêà

an�2 �
a4n�1
2a3n

�
an�1

2
: (2ï)

Ñëåäóâà äåêà íèçàòà �an�ªn�1 å ñòðîãî ðàñòå÷êà. Îòòàìó, an A 2 çà ñåêîå n A 2. Ïî äåëå»å íà
ïîñëåäíèîò èçðàç ñî a2n�1 äîáèâàìå:

an�2

a2n�1
�
a2n�1
2a3n

�
1

2an�1
�
a2n�1
a4n

�an
2

� � 1

2an�1
A �an�1

an
�2 : (4ï)
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� 1:3 @ 3: (4ï)
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2. Íà åäåí øàõîâñêè òóðíèð, ñåêîè äâàjöà ó÷åñíèöè èãðàëå ìå�ãóñåáíî íàjìíîãó åäíàø. Ïðèòîà,
çà ñåêîè äâàjöà îä íèâ,A èB, êîè íå èãðàëå ìå�ãóñåáå íà òóðíèðîò, òî÷íî äâàjöà äðóãè ó÷åñíèöè,
C è D, èãðàëå è ïðîòèâ A è ïðîòèâ B âî òåêîò íà òóðíèðîò. Íèêîè 4 ó÷åñíèöè íå îäèãðàëå
òî÷íî 5 ïàðòèè ìå�ãóñåáíî. Äîêàæåòå äåêà ñåêîj ó÷åñíèê îäèãðàë ïîäåäíàêîâ áðîj ïàðòèè íà
òóðíèðîò.

Ðåøåíèå.ÍåêàG å åäíîñòàâíèîò ãðàô êîj ñîîäâåòñòâóâà íà òóðíèðîò: òåìè»àòà ñå ó÷åñíèöèòå
à ðåáðàòà ñå îäèãðàíèòå ïàðòèè. Ñîãëàñíî óñëîâîò íà çàäà÷àòà, ñåêîj ïàð íåñîñåäíè òåìè»à âî
G èìààò òî÷íî äâà çàåäíè÷êè ñîñåäà, è íèòó åäåí èíäóöèðàí ïîäãðàô îä G èìà ðåä (áðîj íà
òåìè»à) 4 è ãîëåìèíà (áðîj íà ðåáðà) 5. Áàðà»åòî å äà ñå äîêàæå äåêà G å ðåãóëàðåí. (1ï)
Ñî îãëåä äåêà ñåêîè íåñîñåäíè òåìè»à èìààò áàðåì åäåí çàåäíè÷êè ñîñåä, G å ñâðçàí

(âñóøíîñò, íåãîâèîò äèjàìåòàð å íàjìíîãó 2). Îòòàìó äîâîëíî å äà äîêàæåìå äåêà ñåêîè äâå
ñîñåäíè òåìè»à u è v èìààò åäíàêâè ñòåïåíè, (1ï) è îâà �êå ãî äîêàæåìå âîñïîñòàâóâàj�êè
áèåêöèjà ïîìå�ãó ìíîæåñòâàòà S � N�u��N�v� è T � N�v��N�u�. (1ï)
Íåêà x > S. Áèäåj�êè x � v, ïîñòîè y > N�x� 9 N�v� ñî y x u. (1ï) Èìàj�êè ãî ïðåäâèä

èíäóöèðàíèîò ïîäãðàô G��u; v; x; y��, êîj ãè ñîäðæè ðåáðàòà ux;uv; xy aè vy, íåñîñåäíîñòà
x � v ïîâëåêóâà äåêà u � y. (1ï) Çíà÷è y > T . (1ï) Ïðèòîà, áèäåj�êè u è y ãè èìààò çà
çàåäíè÷êè ñîñåäè v è x, òåìåòî y íå å ìîæíî äà ñå ãåíåðèðà íà îâîj íà÷èí òðãíóâàj�êè îä äðóãî
òåìå x� îä S. (1ï) Çíà÷è x ( y äåôèíèðà èíjåêöèjà îä S âî T . (1ï) Çàìåíóâàj�êè ãè óëîãèòå
íà v è u äîáèâàìå è èíjåêöèjà îä T âî S. (1ï) Ñî îãëåä äåêà îâèå äâå ìíîæåñòâà ñå êîíå÷íè,
äîáèåíèòå èíjåêöèè ñå âñóøíîñò áèåêöèè, è îòòóêà deg�u� � deg�v�. (1ï) �

3. Íåêà ABC å òðèàãîëíèê òàêîâ øòî AB @ AC. Òî÷êàòà D å èçáðàíà íà îòñå÷êàòà BC,
òàêà øòî BD @ CD. Ñèìåòðàëèòå íà �ADB è �ADC ãè ñå÷àò îòñå÷êèòå AB è AC âî E

è F , ñîîäâåòíî. Íåêà ! å îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó QAEF è íåêà M å ñðåäèíà íà EF .
Ïîëóïðàâàòà AD jà ñå÷å êðóæíèöàòà ! âî X, äîäåêà ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç X ïàðàëåëíà
ñî EF ïîâòîðíî jà ñå÷å ! âî Y . Àêî YM jà ñå÷å ! âî T , äîêàæåòå äåêà AT , EF è BC ñå
êîíêóðåíòíè.



Ðåøåíèå. �Êå ãî ïîäåëèìå äîêàçîò âî íåêîëêó ÷åêîðè.

×åêîð 1: TF �EX � TE �XF .

Äîêàç: Íåêà E1 è F1 ñå ïðîåêöèèòå îä E è F íà ïðàâàòà TY . Jàñíî å äåêà òðèàãîëíèêîò
QEME1 å ñêëàäåí ñî òðèàãîëíèêîò QFMF1. Çàòîà âàæè

1 �
EM

FM
�
EE1

FF1

�
Area�TEY �
Area�TFY � �

TE �EY � sin�TEY

TF � Y F � sin�TFY
�
TE �XF

TF �EX

êîðèñòåj�êè äåêà EX � Y F è EY � XF , øòî å ïîñëåäèöà íà ôàêòîò äåêà EXY F å òåòèâåí
òðàïåç. (3ï)

×åêîð 2: Ïðàâàòà AT jà ñå÷å BC âî òî÷êàòà Z òàêâà øòî

BD

CD
�
BZ

CZ
:

Äîêàç: �Êå ãè âîâåäåìå îçíàêèòå �BAT � �, �BAD � � è �DAC � 
. Ãè èìàìå ñëåäíèòå
ïðåñìåòêè:

BD

CD
�
BZ

CZ
�
BD �CZ

CD �BZ
�
Area�BAD�
Area�CAD� �

Area�CAZ�
Area�BAZ� �

�

1

2
�AB �AD � sin�

1

2
�AC �AD � sin


�

1

2
�AC �AZ � sin �� � � � 
�

1

2
�AB �AZ � sin�

�
sin� � sin �� � � � 
�

sin� � sin

:

Íåêà d å äèjàìåòàð íà êðóæíèöàòà bAEF . Ñî ïðèìåíà íà ñèíóñíà òåîðåìà äîáèâàìå äåêà
TE � d � sin�, EX � d � sin�, FX � d � sin
 è TF � d � sin �� � � � 
�. Êîðèñòåj�êè ãî ×åêîð 1
äîáèâàìå:

1 �
TF �EX

TE �XF
�
d � sin �� � � � 
� � d � sin�

d � sin� � d � sin

�
sin� � sin �� � � � 
�

sin� � sin


øòî ãî êîìïëåòèðà äîêàçîò íà îâîj ÷åêîð. (3ï)



×åêîð 3: Òî÷êèòå E, F è Z ñå êîëèíåàðíè.

Äîêàç: Êîðèñòåj�êè jà òåîðåìàòà çà ñèìåòðàëà íà àãîë çà QADB äîáèâàìå

BE

AE
�
BD

AD
:

Ñëè÷íî, îä òåîðåìàòà çà ñèìåòðàëà íà àãîë çà QADC äîáèâàìå

AF

CF
�
AD

CD
:

Êîìáèíèðàj�êè ñî ×åêîð 2, èìàìå

BE

AE
�
AF

CF
�
CZ

BZ
�
BD

AD
�
AD

CD
�
CD

BD
� 1:

Çàêëó÷îêîò ñåãà ñëåäóâà îä òåîðåìàòà íà Ìåíåëàj. (4ï) �

4.Íåêà f å íåíóëòà ôóíêöèjà îä ìíîæåñòâîòî ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè âî ìíîæåñòâîòî íåíåãàòèâíè
öåëè áðîåâè òàêâà øòî çà ñèòå ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè a è b âàæè

2f�ab� � �b � 1�f�a� � �a � 1�f�b�:
Äîêàæåòå äåêà çà ñåêîj ïðîñò áðîj p ïîñòîè ïðîñò áðîj q è ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè x1, ..., xn,
êàêî è öåë áðîj m C 0, òàêâè øòî

f�qp�
f�q� � �px1 � 1� � ::: � �pxn � 1� � pm;

ïðè øòî ñèòå áðîåâè px1 � 1,..., pxn � 1 ñå ïðîñòè.

Ðåøåíèå. Ëåñíî âîî÷óâàìå äåêà f�1� � 0 ñòàâàj�êè a � b � 1. Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà f�a� � 0

è f�b� � 0 ïîâëåêóâà f�ab� � 0. Èìåíî, äîêîëêó a è b ñå ïðåñëèêóâààò âî íóëà, òîãàø

�b � 1�f�a� � �a � 1�f�b� � �b � 1� � 0 � �a � 1� � 0 � 0: (1ï)

Íåêà p å äàäåí ïðîñò áðîj. Ôóíêöèjàòà f íå å èäåíòè÷íî íóëà, ïà ïîñòîè íàjìàë ïðèðîäåí áðîj
q òàêîâ øòî f�q� x 0. Àêî q íå å ïðîñò, òîãàø q � xy (áèäåj�êè f�1� � 0), êàäå øòî 1 @ x B y @ q.
Ìå�ãóòîà, òîà áè çíà÷åëî äåêà f�x� � f�y� � 0 çàðàäè ìèíèìàëíîñòà íà q, øòî èñòî òàêà áè
çíà÷åëî äåêà f�q� � 0, øòî å íåâîçìîæíî. Çàêëó÷óâàìå äåêà q å ïðîñò è äåêà f�q� x 0. (1ï)
Ñëåäíî �êå äîêàæåìå (ñî ìàòåìàòè÷êà èíäóêöèjà) äåêà f�qk� � �qk�1 � ::: � q � 1�f�q� çà ñèòå

k C 1. Ñëó÷àjîò k � 1 å òðèâèjàëåí. Àêî ïðåòïîñòàâèìå äåêà îâà âàæè çà äàäåíî k C 1 è ñòàâèìå
a � qk è b � q, äîáèâàìå

2f�qk�1� � �q � 1�f�qk� � �qk � 1�f�q� �
�q � 1��qk�1 � ::: � q � 1�f�q� � �qk � 1�f�q� �

2�qk � ::: � q � 1�f�q�:
Òîà çíà÷è äåêà f�qk�1� � �qk �� � q � 1�f�q�, ñî øòî èíäóêòèâíèîò äîêàç å çàâðøåí. (2ï)
Ñåãà ìîæåìå äà èçáåðåìå k � p. Äà çàáåëåæèìå äåêà

f�qp� � �qp�1 � ::: � q � 1�f�q� � �p�q� � f�q�;
êàäå øòî �p�x� � xp�1 �� � x � 1. Îñâåí òîà, f�q� x 0, ïà

f�qp�
f�q� � �p�q�: (2ï)



Íåêà r å ïðîñò äåëèòåë íà �p�q�. Áèäåj�êè �q � 1��p�q� � qp � 1, èìàìå äåêà rSqp � 1. Íåêà
t � ordr�q�. Òîãàø tSp, ïà èëè t � 1 èëè t � p. Àêî t � 1, èìàìå äåêà rSq � 1 è rS�p�q�, ïà rSp, øòî
çíà÷è äåêà r � p. Àêî t � p, èìàìå pSr � 1 îä ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà, ïà r ìîæå äà ñå çàïèøå
êàêî px � 1. (2ï)

Òîà çíà÷è äåêà ñèòå ïðîñòè äåëèòåëè îä
f�qp�
f�q� ñå èëè p èëè ñå îä îáëèê px�1. Ñåãà çàêëó÷îêîò

ñëåäóâà îä îñíîâíàòà òåîðåìà íà àðèòìåòèêà. (2ï) �


