PEMYBJTMYKW HATTIPEBAPW T10
MATEMATWKA 3A YHYHEHNUWNTE O
CPEAHOTO OBPASOBAHWE BO
PEMYBJINKA CPITCKA 1994-2019 I
2021-2022



Bo Penybnvka Cpncka MaTeMaTWyKUTE HaTMpeBapu 3a Y4YeHWUMTe 0f CpefHOTO
obpasoBaHue ce opraHusnpaart of 1994 rogmHa. Bo 0Boj MaTepujan ce gafeHun cute Penyonnykum
Hatnpesapy of 1994-2019 wn 2021-2022 roguHa, npu LWTO 3a HaTnpesapoT Bo 2009 wu
Hatnpesapute no 2016 roguMHa ce COAPXKaHW W pelleHnjaTa Ha 3afauvTe. MaTepujasioT e Ha
CPMNCKN ja3nK, 6uAejKn efHOCTaBHO WMCTMOT € KOoMNwuiauuja Ha [AOCTarnHUTe COAPXKWMHM Ha
O4LenHW nHTepHeT cajToBu. Ce HafeBaMe [eka Toa Hema fJa buie npobrem 3a eBeHTya/lHUTe
KOPUCHWLM Ha O0BOj Martepujasl U [eKka UCTMOT Ke MnpuioHece 3a nofobpa MoAroToBKa Ha
YUYEHULNTE 3a CNefiHUTe HaTMNpeBapu.

Pucto Manuecku



IIPBO PEIIYBJINYKO TAKMUWYEIBE N3 MATEMATUKE
ydaeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

bBujespuna, 02.04.1994.

IIPBN PA3PE/]

1. Axo 3a mujesie 6pojese a, b, ¢, d Bpujeaun ab — cd = 12, ad + bec = 43, norazaru ja
je a? +b% + ¢ + d? = 1994.

2. ¥V tpoyrny ABC ce sucuna AD u cumerpasa BE yrina ABC cujeky y Tagku S
(D € BC,E € AC). Axo je AS =2 5D, BS = SE, nahu yruiose tor tpoyria.

3. Csako TjeMe u TieHTApP TMPABUIHOT IIECTOYTJIa 0DOjeHM Cy jeaHoM o apuje 6oje.
JokazaTn jja MOCTOjH jeTHAKOCTPAHUIHE TPOYTa0 WIN ITPABOYTAOHUK, UHja Cy CBa TjeMeHa,
ucte Hoje.

4. Axo je n npupogan 6poj JOKA3ATH J1a, jeJHATNHE

1 1 1 1 1 2
n

r y n x y

nMajy jenmak O6poj pjermema y CKymy TpupogHux OpojeBa ako W CaMoO akKO je 1 HemapaH.

JIPYTU PA3PE]L

1. PujemmTy y ckymy peannux GpojeBa jen- y
HAaYUHY D
Vi-22+Vl+z—22+v222 —z—1=1. E ¢

2. /Jlar je 6maujapCcKu CTO Kao Ha CJmIHd 1,
rjije Cy JIyKOBU 1IOJIYKDY’KHUIIE I10JIylIPEYHUKA F B
1. OppemnTun ay>KWHe X W Y TAKO Jia UIpad

. A
bmaujapa MOXKe W3 HEKEe TAYKe CTOJa YIYTUTH

y

Kyrity kKoja he mpehu mmyT mpaBuJIHOT IIECTOYTJIA
ABCDEF A kao Ha caunu 1. Cauka 1:

(Kyray cmarpamo Tadkom koja ce kpehe nmpasosmaujckm m onbumja ce 0 KPy KHHIE
WJIM TIPaBe TAKO /I3 je YIAJTHHU Yyrao jeJHaK OJ00JHOM yTiLy.)

1 1
3. Hexka cy p u q pasmuunTu npoctu 6pojesu. [lokasarm ma jeamadympa — + — = P
x

Yy q
uMa pjeliema y cKyly npupojHux 6pojeBa ako u camo ako p | ¢ + 1.

4. Axoje f:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} 6ujekuuja ca ocoburoM

fF) <2f(2) <--- <nf(n)

JIOKA3aTu 12 je f uaeHTuTer.



TPETHN PA3SPE/]

1. TlpaBunan meroyrao CTpaHWIlE @ W AWjaroHaje d yowucaH je y KPyr jeAWHUTHOT
nonynpeunnka. Jokazaru jga je a® + d? = 5.

2. V paum je marta 1mjesobpojua Mpexka. JlokazaTu na je cBaKM KOHBEKCHU UETBOP-
0yTao jeIMHUYHE TIOBPIIUHE, UMja Cy TjeMEHa YBOPOBU MPEXKe, MaPaJIeorPaM.

3. Hexka je n mpupoman 6poj u a1, ao, ..., G CBU NPUPOIHU Ajesmonu Opoja n, n3y3es
n. Akoje k>3 m
a2 — a1 = a3 —Aag = -+ = ar — AQgp—1 >0

Jokazaru ja je n = p(2p — 1), raje ¢y p u 2p — 1 mpoctu 6pojesn.
4. Heka je

2n
S, = Z\/n2+k—2n2.
k=1

Hoxkazaru ga je | S, | =n, [2S,]| = 2n.
(Ca |z| je o3uaven nujenu juo of x, Tj. Hajsehu muo 6poj koju uuje sehu o z.)

YETBPTH PA3PE/L

1. Ako cy m, n, k nupupogau 6pojesu u m < n < k JJOKa3aTU 13 je
m\™ n\m
-2 > (1-2)"
(-5 :

2. Uctn kao 3amarak 2 3a Tpehn pa3pes.

3. Ako cru ipupoiHY Jjesuorny 6poja n, u3yses n, 00pasyjy apuTMETHYKY TPOTPECH]Y
(ca Gap 3 wimana) mokasatu ga je n = p(2p — 1), raje cy p u 2p — 1 mpoctu Gpojesu.

4. Axo cy cBa pjemena jeauadmme

n(n—1)

5 xn72+a3xn*3+...+an:0 (TL>2)

P + 7,L;Cnfl +

nujesiv 6pojeBu JI0KA3aTH J1a, je

ag = (Z) ke{3,4,...,n}



APYI'O PEIIYBJIMYKO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

[Ipujenop, 01.04.1995.

IIPBU PA3PE/],

1. JlokazaTu ma 3a mo3uTuBHe OpojeBe a u b Bpujeau

2 2 2
m+a+b§ ab n a +b '
2 a+b 2

2. VY jenuHUYHA HOJba KBaJpaTa 4 X 4 ynucanu cy opojesr 1 m —1 Tako 11a je y ¢BaKo
noJbe yrmucan Opoj jemmak mpom3Boay OpojeBa y meMmy cycjegHuM mosbuMma. JlokazaTwm ja
cy cBU ynucaHu OpojeBu jemHakn 1.

(/IBa mospa Cy cycjesHa ako MM WBUIE UMAjy 3ajeTHUYKY TadKy.)

3. Hexka je O nentap omnmcane Kpy>KHUIE, S MEHTAp yIucaHe KPyXHuuIe u H oproreH-
Tap mpasoyrior rpoyriaa. Jdokazatu ma je <OSH > 135°.

4. Jokazaru nma jemmaumna =2 + y2 = 2 uMa GECKOHAYHO MHOTO Djellerba ¥ CKYIY
paronaanux 6pojena.

JIPYTU PA3PE]L

1. Heka je n upupogan 6poj sehu oy 12. YV jeuumasnom sauucy 6poja vn2 +n
OJIpeInTH TpBe JiBuje nudpe n3a JeruMaIHOT 3ape3a.

2. Heka je T Texwumre, a S mentap ynucane kpyxuaume Tpoyria ABC. Axo je
AC = 12 ﬁ JIOKa3aTu Jia je Taj Tpoyrao ,,eruinarcKu’ Tj. Jia MYy jeé OJIHOC CTDAaHHIA
3:4:5.

3. Jokasatu ma ce 3a n > 1 ckym {1,2,3,...,3n} Moxe pa3buru Ha 3 JUCjyHKTHA
HOJICKYTIA, €A 110 N €JIEMEHATA U JeJHAKUM CyMaMa €JIEMEHATA.

4. Ksaapar crpanune 9 nokpusen je ca 27 npaoyraonuka dopmara 3 X 1 (mpumuno
dburypama). okasatu ja 3 0J BUX TOKPUBA]y HEKH KBAJIPAT CTPAHUIIE 3.

TPERU PA3SPE/]

1. Pujemmrn jeqnaanny
cosx + cos 2x + cosdx + 4cosx - cos 2z - cosdx = 0.

Hahwu cBa pjemema koja mpumajajy uareppaiy (—m, ).



2. Ogpenuru 6poj pjerniema jeHaIUHE

y CKyIly npupojiHux Opojesa.

3. Heka je r monynpednuk ynucane Kpyxuure Tpoyria ABC, D cpenumime cTpaHuie
AB wu 51, So nenTpu kpyxuuna ynucaaux y rpoyriaose CDA u C'DB. [lokazatu ma je

AB
T<SlSQ<T.

4. Y paBHU ca IjeJIODPOJHOM MPEKOM JIAT je KOHBEKCAH ITTEeCTOYTA0 Uhja Cy TjeMeHa
9BOPOBU MpeXe, a MOBPIInHA jeanaka 3. JlokazaTn 11a je OH IMEeHTPAJHO CUMETPUUAH.

YETBPTH PA3PE/L

1. Heka cy a u d pessaTUBHO TIPOCTH HPUPOIHU OPOjEeBU U HEKA APUTMETHUYKA, [IPOIpe-
cuja
a,a+d,...,a+nd,...

CaJIPXKU HEKW cTeneH npupoauor 6poja q. JlokazaTn ma oua caapxku 6ECKOHATHY reOMeTPH-
JCKy IPOrpecu]y 4Hju Cy CBU WIAHOBH CTeneHH Opoja q.

2. et xao 3amaTak 2 3a Tpehum paspes.

3. Jlokaszaru ja 3a mpupomane 6pojese n, m (n > m) Bpujeau

(n o m)n—m . nn(m—l) > (n - 1)m(n—1).

4. Uctu kao 3amarak 4 3a Tpehm paspest.



TPERE PEIITYBJ/JINYKO TAKMUYEIBE N3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Bujesuna, 30.03.1996.

IIPBU PA3PE/],

1. Hopmane u3 tjemena A m B omrpoyrior tpoyria ABC Ha merobe HaCIpaMHe
CTpAHUIE CHjeKy KPYXKHHUILY OIUCAHY OKO TOT Tpoyria y Taukama D u E pemom. Axko je
<ACB = 60°, mokazaru ja je uerBopoyrao ABDFE jeqHakOKpaKu Tpares.

2. Hexa cy a,b,c,d 6pojesn u3 unarepsana [200,300], a K, L, M radke na 6pojuoj ocn
KOje pemoM oaroBapajy 6pojeBuma

a c a—+c
b’ d’ b+d
KL

u N cpemmmre ayxu K L. Hokazaru ma je MN < 10

3. Axko je n npupogan 6poj, mokazaTu ja 2" + 3" HEje TOTIYH KBAJIPaT.

4. Heka cy a,b kaTeTe U 1 MOJYIPEIHUK YIUCAHE KPYKHHUIE HPABOYIJION TPOYIJIA.
Axo ¢y a, b, % wo nujesau OpojeBw, MTOKA3aTH JIa je Taj TPOyrao ,erumankn’, Tj. 1a My

je ommOC crpanura 3 : 4 : 5.

JIPYTU PABPE]I

1. Jlpuje xpy:xkuuie ce cujeky y Taukama A nm B. Kpos tauky K jeame KpyKHUIE
koucTpyucane cy npase KA u KB koje cujeky apyry kpyxuuity y Taukama M n N. Axko
je O menTap mpBe KpyxXKHUIE, M0Ka3aTu na cy npase M N u OK nopmamme.

2. Heka je k mmo 6poj. dokasaru ja mocToje Ipupoduan 6pojeBrn T U i TaKBU 14, je
2+ x—y—[logyy] =k
aKo M caMo ako je k # 1.
3. Axo je n npupogan 6poj, mokaszatu jga 6poj 2" + 1 uuje hesmus ca 247.

4. Jlokazaru 13 jeHaIuHa

DVA-PET =DESET

HeMa, pjellemha aKO Pa3IMIuTUM CJIOBUMA ojJroapajy pasiuaure mudpe (D # 0, P #0).



TPETHN PA3SPE/]

1. /lokazaTu ja y OMITPOYIJIOM TPOYIJIY BPHjeIn

2. Heka je a mosuruBan peasan 6poj. Jlokaszaru ma cy cibenaehe TBPIAmHe eKBUBAJIEHTHE:

(i) Y mpaBoyTJIIOM KOODJMHATHOM CHCTEMY IMTOCTOJH KBAJPAT CTPAHWIIE 4 UHja CY Tje-
MEHa TAYKe Ca IjeJIOOPOjHNM KOOPIMHATAMA.

(ii) IocToje mujesm 6GpojeBn M U N UCTe IAPHOCTH TAaKBH 1a je m? + n? = 2a2.

3. V jemnarocTpaHWYHOM TpOyTiy cTpanure 1 mato je 1996 tawaka. [lokasatm na
1

MIOCTOjU KPYT MOJYIPETHUKA, o1 y KoMe ce Hasiazu bap 20 on TUX Tavuaka.

4. Heka je P nosmuom ca mjesobpojanmm koedunumjentuma. JlokazaTtu mqa Cy CKyImOBH
11je100pOJHUX pjellerha je JHAINHA

jejiHaKy.
YETBPTU PA3BPE/I
7T .
1. JlokazaTu na 3a x € (0, 5) BpHjeIn
sinz tgz > 22,

2. Heka je x; mpoussospan peasan 6poj u

n+1
n

T+l = r,—1, neN.

Jokazaru ja je Hu3 (x,) HEOrPAHWYEH M OMaIAjyhu IOYEB O/l HEKOT YJIAHA.
3. Uctm kao 3amarak 3 3a tpehm paspest.

4. Vctm kao 3amarak 4 3a Tpehm paspes.



YETBPTO PEIIYVBJINYKO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

J1o60oj, 29.03.1997.

IIPBU PA3PE/],

1. Jlokazaru g3 YeTWPHU TOIHOXKja HOPMAJIA CIYIMITEHWX W3 TIOMHOXK]a je/IHE BUCUHE
TPOYTJa Ha OCTaJle lheroBe BUCHHE W CTPAHUIIE IMPHUIIAJIA]y UCTO] MPABO].

2. JokasaTu J1a 3a MO3UTHBHE OpojeBe a U b Bpuje u

2(a+b) ~ 2 4v/ab

(a—b)? < a2+b2_\/%< (a —b)?

3. Ogpenutu cBe IpaBoyIJie TPOYIJIOBE KOJ KOjUX Cy CBE CTPAHWUIE I1jesiobpojHe U
TIOBPIUHA jeqHaKa o0mMy.

4. Heka cy Tjemena jeIHAKOCTPAHUIHOT TPOYTIa, 6 Ta9aka Koje aujese meroBe CTPaH-
WIle Ha TPHU jedHaKa IMjesa W TeXHINTe TPoyriaa obojenu ca asuje 6oje. Jlokazarm ma
TIOCTOj¥ jeIHAKOCTPAHWYIHN TPOYrao 4mja Cy cBa Tjemena ucte 6oje.

JIPYTU PABPE]]

1. Tauke D u F gujese pemom crpanune AB u C' A jemnakoctpanwanor Tpoyria ABC
y omuocy 1 : 2. Heka je F' npecjeuna mauka npasux BE u C'D. Jokaszaru ja cy mnpase
AF w BE wmeljycobuo HopMmaJne.

2. JlokazaTu J1a y CBAKOM TPOYTJLY BpHjeIN

(4a + 3b)* > 96P.

3. Pujemnuru jepnaunny
ab - ab - cde = ababce  (a # 0),

AaKO CJOBa O3HAYABAJY IUdPeE.

4. llpasoyraonuk ¢opmara 8 X 7 nokpupeH je nommuaama ¢opmara 2 X 1. Jlokazaru
JIa Ta MOXKEMO TIOJUjeJIUTH HA JIBA IPABOYTAOHWKA, PA3PE3ABIINN IIPU TOME HAJBUIIE jEIHY
JIOMUHY.



TPETHN PA3SPE/]

1. Pujemnmtn y ckyny npupogaux 6pojeBa jeHaquHy

1 1 oz
r oy 1997°
2. Axo y Tpoyriy Bpujenu
2R+r = s,

JOKA3aTH Ja je TPOyrao IpaBOyTIJId.

3. Ako cy TjeMeHa TpOyTJia IjeobpojHe TauKe y IPAaBOYIJIOM KOODAXHATHOM CHCTEMY,
JIOKA3aTHU JI3 Cy CBU HEroBU yrjioBu pasjmantu ox, 60°.

4. Jloxazaru jia Mehy 61si0 KOjUX LIET TjeMeHa IIPABUJIHOL JIECETOYIJIA II0CTOje YeTupu
TjeMeHa, KOja YUHE je;THAKOKPaKH Tpalles.

YETBPTU PA3PE/L

1. Jarym pohema mase Jarnuke nanucas je y 0bsuky J.AG.LIK A., npu uemy cBakoMm
CJIOBY oproBapa Heka rmudpa. Onpenutu Taj JaTyM aKO BpHjeIn

JA-GL -TAK = JAGLIK - A.

2. Jokazaru ja 3a npupogan 6poj n > 1 Bpujeam

n* < (n+ 1" (n—1)" L

3. Uctm kao 3amarak 3 3a Tpehm paspes.

4. Vctm kao 3amarak 4 3a Tpehm paspes.



IIETO PEIIYBJ/IMYKO TAKMUYEIHE N3 MATEMATUKE
ydueHuKa cpeamux mkosa Penybauke Cprcke

[Ipujenop, 28.03.1998.

IIPBUM PA3PE/]

1.Axo 3a nujese 6pojese a, b, ¢ BpUjeIn
a2 +b=¢,
JiokazaTu ja je 6poj abe mjessus ca 6.

2. ¥ mpasoyriom tpoyriay ABC tadka D je mojgHOXK]je BUCHHE CIYIITEHE U3 TjeMeEHa
C mpasor yrua. Ako je CD < 1, nokazaru jga je
1 1 2
+ < )
1+AD 14+BD ~ 14CD

Ha gu Bpujeau o6pryTO?

3. JlokazaTm 1a CBaKa KDY KHHIQ 3 HeHTpoM y Tadkm (v/2,v/3) caapxu Hajsmire
jenny 1mjeaobpojHy TadKYy.

4. Heka cy D, E, F iogHoXkja HOpMAaJIa, CyIiTeHux u3 nenTpa O ynucaHe Kpy>KHUIE
Tpoyrsia ABC ua merose crpanurie BC,CA, AB pecniekTuBHO U Heka je AB HajMama
cTpanuta Tor Tpoyria. Axo ce mpase AO u F'D cujexy y Tauku M, a mpage BO u F'E y
rauku N, nokasaru ja je MN || AB.

JIPYTU PABPE]I

1. Hahwu cse mujesie 6pojese x 3a koje je

1
5+ Va2 — 90z + 1998)

Takohe 1uo 6poj.

2. Hexka je ABC mpaBoyriu Tpoyrao, a D TomHOXKje BUCHHE CIIyInTeHe n3 Tjemena C
npaBor yria. Y tpoyriose ACD w BC' D yrucane ¢y KpyKHUIE €3 TIEHTPAMA y TATKAMA,
R u S. Hokazaru ja cuMeTpaJia MpaBor yria cujede mpapy RS 1o mpaBuM yrioM.

3. Pujemmuru y ckymy mpoctux 6pojeBa jeHauInHy
p® — qr = 36100.
4. Jlokazarum jia ce mpaBoyraoua Tabsa Moxke moKpuTu purypama obJImKa Kao Ha CIUTIH

2.2, Tako Jia HUjeJiaH TPABOYIaOHUK JUMEH3Hje 3 X 2 yHyTap Te Tabje HUje HOKPHUBEH Ca,
JBUje oBakBe urype, ako u CamMo akKo je Tta tabja JuMeH3uje

6m x 2n (m,n €N, n>1).



TPETHN PA3SPE/]

1. Ao y mpaBoyriioM TPOYTJIY BPHjeIn

12 12 35
— +
a b c

JIOKA3aTH 13 je OH ,eTUHaTCKU , Tj. Ja MY je OJHOC CTpanuta 3 : 4 : 5.

2. KsajpaTHu MOJUHOM p je TakaB Ja jeAHAYNHA p(T) = T HEMa PEAJHHUX Djellerba.
Joxkazaru ja Hu jepaaunna p(p(r)) = T HEMA PEAJHUX Pjeliemba.

3. Heka cy tjemena omrrpoyrsior Tpoyriia mjesaodpojue tauke y papuu. Jlokazarm ja
3

HEeroBa IMOBPIIMTUHA HI/Ije Malba 04 — .

2
4. Jloka3zaTu 1a 3a CBaKHU MPUpoaaH 6poj n Behu o1 1 HocToju N y3aCTONMHAX IPUPOIHIX
Opojesa mehy kojuma ce HaJIa3€ TAYHO JBA IPOcTa Opoja.

YETBPTU PA3PE/]

1. JlokazaTu 1a 3a CBAKW peasian Opoj a jeTHaImHA
432% — 19az® + 22’z — 1 =0
uma, 6ap jenHo pjererme y uarepsaiy [0, 1].
2. 3a uu3 mosuTUBHEUX OpojeBa ag,aq,. .., a1998 BPHjEIH
ap =1, ajgos =2 u a3 < ag_1aps1, k€ {1,2,...,1997}.

JlokazaTu ja HEjemaH wiaH OBOT Hu3a Huje Belim o 2 12 je aggg < V2.
3. Uctm kao 3amarak 3 3a tpehm paspes.

4. Vctm kao 3amarak 4 3a Tpehm paspes.



HTECTO PEIIYBJINYKO TAKMUWYEIBE N3 MATEMATUKE
ydaeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Momgpuuaa, 20.03.1999.

IIPBN PA3PE/]

1. Axko je

1 1 1
r+y+tz=—+—-+-=1,
r Yy =z

JOKa3aTHu Ja je
3+ y3 + 23 = 1.

2. Heka je O mnentap onmucane kpyxuuite u H oprornenrtap tpoyria ABC. Axko je

<ACB = 60°, morasatu ma je mpasa OH cumeTpasia jeHOT OJ1 YII0Ba m3Mehy mpaBux
AH v BH.

3. Yuyrap jemHUYHOT KB3IpaTa ce Hajga3w 9 Taduaka, 0 KOjUX Cy CBAKE 3 HEKOJIWH-
1

eapue. Jlokazaru na 3 ox mux 00pa3yjy TPOyrao MOBPIIHHE MAE O] 3
4. JlokazaTtu 13 jeHATHHA
m* —n* =7(m? + n®)

HEMa pjelema y CKyIy npupogHux 6pojesa.

JIPYTU PA3PE]L

1. PujemmTn y ckymy peasnux 6GpojeBa jeIHAUNHY

Yz +V25 -z =5.

2. Heka je O mpecjedna Tauka aujaronaJa mapajenorpama ABCD (<ABC > 90°)
u K, L, M nomHoXxja HOpMaJja ciyimrennx w3 tadke D pemom wHa npase AB, BC' u AC.
Hoxkazaru ja Tauka O Jieku HA KPYKHUIU ONKUCAHO] OKO Tpoyria K LM.

3. Heka cy m u n npupoanu 6pojesu Behm om 1. /lokaszaTu 1a ce mpaBoyraoHa TadJia

m X n MOXKe TOKpuTH dhurypama obJauka Kao Ha cauiy 2.3, ako U camo ako je 6poj mn
Jjemus ca 8.

4. Axo 3a mpupogue 6pojese a u b Bpujean
(a—1)2+ (b+1)*=6ab+ 1,

JIOKA3aTu 13 Cy a, b, 2a — 1 uw 2b + 1 moTnyHu KBaIpaTH.



TPERKRU PA3SPE/]
™ .
1. JlokazaTu 1a 3a x € (0, 5) BpHUjeu

sinx +cosz +tgx +ctga > 24+12.

2. Pujemurn y ckyny nujenux 6pojeBa cucrem:

22 =3z 4 yz,
2 _

Yy =3y + 2z,
22:3z+xy.

JlokazaTwy /13 33 CBAKO PEAJHO Pjerneme OBOT CUCTEMa, BPUjeau
—4 < zyz <O0.

3. Ako 3a mepmyTanmjy (aj,as,...,a,) 6pojepa 1,2, ... n Bpujeau

14 ag

Q41

2
<1+%, kEe{l,2,...,n—1},

JOKa3aTH Ja je OHa WIAECHTUIHA.

(Heka je S = {1,2,...,n}. Ilepmymayuja (ai,ag,...,a,) je 6ujekuuja © : S — S,
TakBa ja je (i) = a;.)
4. Heka cy m,n mujenn 6pojeBu 3a Koje je

m3 —n3 4+ 1999m
mn?

Takofe 1o 6poj. Jlokazaru 1a je jeman ox 6pojesa m, 1999m mornyH KyoO.

YETBPTH PA3PE/

1. Pujemmmtn y ckyny npupogaux 6pojeBa jeiHaquHy
zt —yt =523 + ).
2. Heka je 1 € R u Heka je Geckonavyan Hu3 (r,) peasHux GpojeBa JeduUHHCAH
pekyperTHOM (HOPMYIIOM
1
$n+1:\[—7 (nEN)

Tn
Hahu 21999.

3. Ucrm kao 3ajarak 3 3a Tpehu paspes.

4. Vcrn kao 3amarak 4 3a Tpehn paspes.



CEJMO PEIIYBJINYKO TAKMUWYEIBE N3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Bama Jlyka, 01.04.2000.

IIPBU PA3PE/],

1. Ogpemntn HajMamu TpUpPOAaH OPOj N TaKap 3 y AEMUMAJIHOM 3amucy 6Opoja
vn? + 4 npse Tpu nudpe nocamje AEMEMAIHOT 3ape3a OyLy HyJe.

2. VY nosma maxoBcke tabse 8 X 8 cy ynucanu 6pojesu ox 1 o 64 (pemom o nomer
JIMjEBOT JI0 TOPHET JIECHOT yriia). Ako ce Ha Tabuy mocTasu 8 TOMOBa TAKO 113 ce MehycoOGHO
He HAIAIAJy, JOKa3aTh Ha je 30up OpojeBa Ha KOJUMA Ce€ TOIIOBH HAJIA3€ YBUjEK MCTH.

3. Heka cy 11 1 ro TONYIPEIHUTM KPYKHAIA Ca MEHTPUMA Ha XUTIOTeHY3u A B mpaBoy-
rjor Tpoyriia ABC, tnpu ueMy npBa KpyxKHUIA goaupyje karery AC' w BUCHHY TPOYIJa
noByueny u3 tjemena C, a jpyra kpyxuuna karery BC u ucry Bucuny. lokazaru na je
r1 4+ ro = 27, the je r momynpeunuk KpyxuuUre ynucare y tpoyrao ABC.

4. Jlokazaru a2 HE TOCTOje nujenan Opojesu m u n Taksu ja je m> + 3n? + 3 normyn
Ky0.

JIPYTU PA3PE]L

1. JlokazaTw 1a He MOCTOju MPUPOAaH OPoj n 3a Koju 6w jenmavdnna
22+ (n+3)z —n =0,

AMAaJIa, pjelielhe Y CKYIy PAIHOHAJHUX OpojeBa.

2. Heka cy D u F cpenumira crpanuna BC' u AC Tpoyrina ABC u T 1meroBo TeXKHUIITe.
Hokazaru g3 ce oko gerBopoyriia CDTE MoXke omucaTu KPYyKHUIA aKO U CAMO aKO je
a? +b% = 2c2.

3. VY omTpoyrim TpOyrao yimcaHa Cy TPH KBaJpaTa TakO Jia JBa TjeMeHa CBAaKOr
KBaJIPaTa JIE2KE HA, jeJIHO] CTPAHUIM TPOYTJIa, & JAPYyTra JIBa TjEMEHA JIeXKEe Ha, Jpyre JBUje
crpanune. /Jloka3aTum ja KBaJpaT UHja CTPAHHIA JIEXKW HA HAJMAHkO] CTPAHUIU TPOYIJIa,
“Ma HajBehy HOBPIMHUHY.

4. Pujemnrn y ckyuy nujesinx 0pojesa cucrem
r+y—z=20,

VI =y +z=10.



TPETHN PA3SPE/]

1. Oxpeaurn cee byukmuje f : NU {0} — NU {0} rakse ga 3a cse m,n € NU {0}
BpHjeIN

f(mn) = f(m)f(n),
f(im =nl) = [f(m) = f(n)].
2. Heka nomaoxje D sucune C'D tpoyrna ABC npunaga crpamunyu AB Tor Tpoyria
¥ HEKA Cy T, T1, Ty TOJYIPEUHUITA KPYXKHAUIY yuucauux y rpoyriaose ABC, ACD, BCD

penoMm. okazaTu ja je
r+ri+ro=CD

aKo W caMo ako je 7 = 90°.

3. Ilaxoscka Tabsia 8 X 8 je mokpusena ca 16 T-rerpamuno durypa. Yoummo 14
npaBux Koje cujeky Ty Tabiy, napaJjesHe cy HeKOj uBui Tabjie M HaJa3€e ce Ha I1jeJio-
O6pojHOoM pacrojamy oj Te mpuie. Jokazaru ja 6ap 10 o TMX npaBuxX CHjeKy TadHO 4
T—rerpamuno durype.

(T-mempamuno dburypa je dburypa xoja uma obsuk cioa 1 u cacrasibeHa je o 4
jeMHIYHA, KBaIpaTa. )

4. Oppesuru cBe npupoae Gpojese n 3a xoje je 2" + n? + 1 nornys KBajpar.

YHETBPTHU PA3SPE/
1. Hus (z,) je nedbunucan pekypeHTHOM (HhOPMYIOM

1
§<£L‘0<1 a ZTpt1 =2p(2—x,), n€NU{0}.

Hoxkazaru ma 3a ceako n € NU {0} spujean

1-27% <o, <22, <1

2. OgpenuTu 3a Koje MO3UTUBHE 1M JeTHAUUHA
2 =222+ —-m=0

MMa JIBA KOPHUjEHA KOjU Cy 110 MOJyJly Mawbu o 1.
3. Uctm xao 3amarak 3 3a Tpehm paspest.

4. Vctm kao 3amarak 4 3a Tpehm paspes.



OCMO PEIIYBJINYKO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

ITase, 07.04.2001.

IIPBU PA3PE/],

1. Koncrpynucatu Tpoyrao ako €y JaTe IIpecjetHe TadKe KPYXKHUIE ONHCAHE OKO TOT
TPOYTJa Ca MPOJYyKeluMa HeroBUX BUCHHA.

2. Jlokazaru g jeJiHaunHA,
222 — 11y* = 2001

HeMa, I1jeJI00POJHUX pjeleba.

3. Jlokazaru jia y 1pPaBOyIJIOM TPOYIJly BpUje/iu

(1+vV2)r<R.

4. IlaxoBcka Tabsa 8 X 8 je mokpuBeHa JoMuHAMA. Heke o BUX Cy TOCTAB/bEHE
XOPHU30HTAJIHO, & TIPEOCTaje BePTUKAJHO. JloKa3aTh 18 W XOPU30HTAJHAX U BEPTUKAJTHUX
JOMHHA MM I1apaH 6poj.

JIPYTU PA3PE]L

1. JlokazaTw 1a jeqnavuuna,
3 4+ 10y° = 2001

HeMa 11jeJI00POjHUX Pjelema.

2. Pujemurn y ckyny peasnux OpojeBa jeHavunHy

V2w —14+ 3B +2=Vr+3+ 4z —2.

3. Oxko jeanakocrpannaaor tpoyria ABC crpanune 1 je omucana KpyxXauma. Heka
je M cpenumrre nyka AB, kome He mpumaga Tadka C, u Heka je N Ttaura Ha mnpasoj C'A
TakBa Jia je A cpemuinre nyxu C'N. Heka kpyxuuia onucana oko Tpoyriaa CM N cujeqe
crpauuiny AB y tauku D. Hahu nyxumy nyxu AD.

4. Jlokazatm ja ce TPABHJIHU IIECTOYTa0 CTpaHure 1 MoxKe MOKPUTH ca TPH KPyTra
3

MIOJIYIIDEYHUKA, T a Jia ce He MOXKe TIOKPHUTH Ca TPH KBaJpaTa cTpanute 1.



TPETHN PA3SPE/]

1. Heka cy K,L,M,N penom cpemumita crpanuria AB, BC,CD, DA KOHBEKCHOT
gerBopoyria ABCD. YHyTap TOT 9eTBOPOYTJIA OJIPEIUTH TAYKy P TakBy Ja TMOBPIIAHE
gerBopoyrsioa AKPN, BLPK, CMPL, DNPM 6yny jennake.

2. Heka je p nmpoct 6poj. Pujermurn y ckymny npupojnux 6pojeBa jeHavquny

1 1 1 1

vy w+y p

3. Ksagpar crpanure 10 je mokpusen nose3anum durypama cacraspeaum o 4 je-
JUHUYIHA KBajpara (T3B. mempuc durypama). Jlokasaru ja mehy muma uma 6ap mect

11OJ1y/IAPHUX.
4. Jlokazaru Jia y TPOYIJly BpUje u

6< 1 n 1 n 1 <1
7 3+4+cosa  3+cosfS 34 cosy '

YETBPTN PA3PE/

1. Vcru Kao 3amarak 1 3a Tpehm paspes.
2. Hexka je p upocr 6poj. Pujemurn y ckyuy upupojsux 6pojesa jejHauuny

1 1 1 1

Ty z+y p’

3. Ucru kao 3ajarak 3 3a Tpehu paspes.

4. Husosw (a,) u (by,) cy nedunncanu ca

a1 =1, a2 =2, apt1 =3ay — an-1, (n>1),
by =1, by =4, bn+1 ="T7b, —bp_1 — 2, (TL > 1)

JokazaTn n1a je b, = a2 3a ceako n € N,



JAEBETO PEIIYBJINYKO TAKMWYEIBE U3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Bama Jlyka, 27.04.2002.

IIPBM PA3PE/]

1. Ako 3a peaJine 6pojeBe x, ¥y, 2 BaXKHU

JIoKazaTu ja cy ouu Mmehycobro jeanakw.

2. Ha crpanumum BC jemmakokpakor tpoyrima ABC (AC = BC) para je tauka D
(D # C) maxsa nma je AD?> = BD - BC. Jloxaszaru na je AD = AB.

3. Jloxkazaru ja He mOCTOju MPUPOAH 6Poj N Takas Ja je 6poj 27 +n? mjessus ca 2002.

4. Heka je S = {—2,—1,0,1,2} u Heka je y npaBOyrioM KOOPIMHATHOM CUCTEMY
O3HAYEHO, Ha MPOM3BOHAH HAaUWH, 17 Tagaka m3 ckyma S X S. Jlokazaru ma mocroje Tpu
o3nauene rauke A, B, C takse ja je B cpeaumre pyxu AC.

JIPYTU PABPE]]

1. Jokazaru ja 3a a > 0u 0 < b < 1 Bpujesan

b

a .

\/1+a2+\/1—b2§%+

2. Heka cy D, E penom cpeauinta crparuna AB v AC tpoyrima ABC u M npecjeuna,
Tauka cumerpasie yriaa BAC ca crpanunom BC. [lokazaTu jma Bpujemu:

(u) Ako je werBopoyrao ADM E rerusan, ouma je AD - AE =MD - ME.

(uu) Axo je AD- AE = MD - ME, tana je werBopoyrao ADM E terusan niu je pom6.

3. lokazaru 5a je 6poj a = 0, ajasas . .. upauoHasaH, rhe je

o — 1, ako je 6poj mpocTux djesuTe/ba Opoja n HemapaH,
" 0, wunaue.

4. KomayHo MHOTO paBHE [gujejie TPOCTOp Ha Hekosuko obmactu. Jlokazaru ma ce
Mory ogabparu asuje o6JacTH Koje ce HaJla3e Ca PAsJIMIUTHX CTPAaHa CBAKEe O TUX DABHH.



TPETHN PA3SPE/]

1. Jemmakoctpanunanu Tpoyrao ABC je ymmcan y xpyxuuiy k. Ha crpammmama AC
u AB yserte cy tauke M u N, pejom, tako jga je AM = 2MC v AN = NB. Tlonynpasa
MN cujede kpyxuuiy k y tauku P. Jlokazaru ja je

PA PB 1

PB PA 2

2. Heka cy x,y, z mo3uTuBHA OpOjeBH TakKBHU Ha je zyz = x + y + z + 2. Hokazarm
HEjeTHAKOCT

5(x +y+2) + 18 > 8(\/zy + yz + Vz21).

3. Har je ckyn S = {1,2,...,n}. okazaru na je ykynau 6poj ypeheHux Tpojru
(A, B,C) noackynosa ckyna S TakBHUX Ja je

_lAl+C]

ACBCC wu |B] 5

2
jenmax ( n) (Ca | X | je osnauen 6poj esemenara ckyna X.)
n

4. 3a npupozgan 6poj n o3uauMMo ca ¢(n) 6poj npupoHux 6pojesa koju Hucy selin o
N M KOjU Cy pesaTuBHO mpocTu ca n. Hahu cBe mpupomne 6pojese n 3a koje p(n) | n.

YETBPTU PA3PE/]

1. Heka cy D, FE penom cpemautrra crpaauta BC u AC tpoyriia ABC u O, .S penom
IEHTPH ONUCAHE U ymucaHe Kpyxuwuie. Jlokazaru jma tauke D, E, O, S npumanajy ucroj
KPYXKHUIA aKO U CAMO aKO je

AC + BC = 2AB.
2. Heka cy =1, x2,. .., 2, 6pojesn u3 unrepsama (0,7/2) Takeu 1a je
tgry +tgro + - - +tgx, < n.

Hoxkazaru J1a je
sinzy sinay ... sinz, < (V2)™

3. Ucrtu kao 3ajarak 3 3a Tpehu paspes.

4. Vcru kao 3amarak 4 3a Tpehm paspes.



AECETO PEIITYBJ/INYKO TAKMUYEIBE N3 MATEMATUKE
yUueHuKa cpeamux 1mkoJa Pemybauke Cpricke

Cpbam, 05.04.2003.

IIPBUM PA3PE/]

1. Heka cy z,y, z HeHeraTupuu OpojeBH TakBHU 1a je T + y + z = 1. IokazaTu ma je
Ty +yz + 2zx < 5
2. Osnauumo ca F(k) 6poj nudapa y genumasnnom 3anucy npupogsor 6poja k, koje
cy pasamante ox 1. Huz (a,) je nedunucan pekypenrrom dbopmysiom
an+1 = an + F(a,), n=12...

[IpU Y€MYy je HOYEeTHU “WIAH (] MPOW3BOJHAH IIPUPOIAH OPOj.
Ha mu je Hu3 (a,) 06aBe3HO KOHCTAHTAH MMOYEBIIN O HEKOT WIaHA?

3. JlaTa je momykpyxuuma ca nearpom O u mpeunukom AB. Heka je M mpoussosbHa
tauka ayxu AO, a C v D Tadke Ha TOj MONYKpyKHUIM Takee na je <AMD = <BMC.
Jokazatu ma tauke O, C, D, M syexe Ha jeHOj KPYKHUIIH.

4. Y Hekoj ckyumitunu je nogaujesbeno 200 nmociaanndkux Mjecta usmMely 8 mommruarux
CTPaHAKa TAKO J1a HUKOjux b crpanaka Hema jBorpehuncky sehuny. Hokazaru ga nocroje
JIBUje CTpaHKe KOje MMajy jeTHaK Opoj moc/ianmKa.

JIPYTU PABPE]IL

1. Hexka cy z,y, 2z neneraruBum 6pojeBu Taksu jia je x + y + z = 3. okazaru na je
9
Ty + Yz + 2 —xyz < 1

2. JlokazaTu Jj1a aKO y KOHBEKCHOM 9€TBOPOYIJLYy Bpujee Omiio koje asuje o cibeehnx
TBP/AHU, TaAa Bpujeau u Tpeha TBpama:

(i) weTBOpPOYTAO je TAHrEHTHH;
(i) mmjaroHasie YETBOPOYIJIA Cy HOPMAJIHE;
(#ii) jemHA O MMjarOHAJA YETBOPOYIJIA MOJOBU JAPYTY JIUjArOHAIY.

3. Ilpumpomam 6poj k HazuBamo dobpum aKO MOCTOJH OECKOHAYHO MHOro ypebemnmx
naposa (a, b) npupoaumx 6pojesa TakBux Ja TpuHOM kx?+ar+b uMa njesobpojue Kopujene
¥ JIa IOCTOju mpHupoaaH Opoj n Takas Ja Cy a u b pemoM cyma u npoussBoj mudapa 6poja
n. Jlokazaru ma mocroju 6eCKOHaAYHO MHOTO J00pux npupoaux Opojesa.

4. VY dynbasickom npBEHCTBY Heke apkase yuectByje 18 ekmna. Hakon 6 omurpammx
KOJIa, CBE eKHIle Cy uMajie pazjmauT Opoj ocBojenux OosoBa. OjpeauTu KOJUKO je GUio
HEPUJEIIEHNUX YTAKMUIIA.

(VY cakom komy ce ommrpa 9 yrakmmna. Csaka exuna 3a moGjemy jgobuja 3 6oma, 3a
HepwujereH pesyarar 1 601, a 3a nopas 0 60/10Ba.)



TPETHN PA3SPE/]

1. Heka cy a u b peasau 6pojesu. /lokazartu ma jegHaqawna
et +ard + 327 +br +1=0
. ) )
uma 4 passmanTa Kopujena Momyna 1 ako u camo ako je a =b u 2 < |a| < =.

2

2. Jar je Tpames ABCD ca ocuosunama AB = 2 u CD = 1, kpakom BC = /3 u
yrimom <ABC = 70°. Heka je E Tauka yHyTap TOT Tpamnesa Takba ja je <FCB = 10° n
<EBC = 20°. Jlokazatw 1a je Tpoyrao AED jenHaKOCTpAHUUIAH.

3. Ilpupoman 6poj n > 1 je momaano npaxmusar axko ce CBakKW Tpupoman 6poj Koju
jé MamM OJ 7 MOXKe Ha jeJUHCTBEH HAUYWH LIPEICTABUTH Y OOJUKY 30HMpa pPasIMIUTHX
gjenwmana 6poja n. JlokazaTu ma je cBakm TOTAJIHO pakTuyuan O6poj cremen 6poja 2.

4. Y yHYTpammOcTH KOHBEKCHOT n—yria AjAs... A, marta je tauka M, koja ce me
HAJA3W HU HA JeJHO] HeroBoj JgujaroHasu. 3a ¢ = 1,2,...,n KOHCTPYUCAHE Cy MOJIyIIpPaBe
A; M. Caka of THX TIOJIYIIPABUX CHjee HEKY CTPAHUILy MHOTOYIJIA ¥ HEHO] YHYTPAIIHO]
TauKKW. YOUeHe Cy CBe Mpecjedre Tadke moaympasux A;M ca cTpaHuwiama MHOTOYTJIA.
Heka je e; (i = 1,2,...,n) 6poj youennx tagaka Ha crpanumu A;A;11 (A1 = A1).
Hoxkazaru ja je 6poj 1-e1 +2-e3+ ...+ n - e, Ajebus ca n.

YETBPTU PA3PE/L

1. Heka cy a u x; peasnu 6pojeBu u

n a
xn+1_\/m'$n+2n+l (neN).

Hokazatu na je Hu3 (x,,) KOHBEPreHTAH U OJIPEIUTH HHErOBY I'PAHUYIHY BPHjEIHOCT.

2. Ha cBakoj o cTpaHa TeTpaeapa yodeHa je 10 jeJHa TadKa, TaKO Ja je CBaKa O]
6 mpasux koje ompehyjy 2 ox 4 youene Tauke MMapasiesiHa ca HEKOM OJf WBUIA TETPACIPA.
Jokazaru jia cy youeHe Tavuke TEXKUIITA CTPAHA TETPAEIpa.

3. Ucrtm kao 3ajarak 3 3a Tpehu paspes.

4. Vcrn kao 3amarak 4 3a Tpehn paspes.



11. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
ydaeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Tecauh, 24.04.2004.

IIPBUM PA3PE/]

1. Jlorasaru ma ce KyO cBakor mpupomuor 6poja Beher om 1 Moxke mpencTaBuTu y
obJIMKY pasJimke KBaJIPaTa IBajy npupoanux Gpojesa.

2. Hexa je T texwurnre u S neHTap ynucane Kpyxkuure tpoyriaa ABC. Jlokasatu ma
cy chemeha TBphema eKBUBAJIEHTHA:

(i) mpasa T'S je mapasiesna HeKOj crparunyu Tpoyria ABC
(ii) jemma on crpanuna Tpoyria ABC je jennaka noy36upy JBHje MPEOCTase CTPAHMUIE.
3. Ymmosu Ha ocuoBuim AB jemmakokpakor tpoyriia ABC cy no 80°. Ilpaea koja

IpoJIa3u Kpo3 TjeMe B M neHTap KpyKHHIE OMUCAHE OKO TOT TPOYIJIA CHjede CTPAHHUILY
AC y rauku D. Hoxazaru yna je AB = CD.

4. Ckyn S = {1,2,...,n} je najupuje pa3bujeH HA M HENPA3HUX [OJCKYLOBA, a
3aTEM Ha M’ HempasHMX IOJCKYNoBa. JlOKasaTw ja Cy HeKHX m eJeMeHaTa cKyma S y
pBOM pa3dujamy Ouju CBU y jeJJHOM CKyIly, a y JIpyroM pa30ujamy CBU Yy Pa3JIMIuTUM
CKYTIOBAMA.

JIPYTU PA3PE]L

1. Pujemmn y ckyny peasaux 6pojeBa jeHadnHy

Jr—14+V3zr—-1=vVxr+1.

2. Jlar je jemmakokpaku Tpoyrao ABC ca ocuosuniom AB wu yriom xon Tjemena C
mamuMm o7 60°. Heka cy O, S pejom neHTpu onucaHe u ynucane Kpykuuie Tpoyria ABC
u D mpecjedna Taduka KpyXKHUIE onucare oko Tpoyriaa AOS ca crpanntom AC. Hokazatu
na je SD || BC' n
AS 1 OD.

3. Onpenuru cse mapose (a,b) mpupogaux GpojeBa TakKBe Ja Cy CBH KODH]EHH jeJi-
Ha4YUHA

2 —arx+a+b—3=0,
> —br+a+b—3=0,
Takohe mpupoaHu 6pojeBu.

4. IllaxoBcka Tabia 8 X 8 je HA IPOW3BOJHAH HAYUH MOKPHUBEHA JoMuHAMa 2 X 1.

Hokazaru jia kpass Moxke obuhu Tabily Tako Jia Ha CBAKOM 110JbYy Oy/le TAYHO jeJIAHILYT U

TAKO JIa WJe JIOMUHY 1O JoMuHy (Tj. KaJ| PBU MyT CTaHe HA MOJHE HEKE JOMWHE, KPaJb
OJIMaxX TPEJIA3u Ha JIPYTO MOJbe T€ JIOMUHE).



TPETHN PA3SPE/]

1. (a) Hus (a,) peannux 6pojepa je medunucan ca
ap =1, ax=p, apt1=3a,—apn—1 (n>1).
Jokazaru sa je 3a n > 1 momuaoM 2" — apT + ay_1 JAjessus ca 2 — pr + 1.
(b) Kopucrehn pesysrrar nox (a) pujemmra jegmauuny z* — 56z 4 15 = 0.

2. Jlokazaru ;g 3a mo3mTwBHE Opojese x, Y, 2 Takse g je * +y + 2z = 1 Baxn

el G S SR T P dayz
zyz | —+ -+ = .
Y\ y oz l—y 1—-2)~ (1I—2)(1—y)(1-=2)

1—z

3. IMMaxoscka tabma 8 X 8 je Ha mpom3mospbaH HaumMH pa3dujera wHa gomumue 2 X 1.
HoxkazaTn na je moryhe ymumcaTu mo jemad npupogaH Opoj y cBako moJbe Tabiie, Tako 1Ia
y cBuM gomueaama Oyie jepnak 36up m Tako ga OpojeBm ynmcaHW y CycjeHa mosba (ca
3ajeITHIIKOM UBUIOM) OyJy y3ajaMHO IIPOCTH AKO M CAMO KO MPUIAJIAJY jeHO] JOMIHU.

4. Konsekcan muoroyrao AijAs...A, je mujaroHajgaMa Koje ce He CHjeKy pasbujen
Ha, HEKOJIMKO TPOYIJIOBA, TAKO Jia W3 CBAKOT TjeMEHA TOT N—TOYyTJia TOJa3u mapan Opoj
mujaronasna (Mmoryhe u numjemmna), ocum u3 tijemena A; ., Ai,, ..., A;, raje je 1 < ip <
- < i < n. Jokazaru jga je taza k mapHo u

n=i—is+ - +ir_1—ix (mod3), za k>0,
n=0 (mod3), za k=0.

(OBakBO pasbujame Ha TPOYIJIOBE HA3UBA CE€ MPUAHZYAGUUJQ MHOTOYTIIA. )

YETBPTH PA3PE/

1. Ucrm xao 3amarak 1 3a Tpehnm paspes.
4x
22 +4°
3. Har je uu3 (a,) peasnux 6pojeBa ca KOHAYHUM CKYIOM BPHjeTHOCTH. AKO 3a CBAKO
k > 1 nopaus (ay,) nepuogmvan, nga ju je taja u aus (a,) 06aBe3HO nepuogmyan?

2. Jlokazaru ja 33 0 < z < 7/2 BaXKu HEJeJHAKOCT Sinz >

4. Vctm kao 3amarak 4 3a Tpehm paspest.



12. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
yUaeHuKa cpemux mkosa Pemybauke Cprcke

bujemnna, 23.04.2005.

IIPBUM PA3PE/]

1. Hexka je y mpasoyrsmom Tpoyray ABC taura D momroxje Bucwne u3 Tjemena C
npasor yria u 01, Oy nenTpu Kpy:KHUMA ynucauux y tpoyriose ACD u BCD pemowm.
Heka kpyxnuumnga ca nearpom C' u nogynpeanukom C'D cujede karere AC u BC pejgom y
taukama M u N.

(a) Jokazaru ga cy tauke O1, Oz, M, N konunreapue.
(6) Hokazaru na je MN > 2010s.
2. Oxpenuru Mehycobuo pazmmante mudpe a, b, ¢, d (a # 0, b # 0) Tako ma Baxu

abc - bac = adabe.

3. Hexka cy z, y, z no3urusuu 6pojesn taksu fa je x +y + z = 1. Jlokazaru j;a je

2

Vay(l—2) +Vyz(l—2) + Vae(l—y) <4/3.

4. Heka cy m, n npupojuu 6pojeu Behu o 2. Y mosba mpaBoyraone tadjie m X n
je ymucan mo jeman 6poj, TAKO Ja 32 CBAKO TOJbE BpHjemu: 36up 6pojesa y Mom nosy u
weMy CycjedHum nosuma jednar je nyau. JloKazaTn ga Ha TOj TADJIN IOCTOje IBA jeIHAKA,
6poja.
(JBa moma cy cycjemna ako uMmajy 6ap jeJaHO 3ajeTHHIKO TjeMe.)

JIPYTU PABPE]I

1. /Jar je kouBekcan MuOTOyrao A1As...A,. Heka je B; npecjeuna Tadka Iujaro-
nana A;Ajyo m Ajp1Airs 3a 1 = 1,2,...,n. TlozHaro je ja cy cuMeTpajie YHYTPAUHUX
yrsioBa MuEOTOYTIIA A1 As ... A, WicTOBpEMEHO cuMeTpaJie cTpaHulia Maoroyria B1Bs ... B,
(cmmerpada yria <tA;A;+1Ai+2 je cumerpadia crpanune B;_1 B;).

(a) Hokazaru na je muoroyrao A As...A, tanredran, a muoroyrao BiBs ... B, teru-
BaH.

(6) Axo je n = 2005, nokazaru na je maoroyrao AjAs ... Aygps TpaBUIaH.

2. Axo cpenmu o Besmuwru Meljy moswTuBHHM OpojeBuma a, b, ¢ Huje Behu o re-
OMETPHjCKE CpeIMHe OCTaJa JIBa Opoja, JTOKa3aTh 13 je

abe(a® + 03 + ) > a®b® + b3 4 Pad.



3. Hahu cBe ciioxkene 6pojeBe n 3a kKoje Baxu: ako cy 1 = d; < dp < --- < di <
dp+1 = n cBU gjenuony 6poja n, Taga cy dy +dz, dy +da+ds, ..., d1 +da+ - - -+ di Takohe
Jjenvorny 6poja n.

4. Cpako nosbe kBajpartae Tabauie 30 X 30 obojeno je mpHOM uiu 6ujesom 60joM, mpu
qemy uma 450 6umjesux u 450 npHUX MoJka. ¥ TOTE3Y je M03BOJHEHO pa3pe3aru Tabiuily Ha
[IpaBoOyraoHuKe 3 X 1, ma o TUX MpaBOyraoHHKa cacTaBuTd HOBY Tabsmity 30 x 30. [Jla jau
je yBujek Mmoryhe 1ocjivje HEKOJIMKO TAKBUX 1I0TE3a j100uTu Tabsuily y K0joj cy cBa bujesia
0Jba, Ha, TOPHH0j TOJIOBUHMU, & CBA T[PHA, MOJHa HA, JOIH0] MOJOBUHH !

TPETHN PA3PE/]

1. Hexka je y tpoyrny ABC (AB # AC) cumerpana yria <BAC Takohe cumerpasia
yruia uamely Bucure AD u texumaune AFE. Oapenuru yrao <BAC.

2. JlokazaTw Jia y OIMITPOYIJIOM TPOYIJIY BaXKu

3v6
\/sinasinﬁcosv—k \/sinﬁsinycosa + \/Sinvsinozcosﬁ < \4[

3. Hahu cse cioxene 6pojeBe n 3a Koje Baxkm: ako ¢y 1 = dj < do < -+ < di <
dp+1 = m cBu gjesmor 6poja n, Taga cy dy + do u di + da + - - - + dj, Takobe njesmornu
6poja n.

4. J/lokasaru ja 3a CBaKO N MOCTOjU rpad 9uju Cy CBU IUKJIyCH AyKuHe 6ap 2n + 3 u
9Hju Ce YBOPOBHU MOT'y O3Ha4UuTH OpojeBuma o4, 1 110 2n + 1, Tako ja ce 6pojeBu KOjuMa, Cy
Oo3HAYeHa OUJI0 KOja JIBA CYCje/Ha IBOPa Pa3uKyjy 3a 1 mo momymny 2n + 1.

YETBPTU PA3PE/]

1. Hagx sucurnom BD tpoyria ABC, kao Haj TPEYHAKOM, KOHCTPYUCAHA, j& KPYKHUIA
koja cujede crpanntie AB n BC' 'y taukama K u L. TanrenTte oBe KPyXKHHUIE y TATKAMA,
K un L ce cujexy y Tauku M. Hoxazatu ma npasa BM monosu qyx AC.

2. et xao 3amaTak 2 3a Tpehu paspes.
3. Uctm kao 3amarak 3 3a Tpehm paspes.

4. Y zaTBop je joBegeno 100 3apobipennka. Haazopuuk uMm je pekao: ,,/lahy eam jedno
geue da nopazeosapame mehycobro, samum hy eac pacnopedumu no odeojenum hesujama
na suwe wefieme mohu xomynuyupamu. Ionexad hy nexoz 0d sac dosodumu y npocmopujy
Y K0joj ce naaazu aamna (na nouwemry je aamna ucksyuena). Odaasehu uz cobe 6u
MOIICEME OCMABUMU AAMNY YKAYYEHY UAU UCKDYUEHY, KaKo Toheme.

Axo mu y HexoM mpenymry Hexo 0d eac Kasce da cme ceu 6u 6eh buau y cobu u axo byde
y npasy, onda iy eac wacmasumu dosodumu y coby cee dok mu jow HEKO Ipy2u He Kadice
da cme ceu geh buau y cobu. Axo u on 6yde y npasy, cee hy eac nycmumu Ha ca0600y.
Axo buno ko noepujewsu, cee hy sac bavumu xpokoduauma. U nemojme ce 6punymu da hy
Hekoz 3abopasumu — ako bydeme fiymanu, ceu fieme bumu y cobu ca AGMNOM U HUKOME
Hujedna nocjema cobe nehe 6umu nocwedra.”

Mory 1 3apo0JBEHUIN CMUCIUTH CTPATErHjy KOja UM TapaHTyje u3baBiberme?



13. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
ydaeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

bBujemuna, 29.04.2006.

ITPBUM PA3PE/],

1. Ilpuponum 6pojeBu a, b m ¢ cy TakBu 13 ¢y a + ¢ U b + ¢ KBaIpaTH y3aCTOIMHUX
npupogaux 6pojesa. Jlokazaru na cy ab+ c u ab+ a + b+ ¢ Takohe KBaApaTH y3aCTOTHUX
IPUPOIHUX Opojesa.

2. Y mpoyrny ABC cy yrmosu y tjemenuma A, B, C pegom 70°, 60° u 50°. Heka cy
D w F Ttauke wa crpanunama BC n AC takee ma je <CAD = <CBFE = 20°. Heka je F
npecjeana Tadka npasux AD u BE u G momnoxje nopmarne w3 F wa BC. Jokazatn ma
je FG || AC.

3. Koncrpyncaru Tpoyrao ako Cy My JaTH TOJIOXKAjEM TEKUKTE U MMOTHOXKjA BUCHUHE
" cUMeTpaJe yria u3 Tjemena A.

4. Ha tabmu je 3amucano b npupogaux 6pojeBa. ¥ jeTHOM KOpaky ce Ompajy HeKa JiBa
zammcana 6poja a m b, TakBa ga je a < b u a we gujenw b. Oum ce GPUITY ¥ YMjECTO WHUX
ce Ha Tabay zamucyjy 6pojesu H3/(a,b) u H3C(a,b). Kosmko je MAKCHMATIHO OBAKBUX
kopaka Moryhe manpasutu! HasecTu mpumjep meTopke 3a KOjy ce Taj MaKCHUMAJIaH OPOj
MOYKE OCTBAPUTH.

JIPYTU PABPE]I

1. Hexka cy majn crpanunama tpoyrina ABC, moprmwune P, u3BaHa KOHCTPYUCAHH
kBagipatuy ACCyA1, BAAsBs u CBB1C). Jlokazaru ja ce ox gyxu AjAs, B1Bs, C1Cs
MOKE KOHCTPYUCATH TPOYTa0 U MU3PAUyHATH MY HOBPIIUHY.

2. AKo je HOBPIIXHA TPOYIJIA Ca IjeI0OPOJHAM Oy KHHAMA CTPAHUILA, PAlMOHAIaH 6poj,
JIOKA3aTH Ja je meros obum mapan 6poj.

3. Pujermutu y ckyny peasaux 6pojeBa jegHaqamHy

Va—22— /32— 22+ 1 -4z + 222 = 1.

4. Jlara je Tabsmrma 2 X n, rhe je n nmapan npupoman 6poj. Ilerap ma mpom3BobaH
HAYHMH yOHCyje y Tosba Te Tabsure 6GpojeBe 1, 2, ..., 2n (cBaku Opoj MO jeJaHIyT U y
CBaKoO moJke 1o jepan 6poj). 3arum [lasse takolje Ha mpomsBosban HaumH pasbuja maty
rabiuiy Ha jgomuHe 2 X 1 (Mely Kojuma Moxke OUTH W XOPH3OHTAJHUX U BEPTUKAJHUX).
Pauyma ce mpoussoz OpojeBa 3anmcanmx y MOpMMAE CBAKE JIOMWHE, 114 CE TH TPOU3BOIA
cabepy u gobuja ce 6poj s. Jokazaru ga Ilerap yBujex mMoxke moctuhu ma 6yme

2
Sgn(4n —1—6671—1—5)'



TPETHN PA3SPE/]

1. V mpaBoyriioM KOOPAWHATHOM CUCTEMY y PABHU JAT je 1jeso0pojan Tpoyrao umja je
nospimaa 1/2. JlokazaTu 1a neHTap HeroBe OMUCaHe KPYXKHUIE HUje 1jeI00POjHA TauKa.

(I[jenobpojna mavka je Tauka umje cy obje koopaunare nujeau 6pojesu. I[jesobpojar
mpoyeao je TPOyrao Ydja Cy CBa TPU TjeMeHa IjesjoOpOjHe TadKe.)

2. Heka cy ri, ro, T3 ¥ 14 TOJYNPEYHUIN JYeTUPHU KPyTra KOju joaupyjy Kpake C A
n CB tpoyrana ABC, tako jma mpBa npa jomr moampyjy crpamy AB wm3HyTpa m m3Bana, a
tpehu u geTBpTH jorm ommcanu Kpyr Tpoyria ABC usnyTpa un u3BaHa, pegoM. lokazatn
na je
1 r3

re T4
3. Axo 3a npupozaue 6pojepe a, b, ¢, d BaxXu
2(ac+ bd) < a® +b* < & + d2,

JIOKA3aTH 113 je
lad — bc| > 15.

4. Ha Tabiu je 3anucano n upupojiuux Opojesa. ¥ jeJHOM KOpaky ce 6upajy HEKa JIBa
zammcana 0poja a u b, TakBa ma je a < b u a we gujesw b. Ouu ce GpUITy ¥ yMjeCTO HUX
ce ma tabusy 3amucyjy 6pojeu NZD(a,b) u NZS(a,b). Kommko je MaKCHMAJIHO OBAKBUX
Kopaka moryhe mampasutu?! HapecTu mpumjep n—TopKe 3a KOjy €€ Taj MAKCHMAJIAH Opoj
MOYKE€ OCTBAPUTH.

YETBPTH PA3PE/

1. JlokazaTw HEjeTHAKOCT

1 n 2 n n n
VIZ+1 V2241 n?+1

2. Uctm xkao 3amarak 2 3a Tpehm pa3pes.
3. Uctm kao 3amarak 3 3a tpehm pa3pest.

4. Jlar je xouBekcan neroyrao Ay AsAsAyAs. Heka cy My, Mo, Ms, My, Ms penom
cpeuiTa crpanuna Ay Ao, AsAsg, AsAy, AsAs, AsAq. AKo je

A1M3 A9 My A3M5 AygM, . A5M2 1 2w

Ay~ Ay AsA, A A, A,A; 2 85

JIOKA3aTHU JIa j€ TIeTOyTrao MPaBHUJIaH.



14. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

3Bopuuk, 21.04.2007.

IIPBM PA3PE/]

1. Opgpenutu cBe mpocte GpojeBe p 3a Koje ce paszjoMak % MOXK€ TPEJICTABUTH Y

06Ky 30upa PenUIPOYHUX BPUjEIHOCTHU J[BA HPUPOIHA Opoja.

2. Ogpenuru cBe tpupojne OGpojeBe 1 3a KOje ce CBe CTPAHUIE U JUjarOHAJE KOH-
BEKCHOT n—YyTJa MOry obojuTn ca asuje 60je Tako Jia U3 CBAKOT IHErOBOI TjeMeHa H3JIa3’
jemnak 6poj mayxu obje Te 6oje.

3. Ha crpamunama AD n BC xomsekcnor gerBopoyria ABCD mare cy tauke M u
N. IlpaBa MN cujeue aujaronasie AC u BD penom y taukama P u @ (P # Q). Ako
ce onwmcaHe Kpyxaure tpoyriosa AMP, BNQ, CNP, DM@ cujeky y jeJIHOj Ta4Kwu,
nokasarn ga je AM : MD =CN : NB.

4. Ako 3a peasie 6pojese x, vy, z Baxu x> + y° + 2% + 2xyz = 1, nqoKasaTH ja je

3
eyt >

JIPYTU PABPE]L

1. JlokazaTu na mocToju G€CKOHAYHO MHOTO TPOJKM Y3aCTOIHUX IMPHPOITHUX OpojeBa
0J1, KOjUX Ce CBAKW MOXKe mpejicTaBuTu y 0bsmky 30mpa KBasiparTa ABa mujesia 6poja.

2. YV paBHH je 1aT KOHBEKCAH I€TOYra0 Yuju cy CBU yriioBu Tynu. Jokazaru jia ce Mory
Hahw JiBHje BeroBe ujaronasne, Takse Ja JBa Kpyra KOHCTPYUCAHA HAJ THM JIAjarOHAJIAMA
Kao MNPEeYHUIMMa TOKPUBAjy YMTAB [I€TOYIao.

3. Ha crpanunama AB u AC rTpoyrna ABC nare cy npoussosbhe Tauke B’ u C'.
Omwmcamm xpyrosu tpoyriaosa ABC m AB'C’ cujexy ce y taukama A m P. Ilommoxja
HopMada u3 Tauke P ma mpase AB u AC cy tauke M u N. Jlokasaru na je MN || HH',
upu aemy cy H u H' opronenrpu Tpoyrmosa ABC u AB'C'’.

4. Ha noverky cy Ha Tabau Hammcann nommaoMu Pi(z) = 22 + 1 — 2, Py(z) = 23 —

2?2 —x+2u P3(x) = 2* + 2% — 22 — 2 — 2. CBake mmnyTe ce GpUIy HEKA JBA HOIMHOMA,
P(z) u Q(x) u ymjecto mux Ha tabiay ce 3anucyjy moaumaomu P(Q(z)) u Q(P(x)). Ja mm
je moryhe js1a ce mocuje u3BjecHOr BpeMeHa Ha, Tadsu Hale TOJTMHOM y KOME C€ TI0jaBJbYjy
caMoO IIApHM CTEIEeHN OJT T



TPETHN PA3SPE/]

1. PujemmTnu cucrem

22 —yz =3,
y2—z37:4,
22—y =5.

2. Konsekcan n—yrao (n > 5) je amjaronanama Koje ce He cujeky pa30ujeH Ha TPOy-
rmoBe. Jlokazaru Jia ITOCTOJU JIFjaroHaJa Koja O TOT n—YyIJia OJCH]ela IeTBOPOYrao Win
eTOYTAO.

3. Hahu cse mapose (p, ¢) upocrux 6pojesa raxse ua pq | p> — ¢> + 1.

4. JTujaromase kousekcuor dersopoyria ABC D cujeky ce y taukn S. Axko je LSAB =
15°, ZSBC = 45°, ZSCD = 45°, Z/SDA = 75°, noka3atu nma je derBopoyrao ABCD wnn

TETUBHU WJIM TAHT€HTHU.
YETBPTU PA3PE/

1. Jlmjaronanse AC u BD terusnor dersopoyrina ABCD cujeky ce y Tauku S mOJ
npasum yrioMm. JlokazaTu ma HOopMasia u3 tadke S Ha mpaBy BC momosu crpanuiyy AD.

2. Uctn kao 3amarak 2 3a Tpehn paspest.
3. Uctn kao 3amarak 3 3a Tpehn paspes.

4. /loxasaru j1a 33 CBaKW IapaH OIpupojaH O6poj k mocToju mpupogan 6poj n Takas Ja
OCTATAK TpHU Jujesbery noanaoma (x + 1)" — 1 ca monamHOMOM gF 4Pl 441 uma
cBe KoedwuimjenTe mapue.



15. PEIIYBJINYKO TAKMUWYEIBE N3 MATEMATUKE
ydaeHuKa cpeamux mkosa Penybanke Cprcke

bujemnna, 12.04.2008.

IIPBUM PA3PE]]

1. Heka je D Tauka Ha crpanunmu AB jeaHakoctpanngnor tpoyria ABC u E, F pemom
tauke Ha crpanunama BC u AC rakse na je DE | AC u DE || BC. Heka je P upecjeuna
Tauka upapux AF u BF. Hokazaru ja je

(a) AE=BF =CD,

(b) Yeropoyrsosu ADPF, BEPD u CFPE cy TeTuBHH.
2. Halin cBe tpojke (p, ¢, ) mpocTux 6pojeBa 3a Koje BaKu
P+ =r’+2
3. JlokazaTu 5a 3a HeHeTaTWBHE OpOjeBe T U Y BaXKH

(z +y)*(2? + 27y%) > 64a?y>

4. V nosma maxoscke Tabsie 8 X 8 ynucanu cy 6pojesu u3 ckymna {1,2,...,16} tako na
je cBaku OpOj yumcaH y Ta4HO 4eTHUpH 10/ba. JloKazaru ja mocroje jBa CyCjejiHa 1mojba y
KOja cy ynucanu 6pojeBu dnja pasiinKa HUje Marbha Of 3.
(dBa moma cy cycjesHa ako MMajy 3ajeJHUIKY TAUKYy.)

JIPYTU PABPE]I

1. Hahwu cBe npuposse 6pojese k 3a koje ce ckyn {1,2,3,...,100} moxe noaujesurn Ha
k IMCjyHKTHHX MOACKYIOBA, TAKO JIa CY CyMe €JeMEHATa Yy CBUM IOJCKYIIOBHMA, J&THAKE.

2. Jar je gerBopoyrao ABC D Koju je TeTUBAH M TAHTEHTAH. Y TUCAHU KPYT JOTUPY]e
crpanutie AB, BC, CD, DA penom y taukama K, L, M, N. Jlorkazatu ga cy CpemuInTa,
crpaHuna detpopoyria K LM N TjeMeHa TETUBHOT YETBOPOYTJIA.

3. Hokazatu g 3a mo3uTuBHE Opojese a, b 1 mpupoman 6poj n > 1 Baxwu

(a" +b")? > 2(ab)" ! (a® + 1)

4. JlokazaTh Jia ce y CBaKH TPOYTrao MOBPIMUHE 1 MOXKE CMjeCTHTH jeTHAKOKPAKU
V5 —1

TPOYTao MOBPIIUHE



TPETHN PA3SPE/]

1. Heka je D Tauka ua crpanuim AB jexrakocrpanuyanor Tpoyriaa ABC u E, F penom
rauke Ha crpanunama BC u AC rtakse na je DE || AC u DE || BC. Heka je P npecjeuna
Tauka npasux AF u BF. Jokaszaru ja je

PC >PE+ PF >2PD.

2. JIBa wmrpada HaM3MjEHWYHO YIIMCY]y NPOU3BOJbHE LpupojiHe Opojee y csiobosHa
nosba Tabaure 8 X 8. Kaj ce tabuiniia monyHu padyHajy ce cyme 6pojeBa 10 BpCTamMa, U
KOJIOHaMa. DPpoj moena mpBor wrpada je Opoj KOJIOHA ca mapHOM CyMOM, a O6poj moena
JIPyTor urpada je 6poj BpCcTa Ca MapHOM CyMOM.

(a) Jokasarwm ma Apyrwm Wrpad yBHjEK MOXKE HTPATH TakKo ja ocBoju Behu 6poj moena.

(b) Konuky majselly pasimky 1moeHa MOXKe TAPAHTOBATH JPYTU ArPad?

3. Pujermuru y ckymny peasHux O6pojeBa CHCTEM

rty’ =2
y+ 22 =a’,
z—i—xQ:yS.

4. Axko cy m, n p upupoauau 6pojeBM TAKBU Ja je

m n D

+ = 2008,
n—p p—m n—m

m n P

JIOKa3aTu 13 ce 6ap jeman o1 pa3ioMaka MOYKE CKPATHTH.

n—p p—-m’ n—m
YETBPTU PA3PE/]

1. Heka je D Tauka #Ha crpanuu AB jexaakocrpanuanor Tpoyria ABC u E, F penom
rauke Ha crpanunama BC u AC takse na je DE || AC u DE || BC. Heka je P npecjeuna
Tauka npasux AE u BF. Jlokaszaru ja je

PA+ PB+ PC > 2(PD + PE + PF).

2. et xao 3amaTak 2 3a Tpehu paspes.
3. Uctm kao 3amarak 3 3a Tpehu pazpes.

4. Heka je n npupogan 6poj. Jokazaru jna ce ckyn {1,2,3, ..., 2"} moxe nogujesmrn
HA J[BA JIUCJYHKTHA MOJCKYIIA TaKO Jia Cy CyMe k—THX CTeleHa eJeMeHaTa 06a MOJCKyIa
jenmake, 3a k=0,1,...,n.



16. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
yuenuka cpeamux mkoja Penybiuke Cprcke

Bama JIyka, 11.04.2009.

IIPBUM PA3PE/]

2

. Heka cy a, b, ¢ nosurusuu 6pojesu. Jokazaru na u3 a’ + b> = ¢? caujenn

a2+ (c—b)? c—b

b+ (c—a)? c—a

Ha sy Baxku obpuyTo TBpheme?

. Hahwu cBe mapose (p, ¢) npoctux 6pojea takse ga cy 6pojeBu

pq+tp+q, pg+p—4q, pq—p+q, pg—p—(q

Takohe mpocTu.

. Jokazaru ma y kouBekcHOM n—yray Ay As... A, nocroju i € {1,2,...,n} TakBo na
je AiAit3 <3 Aip1Ai12, npu yemy je Api1 = Ay, Apyo = Ag, Angs = As.

. JemnakocTpaHuvyaH TpOyrao je pazbujeH Ha KOHAYHO MHOT'O 4eTBOpOyIyioBa. Jlokazaru
ga mehy TjemenmMma TUX 4eTBOPOYTIOBa 00ABE3HO TIOCTOj€ TP KOJWHEAPHE TAYKE.

JIPYTU PABPE]I

. (a) Oapenurn Hajmamwu 6poj a u najselin 6poj b Tako sna 3a cBaku npupojgaH 6poj n
BAXKH

2n—1 < 2n < 2n

2n+a 2n+1 " V2n+b'

o0 52 54 1680 5
41~ 5153 55 1681 ~ 29"

(b) Hokazaru ma je

. Onpemnru majsehim Tpormdpen npoct 6poj p 3a KOju jeTHATNHA
1+z4+zy)?+2=p
vMa 6ap jeHo 11jeso0pojHO pjeremne.

. Hera xpyxuuna ymucana y Tpoyrao ABC nomupyje crpanune BC, C'A, AB pemom
y taukama K, L, M u weka je P tauyka Ha TOj KpyXHuIM TakBa ja je MP mwen
npeunvk. Jokazatu jga je ZAPB = 90° axo u camo ako je AB =3CK.



4. Mame oy, — TjeMeHa JATOT TPABUJIHOr Nn—yIJia 000jeHO je mpBeHOM 00joM, JIOK CY
m

ocTaja TjemMeHa miaaBa. Heka je M mpom3BO/baH m—yrao 4UHja Cy TjeMeHa HeKa O
TjeMmena jgator n—yriaa. Jlokaszaru ma mocToju m—yrao duja Cy CBa TjeMEHa, TLIaBa
¥ KOjH je moaynapaH ca M.

TPERU PA3SPE/]

1. JlokazaTu ja je
cos 13°sin43° cos 73° 1

sin(13° +43° 4+ 73°) 4~

2. VY paBHHU je 1aT TPOyrao ca IjeiobpojHIM KoopuHaTaMa TjeMena. Koje o cibesrehux
TAYaKa y TOM TPOYTILY

(a) Texwunire;

(b) opromenTap;

(¢)
)

(d) menTap ynucane Kpy:KHHUIIE,

EHTAp ONMUCAHE KPYZKHUIE;

06aBE3HO MOPAjJy MMATH PAIMOHAJIHE KOOpauHaTe?

3. Bummmuunnia u Tpemmuauna urpajy cwbenehy wmrpy. Ha mogerky Bummmuauia
pazbuja 1aTh jeTHAKOCTPAHUIHHI TPOYTa0 Ha KOHATHO MHOTO Y€TBOPOYTIIOBA. 3ATHUM,
Tpemmpuunna 1 Bummraua Hau3MjeHunIHO 00je TjeMeHa 9eTBOPOYIJIOBA, JeIHOM OJI
getupu 0oje, mpu Yemy npBu moTe3 mMa pemmuanna. Vrpa je 3aBpiueHa Kaga cy
obojena csa Tjemena. llo6jenunuk je Bummuduia ako HOCTOJU I€TBOPOYTao dHja Cy
cBa Tjemena obojena pazsmautum Oojama. Unaye, nobjeauuk je Tpemmuaniia. Koja
OJ1, ITPAYAIR, UMA, IT00jeTHUYIKY CTPATErujy?!

4. JlokazaT ja He IOCTOje TpUpogHu 6pojeBu T u y Taksu ga cy o2 + 42 n 22 4 4y?

MOTIYHU KBaJIPATH.

YETBPTU PA3PE/]

1. Ako cy mpom3BOAYM KOCHHYCA HACIPAMHHWX YIJIOBA YETBOPOYIJIA jeJHAKH, JTOKAZATH
Ja je Taj 4eTBOPOyrao Tpares.

2. Kouuko ce Hajsuine 6pojeBa Moxke uzabparu u3 ckyma {1,2,3,...,1000} Tako ga He
mocToje jiBa Mehy muMa, unju 30up je JjeJbuB BUXOBOM PA3IUKOM?

3. Ucru ka0 3aarak 3 3a Tpehu paspes.

4. HMcrn xao 3amaTak 4 3a Tpehu paspes.



PJEIIIEHKHA

[MPBU PA3PEI

1. Axo je a2 +b% =2, tana je

a?+(c—b?2 A=+ (c—b? (c—b)(c—b+c+b) c—b
B2+ (c—a)? E—a2+(c—a)? (c—a)ic—a+c+a) c—a’

O6puyTo He Basku. Jeman koHTpanpumjep je a=b=1, ¢ = 2.

2. PaznukyjeMo nBa ciayuaja.

1° Hu p uu ¢ muje mjemuBo ca 3. AKO je map ocraraka Koje p U
q majy npum mmjememy ca 3 jemnak (1,1), (2,1), (1,2) nmm (2,2),
oHna je pq+p+q, pg+p—q, pg—p-+q U pg —p — q AjebUBO ca
3, pexom. Kako cy mocsmenma yetupu 6poja mpocra, TO je jenan
on wux jemnak 3. W3 pqg > 2q caujenu pg+p—q > p+q > 3,
Te jemuHO Pg — p — ¢ MOKe OuTH jemHaxko 3, IITO 3HAYU Oa je
p—1)(g—1)=4, rejep=2,¢g=>5wnmp=>549g=2, jep cMO
MPEeTIOCTABUWIINA 118 HUA P HU ¢ HUCY OjeJbUuBU ca 3.

2° Jeman on 6pojeBa p u q je njemus ca 3. MoskeMmo mpernocraBuTH
na je ¢ = 3. Cana numamo na cy 6pojesu 2p—3, 2p+3, 4p—3, 4p+3
npoctu. [TocmarpajmMo ocrarak KOju p Haje Ipu OUjebemy ca 5.
Axo je om jemmak 1,2,3 uau 4, omma je 2p + 3,4p — 3, 4p + 3
unua 2p — 3 mjemuBo ca 5, Tj. jemmako 5. To mam maje ma je

p=1p=2,p= 2 p = 4. Hemocpenuom mposjepom mobujamo

na p = 2 uuje pjememe. Ocrasa je jom moryhuocT ma je p =5,
KOja HaM Qaje jOoIl jeTHO pjellewme.

Iakne, Tpaskenu naposu cy (2,5), (5,2), (3,5), (5,3).

3. Hera je A;Aiy1 = a4, Ai—;Aijro = d;. IlpernocraBumo cynpoTHo, na je
d; > 3a;, 3a cBako i = 1,n. Caujequ na je dy+da+...+d, > 3(a1+az+
...+a,). C gpyre crpase, cabupameM HejeJHAKOCTU a1 + az+ a3 > da,
as+as+aqg >ds,...,an_1+ap+ay > dy,, ap+a;+as > dy mobujamo na
je 3(ar+az+...+ay) > di+da+...4+d,, mTo HAM Haje KOHTPAIUKIM]Y.

4. TIpermocTaBUMO CympPOTHO, Tj. Aa HE IMOCTOje TPU KOJMHEAPHE TauKe.
Tana je cBaka yHyTpamma Aysk (Ly:k 4duju Oap jelaH Kpaj HUje Ha
KOHTYPU TPOYyTJIa) CTPAHMUIA 3a TAYHO 2 YeTBOPOYyIJa, NOK je CBaKa
Ol CTPAHUIA je THAKOCTPAHUYHOI TPOYIJa CTPAHUIA 33 TAYHO jeNaH
gyeTrBOopoyrao. Ako je k 6poj yHyTpammux Oy:KU U 1 6POj 4eTBOPOY-
rinoBa, nobujamo na je 2k + 3 = 4n, mTO HaM qaje KOHTPAAUKIH]Y.



IIPYTU PASPEIL

1. JlujeBa HejeAHAKOCT Ce HAKOH KBaApUpama, MHOKEma ca (2n+a)(2n+
1)?2 u cpebuBama cBOMW HA H0j CKBUBAJEHTHY HEjeTHAKOCT

4a—1)n*+2n+1>0,

ma je a = 1 HajMamy TakaB a. AHAJOIHO je NeCHA HejeTHAKOCT €KBU-
BaJsienTHa ca 2(b—2)n < 1, na je b = 2 najsehu Takas 6poj.

MHuokKemeM Heje THAKOCTH!

2n —1 2n n
N < <) — —95.96,....840
m+1 > 2m+1 nt1 T

nobujamo (6).

2. Kopuctumo upenTureT
(2 +1)(s* +1) = (s —2)* + (s + 1)
Y3aumajyhu s = ¢ 4+ y mobujamo na je
(@ + D@ +9)*+1) =p,

te Mopa 6utu x =0 niu x +y = 0. OnaBne caujenu na je p obauka
n?+ 1.

3an =30wun =28 6poj n? + 1 mHuje mpoct, na je p = 677 TpaskeHn
npoct 6poj.

3. Kopuctuhemo crammapmme o3Hake 3a ejgeMeHTe TpoOyria. ¥ CIOB
/ZAPB = 90° je exBuBaJieHTaH ca cauvHomnhy tpoyriosa APM u
PBM, mTo je majbe eKBUBAJIEHTHO Ca

AM_MP

MP  BM’
OIHOCHO Ca,

s—a 2r

2r  s—b’

Kako je

rTr=— =
S S

InIocJhe b a je,Z[HaKOCT je €KBUBAJIECHTHaA Ca

4(s—c)=s.

Y

p_ws_a)@_b)(s_c)

C nmpyre crpame, jemsakoct AB = 3CK, ommocuo ¢ = 3(s — c¢),
OUMIVIEHO je eKkBUBaJleHTHa TakoDe ca 4(s—c¢) = s.



4. IlpermocTaBUMO CYOpPOTHO, Tj. [Aa& CBAaKA M-yrao MOAYITApaH Ca
M wuvma 6ap jemgHO UPBEHO TjeMe. I[TocmaTpajMo MHOTOYTIOBE
My, Ms, ..., M,, npu uemy ce M} mobuja poranujom muoroyraa M 3a
yrao %TW 3a k=1,...,n. Ilo npermocTaBmu CBaKu OO TUX MHOTOY-
riaoBa uMma bap jemmo npseHo Tjeme. Takobhe, cBako IpBEHO TjeMme je
Tjeme 3a TauHo m on MHoroyraosa My, Ms, ..., M, (jemanmyT mpso
Tjeme, jeJaHIyT OPYTO, ..., JEAHAHIYT M-TO). 3a CBAKA MHOTOYTao
My, (3a k=1,...,n) uzabepumo 1o jeAHO HErOBO LPBEHO TjeMe A .
Y musy Ap, As,..., A, cBaka IpBeHA Tayka ce IOjaBJbyje HA]JBUIIE M
nyrta. Kako upBeHUX Tavyaka uMa Mame OJ n/M, TO je KOHTDA,JUKIN]ja.

TPELU PA3PEL

1. aTa jemHaKOCT je eKBUBAaJIEHTHA ca cJibenelivm.

4 cos13°sin 43° cos 73° = sin 129°,
2 cos 13°(sin(43° + 73°) — sin(73° — 43°)) = sin51°,
2c0813°sin116° — cos 13° = cos 39°,

sin 129° 4 sin 103° = cos 39° + cos 13°.

Tlocmenma je IHAKOCT OUUTJIETHO BaKU.

2. Heka cy A(xza,ya), Blxp,ys), C(xc,yc) Tpu HekoIuHEapHE Ljeso-
6pojue tauke. Tama cy roopauuate Texkumra Tpoyriaa ABC

A+ 2B+ xC Ya+ys + yc
tp=——"——€Q,yr="—"7"""—€Q.

3 3
Koepunujent npasua npase BC' je
Yo —YB
U
o — B
Te je jenHauuMHa BUCUHE U3 TjeMeHa A

Yy—ya _ Tc —TB

T — 1A Yo —yB

IIpema Tome, KOOpAMHATE OPTOIEHTPA MPEACTABIHA]Y PjelIeHme CUC-
TeMa jeqHaAYUHA

Yy—Ya  Tc—TB Yy—Ys = Tc—TA

T —TA yc—yB7 T — B yC_yA.



Tako je

_ dapdpcdca —zazpdap — xprcocdpe — Tcradoa
zadpe +xpdca +xcdaB

Trg ’

raje je dij = y; —y;j. AHajorHo ce gobwuja m yy. Ounriaenso cy ry u

Yy panuoHaJHU OpOjeBU.

ITosuaro je ma cy O,T, H konuHeapHe Tauke u na je
TH
=2,
oT

Te kako 1T u H mMajy panumonaJjHe KOOpPIHUHATE, JAKO ce mobuja ma
u O uMa palruoHaJIHe KOO AUHATE.

Kouxrpetno,

r4dpc + 2%doa + vidap — dapdpcdoa
2(zadpc + xpdca + xcdap)

Tro — ’

a CJIUYaH je U U3pa3 3a Yo.

IlenTap ynucane Kpys;KHUIE HE MOPa UMATU PAIMOHAJIHE KOOPAUHATE.
IIpumjep je Tpoyrao ca tjemenmma A(1,0), B(—1,0), C(0,1), jep je
meros nesrap ymucane kpyskaumne I(0,v/2 — 1).

. Bummuunna (Bu) nma noGjemauuky crparerujy. Heka oma pasbuje
TPOYrao Ha YeTBOPOYIJIOBE KAO0 Ha Caulu (M3 NPAKTUYHUX pa-
3JI0Ta, HA CIUIM HUje MPUKA3AHO YNTABO pa3bujame, aju jacHO je
na ce 3amodero pa3bujame MOKe HACTABUTU: OCTATAK TPOYTIa je
HEKOHBEKCAH MHOTOYTao0, Ma Ce OH MOKe pa3buTu Ha TPOYIJIOBE, a
CBaKM TPOYTrao Ce jeqHOCTABHO pasbuja HIP. HA TPU YETBOPOYTIIA) .
ITocnuje npsor noresa Tpemmununne (Tp) Gap jeman ox ckynosa X
n X ocraje HetakHyT (y CMUCIy [a HUjeNHO TjeMe M3 TOT CKyIa
Huje o6ojeno) . He ymamyjyhu ommroct, Hera je To ckyn X;. Tana
Bu y cBom mpBoMm mote3y 6oju taury B; 6ojom 1. Ilocmuje apyror
nore3a Tp Gap jeman ox CKymoBa Y1, Z1 OCTaje HETAKHYT, HIP. CKYII
Y:. Cama Bu y mpyrom moresy Goju tauky A; Gojom 2. Ilocauje
tpeher nmoresa Tp Gap jeman ox ckymosa Up, V] je ocTao HETAKHYT,
aup. U;. Y cBom tpehem moresy Bu 6oju Ttauxy N Gojom 3. Beh
y cmwenehem moresy Bu moctwke ma 6ap jemam uerBopoyrao Oyme
OHAKAaB KaKaB KeJIM, TaKO mMTO 00oju 6ojom 4 omy on tavaka M wmam
P xoja mperxomHo Huje 0OOjeHA.

. IIpermocraBumo nma mocroje TakBu Opojesu x m y. Omnabepumo map
(z,y) xoxm kora je x +y MmuHMManaHO. Jlako ce BuAM ma Cy Tana x Uy
y3ajaMHO IPOCTHU U na je x HemapaH. Ha ocHOBY mo3Hator TBphema
noburjaMo Ja MOCToje IpUpoaHu GpojeBn m, n, p, ¢ TakBU 1a je (m,n) =
L (pg)=1m



Yy =2mn = pq.

Tauno jemam om OpojeBa p m ¢ je mapan. Mw hemo pazmoTpuru
ciyyaj p = 2p1, OOK ce ciayudaj ¢ = 2¢; pamu Ha uctu HaumH. Canx
nMaMo na je

mn = p1q

Y Ha OCHOBY TeOopeMe O YeTupu Opoja 3akKbydyjeMo ma ITOCTOje
npuponHu 6pojeBu u,v,q, 3 TAKBU ma je m = uw, n = v, p = va,
q =uf, Ipu yeMy Cy u W v y3ajaMHO IpocTu, kao u o u 3. Tana je
w2a® — 02 3% = 4v?a® — u23?,
OTHOCHO
u?(a? 4 B%) = v*(B% + 4a?).
Huje temxo mpumujerutn na je (o + 2,42 + 4a?) = 1, ma mobujamo
na je
o+ 52 =02,
B 4 4a? =2,
na nap («, 3) rakobe 3amoBomasa kemern ycioB. Kako je mpm tom

a+f<22uwaf=y<z+y,

UMaMO KOHTPAIUKIIN]Y.



UETBPTU PA3PE

1. IaTu ycnos y uerBopoyriay ABCD ekBuBajsieHTan je cienehum jen-
HAKOCTUMA!

cos AcosC = cos Bcos D,

cos AcosC = cos Becos(A+ B+ C),

cos(A+C) +cos(A—C) =cos(A+2B+C)+cos(A+C),
cos(A—C)—cos(A+2B+C)=0,

sin(B+ C)sin(A+ B) =0,

omakse caujemu na je A+ B =180° nnmu B + C = 180°, tj. ABCD je
Tpamnes.

2. Axo 3a mpupomue GpojeBe m,mn, M > N BAKU M — N ‘ m 4+ n, oHIa 3a
vero k € N Bpujenu
m+n .oom k+1

=k . — .
m-—n e P

OBo 3Haum ma pasnuka OmiIo Koja nBa uzabpana 6poja mMopa Gutu
bapem 3.

Axo cy uzabpanu 6pojeBu 1 < X3 < ... < Ty, OHIA je
T Z 1, T Z 4, I3 Z 7,...,.13334 Z 1000.

IIpema Tome, He MoOke ce m3abpartu Bume ox 334 6Gpoja. Moske Tauno
TONMUKO, Ha mpuMmjep: 1,4,7,...,1000, jep je pasmuka Ouio Koja ABa
on oBux OpojeBa mjessuBa ca 3, a 30up HUje.

3. Bumu 3. 3an. 3a Tpehu paspen.

4. Bunu 4. s3an. 3a Tpehu paspen.



17. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
yaenuka cpeamux mkosa Penybiauke Cprcke

ITane, 27.03.2010.

IIPBM PA3PE/]

. N3paaynaru
[|...]]/2010 — 1] — 2| — 3| — --- — 99| — 100|.

k(k+1)

. Tpoyraouu 6pojesu cy 6pojesu obsuka , k € N. Jlokazaru jia cy 3a cBako

n € N cipenelia TBpljema ekBuBaIeHTHA

(i) n ce moxke marmmcaTu y obiuky 36upa aBa Tpoyraona 6poja,

(7i) 4n + 1 ce Moxe HammcaTu y o6JUKY 30Upa JBa KBaJIpaTa.

. Y tpoyry ABC' y xome je ZBAC = 120° cumerpadie yrjosa y Tjemenuma A, B,
C cujexy crpanune BC, CA, AB penom y taukama D, E, F. Jlokazatu jga je
/EDF = 90°.

. Ogpemuru cBe npupomHe Opojese n, n > 2, 3a Koje ce 6pojesu 1, 2, ..., 2n mMory
yIUCATH Y TabJMIy 2 X 1 TaKO Ja 30MPOBH II0 BPCTaMa M KOJOHAMAa 33J0BOJbABAjY
jesHAKOCTH V] = Vg U Ky = ko = -+ - = k.

JIPYTU PA3PE]L

. Ja ju mocToje pasMdYuTH HPUpPOSHA OPOjeBH M W 1. TAKBU J1a, j€

(a) m3 —201m = n3 — 201n,
(b) m3 —2010m = n3 — 2010n?

. Jokazaru nma 3a mosuTusHe OpojeBe a, b, ¢ KOju UCOymaBajy ycioB a +b+c = 1
BakKM HEjeHAKOCT

Va+be+Vb+ca+vVe+ab< 2.

. O/ipeiuTH KOJIMKO MMa OMITPOYTJIMX TPOYIVIOBA CA TjeMEHNMa Yy TjeMEeHHMa 3aaTor
upasusHor (2n + 1)—yra.

. 3 tauke M Ban kpyxkuwuie k KOHCTPYHUCAHE Cy TAHTEHTE HA Ty KPYXKHUILY, KOje je
nonupyjy v Taukama A u B. Heka je N tauka kpyxuune k taksa na je AM || BN.
Heka je C mpyra npecjeuna tauka npase M N ca kpyxuumom k. Jlokazatu 1a je
CN =2BC.



TPETHN PA3SPE/]

. PujemuTu jeHaauny

1
cos2x = 3 + cosx — \/§sinx.

. Heka ranrente w3 tauke M momupyjy kpyxRuuiy y taukama A u B u #eka je BC
upeunuk Te Kpyxaune. Heka je D nomaoxje pucune uz A na BC. Jokazaru ja
npasa M C monosu gyx AD.

. JokazaTu ma CBaKH NpHpomaH Opoj UMa CaIprKajall y YhjeM Ce JEKATHOM 3aIUCy
mojaBibyje cBux gecer mmdapa.

. IlpermocTasumo ma mpupoman 6poj n uMa chenehy ocobumy:

Bpojesu 1,1,2,2,...,n,n ce mozy nopedamu y Hu3 mako da ce 3a ceaxo k =
1,2,...,n usmehy dea nojaswusara 6poja k narazu mauno k waanosa Huaa.
Jokaszaru na je n? 4+ n gjemsuso ca 4.

YETBPTU PA3PE/]

. Haka cy a, b naru nosurusau 6pojesu. Pujemurn y ckyny peasnux 6pojesa jejHad-
UHY

Vab+ ) —\/bla —z) = zv2.

. Nctn xao 3amarak 2 3a Tpehw paspes.
. Ozpenurn HajMamu npupoiaH 6poj k 3a koju ce 6poj 19961996 moxke npencrasuTu
y 00auKy cyme k TOTIyHMX TIETHUX CTEIEeHa ai’ + ag + ...az, raje cy ai, az,..., Qi

IPUPOIHE OpOjeBH.

. Uctu xao 3amarak 4 3a Tpehw paspes.



2.

18. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Bama Jlyka, 2.04.2011.

IITPBU PA3PE/]

. Ilocroje iu npupoaau OGpojeBU m W N TAKBHU I3 je

m2+mn+n>+m+n=20117?

. Har je jemnakokpaku Tpoyrao ABC ca ocnosuniom BC, npu uemy je BC' < AC, u

weroBa onucana Kpyxuauna ki. Kpyxwauna ks nsnyrpa pogupyje Kpyxuuiy ki y
tauku R te mupa xpake AC u AB y taukama P u Q). Jlokazatu na je cpemurmrre M
nyxu PQ yjemno n nienTap ynucame kpyxuaure tpoyriaa ABC.

. Heka cy a, b, c nyxxune crpanuma Tpoyria. JlokasaTn HejeIHaAKOCT

a—b+b—c+c—a <}
a+b b+c c+a 8’

. Ha xpyXkuutm ce Hayma3w n NJIaBUX U N IPBEHUX Tavaka Koje Jujese Ty KPYKHUITY

Ha 2n ToAyAapHUX JIyKoBa. CBaka IPBEHA TAYKA, je CPEJIUINTE HEKOT JIYKA, KPY XKHUTIE
ca IJIaBUM KpajepuMma. JloKazaTw Ja je W cBaKa IJIaBa TadKa CPEJUINTE HEKOT JYKa
KPYXKHUIE Ca TPBEHUM KPAjEeBUMA.

JIPYTU PA3PE]L

. Jara cy xpyxuurna k ca npeuankom AB u npousBospbHa Tauka M HA TOj KPY>KHUIIK.

Heka je M H nopmana ua npeanuk AB w neka cy C' u D npecjedne Tauke KpyKHUTIE
k ca xpyxuurnom ki auju je menrap y tauku M w nmosynpeanuxkom M H. Jlokazarm
Jna npasa CD nonoeu jyx MH.

(a) Axko je x + y = z noKazaTm WAEHTATET

oV =y + 2+ yV2? — zr 42 = 222 + ay + 2

(b) Jokasarm ja 3a nosurusHe 6pojeBe T, Y, 2 BaXKHU HEjEJHAKOCT

P —yz+ 2+ yV22 — zr 4 a2 > 222 + ay + 2




. Jlokazaru ja ce 3a cBako n € Ny 6poj 20112" moxke mpencraBury y o6iuKy 36mpa
KBaJpaTa TPU TPUPOJIHA OPOja.

. Ha ym je moryhe ca TpuHaecT mpaBHX, O KOJUX HUjeIHA HE IIPOJA3U KPO3 IEHTAD

HEKOT T0JIa, W3JIMjeJIUTH IMaXOBCKY Tab/y HA JAMjesiOBE TAaKO [ CBAKKA TAKAB MO
CaJp:KU IEHTAP HAJBHUIIE jEIHOT I0Jba !

TPERU PA3PE/]

. Axko y tpoyrny ABC Baxwu

sina +sin 3 +siny V3

cosa +cosf3+cosy

JOKa3aTh 13 je jedaH O yIJioBa TOT TPOoyriia jeanak 60°.

. Usunie OA, OB, OC rerpaeapa OABC ob6pa3syjy mpasoyrsm Tpuegap. Heka cy
Py, Py, P3, P penom mospmune Tpoyrimosa OAB, OAC, OBC, ABC u h Bucuma
rerpaeapa u3 tjemena O na crpany ABC. Hokazaru ja je

a) P} + P+ P} = P2

2 2P
6) h? < 2.

. Jokazaru na jepuaunna x2 —Try+y2 411 = 0 uMa 6ECKOHATHO MHOTO I1je106POjHIX
pjeniema.

. Ckyn mpupoanux 6pojesa je moamjesbeH Ha aBa ckyma Am B. /lokasaTu ja mocroje
npupojau 6pojesu x n y Behu oy 2011 TakBuM na =, y U TY JeXxe y jeJIHOM OJI TUX
CKYTIOBA.

YETBPTHU PA3SPE/L

. Hamwmcanu cy 6pojesu 2,3, ...,2011 u cBu moryhu mux0oBH TPOU3BOIAM 1O B3, Opoja,
mo Tpu 6poja, uTa. cee jio mpomwsBoga cBux 2010 6pojeBa. Jlokazatu ja je 30up
PENUIIPOYHUX BPUjEIHOCTH CBUX Hamucanwx OpojeBa jemmak 1005.

. Har je tpoyrao ABC y kome je ZACB = 60° u D, F Tauke y KOjuMa yIHCAHA
Kpyxuumna goaupyje crpanurne BC' u AC, penom. okazaru na je

a—b§2DE§c.
c

. Hctu kao 3amarak 3 3a Tpehu pazpes.

. Mcru xao 3amaTax 4 3a Tpehu paspes.



19. PEIIYBJINYKO TAKMUWUYEIBE N3 MATEMATUKE
yuenuka cpeamux mkosa Pemnybauke Cprcke

Bama JIyka, 28.04.2012.

ITPBU PA3PE/],
. Jokazatu ma 3a peasme 6pojeBe * U Y BaAXKMU HEjETIHAKOCT
(@ +9°)° > (22y)° + (2° — ),

nd —2n? +3n+1
5n + 2

. 3a koje npupojHe OpojeBe N ce PA3IOMaAK MOXKE CKPATHTH?

. Y tpoyrny ABC cy xouctpyucane cumerpaie AD v BE yrmosa /BAC u LABC.
Ako je DE cumerpana yria ZADC, nahu yrao ZBAC.

. Jlartw cy paznuuwTy MO3WTHUBHU peasHu OpojeBu T, T2, X3,..., To012. JloKaszaTu ma
mehy muMa mocroje npa, x; U T, TAKO Ja BpHjeId

xj—xi 1

0< < .
(I4+2;)(1+z;) 2011

JIPYTU PA3PE]L

. Jara je xomeknmja TEropa ca cibegehuM cBojcTBUMA

1° IlocToju H6ap mer Teropa MehycoOHO PA3JIMIATHX MACA,

2° 3a O6mJI0 KOja JIBa Tera MoCToje APYyra JABa Tera Ca UCTUM 30UPOM Maca.

Koju najmamu 6poj Teropa Moxke OUTH y TOj KOJEKIHju?T
. Pujemnuru jennauuny p? + ¢ — r3 = 36r? y npoctum 6pojesuma p, ¢, r.

. Jar je AABC Ttako na je /ZBAC = 120°. Hexra cumerpasa yria /BAC cujeue
crpauuity BC' y tauku D. Jlorazaru jia Baxu

111
AD  AB  AC’

. Heka peasinu 6pojesu a, b u ¢ 3a7g0B0sBaBajy cihenehe yciaone

1 1
a+2b+3c=1, az—g, bz_i’ c>—1.

Oppenuru Hajsehy BpujennocT m3pasa vba + 1+ vV4b+ 2+ V3¢ + 3.



TPETHN PA3SPE/]

. Hata je jemmaumna p3 + ¢ —r3 =49(p+q —r).

a) okazaTu ja ona mMa GECKOHAYHO MHOTO Djellieha y IPOCTHM OpojeBuMa P, ¢,
7.

6) Oxpemuru cse Tpojke (p,q,r) melycobHo pazmmumTnx npoctux GpojeBa Koju
3aJI0BOJbABAJY JIATY jeTHAUUHY.

. Hokazaru ma 3a peasne O6pojeBe x, y U MPUPOAAH OPO] N BaKM HEjeTHAKOCT
2 2\n > (2 n n__,n\2
(@™ +y7)" 2 (2zy)" + (" —y")".

. TjemeHa paBHJTHOT JECETOYIJIA CYy CIIOjeHa 3aTBOPEHOM U3JIOMJHEHOM JIMHU]OM KOja
nma 10 nyxu. Jlokazaru ja cy mehy tum jyxuma 6ap jBuje napaJjesse.

. Y komBekcHOM derBepoyriay ABCD je
ZABD =12°, ZACD =24°, Z/ZDBC = 36°, ZBCA = 48°.

Onpemuru LADC.

YETBPTU PA3PE
. Ozpenuru cse mpuponHe 6pojese n 3a Koje je 8" — 312 4 25 normyn Ky6.

. Husz (z,,) je nedunucan ca

15
wO:Z’ Tptl = (x%—&—xn—&—l), n € Np.

(S

JokazaTu fma je OH HEOTPAHWYIEH.
. Hcru kao 3amarak 3 3a Tpehu pazpes.

. Uctm xao 3amarak 4 3a Tpehw paspes.



20. PEITYBJ/INMYKO TAKMUWUYEILE N3 MATEMATHUKE
yaenuka cpeamux mkosa Penybauke Cprcke

Bama Jlyka, 06.04.2013.

IIPBUM PA3PE/]

. Koncrpyucaru tpoyrao ako je 3agaro tjeme C, menrtap onucane kpyxuaure O u
MEHTAp yIHUCAHe KPYXKHATE S.

. Ha rabsu cy nanucana tpu nosurusua 6poja x,y u 1. Jlo3BospeHo je gonmcuBaTu HA
TabJry 30mp miav pas3smKy Heka aBa Beh Hammcana Opoja, wium HAUCAThu OPOj KOju je
penmnpodan HekoM Beh HammcamoMm 6pojy. a i je yBujek moryhe moburn Ha Tabau
6poj

a) 72,

b) xy.
. Oapenuru cBe mpocre Gpojese p 3a koje Baxku 43 | 7P — 6P — 1.

. Onpenuru Hajsehu npuposan 6poj n 3a KOjU MOCTOje PA3JIUIUTH peajHu OpojeBu
T1,T2,...,Ty TAKBU JI3 j€

2 2 2 2 2 2
T] —X1X2 + 25 =25 —ToT3 + T3 ="+ =2XT,,_1 — Tn_1Tn + T,.

JIPYTU PA3PE]L

. Jar je jennaxoxpaku Tpanes ABCD ca ocrosunama AB = 5,CD = 4 u xpanuma

BC = AD = 4. Ha xpahem nyky CD onwucane KpyXKHUIE 337aTa je Tadka M.

MC+ MD

TlokazaTu na BpujegHOCT He 3aBUCH OJ] TOJI0XKaja Tatuke M Te oapeautn

Ty BPHjETHOCT.

. Heka cy a, b, c nujean 6pojesu, pazauawty O HyJe, 33 Koje Baxu a + b + ¢ = 0.
Jokazarn ma a* +b* +c* | a” + b7 + .

. Ha kpyxuumu cy pacrnopehenn npeenu u miasu Gpojesu. CBaku 1ipBeHu 6poj je
jemHak 30Mpy CBOJHX Cycjema, a CBaKW ILIaBU Opoj je jemaHak moy3bupy cycjema.
Hokazatu ma je 36up cBux 1pBeHnx OpOjeBa jeaHAK HYJIN.



. Jokazaru na ce 6poj 15° me Moxke mpescTaBUTU ¥ OGJIUKY 36Mpa YeTBPTHX CTEIIeHA
METHACCT PA3TUIUTUX TPUPOTHUX Opojena.

TPERU PA3SPE/]

. Heka je y tpoyrny ABC: <A = 120°, O nenrap onucane Kpyxuure u H oproren-
Tap. Hokazaru ma je OH = AB + AC.

. Jaru cy no3uTuBHU peasnu 6pojesH a, b, ¢ 3a Koje Baxu a’ + b® + ¢3 = 3. Jlokazaru

Ia je
1 1 1
>1

2a+bc+26+ca+20+ab* '

. Heka je n mpupouan 6poj eehu ox 1. Hokazaru na ce 6poj 9" mMoxke TpecTaBUTH Y
obnmKy 30mpa KBaJapaTa TPU PA3JIUYINTa TPUPOIHA Opoja.

. Y mabummmy 10 x 10 3ammcanu cy 6pojesu 1 mo 100; y npeoj Bpctu ox 1 jo 10
cJMjeBa HagecHo, y apyroj epcru ox 11 mo 20 cawjeBa HamecHo uta.  AHApe]
paspesyje Tabauily Ha IpaBoyraoHumke 1 X 2, 3aTwM HaJa3u Ipou3BOx, OpojeBa y
CBAaKOM mpaBoyraouuky wu cabmpa tux 50 mpomssoza. Kako tpeba ga paspexe
KBaIpaT fa 6m mgobujeru 36up 6mo HajMamu?

YETBPTU PA3PE/L

. Hexa cy a,b, ¢ peanan 6pojern Behu ox v2 — 1 3a koje Baxu a’ + b? + ¢ = 3.
Hokazatu 11a je

a n b n c >§
2+2c—1 c2+2a—-1 a24+20—1 "2

. Har je xouBekcan versopoyrao ABCD nospiuse 1 4uje ce jujaroHaje Cujeky y
tauku M mon yriiom «. Heka cy O1,02,03,04 pejoM IEHTPH OMUCAHUX KPYIK-
uuna Tpoyriosa ABM, BCM,CDM, DAM. OpapeanTi TOBPITAHY YETBOPOYTIIA
01020304.

. Hcru kao 3amarak 3 3a Tpehu paspes.

. Uctm xao 3amarak 4 3a Tpehw paspes.



21. PEIIYBJ/INMYKO TAKMUWUYEILE N3 MATEMATUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Wcrouno Capajeso, 29. mapr 2014.
IIPBU PA3PE/L

. Bpojesu 1,2,3,...,10 cy pa3bujenu Ha JBUje TPyIe TAKO Ja je mMpousBoji 6pojeBa y
IIPBOj I'PYIH JjeJbUB ca TpOu3BO/OM 6pojea y apyroj rpynu. Kojy nHajmamy BpH-
JEeTHOCT MOXKe MMATH KOJUYHHK Jjesberha IPBOT IIPOU3BOJA Ca JIPYTUM !

. Heka cy D u E tauke na crpaaumnu tpoyria ABC takse naje AB = ADu BE = EC
(E je mamely Au C). Hexka je F' cpemumire tyka BC KpyKHUIE OITUCAHE OKO TPOYTIA,
ABC. Jlokasaru ja tauke B, E, D, F npumajajy ucroj KpyKHUIIH.

. Heka cy a, b, c no3utupau 6pojeBu Takeu Ja je ab + bc + ca = a + b+ c. Hokazaru
Jajea+b+4c> 3.

. VN3 tabumme mumvensuje 2014 x 2014 w3pesana cy uerwpu yraona mospa. Jla jm ce
MIPEOCTAIN U0 TADINIE MOXKEe TOKPUTH IIPABOyTaoOHUIMa, 3 X 17

JIPYTU PABPE]I

. Halin cBe mnujese 6pojese a 3a koje jemmaumna 2 — ax + 5a = 0 uma 6ap jeamo
11jeJI00pOjHO pjeremne.

. Y mapamnenorpamy ABCD rtauka M je cpemumre crpanute BC, a N mpousBosbHA
rauka crpanune AD. Heka je P upecjeuna tauka jyxxu MN u AC, a Q upecjeuna

Tauka ayxu AM wm BN. Jlokaszaru jga Tpoyriaosu BD(Q u DM P wuwmajy jennake
MOBPINUHE.

. Jaro je 11 pazpuuntux npupoaunx O6pojeBa TaksBux ja je 36up 6miio kojux 7 6pojena
Behu o 30mpa npeocrana 4 6poja. Konuku je Hajmamu moryhu 36up tux 11 6pojesa?

. Hahu cee mpocre 6pojere p Takse ma 6poj p? + 23 mma Tauso 10 mpupogHHX
JjeJTAIAIA.

TPERU PA3PE/]

. OmpenuTu 11jes100pojHA pjallienha CUCTeMa, jeTHATHHA,

z? + yz = 120, y2 + zz = 121.



. Jar je tpoyrao ABC y kome je <BAC = 40° u <ABC = 80°. Herka cy D u F
pemoM Tauke Ha crpanumaMa AC u AB takse ma je <ABD = <BCE = 30° u uexa
je F mpecjeuna rauka npagux CB u DE. Jlokazatu na je AB = BF.

. Hexka je
Sop =124+ (12 +2%) + (12 +22 +3%) + -+ (12 + 27 + .- 4+ (2n)?).

. n
Jokazatu fia je Sop, TOTIYH KBAIPAT AKO W CAMO aKO CY 3 7 n+1 TOTIyHW KBaIPaTH.

. ¥ mekoj rpynu ox 20 sbyam cBakum o mux moduaje 6ap 10 npeoctamux. Jokazatu ma
u3Mely mux MOKeMO n3abpaTu ABHje TpojKe TaKBe Ja OMI0 KOjH WIAH jeHe TPOjKe
MO3HAje CBA TPHU WIAHA JIPyTe TPOjKe.

YETBPTU PA3PE/L

. Jokazaru jia 3a nmosutusHe OpojeBe a, b, ¢, d BaXKu HEjeTHAKOCT

a+b+c+d>2
b+c c+d d+a a+b "

. Heka je mar omrrpoyrim tpoyrao ABC ca majmamom crpanutiom AB w nentpom [
yuucane Kpyxuuie. Heka Kpyxuuia ca meaTpoM [ u monynpeuannkom [C' cujetie
crpauuny AB y Taukama P u @), raje je Tauka P Onwxka tauku B Hero tauku A.
Heka mpumnmcana Kpy>KHHAIA HacpaM Tjemena A momupyje crpanuny BC y tadrm
F u meka je taurka F' cumerpuuna tauku C'y omHocy Ha Tauky F. Jlokaszaru ja je

FP1CQ.
. Uctm xao 3amarak 3 3a Tpehw paspes.

. Mcru xao 3amaTax 4 3a Tpehu paspen,.



22. PEITYBJ/INMYKO TAKMUWUYEILE N3 MATEMATHUKE
ydeHuKa cpeamux mkosa Pemybauke Cprcke

Bamwa Jlyka, 4. aunpusa 2015.
ITPBU PA3PE/]

. Ha nu ce 6pojepu 1,2, 3,...,10 Mory pacuopeiuTu y HEKOM PEIOCIU]E/Ly ¥ HI3 TAKO
Jia Ce CBAaKMW OJ IbUX, ITOUYEB OJ] APYTOT, PA3JIUKYyje O mpeTxonHor 6poja 3a muo 6poj
[IpOITeHaTa mpeTxoaHor 6poja?

. Heka cy z, y, 2 no3urusan 6pojesu taxsu a2 je x2 +y° + 22 = 3. Jlokazaru na Baxkn

ettt 4204+ 2y+ 22> 0.

. Har je ckyn S ={1,2,3,...,3n}, n € N u 6uno koju meros nojackyn T’ koju uma 6ap
n+ 1 esemenara. Jlokazaru ma mocroje eseMenTu a, b € T Takeu Jia je 6ap jesan o
opojesa ab + 1 unm 4ab + 1 noruys kBajpar.

. Heka je O nenrap Kpy>KHHUIE OMUCaHe 0KO omrpoyryior Tpoyria ABC u ueka je AH
(H € BC) Bucuna Tor tpoyria. Heka cy M, N, P u () peJioM CpeJuInTa J1yKu
AB, AC, BH u CH w ueka cy ki u ko KpyXHuile onucane oko tpoyrsiosa AMN u
POQ penom. [lokazaTu jia jeqHa o1 IpecjedHuX Tadaka KPyKHUNA ki u kg mpuiaia
pucunu AH.

JIPYTU PA3PE]L

. Ha maxoBckom npBeHCTBY yuecTByje 4n mMaxncTa u CBAKHU OJI (bUX QJIUIPA €A CBAKAM
o1, mpeoctanx 4n — 1 wrpada jBuje maptuje, jedHy ca OWjesiuM ¢ jeaHy ca IPHUM
durypama. Hokazarm ma Ha Kpajy TypHEHpPa 30HD OCBOjeHHX IIO€HA, OMJIO KOJUX 7
YUIeCHUKA, He MO¥Ke OuTn Behwm oj1 30mpa moeHa mpeocTaanx 3n yIeCHUKA.

(VY maxoBcko] mapruju urpad 3a mobjeay mobuja 1 moen, 3a pemu 1/2 moena u 3a
nopa3 0 noena.)

. Heka je K mpecjeuna tauka mmjaronana AC n BD rerusnor gersopoyria ABCD.
Axko je AK = BC uw /CAB = ZCAD, nokazaru jma tauka K mujemu ayx AC mo
3JIATHOM IIPECjEKY.

. Hahu cee mapoge (p, ¢) mpoctux 6pojera 3a Koje Baxu 5p +q = (p — q)°.

. Pujemurn y ckyny npupojanx Opojesa jeHaunny

zy(@® +y*) = (= +2)(y+2)(z +y - 2).



TPERU PA3PE/]

. Y mpasoyriiom Tpoyriay ABC unenrap S ynucane kpyxxuuiie aujesu cumerpaiy C'E
npasor yria y oguocy C'S : SE = /3 : v/2. OxpeauTu onrrpe yriose TOT TPOYIUIA.

. Hexka cy z, y, z nosurusau 6pojesu taxen ja je 22 + 132 + 22 = 3. Jlokazarn ja Baxu

oyt e+ y+2>6.

. Pujemuru y ckyny npupoannx 6pojeBa jeIHAYHHY

ab®> —a®> —ab — b> + 2a — 2b = 0.

. ¥ mpaBmwIHOM 25—YTJIy KOHCTpYHCaHe Cy CBe aujaroHaje. [loka3aTu 1ma He TMOCTOJU
9 numjaronaJsa Koje mpoJia3e Kpo3 UCTY yHYTPAIbY TadKy Tor 25—yria.

YETBPTHU PA3PE/L

. Heka je K mpecjeuna tauka mmjaronana AC n BD komsekcror qetBopoyria ABCD.
Ako je AK = BC, AC : AK = AK : KC u L/CAB = ZCAD, nokasaru jga je
gerBopoyrao ABCD TeTuBHHU.

. 1
. Hus (z,,) je nedunucan ca 1 = 1u x,01 =, + o (n € N). JTokazaru na 3a
T,

+1< 2 +1+ln(n71)
n+-<zy<n+-+——>=.
4 — "~ 4 4

n > 2 BaXn

. Uctm xao 3amarak 3 3a Tpehw paspes.

. Mcru xao 3amatax 4 3a Tpehu paspes.



23. PEIIVBJINMYKO TAKMUWYEIHBE U3 MATEMATUKE
YUEHUKA CPEAIBLNX TKOJIA PEIIVBJINKE CPIICKE

bama Jlyka, 9. anpur 2016.

3AJIAIIU
IIPBU PA3PE/]

1. Cryzent je 3a 5 rogwHa CTyauja HOJOKHO 31 MCIHT, NPH YeMy je CBaKe TOAuHE
(moues o1 ipyre) MOJI0ZKHKO BHUIIE HCITUTA HETO TPETXO/HE TOMHE. Y 1eT0] TOAUHI
OH je TIOJIOYKNO TPU TyTa BUIIIe WUCTUTA HETO y MpBOj rogman. Koawko je menmura
OH IOJIOXKHO Y YeTBPTOj TOJAUHU CTYy/IHja’

2. Heka cy a, b, ¢ moutuau 6pojesu Taksu ja je ab+ bc+ ca = 1. Jlokazaru ja je

\/a+é+\/b+%+\/c+%22(ﬁ+fb+ﬁ).

3. Heka je ABC omrpoyrau tpoyrao (AC < BC') ca moJaynpedHUKOM OITHCAHEe
kpyxunie R. Heka je D mognoxkue Bucune u3 tadke A wa BC. O3madnmo ca
T rauky Ha mpaBoj AD, takBy ma je AT = 2R, npu uemy je tauka D u3smely
radaka A u T, a ca S cpeauinre jiyka BC' kpyzKkuuue onncane oko rpoyria ABC,
koju He caapxku tauky A. Jlokazaru ma je LAST = 90°.

4. Jla sm nocroju mepmyranuja (ai,as,...,a,) 6pojeBa 1,2,3 ..., n Tako jga 3a
cBako k =2,3,...,n Baxu k| a1 + ai, ako je
(a) n =10,
(b) n =117

JTPYTU PA3PE]

1. Jlar je mpaBoyriu tpoyrao ABC, ca npasum yriom y Tjemeny C. Heka je BK
cuMeTpaJia yHyTpaiimer yriua y tjemeny B (K € AC). Kpyr onucan oko Tpoyria
AK B cujeue crpanuny BC' y tauku L. [okazaru ga je CB + CL = AB.

2. Heka cy x, y, z HeneratuBHu OpojeBu TakBu Jia je © + y + 2z = 1. Jlokazaru na
BaykKW HejeTHAKOCT

23y 22y +yz +o2) >

NIt

Kazna y 0BOj HejeTHAKOCTH BarKU 3HAK j€IHAKOCTH !



3. YV r1abauny jumensuja 7 X 7 yuucaHu cy peajiHu OpojeBH, TakO Jia je LIPOU3BO/L
OpojeBa y OMJI0 KOM KBa/JIpaTy JUMeH3Hja 3 X 3, jeJiHaK MPou3BoLy OpojeBa y OMJI0
koM kBajipary 4 x 4. Jla qim je moryhe j1a mpousBo/ cBUX OpojeBa y TaduIm 0y/1ie
jennak 20167

4. AKo cy m u n IpUPOIHE OPOjeBU 3a KOje BayKh
Tm* +Tm +2 =n?

JTOKa3aTu Ja je 6poj n+1 jeqnak 30upy KBaJpara /IBa y3aCTOIHA MIPUPOIHA Opoja.
TPERU PA3PE/]

1. Hahu ce dyuknuje f: R — R takBe jga 3a cBe x,y € R Baxn

F@®) + flzy) = f(fz +y)).

2. 3a okpyrumMm cronoMm cjenu 2016 sbyau, o1 KOJUX je CBAKH WIH UCMUHOLYOUS, AKO
YBUjeK TOBOPU UCTHHY, WIN Aa94C06, aKO yBHjeK Jiayke. CBAKOM OJT IbHX je J1aTa
10 jeJiHa KapTHUIA HA KOjo] je HalucaH jejan upupojad 6poj. bpojesu namnucanu
Ha KapruiaMma cy pasiandutua. Hako 1mro cy norseaann cBoje opojese u 6pojene
cBOjuX cycjea (IO jeqHOr ca JiMjeBe W JieCHe CTpaHe), CBAKW OJ] OBUX JbYIH je
pekao: ,,Moj 6poj je Behu ox 06a 6poja mojux cycjena”. Ilociuje Tora k jbyau je
pekJio: ,,Moj 6poj je mamu o1 ob6a 6poja Mojux cycjena”’. Hahu majsehy moryhy
BpujeaHocT O6poja k.

3. Ako cy m u n npupoaHu OpPOjeBH 3a KOje BaKu
Tm® +Tm+8 =n?,

n
JIOKa3aTu Ja je Opoj 3 + 1 jennak 30upy KBajpaTa JBa y3acCTOITHA MPHPOIHA

opoja.

4. Heka je H oprounenrap omrroyrsor tpoyria ABC. Tlpasa koja cajpzxku tauky A u
HopmaJsHa je na AC u npasa koja cajp:ku Tadky B u HopMasHa je na BC, cujeky
ce y tauku D). Kpyr ca nmearpom y tauku C', Koju cajapku Tauky H, cujede Kpyr
onucan oko Tpoyria ABC'y taukama F u F. Jlokazatu na je DE = DF = AB.

YETBPTU PA3PE/]

1. Hahu ce dyuknuje f : R — R takBe ga 3a cBe x,y € R Baxn

flx+y)fly) = flx+zf(y)).



. Mcru xao 3agarak 2 3a Tpehu paspen,.
. Ucru kao 3ayarak 3 3a Tpehu paspej.

. Heka je ABC omrrpoyriu tpoyrao, AD cumerpasa yriua ZBAC (D € BC), u E
u F' oproronanue npojekuje tauke D vHa AB u AC, pegom. Heka je CENBF =
{K} n neka BF cujede kpyr omucan oko tpoyria AEK y raukn L (L # K).
okazatu na je BF' 1 DL.

PJEIIIEIBA
IIPBU PA3PE]]

. Odzos0p: 8. Heka je mpBe TofuHe CTYIEHT MOJOXKHUO ¥ UCHHUTa. Taja je y 1pyroj
TOIMHU TOJIOKHO Oap = + 1 memut, y Tpehoj 6ap = + 2 mcnuta Uy 9eTBPTO]
rojuHu 6ap x + 3 ucuura. Y 1eT0j rOAUHHA OH je IMOJIOYKHO 3 UCIHUTA, TAKO Jia je
y 4eTBPTO]j 101010 HajBuine 3x — 1, y Tpehoj najsumnie 3x —2 u y JIpyroj roJiuHu
HajBuie 3xr — 3 ncnurta. Taja je Mo ycaoBy 3ajaTKa

z+zrz+14+x+2+2+3+3x<31<zx+3x—-3+3xr—2+4+3x—1+4 3z,
Tr+6 <31 <13x — 6.
Kako je z nuo 6poj u3 mejequakoctu 7x + 6 < 31 modbujamo 1a je x < 3, a us
HejennakocTn 31 < 13x — 6 ma je z > 3. [lakise, x = 3 ma je CTy/IeHT Y 4€TBPTO]
TOOMHH MOTao Ja IOJIOXKU oI T + 3 = 6 10 3x — 1 = 8 ucnura.
Ako je y 4erBpTOj rogmHu moJ0XKHO 6 WM 7 UCHHTA, OHJAA je YKyHaH Opoj
mostoyKeHnx ucnuta Hajpumre 9+ 7+ 6 + 5+ 3 = 30, mTo je mame ox 31. Jlakme,

CTYJEHT je Yy YeTBPTOj T'OJIMHU IOJIOKHO & UCHUTA, IPU YeMy je MO TOJAMHAMA
cTyauja mojiarao peaom 3, 4, 6, 8, 9 ucnura.

. Ilpumujerumo jia je
1 ab + bc + ca be
a+-=a+———=a+b+c+—.
a a a

OpaBe je, Ha OCHOBY HEjeIHAKOCTH m3Maly apuTMeTHUYKEe U FeOMETPHjCKe Cpe-
JUHE

a+- L S bbetovie— (Vb +/e)?,

HaJe\/:>f+\/’ AH&HOFHOJG\/:>\/_—|—\/_ \/:>\/—+\/‘

CabupameM OBe TpH HejeIHAKOCTH J00MjaMo 1a je

\/a+%+\/b+%+\/c+%22(ﬁ+\fb+\/2).




3. Heka je /ZBAC = o, ZABC = 3, ZBCA = ~. Osnauumo ca O nenrap Kpyra
omucanor oko Tpoyriia ABC. Ilomro je AC' < AB, 10 je f < . Hexa je F
TavKa Koja je amjamerpasHo cynporHa tauku A. Jacwo je ma je LZAOB =2y u

/EAS = /BAS — ZBAO = (180° — 27) = % +y —90°,

| e
N | —

Taxkobe je
/SAT = /SAC — /DAC — % —(90° — LACD) = % - 90°,

naje /ZEAS = ZSAT. Kaxko je AE = AT = 2R ciujenn ja je NAST = NASE,
na je ZASE = LZAST. Tlomrro je ZASE = 90° caujenn na je LAST = 90°.

4. (a) Odzo6o0p: He nocmoju. IlpernocraBumo cynporso. Tasga
2| a1 +ay, 4|az+ay, 6|as+as, 8|ar+as, 10| ag+ aj,

ma cy opojeBu aj + as az + ay4, as + ag, ay + ag M ag + ajp HapHU. 300r TOra je
mapaH U mHUXOB 30Hp

a1+a2—|—a3++a10:1—|—2—|—3+—1—1():55

Kontpaankmuja.

(b) Odzosop: Iocmoju. Vcuucyjemo TakaB HU3 ai, g, d3,...,aA11, PEJOM O]
MOCTBEIIbEr WIaHa aqq 0 MPBOT WiaHa aq. PacmopeamMo Hau3MjeHHIHO OpojeBe
4,3,2,1 nu 7,6,5 31ecua HagujeBo: 1,5,2,6,3,7,4 Tako jia OHM IPEJACTABIHAJY
MOC/BEIIGAX 7 WIAHOBA Hu3a. Taga he BazkuTu

ak,1+ak,2:k, k:6,7,,11

Jla;be oBOM HH3Y JONHUCYjeMO CJIHMjeBa IpeocTasa derupu dwiaana 8,9,10,11,
cbegehum peocanjeaom 9, 11,10, 8. odbujamo TpakeHn HU3

8,10,11,9,1,5,2,6, 3,7, 4.

JTPYTU PA3PE

1. Hexka je N Tauka na noaynpasoj BC, TakBa ga je C N = C'L, npu uemy ce Tadka
C manaszm mamehy Tavaka N u L. Taga je CB + CL = NB mna je norpebHO
jnokazaru Ja je AB = NB. Kako je

ZCKB =180°— LZAKB = 180° — LALB = ZALC



u NACL = NACN, ciaujenu ja je
LANC = LZALC = ZCKB =90° — %AB.
U3 tpoyriia ABN je
/ZBAN =180° — 4B — ZANB = 180° — 4B — (90° — %AB) =
=90° — %AB = /ANB.
Onasae mobujamo 1a je AB = NB.

. Kako je
2wy +yztze) =x(y+2)tylz+a)+2(2+y) =2(l-2) +y(l-y)+2(1-2) =
=xtytz—at—y -2 =1-2"—9y* -2

Tpeba J0Ka3aTH Ja je

3
R R el A

1
24yt + 2 =y =P (vt y +2) 20

4
[Toc/penmba Heje THAKOCT BazK jep je eKBHBAJEHTHA PeJIOM ca
3 2 1 3 2 1 5 o2 1
x° = +zlx+y -y +Zy+z -2z +le20,

]'2 ]'2 12
= S — )2 >0.
wo— 3P +uly— 5P 42— 5P 20

JeIHAKOCT BaYKM aKO Cy CBU CaOUPIM HA JILjeBOj CTPAHU MOC/bE/IIHe HejeHAKOCTH
JjeTHAKW HYJIH, Tj. Y3 yea0oB © +y + 2 = 1, ako je

(z,y,2) € {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)}.

. Odz060p: Moeyhe je. Heka cy a m b peamnu O6pojeBu 3a Koje Baxku ab = 1.
[Tocmarpajmo cibejiehy Tabsiuity

albla|blalbla
blalblal|blal|b
171|111 ]1]1
albla|blal|bla
bla|bla|bla|b
171|111 ]1]1
albla|blalbla




Ouurie1HO je jga je mpou3BOJ OPOjeBa y CBAKOM KBaJIpaTy JAUMEHbIHja 3 X 3 H
4 x 4 jennak 1. Kako je npousBoji cBux O6pojesa y TabJuiy jegHak a, moryhe je
Jia Tpou3B0oj1, OpojeBa y TabJmiu Oy/ie OWI0 KOju peasiaH Opoj, Pa3auduT O HYJIE,
ma u 2016.

. IlpermocraBnmo 12 3a mpupomne OpojeBe m m n Baxkm Tm? + Tm + 2 = n?.
MHozKemeM oBe jeITHAKOCTH ca 4 100ujaMo peom

7(4m*+4m+1)+1 =4n®, 72m+1)2 =4n*—1, 72m+1)* = (2n—1)(2n+1).

Kako cy 6pojeBu 2n — 1 u 2n + 1 y3ajaMHO 1mPOCTHU, OJaB/e CJAUjed Ta UMaMO
cibesieha jiBa ciydaja.

1° 2n — 1 =d?, 2n+ 1 = 7b?, 3a neke mujene (memapne) 6pojese a u b. Oxy3u-
MamheM OBe JIBHje jelHaKOCTH jobujamo Ja je 7b? — a® = 2, ofgaxie ciaujean
na je a®> =5 (mod 7). Kourpajaukiuja.
2° 2n+1 = a?, 2n—1 = Tb?, 3a nexe nenapue 6pojese a u b. 13 2n+1 = (2k+1)?2
: 912 : _ 9.2 _ 12 2
ciujequ na je n = 2k* 4+ 2k, maje n+ 1 =2k*+2k+1 = k*+ (k+1)%, mro
je u Tpedasio JoKa3aTH.

IMpumjenba. Hajuamu naposu (m,n) npupojnux Gpojesa 3a Koje Baxu 7m? +
Tm+2=mn?cy (m,n) = (1,4) u (mg,ny) = (382,1012). TIpu Tome je

n+1=5=1242% u ny+1=1013 = 222 + 23%.

TPERU PA3SPE]]

. Ako yspcrumo x = 0 u y = a pobujamo ja je 2f(0) = f(f(a)) 3a cBe a € R, ua
je
2f(0) = f(f(z +y)) = f(@*) + f(zy).

YepmraBajyhu opaje x = 1 mobujamo 1a je

2f(0) = f(D) + f(y), =i fly)=2f(0) = f(1)

na je f koncrantHa dbyukmuja, tj. f(x) = C. [dasbe, yBpuITaBameM y MOJIA3HY
jemnauuny mpobujamo ma je C'= 0, 1j. f(x) =0 je jeauno pjemerse.

. Younmo 4YoBjeKa Koju je J00mo KapTuily ca Hajpehmm OpojeM m 4oBjeKa Koju je
106M0 KapTHUIily ca HajMamuMm OpojeM. Hakxon mpBe m3jaBe yodaBaMo Ja je IpBH
UCTUHOJBYOUB, & JIPYTHU JIaZKOB, 11a OHU He Mory Ouru mehy oBux k sbyau (jep je
uemoryhe J1a je npyra m3jaBa HCTHHOBYOMBOT TavyHa, a JakoBa HetadHa). [lakie,
k < 2014. Bpujeanoct k = 2014 ce moxke noctuhu, Ha TpUMjep y CIydajy KaJja
cy JbyJuMa Io/iujesbeHe KapTuie ca opojesuma 1,2,3,...,2016 y cMjepy KpeTama
Ka3aJbKe Ha caTy, Mpu 4eMy je Kapruna ca dpojem 2016 maTa ucTHHOBYOUBOM, a
ocTase JIazKOBUMA.



3. IlpernocraBumo Ja 3a npupogme 6pojese m u n Baxku Tm? + Tm + 8 = n?.

MHuozxkemem oBe jejiHakocTH ca 4 j00ujaMo pejioM
T(4m*+4m+1)425 = 4n®,  7(2m+1)? = 4n*—25, 7(2m+1)* = (2n—5)(2n+5).
Heka je (2n — 5,2n 4 5) = d. VImamo cipbesieha nBa ciaydaja.

1° d = 1. Imamo aBuje moryhnocTu:

1) 2n — 5 = 7a?, 2n + 5 = b?, 3a uexe uujese (uenapue) Gpojese a u b.
OnysnmameM 1o6mjamo 1a je b? —7a? = 10, ogaxie canjenn 1a je b? = 3
(mod 7). Kourpaaukiuja.

2) 2n—5 = a?, 2n+5 = Tb?, 3a Heke HemapHe G6pojese a u b. OyzuMamem
nobujamo ma je 7b*—a? = 10. Kaxkojea? =1 (mod 8) mb? =1 (mod 8),
caujeau ja je 70> — a? = 6 (mod 8), na ne moxe 6utu 76* — a? = 10.
Konrpaaukimuja.

2° d = 5. Oner umamo nBuje MoryhuocTu:

1) 2n — 5 = 5a?%, 2n + 5 = 5 - 7b?, 3a Hexe uujesie (HemapHe, y3ajaMHO
npocte) Gpojese a u b. Omysumamem gobujamo ma je 5(70% — a?) = 10,
1j. T0*—a® = 2, ojakie camjean ja je a®> =5 (mod 7). Konrpaukiuja.

2) 2n —5=>5-7a% 2n+5 = 5b?, 3a HeKe HemapHe NPUPOIHE OpojeBe a u
b. 3 2n + 5 = 5(2k + 1)? caujean ga je n = 10k? + 10k, na je

g+1:2k2+2k5+1:k2+(k;+1)2,

MTO je u TpedaJio J0Ka3aTH.

IMpumjenba 1. Hajmamu naposu (m,n) upupojguux 6pojesa 3a Koje Bazku 7m?+
Tm+8=n? cy (my,ny) = (7,20) u (mag,ny) = (1912,5060). [pu Tome je

%+1:5:12+22 - %+1:1013:222+232.

ITpumjenba 2. OBaj 3a7aTak ce MOXKe CBECTH Ha 3aJaTak 4 3a JPYTH paspe
Ha csbesiehn naumn. Tepajyhn ocraTke npm aujesbemy ca b gobujamo ga 7m? +
m + 8 = 0 (mod 5) ako je m = 2 (mod 5), a y cBUM oCTaJnM CJIydajeBuMa
je Tm* + Tm +8 = 2 (mod 5) wm Tm? + Tm + 8 = 3 (mod 5). [lakme, u3
Tm? + Tm + 8 = n? cimjeau ma je m = Ha + 2, a € N. 3amjenom m = 5a + 2
y oBy jenmaumny gobujamo na je 7(5a + 2)* + 7(5a + 2) + 8 = n?, omaxne je
nakon cpehupama 25(7a® + 7a + 2) = n?. Caujeau ga je n = 5b, b € N, 1j.
7a® + Ta + 8 = b2

4. Kako je Tpoyrao ABC omrpoyrimm, Tauka H ce Hajia3w y yHYTPAIIHBOCTH OBOT
Tpoyria. To 3Haum ga ce tauke F u F Hajaze na kpahum gykosuma AC u BC,
pemom. Heka je H' ocnocumerpuvna tadka Tadykun H y omsocy na npaBy AC.



[Tozuaro je ga H' npunaga kpyzxuunm onucanoj oko tpoyria ABC. Kako je
CH = CH', chujenu na ce tauka H' Halasu Ha KPYKHUIM Ca IEHTPOM Y TAuKU
C nonynpeunnka C'H, na je H' = E. Kako je FEH 1. AC w BH 1 AC, caujenu
na cy tauke B, H u FE konuneapue. Kako je AD | AC, crujenu na je BE || AD.

Takobhe, kako je ZCAD + ZCBD = 90° + 90° = 180°, cimjenn na ce tauka D
HAJIA31 Ha KPYKHUIM omucanoj oko Tpoyria ABC. Cajga umamo jia je 9eTBop-
oyrao FAD B reruBan. Kaxo je BE || AD caujenn na je ZBEA+/ZEAD = 180°.
13 rerusroctu yerBopoyriaa FADB ciujenn na je ZEBD + /EAD = 180°, na
je ZBEA = ZFEBD = 180°, 1j. BA = ED. Amnaiorao ce nokasyje ma je
BA = DF.

HYETBPTU PA3SPE/]

. Craspajyhn z = y = 0 gobujamo xa je f(0)* = f(0) naje f(0) = 0w f(0) = 1.
Crassmajylin 2 = 0 nobujamo na je f(y)? = f(0).

Ako je f(0) =0, canjeau na je f(y) = 0 3a cee y € R.

Ako je f(0) = 1, camjeqn na je f(y) = 1w f(y) = —1. Axo 6u 6mio f(y) = —1,
craBpajyhu x = —a, y = a pobujamo xa je f(0) - f(a) = f(0), mro je memoryhe.

Hakue, jenquna pjemea cy f(z) =0 u f(z) = 1, mro ce Jgako nmposjepasa.
. Mcrn kao 3amarax 2 3a Tpehu paspen.

. Ucru kao 3asarak 3 3a Tpehu paspe.

AE BH CF
. H je {H} = AKNBC. Ilo 4 j j . : =1 A
exka je {H} N BC. Tlo YeBunoj reopemu je BE B}%C Vo i,
je AD AE = AF je — - —— = 1.
KaKoO je ’ ;HMeTpaﬂa y;JIEa v, IMaMO naje =5 ECF fame
je, cr =P pp = PP ko je DF = DE muaso ma jo Sk — 85
tgy tg S BE  tgy
. H tgy . , .
36or Tora je m —— = —— ma je H nogHoxkje Bucune n3 Tjemena A Ha cTpaHuily
HC tgp

BC.

Cama je ZEAK = 90° — B, omakne je ZELB = 90° — 3, ma Kako je u
ZEDB = 90° — ( caujean ma je derBopoyrao BELD TtartuBan, omakjie je
/ZDLB =/DEB =90° na je BF 1L DL.



24. PEIIVBJINYKO TAKMUWYEIHE U3 MATEMATUKE

YUYEHUKA CPEABUX IITKOJIA PEITVBJIMKE CPIICKE
Bama Jlyka, 22. ampua 2017.

3AJTAIIN
ITPBU PA3PE/L
2a27

722’
EeroBoM OpOjuoILly J10/Ia HpUPoJaH Opoj M, a 0Jf UMEHHOIA Ce OJy3Me UCTH Taj

1. /lar je pasyiomak raje ¢y a u b nmudpe 3a koje je b —a = 2. Axo ce

Opoj n, J0OUjeHn pasjoMak he OUTH jeTHAK 5 Hahu n.

2. Jlar je tpoyrao ABC u tauke K u N ua crpanumnama AB u AC, pemom, Takse
na je KB = KN. Heka je R cpeanmre nyka AB koju He caapxu tauky C.
[TpaBa koja cagpzxu Tauky R u nopmasna je na AB cujeue ayxxk BN y tauku D.
Hokazaru ma trauke A, K, D, N npunajuajy jegHoj Kpy KHHIIH.

3. Jlara je tabsa m X n u tpu 60je. zKenmmo jga 000juMO CBaKy JIyzK Jd00ujeHe
MpezKe ca jeJJHOM 0] Te Tpu 00je Tako Jla CBAKW jeIMHUYHU KBaJIpaT MUMa JIBUje
cTpaHuie obojeHe jeITHOM O0jOM U JIBHje CTpaHUIE 000jeHe HEKOM JPYyTroM 00joM.
Koauko nma TtakBux 60jema’

4. Heka cy a, b, c nosutusuu 6pojesu taksu ja je abc < 1. Jlokazaru ma je

1 1 1 6
o>l ——.
a b ¢ at+b+c

APYTI' PA3BPE/L
1. Jloka3aru jia 3a IPOU3BOJbHE PeaiHe apaMerpe a, b u ¢ pasjmaure o HyJe dap
jeaHa oJ1 jeJIHaYMHa,
ar’ +2br+c¢=0, br’+2cx+a=0u cx’*+2ax+b=0
“Ma peajiHe KOpHjeHe.
2. Jlar je omrpoyriaum Tpoyrao ABC'. Heka je D mommoxje Bucune u3 tjemena C'
Ha crpanuny AB. IlpernocraBumo na je AD = 3BD. Heka cy M u N pemom

cpemummra crpanuna AB m AC. Heka je P tauka takBa jga je NP = NC n

CP = CB, upu yemy B u P jexe ca pasimuurux crpada upase AC. Jokasaru
na je ZAPM = ZPBA.



2 2

. . T° +
. Hahwu cBe napose npupoauux 6pojesa (z,y), © > y, 3a Koje BaxKu n i
rTy

= 2017.

. Cerment S myxune 50 je MOKPUBEH ca HEKOJUKO CEIMEHATA, JIyKHHE 1, 01T KOjUX
je cBaku cajpzxkan y S. Ao OWJI0 KOjU OJT TUX jeIMHUIHAX CErMeHATa YKIOHUMO
ouna S Bume nehe 6utn mormyno nokpusen. Hahu makcumatan 6poj je TMHIIHAX
cerMeHara Koju 3aJ/I0BOJbaBajy OBe YCJIOBE.

TPERU PA3SPE]]

. Y jeanakokpaku tpanes ABCD yuucana je kpyxuuna ca mnearpom O Koja
nomnupyje kpakose BC' u AD tpanesa pegom y taukama M u N.
1 n 2
AB  CD MN’
(b) Ako cy Tauke A, O, M kojuHeapHe, OJpeJUTH yTJIOBE TOI TPAIe3a.

(a) Hokazaru ma je

. JejmHnyaau KBajparu Tabje n X n, n > 2, 000jeHu cy IPHOM Ui Oujesiom 00jom
TAKO JIa CBAKW IIPHH KBaJparT WMa bap Tpu Oujesa cycjea (cycjen je jeuHUYHU
KBajpaT ca 3ajeqHnakom crpanunom). Komnkn je najsehin 6poj npaux jeamHud-
HHUX KBajpara’

. JTato je 2000 Terosa ca macama ox 13, 23 3%, ...,2000® rpama. /lokazaTu 1a
ce OHU MOry pas3OuTu y JiBUje Irpylie ca Mo/je,JHAKUM MacaMa U Ca I0J[jeIHAKIM
opojem rerosa (mo 1000).

. Onpenuru HajBehy xorcranTy C' Tako j1a HejeTHAKOCT
(ffl + X9+ - +ZE6)2 Z C- (ZL’I($2 +ZE3) +$2(ZL‘3 + 56’4) + - +ZL’6($1 +[E2))

BazKu 3a CBe peaJjiHe OpojeBe X1, Xa, ..., Ts.

Ba mobujeno C' oapeauTn CBe Ty, Ta,...,Ts 3 KOje Ce TOCTHYKE jeTHAKOCT.
YETBPTU PA3PE/]

. Heka je H opromentap omrpoyrior tpoyriaa ABC. Ha ayxwvma HB uw HC
n3abpane cy peaom Tadke K u L tako ga je ZAKC =90° = ZALB. /loka3zaru
na je AK = AL.

. Mcru xao 3agarak 2 3a Tpehu paspen.

. Uctu kao 3amarak 3 3a Tpehu paspe.



4. Jlokazaru HejeIHAKOCTH

13 S TS SR B 1
72 20n+12 28 3 nd 24 2n+1)2°

PJEHIEIBA
IIPBU PA3PE/]

1. Odzos0p: n = 2017. /laTu ycJIOB je eBHBAJEHTAH PEIOM Ca C/beehuM jeTHaqm-

HaMa 2427 4 A
a n

Bn + 4n = 4 - (7072 + 100b) — 5 - (2027 + 100a).

BaMmjemyjyhu y nmoc/penmo] jegaakoctu b = a + 2 caumjean ga je
(1) 9n = 18753 — 100a.
Onasne mobujamo ma 9 | 18753 — 100a, a xako je

18753 — 100a = 18756 — 99a — (a + 3)

n Kako cy opojesn 18756 n 99a ajessusu ca 9, caujenu aa je 6poj a + 3 ajesbun
ca 9. Kaxko je a nudpa, oo Baxu camo 3a a = 6. laspe, 3a a = 6 ce (1) cBoau
Ha 9n = 18153, omakse modmjamo ga je n = 2017.

2. Ouurienno je upaBa RD cumerpana crpanune AB. OjaBie 3aK/bydyjeMo Ja
Baxku AD = BD, tj. ZABD = ZBAD. Taxobe, u3 yciosa KB = KN umamo
na je /ZKBN = /ZKNB. Cana je /ZKAD = /BAD = /ABD = /KBN =
/KNB = /ZKND, na kako ce tauke A u B Ha/ma3e y HCTOj MOJYPABHU Y OTHOCY
Ha npaBy KD, tauke A, K, D, N npumaaajy jeaHoj KpyKuIu.

3. Topma crpaHuna jeIMHUIHOr KBaJpaTa y TOPIbEM JIHjeBOM YIJIy MOKe ce 000-
juTH Ha 3 HAYMHA. 3aTUM, HMaMO 3 HAYMHA 3a U300p JAPyre CTPaHUIE UCTOI TOD
KBa/IpaTa Koja uMa ucty 00jy kao Beh obojena crpaununa. [Ipeocrase nBuje crpan-
MIle OBOT KBaJpaTa Mopajy outu obojeHe nctom 00joM, a 3a OBy 00jy UMaMo JABHje
MoryhHOCTH. 3aKJbydyjeMo Jia je ITMHIYIHE KBaIPAT ¥ TOPIbEM JINjeBOM YIITy MOKe
outu obojen Ha 3-3-2 = 18 maunna. /lame, 60juMo je TMHIIHE KBa/IpaTe y TPBOM
pejly caujeBa HajecHo. [Ipu Tome je cBaku 1yT JiMjeBa CTpaHHUIlA KBa/para Beh
obojena. Mmamo 3 nHadumHa jia ogabepeMo CTPAHWILY jeUHUIHOT KBaJpaTa Koja
he 6utn obojena mcrtom 60jOM Kao W HeroBa JiMjeBa CTpaHWIa. 3a 0ojere mpe-
ocralie JiBuje crpaHuie uMamo asuje moryhuoctu (60je). IIpema tome, umamo 6



HavdnHa 3a 00jere CcBaKor oJ 0BUX KBaJipara. HacraB/baMo ciM4dHO ca Dojerem
npBe KoJione. bojumo jepuHudHe KBajpare 0/I103r0 HAJI0JI€ U 33 CBAKU OJ HHUX
nmamo 6 HadmHa Oojerba.

Cana 60jumo KBaspaTe y pegoBuma 2, 3, ..., m Uy Kojoama 2, 3, ..., n. bojumo
WX CJIMjeBa HaIeCHO M 0710310 Hadose. Ko 60jema cBAKOT HOBOT KBapaTa OH Beh
nMa 000jeHe JIBUje CTpAaHHIe: TOPIbY U JHjeBY. AKO Cy OBe CTPAHHIIE PA3JTHIATHX
0oja, ona cy u 60je mpeocTasie IBUje cTpanure Beh ogpehene, n mocroje 2 HAUYWHA
3a BUXOBO Oojere. A ako JBHje cTpaHule Koje cy Beh obojene mmajy ucry 00jy,
OHJIA W OCTaJje JiBuje cTpaHuie mmajy mcry 0ojy. Ta Ooja ce morxke mzabparu
Ha JBa HauymHa. [Ipema Tome, 3a cBakM OJ] OBUX KBaJIpaTa IMOCTOje JiBa Moryha
HAaYNHA 0Ojerba.

Jaxsme, uma 18- 6™~ 1. 671 . 20m=D(n=1) — gmn . 3min 1axppx Gojerva.

. 3aluImmMO ATy HEjeTHAKOCT Yy OOJHUKY

1 1 1
(—+—+—) (a+b+c)>a+b+c+6.
a b ¢

Ha ocnoBy Hejegnakoctu u3mely apuTMeTndke U reOMeTPHUjCKe CpejIiHe je

> >3 u a+b+c>3Vabe

1 1 1 3
+ - 3
c abce

36or Tora je

1/1 1 1
— | = — — >
3 <a+b+c> (a+b+c)>a+b+c

2/(1 1 1 2 3
(R b+c) > Z—> Jabe—6.
3(a+b+0)(a+ +C)_33abc e

CabupameM ToC/be/Ihe JIBHUje HejeHaKOCTH J00ujamMo jJaTy HejeIHAaKOCT.
APYTU PA3PE/]]L

. IlpernocraBumo jia HUje [HA OJ1 TPU JlaTe jeiHadYnHe HeMa peaJsine KopujeHe. Taja
je b2 < ac, ¢ < abn a? < be, ogaxie cabupameM 106ujaMo j1a je

a’ + b+ % < ab+ ac + be.

Kako je oBa mnejejnakoct ekpupajienta ca (a — b)? + (a — ¢)* + (b — ¢)? < 0,
JIOOUJTH CMO KOHTPAJIUKITA]Y .



2. Kako je N cpepumre crpanune AC 1o je NC = NA. Ilo upernocrasiu je
NP = NC, mrro 3naun ja je ZAPC nepudepujcku yrao naj npeaaukom AC,
na je ZAPC = 90°. Ilomro je AD = 3BD u M cpenumite nyxu AB 1O je

MD = BD. Ocum Tora je ZCDB = 90° = ZCDM, na cy tpoyrinosu CDB u
C DM nonynapuu, ogaxjie caujeau fa je C'B = CM.

[To mpernocrasuu je C'P = C'B, na je C' nenrap Kpy:KHHIE KOja MPOJa3d KPO3
tauke P, M u B. Kako je ZAPC = 90° 10 je AP tanrenTa oBe KpyKHuie. 360r
tora je ZAPM = /PBM = /PBA.

3. Jemnaumna 2% + y* = 2017(z + y) je exBuBaseHTHA ca jeHAYMHAMA
vy —2017(z +y) =0, 22° +2y* —2-2017(x +y) =0,

(z -9+ (x+y)?*—2-2017(z +y) =0,
(z —y)* + (z +y — 2017)* = 2017

Axko je x+y < 2017 onza je 2017(z+y) > (v +vy)? > 2% +y? na gara jeqnaunna
HeMma pjemema. Jlakme, x + y > 2017 ma xopuctehm dhopmyny 3a Ilutaropune
TPOjKe j00ujaMo Jia 1OCTOje PUPOJHU OpojeBn m u n, m > n, TaKBH JIa je

r—y=2mn, x+y—2017=m?—-n? 2017 =m?+n?
118011
r—y=m>—n? x+y—2017=2mn, 2017 =m?>+n’

Kaxo je 2017 mpoct 6poj obmnnka 4k + 1 jeanagamna m? + y? = 2017 uma jeaun-
crBeHo pjerterbe. To je map (m,n) = (44,9). lame qo6ujamo cucreme JHHEAPHUX
jeTHAIMHA

r—y=792, x+4+y—2017=1855,

xr—y=1855, x+y—2017="792,

uqnja cy pjemema (x,y) = (2332,1540) u (x,y) = (2332,477). To cy yjeano u
jeduHa pjeliema JaTe jeJHAYNHE.

4. Heka cy Sy, Ss, ... cermenTn jay)uHe 1 KOju MOKPUBAjy CETMEHT S TJI€IaHO CJIU-
jema majecno. /Jlokazahemo majupuje ma cy O6mmo koja jaBa cermeHTa Si M Skio
aucjyHKTHA. AKO OM HeKa JBa cerMeHTa Si U Sy o UMAJIA 3ajeJHHIKY TAUKy OH/IA
Ou HUXOBa yHUja OMO CerMEeHT KOjU CaJpKu cerMeHT Siy1. Tama 6mcmo cermeHT
Sky1 Morn m3dbanuru a cermenT S Ou OMO MOKPUBEH OCTAJIUM CEIMEHTUMA, IITO
jé KOHTPaJIUKIIMja ca YCJA0BOM 3aarTka. llomro je myxKuHa cermenrta S jegHaka
50, To 3HaUM jia cermeHara S;, KAKO Ca HEMAPHUM TAaKO U Ca MAPHUM WHIEKCHMA
noHaoco0, Moxke Outm HajBumre 49, Tj. MoxKeMO mMaTH HajBuine 98 cermenara
nyKuHe 1 KOju MOKpuBajy S.

Ha npumjepy hemo nokasatu ja ce taj makcumasan 6poj moxke u noctuhu. Iloc-
marpajmo cerment [ = [0,50] Ha GpojeBHO] MpaBoj. YOUHMO HA OBOM CEIMEHTY



1 49
rauke M; Koje umajy OpojeBHE BpUjeJHOCTH 3 +(—-1)- 97 1 =1,2,...,98.
Heka cy S; cermentu ayxuue 1 gamja cy cpeammira tauke M;, ¢ = 1,2,... 98.

Kako je M;M; o = 98/97, (1 <1i < 96), cermentu S; u S; o Cy pPA3/1BOjeHU JLyZKH-
oM 1/97, KOjy mOKpuBa caMo cerMeHT S;q, IITO 3HAYH /14 HE MOYKEMO YKJIOHUTH
HHjeJaH o1 cerMeHaTa S;, ¢ = 1,2,...,98, jep 6u S BCTA0 HEMOKPUBEH.

TPERU PA3PE]/]

. Heka je r momympeunuk Kpy:KHHUIE yOucaHe y JaTH Tpame3 W HeKa cy K m L
pejoM cpeiunita merosux ocHopuna AB u CD. Heka je P = KLN MN nu
/ZBAO = ¢, 1j. £LBAD = 2¢p. llocmarpajmo gerBopoyrao OLDN. Oun uma
npase yrioBe y Tjemenuma L uw N, a kako je ZNDL = ZADC = 180° — ¢,
cmujenu ga je ZNOL = 2. Ilpasoyru Tpoyrinosu OLD u ON D cy nogynapHu,
na je ZDOL = .

(a) Cana u3 nmpasoyriaux tpoyriaosa AKO, OLD uw OPN nobujamo
AK =rctgyp, DL=rtgp, NP =rsin2p,

ma je
AB =2rctgyp, C=2rtgy, MN =2rsin2ep.

OpnaBie caujenu ja je
MN n MN  2rsin2yp n 2rsin 2¢
AB CD  2rctgy 2rtg o

= 2sin® p + 2cos® p = 2,

IMITO je u Tpedaio J0Ka3aTH.

(b) Ako cy tauke A, O, M konuueapue, onga cy yriosu ZAOK n ZMOL yu-
akpcan, na je ZAOK u ZMOL. Kako je ZAOK = 90° — 2p = ZMOL = 2¢p,
caujean qa je 90°—2¢ = 2¢, 1j. ¢ = 30°. /lakme, omTpu yrao Tor je JHAKOKPaKOT
Tpame3a je 60°, a Tynu yrao je 120°.

. YouuMo HajIpuje Ja cy jeJIMHUuYHE KBaJIpaTu y yrjioBuMa TadJje 0bojenu oujesiom
Gojom (jep mmajy camo maBa cycjema). Takobe, y Bpcrama (KosoHama) Koje ce
HaJsIa3e y3 uBHIlE Tabje, He MOr'Yy OMTH JIBa CYCje/IHA jeIMHNYIHA KBaIpaTa 000jeHa
1pHOM 00joM, jep He O MOIJIM MMATH TPHU CyCjeiHa OUjesa je IMHNIHA KBAaIpaTa.
[Ipumujerumo Jjia U3 UCTOI' paz3J/iora y CBAKOM KBaJpary 2 X 2 MOxKeMO UMaTu
HajBUIIE JIBa NIPHA jeIMHUYIHA KBAPaTa.

Axo je n memapan 6poj, noaujesnmo Tadry y 4 aujesa: kaapar (n—1) x (n—1)
KOjU CaJIPXKU CBe jeJIuHUYHE KBajpare y npBux n— 1 Bpcra u n—1 koJioHa (riiejan
OJ1 JTHA Ka BPXY ), paBoyraonuk (n—1) x 1 y3 necHy uBuiry tabse, mpaBoyraoHuK
1 X (n—1) y3 ropmy uBuIly Tabje u jeIHHUIHI KBAIPAT ¥ TOPHEM JECHOM YTy
tabe. Ako kBagpar (n — 1) X (n — 1) usaujenumo Ha KBagpare 2 X 2 (Kojux



uma (n — 1)2/4), jacuo je ja hemo y memy umaru najpume (n — 1)%/2 upnux
kBaspara. Takobe, y npaBoyraonumumva 1 X (n—1) u (n —1) X 1 Mmoxkemo umaru
uajsumre (n — 1)/2 npuux KBajpara, a MOINITO je TOPHHU JECHH KBaJpar Oujese
60je, MakcuMaJsiaH O6pOj IMPHUX KBaJpaTa je

(n—1)2+n—1 n—1 n?>-1
2 2 2 2

OBaj MakCUMyM ce MOzKe JOCTHhU ako Tabay 000juMO ,,IMAXOBCKH IPHO-OMjeIo,
ca OujesiuM je/IMHUYHUM KBa/JIpATUMa Y YIJIOBHMA.

Ako je n mapan 6poj, nogujesumo Tabiy y 9 aujenosa: kBajgpat (n—2) X (n—2)
y cpenuun Tabme, 4 mpaBoyraoruka (n —2) X 1w 1 X (n — 2) y3 usune tabme
u 4 jequnHudHa KBajparta y yruioBuma Ttabse. Ako kBajgpar (n — 2) X (n — 2)
W3/IMjeTMMO Ha KBaJipaTe 2 X 2, a MpaBOYTaOHWKe HAa Mame MpaBoyraoHnke 1 X 2
mwim 2 X 1, MOXKeMO IMaTH MaKCUMAaJIHO

(n —2)? n—2 n?>—4

4. =
2 * 2 2

IIPHUX KBaJIpaTa.

OBaj MakCUMyM ce MOzKe JOCTHhU aKo Tabyy n X n 060juUMO Ha IMIaXOBCKU HAYHUH,
a OHJIa JIBa IPHA KBaJpaTa Koja ce Hajma3e y yriaoBuMa Tabse mpebojumMo y oujeno,

3
. ) n®—4
Te UMaMO TabJIy KOja 3a70BOJhaBa yCJIOBe 33/IaTKa M KOja MMa CHn 2= 5
IPHUX T10JbA.
. Kako je 2000 = 16 - 125 ji0Bo/bHO je JloKa3aru Jia 3a cBakux 16 ysacTonHux

npupojHux Opojesa 1mocToju TakBo pazdoujame. Mmamo ja je
(k+1°+(k+4)° = (k+2)° = (k+3)° = (k+4)° = (k+3)° = ((k+2)* = (k+1)%) =

= (k+4)°+(k+4)(k+3)+(k+3)°— (k+2)*— (k+2)(k+1)— (k+1)* = 12k +30,

(1) (k+1)°+ (k+4)° = (k+2)° + (k+ 3)° + 12k + 30.

Axo y (1) ymjecro k craBumo k + 4 mobujamo 1a je

(2) (k+6)°+(k+7)3+12(k+4)+30 = (k+5)° + (k+8)*.
Cabupamem (1) u (2) mobujamo

(3) (k+1)*+(k+4)* 4+ (k+6)3+(k+7)3+48 = (k+2)*+(k+3)*+(k+5)+(k+8)3.
Ako y (3) ymjecro k craumo k + 8 nobujamo na je

(4)
(k4102 4+ (k+11)%4(k+13)3+(k+16)> = (k+9)3+(k+12)>+(k+14)*4(k+15)3+48.



Cabupamem (3) u (4) gobujamo ja je
(k+1°+ (k+4)° + (k+6)° + (k+7)°+ (k+10)*+ (k+11)*+ (k+13)*+ (k+ 16)* =
= (k+2)3 4+ (k+3)* + (k+5)> + (k+8)*+ (k+9)* + (k+12)* + (k+14)* + (k+15)?,
IITO je u Tpedajio J0Ka3aTH.

4. TlpumujeTnMo Ja ce m3pa3 Ha JECHO] CTpPaHU JaTe HejeHAKOCTH
T1To+ X123+ XoX3 + LoLy + T3X4 + X3X5 + LaZTs + Tale + T5Xe + L1T5 + T1T6 + T2Xs
MOYKe 3aIucaT y 00JUKy

(21 + x4) (T2 + x5) + (w2 + w5) (23 + x6) + (23 + 26) (71 + 24).

Kopucrehn ecmjeny X = x1 + 24, Y = 290 + x5 u Z = 13 + x4, AaTa HEjeIHAKOCT
oCTaje
(X+Y+2)?2>C-(XY+YZ+ZX),

rjje cy X, Y u Z upousBo/bHU peainun OPojeBu.
Ba X =Y =7 =1 umamo ga je 9 > 3C, 1j. C' < 3.
JTokazkumo cajia ja HejeJHAKOCT
(X+Y +2)?*>3(XY +YZ+ZX),
BazKu 3a 1pou3BoJbHe peasine 6pojese X, Y n Z. Kako je oBa Heje[HAKOCT €KBU-

pasentHa ca (X —Y)?2+ (Y — Z)?+(Z — X)? > 0, ona ounro Baxku. [Ipu Tome,
jeTHAKOCT Bayku camo ako je X =Y =7, 1j. x1 + x4 = 2o + x5 = 3 + Tg.

YETBPTU PA3PE/]

1. O3maunmo ca P u () TOAHOXK]ja BUCUHA CIYIITeHNX u3 TjeMeHna C' peJioM Ha CTpaH-
une AC' u AB. Taza umamo cibejehe napose CJMIHEX TPOYILJIOBA

AAKC ~ AAPK, AABP ~ AACQ, AALB ~ AAQL,

jep Cy CBH OBH TPOYIVIOBH NPABOYIJIM U TPOYIVIOBH Yy HCTOM Iapy MMajy 3ajell-
Huuku omrpu yrao. Chaujenn 1a je

AK? = AP - AC = AQ - AB = AL?, tj. AK = AL

2. Hcrn xao 3amarak 2 3a Tpehun paspes.



3. Ucrn kao 3ajiarak 3 3a Tpehu paspe.

4. JlujeBy HejeTHAKOCT ITOKA3yjeMO MATEMATHYKOM UHIYKIWjOM. 3a N = 2 BaXKH

je/THaKOCT T I R Heka je n > 2. IIpernocTaBuMo 12 HejeTHAKOCT BaZKH
3an—1, 1. gaje
(1) 13 1 < 1 N 1 P 1

72 2n%2 7 23 33 (n—1)%

J1oBOJBHO je joIII JIoKa3aTu Ja 3a CBaKU IMPUPOJAH OPOj 1 BazKu

) 1 1 < 1
2n2  2(n+1)2 = n¥’

jep cabupamem (1) u (2) gobujamo Ja JimjeBa HejeJHAKOCT BAXKH 3a 1.
A mejesnakoct (2) Bazku momro je expubagentHa ca n(n+ 1)2 —n3 < 2(n+1)2,
1j. 0 < 3n+ 2.

3a J0Ka3 JilecHe HejeHAKOCTH MPOIUjeHIMO OIIITH YIAH =E Nmamo 3a k > 2

ot 1 R S S S
BB —k kk—0(k+1) 26\k—1 k+1)

Tj.

— < —_—
24 2n(n+1) 24 2(n+1)2
ITpumjenba. Mu cmo y crBapu JoKa3aiu jady HejeJHAKOCT

1+1+ +1<5 1
23 33 n® 24 2n(n+1)’

KOja ce Takobhe JIaKO JIOKa3yje MaTeMaTUIKOM HHLYKITHjOM.



25. PEITYVBJINMYKO TAKMUUYEIHBE N3 MATEMATUKE
YUEHUKA CPEABNX IKOJIA PEIIYVBJINKE CPIICKE

Ucrouano Capajeso, 14. anpu 2018.

3AJIAIIU
IIPBU PA3PE/]L

1. Ha maxoBckom Typuupy oaurpano je ykynuno 100 mapruja. /IBa urpaga cy
Hamyctuaa Typaup. CBaku o HUX je 10 HANYINTama TYPHUPA OJUTPAO TO D
naprtuja. /la qu cy onn urpasu Mel)ycobHo npuje Hamymrama TypHUpa?

2. ¥V tpoyrao ABC' ca npaBum yriiom y Tjemeny C' ymucaHa je KPyKHHIA KOja
jpoaupyje werope crpanune AB, BC, CA pejom y taukama M, N, L. Heka
je K rauka nyxu BN rmaksa na je BK = C'L. okazaru ga je KL L MN.

3. Heka 3a peasnne 6pojese a u b Baxu [3a —2b] <1 u |2a —3b| < 1. [okasaru
naje la] <1wmlb| <1

4. Jlato je n nekajHuX nudapa pasTHIATHX OJ HYJE, O] KOJUX HeKe MOI'y OUTH
jemnake. Ox Tux n mudapa cy dopMupanu cBu Moryhu n—nudpenun 6pojeBH.
Hokazaru jia Mel)y mwuMa Moxke OUTH HAjBUIIE jeJlaH CTEleH JBOjKe.

(Ha npumjep, mehy 30 mecronndpennx 6pojeBa 224588, 224858, ..., 885422
Koju ce zanucyjy nomohy mnmdapa 2, 2, 4, 5, 8, 8 camo je 6poj 524288 = 219
CTeIleH JIBOjKe.)

TTPYTU PA3PE

1. 3a npupogan 6poj n o3naunmo ca d(n) Hajsehu 3ajeHUYKHU Jije Il IPUPO/I-
nux 6pojesa n? + 1 u (n — 1) + 2. Hahu cse Bpujeanoctu d(n), n € N.

2. V pasum cy jare kpyxuuie ki u ky. Heka cy p m ¢ muxoBe 3ajelHUYKe
CHOJBAINIEHE TAHTeHTe U HeKa je P 10/upHa Tadka TaHTeHTe P ca KPYKHUIIOM
ki, a ) moampHa TauKa TAHTEHTEe ¢ ca KpPY:KHHUIOM ko. JlokazaTm ma marte
KDY KHUIE OJ/IcUjenajy Ha npasoj PQ) mnojgymaphe teruse.

3. Oxpeuru cBe mapose (p,q) peaaHux OpojeBa TAKO jia KBaJPATHU TPHHOMHE
22+ pr+q n pr?+qr+1 nvajy jesan 3ajeHIYKN PeaHN KOPHjeH U 12 30up
ocTajia JBa HUXOBa KopujeHa Gyme 1/2.



. Jenunnyana moshba KBaJpaTHe Tabje n X n ce 00je OWjesIoM W IPHOM 00jOM.
Konuko uma pasimautux 6ojera Te Tabje KOJ KOjUX ce y CBaAaKOM KBaJIpaTy
2 X 2 yHyTap Tabje HaJa3u MojjeTHaK Opoj OWjeux u MPHUX MoJba?

TPERIN PA3PE]/]

. Hexka je H opromenrap omrpoyrior tpoyria ABC u D, E, F' peaom nogHoOXkja
BHucHHa u3 merosux Tjemena A, B, C. Heka je P mpecjeuna tauka ayum DF
u BE. IlpaBa koja canpxu tauky P u Hopmasna je na BC' cujede cTpanuily
AB y tauku (). Heka je N mpecjeuna tauka ay:xku AD u EQ. Jlokasatu 1a
je rauka N cpepuiire jnyxu AH.

. Ompeaurn cBe mapose (p,q) npoctux OpojeBa 3a Koje Baxku p | 12¢ — 1 n
q|12p+1.

. 3a Koje m ce CBe CTpaHUIE U JAUjaroHase JTaTor MPABIIHOT Nn—yIJa MOy 000-
juru ca n 60ja (cBaka JyK jesHoM 60joM) Tako Ja 3a OGUIIO KOje TPH pasJiu-
yute 00je MOCTOjU TPOyrao, ca TjeMEHHMa y TjeMeHHMa JaTor n—yrja, duje
cy cTpaHwuie obojeHe Tum O0jama?

. Huz ag, aq, as, ... peannux 6pojeBa 3a10BO/baBa yCJIOBE
ag =0, |ak_1 — 2ay + ak+1| <1 (k‘ c N)

JlokazaTn ga BaKh

a) ;:J_rll —% < D) 3a cBako k € N;
k(n—k
6) Axo je a, = 0 3a Heku npupojgan 6poj n, ouma je |ag| < (712 ) .
cako k=1,2,...,n— 1.

YETBPTU PA3PE/]

. Jar je jenmakokpaxu Tpame3 ca ocuoBunama AB u C'D. Kpyxkuuma k koja
canpxku tauke D u C, apyru nyT cujede crpanuny AD y Taukun X, a amjaro-
najsy BD y taukn Y. Taurenrta na kpyzxuuiy k y tauku C cujede npaBy AB
y Taukn /. /lokazaTtm ma cy tauke X, Y, Z KoJmHeapHe.

. Uctn kao 3ajiarak 2 3a Tpehu paspej.

. Ucrn xao 3amarak 3 3a Tpehun paspes.



4. Huz ay, ay, as, ... peaanux OpojeBa 3a/10BO/baBa yCJIOBE

1

apg = 0, |ak,1 — 2ak + ak;Jr]_‘ S E (k < N)

JlokazaTn ja BaxKu

Ak+1 ag

a) 1 %

3a cBako k € N;

<
T k+1

n
6) Axo je a, = 0 3a Heku npupogan 6poj n, oHxa je |ax| < k In 7 34 CBaKo
k=1,2....n—1.

PJEIHIEIBA
IIPBU PA3PE]],

1. Heka je n 6poj ydyecHuka TypHUpa. N — 2 Urpava KOju Cy 3aBPIIUIU TYPHHUP

(n—2)(n—3)
2, )
IMyCTHIM TYPHUP OAMrpaau cy 3ajenno 9 mam 10 mapruja, y 3aBHCHOCTH O

Tora jJa Jiu cy urpaaud mehycobno mam uHucy. /lakme, mobmjamo JaBuje jeaHa-
YUHE

omurpasaun cy mehycobno napruja. /JIBa mrpava Koju cy Ha-

(n—2)(n—3) (n—2)(n—3)
2 2
KOje Cy eKBuBasieHTHe pejgoM ca (n—2)(n—3) =182 u (n—2)(n—3) = 180,
[IpY YeMy HAC MHTEPECY]y caMO HbUXOBaA IIPUPOHA pjelierba. TakBo pjeliemne,
n = 16, uma camo TpBa jeJHauMHa, OJaKJIe CJAWje/In Jla Cy UT'Padd KOju Cy
HAIYCTUJIN TYPHUP UTPAIU Mel)ycoOHO.

+ 9 =100, -+ 10 = 100,

2. Heka je [ nenrap ymucane kpyxuune tpoyria ABC. Ilpasa I B je cumerpaa
yia y tjemeny B, a kako je BM = BN, caujenu jna je IB L MN.

Yersopoyrao C'LIN je kBaapar (ca CTpaAaHHUIIOM jeTHAKOM TIOJYTPEIHUKY YII-
ncare Kpyxuure tpoyria ABC), ma u3 ycaosa BK = CL caujenu na je
BK = IL. Kako cy, ocum tora, npase BK u I L napasesue (jep cy obje HOD-
masine Ha AC), 1o je BK LI napanenorpam. Oxasue canjenu na je KL || 1B,
tj. KL 1 MN.

3. U3 ngarux ycaosa jjobujamMo pejioM Jia je

—1<3a-20<1nmw —1<2a—-3D< 1,

(1) 3a—1§b§3a+1ﬂ2a—1§b§2a+1,
2 2 3 3




oJlaKJie CJAUjeqn JIa je

3&—1<2a+1n2a—1<3a+1‘
2 - 3 3 - 2

[Tocmeame aBUje HejeIHAKOCTH Cy eKBHBAJICHTHE peloM ca HejeJHaKOCTHMA
a<lun—-1<amnaje—-1<a<1,1j. |a| <1

Awnamoruo ce mokasyje ma je —1 < b < 1 (mrro takole camjenn um u3 apyre
nejennakocru y (1), momro je —1 < a < 1).

. IIpernocrasumo cynporuo, jga mehy Tum OpojeBuMa 1OCTOje JiBa CTEIeHa JIBO-
jxe 28 m 2! k > [. Tana je 6poj 2F — 2! = 2!/(2%=! — 1), xao pasnuka nBa Gpoja
sanucanux ucruM nudpama, ajesbus ca 9 (caujenu u3 unmenune ga 9 | 107 —1,
3a cBako ¢ € N). Jlakue,

(1) 9|28t —1.

Ca zpyre cTpane, Kako cy o6a 6poja 2F u 2! sehn ox 10"~! u mamu ox 10", To
je 28—t = 2% /20 < 10. Opnasze nobujamo ga je k—1 < 3, 1j. 1 < k—1 < 3, mro
je y cyupornocru ca (1).

JIPYTU PA3PE]L

. 3a garu npupojan 6poj n nucaliemo kpahe d ymjecro d(n). Us yciaosa d | n?+1
ud|(n—1)>+2 nobujamo pegom

dlnn®+1)—((n—-1>+2)=3n>-2n -1,

d|3(n*+1)—(3n*—2n—1) =2n + 4,
d| (2n+4)* —4(n®> + 1) = 16n + 12,
d|8(2n +4) — (16n + 12) = 20.

Bpoj n? + 1 ne mowxe Gurn gjesbus ca 4, ma ojapje jgobujamo d | 10, Tj.
d € {1,2,5,10}. Cse ose Bpujeauoctu d = 1, 2, 5, 10 ce mocTuzKy, HA TpUMjep,
perom3an =21, 8 3.

. Heka je M noampna Tauka TaHTeHTE p ca KPYKHHUIOM kg, N JTOAUPHA TauKa
TanrenTe ¢ ca kpyxuurom ki, u L, K upecjeune tauke npase P(Q) ca Kpyxk-
autiama kq u ko, pegom. Kopucrehu teopemy o MOTEHIUjH TadKe y OJIHOCY Ha
KPYKHHUILY J00ujaMo j1a je

PK - PQ = PM?, QL-QP = QN2

Kaxko je PM = QN, onasze caujenu na je PK-PQ = QL-QP, tj. PK = QL.
Nmamo cipeneha jBa coydaja.



Axko tauka K nexwu Ha gayxu PL, tama Tauka L jexu Ha ayxu QK na je
PL=PK+KL=QL+ KL =QK.

Ako tauka L jnexu va ayxu PK, taga tauka K jiexxku Ha ayxu QQL, na je
PL=PK-KL=QL—-KL=QK.

Jlakne, y oba caydaja je PL = QK, mTo je u Tpebaao J0Ka3aTH.

. Odeosop:  (p,q) = (—2,1) u (p,q) = (1/2,—-3/2).

ITpBo pjemieme. Heka je zy 3ajeqnuyuku KopujeH JaTux TpuHoMma. Taja je
To KOpHjeH U MOJTUHOMA

(@ +pr+q) — (pr° +qr+1) =2° — 1,

ma Kako je xgy peajan 6poj, To je xog = 1. Jlasbe, n3 OMJIO Kojer o JgaTux
TpuHOMa Jobujamo jgaje 1 +p+q=0,1j. g =—p— 1.

Heka cy x1 n xo nmpeocrtanim KOpHjeHH MPBOT W JAPYTOr TPUHOMA, pegoM. Taa
je

P 4pr+qg=(r—1)(z—2), pr®+qr+1=plx—1)(z— 1),

oJIaKJIe u3je/HavdaBambeM CJI000HUX YJIAHOBA J100ujaMo jaje x4y =q = —p—1
u xo = 1/p. Caga u3 maror yciosa x1 + x2 = 1/2 nobujamo jeaHaduny

TR
p p_2a

KOja je eKBHBAJEHTHA Ca KBAJAPATHOM jeqnadanaoM 2p° +3p —2 = 0. Pjemema
OBe jeflHAYMHE Cy p; = —2 U pe = 1/2, na cy rpaxenu naposu (p,q) = (—2,1)
u (p,q) = (1/2,-3/2).

Oba oBa mapa 3a710B0/baBajy yCJOBe 33aJaTKa, jep je

1
20 4+1=(x—-1)(z—-1), —-22*+z+1=-2z-1) (m+§),

3 1 3 1
P+ -~ =(x—1) (x+—>, §x2—§x+1:§(x—1)(x—2).

Apyro pjememe. Heka je xy 3ajelHUYKH KOpHjeH, a T1 U Ty IIPEOCTATA
KOPHjeHH! TPBOT U JIPYTOr TPpUHOMA, pejioM. V3 marux ycjioBa gobujamo na je
2 +pr+q=(r—x)(x—m), pr’+qr+1=plx—x)(r— ),

ojlakjie Ha ocHOBY BujeroBux dopmysia jodujamo

(1) To+ T = —p,



(2) Tox1 = (¢,
q
(3) Zo + Ty = ——,
p

1
4 Tolo = —— .
(4) 02 = =

Muoxemem jeanakoctu (1) u (4) mobujamo

(5) (o + x1)T020 = —1,

a u3 jeqaaxoctn (1), (2) u (3) je

(6) (o + x1) (20 + X2) = ToT1.
I3 (5) mobujamo ja je

1
(7) (ZEQ + 1’1>l‘2 = -,
Zo

au3 (6) caujequ ga je (ro+ 1) + o = xox1 — (To + 21)T0, Tj.

(8) (zo + 71)70 = —1.
. . 1 2 . 3 .
13 (7) u (8) mobujamo jemnaumny —— = —zx5, 1j. xp = 1. Kaxko je zp € R,
Zo

caujenu na je xo = 1.

Bamjenom rg =1 u x5 = g~y (7) nobujamo KBaJparHy jejHAYNHY
1 ) 9
(1+ZE1> 5—.’131 :—1, T]. 2.T1+.T1—3:0
Pjemrersa oBe jegnaumne cy x; = 1w x; = —3/2, na Kako je Ty = 3 — T

nobujamo cipenehe nBuje Tpojke (xg, T1, o) KOPHjeHA JATHX TPUHOMA!

1 3
($07$1,$2) = (1;1,—5) u (1‘0@1,902) = (1;—572) .

Hame, u3 (1) u (2) comjenu na je (p,q) = (=2,1) wm (p,q) = (1/2,-3/2).
O6a oBa mapa 3a/10BOJbaBajy yCJIOBe 33/1aTKa, IITO Ce MPOBjepaBa Kao y MPBOM
pjeremy.



4. TlpermocTaBuMo Ja Cy T0Jba TpPBe BpcTe jare TabJie 000jeHAa HAW3MjeHUIHO
6ujesiom u npaoMm Gojom (aBuje moryhuoctn). Tama cy u mosba apyre BpCTe
000jeHa HAM3MjeHUIHO OUjesIoOM U IIPHOM 00jOM, MPU YeMy OIeT MOCTOje JIBUje
moryhuoctu (1pBO HOJBE y BpeTH MOzKe Guru Oujesio uiu upHo). To Baxku u
3a cBaky cibejiehy Bpery, ma y oBom ciydajy umamo 2" pasmauTux 00jerba.

[IpermocTaBuMO cajia /1a cy HEKa JBa CyCjeJiHa M0Jba y MPBOj BPCTH 00OjeHA
ucrom 6ojom. Ilo ycroBy 3amarka, Tajga je O0jeme MoJba y JPYroj BPCTH jejI-
HO3HAYHO OjipeheHo, u u3 ucTux pasJora y cakoj cibejehoj. IIpsa Bpcra ce
MOzKe 00ojuTu Ha 2" — 2 HaUYMHA TaKo Jia 0ap JiBa cycjejHa moJba Oyay obojeHa
UCTOM 0OjOM.

Jlakse, 6poj TpazkKeHHX Gojema je 27 + 2" — 2 = 27+l 9
TPETLU PA3PE/]

1. Heka je ZABC = g u LZACB = v. Kaxko je ZAFH = ZAEH = 90° 10
je werBopoyrao AFHE terusan. [dame, 36or DA || PQ 3aksyuyjemo na je
/FQP =/FAH = /FEH = /FFEP, ogak/e ciaujean Ja je I 9eTBOPOYTrao
QF PFE rerusan. Kako je ZAFC = ZADC = 90° 10 je gerBopoyrao AFDC
reruBaH 1na je ZQFP = /ZAFD = 180°— ZACD = 180° — v, ojakJie ciaujeu
na je ZQEP = ~. Onasne 3ak/byayjemo na je ZEAN =90° — v = ZAEP =
ZQEP = ZAEN , na je tpoyrao ANFE jennakokpak. Onasae canjenu aa je
N menTap ommcaHor Kpyra mpapoyrior tpoyria AHE, na je NA= NH.

2. Odeosop: (p,q) = (7,17) u (p,q) = (131,11).

IIpBo pjememe. Heka 3a npocre 6pojeBe p u g Baxku p | 12g—1w q | 12p+1.
Tama je p # qup | 12p —12¢+ 1 u q | 12p — 12¢ + 1, onakie ciaujeau
pq | 12p — 12¢ + 1, na nocroju muo 6poj n Tako Ja BayKu

(1) 12p — 12q¢ + 1 = npq.

13 oBe jeqHakocTu camjen Ja je cCBaKU oj OpojeBa n, p, ¢ y3ajaMHO HMPOCT ca
12. 36or Tora je p > 5 u ¢ > 5. Vlmamo cipesieha aBa cirydaja.

1° p > q. U3 (1) caujequ ma je n mpupogan 6poj KOjU je y3ajaMHO MPOCT ca
12. Tlokaxkumo jsia je n = 1. ¥V cyuporsnom je n > 5 1ua je

npq — 12p + 12q > 5pqg — 12p + 12q > 4p(q — 3) + 12¢ > 1,
uro je y kourpajukiuju ca (1). dakie, n = 1 ua jgobujamo pegom
pq — 12p +12q =1,

p(q—12) 4+ 12(q — 12) = —143,
(q—12)(p+12) = —11-13,



(p+12)(12 —q) = 11-13.
Kako je p+ 12 > 17, onasje ciaujequ jna je p+ 12 =143 u 12 —q = 1, 1j.
(p,q) = (131,11).
2° p < q. U3 (1) cnujenn ma je n meraruBan muo 6poj. Heka je m = —n.
Tana je m upupojan 0poj Koju je y3ajaMHO HPOCT ca 12 3a KOju BayKu
mpq + 12p — 12qg = —1. Tlokaxumo ja je m = 1. Y cynporHom je m > 5
na je

mpq + 12p — 12qg > 5pg — 12q + 12p > 4q(p — 3) + 12p > —1.
Kourpaaukmuja. lakiae, m = 1 na jpodbujamo peaom
pq + 12p — 12q = —1,
plg+12) — 12(q + 12) = —145,
(p—12)(qg+12) = —5- 29,
(12 —p)(g+12) =5-29.
Kako je 0 < 12 — p < 12 umamo aBa ciaydaja

12-p=1,¢g+12=145 wm 12—p=5, ¢+ 12=29.

Y upBom cay4uajy je ¢ = 133, mro Huje npoct 6poj (133 = 7-19), ay
JIpyTOM cirydajy gobujamo jomr jemno pjerrerse (p,q) = (7,17).

pyro pjememe. Heka 3a npocre 6pojese p u g Baxku p | 12¢—1u q | 12p+1.
Tana je p # ¢ u mocToje MPUPOIHE OPOjeBH T U Yy TaKo Ja Baxu 12g — 1 = px
u 12p + 1 = qy. U3 oBe jBHje jeIHAKOCTH CJIHjeJU Ja je CBaKU OJ OpojeBa T,
y y3ajamuo npoct ca 12. Omner umamo cibegeha jaBa ciaydaja.

1° p > q. Tama je pr = 129 — 1 < 12¢ < 12p. [axne pr < 12p, ma je
r < 12. Kako je x y3ajamuo mpoct ca 12, caujenn na je = € {1,5,7,11},
a UMaMo cjbejieha dyerupu ciydaja.

1) x=1. Taga je p=12¢g — 1 na je

12p+1 12(12¢—1)+1 11
q q q
Kako je y mmo 6poj u ¢ mpoct 6poj, ogasae caujean jga je ¢ = 11
u p = 131. [akse, nap mpoctux 6pojesa (p,q) = (131,11) je jemno
pjerreme.

2) x =5. Tana je p = (12¢ — 1)/5 na nmamo

2p+1 12(12g—1)/5+1 144q—7 99 q+7
y = = = = —_—.
q q 5q 5q
Kako je ¢ > 5, 10 je 0 < ¢+ 7 < 5g, ma y OBOM CJIy4ajy HeEMamo
pjenrema.




3) =7. Taxa je p = (12¢ — 1)/7 ma umamo

12p+1 120129 —1)/7+1 1449 —5
y= el 12020 1)/7+1_1g=5 )
q q 7q 7q

Kako je ¢ > 5, To je 0 < 49 — 5 < 7q, ma y OBOM cCJIy4ajy HeEMaMmoO
pjerrema.

4) x = 11. Taga je p = (12¢g — 1)/11 ma umamo
12p4+1  12012g- /1141 4dg—1 . q-1
y: = = =

q q a 11q 11q

Kako je g > 5,10 je 0 < g—1 < 11g, na Hu y 0BOM CJIy4dajy HEMamo
pjerrema.

2° p<q. Taga je qy = 12p+1 < 12q. /laxne qy < 12q, ma je y < 12. Kako
je y y3ajamuo mpoct ca 12, caujenn na je y € {1,5,7,11}, ma umamo
cbeieha deTupu ciaydaja.

1) y=1. Tana je ¢ = 12p + 1 na umamo

12¢g — 1  12(12 1)—1 144p+ 11 11
p p p p
Kako je x nuo 6poj u p npoct 6poj, omae caujeau jaa je p = 11 u
q = 133. Kaxko je 133 = 7 - 19 cioxken 6poj, y OBOM CJIydajy HEMAMO
pjeniema.

2) y=>5. Tana je ¢ = (12p + 1)/5 nma umamo
L 12g—1  12(12p+1)/5—1  1d4dp+7 p—1T

—29-L 1
D p op 5p

Xz

Kaxko je |p — 7| < 5p oBo je muo 6poj camo 3a p = 7. [lame u3
q = (12p + 1)/5 nobujamo ja je ¢ = 17. Hakune, uap (p,q) = (7,17)
je JeJIHO pjenieme.

3) y="7. Tama je ¢ = (12p + 1)/7 na umamo

_ 1291 120012p+1)/T—1 _ Mp+5 0 dp+5

x
p p p p

Kako je 0 < 4p + 5 < Tp, y oBOM ciIydajy HEMAMO pjernieme.
4) y =11. Tazma je ¢ = (12p+ 1)/11 ma umamo
_12(]—1_12(12})+1)/11—1_144p+1_1 p+1

P P 11p 11p

T

Kako je 0 < p+1 < 1lp, Hu y OBOM cJIyuajy HEMAMO Djellierne.



3. Odeosop: Axo je n menapan, n > 3.

Heka je n = 2k napan 6poj, k£ > 2. IlpernocraBumo ja TakBo 0ojeme 1moc-
toju. [locmarpajmo nyzku Heke bukcupane 6oje, Ha IpUMjep, IpBeHe. YKyIIaH
Opoj TpOyIJIOBa 4Hja je je/iHa CTpaHWIA IPBeHA HUje Marmbu 0 Opoja mapoBa

2k —1
npeocranux 2k — 1 60ja, Kojux nma ( ) ) = (2k — 1)(k — 1). Tlomrro je

CBaKa NpBEHA JIyzK CTpaHuna 2k — 2 TpOyriaoBa, OJaBJe CAUjeId Ja MPBEHUX
nyzxu uma 6ap k. Vcro Baxku u 3a ayzku 0110 Koje japyre 0oje, 1ma yKyIaH 0poj
nyxu auje mambu o 2k -k = 2k MebhyTum, 6poj ¢BEX cTpaHnIa U AMjaroHaa

2k
2k—yrna je ( 5 ) = k(2k — 1) < 2k*. Konrpasuxuuja.

Heka je n = 2k + 1 nenapan 6poj. O6ojumo crpanune npasuanor 2k + 1—yria
peqom ca Tux 2k + 1 60ja (cBakom Gojom 1o jexny crpanuiy). Kako je cBaka
aujaronaJia Tor 2k + 1—yria napaJesgHa TavHO Ca jeIHOM FherOBOM CTpPaH-
U1oM, 000JUMO CBaKy HEIOBY JHjaroHAJy YIIpaBo OHOM 00joM KojoMm je 00o-
jeHa moj mapaJsiesnna crpanuna. ITokaxkumo j1a oBo 60jerbe 3a0Bo/haBa 3aaTe
ycsoBe. YKymaHn Opoj TpOyIJIOBa, ca TjeMeHHMa y TjeMeHuMa Tor 2k + 1—yria

) 2k+1 .
je ( 5 ), a UCTO TOJIMKO MMa U u300pa Tpu pasjudute 00je U3 CKyIa 0]

2k +1 60ja. IlpernocraBuMo cyupoTHo, Jia OCToje Heke Tpu (pas/mdure) 6oje
3a KOje He MOCTOju TPOyrao 4uje cy crpanuie obojene Tum 6ojama. Ha ocHoBy
MPeTXO0/IHOT, Ta/ia OM MOPAOo MOCTOjaTH HEKHW TPOyTao 4duje cy Oap JBHje CTpaH-
ure obojerne ucroM 6ojom. AJn, KaKO €y CBakKe JABHje CTpaHUIE Koje cy obojeHe
ucroMm 6ojoMm Mehycobno napasesnne, oBo je Hemoryhe.

4. TIpBo pjememe (cabuparvem odzosapajyhur nejednarocmu).

a) MHokemeM HejeHAKOCTH

—-1< A;—1 — 2&1' + a4 <1

ca ¢, u cabupajyhu jobujene nejegnakoctu 3a ¢ = 1, 2, ..., k mobujamo
pesoM
k k k
Zzg ila;_q — 2az+az+1)§2i,
i=1 =1 =1
k—1 k+1
k(k + 1) k(k+1)
]_ - 2 7 - ]- )
WESIE) SRS 9 2
k(k+1
—u < ap+ 2ay — 2a7 — 2kay + (k — 1)ag + kag+
k—1
k(k+1
+> (i +1—2i4i—1)a; < %

s
||
I\



k(k+1 k(k+1
) D < - e oy < HEED
onake jujesberseM ca k(k + 1) gobujamo ja Baxku
Ag+1 Ak 1
E+1 k|~ 2

6) Heka cy k u n nupupoanu 6pojesu, k < n. Cabupamem n— k HejeHAKOCTH
1 i i 1 .
—=- < .a+1 _ig—, 1=k, k+1,...,n—1,
27141 1 2

Jiobmjamo Ja je

_ <n Tk <
2 T n kK — 2
Axko je a,, = 0, omaBzae caujeau 1a je
n—k:< ak<n—k _ l{:(n—k)< </<:(n—/<:)
2 = k- 2 W y %=

1ITO je u TpedaJio JOKa3aTH.

pyro pjeiiemse (mamemamuukom uHOYKyujom).

a) JlokaKuMo MaTeMaTuIKOM UHJLYKIUjOM €KBUBAJIEHTHY HEjeHAKOCT

k41 k+1 kE+1
2 —— < - <

(2) 5 = Ak+1 L A > 5
Ba k = 1 oBa HejeaHAKOCT BaxkKu jep je ekBuBajieHTHa ca —1 < —2a; +
ay < 1. TIpernocraBumo na ona Baxkn 3a k — 1 (k> 2), 1j. na je

(k € N).

k< k </€
g =T oI =g
[Tomro je —1 < agp_1 — 2a; + axy1 < 1, camjesu ja je
k+1 k+1 k—1
A1 — i ap > 2a —ap—1 — 1 — il ay = ap —ag—1 — 1=
k k
k—1 k k—1 k k+1
K (a’“ k-1 1) =k (2) 5
k+1 k+1 k—1
A1 — ap < 2ap —ap—1 +1— k= T ap — agp—1 +1=
k—1 k k—1 k k—+1
L - [ I I R
k (a’“ 1<:—1“’”)Jr STy af >
Haxne
k+1 k+1 kE+1
_Tgak—f—l_ 2 ar < 5

Tj. BaxKu HejeqHAKOCT (2).



6) Ha ocuoBy Hejemnakoctu (2) je

E(k+1 k(k+1
kapi1 — g < (k4 1Day < kagyr + %,
k k k k
3 —_— — =< aq; < -, k=12 ...
() k+1ak+l 2_a'k_k+1ak+l+2u ) 4y
Heka je a, = 0. U3 (3) 3a k = n — 1 gobujamo 1a je
—1 -1
(4) s <an <t
2
Hejeanakoct
k(n—k k(n—k
(5) —Mgakgu, k=1,2...n—1,
2 2
JIOKa3yjeMo MaTeMaTH4YKOM uHjayKnujom mo k =n—1,n—2, ..., 1. U3

(4) camjenn ma oo TBpheme Baxku 3a k = n — 1. IIpernocraBuvo 1a oHO
pakn 3a k+1 (k+1<n-—1), 1. 1aje
(k+1)(n—Fk—1) (k+1)(n—Fk—1)

— < a <
9 > Ug+1 > 9

Tanma wa ocuoBy (3) mobujamo 1a je

. koo kK (k+D(n—k=1) k  kin—k)
A | 2 2 9
k ko (k+D)n—k—-1) k kin—k)
< — < . N
R A B s Ty 5 *3 5

anme je uejeanakoct (5) mokasaHa.
YETBPTU PA3PE/]

1. Ha ocuoBy jejsnakoctu yrja usmely TaHreHTe W TeTuBe U lepudepujckor
yIjIa HaJ HCTUM JIyKOM mmamo na je ZABD = /Y DC = /ZYCZ. Kako
je £YCZ + £YBZ = 180°, cimjenu na je gerBopoyrao CY BZ reruBas.
Hame je LOYZ =/CBZ =/XDC =180° — ZCY X, onakse ciujean jia je
gerBopoyrao X BC'Y ymucan y kpyxuuny k, na je ZCY Z + ZCY X = 180°,
mro 3ua4u Jia cy raduke X, Y, Z KojimHeapHe.

2. Ucru xao 3aarak 2 3a Tpehu paspe.

3. Hcru xao 3amarak 3 3a Tpehu paspe.



4. TIpBo pjememe (cabuparvem odzosapajyhur nejednarocmu).

a) MHoxemeM HejeTHAKOCTH

1
7 <aj—1—2a; +a;41 <

ca i, u cabupajyhu jobujene HejegHaKoCcTH 3a ¢ = 1, 2, ..., k ;mobujamo
pejiom

k
-k < Zi(az‘—1 —2a; + a;y1) <k,
i—1

k+1

k—1 k
k<Y (i+Da; =2 dai+ Y (i—1)a; <k,
1=0 =1 1=2

—k < ap+2a; — 2ay — 2kay, + (k — 1V)ay + kag 1+
1
+» (+1—=2i+i—1)a; <k,

%

B

U
N

(1) —k S k?(lk+1 — (/{3 + 1)ak+ S k‘,
ojakiie jujesbemeM ca k(k + 1) gobujamo ja Baxku

1

“k+1

Ag+1 Qg

E+1 k

6) Heka cy k u n upupognu 6pojesu, k < n. Cabupamem n— k HejeqHAKOCTH

1 < Ai4+1 a; 1
i+1 " e+1 1 T a1

JobmjaMo 1a je

Axo je a,, = 0, omaBzae caujeau 1a je

o <k (e Loy ]
=P\ TRy n)

1a je JIOBOJHHO JOII JIOKA3aTH Ja MPOM3BOJHbHE MPUPOIHE OpojeBe k U n,
k < n, Baxku

1
(2) —+—+--~+—<lnﬁ.



Ha ocnoBy nosnare HejeiHaKOCTH

(3) Z,+11<1n<¢+1)—1m (i € N)

Jiobujamo Ja je
1
—+—+---+ﬁ<(ln(k+1)—ln E)+ (In(k+2)—In(k+1))+

+---—|—(lnn—ln(n—1)):lnn—lnk’:ln%,
Tj. Baxu (2).

IIpumjedoa. Hejenuakocr (3) camjenn, Ha npuMjep, U3 durbeHUIE 1a je Hu3 (X;)
Sy it .

ca ONIITUM YIAHOM I; = (%)Pr onasjajyhm u jia KkouBeprupa ka e. Hanwme,

oflaBJie CaMjesn a je e < x;, oJaKJ/e JOrapuTMOBambeM 100ujamo 1a Baxu (3).

Jpyro pjemieme (Mmamemamuukom uHOYKGUJOM).

a) JlokaKuMo MaTeMaTuIKOM UHJLYKIUjOM €KBUBAJIEHTHY HEjeIHAKOCT

kE+1

(4) —1< Ap41 — ar <1 (k € N)

8a k = 1 oBa HejeHAKOCT Bayku jep je ekpuBajieHTHa ca —1 < —2a; +
ay < 1. TIpernocraBumo ja oHa Baxku 3a Heko k — 1 (k > 2), 1j. na je

—1<a; — ap—1 < L.

E—1

1 1
[TomTo je 7 < ag_1—2ak+ agy1 < e cavjenu J1a je

E+1 > 1 k+1 k—1 1
Ak4+1 — a ar — Q-1 — 7 — ar = g — A1 — 7 =
k+1 k k —Z k k—1 k k k L k k—1 k
k—1 k 1 k-1 1
- _ - — > " (1) = = ==
K (a’“ k—lak1> e e
k1l RS S 1
Af+1 A > 20 — Q-1 2 L A = L A — Ak L
k—1 k 1 k-1 1
B NS Rl R e A

qnMe je HejeqHAKOCT (4) J0Ka3aHa.



6) Ha ocuoBy Hejemnakoctu (1) je

k‘akH —k S (/{3 —+ 1)ak S kak+1 + k?,

k k k k
P - v < "t k=192 ..
(5) pr 1 T SRS e T o

Heka je a,, = 0. U3 (4) 3a k = n — 1 gobujamo na je

-1 -1
(6) I <aa <t
n n
Hejeanakoct
n n
(7) —kln — <a, <kln—, k=1,2,...,n—1,
k k
JIOKa3yjeMo MaTeMaTH4YKOM uHayKnujom nmo k =n—1,n—2, ..., 1. U3

(6) camjenn qa oBo TBphere Baxku 3a k = n — 1, momro je

n—1
|an,1|§T<(n—1)lnn_1.

[TpermiocraBumo ja ono Baku 3a k+ 1 (k+1<n—1), 1j. 1a je

n

E+1

<app1 < (k+1)In "

(k411
(k+1)In k+1

Taza Ha ocuoBy (5) mobujamo aa je

< L R L
R N | YRl kvl
n 1 n
= (1 =V <kl 2,
<Dk+1+k+1)< s
k k n k
> LY B
2 e T 2 g R e T
n 1 n
S ) s> km 2
<nk+1+k:+1)> e
anme je mejegnaxoct (7) JoKazaHa.
(O] i i L S WL
€ CMO a a € eje aKoC — -
B/ MO [Ba IIyTa IPUMHAJEHUJIN HEJETHAKOCT 11 k—|—1 k+1 n k,

KOja je eKBHBaJIEHTHA Ca <In(k+1)—1Ink, u Baku Ha OCHOBY

uejennakocru (3).)



26. penybnuuxko makmuuerse uz Mmamemamuke yyenuka cpeorwux wikona Penyonuke Cpncke
bawa JIyka 23.03.2019. z00une

1. Pazpeo

3aoauu u pjewersva:

AKO cy a, b, C myxuHe cTpaHMIAa TPOM3BOIBLNOT TPOYTINIA M aKo je a + b + ¢ = 1, Tana Baxku
a® +b? +c? +4abc < > Jlokazatu.

Pjewemne:
[To XepoHoBoM 00pacily 3a U3pavuyHaBamkE MOBPIIUHE TPOYIIJIAa UMaMO J1a je

P= \/%(%—a)(%—bj{%—cj onnocHo 16P? = 4(ab +bc + ac)—8abc —1.

U3 1=(a+b+c)’ =a®+b?+c? +2(ab+bc +ac) umamo 1a je
4(ab+bc+ac)=2-2(a’ +b? +¢?).

[ 1

3amjenoM y popMyIH 3a HOBpIIMHY 106ujaM0 16P? =1— Z(a2 +b? +¢? )—8abc >0 omaxie

) ) 1
CIIMjequ /1a je a’+b?+c? +4abc<=.

HeKa cy X, Y M Z peanHu OpojeBu, TakBu fa je X2+ Y2 + 72 =8 u Xy +yz + 2x = 4.
Wspauynatu BpujeaHoct uspasa |X| + |y| + |z].

Pjewemne:
U3 jenmakoctu (X+Y+2)% = x2+y?>+22+2xy+2yz+27x = 8+2-4 = 16, Hanmasumo ga je |[X+y+z| =

4.
Jlokaxumo J1a cy OpojeBU X,y M Z UCTOT 3Haka, ofakie he ciujenutu aaje |X| + |y| + |z| =
4.

1
Kaxo je 0=8-2-4 = X2+y?+72-2(xy+yz+2X) = (X+y—2)’—4xy, T0 je Xy = 0.
AHaorHo nperxoaHom qobujace u yz>0wu zx > 0. |:|

W3 yumenuna na je Xy > 0,yz2 >0 u zX > 0 3akspydyjemMo aa cy OpojeBH X, Y U Z HCTOT 3HAKa
(Hys Ty MOXKEMO cMaTpaTH OpojeM ca MPOU3BOJEHUM 3HAKOM), T1a je

|JLI—L.YI + 2] = 4 []

Heka cy X u Yy umjenu 6pojeBu, Taksu aa 90 aujenu X2 + Xy + y2.
Hoxka3atu 1a onga 900 aujenu Xy.
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Pjewere:

Jlokaxumo na cy 6pojeBu X u Y majespuBu ca 30, ogakiie he ciujequT TpakeHo TBpheme.
Kako 9 | (X% + xy + y?) = (x — y)? + 3xy nmamo 9 | (X — Y)?, omHocHo 3 | (X —Y). 3ato 3 | Xy,
Te Kako U 3 | (X —Y), mobujamo 1a 3 |X u 3 |y.

Homrro 10 | (X2 + Xy + y?), a (2 + xy + y?) | (¢ — ¥*), T0 10 |(x* — ¥®), na ce 6pojeu x> u y*
3aBpIaBajy uctom nudpom, mro je Mmoryhe camo ako ce 1 OpojeBu X W Y 3aBpIIaBajy
rcroM 1udpom (0BO TakMHUUYApH Tpebajy mpoBjeputu!).

I

Kopucrehn oBe unmennIe, u3 AjesbUBOCTH 6poja x2 + xy + 12 ca 10 3akspydyjemo 1 1a je
6poj 3x% njessus ca 10, onaxie je u 6poj x Ajesbus ca 10, a OHAA je, AaHATIOTHO MPETXOHOM, M
v njesbuB ca 10.

|:|K0Haqu, 3aKJpydyjeMo Jia ¢y OpojeBu x U y njesbuBw ca 30,
IITO 3Ha4M J1a je Opoj xy ajespus ca 900.

VY mapanenorpamy ABCD rtauke P, Q, R, S cy cpenumra ctpanuna AB, BC, CD, DA. Ilpase

AQ, BR, CS, DP cujexy ce u o0pasyjy uerBopoyrao. Jlokazatu ga je oBaj 4e€TBOPOYrao
napanenorpaMm u Hahu WeroBy HMOBpUIMHY 3Hajyhu na je moBpiinHa napanenaorpama ABCD

jenHaka as.

Pjememe:

ITomrro je AS=CQ u AS||CQ To je uerBopoyrao AQCS napanenorpam. To Takohe cneau u
u3 noxynapHoct TpoyrioBa ABQ u CDS. Onatne cinenu u na je AQ”SC . Ha uctu Hauus ce
7okasyje n1a je u uerBopoyrao DPBR mapanenorpawm, 1j. 1a je PD||BR . Ilpema Tome, momro

je AQ”SC u PD||BR , uetBopoyrao KLMN je napanenorpam.

[ ]

[Tomrro je PK cpeamwa nunuja Tpoyria ABL (jep je AP = PBu PK||BL ), a LQ cpenmwa
muauja Tpoyraa BCM (jep je BQ = QC u LQ||CM ),Toje AK=KLu LQ= %CM N3 nucror

pasnora je u CM = MN.

[ ]
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Hame je: AK=KL=MN=CM=2LQ,naje AQ=AK+ KL +LQ =KL + KL +
% KL = g KL, omakne je KL = % AQ. Tlomro mapanenorpamu AQCS u KLMN umajy

jenHake BucHMHe, uMahemo Ja je:

Pl = % Procs » @ Oyayhn 1a je Pyoes = % Puco = %az , iMaheMo KOHAYHO

21 1
Pemn :g'§a2 :gaz_



2. Pazpeo

3aoauu u pjewersva:

a) JlokasaTH Ja 3a CBE IO3UTUBHE peanHe Opojese a u b 3a xoje je a° > b paxu:

e

2 2

. . 5+43 2 5-43 1
6) Ja 1 je BpujeHOCT u3pasa
2+«/2+f B 2o B

upanuoHaias 6poj?

palroOHANIaH WK

Pjemense:
a) Kako cy 00e crpaHe MO3UTHBHE, JJOBOJBHO j€ TIPOBJEPHUTH jETHAKOCT HAKOH KBaIpHPaba.

Hakon xBagpupama JivjeBa CTpaHa nmocraje a + Jb , a necua CTpaHa

a++a*-b +2.\/aﬂlaz—b .\/a—\/az—b +a—»\/a2—b _
- 2 2

2 2

> +

2 2 2 ' 2 2
atya'-b+a-ya _bina ~ j L) a*—(a*=b)=at\b. ]

6) Kopucrehu pesynrar moa a) umamo:

5+V3 2 5-Y3 1 _

BB Bl B
5+/3 2 5-3

s \/2+J_ Jz Ja3 6 f J2+J_ J— 4— %:

__5+3 2 1 5+43 2 53 1
\/‘\F\F\F\/-\F\thﬁﬂfﬁszﬁ

5+«/' 2 5- «/§ 1 (5+f)(3‘*/_)_1+(5‘4_)(1‘ﬁ) 1

w

_12—2\/5_1_8—6\/_i 12-243-12+9y3 7
6 V3 2 3 33 "3
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Jakie TpaskeHu Opoj je paroHaiaH.

VY tpoyrany ABC, Tauka D je cpenuna crpanune BC, a tTauka E nHa crpanunu AB TakBa n1a je
AE = 2EB. Axko je ZADC = /BDE, nahu yrao £ ACB.

Pjewerve:

Heka je F cpequmre nyxu AE. Tana je BE = EF = FA. Kako je u BD = DC, npase ED u FC
cy napanense, na nmo TamecoBoj Teopemu CF momosu AD.

Oznaunmo ca M cpeaumre AD. U3 ycnoa 3agaTka je £ BCF = ZBDE = ZADC, na
nobujamo na je rpoyrao MCD jemnakokpak, 1j. MC = MD = MA.

Haxune, C je Ha momykpyry Hax npeunukoM AD, 1j. £ ACB = £ ACD =90°.

OI[peI[I/ITI/I cBe mpupojHe GpojeBe N Takse 1a je 6poj 2" + n? mjesbus ca 7.

Pjewerve:

Ocranu nipu ujesbemy ca 7 opojesa 2" cy 1, 2 nm 4.
Ocramy Tipu ujesbersy ca 7 6pojesa ncy 0, 1,2 umm 4.
Jlakne, 6poj 2" + n? ne Moxe OUTH TjesbuB ca 7.

Hahn TpourdpeH O6poj abc ako je uerBoponudpenu 6poj abcl tpu myra Behu ox
yeTBopoIrdpenor 6poja 2abc .

Pjewene:
U3 ycnosa 3amatkaje: a-10%+b-102+c¢c-10+1=3-(2-10°+a-10%+b - 10 +c).
Kako ce 6poj 3cC 3aBpmiaBa jeJuHUIIOM, TO je C = 7.
Hase je, 1000a + 100b + 71 = 6000 + 300a + (3b + 2) - 10 + 1. Kako je b uugpa
(0<b<9), ouhe 2<3b+2<29. Bbpoj 3b + 2 ce 3aBpraBa udpom 7, na je
3b+2 e{7, 17, 27}. Moryhe je camo b =5.
Cama je 1000a + 571 = 6000 + (3a + 1) - 100 + 71. Kaxko je u a uudpa, ouhe
1<3a+1< 28 u 3a+1ce3apmana uuppom 5, re je 3a+1=25,1j.a=8.
Tpaxxenu Opoj je 857.
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3. Pazpeo
3aoauu u pjewersva:

1. Konuko nma ypehenux maposa npupoanux 0pojesa (x, y) 3a Koje Baxu
20x =y(x—15y)

Pjememe:
3anana jeqHaunHa raacu 15y —xy + 20x = 0. JuckpumunanTa D = X? - 4.15.20X Te KBagpaTHE
jenHaunHe MO HEMO3HATO] ¥ Mopa OuTH KBaapar nenor 6poja[ ] 3aro nocroju
HEHEraTHBHH 110 6poj m TakaB 1a je x> — 1200x = m?. JJomyHoM u3pasa x> — 1200x 10 HOTITyHOT
KBajpara 1001jamMo

(x — 600)? = m? + 360000, a pacTaB/bamEM HA YHHUOLE HMAMO

(x — 600 — m)(x - 600 + m) = 360000 [_|

OpaBae je x — 600 —m = c1, x— 600 + m = c2, npu yemy 3a 1ese OpojeBe c1,c2 BaXKH

c1c2 =360000 [ |

Cabupamem nobujamo na je 2x — 1200 = c1 + c2 opakiie 3akjbydyjeMo Ja OpojeBH c1 U ¢2
Mopajy OuTH o0a mapHa jep UM je 30up U MPOU3BOJI MApaH Opoj
[Tpu ToMe, KOoprcTehr 0JTHOC APUTMETUYKE U TEOMETPH]CKE CPEeIUHE, 3aKJbyuyjeMo Jia OpojeBr
C1 ¥ 2 HE MOTY OMTH HETaTHBHH, jep je 2x = 1200 + c1 + c2 =

2\/cic, +¢; +¢, <(—¢,) +(—c,) + ¢, + ¢, =0, mro je Hemoryhe 3a npupoanu 6poj ]
Kaxko je m? quckpuMuHaHTa jeqaadnne 15)% — xy + 20x = () MOKeMO NMHCaTH

_xX—-m _xX+m

N 30 1 V2 30

Jlakiie, ako MocToju pemiewe (x, y), onaa 30 nenu 6apem jenan ox 6pojeBa x —m U x + m.
Bynyhu na je x — 600 —m = c1 u x — 600 + m = ¢z 3akipyayjemo na 30 xenu 6apem jemaH o
OpojeBa c1 U c2

Kako Tpaxxumo camo mapose (¥, ), JOBOJbHO j€ pedpojaTy KOJIUKO UMa MO3UTUBHUX Aenola

c1 6poja 360000 nepuBux ca 30 TakBUX A4 je ¢, = 360000 napas 0poj.

G
CBaKy TakaB c1 MOXKeMO 3amucat y oomuky 2° -3° -5¢ npu uemy je a € {1, 2, 3, 4[ 5{,

be{l, 2}uce{l, 2,3, 4}. Jaxie, TakBux OpojeBa uma 5-2-4 = 40.

2. Hekacy a, b, C crpanmuie mpou3BosbNOr TPOYIiaa U «, f yriOBU HACIIPaM CTpaHula a u b.
JlokazaTu /1a Baxu: acosa+bcosp <c. Kagsaxu jennakoct?

Pjemense:
W3 cunycHe Teopeme je a = 2Rsin a, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin y, na je nara HejeaHAaKOCT
eKBUBAJICHTHA ca SIN o COS o+ SiNB cos B < siny, Tj. Sin 2a +sin28 < 2 siny.

Mehytum, kako je Sin 2a + sin2f4 = 2sin(a + B) cos(o — B) = 2sin(m — ) cos(a — B) =

= 2siny cos(a. — ). |:|
[ ]

Ha kpajy je: 2siny cos(a — B) < 2 siny Tj. Baku HejemHakocT Sin 2o+ Sin2B < 2 siny , a To
OHJIAa 3HAYM 1A BaXKU I10J1a3Ha Heje)IHaKOCT acos a + b cos ,B <c
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Jennakoct Baku kanaa je cos(a — B) = 1, ogHOCHO Kazaa je o = . |:|

[ ]

1
3. JlokasaTw jia3a Hylde X1 M Xz TPMHOMA  X° + pX—F, peRApP#0 Baxu
p
HEjeHAKOCT X, + X2 > 2++/2.

Pjememe:
. . 1
Ha ocnoBy BujetoBux ¢popmyna umamo gaje X, +X, =—p u XX, = el ]
P
JHlasse , mocnuje Hu3a Tpanchopmalja, UMaMo:
1
Xl4 + X; = (Xl + X2)4 _2X1X2[2(X1 + X2)2 - Xlxz]: p4 +2+ T l:l
p
|:|I/ICKOpHCTHMo HejeHaKoCT u3Mel)y apuTMeTH4Ke U TeOMETPHjCKe CpeuHe 3a Opojene

=2 p4-2;4 =42.

p* wu 214 nobujemo naje p* +
p

[ 1

KoHauHo uMaMo 1a je X + X} > 2++/2. |:|

1]

Ha crpannm BC tpoyrna ABC younmo Tauky D u younmo ynucane Kpyrose y TpOyriioBe
ABD u ACD. 3ajeqnunuka criojpalliiha TAHT€HTa OBa JIBa Kpyra, paznuuurta o1 npase BC,

cujede a1yx AD y tauku K. Jlokasatu na nyxuna nyxu AK He 3aBUCH 07 10o10%kaja Tauke
D.

Pjememe:

Oznaunmo ca Az, Bi, D1 Tauke y kojuma ynucanu kpyr y tpoyrao ABD nonupyje
crpanuue BD, AD, AB; u o3Hauumo ca Az, C2, D2 Tauke y kojuMa ynucaHu Kpyr y Tpoyrao
ACD noaupyje crpanunie CD, AD, AC. Hekaje AC =b, AB =c,

BD=u,DC=v u AD =d. Heka cy G u H Tauke y kojuma 3ajeJHHYKA CIIOJbAIIIFHa
TaHreHTa pasnmnanTa o BC HOHHTyj e Kpyrose ynucHe y Tpoyrinose ABD u ACD.

Tanaje 2AK = (AB1 — GK) + (AC2 — HK) = AB1 + AC,— GH = AD1 + AD2 — AjA2 =
=AD;: + AD; — DA; — DA..

L]

MelyTum, ADl:C—i-d——u, ADZZM, Dp&:w, D%:M_

2 2 2 2
3aMjeHoM 100MjaMo
2AK=C+d_u+b+d_\/;d_u+c_d_v+b=b+c—u—v=AC+AB—BC,
onHocHO AK = AB+ AC —BC , IITO 3aBHCHU CaMo OJ1 Ay’XKMHa cTpaHuua Tpoyria 4ABC.

2
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4. Paspeo

3aoauu u pjewierva:.

1. Heka cy a, b u ¢ mo3utuBHM peannu OpojeBu 3a koje Baxu a+b+c =1. Jlokazaru:
av2b+1+by2c+1+c2a+1< \fZ—(az +b? +c2) .

Pjememe:
KBagpupamem 00e cTpaHe HejeTHAKOCTH MMaMo J1a je JIMjeBa CTpaHa, 03Ha4uMo je ca L,
jemHaka

L =2a’h+2b%c +2¢%a+2ab, (20 +1)(2c +1) + 2bc,/(2c +1)(2a+1) + 2ca,(2a-+1)(2b+1) + a* +b° + ¢’

, @ JIECHA CTpaHa HejeIHaKOCTH, 03HauuMo je ca D, jennaka je: D=2 —(a2 +b% + Cz) .

Tpeba nokazatu ga jeL< D T1j. 1a je
2a’b+2b’c+2ca+ 2ab\f(2b +1)(2c+1) + 2bc\/(2c +1)(2a+1) + 2ca\/(2a+1)(2b +1) <
<2-2(a®*+b* +¢°)

[ ]

KsajpupameM jenaakoctu a+b+c=1 no6ujamo a’ +b” +c* + 2(ab+ac+bc)=1 onaxue je

Z(ab +ac+ bC) = 1—(a2 +b°+c° ) Y 3aMjEHOM Ha JIECHO] CTPaHU UMaMO:

2a’b +2b%*c+2c’a+ 2ab\j(2b +1)(2c+1) + 2bc\/(20 +1)(2a+1) + ZCa\/(Za +1)(2b+1) < 4(ab+bc+ca)

. Kopucrehu HejennakocT usmel)y apuTMeTuuKke U TeOMETpUjCKe CPpeIMHE NMaMo J1a je

[
2ab,[(2b+1)(2c+1) <ab(2b+2c+2), 2bc,[(2c+1)(2a+1) <bc(2c+2a+2)n

2Ca\f( 2a+ 1)(2b +1) <ca (2a +2b+ 2) . 3aMjeHOM JIMjeBa CTpaHa HejeIHaKOCTU TOCTaje

[ ]

L =2a’h+2b%c+2¢%a+2ab,(2b+1)(2c +1) + 2bc,(2c +1)(2a+1) + 2ca/(2a+1)(2b +1) <

< 2(a’b+b*c+ca+ab® +bc? +ca® +3abc)+2(ab+bc+ca)=2(a+b+c+1)(ab+bc+ca)=

=4(ab+bc+ca)=D.

2. Hexka je P(x) mojuHOM ca pealHUM KOe(UIIMjeHTHMA CTeTeHa 7 Yhje Cy CBE HYJIe peaslHe U
P(Y)

Behe o 1. Jlokasatu na P(x) uMma Hyy Koja HUje Mama o1 1+n- P—(l)

Pjemense:
Hexa cy x1, x2, X3, ..., Xn HyJIe TOCMaTpaHOT MOJIMHOMA U HEKa BaXH, 0€3 yMamema
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P(1)
P'()

. ITomnaOM MOXEMO

ommTocTd, Xx1< x2 <x3<Z ... < xn. Tpeba gokazatu Xn > l+n-

HaIKCaTH Y 00JNKY
P(x) = c(x - x1)(x - x2)(x - x3) ...(x - xn) . Cama umMamMo

P'(x) c(x—xz)(x—xB)---(x—xn)+c(x—xl)(x—xs)---(x—xn)+---+c(x—x1)(x—x2)---(x—xnfl)
P(x) c(x—xl)(x—xz)(x—x3)-~~(x—xn)

1 1 1 1
+ + 4

YBpmraBajyhu x = 1 qo6ujamo:
P(1) 1 1 1 1 ( 1 1 1 1 j
= =— + + oot

= + =
P(1) 1-x, 1-x, 1-x 1-x,

[Tomro cy cBe Hyne peanHe u Behe o1 1, cBH cabupiy y 3arpajiy Cy MO3UTUBHU, 1A UMaMO

-1 x,-1 x,-1 x,—1)

POl 1 1 1 1 1 1 1 1 n

= + +eeet > + + +-o 4 = .

P)| x-1 x,-1 x-1 x -1 x -1 x -1 x -1 x, -1 x -1
_ P(1

OpnaBne n1ajbe IMaMo x"n > ﬁ((i)) , OJTIaKJIe je xn>1+n- PL(].)) .

1

3. Hekacy a, b, ¢ crpanuie npousBosbnor Tpoyria u o, p yrjioBu Hacmpam ctpaHuna a u b.
JlokazaTu 1a BaXKu. acosa+bcosp < c KagBaxu jennakoct?
Pjeweme:
U3 cunycHe Teopeme je @ = 2Rsin a, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin y, na je aata HejeAHAKOCT
SKBUBAJICHTHA ca SIN o COS o+ SINB cos B < siny, Tj. Sin 2o +sSin2B < 2 siny.

|:| Mehyrum, kako je Sin 2a + sin2p = 2sin(a + B) cos(o — B) = 2sin(w — y) cos(a — B)

2siny cos(a — B). |:|

Ha kpajy je: 2siny cos(a — B) < 2 siny Tj. Baku HejeaHakocT Sin 2a + sin2f < 2 siny, a o
OHJIa 3HAYH Jla BXKH TOJIa3HA HEjeIHAaKOCT acosSa +bcosf < c.

JenHakocT Baxku kaja je cos(o — B) = 1, omHOCHO Kaza je o = . I:l

4. Ha ctpanuiu BC tpoyrna ABC younmo Tauky D u younmo ynucaHe KpyroBe y TpOYIJIOBE
ABD u ACD. 3ajeqnuuka criosballiha TaHTeHTa OBa J[Ba Kpyra, pa3nuanTta o nmpase BC,
cujeue nyx AD y taukn K. lokazatu na nyxxuna gyxu AK He 3aBHcH of osoxaja Tauke D.

Pjememe:
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O3znaunmo ca Az, B1, D1 Tauke y kojuma ynucanu kpyr y Tpoyrao ABD noaupyje

crpannue BD, AD, AB; u o3nauumo ca Az, Cz, D2 Tauke y Kojuma ynucaHu Kpyr y TpOyrao
ACD noaupyje crpanune CD, AD, AC. Hekaje AC =b, AB =c,

BD =u, DC=v u AD = d. Heka cy G u H tauke y kojuma 3ajelHUYKA CIIOJbAIIIFHA

TaHreHTta paznuuuta of BC nmomupyje kpyrose ynuche y Tpoyriose ABD u ACD.

Tana je 2AK = (AB1 — GK) + (AC> — HK) = AB1 + AC2 — GH = AD1 + AD; — A1A2 =
=AD;1 + AD> — D41 — DA>.

Mehyruy, AD, = CFd=U ap _brd-v o, diu-c ) d+v-b
3amMjeHoM 100HjaMo
oaK = Srdurbrdovodoute-d=vib_p . o\ - ac+ AB-BC, omoco

2
AB + AC —BC
= , ITO 3aBHCH CaMoO O/ Ty>KHWHa cTpaHuna tpoyria ABC.

AK
2
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ZGB Penybnuuxo CLI - 2021.

Pjemema 3amataka ca 6010BameM

IIpBu paspen

1. JIsa myrHuka kpehy ce u3 mjecra A u B jenan nqpyrome y cycper. CBaku 0J BbUX KajJja CTUTHE Y OHO
Apyro Mjecto, Bpaha ce Ha3aq y moueTHo Mjecto. [IpBu myT cy ce myTHUIM cpeiu Ha 8 km o Mjecta
A, a npyru myT, kKaja ce Bpahajy Hazana, Ha 6 km ox Mjecta B. Onpenu ynassenoct mjecta A u B.

Pjememe:
Hexka je x ynasseHocT Mjecta A u B. Heka cy vi ogHOCHO v2 Op3uHe myTHUKA Koju Kpehe u3 A
onnocHo u3 B. Heka je t1 Bpujeme mpoTekiio 10 mpBor cycpera. Taga Bpujean

! — 8 b =8 y x—8
VoL =8, =x-8 r:=—,r,='1L = =1 L Py
v, Vs 1) ¥ ¥, )

Heka je t2 Bpujeme mpoTekyo 10 Apyror cycpeta. Tama Bpujenu

Ha ocHOBY ropmux jeHauMHa CiHjen

-8 x42

B x=2
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ZOLB Penybnuuxo CLI - 2021.

v —8x-2x+16=8x+16

2 =18x=0
Mx—18)=10
n=0x =18

IIpBo pjerese je Hemoryhe ma je ynabeHoct u3mehy mjecta A u B 18 km.

[ ]

2. CBak# 0J1 TPOjHIIe pHjaTesba MOIMKCAO0 j€ CBOjUX JIeCET OMHUJBEHUX pauyHapcKuX urapa. Ha ca tpu
romnuca 3ajeJHo Hauuio ce 15 pasnuuurtux urapa. Ynopehyjyhu cBoje monuce youusu cy Jia cBaka
JBOjUIIa UMajy 10 6 McTUX urapa Ha nonucy. Koiuko ce urapa Hainasu Ha cBa TPH Iomnuca?

Pjememe:
O3HaunMo ca x 6poj urapa Koje ce Hajase Ha cBa TpHU nomuca. Taza 3a cBaKky JABOjJUILy IIpUjaTesba
BpHjeH J1a je Opoj urapa Koje ce Hajas3e Ha BbHUXO0Ba JBa MONKCA, ajlk He U Ha MOIKUCY MPeoCcTaor

npujaTesba, jeJHaK 6 — X. |:|

Bynyhu na cBako Ha monucy uma o 10 urapa, 6poj urapa kKoje iMa Ha CBOM IOITUCY U HE Haja3e

ce Ha JIpyruM nonucuma je jennak: 10—x—(6—x)— (6 —x)=x— 2. |:|
Pacnionjeny 6poja urapa MoxeMo npHuKa3aTu AUjarpaMoM Ha cibenehu HauuH:

)
aVA

!

Bynyhu na ce Ha cBa Tpu momnuca HaluIo yKyMHO 15 pa3nuyuTux urapa, ca CImke BUANMO Jia BpHjeau
x+3-(6—x)+3-(x—2)=15.
W3 npeTxo/1HE jeJHaUYMHE CIIUjeU J1a je X = 3, OJHOCHO Ha CBa TPH IOIKCA CY TPH UTPE.

3. Konuko nma yetBoponudpeHnx OpojeBa jesbUBHX ca 3 UMjU JIEKaIHU 3aMKC He caapxu nudpe 2, 4,
6u9?

Pjememe:
Ha pacnonaramy nmamo mect nudapa: 0, 1, 3, 5, 7 u 8. [IpBy mudpy moxxkemo nzabpaTu Ha 5 HaUMHA

(6mto KOjy 1Py OCHM HYyIIE). |:|
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ZOLB Penybnuuxo CLI - 2021.

Jpyry u Tpehy mudpy moxkemo uzabpaTtu Ha 1o 6 HaumHa. ]
Heka te mpBe Tpu mu3abpane mudpe umHe Tpouudpenu Opoj n. 3aamy mudpy y 3a TpaxkKeHH

yeTBOponndpenn 6poj 10n + y moxxkeMo yBHjek n3abpaTu Ha Ta4HO JBa HaunHa. Hamme, kako of
mecT nudapa Koje *MaMo Ha pacroJiaramy ABuje aajy ocratak 0, 1Buje octatak 1 u 1BHje ocTaTak
2 ipu vjesbery ca 3, TauHo aBa mel)y opojeuma 10n + 0, 10n +1,10n + 3, 10n + 5, 10n + 7, 10n

+ 8 cy njespuBa ca 3, HE3aBUCHO 0] Opoja n.
3aTo je ykynaH Opoj TakBux OpojeBa jeqHak 5 - 6 - 6 - 2 = 360.

4. YV KOOpJMHATHOM CHCTEMY y PaBHHM JaTe Cy JABM]j€ IIPaBe KOje ce CHjeKy MO IPaBUM YIJIOM Y TauKU
A(6, 8). IIpecjeune Tauke P 1 Q TUX IIPaBUX ca OCOM Y CY CAMETPUYHE Y OJJHOCY Ha KOOPAUHATHU
noverak. Oapenu noBpiuHy Tpoyria APQ.

Pjemense:

Al6,8)

]

Tauke P u Q Hanmase ce Ha OCH Y U CUMETPHYHE Cy Yy OJIHOCY Ha Tauky O, U3 4era 3akjbydyjeMo Ja
cy UM yaasbeHocTH o Tauke O jeqnake, ogHocHO Aa je O cpenuna ayxkune PQ. Tpoyrao PAQ je
MIPABOYTIIN TPOYTao ca XUmoTeHy3om PQ jep je <PAQ =90° .

Kako y cBakoM mpaBOyTIJIOM TPOYTITY BpHjeIH Ja j€ CpeINHA XUTIOTEHY3€ YjeTHO U IIEHTap ONHCaHe
KpPY>KHUIIE, 3aKJbYTY)jEMO
|A0| = |P 0] = Q0.

W13 npasoyrior tpoyria OAA' nuzpauynamo |AO| = 6°+8° = 10.
3aro je |PQ| = |PO| + |0Q| = 2|A0| = 20.

Jly>)krHa BUCHHE Ha XUIOTEHY3Y jeJJHaKa je X-KOOPAMHATH Taduke A.
Caujenu na je nmospumHa tpoyria APQ jennaka Paarg = 20 - 3 = 60.
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Apyru paspen

1. Jlara je »xwuna nyxxune 10 m kojy tpeba npecjehu Ha qBa nujena, T€ OJ jeIHOT A¥jelia HAPaBUTH
KBaJIpaT, a OJ APYror jeJHaKoCTpaHWUYHU Tpoyrao. Ha xom mjecty Tpeba mpecjehu xuiy na ou
YKYITHA TTOBPIIMHA KBAapaTa U jeJHAKOCTPAHUYHOT TPOYIJIa OMIIa IITO Mama?

Pjememe:
O3Haummo ca x Mjecto rje Tpeda mpecjehu xuiry, OTHOCHO HeKa je X o0uM KBajaparta, a 10 — x ooum

2
tpoyrna. Tajga je moBpmmHA KBajpara [%) , JOK je TMOBpPIIMHA jJeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYyTia
\/5 10—x Y
5] [ ]
2 2
VKyIlHa TOBpPIIXHA JINKOBA je (%j + ﬁ(lO—xj = i[(9+4\/§) X2 —SOX«/§+400\/3_’} :

4\ 3 144
]

Jlo6umu cMo KkBajpaTHy GyHKIHjy obnuka y = ax? + bx + c. Kako je xoepuumjent d =9+4\/§

MO3UTHBAH, HU3pa3 JOCTHXKE HajMamy BPUJETHOCT Yy TjeMeHy KkBajapaTtHe ¢yHkmuje. Hberony

BPU]E€IHOCT HANA3UMO 110 GOPMYIH x, = —% . |:|
4043 40J§-(9—4J§) 40(3J§—4)
Croraje X, = = = .
9+443 (9+4J§)-(9—4J§) 11
40(33-4)

XKumy Tpeba npecjehu Ha ynajseHOCTH X, = 0J1 lEHOT Kpaja.

11

2. Y tpoyriny ABC Tauka D Hanasu ce Ha crpanuiu BC, a tauka E Ha ctpanuum AC. yxu BE u AD
cujexy ce y Tauku F, a nyxx BF nujenu nospimuny tpoyria ABD Ha /iBa jenHaka nujena. AKo je
nospiuHa Tpoyria AFE jennaka 7, a moBpuinHa Tpoyria AFB jennaka 13, u3pauyHaTH MOBPIIMHE
tpoyranoBa CEF u CFD.

Pjemense:
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A B
Hexka je x moBpmuna tpoyrna CEF, a y noBpmuna tpoyrina CFD. Tpoyrnosu AFB u FBD umajy
3ajelHUYKy BUCHHY U3 TjeMeHa B, a Oynyhu na mmajy WcTe MOBPIIMHE MMajy M UCTE AYKHHE

OCHOBHIIA Ha KOjy je cryliTeHa Ta Bucuna. Jlakne, Bpujenu |AF| = |FD|.

To 3naum na Tpoyrinosu AFC u FDC umajy UcTe OCHOBHIIE Ha KOj€ je CITyIITeHa 3ajeJTHUYKa BUCHHA
u3 TjemeHa C, ma uMajy UcTe NOBPIINHE, OHOCHO: Yy = X + 7. L:l
Youumo na tpoyrinosu AFE u ABF umajy 3ajelHUUKY BUCHHY U3 TjeMeHa A, ILITO 3Ha4H /1a je OJTHOC
IbMXOBHX MOBPIIUHA jeTHAK OJHOCY AykuHa ocHoBuiia EF u FB 1j. |EF|: |F B|=7:13.

|

C npyre crpane, tpoyrioBu EFC u FBC umajy 3ajellHUYKy BUCHHY U3 TjemMeHa C Ha Te HCTe
OCHOBHIIE T1a j€ OJIHOC HUXOBHUX NOBPUIMHA JeIHAK OJHOCY AYXMHA THUX OCHOBHIA. TO 3Ha4M ja
Bpujenu: x : (y +13) =7 :13.

H

3aMjeHOM y = x + 7 y TOpHY NpOnopIjy umamo 1a je x : (x + 20) =7 : 13, ogakiie fodbujamo 13x
9
3

H

=7x + 140 = 6x = 140, Te cy NOBpIIUHE x :7—; uy

3. YueHHIH HEeKe IIKOJIe YIECTBOBAIIM CY Ha CTOHOTEHUCKOM TypHHpY. [IpaBmimma je npensuheHo aa
CBaka JiBa TaKMU4Yapa OJUIpajy TayHo jeAHY napTujy. Tokom TypHupa yuenuuu A, B u C cy
OJIyCTallu O] JaJbeT TAKMHUEHa. YUEHHUK A je 0JlycTao HaKOH HITO je OUTpao JBHje naptuje, B
HAKOH TpH, a C HaKOH IeT OAUrpaHux napruja. OCTaau cy TaKMUYapH OJAUTPAIM TYPHHP JI0 Kpaja.
AKo je Ha TypHUpY oaurpano 197 naprtuja, KOJIMKO je yUeHUKa Cy/jeJI0Bajo Ha TypHUPY?

Pjememe:
Heka je Ha TypHHpY y4ecTBOBajO n yueHHKa. HakoH MITO cy TOKOM TaKMUYeHa TPH YICHHUKA
oJlycTaya, CBaKku je o1 n — 3 y4eHHUKa JI0 Kpaja TYpHUpPA OJUTPA0 TAYHO JeTHY IMapTH]y ca CBAKUM

TowMm Opojy Tpeba nogatu Opoj maptuja (p) y Kojuma cy ydectBoBaiu yueHuI A, B u C, ipuje Hero
cy ogycranu. Tux maptuja je Mmorso outu HajBuie 2 + 3 + 5 =10 u To yrkonuko A, B u C Hucy
urpanu mMehycoOHo.

o npeoctanux. Jlakne, Mmehy n — 3 ydeHuKa oUrpaHo je
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bynyhu na cy mehyco6HO Morim ogurpatn MakcuMaiHo 3 maptuje, Opoj p moxke outu 10, 9, 8 wnn
7, na Bpujem W+ p=197,p €{10,9,8, 7}.

(n=3)(n—4)
2

Axkojep =10, u3 +10 =197 nobujamo jennaunny (n — 3)(n — 4) = 374 koja Hema

pjeniema y cKyIy mpupoaHux Opojesa jep ce 6poj 374 =2 - 11 - 17 He MOXKe HAMKUCATH KA0

POM3BOJI JIBa y3aCTOIHA IPUpPO/IHa Opoja.

(n-3)(n—-4)
2

|

Akojep =9, u3 +9=197 nobujamo jennauuny (n — 3)(n —4) = 376 xoja Hema

pjeniema y cKyIy npupoaHux 0pojesa jep ce 6poj 376 =23 - 47 He MOXKe HAMKMCaTH Kao IPOU3BOJT

JIBa y3acTOIHa IpupoaHa Opoja.

(n-3)(n—-4)
2

!

Axko je p =8, u3 +8 =197 nobujamo jennaunny (n — 3)(n — 4) = 378 koja Takohe

HEeMa pjeliemha y CKyIy IpupoIHuX OpojeBa jep ce 6poj 378 =2 - 3 3 - 7 He MOXKe HAITUCATH Kao

IIPOM3BOJ JIBa y3aCTOIIHA IPUpPOHa Opoja.

(n-3)(n—4)
2

|

Axkojep =7, u3 + 7 =197 nodbujamo jemnaunny (n — 3)(n — 4) = 380. Kaxko je 380 =

19 - 20, 3akspyuyjemo na je n —4 = 19, 1j. n = 23. Jlakie, Ha TAKMUYEHY j€ y4eCcTBOBaO 23
YUCHHKA.

D

4. Ilpuponan 6poj n uMa yKymHO 6 Jjjenuorna oj Kojux cy TayHo JBa nmpoctu 6pojeBu. Oxpenute 6poj
N aKo je 30Mp CBUX HETOBUX JIjeNnola jeHak 248.

Pjememe:

Axo je 6poj n 0baKMKa n = p - q IpU YEMY Cy P U q IPOCTH OpojeBH, Taaa 6poj n uMa TayHo 4
njenmona. To cy 6pojesu 1, p, q, pq.

Bpoj n je obmmka p? - q a gjenmomnu cy My 1, p, p?, q, pq, p*q.
Kaxo je 361p cBUX jjennona 6poja n jenHak 248, spujemu 1 +p + p? + q + pq + p 2 q = 248.

Conjenn (1 +p+p®)+q(l+p+p®)=248 1. (L+p+p®)(q+1)=248
Hameje (1+p+p?)(q+1)=2°-31
Kaxko je 6poj 1 +p + p?> =1+ p(p + 1) menapan 6poj, Mmopa 6uti 1 +p + p> =31 majeq+1=8.

Jakne q =7, au3 p + p + 1 =31 nobujamo p = 5 (HeraTUBHO pjemerne p = —6 ogbaIyjemo).
Jakne, n = 5% - 7 = 175.

!
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Tpehu pa3zpen

1. Konuko nma yeTBoporudpeHnx OpojeBa AjeJbUBUX ca 7 YMju JACKaTHH 3a1uc He caapku mudpe 1,
2u7?

Pjememe:
Ha pacnonaramy umamo cenam nmudapa: 0, 3, 4, 5, 6, 8 u 9. [IpBy mudpy moxxkemo u3abpatu Ha 6
HaunHa (OO0 KOjy U Py OCHM HYIIE).

Hpyry u tpehy ungpy moxemo n3abparu Ha 1o 7/ HaYHMHA.
Hexka te npBe Tpu ogabpane nudpe unne Tpouudpuu 6poj n. 3aamy uudpy y 3a TpaxkeHu
yerBopouudpenu 6poj 10n + y moxemo yBujek n3adpartu Ha Ta4yHO jenaH HauuH. Haume, kako
CBHX celaM mudapa Koje iMaMo Ha pacrojiaramy Jajy pa3jIMuyiuTe OCTaTKe MPH JIjesbemy ca 7,
Ta4yHo jeman ox Opojesa 10n + 0, 10n + 3, 10n + 4, 10n + 5, 10n + 6, 10n + 8, 10n + 9 je xjespuB
ca 7, He3aBUCHO oJ1 Opoja n.

3ato je ykynaH 0poj TakBuX OpojeBa jenHak 6 - 7 - 7 - 1 =294,

2. Tauka M je cpeauna crpanune AB, a T texxumre tpoyrina ABC. Axo je AMT jemHakocTpaHU4aH
TpOYrao cTpaHulle Iy>kune 1, onpeau nyxuHe crpanuia tpoyria ABC.

Pjememe:

bynyhu na je [MB| = |MA| = 1, Bpujenu |AB| = 2.
Hanaswe, kako je |AM| = |TM| = |BM|, cnujenu aa je M nenTap kpykuuiie omnrcane Tpoyriny ABT, ma

je npema TanecoBoj Teopemu <L ATB = 90° . Ha ocHoBy I[Turaropune teopeme ciujeau |[BT| = \/§ .

Hexka cy K u L pegom cpenune ctpanuna BC u CA. bynyhu na Texxumire 1ujenu TeXHUIIHY TyX Yy
3
onnocy 2 : 1, cmujemu |T L| = % |BT| = £ u|TK|= % |AT| = 1 I:I

2 2
N i
2

Cana u3 npaBoyrux tpoyrioBa BTK u ATL nobujamo na je |BK| = u |AL| = —— opakie

2

cnujen [BC| = 2BK| = V13u |AC| = 2]AL| = \T . ]
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3. Onpemu cBe mapose (a, b) npupoaHnX Gpojesa 3a koje Bpujean ab — be + 2¢ = 17a* — 2b? + 52.

Pjememe:
[Tocmarpajyhu mapHoCT u3pasa y jenHauynHy, ciaujeau 1a je b o6aBe3Ho napan 0poj.

[IpermocTaBumo MpBoO 12 je a mapaH Opoj.

[TocmaTpajmo jeaHaumHy 10 AjesbuBOCTH ca 8. JlecHa cTpaHa faje octartak 4 npu aujesbemy ca 8. C
JIpyre cTpaHe, kaja 6u 0ob6a Opoja a u b 6una Beha unu jenHaka ox 4, Tajga Ou JiMjeBa cTpaHa Ouia
njespuBa ca 8, yume nodujamo KoHTpaauknujy. lakie, Bpujenu a < 3w b < 3. |:|
byayhu na cy a u b napuu, Tpeda npoBjepuTu ciiydajeBe a =2u b = 2.

1) Axo je a = 2, jernaunny coaumo Ha: 20 — b?+4 =17 - 16 —2b?+ 52, 1j. 2b + b? = 320.

3a b = 8 nobujamo jeqHakocT U jeqHo pjememe (a, b) = (2, 8).

JlujeBa cTpaHa jeAHaYMHE pacTe Kako U b pacTe, ma 3a cBe b paznuuurte oj 8 jeAHAKOCT He BpHUjeau
TE HEMaMO BHIIIC PjelICHAa.

2) Axo je b = 2, jenHaunuHy CBOJMMO Ha: a?—20+2a=17a*-2 -4 +52, j. 17a* — a® + 44 = 0.
Kaxo 3a cBe npuposaHe 6pojese a Bpujenu a* > a’ , nujeBa cTpaHa jeHauMHeE je 04uTo cTporo Beha
O]l HyJIE, I1a OBa jeTHAYMHA HeMa IIPUPOIHUX pjelIcHha. &

[IpernocTaBuMO caja 11a je a HenapaH 0poj.
[ToHOBO THIEIAMO jeTHAUMHY TI0 JjesbBOCTH ca 8. Kako kBanpar HenmapHor Opoja naje ocratak 1 mpu
nvjesseby ca 8, AecHa crpaHa Aaje ocratak 5. C mpyre cTpaHe, kajga O0u a 6uo Behu wium jeHakK o
3, Taja Ou U3 UCTOT pa3Jjiora JiMjeBa CTpaHa Jiaja ocTartak 1 mpu aujesbemy ca 8, unme omnet J00ujamMo
KoHTpauKiujy. Jlakie, Bpujenu a < 2. :l
bynyhu na je a Henapas, jenuna moryhHocT je a = 1. JenHaunHy Taja CBOJMMO Ha!
1-b+2=17—-2b*+52, 2b>—b—66=0, (2b + 11)(b — 6) = 0, mTO HaM jaje pjemcHe

(a, b) = (1, 6).

Kownauno, cBu Tpaxenu naposu (a, b) cy (1, 6) u (2, 8).

. Heka cy a, b, c mo3utuBHU peannu OpojeBu TakBu Aa je a + b + ¢ = 1. Jlokasaru na je

\/ ab \/ bc \/ ca 3
+ + <=
ab+c bc+a ca+b 2

Pememe: Kopucrehu ycnos 3agarka a + b + ¢ = 1 younmo cipesiehe jeHaKOCTH

ab+c=ab+l-a-b=(@-1)(b-1)=(1-a)(l-b)=(b+c)a+c)
bc+a=bc+1-b-c=(b-1)(c-1)=(1-b)(l-c)=(@+c)(a+h)
ac+b=ac+1-a-c=(@a-1)(c-1)=(1-a)l-c)=(b+c)a+h) ]

N3 oBUX jeTHaKOCTH CITH]E/IH:
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\/ ab \/ bc \/ ca \/ ab \/ bc \/ ca
+ + = + +
ab+c bc+a ca+b (b+c)(@a+c) (a+c)(a+b) (b+c)(@a+hb)

Cana, kopuctehu A-I" HejeHaKOCT, IMaMO:

ab <1 a_ b
(b+c)(a+c) 2'a+c b+c
bc 1, ¢ b
<= +
(a+c)(a+b) 2 a+c a+b
ca 1, ¢ a
<= +
(b+c)(a+b) 2'b+c a+b

Cabupajyhu cBe Tpu HejeqHaKOCTH q0OMheMo:

\/ ab \/ bc \/ ca
+ + =
ab+c bc+a ca+b

_\/ ab +\/ bc +\/ ca -
- (b+c)(a+c) (a+c)(a+b) (b+c)(@a+b)

1 a+c b+c a+b, 3
<= + + =—
2 a+c b+c a+b 2
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YeTBpTH paspen

1. I'ymena nonra 6avena je ca Bucuue ox 200 metapa. CBaku MyT HAKOH IITO € 0J10H]j€ OJ1 MOBPIITHHE,
nomnta nocture 80% mperxonHe BucuHe. KoJMKO M3HOCH yKYIIaH MyT KOjH JIONTa mpehe oK ce He
3ayCTaBH?

Pjememe:
Jlonrra Hajupuje npehe 200 meTapa nagajyhu, a morom 3a cBako ox0ujame npehe jenHak myT mpema
rope u Hazaj npema goie. C 063upoM Ha To Ja je:

a

1 , 4=
= IE-Z’{J[}-(j) b
] H ]

1 42 4P
= 200 + E-EU[]-(— F— 4+ — 4 )

= oy £
=} [ -Z.lg

1
= 200 + 2 - 200 - (h 1)

=200+ 2 - 200 - 4 = 1800.
3aKJbydyjeMo Ja sionTa npehe ykynny yaasenoct oa 1800 merapa. |:|

d = 200+ 2 - 200 -

Hamomena: Ako yueHHUK y pjeliery 3a00paBu MOMHOXKUTU OO Koju (aktop ca 2 (Hero pjemiaBa
3aJaTak Kao Jia JIONTa MyTyje caMo Yy jeIHOM cMjepy), pjelieme Tpeda 6o10Batu ca 15 6o10Ba.

2. lenTap I ynucane kpyxHuile u nearap O onmcane kKpyxuuie Tpoyria ABC cy 0OCHOCHMETpUYHE
Tayke y ogHocy Ha npaBy AB. Tauka D je apyra mpecjeuna tauka npase AO M ONUCaHe KPY>KHUIIE
tpoyria ABC. Jlokaxwu na Bpujenu |[CA| - |CD| = |AB| - |AO|.

Pjememe

Heka cy a, f u y penom Mmjepe yriosa Tor Tpoyria y tjemenuma A, B u C v Heka je R nykuHa
HOJIYIIPEYHUKA ONUCAaHe KPYXKHUIIE TOT Tpoyria. Kako je O neHrap onucane KpyXKHHILE, BPUjeIu
|AO| = |BO|. 3akibyuyjemo na je Tpoyrao ABO jemnakokpak, oqHocHo < OBA = X 0AB. Kako cy
O u [ ocHOCUMETpHUYHE TayKe, 3HAUU U 1A j&

%: L JIAB = X0AB=X0AB=<XIAB = g,ﬂaKHeBpI/IjCHI/Ia:ﬁI/Iy: 1800—2a.|:|
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a
U3 tpoyria AIB nobujamo < AIB = 180° — (E+§j = 180° — a. Kako je < ADB =180° -y, a u3

ojiHOoCa TepudepUjCcKor U LeHTpaHor yria cianjeqy X AOB = 2(180° — y).
Byayhu na je X AIB =<X AOB, umamo 180° — a = 2:(180° — (180° — 2a)) = a = 36° = 8, y = 108°.

[Tpumjemyjyhu cunycny Teopemy Ha Tpoyrao CDA nBamyt, Te Tpoyrao ABC (TpoyriioBu ca
3ajeTHHYKOM OMUCAHOM KPY>KHUIIOM MOIyIpeyHuka R), nobujamo

a
|CD| = 2R sin(a +Ej: 2R sin 54° | |CA| = 2R sin B =2R sin 36°, |AB|=2R siny = 2R sin 108°.

Bynyhu na je |AO| = R, no6ujamo |CA| - |[CD| = 4R? sin 54° sin 36° = 4R 2 sin 54°sin(90° — 54° ) =
AR? sin 54°cos 54° = 2R? sin 108° = |AB| - |AO)|.

3. Y 3arBopy uma 29 3aTBOpeHHKA, 3aBEJCHUX IMOj peaHuM OpojeBuma ox 1 mo 29. Cmaka jaBa
3aTBOpeHHMKa ca 30upoM penHux OpojeBa 30 cy y cykoOy, JIOK Cy OCTalM HapoBH y A0OpUM
onHocuMa. Ha konnko HaumHa ce Moke u3abpaTu 3aTBopcka ¢yndancka ekuna ox 11 3aTBopeHnKa
Mel)y Kojuma HUKOja JIBa HUCY Y CYKoOy?

Pjemense:

W13 cBakor ox maposa {1, 29}, {2, 28}, ..., {14, 16} moxe ce ogaOpaTu HajBUIIIE 10 jeJaH UTpad.
(2 6ona) Kako jenuno 3aTBOpeHUK 1oj Opojem 15 Huje y cykoOy ca HEKUM JIPYTHM 3aTBOPEHUKOM
EKUITy MOXKEMO CACTaBUTH Ca 3aTBOPEHUKOM Opoj 15 ninm 6e3 mera.

1) Ako je 3aTBOpeHuk Opoj 15 y exurnu, Tpeba nzadbparu jour 10 urpaya. On 14 mapoBa MOKEMO

14
onmabparu 10 maposa Ha (1()} HaunHa, a 10 urpava u3 ceakor ox mux Ha 210 maunna. To je

14
ykymHo 210 (10J Ha4yWHAa. |:|
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2) Axo 3aTBOpeHUK 15 Huje y ekumu, Tpeba ogadpatu 11 ox 14 mapoBa u 13 CBaKor mnapa 1mo

. 14
josttor rpaa, a To ce Mose yarTi a 21 (1 J naa ]

14

14
ViynHo uma 210 (10) + 21 (1 :J = 1770 496 nauuna. ]

4. Heka cy a, b, c IO3UTUBHU peatHu OpojeBu TakBu Aa je a - b - ¢ = 1. JlokasaTu 1a je
a+b+c+3 1 1 1
> + +
4 a+b b+c c+a

Pememe: Kako cy a, b, ¢ no3utusHu peannu 6pojeBu u a - b - ¢ =1, to he 6utn u vabc =1

L 1

Kopucrehu oBy unmeHuIly umamo z1a je

a+b+c+3 a+b+c+3 a+l b+1 c+1 [::::::]

= + +
4 4+/abc 4+/abc 4+Jabc  4+/abc

Paznaxxyhu numenunar nobujeHe jeJHaKOCTH Ha Moro/iaH HauuH | kopuctehu A-I" HejegHakocT,

noouhemo:
a+l b+1 c+1

+ + >
2./abc + 2v/ach  2vbca +2+/abc  2vach + 2+/bca

> a+1 4 b+1 + c+1 |:|

“ab+ctac+b bctatabrc act+bibcta
a+1 N b+1 N c+1 1 1 1

T (@iD+c) (b+l)@+c) (cil)(@+b) a+b bic cra
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Pjemema 3amaTaka ca 0o10BameM

IIpBu paspen

1. Onpenutu cBe MapoBe MPUPOAHUX OpojeBa X U y 3a Koje Baxku XY + X +Yy = 2022.

Pjememe:
xy+x+y+1=2023

(X+1y+1)=17-17-17 ]
Nmamo cibenehe cioyuajese:

x+1=1 y+1=2023; x=0,y=2022 oBo HHje pjelICHE jep HyJIa HUje TPUPOIaH Opoj.

x+1=7, y+1=289;, x=6,y=288
x+1=17, y+1=119; x=16,y=118

x+1=119,y+1=17, x=118,y=16

Xx+1=289,y+1=7, Xx=288,y=6

X+1=2023,y+1=1;, x=2022,y =0 o0Bo HHje pjelIeHe jep Hyla HHU]je IPUPOIaH Opoj.

Pjemema cy ypehenn naposu (6, 288); (16, 118); (288, 6) u (118, 16).
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2. Jlat je A ABC xon Kora je yHyTpalllbH yrao KoJ TjeMeHa B nBa myrta Behu on yHyTpammer yria
Koa TjemMeHa A. Ako TexuIllHa Iyx M3 TjemMeHa C cujede CHUMETpaly YHyTpallmber yria KoJ
TjemMeHa B mox npaBum yriaom u ako je BC = 3, ompenuTtu monynpeyHHKE OMHMCAHE U YIHCAHE
kpyxuuie A ABC.

Pjememe:

A M

Heka je Tauka M cpenuna AB u Tauka D nipecjek cuMerpalie yHyTpalmer yria ko B ca
crpanunioM AC, taga je CM Texumna ayx u3 tjemena C, a BD cumepanna nyx yria kox TjeMeHa
B. O3naunmo npecjex ayxxu CM u BD ca O. Kaxko je CM nopmanao sva BD 1 <« MBO = <« CBO
ciyjenu ga je AMBO = ACBO ( Ha ocHoBy ctaBa YCV ) na je MB = BC. :l
Kaxko je < DAM = < ABD 10 je AD = BD na je DM Bucuna jennakoxpakor AABD , Te Ha
OCHOBY Tora uMamo n1a je < DMB =90°.

Ha ocHoBy cBera oBora umamo 1aje A DMB = A DBC ( Ha ocHoBy craBa CYC ), a To 3Ha4u 1a je
< BCD =90°, na je AABC npaBoyriu ca npaBum yrioM kox Tjemena C. Ha ocHoBy ycioBa
3ajaTka J1a je yrao ko B aBa myrta Behu on yria kon A no6ujamo na cy yrinosu AABC jenHaku
30°, 60° u 90°.

Kako je AABC npaBoyriu ca yrimosuma 30°, 60° u 90° oH je moJI0BHHA jeJHAKOCTPAHHIHOT

Tpoyria ma cy crpanuine AB=6 u AC = 3- J3. Kako je AB xunoreny3sa, a ieHTap OoNnKcaHe
KpPYXXHHMIIE j€ cpe/liHa XUIOTeHY3€ TO je MOJMYIPEYHUK ONUcaHe KpyxXHHulle jeaHak 3 1j. R = 3.

Jlasbe je 06mM AABC O,pgc =6+3+3:43=9+3-3=3:(3+3), a nospmmna je

3-3/3 943
2 2
Kako je 2’P =0 ' r, Taje je I momynmpeyHUK ynucaHe KPYKHHIIE, UIMaMo Ja je

S_2:P_ 93 3.3 3.3 33 _3(V3-Y)
) _3(3+J§)_3+J§’ 3+4/3 3-43 2
[ ]

P=

a4 HaKOH pallMOHanucama I =


PC
Text Box


PC
Text Box


PC
Text Box


PC
Text Box


PC
Text Box



Penybonuuxo CIII - 2022.

3. Onpenutu cBe TpouudpeHe npupoare O6pojeBe koju cy 15 myra Behu o 306upa cBojux mudapa.

Pjememe:
Heka cy Tpaxxenu O6pojeBu Xyz , x # 0, Tana Baxxku: 100X + 10y +z = 15( X +y + 2 ), omHOCHO

85x = 5y + 14z 1

Kako cy 6pojeBu 85x u Sy njespuBu ca 5 1o u 142 mopa OuTH J1jeJbuB ca 5, OTHOCHO Z Mopa OuTu

JjeJbuB ca 5. ]

Kako je 6poj z mudpa To umamo 2 cinydaja wim je Z = 0 umm je z = 5.

Axkoje z =0, onga je 85x =5y, onHocHO y = 17X, a OBa jeIHAYMHA HEMA Pjellieha jep Cy X U Y
nudpe u x # 0.

Axoje Z=5o0nmaje 85X =5y + 14 - 5, omHocHO 17X =Yy + 14. Pjememe oBe jenHaunne je X =1 u
y =3, a TO 3HAYH Ja je jenuHu Tpaxenu opoj 135. |:|

4. Tenwucep je 10 moyeTka TypHeje Ha mbanu umao 50% no6jena. HakoH mpBOr ouMrpaHor TypHHpa
Ha IJbAIlM Ha KOJeM je MMao Tpu nobjesie W jenaH mopas, mpoueHar nodjeaa My je 6uo Behu on
52%. HakoH npyror ogurpaHor TypHUpa Ha IIJbAlld Ha KOje€M je MMao YeTHpu nobjene U jeaaH
mopas, mporeHar nobjeqa My je 6uo Mamu on 56%. Kommko je MedeBa TeHHUCEp OIUTPAO 0
TypHEje Ha IIJbAIM aKO 3HAMO Jia j€ JI0 Kpaja C€30HEe OJUTPa0 JBOCTPYKO BUIIIE MEUYEBA HETO TpHje
TypHEje Ha IIJbAIK U JIa je Ha Kpajy ce3oHe modujenno y 60% meuena?

Pjememe:

Ca 2n o3HaunMo Opoj MeveBa, KOje je TeHHCep OJUTpao MpHje TypHeje Ha banu. bpoj modjena je
jenHak n jep Bpujenu n : 2n = 0.5. Hakon npBor TypHupa, 3 nobjene y 4 oqurpana meua, Bpujean
n+3):(2n+4)>0,52; 25n+75>26n+ 52 ; n<23.3Haun na je n < 22. 1
Haxown apyror Typuupa, 4 nmobjesne y 5 onurpanux meuena, Bpujeau (n +7) : (2n +9) < 0,56

25n +175<28n+ 126; n>49:3 . Jlakue, Bpujenu n > 17.
Cmujenu na je n € {17, 18, 19, 20, 21, 22}.

Ha kpajy cezone Bpujenmu (n + x) : 4n=0,6; 2,4n=n+x,; 1,4n=x. bynyhu na je x npuponan

6poj, n Mopa 6utu jenHako 20, oqHOCHO TeHHcep je oaurpao 40 MeueBa 10 TypHEje Ha IUbALH, a

10 Kpaja ce3oHe 80 MeueBa. :
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Apyru paspen

1. Hekacy a, b, ¢, d paznuuutu peannu 6pojeBu TakBH J1a je
(@ +b? - 1)@+ b) = (b?> + c2— 1)(b + ¢) = (c? + d* - 1)(c + d).
Jlokaxu naje a+b+c+d=0.

Pjememe:
Kpennmo o jennakoctu (a2 + b? — 1)(a + b) = (b? + ¢? — 1)(b + ¢).
Tana je
a®+ath+ab®+b®-(@a+b)=cd+c+cb®+b®-(c+h)
(@-c®)+ @ -c)b+ (a—c)b>-(a-c)=0
(a—c)@+ac+c?+ab+bc+b?—1)=0 [ 1
Kako cy a u ¢ paznuuut peannu 0pojeBu, To je a — ¢ # ), na he BaxuTu
a?+ac+c?+ab+bc+b’>-1=0, .
a’+b*+c?+ab+ac+bc=1 [ 1
Amnanorso, u3 jennaxoctu (b? + ¢ —1)(b + ¢) = (¢® + d> — 1)(c + d)
,Z[O6I/IheMOI[ajed2+b2+C2+db+bC+Cd:1 |:|
Ony3umajyhu oBe jBHje jeTHaKOCTH 100mhemMo
(@2+b?>+c?+ab+ac+bc)— (d®+b*+c2+db+bc+cd)=0
(@®-d)+@-db+@-dc=0
(@-d(@a+d+b+c)=0
Kako cy a u d pa3nuuurtu peansu 6pojeBu, To je a — d # (), 3 yera ciuujeau a je

a+b+c+d=0. ]

2. Ha crpanuniama AB u AC omrpoyrior tpoyria ABC, ca opronieHTpom H 1 1ieHTpom omnurcane
kpyxnuie O, onabpane cy penom tauke P u Q Take na je uerBopoyrao APHQ mapanenorpam.

PB-PQ _5

QA-QO

I[OKaBaTI/I Ja BaXXu

Pjemense:
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B

C

Hokaxxumo npBo aa je OP = OQ. Heka npaBa koja canpxxu cpenuuite K ny:xu AH u HOpmaiHa je
Ha OK cujeue crpanuiie AB u AC penom y Taukama P' u Q'. O3naunmo ca M u N penom cpenune
crpannna AB u AC. 36or <OMP'=<«xOKP'=90°, <«ONQ'=<«xOKQ'=90° 4eTBOpOyIJIOBH

OMP'K u ONQ'K cy TeTuBHH. |:|

Kako cy nyxxu MK u NK cpenmwe nmunmje y tpoyrinosuma ABH u ACH, Baxu MK|| BH, NK|| CH,
7). MK L AC u NK L AB. Onatne je <<OP'K =<XOMK (nepudepujcku Hag UCTOM TETHBOM), a
<XOMK =<«xBAC (yrnoBu ca HopMaaHuM Kparuma) Tj. XOP'K =<x<BAC . CnuvHoO je u

XO0Q'K =<«ONK (nepudepujcku ag uctom tetuBom), a <XONK = <xBAC (yrioBu ca
HOpMaHUM Kparmma) Tj. <OQ 'K = «BAC. ]
[Ipema Tome Tpoyrao OP’Q’ je jeanaxoxpaku u K je cpenumre nyxu P’Q’, na je AP’HQ’
napajiesiorpaM jep My ce JiMjaroHaie mnojiose, ofgakie je P=P', Q=Q"' , a onarne ciujenu na je

tpoyrao OPQ jennakokpaku 1j. OP = OQ. :l

[Tpumujetrmo, nasse na cy npasoyriu Tpoyriosu BPH, CQH u OPK cnnunm, omakie je

BH PH BP CH QH CQ |:|

OK PK OP' OK PK OP

Kopucrehu oBe onnoce u jeqnakoctu PK =QK = ?, AP=QH, AQ=PH ,PO=QO0
100MjaMo 1a BaKH PB-PQ_PB-PQ__PB-PQ _PQ_PQ =2. |:|
QA-QO PH-PO PB'PK-PO PK PQ
PO 2

3. Tpu nomahurie cy Ha nujaru goduie 9 3aTBOpPeHHX Oolla ¢ MIIUjEKOM, U y BHUMa je, peaoMm: 2, 5, 8,
11, 14, 17, 20, 23 u 26 peuunutapa miuvjeka. Ha komuko HaunHa OHE MOTY IMOJAM]EIUTH OBe OOoIe
u3Mely cebe (6e3 oTBapama 6ora), a 1a Ipyu TOME cBaka J100uje ucTu Opoj 6ola U UCTY KOIUYHHY
minjexa’?

Pjememe:
VY mocmarpanux 9 Gomna ykynmHo mma 126 gemunmTapa MiMjeka, Ta CIHMjeId Ja CBaka Jomahuiia
Tpeba na modbuje mo 3 Oore ca ykymHO 42 aerunutpa muHjeka. [locmarpajmo momahuity koja je
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nobuna Oomy ca 26 menmiMTapa MiIMjeka. Y TpeocTaje JBHje Oolle OHa MMa YKYITHO jom 16
JenuiInTapa, mro je Moryhe camo Ha cibeneha nBa Haumna: 2 + 14 wim 5 + 11. |:|
[IpermocTaBuMo J1a Baku pBU cioy4aj. Tama ona qomahuiia koja je mobuna 6oy ca 23 genunuTpa
y TpeoCTaiuM JiBjeMa Oomama mMma yKymHO 19 memunmmrapa Muidjeka, mTo je (01 HEmoJjeJhbeHuX
Oomna) moryhe mobutm camo kao 8§ + 11; Ttama Tpehoj momahuim ocrajy 6ome ca 5, 17 u 20
JEIIIINTapa MIIHjeKa. |:|
Jlakiie, y OBOM cily4ajy, y 3aBHCHOCTH O]l TOra Koja je ,,lipBa“, Koja , apyra“, a koja ,,rpeha“
nomahuira, mmamo 6 HayMHa Tojelie (KOJWKO MMa U IepMyTalija oBe Tpu jgoMahurie).

CnruyHO, YKOJIMKO MPETIOCTaBUMO J1a je mpBa nomahuiia gobuma 6ome ca 5, 11 u 26 genumnurapa
MJIMjeKa, TaJla BUIUMO Jia OHA Koja je go0uia ooy ca 23 nenuianTpa Mopa J00UTH jon Oore ca 2 1
17 nenmnurapa, a Tpehoj oHga octajy 6ore ca 8, 14 u 20 nemumrapa MiIHjeKa. |:|
Jakne, u oje MamMo 6 HauWHa Tojjese (OMeT y 3aBUCHOCTH 01 mepMyTtanuje nomahmima). [Ipema
TOME, YKYITHO TIOCTOjU 12 HaunHa J1a moaujese 0o1e y CKiIaay ¢ yCIoBUMa 3a/1aTKa.

4. Hahu cBe tpojke (p, ¢, I) mpocTux 6pojesa 3a koje Baxku p? — qr = 2500.

Pjemense:

Ouurnento, p > 3 (jep 6u y CynmpoTHOM JIMjeBa cTpaHa Ouia Mama O] JECHE), Ia Kako je p MpocT

6poj, cnujenu p = +1 (Mo 3), a onatiae umamo p? = 1 (mMox 3). |:|

Taxo umamo u 2500 = 1 (Mo 3), T€ YKOJIMKO MOCTaJbeHY jeIHAYMHY TPAHC(HOPMUILIEMO Y OOIHK

p*— 2500 = qr, nujesa cTpaHe je AjesbUBA ca 3, Ia TO MOpa OUTH | JeCHa. |:|

Kako cy q u r mpoctu OpojeBH, jenan on wux Mopa outu 3. [lpernmoctaBumo, 0e3 ymamema

onmmTocTH, Aa je To (. [Ipumujermmo 2500 = 50, ma ce nujeBa cTpaHa Moke (AKTOPHCATH KAao

pasiuKa KBaapara, mociuje uera npeoctaje (p — 50)(p + 50) = qr = 3r.

Kako je p npoct Opoj, uMamo camo cibenehe aBuje MOryhHOCTH.

1) p — 50 =3, p + 50 = r omakue ciujequ p = 53 u r = 103, mro jecy mpoctu OpojeBH Ma UMaMo

JEITHO pjeliene.

2)p—50=1, p+ 50 = 3r onaxne cnujenu p = 51, mro HKUje TPOCT OPOj, TE OBJje HEMAMO pjelICHa.
[ ]

VY3umajyhu y o03up ¥ To a 0 U I' MOTY 3aMHJEHHUTH YJIOre, MOCTOj€ YKYIHO JABHj€ TPOjKE Koje

3aJ]0BOJbaBajy yciose 3aaatka:  (p, g, r) € {(53, 3, 103), (53, 103, 3)}.
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Tpehu pa3zpen

22021 + 22022 + 22023

1. JToxasaru na je uudpa crotuHa Opoja napHa.
Pjememe:
3anummmo 1atu 6poj y 00Ky
22021 (1 42+ 4)=7.210. 11, 9200 =7 910, piL . (920)100, |:|

Momro je 2% =1024, 21! = 2048 u 2%° = (2192 10 ce mBOMMpenu 3aBpmIeTaK 6poja 22° moxana
ca BoI(PEHNM 3aBpIIeTKOM Opoja 242, ma je neormdpHy 3aBpuretak 6poja 220 jenHax 76.
JIBormdpenu 3appierak 6poja 762 je Takohe 76, ma je ABomMpPEHH 3aBPLIETAK IATOT Opoja jeHaK
IBOLM(PEHOM 3aBpILETKY nmpou3Boaa 7 - 48 - 24 -76, a 1o je 64. |:|
Iomro je 6poj 22021+ 22022 4 22023 nieyp ca 8, a ABOLM(PEHH 3aBpIIETaK My je 64, To mudpa

CTOTHHA MOpa outu ImapHa. I:l

2. Jlat je tpoyrao ABC. Heka je neHTap ynMcaHOT Kpyra Tauka | m Heka ymucaHu Kpyr ToJupyje
crpanuue tpoyrina BC, AC, AB y taukama L, M, K penom. Heka je p npaBa koja caapxu Tauky B u
napanenHa je nyxu KL. IIpecjek mpaBux ML wu p je tauka S, a mpecjek npaBux MK u p je R.
Jlokazatu HejeTHaKOCT

tg(< RIS) > SN/
sin

2
2

Pjememe:

N3 ycnoBa 3amatka mobwjamo ma je < IBR = <« IBS = 90° jep je mpaBa RS cumetpana
crioJpallber yriaa kox Ttjemena B y AABC (Bl L KL, KL||RS). Heka je r moaynpedHuk
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ynucane kpyxHuie. TanreHc <« RIS m3pauynahemo kao Tanrenc 30mpa X BIS + <« BIR.
[Ipumjenom cunycHe Teopeme Ha ABLS nobujamo

BS BL ,au3 ABIL je BL:r~ctgﬂ

, Ta tobujamo 11a je

. o a 2
sin(90°—-%)  sin(90° - —
( 5) ( ,)
/4
COS—
BS =r-ctg ﬁ 2 |:|
2 (04
COS—
2
[Tocmatpajyhu npaBoyriu Tpoyrao ABIS 3akpyuyjemo na je
i COSZ
r-ctg--—= B
BS 2 COSg COSf‘COSZ
g pis)= 25 - -2 2 —
Bl r o
ﬂ COS—
sin— 2
2
COSE- COSg
AHAIIOrHO 106HjaMo cuMeTpuHaH w3pas 3a tg(¥BIR) = —2 2 ]
COS —
2
KonauHno, npumeHoM (opmyiie 3a TaHTeHC 301pa yrioBa J00MjaMo
cos? % +cos? L cos?”
tg(<RIS) = tg(<BIS + «BIR) = — 2 2.2
cos”.cos%  sin? 2
2 2

Cana, Ha OCHOBY HEJ€IHAKOCTH apUTMETHUYKE U F€OMETPH]CKE CpellMHE MO3UTUBHUX OpojeBa

¥4

) o .
cos i cos’ & ciujenu

4 B B B

(04 .
2-C0S—-C0S* COS 2-sm5-cosE

tg(aRls)z — 22— 2. :5‘2/;. ]

cosZ.cosE  sin? sin3£ sin® =
2 2 2 2 2

3. Ira urpavya Hau3MjeHUYHO YIUCY]y jedaH ox OpojeBa 474, 524, 574, 624, 674, 724, 774, 824 win
874 y Hexo ciobomHO mosbe Tabmuie 3 X 3, mpu 4eMy CBaku Opoj MOxe OMUTH MCKOpHUITheH camo
jenHom. IIpuTom mpBU Urpayd y mpBOM MOTE3y HE CMUje ynucaTtu Opoj y IeHTpasiHO nosbe. Mrpa ce
3aBpIlaBa Kaja jeaH oa urpava noouje 30up 2022 y 6mino Kojoj BpCTH, KOJOHU WM JHjaroHaIn
YyHja Cy CBa TPH MOJba MOMYHkEHA, U Taaa Taj urpad nmodjehyje. YKoauko ce nujena tadbymia momnyHu

a HUKO He OCTBapH Taj 30Hp, mobjeqHuK je Apyru urpad. Koju urpay nmMa no0jelHUUKY CTpaTerujy?
O0paznoxu 0IroBop.
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Pjememe:
[ToGjehyje mpBu urpau.

3a HaBeneHe OpojeBe Baxu aa je 674 = 2022 : 3, a octanu ce MOTy JOOUTH TaKO IITO aKO j& X HeKH

0]1 I03BOJEHUX OpojeBa ca CIucKa, Tajaa je u 6poj y = 2 - 674 — X ca cmucka J103BOJbEHUX OpojeBa

Tj. x +y= 2 - 674 rhje je jenan Mamu o 674, a npyru Behu o1 674.

I

[IpBu urpau tpeda y nmpBom mnortesy Aa ynuiie 6poj 674 y jenHo yraoHo moJee. Jpyru urpad taga

Mopa Jia YIIHIIE CBOj OpOj, peluMo X, Y HEKO O 1mojba b uiu C (BHIU CIUKY).

674

h

L 1

VYKOJIMKO TO HE YYWMHH, Taja OM HeroB Opoj OMO y MCTO] BPCTH, KOJOHM WJIM AMjaroHalIu ca

ynucanuM Opojem 674, ma Ou nmpBu urpad y cibeaehem moresy morao xomrmietuparu 36up 2022

ynucuBameM Opoja 2 - 674 — X Ha Tpehe nosbe.
[TpBu urpad norom tpeda 1a Ha He3ay3eTo o1 oJba b wiu ¢ ynume 6poj 2 - 674 — X.

[Tocnmje oBor moTesa, raje roj Aa APYrd Urpad yruiie CBoj HapeaHu Opoj, pernumo Y, oH he outu y
WCTOj BPCTH, KOJIOHW WJIM JIMjarOHAJIM ca ymucaHuM OpojeM 674, ma he mpBu urpad ynucuBameM

opoja 2 - 674 —y Ha Tpehe nosse Mmohu na kKomretupa 36up 2022 u nodujeny.

[ ]

4. Jlara cy npousBosbHa 2022 npupoHa 6poja o1 Kojux Hujenan Huje ajesbus ca 2022, JlokaxuTe Ja

MIOCTOjM HEKOJIMKO OpojeBa umju je 30up ajesbus ca 2022.

Pjememe:

Hexa cy a1, az, as,...,a2022 TpOU3BOJbHU MIPUPOIHH OpOjeBH 0O/ KOJUX HUjelaH HUje AjesbuB ca 2022.

[Tocmarpajmo cibenehe 30upose:
ai
ar+ az
art+az+as

artax+az+- -+ a2
Axo mely oBuM 30upoBHMa ocToju O6poj ajesbus ca 2022 nokas je roTos.

[ ]

AKO HU jeaH o1 1aTux 30upoBa HUje njespbuB ca 2022 onma npu aujesberny ca 2022 najy jeman of

ocraraka: 1, 2, 3,..., 2021.

I
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Kako uma 2022 36upa, a ocraraka je 2021, npema upuxaeoBoM NPHUHIMIY CIUjead 1a Oap aBa

30upa J1ajy HCTU OCTaTaK Mpu aujesbemy ca 2022, omHocCHO a1+ a2+ az+ - - -+ ak = 2022m +r u
artaxt+taz+---+a=2022n+r. |:|
3a k <l Bpujenu: ak+1+ ak+2+ - - - + a1 = 2022(n — m) na je 30up ak+1 + ak+2+ - - - + a1 qjesbUB ca

2022 mwiro je u Tpebano AoKa3aTH. |:|
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YeTBpTH paspen

1. Heka cy a, b, ¢, d nosuruBnu peanHu OpojeBu. Jlokasatu na je Hemoryhe na Bake CBe TpH
Hejennakoctu: a+b<c+d, (a+b)(c+d)<ab+cd, (a+b)ed<(c+d)ab.

Pjememe:

MHuosxehu npBy U ApyTy HEjeTHAKOCT T00H]jaMO

(a+b)?(c+d)<(c+d)(ab +cd) 1j. (a+b)><ab+cd, jepjec+d>0.
Amnanorso, MHOehu npyry u Tpehy HejenHakocT 106ujamMmo

(@a+b)?(c+d)cd < (ab +cd) (c + d)ab 1j. (a + b)?cd < (ab + cd) ab, (c +d > 0).
Kaxo je (@ + b)?- 4ab = (a—b)>>0 caujenu (a + b)>> 4ab.

U3 nejennakoctn (@ +b)><ab+cd u (a+b)>cd < (ab +cd)ab crnenm 1aje

4ab <ab +cd u 4abcd < (ab + cd)ab

U3 npee Hejennakoctu gobdujamo cd > 3ab, a u3 apyre Hejeqnaxoctu ab > 3cd mro je Hemoryhe

jep Ou OHJIIa BaYKHJIIO %ab >cd > 3ab Tj. %ab >cd > 3ab. |:|

2. Jlat je tpoyrao ABC. Heka je LeHTap ynMcaHOT Kpyra Tadka | m Heka ymucaHu Kpyr ToJupyje
crpanuue tpoyrina BC, AC, AB y taukama L, M, K penom. Heka je p npaBa koja caapxu Tauky B u
napanenHa je nyxu KL. IIpecjex mpaBux ML wu p je tauka S, a mpecjek npaBux MK u p je R.
Jlokaszatu HejeTHaAaKOCT

ig(< RIS) > SN2

sin® =

Pjemense:



PC
Text Box


PC
Text Box



Penybonuuxo CIII - 2022.

N3 ycnoBa 3amatka mobwjamo ma je < IBR = <« IBS = 90° jep je mpaBa RS cumetpana
crioJpallmer yria koj Ttjemena By AABC (Bl L KL, KL||RS). Heka je r momymnpedHuk
ynucane kpyxHuune. Tanrenc < RIS m3pauynahemo kao tanrenc 30mpa < BIS + <« BIR.

[Tpumjenom cunycue Teopeme Ha ABLS no6ujamo

BS BL ,au3 ABIL je BL:r~ctg’B

, Ta tobujamo 11a je

. o a 2
sin(90°—-%)  sin(90° ——
( 5) ( ,)
ﬁ COSZ
B - r-ag . —
a
COS—
2
[Tocmarpajyhu npaBoyriu Tpoyrao ABIS 3akipydyjemo na je
i COSZ
rctgl.—=
2 s cosB .cos”
BS COSE COoS 5 'COSZ
tg(«BIS) = =2 — = ]
Bl r a
i COS—
sin— 2
2
Ccos é -COS d
Amnaiorso 106ujamMo cumeTpudan uspas 3a tg(<«BIR) = 2 2 |:|
COS—
2
KonauHno, npumeHoM (opmyiie 3a TaHT'€HC 301pa yrioBa Jo01jaMo
cos? < + cos? L cosg

tg(«RIS) =tg(«BIS +«BIR) =

a ) '
cos” -cos & smzﬁ

2
Caz[a, Ha OCHOBy HejeﬂHaKOCTI/I apI/ITMCTI/I‘IKe nu FCOMeTpI/IjCKC Cpe,[[I/IHe ITIO3UTHUBHHUX 6pojeBa
cosz% u cos? L comjenm
2-cos.g-cosZ cosﬁ 2-sinﬁ-cosﬁ sin 8
B Ay Iy B & —
cos”.cosE  sin2 2 sin® £ sin® =
2 2 2 2

3. JIBa nomoBa Cy YKpaldu CaHAyK y KOM Cy OWIM 3JaTHH JaHuMhu, HApYKBHIIE M IIPCTEHOBH.
3arouenu cy pacmpaBy o ToMe kako he mel)ycoOHO nmoaujenuTu naHuuhe, HApyKBUIE U IPCTCHOBE
U 3aKJbY4WIM cy Ja he Ha pachpaBy HNOTPOIIMTH YKYNMHO 5865 MuHyTa ako o cBakoj moryhoj
pacriofjeny pacrnpanibajy mo 5 munyTta. OapenuTe KOJUKO je y CaHAyKy Omiio yiaHunha, KOJHKO
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HapyKBHUIIA ¥ KOJIMKO IMPCTEHOBA aKO C€ 3Ha Ja je HajBHIIe OMJI0 MPCTEHOBA, a HAJMamkhe HAPYKBHIIA.

CBu cy nanunhu Mel)ycoOHO jeTHaKH, a HICTO BPHUJEIU 32 HAPYKBUIIC U ITPCTECHOBE.

Pjememe:

Ouwnrto je ykyman 6poj moryhux pacnopjena 6mara jenqsak 5865 : 5= 1173.

L ]

O3znaunmo ¢ | 6poj 3maTHUX JaHuuha, ¢ 1 Opoj 37aTHUX HAPYKBHIA U C P OpOj 3JIaTHUX MPCTEHOBA.

Axo mipBH JIONOB 100Mja x naHunha, Y HAPYKBUIA U Z TMPCTEHA, TaJa je JOOWTaK JAPYror rycapa

jemHo3HauHO onpeheH, Tj. oH noouja [ — x maHumha, n —y HapyKBWIA M P — Z MPCTCHOBA.

Kakojex € {0,1,2,...,1},y€e{0,1,2,...,n},z€{0,1,2,...
moryhux pacrniozgjesna 6mara jeanak (I + 1)(n + 1)(p + 1).

[ ]

, P}, 3aKJpydyjeMo 1a je 0poj

[ ]

Hakie, mobujamo jennaunny (I + 1)(n + 1)(p + 1) = 1173. PacraBumo im 6poj 1173 Ha daxrope

nodbujamo (L +1)(n+1)(p+1)=3-17 - 23.

L 1

300r yciioBa Aa je y CaHIyKy OWJIO HajBHINE 3JIaTHHUX MPCTEHOBA, a HAjMamke 3JaTHUX HAPYKBHIIA

3aKJpydyjeMo na je p = 22, n =2, L = 16, a To 3aH4YM na je y caHaykKy Omio 16 3marHux januuha,

JIBMje HapyKBHUIIE U 22 TIPCTEHA.

L 1

4. Kpagpatna Tabuia NXN I0MyE-eHa je IpupoaHuM OpojeBuma ox 1 10 N? , mpu yeMy Cy y HpBOM
peny (BpcTu) 3anucanu 1o peay opojesu o 1 1o N, y npyrom peay og n + 1 1o 2 n, y tpehem ox
2n+ 1 mo 3n, uta. M3 oBe ce Tabnuiie uzpexe kBaapar M X m (m < n). Jlokaxure J1a je ABOCTPYKH
361p GpojeBa KOji Cy y TOM H3pe3aHOM KBaJpaTy JjesbuB ca m? .

Pjememe:
Tabauia nsrieaa oBaxko

1

-+ b

n - 1 n 4 2
2n41 24 2
n=1mn+1 (n—1)n
N3pexxnmo kBagpar m x m
T T4 1
n+r n+xr+1

2n+x n+r+1

(m=1n+x (m=1n+xr+1 (m=1n+z+2

3 1 m
n+a i+ 4 2n
43 2n 44 In
2 n=1n+3 (n=1m+4 ... (n=1n+n |:|
T 42 z4+3 z4+m—1
n+x+ 2 n+x+3 n+zx+m-—1
n+x+2 n+zr+3 In+xr+m-—1

Im+z+m—1

[ ]

(m—1n+r+3 (m
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N3pauynajmo 30up OpojeBa KOju ce Haja3e y CBakoM peay (BPCTH) y Tabaumm M X m.

: m(m-1)
36up y npBoM peny (BpcTH) je: S, = MX+——=

: m(m-1)
30up y npyrom peay (Bpcrtu) je: S, = mx+mn+ —5

: m(m-1)
36up y tpehem peny (Bpcth) je: S, = mX+2mn +T

: m(m-1)
36up y m peny (BpctH) je: S, :mx+m(m—1)+T |:|
Tana je:
28, + Sa+ S34 ..+ 8n) =2mr +n(m - 1)m? + m?(m - 1) =

m?(2r +mn —n+m— 1) =m?(2zr + (m = 1)(n + 1)).

W3pa3 y 3arpau je NpupojaH 6poj 1a je TBpheme 10Ka3aHo. ]
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