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Sefket Arslanagi¢ (Trebinje)

JEDAN NACIN ODREPIVANJA EKSTREMNIH (NAJVECIH I
NAJMANJIH) VRIJEDNOSTI NEKIH FUNKCIJA

Vrlo &zsto u praksi pred nas se postavlja zadatak kako da vtvrdi-
mo pod kojim uslovima proizvod dvije pozitivne promjenljive veliine,
¢iji je zbir konstantan (stalan), dostiZe svoju maksimalnu (najvecu)
vrijednost, a pod kojim uslovima zbir dvije pozitivhe promjenljive
velidine, ¢iji je proizvod konstantan, dostiZe svoju minimalnu (najmanju)
vrijednost.

O tome nam govore sljedeée dvije teoreme.

Teorema 1. Proizvod dvije promjenljive pozitivne veli¢ine ¢iji je
je zbir konstantan dostiZe svoju maksimalnu vrijednost kada je apsolutna
vrijednost njihove razlike moguée najmanja.

Dokaz. Neka su u i v dvije pozitivne promjenljive veli¢ine ¢&iji je
zbir konstantan i jednak sa 2a. Iz poznatog identiteta

(1) (u+4v)2—(u—v)2 =4uv
(¢ija se taCnost lako utvrduje) i uslova u+4v=2a imamo:
—rid
uy=a*— o), :
4

Odatle vidimo da je proizvod promjenljivih veliina u i v, uz na-
(u—v)2

vedene uslove, najve¢i kad je razlomak - na desnoj strani jedna-

kosti (2) po moguénosti najmanji, a do tog dolazi kad je apsolutna vri-
jednost njihove razlike (koja se obeljeZava sa | u—v |) moguce najmanja,

Posljedica. Proizvod uv dostiZe svoj apsolutni maksimum (najveci
od svih mogué¢ih maksimuma) kada je u—v=0, tj. kada je u=v, ako je,
s obzirom na znaéenje promjenljivih u i v, to moguce.

Primjer 1. Od svih pravougaonika zadanog obima 2s neka se
odredi onaj Cija je povriina P najveca.

Ozna¢imo sa x i y stranice pravougaonika. Imamo:

2 (x+y)=2s, x+y=s (=const.), y=s5s—x;
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P=xy, P=x (s—x).
Da li je u ovom sludaju moguce da bude x=y? To je moguce, jer
ok 2y s ] o 5
se iz x=s5—x dobija x=3 , a iz toga se dobija y=?.
Prema toms2, od svih pravougaonika zadatog obima 2s najvecu

yocir g ; s
povriinu ima kvadrat stranice -2—.

Primjer 2. Odrediti onu vrijednost promjenljive x za koju proizvod
=(3—x2) (11+x2) dostiZe svoju najvecu vrijednost, imajuéi u vidu da
je zbir &inilaca u datom proizvodu stalan.

Zaista, u datom sludaju je (3—x2)4(114-x2)=14(=const.), te
stoga y dostiZe svoju najvecu vrijednost kada je apsolutna vrijednost
razlike (3—x2)—(1 l—x?] mogucée najmanja, t] kada je | —8—2x2|=
=2x2+4-8 moguée najmanja. Da vidimo da li jc moguéc da ova vrijed-
nost bude nula.

Iz 2x24+8 =0 dobija se x2=—4, 3to je nemoguée ako je x realan
broj. Zato, posto je 2x2 uvijek pozitivno, navedena razlika bi¢e najmanja
za x=0, pa ¢e u tom sludaju promjenljiva y dosti¢i svoju najvecu vri-
jednost i to vrijednost y=33.

Teorema 2. Zbir dvije promjenljive velitine, &iji je proizvod kon-
stantan, ima najmanju (minimalnu) vrijednost kada je apsolutna vrijed-
nost njihove razlike moguée najmanja.

- Dokaz. Ako suuiv dvije pozitivne promjenljive velitine, takve da
je uv=a?(=const.), iz jednakosti (1) dobijamo:
(3) (u+v)2 =(u—v)2+4a2.

Posto su u i v pozitivne veliine, zbir u+v biée najmanji kada je
kvadrat tog zbira (u+v)? moguée najmanji. No,«na osnovu jednakosti
(3), ovaj kvadrat bie najmanji ako je (u4—v)2 moguée $to manje. Zato
je vrijednost u+v najmanja onda kada je apsolutna vrijednost razlike
u—v (1j. |u—v|) mogucée najmanja.

Posljedica. Zbir u+v dostiZe svoj apsolutni minimum (najmanji od
svih minimuma) kada je u—v=0, tj. kada je u=v, ako je, s obzirom na
znadznje promjenljivih, to moguce.

Primjer 3. Od svih pravougaonika date povriine P odrediti onaj
¢iji je obim 2s najmaniji.
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Oznalimo sa x i y stranice pravougaonika. Imamo:

xy=P(=const.), y= i ;

P
25=2(x+y), s=x4Y, S=X+—.
X

Da li je moguée, u ovom slu¢aju, da bude x——P-=0? To je mo-
X

guce, jer se iz x—i =0 dobija: x2=P, x= V/P,aiztoga sljedujey =} P.
X
Prema tome, od svih pravougaonika iste povriine najmanji obim
ima kvadrat.

Primjer 4. Odrediti kolika je najmanja vrijednost zbira nekog po-

zitivnog broja x i njegove recipro¢ne vrijednosti — ako razlika tog broja
X
i njegove reciprone vrijednosti ne moZe iznositi manje od polovine tog

broja?

Proizvod trazenog broja i njegove recipro¢ne vrijednosti je kon-

stantan i iznost 1. Ako je pritom x—— = ; , dobivamo da je x=V2,
x

Zadaci

1. Broj 12 rastaviti na dva sabirka tako da njihov proizvod bude $to je mo-
gude vedi. '
2. Broj 12 rastaviti na dva &inioca tako da je njihov zbir 5to je mogucée manji.

3. Od svih pravougaonika sa datom dijagomalom 4 naci onaj koji ima naj-
vedu povriinu.

4. Od svih pravougaonika sa datom pn\;rﬁinom nac¢i onaj koji ima najmanju
dijagonalu.
5. Za koju vrijednost promjenljive x dostize y=x’ (2—x’) svoju najveéu
vrijednost?
al
6. Za koju vrijednost promjenljive x dostiZe y=a+x+T $VOju najmanju
a+x

vrijednost?
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