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ПРЕДГОВОР

Пред вас е збирка од 277 задачи од множества, логика и комбинатори-
ка, повеќето од кои се задавани на математички натпревари во основното
образование и тоа на белоруските, босанско-херцеговачките, бугарските,
италијанските, македонските, московските, новозеландските, српските,
хрватските, холандските, украинските и швајцарските натпревари. Зада-
чите се на ниво на задачите кои се задаваат на регионалните и нацио-
налните натпревари за учениците од шесто до деветто оделение во девет-
годишното основно образование, односно на петто до осмо одделение во
осумгодишното основно образование, па затоа оваа збирка задачи првен-
ствено може да послужи за подготовка на учениците токму за ваквиот вид
напревари. Самата збирка не содржи теориски резултати, бидејќи за таа
намена се доволни статиите и книгите кои се наведени во литературата на
крајот од оваа книга.

Задачите во збиркава се поделени во дванаесет глави и тоа:
1. Множества
2. Логички задачи
3. Принцип на Дирихле
4. Пребројување на броеви
5. Пребројување на геометриски фигури
6. Други задачи со пребројување
7. Задачи со турнири
8. Боење и покривање
9. Игри и стратегии
10.Инваријанти и полуинваријанти
11.Распореди
12.Дополнителни задачи

Повеќето од задачите се детално решени, а само мал број задачи се со
кратки решенија, кои се доволни за да се следи идејата на решението.
Затоа, на читателот му препорачуваме сите решенија детално да ги
испише. Освен тоа, сакаме да напоменеме дека и покрај вложениот напор
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задачите не се идеално подредени според тежината на истите, бидејќи за
ваков вид задачи тоа практично и не е можно целосно да се направи.

Сметаме дека читателот треба прво самостојно да се обиде да ја реши
секоја задача, а потоа да провери дали неговото решение се совпаѓа со
понуденото решение, или пак ако не успеал сам да ја реши задачата, да го
проучи понуденото решение. Имено, дел од подготовките за натпреварите
треба да се одвива токму на самостојно откривање на решенијата на зада-
чите кои претходно биле задавани на различни натпревари, почнувајќи од
регионално ниво, па се до Јуниорската балканска математичка олимпијада,
која покрај Европскиот математички куп (јуниори), Турнирот на градови
(основна и напредна варијанта за 8 и 9 одделение) и Иранската геоме-
триска олимпијада (елементарно ниво), се показател за нивото кое треба да
го достигнат учениците на возраст до 15,5 години.

Во оваа пригода сакаме да му се заблагодараме на рецензентот д-р
Катерина Аневска чиј ангажман не само што придонесе да се намалат
грешките кои го пратат издавањето на било кој ракопис, туку и со своите
забелешки допринесе за подобрување на ракописот во целина. Се наде-
ваме дека оваа збирка задачи ќе најде свое место во подготовката на уче-
ниците како за регионалните така и за државните натпревари, со што ќе
даде и свој допринос во развојот на учениците надарени за математика.
Овде уште сакаме да напоменеме дека е пожелно во подготовката за пре-
стојните натпревари учениците покрај соодветните содржини од другите
книги од серијата Математичк талент да ги користат и статиите кои во
литературата се наведени под редните броеви од [17] до [25].

Како што рековме, издавањето на секоја книга неодминливо е пропра-
тено со грешки и тоа како од технички, така и од стручен аспект. Оттука,
особено ќе бидеме благодарнни на секоја добронамерна критика и су-
гестија, која ќе придонесе за подобрување на ракописот, а посебно за
отстранување на евентуалните грешки.

Скопје Авторите
октомври, 2023 г.
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1. МНОЖЕСТВА

1. Елементи на множествата ,A B и C се соодветно буквите во зборови-
те СЕЛЕКЦИЈА, СЕКЦИЈА и ЛЕКЦИЈА. Определи ги множествата

, , , ( \ ), ( \ )A B C C A B C B A  .

2. Дадени се множествата
{ | 2021и 7 | },
{ | 2021и 21| },
{ | 2021и 84 | }.

A n n n

B n n n

C n n n

  
  
  





Определи го бројот на елементите на множеството \ ( \ )А B C .

3. Елементите на множествата ,A B и C се природни броеви кои се
поголеми од 20 и се помали од 30. Притоа важи

{23,28},
{28,29},
{28},
{21,22,23,24,28,29},
{21,22,23,25,26,27,28,29},
{ | 23 30}.

A B

A C

B C

A B

A C

B C n n

 
 
 
 
 
    

Определи ги множествата ,A B и C .

4. Дадени се множества , ,A B C такви што A B C   . Ако мно-
жеството \A B има 7 елементи, множеството \C B има 8 елементи,
множеството A C има 2 елементи и множеството A B C  има 20
елементи, колку елементи има множеството B ?

5. На крајот на учебната година директорот на училиштето спровел
анкета за губењето на лични предмети. Од 1000 ученици во училиште-
то секој ученик во текот на учебната година загубил барем по еден од
трите предмети: тетратка, клучеви и пенкало. Во анкетата одговориле
дека 700 ученици загубиле тетратка, 750 загубиле клучеви и 800 за-
губиле пенкало. Кој е најмалиот можен број ученици кои оваа година
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загубиле и тетратка и клучеви и пенкало?

6. Во едно основно училиште има 94 ученици во седмо одделение. Не-
кои ученици се вклучени во секциите по англиски и германски јазик и
спортската секција. Секцијата за англиски јазик ја посетуваат 40 уче-
ници, за германски јазик 27 ученици и во спортската секција члену-
ваат 60 ученици. Од учениците вклучени во спортската секција 20
ученици членуваат и во секцијата за англиски јазик. Десет ученици
кои членуваат во секцијата за англиски јазик членуваат и во секцијата
за германски јазик, а дванаесет ученици кои членуваат во секцијата за
германски јазик членуваат и во секцијата за спорт. Во сите три секции
членуваат 4 ученици. Колку ученици одат само во една секција,а
колку не одат во ниту една секција?

7. Дадено е множеството {1,2,3,...,100}A  . Определи го бројот на под-
множествата на A , кај кои збирот на елементите е 5035.

8. За едно подмножество од множеството {9,10,...,63,64}A  ќе велиме
дека е убаво, ако збирот на неговите елементи е еднаков на 2011.
Определи го бројот на убавите подмножества на множеството A .

9. Определи го бројот на триелементните подмножества на множеството
3 5 6 7 8 9 101 2 4

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11{ , , , , , , , , , }A 

во кои збирот на најмалиот и најголемиот елемент е еднаков на 1?

10. Нека A е подмножество од множеството {1,2,3,...,2015} кое има 675
елементи. Докажи дека постојат два различни броја од A , чиј збир е
делив со 6.

11. Дали е можно броевите 2 3 13,3 ,3 ,...,3 ,3n n да се поделат во три групи
(не задолжително со еднаков број еленети) така што производот на
елементите во секоја група е еднаков, ако:
а) 2022n  , б) 2023n  .

12. Дадено е множеството {1,2,3,...,2023}M  . Колку има триелементни
подмножества на множеството M кај кои еден елемент е еднаков на
збирот на другите два елементи?
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2. ЛОГИЧКИ ЗАДАЧИ

1. Штурецот се огласува со звукот ЦВРРРР, а бувот
со звукот ХУ ХУУ ХУУУ. Двете животни се
огласиле истовремено и за „изговарање“ на секој
глас им треба исто време. Кога штурецот илјада
пати ќе го изговори гласот (буквата) Р, кој глас
во тој момент ќе го изговори бувот?

2. Еден песочен часовник мери 10 минути (претурањето на песокот од
едниот во другиот дел трае 10 минути), а друг песочен часовник мери
7 минути. Како со користење на овие два часовника може да се
измерат 23 минути?

3. Ангел, Бранко и Цветко организирале шаховски
тримеч. Пред натпреварот секој од нив го прогнизрал
редоследот на крајот на тримечот.
Ангел пронозирал: Ангел, Бранко, Цветко.
Бранко прогнозирал: Бранко, Ангел, Цветко.
Цветко прогнозирал: Цветко, Ангел, Бранко.
По завршувањето на тримечот се покажало дека само еден од нив го
погодил точното место на само еден натпреварувач, а сите други
прогнози не се точни. Каков бил редоследот на крајот на тримечот?

4. Детективот Сезнајко треба да открие кој е престапникот меѓу 5 осом-
ничени: Ана, Бојан, Кате, Давид и Еди. Престапникот секогаш лаже, а
останатите ја говорат вистината. Еве што тројца од осомничните
изјавиле:
Ана: Престапникот е маж!
Кате: Ана или Еди се виновни!
Еди: Ако Бојан е престапникот, тогаш Ана не е виновна!
Кој е престапникот?

5. Матео посетил град во кој секој маж е или витез или е штитоносец.
Витезите секогаш ја говорат вистината, а штитоносците секогаш ла-
жат. Тој сретнал пет мажи, кои изјавиле:
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Првиот: Јас сум витез.
Вториот. Барем тројца од нас се витези.
Третиот: Првиот човек е штитоносец.
Четвртиот: Барем тројца од нас се штитоносци.
Петтиот. Ние сите сме штитоносци.
Колку витези среднал Матео?

6. Матео посетил остров на кој живееле витези, штитоносци и џамбази
(препродавачи на коњи). Витезите секогаш ја говорат вистината,
штитоносците секогаш лажат, а џамбазите лажат само во дождливи
денови. Тој сретнал четири жители на островот, кои изјавиле:
Првиот: Вчера беше дожлив ден.
Вториот. Лицето што зборуваше пред мене лаже.
Третиот: Вчера не беше дождлив ден.
Четвртиот. Лицето што зборуваше одма пред мене лаже, или јас сум
џамбаз.
Колку најмногу витези сретнал Матео.

7. Разговараат две пријателки. Едната и вели на другата: Имам три деца
чиј збир на години е еднаков на 42. Бројот на годините на секое мое
дете е делив со 7. Колку години има секое од моите деца. На тоа,
другата пријателка прокоментирала: Не можам да погодам. Мајката
на децата дополнила: Моето најмало дете е одличен математичар, а
на тоа пријателката прокоментрала: Сега знам колку години имаат
твоите деца. Колку години има секое дете?

8. Матеј, Томе, Бојан и Ласте купиле топка, капа, маица и книга. Цените
на производите биле 4, 5, 6 и 7 евра. Кое дете  го купило кој производ
и која е цената на секој производ ако се знае дека:
1) производот на Ласте е поскап од маицата,
2) капата ја купил Томе,
3) маицата е поскапа од производот на Бојан,
4) цената на капата е за 2 евра помала од цената на производот на

Матеј,
5) цената на капата е за 1 евро помала од цената на топката.

9. Тројцата пријатели: Русески, Црвенкоски и Црнкоски се сретнале на
кафе. Притоа црнокосиот му рекол на Русески: „Интересно е тоа
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што едниот од нас е русокос, другиот е црнокос и третиот е црве-
нокос, но на ниту еден од нас бојата на косата не му соодвествува со
презимето.“ Определи кој каква коса има секој од пријателите.

10. Павел, Ѓорѓи, Дамјан и Васко тренираат точно еден од спортовите:
фудбал, кошарка, одбојка и ракомет. Одбојкарот е постар од Павел и
Дамјан, но е во исто одделение со нив. Павел и Ѓорѓи пешки одат за-
едно на тренинг, додека фудбалерот патува со автобус. Ракометарот
не се познава ниту со кошаркарот, ниту со одбојкарот. Определи кој
со каков спорт се занимава.

11. Човек преку река треба да пренесе волк, коза
и зелка. Во чамецот може да е само човекот, а
со него или волкот, или козата или зелката.
Но, ако го остави волкот сам со козата, тогаш
волкот ќе ја изеде козата, а ако ја остави ко-
зата сама со зелката, тогаш козата ќе ја изеде
зелката. Колку најмалку пати треба човекот да
ја помине реката за сите да ги превезе на другиот брег?

12. Од три момчиња и три девојчиња секое момче познава точно две
девојчиња и секое девојче познава точно две момчиња. Докажи дека
момчињата и девојчињата може да се распределат во парови така што
во секој пар има познаници. (Познанството е симетрична релација.)

13. На еден рок концерт имало 2023 гледачи. Дали е можно секој посе-
тител да има точно пет познаници меѓу посетителите на концертот?
(Познанството е симетрична релација.)

14. Дедо Стојан купил овошни садници и ги засадил
во редови така,  што засадените дрвца формираат
квадрат (цртеж десно). Притоа останале 146
садници незасадени. За да го зголеми квадратот
со по еден дополнителен ред во должина и шири-
на, дедо Стојан купил уште уште 31 садник. Кол-
ку дрвца вкупно засадил дедо Стојан?

15. За една седмица Илија добил 13 оценки еднакви на 2, 3, 4 или 5, чија
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аритметичка средина е природен број. Докажи дека некоја оценка
Илија ја добил најмногу два пати.

16. Една група деца се состои од 2022 момчиња и 2023 девоjчиња. Секое
девоjче познава точно 2021 момче. (Познанствата се симетрични: ако
A го познава B, тогаш и B го познава A.) Докажи дека не е можно
секое момче да познава еднаков броj девоjчиња.

17. На таблата се запишани десет различни природни броеви чиј збир е
еднаков на 62. Дoкажи дека производот на овие броеви е делив со 60.

18. Определи ги сите природни броеви n и k за кои три од дадените
четири искази се вистинити, а еден не е вистинит:
1) 1n  е делив со k ,
2) 2 5n k  ,
3) n k е делив со 3,
4) 7n k е прост број.

19. Тројца браќа купиле торта. Откако изеле дел од тортата, најстариот
брат рекол:
- Еден од нас изеде два пати повеќе, отколку другите двајца заедно.
Тогаш мајката го прашала средниот брат:
- Дали си ти тој лакомник што изеде два пати повеќе од другите

двајца?
- Не, - одговорил тој, - но ако јас изедев колку двајцата мои браќа

заедно, тогаш тортата ќе беше изедена.
- А дали многу остана? – го прашала мајката најмалиот брат.
- Остана точно толку, колку што изеде еден од моите браќа, - одго-

ворил најмалиот брат.
Определи колкав дел од тортата изел секој од браќата.

20. Во кутија има 11 топчиња со броевите 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 (по
едно топче со секој број). Секој од единаесет ученици зема по едно
топче. Потоа по азбучен ред се јавуваат и ја изговараат реченицата:
„До сега најмалку k ученици кажаа лага“, при што k е бројот на
извлеченото топче. Колку најмногу од овие 11 искази може да се
вистинити?
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21. Во пет петнесетлитарски кофи има соодветно 1, 2, 3, 4 и 5 литри вода.
Дозволено е да се утростручи водата во една кофа, ако во неа се пре-
тури вода од друга кофа. Кое е најголемото количество вода кое може
да е во некоја од кофите?

22. Дваесет девојчиња и четири момчиња се наредени во ред, така што
секое девојче е завртено на десно, а секое момче е завртено на лево.
Секое момче ги преброило девојчињата, кои во редот се наоѓаат пред
него, при што добиените четири броја биле соодветно 3, 6, 15 и 18.
Секое девојче ги преброило момчињата, кои што се наоѓаат пред него.
Определи го збирот на броевите кои ги добиле девојчињата.

23. Циркуска арена се осветлува со рефлектори распоредени во круг. Во
текот на претставата Павел и Томи решиле да ги пребројат рефлекто-
рите. Тие броеле во една иста насока, но започнале од различни места.
Се покажало, дека петнаесетиот рефлектор на Томи е шести на Павел,
а петтиот на Томи е триесет и втори за Павел. Со колку рефлектори е
осветлена арената?

24. Циркуска арена се осветлува со рефлектори распоредени во круг. Во
текот на претставата Дамјан и Зоран решиле да ги пребројат рефлек-
торите. Тие броеле во една иста насока, но започнале од различни
места. Се покажало, дека осумнаесетиот рефлектор на Дамјан е осми
на Зоран, а осмиот на Дамјан е дваесет и осми за Зоран. Со колку
рефлектори е осветлена арената?

25. Овчарот Петко на пазар продал неколку јагниња со вкупна маса
100 kg . Масата на секое јагне е цел број килограми. Трите најголеми
јагниња имале вкупна маса 35 kg , а трите најмали јагниња имале
вкупна маса 25 kg . Колку јагниња продал Петко?

26. Матео ги извадил сите монети од својата штедна касичка и ги наредил
на маса во еден ред. Прво ги наредил монетите од 2 евра, а потоа меѓу
секои две соседни монети во редот ставил по една монета од 50 центи.
Потоа меѓу секои две монети во редот на масата ставил по една моне-
та од 20 центи и на крајот меѓу секои две монети на масата ставил по
една монета од 5 центи. Колку монети биле наредени на масата, ако
нивната вкупна вредност е 95 евра?
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27. Неколку ученици отишле да собираат ореви. Секој ученик собрал
еднаков број ореви. По пат се скарале и секој ученик фрлил по еден
орев на секој друг ученик, по што им останале вкупно 143 ореви. По
колку ореви собрал на почетокот секој ученик, ако сите исфрлени
ореви се помалку од сите ореви кои им останале?

28. Секој член на фотографската секција треба да направи по една фото-
графија на секој од преостанатите членови на секцијата. Во даден
момент се покажало, дека најмалку половина од членовите направиле
точно половина од фотографиите, најмалку третина од членовите
направиле точно третина од фотографиите и најмалку седмина од
членовите направиле точно седмина од фотографиите. Кој е најмалиот
број членови на фотографската секција?

29. Марија има збирка од минерали која ја чува во 55 кутии, означени
последователно со броевите од 1 до 55. Во секоја кутија има најмногу
5 минерали, а бројот на камењата во секои две кутии означени со
соседни броеви се разликува за 1. Марија пресметале, дека во кутиите
означени со броевите 1, 4, 7, 10, ..., 52 и 55 вкупно има 72 минерали.
Колку најмногу минерали може да има во збирката на Марија?

30. Матео има 21 картичка, на кои се запишани природните броеви од 1
до 21, секој по еднаш.Тој се обидел да ги распредели картичките во 7
групи по 3 картички, така што во секој група најголемиот број е
еднаков на збирот на другите два броја. Докажи дека:
а) Матео не може да ја постигне саканата цел.
б) Може да се одделат три картички, така што преостанатите 18
картички ќе се распределат во 6 групи по 3 картички, така што во
секоја група најголемиот број ќе биде еднаков на збирот на другите
два броја.

31. Десет реклами , , , , , , , , ,A B C D E F G H I J се распоредени на билборд
2 5 како што е прикажано на дијаграмот лево. Секој ден рекламите
ги менуваат места на определен начин, така што промената на местата
првиот ден е прикажана на дијаграмот десно. Кој е најмалиот број
денови по кои рекламите ќе се најдат на почетните места?

A B C D E G A E F B
F G H I J I C J D H
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32. Дадени се 2008 последователни броеви 6, 7, 8, 9, ..., 2012, 2013. Андреј
го заменува секој од броевите со збирот на неговите цифри. Горјан го
заменува секој број на Андреј со збирот на неговите цифри и Филип
го заменува секој број на Горјан со збирот на неговите цифри. Кој од
броевите на Филип се среќава најмногу?

33. Седум пирати поделиле определено количество златници. Делеле така
што секој земал толку златници колку што е збирот на цифрите на
бројот на златниците пред тој да земе. Секој зел точно два пати и на
крајот не останал ниту еден златник. Сите добиле еднаков број злат-
ници, освен капетанот кој добил повеќе златници.
а) Колку златници биле?
б) Колку златници добил капетанот, а по колку секој од другите шест
пирати?
в) Кој бил по ред на земање капетанот?
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3. ПРИНЦИП НА ДИРИХЛЕ

1. Во кутија се наоѓаат 25 жолти, 42 црвени, 50 сини, 78 зелени и 105
бели топчиња. Ако топчињата од кутијата ги извлекуваме без гледа-
ње, колку најмалку топчиња треба да извлечеме за да сме сигурни
дека меѓу извлечените топчиња има најмалку 50 топчиња со иста
боја?

2. Во една кутија се наоѓаат сини, зелени и црвени топчиња. Познато е
дека треба да се извлечат 11 топчиња за да сме сигурни дека меѓу нив
има топчиња од сите три бои. Потребно е да се извлечат 10 топчиња
за да меѓу нив има барем едно зелено топче. За да меѓу извлечените
топчиња има барем едно црвено, треба да се извлечат 8 топчиња. По
колку топчиња од секоја боја има во кутијата?

3. Докажи дека меѓу 26 различни непарни природни броеви кои се
помали од 100 постојат барем два број чиј збир е еднаков на 100.

4. Докажи дека меѓу секои девет различни делители на 10030 може да се
изберат два, чиј производ е точен квадрат.

5. Сите ученици во одделението на Павел собираат албуми со сликчиња.
Секој ученик собрал барем еден албум, а најмногу од сите, 8 албуми,
собрал Павел. Колку најмалку ученици треба да има во одделението
на Павел за да можеме да тврдиме дека има барем 5 ученици кои
собрале днаков број албуми?

6. Една истражувачка лабораторија има специјална (бестежинска) про-
сторија во која предметите лебдат онаму каде што се оставени. Про-
сторијата има форма на квадар со висина 4 m и со основа квадрат со
страна 7 m. Во центарот на основата е поставен носечки столб во
форма на квадар со основа квадрат со страна 1 m и висина 4 m.
а) Во просторијата се расфрлани 16 балони во форма на топки со
дијаметар 10 cm, кои лебдат. Дали мора да постои квадар со рабови 2
m, 3 m и 2 m и ѕидови паралелни на зидовите на просторијата, во кој
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сигурно има делови од 2 различни балони во него?
б) Што ќе се случи кога би биле 17 балони? Дали, во овој случај, мора
да постои квадар со рабови 2 m, 3 m и 2 m и ѕидови паралелни на
зидовите на просторијата, во кој сигурно има делови од 2 различни
балони во него?

7. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем и пет точки
, , , ,A B C D E во првиот квадрант, чии координати се цели броеви. Со
M да го означиме множеството од сите триаголници, чии темиња се
некои од точките , , , ,A B C D E . Докажи дека:
а) плоштината на секој триаголник од множеството M е број од видот

2
n , каде n е цел број;

б) плоштината на барем еден триаголник од множествот M е цел број,
в) плоштината на барем три триаголника од множеството M се цели
броеви.

8. Ќе велиме, дека бројот x на реалната оска (со единечна отсечка 1cm )
е скоро цел број, ако растојанието од x до најблискиот цел број е
најмногу 1 mm . Докажи дека, дека за секои 11 реални броеви постојат
два такви што растојанието меѓу нив е скоро цел број.

9. Кружница со дијаметар 1cm е поделена на неколку лаци и секој лак е
обоен во една од трите бои: сина, жолта и зелена. Потоа лаците се
„исправени“ така, што се добиени отсечки и добиените отсечки се
расфрлени без да се препокриваат на бројната оска (со единечна
отсечка 1cm ). Докажи дека постојат две различни еднобојни точки,
растојанието меѓу кои е цел број сантиметри.

10. Дадено е множеството {1,2,3,...,100}P  . Докажи дека секое негово
множество, кое има барем 51 број, содржи два броја чија разлика е
еднаква на 5.

11. Во внатрешноста на правилен шестаголник со должина на страна
2 cm се дадени 193 точки, меѓу кои нема три колинеарни, а кои се
обоени во 4 бои. Докажи дека постојат три истобојни точки кои се

темиња на триаголник со плоштина помала или еднаква на 23
4 cm .
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12. Нека , , ,a b c d се природни броеви такви што a b c d   и
( )( )( )( )( )( )S a b a c a d b c b d c d       .

а) Докажи дека 3 | S .
б) Докажи дека 4 | S .

13. а) Докажи, дека постојат 2015 природни броја чиј збир е еднаков на
4030, такви што ниту еден од нив не е еднаков на 2015 и збирот на
било кои од овие броеви не е еднаков на 2015.
б) Докажи, дека од секои 2016 природни броеви чиј збир е еднаков на
4030 може да се изберат неколку (или еден) чиј збир е 2015.

14. На располагање имаме 6 бои. Овие бои можеме да ги
мешаме земајќи еднакви количества од една или
повеќе бои. На тој начин добиваме определен број
нови бои. Со вака добиените бои ги боиме полињата
на шаховската табла (секое поле со една боја). Дока-
жи дека постојат најмалку две полиња кои се обоени
со иста боја.

15. Определи го најмалиот природен број k , за кој меѓу секои k при-
родни броја има четири чиј збир е делив со 4.

16. Колку топови може да се постават на шаховската табла, а притоа
ниедни два од нив да не се напаѓаат, а колку така што секои два од
нив да се напаѓаат?

Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

18

12. Нека , , ,a b c d се природни броеви такви што a b c d   и
( )( )( )( )( )( )S a b a c a d b c b d c d       .

а) Докажи дека 3 | S .
б) Докажи дека 4 | S .

13. а) Докажи, дека постојат 2015 природни броја чиј збир е еднаков на
4030, такви што ниту еден од нив не е еднаков на 2015 и збирот на
било кои од овие броеви не е еднаков на 2015.
б) Докажи, дека од секои 2016 природни броеви чиј збир е еднаков на
4030 може да се изберат неколку (или еден) чиј збир е 2015.

14. На располагање имаме 6 бои. Овие бои можеме да ги
мешаме земајќи еднакви количества од една или
повеќе бои. На тој начин добиваме определен број
нови бои. Со вака добиените бои ги боиме полињата
на шаховската табла (секое поле со една боја). Дока-
жи дека постојат најмалку две полиња кои се обоени
со иста боја.

15. Определи го најмалиот природен број k , за кој меѓу секои k при-
родни броја има четири чиј збир е делив со 4.

16. Колку топови може да се постават на шаховската табла, а притоа
ниедни два од нив да не се напаѓаат, а колку така што секои два од
нив да се напаѓаат?
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4. ПРЕБРОЈУВАЊЕ НА БРОЕВИ

1. Колку има трицифрени природни броеви такви што цифрата на стот-
ките е еднаква на збирот на цифрите на десетките и единиците?

2. Книга е отпечатена така што бројот на страната е печатен само на
парните страни {2,4,6,8,10,...} . Последната нумерирана страна имала
отпечатен број 234. Колку непарни цифри се отпечатени при нумери-
рањето на страниците на оваа книга?

3. Филип на таблата ги запишал природните броеви од 1 до 2013. Матео
ги избришал сите броеви кои се деливи со 3, и сите броеви кои се
деливи со 11. Колку броеви останале запишани на таблата?

4. За еден четирицифрен број ќе велиме дека е интересен, ако збирот на
цифрите му е 22, делив е на 11 и во неговиот запис учествува цифрата
2. Определи го бројот на интересните броеви?

5. Определи го бројот на сите 11-цифрени броеви, деливи со 9, кои имаат
вид *2013* 2013* , каде секоја ѕвездичка е цифра (не е задолжително
различните позиции на ѕвездичките да се различни цифри). Во колку од
овие броеви ѕвездичките се заменети само со цифрите 0, 1, 2 или 3?

6. Определи го бројот на петцифрените природни броеви n кај кои
збирот на количникот и остатокот при делење со 100 е делив со 11.

7. Определи го бројот на природните броеви n , кои се помали од 100 и

за кои бројот nn е точен квадрат.

8. Определи го бројот на природните броеви кои се помали од 1000, чија
цифра на единиците е 9 и кои може да се претстават како збир на
степени на броевите 2 и 3.

9. Определи го бројот на петцифрените броеви кои се деливи и со 25 и
со 3 и во чиј запис се употребени само 2 различни цифри.
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10. За природниот број ќе велиме дека е интересен ако цифрата на едини-
ците му е еднаква на производот на сите преостанати цифри. Опреде-
ли го бројот на сите четирицифрени интересни броеви.

11. Определи го најмалиот број трицифрени броеви, запишани со циф-
рите 1, 2 и 3, кои што треба да се изберат така, што за секој трицифрен
број X , запишан со цифрите 1, 2 и 3, постои број од избраните, кој не
се совпаѓа со X во ниту една позиција.

12. Определи го бројот на трицифрените броеви кои може да се запишат
со помош на цифрите 7, 8 и 9.

13. Колку различни трицифрени броеви може да се зпишат со помош на
цифрите:
а) 1, 2, 3, 4, б) 0, 7, 8, 9, в) 1, 2, 3, 4, 5, 6?

14. Определи го бројот на сите четирицифрени броеви кои може да се
запишат со цифрите 7, 8, 9 и 0.

15. Определи го бројот на четирицифрените броеви запишани само со
парни цифри.

16. За еден природен број велиме дека е добар, ако се запишува само со
цифрите 1, 2 и 3, при што во записот секои две соседни цифри се
разликуваат за 1. Определи го бројот на добрите шестцифрени броеви,
на добрите десетцифрени броеви и на добрите 16-цифрени броеви.

17. Определи го бројот на петцифрените броеви во чиј запис барем една
од цифрите е парна.

18. Определи го бројот на трицифрените броеви во чиј запис има барем
една парна и барем една непарна цифра. (Нулата е парна цифра.)

19. Бројот 3720147410273 е тринаесетцифрен и ги има следниве својства:
1) Има четири последователни цифри кои го формираат бројот 2014.
2) Ако му ги запишеме цифрите во обратен редослед, ќе го добиеме

истиот број.
Определи го бројот на сите вакви тринаесетцифрени броеви.
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20. Колку различни двоцифрени броеви може да се запишат со цифрите 1,
3, 5, 7 и 9, ако секоја од цифрите учествува во записот точно еднаш?

21. Колку различни двоцифрени броеви може да се запишат о цифрите 0,
1, 2, 3, ако цифрите 0, 1, 2 учествуваат не повеќе од еднаш, а цифрата
3 не повеќе од два пати?

22. Сите букви во равенството ( )( )( ) 315a b c d e f    треба да се заме-
нат со различни броеви од 1 до 6 така што равенството ќе биде точно.
На колку начини ова може да се направи?

23. Определи го бројот на трицифрените броеви кај кои барем една цифра
е поголема од 6.

24. На колку начини можеме да избереме два различни броја меѓу првите
2023 природни броја така што нивниот збир ќе биде парен број?

25. Определи го бројот на петцифрените броеви abcde такви што
b a c  и d c e  .

26. Еден сеф се отвара со трицифрен број, во кој секоја од цифрите 1, 3 и
5 се користи точно по еднаш. Колку проби се потребни, за да со си-
гурност го отвориме сефот?

27. Шифрата на еден сеф е трицифрен број, во чиј запис учествуваат само
непарни цифри. Дамјан успел да го отвори сефот со последниот мо-
жен обид. Колку неуспешни обиди направил Дамјан?

28. Колку различни четирицифрени броеви може да се запишат со помош
на цифрите 1, 2, 3, 4, ако секоја од цифрите учествува во записот на
бројот точно еднаш?

29. Еден сеф се заклучува и се отклучува со помош на код кој е низа од
шест цифри. На колку начини може да се избере кодот, ако сите
цифри во низата се различни?

30. Колку различни петцифрени броеви без да се повторуваат цифрите
може да се запишат со цифрите 0, 2, 4, 5 и 6?
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31. Определи го бројот на петцифрените броеви чии цифри се различни и:
а) кои се деливи со 10,
б) збирот на првата и последната цифра е 8?

32. Колку различни петцифрени броеви, кај кои цифрите не се повтору-
ваат, може да се запишат со цифрите 1, 2, 3, 4, 5 така што:
а) парните цифри се една до друга,
б) парните цифри не се една до друга?

33. Определи го бројот на шестцифрените природни броеви деливи со 5,
кои се запишуваат само со цифрите 1, 2, 3, 4, 5 и 6 (цифрите не се
повторуваат), при што цифрите 1 и 2 не смее да се една до друга?

34. Колку различни природни броеви може да се запишат со цифрите 6, 7,
8, 9 и 0, ако во записот на броевите цифрите учествуваат најмногу по
еднаш?

35. Пабло ги подредува по големина броевите, кои се запишуваат само со
цифрите 0, 1, 2 и 3. Така ја добил следнава низа

0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33, 100, ...
На кое место е запишан бројот 2013?

36. Четирицифрените броеви чиј збир на цифри е 7 се наредени по голе-
мина. На кое место е бројот 2014?

37. Определи го бројот на трицифрените броеви кои се запишани со
меѓусебно различни цифри од множеството {0,1,2,3,4,5} и кои се
деливи со 5?

38. Определи го бројот на четирицифрените броеви кои се деливи со 5 и
се запишани со различни цифри.

39. Определи го бројот на трицифрените броеви кои се поголеми од 777,
во чиј запис не учествуваат цифрите 0, 1, 2, 3 и 4.

40. Определи го бројот на природните броеви од 555 до 9999 кои се
запишани само со цифрите 0, 1, 3, 5, 7, при што секоја цифра во
записот на еден број може да учествува најмногу еднаш.
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41. Колку различни петцифрени броеви, кои се поголеми од 30000, може
да се запишат со цифрите 2, 3, 4, 5, ако цифрите 3, 4, 5 учествуваат во
записот на секој број по еднаш, а цифрата 2 учествува два пати?

42. Бројот 816239745 ги има следниве својства:
а) секоја цифра од 1 до 9 се среќава точно еднаш,
б) ако ги избришеме цифрите 6, 7, 8, 9 се добива врјот 12345,
в) ако ги избришеме цифрите 7, 8, 9 не се добива бројот 123456.
Определи го бројот на сите деветцифрени броеви, кои ги имаат свој-
ствата а), б) и в).

43. Определи го бројот на седумцифрените природни броеви такви што
во нивниот запис цифрата 4 се појавува точно три пати, а преостана-
тите цифри се меѓусебно различни.

44. Определи го бројот на четирицифрените броеви abcd такви што
трицифрениот број abc е делив со 4,  трицифрениот број bcd е делив
со 3.

45. Определи го бројот на делителите на бројот:
а) 330, б) 450.

46. Колку од делителите на 8 8 8 8 8 8 8 82 3 5 7 11 13 17 19N         имаат
точно по 8 делители.

47. За еден број велиме дека е значаен ако ги има следниве својства:
- делив е со 30,
- има точно 3 прости делители и
- има точно 300 делители.
Определи го бројот на значајните броеви.

48. Определи го бројот на сите подредени тројки ( , , )a b c природни бро-
еви, за кои е исполнето равенството 9000abc  .

49. Определи го бројот на сите подредени четворки ( , , , )a b c d од цели
броеви такви што 15000abcd  .



Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

24

50. На колку различни начини може да се изберат природните броеви

( , , )a b c така што ќе важи 4 2 54000a b c  ?

51. Матео се игра со броеви изработени од дрво. Тој има два броја 1,
седум броја 2 и еден број 3. Сака да ги нареди еден до друг така што
броевите 1 и 3 не се соседни. Колку различни десетцифрени броеви
може да добие на овој начин?

52. За секоја нескратлива дропка p
q од интервалот (0,1) со ( , )M p q pq

го означуваме производот на броителот и именителот на дропката.
Определи го бројот на таквите дропки за кои важи ( , ) 25!M p q  .

53. Определи го бројот на сите трицифрени броеви, кои може да се
запишат со цифрите 5, 6 и 7, но така што цифрата 5 не смее да стои
непосредно по цифрата 6.

54. За еден трицифрен број ќе велиме дека е шарен, ако е запишан со
различни цифри. Кој е најмалиот потребен број различни шарени
броеви за да сме сигурни дека некој од нив е делив со 3?

55. Определи го бројот на петцифрените броеви кои се деливи со три и се
запишани со различни цифри.

56. Нека 3n  е природен број. Нека A е бројот на n  цифрените
броеви, кои се деливи со 3, но не се деливи со 10. Нека B е бројот на
n  цифрените броеви, кои се деливи со 4. Определи кој од броевите
A и B е поголем.

57. Нека 3n  е природен број. Со A да го означиме бројот на n 
цифрените броеви кои се деливи со 3, но не се деливи со 10, а со B
бројот на n  цифрените броеви, кои се деливи барем со еден од
броевите 5 и 7. Докажи дека B A .

58. На колку начини може да се подредат броевите 1, 2, 3, ..., 10 во низа

1 2 10, ,...,a a a така што ниту еден од броевите 1 1 2 1 2 3, , ,...,a a a a a a  

1 2 10...a a a   да не е делив со 3.
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5. ПРЕБРОЈУВАЊЕ НА ГЕОМЕТРИСКИ ФИГУРИ

1. Дадени се шест различни точки. Колку отсечки се определени со овие
точки?

2. Дваесет и една точка се распоредени како на
цртежот десно. Определи го бројот на отсечки
кои поврзуваат некои две од овие точки, но не
содржат ниту една од другите точки.

3. Дадени се пет точки такви, што меѓу нив нема три колинеарни. Опре-
дели го бројот на триаголниците чии темиња се во дадените точки?

4. Дадени се 6 точки меѓу кои нема три колинерани точки. Колку
а) отсечки,
б) триаголници
се определени со овие точки?

5. На права p се дадени три точки и се дадени уште три неколинеарни
точки кои не припаѓаат на правата p . Колку отсечки и колку нај-
многу прави се определени до овие точки?

6. Во рамнината се дадени 8 точки, меѓу кои точно четири тројки точки
се колинеарни. Колку прави определуваат овие точки?

7. На страните AC и BC на триаголникот ABC избери по 9 внатрешни
точки и поврзија секоја од нив со спротивното теме. Колку триаголни-
ци има на добиениот цртеж?

8. На страните AC и BC на триаголникот ABC избери по n внатрешни
точки и секоја од нив поврзи ја со спротивното теме. Колку триагол-
ници има на добиениот цртеж?

9. На секоја страна на квадрат се земени по 5 точки. Ниту една од
точките не е теме на квадрат. Определи го бројот на триаголниците
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чии темиња се дадените точки.

10. Правилна шестстрана призма има основен раб со должина 1cm и
висина со должина 2 cm . Определи го бројот на триаголниците чии
темиња се воедно и темиња на призмата, а сите страни се со различни
должини.

11. Квадрат со страна 4 cm е поделен на 16 квадрати со
страна 1cm , како на цртежот.
а) Колку квадрати има на цртежот?
б) Пресметај го збирот на периметрите на сите тие квадрати.

12. Колкав дел од сите правоаголници прикажани на
цртежот десно се квадрати.

13. Точките од две спротивни темиња на квадрат, формиран од 16 точки
се избришани. Колку различни квадрати може да се формираат од
некои 4 од преостанатите 14 точки?

14. Половината од полињата на таблата 8 8 се
обоени (цртеж десно). Колкав е вкупниот број
на квадрати со димензии 2 2 , 4 4 и 6 6 ,
кај кои точно половината полиња се обоени?

15. Определи колку правоаголници има на цртежот
десно. (Квадратот е правоаголник.)

16. Даден е рамностран триаголник ABC , кај кој точките
,D E и F се средини на неговите страни. Определи го

бројот на сите триаголници чии темиња се точките
, , , ,A B C D E и F .
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17. Рамностран триаголник ABC е поделен на 16
еднакви рамнострани триаголници (цртеж дес-
но). Збирот на плоштините на сите триагол-
ници прикажани на цртежот е еднаков на

287 cm . Определи ја плоштината на ABC .

18. Докажи, дека бројот на триаголниците со периметар 2009, чии дол-
жини на страни се природни броеви, е еднаков на бројот на триагол-
ниците со периметар 2012, чии должини на страни се природни бро-
еви.

19. На долните цртежи е прикажана низа од три фигури. На секоја фигура
се означени по неколку точки, на пример на првата фигура се озна-
чени 5 точки, на втората 13 точки итн. Ако според истото правило се
продолжи оваа низа фигури, колку точки ќе бидат означени на дваесет
и третата фигура во оваа низа?

20. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгледа
следната фигура во оваа низа? Кој е илјадитиот член во оваа низа?
Како може да се запише n  тиот член на оваа низа?

21. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгледа
следната фигура во оваа низа? Кој е
стотиот член во оваа низа? Како може
да се запише n  тиот член на оваа низа?

22. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
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17. Рамностран триаголник ABC е поделен на 16
еднакви рамнострани триаголници (цртеж дес-
но). Збирот на плоштините на сите триагол-
ници прикажани на цртежот е еднаков на

287 cm . Определи ја плоштината на ABC .

18. Докажи, дека бројот на триаголниците со периметар 2009, чии дол-
жини на страни се природни броеви, е еднаков на бројот на триагол-
ниците со периметар 2012, чии должини на страни се природни бро-
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22. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
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ред определено правило. Како изгле-да следната фигура во оваа низа?
Како може да се запише n  тиот член на оваа низа?

23. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгле-
да следната фигура во оваа низа? Ка-
ко може да се запише n  тиот член
на оваа низа?

24. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Кој е след-
ниот член во оваа низа? Како може
да се запише n  тиот член на оваа
низа?

25. Во квадратна мрежа со страна на најмалото квадратче 1cm е поставен

правоаголник со плоштина 2384 cm така што неговите страни лежат
на линиите на мрежата, а темињата му се во пресечните точки (јазли-
те) на хоризонталните и вертикалните линии на мрежата.
а) Низ колку јазли на мрежата најмногу може да помине дијагоналата
на правоаголникот? Колку различни правоаголници може да го ис-
полнат овој услов?
б) Низ колку јазли на мрежата најмалку може да помине дијагоналата
на правоаголникот ако страните му се подолги од 5 cm ?
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6. ДРУГИ ЗАДАЧИ СО ПРЕБРОЈУВАЊЕ

1. Колку различни решенија има следниот броен ребус (на исти букви
соодветствуваат исти цифри, а на различни букви различни цифри):

ABBCB

BCADA

DBDDD



2. Еден тест е составен од шест прашања, кои соодветно се оценуваат со
1, 2, 3, 4, 5 и 6 поени. За точен одговор на дадено прашање на резул-
татот се додава соодветниот број поени, а за погрешен одговор од
резултатот се одзема истиот тој број поени. Колку различни резултати
може да се добијат при решавање на овој тест?

3. Три града ,A B и C се рас-
поредени како што е при-
кажано на цртежот десно.
Меѓу градовите A и C не-
ма директен пат, па така од
A во C се стигнува преку
B . На цртежот десно се да-
дени патиштата меѓу A и B , како и патиштата меѓу B и C . На колку
различни начини може да се стигне од градот A во градот C ?

4. Од планинарскиот дом A до планинарскиот дом B може да се стигне
по 4 патеки, а од планинарскиот дом B до врвот C може да се стигне
по 3 патеки. На колку начини може од планинарскиот дом A преку
планинарскиот дом B да се стигне до врвот C .

5. Во една сала има 8 прозорци. На колку начини можеме да ги отвориме
прозорците во оваа сала, ако не сакаме ниту сите прозорци да се исто-
времено сите отворени, ниту да се истовремено сите затворени?
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6. Жаба со скокови во десно и
кон горе се движи по поли-
њата прикажани на цртежот
десно, од полето A до по-
лето B . На колку начини
може во овие полиња да се
запишат броевите од 1 до 30
(по еден број во секое поле)
така што жабата при секој
скок преминува во поле во
кое е запишан поголем
број?

7. Од 10 различни цветови треба да се направи букет во кој имаме барем
два цвета. На колку начини може тоа да се направи?

8. Од девет вида чоколади треба да се направат пакети со по четири чо-
колади, при што во пакетите може да има и исти чоколади. Колку
најмногу различни пакети може да се направат.

9. Консултантска фирма има пет ката. Фирмата набавила шест различни
пакети канцелариски материјал. На колку начини може да се распре-
дели канцеларискиот материјал по катови? Колкав е бројот на распо-
редувањата, ако на петтиот кат се достават најмалку два пакети кан-
целариски материјал?

10. Во ризницата на седумте џуџиња има скапоцени камења и тоа рубини,
сафири, аметисти и дијаманти, од секој вид повеќе од 2500 камења.
Снежана сака да нареди 2023 од овие скапоцени камења во низа, така
што нема да стави сафир до рубин и аметист до дијамант. Колку раз-
лични низи може да направи Снежана?

11. Во ризницата на Снежана и седумте џуџиња има по илјада и петсто-
тини рубини, сафири, смарагди и дијаманти. Снежана сака да нареди
2023 од овие скапоцени камења во низа, така што да нема два исти
скапоцени камења еден до друг. Колку различни низи може да нареди
Снежана?
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12. На колку различни начини 5 задачи може да се распределени за реша-
вање меѓу 3 ученици така, што секој ученик да добие барем една за-
дача.

13. Насте, Мирослав, Бранко, Дамјан, Иванка и Ана купиле билети за
кино за првите шест седишта во седмиот ред. Иванка и Ана сакаат да
седат еден до друг. На колку начини шесте деца може да седнат таа
што ќе биде исполнета желбата на Иванка и Ана?

14. Во театар отишле две девојчиња и три момчиња и купиле 5 карти така
што ќе седат во ист ред еден до друг. На колку начини тие може да
седнат на петте седишта така што девојчињата ќе седат едно до друго?

15. Учениците од едно шесто одделение во петок имаат четири часа:
македонски јазик, природни науки и два часа математика, кои треба
да се еден по друг. На колку различни начини може да се направи
распоредот на часовите за тој ден?

16. Учениците од едно осмо одделение во среда имаат пет часа: мате-
матика, историја, англиски јазик, физика и физичко вопситување. На
колку начини може да се состави распоредот на часовите за тој ден,
ако математика и англиски јазик треба да се еден до друг, а физичкото
воспитување треба да е средниот час?

17. Четири кафези во зоолошката градина се наредени во еден ред. На
колку начини во нив може да се сместат волк, лисица, мечка и лав, ако
во секој кафез се става точно по едно животно и не смее кафезите на
волкот и лисицата да се еден до друг?

18. На колку различни начини можат да се наредат во еден ред 6 коцки
обоени во различни бои?

19. Во едно одделение има 25 ученици. На колку начини може да се избе-
ре одделенско раководство составено од претседател, секретар и бла-
гајник.

20. Во еден ред со 10 столици треба да седнат 5 момчиња и 5 девојчиња,
но така што две лица од ист пол да не седат едно до друго. На колку



Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

32

начини може да седнат момчињата и девојчињата?

21. На полица треба да се распоредат девет различни книги означени со
броевите од 1 до 9. На колку начини тоа може да се направи така што:
а) книгите 1 и 2 се една до друга,
б) книгите 1 и 2 не се една до друга?

22. Осум последователни тома од еден автор треба да се наредат еден до
друг на една полица во библиотеката.
а) На колку начини може да се наредат книгите на полицата?
б) На колку начини може да се наредат книгите, ако првиот том е на
првото место, а осмиот том е на осмото место?
в) На колку начини може да се наредат книгите, ако првиот и вториот
том се на двата краја?
г) На колку начини може да се наредат книгите така што првиот и
вториот том не се еден до друг?

23. Во едно одделение има 12 девојчиња. Три од нив се викаат Ана. Де-
војчињата решиле да направат заедничка фотографија, распореду-
вајќи се во редица, но така што трите Ани да се една до друга. На
колку начини може да се распоредат за фотографирање?

24. На натпреварот по математика биле прогласени прваците во петто,
шесто, седмо, осмо и деветто одделение (по еден ученик од секое
одделение). По прогласувањето, петте ученици меѓусебно си чести-
тале ракувајќи се секој со секого. На сите ученици им честитале и два
претставника на жирито кои се ракувале со секој ученик. Колку раку-
вања имало вкупно?

25. На отворањето на Јуниорската Балканска Математичка Олимпијада е
предвидено да се обратат претставникот на: училиштето-домаќин,
градот домаќин, Министерството за образование и наука и Претседа-
телот оа Организациониот одбор. На колку начини може да се состави
протоколот на отварањето, земајќи ги во предвид сите можни редо-
следи на говорниците?

26. Ана, Бојан, Влатко и Горјан тргнале на излет. Тие купиле 1 шише сок
од портокал, 2 шишиња сок од јаболко, 2 шишиња сок од кајсија и 3
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шишиња минерална вода. На колку различни начини тие може да ги
распределат шишињата така што секое дете ќе носи по две шишиња?

27. Во едно училиште има 7 професорки и 5 професори. На колку начини
може да се избере петчлен Организационен одбор за прослава на
патрониот празник, ако во него треба да има 3 жени и 2 мажи?

28. Во паричникот Горјан има шест монети и тоа од: 5 центи, 10 центи, 20
центи, 50 центи, 1 евро и 2 евра. Од паричникот истовремено без
гледање се земаат три монети. На колку различни начини може да се
извлечат монетите така што нивната вкупна вредност ќе биде пого-
лема од 85 центи?

29. На училишниот тениски турнир победникот како награда треба да
добие четири тениски рекети. На колку начини може да се одбере на-
градата ако организаторот има на располагање по еден рекет од десет
различни производители?

30. Професорите А, Б, В и Г се во комисија, која треба да го испита
ученикот Д. Тие треба да седнат на четири столици кои се во еден ред.
Копретседателите на комисијата А и Б треба да седат еден до друг, а
професорот В, кој е одделенски раководител на ученикот Д треба да
седи до нив. На колку начини може да седнат членовите на комисијата
на четирите столици?

31. По завршувањето на учебната година секој од учениците на едно
одделение се ракувал точно по еднаш со сите останати ученици во
одделението. Определи го збирот на цифрите на бројот на учениците
во одделението, ако имало вкупно 300 ракувања.

32. Од секое од четири одделенија (од шесто до деветто) за учество во
организација на државниот натпревар по математика се избрани по
три ученици. На колку начини учениците може да состават група од
пет дежурни ученици во која мора да има претставници од секое
одделение?

33. Зборот ФЕСТИВАЛОТ е десетцифрен број делив со 36, во кој раз-
лични букви соодветствуваат на различни цифри, а исти букви на исти
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цифри. Колку решенија има овој ребус?

34. Во група се наоѓаат 6 велешани, 6 прилепчани и 6 битолчани. На
колку начини тие може да се поделат во:
а) 6 групи од по 3 луѓе така што во секоја група се наоѓа по еден
велешанец, еден прилепчанец и еден битолчанец?
б) 3 групи од по 6 луѓе така што во секоја група има по двајца веле-
шани, двајца прилепчани и двајца битолчани?

35. На еден собир учествуваат 12 велешани, 8 прилепчани и 2 битолчани.
Треба да се состави петчлено раководство во кое ќе има барем по еден
член од секој од трите градови, но не смее да има три члена од еден
ист град. На колку начини може да се избере раководството?

36. Имаме доволно бели, зелени и сини мониста. Колку различни ѓерда-
ни од по пет мониста можеме да направиме? (Два ѓердани се еднакви,
ако едниот од другиот се добива со вртење и/или превртување.)

37. На колку начини можеме да ги наредиме 4 момчиња и 8 девојчиња
едно зад друго така што секое момче да е меѓу две девојчиња?

38. Група ученици е облечена во маици од три бои. Два ученика имаат
сини маици, 6 ученици имаат зелени маици и 8 ученици имаат жолти
маици. На колку начини учениците може да се наредат во еден ред
земајќи ги предвид само боите на маиците.

39. На колку начини буквите на зборот ТОПОЛОГ може да се разместат
така што никогаш две исти букви не се една до друга?

40. На колку различни начини на шаховска 8 8 табла
може да се изберат едно бело и едно црно поле така
што тие нема да се наоѓаат во ист ред и иста ко-
лона?

41. На колку начини различно обоени крал и кралица да ги поставиме на
шаховската табла и на колку од добиените позиции кралицата ќе го
напаѓа кралот?
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39. На колку начини буквите на зборот ТОПОЛОГ може да се разместат
така што никогаш две исти букви не се една до друга?

40. На колку различни начини на шаховска 8 8 табла
може да се изберат едно бело и едно црно поле така
што тие нема да се наоѓаат во ист ред и иста ко-
лона?

41. На колку начини различно обоени крал и кралица да ги поставиме на
шаховската табла и на колку од добиените позиции кралицата ќе го
напаѓа кралот?



Други задачи со пребројување

35

42. Фигурата  прикажана на цртежот десно
треба да стигне во полето во кое се наоѓа зна-
кот *. Во секој чекор фигурата се преместува
во поле во долниот ред, кое со полето во кое
во тој момент е фигурата има заедничка стра-
на или теме. На колку различни начини фигу-
рата  може да стигне во полето во кое се наоѓа знакот *?

43. Еден шеф пишува секој ден 8 писма и ги нумерира редоследно со
броевите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Кога ќе напише писмо тој го става најгоре
во една кутија. Ако неговата секретарка е слободна, таа го зема нај-
горното писмо од кутијата и го отчукува. Понекогаш секретарката
успева да го отчука писмото пред шефот да го стави следното, а поне-
когаш тој успева да стави едно или повеќе писма пред тоа време. Се-
кретарката секогаш успева да ги отчука сите писма до крајот на
работниот ден.
За една пермутација на броевите од 1 до 8 ќе велиме дека е печатна,
ако е можно писмата да бидат отчукани во тој редослед. Определи го
бројот на сите печатни пермутации.

44. Фигура се наоѓа на крајното лево долно поле на табла
со димензии 9 9 . Во секој потег фигурата се поме-
стува за едно поле нагоре или за едно поле нагоре и
два во десно, како што е прикажано на цртежот. На колку различни
начини можеме фигурата со низа од осум потези да ја преместиме во
горниот ред на таблата?

45. Фигура се наоѓа на средното поле на 7 7 табла. Во
секој потег фигурата се поместува за едно поле кон
горе или горе-лево или горе-десно (цртеж десно). На
колку различни начини со низа од шест потези фигу-
рата може да се премести во најгорниот ред на таблата?

46. На колку начини може да се изберат 5 тули од даден ѕид така, што е
избрана по една тула од секој ред и тулите од секои два последовател-
ни реда да имаат заедничка отсечка?

47. Под тримино xyz подразбираме правоаголник 3 1 во чии единечни
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квадрати се запишани во овој редослед цифрите 3, 3, 3x y z   (ме-
ѓу цифрите , ,x y z може да има еднакви). Притоа триминото xyz сме-
таме дека е еднакво на триминото zyx . Во еден комплет тримина нема
еднакви.
а) Кој е најголемиот можен број тримина во еден комплет?
б) Колку најмногу тримина од еден комплет можеме да наредиме во
еден ред, ако по триминото од видот abc може да се постави само
тримино од видот bcd (меѓу цифрите , , ,a b c d може да има еднакви).

48. Од стапчиња се должина 1 се изработуваат
коцки. За коцка 1 1 1  се потребни 12 стап-
чиња. За да оваа коцка ја дополниме до коцка
2 2 2  дополнително се потребни 42 стапчи-
ња (цртеж десно). Колку дополнителни стапчи-
ња се потребни за да коцка 8 8 8  се дополни
до коцка 9 9 9  .

49. На колку начини може да се распоредат 10 луѓе околу тркалезна маса,
при што два распореди се сметаат за различни, ако барем еден од
соседите на најмалку еден од луѓето е различен?

50. Во почетокот (0,0) на правоаголен координатен сис-
тем се наоѓа жаба. Секоја секунда таа скока на расто-
јание 1 или нагоре или надесно. Жабата не може да
скокне во точка со две непарни координати. На колку
различни начини жабата може да стигне до точката (6,14)?

51. Некои полиња во таблата прикажана на цртежот
десно се минирани. Секој запишан број го пока-
жува бројот на полињата во кои има мини, со-
седни на полето во кое е запишан бројот. Во по-
лињата во кои се запишани броевите нема мини.
(Соседни се полиња кои имаат барем едно заедничко теме.) На колку
начини може да се распоредат мините во табелата?

52. Даден е правоаголник 2 2011 со
темиња во квадратна мраежа (цр-
теж десно). Да се определи бројот на
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патиштата со почеток во A и крај во B , кои минуваат по линиите на
мрежата со чекори само нагоре или надесно и кои не ја сечат правата
l по излегувањето од темето A .

53. Даден е координатен систем. Горјан сака да оди од точката (0,0) до
точката (5,1) така што ќе помине низ сите точки од множеството

{( , ) | 1,2 и  1,2,3,4,5}S i j i j   . Во секој чекор Горјан се придвижува
од една точка на множеството S до друга точка на множеството S по
отсечка која ги поврзува. На колку начини Горјан може да се
придвижи од точката (0,0) до точката (5,1) така што патот да не се
самопрескува? (На цртежот десно е прикажан еден од можните
начини.)

54. Околу тркалезна маса седнале 12 деца. Тие сакаат да се поделат во
парови, така што кога децата од секој пар се ракуваат да нема вкрсту-
вање на рацете на масата. На колку начини тоа може да се направи?

55. Определи го бројот на сите 2010 низи составени од буквите , ,a b c во
кои барем една од буквите се јавува непарен број пати.
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7. ЗАДАЧИ СО ТУРНИРИ

1. На еден шаховски турнир вкупно се освоени
45 поени. Колку натпреварувачи учеству-
вале на турнирот ако секој натпреварувач
одиграл по една партија со секој друг нат-
преварувач? (Во шахот за победа се добива 1
поен, за пораз 0 поени и за нерешен резултат секој натпреварувач
добива по 0,5 поени.)

2. На шаховски турнир биле одиграни вкупно 130 партии. Секој шахист
играл со секој друг шахист по една партија, но два шахиста го
напуштиле турнирот откако секој од нив одиграл по пет партии.
Колку шахисти учествувале на турнирот?

3. Петмина пријатели, Андреј, Бојан, Васил, Горјан и Дамјан направиле
турнир во пинг-понг. Секои двајца играле точно по еден меч со секои
двајца од преостанатите. Секој меч завршил со победник. Се пока-
жало, дека Андреј загубил 12 меча, а Бојан загубил 6 меча. Во колку
меча победил секој играч?

4. На еден фудбалски турнир учествувале 5 екипи, при што секоја екипа
одиграла по еден натпревар со секоја друга екипа. Двете најдобро
пласирани екипи вкупно освоиле 20 бодови, а двете најслабо пласи-
рани екипи вкупно освоиле 2 бода. Колку бодови освоила третопла-
сираната екипа?
(Во фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз не се добиваат
бодови и за нерешен резултат двете екипи добиваат по еден бод.)

5. На еден фудбалски турнир учествувале 7 екипи, секоја од кои оди-
грала точно по еден натпревар со секоја друга екипа. Сите екипи заед-
но освоиле 53 бодови. Колку натпревари завршиле нерешено? (Во
фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за нерешен
резултат двете екипи добиваат по еден бод.)

6. На еден фудбалски турнир учествувале 5 екипи, секоја од кои оди-
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грала точно по еден натпревар со секоја друга екипа. На крајот на
турнирот екипите освоиле соодветно 7, 6, 5, 4 и 3 бодови. Определи
како завршил натпреварот меѓу втората и петтата пласирана екипа?
(Во фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за
нерешен резултат двете екипи добиваат по еден бод.)

7. Во едно фудбалско првенство се натпреварувале 15 екипи. Во есен-
скиот дел од првенството секоја екипа одиграла по еден натпревар со
секоја друга екипа. За победа се добиваат 3 бода, за нерешен резултат
секоја екипа добива по 1 бод, а за пораз 0 бодови. На крајот се пока-
жало дека имало 30 нерешени натпревари и дека двете најдобро пла-
сирани екипи освоиле вкупно една петтина од сите бодови. Дали е
можно овие две екипи да освоиле еднаков број бодови?

8. На фудбалски турнир учествувале 10 екипи при што секоја екипа
одиграла по еден натпревар со секоја друга екипа. За победа се доби-
ваат по 3 бода, за пораз 0 бодови, а при нерешен резултат секоја екипа
добива по 1 бод. На крајот е пресметан бројот на бодовите за секоја
екипа. Со M да го означиме најголемиот од овие броеви, а со m нај-
малиот од овоие броеви.
а) Ако збирот на бодовите кои ги освоиле сите екипи е еднаков на 98,
која е најголемата можна вредност за M ?
б) Ако збирот на бодовите кои ги освоиле сите екипи е еднаков на 98
и 19M  , кои вредности може да ги има бројот m ?

9. Победник на одбојкашки натпревар е екипата која прва ќе освои 3
сета. Ако конечниот резултат во сетови е 3:0 или 3:1, победникот
освојува 3 бода, а поразениот 0 бодови. Ако конечниот резултат е 3:2
победникот освојува 2 бода, а победениот 1 бод.
На еден одбојкашки турнир учествувале екипите , ,A B C и D . Секоја
екипа со секоја друга екипа изиграла по еден натпревар. Откако биле
одиграни сите натпревари добиена е следнава табела:

Екипа Бодови Освоени сетови Загубени сетови
A 9 9 1
B 5 7 6
C 2 4 8
D 2 4 9

Определи ги резултатите на одиграните натпревари.
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10. На музички натпревар повеќечлено жири го оценува настапот на три
ученички: Ана, Ема и Саветка. Секој член на жирито ги рангира
ученичките од прво до трето место и за прво место доделува a

бодови, за второ место b бодови и за трето место c бодови. Притоа,
, ,a b c се однапред определени природни броеви за кои важи a b c  .

Потоа сите бодови добиени од жирито ги собрале и Ана освоила 17
бодови, Саветка освоила 10 бодови и Ема освоила 8 бодови. Определи
како секој член на жирито ги оценил девојчињата.

11. На еден математички турнир 30 ученици решавале 16 задачи. За
секоја задача треба да се даде нумерички одговор. Секој одговор носи
10 поени, ако се даде во рок од една минута, или 5 поени ако се даде
за подолго време. Грешен одговор носи 0 поени.
По турнирот се покажало дека повеќе од половината од сите од-
говори се точни и се дадени во текот на една минута. Бројот на греш-
ните одговори е еднаков на бројот на точните одговори, дадени за
време подолго од една минута.
Докажи дека двајца од натпреварувачите освоиле еднаков број поени.
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8. БОЕЊЕ И ПОКРИВАЊЕ

1. Секој елемент на множеството {5,6,7,...,74,75}A  е обоен според
следново правило: ако некој елемент од A е обоен во некоја боја,
тогаш и секој негов делител, кој е од A , е обоен во истата боја. Кој е
најголемиот број бои кои може да се употребат при вакво боење?

2. Во рамнината се дадени 90 точки такви што меѓу нив нема три коли-
неарни точки. Докажи дека може да се повлечат 2023 отсечки чии
крајни точки се дадените точки, а притоа да не се нацрта триаголник
со темиња во дадените точки.

3. Ѕидовите на дрвена коцка со раб 3n  , каде n , се обоени црвено.

Потоа коцката е расечена на 3n коцки со раб 1. Од добиените коцки
A имаат по три црвени ѕида, B имаат по два црвени ѕида, C имаат
по еден црвен ѕид и D немаат црвени ѕидови. Определи кои од
равенствата , , , , ,A B A C A D B C B D C D      се можни и колку
е n , кога соодветното равенство е исполнето.

4. Нека 3n  . На кружница редоследно се запишани броевите 1,2,...,n .
Овие броеви се обоени во 10 различни бои, така што секој број е обо-
ен во една боја и секоја боја е употребена барем еднаш. Секои два
соседни броја на кружницата се обоени во различни бои (броевите 1 и
n ги сметаме соседни). Определи го најмалиот n за кој е можно сите
броеви да се обојат на овој начин така што збировите на броевите
обоени во иста боја се еднакви.

5. Разгледуваме бесконечна квадратна мрежа составена од единечни
квадрати. Некои полиња на мрежата се обоени во црно, а преостана-
тите се бели, при што секој правоаголник 2 3 (или 3 2 ) составен од
6 полиња, содржи точно 2 црни полиња. Колку црни полиња може да
има во правоаголник 9 11 ?

6. Квадрат е поделен на 16 еднакви квадратчиња. Филип треба да ги
обои овие квадратчиња во четири различни бои, така што во секој ред
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и во секоја колона да има квадратче од сите бои. На колку начини
може тоа да го направи?

7. Квадрат со димензии 18 18 е поделен на 18 18 324  единечни квад-
рати. Секој единечен квадрат треба да го обоиме во една од трите бои:
жолта, сина и црвена. На колку начини тоа може да се направи, така
што било кои три последователни квадрати во секој ред и било кои
три последователни квадрати во секоја колона се обоени во различни
бои?

8. Осум тримино плочки од видот се по-
ставуваат на 5 5 таблата прикажана на цр-
тежот десно така што секоја плочка покрива
по три полиња, а плочките не се преклопу-
ваат. Притоа едно поле останува непокриено.
Определи го збирот на броевите на сите поли-
ња кои може да останат непокриени.

9. Квадрат 2 2 од кое е отстрането едно поле се нарекува Г  тримино.
Од четвртиот ред на 7 7 квадрат се отстранети дел од полињата.
Остатокот од квадратот е покриен со Г  тримина. Определи го
бројот и местата на отстранетите полиња.

10. Дадени се 10 хоризонтални и 10 вертикални прави, такви што расто-
јанието меѓу секои две соседни прави е 1. Определи го најмалиот број
k таков, што при секое боење на k хоризонтални и k вертикални
прави постои квадрат чии страни се на обоените прави.

11. Полињата на табла со 25 редови и 125 колони се обоени наизменично
црно и бело (како полињата на шаховската табла), и на неа се поста-
вуваат фигури скокачи кои напаѓаат според следниве правила. Скока-
чот кој се наоѓа на бело поле ги напаѓа сите бели полиња во истиот
ред и сите црни полиња во истата колона, а скокачот кој се наоѓа на
црно поле ги напаѓа сите црни полиња во истиот ред и сите бели
полиња во истата колона (дури и ако меѓу нив се наоѓа друга фигура).
Определи го најголемиот можен број скокачи кои може да се постават
на таблата така што тие меѓусебно нема да се напаѓаат.
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9. ИГРИ И СТРАТЕГИИ

1. Располагаме со квадратен лист и ножици. Во секој чекор е дозволено
да земеме парче хартија и да го пресечеме по права линија на два де-
ла. Да се определи најмалиот број чекори (сечења), кои се потребни за
да се добијат 100 шеснаесетаголници.

2. Располагаме со табла на која има 10 жолти, 20 црвени, 40 зелени, 80
сини и x црни прекинувачи. Во еден чекор имаме право да притис-
неме неколку (барем два) прекинувачи, при што меѓу притиснатите
прекинувачи нема два еднобојни. Треба во неколку чекори да го при-
тиснеме точно по еднаш секој прекинувач. За кои вредности на x тоа
е можно?

3. Во неколку кутии произволно се распределени 16 топчиња. Дозволена
е следнава операција: земаме две кутии и од таа, во која има повеќе
топчиња, претураме во другата кутија уште толку топчиња колку што
има во неа. Ако во двете кутии има еднаков број топчиња, едноставно
од едната кутија ги претураме сите топчиња во другата кутија.
Докажи, дека по конечен број такви операции може да ги претуриме
сите топчиња во една кутија.

4. На таблата се запишани броевите 1, 2, 3, ..., 20. Во еден чекор изби-
раме два броја кои ги бришеме и на нивно место ја запишуваме раз-
ликата на поголемиот и помалиот број. На таблата не смее да се
појават еднакви броеви. Постапката ја повторуваме се додека на
таблата не остане еден број. Кој е најмалиот број кој може да остане
последен број запишан на таблата?

5. Во квадратна табла 5 5 на почетокот сите полиња се празни, при
што едно од нив е обоено. Двајца играчи X и O наизменично влечат
потези. Тој што е на потег, го поставува своето име во незафатено
поле на таблата, соседно (со страна или теме) на последното зафатено
поле. Прв на потег е X , кој во првиот потег може да игра на произ-
волно необоено поле. Играчот кој не може да повлече потез ја губи
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играта. Играчот кој го запишува своето име во обоеното поле побе-
дува. Кој играч има победничка стратегија? (Одговорот може да зави-
си од положбата на обоеното поле.)

6. Ласте и Филип ја играат следнава игра. Картите кои се нумерирани со
броевите од 1 до 100, се наредени една до друга, почнувајќи од 1 до
100. Потоа Филип ја избира секоја седма карта, па потоа секоја карта
со броеви кои ја содржат цифрата 7. Потоа Ласте од преостанатите
карти ги избира картите на кои се запишани броеви деливи со 5, а
потоа и картите на кои е запишана барем една цифра 5. Кој ќе избере
повеќе карти и за колку? Како ќе се заврши играта ако прво Ласте ги
избере картите со правилото кое се однесува на бројот 5, а потоа
Филип продолжи со избор на картите кое се однесува на бројот 7?

7. Дадена е квадратна 2023 2023 табла. За две полиња (1 1 квадратчи-
ња) велиме дека се соседни ако имаат заедничко теме. Малер и Среќко
jа играат следнава игра. На почетокот Малер има фигура во полето
означено со M, а Среќко во полето означено со S. Тие наизменично
повлекуваат потези со своjата фигура следеjќи ги следниве правила:
1) Фигурата мора да се помести во поле соседно на полето во кое се

наоѓа.
2) Фигурата не смее да се помести во поле на кое претходно имало

фигура (полињата во кои имало фигура не можат да се користат
подоцна).

3) Фигурата не смее да се постави во поле соседно на полето во кое е
фигурата на противникот.

Играч победува ако jа постави своjата
фигура во полето што е диjаметрално
спротивно на почетното ( ps за Среќко

и pm за Малер) или ако противникот е

на ред да игра и нема дозволен потег
за своjата фигура. Малер jа почнува
играта. Kоj има победничка страте-
гиjа?

8. Андреј и Горјан играат игра запишувајќи со цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 и 9 шестцифрен број чии цифри се различни. Прво Андреј ја избира
цифрата на единиците, па Горјан цифрата на десетките, па Андреј
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цифрата на стотките, Горјан цифрата на илјадитите, Андреј цифрата
на десетилјадитите и Горјан цифрата на стоилјадитите. Ако така доби-
ениот број е делив со 3, тогаш победува Горјан, а ако бројот не е
делив со 3 победува Андреј. Кој има победничка стратегија?

9. На кружница Пабло означува 2013 различни точки при што може да
користи 11 разнобојни моливи. Потоа Матео поврзува парови озна-
чени истобојни точки со отсечки, кои немаат заеднички точки меѓу
себе (дури и крајни точки). На крајот Пабло му плаќа на Матео по
едно евро за секоја повлечена отсечка. Колку евра може сигурно да
добие Матео, ако и двајцата играат оптимално?
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10. ИНВАРИЈАНТИ И ПОЛУИНВАРИЈАНТИ

1. Нека abcd е произволен четирицифрен број. Ги дефинираме следниве
трансформации: ако некои две соседни цифри на бројот abcd се
различни од 0, тогаш и двете може да ги намалиме за 1, а ако се некои
две соседни цифри на бројот abcd различни од 9, тогаш и двете мо-
жеме да ги зголемиме за 1. Дали со низа од дадените трансформации
од бројот 2621 може да се добие бројот:
а) 2016, б) 2128.

2. Круг е поделен на 6 дела, во кои последова-
телно се запишани броевите 1, 0, 1, 0, 0, 0. Доз-
волено е истовремено да се зголемат за 1 брое-
вите во два соседни дела. Дали е можно по не-
колку такви чекори да се добијат шест еднакви
броја.

3. Дадени се броевите 1, 2, 3, 4, 5, 2022. Од дадените броеви во еден че-
кор избираме два броја a и b , па бројот a го заменуваме со бројот

1a  или 1a  , а бројот b го заменуваме со 3b  или 3b  . Остана-
тите четири броја во овој чекор не се менуваат. На новодобиените
броеви може да ја примениме истата постапка. Дали може по конечен
број вакви чекори да се добијат броевите: 2023, 5, 4, 3, 2, 1.

4. Располагаме со три автомати, секој од кои чита од картичка подреден
пар цели броеви ( , )a b и отпечатува нова картичка и тоа: I апарат
отпечатува картичка ( , )a b b , II апарат отпечатува картичка ( , )a b b

и III апарат отпечатува картичка ( , )b a . На почетокот ја имаме кар-
тичката (19,94) . Дали е можно користејќи ги автоматите, да ја добие-
ме картичката:
а) (19,96) , б) (19,95) .

5. На бројот 2015 му допишуваме цифра од десно на следниот начин:ги
собираме цифрата на единиците, цифрата на десетките и цифрата на
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стотките и цифрата на единиците на добиениот збир ја допишуваме.
Потоа истото го повторуваме со новодобиениот број и така последо-
вателно 1000 пати. Дали во добиениот број со 1004 цифри во записот
редоследно, една по друга, може да се појават цифрите 1, 5 и 3, од-
носно бројот 153?

6. Квадратна табела со димензии 5 5 е пополнета со броевите од 1 до
25 на следниов начин:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Табелата може да се менува така што произволни два броја ќе се
намалат за вредноста на помалиот од двата броја. Дали со конечен
број вакви промени може да се добие табела која ќе содржи само
нули?

7. Квадратна 8 8 табла на почетокот е обоена како
шаховска табла, т.е. во две бои, црна и бела, така
што полињата кои имаат заедничка страна се обое-
ни во различни бои. Во еден потег треба да се од-
бере еден ред или една колона и на секое од осумте
полиња во тој ред или колона истовремено да му се
смени бојата од црна во бела и од бела во црна. Дали може со конечна
низа вакви потези да се постигне на таблата точно едно поле да е
црно?

8. Дадена е квадратна табла со страна 10 cm , која е поделена на 100 ма-
ли квадратчиња со страна 1cm . Располагаме со 25 еднакви квадратни
плочки со должина 4 cm и ширина 1cm . Дали е можно со овие плоч-
ки да се покрие таблата?

9. Во полињата на правоагона табела m n се запишани цели броеви.
Дозволено е операција со која се заменуваат знаците на сите броеви,
кои се наоѓаат во произволен ред или произволна колона на табелата.
Докажи, дека со помош на вакви операции може да се добие табела,
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во која збирот на броевите во секој ред и во секоја колона е нене-
гативен.

10. Во рамнината се дадени 2 ( 1)n n  точки. Докажи, дека постојат n

отсечки со краеви во овие точки такви, што не постојат две отсечки со
заедничка внатрешна точка.

11. Секој член на еден парламент има најмногу три непријатели. Докажи
дека парламентот може да се подели на две групи така, што секој
парламентарец во својата група ќе има најмногу еден непријател.
(Непријателството е симетрична релација.)
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11. РАСПОРЕДИ

1. Во еден ред во киносалата има 30 столици. Кога Јован пристигнал, се
покажало, дека не може да седне така, што двете соседни столици да
се празни. Кој е најмалиот можен број зафатени столици?

2. За Нова година Дамјан во низа подредува црвени, бели и сини све-
тилки. Правилата се следниве:
- Црвена светилка не може да има соседна црвена светилка.
- Белите светилки се подредуваат по парови и меѓу секои два бели

пара има најмалку две светилки кои не се бели.
- Сините светилки се подредуваат во тројки и меѓу секои две сини

тројки има најмалку три светилки кои не се сини.
Ако во низата на Дамјан има повеќе од 600 светилки, кој е најмалиот
можен број црвени светилки?

3. Дадени се следниве плочки:

Треба да се подредат во квадрат така што бројот добиен во првиот ред
(читаме одлево-надесно) ќе биде еднаков на бројот добиен во првата
колона (читаме одгоре-надолу), бројот добиен во вториот ред е една-
ков на бројот добиен во втората колона итн. до последниот (најдол-
ниот) ред и последната (најдесната) колона. При редењето плочките
не смее да се вртат или превртуваат. Определи го бројот кој се добива
на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и долниот десен агол.

4. Дадени се следниве плочки:

Треба да се подредат во квадрат така што бројот добиен во првиот ред
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(читаме одлево-надесно) ќе биде еднаков на бројот добиен во првата
колона (читаме одгоре-надолу), бројот добиен во вториот ред е една-
ков на бројот добиен во втората колона итн. до последниот (најдол-
ниот) ред и последната (најдесната) колона. При редењето плочките
не смее да се вртат или превртуваат. Определи го бројот кој се добива
на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и долниот десен агол.

5. На цртежот десно со 1 2 12, ,...,a a a се
означени броевите од 1 до 12 запи-
шани во некој редослед. Ако збиро-
вите на четирите броја запишани на
секоја отсечка се еднакви, определи
ја најмалата можна вредност на зби-
рот 1 2 3 4 5 6a a a a a a     .

6. На колку различни начини може да се
пополнат празните крукчиња на шема-
та прикажана десно така, што во секој
ред, секоја колона и на секоја од оз-
начените линии во некој редослед се
запишани броевите 1, 2, 3, 4 и 5.

7. На колку различни начини може
да се пополнат празните крукчиња
на шемата прикажана десно така,
што во секој ред, секоја колона и
на секоја од означените линии во
некој редослед се запишани брое-
вите 1, 2, 3, 4, 5 и 6.
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8. На колку начини може да се распоредат бро-
евите 1, 2, 3, ..., 10 во крукчињата (секој број
се распоредува во едно крукче), така што
стрелките покажуваат од поголем кон помал
број.

9. На колку различни начини можеме во деветте полиња на 3 3 табела
да ги распоредиме првите 9 природни броеви (по еден во секое поле)
така што збировите на броевите запишани во секој ред на таа табела
се еднакви?

10. На кружница се распоредени 2013 камелеони, секој од кои е син или
црвен. Во секој чекор групата ја фотографираме со апарат со блиц и
по светнувањето на блицот истовремено секој камелеон, кој има сосед
во друга боја, ја менува бојата во бојата на соседот. Кој е најголемиот
можен број различни фотографии кои може да се добијат од дадена
почетна конфигурација?

11. Дадена е коцка 3 3 3  , цртеж десно. Дали мо-
же на неа да се распоредат броевите од 1 до 27
така што збирот на броевите во секој ред, во
секоја колона и на секоја дијагонала да е кон-
станта? Ако може, колку изнесува тој број?
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12. ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ

1. Елена и Теодора имаат еднакви квадратни листови. Елена го разде-
лила својот лист на квадрати со страна 12 cm , а Теодора го разделила
својот лист на квадрати со страна 15 cm . При двете поделби не оста-
нале делови од листовите. Кој е најмалиот можен број квадрати кои
вкупно ги добиле Елена и Теодора?

2. Горјан има три картички. На лицето од секоја картичка е запишан
бројот 1, а на опачините на картичките се запишани дропките 1 1

2 3, и

1
4 , по една дропка на секоја картичка. Горјан на масата секоја кар-

тичка ја поставил на лице или опачина и го пресметал производот на
трите броја кои се гледаат, а потоа ги собрал сите производи кои може
да се добијат на овој начиј. Колку е збирот кој го добил Горјан?

3. Кој е најмалиот број броеви кои треба да се изберат од броевите од 1
до 23 така што секој од броевите од 15 до 24 да може да се запише
како збир на два различни броја од избраните броеви?

4. Брајовото писмо го користат слепите и луѓето со многу слаб вид, а се
состои од испакнати точки втиснати на посебна хартија. Сите знаци се
прикажуваат како комбинација на испакнати точки распоредени во
две колони со по три точки. На долниот цртеж се прикажани знаците
кои се користат за пишување на цифрите (испакнатите точки се црни).

Броевите се пишуваат така што на почетокот се става ознаката „број“,
а потоа знаците за одделните цифри. На пример,

Кој е најголемиот трицифрен број кој може да се запише со 13 ис-
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пакнати точки.

5. Горјан бил сместен во хотел и бројот на собата бил трицифрен број.
Тој забележал дека ако меѓу цифрата на стотките и цифрата на десет-
ките стави знак за множење, а меѓу цифрата на десетките и цифрата
на единиците стави знак за собирање, вредноста на добиениот израз
ќе биде 27, а ако ги замени местата на знаците, тогаш вредноста на
изразот ќе биде 22. Кој е бројот на собата на Горјан?

6. Коцка со раб n е составена од единечни коцки. Од секој ѕид на коцка-
та со вадење на единечни коцки е пробиен тунел до спротивниот ѕид.
Трите тунели се сечат во центарот на големата коцка. Определи го
најмалиот четирицифрен број n за кој бројот на коцките во добиената
конструкција е точен квадрат.

7. Филип и Матео учествувале на крос. Сите напреварувачи ја завршиле
трката, но никои двајца не ја завршиле трката во исто време. Бројот на
натпреварувачите кои ја завршиле трката пред Филип е еднаков на
бројот на натпреварувачите кои трката ја завршиле по него. Бројот на
натпреварувачите кои трката ја завршиле пред Матео е два пати помал
од бројот на натпреварувачите кои трката ја завршиле по него. Точно
15 натпреварувачи се пласирале меѓу Филип и Матео. Колку натпре-
варувачи имало на овој крос?

8. На два соседни острови има вкупно 2013n  градови, така што сите
се на бреговите на островите. На секој остров, секои два града се
поврзани со автобуски линии, а секои два града на различните остро-
ви се поврзани со бродски линии. Бројот на автобуските линии е ед-
наков на бројот на бродските линиии. Определи ја најголемата можна
вредност на n .

9. Андреј има на располагање три тега и тој со тие три тега на вага со
два таса може да измери било која маса изразена со природните
броеви помали од 14. Кои се мерните броеви на теговите на Андреј?

10. Дали природните броеви од 1 до 15 може да се поделат во две групи
A и B така што во A има два броја, во B има тринаесет броја и зби-
рот на броевите во B да е еднаков на производот на броевите во A ?
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11. Бел квадрат е поделен со правите 'a и 'b , кои се паралелни со негови-
те страни на 4 квадрати. Горниот десен и долниот лев квадрат се
обоени црно, а потоа се конструирани прави ''a и ''b паралелни на
страните на квадратот, кои горниот десен црн квадрат го делат на 4
квадрати. Потоа сите квадрати во горниот десен и долниот лев квад-
рат на почетниот квадрат се пребојуваат во спротивната боја итн. По
колку потези со ваквата постапка ќе се добие обоена шаховска табла.

12. Во еден ден определен број луѓе по еднаш ја посетуваат градската
библиотека. Познато е дека сите посетители не влегле во едно исто
време, но меѓу секои тројца посетители има двајца кои се сретнале во
библиотеката. Докажи дека постојат два временски момента такви
што секој читател бил во библиотеката во барем еден од тие два
момента.

13. Дадени се 21 отсечки кои лежат на една права. Ако секоја отсечка
сече барем 10 од преостанатите 20 отсечки, докажи дека меѓу даде-
ните отсечки постои отсечка I , која ги сече преостанатите отсечки.

14. Во една сала има 44 витези и 44 лажливци. Можеме да го прашаме
секој од нив за секој друг дали е витез. Со колку најмалку прашања
можеме да ги поделиме во две групи така, што луѓето во едната група
се сите витези, а во другата сите лажливци? (Витезите секогаш ја
говорат вистината, а лажливците секогаш лажат.)

15. Дедо Стојан имал 41 коњ. Тој са-
кал коњите да им ги подели на
своите три сина така што: нај-
стариот син ќе добие половина
од коњите, средниот син ќе добие
третина од коњите и најмладиот
син ќе добие седмина од коњите.
Но, бидејќи не е можно 41 коњ да се поделат во дадените соодноси, а
притоа да се добијат цели броеви (живи коњи), Рампо, пријателот на
дедо Стојан, им позајмил еден коњ за да може да се изврши подел-
бата. Сега, дедо Стојан со 42 коња ја направил поделбата така, што
најстариот син добил 42 : 2 21 коњ, средниот син добил 42 : 3 14
коњи и најмладиот син добил 42 : 7 6 коњи. Така, на крајот останал
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еден нераспределен коњ, кој дедо Стојан му го вратил на пријателот
Рампо. Како е ова можно?

16. Во табелата
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 0 1 2 3 4 5 6 7 8
8 9 0 1 2 3 4 5 6 7
7 8 9 0 1 2 3 4 5 6
6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
5 6 7 8 9 0 1 2 3 4
4 5 6 7 8 9 0 1 2 3
3 4 5 6 7 8 9 0 1 2
2 3 4 5 6 7 8 9 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

се заокружени десет броеви, и тоа во секој ред и во секоја колона по
еден број. Докажи дека меѓу овие броеви има барем два еднакви броја.

17. Во полињата на шаховска 8 8 табла редоследно
се запишани броеви и тоа од лево кон десно во
првиот ред броевите 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 и 18,
во вториот ред броевите 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27 и
28, итн. во осмиот ред броевите 81, 82, 83, 84, 85,
86, 87 и 88. Ако 8 топови се постават така што
никои два меѓусебно не се напаѓаат, докажи дека збирот на броевите
запишани на полињата на кои се топовите е константен за сите можни
распореди на топовите.

18. Во полињата на шаховска 8 8 табла редоследно се
запишани непарните броеви. Во првиот ред се запи-
шани броевите 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15; во вториот ред
броевите 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31 така што 17 е
над 1, 19 е над 3 итн. (види цртеж); во третиот ред
броевите 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47 итн. до попол-
нување на таблата. Од запишаните броеви случајно избираме 8 броја
така што во секоја линија и во секој ред има точно по еден од избра-
ните броеви. Колку различни вредности може да има збирот на вака
избрани броеви?
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19. За даден правоаголник со страни a и b густина ќе го наречеме ко-
личникот a

b
. Докажи дека како и да го разбиеме квадратот со страна 1

на правоаголници, збирот на густините на тие правоаголници ќе биде
поголем или еднаков на 1.

20. Дадени се n цели броеви 1 2, ,..., na a a чиј збир е парен број и за секој
1,2,...,i n се исполнети неравенствата 1 2i i ia a a  . Дали може

овие броеви да се поделат на две групи со еднакви збирови ако 1 1a  ?

21. Во темињата на правилен десетаголник се запишани различни при-
родни броеви, најголемиот од кои е m . Збирот на броевите запишани
во темињата на секој рамнокрак триаголник е делив со 3. Определи ја
најмалата можна вредност на m .

22. Во темињата на правилен n  аголник се запишани различни природ-
ни броеви, најголемиот од кои е 2012. Збирот на броевите запишани
во темињата на секој рамнокрак триаголник е делив со 3. Определи ја
најголемата можна вредност на n .

23. Од група составена од непарен број луѓе секој ден тројца излегуваат
на прошетка. Докажи дека може да се направи таков распоред на
прошетките така што по извесно време секои двајца од групата биле
заедно на прошетка точно три пати.

24. Во низа се запишани 40 различни броеви од интервалот (0,1) , Позна-
то е дека збирот на броевите кои се на парните места е за 1 поголем од
збирот на броевите кои се на непарните места. Докажи дека во низата
има број кој е помал и од двата нему соседни броја.

25. Во една држава има n аеродроми. Од секој аеродром има (двосмерни)
авиолинии кон точно три други аеродроми. Од секој аеродром може
да се стигне до секој друг аеродром со најмногу едно прекачување.
Определи ги можните вредности на n .
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РЕШЕНИЈА НА ЗАДАЧАИТЕ

1. МНОЖЕСТВА

1. Елементи на множествата ,A B и C се соодветно буквите во зборови-
те СЕЛЕКЦИЈА, СЕКЦИЈА и ЛЕКЦИЈА. Определи ги множествата

, , , ( \ ), ( \ )A B C C A B C B A  .
Решение. Имаме, { , , , , , , , }A С Е Л К Ц И Ј А , { , , , , , , }B С Е К Ц И Ј А

и { , , , , , , }C Л Е К Ц И Ј А . Сега, \ { }A B Л C  и \B A  , па затоа
( \ )C A B C  и ( \ )C B A  .

2. Дадени се множествата
{ | 2021и 7 | },
{ | 2021и 21| },
{ | 2021и 84 | }.

A n n n

B n n n

C n n n

  
  
  





Определи го бројот на елементите на множеството \ ( \ )А B C .
Решение. Множеството {7,14,21,...2016)A  има 288 елементи. Мно-
жеството {21,42,63,...,2016}B  има 96 елементи, а множеството

84,168,25,...,2016}C  има 24 елементи. Бидејќи C B , множеството
\B C има 96 24 72  елементи, а бидејќи \B C A множеството
\ ( \ )А B C има 288 72 216  елементи.

3. Елементите на множествата ,A B и C се природни броеви кои се
поголеми од 20 и се помали од 30. Притоа важи

{23,28},
{28,29},
{28},
{21,22,23,24,28,29},
{21,22,23,25,26,27,28,29},
{ | 23 30}.

A B

A C

B C

A B

A C

B C n n

 
 
 
 
 
    

Определи ги множествата ,A B и C .
Решение. Имаме,

{23,24,25,26,27,28,29}B C  .
Понатаму, од {23,28}, {28,29}A B A C    и {28}B C  следува
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дека {28}A B C   . Ги внесувмае елементите на пресеците во
Веновиот дијаграм (цртеж долу лево). Сега од дадените унии следува
дека броевите 21 и 22 не припаѓаат на множествата B и C , бројот 24
не припаѓа на множествата A и C , а броевите 25, 26 и 27 не при-
паѓаат на множествата A и B . Ги внесуваме броевите во Веновиот
дијаграм (цртеж долу десно) и добиваме:

{21,22,23,28,29}, {23,24,28}, {25,26,27,28,29}A B C   .

4. Дадени се множества , ,A B C такви што A B C   . Ако мно-
жеството \A B има 7 елементи, множеството \C B има 8 елементи,
множеството A C има 2 елементи и множеството A B C  има 20
елементи, колку елементи има множеството B ?
Решение. Да го означиме бројот на елементите во
одделните делови на Веновиот дијаграм како на
цртежот десно. Бидејќи A B C   , добиваме:
- 2y  , бидејќи множеството A C има 2 еле-

менти,
- 7x y  , бидејќи множеството \A B има 7 елементи, па е 5x 

- 8y z  , бидејќи множеството \C B има 8 елементи, па е 6z  .
Бидејќи множеството A B C  има 20 елементи, множеството B
има 20 ( ) 20 13 7x y z      елементи.

5. На крајот на учебната година директорот на училиштето спровел
анкета за губењето на лични предмети. Од 1000 ученици во училиште-
то секој ученик во текот на учебната година загубил барем по еден од
трите предмети: тетратка, клучеви и пенкало. Во анкетата одговориле
дека 700 ученици загубиле тетратка, 750 загубиле клучеви и 800 за-
губиле пенкало.
Кој е најмалиот можен број ученици кои оваа година загубиле и тет-
ратка и клучеви и пенкало?
Решение. Вкупно се загубени 700 750 800 2250   предмети. Нека



Множества

59

x ученици загубиле точно три предмети, y ученици загубиле точно
два предмети и z ученици изгубиле точно еден предмет. Од условот
на задачата следува

1000x y z   и 3 2 2250x y z   ,
од каде добиваме

2250 3 2 ( ) 2 1000 2x y z x y z x y x y           ,
т.е. 2 1250x y  . Но, 1000 1000x y z    , од каде следува

1250 ( ) 1250 1000 250x x y      .
Според тоа, најмалку 250 ученици загубиле точ-
но три предмети и притоа ниту еден ученик не
загубил само еден предмет. На Веновиот дија-
грам прикажан на цртежот десно е прикажно
дека се исполнети сите услови на задачата.

6. Во едно основно училиште има 94 ученици во седмо одделение. Не-
кои ученици се вклучени во секциите по англиски и германски јазик и
спортската секција. Секцијата за англиски јазик ја посетуваат 40 уче-
ници, за германски јазик 27 ученици и во спортската секција члену-
ваат 60 ученици. Од учениците вклучени во спортската секција 20
ученици членуваат и во секцијата за англиски јазик. Десет ученици
кои членуваат во секцијата за англиски јазик членуваат и во секцијата
за германски јазик, а дванаесет ученици кои членуваат во секцијата за
германски јазик членуваат и во секцијата за спорт. Во сите три секции
членуваат 4 ученици. Колку ученици одат само во една секција,а
колку не одат во ниту една секција?

Решение. Податоците од условот на
задачата ги внесуваме во Венов ди-
јаграм. Бидејќи 4 ученици членуваат
во сите три секции, само во секциите
спорт и англиски јазик членуваат
20 4 16  ученици, само во секции-
те англиски и германски јазик чле-
нуваат 10 4 6  ученици и само во
секциите германски јазик и спорт

членуваат 12 4 8  ученици.
Значи, само англиски јазик посетуваат 40 16 4 6 14    ученици,
само германски јазик посетуваат 27 8 4 6 9    ученици и само
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спорт посетуваат 60 16 4 8 32    ученици (цртеж горе лево).
Конечно, само една секција посетуваат 14 9 32 55   ученици, а
ниту една секција не посетуваат 94 (14 6 9 16 4 8 32) 5       

ученици.

7. Дадено е множеството {1,2,3,...,100}A  . Определи го бројот на под-
множествата на A , кај кои збирот на елементите е 5035.
Решение. Збирот на сите елементи на множеството A е:

1 2 ... 99 100 (1 100) (2 99) ... (50 51)
50 101 5050.

          
  

Бараните подмножества ги добиваме ако од множеството A ги от-
странуваме подмножествата чиј збир е еднаков на 5050 5035 15  .
Сите такви множества се:
{15},
{1,14},{2,13},{3,12},{4,11},{5,10},{6,9},{7,8 |,
{12,1,2},{11,1,3},{10,1,4},{10,2,3},{9,1,5},{9,2,4},{8,1,6},{8,2,5},{8,3,4},
{7,2,6},{7,3,5},{6,5,4},
{9,1,2,3},{8,1,2,4},{7,1,2,5},{7,1,3,4},{6,1,3,5},{6,2,3,4},
{5,1,2,3,4}.
Според тоа, можеме да избереме броеви со збир 15 на 27 начини.
Затоа и бројот на подмножествата чиј збир на елементи е 5035 е 27.

8. За едно подмножество од множеството {9,10,...,63,64}A  ќе велиме
дека е убаво, ако збирот на неговите елементи е еднаков на 2011.
Определи го бројот на убавите подмножества на множеството A .
Решение. Збирот на елементите на множеството A е еднаков на

64 65 8 9
2 21 2 3 ... 63 64 (1 2 3 ... 8) 2044              .

Подмножествата со збир 33 се со најмногу три елементи и тоа:
- едно подмножество со еден елемент {33} ,
- девет подмножества со два елементи:

{8,25},{9,24},{10,23},{11,22},{12,21},{13,20},{14,19},{15,18},{16,17}
- седум подмножеста со три елементи:

{8,9,16},{8,10,15},{8,11,14},{8,12,13},{9,10,14},{9,11,13},{10,11,12} .
Јасно, комплементите на овие множества се подмножества чиј збир на
елементи е 2011, што значи дека има 1 7 9 17   подмножества чиј
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збир на елементи е 2011.

9. Определи го бројот на триелементните подмножества на множеството
3 5 6 7 8 9 101 2 4

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11{ , , , , , , , , , }A 

во кои збирот на најмалиот и најголемиот елемент е еднаков на 1?
Решение. Прво да ги подредиме паровите дропки (најмала и најго-
лема), чиј збир е 1. Имаме: 10 9 3 8 7 5 61 2 4

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) . Во

подмножество со првиот пар може да има 8 дропки, со вториот 6
дропки, со третиот 4 дропки, со четвртиот 2 дропки, а ниту една дроп-
ка со петтиот пар. Значи, вкупно имаме 8 6 4 2 20    подмно-
жества со саканото својство.

10. Нека A е подмножество од множеството {1,2,3,...,2015} кое има 675
елементи. Докажи дека постојат два различни броја од A , чиј збир е
делив со 6.
Решение. Нека претпоставиме дека во A нема два такви броја. Тогаш
во A има најмногу еден број кој е делив со 6, и најмногу еден број кој
при делење со 6 дава остаток 3. Нека X е множеството од оние
336 336 672  броја од {1,2,3,...,2015} кои при делење со 6 даваат
остаток 1 или 5, а Y е множеството од оние 336 336 672  броја од
{1,2,3,...,2015} кои при делење со 6 дваат остаток 2 или 4. Ако A и X

имаат повеќе од 336 заеднички елементи, тогаш има два броја при
делење со 6 даваат различни остатоци (1 и 5), па нивниот збир е делив
со 6. Значи, A и X имаат најмногу 336 заеднички елементи. Ана-
логно се добива дека A и Y имаат најмногу 336 заеднички елементи.
Според тоа, A може да има најмногу 2 336 336 674   елементи,
што противречи на условот на задачата.

11. Дали е можно броевите 2 3 13,3 ,3 ,...,3 ,3n n да се поделат во три групи
(не задолжително со еднаков број еленети) така што производот на
елементите во секоја група е еднаков, ако:
а) 2022n  ,
б) 2023n  .
Решение. Производот на сите n броеви е

( 1)
22 3 1 1 2 3 ...3 3 3 ... 3 3 3 3

n n
n n n


           .

Ако броевите може да се поделат во три групи така што производот на
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броевите во секоја група е еднаков, на пример на A , тогаш
( 1)

23 3
n n

A


 ,

од каде следува ( 1)
23 | n n . Бидејќи 3 не е делител на 2023 2024

2
 заклучу-

ваме дека за 2023n  не е можно да се поделат броевите на саканиот
начин. Ќе докажеме дека тоа е можно за 2022n  со тоа што ќе кон-
струираме поделба која ги задоволува условите на задачата. Тоа значи
збирот на степените во трите групи да е еднаков. Броевите 1, 2, 3, 4,
..., 2021, 2022 ги делиме на множества од по шест броја на следниов
начин:

{1,2,3,4,5,6},{7,8,9,10,11,12},...,{2017,2018,2019,2020,2021,2022} .
Во секое од овие множества збирот на првиот и шестиот број е една-
ков на збирот на вториот и петтиот број и е еднаков на збирот на тре-
тиот и четвртиот број. Значи, од секое множество во по една група
ставаме по еден пар од споменатите броеви, со што ја добиваме
саканата поделба.

12. Дадено е множеството {1,2,3,...,2023}M  . Колку има триелементни
подмножества на множеството M кај кои еден елемент е еднаков на
збирот на другите два елементи?
Решение. Бараните триелементни подмножества на множеството M
се од видот { , , }a b a b . Без ограничување на општоста можеме да
претпоставимедека 1 2023a b a b     . Имаме 2 2023a a b   ,
од каде следува 1011a  , што значи {1,2,...,1010,1011}a . За фикси-
рано a бројот b може да биде 1, 2,...,2023a a a   . Значи, за еден
фиксиран a постојат

2023 ( 1) 1 2023 2a a a     

различни можности за b . Оттука следува дека вкупниот број барани
подмножества е

2

(2023 2 1) (2023 2 2) (2023 2 3) ... (2023 2 1011)
1011 2023 2 (1 2 3 ... 1011)
1011 2023 1011 1012

1011 .

            
       
   


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2. ЛОГИЧКИ ЗАДАЧИ

1. Штурецот се огласува со звукот ЦВРРРР, а бувот
со звукот ХУ ХУУ ХУУУ. Двете животни се
огласиле истовремено и за „изговарање“ на секој
глас им треба исто време. Кога штурецот илјада
пати ќе го изговори гласот (буквата) Р, кој глас
во тој момент ќе го изговори бувот?
Решение. Ако штурецот илјада пати го изговори гласот (буквата) Р,
тој 250 пати ќе го повтори огласувањето ЦВРРРР, што значи дека ќе
изговори 6 250 1500  гласа. При едно огласување бувот изговара 9
букви, бидејќи 1500 166 9 6   , тој своето огласување ќе го повтори
целосно 166 пати и треба да го изговори 6-тиот глас од своето огла-
сување, т.е. гласот (буквата) Х.

2. Еден песочен часовник мери 10 минути (претурањето на песокот од
едниот во другиот дел трае 10 минути), а друг песочен часовник мери
7 минути. Како со користење на овие два часовника може да се
измерат 23 минути?
Решение. Истовремено почнува да се мери времето со двата часовн-
ика, па по 7 минути, односно кога ќе истече песокот од помалиот
часовник, се превртува големиот часовник и од почеток мериме 3
минути. Потоа со големиот часовник уште два пати се мерат по 10
минути, со што сме измериле 3 2 10 23   минути.

3. Ангел, Бранко и Цветко организирале шаховски
тримеч. Пред натпреварот секој од нив го прогнизрал
редоследот на крајот на тримечот.
Ангел пронозирал: Ангел, Бранко, Цветко.
Бранко прогнозирал: Бранко, Ангел, Цветко.
Цветко прогнозирал: Цветко, Ангел, Бранко.
По завршувањето на тримечот се покажало дека само еден од нив го
погодил точното место на само еден натпреварувач, а сите други
прогнози не се точни. Каков бил редоследот на крајот на тримечот?
Решение. Од условот на задачата следува дека секој ја прогнозирал
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По завршувањето на тримечот се покажало дека само еден од нив го
погодил точното место на само еден натпреварувач, а сите други
прогнози не се точни. Каков бил редоследот на крајот на тримечот?
Решение. Од условот на задачата следува дека секој ја прогнозирал



Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

64

својата победа. Според тоа, победникот на тримечот го погодил својот
пласман, и никој добро не ги прогнозирал второпласираниот и трето-
пласираниот. Од прогнозите се гледа дека никој не прогнозирал дека
Цветко е втор и дека Ангел е трет. Значи, Ангел е трет, Цветко е втор
и Бранко е победник на турнирот, т.е. редоследот на крајот на три-
мечот бил: Бранко, Цветко, Ангел.

4. Детективот Сезнајко треба да открие кој е престапникот меѓу 5 осом-
ничени: Ана, Бојан, Кате, Давид и Еди. Престапникот секогаш лаже, а
останатите ја говорат вистината. Еве што тројца од осомничните
изјавиле:
Ана: Престапникот е маж!
Кате: Ана или Еди се виновни!
Еди: Ако Бојан е престапникот, тогаш Ана не е виновна!
Кој е престапникот?
Решение. Прво да забележиме дека изјавата на Еди е вистинита. Име-
но, ако Бојан е престапникот, тогаш Ана не е виновна, па изјавата на
Еди е вистинита, а ако Бојан не е престапникот, тогаш без разлика
дали Ана е виновна или не е виновна, изјавата на Еди е вистинита.
Значи, Еди не е престапникот.
Ако Кате лаже, тогаш таа е престапникот. Но, тогаш Ана не е виновна
и ја зборува бистината. Но, Ана кажува дека престапникот е маж. Така
добивме противречност.
Значи, Кате ја зборува вистината и виновни се Ана или Еди. Но, веќе
видовме дека Еди не е виновен, па значи Ана е престапникот и таа
лаже.

5. Матео посетил град во кој секој маж е или витез или е штитоносец.
Витезите секогаш ја говорат вистината, а штитоносците секогаш ла-
жат. Тој сретнал пет мажи, кои изјавиле:
Првиот: Јас сум витез.
Вториот. Барем тројца од нас се витези.
Третиот: Првиот човек е штитоносец.
Четвртиот: Барем тројца од нас се штитоносци.
Петтиот. Ние сите сме штитоносци.
Колку витези среднал Матео?
Решение. Точно една од изјавите на првиот и третиот човек е точна,
па затоа едниот од нив лаже, а другиот ја говори вистината. Значи,
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петтиот човек лаже.
Според вториот човек витези се 3, 4 или 5, а според третиот човек
витези се 1 или 2. Значи, точно едно од овие две тврдења е точно.
Значи, едниот од нив лаже, а другиот ја говори вистината.
Така добивме тројца кои лажат, а двајца кои ја говорат вистината.
Конечно, Матео сретнал два витези.

6. Матео посетил остров на кој живееле витези, штитоносци и џамбази
(препродавачи на коњи). Витезите секогаш ја говорат вистината,
штитоносците секогаш лажат, а џамбазите лажат само во дождливи
денови. Тој сретнал четири жители на островот, кои изјавиле:
Првиот: Вчера беше дожлив ден.
Вториот. Лицето што зборуваше пред мене лаже.
Третиот: Вчера не беше дождлив ден.
Четвртиот. Лицето што зборуваше одма пред мене лаже, или јас сум
џамбаз.
Колку најмногу витези сретнал Матео.
Решение. Ако првиот жител е витез, тој ја зборува вистината и вто-
риот лаже, т.е. тој не е витез. Значи, од првите два жители најмногу
еден е витез.
Ако третиот жител е витез, тој не лаже и затоа четвртиот жител е или
џамбаз (ако ја зборува вистината), или е штитоносец (ако лаже).
Според тоа, од последните два житела најмногу еден е витез.
Така добивме дека имаме најмногу два витеза. Тоа е можно, ако вто-
рото и третото лице се витези, првото е штитоносец и четвртото е
џамбаз.

7. Разговараат две пријателки. Едната и вели на другата: Имам три деца
чиј збир на години е еднаков на 42. Бројот на годините на секое мое
дете е делив со 7. Колку години има секое од моите деца. На тоа,
другата пријателка прокоментирала: Не можам да погодам. Мајката
на децата дополнила: Моето најмало дете е одличен математичар, а
на тоа пријателката прокоментрала: Сега знам колку години имаат
твоите деца. Колку години има секое дете?
Решение. Броеви кои се помали од 42 и се деливи со 7 се: 7, 14, 21, 28
и 35. Од овие броеви тројки чиј збир е еднаков на 42 се: 7, 7 и 28; 7, 14
и 21; 14, 14 и 14. Мајката кажала дека нејзиното најмало дете е
одличен математичар, па затоа единствена можност е децата да имаат
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7, 14 и 21 години.

8. Матеј, Томе, Бојан и Ласте купиле топка, капа, маица и книга. Цените
на производите биле 4, 5, 6 и 7 евра. Кое дете  го купило кој производ
и која е цената на секој производ ако се знае дека:
1) производот на Ласте е поскап од маицата,
2) капата ја купил Томе,
3) маицата е поскапа од производот на Бојан,
4) цената на капата е за 2 евра помала од цената на производот на

Матеј,
5) цената на капата е за 1 евро помала од цената на топката.
Решение. Од првите 1), 2) и 3) следува дека маицата не ја купил ниту
Ласте ниту Томе ниту Бојан, што значи дека маицата ја купил Матеј.
Производот на Ласте е поскап од маицата, па затоа нејзината цена не
може да е 7 евра. Понатаму, маицата е поскапа од производот на
Бојан, па затоа не може да е 4 евра. Значи, цената на маицата е 5 или 6
евра. Цената на капата е за 2 евра помала од маицата која ја купил
Матеј, па како 5 2 3  , а 4 е цената на најефтиниот производ заклу-
чуваме дека маицата не може да е 5 евра. Значи, маицата е 6 евра, од
што следува дека цената на капата е 4 евра.
Сега, цената на производот на Ласте е поголема од цената на маицата,
што значи дека производот на Ласте чини 7 евра, па како Бојан не ја
купил капата цената на неговиот производ е 5 евра.
Цената на капата е 1 евро помала од цената на топката, што значи дека
топката чини 5 евра и топката ја купил Бојан. Конечно, книгата чини 7
евра и неа ја купил Ласте.

9. Тројцата пријатели: Русески, Црвенкоски и Црнкоски се сретнале на
кафе. Притоа црнокосиот му рекол на Русески: „Интересно е тоа
што едниот од нас е русокос, другиот е црнокос и третиот е црве-
нокос, но на ниту еден од нас бојата на косата не му соодвествува со
презимето.“ Определи кој каква коса има секој од пријателите.
Решение. Бидејќи на ниту еден од пријатели бојата на косата не му
соодветствува со презимето, во долната табела на дијагоналата од
лево кон десно ставаме знак  . Понатаму, бидејќи црнокосиот му се
обратил на Русески, заклучуваме дека Русески нема црна коса, па
затоа можеме да ставиме уште еден знак  во редост на Русески. Така
ја добивме долната табела.
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Руса Црна Црвена
Русески  
Црнкоски 
Црвенкоски 

Сега, ако земеме во предвид дека во секој ред и во секоја колона треба
да имаме по два знака  и еден знак  ја добиваме долната табела.

Руса Црна Црвена
Русески   
Црнкоски   
Црвенкоски   

Конечно, Русески има црвена коса, Црнкоски има руса коса и Црен-
коски има црна коса.

10. Павел, Ѓорѓи, Дамјан и Васко тренираат точно еден од спортовите:
фудбал, кошарка, одбојка и ракомет. Одбојкарот е постар од Павел и
Дамјан, но е во исто одделение со нив. Павел и Ѓорѓи пешки одат за-
едно на тренинг, додека фудбалерот патува со автобус. Ракометарот
не се познава ниту со кошаркарот, ниту со одбојкарот. Определи кој
со каков спорт се занимава.
Решение. Од условот следува, дека ниту Павел, ниту Дамјан е одбој-
кар. Затоа во долната табела во колоната „одбојка“ имаме два знака  .
Понатаму, бидејќи фудбалерот патува со автобус, а Павел и Ѓорѓи на
трениг одат пешки во колоната „фудбал“ исто така имаме два знака  .

Фудбал Кошарка Одбојка Ракомет
Павел  
Ѓорѓи 
Дамјан 
Васко

Бидејќи одбојкарот е во исто одделение со Павел и Дамјан, тој се
познава со нив и од условот дека ракометарот не се познава со од-
бојкарот следува, дека Павел и Дамјан не се ракометари и затоа во
колоната „ракомет“ ставаме два знака  . Така ја добиваме долната
табела.

Фудбал Кошарка Одбојка Ракомет
Павел   
Ѓорѓи 
Дамјан  
Васко



Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

68

Понатаму, од тоа што во секој ред и во секоја колона треба да има по
три знака  и еден знак  , ја добиваме долната табела.

Фудбал Кошарка Одбојка Ракомет
Павел    
Ѓорѓи  
Дамјан    
Васко  

Понатаму, Ѓорѓи не може да е ракометар, бидејќи оди заедно на тре-
нинг со Павел и се познава со него. Но, Павел е кошаркар, а според
условот кошаркарот не се познава со ракометарот. Значи, Ѓорѓи е
одбојкар. Конечно Васко е ракометар.
Така ја добиваме долната табела од која се гледа дека Павел тренира
кошарка, Ѓорѓи тренира одбојка, Дамјан тренира фудбал и Васко
тренира ракомет.

Фудбал Кошарка Одбојка Ракомет
Павел    
Ѓорѓи    
Дамјан    
Васко    

11. Човек преку река треба да пренесе волк, коза
и зелка. Во чамецот може да е само човекот, а
со него или волкот, или козата или зелката.
Но, ако го остави волкот сам со козата, тогаш
волкот ќе ја изеде козата, а ако ја остави ко-
зата сама со зелката, тогаш козата ќе ја изеде
зелката. Колку најмалку пати треба човекот да
ја помине реката за сите да ги превезе на другиот брег?
Решение. За превезување на другиот брег се потребни најмалку седум
преминувања на реката.
Прво преминување: човекот и козата.
Второ применување: човекот сам се враќа.
Трето преминување: човекот и волкот.
Четврто преминување: човекот се враќа со козата.
Петто преминување: човекот и зелката.
Шесто преминување: човекот сам се враќа.
Седмо пеминување: човекот и козата.
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12. Од три момчиња и три девојчиња секое момче познава точно две
девојчиња и секое девојче познава точно две момчиња. Докажи дека
момчињата и девојчињата може да се распределат во парови така што
во секој пар има познаници. (Познанството е симетрична релација.)
Решение. Девојчињата да ги означиме со 1 2 3, ,D D D , а момчињата со

1 2 3, ,M M M . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме
дека девојчето 1D ги познава момчињата 1M и 2M . Да го формираме
првиот пар познаници 1 1( , )D M . Бидејќи девојчето 2D познава две
момчиња, таа сигурно познава едно од момчињата 2M и 3M . Да го
формираме парот 2 2( , )D M . Ако девојчето 3D го познава момчето

3M , тогаш можеме да ги разгледуваме како трет пар 3 3( , )D M со што
задачата е решена. Ако 3D и 3M не се познаваат, тоа значи дека
девојчето 3D ги познава момчињата 1M и 2M , а момчето 3M ги
познава девојчињата 1D и 2D . Сега да го распариме вториот пар

2 2( , )D M и да ги формираме паровите 2 3( , )D M и 3 2( , )D M . Конечно,
во секој од паровите 1 1( , )D M , 2 3( , )D M и 3 2( , )D M има познаници.

13. На еден рок концерт имало 2023 гледачи. Дали е можно секој посе-
тител да има точно пет познаници меѓу посетителите на концертот?
(Познанството е симетрична релација.)
Решение. Имаме 2015 посетители и ако секој посетител има по 5
познаници, тогаш треба да имаме 2023 5

2
 парови познаници, што не е

можно бидејќи 2023 5
2
 не е природен број.

14. Дедо Стојан купил овошни садници и ги засадил
во редови така,  што засадените дрвца формираат
квадрат (цртеж десно). Притоа останале 146
садници незасадени. За да го зголеми квадратот
со по еден дополнителен ред во должина и шири-
на, дедо Стојан купил уште уште 31 садник. Кол-
ку дрвца вкупно засадил дедо Стојан?
Решение. За дополнителниот ред во должина и дополнителниот ред
во ширина дедо Стојан употребил 146 31 177  садници. Во овие два
реда 1 дрвце е заедничко, т.е. се брои два пати, што значи дека во еден
дополнителен ред има (177 1) : 2 89  садници. Според тоа, дедо
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девојчето 3D ги познава момчињата 1M и 2M , а момчето 3M ги
познава девојчињата 1D и 2D . Сега да го распариме вториот пар

2 2( , )D M и да ги формираме паровите 2 3( , )D M и 3 2( , )D M . Конечно,
во секој од паровите 1 1( , )D M , 2 3( , )D M и 3 2( , )D M има познаници.

13. На еден рок концерт имало 2023 гледачи. Дали е можно секој посе-
тител да има точно пет познаници меѓу посетителите на концертот?
(Познанството е симетрична релација.)
Решение. Имаме 2015 посетители и ако секој посетител има по 5
познаници, тогаш треба да имаме 2023 5

2
 парови познаници, што не е

можно бидејќи 2023 5
2
 не е природен број.

14. Дедо Стојан купил овошни садници и ги засадил
во редови така,  што засадените дрвца формираат
квадрат (цртеж десно). Притоа останале 146
садници незасадени. За да го зголеми квадратот
со по еден дополнителен ред во должина и шири-
на, дедо Стојан купил уште уште 31 садник. Кол-
ку дрвца вкупно засадил дедо Стојан?
Решение. За дополнителниот ред во должина и дополнителниот ред
во ширина дедо Стојан употребил 146 31 177  садници. Во овие два
реда 1 дрвце е заедничко, т.е. се брои два пати, што значи дека во еден
дополнителен ред има (177 1) : 2 89  садници. Според тоа, дедо
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Стојан засадил 89 89 7291  дрвце.

15. За една седмица Илија добил 13 оценки еднакви на 2, 3, 4 или 5, чија
аритметичка средина е природен број. Докажи дека некоја оценка
Илија ја добил најмногу два пати.
Решение. Нека го претпоставиме спротивното. Тогаш секоја од оцен-
ките 2, 3, 4, 5 е добиена најмалку три пати. Да земеме по 3 оценки од
секој вид. Тогаш збирот на сите 12 оценки ќе биде еднаков на
3 (2 3 4 5) 42     , а во зависност од тоа која е последната оценка
збирот на сите 13 оценки е: 42 2 44  , 42 3 45  , 42 4 46  или
42 5 47  . Но, ниту еден од добиените броеви 44, 45, 46 и 47 не е
делив со 13, што противречи на условот на задачата.
Конечно, од добиената противречност следува дека некоја оценка
Илија ја добил најмногу два пати.

16. Една група деца се состои од 2022 момчиња и 2023 девоjчиња. Секое
девоjче познава точно 2021 момче. (Познанствата се симетрични: ако
A го познава B, тогаш и B го познава A.) Докажи дека не е можно
секое момче да познава еднаков броj девоjчиња.
Решение. Да забележиме дека вкупниот броj на познанства момче-
девојче е еднаков на 2023 2021 , затоа што секое девоjче познава по
точно 2021 момче.  Ако секое момче познава еднаков броj девоjчиња,
на пример d, тогаш вкупниот броj познанства момче-девојче би
изнесувал 2022d . Но, тоа би значело дека 2023 2021 2022d  , што е
противречност (имено, левата страна е непарен, а десната е парен
број).

17. На таблата се запишани десет различни природни броеви чиј збир е
еднаков на 62. Дoкажи дека производот на овие броеви е делив со 60.
Решение. За да докажеме дека производот е делив со 60, доволно е да
докажеме дека тој е делив со 5, 4 и 3.
Нека претпоставиме дека на таблата не е запишан број кој е делив со
5. Тогаш на таблата сигурно не се запишани броевите 5 и 10, па затоа
најмалиот можен збир на запишаните броеви ќе биде еднаков на

1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 63 62           ,
што е противречност. Значи, на таблата сигурно е запишан број кој е
делив со 5.
Нека претпоставиме дека на таблата не е запишан број кој е делив со
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4. Тоа значи дека сигурно не се запишани броевите 4, 8 и 12, па затоа
најмалиот можен збир на запишаните броеви ќе биде еднаков на

1 2 3 5 6 7 9 10 11 13 67 62           ,
што е противречност. Значи, на таблата сигурно е запишан број кој е
делив со 4.
Нека претпоставиме дека на таблата не е запишан број кој е делив со
3. Тоа значи дека сигурно не се запишани броевите 3, 6, 9 и 12, па
затоа најмалиот можен збир на запишаните броеви ќе биде еднаков на

1 2 4 5 7 8 10 11 13 14 75 62           ,
што е противречност. Значи, на таблата сигурно е запишан број кој е
делив со 3.
Според тоа, на таблата се запишани броеви кои се деливи со 3, 4 и 5,
па затоа нивниот производ е делив со 60.

18. Определи ги сите природни броеви n и k за кои три од дадените
четири искази се вистинити, а еден не е вистинит:
1) 1n  е делив со k ,
2) 2 5n k  ,
3) n k е делив со 3,
4) 7n k е прост број.
Решение. Нека исказот 3) е вистинит, т.е. нека 3n k a  .
Тогаш 7 3 6 3( 2 )n k a k a k     не е прост број, што значи дека ис-
казот 4) не е вистинит и 3 2 5a k n k    , т.е. 5 3( )a k  , што не е
точно, па затоа и исказот 2) не е вистинит. Според тоа, ако исказот 3)
е вистинит, тогаш имаме два невистинити искази, што противречи на
условот на задачата. Значи, исказот 3) не е вистинит, т.е. n k не е
делив со 3.
Сега, од исказите 1) и 2) имаме 1 2 6n k   е делив со k , па затоа

| 6k , односно {1,2,3,6}k .
За 1k  имаме 7n  , па 7 14n k  и исказот 4) не е вистинит.
За 2k  имаме 9n  , па 7 23n k  и исказот 4) е вистинит.
За 3k  имаме 11n  , па 7 32n k  и исказот 4) не е вистинит.
За 6k  имаме 17n  , па 7 59n k  и исказот 4) е вистинит.
Конечно, решенија на задачата се: 2k  , 9n  и 6k  , 17n  .

19. Тројца браќа купиле торта. Откако изеле дел од тортата, најстариот
брат рекол:
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- Еден од нас изеде два пати повеќе, отколку другите двајца заедно.
Тогаш мајката го прашала средниот брат:
- Дали си ти тој лакомник што изеде два пати повеќе од другите

двајца?
- Не, - одговорил тој, - но ако јас изедев колку двајцата мои браќа

заедно, тогаш тортата ќе беше изедена.
- А дали многу остана? – го прашала мајката најмалиот брат.
- Остана точно толку, колку што изеде еден од моите браќа, - одго-

ворил најмалиот брат.
Определи колкав дел од тортата изел секој од браќата.
Решение. Со a да го означиме делот што го изел најстариот брат, со
b делот што го изел средниот брат и со c делот што го изел нај-
малиот брат.
Од исказот на средниот брат следува 1

2a c  . Делот од тортата што

останал е a или b . Ако тоа е b , тогаш 2 1a c b   , па затоа 1
4b  .

Но, тогаш лакомиот брат изел повеќе од 1
22b  , т.е. 1

2a  или 1
2c  .

Последното не е можно бидејќи 1
2a c  .

Значи, делот од тортата што останал е a . Тогаш 2 1a b c   и како
2 2 1a c  , добиваме дека b c . Тоа значи дека лакомиот брат е го-
лемиот брат и 2( ) 4a b c b   . Оттука и од равенството 1

2a b 

добиваме 1
10b  . Според тоа, најстариот брат изел 2

5 , а средниот и

најмалиот изеле по 1
10 од тортата.

20. Во кутија има 11 топчиња со броевите 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 (по
едно топче со секој број). Секој од единаесет ученици зема по едно
топче. Потоа по азбучен ред се јавуваат и ја изговараат реченицата:
„До сега најмалку k ученици кажаа лага“, при што k е бројот на
извлеченото топче. Колку најмногу од овие 11 искази може да се
вистинити?
Решение. Ако исказот на некој ученик кој го извлекол бројот 6k  е
вистинит, тогаш пред тој ученик најмалку 6 ученици кажале невисти-
нит исказ, па најмногу 11 6 5  ученици кажале вистинит исказ. Ако
сите искази на учениците кои извлекле 6k  се невистинити, тогаш
имаме најмногу 6 вистинити искази. Ќе покажеме дека броевите може
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да се подредат на начин така што ќе имаме точно 6 вистинити искази.
Нека учениците по азбучен ред ги извлекле броевите

0, 10, 1, 9, 2, 8, 3, 7, 4, 6, 5.
Тогаш вистинит исказ кажале првиот, третиот, петтиот, седмиот,
деветтиот и единаесеттиот ученик, а преостанатите лажеле. Значи,
може најмногу 6 ученици да кажале вистинит исказ.

21. Во пет петнесетлитарски кофи има соодветно 1, 2, 3, 4 и 5 литри вода.
Дозволено е да се утростручи водата во една кофа, ако во неа се пре-
тури вода од друга кофа. Кое е најголемото количество вода кое може
да е во некоја од кофите?
Решение. Можеме да добиеме 12 литри вода во една кофа на следни-
ов начин: (1,2,3,4,5) (1,6,3,4,1) (1,0,9,4,1) (1,0,1,12,1)   . По секое
претурање бројот на литрите вода во кофата, која се полни, е делив со
3. Затоа ако максимумот не е 12,тогаш тој мора да е 15 (вкупно имаме
15 литри вода). За да добиеме 15 литри вода, треба во кофа со 5литри
вода да туриме 10 литри вода, т.е. целата преостаната вода. Но, да
добиеме 10 литри вода во некоја кофа не е можно бидејќи бројот 10 не
е делив со 3, а на почетокот немаме кофа со 10 литри вода.

22. Дваесет девојчиња и четири момчиња се наредени во ред, така што
секое девојче е завртено на десно, а секое момче е завртено на лево.
Секое момче ги преброило девојчињата, кои во редот се наоѓаат пред
него, при што добиените четири броја биле соодветно 3, 6, 15 и 18.
Секое девојче ги преброило момчињата, кои што се наоѓаат пред него.
Определи го збирот на броевите кои ги добиле девојчињата.
Решение. Момчињата преброиле 3 6 15 18 42    девојчиња. Ако
момче и девојче се свртени со лицата еден кон друг, тогаш тие заемно
се пребројуваат. Ако се завртени грб со грб, тогаш никој од нив не го
пребројал другиот. Според тоа, сите девојчиња пребројале онолку
момчиња, колку што сите момчиња пребројале девојчиња. Значи,
збирот на броевите кои ги добиле девојчињата е еднаков на 42.

23. Циркуска арена се осветлува со рефлектори распоредени во круг. Во
текот на претставата Павел и Томи решиле да ги пребројат рефлекто-
рите. Тие броеле во една иста насока, но започнале од различни места.
Се покажало, дека петнаесетиот рефлектор на Томи е шести на Павел,
а петтиот на Томи е триесет и втори за Павел. Со колку рефлектори е
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осветлена арената?
Решение. Да разгледаме кружница на која се наредени рефлекторите.
Томи и Павел ја делат на два лака. На едниот лак има 15 6 9  реф-
лектори, а на другиот има 32 5 27  рефлектори. Според тоа, арената
е осветлена со вкупно 9 27 36  рефлектори.

24. Циркуска арена се осветлува со рефлектори распоредени во круг. Во
текот на претставата Дамјан и Зоран решиле да ги пребројат рефлек-
торите. Тие броеле во една иста насока, но започнале од различни
места. Се покажало, дека осумнаесетиот рефлектор на Дамјан е осми
на Зоран, а осмиот на Дамјан е дваесет и осми за Зоран. Со колку
рефлектори е осветлена арената?
Решение. Прв начин. Да разгледаме кружница на која се наредени
рефлекторите. Дамјан и Зоран ја делат на два лака. На едниот лак има
18 8 10  рефлектори, а на другиот има 28 8 20  рефлектори.
Според тоа, арената е осветлена со вкупно 10 20 30  рефлектори.
Втор начин. Бидејќи осумнаесеттиот рефлектор на Дамјан е осми на
Зоран, Дамјан брои за десет пред Зоран. Според тоа, бидејќи дваесет и
осмиот рефлектор на Зоран е осми за Дамјан, кој брои осум пред
Зоран, добиваме дека тоа всушност е вториот рефлектор пред послед-
ниот. Значи, сите рефлектори се 28 2 30  .

25. Овчарот Петко на пазар продал неколку јагниња со вкупна маса
100 kg . Масата на секое јагне е цел број килограми. Трите најголеми
јагниња имале вкупна маса 35 kg , а трите најмали јагниња имале
вкупна маса 25 kg . Колку јагниња продал Петко?
Решение. Бидејќи трите најголеми јагниња имаат вкупна маса 35 kg ,
масата на најмалото меѓу нив е најмногу 11 kg (во спротивно нивната
вкупна маса ќе биде најмалку 3 12 36 35kg kg   ). Бидејќи трите нај-
мали јагниња имаат вкупна маса 25 kg , масата на најголемото меѓу
нив е најмалку 9 kg (во спротивно нивната маса ќе биде најмногу
3 8 24 25kg kg   ).
Според тоа, секое од неизмерените јагниња има маса меѓу 9 и 11 kg .
Вкупната маса на неизмерените јагниња е 100 (35 25) 40 kg   . Јас-

но, бројот на неизмерените јагниња е меѓу 40 7
11 113 и 40 4

9 94 , што

значи дека не се измерени 4 јагниња. Конечно, овчарот Петко продал
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3 3 4 10   јагниња.

26. Матео ги извадил сите монети од својата штедна касичка и ги наредил
на маса во еден ред. Прво ги наредил монетите од 2 евра, а потоа меѓу
секои две соседни монети во редот ставил по една монета од 50 центи.
Потоа меѓу секои две монети во редот на масата ставил по една моне-
та од 20 центи и на крајот меѓу секои две монети на масата ставил по
една монета од 5 центи. Колку монети биле наредени на масата, ако
нивната вкупна вредност е 95 евра?
Решение. На масата прво биле наредени монетите од 2 евра. Нека
имало n монети. Меѓу n монети на опишаниот начин може да се
стават 1n  монета од 50 центи. Сега имаме 2 1n  монета меѓу кои се
ставени 2 2n  монети од 20 центи. Пред последното редење имаме
4 3n  монети меѓу кои се ставени 4 4n  монети од 5 центи. Значи,
на масата се наредени 8 7n  монети и нивната вредност е

2 0,5( 1) 0,2(2 2) 0,05(4 4) 3,1 1,1n n n n n       

и таа е еднаква на 95 евра. Според тоа,
3,1 1,1 95,
3,1 96,1

96,1:3,1
31.

n
n

n
n

 





Значи на масата се ставени 8 31 7 241   монета.

27. Неколку ученици отишле да собираат ореви. Секој ученик собрал
еднаков број ореви. По пат се скарале и секој ученик фрлил по еден
орев на секој друг ученик, по што им останале вкупно 143 ореви. По
колку ореви собрал на почетокот секој ученик, ако сите исфрлени
ореви се помалку од сите ореви кои им останале?
Решение. Бидејќи 143 11 13 1 143    , бројот на учениците е 11, 13
или 143.
1) Ако имаме 11 ученици и секој од нив донесол по 13 ореви, тогаш

тие вкупно фрлиле 11 10 110  ореви. Значи, бројот на собраните
ореви е 143 110 253  .

2) Ако имаме 13 ученици и секој од нив донесол по 11 ореви, тогаш
тие вкупно фрлиле 13 12 156  ореви, што значи дека фрлиле
повеќе од донесените, што противречи на условот на задачата.

3) Ако имаме 143 ученици, тогаш на ист начин како во 2) добиваме
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противречност.
Конечно, имаме 11 ученици и секој ученик собрал по 23 ореви.

28. Секој член на фотографската секција треба да направи по една фото-
графија на секој од преостанатите членови на секцијата. Во даден
момент се покажало, дека најмалку половина од членовите направиле
точно половина од фотографиите, најмалку третина од членовите
направиле точно третина од фотографиите и најмалку седмина од
членовите направиле точно седмина од фотографиите. Кој е најмалиот
број членови на фотографската секција?
Решение. Нека бројот на членовите на секцијата е n . Тогаш секој
треба да направи 1n  фотографија. Бројот на направените фотогра-
фии е природен број, па затоа 1n  е заеднички делител на 2, 3 и 7.
Имаме, NZS(2,3,7) 42 , па ако 1 42n   , тогаш 43n  . Според ус-
ловот најмалку 22 члена направиле точно половина од фотографиите,
најмалку 15 члена направиле точно третина од фотографиите и нај-
малку 7 члена направиле точно седмина од фотографиите. Според тоа,
секцијата има најмалку 22 15 7 44   членови, што е противречност.
Според тоа, 1n  е најмалку 84, т.е. 85n  . Овој случај е можен, на
пример, ако 43 членови направат точно половина, 29 членови точно
третина и 13 членови точно седмина од фотографиите.

29. Марија има збирка од минерали која ја чува во 55 кутии, означени
последователно со броевите од 1 до 55. Во секоја кутија има најмногу
5 минерали, а бројот на камењата во секои две кутии означени со
соседни броеви се разликува за 1. Марија пресметале, дека во кутиите
означени со броевите 1, 4, 7, 10, ..., 52 и 55 вкупно има 72 минерали.
Колку најмногу минерали може да има во збирката на Марија?
Решение. Во две соседни кутии може да има најмногу 4 5 9  мине-
рали. Го знаеме бројот на минералите во 19-те кутии означени со
броевите 1, 4, 7, 10, ..., 52, 55, а преостанатите 36 кутии можеме да ги
разделиме на 18 парови кутии означени со последователни броеви.
Значи, бројот на сите минерали може да е најмногу 72 18 9 234   .
Оваа вредност се достигнува, ако Марија има 6 последователни групи
(3, 4, 5, 4, 5, 4), потоа три групи (5, 4, 5, 4, 5, 4) и во последната кутија
има 3 минерали.

30. Матео има 21 картичка, на кои се запишани природните броеви од 1
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до 21, секој по еднаш.Тој се обидел да ги распредели картичките во 7
групи по 3 картички, така што во секој група најголемиот број е
еднаков на збирот на другите два броја. Докажи дека:
а) Матео не може да ја постигне саканата цел.
б) Може да се одделат три картички, така што преостанатите 18
картички ќе се распределат во 6 групи по 3 картички, така што во
секоја група најголемиот број ќе биде еднаков на збирот на другите
два броја.
Решение. а) Збирот на сите броеви запишани на картичките е
21(21 1)

2 231   , т.е. е непарен број. Ако Матео може да ја постигне

целта, тогаш збирот на сите броеви ќе биде еднаков на двократниот
збир на најголемите броеви во групите, а тоа е парен број. Против-
речност.
б) Можно е да се отстранат три картички, на пример, 1, 2 и 12. Тогаш
преостанатите картички може да се распределат во 6 групи и тоа:

(3,16,19), (4,9,13), (5,15,20), (6,11,17), (7,14,21) и (8,10,18).

31. Десет реклами , , , , , , , , ,A B C D E F G H I J се распоредени на билборд
2 5 како што е прикажано на дијаграмот лево. Секој ден рекламите
ги менуваат места на определен начин, така што промената на местата
првиот ден е прикажана на дијаграмот десно. Кој е најмалиот број
денови по кои рекламите ќе се најдат на почетните места?

A B C D E G A E F B
F G H I J I C J D H

Решение. Секоја реклама , , , ,A B E C G по 5 дена ќе се најде на почет-
ното место. Рекламите , ,D I F се враќаат на почетните места по 3
дена, а рекламите ,H J по 2 дена. Според тоа, сите реклами на почет-
ните места ќе се најдат по NZS(2,3,5) 2 3 5 30    дена.

32. Дадени се 2008 последователни броеви 6, 7, 8, 9, ..., 2012, 2013. Андреј
го заменува секој од броевите со збирот на неговите цифри. Горјан го
заменува секој број на Андреј со збирот на неговите цифри и Филип
го заменува секој број на Горјан со збирот на неговите цифри. Кој од
броевите на Филип се среќава најмногу?
Решение. Најголемиот број кој го запишал Андреј е 1 9 9 9 28    .
Најголемиот број кој го запишал Горјан е 1 9 2 8 10    . Според
тоа, сите броеви на Филип се со една цифра, која е 9 ако почетниот
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број е делив со 9 или е еднаква точно на остатокот при делењето со 9
на почетниот број, ако тој не е делив со 9. Но, остатоците при делење
со 9 формираат периода со должина 9, при што првиот и последниот
број се 6. Значи, бројот 6 се појавува еднаш повеќе од другите оста-
тоци и тоа е бараниот број.

33. Седум пирати поделиле определено количество златници. Делеле така
што секој земал толку златници колку што е збирот на цифрите на
бројот на златниците пред тој да земе. Секој зел точно два пати и на
крајот не останал ниту еден златник. Сите добиле еднаков број злат-
ници, освен капетанот кој добил повеќе златници.
а) Колку златници биле?
б) Колку златници добил капетанот, а по колку секој од другите шест
пирати?
в) Кој бил по ред на земање капетанот?
Решение. Збирот на цифрите на природниот број при делење со 9 дава
ист остаток како и самиот број при делење со 9. Според тоа, ако од
некој број го одземеме збирот на неговите цифри, добиваме број
делив со 9. Шесте пирати добиле еднаков број златници и тој број е
делив со 9. Единствен природен број кој е еднаков на збирот на своите
цифри и е делив со 9 е 9. Значи, последниот пират ги зел последните 9
златници. Сега лесно можеме да ги конструираме броевите златници
од кои секој пират земал толку колку што е збирот на цифрите на
бројот на златниците.
Реден број на пиратот 7 6 5 4 3 2 1
Број златници во вториот круг на земање 9 18 27 36 45 54 63
Број златници земен во вториот круг 9 9 9 9 9 9 9
Број златници во првиот круг на земање 72 81 99 108 117 126 135
Број златници земен во првиот круг 9 9 18 9 9 9 9
На петтиот пират во првиот круг не можеле да му останат 90 златни-
ци, бидејќи збирот на цифрите на трицифрен број е најмногу 27, а
броеви од 91 до 90 27 117  деливи со 9 се: 99, 108 и 117 и секој од
нив намален со неговиот збир на цифри соодветно го дава бројот
99 18 81  , 108 9 99  и 117 9 108  . Оттука следува:
а) вкупно имало 135 златници,
б) капетанот на пиратите добил 27 златници, а секој од останатите
пирати добил по 18 златнци,
в) капетанот земал петти по ред.
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3. ПРИНЦИП НА ДИРИХЛЕ

1. Во кутија се наоѓаат 25 жолти, 42 црвени, 50 сини, 78 зелени и 105
бели топчиња. Ако топчињата од кутијата ги извлекуваме без гледа-
ње, колку најмалку топчиња треба да извлечеме за да сме сигурни
дека меѓу извлечените топчиња има најмалку 50 топчиња со иста
боја?
Решение. Може да се случи да ги извлечеме сите жолти, сите црвени,
а потоа по 49 топчиња од другите три бои (сина, зелена и бела), па
тогаш нема да имаме 50 топчиња од иста боја. Значи, при извлекување
на 25 42 3 49 214    топчиња може да се случи да немаме 50 топ-
чиња со иста боја. Но при извлекување на 215 топчиња, тогаш си-
гурно ќе имаме или 50 сини или 50 зелени или 50 бели топиња.
Според тоа, треба да извлечеме најмалку 215 топчиња за да сме си-
гурни дека меѓу нив ќе има барем 50 топчиња од иста боја.

2. Во една кутија се наоѓаат сини, зелени и црвени топчиња. Познато е
дека треба да се извлечат 11 топчиња за да сме сигурни дека меѓу нив
има топчиња од сите три бои. Потребно е да се извлечат 10 топчиња
за да меѓу нив има барем едно зелено топче. За да меѓу извлечените
топчиња има барем едно црвено, треба да се извлечат 8 топчиња. По
колку топчиња од секоја боја има во кутијата?
Решение. Нека во кутијата има s сини , z зелени и c црвени топчи-
ња. Бидејќи треба да се извлечат најмалку 8 топчиња за да има барем
едно црвено топче, добиваме дека 7s z  . Аналогно добиваме

9s c  . Понатаму, бидејќи треба да се извлечат најмалку 11 топчиња
за да имаме топче од секоја боја, заклучуваме дека може меѓу 10
извлечени топчиња да нема топче од една од боите, т.е. сите 10 топ-
чиња ќе бидат во две бои. Сега, бидејќи 7s z  и 9s c  , заклу-
чуваме дека 10z c  . Ги собираме добиените равенки и наоѓаме

13s z c   , па затоа 3, 4s z  и 6c  .

3. Сите ученици во одделението на Павел собираат албуми со сликчиња.
Секој ученик собрал барем еден албум, а најмногу од сите, 8 албуми,
собрал Павел. Колку најмалку ученици треба да има во одделението
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на Павел за да можеме да тврдиме дека има барем 5 ученици кои
собрале днаков број албуми?
Решение. Секое друго дете во одделението на Павел собрало 1, 2, 3, 4,
5, 6 или 7 албуми. Ако, без Павел, еднаков број албуми собрале точно
по 4 деца, тогаш во одделението ќе има 7 4 28  ученици. Но, ако во
одделението, без Павел, има 29 ученици, тогаш секој од нив собрал од
1 до 7 албуми, па како 29 7 4 1   , од принципот на Дирихле следува
дека постојат 5 уеници кои собрале еднакв број албуми. Значи, во
одделението на Павел има најмалку 30 ученици.

4. Докажи дека меѓу 26 различни непарни природни броеви кои се
помали од 100 постојат барем два број чиј збир е еднаков на 100.
Решение. Имаме 50 непарни броеви кои се помали од 100 и тоа се
броевите: 1, 3, 5, 7, ...., 99 и истите ќе ги поделиме на 25 двоелементни
множества на следниов начи: {1,99},{3,97}, ..., {47,53},{49,51} . Сега
бидејќи бираме 26 броја, а имаме 25 множества од принципот на Ди-
рихле следува дека барем од едно множество се избрани двата броја и
тоа се броевите чиј збир е еднаков на 100.

5. Докажи дека меѓу секои девет различни делители на 10030 може да се
изберат два, чиј производ е точен квадрат.

Решение. Прости делители на бројот 10030 се броевите 2, 3 и 5, па

затоа секој делител на 10030 е од видот 2 3 5a b c , каде , ,a b c се нене-
гативни цели броеви. Секој од разгледуваните девет делители е опре-
делен со тројка ( , , )a b c . На секоја од овие тројки и придружуваме
подредена тројка ( ', ', ')a b c , составена од 0 и 1, при што

0, ако е парен број,
'

1, ако е непарен број.
a

x
a


 


Подредени тројки составени од 0 и 1 се: (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) и (1,1,1), што значи дека имаме 8 такви тројки.
Но, овие тројки се придружени на 9 делители, па од принципот на
Дирихле следува дека на најмалку два делители е придружена една
иста тројка. Тоа значи, дека во разложувањето на овие два делители
степените на бројот 2 се со иста парност, степените на бројот 3 се со
иста парност и степените на 5 се со иста парност. Според тоа, во
производот на овие два делители степените на броевите 2, 3 и 5 се
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парни, што значи дека тие се точни квадрати.

6. Една истражувачка лабораторија има специјална (бестежинска) про-
сторија во која предметите лебдат онаму каде што се оставени. Про-
сторијата има форма на квадар со висина 4 m и со основа квадрат со
страна 7 m. Во центарот на основата е поставен носечки столб во
форма на квадар со основа квадрат со страна 1 m и висина 4 m.
а) Во просторијата се расфрлани 16 балони во форма на топки со
дијаметар 10 cm, кои лебдат. Дали мора да постои квадар со рабови 2
m, 3 m и 2 m и ѕидови паралелни на зидовите на просторијата, во кој
сигурно има делови од 2 различни балони во него?
б) Што ќе се случи кога би биле 17 балони? Дали, во овој случај, мора
да постои квадар со рабови 2 m, 3 m и 2 m и ѕидови паралелни на
зидовите на просторијата, во кој сигурно има делови од 2 различни
балони во него?
Решение. Волуменот на
просторијата е еднаков на

37 7 4 4 192 m    .
Таа може да се подели на
192 :12 16 квадари со ди-
мензии 2 m, 3 m и 2 m, а
ѕидови паралелни на ѕидо-
вите на просторијата (цр-
теж десно).
а) Да ги поставиме балоните како на цртежот (виолетовите точки).
Тие се наоѓаат на долната и горната основа на просторијата. Притоа

3,5a m , а растојанието меѓу било кои два соседни балони е
3,5 10 5 3,35b m cm cm m    . Според тоа, не мора да постои квадар

со рабови 2 m, 3 m и 2 m и ѕидови паралелни на ѕидовите на просто-
ријата, во кој сигурно има делови од 2 различни балони во него.
б) Ако имаме 17 балони, тогаш нивните центри се 17 точки. Сега, од
принципот на Дирихле следува дека барем во еден од дадените 16
квадари ќе имаме два центри на балоните. Балоните со овие два
центри ќе имаат делови во еден ист квадар.

7. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем и пет точки
, , , ,A B C D E во првиот квадрант, чии координати се цели броеви. Со
M да го означиме множеството од сите триаголници, чии темиња се
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некои од точките , , , ,A B C D E . Докажи дека:
а) плоштината на секој триаголник од множеството M е број од видот

2
n , каде n е цел број;

б) плоштината на барем еден триаголник од множествот M е цел број,
в) плоштината на барем три триаголника од множеството M се цели
броеви.
Решение. За произволна точка во рамнината 1 2( , )X x x , означуваме

1 1( ,0)X x . Ако 1 2( , )X x x и 1 2( , )Y y y се точки од првиот квадрант со
целобројни координати, тогаш четириаголникот 1 1XX Y Y е правоаго-
лен трапез со основи 1XX и 1YY и висина 1 1X Y (направи цртеж).
Плоштината на овој трапез е еднаква на

1 1 2 2
1 1 1 12 2 ( )XX YY x y

P X Y y x
     .

Јасно, плоштината P е број од видот 2
n , каде n е цел број. Забележу-

ваме дека ако апсцисите 1x и 1y на точките X и Y се со иста пар-
ност, тогаш P е цел број. Исто така, ако ординатите 2x и 2y се со
иста парност, тогаш плоштината P е цел број. Во секој слачај
плоштината P е број од видот 2

n , каде n е цел број.

а) Да разгледаме произволни три точки ,A B и C од првиот квадрант
(цртеж десно). Имаме

1 1 1 1 1 1ABC A C CA C B BC A B BAP P P P   . (1)

Јасно, ABCP е број од видот 2
n ,

каде n е цел број.
б) Имаме пет точки , , ,A B C

,D E , па од принципот на Ди-
рихле следува дека барем три
од нив, на пример , , ,A B C има-
ат апсциси со иста парност. Јасно, тогаш плоштината ABCP е цел број.
в) Нека апсцисите на точките , , ,A B C се со иста парноцт. Бидејќи
имаме три точки, од принципот на Дирихле следува дека ординатите
на барем две од нив, да кажеме , ,A B се со иста парност.
Нека координатите на точките ,A B се од видот ( , )n p , а за точката C

имаме четири можности: ( , ), ( , ), ( , ), ( , )n n n p p n p p .
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некои од точките , , , ,A B C D E . Докажи дека:
а) плоштината на секој триаголник од множеството M е број од видот

2
n , каде n е цел број;

б) плоштината на барем еден триаголник од множествот M е цел број,
в) плоштината на барем три триаголника од множеството M се цели
броеви.
Решение. За произволна точка во рамнината 1 2( , )X x x , означуваме

1 1( ,0)X x . Ако 1 2( , )X x x и 1 2( , )Y y y се точки од првиот квадрант со
целобројни координати, тогаш четириаголникот 1 1XX Y Y е правоаго-
лен трапез со основи 1XX и 1YY и висина 1 1X Y (направи цртеж).
Плоштината на овој трапез е еднаква на

1 1 2 2
1 1 1 12 2 ( )XX YY x y

P X Y y x
     .

Јасно, плоштината P е број од видот 2
n , каде n е цел број. Забележу-

ваме дека ако апсцисите 1x и 1y на точките X и Y се со иста пар-
ност, тогаш P е цел број. Исто така, ако ординатите 2x и 2y се со
иста парност, тогаш плоштината P е цел број. Во секој слачај
плоштината P е број од видот 2

n , каде n е цел број.

а) Да разгледаме произволни три точки ,A B и C од првиот квадрант
(цртеж десно). Имаме

1 1 1 1 1 1ABC A C CA C B BC A B BAP P P P   . (1)

Јасно, ABCP е број од видот 2
n ,

каде n е цел број.
б) Имаме пет точки , , ,A B C

,D E , па од принципот на Ди-
рихле следува дека барем три
од нив, на пример , , ,A B C има-
ат апсциси со иста парност. Јасно, тогаш плоштината ABCP е цел број.
в) Нека апсцисите на точките , , ,A B C се со иста парноцт. Бидејќи
имаме три точки, од принципот на Дирихле следува дека ординатите
на барем две од нив, да кажеме , ,A B се со иста парност.
Нека координатите на точките ,A B се од видот ( , )n p , а за точката C

имаме четири можности: ( , ), ( , ), ( , ), ( , )n n n p p n p p .
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Треба да провериме во овие четири случаи во равенството (1) какви
броеви учествуваат во плоштините на трапезите. Бројот

1 1A B BAP е

секогаш цел број, а другите два броја
1 1C B BCP и

1 1A C CAP не се цели

броеви, но нивниот збир е цел број. Аналогно се расудува и за пре-
останатите два случаја за триаголниците ABD и ABE .

8. Ќе велиме, дека бројот x на реалната оска (со единечна отсечка 1cm )
е скоро цел број, ако растојанието од x до најблискиот цел број е
најмногу 1 mm . Докажи дека, дека за секои 11 реални броеви постојат
два такви што растојанието меѓу нив е скоро цел број.
Решение. Нека x е произволен број. Тогаш [ ] { }x x x  , каде [ ]x и
{ }x се соодветно целиот цел и дробниот дел од x . Притоа дробниот
дел од x припаѓа на интервалот [0,1] .
Нека 1 2 11, ,...,x x x се броевите од условот на задачата. Го делиме
интервалот [0,1] на 10 интервали со должина 1 mm . Имаме 11 дробни
делови 1 2 11{ },{ },...,{ }x x x , па од принципот на Дирихле следува дека
два од нив, да кажеме { }ix и { }kx припаѓаат на еден интервал. Тогаш

0,1 { } { } 0,1i kx x    , па затоа растојанието меѓу броевите ix и kx е
скоро цел број.

9. Кружница со дијаметар 1cm е поделена на неколку лаци и секој лак е
обоен во една од трите бои: сина, жолта и зелена. Потоа лаците се
„исправени“ така, што се добиени отсечки и добиените отсечки се
расфрлени без да се препокриваат на бројната оска (со единечна
отсечка 1cm ). Докажи дека постојат две различни еднобојни точки,
растојанието меѓу кои е цел број сантиметри.
Решение. Збирот на должините на сите отсечки е еднаков на cm ,
т.е. е поголем од 3 cm . Да ја поделиме бројната оска на интервали од
по 1cm од видот [ , 1)n n  и да ги транслираме сите интервали во
интервалот [0,1) . Така, секоја точка од бројната оска се преместува за
цел број сантиметри. Имаме три бои, а збирот на отсечките е поголем
од 3 cm , па од принципот на Дирихле следува дека збирот на должи-
ните на отсечките од една боја е поголем од 1cm . Нека тоа се отсеч-
ките обоени во сина боја. По преместувањето ќе имаме точка од
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интервалот [0,1) , која ќе биде покриена од два сини делови од два
различни интервали 1 и 2 . Нека сините точки 1X  и 2Y  се
совпаѓаат во интервалот [0,1) . Тогаш растојанието меѓу точките X и
Y е цел број, што и требаше да се докаже.

10. Дадено е множеството {1,2,3,...,100}P  . Докажи дека секое негово
множество, кое има барем 51 број, содржи два броја чија разлика е
еднаква на 5.
Решение. Множеството P ќе го поделиме на 50 двоелемнтни под-
множества

1 2 3 5 5

6 7 8 9 10

{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{11,16}, {12,17}, {13,18}, {14,19}, {15,20},

..................................................................................................

P P P P P

P P P P P

    

    

46 47 48 49 50

.....................
{91,96}, {92,97}, {93,98}, {94,99}, {95,100}.P P P P P    

Сега,бидејќи имаме 50 множества, од принципот на Дирихле следува
дека секој подмножество на P кое содржи барем 51 елемент ќе има
два елементи кои припаѓаат на исто делбено подмножество. Јасно,
разликата на овие два елементи е еднаква на 5, што и требаше да се
докаже.

11. Во внатрешноста на правилен шестаголник со должина на страна
2 cm се дадени 193 точки, меѓу кои нема три колинеарни, а кои се
обоени во 4 бои. Докажи дека постојат три истобојни точки кои се

темиња на триаголник со плоштина помала или еднаква на 23
4 cm .

Решение. Бидејќи 193 4 48 1   од принципот на
Дирихле следува дека меѓу избраните точки има
најмалку 49 точки кои се обоени во една од чети-
рите бои. Дадениот шестаголник да го поделиме на
шест рамнострани триаголници со должина на
страна 2 cm , а потоа секој од нив го делиме на по четири рамнострани
триаголници со должина на страна 1cm (цртеж десно). Така добиваме
24 рамнострани триаголници со должина на страна 1cm , т.е. со

плоштина 23
4 cm . Бидејќи имаме најмалку 49 еднобојни точки и

49 2 24 1   , од принципот на Дирихле следува дека меѓу делбените
триаголници постои рамностран триаголник во кој има три еднобојни
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точки. Јасно, овие точки се темиња на триаголник чија плоштина е

помала или еднаква на 23
4 cm .

12. Нека , , ,a b c d се природни броеви такви што a b c d   и
( )( )( )( )( )( )S a b a c a d b c b d c d       .

а) Докажи дека 3 | S . б) Докажи дека 4 | S .
Решение. а) При делење на природен број со бројот 3, можни остато-
ци се 0, 1 и 2. Имаме 4 броја, а три можни остатоци, па од принципот
на Дирихле следува дека најмалку два од четирите броја при делење
со 3 даваат ист остаток. Понатаму, разликата на овие два броја е
делива со 3, па како бројот S е производ на сите можни разлики од
четирите дадени броеви заклучуваме дека 3 | S .
б) При делење на природен број со бројот 4, можни остатоци се 0, 1, 2
и 3. Ако меѓу дадените броеви постојат два броја кои при делење со 4
даваат ист остаток, тогаш нивната разлика е делива со 4. Но, бројот S

е производ на сите можни разлики од четирите дадени броеви, па
затоа 4 | S . Ако меѓу дадените броеви не постојат два броја кои при
делење со 4 даваат ист остаток, тогаш броевите , , ,a b c d имаат раз-
лични остатоци при делење со 4. Тоа значи дека  два броја се парни, а
два броја се непарни. Јасно, разликата на броеви со иста парност е
парен број, т.е. е делива со 2. Според тоа, две од шесте разлики во
производот со кои е определен бројот S се делив со 2, па затоа 2 2 | s

односно 4 | S .

13. а) Докажи, дека постојат 2015 природни броја чиј збир е еднаков на
4030, такви што ниту еден од нив не е еднаков на 2015 и збирот на
било кои од овие броеви не е еднаков на 2015.
б) Докажи, дека од секои 2016 природни броеви чиј збир е еднаков на
4030 може да се изберат неколку (или еден) чиј збир е 2015.
Решение. а) Доволно е да избереме 2014 броја еднакви на 1 и еден
број еднаков на 2016.

б) Нека дадените броеви се 1 2 2016, ,...,a a a и да ги

разгледаме броевите
1 1

1 1 2

,
,

..............................,

b a

b a a


 
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2015 1 2 2015

2016 1 2 2016

... ,
... 4030.

b a a a

b a a a

   

    

Ако меѓу броевите 1 2 2015, ,...,b b b некој е еднаков на 2015 , тогаш зада-
чата е решена. Ако ниту еден од овие броеви не е еднаков на 2015,
тогаш бидејќи имаме 2015 броја, меѓу нив постојат два броја кои при
делење со 2015 даваат ист остаток. Јасно, разликата на овие два броја
(која е еднаква на збирот на некои од броевите 1 2 2015, ,...,a a a ) е
делива со 2015 и бидејќи таа разлика е природен број, помал од 4030,
таа е еднаква на 2015.

14. На располагање имаме 6 бои. Овие бои можеме да ги
мешаме земајќи еднакви количества од една или
повеќе бои. На тој начин добиваме определен број
нови бои. Со вака добиените бои ги боиме полињата
на шаховската табла (секое поле со една боја). Дока-
жи дека постојат најмалку две полиња кои се обоени
со иста боја.
Решение. На почетокот имаме 6 бои. Понатаму, со мешање на две бои
можеме да добиеме нови 6 5

2 15  бои. Понатаму, со мешање на три

бои можеме да добиеме нови 6 5 4
3 21 20 
   бои. Сега, за секоја боја доби-

ена со две бои, земајќи ги преостанатите четири бои имаме боја која
се добива со мешање на четири бои и обратно за секоја боја добиена
со четири бои, земјаќи ги преостанатите две бои имаме боја која се
добива со мешање на две бои. Според тоа, бројот на боите добиени со
мешање на четири бои е еднаков на бројот на боите добиени со меша-
ње на две бои, т.е. на 15. На потполно идентичен начин заклучуваме
дека бројот на боите добиени со мешање на пет бои е еднаков на
бројот на боите добиени со една боја, т.е. на 6. На крајот имаме 1 боја
која се добива со мешање на сите шест бои. Според тоа, на опишаниот
начин можеме да добиеме 6 15 20 15 6 1 63      различни бои.
Но, шаховската табла има 64 полиња, па од принципот на Дирихле
следува дека најмалку две полиња ќе бидат обоени со иста боја.

15. Определи го најмалиот природен број k , за кој меѓу секои k при-
родни броја има четири чиј збир е делив со 4.
Решение. Можеме да ги разгледуваме само остатоците при делење со
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2015 1 2 2015

2016 1 2 2016

... ,
... 4030.

b a a a

b a a a

   

    

Ако меѓу броевите 1 2 2015, ,...,b b b некој е еднаков на 2015 , тогаш зада-
чата е решена. Ако ниту еден од овие броеви не е еднаков на 2015,
тогаш бидејќи имаме 2015 броја, меѓу нив постојат два броја кои при
делење со 2015 даваат ист остаток. Јасно, разликата на овие два броја
(која е еднаква на збирот на некои од броевите 1 2 2015, ,...,a a a ) е
делива со 2015 и бидејќи таа разлика е природен број, помал од 4030,
таа е еднаква на 2015.

14. На располагање имаме 6 бои. Овие бои можеме да ги
мешаме земајќи еднакви количества од една или
повеќе бои. На тој начин добиваме определен број
нови бои. Со вака добиените бои ги боиме полињата
на шаховската табла (секое поле со една боја). Дока-
жи дека постојат најмалку две полиња кои се обоени
со иста боја.
Решение. На почетокот имаме 6 бои. Понатаму, со мешање на две бои
можеме да добиеме нови 6 5

2 15  бои. Понатаму, со мешање на три

бои можеме да добиеме нови 6 5 4
3 21 20 
   бои. Сега, за секоја боја доби-

ена со две бои, земајќи ги преостанатите четири бои имаме боја која
се добива со мешање на четири бои и обратно за секоја боја добиена
со четири бои, земјаќи ги преостанатите две бои имаме боја која се
добива со мешање на две бои. Според тоа, бројот на боите добиени со
мешање на четири бои е еднаков на бројот на боите добиени со меша-
ње на две бои, т.е. на 15. На потполно идентичен начин заклучуваме
дека бројот на боите добиени со мешање на пет бои е еднаков на
бројот на боите добиени со една боја, т.е. на 6. На крајот имаме 1 боја
која се добива со мешање на сите шест бои. Според тоа, на опишаниот
начин можеме да добиеме 6 15 20 15 6 1 63      различни бои.
Но, шаховската табла има 64 полиња, па од принципот на Дирихле
следува дека најмалку две полиња ќе бидат обоени со иста боја.

15. Определи го најмалиот природен број k , за кој меѓу секои k при-
родни броја има четири чиј збир е делив со 4.
Решение. Можеме да ги разгледуваме само остатоците при делење со
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4. Меѓу шесте броја 0, 0, 0, 1, 1, 1 нема четири чиј збир е делив со 4.
Ќе докажеме, дека меѓу секои седум природни броја има четири чиј
збир е делив со 4. Ако има четири броја со ист остаток при делење со
4, тогаш нивниот збир е делив со 4. Според тоа, секој остаток може да
се сретне најмногу три пати. Последното значи дека се среќаваат
барем три различни остатоци и има два остатока, секој од кои се
среќава барем два пати.
1) Нека тоа се 0, 0, 1, 1. Ако третиот остаток е еднаков на 2, тогаш

0 1 1 2 4    , а ако е 3, тогаш 0 0 1 3 4    .
2) Ако тоа се 0, 0, 2, 2, тогаш 0 0 2 2 4    .
3) Нека тоа се 0, 0, 3, 3. Ако третиот остаток е еднаков на 1, тогаш

0 0 3 1 4    , а ако е еднаков на 2, тогаш 0 3 3 2 8    .
4) Нека тоа се 1, 1, 2, 2. Ако третиот остаток е еднаков на 0, тогаш

1 1 2 0 4    , а ако е 3, тогаш 1 2 2 3 8    .
5) Ако тоа се 1, 1, 3, 3, тогаш 1 1 3 3 8    .
6) Нека тоа се 2, 2, 3, 3. Ако третиот остаток е еднаков на 0, тогаш

2 3 3 0 8    , а ако е еднаков на 1, тогаш 2 2 3 1 8    .
Конечно, од претходните разгледувања следува тврдењето на зада-
чата.

16. Колку топови може да се постават на шаховската табла, а притоа
ниедни два од нив да не се напаѓаат, а колку така што секои два од
нив да се напаѓаат?
Решение. Шаховската табла е со димензии 8 8 ,
што значи дека има 8 редови и 8 колони. Ако на
таблата поставиме 9 топови, тогаш од принципот
на Дирихле следува дека постои ред во кој има
најмалку два топа. Јасно, овие два топа меѓу себе
се напаѓаат. Понатаму, за да топовите меѓу себе не
се напаѓаат во секој ред и во секоја колона може да има најмногу по
еден топ. Ваков распоред е даден на цртежот десно, што значи дека
можеме да поставиме 8 топа така што никои два од нив да не се напа-
ѓаат.
Два топа се напаѓаат ако и само ако се наоѓаат на полиња од ист ред,
односно во иста колона. Сега, бидејќи секој ред (секоја колона) има по
8 полиња, можеме да поставиме најмногу 8 топови така што секои два
од нив да се напаѓаат (сите во ист ред, односно иста колона).
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4. ПРЕБРОЈУВАЊЕ НА БРОЕВИ

1. Колку има трицифрени природни броеви такви што цифрата на стот-
ките е еднаква на збирот на цифрите на десетките и единиците?
Решение. Трицифрени броеви кои го задоволуваат условот на зада-
чата се од видот , 0abc a  и a b c  .
- за 1a  тоа се броевите: 101, 110,
- за 2a  тоа се броевите: 202, 211, 220,
- за 3a  тоа се броевите: 303, 312, 321, 330,
- за 4a  тоа се броевите: 404, 413, 422, 431, 440,
- за 5a  тоа се броевите: 505, 514, 523, 532, 541, 550,
- за 6a  тоа се броевите: 606, 615, 624, 633, 642, 651, 660,
- за 7a  тоа се броевите: 707, 716, 725, 734, 743, 752, 761, 770,
- за 8a  тоа се броевите:  808, 817, 826, 835, 844, 853, 862, 871, 880,
- за 9a  тоа се броевите: 909, 918, 927, 936, 945, 954, 963, 972, 981,

990.
Конечно, постојат 2 3 4 5 6 7 8 9 10 54         трицифрени бро-
еви со бараното својство.

2. Книга е отпечатена така што бројот на страната е печатен само на
парните страни {2,4,6,8,10,...} . Последната нумерирана страна имала
отпечатен број 234. Колку непарни цифри се отпечатени при нумери-
рањето на страниците на оваа книга?
Решение. За нумерирањето со едноцифрените броеви не е употребена
ниту една непарна цифра. За нумерирањето со двоцифрените броеви,
непарна цифра може да има само на местото на десетките, што значи
дека се отпечатени 25 непарни цифри (по 5 за секој двоцифрен број
кој започнува со цифрите 1, 3, 5, 7 или 9). Парни трицифрени броеви
кај кои цифрата на стотките е 1 има 50 па кај нив цифрата 1 е отпе-
чатена 50 пати, а повторно на местата на десетките се отпечатени 25
непарни цифри. Значи, кај броевите од 100 до 198 имаме вкупно 75
непарни цифри. Кај трицифрените броеви кои почнуваат со цифрата 2
непарна цифра може да има само на местото на десетките и тоа се
броевите: 210, 212, 214, 216, 218, 230, 232 и 234, т.е. имаме 8 такви
броеви. Конечно, за нумерирање на оваа книга се употребени
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25 75 8 108   непарни цифри.

3. Филип на таблата ги запишал природните броеви од 1 до 2013. Матео
ги избришал сите броеви кои се деливи со 3, и сите броеви кои се
деливи со 11. Колку броеви останале запишани на таблата?
Решение. Меѓу запишаните броеви има 2013: 3 671 деливи со 3 и
2013:11 183 деливи со 11. Бидејќи NZD(3,11) 33 , од запишаните
броеви деливи и со 3 и со 11 се 2013: 33 61 . Според тоа, Матео
вкупно избришал 671 183 61 793   броеви, а на таблата останале
запишани 2013 793 1220  броеви.

4. За еден четирицифрен број ќе велиме дека е интересен, ако збирот на
цифрите му е 22, делив е на 11 и во неговиот запис учествува цифрата
2. Определи го бројот на интересните броеви?
Решение. Нека бараниот број е abcd . Тогаш 22a b c d    и од
признакот за деливост со 11 следува дека ( )a c b d   е делив со 11.
Случаите ( ) 11a c b d     не се можни, бидејќи ( )a c b d   има
иста парност како a b c d   , кој е парен број. Оттука следува,

( ) 0a c b d    , т.е. 11a c b d    .
За 2a  добиваме 9c  и за 11b d  имаме 8 можности и тоа
2 9 3 8 4 7 5 6 6 5 7 4 8 3 9 2               . Аналогно за се-
кој од случаите 2, 2, 2b c d   имаме по 8 броеви. Вкупно имаме 32
такви броеви и ни преостанува да го одземеме бројот на броевите во
кои имаме по две цифри 2, бидејќи овие броеви се броени два пати.
Имено, заради равенствата 11a c b d    не постои интересен број
со три цифри 2. За овие две цифри има четири можности и тоа

2a b  , 2a d  , 2b c  и 2c d  . Значи, постојат 32 4 28 
броеви со дадените својства.

5. Определи го бројот на сите 11-цифрени броеви, деливи со 9, кои имаат
вид *2013* 2013* , каде секоја ѕвездичка е цифра (не е задолжително
различните позиции на ѕвездичките да се различни цифри). Во колку од
овие броеви ѕвездичките се заменети само со цифрите 0, 1, 2 или 3?
Решение. Бидејќи збирот на цифрите кои се гледаат е 12, заклучуваме
дека цифрите формирани од ѕвездичките треба да формираат трици-
френ број, кој дава остаток 6 при делење со 9. Најмалиот таков број е
105, а најголемиот е 996, што значи дека бараниот број броеви е
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еднаков на 996 105
9 1 100   .

Одговорот на второто прашање се добива со наоѓање на трицифрени-
те броеви чиј збир на цифри е еднаков на 6, кои се запишуваат само со
помош на цифрите 0, 1, 2 и 3. Бидејќи 6 3 3 0 2 2 2 1 2 3         ,
имаме 2 1 6 9   такви броеви.

6. Определи го бројот на петцифрените природни броеви n кај кои
збирот на количникот и остатокот при делење со 100 е делив со 11.
Решение. Нека 100n a b  е петцифрен број. Од 11| 99 следува дека
производот 99a е делив со 11. Понатаму, според условот на задачата
a b е делив со 11, па затоа и бројот 99 100a a b a b n     е делив
со 11. Според тоа, треба да определиме колку петцифрени броеви се
делив со 11.
Најголемиот четирицифрен број кој е делив со 11 е 11 909 9999  , а
најголемиот петцифрен број кој е делив со 11 е 11 9090 99990  . Спо-
ред тоа, имаме (99990 9999) :11 8181  петцифрени броеви кои се де-
ливи со 11 и тоа е бројот на петцифрените природни броеви n кај кои
збирот на количникот и остатокот при делење со 100 е делив со 11.

7. Определи го бројот на природните броеви n , кои се помали од 100 и

за кои бројот nn е точен квадрат.

Решение. Ако n е парен број, тогаш nn е точен квадрат и такви се 50
од разгледуваните броеви. Ако 2 1n k  е непарен број, тогаш

2 1 2(2 1) (2 1) (2 1)n k kn k k k     е точен квадрат кога 2 1k  е точен
квадрат, а тоа се 5 броја: 1, 9, 25, 49 и 81. Според тоа, има 55 природ-

ни броеви кои се помали од 100 и за кои бројот nn е точен квадрат.

8. Определи го бројот на природните броеви кои се помали од 1000, чија
цифра на единиците е 9 и кои може да се претстават како збир на
степени на броевите 2 и 3.
Решение. Степените на бројот 2, кои се помали од 1000, се 1, 2, 4, 8,
16, 32, 64, 128, 256 и 512. Цифрите на единиците на овие степени се 1,
2, 4, 6 или 8. Степените на бројот 3, кои се помали од 1000, се 1, 3, 9,
27, 81, 243 и 729. Цифрите на единиците на овие степени се 1, 3, 7 и 9.
Според тоа, имаме 10 броеви кои го задоволуваат условот на задачата
и тие се дадени во долната табела.
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Степени на 2 Степени на 3 Барани броеви
1

2, 32, 512 27 29, 59, 539
4, 64

16, 256 3, 243 19, 259, 499
8, 128 1, 81 9, 89, 129, 209

9, 729

9. Определи го бројот на петцифрените броеви кои се деливи и со 25 и
со 3 и во чиј запис се употребени само 2 различни цифри.
Решение. Заради деливоста со 25 двоцифрениот завршеток на бара-
ните броеви е 00, 25, 50 или 75.
Ако двоцифрениот завршеток е 00, тогаш броевите се од видот:

00, 000, 0 00, 0000aaa aa a a a , каде a е цифра различна од 0. Заради
деливоста со 3, во првиот случај {1,2,...,9}a , па постојат 9 такви
броеви, додека во вториот, третиот и четвртиот случај {3,6,9}a , па
во секој од овие случаи постојат по 3 броеви од саканиот вид. Според
тоа, постојат 18 броеви чиј двоцифрен завршеток е 00.
Ако двоцифрениот завршеток на бројот е 25, тогаш тој во својот запис
има една, две, три или четири цифри 5, а преостанатите цифри се 2.
Меѓутоа ниту во еден од овие случаи збирот на цифрите не е делив со
3, па значи нема броеви чиј двоцифрен завршеток е 25.
Ако двоцифрениот завршеток на бројот е 50, тогаш тој во својот запис
има една, две, три или четири цифри 5, а преостанатите цифри се 0.
Бидејќи збирот на цифрите треба да е делив со 3, добиваме дека бара-
ните броеви се 55050 и 50550.
Ако двоцифрениот завршеток на бројот е 75, тогаш тој во својот запис
има една, две, три или четири цифри 5, а преостанатите цифри се 7.
Од ваквите броеви со 3 се деливи само броевите кои се запишани со
една или четири цифри 5. Тоа се броевите 55575 и 77775, т.е. има два
броја од саканиот вид.
Конечно, постојат 22 петцифрени броеви кои се деливи со 25 и со 3 и
кои во својот запис содржат точно две различни цифри.

10. За природниот број ќе велиме дека е интересен ако цифрата на едини-
ците му е еднаква на производот на сите преостанати цифри. Опреде-
ли го бројот на сите четирицифрени интересни броеви.
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Решение. Нека бараниот четирицифрен број е , 0abcd a  .
Ако 0d  , имаме 9 19 171  можности ( за a имаме 9 можности и за
b и c вкупно 19 можности со барем една цифра 0).
Ако 1d  , имаме само една можност, т.е. бројот 1111.
Ако 2d  , имаме 3 можности, бидејќи цифрите , ,a b c се еднакви на
1, 1, 2 во некој редослед.
Ако 3d  , имаме 3 можности, бидејќи цифрите , ,a b c се еднакви на 1,
1, 3 во некој редослед.
Ако 4d  , имаме 3 3 6  можности, бидејќи цифрите , ,a b c се
еднакви на 1, 1, 4 или 1, 2, 2 во некој редослед.
Ако 5d  , имаме 3 можности, бидејќи цифрите , ,a b c се еднакви на 1,
1, 5 во некој редослед.
Ако 6d  , имаме 3 6 9  можности, бидејќи цифрите , ,a b c се
еднакви на 1, 1, 6 или 1, 2, 3 во некој редослед.
Ако 7d  , имаме 3 можности, бидејќи цифрите , ,a b c се еднакви на
1, 1, 7 во некој редослед.
Ако 8d  , имаме 3 6 1 10   можности, бидејќи цифрите , ,a b c се
еднакви на 1, 1, 8 или 1, 2, 4 или 2, 2, 2 во некој редослед.
Ако 9d  , имаме 3 3 6  можности, бидејќи цифрите , ,a b c се
еднакви на 1, 1, 9 или 1, 3, 3 во некој редослед.
Според тоа, постојат вкупно 171 1 3 3 6 3 9 3 10 6 215         
интересни четирицифрени броеви.

11. Определи го најмалиот број трицифрени броеви, запишани со циф-
рите 1, 2 и 3, кои што треба да се изберат така, што за секој трицифрен
број X , запишан со цифрите 1, 2 и 3, постои број од избраните, кој не
се совпаѓа со X во ниту една позиција.
Решение. Непосредно се проверува дека броевите 121, 112, 211, 222 и
333 го имаат саканото својство.
Да претпоставиме дека постојат четири броја со саканото својство. Без
ограничување на општоста можеме да сметаме, дека два од броевите
имаат прва цифра 1. Нека abc и pqr се другите два броја. За секој од
овие броеви постојат 0 (ако првата цифра му е 1) или 4 броја (ако
првата цифра не е 1) со прва цифра 1, кои се разликуваат и во трите
позиции од тој број. Трицифрени броеви запишани со цифрите 1, 2
или 3 и со прва цифра 1 се 9. Бидејќи 9 2 4  , добиваме дека еден од
броевите со прва цифра 1 нема да се разликува во трите позиции од
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abc и pqr , што е противречност. Од добиената противречност сле-
дува дека треба да избереме барем 5 броја.

12. Определи го бројот на трицифрените броеви кои може да се запишат
со помош на цифрите 7, 8 и 9.
Решение. Според условот на задачата дозволено е цифрите 7, 8 и 9 да
се повторуваат.
Секоја од дадените цифри може да се употреби како цифра на стот-
ките, па затоа за цифрата на стотките имаме 3 можности. Аналогно за
цифрата на десетките имаме 3 можности и за цифрата на единиците
имаме 3 можности. Конечно, со дадените цифри може да се запишат
3 3 3 27   трицифрени броеви.

13. Колку различни трицифрени броеви може да се зпишат со помош на
цифрите:
а) 1, 2, 3, 4, б) 0, 7, 8, 9, в) 1, 2, 3, 4, 5, 6?
Решение. Од условот на задачата следува дека цифрите во бројот abc
може да се повторуваат.
а) Секоја од дадените цифри може да биде на местото на a , што
значи дека за a имаме 4 можности. Аналогно, како за b , така и за c
имаме по 4 можности. Според тоа, имаме 4 4 4 64   трицифрени
броеви кои може да се запишат со цифрите 1, 2, 3, 4.
б) Цифрата a мора да е различна од 0, па затоа за неа имаме три
можности (цифрите 7, 8, 9). За цифрите b и c имаме по четири
можности (се вклучува и цифрата 0). Според тоа, имаме 3 4 4 48  
трицифрени броеви кои може да се запишат со цифрите 0, 7, 8, 9.
в) Како во решениео на задачата под а) имаме 6 6 6 216   три-
цифрени броеви кои може да се запишат со цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6.

14. Определи го бројот на сите четирицифрени броеви кои може да се
запишат со цифрите 7, 8, 9 и 0.
Решение. За цифрата на илјадитите имаме 3 можности (цифрата 0 не
може да е цифра на илјадитите), за цифрата на стотките имаме 4
можности (секоја од дадените цифри), за цифрата на десетките имаме
4 можности и за цифрата на единиците имаме 4 можности. Значи,
имаме 3 4 4 4 192    четирицифрени броеви кои се запишуваат со
цифрите 7, 8, 9 и 0.
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15. Определи го бројот на четирицифрените броеви запишани само со
парни цифри.
Решение. На местото на илјадитите може да се запише било која од
цифрите 2, 4, 6 или 8, што значи дека имаме четири можности. На
местото на стотките може да се запише било која од цифрите 0, 2, 4, 6
или 8, што значи имаме пет можности. Слично, за цифрата на десет-
ките имаме пет можности и за цифрата на единиците имаме пет мож-
ности. Конечно, бројот на четирицифрените броеви запишани само со
парни цифри е еднаков на 4 5 5 5 500    .

16. За еден природен број велиме дека е добар, ако се запишува само со
цифрите 1, 2 и 3, при што во записот секои две соседни цифри се
разликуваат за 1. Определи го бројот на добрите шестцифрени броеви,
на добрите десетцифрени броеви и на добрите 16-цифрени броеви.
Решение. Во записот на добрите броеви секои две соседни цифри
имаат различна парност. Според тоа, во записот на шестцифрен добар
број има три парни и три непарни цифри, т.е. три цифри 2. Значи
добрите шестцифрени броеви се од видот 2 2 2a b c или 2 2 2a b c , каде за
секоја од цифрите , ,a b c имаме по две можности (1 или 3). Значи, од
секој вид имаме 2 2 2 8   броја, па вкупниот број добри шестциф-
рени броеви е 2 8 16  .
На ист начин добиваме, дека има 2 (2 2 2 2 2) 64      добри десет-
цифрени и 2 (2 2 2 2 2 2 2 2) 512         добри 16-цифрени добри бро-
еви.

17. Определи го бројот на петцифрените броеви во чиј запис барем една
од цифрите е парна.
Решение. Бидејќи 0 не може да е прва цифра од лево, а на сите пре-
останати места може да е било која цифра бројот на сите петцифре-

ните броеви е еднаков на 49 10 10 10 10 9 10      . Понатаму, бројот на
петцифрените броеви запишани само со непарни цифри е еднаков на

55 5 5 5 5 5     . Конечно, бројот на петцифрените броеви во чиј запис

има барем една парна цифра е 4 59 10 5  .

18. Определи го бројот на трицифрените броеви во чиј запис има барем
една парна и барем една непарна цифра. (Нулата е парна цифра.)
Решение. Прв начин. Има 9 10 10 900   трицифрени броеви. Ако p е
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парна, а n е непарна цифра, тогаш {0,2,4,6,8}p и {1,3,5,7,9}n .
Бидејќи цифрата на стотките е различна од 0, трицифрени броеви кај
кои сите цифри се парни има 4 5 5 100   . Трицифрени броеви кај кои
сите цифри се непарни има 5 5 5 125   . Конечно, ако од множеството
трицифрени броеви ги отфрлиме броевите кај кои сите цифри се пар-
ни и сите цифри се непарни, ќе останат броевите кои имаат барем
една парна и барем една непарна цифра. Нивниот број е еднаков на
900 100 125 675   .
Втор начин. . Нека p е парна, а n е непарна цифра на трицифрениот
број. Тогаш {0,2,4,6,8}p и {1,3,5,7,9}n . Броевите кои имаат ба-
рем една парна и барем една непарна цифра се од видовите

, , , , ,pnn npn nnp npp pnp ppn .

Броеви од видот pnn има 4 5 5 100   (цифрата на стотките е раз-
лична од 0).
Броеви од видот npn има 5 5 5 125   .

Броеви од видот nnp има 5 5 5 125   .

Броеви од видот ppn има 4 5 5 100   (цифрата на стотките е раз-
лична од 0).
Броеви од видот pnp има 4 5 5 100   (цифрата на стотките е раз-
лична од 0).
Броеви од видот npp има 5 5 5 125   .
Според тоа, броевите кои имаат барем една парна и барем една
непарна цифра се 100 125 125 100 100 125 675      .

19. Бројот 3720147410273 е тринаесетцифрен и ги има следниве својства:
1) Има четири последователни цифри кои го формираат бројот 2014.
2) Ако му ги запишеме цифрите во обратен редослед, ќе го добиеме

истиот број.
Определи го бројот на сите вакви тринаесетцифрени броеви.
Решение. Од 2) следува, дека секој од бараните броеви е определен од
првите (од лево на десно) 7 цифри. Бидејќи шестата и осмата цифра се
еднакви, за да е исполнет условот 1), првите седум цифри треба да го
содржат 2014 или 4102. Ако го фиксираме местото на 2014 (соодветно
на 4102) останува да бидат избрани уште три цифри, при што ако 2014
(соодветно 4102) не започнува од првото место првата од тие цифри
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не може да е 0. За 2014 (соодветно 4102) имаме четири можни пози-
ции. Според тоа имаме

3 2 2 22(10 9 10 9 10 9 10 ) 7400      

броеви, кои го содржат 2014 или 4102 меѓу првите 7 цифри. Од овие
7400 броеви постојат два броја 2014102014102 и 4102014102014 кои
меѓу првите седум цифри ги содржат и две низи 2014 и 4102, па затоа
бараниот број броеви е 7400 2 7398  .

20. Колку различни двоцифрени броеви може да се запишат со цифрите 1,
3, 5, 7 и 9, ако секоја од цифрите учествува во записот точно еднаш?
Решение. Ако бараните броеви се од видот ab , тогаш цифрата a
може да биде било која од цифрите 1, 3, 5, 7 и 9, што значи дека
имаме пет можности. Откако е избрана цифрата a , цифрата b може
да биде било која од преостанатите цифри, што значи дека имаме
четири можности. Конечно, имаме 5 4 20  броеви од саканиот вид.

21. Колку различни двоцифрени броеви може да се запишат о цифрите 0,
1, 2, 3, ако цифрите 0, 1, 2 учествуваат не повеќе од еднаш, а цифрата
3 не повеќе од два пати?
Решение. Прво ќе ги преброиме двоцифрените броеви кои се запишу-
ваат со цифрите 0, 1, 2, 3, во кои секоја од овие цифри учествува нај-
многу еднаш. За цифрата на десетките имаме три можности (цифрите
1, 2 и 3), а по изборот на цифрата на десетките за цифрата на едини-
ците повторно имаме три можности (двете цифри кои не се избрани и
цифрата 0). Според тоа, бројот на овие броеви е 3 3 9  . Бидејќи само
цифрата 3 може два пати да е во записот на броевите го добиваме
уште бројот 33, па затоа бројот на сите броеви ееднаков на 9 1 10  .

22. Сите букви во равенството ( )( )( ) 315a b c d e f    треба да се заме-
нат со различни броеви од 1 до 6 така што равенството ќе биде точно.
На колку начини ова може да се направи?
Решение. Имаме 315 3 3 5 7    . Понатаму, вредноста на секој израз
во заградите е поголема или еднаква на 1 2 3  и е помала или ед-
наква на 5 6 11  . Оттука следува дека во заградите мора да се бро-
евите 5, 7 и 9, односно производот е 315 5 7 9   . Овој производ може
да се прикаже на 3 2 1 6   начини. Понатаму, производот 5 7 9 
може да се добие на два начини и тоа:
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(1 4)(2 5)(3 6)   и (2 3)(1 6)(4 5)   .
Но, во секоја заграда збирот може да се запише на два начина, па
затоа збировите во заградите на производот (1 4)(2 5)(3 6)   може
да се прикажен на 2 2 2 8   начини, а истото важи и за производот
(2 3)(1 6)(4 5)   . Според тоа, вкупно имаме 6 8 48  начини за про-
изводот (1 4)(2 5)(3 6)   и исто така 6 8 48  начини за производот
(2 3)(1 6)(4 5)   . Значи, буквите во дадениот израз со броевите од 1
до 6 може да се заменат на 48 48 96  начини.

23. Определи го бројот на трицифрените броеви кај кои барем една цифра
е поголема од 6.
Решение. Имаме 900 трицифрени броеви. Ќе ги определиме три-
цифрените броеви кај кои сите три цифри се помали или еднаква на 6.
Имаме 7 цифри кои се помали или еднакви на 6. Цифрата на стотките
е различна од 0, па затоа за неа имаме 6 можости. За цифрата на
десетките имаме 7 можности и за цифрата на единиците имаме 7
можности. Според тоа, имаме 6 7 7 294   трицифрени броеви кај кои
сите три цифри се помали или еднакви на 6. Според тоа, бројот на
трицифрените броеви кај кои барем една цифра е поголема од 6 е
еднаков на 900 294 606  .

24. На колку начини можеме да избереме два различни броја меѓу првите
2023 природни броја така што нивниот збир ќе биде парен број?
Решение. Збирот на два природни броја е парен ако и само ако двата
се парни или двата се непарни. Меѓу првите 2023 броја има 1011
парни и 1012 непарни. Паровите парни броеви можеме да ги избереме
на 10111010

2
 начини, а паровите непарни броеви можеме да ги избере-

ме на 10121011
2
 начини. Според тоа, вкупниот број можни избори е

еднаков на
(1012 1010)1011 210111010 10121011 20221011

2 2 2 2 1011       .

25. Определи го бројот на петцифрените броеви abcde такви што
b a c  и d c e  .
Решение. Јасно, 0a  , па затоа b c , а 0e  , па затоа d c . Об-
ратно, за секој избор на тројката ( , , )b c d така што b c и d c има-
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ме единствен пар ( , )a e . Сега,
- за 0c  имаме 9 можности за b и 10 можности за d ,
- за 1c  имаме 8 можности за b и 9 можности за d ,
- за 2c  имаме 7 можности за b и 8 можности за d ,
- за 3c  имаме 6 можности за b и 7 можности за d ,
- за 4c  имаме 5 можности за b и 6 можности за d ,
- за 5c  имаме 4 можности за b и 5 можности за d ,
- за 6c  имаме 3 можности за b и 4 можности за d ,
- за 7c  имаме 2 можности за b и 3 можности за d ,
- за 8c  имаме 1 можност за b и 2 можности за d .
Конечно, бараниот број броеви е

10 9 9 8 8 7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 330                  .

26. Еден сеф се отвара со трицифрен број, во кој секоја од цифрите 1, 3 и
5 се користи точно по еднаш. Колку проби се потребни, за да со си-
гурност го отвориме сефот?
Решение. За цифрата на стотките имаме три можности, бидејќи секоја
од цифрите 1, 3 и 5 може да биде цифра на стотките. Потоа, откако
првата цифра на трицифрениот број е определена, за цифрата на
десетките остануваат две можности (двете неискористени цифри).
Тогаш за цифрата на единиците останува една можност (единствената
неискористена цифра). Според тоа, бројот на пробите кои се потребни
за да со сигурност го отвориме сефот се 3 2 1 6   .

27. Шифрата на еден сеф е трицифрен број, во чиј запис учествуваат само
непарни цифри. Дамјан успел да го отвори сефот со последниот мо-
жен обид. Колку неуспешни обиди направил Дамјан?
Решение. Непарни цифри се 1, 3, 5, 7 и 9, што значи дека имаме пет
непрани цифри. Според условот на задачата во записот на шифрата е
дозволено повторување на цифрите. Така, за цифрата на единиците,
цифрата на десетките и цифрата на стотките имаме по 5 можности.
Значи, имаме 5 5 5 125   трицифрени броеви запишани со непарни
цифри. Според тоа, Дамјан направил 124 неуспешни обиди.

28. Колку различни четирицифрени броеви може да се запишат со помош
на цифрите 1, 2, 3, 4, ако секоја од цифрите учествува во записот на
бројот точно еднаш?
Решение. Цифрата на илјадитите може да биде било која од цифрите
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1, 2, 3, 4, т.е. за неа имаме четири можности. Откако ќе ја избереме
цифрата на илјадитите ни остануваат три цифри, од кои на три начини
се избира цифрата на стотките. Цифрата на десетките се избира од
преостанатите две цифри, а за цифрата на единиците ни преостанува
една можност. Секој од четирите избори на цифрата на единиците се
комбинира со секој од трите избори на цифрата на стотките, па со
секој од двата избора на цифрата на десетките и единствениот избор
на цифрата на единиците па затоа имаме 4 3 2 1 24    кои го задо-
волуваат условот на задачата.

29. Еден сеф се заклучува и се отклучува со помош на код кој е низа од
шест цифри. На колку начини може да се избере кодот, ако сите
цифри во низата се различни?
Решение. За првото место може да се избере било која од десетте
цифри, за второто место може да се избере било која од деветте цифри
кои веќе не се избрани, за третото место било која од осумте цифри
кои веќе не се избрани итн. за шестото место било која од петте цифри
кои веќе не се избрани. Според тоа, кодот може да се избере на
10 9 8 7 6 5 151200      начини.

30. Колку различни петцифрени броеви без да се повторуваат цифрите
може да се запишат со цифрите 0, 2, 4, 5 и 6?
Решение. Прв начин. Цифрата на десетилјадитите не може да е 0, па
затоа за неа имаме 4 можности. Откако неа ќе ја избереме за цифрата
на илјадитите имаме 4 можности,  па за цифрата на стотките 3 мож-
ности, за цифрата на десетките 2 можности и за цифрата на единиците
1 можност. Конечно, бараниот број броеви е 4 4 3 2 1 96     .
Втор начин. Јасно, сите можности за подредување на дадените цифри
се 5 4 3 2 1 120     . Меѓу овие подредувања учествуваат и 02456,
04526, 06542 итн., кои не се петцифрени броеви. Затоа од бројот 120
треба да го одземеме нивниот број. Споменатите записи всушност се
четирицифрените броеви чии цифри се различни, запишани со цифри-
те 2, 4, 5 и 6, пред кои стои цифрата 0. Затоа нивниот број е еднаков
на 4 3 2 1 24    . Според тоа, бројот на бараните броеви е еднаков на
120 24 96  .

31. Определи го бројот на петцифрените броеви чии цифри се различни и:
а) кои се деливи со 10,
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б) збирот на првата и последната цифра е 8?
Решение. а) Цифрата на единиците мора да е 0. Понатаму, бидејќи
цифрите треба да се различни цифрата на десетките е било која не-
нулта цифра, па затоа таа може да се избере на 9 начини. Понатаму,
цифрата на стотките може да се избере на 8 начини, цифрата на
илјадитите на 7 начини и цифрата на десетилјадитите на 6 начини.
Конечно, имаме 9 8 7 6 3024    броеви со саканите својства.
б) Првата и последната цифра може да се изберат на 7 начини и тоа: 1
и 7, 2 и 6, 3 и 5, 5 и 3, 6 и 2, 7 и 1, 8 и 0. Кога првата и последната циф-
ра се избрани, за изборот на цифрите на десетките, стотките и илја-
дитите имаме соодветно 8, 7 и 6 можности. Според тоа, имаме
7 8 7 6 2352    броеви со саканите својства.

32. Колку различни петцифрени броеви, кај кои цифрите не се повтору-
ваат, може да се запишат со цифрите 1, 2, 3, 4, 5 така што:
а) парните цифри се една до друга,
б) парните цифри не се една до друга?
Решение. Од дадените цифри 2 и 4 се парни.
а) Бидејќи цифрите 2 и 4 треба да се една до друга, парот 2 и 4 го
разгледуваме како еден елемент и тој елемент го подредуваме со
преостанатите три цифри (1, 3 и 5). Бројот на таквите подредувања е
4 3 2 1 24    . Но, цифрите 2 и 4 една до друга може да се запишат на
два начина, па затоа добиениот број треба да го помножиме со 2 и
добиваме, дека имаме 2 24 48  .
б) Од условот на задачата следува дека со дадените цифри може да се
запишат 5 4 3 2 1 120     броеви кај кои цифрите не се повторуваат.
Јасно, ако од овој број го одземеме бројот на броевите кај кои
цифрите 2 и 4 се една до друга, го добиваме бројот на броевите кај
кои цифрите 2 и 4 не се една до друга. Според а) имаме дека бараниот
број броеви е еднаков на 120 48 72  .

33. Определи го бројот на шестцифрените природни броеви деливи со 5,
кои се запишуваат само со цифрите 1, 2, 3, 4, 5 и 6 (цифрите не се
повторуваат), при што цифрите 1 и 2 не смее да се една до друга?
Решение. Цифрата на единиците на сите барани броеви мора да е 5.
Преостанатите пет цифри на останатите позиции може да се распо-
редат на 5 4 3 2 1 120     начини. Случајот кога цифрите 1 и 2 се една
до друга се сведува на распоредување на 4 цифри на 4 места, што е
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можно на 4 3 2 1 24    начини, при што во секој од овие распореди
цифрите 1 и 2 може да се распоредат на 2 начина. Значи, имаме
120 2 24 72   шестцифрени броеви кои ги задоволуваат условите на
задачата.

34. Колку различни природни броеви може да се запишат со цифрите 6, 7,
8, 9 и 0, ако во записот на броевите цифрите учествуваат најмногу по
еднаш?
Решение. Го бараме бројот на сите едноцифрени, двоцифрени, три-
цифрени, четирицифрени и петцифрени броеви, при што не е дозво-
лено повторување на цифрите.
Имаме 4 едноцифрени природни броеви запишани со дадените цифри.
Кај двоцифрените броеви за цифрата на десетките имаме 4 можности
(без цифрата 0), а по изборот на цифрата на десетките за цифрата на
единиците имаме 4 можности (преостанатите три ненулти цифри и
цифрата 0). Значи, имаме 4 4 16  двоцифрени броеви.
Аналогно, кај трицифрените броеви за цифрата на стотките имаме 4
можности, по нејзиниот избор за цифрата на десетките имаме 4 мож-
ности и за цифрата на единиците имаме 3 можности. Значи, имаме
4 4 3 48   трицифрени броеви.
Понатаму, на потполно ист начин се добива дека имаме 4 4 3 2 96   
четирицифрени броеви и 4 4 3 2 1 96     петцифрени броеви.
Конечно, бројот на сите броеви од саканиот вид е еднаков на

4 16 48 96 96 260     .

35. Пабло ги подредува по големина броевите, кои се запишуваат само со
цифрите 0, 1, 2 и 3. Така ја добил следнава низа

0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33, 100, ...
На кое место е запишан бројот 2013?
Решение. Има 4 едноцифрен броеви, 3 4 12  двоцифрени броеви
(цифрата на десетките може да се избере на 3 начина, па за секој
избор цифрата не единиците може да се избере на 4 начини). На ист
начин, имаме 3 4 4 48   трицифрени броеви. Четирицифрените брое-
ви помали од 2000 се 1 4 4 4 64    . Следните четирицифрени броеви
се 2000, 2001, 2002, 2003, 2010, 2011, 2012 и 2013, што значи дека
бројот 2013 е на 4 12 48 64 8 136     -тото место.

36. Четирицифрените броеви чиј збир на цифри е 7 се наредени по голе-
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мина. На кое место е бројот 2014?
Решение. Бидејќи 2014 е вториот по големина четирицифрен број, кој
започнува со цифрата 2 и чиј збир на цифри е 7 (првиот е 2005), до-
волно е да ги преброиме без да ги подредуваме четирицифрените
броеви од видот 1abc за кои 6a b c   . Со други зборови, треба да
го најдеме бројот на решенијата на равенката 6a b c   во мно-
жеството цели ненегативни броеви.
Еден од начините на решавање на вакви задачи е следниов. Да озна-
чиме 1 , 1 , 1a x b y c z      . Тогаш

3 9x y z a b c       .
Да означиме 9 точки во една линија, при што на две места меѓу точ-
ките се поставени вертикални прегради. Бројот на точките од почето-
кот до првата вертикална преграда е x , точките меѓу двете прегради е
y , а од втората преграда до крајот е z и притоа важи 9x y z   .

Обратно, за секои три природни броја со збир 9 можеме да ја напра-
виме опишаната конфигурација. Според тоа, бројот на решенијата на
равенката 9x y z   во множеството природни броеви е еднаков на
бројот на начините на кои можеме да ги поставиме преградите. Имаме
8 места, од кои избираме 2 за да ги поставиме преградите, па значи
имаме 8 7

2 28  можности.

Конечно, одговорот на задачата е 28 2 30  .

37. Определи го бројот на трицифрените броеви кои се запишани со
меѓусебно различни цифри од множеството {0,1,2,3,4,5} и кои се
деливи со 5?
Решение. Еден број е делив со 5 ако и само ако цифрата на единиците
е 0 или 5. Ако цифрата на едниците е 0, тогаш од преостанатите
цифри за цифрата на десетките имаме 5 можности, потоа цифрата на
стотките на 4 начини и цифрата на илјадитите на 3 начини. Значи, во
овој случај имаме 5 4 3 60   начини.
Ако цифрата на единиците е 5, тогаш за цифрата на илјадитите имаме
4 можности (0 не може да е цифра на илјадитите), за цифрата на
стотките имаме 4 можности и за цифрата на десетките имаме 3
можности. Значи во овој случај имаме 4 4 3 48   начини.
Конечно, бараниот број броеви е 60 48 108  .

38. Определи го бројот на четирицифрените броеви кои се деливи со 5 и
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се запишани со различни цифри.
Решение. Еден број е делив со 5 ако и само ако цифрата на единиците
е 0 или 5.
Нека цифрата на единиците е 0. Тогаш цифрата на десетките може да
се избере на 9 начини (една од цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Откако
таа е избрана, цифрата на стотките може да се избере на 8 начини и на
крајот цифрата на илјадитите може да се избере на 7 начини. Според
тоа, во овој случај имаме 9 8 7 504   броеви.
Нека цифрата на единиците е 5. Тогаш цифрата на илјадитите може да
се избере на 8 начини (една од цифрите 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9). Потоа
цифрата на стотките може да се избере на 8 начини (преостанатите
седум цифри од изборот на цифрата на илјадитите и цифрата 0) и на
крајот цифрата на десетките може да се избере на 7 начини. Според
тоа, во овој случај имаме 8 8 7 448   .
Конечно, бараниот број броеви е 504 448 952  .

39. Определи го бројот на трицифрените броеви кои се поголеми од 777,
во чиј запис не учествуваат цифрите 0, 1, 2, 3 и 4.
Решение. Броевите се запишуваат со некои од цифрите 5, 6, 7, 8 и 9.
Јасно, цифрата на стотките на број поголем од 777 може да биде 7, 8
или 9.
Ако првата цифра е 8 или 9, тогаш имаме 2 5 5 50   можности (за
првата цифра 2 можности, за втората 5 можности и за третата 5
можности).
Ако првата цифра е 7, а втората е 8 или 9, тогаш имаме 1 2 5 10  
можности (за првата цифра 1 можност, за втората 2 можности и за
третата 5 можности).
Ако првите две цифри се 77, тогаш третата цифра може да е 8 или 9,
т.е. имаме две можности.
Конечно, бројот на бараните броеви 50 10 2 62   .

40. Определи го бројот на природните броеви од 555 до 9999 кои се
запишани само со цифрите 0, 1, 3, 5, 7, при што секоја цифра во
записот на еден број може да учествува најмногу еднаш.
Решение. Трицифрени броеви од дадениот вид се 570, 571, 573 и 7ab .
Во бројот 7ab цифрата a може да се избере на 4 начини, а потоа
цифрата b може да се избере на 3 начини. Значи, имаме 3 4 3 15  
трицифрени броеви.
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Четирицифрени броеви кои се запишуваат со цифрите 0, 1, 3, 5 и 7,
при што цифрите не се повторуваат има 4 4 3 2 96    .
Конечно, бројот на разгледуваните броеви е 15 96 111  .

41. Колку различни петцифрени броеви, кои се поголеми од 30000, може
да се запишат со цифрите 2, 3, 4, 5, ако цифрите 3, 4, 5 учествуваат во
записот на секој број по еднаш, а цифрата 2 учествува два пати?
Решение. Со пет различни ненулти цифри може да се запишат
5 4 3 2 1 120     петцифрени броеви со различни цифри. Во нашиот
случај цифрите се 2, 2, 3, 4, 5, па како имаме две исти цифри 2, при
замената на местата на овие две цифри се добиваат исти броеви, што
значи дека бројот на сите петцифрени броеви запишани со цифрите 2,
3, 4, 5, кај кои цифрата 2 се користи два пати е еднаков на 120 : 2 60 .
Ако фиксираме една двојка на местото на десетилјадите, а со оста-
натите цифри 2, 3, 4, 5 ги запишеме сите четирицифрени броеви,
тогаш ги добиваме сите петцифрени броеви кои се запишани со
цифрите 2, 3, 4, 5, при што цифрата 2 учествува два пати и броевите се
помали 30000. Вакви брови се 4 3 2 1 24    . Но, ние треба да ги опре-
делиме броевите од овој вид кои се поголеми од 30000, па затоа
нивниот број е 60 24 36  .

42. Бројот 816239745 ги има следниве својства:
а) секоја цифра од 1 до 9 се среќава точно еднаш,
б) ако ги избришеме цифрите 6, 7, 8, 9 се добива врјот 12345,
в) ако ги избришеме цифрите 7, 8, 9 не се добива бројот 123456.
Определи го бројот на сите деветцифрени броеви, кои ги имаат свој-
ствата а), б) и в).
Решение. Прво да ги преброиме броевите кои ги имаат своствата а) и
б). За таа цел прво да ги поставиме броевите 6, 7, 8, 9 на некое од
можните девет места. За цифрата 6 имаме 9 можности, за цифрата 7
имаме 8 можности, за цифрата 8 имаме 7 можности и за цифрата 9
имаме 6 можности. Значи, имаме 9 8 7 6 3024    можности. Сега,
заради условот б) цифрите 1, 2, 3, 4, 5 еднозначно се распоредуваат на
преостанатите пет места.
Од горните броеви треба да ги отстраниме броевите кои не го задово-
луваат условот в), т.е. оние броеви за кои по бришењето на 7, 8, 9 го
добиваме бројот 123456. Како погоре, прво ги фиксираме местата на
цифрите 7, 8, 9 и тоа може да се направи на 9 8 7 504   , а потоа
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еднозначно ги запишуваме цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Конечно, бараниот број броеви е еднаков на 3024 504 2520  .

43. Определи го бројот на седумцифрените природни броеви такви што
во нивниот запис цифрата 4 се појавува точно три пати, а преостана-
тите цифри се меѓусебно различни.
Решение. Бараните броеви се од видот 1 2 7...a a a , каде 1 2 7, ,...,a a a се
цифри и 1 0a  . Ќе разгледаме два случаја 1 4a  и 1 4a  .
Ако 1 4a  , тогаш точно две од цифрите 2 3 7, ,...,a a a се еднакви на 4.
Позицијата на првата цифра 4 може да се избере на 6 начини, а пози-
цијата на втората цифра 4 може да се избере на 5 начини. Но, при
секој избор е броен два пати (на пример, ако првата цифра 4 избереме
да е на позицијата 3a , а втората на позицијата 7a , тоа е истиот избор
кога првата цифра 4 ја бираме на позицијата 7a , а втората на пози-
цијата 3a ). Затоа преостанатите две цифри 4 можеме да ги избереме

на 6 5
2 15  начини. Преостанатите четири цифри се меѓусебно раз-

лични и различни од 4. За првата од овие цифри имаме 9 можности, за
втората имаме 8 можности, за третата имаме 7 можности и за четвр-
тата имаме 6 можности. Значи, овие четири цифри можеме да ги избе-
реме на 9 8 7 6 3024    начини и затоа во овој случај имаме
15 3024 45360  броеви кои го задоволуваат условот на задачата.
Ако 1 4a  , тогаш меѓу цифрите 2 3 7, ,...,a a a точно три се еднакви на
4. Позицијата на првата цифра 4 можеме да ја избереме на 6 начини,
на втората на 5 начини и на третата на 4 начини. Со ваквиот избор
секој број е броен шест пати (на пример, секој од следниве избори на
позициите 2 3 4 2 4 3 4 2 3 4 3 2 3 4 2( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )a a a a a a a a a a a a a a a и

3 2 4( , , )a a a дава ист број, бидејќи во секој од нив цифрата 4 е на
истите три позиции – на втората, третата и четвртата). Понатаму, за
цифрата 1a имаме 8 можности (сите цифри освен 0 и 4), за втората од
преостанатите четири цифри имаме 8 можности, за третата имаме 7
можности и за четвртата 6 можности. Значи, во овој случај имаме
6 5 4

6 8 8 7 6 53760       броеви кои го задоволуваат условот на

задачата.
Конечно, вкупниот број барани броеви е 45360 53760 99120  .
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44. Определи го бројот на четирицифрените броеви abcd такви што
трицифрениот број abc е делив со 4,  трицифрениот број bcd е делив
со 3.
Решение. Бидејќи abcd е четрицифрен број, а abc и bcd се три-
цифрени броеви важи , 0a b  .

Ако abc е делив со 4, тогаш двоцифрениот завршеток bc е делив со
4, па затоа двоцифрените завршетоци може да бидат: 12, 16, 20, 24, 28,
32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92, 96.
За осум двоцифрени завршетоци: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96 збирот
на цифрите е делив со 3, па затоа цифрата d може да ја избереме на
четири начини и тоа {0,3,6,9}d . Бидејќи цифрата a може да ја

избереме на 9 начини, во овој случај имаме 9 8 4 288   броеви abcd
за кои се исполнети условите на задачата.
За преостанатите четиринаесет двоцифрени завршетоци збирот на
цифрите не е делив со 3, па цифрата d може да ја избереме на три
начини, т.е. {1,4,7}d или {2,5,8}d . Бидејќи цифрата a може да ја

избереме на 9 начини, во овој случај имаме 9 14 3 378   броеви abcd
за кои се исполнети условите на задачата.
Конечно, имаме 288 378 666  броеви abcd за кои се исполнети
условите на задачата.

45. Определи го бројот на делителите на бројот:
а) 330, б) 4500.
Решение. а) Имаме 330 2 3 5 11    . Секој од простите делители 2, 3, 5
и 11 може да учествува или да не учествува во разложувањето на
некој делител на бројот 330 на прости множители. Според тоа, за секој
од броевите 2, 3, 5 и 11 имаме по две можности. Затоа бројот на
делителите на бројот 330 е еднаков на 2 2 2 2 16    .

б) Имаме 3 2 445000 2 3 5   . Според тоа, делители на бројот 360 кои

се од видот 2k се 0 1 2 32 ,2 ,2 ,2 , т.е. вкупно 4, делители од видот 3k се
0 1 23 ,3 ,3 , т.е. вкупно 3, а делители од видот 5k се 0 1 2 3 45 ,5 ,5 ,5 ,5 , т.е.

вкупно 5. Според тоа, бројот 45000 има 4 3 5 60   делители.

46. Колку од делителите на 8 8 8 8 8 8 8 82 3 5 7 11 13 17 19N         имаат
точно по 8 делители.



Пребројување на броеви

107

Решение. Бројот N има 8 прости делители. Нека |a N и a има точно
8 делители. Бидејќи 8 7 1 (1 1) (3 1) (1 1) (1 1) (1 1)            , за
бројот n имаме три можности и тоа:

1) 7n p , каде p може да се избере на 8 начини,

2) 3n pq , каде p и q може да се изберат на 8 7 56  начини,
3) n pqr , каде , ,p q r може да се изберат на (8 7 6 ) : 6 56    начи-

ни.
Според тоа, 8 56 56 120   делители на N имаат точно по 8 дели-
тели.

47. За еден број велиме дека е значаен ако ги има следниве својства:
- делив е со 30,
- има точно 3 прости делители и
- има точно 300 делители.
Определи го бројот на значајните броеви.
Решение. Броевите се деливи со 30 и имаат точно три прости дели-

тели, па затоа тие се од видот 2 3 5i j k . Бидејќи бројот на делителите е
300 имаме

( 1)( 1)( 1) 300i j k    ,
каде , , 1i j k  . Според тоа, задачата се сведува на претставување на

2 2300 2 3 5   како подреден производ на броеви поголеми од 1.

Прво ќе го определиме бројот на претставувања на 2 2300 2 3 5  
како подреден производ на три броја. За множителот 3 имаме 3 мож-
ности за распоредување. Двете двојки можеме да ги распоредиме на 6
начини (3 начина за (4,1,1) и 3 начина за (2,2,1)). Исто така, за двете
петки имаме 6 начина за распоредување. Според тоа, бројот 300 како
подреден производ на три броја може да се претстави на 3 6 6 108  
начини.
Во овој број влегуваат производите, во кои еден или два од множите-
лите се еднакви на 1. Кога еден од множителите е еднаков на 1, тогаш
другите две имаат производ 300 и можат да се изберат на 18 начини
(колку што се делителите на 300), т.е. вкупниот број претставувања во
овој случај е 3 18 54  . Понатаму, во овие 54 претставувања два пати
се броени производите со по две единици, кои се вкупно 3, па затоа
подредените производи со една или две единици се 54 3 51  .
Конечно, бројот на претставувања на 300 како подреден производ без
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единици е 108 51 57  , колку што се и значајните броеви.

48. Определи го бројот на сите подредени тројки ( , , )a b c природни бро-
еви, за кои е исполнето равенството 9000abc  .

Решение. Имаме 3 2 39000 2 3 5 . Распределбата на степените на бројот
2 во множителите , ,a b c може да биде:
(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (0,2,1), (1,2,0), (0,1,2), (1,0,2), (1,1,1),
што значи дека имаме 10 можности. Аналогно, имаме 10 можности за
распределбата на степените на бројот 5 во множителите на , ,a b c .
Распределбата на степените на бројот 2 во множителите , ,a b c може
да биде:

(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).
што значи дека имаме 6 можности. Конечно, бројот на бараните
тројки е еднаков на 10 10 6 600   .

49. Определи го бројот на сите подредени четворки ( , , , )a b c d од цели
броеви такви што 15000abcd  .

Решение. Имаме, 3 415000 2 3 5   . Да ја кодираме распределбата на
трите множители „2“ со три букви „Д“ (стави двојка) и три букви „С“
(премини кон следниот множител во низата , , ,a b c d ). Имаме три сте-
пени и три премини, што значи дека да составуваме низи од шест бук-
ви во кои три се „Д“ и три се „С“. Затоа бројот на овие низи со шест
букви е еднаков на 6 5 4

3 21 20 
   . Да ја кодираме распределбата на чети-

рите множители „5“ со четири букви „Д“ (стави петка) и три букви
„С“ (премини кон следниот множител во низата , , ,a b c d ). Имаме
четири степени и три премини, што значи дека да составуваме низи од
седум букви во кои четири се „Д“ и три се „С“. Затоа бројот на овие
низи со седум букви е еднаков на 7 6 5

3 21 35 
   . Множителот 3 се распре-

делува на 4 можни начини. Понатаму, се бараат подредени четворки
цели броеви, па треба да ги земеме предвид и знаците. Знаците може
да се     (еден начин),     (шест начини) и  (еден на-
чин), или вкупно имаме 8 можности за избор на знаците. Конечно,
бараниот број подредени четворки е 20 35 4 8 22400    .

50. На колку различни начини може да се изберат природните броеви
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( , , )a b c така што ќе важи 4 2 54000a b c  ?

Решение. Бидејќи 4 3 354000 2 3 5 , мора да важи
31 22 3 5aa aa  , 31 22 3 5bb bb  и 31 22 3 5cc cc  .

Оттука ги добиваме равенствата 1 1 14 2 4a b c   кое има 4 решенија:
(1,0,0), (0,2,0), (0,1,2) и (0,0,4), 2 2 24 2 3a b c   и 3 3 34 2 3a b c   ,
секое од кои има по 2 решенија: (0,1,1), (0,0,3). Според тоа, изборот на
броевите може да се направи на 4 2 2 16   начини.

51. Матео се игра со броеви изработени од дрво. Тој има два броја 1,
седум броја 2 и еден број 3. Сака да ги нареди еден до друг така што
броевите 1 и 3 не се соседни. Колку различни десетцифрени броеви
може да добие на овој начин?
Решение. Ако бројот 3 се наоѓа на првото место, по него мора да е
бројот 2. Следните 8 места ги пополнуваме со два броја 1 и шест броја
2. Доволно е да најдеме на колку начини можеме да сместиме 2 двојки
на 2 од можните 8 места. Тоа може да се направи на 8 7

2 28  начини.

Заради симетрија, ако бројот 3 се наоѓа на последното, десетто место,
бројот на начините е еднаков на бројот на начините како кога 3 е на
првото место, т.е. на 28.
Ако бројот 3 се наоѓа на второто место, тогаш пред и зад него мора да
има по една двојка. Преостанатите 5 двојки и две единици треба да ги
распоредиме на преостанатите 7 празни места. Доволно е да опреде-
лиме на колку начини може да се разместат 2 единици на 2 од преос-
танатите 7 места, а тоа е на 7 6

2 21  начин. Јасно, ако бројот 3 се наоѓа

на третото, четвртото, ..., деветтото место тогаш повторно имаме 21
начин за разместување.
Конечно, на опишаниот начин Матео може да добие 2 28 8 21 224   
броеви.

52. За секоја нескратлива дропка p
q

од интервалот (0,1) со ( , )M p q pq

го означуваме производот на броителот и именителот на дропката.
Определи го бројот на таквите дропки за кои важи ( , ) 25!M p q  .
Решение. Бројот 25! има точно 9 различни прости делители и тоа: 2,
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 и 23. Од условот на задачата следува дека секој од
овие прости броеви на соодветен степен ќе се наоѓа или во разложува-
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њето на прости множители на именителот или во разложувањето на

прости множители на именителот на нескратливата дропка p
q

. Затоа

бројот на нескратливите дропки p
q

за кои важи ( , ) 25!M p q  е

еднаков на 92 . Во овој број се вклучени и дропките кои не припаѓаат
на интервалот (0,1) . Меѓутоа, разгледуваните дропки може да се по-
делат на парови составени од две реципрочни дропки, од кои едната е
точно во интервалот (0,1) . Според тоа, бројот на бараните дропки е

9 82
2 2 256  .

53. Определи го бројот на сите трицифрени броеви, кои може да се
запишат со цифрите 5, 6 и 7, но така што цифрата 5 не смее да стои
непосредно по цифрата 6.
Решение. Задачата ќе ја решиме со составување на дијаграмот (др-
вото) на можности:

Последните разгранувања на дијаграмот (дрвото) на можности се 21,
што значи дека имаме 21 броја со саканите својства.

54. За еден трицифрен број ќе велиме дека е шарен, ако е запишан со
различни цифри. Кој е најмалиот потребен број различни шарени
броеви за да сме сигурни дека некој од нив е делив со 3?
Решение. Нека {1,4,7}A  , {2,5,8}B  и {0,3,6,9}C  . Шарените
броеви деливи со 3 можат да бидат од видот AAA и такви броеви има
3 2 1 6   , од видот BBB и такви броеви има 3 2 1 6   , од видот
CCC и такви броеви има 3 3 2 18   , од видовите , , ,ABC ACB BAC

BCA и такви броеви има 3 3 4 4 144    и од видовите ,CAB CBA и
такви броеви има 3 3 3 1 54    . Според тоа, шарени броеви деливи со
3 се вкупно 6 6 18 144 54 228     , а вкупно шарени броеви се
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9 9 8 648   . Затоа ако избереме 648 228 420  од нив, може да се
случи ниту еден да не е делив со 3. Јасно, ако избереме 421 шарен
број, тогаш барем еден е делив со 3.

55. Определи го бројот на петцифрените броеви кои се деливи со три и се
запишани со различни цифри.
Решение. Еден број е делив со 3 ако и само ако збирот на неговите
цифри е делив со 3. Цифрите да ги поделиме во три групи:

{0,3,6,9}, {1,4,7}, {2,5,8}A B C   .
Во првата група се цифрите деливи со 3. Било која цифра од втората
група комбинирана со било која цифра од третата група дава збир
делив со 3. За број кој е делив со 3 имаме три можности за избор на
неговите цифри:
1) по две цифри од множествата B и C , а една од множеството A ,
2) по една цифра од множествата B и C , а три од множеството A ,
3) сите три цифри од множеството B , односно C , и две цифри од

множеството A .
Јасно, треба да ги разликуваме случаите кога се користи цифрата 0 и
кога не се користи оваа цифра.
Ако не се користи 0, тогаш при услов дека редоследот на цифрите не е
важен во случајот 1) имаме 3 3 3 27   можности, во случајот 2) има-
ме 3 3 1 9   можности и во случајот 3) имаме 3 2 6  можности. Зна-
чи, во овој случај имаме 27 9 6 42   можности. Но, бидејќи редо-
следот на цифрите е важен вкупниот број можности е 5 4 3 2 1 120    
пати поголем, што значи дека имаме 42 120 броеви.
Понатаму, ако се користи цифрата 0, тогаш при услов дека редоследот
на цифрите не е важен во случајот 1) имаме 3 3 1 9   можности, во
случајот 2) имаме 3 3 3 27   можности и во случајот 3) имаме
3 2 6  . Значи, во овој случај имаме 9 27 6 42   можности. Но,
бидејќи редоследот на цифрите е важен вкупниот број можности е
5 4 3 2 1 4 3 2 1 96         пати поголем, што значи дека имаме 42 96
броеви.
Конечно, имаме 42 120 42 96 9072    петцифрени броеви деливи со
3 и запишани со различни цифри.

56. Нека 3n  е природен број. Нека A е бројот на n  цифрените
броеви, кои се деливи со 3, но не се деливи со 10. Нека B е бројот на
n  цифрените броеви, кои се деливи со 4. Определи кој од броевите
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A и B е поголем.
Решение. Првите од лево на десно 1n  цифри на n  цифрениот број
кој е делив со 3, но не е делив со 10 може да се изберат произволно,

што значи на 29 10n начини. Последната цифра не може да е 0, па за
да бројот е делив со 3 таа може да се избере на 3 начини (имено во
секоја група 1, 2, 3; 4, 5, 6 и 7, 8, 9 има точно по еден број, кој дава ист

остаток при делење со 3). Според тоа, 2 33 9 10 270 10n nA       .
Првите 2n  цифри на 2n  цифрен број кој е делив со 4 може да се

изберат произволно, што значи на 39 10n начини. За да бројот е
делив со 4, треба неговиот двоцифрен остаток да е делив со 4. Такви

двоцифрени броеви има 25, па затоа 3 325 9 10 225 10n nB       .

Конечно, 3 3225 10 270 10n nB A      .

57. Нека 3n  е природен број. Со A да го означиме бројот на n 
цифрените броеви кои се деливи со 3, но не се деливи со 10, а со B
бројот на n  цифрените броеви, кои се деливи барем со еден од
броевите 5 и 7. Докажи дека B A .

Решение. Како во задача 56 наоѓаме дека 227 10nA   . Сега, ќе го
определиме бројот на броевите кои се деливи со 5. Првите 1n 

цифри може да се изберат произволно, што значи на 29 10n .
Последната цифра мора да е 0 или 5, па затоа за неа имаме две

можности, што значи дека имаме 2 22 9 10 18 10n n     броеви кои се
деливи со 5. За да докажеме дека B A , доволно е да докажеме дека
n  цифрени броеви кои се деливи со 7 но не се деливи со 5 има

29 10n .
Првите 1n  цифра да ги избереме произволно. Тоа може да се напра-

ви на 29 10n начини. Нека е добиен бројот 1 2 1... nb b b  и да го разгле-

даме бројот 1 2 1... 0nt b b b  . Во зависност од остатокот при делење на
t со 7 за цифрата на единиците соодветно ги имаме следниве мож-
ности: при остаток 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 цифрата на единиците за да бројот
е делив со 7 може да биде 0 или 7, 6, 5, 4, 3, 2 или 9, 1 или 8. Само
цифрите 0 и 5 се веќе броени. Понатаму, секои 7 последователни
броеви при делење со 7 даваат остатоци 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, во некој
редослед, а броевите 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60 даваат остатоци 0, 3, 6, 2,
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5, 1, 4. Тоа значи, дека за секои 7 последователни ( 1)n   цифрени
броеви може да се добијат осум n  цифрени броеви кои се деливи со
7, но не се деливи со 5. Оттука следува дека бројот на n  цифрените

броеви кои се деливи со 7, но не се деливи со 5 е поголем од 29 10n .

58. На колку начини може да се подредат броевите 1, 2, 3, ..., 10 во низа

1 2 10, ,...,a a a така што ниту еден од броевите 1 1 2 1 2 3, , ,...,a a a a a a  

1 2 10...a a a   да не е делив со 3.
Решение. Броевите 1, 4, 7 и 10 даваат остаток 1 при делење со 3, бро-
евите 2, 5 и 8 даваат остаток 2 при делење со 3 и броевите 3, 6 и 9 се
деливи со 3. Бидејќи 3, 6 и 9 не го менуваат остатокот на секој збир
при делење со 3, прво ќе ги подредиме броевите кои не се деливи со 3.
Ако првиот број дава остаток 2 при делење со 3, тогаш вториот број
треба да дава остаток 2, по што остатоците се во низа 1, 2, 1, 2 итн.
Тогаш броевите кои даваат остаток 2 ќе се повеќе од броевите кои
даваат остаток 1, противречност. Според тоа, низата е 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2.
Бидејќи четирите единици во оваа низа соодветствуваат на броевите
1, 4, 7 и 10, а трите двојки на броевите 2, 5 и 8, заклучуваме дека вакви
низи има 4! 3! . Останува да ги поставиме броевите кои се деливи со 3,
при што за бројот 3 има 7 места, потоа за бројот 6 има 8 места и на
крајот за бројот 9 има 9 места. Значи, бараниот број е 4! 3! 9 8 7    .
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5. ПРЕБРОЈУВАЊЕ НА ГЕОМЕТРИСКИ ФИГУРИ

1. Дадени се шест различни точки. Колку отсечки се определени со овие
точки?
Решение. Прв начин. Секоја отсечка е определена со две од дадените
точки. Секоја од шесте точки со секоја од преостанатите пет точки
определува 5 отсечки, што значи дека имаме 6 5 отсечки. Но, бидејќи
за две точки A и B , отсечките AB и BA се една иста отсечка, доби-
ваме дека вкупниот број отсечки е два пати помал. Според тоа, со
шест точки се определени 6 5

2 15  отсечки.

Втор начин. Да ги означиме дадените точки со 1 2 3 4 5 6, , , , ,A A A A A A .
Бидејќи две различни точки, независно од распоредот, определуваат
единствена отсечка, сите отсечки чии краеви се овие точки се:

1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

2 3 2 4 2 5 2 6

3 4 3 5 3 6

4 5 4 6

5 6

, , , , ,
, , , ,
, , ,
, ,
.

A A A A A A A A A A
A A A A A A A A
A A A A A A
A A A A
A A

Според тоа, вкупниот број отсечки е еднаков на збирот
5 4 3 2 1 15     .

2. Дваесет и една точка се распоредени како на
цртежот десно. Определи го бројот на отсечки
кои поврзуваат некои две од овие точки, но не
содржат ниту една од другите точки.
Решение. Со овие 21 точка се определени
21 20

2 210  отсечки.

Од 210 го одземаме вишокот отсечки настанат заради точките кои
припаѓаат на иста права.
На секоја страна на триаголникот има 6 точки. Овие 6 точки форми-
раат 6 5

2 15  отсечки, а треба да ги броиме само отсечките кои се

формирани од соседни точки, односно само 5 отсечки. Значи, на
секоја страна не треба да броиме 15 5 10  отсечки.
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На секоја страна на триаголникот паралелната отсечка која содржи 5
точки содржи 5 4

2 4 6   отсечки кои не сакаме да ги броиме. На се-

која страна на триаголникот паралелната отсечка која содржи 4 точки
содржи 4 3

2 3 3   отсечки кои не сакаме да ги броиме, и на секоја

страна на триаголникот паралелната отсечка која содржи 3 точки
содржи 1 отсечка која не сакаме да ја броиме. Значи, на секоја страна
на триаголникот и на неа паралелните отсечки има 10 6 3 1 20   
отсечки кои не сакаме да ги броиме (цртежи долу)

Освен тоа, постојат и по три точки на отсечки кои не се паралелни на
некоја страна на триаголникот, а кои не сакаме да ги броиме. Вакви
отсечки вкупно има 3 3 9  (цртежи долу).

Конечно, бараниот број отсечки е 210 3 20 3 3 210 69 141       .

3. Дадени се пет точки такви, што меѓу нив нема три колинеарни. Опре-
дели го бројот на триаголниците чии темиња се во дадените точки?
Решение. Прв начин. Бидејќи не постојат три точки кои се колине-
арни, множеството од секои три точки формира триаголник. Значи, за
да го определиме бројот на триаголници, всушност треба да го опре-
делиме бројот на множествата формирани од три од дадените пет
точки. Секое множество од три точки, може да се добие ако од петте
дадени точки отстраниме две точки и обратно, секое множество од
две точки може да се добие ако од петте дадени точки отстраниме три
точки. Според тоа, бараниот број триаголници е еднаков на 5 4

2 10  .

Втор начин. Да ги означиме дадените точки со 1 2 3 4 5, , , ,A A A A A . Би-
дејќи меѓу точките нема три колинерани, заклучуваме дека со секое
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множество од три точки е определен триаголник. Да ги формираме
сите триаголници:

1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 3 4 1 3 5 1 4 5

2 3 4 2 3 5 2 4 5

1 4 5

, , , , , ,
, , ,
.

A A A A A A A A A A A A A A A A A A
A A A A A A A A A
A A A

Значи, бараниот број триаголници е еднаков на 6 3 1 10   .
Трет начин. Од дадените пет точки 1 2 3 4 5, , , ,A A A A A формираме под-
редени тројки точки ( , , )X Y Z . За првото место имаме 5 можности, за
второто место имаме 4 можности и за третото место имаме 3 мож-
ности. Според тоа, бројот на подредените тројки е еднаков на 5 4 3  .
Меѓутоа, секои две подредени тројки формирани од три исти точки
задаваат еден ист триаголник, па затоа претходно добиениот број тре-
ба да го поделиме со бројот на подредените тројки зададени со три
точки, кој е еднаков на 3 2 1  . Конечно, бараниот број триаголници е
еднаков на 5 4 3

3 21 10 
   .

4. Дадени се 6 точки меѓу кои нема три колинерани точки. Колку
а) отсечки,
б) триаголници
се определени со овие точки?
Решение. а) Секои две точки определуваат по една отсечка. Првата
точка A можеме да ја избереме на 6 начини, а потоа втората точка B
на 5 начини. Но притоа отсечките AB и BA се една иста отсечка, што
значи дека секоја отсечка е броена два пати, па затоа вкупниот број
отсечки е еднаков на 6 5

2 15  .

в) Секој триаголник е определен со неговите темиња, т.е. секој избор
на три точки ,A B и C определува триаголник. Првата точка можеме
да ја избереме на 6, втората на 5 и третата на 4 начини. Меѓутоа,
тројките точки ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )A B C C A B B C A A C B B A C C B A
определуваат еден ист триаголник, па затоа вкупниот број триагол-
ници е еднаков на 6 5 4

3 21 20 
   .

5. На права p се дадени три точки и се дадени уште три неколинеарни
точки кои не припаѓаат на правата p . Колку отсечки и колку нај-
многу прави се определени до овие точки?
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Решение. Да ги означиме точките како на цртежот
десно. Јасно, бројот на отсечките е 6 5

2 15  . Точ-

ките , ,A B C определуваат една права. Точките
, ,M N P определуваат 3 прави. Секоја од точките
, ,M N P со секоја од точките , ,A B C определува по една права и тоа

се 9 прави. Според тоа, најголемиот можен број прави определени со
дадените точки е 1 3 9 13   .

6. Во рамнината се дадени 8 точки, меѓу кои точно четири тројки точки
се колинеарни. Колку прави определуваат овие точки?
Решение. Ако не постои ниту една тројка колинеарни точки, тогаш
дадените осум точки определуваат 8 7

2 28  прави. Овој број треба да

се намали за 4 2 8  прави, бидејќи секоја од четирите тројки коли-
неарни точки наместо 3 определува една права. Значи, бараниот број
прави е 28 8 20  .

7. На страните AC и BC на триаголникот ABC избери по 9 внатрешни
точки и поврзија секоја од нив со спротивното теме. Колку триаголни-
ци има на добиениот цртеж?
Решение. Меѓу триаголниците со теме A има 10 9 8 ... 2 1 55     
триаголници со страна која лежи на BC , и уште 9 пати по толку три-
аголници, отсечени од нив со деветте отсечки низ B и една од точ-
ките на AC . Според тоа, триаголници со теме A има 10 55 550  .
Исто толку има и триаголници со теме B . Од нив треба да ги исклу-
чиме оние триаголници со темиња A и B и трето теме низ некоја од
преостанатите точки кои се броени два пати. Овие триаголници се
10 10 100  . Според тоа, на добиениот цртеж има 2 550 100 1000  
триаголници.

8. На страните AC и BC на триаголникот ABC избери по n внатрешни
точки и секоја од нив поврзи ја со спротивното теме. Колку триагол-
ници има на добиениот цртеж?

Решение. Меѓу триаголниците со теме A има ( 2)( 1)
2

n n  триаголници

со страна која лежи на BC , и уште n пати по толку триаголници,
отсечени од нив со n  те отсечки низ B и една од точките на AC .
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Според тоа, триаголници со теме A има
2( 2)( 1)

2
n n  . Исто толку има и

триаголници со теме B . Од нив треба да ги исклучиме оние триагол-
ници со темиња A и B и трето теме низ некоја од преостанатите точ-

ки кои се броени два пати. Вакви триаголници има 2( 1)n  . Според

тоа, на добиениот цртеж има
2( 2)( 1) 2 3

22 ( 1) ( 1)n n n n      триагол-

ници.

9. На секоја страна на квадрат се земени по 5 точки. Ниту една од
точките не е теме на квадрат. Определи го бројот на триаголниците
чии темиња се дадените точки.
Решение. Од дадените 20 точки, 3 точки можеме да избереме на
201918

3 2 1140 
  начини. Три точки кои припаѓаат на иста права не опре-

делуваат триаголник. Од секои 5 точки што припаѓаат на иста страна
(иста права) 3 точки можеме да избереме на 5 4 3

3 2 10 
  начини. Бидејќи

имаме 4 вакви страни (прави), вкупниот број избори кои не се темиња
на триаголник е 4 10 40  , па затоа вкупниот број на бараните три-
аголници е 1140 40 1100  .

10. Правилна шестстрана призма има основен раб со должина 1cm и
висина со должина 2 cm . Определи го бројот на триаголниците чии
темиња се воедно и темиња на призмата, а сите страни се со различни
должини.
Решение. Нека A е произволно теме на призмата. Преостанатите
темиња од темето A се оддалечени

1,1, 3, 3,2,2, 5, 5, 7, 7,2 2 cm .
Според тоа, секое теме на призмата е теме при врвот на точно четири
рамнокраки триаголници и теме на еден рамностран триаголник со
должина на страна 3 cm . Бројот на триаголниците кои имаат барем
две страни со еднаква должина (рамнокраки и рамнострани триагол-
ници) е еднаков на 12 4 4 52   . Сега, бидејќи вкупниот број триа-
голници е еднаков на 121110

3 21 220 
   , добиваме дека бројот на  разно-

страни триаголници е еднаков на 220 52 168  .
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11. Квадрат со страна 4 cm е поделен на 16 квадрати со
страна 1cm , како на цртежот.
а) Колку квадрати има на цртежот?
б) Пресметај го збирот на периметрите на сите тие квадрати.
Решение. а) На цртежот има 16 квадрати со страна 1cm , 9 квадрати
со страна 2 cm , 4 квадрати со страна 3 cm и 1 квадрат со страна 4 cm .
Значи, на цртежот има 16 9 4 1 30    квадрати.
б) Збирот на периметрите на сите квадрати кои се на дадениот цртеж е
еднаков на:

16 4 1 9 4 2 4 4 3 1 4 4 64 72 48 16 200 cm                .

12. Колкав дел од сите правоаголници прикажани на
цртежот десно се квадрати.
Решение. Нека страната на најмалите квадрати е 1.
Тогаш има 5 квадрати 1 1 , 1 квадрат 2 2 , 1 квадрат
3 3 , четири правоаголника 1 2 , два правоаголника
1 3 и два правоаголника 2 3 . Значи, има 15 правоголника и 7
квадрати, т.е. 7

15 од сите правоаголници се квадрати.

13. Точките од две спротивни темиња на квадрат, формиран од 16 точки
се избришани. Колку различни квадрати може да се формираат од
некои 4 од преостанатите 14 точки?
Решение. Постојат четири вида квадрати и на
цртежот десно е прикажан по еден квадрат од
секој вид. Има 7 квадрати од видот 1 1 , 2 квадра-
ти од видот 2 2 , 4 квадрати од видот 2 2 и

2 квадрати од видот 5 5 . Според тоа, вкуп-
ниот број квадрати е 7 2 4 2 15    .

14. Половината од полињата на таблата 8 8 се
обоени (цртеж десно). Колкав е вкупниот број
на квадрати со димензии 2 2 , 4 4 и 6 6 ,
кај кои точно половината полиња се обоени?
Решение. Квадрат 2 2 со саканото својство
целосно се содржи во четвртиот и петтиот ред,
или во четвртата и петтата колона. Има 13
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12. Колкав дел од сите правоаголници прикажани на
цртежот десно се квадрати.
Решение. Нека страната на најмалите квадрати е 1.
Тогаш има 5 квадрати 1 1 , 1 квадрат 2 2 , 1 квадрат
3 3 , четири правоаголника 1 2 , два правоаголника
1 3 и два правоаголника 2 3 . Значи, има 15 правоголника и 7
квадрати, т.е. 7

15 од сите правоаголници се квадрати.

13. Точките од две спротивни темиња на квадрат, формиран од 16 точки
се избришани. Колку различни квадрати може да се формираат од
некои 4 од преостанатите 14 точки?
Решение. Постојат четири вида квадрати и на
цртежот десно е прикажан по еден квадрат од
секој вид. Има 7 квадрати од видот 1 1 , 2 квадра-
ти од видот 2 2 , 4 квадрати од видот 2 2 и

2 квадрати од видот 5 5 . Според тоа, вкуп-
ниот број квадрати е 7 2 4 2 15    .

14. Половината од полињата на таблата 8 8 се
обоени (цртеж десно). Колкав е вкупниот број
на квадрати со димензии 2 2 , 4 4 и 6 6 ,
кај кои точно половината полиња се обоени?
Решение. Квадрат 2 2 со саканото својство
целосно се содржи во четвртиот и петтиот ред,
или во четвртата и петтата колона. Има 13
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такви квадрати. Квадрат 4 4 со саканото својство целосно се содржи
во третиот, четвртиот, петтиот и шестиот ред, или во третата, четвр-
тата, петтата и шестата колона. Има 9 такви квадрати. Квадрат 6 6
со саканото својство целосно се содржи во вториот, третиот, четврти-
от, петтиот, шестиот и седмиот ред, или во втората, третата,четврата,
петтата, шестата и седмата колна. Има 5 такви квадрати. Според тоа,
вкупно има 13 9 5 27   квадрати со саканото својство.

15. Определи колку правоаголници има на цртежот
десно. (Квадратот е правоаголник.)
Решение. Правоаголниците можеме да ги подели-
ме во две групи:
1) правоаголници кои го опфаќаат средишниот

квадрат,
2) правоаголници кои не го опфаќаат сре-дишниот квадрат.
За да правоаголникот го опфаќа средишниот квадрат неговите страни
се такви што една е над средишниот квадрат, една е под средишниот
квадрат, една е лево од средишниот квадрат и една е десно од сре-
дишниот квадрат. Во овој случај секоја од четирите прави може да се
избере на 3 начини, па затоа бројот на овие правоаголници е еднаков
на 3 3 3 3 81    .
Секој правоаголник кој не го опфаќа средишниот квадрат е дел од
6 2 мрежа, како синиот дел на левиот цртеж долу (постојат четири
такви мрежи: над, под, лево и десно од средишниот квадрат). Бројот
на правоаголниците во таква мрежа можеме да го пресметаме како
погоре. За избор на горната и долната страна имаме три можности
(треба да избереме две од три прави на кои тие може да се наоѓаат), а
за избор на левата и десната страна имаме 21 можност (треба да
избереме две од седум прави на кои тие може да се наоѓаат). Според
тоа, вкупниот број правоаголници на сината мрежа е еднаков на
3 21 63  .

Имаме четири мрежи, но во бројот 4 63 два пати се броени право-
аголниците кои припаѓаат на еден од четирите пресеци на 2 2 мрежа
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(како зелениот дел на десниот горен цртеж). Секој од овие четири
пресеци има по 9 правоаголници, па затоа вкупниот број правоагол-
ници кои не го опфаќаат средишниот квадрат е 4 63 4 9 216    .
Конечно, бројот на сите правоаголници е 81 216 297  .

16. Даден е рамностран триаголник ABC , кај кој точките
,D E и F се средини на неговите страни. Определи го

бројот на сите триаголници чии темиња се точките
, , , ,A B C D E и F .

Решение. Сите триаголници се ,ABC DEF или триаголници кои има-
ат заедничка страна или со ABC или со DEF .
Да ги разгледаме триаголниците, различни од ABC , кои имаат страна
на AB . Третото теме е средината на AC или средината на BC , т.е.
има два такви триаголника. На ист начин добиваме дека има по 2
триаголника чии страни се BC и CA . Така добиваме 3 2 6  триагол-
ника од овој вид.
Да разгледаме триаголници со страна DE , различни од DEF . Нивно-
то трето теме е ,A B или C , т.е. има три такви триаголници. Аналогно
има три триаголници со страна EF и три триаголници со страна FD .
Така добиваме 3 3 9  .
Конечно, вкупниот број триаголници е еднаков на 2 6 9 17   .

17. Рамностран триаголник ABC е поделен на 16
еднакви рамнострани триаголници (цртеж дес-
но). Збирот на плоштините на сите триагол-
ници прикажани на цртежот е еднаков на

287 cm . Определи ја плоштината на ABC .
Решение. На цртежот се прикажани 16 мали триаголници. Понатаму,
имаме 7 триаголници составенки од 4 мали триаголници, 3 три-
аголници составени од 9 мали триаголници и 1 триаголник, т.е. ABC
составен од 16 мали триаголници. Според тоа, збирот на плоштините
на сите триаголници прикажани на цртежот е еднаков на плоштината
на 16 1 7 4 3 9 1 16 87        мали триаголници. Значи, плоштината

на еден мал триаголник е 287 :87 1 cm , што значи дека плоштината

на ABC е еднаква на 216 1 16 cm  .
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(како зелениот дел на десниот горен цртеж). Секој од овие четири
пресеци има по 9 правоаголници, па затоа вкупниот број правоагол-
ници кои не го опфаќаат средишниот квадрат е 4 63 4 9 216    .
Конечно, бројот на сите правоаголници е 81 216 297  .

16. Даден е рамностран триаголник ABC , кај кој точките
,D E и F се средини на неговите страни. Определи го

бројот на сите триаголници чии темиња се точките
, , , ,A B C D E и F .

Решение. Сите триаголници се ,ABC DEF или триаголници кои има-
ат заедничка страна или со ABC или со DEF .
Да ги разгледаме триаголниците, различни од ABC , кои имаат страна
на AB . Третото теме е средината на AC или средината на BC , т.е.
има два такви триаголника. На ист начин добиваме дека има по 2
триаголника чии страни се BC и CA . Така добиваме 3 2 6  триагол-
ника од овој вид.
Да разгледаме триаголници со страна DE , различни од DEF . Нивно-
то трето теме е ,A B или C , т.е. има три такви триаголници. Аналогно
има три триаголници со страна EF и три триаголници со страна FD .
Така добиваме 3 3 9  .
Конечно, вкупниот број триаголници е еднаков на 2 6 9 17   .

17. Рамностран триаголник ABC е поделен на 16
еднакви рамнострани триаголници (цртеж дес-
но). Збирот на плоштините на сите триагол-
ници прикажани на цртежот е еднаков на

287 cm . Определи ја плоштината на ABC .
Решение. На цртежот се прикажани 16 мали триаголници. Понатаму,
имаме 7 триаголници составенки од 4 мали триаголници, 3 три-
аголници составени од 9 мали триаголници и 1 триаголник, т.е. ABC
составен од 16 мали триаголници. Според тоа, збирот на плоштините
на сите триаголници прикажани на цртежот е еднаков на плоштината
на 16 1 7 4 3 9 1 16 87        мали триаголници. Значи, плоштината

на еден мал триаголник е 287 :87 1 cm , што значи дека плоштината

на ABC е еднаква на 216 1 16 cm  .
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18. Докажи, дека бројот на триаголниците со периметар 2009, чии дол-
жини на страни се природни броеви, е еднаков на бројот на триагол-
ниците со периметар 2012, чии должини на страни се природни бро-
еви.
Решение. Нека T е триаголник со страни ,a b и c со периметар 2009.
Тогаш 1, 1a b  и 1c  се страни на траголник 1T со периметар 2012.
Обратно, нека 1S е триаголник со страни ,x y и z со периметар 2012.
Ако некој од броевите ,x y и z е еднаков на 1, на пример 1z  , тогаш
од неравенството на триаголник следува1 | | 0z x y    , па како

,x y , добиваме x y и тогаш 2 2011x  , што не е можно.
Според тоа, 1, 1x y  и 1z  се природни броеви. Ако за овие броеви
не е исполнето неравенството на триаголник, на пример ако важи
( 1) ( 1) 1x y z     , тогаш од x y z  следува дека 1x y z   , па
затоа 2 1 2012z   , што не е можно. Според тоа, 1, 1x y  и 1z  се
страни на триаголник со периметар 2009.
Значи, на секој триаголник со периметар 2009, чии страни се при-
родни броеви соодветствува точно еден триаголник со периметар 2012
чии страни се природни броеви и обратно. Според тоа, бројот на три-
аголниците од првиот вид е еднаков на бројот на триаголниците од
вториот вид.

19. На долните цртежи е прикажана низа од три фигури. На секоја фигура
се означени по неколку точки, на пример на првата фигура се озна-
чени 5 точки, на втората 13 точки итн. Ако според истото правило се
продолжи оваа низа фигури, колку точки ќе бидат означени на дваесет
и третата фигура во оваа низа?

Решение. Бројот на точките на секоја нова фигура се добива така што
на бројот на точките од претходната фигура го додаваме бројот на
точките кои се наоѓаат на надворешниот квадрат од таа фигура. На
средната точка додаваме 4 точки и така го добиваме бројот на точките
на првата фигура. Потоа додаваме 8 точки и го добиваме бројот на
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точките на втората фигура, па додаваме 12 точки и ја добиваме
третата фигура итн. Значи, во секој чекор надворешниот квадрат има
4 точки повеќе отколку надворешниот квадрат на претходната фигура.
Според тоа, дваесет и третата фигура во оваа низа ќе содржи:

23 (23 1)
2

1 4 1 4 2 4 3 ... 4 23 1 4 (1 2 3 ... 23)

1 4

1105

 

               

  



точки.

20. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгледа
следната фигура во оваа низа? Кој е илјадитиот член во оваа низа?
Како може да се запише n  тиот член на оваа низа?
Решение. Секоја следна фигура се добива од прет-
ходната со додавање две хоризонтални квадрат-
чиња, крајно лево и крајно десно, а потоа со дода-
вање во средната колона едно вертикално квад-
ратче надолу. Четвртиот член на низата е прикажан на цртежот лево.
Првите четири члена на низата содржат 1, 4, 7 и 10 квадратчиња.
Станува збор за низа во која првиот член е 1 1a  , а потоа секој следен
челн се добива со додавање на бројот 3d  на претходниот член. Тоа
значи дека n  тиот член на низата се добива кога на првиот член 1a
бројот d му се додаде 1n  пати. Значи, 1 ( 1)na a n d   , односно

1 3( 1) 3 2na n n     . Според тоа, илјадитиот член на оваа низа е

1000 3 1000 2 2998a     .

21. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгледа
следната фигура во оваа низа? Кој е
стотиот член во оваа низа? Како може
да се запише n  тиот член на оваа низа?
Решение. Секоја следна фигура се добива од претходната со додавање
лево и десно по едно квадратче на средниот ред и горе и долу по едно
квадратче на централната колона. Четвртиот член на оваа низа е при-
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кажан на цртежот десно.
Првите четири члена на низата содржат 1, 5, 9 и
13 квадратчиња. Станува збор за низа во која
првиот член е 1 1a  , а потоа секој следен член се
добива со додавање на бројот 4d  на претход-
ниот член. Тоа значи дека n  тиот член на низата
се добива кога на првиот член 1a бројот d му се
додаде 1n  пати. Значи, 1 ( 1)na a n d   , односно

1 4( 1) 4 3na n n     .
Според тоа, стотиот член на оваа низа е 100 4 100 3 397a     .

22. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгле-
да следната фигура во оваа низа? Како може да се запише n  тиот
член на оваа низа?
Решение. Секоја следна фигура се добива од прет-
ходната кога над најгорниот ред ќе се додаде ред
со две квадратчиња повеќе. Четвртиот член на оваа
низа е прикажан на цртежот десно. Првите четири
члена на низата содржат

1

2

3

4

2 1 1,
1 3 (2 1 1) (2 2 1) 2 (1 2) 2,
1 3 5 (2 1 1) (2 2 1) (2 3 1) 2 (1 2 3) 3,
1 3 5 7 (2 1 1) (2 2 1) (2 3 1) (2 4 1)
2 (1 2 3 4) 4

a
a
a
a

  
           
                

               
     

квадратчиња. Понатаму, n  тиот член на оваа низа има n редици и
бројот на квадратчињата во i  тата редица гледајќи оддолу нагоре е
еднаков на i  тиот непарен број, односно е еднаков на 2 1i  . Според
тоа, за n  тиот член добиваме

( 1) 2
2

1 3 5 ... (2 1) ... (2 1)
(2 1 1) (2 2 1) (2 3 1) ... (2 1) ... (2 1)
2 (1 2 3 ... ... )

2 ( 1) .

n

n n

a i n
i n

i n n

n n n n n

        

              
        

      
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23. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Како изгле-
да следната фигура во оваа низа? Ка-
ко може да се запише n  тиот член
на оваа низа?
Решение. Секоја следна фигура се добива од прет-
ходната кога на сите редови од иста страна ќе се
додадат по две квадратчиња, а потоа на средната
колона горе и долу ќе се додаде по едно квадратче.
Четвртиот член на оваа низа е прикажан на црте-
жот десно. Првиот четири члена на низата се 1 1,a 

2 35, 13a a  и 4 25a  . Од цртежите забележуваме дека ако квад-
ратчето од долниот ред на втората фигура го префрлиме во горниот
лев агол на фигурата, тогаш истата ја трансформираме во фигура

составена од квадрати со страни 2 и 1. Значи, 2 2
2 2 (2 1)a    . Пона-

таму, ако долните два реда на третата фигура ги поделиме на два дела
така што од подолгиот ред отсечеме едно квадратче, тогаш поставу-
вајќи ги соодветно деловите над остатокот од фигурата истата ја
трансформираме во фигура составена од два квадрати со страни 3 и 2.

Значи, 2 2
3 3 (3 1)a    . Сега, ако долните три реда на четвртата фигу-

ра ги поделиме со вертикална права по третата колона, тогаш поставу-
вајќи ги соодветно деловите над остатокот од фигурата истата ја
трансформираме во фигура составена од два квадрати со страни 4 и 3.

Значи, 2 2
4 4 (4 1)a    . Од претходните разгледувања логично е да

претпоставиме дека
2 2( 1)na n n   . (1)

Со математичка индукција ќе ја докажеме формулата (1). Навистина,

од погоре и од 2 2
1 1 1 (1 1)a     следува дека формулата (1) важи за

1,2,3,4n  . Нека претпоставиме дека формулата важи за n k , т.е.
2 2( 1)ka k k   . Понатаму, бидејќи k  тата фигура содржи 2 1k 

редови во кои за добивање на ( 1)k   та додаваме по 2 квадратчиња и
уште други 2 квадратчиња над и под средната колона, за бројот на
квадратчињата во ( 1)k   та фигура добиваме:
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2 2
1

2 2 2 2

2(2 1) 2 ( 1) 4

2 1 ( 1) ( 1 1) .
k ka a k k k k

k k k k k
        

        

Според тоа, формулата (1) важи и за 1n k  , па од принципот на
математичка индукција следува дека важи за секој природен број n .

24. На цртежот десно е прикажана низа
од три фигури кои се формирани спо-
ред определено правило. Кој е след-
ниот член во оваа низа? Како може
да се запише n  тиот член на оваа
низа?
Решение. Првата фигура има 1 1a  квадратче. Втората фигура се до-
бива кога од квадрат со страна 3 2 1 1   од секоја страна се избрише

по 1 квадрат. Значи, втората фигурата има 2
2 (2 1 1) 4 1 9a      

квадрати. Третата фигура се добива кога од квадрат со страна
5 2 2 1   од секоја страна се избришат по 2 квадрати. Значи, третата

фигура има 2
3 (2 2 1) 4 2 17a       квадрати. Четвртата фигура ја

добиваме кога од квадрат со страна 7 2 3 1   од секоја страна ќе из-

бришеме по 3 квадрати и фигурата има 2
4 (2 3 1) 4 3 37a       ква-

драти. За петтиот член на низата имаме 2
5 (2 4 1) 4 4 65a       .

Конечно, за n  тиот член на оваа низа имаме
2 2

2 2

(2( 1) 1) 4( 1) (2 1) 4 4

4 4 1 4 4 4 8 5,
na n n n n

n n n n n

        

       

и оваа формула важи и за 1n  .

25. Во квадратна мрежа со страна на најмалото квадратче 1cm е поставен

правоаголник со плоштина 2384 cm така што неговите страни лежат
на линиите на мрежата, а темињата му се во пресечните точки (јазли-
те) на хоризонталните и вертикалните линии на мрежата.
а) Низ колку јазли на мрежата најмногу може да помине дијагоналата
на правоаголникот? Колку различни правоаголници може да го ис-
полнат овој услов?
б) Низ колку јазли на мрежата најмалку може да помине дијагоналата
на правоаголникот ако страните му се подолги од 5 cm ?
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Упатство. Разложувањето на бројот кој соодветствува на плоштината

на правоаголникот е 7384 2 3  . Разгледај ги можните вредности на
најголемиот заеднички делител на страните на правоаголникот. Каква
е врската меѓу најголемиот заеднички делител на страните на право-
аголникот и бројот на јазлите на мрежата, низ кои минува дијагонала-
та на правоаголникот?
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6. ДРУГИ ЗАДАЧИ СО ПРЕБРОЈУВАЊЕ

1. Колку различни решенија има следниот броен ребус (на исти букви
соодветствуваат исти цифри, а на различни букви различни цифри):

ABBCB

BCADA

DBDDD



Решение. Јасно, 0D  и затоа од C D D  следува 0C  . Поната-
му, од збирот на илјадитите немаме пренос, па затоа 10A B D   .
Цифрата D може да ги прима вредностите 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9. Притоа
за A и B добиваме:

D A B
3 1 2, 2 1 

4 1 3, 3 1 

5 1 4, 2 3, 3 2, 4 1   

6 1 5, 2 4, 4 2, 5 1   

7 1 6, 2 5, 3 4, 4 3, 5 2, 6 1     

8 1 7, 2 6, 3 5, 5 3, 6 2, 7 1     

9 1 8, 2 7, 3 6, 4 5, 5 4, 6 3, 7 2, 8 1       

Според тоа, бројниот ребус има 2 2 4 4 6 6 8 32       решенија.

2. Еден тест е составен од шест прашања, кои соодветно се оценуваат со
1, 2, 3, 4, 5 и 6 поени. За точен одговор на дадено прашање на резул-
татот се додава соодветниот број поени, а за погрешен одговор од
резултатот се одзема истиот тој број поени. Колку различни резултати
може да се добијат при решавање на овој тест?
Решение. Најмалиот и најголемиот број поени кои можат да се
освојат при решавање на дадениот тест се соодветно

1 2 3 4 5 6 21        и 1 2 3 4 5 6 21      .
Ако два ученика на сите прашања, освен на едно имаат еднакви одго-
вори, тогаш бројот на поени кои ги освоиле се разликува за парен број
поени. Тоа значи, дека како резултат од решавање на тестот може да
се добие секој непарен број од 21 заклучно до 21. Според тоа, бројот
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на можните резултати е еднаков на 22.

3. Три града ,A B и C се рас-
поредени како што е при-
кажано на цртежот десно.
Меѓу градовите A и C не-
ма директен пат, па така од
A во C се стигнува преку
B . На цртежот десно се да-
дени патиштата меѓу A и B , како и патиштата меѓу B и C . На колку
различни начини може да се стигне од градот A во градот C ?
Решение. Прв начин. Патиш-
тата меѓу A и B да ги озна-
чиме со 1, 2AB AB и 3AB , а
патиштата меѓу B и C да ги
означиме со 1, 2, 3,BC BC BC

4BC и 5BC . Можните па-
тишта од A до C се:

1 1, 1 2, 1 3, 1 4, 1 5,
2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5,
3 1, 3 2, 3 3, 3 4, 3 5.

AB BC AB BC AB BC AB BC AB BC

AB BC AB BC AB BC AB BC AB BC

AB BC AB BC AB BC AB BC AB BC

    
    
    

Според тоа, од A во C се стигнува на 15 различни начини.
Втор начин. За одење од A во B имаме 3 можности. За одење од B
во C имаме 5 можности. Според тоа, за одење од A во C преку B
имаме 3 5 15  можности и тоа е бараниот број патишта.

4. Од планинарскиот дом A до планинарскиот дом B може да се стигне
по 4 патеки, а од планинарскиот дом B до врвот C може да се стигне
по 3 патеки. На колку начини може од планинарскиот дом A преку
планинарскиот дом B да се стигне до врвот C .
Решение. Секоја од четирите патеки од A до B , може да се комби-
нира со секоја од трите патеки од B до C . Според тоа, од A до C ,
преку B , може да се стигне на 3 4 12  начини.

5. Во една сала има 8 прозорци. На колку начини можеме да ги отвориме
прозорците во оваа сала, ако не сакаме ниту сите прозорци да се исто-
времено сите отворени, ниту да се истовремено сите затворени?
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Решение. Секој од осумте прозорци може да е во две сосојби: отворен
или затворен. Затоа бројот на сите можни состојби на сите 8 прозорци
е 2 2 2 2 2 2 2 2 256        . Бидејќи само две состојби не се пожелни
(сите отворени или сите затворени прозорци), бројот на пожелните
состојби на прозорците е 256 2 254  .

6. Жаба со скокови во десно и
кон горе се движи по поли-
њата прикажани на цртежот
десно, од полето A до по-
лето B . На колку начини
може во овие полиња да се
запишат броевите од 1 до 30
(по еден број во секое поле)
така што жабата при секој
скок преминува во поле во
кое е запишан поголем
број?
Решение. На цртежот долу десно е прикажан еден можен распоред на
броевите.
Јасно, во полета A мора да е
запишан бројот 1, а во по-
лето B мора да е запишан
бројот 30. Да забележиме
дека во обоените полиња
мора да бидат точно запиша-
ните броеви (Зошто?). Един-
ствено е можно да се заме-
нат местата кои се по голе-
мина меѓу броевите во обое-
ните полиња, а тоа се: брое-
вите 3 и 4, броевите 6 и 7, броевите 9 и 10, ..., броевите 27 и 28. Вакви
парови броеви има 9 и за секој пар имаме по две можни положби.
Затоа вкупниот број распореди е еднаков на

92 2 2 2 2 2 2 2 2 2 512          .

7. Од 10 различни цветови треба да се направи букет во кој имаме барем
два цвета. На колку начини може тоа да се направи?
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Решение. Ќе пресметаме на колку начини може да се изберат 0, 1, 2,
..., 9 или сите 10 цветови. Ако еден цвет е избран, пишуваме 1, а ако
не е избран пишуваме 0. Значи, за секој цвет имаме 2 можности: 0 или

1, па вкупниот број избори ќе биде 10

10
2 2 ... 2 2    . Од овој број треба

да го одземеме бројот на изборите кога не е избран ниту еден цвет, а
тоа е еден избор, и кога е избран само еден цвет, а тоа се десет избори.
Конечно, вкупниот број начини на кој можеме да го избереме букетот

е 102 1 10 1013   .

8. Од девет вида чоколади треба да се направат пакети со по четири чо-
колади, при што во пакетите може да има и исти чоколади. Колку
најмногу различни пакети може да се направат.
Решение. Задачата се сведува на определување на бројот на четири-
цифрените броеви запишани со цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9. Бројот
на овие броеви е еднаков на 9 9 9 9 6561    .

9. Консултантска фирма има пет ката. Фирмата набавила шест различни
пакети канцелариски материјал. На колку начини може да се распре-
дели канцеларискиот материјал по катови? Колкав е бројот на распо-
редувањата, ако на петтиот кат се достават најмалку два пакети кан-
целариски материјал?
Решение. а) Секој од шесте пакети може да се достави на секој од
петте ката, т.е. за секој пакет имаме по пет можности. Значи, бројот на
различните доставувања е еднаков на 5 5 5 5 5 5 15625      .
б) Ако на петтиот кат не се достави материјал, тогаш сите шест пакети
се доставуваат на четирите ката, па затоа за ваквото доставување
имаме 4 4 4 4 4 4 4096      можности. Ако на петтиот кат се достави
точно еден пакет, тогаш тоа може да биде било кој од шесте пакети,
па имаме 6 можности. За секоја од овие шест можности секој од
преостанатите 5 пакети може да се достави на било кој од другите 4
ката, па затоа во овој случај бројот на сите доставувања е еднаков на
6 4 4 4 4 4 6144      . Според а) бројот на сите доставувања е 15625,
па бројот на доставувањата кога на шестиот кат има најмалку два
пакети е еднаков на 15625 (4096 6144) 5385   .

10. Во ризницата на седумте џуџиња има скапоцени камења и тоа рубини,
сафири, аметисти и дијаманти, од секој вид повеќе од 2500 камења.
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Снежана сака да нареди 2023 од овие скапоцени камења во низа, така
што нема да стави сафир до рубин и аметист до дијамант. Колку раз-
лични низи може да направи Снежана?
Решение. Снежана првиот скапоцен камен може да го избере на 4
начини. Потоа за секој скапоцен камен таа има по 3 можности. Значи,

Снежана може да направи 20224 3 различни низи.

11. Во ризницата на Снежана и седумте џуџиња има по илјада и петсто-
тини рубини, сафири, смарагди и дијаманти. Снежана сака да нареди
2023 од овие скапоцени камења во низа, така што да нема два исти
скапоцени камења еден до друг. Колку различни низи може да нареди
Снежана?
Решение. Снежана првиот скапоцен камен може да го избере произ-
волно, т.е. на 4 начина. Бидејќи не смее да има два исти скапоцени
камења еден до друг, таа секој следен камен може да го избере на 3

начина. Значи, Снежана може да состави 20224 3 различни редици.

12. На колку различни начини 5 задачи може да се распределени за реша-
вање меѓу 3 ученици така, што секој ученик да добие барем една за-
дача.
Решение. За секоја задача има по 3 можности, па затоа 5 задачи може

да се распределат на 3 ученици на 53 243 начини. Ако задачите се
распределат меѓу два ученика што може да се направи на три начини:
првиот и вториот, вториот и третиот, третиот и првиот, тогаш имаме

53 2 96  можности. Бидејќи овие начини не се од интерес треба да
ги одземеме од вкупниот број на распределби, па потоа треба да ги
додадеме начините на кои еден ученик ги добил сите задачи и тоа се

53 1 (бидејќи два пати ги одзедовме). Според тоа, бараниот број
распределби е 243 96 3 150  

13. Насте, Мирослав, Бранко, Дамјан, Иванка и Ана купиле билети за
кино за првите шест седишта во седмиот ред. Иванка и Ана сакаат да
седат еден до друг. На колку начини шесте деца може да седнат таа
што ќе биде исполнета желбата на Иванка и Ана?
Решение. Ако Иванка и Ана седат една до друга, тогаш треба да
определиме на колку начини на пет места може да се распоредат
записите Н, М, Б, Д и ИА, односно на колку начини може 5 објекти да
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се распоредат во еден ред на 5 места. За првото место имаме 5
можности, за второто 4 можности, за третото 3 можности, за четврто-
то 2 можности и за петтото 1 можност. Значи, вкупниот број распо-
реди е еднаков на 5 4 3 2 1 120     . Но во секој распоред девојчињата
може да седнат на два начина ИА и АИ, па затоа бараниот број
распоредувања е еднаков на120 120 240  .

14. Во театар отишле две девојчиња и три момчиња и купиле 5 карти така
што ќе седат во ист ред еден до друг. На колку начини тие може да
седнат на петте седишта така што девојчињата ќе седат едно до друго?
Решение. Кога девојчињата ќе седнат едно до друго, проблемот се
сведува на тоа да имаме 4 лица кои треба да се распоредат на четири
места. Ова може да се направи на 4 3 2 1 24    начини. Но, девојчи-
њата може да седнат едно до друго на два начина, па затоа вкупнот
број распореди е еднаков на 2 24 48  .

15. Учениците од едно шесто одделение во петок имаат четири часа:
македонски јазик, природни науки и два часа математика, кои треба
да се еден по друг. На колку различни начини може да се направи
распоредот на часовите за тој ден?
Решение. Имаме четири часа, а три предмети: македонски јазик, мате-
матика и природни науки. Двата часа по математика ќе ги разгледу-
ваме како еден елемент. Така за првиот предмет имаме три можности,
за вториот предмет имаме две можности и за третиот предмет имаме
една можност. Според тоа, распоредот на часовите за тој ден може да
се направи на 3 2 1 6   начини.

16. Учениците од едно осмо одделение во среда имаат пет часа: мате-
матика, историја, англиски јазик, физика и физичко вопситување. На
колку начини може да се состави распоредот на часовите за тој ден,
ако математика и англиски јазик треба да се еден до друг, а физичкото
воспитување треба да е средниот час?
Решение. Јасно, физичкото воспитување е третиот час. Двата соседни
часа за математика и англиски јазик може да се или прв и втор или
четврт и петти час. Притоа на овие часови може да се разменат места-
та, па така имаме 2 2 4  можности. За историја остануваат 2 мож-
ности и конечно за физика останува една можност. Значи, распоредот
може да се состави на 4 2 1 8   начини.
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17. Четири кафези во зоолошката градина се наредени во еден ред. На
колку начини во нив може да се сместат волк, лисица, мечка и лав, ако
во секој кафез се става точно по едно животно и не смее кафезите на
волкот и лисицата да се еден до друг?
Решение. Нека кафезите на волкот и лисицата се еден до друг. Затоа
можеме да сметаме дека тоа е еден кафез. Сега треба да распоредиме
три животни во три кафези (мечка, лав, волк-лисица) и тоа може да се
направи на 3 2 1 6   начини. Но, волкот и лисицата во два соседни
кафези можеме да ги сместиме на два начина, па затоа бројот на сме-
стувањата кога волкот и лисицата се еден до друг е еднаков на
2 6 12  . Бројот на сите сместувања на четирите животни во четирите
кафези е еднаков на 4 3 2 1 24    . Конечно, бројот на сместувањата во
кои волкот и лисицата не се еден до друг е еднаков на 24 12 12  .

18. На колку различни начини можат да се наредат во еден ред 6 коцки
обоени во различни бои?
Решение. За првото место може да се избере било која од шесте
коцки, на второто место било која од петте коцки кои веќе не се
избрани, на третото место било која од четирите коцки кои веќе не се
избрани итн. на последното место ја поставуваме коцката која
преостанала по изборот на петте коцки. Според тоа, 6 коцки обоени во
различни бои во еден ред може да се наредат на 6 5 4 3 2 1 720     
начини.

19. Во едно одделение има 25 ученици. На колку начини може да се избе-
ре одделенско раководство составено од претседател, секретар и бла-
гајник.
Решение. Задачата се решава слично како претходната задача, со тоа
што не ги распоредуваме сите ученици, туку само три. Претседател на
одделенското раководство може да се избере на 25 начини, потоа
секретар на 24 начини и на крајот благајник на 23 начини. Според тоа,
вкупниот можен број избори на одделенското раководство е еднаков
на 25 24 23 13800   .

20. Во еден ред со 10 столици треба да седнат 5 момчиња и 5 девојчиња,
но така што две лица од ист пол да не седат едно до друго. На колку
начини може да седнат момчињата и девојчињата?
Решение. Столиците од лево кон десно да ги означиме со броевите од
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1 до 10. Имаме две можности: или сите момчиња да се на парните
места или сите момчиња да се на непарните места.
Ако сите момчиња се на парните места, тогаш сите девојчиња се на
непарните места. Во тој случај момчињата може да се распоредат на
5 4 3 2 1 120     начини, а на исто толку, т.е. на 120 начини може да
се распоредат сите девојчиња на непарните места. Значи, во овој слу-
чај имаме 120 120 14400  можни распореди. Исто толку распореди
имаме и во случајот кога сите момчиња се на непарните места. Според
тоа, вкупниот број распореди е еднаков на 2 14400 28800  .

21. На полица треба да се распоредат девет различни книги означени со
броевите од 1 до 9. На колку начини тоа може да се направи така што:
а) книгите 1 и 2 се една до друга,
б) книгите 1 и 2 не се една до друга?
Решение. а) Книгите 1 и 2 ќе ги сметаме како една книга. Преос-
танатите седум книги и оваа (1,2) книга може да се распоредат на
8 7 6 5 4 3 2 1 8!        начини. Книгите 1 и 2 може да се распоредат на
2 начина, па затоа во овој случај вкупниот број распореди е 2 8! .
б) Сите девет книги може да се распоредат на 9 8 7 6 5 4 3 2 1 9!        
начини. Ако од овие распореди ги одземеме распоредите во кои
книгите 1 и 2 се една до друга, т.е. ако одземеме 2 8! го добиваме
бројот на распоредите во кои книгите 1 и 2 не се една до друга. Значи,
имаме 9! 2 8! 9 8! 2 8! 7 8!        распореди во кои книгите 1 и 2 не се
една до друга.

22. Осум последователни тома од еден автор треба да се наредат еден до
друг на една полица во библиотеката.
а) На колку начини може да се наредат книгите на полицата?
б) На колку начини може да се наредат книгите, ако првиот том е на
првото место, а осмиот том е на осмото место?
в) На колку начини може да се наредат книгите, ако првиот и вториот
том се на двата краја?
г) На колку начини може да се наредат книгите така што првиот и
вториот том не се еден до друг?
Решение. а) Книгите на полицата може да се наредат на

8 7 6 5 4 3 2 1 40320        начини.
б) Ако првиот том е на првото место, а осмиот том е на осмото место,
тогаш останатите шест тома на преостанатите шест места може да се
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наредат произволно, па затоа бараниот број е 6 5 4 3 2 1 720      .
в) Првиот и вториот тон на двата краја може да се наредат на 2
начина, а останатите шест тома на преостанатите шест места на
6 5 4 3 2 1 720      начини. Затоа бараниот број е 2 720 1440  .
г) Имаме 7 6 5 4 3 2 1 5040       можности за редење на книгите кога
првиот и вториот том се еден до друг. Вкупниот број на редења на
книгите е 8 7 6 5 4 3 2 1 40320        , па затоа бараниот број е

8 7 6 5 4 3 2 1 7 6 5 4 3 2 1 40320 5040 35280                 .

23. Во едно одделение има 12 девојчиња. Три од нив се викаат Ана. Де-
војчињата решиле да направат заедничка фотографија, распореду-
вајќи се во редица, но така што трите Ани да се една до друга. На
колку начини може да се распоредат за фотографирање?
Решение. Можеме да сметаме дека трите Ани зафаќаат едно место, па
така имаме 9 места за преостанатите девојчиња и 1 место за трите
Ани. Според тоа, имаме 10 места, па бројот на распоредувањата во
една редица е еднаков на 10!. Но, трите Ани на едното место, односно
една до друга можеме да ги распоредиме на 3! начини. Според тоа,
вкупниот број распоредувања е еднаков на 10! 3! 21772800  .

24. На натпреварот по математика биле прогласени прваците во петто,
шесто, седмо, осмо и деветто одделение (по еден ученик од секое
одделение). По прогласувањето, петте ученици меѓусебно си чести-
тале ракувајќи се секој со секого. На сите ученици им честитале и два
претставника на жирито кои се ракувале со секој ученик. Колку раку-
вања имало вкупно?
Решенија. Секој од петте ученици се ракувал по еднаш со секој од
преостанатите четири ученици. Бидејќи ракувањето е симетрична
релација (А со В е исто ракување како и В со А), имаме (5 4) : 2 10 

ракувања. Понатаму, секој од двата членови на жирито се ракувал со
секој од петте ученици, па затоа имаме уште 2 5 10  ракувања.
Конечно, имаме вкупно 10 10 20  ракувања.

25. На отворањето на Јуниорската Балканска Математичка Олимпијада е
предвидено да се обратат претставникот на: училиштето-домаќин,
градот домаќин, Министерството за образование и наука и Претседа-
телот оа Организациониот одбор. На колку начини може да се состави
протоколот на отварањето, земајќи ги во предвид сите можни редо-
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следи на говорниците?
Решение. На отворањето треба да говорат четири говорници. Првиот
говорник може да се избере на 4 начини (тоа може да е било кој од
наведените), вториот на 3 начини (било кое лице што не е избрано за
прв говорник), третиот на 2 начина (еден од двајцата кои не се из-
брани за прв или втор говорник) и четвртиот само на еден начин
(последниот кој останал). Според тоа, вкупниот број подредувања на
говорниците е еднаков на 4 3 2 1 24    начина.

26. Ана, Бојан, Влатко и Горјан тргнале на излет. Тие купиле 1 шише сок
од портокал, 2 шишиња сок од јаболко, 2 шишиња сок од кајсија и 3
шишиња минерална вода. На колку различни начини тие може да ги
распределат шишињата така што секое дете ќе носи по две шишиња?
Решение. Четири различни комплети од по две шишиња меѓу децата
се распоредуваат на 4 3 2 1 24    начини. Ако два од комплетите се
еднакви, тогаш тие може да се распоредат на 24 : 2 12 начини.
Останува да се состават комплетите, за што ќе ги искористиме првите
букви. Имаме:

ПЈ ЈК КВ ВВ
ПЈ ЈВ КК ВВ
ПЈ ЈВ КВ КВ
ПК КЈ ЈВ ВВ
ПК КВ ЈЈ ВВ
ПК КВ ЈВ ЈВ
ПВ ЈЈ КВ КВ
ПВ ЈЈ КК ВВ
ПВ ЈК ЈК ВВ
ПВ ЈВ ЈК КВ
ПВ ЈВ ЈВ КК

Имаме шест распределби со различни комплети (црвени редови) и пет
распределби со по два еднакви комплети (портокалови редови), па
затоа имаме 6 24 5 12 204    распоредување на шишињата на децата
така секое од нив носи по две шишиња.

27. Во едно училиште има 7 професорки и 5 професори. На колку начини
може да се избере петчлен Организационен одбор за прослава на
патрониот празник, ако во него треба да има 3 жени и 2 мажи?
Решение. Од седум жени избираме три. Првата жена можеме да ја
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избереме на 7 начина, втората на 6, а третата на 5. Тоа се вкупно
7 6 5 210   избори во кои е важен распоредот на избраните жени.
Бидејќи редоследот на изборот не е важен, бројот 210 треба да се по-
дели со бројот на распоредите на трите жени, т.е. со 3 2 1 6   . Според
тоа, женскиот дел од Организациониот одбор може да се избере на
210 : 6 35 начини. Аналогно, машкиот дел на Организациониот од-
бор може да се избере на (5 3) : (2 1) 10   начини. Конечно, петчлени-
от Организационен одбор може да се избере вкупно на 35 10 350 
начини.

28. Во паричникот Горјан има шест монети и тоа од: 5 центи, 10 центи, 20
центи, 50 центи, 1 евро и 2 евра. Од паричникот истовремено без
гледање се земаат три монети. На колку различни начини може да се
извлечат монетите така што нивната вкупна вредност ќе биде пого-
лема од 85 центи?
Решение. Бидејќи збирот на вредностите на четирите монети во центи
е 5 10 20 50 85    центи, заклучуваме дека ако извлечеме било кои
три од овие четири монети, тогаш вредноста ќе биде помала од 85
центи. Значи, меѓу монетите мора да има најмалку една монета од 1
или 2 евра. Разликуваме три случаи:
- Ако е извлечена само монетата од 1 евро, тогаш другите две

монети можеме да ги извлечеме на 4 3
2 6  начини.

- Ако е извлечена само монетата од 2 евра, тогаш другите две
монети можеме да ги извлечеме на 4 3

2 6  начини.

- Ако се извлечени монетите од 1 и 2 евра, тогаш другите две мо-
нети можеме да ги извлечеме на 4 начини.

Според тоа, вкупниот број можности за извлекување на монетите при
кои е исполнет условот на здачата е 6 6 4 16   .

29. На училишниот тениски турнир победникот како награда треба да
добие четири тениски рекети. На колку начини може да се одбере на-
градата ако организаторот има на располагање по еден рекет од десет
различни производители?
Решение. Првиот рекет можеме да го избереме на 10 начини, вториот
на 9 начини, третиот на 8 начини и четвртиот на 7 начини. Според тоа,
сите можни подредувања на избраните четири рекети е еднаков на
10 9 8 7 5040    начини. За било кој избор на четирите рекети во
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бројот 5040 се содржани сите можни распореди на овие четири ре-
кети. Четири рекети во низа може да се распоредат на 4 3 2 1 24   
начини, па затоа треба да поделиме со 24 и бројот на можните избори
е еднаков на 5040 : 24 210 .

30. Професорите А, Б, В и Г се во комисија, која треба да го испита
ученикот Д. Тие треба да седнат на четири столици кои се во еден ред.
Копретседателите на комисијата А и Б треба да седат еден до друг, а
професорот В, кој е одделенски раководител на ученикот Д треба да
седи до нив. На колку начини може да седнат членовите на комисијата
на четирите столици?
Решение. Ако А и Б завземат две крајни места во редот (одлево или
оддесно), тогаш другите двајца еднозначно се распоредуваат. Значи,
во овој случај имаме четири распореди:

АБВГ, БАВГ. ГВАБ, ГВБА.
Ако А и Б ги заземат двете централни места во редот, тогаш В мора да
е до нив лево или десно, а за Г е преостанатото четврто место. Така
имаме четири можни распореди:

ГАБВ, ВАБГ, ГБАВ, ВБАГ.
Конечно, членовите на комисијата според дадените услови може да се
распоредат на 4 4 8  начини.

31. По завршувањето на учебната година секој од учениците на едно
одделение се ракувал точно по еднаш со сите останати ученици во
одделението. Определи го збирот на цифрите на бројот на учениците
во одделението, ако имало вкупно 300 ракувања.
Решение. Ако во одделението има n ученици, тогаш бројот на раку-

вањата е еднаков на ( 1)
2

n n , па затоа ( 1)
2 300n n  , од каде добиваме

( 1) 600n n   . Но, 600 25 24  , па затоа 25n  . Збирот на цифрите на
бројот 25 е 2 5 7  .

32. Од секое од четири одделенија (од шесто до деветто) за учество во
организација на државниот натпревар по математика се избрани по
три ученици. На колку начини учениците може да состават група од
пет дежурни ученици во која мора да има претставници од секое
одделение?
Решение. Ако од секое одделение избереме по еден ученик, ќе остане
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едно слободно место кое може да се пополни со ученик од било кое
одделение. Значи, од едно одделение ќе има два ученика, а од сите
преостанати по еден. Бидејќи два претставника од три ученика може
да се изберат на три начина (АВ, ВС, СА), а еден претставник од три
ученика исто така на три начина, бројот на можните избори од сите
четири одделенија е еднаков на 3 3 3 3 81    начин. Сега, овој број
треба да го помножиме со 4, бидејќи одделението кое дава два
претставника може да се избере на четири начини. Конечно, бројот на
можните избори е еднаков на 4 81 324  .

33. Зборот ФЕСТИВАЛОТ е десетцифрен број делив со 36, во кој раз-
лични букви соодветствуваат на различни цифри, а исти букви на исти
цифри. Колку решенија има овој ребус?
Решение. Буквата Т се јавува два пати, а другите букви се различни.
Ако втората буква Т ја замениме со Н го добиваме зборот
ФЕСТИВАЛОН и тој соодвествува на десетцифрен број запишан со
различни цифри и е делив со 9. Значи, Т и Н треба да имаат еднакви
остатоци при делење со 9, а тоа е можно само ако на овие две букви
соодветствуваат цифрите 0 и 9. Но, бројот е делив со 4, па затоа Н
треба да е парна цифра, т.е. Н 0 и Т 9 . Понатаму, за да бројот е
делив со 4 цифрата О треба да е парна, што значи дека за О имаме 4
можности {2, 4, 6, 8}. Преостанатите седум цифри треба да се раз-
лични. Конечно, дадениот ребус има 4 7 6 5 4 3 2 1 20160        реше-
нија.

34. Во група се наоѓаат 6 велешани, 6 прилепчани и 6 битолчани. На
колку начини тие може да се поделат во:
а) 6 групи од по 3 луѓе така што во секоја група се наоѓа по еден
велешанец, еден прилепчанец и еден битолчанец?
б) 3 групи од по 6 луѓе така што во секоја група има по двајца веле-
шани, двајца прилепчани и двајца битолчани?
Решение. а) Прво да го фиксираме изборот на сите велешани во
секоја од тие групи, бидејќи нам не ни е важен редоследот на групите.
Понатаму, изборот на еден прилепчанец во првата група може да се
направи на 6 начини и изборот на еден битолчанец во првата група

може да се направи на 6 начини, што значи дека имаме 26 6 6 

начини. Потоа изборот за втората група може да се направи на 25



Други задачи со пребројување

141

начини, за третата 24 начини, за четвртата на 23 начини, за петтата

на 22 начини и за шестата на 21 начин. Значи, овој случај групите

може да се состават на 2 2(6 5 4 3 2 1) 720 518400       начини.
б) Изборот на двајца од 6 велешани за првата група може да се
направи на 6 5

2 15  начини, и на ист толкав број начини за првата

група може да се направи изборот на двајца прилепчани и изборот на
двајца битолчани. Значи, за првата група може изборот може да се

направи на 315 15 15 15   .
Понатаму, изборот на двајца велешани за втората група може да се
направи на 4 3

2 6  начини, и на ист толкав број начини за втората

група може да се направи изборот на двајца прилепчани и изборот на
двајца битолчани. Значи, за втората група може изборот може да се

направи на 36 6 6 6   .
Преосатанаа 2 велешани, 2 прилепчани и 2 битолчани кои ги сме-
стуваме во третата група.
Според тоа, вкупниот број распореди во трите групи при кој е важен

редоследот на групите може да се направи на 3 315 6 начини. Но, нам
не ни е важен редоследот на групите, па како групите можеме да ги
подредиме на 3 2 1 6   начини, вкупниот број распореди во овој

случај е еднаков на
3 315 6
6 121500  .

35. На еден собир учествуваат 12 велешани, 8 прилепчани и 2 битолчани.
Треба да се состави петчлено раководство во кое ќе има барем по еден
член од секој од трите градови, но не смее да има три члена од еден
ист град. На колку начини може да се избере раководството?
Решение. Раковостворо може да се состои од:
1) еден велешанец, двајца прилепчани и двајца битолчани. Велеша-

нецот може да се избере на 12 начини, двајца прилепчани на
8 7
2 28  начини и двајца битолчани на 1 начин. Значи, во овој

случај имаме 12 28 336  начини за избор.
2) двајца велешани, еден прилепчанец и двајца битолчани. Двајца

велешани може да се изберат на 1211
2 66  , еден прилепчанец на 8

начини и двајца битолчани на 1 начин. Значи, во овој случај имаме



Р. Малчески, С. Малчески, Д. Велинов

142

66 8 528  начини за избор.
3) двајца велешани, двајца прилепчани и еден битолчанец. Двајца

велешани може да се изберат на 1211
2 66  , двајца прилепчани на

8 7
2 28  начини и еден битолчанец на 2 начини. Значи,во овој

случај имаме 66 28 2 3696   начини за избор.
Конечно, раковоството на собирот може да се состави на

336 528 3696 4560   начини.

36. Имаме доволно бели, зелени и сини мониста. Колку различни ѓердани
од по пет мониста можеме да направиме? (Два бисери се еднакви, ако
едниот од другиот се добива со вртење и/или превртување.)
Решение. Ако имаме една боја, тогаш имаме три избори на бојата.
Ако имаме две бои, имаме 3 избори на боите и 6 избори како да ги
наредиме ( , , , , , )xxxxy xxxyy xxyxy xyyxy xxyyy xyyyy . Ако имаме 3 бои по
3 1 1  , имаме три избори која да е трикратната боја x и 2 избора
како да ги наредиме ( , )xxxyz xxyxz . Ако имаме три бои 2 2 1  имаме
три избори која да е единичната боја z и 4 избори како да се наредени
( , , , )xxyyz xyxyz xyyxz yxxyz . Конечно, при дадените услови можеме да
направиме 3(1 6 2 4) 39    различни ѓердани.

37. На колку начини можеме да ги наредиме 4 момчиња и 8 девојчиња
едно зад друго така што секое момче да е меѓу две девојчиња?
Решение. Колоната започнува и завршива со девојче. Девојчињата
може да се распоредат на 8! начини. Нека момчињата се , , ,A B C D .
Зад секое девојче, без последното, да ја запишеме буквата на момчето
зад него, а ако такво нема, да ја запишеме буквата X . Така распоре-
дот на момчињата е кодиран со пермутација на зборот ABCDXXX .
Бројот на овие кодови е 7!: 3! 840 . Конечно, бараниот број распо-
реди е 8! 840 33868800  .

38. Група ученици е облечена во маици од три бои. Два ученика имаат
сини маици, 6 ученици имаат зелени маици и 8 ученици имаат жолти
маици. На колку начини учениците може да се наредат во еден ред
земајќи ги предвид само боите на маиците.
Решение. Групата има 16 членови. Бројот на сите распореди на група-
та во еден ред, без да се земе предвид бојата на маиците е еднаков на
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16 15 14 ... 3 2 1 20922789888000       . Но, бројот на распоредите на
членовите на групата ќе биде помал, бидејќи не е важен распоредот на
одделните членови, туку само бојата на нивните маици.
За учениците со сини маици распоредот во кој едниот е прв, а другиот
е втор е ист со распоредот во кој учениците ги смениле местата. Би-
дејќи ова важи за било кој распоред на овие два ученика, заклучуваме
дека претходно пресметаниот број на распореди е два пати поголем од
вистинскиот број распореди, па добиениот број треба да се подели со
2. Бидејќи имаме 6 ученици во зелени маици добиениот број треба да
се подели и со бројот на распореди на овие 6 ученици на некои
фиксирани 6 места. На пример, ако овие 6 ученици во зелени маици се
на првите 6 места, тоа го сметаме за еден распоред, а претходно пре-
сметаниот број ги содржи сите можни разместувања на овие 6
ученици на првите 6 места. Јасно, овој број е еднаков на производот
6 5 4 3 2 1 720      . Аналогно, заради 8 ученици во 8 жолти маици
претходно добиениот број треба да се подели и со бројот
8 7 6 5 4 3 2 1 40320        . По овие три делења добиваме дека 16
ученици во маиците со дадените бои може да се распоредат во еден
ред на 360360 начини.

39. На колку начини буквите на зборот ТОПОЛОГ може да се разместат
така што никогаш две исти букви не се една до друга?
Решение. Во зборот ТОПОЛОГ има три букви О кои треба да е раз-
местат меѓу преостанатите четири букви Т, П, Л, Г на некое од петте
означен места со _ :

_* _* _* _* _ ,
каде * означува некоја од буквите Т, П, Л, Г, без притоа овие букви да
се повторуваат. Буквите Т, П, Л, Г може да се распоредат на
4 3 2 1 24    начини. Од означените пет места со _ избираме три за
буквата О, што може да се направи на 10 начини и тоа: 123, 124, 125,
134, 135, 145, 234, 235, 245, 345. Според тоа, буквите на зборот
ТОПОЛОГ на саканиот начин може да се распоредат на 24 10 240 
начини.

40. На колку различни начини на шаховска 8 8 табла
може да се изберат едно бело и едно црно поле така
што тие нема да се наоѓаат во ист ред и иста ко-
лона?
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Решение. Едно бело поле може да се избере на 32 начина. Со него-
виот избор не е можен избор на четирите црни полиња кои се во исти-
от ред и четирите црни полиња кои се во истата колона. Значи, црното
поле може да се избере на 32 4 4 24   начини. Конечно,вкупниот
број можни избори е еднаков на 32 24 768  начини.

41. На колку начини различно обоени крал и кралица да ги поставиме на
шаховската табла и на колку од добиените позиции кралицата ќе го
напаѓа кралот?
Решение. Ако прво го поставиме кралот, тогаш тоа
на шаховска 8 8 табла можеме да го направиме на
8 8 64  начини. Сега, за поставување на крали-
цата ни преостануваат 63 полиња, па затоа кралот и
кралицата на шаховската табла можеме да ги
поставиме на 64 63 4032  начини.
Лесно се гледа дека кралицата од централните 4 полиња напаѓа по 27
полиња, од 12-те полиња околу централните полиња напаѓа по 25
полиња, од 20-полиња околу нив напаѓа по 23 полиња и од 28-те раб-
ни полиња напаѓа по 21 поле. Според тоа, имаме

28 21 20 23 12 25 4 27 1456       
начини на поставување во кои кралицата ќе го напаѓа кралот.

42. Фигурата  прикажана на цртежот десно
треба да стигне во полето во кое се наоѓа зна-
кот *. Во секој чекор фигурата се преместува
во поле во долниот ред, кое со полето во кое
во тој момент е фигурата има заедничка стра-
на или теме. На колку различни начини фигу-
рата  може да стигне во полето во кое се наоѓа знакот *?
Решение. Во полето во кое се наоѓа фигурата  да ставиме 1, а во
другите полиња во првиот ред да ставиме 0.
Јасно, бројот на различните начини на кои
фигурата може да стигне во поле од редот
под неа е еднаков збирот на броевите кои се
запишани во полињата од претходниот ред
кои со тоа поле имаат заедничка страна или
теме. Така ја добиваме табелата прикажана
на цртежот десно. Според тоа, во полето во кое е знакот * фигурата 
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може да стигне на 51 начин.

43. Еден шеф пишува секој ден 8 писма и ги нумерира редоследно со
броевите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Кога ќе напише писмо тој го става најгоре
во една кутија. Ако неговата секретарка е слободна, таа го зема нај-
горното писмо од кутијата и го отчукува. Понекогаш секретарката
успева да го отчука писмото пред шефот да го стави следното, а поне-
когаш тој успева да стави едно или повеќе писма пред тоа време. Се-
кретарката секогаш успева да ги отчука сите писма до крајот на
работниот ден.
За една пермутација на броевите од 1 до 8 ќе велиме дека е печатна,
ако е можно писмата да бидат отчукани во тој редослед. Определи го
бројот на сите печатни пермутации.
Решение. Да разгледаме квадратна табела со 9 редови и 9 колони и во
горното лево поле да ставиме жетон. Кога шефот ќе стави писмо во
кутијата, го поместуваме жетонот едно поле во десно. Кога секре-
тарката ќе отчука писмо, го поместуваме жетонот едно поле надолу.
Секретарката не може да отчука ненапишано писмо, што значи дека
жетонот не може да се постави во поле под главната дијагонала.
Секој различен пат на
жетонот соодветствува
на различен редослед на
отчукување на писмата.
Бројот на патиштата на
жетонот до определено
поле е еднаков на збирот
на соодветните броеви
во полињата од кои мо-
жеме да дојдеме до тоа
поле. Ги запишуваме овие броеви според споменатото правило и во
долниот десен агол го добиваме бројот 1430, кој е бараниот број
печатни пермутации.

44. Фигура се наоѓа на крајното лево долно поле на табла
со димензии 9 9 . Во секој потег фигурата се поме-
стува за едно поле нагоре или за едно поле нагоре и
два во десно, како што е прикажано на цртежот. На колку различни
начини можеме фигурата со низа од осум потези да ја преместиме во
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горниот ред на таблата?
Решение. Во секое поле ќе
го запишеме бројот на на-
чините на кои фигурата
може да дојде до тоа поле.
Да го разгледаме полето
обоено жолто. Ако фигу-
рата во некој момент е на
тоа поле, во претходниот
момент таа морала да биде
едно од двете зелени по-
лиња.
На почетокот фигурата се
наоѓа на полето означено
со црвена точка. Од тоа поле фигурата може да дојде на две полиња во
вториот ред и тоа на секое од нив на единствен начин, па во тие
полиња го запишуваме бројот 1. Понатаму, табелата ја пополнуваме
по редови, кон горе. Откако ја пополнивме табелата преостанува само
да ги собереме сите броеви во најгорниот ред. Според тоа, со низа од
осум потези фигурата можеме да ја преместиме на најгорниот ред на
таблата на 1 8 28 56 70 163     начини.

45. Фигура се наоѓа на средното поле на 7 7 табла. Во
секој потег фигурата се поместува за едно поле кон
горе или горе-лево или горе-десно (цртеж десно). На
колку различни начини со низа од шест потези фигу-
рата може да се премести во најгорниот ред на таблата?
Решение. Во секое поле ќе
го запишеме бројот на начи-
ните на кои фигурата може
да дојде до тоа поле. Да го
разгледаме жолтото поле на
цртежот десно. Ако фигура-
та во некој момент е на тоа
поле, тогаш таа во претход-
ниот потег морала да биде
на едно трите сини полиња
во редот под неа. Затоа во
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жол-тото поле треба да го запишеме збирот на броевите кои се во
сините полиња. Почнуваме со средното поле на првиот ред во кое го
запи-шуваме бројот 1. Табелата ја пополнуваме по редови од горе кон
горе. Попополнувањето на седмиот ред останува да ги собереме
броевите кои се запишани во неговите полиња. Така добиваме дека со
низа од шест потези фигурата може да се премести во најгорниот ред
на таблата на

44 89 126 141 126 89 44 659       начини.

46. На колку начини може да се изберат 5 тули од даден ѕид така, што е
избрана по една тула од секој ред и тулите од секои два последовател-
ни реда да имаат заедничка отсечка?
Решение. Бројот на различните избори е еднаков на бројот на патиш-
тата од првиот до петтиот ред, кои минуваат низ 5 соседни тули. Овој
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47. Под тримино xyz подразбираме правоаголник 3 1 во чии единечни
квадрати се запишани во овој редослед цифрите 3, 3, 3x y z   (ме-
ѓу цифрите , ,x y z може да има еднакви). Притоа триминото xyz сме-
таме дека е еднакво на триминото zyx . Во еден комплет тримина нема
еднакви.
а) Кој е најголемиот можен број тримина во еден комплет?
б) Колку најмногу тримина од еден комплет можеме да наредиме во
еден ред, ако по триминото од видот abc може да се постави само
тримино од видот bcd (меѓу цифрите , , ,a b c d може да има еднакви).
Решение. а) Различните тримина од видот xyx се 4 4 16  . Различни-
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те тримина од видот xyz при x z се 4 4 3
2 24   (делиме со 2 бидејќи

тримината xyz и zyx се еднакви. Според тоа, во еден комплет може
да има најмногу 16 24 40  тримина.
б) Тримината 001, 002, 003 не може да се истовремено во редот, освен
ако некое од нив не е крајно. Истото важи и за тримината 110, 112,
113, за тримината 220, 221, 223 и за тримината 330, 331, 332. Бидејќи
редот има два краја, барем две од овие 12 тримина нема да бидат
искористени. Останатите 38 тримина може да се наредат во ред, на
пример: 000, 001, 010, 101, 011, 111, 112, 121, 212, 120, 202, 020, 200,
003, 030, 303, 032, 323, 232, 320, 201, 013, 131, 313, 130, 301, 012, 122,
222, 220, 203, 033, 333, 332, 321, 213, 132, 322.

48. Од стапчиња се должина 1 се изработуваат
коцки. За коцка 1 1 1  се потребни 12 стап-
чиња. За да оваа коцка ја дополниме до коцка
2 2 2  дополнително се потребни 42 стапчи-
ња (цртеж десно). Колку дополнителни стапчи-
ња се потребни за да коцка 8 8 8  се дополни
до коцка 9 9 9  .
Решение. Да разгледаме коцка со димин-
зии n n n  и да определиме од колку
стапчиња таа е направена. Да забележиме
дека некои стапчиња се поставени верти-
кално, а преостанатите се распоредени во
хоризонтални рамнини (цртеж десно).
Хоризонтални рамнини има 1n  и во
секоја од нив стапчињата формираат
n n квадрат (цртеж лево). Во квадратот

стапчињата се распоредени во редови и
колони. Притоа имаме 1n  редови и во секој
ред има по n стапчиња и имаме 1n  колона и
во секоја колона има по n стапчиња. Значи,
секој квадрат содржи 2 ( 1)n n  стапчиња. Зна-
чи, во сите 1n  хоризонтални рамнини вкуп-

но има 22 ( 1)n n  стапчиња.
Уште треба да ги преброиме вертикалните стапчиња. Да забележиме
дека над секоја пресечна точка на редовите и колоните на долниот
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квадрат има точно n вертикални стапчиња. Сега, бидејќи бројот на
пресечните точки на редовите и колоните во хоризонталните квадрати

е еднаков на 2( 1)n  заклучуваме дека имаме вкупно 2( 1)n n  верти-
кални стапчиња.

Значи,коцка со димензии n n n  е составена од 23 ( 1)n n  стапчиња.
Од претходно изнесеното следува дека за да коцка 8 8 8  се дополни
до коцка 9 9 9  потребни се:

2 2 2 2 23 9 (9 1) 3 8 (8 1) 3 9 10 3 8 9 3 9 (10 8 9) 756                  

стапчиња.

49. На колку начини може да се распоредат 10 луѓе околу тркалезна маса,
при што два распореди се сметаат за различни, ако барем еден од
соседите на најмалку еден од луѓето е различен?
Решение. Прво ги распоредуваме луѓето во низа и ги нумерираме со
броевите од 1 до 10. Бројот на различните распореди во низа е еднаков
на 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 10!          . Да зебележиме дека ако во низата 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 првиот отиде на крајот, ќе ја добиеме низата 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1. Но овие две низи, кога ќе седнат околу тркалезна
маса, според условот на задачата нема да даваат два различни распо-
реди. Слично, ако вториот отиде на крајот на низата, ќе ја добиеме
низата 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1, 2. Оваа низа при седење околу тркалезна
маса нема да дава распоред различен од првите две низи. Ако постап-
ката ја продолжиме на истиот начин уште 7 пати, ќе ја добиеме низата
10, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, која при седење околу тркалезна маса дава
ист распоред како и претходните 9 низи. Според тоа, ако на ист начин
постапиме со секој од распоредите во низи, ќе добиеме дека бројот на
распоредите околу тркалезна маса е 10 пати помал, т.е. тој е еднаков
на 10! 10 9!

10 10 9! 362880   .

Забелешка. Во случај на n луѓе бројот на нивното распоредување
околу тркалезна маса е еднаков на ! ( 1)!n

n
n  .

50. Во почетокот (0,0) на правоаголен координатен сис-
тем се наоѓа жаба. Секоја секунда таа скока на расто-
јание 1 или нагоре или надесно. Жабата не може да
скокне во точка со две непарни координати. На колку
различни начини жабата може да стигне до точката (6,14)?
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Решение. Од точка со парни координати жабата мора да прави два
скока во иста насока, бидејќи во спротивно ќе се најде во точка со
непарни координати. Ако овие два скока ги разгледаме како еден (со
должина 2), задачата се сведува на наоѓање на бројот на патиштата од
точката (0,0) до точката (3,7). Овие патишта вклучуваат 10 скока и
секој пат е определен со изборот на трите надесно. Значи, бројот на
сите патишта е 10 9 8

3 21 120 
   .

51. Некои полиња во таблата прикажана на цртежот
десно се минирани. Секој запишан број го пока-
жува бројот на полињата во кои има мини, со-
седни на полето во кое е запишан бројот. Во по-
лињата во кои се запишани броевите нема мини.
(Соседни се полиња кои имаат барем едно заедничко теме.) На колку
начини може да се распоредат мините во табелата?
Решение. Нека A е бројот на мините во првите две колони, а , , ,B C D

E се соодветно броевите на мините во третата, четвртата, петтата, ше-
стата колона. Имаме 2A B  , 1B C D   и 2D E  . Од послед-
ните три равенства добиваме: ( , , , , ) (2,0,1,0,2),(2,0,0,1,1)A B C D E 

или (1,1,0,0,2) . Бидејќи мините редоследно треба да се распределат во
5, 3, 2, 3 и 2 полиња, бројот на различните начини на распределба на
мините е еднаков на 5 4 5 4

2 22 1 3 2 5 3 1 95          .

52. Даден е правоаголник 2 2011 со
темиња во квадратна мраежа (цр-
теж десно). Да се определи бројот на
патиштата со почеток во A и крај
во B , кои минуваат по линиите на
мрежата со чекори само нагоре или надесно и кои не ја сечат правата
l по излегувањето од темето A .
Решение. Секој пат со почеток во A и крај во B , кој минува по
линиите на мрежата има 2011 чекори во десно и два чекори нагоре. Во
мрежата чекорите нагоре може да се направат по 2012 вертикални
линии. Патот е определен од тоа како се направени чекорите нагоре.
За да не ја сече правата l , првиот чекор нагоре не може да е прв и
втор, а ако тој е трет, тогаш следниот чекор нагоре не смее да биде
четврт. На долниот цртеж покрај неколку темиња на мрежата се за-



Други задачи со пребројување

151

пишани броевите на патиштата по кои може да се дојде до соод-
ветното теме. Јасно, до темињата кои се на правата l нема дозволени
патишта, па до нив е запишан бројот 0.

Понатаму, бројот на патиштата на жетонот до определено теме е
еднаков на збирот на соодветните броеви запишани до темињата од
кои можеме да дојдеме до тоа теме. Јасно, до сите темиња на долниот
ред ќе биде запишан бројот 1, а до темињата на вториот ред ќе бидат
запишани редоследно броевите 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., 2010. Значи,
почнувајќи од четвртото теме па натаму, до првите пет темињата на
третиот ред, редоследно се запишани броевите:

2 2 0 2 1 1,
5 3 2 3 2 1 1,
9 4 5 9 4 3 2 1 1,
14 5 9 5 4 3 2 1 1,
20 6 14 6 5 4 3 2 1 1.

    
     
       
       
        

Забележуваме дека всушност во ( 2)k   рото теме на третиот ред е
запишан збирот на првите k природни броеви намален за 1, односно
ако со 2ka  го означиме бројот запишан до ( 2)k   рото теме, тогаш

( 1)
2 2( 1) ... 2 1 1 1k k

ka k k 
          . (1)

Погоре видовме дека формулата (1) важи за 1,2,3,4,5,6k  .Сега за
3k  добиваме

( 1) ( 1)( 2)
3 2 2 2( 1) 1 ( 1) 1k k k k

k ka a k k  
          ,

па од принципот на математика индукција следува дека таа важи за
секој природен број k .
Конечно, бараниот број патишта е еднаков на

2010 2011
2012 2 1 2021054a    .

53. Даден е координатен систем. Горјан сака да оди од точката (0,0) до
точката (5,1) така што ќе помине низ сите точки од множеството

{( , ) | 1,2 и  1,2,3,4,5}S i j i j   . Во секој чекор Горјан се придвижува
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од една точка на множеството S

до друга точка на множеството S

по отсечка која ги поврзува. На
колку начини Горјан може да се
придвижи од точката (0,0) до точката (5,1) така што патот да не се
самопрескува? (На цртежот десно е прикажан еден од можните
начини.)
Решение. За да не се самопресекува патот Горјан треба да помине во
точките (0,0), (1,0), (2,0),(3,0), (4,0) и (5,0) во овој редослед, како и во
точките (0,1), (1,1), (2,1), (3,1), (4,1), (5,1) во тој редослед. Останува да
го определиме бројот на начините за сместување на горните две низи
од овие точки така што првата точка е (0,0), а последната точка е (5,1).
Значи, треба да избереме 5 од 10 позиции за точките (0,0), (1,0), (2,0),
(3,0), (4,0) и (5,0). Ова може да се направи на 10 9 8 7 6

5 4 3 21 252   
     начини.

54. Околу тркалезна маса седнале 12 деца. Тие сакаат да се поделат во
парови, така што кога децата од секој пар се ракуваат да нема вкрсту-
вање на рацете на масата. На колку начини тоа може да се направи?
Решение. Со nA да го означиме бројот на поделбата на парови на

2n m деца, при кој се исполнети условите на здачата. Јасно, 2 1,A 

4 2A  и го бараме 12A .
За 6n  , нека децата се 1 2, ,..., na a a . Јасно, 1a може да се поздрави
само со дете чиј реден број е парен. Ако 1a се ракува со 2a или со na ,
тогаш преостанатите деца може да се ракуваат на 2nA  начини. Пона-
таму, ако 1a се ракува со 2ka , 1 2k n  , тогаш преостанатите деца
може да се ракуваат на 2 2 2k n kA A  начини. Оттука следува:

6

8

10

12

1 1 2 2 5,
2 5 2 1 2 14,
2 14 2 1 5 1 2 2 42,
2 42 2 1 14 2 2 5 132.

A

A

A

A

    

     

        

        

Забелешка. Броевите 1, 2, 5, 14, 42 и 132 се првите шест броја од
низата Каталанови броеви, кои се решенија на огромен број комби-
наторни проблеми.

55. Определи го бројот на сите 2010 низи составени од буквите , ,a b c во
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кои барем една од буквите се јавува непарен број пати.
Решение. Нека 2n k е парен број и со nA да го означиме бројот на
низите со должина n во кои кои барем една од буквите се јавува
непарен број пати. Јасно, кога една од буквите се јавува непарен број
пати, тогаш едната од другите две букви се јавува непарен број пати, а
другата буква се јавува парен број пати. Значи, го бараме бројот на
низите во кои две од буквите се јавуваат непарен број пати, а третата
буква се јавува парен број пати.
Да забележиме дека од секоја низа со должина n можеме да добиеме
7 низи со должина 2n  (ако на пример a и b се среќаваат непарен
број пати, низата можеме да ја дополниме до низа со должина 2n 
само со додавање на , , , , ,aa bb cc ac ca bc или cb ). Од сите низи со дол-

жина n , кои го немаат саканото својство (ги има 3n
nA ) можеме да

добиеме 6 низи со должина 2n  (можеме да ги додадеме , ,ab ba

, ,ac ca bc или cb ). Според тоа,
1

2 7 6(3 ) 2 3n n
n n n nA A A A
       ,

од каде пресметуваме
1 1

2 02 (3 3 ... 3)n n
nA A 
       .

Бидејќи 0 0A  , добиваме 3 (3 1)
4

n

nA   . Според тоа,
20103 (3 1)

2010 4A   .
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7. ЗАДАЧИ СО ТУРНИРИ

1. На еден шаховски турнир вкупно се освоени
45 поени. Колку натпреварувачи учеству-
вале на турнирот ако секој натпреварувач
одиграл по една партија со секој друг нат-
преварувач? (Во шахот за победа се добива 1
поен, за пораз 0 поени и за нерешен резултат секој натпрева-рувач
добива по 0,5 поени.)
Решение. Во шахот во секоја одиграна партија двајцата шахисти
вкупно освојуваат 1 поен. Според тоа, бројот на освоените поени е
еднаков на бројот на одиграните партии. Ако на турнирот учествуале
n шахисти, тогаш секој шахист одиграл со другите шахисти 1n 

партии. Значи, вкупниот број одиграни партии е ( 1)
2

n n (секоја партија

е броена два пати A против B и B против A ). Оттука следува
( 1)

2 45,

( 1) 90,
( 1) 10 9,
( 1) 10 (10 1),

n n

n n

n n

n n

 

 
  
   

од каде следува 10n  , т.е. на турнирот учествувале 10 шахисти.

2. На шаховски турнир биле одиграни вкупно 130 партии. Секој шахист
играл со секој друг шахист по една партија, но два шахиста го
напуштиле турнирот откако секој од нив одиграл по пет партии.
Колку шахисти учествувале на турнирот?
Решение. Нека турнирот започнал со 2x  шахисти, а завршил со x

шахисти. Тогаш шахистите кои го завршиле турнирот одиграле вкуп-

но 130 10 120  партии. Така ја добиваме равенката ( 1)
2 120x x  , која

е еквивалентна со равенката ( 1) 16 15x x    . Сега, бидејќи x е приро-
ден број добиваме дека турнирот завршил со 16x  шахисти, а за-
почнал со 2 18x   шахисти.

3. Петмина пријатели, Андреј, Бојан, Васил, Горјан и Дамјан направиле
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турнир во пинг-понг. Секои двајца играле точно по еден меч со секои
двајца од преостанатите. Секој меч завршил со победник. Се пока-
жало, дека Андреј загубил 12 меча, а Бојан загубил 6 меча. Во колку
меча победил секој играч?
Решение. Петте пријатели ги одиграле следниве 15 меча:

Без Д Без Г Без В Без Б Без А
АБ-ВГ АБ-ВД АБ-ГД АВ-ГД БД-ВГ
АВ-БГ АВ-БД АГ-БД АГ-ВД ВД-БГ
АГ-БВ АД-БВ АД-БГ АД-ВГ ГД-БВ

Бидејќи Андреј загубил 12 меча, првите 12 меча дадени во горната
табела завршиле со пораз на парот во кој е Андреј. Од овие 12 меча,
Бојан има 3 порази. Според тоа, во трите меча од последната колона
Бојан има уште три порази.
Со тоа е познат резултатот на секој меч, па така Андреј има 0 победи,
Бојан има 6 победи, а Васил, Горјан и Дамјан имаат по 8 победи.

4. На еден фудбалски турнир учествувале 5 екипи, при што секоја екипа
одиграла по еден натпревар со секоја друга екипа. Двете најдобро
пласирани екипи вкупно освоиле 20 бодови, а двете најслабо пласи-
рани екипи вкупно освоиле 2 бода. Колку бодови освоила третопла-
сираната екипа?
(Во фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз не се добиваат
бодови и за нерешен резултат двете екипи добиваат по еден бод.)
Решение. Од натпреварот меѓу првите две екипи се добиваат 2 или 3
бода. Тоа значи дека во останатите 6 натпревари со другите три екипи
тие освоиле 18 или 17 бодови. Ако некој од овие натпревари не завр-
шил со победа на првата или втората екипа, тогаш таа екипа освоила 0
или 1 бод, па затоа двете најдобро пласирани екипи освоиле најмногу
2 5 3 1 18    бодови, што не е можно бидејќи според условот тие
освоиле 20 бодови. Значи, првите две екипи ги победиле останатите
три екипи, а натпреварот меѓу нив завршил нерешено.
Последните две екипи освоиле вкупно 2 бода, а бидејќи тие можат да
освојат најмалку 2 бода од меѓусебната средба, заклучуваме дека тие
меѓу себе играле нерешено и ги загубиле останатите натпревари.
Конечно, третопласираната екипа загубила од двете првопласирани и
ги победила двете последнопласирани, т.е. освоила 2 3 6  бода.

5. На еден фудбалски турнир учествувале 7 екипи, секоја од кои оди-
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грала точно по еден натпревар со секоја друга екипа. Сите екипи заед-
но освоиле 53 бодови. Колку натпревари завршиле нерешено? (Во
фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за нерешен
резултат двете екипи добиваат по еден бод.)
Решение. На турнирот се одиграле 7 6

2 21  натпревар. Натпревар во

кој има победник во збирот на бодови учествува со 3 0 3  бодови, а
натпревар во кој нема победник во збирот на бодови учествува со
1 1 2  бода, т.е. со 1 бод помалку. Ако сите натпревари завршиле со
победник, тогаш вкупниот број бодови треба да е 21 3 63  . Но, еки-
пите вкупно освоиле 53 бода, па разликата 63 53 10  е еднаква на
бројот на натпреварите кои завршиле нерешено.

6. На еден фудбалски турнир учествувале 5 екипи, секоја од кои оди-
грала точно по еден натпревар со секоја друга екипа. На крајот на
турнирот екипите освоиле соодветно 7, 6, 5, 4 и 3 бодови. Определи
како завршил натпреварот меѓу втората и петтата пласирана екипа?
(Во фудбалот за победа се добиваат 3 бода, за пораз 0 бодови и за
нерешен резултат двете екипи добиваат по еден бод.)
Решение. На турнирот се одиграни вкупно 5 4

2 10  натпревари. Еки-

пите вкупно освоиле 7 6 5 4 3 25     бодови. Според тоа, на тур-
нирот нерешено завршиле 3 10 25 5   натпревари.
Екипата која освоила 4 бодови има или четири нерешени натпревари
или една победа и еден нерешен натпревар.
Ако екипата има 4 нерешени натпревари, таа играла нерешено со сите
други екипи. Така, секоја екипа има барем еден нерешен натпревар.
Според тоа, екипата која освоила 3 бода мора да има 3 нерешени
натпревари, што значи дека покрај нерешениот напревар со екипата
која освоила 4 бодови, мора да има уште два нерешени натпревари.
Но, тогаш бројот на нерешените натпревари ќе биде 4 2 6  , што е
противречност.
Значи, екипата која освоила 4  бодови има 1 победа и 1 нерешен нат-
превар. Освен тоа екипата со 7 бодови има 2 победи и 1 нерешен нат-
превар, а екипата која освоила 5 бодови има 1 победа и 2 нерешени
натпревари. Во нерешените натпревари вкупно се освоени 5 2 10 
бодови, па затоа остануваат уште 10 (1 1 2) 6    бодови од нере-
шените натпревари. Овие бодови може да се добијат само ако екипата
која освоила 6 бодови има 1 победа и 3 нерешени натпревари, а
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екипата која освоила 3 бодови има 3 нерешени натпревари.
Бидејќи второпласираната екипа има 1 победа и 3 нерешени нат-
превари, а петтопласираната екипа има 3 нерешени натпревари и 1
пораз, заклучуваме дека натпреварот меѓу нив завршил нерешено или
со победа на второпласираната екипа. Но, ако второпласираната екипа
ја победила петтопласираната, тогаш овие две екипи играле нерешено
со сите други екипи, а со тоа и со првопласираната екипа, која има са-
мо една нерешена средба, противречност. Конечно, второпласираната
и петтопласираната екипа играле нерешено.

7. Во едно фудбалско првенство се натпреварувале 15 екипи. Во есен-
скиот дел од првенството секоја екипа одиграла по еден натпревар со
секоја друга екипа. За победа се добиваат 3 бода, за нерешен резултат
секоја екипа добива по 1 бод, а за пораз 0 бодови. На крајот се пока-
жало дека имало 30 нерешени натпревари и дека двете најдобро пла-
сирани екипи освоиле вкупно една петтина од сите бодови. Дали е
можно овие две екипи да освоиле еднаков број бодови?
Решение. Во есенскиот дел од првенството се одиграле 1514

2 105 

натпревари. Бидејќи 30 натпревари завршиле нерешено, 105 30 75 
натпревари завршиле со победник. Според тоа, во есенскиот дел од
првенството се освоени 3 75 2 30 285    бодови. Првите две екипи
освоиле петтина од сите бодови, што значи дека тие освоиле
285 : 5 57 бодови. Сега, бидејќи 57 е непарен број, заклучуваме дека
не е можно првите две екипи да освоиле еднаков број бодови.

8. На фудбалски турнир учествувале 10 екипи при што секоја екипа
одиграла по еден натпревар со секоја друга екипа. За победа се
добиваат по 3 бода, за пораз 0 бодови, а при нерешен резултат секоја
екипа добива по 1 бод. На крајот е пресметан бројот на бодовите за
секоја екипа. Со M да го означиме најголемиот од овие броеви, а со
m најмалиот од овоие броеви.
а) Ако збирот на бодовите кои ги освоиле сите екипи е еднаков на 98,
која е најголемата можна вредност за M ?
б) Ако збирот на бодовите кои ги освоиле сите екипи е еднаков на 98
и 19M  , кои вредности може да ги има бројот m ?
Решение. При победа двете екипи вкупно освојуваат 3 бода, а при
нерешен резултат вкупно освојуваат 2 бода. Ако со x го означиме
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бројот на натпреварите кои завршиле нерешено, а со y го означиме
бројот на натпреварите кои завршиле со победа на едната екипа, то-
гаш од условот на задачата следува 2 3 98x y  . Понатаму, вкупно се

одиграни 10 (10 1)
2 45   натпревари, па затоа 45x y  , т.е. 45x y  .

Значи, 2(45 ) 3 98y y   , од каде добиваме 8y  и 37x  .
а) Една екипа вкупно одиграла 9 натпревари, па најголемата вредност
за M се добива ако оваа екипа победила во 8 натпревари и еден нат-
превар одиграла нерешено, односно 8 3 1 25M     .
б) Ако 19M  , тоа значи дека екипата со најмногу бодови, да ја
означиме со A можела:
1) Да победи во 6 натпревари, 1 натпревар да одигра нерешено и 2

натпревари да загуби. Во овој случај преостанатите 9 екипи
морале меѓу себе да играат нерешено, бидејќи сите натпревари
кои завршиле со победа ги одиграла екипата A . Ова значи дека
две од преостанатите екипи имаат по 8 нерешени натпревари и по
1 победа, една од преостанатите екипи има 9 нерешени натпрева-
ри и шест од преостанатите екипи имаат по 8 нерешени натпре-
вари и 1 пораз, па затоа 8m  .

2) Да победи во 5 натпревари и 4 натпревари да одигра нерешено. Во
овој случај преостанатите 9 екипи во меѓусебните натпревари
имаат 3 победи, 5 порази и 33 нерешени натпревари.
Ако сите 3 порази ги има една екипа, тогаш таа, во зависност од
нејзиниот резултат со A , вкупно може да има 3 порази и 6 нере-
шени натпревари, или 4 порази и 5 нерешени натпревари, па затоа

6m  или 5m  , соодветно.
Ако од трите порази два има иста екипа, тогаш таа, во зависност
од нејзиниот резултат со A , вкупно може да има 2 порази и 7
нерешени натпревари, или 3 порази и 6 нерешени натпревари, па
затоа 7m  или 6m  , соодветно.
Ако трите порази ги имаат различни екипи, тогаш тие, во завис-
ност од нивните резултати со A , имаат еден или два порази, а
бидејќи другите екипи може да имаат најмногу еден пораз (евен-
туално со A ), како погоре добиваме дека 7m  или 8m  .

Значи, можни вредности на m се 5, 6, 7 или 8.

9. Победник на одбојкашки натпревар е екипата која прва ќе освои 3
сета. Ако конечниот резултат во сетови е 3:0 или 3:1, победникот
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освојува 3 бода, а поразениот 0 бодови. Ако конечниот резултат е 3:2
победникот освојува 2 бода, а победениот 1 бод.
На еден одбојкашки турнир учествувале екипите , ,A B C и D . Секоја
екипа со секоја друга екипа изиграла по еден натпревар. Откако биле
одиграни сите натпревари добиена е следнава табела:

Екипа Бодови Освоени сетови Загубени сетови
A 9 9 1
B 5 7 6
C 2 4 8
D 2 4 9

Определи ги резултатите на одиграните натпревари.
Решение. Екипата A има 9 бодови, што значи дека таа ги победила
сите натпревари со 3:0 или 3:1. Заради бројот на освоените и загу-
бените сетови знаеме дека точно во еден натпревар загубила еден сет.

Бодови Сетови
A B 3:0 3:...
A C 3:0 3:...
A D 3:0 3:...
B C
B D
C D

Екипата B освоила 7 сетови, а најмногу еден сет против екипата A .
Значи, екипата B ги победила екипите C и D , а освоила еден сет
против екипата A . Преостанатите екипи од екипата A загубиле 3:0 во
сетови.

Бодови Сетови
A B 3:0 3:1
A C 3:0 3:0
A D 3:0 3:0
B C 3:...
B D 3:...
C D

Екипата D загубила 9 сетови, а тоа значи дека секој натпревар завр-
шил со победа на нејзиниот противник. Понатаму, екипата C има 2
бода и како таа ја победила екипата D нивниот меѓусебен натпревар
завршил со поделба на бодовите 2-1, односно 3:2 во сетови.
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Бодови Сетови
A B 3:0 3:1
A C 3:0 3:0
A D 3:0 3:0
B C 3:...
B D 3:...
C D 2-1 3:2

Но, екипата D освоила 4 сета, што значи дека другите два сета се
освоени во натпреварот со екипата B кој завршил 3:2 во сетови.
Конечно, екипата C исто така освоила 4 сета, од кои еден со екипата
B , што значи дека овој натпревар завршил 3:1 во сетови. Така ја
имаме следнава табела на меѓусебните резутати на сите екипи.

Бодови Сетови
A B 3:0 3:1
A C 3:0 3:0
A D 3:0 3:0
B C 3-0 3:1
B D 2-1 3:2
C D 2-1 3:2

10. На музички натпревар повеќечлено жири го оценува настапот на три
ученички: Ана, Ема и Саветка. Секој член на жирито ги рангира
ученичките од прво до трето место и за прво место доделува a

бодови, за второ место b бодови и за трето место c бодови. Притоа,
, ,a b c се однапред определени природни броеви за кои важи a b c  .

Потоа сите бодови добиени од жирито ги собрале и Ана освоила 17
бодови, Саветка освоила 10 бодови и Ема освоила 8 бодови. Определи
како секој член на жирито ги оценил девојчињата.
Решение. Секој член на жирито вкупно додели a b c  бодови и овој
збир е поголем или еднаков на 1 2 3 6   . Трите девојчиња освоиле
вкупно 17 10 8 35   бодови и овој број е делив со 6a b c   .
Бидејќи жирито и повеќечлено и важи 35 7 5  заклучуваме дека

7a b c   и жирито брои 5 члена.
Бројот 7 како збир на три различни броја можеме да го запишеме на
единствен начин и тоа: 7 4 2 1   .
Ана освоила 17 бодови и тоа е можно на единствен начин

17 4 4 4 4 1     ,



Задачи со турнири

161

што значи дека Ана четири пати била прворангирана и еднаш трето-
рангирана. Саветка освоила 10 бодови и тоа е можно на два начина и
тоа

10 2 2 2 2 2 4 2 2 1 1          .
Ема освоила 8 бодови и тоа е можно на два начина

8 4 1 1 1 1 2 2 2 1 1          .
Бидејќи Ана само еднаш не била прва, со комбинирање на претходно
определените можности добиваме дека се можни две рангирања и тоа
во првиот случај

Ана 4 4 4 4 1
Саветка 2 2 2 2 2
Ема 1 1 1 1 4

што значи дека сите членови на жирито Саветка ја рангирале како
втора, четири Ана ја рангирале како прва и еден Ема ја рангирал како
прва. Во вториот случај имаме

Ана 4 4 4 4 1
Саветка 2 2 1 1 4
Ема 1 1 2 2 2

што значи дека Ана била четири пати прва и еднаш трета, Ема два
пати трета и три пати втора, Саветка по два пати втора и трета и
еднаш прва.

11. На еден математички турнир 30 ученици решавале 16 задачи. За
секоја задача треба да се даде нумерички одговор. Секој одговор носи
10 поени, ако се даде во рок од една минута, или 5 поени ако се даде
за подолго време. Грешен одговор носи 0 поени.
По турнирот се покажало дека повеќе од половината од сите од-
говори се точни и се дадени во текот на една минута. Бројот на греш-
ните одговори е еднаков на бројот на точните одговори, дадени за
време подолго од една минута.
Докажи дека двајца од натпреварувачите освоиле еднаков број поени.
Решение. Вкупно се дадени 16 30 480  одговори. Нека x бројот на
точните одговори дадени во текот на една минута. Според условот

240x  и бројот на точните одговори дадени за време подолго од
една минута е 480

2
x . Значи, вкупниот број освоени поени е

480 480 15 15 240
2 2 2 210 5 0 1200 1200 3000x x xx            .

Од друга страна, ако нема натпреварувачи со еднаков број освоени
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поени, тогаш вкупниот број освоени поени е помал или еднаков на
30(160 15)

2160 155 150 145 ... 25 20 15 2625         ,

што пртивречи на тоа дека тој е поголем од 3000. Конечно, од добие-
ната противречност следува дека двајца натпреварувачи освоиле
еднаков број поени.
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8. БОЕЊЕ И ПОКРИВАЊЕ

1. Секој елемент на множеството {5,6,7,...,74,75}A  е обоен според
следново правило: ако некој елемент од A е обоен во некоја боја,
тогаш и секој негов делител, кој е од A , е обоен во истата боја. Кој е
најголемиот број бои кои може да се употребат при вакво боење?
Решение. Од условот следува дека секои два броја од A кои имаат
заеднички делител, кој е од A ,  се еднобојни (во бојата на зедничкиот
делител). Значи, ако 5 обоен во сина боја, тогаш во сина боја се
обоени и сите броеви од A деливи со 5. Броевите од видот 5k за

5,6,7,...,14k  се во A и се сини, па затоа броевите од 6 до 14 се
сини. Секој од простите броеви 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71 и 73 може да се обои во различна боја и соодветно во истата
таа боја ќе бидат обоени и содржателите на секој од овие прости
броеви. Ваквото боење на секој број од A ќе биде еднозначно опре-
делено. Значи, најголемиот можен број бои е 16.

2. Во рамнината се дадени 90 точки такви што меѓу нив нема три коли-
неарни точки. Докажи дека може да се повлечат 2023 отсечки чии
крајни точки се дадените точки, а притоа да не се нацрта триаголник
со темиња во дадените точки.
Решение. Дадените 90 точки да ги поделиме произволно на две
множества точки со по 45 точки во секое множество точки. Сите
точки од едното множество да ги обоиме со сина боја, а сите точки од
другото множество да ги обоиме со црвена боја. Сега да ги повлечеме
сите можни отсечки чија една крајна точка е сина, а другата крајна
точка е црвена. Вакви отсечки има 45 45 2025  . Од добиените от-
сечки земаме било кои 2023 отсечки. Јасно, од избраните 2023 отсечки
никои три не формираат триаголник. Имено, ако две од овие отсечки
имаат иста почетна точка, тогаш другите две крајни точки се исто-
бојни, а меѓу избраните 2023 отсечки нема отсечка со истобојни
крајни точки.

3. Ѕидовите на дрвена коцка со раб 3n  , каде n , се обоени црвено.

Потоа коцката е расечена на 3n коцки со раб 1. Од добиените коцки
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A имаат по три црвени ѕида, B имаат по два црвени ѕида, C имаат
по еден црвен ѕид и D немаат црвени ѕидови. Определи кои од
равенствата , , , , ,A B A C A D B C B D C D      се можни и колку
е n , кога соодветното равенство е исполнето.
Решение. Имаме 8A  (тоа се 8-те коцки во темињата на големата
коцка), 12( 2)B n  (тоа се коцките на 12-те рабови на коцката, кои

не се во нејзините темиња), 26( 2)C n  (тоа се коцкте на 6-те

ѕидови, кои не се на рабовите) и 3( 2)D n  (тоа се сите внатрешни
коцки).
Равенствата A B и A C не се можни, бидејќи 8 12( 2)n  и

28 6( 2)n  . Ако A D , тогаш 38 ( 2)n  , од каде добиваме 4n  .

Од равенството B C следува 212( 2) 6( 2)n n   , т.е. 4n  .

Од равенството B D следува 312( 2) ( 2)n n   , од каде добиваме
212 ( 2)n  , што не е можно.

Од равенството C D добиваме 2 36( 2) ( 2)n n   , т.е. 8n  .

4. Нека 3n  . На кружница редоследно се запишани броевите 1,2,...,n .
Овие броеви се обоени во 10 различни бои, така што секој број е обо-
ен во една боја и секоја боја е употребена барем еднаш. Секои два
соседни броја на кружницата се обоени во различни бои (броевите 1 и
n ги сметаме соседни). Определи го најмалиот n за кој е можно сите
броеви да се обојат на овој начин така што збировите на броевите
обоени во иста боја се еднакви.
Решение. Збирот на сите броеви запишани на кружницата е еднаков

на ( 1)
2

n n . Имаме 10 бои и збировите на броевите обоени во секоја

боја треба да се еднакви. Ако овој збир е S , тогаш треба да важи
( 1)

2 10n n S  , од каде следува дека 20 | ( 1)n n  . Бидејќи меѓу дадените

броеви е и бројот n кој е обоен во некоја од дадените 10 бои, важи
( 1)
20

n nn S   . Затоа 1 20n   , односно 19n  .

Најмалите броеви n за кои 20 | ( 1)n n  се 19, 20 и 24 (бидејќи n или
1n  мора да е делив со 5). Ќе докажеме дека за 19n  и 20n  не

може да се добие саканото боење.
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За 20n  добиваме 21S  . Оттука следува дека 20 мора да е обоен
како бројот 1, бидејќи само така може да се дополни до 21. Но, овие
два броја се соседни, па според условот мора да се различно обоени.
За 19n  добиваме 19S  . Според тоа, 19 е единствен број обоен во
своја боја. Сега бројот 18 мора да е обоен со иста боја како и 1, бројот
17 со иста боја како и 2 итн., што значи дека множествата
{19},{18,1},{17,2},{16,3},{15,4},{14,5},{13,6},{12,7},{11,8},{10,9}

се еднобојни, што повотрно противречи на условот на задачата,
бидејќи броеви 9 и 10 се соседни.
За 24n  добиваме 30S  и во случајов е можно саканото боење:

{2,4,24}, {1,6,23}, {8,22}, {9,21}, {10,20},
{11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16}, {3,5,7,15}.

Според тоа, најмалиот број n за кој е можно да се обојат броевите на
саканиот начин е 24n  .

5. Разгледуваме бесконечна квадратна мрежа составена од единечни
квадрати. Некои полиња на мрежата се обоени во црно, а преостана-
тите се бели, при што секој правоаголник 2 3 (или 3 2 ) составен од
6 полиња, содржи точно 2 црни полиња. Колку црни полиња може да
има во правоаголник 9 11 ?
Решение. Под m n правоаголник ќе подразбираме правоаголник со
m редови и n колони. Ќе докажеме дека во секој 9 11 правоаголник
се содржат точно 33 црни полиња. Последното ќе биде јасно ако
докажеме дека во секој 3 1 правоаголник се содржи точно едно црно
поле.

Очигледно 3 1 правоаголник не
може да содржи 3 црни полиња.
Да претпоставиме дека тој содржи
точно две црни полиња (цртежи
лево). Тогаш два нему соседни

3 1 правоаголници содржат само бели полиња (во спротивно ќе
постои 3 2 правоаголник со повеќе од 2 црни полиња). Сега од
цртежите се гледа дека постои 2 3 со само едно црно поле, што е
противречност. Од добиената противречност следува дека не постои
3 1 правоаголник кој содржи две црни полиња. Исто така не е можно
3 1 правоаголник да содржи само бели полиња, бидејќи тогаш некој
нему соседен 3 1 правоаголник ќе содржи 2 црни полиња. Според
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тоа, секој 3 1 содржи точно едно црно поле.

6. Квадрат е поделен на 16 еднакви квадратчиња. Филип треба да ги
обои овие квадратчиња во четири различни бои, така што во секој ред
и во секоја колона да има квадратче од сите бои. На колку начини
може тоа да го направи?
Решение. За обојување на полињата од првиот ред има 4 3 2 1 24   
начини. За секој од нив за полињата од првата колона има по
3 2 1 6   начини. При секое можно вакво боење за преостанатиот
3 3 квадрат има по 4 можности (Зошто?). Според тоа, Филип може
квадратот на саканиот начин да го обои на 24 6 4 576   начини.

7. Квадрат со димензии 18 18 е поделен на 18 18 324  единечни квад-
рати. Секој единечен квадрат треба да го обоиме во една од трите бои:
жолта, сина и црвена. На колку начини тоа може да се направи, така
што било кои три последователни квадрати во секој ред и било кои
три последователни квадрати во секоја колона се обоени во различни
бои?
Решение. Боите жолта, сина и црвена редоследно да ги означиме со

,a b и c . Ако ги обоиме првите два квадрати на произволен ред,
тогаш боењето на сите останати квадрати е еднозначно определено.
На пример, ако првите две полиња ги обоиме со боите a и b , тогаш
третот поле е обоено со c , четвртото со a , петтото со b итн., при што
внимаваме секои три последователни полиња да се различно обоени.
Според тоа, секој ред може да го има едно од следниве шест боења:

1) ...abcabcab ,
2) ...acbacbacb ,
3) ...bacbacbac ,
4) ...bcabcabca ,
5) ...cabcabcab ,
6) ...cbacbacba .

Ако првиот ред е обоен на 1) начин, тогаш за вториот ред може да ја
имаме една од можностите 4) или 5). Во моментот кога ќе го обоиме
вториот ред, за третиот ред преостанува единствена опција (на при-
мер, ако вториот ред го обоиме со 4), тогаш за третиот ред преоста-
нува 5), и обратно, ако вториот ред го обоиме со 5), тогаш за третиот
ред преостанува 4)). Значи, ако првите три елементи на првиот ред се
обоени редоследно abc , тогаш за вториот и третиот ред имаме две
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можности. Четвртиот ред ќе биде обоен како првиот, петтиот како
вториот итн.
Истото тврдење важи ако првиот ред го обоиме на било кој од пре-
останатите начини. Значи, првиот ред може да го обоиме на шест
начини, од 1) до 6) и за закој од нив имаме по две можности за
остатокот на големиот квадрат.
Конечно, на саканиот начин големиот квадрат може да има 6 2 12 
различни боења.

8. Осум тримино плочки од видот се по-
ставуваат на 5 5 таблата прикажана на цр-
тежот десно така што секоја плочка покрива
по три полиња, а плочките не се преклопу-
ваат. Притоа едно поле останува непокриено.
Определи го збирот на броевите на сите поли-
ња кои може да останат непокриени.
Решение. Осум тримина плочки од дадениот
вид покриваат 24 полиња, а точно едно поле
останува непокриено. Ќе докажеме дека непо-
криени може да останат само полињата озна-
чени на цртежот десно. Имаме 9 означени
полиња, а 8 тримина при што со едно тримино
не можеме да покриеме две полиња, па затоа
сите 9 полиња не можеме да ги покриеме со 8 тримина. Значи, се-
когаш едно од овие 9 полиња ќе остане непокриено. Останува да про-
вериме дали постојат распореди така што секое од означените полиња
ќе биде непокриено, а другите 24 полиња ќе бидат покриени. Дека тоа
е можно покажуваат долните три цртежи (до ротација на таблата).

Значи, непокриено може да остане централното поле во кое е запишан
бројот 26, четирите аголни полиња во кои е запишан бројот 15 и
четирите средни полиња на страните на таблата во кои е запишан
бројот 37. Конечно, збирот на броевите запишани во полињата кои не
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може да се покријат е еднаков на 26 4 15 4 37 234     .

9. Квадрат 2 2 од кое е отстрането едно поле се нарекува Г  тримино.
Од четвртиот ред на 7 7 квадрат се отстранети дел од полињата.
Остатокот од квадратот е покриен со Г  тримина. Определи го
бројот и местата на отстранетите полиња.
Решение. Да ги боиме непарните полиња од непарните редови. Имаме
16 обоени полиња, а секое Г  тримино покрива најмногу едно од
нив, па затоа ни се потребни 16 Г  тримина со кои се покриваат обо-
ените полиња и кои кои покриваат 48 полиња. Во овој случај од 49
полиња на квадратот 7 7 треба да отстраниме едно поле. Тоа може
да биде било кое поле од четвртиот ред. На читателот за вежба му
оставаме да конструира барем еден пример на покривање.

10. Дадени се 10 хоризонтални и 10 вертикални прави, такви што расто-
јанието меѓу секои две соседни прави е 1. Определи го најмалиот број
k таков, што при секое боење на k хоризонтални и k вертикални
прави постои квадрат чии страни се на обоените прави.
Решение. Да ги нумерираме вертикалните прави од лево на десно со
1, 2, 3, ..., 10, а хоризонталните прави од горе на долу со броевите 1, 2,
3, ..., 10. Да ги обоиме хоризонталните прави 1, 3, 5, 7 и вертикалните
прави 1, 2, 9, 10. Тогаш хоризонталните обоени прави се на растојани-
ја 2, 4 или 6, а вертикалните обоени прави се на растојанија 1, 7, 8 или
9. Според тоа, не постои квадрат чии страни лежат на обоените прави.
Ќе докажеме дека за 5k  секогаш постои квадрат со страни на обое-
ните прави. Ако имаме две соседни хоризонтални и две соседни вер-
тикални обоени прави, тогаш имаме квадрат со страна 1 и со обоени
страни. Ако нема две соседни хоризонтални обоени прави, тогаш
обоените прави се 1, 3, 5, 7, 9 или 2, 4, 6, 8, 10. Истото е точно и за
вертикалните прави. Според тоа, ако нема соседни обоени прави,
тогаш ќе има квадрат со страна 2 и со обоени страни.
Останува да го разгледаме случајот, кога хоризонталните (аналогно се
разгледува случајот и за вертикалните) обоени прави се 1, 3, 5, 7, 9,
или 2, 4, 6, 8, 10. Тогаш имаме обоени хоризонтални прави на
растојанија 2, 4, 6 и 8, и тоа се сите можни парни растојанија. Но, од
секои три обоени вертикални прави има две кои се означени со број со
иста парност, па затоа растојанието меѓу нив е парен број. Значи, за
овој број постои квадрат со обоени страни.
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11. Полињата на табла со 25 редови и 125 колони се обоени наизменично
црно и бело (како полињата на шаховската табла), и на неа се поста-
вуваат фигури скокачи кои напаѓаат според следниве правила. Скока-
чот кој се наоѓа на бело поле ги напаѓа сите бели полиња во истиот
ред и сите црни полиња во истата колона, а скокачот кој се наоѓа на
црно поле ги напаѓа сите црни полиња во истиот ред и сите бели
полиња во истата колона (дури и ако меѓу нив се наоѓа друга фигура).
Определи го најголемиот можен број скокачи кои може да се постават
на таблата така што тие меѓусебно нема да се напаѓаат.
Решение. Прво да забележиме дека во секој ред може да бидат нај-
многу два скокачи, еден на бело поле и еден на црно поле. Имено, ако
во еден ред има три скокачи, два од нив ќе се наоѓаат на истобојни
полиња, па затоа меѓусебно ќе се напаѓаат.
Таблата има 25 реда, па затоа на неа може да има повеќе од 2 25 50 
скокачи.
Задачата ќе биде решенаако покажеме дека на таблата навистина
може да се постават 50 скокачи кои меѓусебно не се напаѓаат. Во
секоја колона сите скокачи мора да се наоѓаат на истобојни полиња.
На долниот цртеж е прикажан еден можен распоред на 50 скокачи кои
меѓусебно не се напаѓаат.
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9. ИГРИ И СТРАТЕГИИ

1. Располагаме со квадратен лист и ножици. Во секој чекор е дозволено
да земеме парче хартија и да го пресечеме по права линија на два де-
ла. Да се определи најмалиот број чекори (сечења), кои се потребни за
да се добијат 100 шеснаесетаголници.
Решение. Нека x е бројот на сечењата. Бидејќи при секое сечење се
добива по еден нов многуаголник, на крајот имаме 1x  многуагол-
ници.
Нека A е вкупниот број многуаголници, добиени на крајот. Ќе го
оцениме A од горе и од долу.
Бидејќи во секое сечење се добиваат 2, 3 или 4 нови темиња, т.е. нај-
многу 4 темиња, добиваме дека 4 4A x  . Имаме 100 шестнаесет-
аголници, а останатите 1 100 99x x    многуаголници се барем
триаголници. Според тоа, 16 100 3( 99) 1303 3A x x      . Од добие-
ните оценки следува 1303 3 4 4x x   , односно 1299x  .
Ќе докажеме дека 1299 сечења се доволни. Навистина можеме да
добиеме 100 правоаголници со 99 сечења и потоа од секој од овие
правоаголници да добиеме шеснаесетаголник со 12 отсекувања на
триаголници.

2. Располагаме со табла на која има 10 жолти, 20 црвени, 40 зелени, 80
сини и x црни прекинувачи. Во еден чекор имаме право да притис-
неме неколку (барем два) прекинувачи, при што меѓу притиснатите
прекинувачи нема два еднобојни. Треба во неколку чекори да го при-
тиснеме точно по еднаш секој прекинувач. За кои вредности на x тоа
е можно?
Решение. Ќе го разгледаме поопштиот случај со

1 2 3 4 5 ,a a a a a    4 2a  ,
прекинувачи со бои соодветно 1, 2, 3, 4 и 5. Ќе докажеме дека бара-
њето од условот на задачата е можно само ако

1 2 3 4 5a a a a a    . (1)
Прво, при секое притискање, кое содржи прекинувач од бојата 1, ни
треба барем еден прекинувач од друга боја, па затоа неравенство (1) е
потребно. Обратно, нека неравенството (1) е исполнето. Можни се два
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случаја.
Ако вкупниот број прекинувачи е непарен, тогаш равенство во (1) не
се достигнува. Во првиот чекор избираме по еден прекинувач од
боите 1, 2 и 3. Ако 1 4 1a a  , тогаш 1 2 3 4a a a a   па ќе имаме
најмногу прекинувачи од бојата 4, што значи дека треба да го прове-
риме неравенството 4 1 2 3 5( 1) ( 1) ( 1)a a a a a       , кое е еквива-
лентно со неравенството 1 52 3a a  , кое е точно за 1 1a  . Во спро-
тивно 1 4a a и бидејќи во (1) не се достигнува знак за равенство
имаме 1 2 3 4 5 1a a a a a     , од каде следува

1 2 3 4 51 ( 1) ( 1)a a a a a       ,
што значи дека по притискање на по еден прекинувач од боите 1, 2 и 3
неравенството (1) се запазува. Сега бројот на прекинувачите е парен и
преминуваме во вториот случај.
Ако вкупниот број прекинувачи е парен, тогаш во секој чекор при-
тискаме прекинувач од бојата со најмногу прекинувачи и бојата со
најмалку прекинувачи. Притоа неравенството (1) се запазува. Имено,
ако 1 2a a , тогаш по чекорот најмногу прекинувачи имаме од бојата
2 и треба да го провериме неравенството

2 1 3 4 5( 1) ( 1)a a a a a       3 4 5 2a a a   ,
кое е точно. Во спротивно 1 2a a и за броевите на прекинувачите во
новата ситуација важи неравенството 1 2 3 4 51 ( 1)a a a a a      , кое
е еквивалентно со неравенството (1).
Значи,во секој чекор неравенството се запазува и затоа постапката од
такви чекори е можна. Но, по првиот чекор вкупниот број непритис-
ната прекинувачи е парен, па затоа во еден момент тој ќе биде еднаков
на нула.
Конечно, од претходните разгледувања следува дека целта можеме да
ја постигнеме ако имаме 150x  црни прекинувачи.

3. Во неколку кутии произволно се распределени 16 топчиња. Дозволена
е следнава операција: земаме две кутии и од таа, во која има повеќе
топчиња, претураме во другата кутија уште толку топчиња колку што
има во неа. Ако во двете кутии има еднаков број топчиња, едноставно
од едната кутија ги претураме сите топчиња во другата кутија.
Докажи, дека по конечен број такви операции може да ги претуриме
сите топчиња во една кутија.
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Решение. Прво да ги земеме тие кутии кои содржат непарен број
топчиња (да ги наречеме тие кутии непарни). Бидејќи имаме 16
топчиња, а 16 е парен број, бројот на непарните кутии е парен број. Ги
делиме непарните кутии на парови и за секој пар кутии ја реализиаме
дозволената операција. Сега, секоја кутија содржи парен број топ-
чиња. Понатаму, секои две топчиња да ги сметаме за едно топче, што
е исто како сите топчиња да се направени од пластелин и од секои две
топчиња во една кутија да направиме едно поголемо топче. Така ја
добиваме следнава полесна задача.
Во неколку кутии произволно се распоредени 8 топчиња. Дозволена е
следнава операција: земаме две кутии и од кутијата, во која има пове-
ќе топчиња, претураме во другата кутија уште толку топчиња колку
што има во неа. Ако во двете кутии има еднаков број топчиња, едно-
ставно од едната кутија ги претураме сите топчиња во другата кутија.
Докажи, дека по конечен број такви операции може да ги претуриме
сите топчиња во една кутија.
Да ги земеме само непарните кутии. Бројот на непарните кутии е
парен, бидејќи бројот на сите топчиња во кутиите е 8. Ги делиме
непарните кутии по парови и со секој пар ја реализираме дозволената
операција. Сега секоја кутија содржи парен број топчиња. Понатаму,
секои две топчиња да ги сметаме за едно топче, што е исто како сите
топчиња да се направени од пластелин и од секои две топчиња во една
кутија да направиме едно поголемо топче. Сега, вкупниот број топ-
чиња е 4. Но, тогаш за непразните кутии се можни следниве четири
случаи: прв случај: 1, 1, 1, 1; втор случај: 1, 1, 2; трет случај: 2, 2;
четврт случај: 4. За секој од овие случаи е јасно како се претураат
сите топчиња во една кутија.

4. На таблата се запишани броевите 1, 2, 3, ..., 20. Во еден чекор изби-
раме два броја кои ги бришеме и на нивно место ја запишуваме раз-
ликата на поголемиот и помалиот број. На таблата не смее да се
појават еднакви броеви. Постапката ја повторуваме се додека на
таблата не остане еден број. Кој е најмалиот број кој може да остане
последен број запишан на таблата?
Решение. Бидејќи при опишаната постапка збирот на броевите, кои се
запишани на таблата, не ја менува парноста и на почетокот е парен,
најмалата можност за последниот број е бројот 2. Ќе докажеме дека
може да остане само бројот 2. На почетокот ги бришеме броевите 1 и
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2 и го запишуваме бројот 1. Потоа ги бришеме броевите 18 и 20 и го
запишуваме бројот 2, па одново наместо броевите 1 и 2 го запишуваме
бројот 1. Понатаму, ги бришеме броевите 17 и 19 и го запишуваме
бројот 2. Сега на таблата се запишани броевите од 1 до 16. Продол-
жуваме на опишаниот начин се додека на таблата не бидат запишани
броевите 1, 2, 3, 4. Сега од 1 и 2 останува 1, од 1 и 3 останува 2, па од
2 и 4 останува 2.

5. Во квадратна табла 5 5 на почетокот сите полиња се празни, при
што едно од нив е обоено. Двајца играчи X и O наизменично влечат
потези. Тој што е на потез, го поставува своето име во незафатено
поле на таблата, соседно (со страна или теме) на последното зафатено
поле. Прв на потег е X , кој во првиот потег може да игра на произ-
волно необоено поле. Играчот кој не може да повлече потег ја губи
играта. Играчот кој го запишува своето име во обоеното поле побе-
дува. Кој играч има победничка стратегија? (Одговорот може да зави-
си од положбата на обоеното поле.)
Решение. Полињата соседни на обоеното поле и обоеното поле ќе ги
наречеме опасни. Ако некој игра во опасно необоено поле, тој во
следниот потег ја губи играта.
Ако обоеното поле има заедничка точка со работ на таблата, тогаш
има 4 или  6 опасни полиња. Преостанатите полиња може да се поде-
лат на парови соседни полиња и едно одделно поле (Како?). Тогаш X
ќе победи, ако во првиот чекор игра во одделното поле, и потоа ја
следи стратегијата: ако O игра во неопасно поле, тогаш X игра во
другото поле од парот (значи секогаш има потег), а ако O игра во
опасно поле (кое сигурно е необоено), тогаш X игра во обоеното
поле.
Ако обоеното поле нема заедничка точка со работ на таблата, тогаш
имаме 9 опасни полиња. Преостанатите 16 полиња може да се поделат
на парови соседни полиња (евентуално по дијагонала). Тогаш O по-
бедува, ако ја следи стратегијата: ако X игра во неопасно поле, тогаш
O игра во другото поле од парот (значи секогаш има потег), а ако X
игра во опасно поле (кое сигурно е необоено), тогаш O игра во обое-
ното поле.

6. Ласте и Филип ја играат следнава игра. Картите кои се нумерирани со
броевите од 1 до 100, се наредени една до друга, почнувајќи од 1 до
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100. Потоа Филип ја избира секоја седма карта, па потоа секоја карта
со броеви кои ја содржат цифрата 7. Потоа Ласте од преостанатите
карти ги избира картите на кои се запишани броеви деливи со 5, а
потоа и картите на кои е запишана барем една цифра 5. Кој ќе избере
повеќе карти и за колку? Како ќе се заврши играта ако прво Ласте ги
избере картите со правилото кое се однесува на бројот 5, а потоа
Филип продолжи со избор на картите кое се однесува на бројот 7?
Решение. 1) Филип прво ќе ја земе секоја седма карта (тие кои се
деливи со 7). Такви карти има

14: 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98.
Потоа од множеството преостанати карти ќе ги земе сите карти со
броеви кои ја содржат цифрата 7 и тоа се картите:

17, 27, 37, 47, 57, 67, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 78, 79, 87, 97,
што значи дека ќе земе уште 16 карти. Значи, Филип ќе земе 30 карти.
Потоа Ласте ќе ги земе картите:

5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 80, 85, 90, 95, 100,
т.е. ќе земе 17 карти и ќе ги земе картите со броеви со броеви кои ја
содржат цифрата 5, т.е. ќе ги земе и картите:

51, 52, 53, 54, 58, 59,
а тоа се 6 карти. Значи Ласте ќе земе 23 карти, што е за 7 карти
помалку од Филип.
2) Ако прво игра Ласте, тогаш тој ќе ги земе картите со броеви кои се
деливи со 5:
5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100,
и тоа се 20 карти, па од преостанатите карти ќе ги земе оние кои ја
содржат цифрата 5, т.е. картите

51, 52, 53, 54, 56, 57, 58, 59,
и тоа се 8 карти. Значи, во вториот случај Ласте ќе земе 28 карти.
Од друга страна, Филип прво од преостанатите карти ќи ги земе кар-
тите чии броеви се деливи со 7:

7, 14, 21, 28, 42, 49, 63, 77, 84, 91, 98,
т.е. ќе земе 11 карти, а потоа ќе ги земе и картите во чии броеви е
цифрата 7, т.е. картите

17, 27, 37, 47, 67, 71, 72, 73, 74, 76, 78, 79, 87, 97
и тоа се 14 карти. Значи, во овој случај Филип ќе земе 25 карти, што е
за 3 карти помалку од Ласте.

7. Дадена е квадратна 2023 2023 табла. За две полиња (1 1 квадратчи-
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ња) велиме дека се соседни ако имаат заедничко теме. Малер и Среќко
jа играат следнава игра. На почетокот Малер има фигура во полето
означено со M, а Среќко во полето означено со S. Тие наизменично
повлекуваат потези со своjата фигура следеjќи ги следниве правила:
1) Фигурата мора да се помести во поле соседно на полето во кое се

наоѓа.
2) Фигурата не смее да се помести во поле на кое претходно имало

фигура (полињата во кои имало фигура не можат да се користат
подоцна).

3) Фигурата не смее да се постави во поле соседно на полето во кое е
фигурата на противникот.

Играч победува ако jа постави своjата
фигура во полето што е диjаметрално
спротивно на почетното ( ps за Среќко

и pm за Малер) или ако противникот е

на ред да игра и нема дозволен потег
за своjата фигура. Малер jа почнува
играта. Kоj има победничка страте-
гиjа?
Решение. Прво да забележиме дека таблата е осносиметрична во
однос на централната (1012-та) колона. Ќе докажеме дека вториот
играч (Среќко) има победничка стратегиjа. Една победничка страте-
гиjа е „имитирање на потезите на противникот следеjќи jа спомената-
та симетриjа“: „Среќко во секоj потег jа поместува своjата фигура во
полето осносиметрично на полето во кое Малер jа поместил своjата
фигура во претходниот потег.“.
Наjпрво докажуваме дека со ваквата стратегиjа Среќко секогаш може
да игра. На почетокот полињата во кои се фигурите се осносиметрич-
ни, па со оваа стратегиjа во секоjа рунда (откако двата играчи пов-
лекле потег) фигурите се на осносиметрични полиња. Според ова
доволно е да докажеме дека ако потегот бил дозволен за Малер, тогаш
симетричниот потег е дозволен за Среќко. Да претпоставиме дека
полето во кое треба да се придвижи Среќко веќе е искористено; така
би следувало дека полето во кое се придвижил Малер веќе било
искористено (недозволено), што е противречност. Според ова усло-
вите 1) и 2) се задоволени. За условот 3) да не биде задоволен потреб-
но е Малер да jа придвижил фигурата во поле кое е соседно со осно-
симетричното на него или во поле од централната колона. Лесно се
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забележува дека две различни осносиметрични полиња не можат да
бидат соседни. Освен ова ако Малер jа придвижил фигурата во цен-
тралната колона (види цртеж лево), тоа значи дека неговата фигура се
наоѓала на поле соседно со новото; но тогаш и фигурата на Среќко се
наоѓа на соседно поле, што значи дека Малер направил недозволен
потег. Ова е посакуваната противречност.

Според ова Среќко секогаш може да направи потег
(кога е на ред). Од друга страна, бидеjќи таблата
има конечно полиња по конечно многу чекори,
Малер нема да може да направи дозволен потег.
Освен ова, лесно може да забележиме дека со наве-
дената стратегиjа фигурата на секоj од играчите

останува на своjата половина од таблата. Следствено, не можат да
стигнат до победничкото поле (кое е во спротивната половина). Значи,
ова е победничка стратегиjа за Среќко.

8. Андреј и Горјан играат игра запишувајќи со цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 и 9 шестцифрен број чии цифри се различни. Прво Андреј ја избира
цифрата на единиците, па Горјан цифрата на десетките, па Андреј
цифрата на стотките, Горјан цифрата на илјадитите, Андреј цифрата
на десетилјадитите и Горјан цифрата на стоилјадитите. Ако така доби-
ениот број е делив со 3, тогаш победува Горјан, а ако бројот не е
делив со 3 победува Андреј. Кој има победничка стратегија?
Решение. Еден број е делив со 3 ако и само збирот на неговите цифри
е делив со 3. По запишување на бројот ќе останат неискористени три
цифри. Збирот на сите ненулти цифри е делив со 3, па затоа добие-
ниот шестцифрен број е делив со 3 ако и само ако збирот на преоста-
натите три цифри е делив со 3 и во овој случај победува Горјан.
Дали може Андреј по неговиот последен потег да остави четири
цифри така што Горјан не може да избере цифра за да победи?
Да ги поделиме цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 во три групи:

{1,4,7}, {2,5,8}, {3,6,9} .
Ако по последниот потег на Горјан останат три броја од иста група
нивниот збир ќе биде делив со 3, а истото важи и ако остане по еден
број од секоја група. Во преостанатите случај, т.е. ако останат два
броја од една група и еден број од друга група, тогаш збирот нема да е
делив со 3. Значи, Андреј треба да остави четири броја од кои Горјан
не може да остави три броја од иста група или по еден број од секоја
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група. Ова е можно, ако Андреј по неговиот последен потег остави по
два броја од две групи.
Ќе докажеме дека Андреј има победничка стратегија.
Прво Андреј избира било кој број. Потоа Горјан има две можности:
- Ако Горјан избере број од истата група, тогаш Андреј го избира

третиот број од оваа група. Сега Горјан мора да избере број од
една од другите две групи во кои има по три броја, по што Андреј
бира број од втората од овие две групи. Така во последниот потег
Горјан мора да избира број од две групи со по два броја.

- Ако Горјан избере број од друга група, тогаш Андреј избира број
од третата група, по што во секоја од трите групи ќе преостанат по
два броја. Понатаму, Горјан може да избере број од било која од
трите групи со по два броја, па Андреј го избира последниот број
од таа група. Така во последниот потег Горјан мора да избира број
од две групи со по два броја.

Забелешка. За резултатот од играта не е важно од која група се
избирани броевите, па бројот на неискористените броеви можеме да
го запишуваме од најголемиот кон најмалиот. На долниот дијаграм
потезите на Андреј се означени со црвена стрелка, а потезите на
Горјан со сина стрелка.

9. На кружница Пабло означува 2013 различни точки при што може да
користи 11 разнобојни моливи. Потоа Матео поврзува парови озна-
чени истобојни точки со отсечки, кои немаат заеднички точки меѓу
себе (дури и крајни точки). На крајот Пабло му плаќа на Матео по
едно евро за секоја повлечена отсечка. Колку евра може сигурно да
добие Матео, ако и двајцата играат оптимално?
Решение. Бидејќи 2013 11 183  , во двете бои кои се кои се означени
најголем број точки има барем 2 183 366  точки. Со индукција по n

ќе докажеме, дека ако има 2 1n  точки во две бои, тогаш тие може да
се поврзат со n отсечки без заеднички точки. Базата на индукцијата е
јасна. За индуктивниот чекор да забележиме, дека сигурно има две
соседни еднобојни точки. Овие две точки ги поврзуваме со отсечка и
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за преостанатите точки ја применуваме индуктивната претпоставка, со
што тврдењето е докажано.
Сега, за 182n  имаме најмалку 2 182 1 2 183 366     точки во две
бои, па затоа Матео може да добие најмалку 182 евра.
Од друга страна, ако Пабло ги обои точките по модул 11, тогаш Матео
не може да повлече повеќе од 182 отсечки. Навистина, ако имаме 11n

точки, обоени по модул 11,тогаш со индукција по n ќе докажеме,
дека не можеме да повлечеме повеќе од 1n  отсечки. Базата на
индукцијата е јасна. За индуктивниот чекор да ја избереме најкратката
отсечка и да отстраниме една нејзина крајна точка од сите точки меѓу
нив (меѓу нив нема сврзани со отсечка). Потоа на преостанатите точки
да ја примениме индуктивната претпоставка, со што доказот е завр-
шен.
Сега, за 183n  добиваме дека Матео не може да добие повеќе од 182
евра.
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10. ИНВАРИЈАНТИ И ПОЛУИНВАРИЈАНТИ

1. Нека abcd е произволен четирицифрен број. Ги дефинираме следниве
трансформации: ако некои две соседни цифри на бројот abcd се
различни од 0, тогаш и двете може да ги намалиме за 1, а ако се некои
две соседни цифри на бројот abcd различни од 9, тогаш и двете
можеме да ги зголемиме за 1. Дали со низа од дадените трансформа-
ции од бројот 2621 може да се добие бројот:
а) 2016, б) 2128.
Решение. Бидејќи со наведените трансформации две соседни цифри
се менуваат за 1, нивната разлика не се менува, па затоа со наведените
трансформации не се менува вредноста на изразот: ( ) ( )a c b d   . За
дадениот број важи: (2 2) (6 1) 3     .
а) За бројот 2016 важи (2 1) (0 6) 3     , т.е. вредноста на изразот
( ) ( )a c b d   е еднаква со онаа на почетниот број. Трансформации-
те со кои може од едниот број да се добие другиот број се: 2621, 2632,
2643, 2654, 2665, 2676, 2566, 2456, 2346, 2236, 2126, 2016.
б) За бројот 2128 имаме (2 2) (1 8) 5 3 (2 2) (1 6)           , што
значи дека со наведените трансформации овој број не може да се
добие од бројот 2621.

2. Круг е поделен на 6 дела, во кои последова-
телно се запишани броевите 1, 0, 1, 0, 0, 0. Доз-
волено е истовремено да се зголемат за 1 брое-
вите во два соседни дела. Дали е можно по не-
колку такви чекори да се добијат шест еднакви
броја.
Решение. Нека по определен број чекори во
деловите на кругот се добиени броевите 1 2, ,a a

3 4 5 6, , ,a a a a . Да го разгледаме изразот

1 2 3 4 5 6A a a a a a a      .
Очигледно вредноста на ова израз не се менува
во секој следен чекор (два соседни броја се со
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значи дека со наведените трансформации овој број не може да се
добие од бројот 2621.

2. Круг е поделен на 6 дела, во кои последова-
телно се запишани броевите 1, 0, 1, 0, 0, 0. Доз-
волено е истовремено да се зголемат за 1 брое-
вите во два соседни дела. Дали е можно по не-
колку такви чекори да се добијат шест еднакви
броја.
Решение. Нека по определен број чекори во
деловите на кругот се добиени броевите 1 2, ,a a

3 4 5 6, , ,a a a a . Да го разгледаме изразот

1 2 3 4 5 6A a a a a a a      .
Очигледно вредноста на ова израз не се менува
во секој следен чекор (два соседни броја се со
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различен знак, па како и двата се зголемуваат за 1, вредноста на
изразот останува иста). За почетната положба имаме

1 0 1 0 0 0 2A        ,
а во случај на шест еднакви броја

1 2 3 4 5 6a a a a a a    

важи 0A  . Бидејќи вредноста на A не се менува (е инваријанта),
добиваме дека не е можно да се добијат шест еднакви броја.

3. Дадени се броевите 1, 2, 3, 4, 5, 2022. Од дадените броеви во еден че-
кор избираме два броја a и b , па бројот a го заменуваме со бројот

1a  или 1a  , а бројот b го заменуваме со 3b  или 3b  . Остана-
тите четири броја во овој чекор не се менуваат. На новодобиените
броеви може да ја примениме истата постапка. Дали може по конечен
број вакви чекори да се добијат броевите: 2023, 5, 4, 3, 2, 1.
Решение. Збирот на дадените броеви е непарен број (имаме три
непарни и три парни броја). Во секој чекор овој збир не ја менува
парноста, што значи дека парноста е инваријанта. Навистина, во секој
чекор збирот се менува или за 1 3 4   или за 1 3 2    или за

1 3 2   или за 1 3 4    , т.е. за парен број, што значи дека пар-
носта на збирот не се менува. Но, збирот на броевите кои сакаме да ги
добиеме е парен број (четири непарни и два парни). Според тоа, со
дозволените операции од почетната низа броеви не може да се добие
новата низа броеви.

4. Располагаме со три автомати, секој од кои чита од картичка подреден
пар цели броеви ( , )a b и отпечатува нова картичка и тоа: I апарат
отпечатува картичка ( , )a b b , II апарат отпечатува картичка ( , )a b b

и III апарат отпечатува картичка ( , )b a . На почетокот ја имаме кар-
тичката (19,94) . Дали е можно користејќи ги автоматите, да ја добие-
ме картичката:
а) (19,96) , б) (19,95) .
Решение. За секои цели броеви ( , )a b важи

NZD( , ) NZD( , ) NZD( , ) NZD( , )a b a b b a b b b a     ,
што значи во постапката на добивање нова картичка најголемиот заед-
нички делител на двата броја е инваријанта.
б) Од NZD(19,94) 1 19 NZD(19,95)   следува дека од картичката
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(19,94) не може да се добие картичката (19,95) .
а) Бидејќи NZD(19,94) 1 NZD(19,96)  можно е од картичката
(19,94) да се добие картичката (19,96) . Истото може да се направи со
следнава низа чекори:

4

5

(19,94) (94,19) (18,19) (19,18) (1,18) (18,1)

(19,1) (1,19) (96,19) (19,96).

IIII III I III

IIII III III

    

   

5. На бројот 2015 му допишуваме цифра од десно на следниот начин:ги
собираме цифрата на единиците, цифрата на десетките и цифрата на
стотките и цифрата на единиците на добиениот збир ја допишуваме.
Потоа истото го повторуваме со новодобиениот број и така последо-
вателно 1000 пати. Дали во добиениот број со 1004 цифри во записот
редоследно, една по друга, може да се појават цифрите 1, 5 и 3, од-
носно бројот 153?
Решение. На почетокот да ги занемариме наведените броеви и да ја
разгледуваме само парноста на цифрите, при што парна цифра озна-
чуваме со П, а непарна со Н. На почетокот имаме ППНН. Со собирање
на трите последни цифри добиваме П+Н+Н, што значи парен број и
допишуваме цифра П, потоа (во скратен запис) Н+Н+П=П, па
Н+П+П=Н, па П+П+Н=Н. Според тоа, без разлика кои цифри ги доби-
ваме парноста на секои следни четири цифри е ППНН, што значи дека
таа е инваријанта, т.е. во низата букви добиваме ПП, па НН, па ПП, па
НН итн. Тоа значи дека не може да се добие низа букви ННН, што
значи дека не може да се добие редоследот 153.

6. Квадратна табела со димензии 5 5 е пополнета со броевите од 1 до
25 на следниов начин:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Табелата може да се менува така што произволни два броја ќе се
намалат за вредноста на помалиот од двата броја. Дали со конечен
број вакви промени може да се добие табела која ќе содржи само
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нули?
Решение. Бидејќи во секој чекор, секогаш два пати се одзема ист број,
збирот на броеви се намалува за парен број, што значи дека парноста
на збирот на броевите запишани во табелата е инваријанта.
Почетната табела содржи дванаесет парни и тринаесет непарни
броеви, што значи дека збирот на броевите запишани во почетната
табела е непарен број, а збирот на броевите во табела со сите нули е
парен број, па затоа не е можно со дозволените промени да се добие
табела составена само од нули.

7. Квадратна 8 8 табла на почетокот е обоена како
шаховска табла, т.е. во две бои, црна и бела, така
што полињата кои имаат заедничка страна се обое-
ни во различни бои. Во еден потег треба да се од-
бере еден ред или една колона и на секое од осумте
полиња во тој ред или колона истовремено да му се
смени бојата од црна во бела и од бела во црна. Дали може со конечна
низа вакви потези да се постигне на таблата точно едно поле да е
црно?
Решение. Во секое поле бојата ја менуваме на 8 полиња. Ако меѓу
овие 8 полиња k се црни, тогаш 8 k се бели. Со C да го означиме
вкупниот број црни полиња пред некој потег. По тој потез бројот на
црните полиња ќе биде (8 ) 8 2C k k C k      . Според тоа, парно-
ста на вкупниот број црни полиња не се менува, т.е. таа е инваријанта.
Но, на почетокот имаме 32, т.е. парен број црни полиња, па затоа по
било која низа потези не може да се добие непарен број црни полиња,
односно само едно црно поле.

8. Дадена е квадратна табла со страна 10 cm , која е поделена на 100 ма-
ли квадратчиња со страна 1cm . Располагаме со 25 еднакви квадратни
плочки со должина 4 cm и ширина 1cm . Дали е можно со овие плоч-
ки да се покрие таблата?
Решение. Да ја обоиме таблата црно бело,
како што е прикажано на цртежот десно. Има-
ме 25 црни и 75 бели полиња. Да забележиме,
дека како и да ја поставиме плочката на таб-
лата, така што таа ќе покрива точно четири
полиња, плочката ќе покрие парен број црни
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нули?
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полиња во тој ред или колона истовремено да му се
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низа вакви потези да се постигне на таблата точно едно поле да е
црно?
Решение. Во секое поле бојата ја менуваме на 8 полиња. Ако меѓу
овие 8 полиња k се црни, тогаш 8 k се бели. Со C да го означиме
вкупниот број црни полиња пред некој потег. По тој потез бројот на
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ста на вкупниот број црни полиња не се менува, т.е. таа е инваријанта.
Но, на почетокот имаме 32, т.е. парен број црни полиња, па затоа по
било која низа потези не може да се добие непарен број црни полиња,
односно само едно црно поле.

8. Дадена е квадратна табла со страна 10 cm , која е поделена на 100 ма-
ли квадратчиња со страна 1cm . Располагаме со 25 еднакви квадратни
плочки со должина 4 cm и ширина 1cm . Дали е можно со овие плоч-
ки да се покрие таблата?
Решение. Да ја обоиме таблата црно бело,
како што е прикажано на цртежот десно. Има-
ме 25 црни и 75 бели полиња. Да забележиме,
дека како и да ја поставиме плочката на таб-
лата, така што таа ќе покрива точно четири
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полиња (2 или 0). Според тоа, како и колку плочки да поставиме на
таблата, можеме да покриеме само парен број црни полиња (тоа е
инваријанта). Но, таблата има 25, односно непарен број црни полиња,
па затоа бараното покривање не е можно.

9. Во полињата на правоагона табела m n се запишани цели броеви.
Дозволено е операција со која се заменуваат знаците на сите броеви,
кои се наоѓаат во произволен ред или произволна колона на табелата.
Докажи, дека со помош на вакви операции може да се добие табела,
во која збирот на броевите во секој ред и во секоја колона е нене-
гативен.
Решение. За поедноставно колоните и редовите на табелата ќе ги
наречеме линии. Да го разгледаме збирот на сите броеви во табелата.
При примената на операцијата овој збир се зголемува, ако збирот на
броевите во линијата во која се менуваат знаците е негативен, се нама-
лува, ако збирот бил негативен и не се менува ако збирот бил 0. Спо-
ред тоа, ако во табелата има линија со негативен збир на броевите во
неа, тогаш применувајќи ја операцијата, ние можеме да го зголемиме
збирот на сите броеви во табелата. Освен тоа овој збир не може беско-
нечно да се зголемува. Навистина, бројот кој е во дадено поле на
табелата се совпаѓа со почетниот или со спротивниот број, т.е. има две
вредности. Табелата има mn полиња, па затоа бројот на различните

табели кои можеме да ги добиеме не е поголем од 2mn . Затоа збирот
на сите броеви во табелата може да прима само конечен број вред-
ности. Според тоа, ние добивме величина (збирот на сите броевите во
табелата), која при примена на операцијата од условот (промена на
знаците на броевите во произволна линија) се менува монотоно и
прима само конечен број различни вредности. Ваквата величина се
нарекува полуинваријанта на операцијата.
Сега да ја разгледаме почетната табела. Во неа да избереме линија со
негативен збир на броевите во неа (ако таква линија нема, тогаш ба-
раната табела е најдена). Да ја примениме операцијата на оваа линија.
Во добиената табела повторно да најдеме линија со негатвен збир на
броевите во неа, да ја примениме операцијата итн. Бидејќи во секој
чекор збирот на броевите во табелата се зголемува и овој збир може
да прима само конечен број различни вредности, во некој чекор ќе
добиеме табела  со максимално можен збир на броевите во неа. Јасно,
ова е бараната табела, бидејќи ако во неа сѐ уште има линија со
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негативнен збир, тогаш со примена уште еднаш на операцијата, ќе
добиеме табела со уште поголем збир, што не е можно.

10. Во рамнината се дадени 2 ( 1)n n  точки. Докажи, дека постојат n

отсечки со краеви во овие точки такви, што не постојат две отсечки со
заедничка внатрешна точка.
Решение. Да повлечеме n отсечки со
краеви во дадените точки. Ако никои две
од нив не се сечат, тогаш задачата е ре-
шена. Во спротивно да разгледаме две от-
сечки AB и CD кои се сечат во точката O

(цртеж десно). Ја разгледуваме операцијата:
замена на отсечките AB и CD кои се сечат
со отсечките AC и BD кои не се сечат. Бидејќи збирот на должините
на дијагоналите AB и CD на конвексниот четириаголник ADBC е
поголем од збирот на должините на спротивните страни AC и BD , за
полуинваријанта може да се земе збирот на должините на сите от-
сечки. Јасно, овој збир може да прима само конечно многу различни
вредности (конечен е бројот на точките, па значи и на отсечките кои
ги поврзуваат) и се намалува при примена на споменатата операција.
Затоа со последователна примена на операцијата, ќе дојдеме до кон-
фигурација со минимално можен збир на должините на сите отсечки.
Јасно, ова е бараната конфигурација, бидејќи ако се уште има отсечки
кои се сечат, ќе ја примениме операцијата уште еднаш и ќе добиеме
збир на должините на отсечките, помал од најмалиот можен збир, што
е противречност.
За да ко комплетираме решението, треба уште да докажеме дека
збирот на должините на дијагоналите AB и CD на конвексниот чети-
риаголник ADBC е поголем од збирот на должините на спротивните
страни AC и BD . Навистина, од неравенството на триаголник, при-
менето на AOC и BOD , следува

( ) ( )

( ) ( )

.

AC BD AO CO OD DB

AO OD CO OD

AB CD

    

   

 

11. Секој член на еден парламент има најмногу три непријатели. Докажи
дека парламентот може да се подели на две групи така, што секој
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парламентарец во својата група ќе има најмногу еден непријател.
(Непријателството е симетрична релација.)
Решение. Да го поделиме парламентот на две групи на произволен
начин. Ако секој парламентарец во својата група има најмногу еден
непријател, тогаш задачата е решена. Во спротивно нека A е парла-
ментарец кој во својата група има најмалку двајца непријатели. Јасно,
ако го префрлиме A во другата група, ќе се намали бројот на паро-
вите непријатели. Според тоа, откривме величина (бројот на паровите
непријатели во двете групи), која при примената на операцијата пре-
фрлање на парламентарец од групата во која има најмалку два непри-
јатели во другата група, монотоно се менува (се намалува) и прима
само конечно многу вредности (конечен е бројот на парламентарците
и секој има конечен број непријатели), т.е. откривме полуинваријанта.
Затоа, со последователна примена на операцијата, ќе добиеме рас-
пределба на парламентарците во две групи со најмал можен број не-
пријатели во двете групи. Јасно, ако и сега има парламентарец со
барем двајца непријатели во својата група, тогаш преместувајќи го во
другата група, ќе добиеме број на парови непријатели, помал од мини-
малниот, што е противречност.
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11. РАСПОРЕДИ

1. Во еден ред во киносалата има 30 столици. Кога Јован пристигнал, се
покажало, дека не може да седне така, што двете соседни столици да
се празни. Кој е најмалиот можен број зафатени столици?
Решение. Од условот на задачата следува дека нема три една по друга
празни столици. Според тоа, зафатени се најмалку 30 : 3 10 столици.
Од друга страна, ако се зафатени десетте столици нумерирани со
броевите 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26 и 29, тогаш е исполнет условот
на задачата.
Забелешка. На потполно истиот начин се добива дека и кога во редот
има 32 столици, тогаш најмалиот број зафатени столици е 10 и за тоа е
потребно да се зафатени столиците нумерирани со броевите 3, 6, 9, 12,
15, 18, 21, 24, 27 и 30.

2. За Нова година Дамјан во низа подредува црвени, бели и сини све-
тилки. Правилата се следниве:
- Црвена светилка не може да има соседна црвена светилка.
- Белите светилки се подредуваат по парови и меѓу секои два бели

пара има најмалку две светилки кои не се бели.
- Сините светилки се подредуваат во тројки и меѓу секои две сини

тројки има најмалку три светилки кои не се сини.
Ако во низата на Дамјан има повеќе од 600 светилки, кој е најмалиот
можен број црвени светилки?
Решение. Во примерот ББСССББЦСССББ ... ЦСССББ во кој 99 пати
се повторува делот ЦСССББ има 99 црвени светилки, а вкупниот број
светилки е 99 6 7 601   .
Нека претпоставиме дека имаме најмногу 98 црвени светилки. Бели и
сини светилки може да се појават во низата на еден од следниве на-
чини: ББСССББ, ББССС и СССББ (поднизата СССББССС не е
допустлива). Фрагментот ...ББЦ може да се продолжи со СССББ, би-
дејќи во спротивно ќе имаме два бели пара меѓу кои има само една
светилка која не е бела. Аналогно, на фрагментот ЦББ треба да му
претходи ББССС. Според тоа, поднизата ББСССББ може да се појави
само еднаш. Значи, ако имаме најмногу 98 црвени светилки, тогаш



Распореди

187

белите и сините светилки се најмногу 98 5 7 497   и вкупниот број
светилки е најмногу 595, што противречи на тоа дека имаме повеќе од
600 светилки.

3. Дадени се следниве плочки:

Треба да се подредат во квадрат така што бројот добиен во првиот ред
(читаме одлево-надесно) ќе биде еднаков на бројот добиен во првата
колона (читаме одгоре-надолу), бројот добиен во вториот ред е една-
ков на бројот добиен во втората колона итн. до последниот (најдол-
ниот) ред и последната (најдесната) колона. При редењето плочките
не смее да се вртат или превртуваат. Определи го бројот кој се добива
на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и долниот десен агол.
Решение. Имаме вкупно 25 цифри, па затоа квадратот е со страна 5.
Од условот на задачата следува дека цифрите на квадратот се симе-
трични во однос на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и дол-
ниот десен агол. Бидејќи меѓу дадените цифри има непарен број двој-
ки и шестки (по три) и непарен број нули, четворки и седумки (по
една), заклучуваме дека цифрите на дијагоналата се 2, 6, 0, 4 и 7.
Во горниот лев агол не може да е 4 (единствената плочка со 4 не може
да се постави на таков начин), 7 (единствената плочка со 7 не може да
се постави на таков начин) или 0 (тогаш под 0 ќе е 1, па треба и десно
од 0 да е 1, па двете единици треба да се кобинираат со ветикалата 17,
по што било како симетрично да се постават другите две единици, не
е можно тоа да се направи со трите шестки). Ако во горниот лев агол
се постави 2, тоа може да се направи со плочката 219, па затоа под неа
во првата колона треба да е плочката 17, а тоа не е можно бидејќи
219 217 . Значи, во горниот лев агол мора да е цифрата 6. Бидејќи
единствената четворка е на дијагоналата, првиот ред не може да
почнува со плочката 648, па затоа тој започнува со плочката 683.
Вториот ред почнува со 8, а третиот ред започнува со 3, што е можно
само ако во второто и третото поле на првата колона се постави
вертикалната плочка 83.
Втората цифра на дијагоналата не може да е 4 (таа е во хоризон-
талната плочка 648) или 7 (таа е во вертикалната плочка 17), па затоа
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таа е 0 или 2. За да втората цифра е 2 треба да ја поставиме хори-
зонталната плочка 219, по што во втората колона треба да ја
поставиме вертикалната плочка 17, па единствената цифра 7 нема да е
на дијагоналата. Значи, втората цифра на дијагоналата е 0, што се
добива ако ја поставиме вертикалната плочка 01. Значи, третата цифра
во вториот ред е 1, па затоа треба да ја поставиме верикалната плочка
17. Сега за да цифрата 4 е на дијагоналата последните три полиња на
четвртиот ред мора да се покријат со хоризонталната плочка 648. По-
тоа за да 2 е на дијагоналата последните две полиња на петтиот ред
мора да се покријат со хоризонталната плочка
82, па останува хоризонталната плочка 219 да
е во петтиот ред, единствената квадратна
плочка да е во вториот и третиот ред, плочка-
та 55 да е во четвртиот ред и плочката 52 да се
во првиот ред.
Конечно, бројот на дијагоналата е 60742.

4. Дадени се следниве плочки:

Треба да се подредат во квадрат така што бројот добиен во првиот ред
(читаме одлево-надесно) ќе биде еднаков на бројот добиен во првата
колона (читаме одгоре-надолу), бројот добиен во вториот ред е една-
ков на бројот добиен во втората колона итн. до последниот (најдол-
ниот) ред и последната (најдесната) колона. При редењето плочките
не смее да се вртат или превртуваат. Определи го бројот кој се добива
на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и долниот десен агол.
Решение. Имаме вкупно 25 цифри, па затоа квадратот е со страна 5.
Од условот на задачата следува дека цифрите на квадратот се симе-
трични во однос на дијагоналата која ги поврзува горниот лев и дол-
ниот десен агол. Бидејќи меѓу дадените цифри има непарен број двој-
ки и деветки (по три) и непарен број тројки (една), заклучуваме дека
цифрите на дијагоналата во некој редослед се 2, 3, 9 и уште две други
еднакви цифри. Според тоа, вертикалната плочка 431 треба да се
постави така што 3 е на дијагоналата.
Ако плочката 431 е во втората колона, тогаш вториот ред започнува

6 8 3 5 2
8 0 1 5 1
3 1 7 6 9
5 5 6 4 8
2 1 9 8 2
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со 4, а тоа е можно само ако вертикалната плочка 842 е најгоре во
првата колона. Значи, третата колона започнува со 21, а тоа е можно
само ако во првиот ред во продолжение е плочката 25 или 276. Ако ја
ставиме плочката 25, тогаш првата цифра во четвртиот ред е 5, што не
е можно. Значи, во првиот ред ја ставаме плочката 276, па затоа во
првата колона треба да ја ставиме плочката 76. Сега, на дијагоналата
треба да се постават во некој редослед уште броевите 2, 8 и 9. Значи,
хоризонталните плочки 18 и 25 треба да се постават така што 2 и 8 се
на дијагоналата. Јасно, 18 може да е на четвртиот или петтиот ред, а
25 во третиот или четвртиот ред. Ако 25 е во четвртиот ред, тогаш
заради симетрија хоризонталната плочка 159 треба е во петтиот ред,
па затоа нема да може да ја поставиме плочката 18. Значи, 25 е во
третиот ред. Сега, заради симетрија во четвртиот ред треба да е
хоризонталната плочка 159, во петтиот ред плочката 18, во вториот
ред хоризонталната плочка 119, во петтиот
ред 90 и во петтата колона плочката 01. Значи,
во овој случај на дијагоналата е бројот 83298.
Случаите кога вертикалната плочка е во тре-
тата или четвртата колона се отфрлаат со
слични размислувања. Деталите ги оставаме
на читателот за вежба.

5. На цртежот десно со 1 2 12, ,...,a a a се
означени броевите од 1 до 12 запи-
шани во некој редослед. Ако збиро-
вите на четирите броја запишани на
секоја отсечка се еднакви, определи
ја најмалата можна вредност на зби-
рот 1 2 3 4 5 6a a a a a a     .
Решение. Нека збирот на секои че-
тири броја запишани на секоја от-
сечка е еднаков на S . Ако ги собе-
реме броевите запишани на сите
шест отсечки, тогаш секој број го
собираме два пати, па затоа

6 2(1 2 3 ... 12) 156S       ,
од каде добиваме 26S  . Нека

1 2 3 4 5 6U a a a a a a      и 7 8 9 10 11 12V a a a a a a      .

8 4 2 7 6
4 3 1 1 9
2 1 2 5 0
7 1 5 9 1
6 9 0 1 8
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Ја бараме најмалата вредност на U . Ако ги собреме броевите на трите
отсечки на триаголникот 1 2 3a a a (односно 4 5 6a a a ) соодветно доби-
ваме 1 2 33 2( )S a a a V    (односно 4 5 63 2( )S a a a V    ). Од
овие две равенства следува 1 2 3 4 5 6a a a a a a     , па затоа важи

1 2 32( )U a a a   , т.е. U е парен број. Најмалата можна вредност на
U е 1 2 3 4 5 6 21      и бидејќи U е парен број, заклучуваме
дека 22U  . Ако 22U  , тогаш 1 2 6, ,...,a a a се броевите 1, 2, 3, 4, 5,7
во некој редослед, при што важи 1 2 3 4 5 6 11a a a a a a      . Сега,
заради симетрија можеме да сметаме дека единствената можност е

1 2 31, 3, 7a a a   и 4 5 6, ,a a a се броевите 2, 4, 5 во некој редослед.
Лесно се гледа, со испитување на сите можности, дека таков распоред
на броевите не постои.
Според тоа, 24U  и еден распоред за 24U  е даден со:

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

7, 2, 3, 5, 1, 6,
8, 9, 10, 11, 4, 12.

a a a a a a

a a a a a a

     

     

6. На колку различни начини може да се
пополнат празните крукчиња на шема-
та прикажана десно така, што во секој
ред, секоја колона и на секоја од оз-
начените линии во некој редослед се
запишани броевите 1, 2, 3, 4 и 5.
Решение. Да ги означиме редовите
одгоре-надолу и колоните одлево-на-
десно со броевите од 1 до 5. Секое
крукче е определено со координати
(ред, колона).
Броевите (5,2), (5,3), (5,4) и (5,5) се
поврзани со линија и се различни од
4, па затоа во оваа линија 4 може да се
запише само во (4,5). Сега, во петтата
колона бројот 2 може да се запише
само во (5,5), па во четвртиот ред
само во (4,1) и затоа последниот број
2 е во (1,2). Бројот 4 во третиот ред
може да се запише само во (3,4), па
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затоа во вториот ред 4 е во (2,2) и конечно во првиот ред е во (1,3).
Бројот 1 на линијата која започнува од (1,1) може да е само во (4,4), па
затоа последниот број во четвртиот ред е 5 во (4,3). Оваа петка
учествува во линијата во која недостасуваат 1 и 3,при што и двете се
во вториот ред. Затоа во вториот ред бројот 5 е во (2,5). Сега во
полињата (1,4) и (3,5) мора да е бројот 3, а во полињата (5,4) и (1,1)
мора да е бројот 5. Понатаму, во полето (3,1) не смее да е бројот 3, па
затоа во првата колона бројот 3 е во полето (2,1). Сега броевите во
полињата се запишуваат еднозначно. Според тоа, имаме единствено
пополнување кое ги задоволува условите на задачата.

7. На колку различни начини може
да се пополнат празните крукчиња
на шемата прикажана десно така,
што во секој ред, секоја колона и
на секоја од означените линии во
некој редослед се запишани брое-
вите 1, 2, 3, 4, 5 и 6.
Решение. Да ги означиме редовите
одгоре-надолу и колоните одлево-
надесно со броевите од 1 до 6. Се-
кое крукче е определено со коор-
динати (ред, колона).
Бројот 4 на линијата која започнува од полето (4, 1) може да биде
само во полето (4, 1), на линијата која започнува од полето (3, 3) може
да е само во полето (4, 2). Понатаму, во петтата колона бројот 4 може
да е само во полето (1, 5), а во петтиот ред само во полето (5, 3). Сега
последната четворка е во полето (3, 2). Бројот 6 во шестиот ред може
да биде само во полето (6, 5). Во петтата колона недостасуваат брое-
вите 1 и 5 и тие се распоредени еднозначно и тоа 1 во (4, 5), а 5 во
(3,5). На линијата која започнува од полето (3, 3) недостасуваат бро-
евите 3, 5 и 6 и тие се во шестата колона. Според тоа, бројот 6 не е во
полето (4, 6), па затоа на линијата која започнува од полето (4, 4) тој е
во полето (4, 4), а во полето (4, 6) е бројот 2. Во шестата колона бројот
1 може да е само во полето (5, 6). Бројот 3 на линијата која почнува од
полето (5, 1) може да е само во полето (4, 2). Бројот кој останува во
четвртиот ред е 5 во полето (4,3). Петката во шестата колона може да
е само во полето (2, 6). Во втората колона во полето (2, 2) е бројот 1, а
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во полето (6, 2) е бројот 2. Понатаму, во третата колона 2 мора да е во
(1, 3), па 6 во (3, 2) и 3 во (6, 3). Сега во вториот ред во полето (2, 1) е
бројот 3, па затоа на линијата која започнува од полето (2, 2) во
полето (3, 1) е бројот 6, а во полето
(3, 4) е бројот 2. Значи, во третиот
ред во полето (3, 6) е бројот 3, а во
шестата колона во полето (1, 6) е
бројот 6. Шестиот број 3 недоста-
сува во првиот ред и во четвртата
колона, па затоа тој е во полето (1,
4). Сега, во полето (1, 1) мора да е
бројот 1, во полето (5,1) е бројот 2,
во полето (6,1) е бројот 5, во поле-
то (6, 4) бројот 1 и во полето (5, 4)
бројот 5.

8. На колку начини може да се распоредат бро-
евите 1, 2, 3, ..., 10 во крукчињата (секој број
се распоредува во едно крукче), така што
стрелките покажуваат од поголем кон помал
број.
Решение. Да ги означиме крукчињата во
кои ги распоредуваме броевите како на цр-
тежот лево.

Во крукчето a мора да е распореден најголе-
миот број (10). Четирите броја кои ќе ги рас-
поредиме во крукчињата , , ,b c d e можеме да ги

избереме на 9 8 7 6
4 3 21 126  
    начини. На тој начин

ги добиваме и броевите кои ги распоредуваме
во круговите , , , ,f g h i j . Во кругот b мора да е

најголемиот број од четирите избрани, а преостанатите три броја во
круговите , ,c d e можеме да ги распоредиме на 6 начини. Од петте
броја кои ги распоредуваме во круговите , , , ,f g h i j во кругот f го
запишуваме најголемиот од овие броеви. Во преостанатите четири
круга , , ,g h i j броевите кои ги распоредуваме во круговите g и h ги
избираме на 6 начини, со што се избрани и броевите кои ги распоре-
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дуваме во круговите i и j . Распоредот на овие четири броја е едно-
значно определен. Од броевите избрани за g и h поголемиот го за-
пишуваме во g , а исто од броевите кои преостанаа за i и j пого-
лемиот го запишуваме во i . Конечно, вкупниот број на бараните рас-
пореди е еднаков на 126 6 6 4536   .

9. На колку различни начини можеме во деветте полиња на 3 3 табела
да ги распоредиме првите 9 природни броеви (по еден во секое поле)
така што збировите на броевите запишани во секој ред на таа табела
се еднакви?
Решение. Бидејќи збирот на првите девет природни броја е еднаков на
45, а имаме три реда, збирот на броевите во секој ред треба да е
еднаков на 45 : 3 15 .
Во групата во која е бројот 9, збирот на преостанатите два броја мора
да е еднаков на 6, па затоа имаме само две можности и тоа се групите
9, 5, 1 или 9, 4, 2.
Во групата во која е бројот 8 збирот на другите два броја е еднаков на
7, па затоа имаме три можности и тоа се групите 8, 6, 1 или 8, 5, 2 или
8, 4, 3.
Понатаму, ако едната група е 9, 5, 1, тогаш втората група мора да е 8,
4, 3, а третата група мора да е 7, 6, 2. Ако едната група е 9, 4, 2, тогаш
втората група мора да е 8, 6, 1, а третата група мора да е 7, 5, 3.
Според тоа, единствени две можности за поделба на броевите во три
групи со еднакви збирови се: {9, 5, 1}, {8, 4, 3}, {7, 6, 2} и {9, 4, 2}, {8,
6, 1}, {7, 5, 3}.
Бидејќи имаме три реда, за фиксиран распоред на броевите по редови,
трите редови можеме да ги пополниме на 6 6 6 216   начини, а
бидејќи трите редови можеме да ги распоредиме на 3 2 1 6   начини,
за фиксирана поделба на броевите во три групи имаме 216 6 1296 
можни распореди. Но, ние имаме две можни поделби во групи, па
затоа бројот на сите можни распореди кои ги задоволуваат условите
на задачата е 2 1296 2592  .

10. На кружница се распоредени 2013 камелеони, секој од кои е син или
црвен. Во секој чекор групата ја фотографираме со апарат со блиц и
по светнувањето на блицот истовремено секој камелеон, кој има сосед
во друга боја, ја менува бојата во бојата на соседот. Кој е најголемиот
можен број различни фотографии кои може да се добијат од дадена
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почетна конфигурација?
Решение. Ако сите камелеони се истобојни, тогаш ништо не се менува
и имаме една фотографија. Нека претпоставиме дека има камелеони и
од двете бои. Нека ( )d n е најдолгата низа истобојни камелеони по n

чекори. Имаме ( ) 2d n  бидејќи 2013 е непарен број. Ако ( ) 2d n  ,
тогаш на следната фотографија сите камелеони со во спротивната боја,
по што фотографиите се повторуваат. Ако ( ) 3d n  , тогаш на следната
фотографија сите камелеони се во спротивната боја, освен средните
камелеони од еднобојните тројки. Притоа бидејќи имаме камелеони од
двете бои, важи ( 1) 2d n   , па на следната фотографија сите каме-
леони се во спротивните бои, по што фотографиите се повторуваат.
Воопшто, ако има група СЦЦЦ...ЦЦЦС, која по ред содржи k букви Ц,
тогаш во следниот чекор таа изгледа како ЦСЦЦ...ЦЦСЦ и притоа има
по ред 2k  букви Ц. Обратно, група од 2 3k   по ред букви Ц може
да се добие само од група од k по ред букви Ц. Истото важи и за
буквите по ред С. Според тоа, ако 3 ( ) 2013d n  , тогаш ( 1)d n  

( ) 2d n  . Тоа значи дека сигурно важи (1004) 4d  , (1005) 2d  , па
затоа се можни најмногу 1007 различни фотографии (по 0, 1, 2, 3, ...,
1005, 1006 чекори). Имено, ако на почетокот имаме само еден црвен
камелеон, тогаш имаме 1007 различни фотографии (со 2012, 2010, 2008,
..., 2 по ред сини и една со 2 по ред црвени камелеони).

11. Дадена е коцка 3 3 3  , цртеж десно. Дали мо-
же на неа да се распоредат броевите од 1 до 27
така што збирот на броевите во секој ред, во
секоја колона и на секоја дијагонала да е кон-
станта? Ако може, колку изнесува тој број?
Решение. Ако е можно, да пресметаме колку е
таа константа. Збирот на сите броеви е

1 2 3 ... 27 378     .
Бидејќи не собираме 27 броја, туку по 3 броја
во секој ред, во секоја колона и на секоја дија-
гонала, а сите броеви се распоредени во 9 реда,
бараниот збир е еднаков на 378 : 9 42 . Според
тоа, бараната константа е 42 и таква коцка е
прикажана на цртежот десно.
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12. ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ

1. Елена и Теодора имаат еднакви квадратни листови. Елена го разде-
лила својот лист на квадрати со страна 12 cm , а Теодора го разделила
својот лист на квадрати со страна 15 cm . При двете поделби не оста-
нале делови од листовите. Кој е најмалиот можен број квадрати кои
вкупно ги добиле Елена и Теодора?
Решение. Должината на страната на квадратните листови, изразена во
сантиметри, е делива со 12 и 15. Според тоа, најмалата можна должи-
на на страната на квадратите е NZS(12,15) 60 cm . Сега, од 60 :12 5
следува дека Елена добила 5 5 25  квадрати, а од 60 :15 4 следува
дека Теодора добила 4 4 16  квадрати. Значи, најмалиот можен број
квадрати кои вкупно ги добиле Елена и Теодора е 25 16 41  .

2. Горјан има три картички. На лицето од секоја картичка е запишан
бројот 1, а на опачините на картичките се запишани дропките 1 1

2 3, и

1
4 , по една дропка на секоја картичка. Горјан на масата секоја кар-

тичка ја поставил на лице или опачина и го пресметал производот на
трите броја кои се гледаат, а потоа ги собрал сите производи кои може
да се добијат на овој начиј. Колку е збирот кој го добил Горјан?
Решение. Секоја картичка може да се постави на два начина: лице и
опачина. Затоа трите картички може да се постават на 2 2 2 8  
начини. Значи, Горјан собрал осум производи. Лесно се гледа дека
збирот на овие осум производи е еднаков на производот:

3 5 51 1 1 4
2 3 4 2 3 4 2(1 ) (1 ) (1 )         .

3. Кој е најмалиот број броеви кои треба да се изберат од броевите од 1
до 23 така што секој од броевите од 15 до 24 да може да се запише
како збир на два различни броја од избраните броеви?
Решение. Нека претпоставиме дека најмалиот број броеви е пет и
нека тоа се броевите a b c d e    . Бидејќи од 15 до 24 има 10
броја, а сите парови од пет броја се исто така 10, заклучуваме дека
секој од броевите од 15 до 24 како збир на два од петте броја се
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претставува на единствен начин. Двата најмали броја се a b и a c ,
а двата најголем броја се d e и c e . Според тоа, 15,a b 

16, 24, 23a c d e c e      , од каде добиваме дека важи 1c b  и
1 2d c b    . Значи, броевите се 15 , , 1, 2,22b b b b b    . По голе-

мина првите три збира се
(15 ) 15, (15 ) ( 1) 16b b b b       и (15 ) ( 2) 17b b    .

Следниот збир по големина е
(15 ) (22 ) 37 2b b b     или ( 1) 2 1b b b    ,

па бидејќи е непарен, тој не може да биде еднаков 18, што е против-
речност.
Значи, треба да избереме повеќе од пет броја. Бидејќи броевите 7, 8, 9,
10, 11 и 13 го имаат саканото својство, треба да избереме најмалку 6
броја.

4. Брајовото писмо го користат слепите и луѓето со многу слаб вид, а се
состои од испакнати точки втиснати на посебна хартија. Сите знаци се
прикажуваат како комбинација на испакнати точки распоредени во
две колони со по три точки. На долниот цртеж се прикажани знаците
кои се користат за пишување на цифрите (испакнатите точки се црни).

Броевите се пишуваат така што на почетокот се става ознаката „број“,
а потоа знаците за одделните цифри. На пример,

Кој е најголемиот трицифрен број кој може да се запише со 13 ис-
пакнати точки.
Решение. Со една точка може да се запише само цифрата 1, со две
точки се запишуваат цифрите 2, 3, 5 и 9, со три точки се запишуваат
цифрите 4, 6, 8 и 0, со четири точки цифрата 7. Бидејќи се употребени
13 точки, а за знакот „број“ се потребни 4 точки, за цифрите ни
остануваат 13 4 9  точки. Бројот 9 како збир на три броја помали
или еднакви на 4 може да се запише на три начини и тоа

1 4 4 9, 2 3 4 9, 3 3 3 9         .
Во првиот случај најголем можем број е 771, во вториот случај тоа е
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бројот  987 и во третиот случај бројот 888. Значи, најголемиот број кој
може да се запише со 13 испакнати точки е 987.

5. Горјан бил сместен во хотел и бројот на собата бил трицифрен број.
Тој забележал дека ако меѓу цифрата на стотките и цифрата на десет-
ките стави знак за множење, а меѓу цифрата на десетките и цифрата
на единиците стави знак за собирање, вредноста на добиениот израз
ќе биде 27, а ако ги замени местата на знаците, тогаш вредноста на
изразот ќе биде 22. Кој е бројот на собата на Горјан?
Решение. Нека бројот на собата во која бил сместен Горјан е xyz . Од
условот на задачата следува 27xy z  и 22x yz  . Ако од првата ја
одземеме втората равенка добиваме 5xy z x yz    , односно
( )( 1) 5x z y   . Од последната равенка следува 5, 1 1x z y    или

1, 1 5x z y    . Во првиот случај добиваме 2y  и 5x z  и со
замена во 27xy z  наоѓаме 2( 5) 27z z   , т.е. 3 17z  , што не е
можно. Во вториот случај добиваме 6, 1y x z   и со замена во

27xy z  наоѓаме 6( 1) 27z z   , односно 3z  , па затоа 4x  .
Значи, бројот на собата на Горјан е 463 и притоа важи 4 6 3 27   и
4 6 3 22   .

6. Коцка со раб n е составена од единечни коцки. Од секој ѕид на коцка-
та со вадење на единечни коцки е пробиен тунел до спротивниот ѕид.
Трите тунели се сечат во центарот на големата коцка. Определи го
најмалиот четирицифрен број n за кој бројот на коцките во добиената
конструкција е точен квадрат.
Решение. При копањето на првиот тунел губиме n единечни коцки,а
додека при копањето на другите два тунела губиме по 1n  единечна
точка, бидејќи централната единечна коцка е веќе отстранета. Значи,
во добиената конструкција има

3 3 2 2 2

2 2

2

3 2 2 2 ( 1) ( 1) 2( 1)

( 1)( 2) ( 1)( 2 2)

( 1)( ( 1) 2( 1)) ( 1) ( 2)

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

             

        

       

единечни коцки. Сега, бидејќи 2( 1)n  е точен квадрат, треба да е и

2n  точен квадрат. Бидејќи 231 961 1000  , а 232 1024 најмалиот
четирицифрен точен квадрат е 1024, па затоа 2 1024n   , т.е.
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1022n  .

7. Филип и Матео учествувале на крос. Сите напреварувачи ја завршиле
трката, но никои двајца не ја завршиле трката во исто време. Бројот на
натпреварувачите кои ја завршиле трката пред Филип е еднаков на
бројот на натпреварувачите кои трката ја завршиле по него. Бројот на
натпреварувачите кои трката ја завршиле пред Матео е два пати помал
од бројот на натпреварувачите кои трката ја завршиле по него. Точно
15 натпреварувачи се пласирале меѓу Филип и Матео. Колку натпре-
варувачи имало на овој крос?
Решение. Нека A е бројот на натпреварувачите кои трката ја завр-
шиле пред Матео, а B е бројот на натпреварувачите кои трката ја
завршиле по Филип. Понатаму, Филип трката ја завршил на средина, а
Матео има повеќе натпреварувачи по себе, отколку пред себе, што
значи дека Матео трката ја завршил пред Филип. Според тоа, бројот
бројот на натпреварувачите графички може да го прикажеме на
следниот начин:

_A Матео _15 _ Филип _ B .
Затоа важи

16A B  и 2 16A B  .
Ако од првата замениме во втората равенка добиваме 2 16 16A A   ,
од каде наоѓаме 32A  . Значи, 32 16 48B    и во трката вкупно
учествувале 17 32 48 17 97A B      натпреварувачи.

8. На два соседни острови има вкупно 2013n  градови, така што сите
се на бреговите на островите. На секој остров, секои два града се
поврзани со автобуски линии, а секои два града на различните остро-
ви се поврзани со бродски линии. Бројот на автобуските линии е ед-
наков на бројот на бродските линиии. Определи ја најголемата можна
вредност на n .
Решение. Нека на едниот остров има k градови. Тогаш на другиот
остров има n k градови. Според условот секој град е поврзан со
секој град или со бродска или со автобуска линија. Понатаму, бројот
на бродските линии е еднаков на бројот на автобуските линии, што
значи дека бројот на бродските линии е половина од бројот на сите

линии. Но, бројот на сите линии е ( 1)
2

n n , а бројот на бродските линии
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е ( )k n k , па затоа ( 1)1
2 2 ( )n n k n k   , од каде добиваме 2( 2 )n n k  ,

што значи дека n треба да е точен квадрат помал од 2023. Најголе-

миот таков број е 2 244 1936 (1936 2 946)n      , што значи дека на
едниот остров има 946 градови, а на другиот остров има
1936 946 990  градови.

9. Андреј има на располагање три тега и тој со тие три тега на вага со
два таса може да измери било која маса изразена со природните
броеви помали од 14. Кои се мерните броеви на теговите на Андреј?
Решение. Нека мерните броеви на теговите се ,a b и c . На вагата
мериме маси така што теговите ги ставаме на тасовите и кога два тега
се на ист тас нивните маси ги собираме, а кога се на различни тасови
нивните маси ги одземаме. Тоа значи дека секој природен број n

помал од 14 можеме да го запишеме во видот ua vb wc n   , каде
, , { 1,0,1}u v w  . Според тоа, броевите , ,u v w се остатоците при деле-

ње со 3, па затоа треба да ги разгледаме теговите со мерните броеви 1,
3 и 9. Тогаш важи:

1 1 1 0 3 0 9,
2 1 1 1 3 0 9,
3 0 1 1 3 0 9,
4 1 1 1 3 0 9,
5 1 1 1 3 1 9,
6 0 1 1 3 1 9,
7 1 1 1 3 1 9,
8 1 1 0 3 1 9,
9 0 1 0 3 1 9,
10 1 1 0 3 1 9,
11 1 1 1 3 1 9,
12 0 1 1 1 1 9,
13 1 1 1 3 1 9.

     
      
     
     
      
     
     
      
     
     
      
     
     

Значи, мерните броеви на теговите се 1, 3 и 9.

10. Дали природните броеви од 1 до 15 може да се поделат во две групи
A и B така што во A има два броја, во B има тринаесет броја и зби-
рот на броевите во B да е еднаков на производот на броевите во A ?
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Решение. Имаме 1516
21 2 3 ... 15 120      . Ако a и b , a b се

броевите од A , тогаш збирот на броевите од B е еднаков на
120 a b  , па затоа треба да важи 120 a b ab   . Последната равека
е еквивалентна на равенката ( 1)( 1) 121a b   , од каде ги добиваме
системите равенки 1 1, 1 121a b    и 1 11, 1 11a b    . Во првиот
случај имаме 0, 120a b  , а во вториот случај имаме 10a b  , па
затоа бараната поделба не е можна.

11. Бел квадрат е поделен со правите 'a и 'b , кои се паралелни со негови-
те страни на 4 квадрати. Горниот десен и долниот лев квадрат се
обоени црно, а потоа се конструирани прави ''a и ''b паралелни на
страните на квадратот, кои горниот десен црн квадрат го делат на 4
квадрати. Потоа сите квадрати во горниот десен и долниот лев квад-
рат на почетниот квадрат се пребојуваат во спротивната боја итн. По
колку потези со ваквата постапка ќе се добие обоена шаховска табла.
Решение. Таблата на почетокот е бела (види цртеж 1). Правите 'a и

'b ги повлекуваме така што ќе се сечат во горниот десен агол на
полето 1a , со што ја добиваме ситуацијата на цртежот 2. Понатаму
правите ''a и ''b ги повлекуваме така што ќе се сечат во горниот
десен агол на полето 2b , со што ја добиваме ситуацијата прикажана
на цртежот 3. Правите '''a и '''b ги повлекуваме така што ќе се сечат
во горниот десен агол на полето 3c , со што ја добиваме ситуацијата
прикажана на цртежот 4 итн. Во седмиот чекор правите ги повле-
куваме така што ќе се сечат во горниот десен агол на полето 7g . На
тоја начин таблата е поделена со 7 хоризонтални и 7 вертикални ли-
нии, т.е. на 8 8 64  единечни квадрати и заради пребојувањето по
секој чекор секои два квадрати кои имаат заеднилка страна се обоени
во различни бои, а тоа е шаховската 8 8 табла.

12. Во еден ден определен број луѓе по еднаш ја посетуваат градската
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библиотека. Познато е дека сите посетители не влегле во едно исто
време, но меѓу секои тројца посетители има двајца кои се сретнале во
библиотеката. Докажи дека постојат два временски момента такви
што секој читател бил во библиотеката во барем еден од тие два
момента.
Решение. Да претпоставиме дека постои читател A , кој не бил во
библиотеката во ниту еден од следниве два момента:
1) Кога за прв пат некој читател (нека тоа е читателот B ) ја напушта

бибиотеката.
2) Кога во библиотеката влегува последниот читател (нека тоа е

читателот C ).
Бидејќи B си оди најрано, читателот A доаѓа по одењето на B .
Понатаму, C влегува последен, читателот A си оди пред идењето на
C . Така добивме тројка , ,A B C за која никои двајца не се сретнале во
библиотеката, што противречи на условот на задачата.
Од добиената противречност следува дека бараните два моменти се
кога читател за прв пат ја напушта библиотеката и кога влегува по-
следниот читател во библиотеката.

13. Дадени се 21 отсечки кои лежат на една права. Ако секоја отсечка
сече барем 10 од преостанатите 20 отсечки, докажи дека меѓу даде-
ните отсечки постои отсечка I , која ги сече преостанатите отсечки.
Решение. Да претпоставиме дека дадените 21 отсечки се наоѓаат на
апсцисата Ox , десно од нулата. Ги нумерираме последователно од
лево на десно десните краеви на отсечките со броевите 1, 2, 3, ..., 21.
Потоа ги нумерираме од лево на десно со броевите 1, 2, 3, ..., 21
левите краеви на отсечките. Ги разгледуваме само отсечките со десен
крај со броевите 11, 12, 13, ..., 21. За секоја од тие отсечки со десен
крај со број од 11 до 21 го наоѓаме нејзиниот лев крај и ја избираме
таа отсечка, чиј лев крај е нумериран со најмал број. Нека тоа е
отсечката [ , ]m mI a b . Ќе докажеме дека секоја друга отсечка [ , ]i ia b

од дадените има заедничка точка со отсечката I . Ако претпоставиме
дека левиот крај ia на отсечката [ , ]i ia b е десно од десниот крај на
отсечката I , тогаш отсечката [ , ]i ia b не ги сече единаесетте отсечки
со десен крај со броевите 1, 2, 3, ..., 10 и 11, т.е. [ , ]i ia b сече најмногу
девет останати отсечки, што противречи на условот на задачата. Ако
претпоставиме дека десниот крај ib на отсечката [ , ]i ia b е лево од
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левиот крај на отсечката I , тогаш отсечката [ , ]i ia b не сече единаесет
отсечки со десен крај 11, 12, 13, 14, ..., 21 (така е избран левиот крај на
отсечката I ), т.е. [ , ]i ia b пресекува само девет останати отсечки, што
противречи на условот на задачата. Конечно, од добиените против-
речности следува дека секоја од отсечките има заедничка точка со
отсечката I .

14. Во една сала има 44 витези и 44 лажливци. Можеме да го прашаме
секој од нив за секој друг дали е витез. Со колку најмалку прашања
можеме да ги поделиме во две групи така, што луѓето во едната група
се сите витези, а во другата сите лажливци? (Витезите секогаш ја
говорат вистината, а лажливците секогаш лажат.)
Решение. Можеме да избереме еден човек и да го прашаме за 86 од
преостанатите луѓе. Тие за кои ќе каже „да“ се како него, а преоста-
натите припаѓаат во спротивната група. Според тоа, по тие прашања
ќе имаме група од 44 луѓе и група од 43 луѓе, кон која го додаваме
човекот за кого не сме прашале.
Да претпоставиме дека сме задале најмногу 85 прашања. Нека на
почетокот имаме 88 групи од по еден човек. Секоја група се состои од
два дела, при што луѓето во секоја дел се од ист вид (некои од делови-
те може да се празни, како на почетокот). Ако се зададе прашање на
човек од една група за човек од друга група, ќе ги спојуваме групите,
при што според одговорот на прашањето ги определуваме деловите во
новата група (секој дел се состои од унијата на два дела од старите
групи). На пример, ако човек од групата A , дел 1 ( 1A ) нарече витез
човек од групата B , дел 1 ( 1B ), тогаш во обединетата група AB
делот 1 се состои од 1A и 1B , а делот 2 се состои од 2A и 2B . Ако
пак го нарече лажливец тогаш во обединетата група AB делот 1 се
состои од 1A и 2B , а делот 2 се состои од 2A и 1B . По 85 прашања
ќе преостанат три групи. Може да се случи да при секое прашање
обединувањето на групите е такво, што во секоја од добиените групи
разликата меѓу двата дела да е 0 или 1. Нека трите групи се , ,X Y Z , а
деловите се 1 2X X , 1 2Y Y и 1 2Z Z (Зошто барем во едната од
трите групи ќе имаме еднакви делови?). Тогаш не можеме да знаеме
дали едниот вид е 1 2 1X Y Z  , а другиот е 1 2 2X Y Z  , или пак ед-
ниот вид е 1 2 2X Y Z  , а другиот е 1 2 1X Y Z 
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15. Дедо Стојан имал 41 коњ. Тој са-
кал коњите да им ги подели на
своите три сина така што: нај-
стариот син ќе добие половина
од коњите, средниот син ќе добие
третина од коњите и најмладиот
син ќе добие седмина од коњите.
Но, бидејќи не е можно 41 коњ да се поделат во дадените соодноси, а
притоа да се добијат цели броеви (живи коњи), Рампо, пријателот на
дедо Стојан, им позајмил еден коњ за да може да се изврши подел-
бата. Сега, дедо Стојан со 42 коња ја направил поделбата така, што
најстариот син добил 42 : 2 21 коњ, средниот син добил 42 : 3 14
коњи и најмладиот син добил 42 : 7 6 коњи. Така, на крајот останал
еден нераспределен коњ, кој дедо Стојан му го вратил на пријателот
Рампо. Како е ова можно?
Решение. За еден број велиме дека е псевдосовршен ако збирот на
реципрочните вредности на сите негови прости делители и реци-
прочната вредност на самиот број е еднаков на 1. Прости делители на
бројот 42 се 2, 3 и 7. Бидејќи 1 1 1 1

2 3 7 42 1    заклучуваме дека бројот

42 е псевдосовршен. Ако последното равенство го помножиме со 42,
добиваме

21 14 6 1 42    ,
што соодветствува на поделбата на коњите откако дедо Стојан по-
зајмил еден коњ од пријателот Рампо, а по извршената поделба го
вратил позајмениот коњ.

16. Во табелата
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 0 1 2 3 4 5 6 7 8
8 9 0 1 2 3 4 5 6 7
7 8 9 0 1 2 3 4 5 6
6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
5 6 7 8 9 0 1 2 3 4
4 5 6 7 8 9 0 1 2 3
3 4 5 6 7 8 9 0 1 2
2 3 4 5 6 7 8 9 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
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се заокружени десет броеви, и тоа во секој ред и во секоја колона по
еден број. Докажи дека меѓу овие броеви има барем два еднакви броја.
Решение. Да забележиме дека во табелата секој број е еднаков на
остатокот кој се добива при делење со 10 на збирот на првиот во редот
и првиот број во колоната во која се наоѓа разгледуваниот број. Тоа
значи дека остатокот при делење со 10 на збирот на сите десет зао-
кружени броеви е еднаков на остатокот кој се добива при делење со
10 на збирот на сите броеви запишани во првиот ред и сите броеви
запишани во првата колона, т.е. на збирот
(0 1 2 3 4 5 6 7 8 9) (0 9 8 7 6 5 4 3 2 1) 90                    ,

а тоа е бројот 0.
Меѓутоа, ако сите заокружени броеви се различни, тогаш нивниот
збир ќе биде еднаков на

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 45          ,
па затоа остатокот при делење со 10 ќе биде еднаков на 5, што е
противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека
меѓу заокружените броеви мора да има најмалку два еднакви.

17. Во полињата на шаховска 8 8 табла редоследно
се запишани броеви и тоа од лево кон десно во
првиот ред броевите 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 и 18,
во вториот ред броевите 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27 и
28, итн. во осмиот ред броевите 81, 82, 83, 84, 85,
86, 87 и 88. Ако 8 топови се постават така што
никои два меѓусебно не се напаѓаат, докажи дека збирот на броевите
запишани на полињата на кои се топовите е константен за сите можни
распореди на топовите.
Решение. Редовите оддолу нагоре да ги означиме со 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и
8, а колоните одлево-надесно да ги означиме со 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8.
Според тоа, секое поле определено i  тиот ред и j  тата колона, т.е.
со подредениот пар ( , ),i j 1,2,3,4,5,6,7,8; 1,2,3,4,5,6,7,8i j  . Јасно,
во полето во полето ( , )i j ќе биде запишан бројот 10i j .
Понатаму, распоредувањето на 8 топови кои меѓу-
себно не се напаѓаат е такво што во секој ред и во се-
која колона има по еден топ. Последното значи дека
треба да собереме 8 броја кои се во различни колони и
различни редови.
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Сега ако се избрани полињата 1 1 2 2 8 8( , ), ( , ),..., ( , )i j i j i j , бидејќи имаме
број од секој ред и секоја колона, важи

1 2 3 8

1 2 3 8

... 1 2 ... 7 8 36,
... 1 2 ... 7 8 36.

i i i i

j j j j

         

         

Според тоа, збирот на избраните броеви ќе биде

1 1 2 2 8 8

1 2 8 1 2 8

(10 ) (10 ) ... (10 )
10( ... ) ( ... )
10 36 36
360 36
396.

i j i j i j

i i i j j j

     

       

  
 


Конечно, збирот на избраните броеви секогаш е 396, т.е. тој е кон-
стантен.

18. Во полињата на шаховска 8 8 табла редоследно се
запишани непарните броеви. Во првиот ред се запи-
шани броевите 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15; во вториот ред
броевите 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31 така што 17 е
над 1, 19 е над 3 итн. (види цртеж); во третиот ред
броевите 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47 итн. до попол-
нување на таблата. Од запишаните броеви случајно избираме 8 броја
така што во секоја линија и во секој ред има точно по еден од избра-
ните броеви. Колку различни вредности може да има збирот на вака
избрани броеви?
Решение. Редовите одгоре-надолу да ги означиме со 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и
7, а колоните одлево-надесно да ги означиме со 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7.
Според тоа, секое поле определено i  тиот ред и j  тата колона, т.е.
со подредениот пар ( , ),i j 0,1,2,3,4,5,6,7; 0,1,2,3,4,5,6,7i j  . Ако во
полињата ги запишуваме на истиот начин редоследно броевите 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ... тогаш лесно се гледа дека во полето ( , )i j ќе
биде запишан бројот 8i j (имаме 8i броеви во редовите над полето
и j броеви во редот лево од полето). Но, ние запишуваме непарни
броеви 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,..., што значи дека наместо бројот k го
запишуваме бројот 2 1k  . Според тоа, во полето ( , )i j е запишан
бројот

2(8 ) 1 16 2 1i j i j     .
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Сега ако се избрани полињата 1 1 2 2 8 8( , ), ( , ),..., ( , )i j i j i j , бидејќи имаме
број од секој ред и секоја колона, важи

1 2 3 8

1 2 3 8

... 1 2 ... 7 8 36,
... 1 2 ... 7 8 36.

i i i i

j j j j

         

         

Според тоа, збирот на избраните броеви ќе биде

1 1 2 2 8 8

1 2 8 1 2 8

(10 ) (10 ) ... (10 )
10( ... ) ( ... )
10 36 36
360 36
396.

i j i j i j

i i i j j j

     

       

  
 


Конечно, збирот на избраните броеви секогаш е 396, т.е. тој е кон-
стантен.

18. Во полињата на шаховска 8 8 табла редоследно се
запишани непарните броеви. Во првиот ред се запи-
шани броевите 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15; во вториот ред
броевите 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31 така што 17 е
над 1, 19 е над 3 итн. (види цртеж); во третиот ред
броевите 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47 итн. до попол-
нување на таблата. Од запишаните броеви случајно избираме 8 броја
така што во секоја линија и во секој ред има точно по еден од избра-
ните броеви. Колку различни вредности може да има збирот на вака
избрани броеви?
Решение. Редовите одгоре-надолу да ги означиме со 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и
7, а колоните одлево-надесно да ги означиме со 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7.
Според тоа, секое поле определено i  тиот ред и j  тата колона, т.е.
со подредениот пар ( , ),i j 0,1,2,3,4,5,6,7; 0,1,2,3,4,5,6,7i j  . Ако во
полињата ги запишуваме на истиот начин редоследно броевите 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ... тогаш лесно се гледа дека во полето ( , )i j ќе
биде запишан бројот 8i j (имаме 8i броеви во редовите над полето
и j броеви во редот лево од полето). Но, ние запишуваме непарни
броеви 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,..., што значи дека наместо бројот k го
запишуваме бројот 2 1k  . Според тоа, во полето ( , )i j е запишан
бројот

2(8 ) 1 16 2 1i j i j     .
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Сега ако се избрани полињата 1 1 2 2 8 8( , ), ( , ),..., ( , )i j i j i j , бидејќи имаме
број од секој ред и секоја колона, важи

1 2 3 8

1 2 3 8

... 0 1 2 ... 7 28,
... 0 1 2 ... 7 28.

i i i i

j j j j

         

         

Според тоа, збирот на избраните броеви ќе биде
1 1 2 2 8 8

1 2 3 8 1 2 3 8

(16 2 1) (16 2 1) ... (16 2 1)
16( ... ) 2( ... ) 8
16 28 2 28 8
18 28 8
504 8
512.

i j i j i j

i i i i j j j j

         

          

    
  
 


Конечно, збирот на избраните броеви секогаш е 512, т.е. тој прима
само една вредност.

19. За даден правоаголник со страни a и b густина ќе го наречеме ко-
личникот a

b
. Докажи дека како и да го разбиеме квадратот со страна 1

на правоаголници, збирот на густините на тие правоаголници ќе биде
поголем или еднаков на 1.
Решение. Нека квадратот е разбиен на n правоаголници со страни ia

и ib , i ia b , 1,2,...,i n . Бидејќи 1ib  , важи 2
i

i

a
ib

b , од каде следува

i

i

a
i ib

a b , за 1,2,...,i n .

Конечно, за збирот на густините на правоаголниците на кои е разбиен
квадратот добиваме

1 1
1i

i

n na
i ib

i i
a b

 
   ,

што и требаше да се докаже.

20. Дадени се n цели броеви 1 2, ,..., na a a чиј збир е парен број и за секој
1,2,...,i n се исполнети неравенствата 1 2i i ia a a  . Дали може

овие броеви да се поделат на две групи со еднакви збирови ако 1 1a  ?
Решение. Индуктивно лесно се докажува дека во збирот
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1

n

i
i

S a


  (1)

знаците може да се изберат така така што 1 1a S a   (Докажи!). Сега

1

n

i
i

A a


  е парен број, па како збирот A S е еднаков на удвоениот

збир на броевите кои во S се знак +, заклучуваме дека A S е парен
број. Според тоа, S A S A   е парен број, па од 1 1a S a   следу-
ва дека 0S  . Сега во едната група ги ставаме позитивните, а во
другата негативните собирци на збирот на десната страна во (1), со
што ја добиваме бараната поделба.

21. Во темињата на правилен десетаголник се запишани различни при-
родни броеви, најголемиот од кои е m . Збирот на броевите запишани
во темињата на секој рамнокрак триаголник е делив со 3. Определи ја
најмалата можна вредност на m .
Решение.Темињата и броевите запишани во нив да ги означиме со

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , ,A A A A A A A A A A (означувањето е по модул 10). Би-
дејќи за секој i триаголниците 1 2i i iA A A  и 1 2 3i i iA A A   се рамно-
краки, нивните збирови се деливи со 3, па затоа 3(mod3)i iA A  , а
истото важи и за 6 9, ,...i iA A  . Ако се земе предвид дека 10 не е делив
со 3, добиваме дека сите броеви имаат еднаков остаток при делење со
3. Најмалите десет такви природни броеви се 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22,
25 и 28. Притоа збирот на броевите запишани во темињата на секој
триаголник, а со тоа и на секој рамнокрак триаголник е делив со 3.
Значи, 28m  .

22. Во темињата на правилен n  аголник се запишани различни природ-
ни броеви, најголемиот од кои е 2012. Збирот на броевите запишани
во темињата на секој рамнокрак триаголник е делив со 3. Определи ја
најголемата можна вредност на n .
Решение. Да ги означиме темињата и броевите запишани во нив со

1 2, ,..., nA A A (означувањето е по модул n ). Бидејќи за секој i триагол-
ниците 1 2i i iA A A  и 1 2 3i i iA A A   се рамнокраки, нивните збирови се
деливи со 3, што значи дека 3(mod3)i iA A  , а истото важи и за

6 9, ,...i iA A  .
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Ако n не е делив со 3, од претходните разгледувања следува дека сите
броеви даваат еднаков остаток при делење со 3. Најголемиот број е
2012 и тој при делење со 3 дава остаток 2. Според тоа, најголемиот
број вакви броеви е 671 и тоа се броевите: 2, 5, 8, 11, ..., 2012.
Нека n е делив со 3. Бидејќи броевите се различни и се помали од
2012, добиваме дека најголемиот можен содржател на 3 е 2010n  .
Навистина, за 2010n  и 2iA i  за секој i , добиваме дека збирот
на броевите запишани во секој рамностран триаголник i j i i jA A A  е

( 2) ( 2) ( 2) 3( 2)i j i i j i         и тој е делив со 3. Конечно, нај-
големата можна вредност е 2010n  .

23. Од група составена од непарен број луѓе секој ден тројца излегуваат
на прошетка. Докажи дека може да се направи таков распоред на
прошетките така што по извесно време секои двајца од групата биле
заедно на прошетка точно три пати.
Решение. Нека групата има 2 1n k  луѓе. Да ги распоредиме n  те
луѓе во темињата на правилен n  аголник. Лесно се докажува дека
секоја дијагонала или страна се јавува или точно три пати како страна
на рамнокрак (но не рамностран) триаголник – два пати како крак и
еднаш како основа или еднаш како страна на рамностран триаголник.
Според тоа, доволно е да избереме распоред во кој секој рамнокрак
(но не рамностран) триаголник соодветствува на една прошетка, а на
секој рамностран триаголник соодветствуваат три прошетки.

24. Во низа се запишани 40 различни броеви од интервалот (0,1) , Позна-
то е дека збирот на броевите кои се на парните места е за 1 поголем од
збирот на броевите кои се на непарните места. Докажи дека во низата
има број кој е помал и од двата нему соседни броја.
Решение. Нека претпоставиме дека не постои таков број. Тоа значи
дека секој број без првиот и последниот има соседен број кој е помал
од него. Од секој број кој се наоѓа на непарно место, без првиот да
повлечеме стрелка кон помалиот број од него. Јасно, не постои број од
кој ќе излегуваат две стрелки, бидејќи тој број ќе биде помал и од
двата нему соседни броја. Според тоа, броевите без првиот и уште
еден број се разбиваат на парови соседни броеви, при што во секој пар
бројот кој е на непарното место е поголем од бројот кој е на парното
место. Бројот на парното место, кој не е употребен, се разликува од
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првиот број за помалку од 1 (двата броја припаѓаат на интервалот
(0,1) . Тоа значи, дека разликата на збирот на броевите кои се на пар-
ните места и збирот на броевите кои се на непарните места е помала
од 1, што противречи на условот на задачата. Конечно, од добиената
противречност следува дека во низата има број кој е помал и од двата
нему соседни броја.

25. Во една држава има n аеродроми. Од секој аеродром има (двосмерни)
авиолинии кон точно три други аеродроми. Од секој аеродром може
да се стигне до секој друг аеродром со најмногу едно прекачување.
Определи ги можните вредности на n .
Решение. Од условот следува 4n  . Од даден аеродром може да се
стигне директно до три други аеродроми, а од секој од нив може
директно да се стигне до најмногу два други аеродроми. Понатаму,
бидејќи од секој аеродором може со најмногу едно прекачување да се
стигне до секој друг аеродром важи 1 3(1 2) 10n     . Вкупниот број
линии е еднаков на половина од збирот 3n на сите појдовни линии од
аеродромите (бидејќи секоја линија е броена два пати), па затоа n е
парен број. Според тоа, n е некој од броевите 4, 6, 8 и 10. Секоја од
овие вредности е можна. Навистина, нека 2n k , 2,3,4,5k  . Во пр-
вите три случаи аеродромите да ги нумерираме од 1 до 2k и за секој i
да го поврземе аеродромот со аеродромите 1, 1,i i i k   (нумера-
цијата е по модул n , па така линиите се двонасочни). При оваа кон-
струкција со едно прекачување од аеродромот i може да се стигне и
до аеродромите 2, 2, 1i i i k    и 1i k  , со што заради 4k  се
исцрпени сите останати аеродроми, па така условот е запазен. Во
случајот 5k  аеродромите да ги означиме со 1 2 3 4 5 1 2, , , , , , ,A A A A A B B

3 4 5, ,B B B и за секои i да го поврземе аеродромот iA со аеродромите

1 1, ,i i iA A B  , а аеродромот iB со аеродромите 2 2, ,i i iB B A  (нумера-
цијата е по модул 5, па така автоматски линиите се двонасочни). При
оваа конструкција со едно прекачување од аеродромот iA може да се
стигне до аеродромите 2iA  и 1iB  преку 1iA  , до 2iA  и 1iB  преку

1iA  и до 2iB  и 2iB  преку iB , со што се исцрпени сите преостанати
аеродроми. На сличен начин добиваме дека од аеродромот iB може да
се стигне до секој друг аеродром.
Според тоа, n може да е секој од броевите 4, 6, 8 и 10.
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