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Pravilni zvjezdasti mnogokuti

Anja Corn} Ljiljana Primorac Gaj&i¢'

Sazetak

Pravilni zvjezdasti mnogokut je geometrijska figura koja se najéesce
susrece u umjetnosti i arhitekturi, ali ima i svoju primjenu pri rjesa-
vanju odredenih optimizacijskih problema. Takva figura nastaje uzas-
topnim spajanjem tocaka (najcesée nesusjednih) koje su pravilno ras-
poredene na kruZznici pri ¢emu se postupak spajanja ponavlja sve dok
se ne vratimo u polaznu tocku. U radu proucavamo njihova geome-
trijska svojstva te predstavljamo njihovu ulogu u umjetnosti i kulturi.

Kljuéne rijeéi: mnogokut, pravilni zvjezdasti mnogokut

Regular star polygons

Abstract

Regular star polygon is a geometric figure most commonly encoun-
tered in art and architecture, but it also has its application in solving
certain optimization problems. This figure is generated by successi-
vely connecting points (most often nonadjacent) that are regularly spa-
ced on the circle, whereby connection is repeated until we return to the
starting point. In this paper, we study their geometrical properties and
present their role in art and culture.

Keywords: polygon, regular star polygon

*Fakultet elektrotehnike, ra¢unarstva i informacijskih tehnologija Osijek, Sveuciliste u
Osijeku, email: anja.corn@ferit.hr
TOdjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, email: ljiljana.primorac@mathos.hr


mailto:anja.corn@ferit.hr
mailto:ljiljana.primorac@mathos.hr
PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk                                               Објавено на 5.2.2023


AnNja CorN, Ljrjana PriMorac Gajcié

1 Uvod

Jeste li se ikada susreli s pojmom "Sivanja" u matematici? Ako jeste, onda
ste najvjerojatnije u osnovnoj skoli "Sivali" razli¢ite mnogokute, slika

Slika 1: "Sivanje" mnogokuta

Ukoliko ste zaboravili ili nikada niste "$ivali" mnogokute, moZete uzeti
papir te konstruirati kruznicu na kojoj pravilno rasporedite npr. 6 tocaka i
stavite pribadace na ta mjesta, te krec¢uci od jedne tocke, koncem poveZzite
svaku drugu to¢ku. Navedeni postupak zavrsite u onom trenutku kada
obidete sve vrhove. Na taj nacin, dobit ¢ete poznatu Davidovu zvijezdu
koja je simbol drzave Izrael, slika[2} Zbog svog oblika, navedeni mnogokuti
dobili su naziv pravilni zvjezdasti mnogokuti.

Slika 2: Davidova zvijezda

Pravilni zvjezdasti mnogokuti su zbog svog zanimljivog izgleda stolje-
¢ima privlacili paznju umjetnika i matemati¢ara. Pravilni {3} zvjezdasti
mnogokut, poznatiji kao pentagram, bio je znak prepoznavanja ucenika pi-
tagorejske skole, a sakralne gradevine iz perioda srednjeg vijeka gotovo su
sigurno ukrasene ornamentima takvog oblika. MoZda je okruZenost pra-
vilnim zvjezdastim mnogokutima i motivirala engleskog nadbiskupa od
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Cathenburyja, matematicara i filozofa Thomasa Bradwardina te je istrazi-
vao njihova geometrijska svojstva. NaZalost, njegove biljeSke ostale su neo-
tkrivene godinama nakon njegove smrti. Johannes Kepler u prvom i dru-
gom poglavlju svoje knjige Harmonices Mundi ili Harmonije svijeta opisivao
je njihova svojstva, ali ih nije nazvao zvjezdastim mnogokutima. Zapravo,
tek je hrvatski matematic¢ar Branko Griinbaum, rodeni Osjecanin, u Keple-
rovom djelu prepoznao definicije koje su se odnosile na zvjezdaste mno-
gokute. Oznaku {%} (koja ¢e poslije biti objasnjena) prvi je uveo Ludwig
Schléfli i ona je danas poznata kao Schliflijev simbol. U 19. stolje¢u poz-
nati matemati¢ar Coxeter predstavio je detaljnu teoriju pravilnih zvjezdas-
tih mnogokuta dokazavsi brojna geometrijska svojstva, a nekoliko godina
kasnije predstavio je teoriju zvjezdastih poliedara.

2 Pravilni zvjezdasti mnogokuti

Pravilni zvjezdasti mnogokuti nastaju uzastopnim spajanjem tocaka (naj-
¢esc¢e nesusjednih) koje su pravilno rasporedene na kruznici pri ¢emu se
postupak spajanja ponavlja sve dok se ne vratimo u polaznu tocku.

Definicija 2.1. Neka su 71 p nenegativni cijeli brojevi, te neka je na kruznici
k na medusobno jednakim udaljenostima rasporedeno n to¢aka. Poveziva-
njem svake p-te tocke dobiva se konkavna figura koju zovemo pravilni {%}

zvjezdasti mnogokut. Broj p naziva se gustocom zvjezdastog mnogokuta.

Uo¢imodazap =kip =n—k k <n,k € N, dobivamo isti pravilni zvjez-

dasti mnogokut, slika@ Stoga bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpos-
n

taviti p < 5
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(b) pravilni {8} zvjezdasti
mnogokut

(a) pravilni {§} zvjezdasti mno-
gokut

Slika 3: Sukladni pravilni zvjezdasti mnogokuti
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Pravilni zvjezdasti mnogokut za koji je p = 0 Cesto se izostavlja iz raz-
matranja buduéi da njegovi vrhovi nisu medusobno povezani i za njega ne
definiramo unutarnji kut, a ne mozemo ra¢unati niti povr$inu. Takav mno-
gokut zovemo diskretnom zvijezdom. Ukoliko je p = 1, pravilni zvjezdasti
mnogokut je zapravo pravilni mnogokut s n vrhova, a ukoliko spojimo na-
suprotne vrhove, tj. p = 4, pri¢emuje n paran broj, dobivena figura naziva
se asterisk. Primijetimo da se za p > 1 stranice pravilnog zvjezdastog mno-
gokuta medusobno presijecaju, ali njihove presje¢ne tocke ne ubrajamo u
vrhove ovakvog mnogokuta, slika

Slika 4: Pravilni {%} zvjezdasti mnogokut nakon jednog obilaska vrhova

Promatrajuci sliku [3(a)]i sliku [ zaklju¢ujemo kako je u nekim slucaje-
vima moguce obici sve vrhove u jednom potezu, dok u drugim crtanje pra-
vilnog zvjezdastog mnogokuta zavrsi ve¢ nakon par koraka unato¢ tome
Sto svi vrhovi nisu posje¢eni. Razlog tome leZi u ¢injenici da su u prvom
slu¢aju n i p relativno prosti, dok u drugom slucaju n i p imaju zajednickog
djelitelja. Ukoliko svi vrhovi nisu posjeceni, tada u sljede¢em koraku pro-
izvoljno odaberemo slobodni vrh te ponavljamo postupak sve dok se svi
vrhovi ne posjete to¢no jedanput.

U ovom ¢lanku proucavat éemo pravilne zvjezdaste mnogokute u kojima
su 1 i p relativno prosti brojevi i takve mnogokute nazivamo jednostavnim
pravilnim zvjezdastim mnogokutima.

2.1 Geometrija pravilnih zvjezdastih mnogokuta

Znacajan doprinos razumijevanju pravilnih zvjezdastih mnogokuta dao je

spomenuti matematicar Coxeter, koji je dokazao da je unutarnji kut pri

vrhu pravilnog {%} zvjezdastog mnogokuta mjere 180° — @p. Ako u

pravilnom zvjezdastom mnogokutu istaknemo tocku Ty kao polaznu te

o

360
tocke Ty i Ty, tada se tocka Ty rotacijom za kut mjere — 2p oko sre-

dista S kruZznice na kojoj leZze vrhovi promatrane figure, preslika u tocku
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T>p. Tada je kut £TyST>, mjere 360° — 36710 2p. Bududi da je kut £TST)

sredisnji kut nad tetivom To Ty, kut £TyT, T2y je obodni kut nad istom te-
360°
p, (1.
Unutar svakog { % } pravilnog zvjezdastog mnogokuta mozemo uociti { ;2 }
pravilni zvjezdasti mnogokut pa zaklju¢ujemo da unutar danog {%} pra-

vilnog zvjezdastog mnogokuta postoji p pravilnih zvjezdastih mnogokuta
¢ija se gustoca razlikuje za 1, slika

tivom i stoga mjere 180° —

Slika 5: Pravilni {5}, {8} i {}} zvjezdasti mnogokuti

Osim toga, svaki pravilni {%} zvjezdasti mnogokut moZemo rastaviti na

1 4 np — n geometrijskih figura u koje ubrajamo deltoide, jednakokrac¢ne
trokute i pravilni mnogokut. Ukoliko je p > 1, u rastavu imamo 7 trokuta
in(p —2) deltoida, slikale]

Slika 6: Pravilni { % } zvjezdasti mnogokut s istaknutih 8 trokuta i 8 deltoida

Neka je s R oznacen polumjer kruZnice opisane pravilnom {%} zvjezdas-
tom mnogokutu. Povrsinu ove geometrijske figure dobivamo na nacin da
od povrsine pravilnog mnogokuta s n vrhova oduzmemo povrsinu n suk-
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ladnih jednakokracnih trokuta s krakovima koji se podudaraju s krakovima
pravilnog zvjezdastog mnogokuta.

Stoga najprije izra¢unajmo povrsinu pravilnog mnogokuta. Radi lakseg
rac¢unanja, mnogokut ¢emo podijeliti na n sukladnih jednakokra¢nih tro-
kuta s krakovima duljine R i kutom pri vrhu S, koji iznosi & = @, slikal?}
Povrsina takvog trokuta je

360°

1 .
PATOSTl = §R2 sin

pa je povrsina pravilnog mnogokuta oblika

360°

P{%} =n- PATOSTl = gRZ sin
Kako bismo odredili povrsinu pravilnog zvjezdastog mnogokuta, preostaje
jo$ odrediti povrsinu trokuta TyAoT;. Naime, svi ostali trokuti T;A;T; 1,
Vi € {0,...,n—1}, gdje su tocke A; sjecista duzina koje spajaju vrhove pra-
vilnog zvjezdastog mnogokuta, medusobno su sukladni buduéi da imaju
sukladne krakove i sukladne kutove medu njima. Kao $to smo ve¢ spome-
nuli, unutar {%} mnogokuta, postoji {%} mnogokut kojemu unutarnji

kut pri vrhu iznosi = 180° — 3600%1, a kako je on vrsni kut s kutom

nasuprot osnovici u jednakokra¢nom trokutu T;A;T;;1, oni su iste mjere,
slika

Slika 7: Pravilni {3} zvjezdasti mnogokut

Preostaje jo$ izrac¢unati duljinu kraka {%} pravilnog zvjezdastog mnogo-
kuta. Promotrimo trokute TySTy i TgAgT;. 1z trokuta TyST; dobivamo da
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je
180°
|ToT;| = 2R sin T

a iz trokuta Ty ATy
-1
IToTa| = 2asin (90° — 180° P2
n
_ op—1
= 2acos (180 " )

Izjednacavanjem te dvije jednakosti dobivamo duljinu kraka

.- 180°
cos (1800%)

Povrsina trazenog trokuta je
1,5 . o op—1
Patyap7, = 5a°sin(180° — 360 PT)

_ 1 2 oP — 1

= 54"sin (360 T)
Stoga, povrsinu { %} pravilnog zvjezdastog mnogokuta ra¢unamo po for-
muli:

P{%} :P{%} _n'PATvoTl

_Ez. 3600_52. opfl
P{%} = 2R sm—n 211 sin (360 — )

Uvrstimo li (1) u prethodni izraz i iskoristimo li formulu za sinus dvostru-
kog kuta, dobivamo sljedec¢u formulu za povrsinu:

180° 180° 180° . 180°(p —1
80 (cos 80 in 80 -t 80%(p )) )

_ 2
P{%} = nR*"sin — " "
Kako pravilni {%} zvjezdasti mnogokut sadrzi 2n kraka duljine 4, tada nje-
gov opseg racunamo po formuli O = 2naq, .
sin 180°
0= ZnR—"l. (©)]
cos (180O p%)
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Primjer 1. Vrtlar Maksim Zeli u svome vrtu posaditi cvije¢e u obliku pra-
vilnog {1} zvjezdastog mnogokuta. S obzirom da Maksim Zeli da su su-
protni vrhovi pravilnog zvjezdastog mnogokuta udaljeni 2 m, odredite po-
vrsinu prekrivenu cvijecem.

RjeSenje. Suprotni vrhovi pravilnog zvjezdastog mnogokuta udaljeni su 2
m, . polumjer kruZnice na kojoj oni leze je 1 m, pa povriinu { { } pravilnog
zvjezdastog mnogokuta ratunamo po formuli (2):

P =10-1%-sin18°(cos 18° — sin 18° - tg36°) = 2,245.
Stoga je povrsina vrta prekrivena cvije¢em jednaka 2.245 m?. <

Primjer 2. Vrtlar Maksim sada Zeli ograditi cvjetnjak Zicom tako da se na
krajevima svakog kraka postavi stupac koji ¢e drzati zicu. Koliko metara
zice i koliko stupaca je potrebno da se ogradi cvjetnjak?

Rjesenje. Kako bismo odredili koliko je potrebno metara Zice najprije ¢emo
izratunati opseg cvjetnjaka. Opseg cvjetnjaka ra¢unamo po formuli (3).
Stoga je:

sin 18°
0=2-10-1-——— =7,64.
cos 36°

Odnosno, potrebno je 7, 64 m Zice.

Odredimo sada i broj potrebnih stupaca. Broj stupaca jednak je zbroju broja
vrhova i broja presjecnih tocaka koji odgovara broju vanjskih deltoida u
pravilnom zvjezdastom mnogokutu. Naime, presjecne tocke su 2 vrha del-
toida, no kako je jedna presjecna tocka vrh dvama deltoidima, dobivamo

da je broj presje¢nica jednak 210 10 buduci da presjecne tocke brojimo

dvaput. Stoga je broj stupaca jednak 10 + 10 = 20. <

3 Pravilni zvjezdasti mnogokuti u kulturi i
umjetnosti

Zvjezdasti mnogokuti pojavljuju se na raznim mjestima u umjetnosti i kul-
turi te nisu nuZzno uvijek pravilni, ali su simetri¢ni. Ukoliko se pojavljuju
na zastavi neke drzave, tada predstavljaju jedinstvo unutar te drzave. Zbog
velike raznolikosti i rasprostranjenosti, mi ¢emo pokazati samo neke za-
nimljive primjene pravilnih zvjezdastih mnogokuta.
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Pravilni {3 } zvjezdasti mnogokut, koji se popularnije naziva pentragram,
poznat je jos iz anti¢kog razdoblja gdje je predstavljao planete: Merkur, Ve-
neru, Mars, Jupiter i Saturn te je simbolizirao vje¢nost. U srednjem vijeku,
pentagram je sluzio u magijske svrhe te su ga takoder koristili umjetnici
i graditelji. Danas se obrnuti pentagram povezuje s okultizmom i crnom
magijom. Spomenut éemo jos§ i pravilni { g } zvjezdasti mnogokut koji je uz
pentagram najrasprostranjeniji u svijetu. U judaizmu je poznat kao Davi-
dova zvijezda ¢iji krakovi simboliziraju Sest dana stvaranja svijeta, no tako-
der se koristi i u mnogim drugim religijama s razli¢itim znacenjima.

Pravilni zvjezdasti mnogokuti pojavljuju se na zastavama mnogih dr-
zava. Najzastupljeniji je ponovno pentagram koji pronalazimo na zasta-
vama drZava, a takoder krasi i zastavu Europske unije te simbolizira ideal
jedinstva, solidarnosti i sklada medu narodima Europe. Australija i Jordan
na svojim zastavama imaju pravilne {%} zvjezdaste mnogokute, dok Azer-
bajdzan ima pravilni {§} zvjezdasti mnogokut. Zastava Republike Hrvat-
ske sadrzi dva pravilna {§} zvjezdasta mnogokuta. Jedan se nalazi unutar
najstarijeg poznatog hrvatskog grba, dok se drugi pravilni zvjezdasti mno-
gokut nalazi unutar grba Slavonije, slika

Slika 8: Grb Republike Hrvatske

Pravilni zvjezdasti mnogokuti svoju su primjenu pronasli i u poploc¢avanju
podova i stropova raznih gradevina kao $to su katedrale, dvorci, muzeji,
crkve i grobovi, slika[9] Tako je poplocavanje ravnina pravilnim konveks-
nim mnogokutima poznato jo$ od davnina, tek je 1619. godine prvi puta
matematicki obradeno u Keplerovom djelu Harmonije svijeta.
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Slika 9: Poploc¢ani pod u Crkvi Kristova uskrsnuéa u St. Peterburgu, Rusija,
slika preuzeta sa stranice [4]
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