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Проблематична е веродостојноста на 

тврдењата во науките, каде нема примена на 

ниту една математичка дисциплина, т.е. кои 
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Книгава содржи целосен опфат на разработуваниот материјал, кој е неоп-

ходен за натамошното изучување на математичката анализа. Всушност оваа книга 

е воведна во серијата книги под заеднички наслов МАТЕМАТИЧКА АНАЛИЗА. 

Материјалот е поделен на три глави, и тоа:  
 

1. Елементи од теоријата на множествата, математички структури и 

реални броеви,  

2. Низи реални броеви, и  

3. Граница на функција во точка. Непрекинати функции  
 

Во првата глава постапно се конструирани множествата RQZN ,,,  и C . 

Притоа посебно внимание е посветено на воведувањето на реалните броеви, како 

класи на еквиваленција на Кошиеви низи рационални броеви. Заради целовитост 

на излагањата, се разработени и некои содржини од алгебрата и топологијата, а 

дел од излагањата се во функција на натамошното изучување на математичката 

анализа. На читателот му препорачувам при првичното разработување на изложе-

ниот материјал, нив да не ги изучува. Ова особено се однесува на параграфите 26, 

27, 28 и 29, како и на задачите сврзани со оваа материја.  
 

Втората глава е посветена на низите реални броеви. Воведени се поимите 

конвергентни и дивергентни низи, монотони низи, поднизи, нула низи, горна и 
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повеќе својства. Во рамките на оваа глава е дадено претставувањето на реалните 

броеви со бесконечни десетични дропки, се разработени непребројливите множе-

ства, а посебно внимание е посветено на Канторовото множество. Како и во прва-

та глава и овде се поместени содржини кои се во функција на натамошното изучу-

вање на математичката анализа, кои слободно може да се изостават при првото 

усвојување на изложениот материјал.  
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I  ГЛАВА  
 

ЕЛЕМЕНТИ ОД ТЕОРИЈА НА  
МНОЖЕСТВА, МАТЕМАТИЧКИ  
СТРУКТУРИ И РЕАЛНИ БРОЕВИ  
 
 
1.  ЕЛЕМЕНТИ ОД ТЕОРИЈА НА МНОЖЕСТВА  
 
1.1. Поимот множество е основен поим во современата математика и 

истиот не го дефинираме, туку сметаме дека интуитивно е јасно што е тоа мно-
жество. Како синоним на зборот множество ќе ги користиме зборовите: севкуп-
ност, фамилија и класа. Објектите од кои е составено едно множество ги нареку-
ваме негови елементи или точки. За едно множество ќе сметаме дека е определе-
но, ако за секој објект можеме да кажеме дали припаѓа или не припаѓа на тоа мно-
жество.  
 

Нека A  е множество. Ако елементот x  припаѓа на множеството A , то-
гаш пишуваме Ax , а ако елементот x  не припаѓа на множеството A , тогаш 
пишуваме Ax .  
 

Во натамошните разгледувања ќе ги користиме следниве начини на зада-
вање на множествата.  
 

i) Задавање на множествата со помош на набројување на неговите еле-
менти. На пример, нека множеството A  е составено од елементите , , ,...,a b c k . 

Тогаш, ја користиме ознаката { , , ,..., }A a b c k .  
 

ii) Задавање на множествата со наведување на својство на неговите 
елементи. Во секоја математичка задача најчесто ги разгледуваме елементите на 
точно определено множество A , кое понекогаш го нарекуваме основно множест-
во. Притоа потребно е да ги одделиме елементите кои задоволуваат одредено 
својство P  (пишуваме ( )P x ), или не го задоволуваат својството P . Со помош на 

својството P  одделуваме множество од сите елементи на A , кои го имаат својст-
вото P . Ова множество го означуваме со { | ( )}x A P x  или { | ( )}x P x .  
 

Од практична гледна точка допуштаме егзистенција на множество без 
елементи, кое го нарекуваме празно множество. Притоа сметаме дека постои са-
мо едно празно множество, кое го означуваме со симболот  .  
 

1.2. Дефиниција. За множеството A  ќе велиме дека е подмножество од 
множеството B  ако од Ax  следува Bx . Притоа означуваме BA  или 

AB  .  
 

За множествата A  и B  ќе велиме дека се еднакви ако BA  и AB  . 
Притоа пишуваме BA  .  
 

Ако BA  и B  содржи елемент кој не припаѓа на A , тогаш ќе велиме 
дека A  е вистинско подмножество од B  и пишуваме BA  или AB  .  
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За празното множество сметаме дека е подмножество од секое множество 
A . Од претходната дефиниција непосредно следува дека AA , но A  не е 
вистинско подмножество на самото себе.  

 
1.3. Теорема. За секои множества ,A B  и C , точни се следните тврдења:   

 

i) A A ,  
 

ii) Ако A B , тогаш B A .  
 

iii) Ако A B  и B C , тогаш A C .  
 

iv) Ако A B  и B C , тогаш A C .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефиницијата 1.2. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  
 

1.4. Дефиниција. Унија на множествата A  и B  го нарекуваме мно-
жеството C , кое се состои од сите елементи кои припаѓаат барем на едно од 
множествата A  и B . Притоа означуваме C A B  .  
 

Според тоа, { | }A B x x A x B    ili . 

 
1.5. Дефиниција. Пресек на множествата A  и B  го нарекуваме 

множеството C , кое се состои од сите елементи кои припаѓаат на секое од мно-
жествата A  и B . Притоа означуваме C A B  .  
 

Според тоа, { | }A B x x A x B    i . 

 
1.6. Дефиниција. За множествата A  и B  ќе велиме дека се дисјунктни 

ако  BA .  
 

1.7. Теорема. За секои множества BA,  и C , точни се следните тврдења: 
 

i) AA  , A .  
 

ii) ; ; ;A B A A B B A A B B A B        .  
 

iii) ; ,A A A A A A     (закони за идемпотентност).  
 

iv) ; ,A B B A A B B A       (комутативни закони).  
 

v) CBACBA  )()( ;  

,)()( CBACBA   (асоцијативни закони).  
 

vi) ( ) ; ( ) ,A A B A A A B A       (закони за апсорпција).  
 

vii) BAx   ако и само ако Ax  или Bx , и  
 

BAx   ако и само ако Ax  и Bx .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 1.4 и 1.5. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.   
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1.8. Забелешка. Нека T  е произволно множество индекси и нека за секој 
t T  е зададено множество tA . Унија и пресек на множествата tA , t T , опреде-

луваме аналогно како во дефинициите 1.4 и 1.5 со релациите  
 

00{ |  постои   t.d.  }t t
t T

A x t T x A


    и { |  , за секој  }t t
t T

A x x A t T


   , 

 

соодветно.  
 

1.9. Теорема. За секои множества TtX t ,  и Y  точни се равенствата  
 

i) )()( YXYX
Tt

t
Tt

t 

 , и  

 

ii) )()( YXYX
Tt

t
Tt

t 

  

 

Доказ. i) Нека YXx
Tt

t 


)( . Според тоа, )(
Tt

tXx


  и Yx , што 

значи Yx  и постои Tt 0  таков да 
0t

Xx . Затоа, постои Tt 0  таков да 

YXx t 
0

, т.е. )( YXx
Tt

t 

 . Конечно,  

 

)()( YXYX
Tt

t
Tt

t 

 .    (1) 

 

Нека )( YXx
Tt

t 

 . Според тоа, постои Tt 1  таков да YXx t 

1
, 

што значи Yx  и постои Tt 1  таков да 
1t

Xx . Затоа, Yx  и )(
Tt

tXx


 , т.е. 

YXx
Tt

t 


)( . Конечно  

 

)()( YXYX
Tt

t
Tt

t 

 .    (2) 

 

Сега тврдењето следува од (1) и (2).  
 

Равенството под ii) се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на чита-
телот за вежба.   
 

1.10. Дефиниција. Разлика на множествата A  и B  го нарекуваме мно-
жеството C , кое се состои од сите елементи на множеството A  кои не припаѓаат 
на множеството B . Означуваме \C A B . Според тоа, \ { | } i A B x x A x B   .  

 
1.11. Тврдењата искажани во следната теорема непосредно следуваат од 

дефиницијата на разликата на множества, па затоа истите нема да ги докажуваме. 
Пожелно е овие тврдења читателот да ги докаже за вежба.  
 

Теорема. За секои множества A  и B  важи.  
 

i) \ , \ , \A A A A A       .  
 

ii) BAx \  ако и само ако Ax  или Bx .  
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iii) Ако A B , тогаш \ ( \ )A B B A .  
 

iv) BA \  ако и само ако BA .  
 

v) ABA \  ако и само ако  BA .   
 

1.12. Дефиниција. Нека е дадено множеството X  и A X . Комплемент 

на A  во однос на X  го нарекуваме множеството \cA X A . Според тоа,  
 

{ |  и }cA x x X x A   . 
 

Својствата iii) и iv) од следнава теорема се познати како Де Морганови 
закони.  
 

1.13. Теорема. Нека XBA , . Тогаш, точни се равенствата  
 

i) AAcc )(  

ii) BA  ако и само ако AB cc  .  

iii) BABA ccc  )( .  

iv) BABA ccc  )( .  
 

Доказ. i) Равенството AAcc )(  следува од AxAxAx ccc  )( . 
 

iii) ( )  и  и c c c c cx A B x A B x A x B x A x B x A B              .  

 
1.14. Дефиниција. Декартов производ на множествата A  и B  го наре-

куваме множеството C , во ознака C A B  , кое се состои од сите подредени 
парови ( , )x y , каде што ,x A y B  . Притоа, 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y  ако и само ако 

1 2 ,x x  1 2y y .  
 

Според тоа, },|),{( ByAxyxC  .  

 
Аналогно дефинираме Декартов производ на множествата , 1,2,iA i   

...,n . Имено,  
 

},...,2,1,|),...,,{(... 2121 niAaaaaAAA iinn  . 

 
1.15. Теорема. i)  BA  за секои множества A  и B .  

 

ii) Ако 2121 , BBAA  , тогаш 2211 BABA  .  
 

Доказ. ii) Ако 11),( BAyx  , тогаш 1Ax  и 1By  и бидејќи 21 AA   и 

21 BB   добиваме 2Ax  и 2By . Според тоа, 22),( BAyx  , што значи 

2211 BABA  .   
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2.  ПРЕСЛИКУВАЊА. ФУНКЦИИ  
 

2.1. Дефиниција. Нека A  и B  се две непразни множества. Ако на секој 
елемент Ax  му е придружен, по некое правило f , еднозначно определен еле-

мент By , тогаш велиме дека f  е пресликување (функција) од A  во B  и пишу-

ваме BAf : . За елементот By   велиме дека е слика на елементот Ax  и 

означуваме )(xfy  . Множеството A  го нарекуваме домен, а множеството B - 

кодомен на пресликувањето f .  
 

За две пресликувања BAf :  и DCg :  ќе велиме дека се еднакви 

ако DBCA  ,  и за секој x A  важи )()( xgxf  .  

 
2.2. Дефиниција. Нека BAf :  и AA 0 . Функцијата BAf 00 : , 

дефинирана со )()(0 xfxf   ја нарекуваме рестрикција на функцијата f  на 

множеството 0A , а функцијата f  ја нарекуваме проширување на функцијата 0f  

на множеството A .  
 

2.3. Дефиниција. Нека :f A B . График на функцијата f  го наре-

куваме множеството ( ) {( , ) | ( , ) , ( )}G f x y x y A B y f x    . Јасно, ( )G f A B  .  

 
2.4. Забелешка. Најголемиот дел од нашите натамошни разгледувања ќе 

биде посветен на изучувањето на таканаречените реални функции, како и на нив-
ната геометриска интерпретација во правоаголен (Декартов) координатен систем, 
кој ќе го воведеме во 18.9.  
 

2.5. Дефиниција. Нека A  е произволно непразно множество. Пре-
сликувањето AAI A :  дефинирано со xxI A )( , за секој Ax , го нарекуваме 

идентично пресликување.  
 

2.6. Дефиниција. Нека :f A B  и :g B C  се две пресликувања. За 

секој x A  ставаме ( ) ( ( ))h x g f x  и добиваме пресликување :h A C  кое го 

нарекуваме композиција на пресликувањата f  и g , и го означуваме со h g f  .  

 
2.7. Теорема. а) Ако :f A B , тогаш Af I f  и BI f f .  

 

б) Ако :f A B , :g B C  и :h C D , тогаш ( ) ( )h g f h g f    . 
 

Доказ. а) Пресликувањата Af I  и f  имаат исти домени и кодомени и 

притоа за секој x A  важи ( )( ) ( ( )) ( )A Af I x f I x f x  , па затоа Af I f .  
 

Аналогно се докажува дека BI f f .  
 

б) Пресликувањата ( ) и ( )h g f h g f     имаат ист домен A  и кодомен 

D  и притоа за секој x A  важи  
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( ( ))( ) (( )( )) ( ( ( )))

( )( ( )) (( ) )( ),

h g f x h g f x h g f x

h g f x h g f x

 
 

  
  

 

 

од што следува ( ) ( )h g f h g f    .  

 
2.8. Дефиниција. За пресликувањето :f A B  ќе велиме дека е ин-

јекција ако од 1 2( ) ( )f x f x  следува 1 2x x .  
 

За пресликувањето :f A B  ќе велиме дека е сурјекција ако за секој 

y B  постои x A  таков да ( )y f x , т.е. секој елемент на B  е слика на барем 

еден елемент на A .  
 
2.9. Теорема. Ако :f A B  и :g B C  се  

 

а) инјекции      
б) сурјекции  

 

тогаш соодветното својство го има и нивната композиција.  
 

Доказ. а) Нека f  и g  се инјекции. Ако 1 2,x x A  се такви да  
 

1 2( )( ) ( )( )g f x g f x  , 
 

тогаш 1 2( ( )) ( ( ))g f x g f x  и бидејќи g  е инјекција добиваме 1 2( ) ( )f x f x . Но, 

f  е инјекција, па од последното равенство следува 1 2x x , што значи дека g f  

е инјекција.  
 

б) Нека f  и g  се сурјекции. Бидејќи g  е сурјекција, добиваме дека за 

секој z C  постои барем еден y B  таков да ( )z g y , (може да постојат и по-

веќе елементи во B  со ова својство). Избираме еден од овие елементи y  и бидеј-

ќи f  е сурјекција, следува дека постои елемент x A  таков да ( )y f x . Според 

тоа, за секој z C  постои x A  таков да ( ( )) ( )g f x g y z  , што значи дека 

g f  е сурјекција.   

 
2.10. Дефиниција. Пресликувањето :f A B  го нарекуваме биекција 

ако е и инјекција и сурјекција.  
 

Според тоа, f  е биекција ако за секој елемент y B  постои еден и само 

еден елемент x A  таков да ( )y f x .  
 

Очигледно, за секое непразно множество A  идентичното пресликување 

AI  е биекција.  

 
2.11. Теорема. Ако пресликувањата :f A B  и :g B C  се биекции, 

тогаш и нивната композиција g f  е биекција.  
 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 2.9.  
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2.12. Дефиниција. Ако :f A B  е биекција, тогаш со ( )g y x , за секој 

y B , ако и само ако ( )y f x  дефинираме пресликување :g B A  кое го наре-

куваме инверзно на пресликувањето f . Ја прифаќаме ознаката 1g f  .  

 
2.13. Теорема. Ако :f A B  е биекција, тогаш инверзното преслику-

вање 1 :f B A   е биекција.  
 

Доказ. Од дефиницијата 2.12 следува дека 1f   е пресликување од B  во 

A . Ако 1 1
1 2( ) ( )f y x f y   , тогаш 1 2( )y f x y  , т.е. 1f   е инјекција. Ако 

x A , тогаш 1( )x f y  каде што ( )y f x , што значи дека 1f   е сурјекција.  

 
2.14. Доказот на следното тврдење непосредно следува од дефинициите 

на идентичното и инверзното пресликување. Деталите ги оставаме на читателот за 
вежба.  
 

Теорема. За секое множество A  важи 1
A AI I  .  

 

2.15. Лесно се докажува точноста на следните тврдења. Доказите, исто 
така ги оставаме на читателот за вежба.  
 

Теорема. Ако :f A B  и :g B C  се биекции, тогаш  
 

а) 1 1( )f f      б) 1
Bf f I   

 

в) 1
Af f I     г) 1 1 1( )g f f g    .   

 
 
 
3.  ЕКВИВАЛЕНТНИ МНОЖЕСТВА 

 
3.1. Дефиниција. За множествата A  и B  велиме дека се еквивалентни, 

во ознака ~A B , ако постои биекција f  од A  во B .  

 
3.2. Теорема. За секои множества A , B  и C  важи  

 

i) ~A A .  
 

ii) Ако ~A B , тогаш ~B A .  
 

iii) Ако ~A B  и ~B C , тогаш ~A C .  
 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 2.13 ii), 2.14 i) и 2.11 iii).  
 

3.3. Теорема. а) Ако 1 1 2 2 1 2 1 2~ , ~ , ,A B A B A A B B    , тогаш  
 

1 2 1 2~A A B B  . 
 

б) Ако ~i iA B , i I  и i jA A   , i jB B   , за i j , тогаш  
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~i i
i I i I

A B
 
  .  

 

Доказ. Нека 1 1 1 2 2 2: , :f A B f A B   се биекции и да ставиме  
 

1 1

2 2

( ),  ако  
( )

( ),  ако  

f x x A
f x

f x x A


  

 

 

Од 1 2A A    следува дека за секој 1 2x A A   постои еден и само 

еден 1 2y B B   таков да ( )f x y . Значи дека f  е пресликување од 1 2A A  во 

1 2B B .  
 

Нека 1 2 1 2( ) ( )f x f x B B   . Од 1 2B B   следува дека или  
 

1 2 1( ) ( )f x f x B   или 1 2 2( ) ( )f x f x B  . 
 

Ако 1 2 1( ) ( )f x f x B  , тогаш 1 1 1 2( ) ( )f x f x  и бидејќи 1f  е инјекција, добиваме 

1 2x x . Ако 1 2 2( ) ( )f x f x B  , тогаш 2 1 2 2( ) ( )f x f x  и бидејќи 2f  е инјекција, 

добиваме 1 2x x . Според тоа, од 1 2( ) ( )f x f x  следува 1 2x x , т.е. f  е инјек-

ција.  
 

Ако 1 2y B B  , тогаш или 1y B  или 2y B . Но, 1f  и 2f  се сурјекции, 

па затоа или постои 1 1x A  таков да 1 1( )f x y  или постои 2 2x A  таков да 

2 2( )f x y , од што следува дека f  е сурјекција.  
 

Значи, f  е биекција од 1 2A A  во 1 2B B , т.е. 1 2 1 2~A A B B  .  
 

б) Постапете аналогно како во доказот под а).  
 
3.4. Теорема (Кантор-Бернштајн). Нека 1 2A A A  . Ако 2~A A , 

тогаш 1~A A .  

Доказ. Нека f  е биекција меѓу A  и 2A . Со f  е дадена биекција меѓу 

1A A  и множество 3 2A A . Ако претходното размислување го повториме за 

множествата 1 2 3, ,A A A , добиваме дека со f  е дадена биекција меѓу 2 1A A  и 

множество 4 3A A . Продолжувајќи ја постапката, конструираме низа множества 

1 2 3 4 ...A A A A A      таква, што  
 

2 1 2 2 4~ , ~ , ~ ,...A A A A A A .  
 

Од конструкцијата на множествата следува дека:  
 

1 2 3

1 2 3 4

2 3 4 5

\ ~ \

\ ~ \

\ ~ \

..........................

A A A A

A A A A

A A A A
    (1) 

Ако ставиме 0
0

,i
i

B A A A



  , добиваме:  
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1 1 2 2 3 3 4( \ ) ( \ ) ( \ ) ( \ ) ...A A A A A A A A A B       
 

1 1 2 2 3 3 4 4 5( \ ) ( \ ) ( \ ) ( \ ) ...A A A A A A A A A B       
 

Од 1n nA A   следува дека множествата во заградите во претходните две 

равенства се заемно дисјунктни. Според (1) исто потцртаните множества се ек-
вивалентни, а останатите се по парови еднакви, па од теорема 3.3 б) следува 

1 ~A A .  

 
 
 

4. БИНАРНИ РЕЛАЦИИ  
 

4.1. Дефиниција. Ако M  е множество, тогаш секое подмножество   од 
M M  го нарекуваме релација во M . Притоа наместо ( , )x y   често пати ќе 

пишуваме x y  и ќе читаме “ x  е во релација   со y ”. 
 

4.2. Дефиниција. За релацијата   ќе велиме дека е:  
 

- рефлексивна, ако x x , за секој x M ,  
 

- симетричка, ако од x y  следува y x , и  
 

- транзитивна, ако од x y  и y z  следува x z .  
 

За релацијата   ќе велиме дека е релација на еквиваленција (еквивалент-
ност) ако таа е рефлексивна, симетрична и транзитивна.  
 

4.3. Пример. За секое множество M  релациите  
 

{( , ) | }M x x x M    и  = M M  
 

ги нарекуваме дијагонала и универзална релација во M , соодветно. Јасно, овие 
две релации се релации на еквиваленција.  
 

4.4. Нека   е релација во множеството M  и нека x M . Да го разгле-
даме множеството  
 

{ |  и }x y y M x y   .     (1) 
 

Со помош на множествата од обликот (1) ќе дадеме карактеризација на 
релациите на еквиваленција во множеството M . За таа цел ќе ја докажеме 
следната теорема.  
 

Теорема. Релацијата   е еквивалентност во M  ако и само ако за секои 
,x y M  важи 

 и ( )x x x y x y         .    (2) 
 

Доказ. Нека   е еквивалентност во M . Од рефлексивноста следува дека 

x x . Нека x y    , т.е. постои z M  таков да x z  и y z . Ако a x , 
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тогаш x a  и како x z  и y z  од симетричноста и транзитивноста следува y a , 

што значи a y . Според тоа, x y  . Аналогно се докажува дека y x  , 

што значи x y  . Конечно, точно е тврдењето (2).  
 

Нека претпоставиме дека за секои ,x y M  е точно тврдењето (2). Од 

x x  следува дека релацијата   е рефлексивна. Нека x y , т.е. y x . Но, тоа 

значи дека y x y   , па од (2) имаме x y  , од што следува дека y x , 

т.е. y x . Според тоа, релацијата   е симетрична. Нека x y  и y z . Тогаш, x y  

и z y , т.е. y x z   . Сега, од (2) следува дека x z  , па затоа z x , 

односно x z . Со тоа докажавме дека релацијата   е и транзитивна, што заедно 
со претходно докажаното повлекува дека   е еквивалентност.   

 
4.5. Дефиниција. Ако   е еквивалентност во множеството M , тогаш за 

множеството x M   велиме дека е класа на еквивалентноста   со претставник 
x .  
 

4.6. Забелешка. Од теоремата 4.4 следува дека секоја еквивалентност   
го разбива множеството M  на дисјунктни класи на еквивалентност. Класите на 
еквивалентност формираат множество  
 

| { | }M x x M
       (3) 

 

кое го нарекуваме фактор-множество на M  во однос на  .  
 

4.7. Дефиниција. За релацијата   ќе велиме дека е антисиметрична ако 
од x y  и y x  следува x y .  
 

За релацијата   ќе велиме дека е релација на подредување (подредување) 
ако таа е рефлексивна, антисиметрична и транзитивна.  
 

За релацијата   ќе велиме дека е потполно подредување ако таа е подре-
дување и ако  
 

x y  или y x , за секои ,x y M .   (4) 
 

Подредувањето кое не го задоволува условот (4) го нарекуваме делумно.  
 

4.8. Теорема. Ако   е подредување на множеството M  и ако релацијата 

1  е определена со  
 

1x y  ако и само ако x y  и x y    (5) 
 

тогаш 1  не е рефлексивна и е транзитивна релација во M .  
 

Доказ. Од (5) следува дека релацијата 1  не е рефлексивна. Нека 1x y  и 

1y z . Од (5) добиваме x y , x y , y z , y z . Од транзитивноста на   
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следува дека x z  и притоа не може да биде x z , бидејќи тогаш од x y  и y x  

ќе следува x y . Значи, 1x z , т.е. релацијата 1  е транзитивна.   

 
4.9. Дефиниција. Ако во едно множество M  е зададено фиксно по-

дредување  , тогаш за M  ќе велиме дека е подредено множество.  
 

Притоа, наместо ознаката x y  обично ќе ја користиме ознаката x y . 

Според тоа, имаме  
 

i)   x x , за секој x M ,  
ii)  ако x y  и y x , тогаш x y  и  

iii) ако x y  и y z , тогаш x z .  
 

Соодветната релација 1  дефинирана со (5) ќе ја означуваме се  , т.е.  
 

x y  ако и само ако x y  и x y .    (6) 

 
Во натамошните разгледувања под подредување ќе подразбираме потпол-

но подредување, и во таа смисла за едно множество M  ќе велиме дека е подре-
дено ако соодветното подредување е потполно. Така, важи следното тврдење.  
 

4.10. Теорема. Ако M  е подредено множество и ако ,x y M , тогаш 

еден и само еден од следните три услови е исполнет  
 

x y ,  x y ,  y x .      (7) 

 
 
 

5. ВНАТРЕШНА БИНАРНА ОПЕРАЦИЈА. ПОЛУГРУПА 
 

5.1. Дефиниција. Нека G  е множество. Секое пресликување 
:f G G G   го нарекуваме внатрешна бинарна операција на G .  

 

Според тоа со секоја внатрешна бинарна операција на G  на секој подре-
ден пар ( , )x y G G   еднозначно му се придружува елемент z G . Притоа пишу-

ваме z xfy  или : ( , )f x y z . Вообичаено операцијата f  ќе ја означуваме со 

еден од следните симболи: , , , , :, , , \, ...      . Во оваа смисла ќе пишуваме 

, ,x y x y   ,x y ,...x y  .  
 

Во натамошните разгледувања за внатрешна бинарна операција ќе го ко-
ристиме терминот операција.  
 

5.2. Дефиниција. Ако   е операција на множеството G , тогаш подреде-
ниот пар ( , )G   го нарекуваме групоид. Притоа G  го нарекуваме носител на гру-

поидот, а   - негова операција.  
 

5.3. Пример. Нека M  е произволно непразно множество. Множеството 
( ) { | }M X X M P  го нарекуваме партитивно множество (булеан) на мно-
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жеството M . Од дефинициите на унија, пресек и разлика на множества следува 
дека ( ( ), ); ( ( ), ) ( ( ), \) i M M M P P P  се групоиди, чиј заеднички носител е 

( )MP , а операциите се ,   и \ , соодветно.   

 
5.4. Во натамошните општи разгледувања обично ќе го испуштаме знакот 

за операцијата. Имено, кога разгледуваме групоид ( , )G  , тогаш за самиот носител 

G  ќе велиме дека е групоид и притоа, наместо x y , ќе пишуваме xy . Во ваков 

случај велиме дека станува збор за мултипликативна ознака.  
 
Дефиниција. Нека е даден групоидот G . Елементот le G  го 

нарекуваме лева единица на G  ако  
 

le x x , за секој x G .     (1) 
 

Елементот de G  го нарекуваме десна единица на G  ако  
 

dxe x , за секој x G .     (2) 
 

Елементот e G  единица на G  ако тој е и лева и десна единица на G .  
 

За групоидите ( ( ), ); ( ( ), )M M P P  множествата , M  се нивни еди-

ници, соодветно, а за групоидот ( ( ), \) MP  множеството   е десна единица.  

 
5.5. Теорема. Ако le  е лева, а de  десна единица на групоидот G , тогаш 

le = de .  
 

Доказ. Ако прво се искористи дека le  е лева единица, а потоа дека de  е 

десна единица, добиваме d l d le e e e  .   

 
5.6. Последица. Во еден групоид G  има најмногу една единица.  

 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 5.5 и фактот дека секоја 
единица е истовремено и лева и десна единица.   
 

5.7. Забелешка. Покрај мултипликативна ознака, ќе користиме и адитив-
на ознака, т.е. наместо x y , ќе пишуваме x y . Во овој случај единицата ќе ја 

нарекуваме нула и ќе ја означуваме со 0. Според тоа, 0 е нула на групоидот ( , )G   

ако 0 0x x x    , за секој x G .  
 

5.8. Дефиниција. За групоидот G  ќе велиме дека е асоцијативен (по-
лугрупа) ако за секои , ,x y z G  важи  
 

( ) ( )x yz xy z .      (3) 
 

Од својствата на операциите пресек и унија на множества следува дека 
групоидите ( ( ), ) ( ( ), ) iM M P P  се полугрупи, а групоидот ( ( ), \)MP  не е полу-

група. 
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5.9. Дефиниција. За групоидот G  ќе велиме дека е комутативен ако за 
секои ,x y G  важи  
 

xy yx .     (3) 
 

Од својствата на операциите пресек и унија на множества следува дека 
групоидите ( ( ), ) ( ( ), ) iM M P P  се комутативни, а групоидот ( ( ), \)MP  не е 

комутативен.  
 

5.10. Дефиниција. За групоидот G  ќе велиме дека е групоид со кратење 
ако од xz yz  или zx zy следува x y .  
 

Лесно се докажува дека ниеден од групоидите ( ( ), ),M P ( ( ), )M P  и 

( ( ), \)MP  не се групоиди со кратење.  

 
 
 
6. ПРИРОДНИ  БРОЕВИ. ОСНОВНИ СВОЈСТВА  

 
6.1. Множеството  

 

{0,1, 2,..., , 1,...}n n N     (1) 
 

го нарекуваме множество на природни броеви. Ќе издвоиме неколку својства на 
N , познати како Пеанови аксиоми, а потоа ќе покажеме како со нивна помош се 
изградува теоријата на природните броеви.  

 
6.2. Пеанови аксиоми. Множеството N  не е празно и важи:  

 

i) 0N . 

ii) за секој природен број k  постои единствен природен број k , кој го 
нарекуваме следбеник на k .  

iii) Ако k n  , тогаш k n .  

iv) 0 k , за секој k N .  

v) Ако , 0S S N  и од k S  следува дека k S  , тогаш S  N .  

 
6.3.Забелешка. Во аксиомата ii) рековме дека за секој природен број k  

постои единствен природен број k  кој го нарековме следбеник на k . Притоа, 

бројот k  ќе го наречеме претходник на k . Во натамошните разгледувања, ако n  

е претходник на k , тогаш ќе пишуваме n k . Според тоа, n k  ако и само ако 

k n .  
 
 

Иако се уште не сме ја вовеле операцијата собирање на природни броеви 

во нашите разгледувања, често пати наместо k  ќе пишуваме 1k  . Притоа имаме 

1 0 1 0 , 2 1 1 1        итн.  
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Аксиомата v) е позната како аксиома на индукција (принцип на матема-
тичка индукција) и истата се користи за докажување на бројни својства поврзани 
со природните броеви.  
 

Од претходно изнесеното следува дека множеството N  ги задоволува 
Пеановите аксиоми. Ќе докажеме дека тоа е единствено множество со овие свој-
ства.  
 

6.4. Теорема. Ако 'N  е множество кое ги задоволува аксиомите на 
Пеано, тогаш ' N N .  
 

Доказ. Од аксиомата i) следува дека 0 'N .  
 

Нека претпоставиме дека 'k N . Тогаш, од аксиомата ii) следува дека 

1 'k k  N . Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција 
(аксиома v)).   
 

6.5. Теорема. Секој природен број е различен од својот следбеник.  
 

Доказ. Со S  да го означиме множеството природни броеви кои се 
различни од своите следбеници. Од аксиомата iv) следува дека 0 S .  
 

Нека претпоставиме дека k S , т.е. k k . Ако ( )k k   , тогаш од 

аксиомата iii) следува дека k k  што противречи на претпоставката. Значи  
 

( )k k   , т.е. 1k k S   . 
 

Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција.   
 

6.6. Теорема. Секој природен број, различен од нулата, има еднозначно 
определен претходник кој е природен број.  
 

Доказ. Да претпоставиме дека природниот број 0k   има два прет-

ходника 1k  и 2k . Тогаш, 1 2k k k    и аксиомата iii) следува дека 1k = 2k .  
 

Со A  да го означиме множеството природни броеви кои имаат претход-
ници. Нека {0}S A  . Сега 0 S  и ако x S , тогаш од аксиомата ii) следува 

дека тој е претходник на x , па затоа x A S   . Сега тврдењето следува од 

принципот на математичка индукција.   
 

6.7. Множеството природни броеви кои имаат следбеници го означуваме 

со N . Така {1, 2,3,..., ,...}n N . Точни се следните тврдења.  

 

Теорема. i) Пресликувањето : k k   е инјекција од N  во N , но не е 
сурјекција.  
 

ii) Пресликувањето : k k   е биекција од N  во N .  
 

6.8. Користејќи ги Пеановите аксиоми можеме да дефинираме множества  
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0  N  и { }kk
k  N N , за k N . 

 

За вака конструираните множества точна е следната теорема, чиј доказ го остава-
ме на читателот за вежба.  
 

Теорема. i) Ако 0k  , тогаш kk N .  

ii) 0
k

N , за секој k N .  

iii) Ако nk N , тогаш nk N .  

iv) kk N , за секој k N .  

v) Ако nk N , тогаш 
n

k 
 N .  

vi) Ако nk N , тогаш k nN N .  

vii) За секои ,k nN  исполнет е еден и само еден од условите k nN N , 

k n , n kN N .  

viii) nk N  ако и само ако k nN N .  

ix) ~k k
N N , за секој k N .   

 
6.9. Дефиниција. Нека ,k nN . Ако k nN N , тогаш ќе велиме дека 

природниот број k  е помал од природниот број n  и ќе пишуваме k n . Ако 

k nN N  или k n , тогаш ќе велиме дека k  е помал или еднаков на n  и ќе 

пишуваме k n .  
 

6.10. Теорема. i) Релацијата   не е рефлексивна и е транзитивна.  
ii) Ако ,k nN , тогаш еден и само еден од следните услови е исполнет 

, ,k n k n n k   .  

iii) Релацијата   е релација на подредување во N .  

iv) k k , за секој k N .  
v) k n  ако и само ако nk N .  

vi) Ако k n , тогаш k n  .  
vii) 0 k , за секој k N .  
viii) { | } i k n n n k  N N .  

 

Доказ. Точноста на тврдењата непосредно следува од теоремата 6.8 и 
дефинициите на релациите   и  . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
 

6.11. Дефиниција. Нека M  е подредено множество и A  е непразно под-
множество од M . За елементот Aa  ќе велиме дека е најмал елемент на A  ако 

xa  , за секој Ax .  
 

За множеството M  ќе велиме дека е добро подредено ако секое непразно 
множество има најмал елемент.  
 

Да забележиме дека нулата е најмал елемент во N  и дека k  е најмал еле-
мент во kNN \ .  
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6.12. Теорема. N  е добро подредено множество.  
 

Доказ. Нека A  е непразно подмножество од N . Ако 0 A , тогаш 0 k , 
за секој k A , т.е. 0 е најмал елемент во A .  
 

Затоа, нека претпоставиме дека 0 A . Да го разгледаме множеството  
 

{ |  и ,  за секој }S k k k n n A   N . 
 

Од 0 A  следува 0 n , за секој n A , па затоа множеството S  не е празно. 

Јасно, не е точно дека за секој k  од k S  следува дека k S  , бидејќи во тој 
случај S  N , од што би следувало дека множеството A  е празно. Според тоа, 

постои m S  таков да m S  . Ќе докажеме дека a m  е најмал елемент во A . 

Навистина, од m S  следува дека m k , за секој k A , па затоа m k  , за 

секој k A . Ако m A  , тогаш m k  , за секој k A , од што ќе следува дека 

m S  , што е противречност. Конечно, a m A   и a k , за секој k A , што 

значи дека a m  е најмал елемент во A .   
 
6.13. Дефиниција. Нека M  е подредено множество и A  е непразно под-

множество од M . За елементот a A  ќе велиме дека е најголем елемент на A  
ако x a , за секој x A .  
 

Ако се земе предвид дека k k , за секој k N , тогаш е јасно дека во N  
нема најголем елемент.  

 

6.14. Дефиниција. Нека k N . За множеството M  ќе велиме дека се 

состои од k  елементи ако ~ kM N . Притоа ќе пишуваме | |M k . По дефиниција 

земаме дека | | 0  .  
 

За множеството M  ќе велиме дека е конечно ако постои природен број k  
таков што | |M k . Во спротивно ќе велиме дека множеството M  е бесконечно.  

 
6.15. Од дефиницијата на конечно множество и од претходните разгле-

дувања следува точноста на тврдењата искажани во следната теорема. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 

Теорема. i) | | | |k k k N N , за секој k N .  
 

ii) Ако | |M k  и ~M L , тогаш | |L k .  
 

iii) | | 0M   ако и само ако M   .  
 

iv) Нека 0k  . Тогаш, | |M k  ако и само ако M  може да се претстави 

во обликот 1 2{ , ,..., }kM a a a .  
 

v) Ако | |M k  и S M , тогаш постои природен број s  таков да s k  

и | |S s .  
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vi) Секое подмножество од конечно множество е конечно.  
 

vii) Бројот на елементите на едно конечно множество е еднозначно опре-
делен.   

 
6.16. Теорема. Ако L  и M  се конечни множества, тогаш и множествата 

,L M L M   се конечни.  
 

Доказ. Ако едно од множествата L  и M  е празно, тогаш L M    и 
L M L   или L M M  , па затоа ,L M L M   се конечни множества.  

 

Нека претпоставиме дека множествата L  и M  не се празни. Ако L M , 
тогаш L M M  , што значи дека L M  е конечно множество. Нека постои 

\a L M . Тогаш, ( \{ }) { }M L M L a a    . Можеме да претпоставиме дека 

множеството \{ }K M L a   е конечно, (зошто?). Сега, лесно се гледа дека ако 

| |K k , тогаш | |L M k  .  
 

Нека 1 2{ , ,..., }mM a a a . Од  

~ { }, 1, 2,...,za iL L a i m   и 
1

{ }
m

i
i

L M L a


    

следува дека множеството L M  е конечно.   
 

6.17. Паралелно со поимот конечно множество дефиниравме бесконечно 
множество. Во следната теорема ќе ја докажеме егзистенцијата на бесконечните 
множества.  
 

Теорема. Множеството N  е бесконечно.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека множеството N  е конечно. Тогаш, 
|||| NN  mm , за некој природен број m . Но, бидејќи  NN m

 од 6.15 v) сле-

дува дека mm
m

 
 |||| NN , што противречи на теоремата 6.10 iv).   

 
 
 
7. СОБИРАЊЕ  НА ПРИРОДНИ БРОЕВИ  
 
7.1. Дефиниција. За природниот број n  ќе велиме дека е збир на природ-

ните броеви m  и k  ако постојат множества M  и K  такви да M K  , 
| |M m , | |K k  и | |M K n  . Притоа пишуваме  n m k  .  

 

Непосредно од дефиницијата на собирање и фактот дека | | 0   следува 

дека 0m k   ако и само 0m k  .  
 

7.2. Теорема. ( , )N  е комутативна полугрупа со нула 0.  
 

Доказ. Нека m  и k  се произволни природни броеви. Тогаш,  
 

| |m mN , | {0} |k k N  и ( {0})m k   N N . 
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Според теоремата 6.16 множеството ( {0})m k N N  е конечно, па ако 

| ( {0}) |m kn   N N , тогаш добиваме n m k  . Нека претпоставиме дека M  и 

K  се произволни конечни множества, такви да M K  , | |M m , | |K k  и 

| | 'M K n  . Но, тогаш од теоремата 3.3 следува дека ( {0}) ~m k M K  N N , 

па според теоремата 6.15 vii) добиваме дека 'n n . Со тоа докажавме дека ( , )N  

е групоид.  
 

Нека ,K L  и M  се попарно дисјунктни множества такви што | |L l , 

| |M m , | |K k . Ако се имаат предвид равенствата  
 

,K L L K K K     , ( ) ( )K L M K L M      
 

и фактот дека | | 0  , добиваме:  
 

i) k l l k   ,  
 

ii) 0k k  , и  
 

iii) ( ) ( )k l m k l m     , 
 

што значи дека групоидот ( , )N  е комутативна полугрупа со нула 0.   

 
7.3. Последица. i) За секои ,k mN  точни се равенствата  

 

1, ( )m m m k m k       . 

ii) ( , )N  е полугрупа со кратење.  
 

Доказ. i) Првото равенство следува од дефиницијата на собирање на при-
родни броеви и равенствата  

 

{ }, | | , | { } | 1, { }m m mm
m m m m       N N N N . 

 

Потоа добиваме  

( ) ( ) 1 ( 1)m k m k m k m k          . 
 

ii) Треба да докажеме дека од m n k n    следува m k .  
 

За 0n   имаме ,m n m k n k    , па затоа од m n k n    добиваме 

m m n k n k     , т.е. тврдењето важи.  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за некој n l N  и нека 

m l k l    . Сега од i) добиваме ( ) ( )m l k l    , т.е. m l k l   , па од 

претпоставката следува m k .  
 

Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција.   
 

7.4. Теорема. k m  ако и само ако постои n N  таков да m k n  .  
 

Доказ. Нека k m . Тогаш, k mN N , од што следува дека  
 

\m k  N N , ( \ )m k m k N N N N  и ( \ )k m k N N N . 
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Ставаме | \ |m kn  N N N  и добиваме m k n  .  
 

Обратно, да претпоставиме дека m k n   каде што n N . Не е можно 
m k , бидејќи во тој случај би имале  

 

0m m k n m n      , 
 

т.е. 0n  , што противречи на n N . Ако m k , тогаш од првиот дел на доказот 

ќе следува дека постои l N  таков да m l k  . Според тоа,  
 

0 ( ) ( )k k m l k n l k n l           
 

од што добиваме 0n l  , па значи 0n l  , што повторно противречи на 

n N . Конечно, мора да биде k m .   
 

7.5. Последица. i) k m  ако и само ако постои nN  таков да m k n  .  
 

ii) Ако ,k mN , тогаш исполнет е еден и само еден од следните три 

услови: постои n N  таков да m k n  ; k m ; постои p N  таков да 

k m p  .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 7.4.   
 

7.6. Последица. Ако , , ,k l m nN , тогаш  
 

i) k m  ако и само ако k n m n   , и   
 

ii) ако k m  и l n , тогаш k l m n   .  
 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 7.4 и последица 7.3 ii).  
 

7.7. Ќе докажеме уште две својства во врска со природните броеви.  
 
 

Теорема. i) Ако 1 2, ,..., nM M M  се конечни множества такви што 

,i jM M   за i j  тогаш  
 

1 2 1 2| ... | | | | | ... | |n nM M M M M M       .  (1) 
 

ii) За секој n N  важи 1 1 ... 1
patin

n     .  

 

Доказ. i) За 1n   имаме 1 1| | | |M M , а за 2n   равенството (1) е после-

дица од дефиницијата за собирање на природни броеви. Да претпоставиме дека 
равенството (1) е точно за n k . За 1n k   добиваме  
 

1 2 1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2

| ... | | ... | | ... | | |

| | | | ... | | | | | | | | ... | |                                   
n k k k

k k n

M M M M M M M M M M

M M M M M M M
 



           

        
 

Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција.  
 

ii) Од i) следува  
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| | | {1} {2} ... { } | | {1} | | {2} | ... | { } |nn n n         N 1 1 ... 1
patin

   .  

 
7.8. Дефиниција. Нека .m nN , m n . За природниот број k  ќе велиме 

дека е разлика на броевите m  и n  ако m k n  . Притоа означуваме k m n  .  
 

7.9. Забелешка. Во дефиницијата 7.8 всушност дефиниравме операција 
одземање на природни броеви. Оваа операција е делумна во множеството N  и 
истата е добро дефинирана, што непосредно следува од последицата 7.3. ii). 

 
 
 
8. МНОЖЕЊЕ НА ПРИРОДНИ БРОЕВИ  
 
8.1. Дефиниција. Нека G  е мултипликативна полугрупа со единица e . 

Дефинираме пресликување ( , ) nn x x од GN  во G  со:  
 


0 , ...

pati

n

n

x e x xx x  , за 1n  .    (1) 

Елементот nx  го нарекуваме степен со основа x  и природен експонент n .  
 

8.2. Теорема. i) Ако , ,x G m n N , тогаш 1 , m n m nx x x x x   .  
 

ii) Ако полугрупата G  е комутативна, тогаш  
 

( )n n nxy x y      (2) 

за секои , ,  x y G n N .  
 

Доказ. i) Равенството 1x x  е специјален случај на (1), а равенството 
m n m nx x x   следува од асоцијативноста на операцијата.  

 

ii) Нека ,x y G . За 0n   имаме  
0 0 0( )xy e ee x y   . 

Нека претпоставиме дека равенството (2) важи за n k . Ако се искористи 
комутативноста и асоцијативноста на операцијата, тогаш од i) за 1n k   
добиваме  
 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )n k k k k k k k k n nxy xy xy xy x y xy x x y y x y x y        . 
 

Сега точноста на равенството (2) следува од принципот на математичка 
индукција.   
 

8.3. На почетокот од оваа точка во мултипликативна полугрупа G  со еди-
ница e  го дефиниравме поимот степен со природен експонент. Ако имаме кому-

тативна полугрупа ( , )G   со нула 0 , тогаш наместо nx  ќе пишуваме nx . Во овој 

случај (1) го добива обликот  
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0 0, ...
patin

x nx x x x     , за 1n  .    (3) 

 

Имајќи предвид дека ( , )N  е комутативна полугрупа со нула 0, заклучу-

ваме дека со (3) е дефинирано пресликување од N N  во N , т.е. операција во N . 
Оваа операција ја нарекуваме множење на природни броеви.  

 
8.4. Последица. Ако ( , )G   е адитивно означена комутативна полугрупа 

со нула 0, тогаш   
 

1 , ( ) , ( )x x m n x mx nx n x y nx ny       . за секои , , ,x y G m n N . 
 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 8.2.    
 

8.5. Забелешка. Ако наместо произволна адитивна комутативна 
полугрупа со нула 0, ја разгледаме полугрупата ( , )N , тогаш од последицата 8.4 

добиваме дека за секои , ,k m nN  се исполнети равенствата 
 

0 0 0, 1 1, ( ) , ( )n n n n n m n k mk nk k m n km kn          . 
 

Да забележиме дека равенството 1n n  следува од теоремата 7.7 ii).  
 

8.6. Теорема. За секои ,m nN  важи  
 

mn nm .     (4) 
 

Доказ. Нека M  и N се конечни множества такви што | |M m  и | |N n . 

Тогаш, 1{ ,..., }mM a a  и 1{ ,..., }nN b b . Според теорема 6.16 множеството M N  

е конечно. Ако се искористи дека  
 

1
{ }

n

i
i

M N M b


    и { } { } ,   za  i jM b M b i j      , 

добиваме  
 

1 2| | | { } | | { } | ... | { } | ...
pati

n
n

M N M b M b M b m m m mn             . 

 

Аналогно се докажува дека | |N M nm  .  
 

Пресликувањето :f M N N M    определено со (( , )) ( , )i j j if a b b a  е 

биекција, па затоа ~M N N M  , од што следува равенството (4).  
 

8.7. Теорема. Ако G  е мултипликативна полугрупа со единица e , тогаш  
 

( )m n mnx x ,     (5) 
 

за секои , ,x G m n N .  
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . За 0n   имаме 
0 0 0( )m mx e x x   , т.е. равенството (5) е исполнето. Нака претпоставиме дека 

равенството (5) е точно за n k . За 1n k   добиваме  
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1 1 1 1 ( 1)( ) ( ) ( ) ( )m n m k m k m mk m mk m m k mnx x x x x x x x x        .  

 
8.8. Последица. За секои , ,k m nN  точно е равенството  

 

( ) ( )k mn km n .     (6) 
 

Доказ. Од теорема 8.7 следува дека за секоја адитивна полугрупа ( , )G   

важи ( ) ( )n mx nm x , за секои , ,x G m n N . Но, ( , )N  е полугрупа, па затоа за 

секои , ,k m nN  точно е равенството (6).   
 
8.9. Теорема. ( , )N  е комутативна полугрупа со единица.  

 

Доказ. Асоцијативноста и комутативноста на множењето следуваат од 
последицата 8.8 и теоремата 8.6. Во забелешката 8.5 видовме дека 1 е единица на 
полугрупата ( , )N .   

 
8.10. Теорема. i) 0mn   ако и само ако 0m   или 0n  .  

 

ii) Ако 0m  , тогаш mk mn  ако и само ако k n .  
 

Доказ. i) Ако 0m  , тогаш 1m k  , каде што k  е претходникот на m . 
Имаме 0mn   ако и само ако 0kn n   ако и само ако 0kn n  . 
 

ii) Нека 0m   и mk mn . Тогаш постои pN  таков што n k p   или 

k n p  . Нека n k p  . Имаме mk mk mp  , па затоа 0mp   и како 0m   од 

i) следува дека 0p  , што значи k n . Обратното тврдење следува од дефиници-

јата на множење на природни броеви.  
 

8.11. Забелешка. Од досега изнесеното следува дека на множеството N  
изградивме две полугрупи, и тоа адитивната ( , )N  и мултипликативната ( , )N . 

Ако се земе предвид дека ( , )N  е комутативна полугрупа со единица, добиваме 

дека има смисла поимот степен , ,nm m nN . Притоа, за секои , ,k m nN  точни 

се равенствата  
 

0 1, 0, , ( ) , ( )za m n m n k k k m n mnk k k k k mn m n k k     . 
 

Тврдењата наведени во следната теорема нема да ги докажуваме. На чита-
телот му препорачуваме истите самостојно да ги докаже.  
 

8.12. Теорема. Ако , , ,k m n pN , тогаш  
 

i) 1mn   ако и само ако 1m   и 1n  ,  
 

ii) ако 0n  , тогаш k m  ако и само ако kn mn ,  
 

iii) ако ,k m p n  , тогаш kp mn ,  
 

iv) ако 0m  , тогаш 1nm   ако и само ако 1m   или 0n  ,  
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v) ако 0n  , тогаш 0nm   ако и само ако 0m  ,  
 

vi) ако 0,1n  , тогаш k mn n  ако и само ако k m , и  
 

vii) ако 0n  , тогаш n nk m  ако и само ако k m .   
 

8.13. Пример. Нека означиме 1 2 ... !k k    . Ќе докажеме дека  
 

2 2(2 )! 2 ( !)nn n  , за 1n  . 
 

Решение. Задачата ќе ја решиме со индукција по n . За 2n   имаме 
2 2 2(2 2)! 4! 24 64 2 (2!)    , т.е. неравенството важи.  

 

Нека претпоставиме дека за некој k N  важи  2 2(2 )! 2 ( !)kk k . 
 

Од индуктивната претпоставка за 1k   имаме  
 

2 2

2 1 2( 1) 2

[2( 1)]! (2 )!(2 1)(2 1) 2 ( !) (2 1)2( 1)

2 !( 1) !2( 1) 2 [( 1)!] ,               

k

k k

k k k k k k k

k k k k k 

      

    
 

 

т.е. неравенството важи и за 1k  , па значи важи за секој nN .  
 

8.14. Пример. Докажете дека 2n n , за секој nN .  
 

Решение. За 0n   имаме 02 1 0  , т.е. неравенството важи. За 1n   

имаме 12 2 1  , т.е. неравенството повторно важи.  
 

Нека претпоставиме дека за n k  важи 2k k . Тогаш, за 1n k   доби-
ваме  
 

1 12 2 2 2 1k k k k k k       . 
 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека 2n n , 
за секој nN .   

 
 
 
9. ПОИМ ЗА ГРУПА  
 
9.1. Дефиниција. Нека G  е полугрупа со единица e . Ако ,a b G  и 

ab e , тогаш ќе велиме дека a  е лева инверзија на b , а b  е десна инверзија на a .  
 
9.2. Лема. Ако елементот a  од полугрупата G  со единица e  има и лева 

инверзија 1a  и десна инверзија 2a , тогаш 1 2a a .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека 1a  е лева и 2a  е десна инверзија на a . 

Тогаш  

1 1 1 2 1 2 2 2( ) ( )a a e a aa a a a ea a     .  
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9.3. Дефиниција. За елементот a  на полугрупата G  со единица e  ќе 
велиме дека е инверзибилен ако постои b G  таков што ab ba e  . Притоа 

елементот b  го нарекуваме инверзија на елементот a  и означуваме 1b a .  
 

Јасно, единицата e  е инверзибилен елемент на самата себе.  
 

9.4. Забелешка. Во лемата 9.2 докажавме дека ако еден елемент a  има и 

лева инверзија 1a  и десна инверзија 2a , тогаш 1
1 2a a a   и притоа важи  

 

1 1aa a a e   ,     (1) 
 

т.е. елементот a  има инверзија 1a . Од равенството (1) следува точноста на след-
ната лема.  
 

9.5. Лема. Ако a  е инверзибилен елемент во G , тогаш 1a  е инвер-

зибилен елемент во G  и притоа важи 1 1( )a a   .   

 
9.6. Лема. Ако a  и b  се инверзибилни елементи во полугрупата G  со 

единица e , тогаш и ab  е инверзибилен во G  и притоа важи  
 

1 1 1( )ab b a   .     (2) 
 

Доказ. Нека a  и  b  се инверзибилни елементи во G . Тогаш,  
 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( )( ) (( ) ) ( ( )) ( )

( )( ) (( ) ) ( ( )) ( )

ab b a ab b a a bb a ae a aa e

b a ab b a a b b a a b b e b b b e

       

       

    

    
 

 

од што следува точноста на тврдењето.   
 

9.7. Претходно воведените поими ни се потребни за да го дефинираме 
поимот група, кој всушност е проширување на поимот за полугрупа и е од 
посебно значење во математиката.  
 
 

Дефиниција. За групоидот G  ќе велиме дека е група ако е полугрупа со 
единица, во која секој елемент е инверзибилен, т.е. ако   
 

i) ( ) ( )xy z x yz , за секои , ,x y z G ,  

ii) постои e G  таков што xe ex x  , за секој x G , и  

iii) за секој x G  постои еднозначно определен елемент 1x G   таков 

што 1 1xx x x e   .  
 

За групата ќе велиме дека е комутативна (Абелова) ако е комутативна 
како групоид.  

 
9.8. Лема. Полугрупите ( , )N  и ( , )N  не се групи.  

 

Доказ. Навистина, во полугрупата ( , )N  единствен инверзибилен 

елемент е 0, а во полугрупата ( , )N  тоа е 1.  
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9.9. Лема. Секоја група е групоид со кратење.  
 

Доказ. Нека xz yz . Тогаш,  
 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x xe x zz xz z yz z y zz ye y          . 
 

Аналогно се докажува дека од zx zy  следува x y .   

 
9.10. Лема. Ако a  и b  се елементи на групата G , тогаш постои един-

ствен елемент x G  таков што ax b . 
 

Доказ. Да го разгледаме елементот 1x a b . Имаме  
 

1 1( ) ( )ax a a b aa b eb b     ,  
 

т.е. постои елемент x G  со саканото својство. Единственоста на елементот 

x G  следува ако во ax b  помножиме од лево со 1a .   
 

9.11. Аналогно се докажува дека постои единствен елемент y G  таков 

што ya b .  
 

Навистина, да го разгледаме 1y ba . Имаме  
 

1 1( ) ( )ya ba a b a a be b     , 
 

т.е. постои елемент y G  со саканото својство. Единственоста на елементот  

y G  следува ако во ya b  помножиме од десно со 1a .   

 
9.12. Забелешка. Ако G  е адитивно означена полугрупа, тогаш еди-

ницата на групата се означува со o  и се вика нула на групата. Инверзниот елемент 
на x  се означува со x  и се вика спротивен елемент на x .  
 

Ако ( , )G   е адитивно означена комутативна група, тогаш за секои 

,x y G  со  

( )x y x y         (3) 
 

се дефинира операција одземање. Од досега изнесеното следува точноста на след-
нава теорема.   
 

9.13. Теорема. Ако ( , )G   е комутативна група, тогаш:  
 

, , ( ) ( ) , , ( ) ,

( ) , ( ) , ( )

x o x x y y x x y z x y z x x x x o x x

x y x y x y x y y x x y x y

                 
                

 

 

за секои , ,x y z G .   

 
9.14. Дефиниција. За групоидот ( , )H   ќе велиме дека е подгрупоид од 

групоидот ( , )G   ако H G  и x y x y   , за секои ,x y H .  
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9.15. Тврдењата од следнава теорема се очигледни. Деталите ги оставаме 
на читателот за вежба.  
 
 

Теорема. Нека ( , )H   е подгрупоид на ( , )G  . Ако ( , )G   е  
 

a) комутативен,  б) полугрупа,   в)   групоид со кратење,  
 

тогаш соодветното својство го има и ( , )H  .  

 
 
 

10. ЦЕЛИ БРОЕВИ  
 

10.1. Според лемата 9.8 полугрупата ( , )N  не е група, бидејќи ниеден не-

нулти елемент на N  нема спротивен елемент. Си поставуваме задача да најдеме 
комутативна група ( , )Z  која ќе ја содржи полугрупата ( , )N , но притоа мно-

жеството \Z N  да има најмалку можно елементи. Поставената задача ни нало-
жува на секој ненулти природен број n  да му придружиме елемент n  кој сакаме 
да биде спротивен на n . Множеството од сите такви елементи да го означиме со 

N . Имаме   

{ | }n n    N N , 

при што ( )   N N  и n m    ако и само ако n m . Бараното множество Z  

го определуваме со ( )  Z N N . Елементите на множеството Z  ги нарекуваме 

цели броеви, при што елементите на N  ги нарекуваме позитивни, а на N  -
негативни цели броеви. Во множеството на целите броеви Z  воведуваме опе-
рација собирање '  со:  
 

-ако ,m nN , тогаш 'm n m n   ,  

-ако ,m n N , тогаш  
 

( ) '( ) ( ), ( ) '0 0 '( )m n m n m m m              и 
 

,        ако 
'( ) ( ) '

( ),   ако 

m n m n
m n n m

n m n m

 
        

 

 

Операцијата собирање во Z  ја означивме со знакот ' , бидејќи + е знак 
за собирање во N . Оваа ознака ја искористивме само за да го определиме собира-
њето во Z . Во натамошните разгледувања ќе ја користиме ознаката +. Следнава 
теорема, која ќе ја дадеме без доказ потврдува дека поставената задача успешно 
сме ја решиле.  
 

10.2. Теорема. ( , )Z  е комутативна група за која ( , )N  е потполугрупа.   

 
10.3. Во натамошните разгледувања множеството позитивни цели броеви 

ќе го означуваме со Z , а со Z , множеството негативни цели броеви. Според 
тоа, имаме:  
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{0}   Z Z Z ,    Z Z ,  Z N  и   Z N . 

 
10.4. Во множеството на целите броеви Z  воведуваме операција множе-

ње   со: ако ,m nN , тогаш m n mn  , ако ,m n N , тогаш  
 

( ) ( ) , ( ) 0 0 0 ( )m n mn m m           и ( ) ( ) ( )m n m n mn       . 

 
10.5. Со вака дефинираното множење добиваме полугрупа ( , )Z , поточно 

важи следнава теорема, чиј доказ го оставаме на читателот за вежба.  
 
 

Теорема. Нека во Z  со условите од 10.4 е определена операција  . 
Точни се следните тврдења:  
 

i) ( , )N  е потполугрупа од комутативната полугрупа ( , )Z ,  

ii) за секои ,m nZ  точни се равенствата   
 

( ) ( ) , ( ) 0 0 0 ( )m n mn m m           и ( ) ( ) ( )m n m n mn       , 
 

iii) за секои , ,m n pZ  точно е равенството   
 

( ) ( ) ( )m n p m p n p      .   

 
10.6. Во натамошните разгледувања за операцијата   ќе ја користиме 

мултипликативната ознака, т.е. наместо yx   ќе пишуваме xy . Исто така ќе сме-

таме дека операцијата множење има приоритет пред операцијата собирање и одзе-
мање на цели броеви, кој приоритет ќе го почитуваме и при новите проширувања 
на воведените множества броеви, па затоа некои загради нема да ги пишуваме. На 
пример, наместо )()( pnpm   ќе пишуваме npmp  , а наместо )(mn , 

односно nm)(  ќе пишуваме mn .  
 

Полугрупата ),( Z  ќе ја нарекуваме мултипликативна полугрупа на цели-

те броеви.  
 

Доказот на следната теорема го оставаме на читателот за вежба.  
 

10.7. Теорема. i) Полугрупата ( , )Z  има единица 1 и единствен елемент 

различен од единицата кој е инверзибилен е -1.  
 

ii) 0mn   ако и само ако 0m   или 0n  .  
iii) Ако 0m   и mn mp , тогаш n p .  

iv) За секои , ,m n pZ  точни се равенствата  

( ) , ( )m n p mn mp m n p mp np      .  

 
10.8. Од тврдењата i) и iii) во теоремата 10.7 непосредно следува точноста 

на следната последица.  
 

Последица. Нека \{0} Z Z . Тогаш, ( , ) Z  е потполугрупа од ( , )Z , и 

притоа ( , ) Z  е полугрупа со кратење и единица 1, но не е група.  
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10.9. Во теоремата 6.12 докажавме дека множеството на природните брое-
ви N  е добро подредено множество. Со помош на релацијата на подредување во 
N  ќе дефинираме подредување во множеството на целите броеви Z . Имено, во 
Z  дефинираме релација '  со: ако ,m nZ , тогаш  

 

'm n  ако и само ако n m N .   (1) 
 

10.10. Теорема. Нека ,m nN . Тогаш,  
 

m n  ако и само ако 'm n .    (2) 
 

10.11. Поради (2) за релациите   и '  ќе користиме иста ознака и тоа 
само првата ознака. Точна е следнава теорема.  
 
 

Теорема. Релацијата   е подредување во Z .  
 

Доказ. Непосредно следува од тоа што ( , )N  е полугрупа, 0N  и 

фактот дека 0n   ако и само ако 0,n n  N .  

 
10.12. Како и кај секое подредување, стриктното подредување се 

дефинира со m n  ако и само ако m n  и m n .  
 

Доказите на тврдењата од следнава теорема ги оставаме на читателот за 
вежба.  

 
 

Теорема. i) Во Z  нема ниту најмал, ниту најголем елемент.  

ii) Ако ,m nZ , тогаш m n  ако и само ако n m  Z .  
 

iii) Ако ,m nZ , тогаш m n  или m n  или n m , т.е. Z  е потполно 
подредено множество.  

 

iv) m n  ако и само ако m p n p   , за секој pZ .  
 

v) Ако p Z , тогаш m n  ако и само ако mp np .  
 

vi) Ако p Z , тогаш m n  ако и само ако np mp .   

 
10.13. Степени со цели експоненти. Нека ( ,*)G  е полугрупа со единица 

e . Ако a G  е инверзибилен елемент во полугрупата G  и ако n N , тогаш по 
дефиниција ставаме  

1( )n na a  .      (3) 
 

Според тоа, ако a  е инверзибилен елемент во полугрупата G , тогаш за 

секој цел број k  е определен степенот ka . Специјално, ако G  е група, тогаш се-

кој елемент е инверзибилен, па затоа за секој цел број k  е определен степенот ka , 
кој е елемент на G . Лесно се докажува точноста на следнава теорема. Доказот го 
препуштаме на читателот за вежба, како и формулацијата на теоремата во случај 
кога групата G  е адитивно означена.  
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Теорема. Ако ( ,*)G  е група, тогаш  
 

i) m n m na a a   ,  

ii) ( )n m nma a , и  

iii) ab ba  ако и само ако ( )m m mab b a , 
 

за секои ,a b G  и за секои ,m nZ .   
 
 
 
11. РАЦИОНАЛНИ БРОЕВИ   
 
11.1. Според последицата 10.8 комутативната полугрупа со единица 1, 

( , ) Z  не е група, бидејќи секој елемент различен од 1 и -1 нема инверзен еле-

мент. Си поставуваме задача да најдеме комутативна група ( , ) Q  која ќе ја содр-

жи полугрупата ( , ) Z , но притоа множеството \ Q Z  да има најмалку можно 

елементи. Прво ќе ја разгледаме следнава теорема.  
 

11.2. Теорема. Нека Z  е множеството цели броеви и \{0} Z Z . За два 

елемента ( , ), ( , )a b c d  Z Z  дефинираме  
 

( , ) ~ ( , )a b c d      (1) 
 

ако и само ако  
 

ad bc .     (2) 
 

Тогаш, ~so  е дефинирана релација на еквиваленција на Z Z  и притоа, ако 
( , ) ~ ( ', ')a b a b  и ( , ) ~ ( ', ')c d c d , тогаш  

 

( , ) ~ ( ' ' ' ', ' ')ad cb bd a d c b b d      (3) 
 

( , ) ~ ( ' ', ' ')ac bd a c b d .     (4) 
 

Доказ. Рефлексивноста и симетричноста ~na  е очигледна. Да ја дока-
жеме транзитивноста. Нека ( , ) ~ ( , )a b c d  и ( , ) ~ ( , )c d h k , т.е. ad bc  и ck dh . 

Од својствата на множењето во множеството Z  следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ak ad k bc k ck b d hb     
 

т.е.  
 

( ) ( )d ak d hb .     (5) 
 

Сега од ( , )c d  Z Z  следува 0d   и како ( , ) Z  е полугрупа со кратење од 

равенството (5) следува ak hb , што значи ( , ) ~ ( , )a b h k . Со тоа докажавме дека 

~  е   релација на еквиваленција на Z Z .  
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Од ( , ) ~ ( ', ')a b a b  и ( , ) ~ ( ', ')c d c d  следува ' 'ab a b  и ' 'cd c d . Бидејќи 

0 ' 'bd b d  , треба да докажеме само дека  
 

( )( ' ') ( ' ' ' ')( )ad cb b d a d c b bd    и ( )( ' ') ( ' ')( )ac b d a c bd . 
 

Првото од овие равенства следува од  
 

( )( ' ') ( ')( ') ( ')( ') ( ' )( ') ( ' )( ') ( ' ' ' ')( )ad cb b d ab dd cd bb a b dd c d bb a d c b bd        
 

а второто од  
 

( )( ' ') ( ')( ') ( ' )( ' ) ( ' ')( )ac b d ab cd a b c d a c bd   .  

 

11.3. Дефиниција. Нека  ~ e   релацијата на еквиваленција на Z Z  во-

ведена во теоремата 11.2. Множеството |~
 Q Z Z  го нарекуваме множество 

рационални броеви, а неговите елементи ги нарекуваме рационални броеви.  
 

Во натамошните разгледувања елементот ~( , )m n Q  ќе го означуваме со 

( , )m n .  
 

За рационалните броеви (1,1)  и (0,1)  привремено ќе ги користиме 

ознаките e  и n , соодветно.  
 

Во множеството на рационалните броеви Q  воведуваме операција соби-
рање '  со:  
 

( , ) '( , ) ( , )m n p q mq pn nq   , за секои ( , ), ( , )m n p q Q .  
 

и операција множење   со:  
 

( , ) ( , ) ( , )m n p q mp nq  , за секои ( , ), ( , )m n p q Q .  

 
11.4. Теорема. i) ( , ')Q  е комутативна група со нула n .  

 

ii) ( , ) Q , \{ }n Q Q  е комутативна група со единица e .  
 

iii) За секои , ,x y zQ  важи ( ' ) 'x y z x z y z      .  
 

Доказ. Од теорема 11.2 следува дека собирањето '  и множењето   се 
добро дефинирани операции во множеството рационални броеви. Од дефиниции-
те на операциите '  и   и својствата на целите броеви следува дека овие опера-
ции се комутативни и асоцијативни. Нека ( , )m n Q . Тогаш,  
 

( , ) '(0,1) ( 0, ) ( , )m n m n m n     
 

од што следува дека (0,1)n   е нула во ( , ')Q . Понатаму, од 2(0,1) ~ (0, )n  

следува  
 

2( , ) '( , ) ( , ) ~ (0,1)m n m n mn mn n    ,  
  

т.е. секој елемент на Q  има спротивен, што заедно со претходно изнесеното зна-

чи дека ( , ')Q  е адитивно означена комутативна група со нула n .  
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Нека ( , )m n Q . Тогаш, ( , ) (1,1) ( , )m n m n   од што следува дека 

(1,1)e   единица во полугрупата ( , ) Q . Но, 0m   бидејќи ( , ) ~ (0,1)m n  ако и 

само ако 0m  . Бидејќи 0n   добиваме дека ( , )n m Q  и притоа важи  
 

( , ) ( , ) ( , ) ~ (1,1)m n n m mn mn e    
 

т.е. секој елемент на Q  е инверзибилен, што заедно со претходно изнесеното зна-

чи дека ( , ) Q  е мултипликативно означена комутативна група со единица e .  
 

Останува да го докажеме последното тврдење од теоремата. Нека 
, ,x y zQ . Тогаш, ( , ), ( , ), ( , )x m n y p q z k l    и од дефинициите на операциите 

'  и   и од својствата на целите броеви следува  
 

( ' ) ( , ) ( , ) ( , )x y z mq np nq k l mqk npk nql        

и 
' ( , ) '( , ) ([ ] , )

( , ) ( , ) ( , ),

x z y z mk nl pk ql mqk npk l nql l

mqk npk nql l l mqk npk nql

       
    

 

 

што значи  
 

( ' ) 'x y z x y y z      .  
 

Да забележиме дека според 10.13 во комутативната група ( , ) Q  е опре-

делен поимот степен со целоброен експоненет, за кој се точни тврдењата од соод-
ветната теорема.  
 

11.5. Забелешка. Аналогно како и во случајот на целите броеви за секои 
,x yQ  со '( )x y x y    , каде што y  е спротивниот елемент на y  ја вове-

дуваме операцијата одземање на рационални броеви.  
 

11.6. Теорема. Множеството Q  е унија на следниве три меѓусебно дис-
јунктни множества  

{( , ) | 0}m n mn   Q Q , {( , ) | 0}m n mn   Q Q   и  {(0,1)} . 

 

Доказ. Прво ќе докажеме дека дефиницијата на множествата ,Q  Q  и 

{(0,1)}  има смисла, т.е. дека е согласна со релацијата за еквиваленција на Z Z .  

Ако ( , ) ( , )m n p q , тогаш mq np  и оттука следува дека  
 

2( ) 0mn pq np   , 
 

па затоа ако 0mn  , тогаш и 0pq  . Според тоа, множеството Q  е добро дефи-

нирано. Аналогно се докажува дека и множеството Q  е добро дефинирано. Дис-

јунктноста на множествата Q  и Q  следува од претходната дискусија.  
 

Сега за ( , )m n Q  можни се следните случаи:  
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- m n , па затоа 0mn  , т.е. ( , )m n Q ,  
 

- ( 0 0) ( 0 0) i  ili  i m n m n    , па затоа 0mn  , т.е. ( , )m n Q ,  
 

- ( 0 0) ( 0 0) i  ili  i m n m n    , па затоа 0mn  , т.е. ( , )m n Q ,  
 

- ( 0 0) ( 0 0) i  ili  i m n m n    , па затоа 0mn  , односно 

( , ) ~ (0,1)m n .   
 

Според тоа {(0,1)}   Q Q Q .   

 

11.7. Дефиниција. Елементите на множеството Q  ги нарекуваме нега-

тивни рационални броеви, а елементите на множеството Q  ги нарекуваме пози-
тивни рационални броеви.  
 

11.8. Дефинираме релација '  со: ако ,x yQ , тогаш  
 

'x y  ако и само ако {(0,1)}y x   Q .    (6) 
 

Во врска со вака дефинираната релација ја имаме следнава теорема.  
 
 

Теорема. Релацијата (6) е релација на подредување во множеството на ра-
ционалните броеви Q .  
 

Доказ. За секои ,x yQ  важи y x Q . Ако x y , тогаш 'x y . Ако 

y x  Q , тогаш 'x y . Ако y x  Q , тогаш x y  Q  па затоа 'y x . Од 

теорема 11.6 следува дека за секои ,x yQ  една од наведените можности мора да 

се реализира.  
 

Очигледно дека релацијата (6) е рефлексивна. Нека 'x y  и 'y x . То-

гаш, {(0,1)}y x   Q  и {(0,1)}x y   Q , што значи дека x y , т.е рела-

цијата (6) е антисиметрична.  
 

Ќе докажеме дека ( {(0,1)}, ')  Q  е адитивна полугрупа.  
 

Нека ( , ), ( , ) {(0,1)}m n p q  Q . Тогаш, 0, 0mn pq   па затоа од  
 

( , ) '( , ) ( , )m n p q mq np nq    

следува  
2 2( ) 0mq np nq mnq pqn    , 

 

што значи ( , ), '( , ) {(0,1)}m n p q   Q , т.е. ( {(0,1)}, ')  Q  е групоид. Според 

теорема 9.16, ( {(0,1)}, ')  Q  е адитивна полугрупа.  
 

Нека, , ,x y zQ  се такви што 'x y  и 'y z . Тогаш, {(0,1)}y x   Q  

и {(0,1)}z y   Q , и бидејќи ( {(0,1)}, ')  Q  е адитивна полугрупа, добиваме  
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( ) '( ) {(0,1)}z x z y y x       Q  
 

т.е. 'x z , па затоа релацијата (6) е транзитивна.   
 

11.9. Аналогно се дефинира релацијата за стриктно подредување ' . 
Имено, ако ,x yQ , тогаш  
 

'x y  ако и само ако y x  Q .    (7) 
 

Лесно се докажува дека оваа релација не е рефлексивна и е транзитивна. 
Деталите ги оставаме на читателот за вежба. Исто така, со непосредна проверка 
можеме да се увериме во точноста на тврдењата искажани во следнава теорема.  
 
 

Теорема. i) Ако 'x y , тогаш ' ' 'x z y z   , за секој zQ .  
 

ii) Ако 'x y  и 'n z , тогаш 'xz yx .   

 
11.10. Во претходните разгледувања ги воведовме рационалните броеви и 

операциите со истите, со што практично одговоривме на прашањето поставено во 
почетокот на овој дел, што може да се види од следнава теорема чиј доказ го оста-
ваме на читателот за вежба.  
 
 

Теорема. За секои ,m nZ  точни се тврдењата  
 

i) ( ,1) '( ,1) ( ,1)m n m n   ,  
 

ii) ( ,1) ( ,1) ( ,1)m n mn  , и  
 

iii) m n  ако и само ако ( ,1) '( ,1)m n .   

 
11.11. Коментар. Од тврдењата во теорема 11.10 непосредно следува дека 

рационалните броеви од обликот ( ,1)m  ги имаат истите аритметички својства 

како и целите броеви. Според тоа, на секој рационален број од обликот ( ,1)m  му 

соодветствува цел број m  и ова соодветство е биекција. Затоа множеството цели 
броеви Z  можеме да го сметаме за подмножество од множеството рационални 
броеви Q . Притоа за операциите собирање, множење и одземање и за подредува-
њето во множеството Q  ќе ги користиме истите ознаки како и за операциите и 
подредувањето на целите броеви Z , а за рационалните броеви e  и n  природно е 
да ги користиме ознаките 1 и 0. Конечно, задачата поставена на почетокот од овој 

дел е решена, т.е. најдовме кумутативна група ( , ) Q  на која полугрупата ( , ) Z  е 

подгрупа.  
 

Според лема 9.10 и забелешка 9.11 во множеството рационални броеви 

равенката од облик , 0ax b a   има единствено решение 1x a b .  

 
11.12. Дефиниција. Ако ( , )G   е мултипликативно означена комутативна 

група, тогаш за секои ,x y G  со  
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1:x y xy      (3) 
 

се дефинира операција делење.  
 
11.13. Дропки и операциии со дропки. Од претходните разгледувања и 

од дефиниција 11.12 следува дека во групата ( , ) Q  е определена операцијата де-

лење. Притоа наместо 1xy  пишуваме x
y

. Изразот x
y

 се нарекува рационална 

дропка и се чита x  поделено со y , или x  врз y . Бројот x  го нарекуваме брои-

тел, а бројот y  -именител на дропката x
y

.  
 

Ако 0a  , тогаш од равенката 1ax   добиваме 1 11
a

x a   . Елементот 

11
a

a  се нарекува реципрочна вредност на a . Понатаму, од  
 

1 1 1 1( )( )ac bc acc b ab      
 

следува дека  
 

ac a
bc b

 , за секој c Q . 
 

Бидејќи за 0n   важи ( , ) ( ,1) ( ,1)m n n m   добиваме дека во множеството 

на рационалните броеви бројот ( , )m n  е решение на  равенката ,nx m n  Z , 

mZ . Во 11.11 видовме дека решението на оваа равенка е дадено со 
1 m

n
x mn  . Но, според лема 9.10 и забелешка 9.11, бидејќи ( , ) Q  е група, оваа 

равенка има единствено решение па така дојдовме до приказот на рационален број 

како количник на цели броеви, т.е. ( , ) m
n

m n  , при што именителот 0n  .  
 

Од досега изнесеното и од својствата на рационалните броеви следува 
точноста на следната теорема.  
 
 

Теорема. Ако , 0b d  , тогаш  
 

i) a c
b d
  ако и само ако ad bc , 

 

ii) a c ad bc
b d bd

  , 
 

iii) a c ac
b d bd

 , 
 

iv) a a a
b b b


   , и  

 

v) 1( )a b
b a

  , за 0a  .   

 
11.14. Бидејќи Z  нема ниту најмал, ниту најголем елемент, тоа истото ва-

жи и за Q . Меѓутоа, додека во Z  секој елемент има свој претходник и свој след-
беник, во Q  постои битна разлика по ова прашање.  
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Нека , ,x y x y Q . Тогаш, од  
 

2
2 2 2

x y x y x y xx       Q  и 2 ( )
2 2 2

x y y x y y xy        Q  
 

добиваме 
2

x yx y  , што значи дека за секои два различни рационални броја 

постои рационален број кој е поголем од помалиот, а помал од поголемиот, т.е. се 
наоѓа меѓу овие два броја. Ова својство на рационалните броеви ја иницира 
следната дефиниција.  
 

11.15. Дефиниција. За подреденото множество ( , )G   ќе велиме дека е 

густо, ако меѓу секои два различни елементи од G  постои елемент во G .  
 

Од дискусијата во 11.14 следува дека множеството Q  е густо.  
 
 
 
12. ГРУПИРАЊЕ НА ЕЛЕМЕНТИ  

НА КОНЕЧНО МНОЖЕСТВО 
 
12.1. Дефиниција. Нека е дадено конечното множеството од n  елементи 

1 2{ , ,..., }nA a a a  и множеството ,k k nN . Секоја инјекција : kv AN  се 

нарекува варијација без повторување од n  елементи од класа k .  
 

Бројот на варијациите без повторување од n  елементи од класа k  го 

означуваме со , 1, 2,..., 1, 2,...,k
nV n k n  .  

 
12.2. Забелешка. Множеството варијации без повторување од n  еле-

менти од класа k  е еквивалентно со множеството подредени k -ки од облик 

1
( ,..., )

ki ia a , каде што  

,  za 
j ii i j ta a i i   и , 1,2,..., za 

jia A j k  . 

 
12.3. Лема. Ако k n , тогаш  

 

1 ( )k k
n nV n k V   .     (1) 

 

Доказ. Од секоја варијација без повторување од n  елементи од класа k , 
т.е. од секоја подредена k -ка од облик 

1 2
( , ,..., )

ki i ia a a , со додавање на уште еден 

елемент 
1

, 1, 1,2,...,za 
k ji ia a j k j k

    , кои вкупно ги има n k ,  може да се 

добијат n k  варијации без повторување од n  елементи од класа 1k   од облик 

1 2 1
( , ,..., , )

k ki i i ia a a a


. Притоа секоја од новодобиените варијации се добива само по 

еднаш. Затоа важи формулата (1).  
 

12.4. Последица. За бројот на варијациите без повторување од n  еле-
менти од класа k  точна е формулата  
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( 1)...( 1), 1, 2,..., za k
nV n n n k k n     .    (2) 

 

Доказ. Очигледно дека 1
nV n . Нека за k i n   важи формулата (2) т.е. 

( 1)...( 1)i
nV n n n i    . Сега од (1) за 1k i   добиваме  

 

1 ( ) ( 1)...( 1)( )i i
n nV n i V n n n i n i        ,  

 

т.е. формулата (2) е исполнета. Конечно од принципот на математичка индукција 
следува дека формулата (2) важи за 1, 2,...,k n .  
 

12.5. Дефиниција. Нека е дадено конечното множеството од n  елементи 

1 2{ , ,..., }nA a a a . Секоја биекција :p A A  се нарекува пермутација без повто-

рување од n  елементи.  
 

Бројот на пермутациите без повторување од n  елементи го означуваме со 

nP .  

 
12.6. Забелешка. Лесно се гледа дека за пермутации без повторување 

важи следново тврдење: секоја пермутација без повторување од n  елементи е 
варијација без повторување од n  елементи од класа n , и обратно.  
 

Од последица 12.4. следува дека бројот на пермутациите без повторување 
од n  елементи е 1 2 ... !nP n n     . По договор земаме 0! 1 .  

 
12.7. Дефиниција. Нека е дадено множеството 1{ ,..., }nA a a . Секое под-

множество од k  елементи, k n  на множеството A  го нарекуваме комбинација 
без повторување од k -та класа од n -те елементи.  
 

Бројот на комбинациите без повторување од n  елементи од класа k  го 
означуваме со  
 

, 1, 2,..., 1,2,...,k
nC n k n  . 

 
12.8. Од дефиниција 12.7 следува дека две комбинации без повторување 

од иста класа се сметаат различни кога постои барем еден елемент од едната 
комбинација кој не е елемент на другата комбинација.  
 

Нека 1 2{ , ,..., }ka a a  е една комбинација без повторување од n  елементи 

од класа k . Ако оваа комбинација се пермутира ќе се добијат !k  пермутации, кои 
воедно се и варијации без повторување од  n  елементи од класа k . Бидејќи бројот 

на варијациите без повторување од n  елементи од класа k  е еднаков на k
nV , 

добиваме дека бројот на комбинациите од n  елементи од класа k  е еднаков на 
k k

n n kV C P . Според тоа, точна е следната теорема.  
 
 

Теорема. За бројот на комбинациите без повторување од n  елементи од 
класа k  точна е формулата  
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k

k
n

P
Vk

nC  ,      (3) 
 

каде што е 1, 2,3,..., 1, 2,...,n k n   т.е. формулата  
 

( 1)( 2)...( 1)
!

n n n n kk
n k

C     .    (4) 

 
12.9. Последица. Точна е формулата  

 

!
!( )!

k n
n k n k

C  .      (5) 
 

Доказ. Формулата (5) се добива ако во броителот и именителот на десна-
та страна на равенството (4) помножиме со ( )!n k .   

 
12.10. Последица. За секој 0,1, 2,...,k n  точна е формулата  

 

k n k
n nC C  .     (6) 

 

Доказ. Во (5) наместо k  ставиме n k  добиваме  
 

( )![ ( )]! !n k
nn k n n k C n     

 

т.е. добиваме  
 

( )! ! !n k
nn k k C n  . 

 

Сега од (5) и од последното равенство следува  
 

!( )! ( )! !k n k
n nk n k C n k k C     

 

и бидејќи ( , )N  е комутативна полугрупа со кратење добиваме дека равенството 

(6) е исполнето.   
 

12.11. Забелешка. Точноста на формулата (6) непосредно следува и од 
дефиницијата на комбинациите без повторување од n  елементи од класа k . 
Имено, пресликувањето : ( ) ( )f P A P A  определено со ( ) \f X A X , ја пре-

сликува секоја комбинација од n  елементи од класа k  во комбинација од n  
елементи од класа n k  и истото е биекција, (зошто?), од што следува точноста на 
формулата (6).  
 

12.12. Теорема. Точна е формулата  
 

1 1
1

k k k
n n nC C C 
   .    (7) 

 

Доказ. Според последицата 12.9, имаме:  
 

1 ! ! ! 1 1
!( )! ( 1)!( 1)! !( 1)! 1

!( 1) ( 1)! 1! 1
1!( 1)! ( 1)( ) !( 1)( 1)!( ) ( 1)!( )!

[ ]

                 

k k n n n
n n k n k k n k k n k n k k

n n n kn k n k
nk n k k n k k k n k n k k n k

C C

C
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што и требаше да се докаже.   
 

12.13. Забелешка. Броевите , 1, 2,..., 1,2,...,k
nC n k n   можеме да ги на-

оѓаме и со помош на следнава триаголна таблица, позната како Паскалов 
триаголник, каде што првиот и последниот број во секој ред се еднакви на 1, а 
почнувајќи од третиот ред секој број, освен првиот и последниот, се добива како 
збир од двата соседни “најблиски” до него броеви од претходниот ред:  
 

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

...............................................

 

 

Од равенствата 1 1
1 1n

n nC C C    и формулата (7) следува дека во  n -от 

ред на оваа таблица се наоѓаат броевите 1 2 2 11, , ,..., , ,1n n
n n n nC C C C  . 

 
 
 
13. ПРЕБРОЈЛИВИ МНОЖЕСТВА. КАРДИНАЛНИ БРОЕВИ  
 
13.1. Пред да го воведеме поимот за пребројливо множество ќе дадеме де-

финиција за низа, поим кој во нашите натамошните разгледувања ќе има важна 
улога.  
 

Дефиниција. Нека е дадено непразното множество A . Секое преслику-

вање :a A N  ќе го наречеме низа во множеството A .  
 

Притоа, наместо ( )a i  пишуваме ,ia  за секој i N  и ia  го нарекуваме 

i  ти член на низата. За низата :a A N  ќе ги користиме ознаките ,ia  

1,2,3,...i   или 1{ }i ia 
 .  

 
13.2. Дефиниција. За множеството A  ќе велиме дека е пребројливо ако 

~A N . За множеството A  ќе велиме дека е најмногу пребројливо ако тоа е ко-
нечно или пребројливо.  
 

13.3. Лема. Множеството A  е пребројливо ако и само ако  
 

{ | , } za i k jA a i a a k j   N . 
 

Доказ. Нека A  е пребројливо множество и нека :f A N  е биекција. 

За секој i N  важи ( ) if i a A   и за k j  имаме  
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( ) ( )k ja f k f j a   , 

што значи дека  
 

{ | , } za i k jA a i a a k j   N . 
 

Обратно, ако  
 

{ | , } za i k jA a i a a k j   N  
 

тогаш пресликувањето ( ) ng n a  е биекција од N  во A , што значи дека A  е 

пребројливо множество.   
 

13.4. Забелешка. Од лема 13.3 следува дека множеството A  е пре-
бројливо ако и само елементите на множеството A  можат да се запишат во низа 

1,..., ,...na a , каде што ,i ja a  за i j . Користејќи го записот на пребројливо 

множество во облик на низа 1,..., ,...na a , каде ,i ja a  за i j , лесно се докажува 

дека унијата на пребројливо и конечно множество е пребројливо множество. 
Доказот на ова тврдење го оставаме на читателот за вежба.  
 

Претходно кажаното често пати ќе го користиме во натамошните излага-
њата на овој дел.  

 
13.5. Теорема. Секое бесконечно множество содржи пребројливо мно-

жество.  
 

Доказ. Нека A  е бесконечно множество. Тогаш, A   , па затоа постои 

1a A . Бидејќи A  е бесконечно множество добиваме дека множеството 1\{ }A a  

не е празно, па затоа постои 2 1\{ }a A a . Продолжувајќи ја постапката, при што 

се користи фактот дека множеството A  е бесконечно конструираме низа 

1 2, ,...., ,....na a a , каде што , za i ja a i j  . Пресликувањето ( ) if i a , i N  е 

биекција, па затоа множеството 0 1 2{ , ,...., ,....}nA a a a A   е пребројливо.   

 
13.6. Теорема. Секое бесконечно подмножество на пребројливо мно-

жество е пребројливо.  
 

Доказ. Нека елементите на пребројливото множество A  се запишани во 
бесконечна низа 1,...., ,....na a , каде што ,i ja a  за i j  и 'A  е бесконечно 

подмножество на A . Нека 
1na  е елемент на 'A  со најмал индекс, 

2na  е елемент 

на 
1

'\{ }nA a  со најмал индекс, 
3na  е елемент на 

1 2
'\{ , }n nA a a  со најмал индекс итн. 

Така елементите на множеството 'A  се запишани во бесконечна низа  
 

1 2 3
, , ,...., ,....

kn n n na a a a , каде , za 
i jn na a i j  , 

 

што значи дека пресликувањето : 'f A N  дефинирано со ( )
inf i a  е биек-

ција, т.е. 'A  е пребројливо множество.   
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13.7. Теорема. Унија од пребројлива фамилија пребројливи множества е 
пребројливо множество.  
 

Доказ. Нека 1 2 3, , ,...A A A  е пребројлива фамилија пребројливи множества. 

Тогаш, за секој 1k   имаме 1 2 3{ , , ,..., ,...}k k k k knA a a a a , а унијата 
1

n
n

A

  е мно-

жеството составено од сите елементи во табелава  
 

.....................

......

.....................

......

......

......

......

4321

444434241

334333231

224232221

114131211

knkkkk

n

n

n

n

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

 

кои одејќи по дијагоналите од десно горе кон лево надолу, ги запишуваме во бес-
конечна низа, при што веќе појавените елементи ги испуштаме. Значи елементите 
на 

1
n

n
A


  можеме да ги запишеме како бесконечна низа на следниот начин  

 

 1 11 2 12 3 21 4 13 5 22 6 31 7 14 8 23 9 32, , , , , , , , ,...b a b a b a b a b a b a b a b a b a          
 

и како што рековме веќе појавените елементи ги испуштаме. Според тоа, мно-
жеството 

1
n

n
A


  е пребројливо.  

 
13.8. Последица. Декартовиот производ на две пребројливи множества е 

пребројливо множество.  
 

Доказ. Нека  
 

1 2{ , ,...., ,....}nA a a a  и 1 2{ , ,...., ,....}kB b b b  
 

се пребројливи множества. Тогаш, множествата { }, 1, 2,3,...i iC A b i    се пре-

бројливи (зошто?) и притоа важи 
1

i
i

A B C


   . Сега тврдењето следува од 

теорема 13.7.   
 

13.9. Последица. За секој Nn  Декартовиот производ nAA ...1  на пре-

бројливите множества nAA ,...,1  е пребројливо множество.  
 

Доказ. Непосредно следува од последица 13.8 и принципот на 
математичка индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
 

13.10. Последица. Нека A  е пребројливо множество и за секој n N   да 
го определиме множеството  
 

1{( ,..., ) | , 1, 2,..., } za n
n iA a a a A i n   . 
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Тогаш множеството 
1

n

n
B A


   е пребројливо.  

 

Доказ. Од последицата 13.9 следува дека за секој n N  множеството   
 

1{( ,..., ) | , 1, 2,..., } za n
n iA a a a A i n    

 

е пребројливо. Сега тврдењето следува од теоремата 13.7.   
 

13.11. Последица. Унија на конечно многу пребројливи множества е пре-
бројливо множество.  
 

Доказ. Нека се дадени пребројливите множества 1 2, ,..., nA A A . Множест-

вата ,  za k nA A k n   се пребројливи, па така множеството  
 

1 1

n

i i
i i

A A
 

   

е унија на пребројлива фамилија пребројливи множества. Според теорема 13.7 ова 
множество е пребројливо, што и требаше да се докаже.   

 
13.12. Пример. а) Множеството цели броеви Z  е пребројливо.  

 

б) Множеството рационални броеви Q  е пребројливо.  
 

Решение. а) Пресликувањето : {0}f   N Z , дефинирано со  
 

( ) 1f n n  , за секој n N , 
 

е биекција, па затоа множеството {0} Z  е пребројливо. Сега тврдењето следува 

од  {0}   Z N Z  и од последица 13.11.  
 

б) Од пребројливоста на множеството Z  следува дека за секој 1, 2,...i   
множествата  
 

{ | }m
i i

m Q Z  
 

се пребројливи (зошто?). Но,  
 

1
i

i
Q Q , 

 

па од теорема 13.7 следува дека множеството Q  е пребројливо.   
 

13.13. Теорема. Постои бесконечно множество кое не е пребројливо.  
 

Доказ. Нека A  е множеството од сите низи во множеството {0,1}B  , 

т.е. множеството од сите низи 1{ }i ia 
 , каде 0ia   или 1ia  , за секој i N . 

Очигледно множеството A  е бесконечно. Ќе докажеме дека тоа не е пребројливо.  
 

Нека допуштиме дека множеството A  е пребројливо, т.е дека неговите 
елементи можат да се запишат во бесконечна низа  
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1 11 12 13 14 1

2 21 22 23 24 2

1 2 3 4

( , , , ,..., ,...)

( , , , ,..., ,...)

...................................................

( , , , ,..., ,...)

...................................................

n

n

k k k k k kn

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a






    (1) 

 
 

од различни елементи, каде што 0ija   или 1, за секои ,i jN  и дека сите еле-

менти на множеството A  се содржат во низата (1). Наоѓаме елемент 

1( ,..., ,...)nb b b  каде што 0 1ili ib   и притоа важи i iib a , за секој i N . 

Јасно, b A , но тој е различен од сите елементи во низата (1), што е 
противречност. Од добиената противречност следува дека множеството A  не е 
пребројливо.   
 

13.14. Забелешка. Методот со кој е докажана претходната теорема е поз-
нат под името Канторов дијагонален метод. Претходната теорема ни беше потреб-
на за да ги докажеме следните две тврдења. Но, претходно да кажеме дека за мно-
жествата A  и B  ќе велиме дека имаат еднакви кардинални броеви ако тие се 
еквивалентни и ќе пишуваме ( ) ( )k A k B . Понатаму, ако постои инјекција од 

множеството A  во множеството B , тогаш ќе велиме дека кардиналниот број на 
множеството A  е помал или еднаков на кардиналниот број на множеството B  и 
ќе пишуваме ( ) ( )k A k B . Ако ( ) ( )k A k B  и ( ) ( )k A k B , тогаш ќе велиме дека 

кардиналниот број на множеството A  е помал од кардиналниот број на 
множеството B  и ќе пишуваме ( ) ( )k A k B .  
 

Кардиналниот број на пребројливите множества ќе го означуваме со 0 , 

(алеф нула).  
 
13.15. Теорема. Кардиналниот број на бесконечното множество A  не се 

менува ако кон него додадеме најмногу пребројливо множество B .  
 

Доказ. Нека множеството A  е бесконечно. Тогаш, тоа содржи преброј-
ливо подмножество C . Множеството B C  е пребројливо, па затоа постои биек-
ција :f B C C  . Дефинираме пресликување :g A B A   со  
 

( );
( )

; \

     f x x B C
g x

x x A C

 
  

 

 

кое е биекција од A B  во A , па затоа ~A B A , т.е. ( ) ( )k A B k A  .  

 
13.16. Теорема. Кардиналниот број на бесконечно непребројливо не се 

менува ако од него извадиме најмногу пребројливо множество.  
 

Доказ. Нека A  е бесконечно непребројливо множество и нека B  е 
негово најмногу пребројливо множество. Множеството \C A B  е бесконечно и е 
непребројливо, бидејќи во спротивен случај множеството A  би било пребројливо. 
Според претходната теорема имаме  
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( ) ( ) (( \ ) ) ( )k C k C B k A B B k A     , 
 

што и требаше да докажеме.   
 

13.17. На крајот од овој дел во врска со кардиналните броеви на множе-
ствата ќе докажеме уште една теорема.  
 

Теорема. Нека A  е произволно множество и ( )P A  е неговото партитив-

но множество (Булеан). Докажете дека ( ( )) ( )k P A k A .  
 

Доказ. Пресликувањето : ( )f A P A  определено со ( )f a a  е инјек-

ција, па затоа ( ) ( ( ))k A k P A .  
 

Ќе докажеме дека меѓу A  и ( )P A  не може да се воспостваи биекција, т.е. 

дека ( ) ( ( ))k A k P A . Нека : ( )f A P A  е произволно пресликување. Ќе дока-

жеме дека постои барем еден елемент во ( )P A  кој со пресликувањето f  не е сли-

ка на ниеден елемент од A , па од произволноста на f  ќе следува дека не постои 

биекција меѓу A  и ( )P A . Нека B  е подмножество од A  кое ги содржи сите оние 

елементи a A  кои не лежат во својата слика, т.е. { | ( )}B a A a f a   . Ако B  е 

слика на некој b A , т.е. ( )f b B , тогаш или ( )b f b  па затоа b B , т.е. 

( )b f b , што е противречност или ( )b f b , па затоа b B , т.е. ( )b f b , што 

повторно е противречност, од што следува дека f  не е биекција, т.е 

( ) ( ( ))k A k P A .  

 
 
 
14. ПОИМ ЗА ИЗОМОРФИЗАМ И ПОЛЕ 
 
14.1. Конструираното пресликување : ( ,1)f m m , за секој mZ , кое ги 

задоволува условите i) и ii) од теорема 11.10 е пример за една класа важни пресли-
кувања, а тоа се изоморфизмите. Да забележиме дека од условот iii) од теорема 
11.10 следува дека овој изоморфизам го запазува подредувањето.  
 

Дефиниција. Нека ( , )G   и ( , )H   се групоиди и :f G H  е биекција. 

За f  ќе велиме дека е изоморфизам ако ( ) ( ) ( )f x y f x f y   , за секои ,x y G . 

Притоа ќе велиме дека множествата G  и H  се изоморфни во однос на опера-
циите   i   .  
 

14.2. Во следнава теорема без да ги докажуваме ќе наведеме некои својст-
ва во врска со изоморфизмите. Читателот може самостојно да ги докаже овие 
тврдења, при што треба да ја користи само дефиницијата на изоморфизам и 
наведените својства на разгледуваниот групоид.  
 

Теорема. i) Идентичното  пресликување  е  изоморфизам од G  во G .  

ii) Ако :f G H  е изоморфизам, тогаш и 1 :f H G   е изоморфи-

зам.  
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iii) Ако :f G H  и :g H K  се изоморфизми, тогаш и g f  е изо-

морфизам.  
iv) Ако групоидот G  е комутативен, полугрупа, групоид со единица, 

група, групоид со кратење, тогаш соодветното својство го има и секој 
со него изоморфен групоид H .   

 
14.3. Дефиниција. Нека на множеството G  е определена низа операции: 

, , ,...   . Тогаш, велиме дека ( , , , ,...)G     е алгебарска структура со носител 

G .  
 

За алгебарската структура ( , , )G    ќе велиме дека е поле ако ( , )G   и 

( , )G   се комутативни групи, каде што \{0}G G   и ако  
 

( )x y z xy xz   , за секои , ,x y z G .    (1) 
 

Ако во полето ( , , )G    е зададена релација на подредување, тогаш ќе 

велиме дека ( , , )G    е подредено поле.  
 

За подреденото поле ( , , )G    ќе велиме дека е Архимедово ако за секои 

, 0x y   постои n N  таков што nx y .  

 
14.4. Забелешка. Од теорема 14.2 следува дека ако алгебарските структу-

ри ( , , )G    и ( , ', )H    се изомофни, тогаш ( , , )G    е поле ако и само ако ( , ', )H    

е поле.  
 

Од теорема 11.4 следува дека ( , , ) Q  е поле, а од теорема 11.8 - дека 

( , , ) Q  е подредено поле. Ќе докажеме дека ( , , ) Q  е Архимедово поле.  
 

Навистина, ако ,a b Q , тогаш , pm
k k

a b  , каде што , ,m k p Z , 

(зошто?). Нека 1n pk  . Тогаш,  

( 1) pm m
k k k

na pk pk pm b        , 

т.е. ( , , ) Q  е Архимедово поле.  

 
14.5. Забелешка. Во претходните разгледувања докажавме дека множест-

вото рационални броеви е густо множество, т.е. дека меѓу секои два рационални 
броја има барем еден рационален број. Овде ќе докажеме дека множеството раци-
онални боеви има определени празнини, што е непосредна причина за неговото 
проширување до ново множество броеви, а тоа е множеството реални броеви кое 
во натамошните разгледувања ќе го означуваме со R  .  
 

Најпрво ќе докажеме дека не постои pQ  таков што  
 

2 2p  .      (2) 
 

Навистина, нека постои рационален број ,m
n

p   каде што ,m nZ , 0n   и од 

дискусијата 11.13 следува дека или 2m k  или 2n p . Тогаш, добиваме  
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2 22m n .     (3) 
Ако 2 1m k  , тогаш  

2 2[2 ( 1)] 1m k k   , 
 

што противречи на (3). Значи, 2m k . Со замена во (2) добиваме 2 22k n . От-
тука следува дека 2n p , што противречи на изборот на ,m nZ , 0n  . Според 

тоа, не постои pQ  за кој е исполнето равенството (2).  
 

Сега малку подетално ќе ја разгледаме настанатата ситуација. Нека  
 

2{ | 2} i A p p p  Q  и 2{ | 2} i B p p p  Q . 
 

Ќе докажеме дека A  не содржи најголем елемент, а B  не содржи најмал елемент.  
 

Нека претпоставиме дека p A . Тогаш 2 2p  . Да избереме рационален 

број h  таков што 0 1h   и 
22

2 1
p

p
h 

  и да ставиме q p h  . Тогаш q p  и 

важи  
 

2 2 2 2 2(2 ) (2 1) (2 ) 2q p p h h p p h p p          ,  
 

што значи дека q A , па затоа A  не содржи најголем елемент.  
 

Сега да претпоставиме дека p B . Тогаш 2 2p  . Ставаме 
2 2
2

p
p

q p   . 

Тогаш 0 q p   и важи  
 

2 22 2 2 2 2 2
2

( 2) ( ) ( 2) 2p
p

q p p p p        , 
 

што значи дека q B , па затоа B  не содржи најмал елемент.  

 
14.6. Пред да преминеме на конструкцијата на множеството реални 

броеви R , ќе воведеме неколку нови поими кои ни се потребни за оваа 
конструкција.  
 

Дефиниција. За непразното множество A  Q  ќе велиме дека е ограниче-
но од горе ако постои рационален број M , таков што p M , за секој p A . Бро-

јот M  го нарекуваме мајоранта за множеството A .  
 

За мајорантата M  на множеството A  ќе велиме дека е супремум на A  
ако за секој 0   постои x A  таков што x M   . Ја прифаќаме ознаката 

supM A .  
 

За непразното множество B  Q  ќе велиме дека е ограничено од долу ако 
постои рационален број m , таков што m p , за секој p B . Бројот m  го наре-

куваме миноранта за множеството B .  
 

За минорантата m  на множеството B  ќе велиме дека е инфимум на B  
ако за секој 0   постои x B  таков што x m   . Ја прифаќаме ознаката 

infm B .  
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За непразното множество A  Q  ќе велиме дека е ограничено, ако тоа е 
ограничено и од долу и од горе.  
 

14.7. Пример. Јасно, множеството }2|{ 2   pppA  i Q  е ограничено 

од горе, но од разгледувањата во забелешка 14.6 следува дека во множеството Q  
не постои Asup .  
 

Аналогно, множеството }2|{ 2   pppB  i Q  е ограничено од долу, 

но во множеството Q  не постои Binf .   
 

14.8. Непостоењето на супремум на ограничено од горе множество е при-
чината за проширување на множеството рационални броеви Q  во ново 
множество за кое ќе важи аксиомата на супремум, која гласи:  
 

Секое непразно ограничено од горе множество има супремум.  
 

Исто така, во нашите разгледувања ќе докажеме дека ваквото проширу-
вање на подреденото поле ( , , ) Q  е единствено со точност до изоморфизам, т.е. 

дека било кои две проширувања на ( , , ) Q  кои ја задоволуваат аксиомата на суп-

ремум се изоморфни.  
 
 
 
15. АПСОЛУТНА ВРЕДНОСТ  
 
15.1. Дефиниција. Апсолутна вредност на рационалниот број a  го 

нарекуваме рационалниот број | |a  дефиниран со  
 

,       ако  0
| |

,     ако  0 .

a a
a

a a


  

    (1) 

 

15.2. Непосредно од дефиницијата на апсолутна вредност следува дека 
| | 0a  . Точна е следната теорема.  

 

Теорема. За секој рационален број a  важи  
 

i) | | | |a a  ,  
 

ii) | |a a   и  
 

iii) | |a a  .  
 

Доказ. i) Јасно, ако 0a  , тогаш | | 0 | |a a   . Ако 0a  , тогаш | |a a  и 

како 0a   имаме | | ( ) | |a a a a      . Ако 0a  , тогаш | |a a   и како 0a   

имаме | | | |a a a    .  
 

ii) Ако 0a  , тогаш | | 0 0a a   . Ако 0a  , тогаш | |a a  па затоа 

| |a a . Ако 0a  , тогаш | | 0a a a     .  
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iii) Ако 0a  , тогаш | | 0 0a a    . Ако 0a  , тогаш | | 0a a a    . 

Ако 0a  , тогаш | |a a a    .  
 

15.3. Теорема. i) | | | | | |a b a b   , за секои ,a bQ .  
 

ii)   || | | || | |a b a b   , за секои ,a bQ .  
 

iii)  | | | | | |ab a b  , за секои ,a bQ .  
 

iv) | |
| |

| | aa
b b
 , за секои ,a bQ , 0b  .  

 

Доказ. i) Од теорема 15.2 следува | |a a  и | |b b , за секои ,a bQ . Ако 

ги собереме последните две неравенства, добиваме | | | |a b a b   , за секои 

,a bQ . Аналогно од теоремата 15.2 следува | |a a   и | |b b  , за секои 

,a bQ , од што добиваме ( ) | | | |a b a b    .  
 

Конечно, ако 0a b  , тогаш  
 

| | | | | |a b a b a b     , 

а ако 0a b  , тогаш  
| | ( ) | | | |a b a b a b      , 

што и требаше да се докаже.  
 
 

ii) Имаме: | | | ( ) | | | | |a a b b a b b       и | | | ( ) | | | | |b b a a b a a      , од 

што следува | | | | | |a b a b    и (| | | |) | |a b a b    , од што, како и во доказот под 

i), следува дека || | | || | |a b a b   .  
 
 

iii) Можни се следните четири случаи:  
 

- 0, 0a b   и тогаш 0ab  , па затоа | | | | ( )( ) | |a b a b ab ab      . 
 

- 0, 0a b   и тогаш 0ab  , па затоа | | | | ( ) | |a b a b ab ab      . 
 

- 0, 0a b   и тогаш 0ab  , па затоа | | | | ( ) | |a b a b ab ab      . 
 

- 0, 0a b   и тогаш 0ab  , па затоа | | | | | |a b ab ab   .  
 

iv) Ако 0b  , тогаш 1 0
b
  и 1 1 1

| |
| |

b b b
  , а ако 0b  , тогаш 1 0

b
  и 

1 1 1 1
| |

| |
b b b b    . Сега од iii) следува | |1 1 1

| | | |
| | | | | | | | | | aa

b b b b b
a a a       .   

 
15.4. Последица. За секои рационални броеви 1 2, ,..., na a a  важи  

 

1 1
| | | |

n n

i i
i i

a a
 

  . 

 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 15.3 i) и принципот на мате-
матичка индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
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15.5. Забелешка. Ако 0  , тогаш неравенството | |a   е еквивалентно 

со неравенствата a    . Точноста на тврдењето непосредно следува од дефи-
ницијата на апсолутна вредност и теорема 15.2. Деталите ги оставаме на читателот 
за вежба.  

 
 
 
16. КОШИЕВИ НИЗИ ВО МНОЖЕСТВОТО  

РАЦИОНАЛНИ БРОЕВИ  
 

16.1. Дефиниција. Нека 1{ }n na 
  е низа рационални броеви. За низата 

1{ }n na 
  ќе велиме дека е Кошиева (фундаментална) ако за секој  Q  постои 

0n N  таков што за секои 0, , ,m n n m n  N  важи | |n ma a   .  
 

За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е ограничена ако нејзиното множество 

вредности { | 1,2,...}na n   е ограничено, т.е. ако постои M Q  таков што 

nM a M   , за секој n N , т.е | |na M , за секој n N .  

 
16.2. Теорема. Секоја Кошиева низа рационални броеви е ограничена.  

 

Доказ. Нека 1{ }n na 
  е произволна Кошиева низа. Тогаш, за 1   постои 

0n N  таков што за секои 0, , ,m n n m n  N  важи | | 1n ma a  , од што следува 

дека 
0 0

| | 1n p na a    за секој p N . Нека ставиме  
 

0 01 2 1max{| |, | |,...,| |, 1 | |}n nM a a a a   . 
 

Јасно, за 01, 2,...,n n  важи | |na M . Ако 0n n , тогаш 0n n p  , за некој 

p N  , па затоа  
 

0 0 0 0

0 0 0 0

| | | | | |

| | | | 1 | | .

n n p n p n n

n p n n n

a a a a a

a a a a M

 



   

     
  

 

Конечно, за секој n N  важи | |na M , што значи дека низата 1{ }n na 
  е 

ограничена.   
 

16.3. Дефиниција. Нека 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се произволни низи рацио-

нални броеви.  

i) За низата 1{ }n nc 
  ќе велиме дека е збир на низите 1{ }n na 

  и 1{ }n nb 
  ако 

n n nc a b  , за секој n N . Притоа пишуваме  
 

1 1 1 1{ } { } { } { }n n n n n n n n na b c a b   
       . 
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ii) За низата  1{ }n nd 
  ќе велиме дека е производ на низите 1{ }n na 

  и 

1{ }n nb 
  ако n n nd a b , за секој n N . Пишуваме  

 

1 1 1 1{ } { } { } { }n n n n n n n n na b d a b   
      . 

 

iii) За низата 1{ }n ne 
  ќе велиме дека е спротивна на низата 1{ }n na 

  ако 

n ne a  , за секој n N . Притоа пишуваме 1 1{ } { }n n n nc a 
   .   

 

iv) Ако постои рационален број 0r   и постои 0n N  таков што 

| |na r  за секој 0 ,n n n  N , тогаш со 0nf   за 0na   и 1
n

n a
f   за 0na   

дефинираме инверзна низа на низата 1{ }n na 
 . Притоа пишуваме 

1

1
1 { }

{ }
n n

n n a
f 




  .  

 
16.4. Забелешка. Од својствата на рационалните броеви следува дека опе-

рациите собирање и множење на низи рационални броеви воведени со претходна-
та дефиниција, се добро дефинирани операции, што значи дека множеството низи 
рационални броеви во однос на овие операции е групоид. Во нашите натамошни 
разгледувања ќе се ограничиме само на Кошиевите низи рационални броеви.  
 

16.5. Теорема. i) Ако низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви, тогаш и низи-

те 1 1 1 1 1{ } { } , { } { } { } i n n n n n n n n n na b a b a    
        се Кошиеви.  

 

ii) Ако низата 1{ }n na 
  е Кошиева и низата 

1

1
{ }n na 


 постои во смисла на 

дефиниција 16.3 iv), тогаш таа е Кошиева.  
 

Доказ. i) Нека 0   е произволен даден рационален број. Тогаш постои 

1n N  таков што 
2

| |n ma a   , за секои 1,m n n  и постои 2n N  таков што 

2
| |n mb b   , за секои 2,m n n . Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш при 0,m n n  

важи  
 

2 2
| ( ) ( ) | | | | |n n m m n m n ma b a b a a b b              

 

што значи дека низата 1 1{ } { }n n n na b 
   е Кошиева.  

 

Нека 0   е повторно произволен рационален број. Постои 1n N  

таков што | |n ma a   , за секои 1,m n n . Според тоа, постои 1n N  таков што  
 

| ( ) ( ) | | |n m n ma a a a       , за секои 1,m n n , 
 

што значи дека низата 1{ }n na 
  е Кошиева.  

 

Нека 0   е дадено. Низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви, па од теорема 

16.2 следува дека тие се ограничени, т.е. постојат 1 2,M M Q  такви што 
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1| |na M  и 2| |nb M  за секој n N . Сега, бидејќи низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се 

Кошиеви, постои 0n N  таков што  
 

1 2
| |n m M M
a a 

   и 
1 2

| |n m M M
b b 

  , за секои 0,m n n . 
 

Ако ги искористиме претходните две неравенства, тогаш добиваме дека за секој 

0   постои 0n N  таков што  
 

1 2 1 2
1 2 1 2

| | | | | | | | | | | |

| | | |

n n m m n n n m n m m m n n m m n m

n m n m M M M M

a b a b a b a b a b a b a b b b a a

M b b M a a M M   

          

      
 

 

за секои 0,m n n , што значи дека низата 1 1{ } { }n n n na b 
   е Кошиева.  

 

ii) Нека претпоставиме дека 1{ }n na 
  Кошиева низа за која постои r Q  

и постои 1n N  таков што за секој 1n n  важи | |na r  и нека 0   е даден ра-

ционален број. Бидејќи низата 1{ }n na 
  е Кошиева постои 2n N  таков што 

2| |n ma a r  , за секои 2,m n n . Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш при 

0,m n n  важи  
2

2 2

| | | |1 1
| |

| | m n m n

n m m n

a a a a r
a a a a r r

        

што значи дека низата 
1

1
{ }n na 


 е Кошиева.  

 
 
 
17. РЕАЛНИ БРОЕВИ  
 
17.1. Во овој дел, користејќи ги Кошиевите низи од рационални броеви, 

ќе го конструираме множеството реални броеви R . Со S  да го означиме мно-
жеството од сите Кошиеви низи рационални броеви. Во множеството S  ќе ја раз-
гледаме следната бинарна релација  
 

1 1{ } ~ { }n n n na b 
   ако и само ако за секој  Q  постои 0n N   

таков што за секој 0n n  важи | |n na b   .           (1) 

 
17.2. Теорема. Релацијата ~ е релација на еквиваленција во множеството S .  

 

Доказ. Навистина, очигледно се точни условите 1 1{ } ~ { }n n n na a 
  , за се-

која низа 1{ }n na S
  , и од 1 1{ } ~ { }n n n na b 

   следува 1 1{ } ~ { }n n n nb a 
   т.е. релаци-

јата е рефлексивна и симетрична.  
 

Нека претпоставиме дека 1 1{ } ~ { }n n n na b 
   и 1 1{ } ~ { }n n n nb c 

   и нека 

0   е даден рационален број. Тогаш, од (1) следува дека постои 1n N  таков 
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што за секој 1n n  важи 
2

| |n na b    и постои 2n N  таков што за секој 2n n  

важи 
2

| |n nb c   . Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш при 0n n  добиваме  
 

2 2
| | | ( ) ( ) | | | | |n n n n n n n n n na c a b b c a b b c                

 

од што следува дека 1 1{ } ~ { }n n n na c 
  , т.е. релацијата ~ е транзитивна.   

 
17.3. Во натамошните разгледувања класите на еквиваленција на релаци-

јата ~ ќе ги нарекуваме реални броеви. За секоја низа 1{ }n na S
   соодветниот реа-

лен број ќе го означуваме со 
1{ }n na

C 


. Сега ќе преминеме на дефинирање на ос-

новните операции и релацијата на подредување во множеството реални броеви 

|~SR . Имаме: 
1{0}

0
n

C 

  и 

1{1}
1

n
C 


 , каде што 1{0}n


  и 1{1}n


  се ознаките за 

Кошиевите низи чии сите членови се еднакви на 0 и 1, соодветно.  
 

Пред да ги воведеме операциите собирање и множење на реални броеви, 
да забележиме дека од дефиницијата на релацијата ~ следува точноста на следната 
лема, чиј доказ го оставаме на читателот за вежба.  
 

17.4. Лема. Точно е дека 1 1{ } ~ {0}n n na  
   ако и само ако постои r Q  и 

постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи | |na r .   

 
17.5. Дефиниција. Ако 

1{ }n na
C 


 и 

1{ }n nb
C 


 се два реални броја, тогаш со  

 

1 1 1{ } { } { }n n n n n n na b a b
C C C  

        (2) 
 

1 1 1{ } { } { }n n n n n n na b a b
C C C  

  
 .     (3) 

 

дефинираме собирање и множење на реални броеви, соодветно.  
 

Забележуваме дека за операциите собирање и множење ги користиме ис-
тите ознаки како и кај рационалните броеви. Причина за ова е егзистенцијата на 
изоморфизмот од множеството рационални броеви во подмножество од множест-
вото реални броеви за кој подоцна ќе стане збор.  
 

17.6. Лема. Операциите собирање и множење на реални броеви дефини-
рани со (2) и (3), соодветно, се добро дефинирани.  
 

Доказ. Според теорема 16.5 следува дека низите 1{ }n n na b 
  и 1{ }n n na b 

  

се Кошиеви, па затоа збир и производ на два реални броја е реален број. За да 
докажеме дека собирањето и множењето се навистина добро дефинирани, треба 
да докажеме дека резултатите од собирањето и множењето не зависат од изборот 
на претставниците на класите.  
 

Навистина, нека  
 

1 1{ } ~ { }n n n na A 
   и 1 1{ } ~ { }n n n nb B 
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и 0   е произволен рационален број. Тогаш, постои 1n N  таков што за секој 

1n n  важи 
2

| |n na A    и постои 2n N  таков што за секој 2n n  важи 

2
| |n nb B   . Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш при 0n n  добиваме  

 

2 2
| ( ) | | ( ) ( ) | | | | |n n n n n n n n n n n na b A B a A b B a A b B                  

 

од што следува дека 1 1{ } ~ { }n n n n n na b A B 
   , што значи дека собирањето не за-

виси од изборот на претставниците на класите.  
 

Аналогно се докажува дека и множењето не зависи од изборот на претс-

тавниците на класите. Нека 0   е дадено. Низите 1{ }n nA 
  и 1{ }n nb 

  се Кошиеви, 

па од теорема 16.2 следува дека тие се ограничени, т.е. постојат 1 2,M M Q  

такви што 1| |nb M  и 2| |nA M  за секој n N . Сега од 1 1{ } ~ { }n n n na A 
   и 

1 1{ } ~ { }n n n nb B 
   следува дека постои 0n N  таков што  

 

1 2
| |n n M M
a A 

   и 
1 2

| |n n M M
b B 

  ,  
 

за секој 0n n . Ако ги искористиме претходните четири неравенства, тогаш доби-

ваме дека за секој 0   постои 0n N  таков што  
 

1 2 1 2
1 2 1 2

| | | | | | | | | | | |

| | | |

n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n M M M M

a b A B a b A b A b A B b a A A b B

M b A M b B M M   

          

      
 

 

за секој 0n n , што значи дека 1 1{ } ~ { }n n n n n na b A B 
  , т.е. множењето не зависи 

од изборот на претставниците на класите.   
 

17.7. Нека е даден реалниот број 
1{ }n na

C 


. Дефинираме реални броеви  
 

1 1{ } { }n n n na a
C C 

   .     (4) 
 

ако 
1{ }

0
n na

C 

 ,тогаш '

1{ } 1

1
{ }n nan n
aC

C 




 , каде што 
1

' ,  ако 0

0,     ако 0
n

na
n

n

a
a

a

  


      (5) 

 

Аналогно на доказот на лема 17.6 ќе докажеме дека реалните броеви де-
финирани со (4) и (5) се добро дефинирани. Според теоремата 16.5 следува дека 

низата 1{ }n na 
  е Кошиева, па затоа на десната страна на (4) се наоѓа реален број. 

Од 
1{ }

0
n na

C 

  следува дека 1 1{ } ~ {0}n n na  

  , па сега од лема 17.4 следува дека 

постои r Q  и постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи | |na r , што 

повторно, според теорема 16.5, значи дека низата '
1{ }n na 
  е Кошиева, што значи 
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дека 
{ } 1

1

an n
C 



 е реален број. За да докажеме дека овие броеви се навистина добро 

дефинирани треба да докажеме дека тие не зависат од изборот на претставниците 
на класите на еквиваленција.  
 

Нека 1 1{ } ~ { }n n n na A 
  . Тогаш, од | | | ( ) ( ) |n n n na A a A     следува дека 

1 1{ } ~ { }n n n na A 
   , што значи дека 

1{ }n na
C 


  не зависи од изборот на претстав-

никот на класата.  
 

Нека 1 1{ } ~ { }n n n na A 
   и нека 1 1{ } ~ {0}n n na  

  . Тоа значи дека 

1 1{ } ~ {0}n n nA  
  . Од лема 17.4 следува дека постојат 1 2,r r Q  и постојат 

1 2,n n N  такви што 1| |na r  за секој 1n n  и 2| |nA r  за секој 2n n . Нека сега 

0   е зададен рационален број. Од 1 1{ } ~ { }n n n na A 
   следува дека постои 

3n N  таков што за секој 3n n  важи 1 2| |n na A r r  . Земаме 

0 1 2 3max{ , , }n n n n  и добиваме дека за секој 0n n  важи  
 

1 2

1 2

| |' ' 1 1
| |

| | | | n n

n n n n

A a r r
n n a A a A r r

a A
       , 

 

т.е. ' '
1 1{ } ~ { }n n n na A 
  , што значи дека 

{ } 1

1

an n
C 



 не зависи од изборот на претставни-

кот на класата.  
 

17.8. Теорема. i) ( , )R  е комутативна група со нула 0.  

ii) ( , ) R , \{0} R R  е комутативна група со единица 1.  

iii) За секои , ,x y zR  важи ( )x y z xz yz   . 
 

Доказ. i) Веќе докажавме дека ( , )R  е групоид. Од  
 

1 1 1 1 1 1{ } { } { } { } { } { }n n n n n n n n n n n n n na b a b b a b a
C C C C C C     

            
 

следува дека x y y x   , за секои ,x yR . Од  
 

1 1 1 1{ } {0} { 0} { }n n n n n n na a a
C C C C   

       
 

следува 0x x  , за секој xR . Понатаму, од  
 

1 1 1 1 1 1{ } { } { } { } { } {0}
( )

n n n n n n n n n n n na a a a a a
C C C C C C     

             
 

следува дека за секој xR  постои спротивен елемент x R  таков што 
( ) 0x x   . На крајот, од  

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

{ } { } { } { } { } {( ) }

{ ( )} { } { }

( )
n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

a b c a b c a b c

a b c a b c

C C C C C C

C C C
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1 1 1{ } { } { }
( )

n n n n n na b c
C C C  

  
    

 

следува ( ) ( )x y z x y z     , за секои , ,x y zR .  
 

Според тоа, ( , )R  е комутативна група.  
 

ii) Веќе докажавме дека ( , ) R  е групоид. Од  
 

1 1 1 1 1 1{ } { } { } { } { } { }n n n n n n n n n n n n n na b a b b a b a
C C C C C C     

     
    

 

следува дека xy yx , за секои ,x yR . Од  
 

1 1 1 1{ } {1} { 1} { }n n n n n n na a a
C C C C   

      
 

следува 1x x  , за секој xR . Понатаму, нека 
1{ }

0
n na

x C 


   е даден реален 

број. Тогаш, постои 0n N  таков што кога 0n n  важи | |na r  за некој r Q , 

што значи дека за 0n n  важи 0na  . Сега од (5) добиваме  
 

' '
1 1 1 1{ } { } { } {1}n n n n n n n na a a a

C C C C   
   

  , 
 

за секој 0n n , па следува дека за секој x R  постои инверзен елемент 1
x

R  

таков што 1 1
x

x  . На крајот, од  
 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

{ } { } { } { } { } {( ) } { ( )}

{ } { } { } { } { }

( )

( )                                        
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

a b c a b c a b c a b c

a b c a b c

C C C C C C C

C C C C C

      
      

    
    

  

 
 

 

следува ( ) ( )xy z x yz , за секои , ,x y zR .  
 

Според тоа, ( , ) R  е комутативна група.  
 

iii) Од  
 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

{ } { } { } { } { } {( ) } { }

{ } { } { } { } { } { }

( )

                                            
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

a b c a b c a b c a c b c

a c b c a c b c

C C C C C C C

C C C C C C

      
      

     
     

     

   
 

 

следува дека за секои , ,x y zR  важи ( )x y z xz yz   .   

 
17.9. Нека 

1{ }n na
C 


 е даден реален број.  

 

1{ }
0

n na
C 


  ако и само ако постои r Q  и постои 0n N   

таков што за секој 0n n  важи na r .           (6) 
 

И овде треба да докажеме дека дефиницијата на позитивен реален број не 

зависи од изборот на претставникот 1{ }n na 
  на класата 

1{ }n na
C 


. Навистина нека 

1 1{ } ~ { }n n n na b 
   и нека за низата 1{ }n na 

  постои 0n N  и постои r Q  таков 
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што од 0n n  следува na r . Од 1 1{ } ~ { }n n n na b 
   следува дека постои 1n N  

таков што за секој 1n n  е исполнето неравенството 
2

| | r
n na b  . Тогаш ако 

2 0 1max{ , }n n n  при 2n n , добиваме  
 

2 2
( ) | | r r

n n n n n n nb a b a a b a r         ,  
 

што според (6) значи дека дефиницијата на позитивен реален број не зависи од 

изборот на претставникот на класата 1{ }n na 
  на класата 

1{ }n na
C 


.  

 
17.10. Лема. i) За секој xR  важи или 0x  , или 0x  , или 0x  .  

 

ii) Ако , 0x y  , тогаш 0x y   и 0xy  .  
 

Доказ. ii) Ако 
1{ }

0
n na

x C 


   и 
1{ }

0
n nb

y C 


   се два позитивни броја, 

тогаш од (6) следува дека постојат 1 2,r r Q  и постојат 1 2,n n N  такви што за 

1n n  важи 1na r  и за 2n n  важи 2nb r . Но, тогаш за 0n n  каде што 

0 1 2max{ , }n n n  добиваме 1 2n na b r r    и 1 2n na b r r , од што следува дека 

0x y   и 0xy  , соодветно.  
 

i) За секој xR  важи или 0x   или не е 0x  .  
 

Ако не е 0x  , тогаш според (6) имаме дека  
 

за секој r Q  и за секој 0n N  постои 0n n  таков што na r . (7) 
 

Имаме два случаја:  

1. низата 1{ }n na 
  има најмногу конечно многу негативни членови и  

2. низата 1{ }n na 
  има бесконечно многу негативни членови.  

 

Во првиот случај постои 1n N , таков што за секој 1n n  важи 0na  . 

Нека  Q . Бидејќи низата 1{ }n na 
  е Кошиева постои 2n N  и 2 1n n  таков 

што за секои 2,m n n  важи | |n ma a   . Ако земеме r  , 0 2n n , тогаш од (7) 

следува дека постои 3n N  таков што за 3 2n n  важи 
3na  . Конечно, за 

секој 0   постои 3n N  таков што за секој 3n n  важи  
 

3 3 3 3
| 0 | | | | | | | 2n n n n n n na a a a a a a             , 

од што следува дека 1 1{ } ~ {0}n n na  
   т.е. 0x  .  

 

Во вториот случај, ако ја разгледаме низата 1{ }n nb 
 , каде што n nb a  , 

заклучуваме дека таа има бесконечно многу позитивни членови. Ќе разгледаме 
два потслучаја:  

2.1. Постои r Q  и постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи 

nb r  
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2.2. За секој r Q  и за секој 0n N  постои 0n n  таков што nb r . 
 

Во случајот 2.1. од (4) и (6) следува дека 0x  .  
 

Ако низата 1{ }n nb 
  има бесконечно многу позитивни членови и ако важи 

случајот 2.2. тогаш 1 1{ } ~ {0}n n nb  
  . Навистина, нека  Q  е произволно. 

Бидејќи низата 1{ }n nb 
  е Кошиева, постои 1n N  таков што за 1,m n n  важи 

| |m nb b   . Бидејќи низата { }nb  содржи бесконечно многу позитивни членови, 

заклучуваме дека постои 2n N , 2 1n n  таков да 
2

0nb  . Сега, ако земеме 

r  , 0 1n n , добиваме дека постои 3 1n n  таков да 
3nb  . Бидејќи  

 

2 2 3 3 3 2 3
( ) | | 2n n n n n n nb b b b b b b            , 

 

добиваме дека за 2n n  важи  
 

2 2 2 2
| | | | | | | | 2 3n n n n n n nb b b b b b b            , 

 

што значи дека 1 1{ } ~ {0}n n na  
  , од што следува 0x  .   

 
17.11. Забелешка. Во теорема 17.8 докажавме дека ( , , ) R  е поле. 

Инверзните операции одземање и делење во ( , , ) R  ги дефинираме со  
 

( )x y x y     и 1x
y y

x  , ако 0y  , 
 

соодветно. Понатаму дефинираме   
 

 0x   ако 0x  ; x y  ако 0x y  ; x y  ако y x ;  
 

x y  ако 0x y   или x y ; и x y  ако y x . 
 

Сега, од лема 17.10, следува дека ( , )R  е потполно подредено поле.  
 

Реалните броеви кои се поголеми од 0  ќе ги наречеме позитивни, а оние 
кои се помали од нула ќе ги наречеме негативни. Множеството позитивни реални 

броеви ќе го означуваме со R , а множеството негативни реални броеви - со R . 

Од претходната лема следува дека {0}    R R R .  
 

Нека rQ . Низата 1{ }n na 
 , каде na r , за секој n N  е Кошиева, па 

затоа таа дефинира реален број 
1{ }nr

C 


, кој го нарекуваме C  рационален број и 

ќе го означуваме со r . Множеството C  рационални броеви ќе го означува со 

|~S . Лесно се докажува ова |~( , , )S    е потполе од полето реални броеви ( , , ) R  

и дека пресликувањето |~:f SQ  дефинирано со 
1{ }

( )
nr

f r C 


  е изоморфизам, 

кој го запазува подредувањето. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
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17.12. Теорема. Во подреденото поле на реалните броеви важи аксиомата 
на супремум.  
 

Доказ. Нека A  е непразно множество реални броеви ограничено од горе 

со реалниот број 
1{ }n na

C 


. Според теорема 16.2 низата 1{ }n na 
  е ограничена, па 

затоа постои рационален број r  таков што na r , за секој n N . Но, тогаш 

1{ 1 }
0

n nr a
C 

   , што значи  

1 1{ 1} { }
0

n n nr a
C C 

    , 

па затоа  

1 1{ 1} { }n n nr a
C C 

   , 
 

од што следува дека 
1{ 1}nr

C 
  е мајоранта на A . Јасно, меѓу C  рационалните 

броеви има барем еден кој не е мајоранта на множеството A . Навистина, ако 

1{ }n nb
C 


 е произволен елемент од A , тогаш повторно од лема 16.2 следува дека 

постои рационален број q  таков што nb q , за секој n N , па затоа 

1 1{ } { 1}n n nb q
C C 

  , од што следува дека 
1{ 1}nq

C 
  не е мајоранта на A . Според 

тоа, за множеството A  постојат C  рационални броеви 1a  и 2a  такви што 1a  не 

е мајоранта на A , 2a  е мајоранта на A . Сега дефинираме две рационални низи 

1{ }n nt 
  и 1{ }n ns 

  на следниот начин: 1 1 1 2,t a s a  . Понатаму ги разгледуваме 

броевите 1 1
1 12
, ,

t s
t s


 и меѓу нив ги земаме соседните броеви ,u v , каде што u  не е, 

а v  е мајоранта на множеството A . Ставаме 2 2,t u s v  . Понатаму ги разгледу-

ваме броевите 2 2
2 22

, ,
t s

t s


 и меѓу нив ги земаме соседните броеви ,u v , каде што 

u  не е, а v  е мајоранта на множеството A . Ставаме 3 3,t u s v  , итн.  
 

Од конструкцијата следува дека за низите { }nt  и { }ns  важи  
 

i jt s , за секои ,i j N , 1 2 ... ...nt t t    , 1 2 ... ...ns s s      
 

1 11 1 2 2
2 2 3 32 2 2

, , ..., , ....n ns ts t s t
n ns t s t s t                 (8) 

 

Со последователна примена на равенствата во (8) добиваме дека за секој 
2,3, 4,...n   е точно равенството  

 

1 1
12n

s t
n ns t 

  .     (9) 
 

Ќе докажеме дека низата 1{ }n ns 
  е Кошиева. Нека ,n p N . Тогаш од (8) 

и (9) добиваме  
1 1

12
| | n

s t
n p n n n p n ns s s s s t 


       . 

 



 58

Нека  Q . Тогаш постои 0n N  таков што за 0n n  важи 1 1
12n

s t 
  . Нави-

стина, ( , , ) Q  е Архимедово поле, па затоа постои 0n N , таков што 

1 1 0( 1)s t n     и како 0 1
0 1 2nn   , за 0n N , пример 8.14, добиваме 

0 1
1 1 2ns t   , па затоа за 0n n  важи  

 

0 1 1
1 1 2 2n ns t      , 

 

т.е. 1 1
12n

s t 
  . Според тоа, за секои ,n p N  такви што 0,n p n  важи 

| |n p ns s    , од што следува дека низата 1{ }n ns 
  е Кошиева.  

 

Ставаме 
1{ }n ns

s C 


 . Ќе докажеме дека sups A . Прво ќе докажеме дека 

s  е мајоранта на A . Нека претпоставиме дека постои 
1{ }n nb

C A

  таков што 

1{ }n nb
s C 


 . Но, тоа значи дека 

1{ }
0

n n nb s
C 

   од што следува дека за некој 

0n N  и r Q  важи n nb s r  , за секој 0n n . Но, низата 1{ }n nb 
  е Кошиева, 

па затоа постои 1n N  таков што за секои 1,m n n  важи 
2

| | r
n mb b  . Нека 

2 0 1max{ , }n n n . Тогаш, за 2n n  добиваме  
 

2 2 2 2 2 2
( ) | | r r

n n n n n n n n n ns b r b b r b b b r b r b b               . 
 

Според тоа, C  рационалниот број 2ns  е помал од 
1{ }n nb

C A

 , што 

противречи на начинот на конструкцијата на низата 1{ }n ns 
 . Значи, s  е мајоранта 

на A .  
 

Сега да претпоставиме дека 
1{ }n nr

C 


 е мајоранта на A  таква што 

1 1{ } { }n n n ns r
C C 

 
 . Тогаш, постојат 1n N  и  Q  такви што важи  

 

n ns r   , за секој 1n n .    (10) 
 

Од друга страна, од (9) следува дека постои 2n N  таков што  
 

2n ns t   , за секој 2n n .    (11) 
 

Нека 1 2max{ , }n n n . Тогаш, n nr s     и 
2n ns t   , па, ако ги собереме 

последните две неравенства, добиваме  
 

2n nt r   , за 1 2max{ , }n n n .    (12) 
 

Бидејќи низата 1{ }n nt 
  е Кошиева, постои 3n N  таков што  

 

4
| |n mt t   , за 3,m n n .    (13) 
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Нека 1 2 3max{ , , }p n n n . Тогаш, при n p  од (12) и (13) следува  
 

1 1 1 2 4 4
( ) ( ) ( ) | |p n p n n n n n p nt r t t t r t r t t   

               
 

односно за n p  важи 1 4p nt r 
   . Оттука следува дека 

1
1 { }n n

p r
t C 


  , што е 

противречност, бидејќи по конструкција 1pt   не е мајоранта на A .  
 

Од добиената противречност следува sups A .   

 
17.13. Заради забелешка 17.11 во натамошните разгледувања C  рацио-

налните броеви ќе ги поистоветуваме со рационалните броеви, а реалните броеви 
кои не се рационални ќе ги нарекуваме ирационални броеви и ќе ги означуваме со 
I . Според тоа,  I Q  и  I Q R .  

 

Во делот 15 го воведовме поимот апсолутна вредност од рационален број. 
На ист начин се дефинира апсолутна вредност од реален број, при што тврдењата 
искажани за рационалните броеви важат и за реалните броеви. Деталите ги оста-
ваме на читателот за вежба.  
 

17.14. Ќе докажеме дека множеството реални броеви е единствено со точ-
ност до изоморфизам.  
 

Теорема. Ако R  е потполно подредено поле во кое важи аксиомата на 

супремум, тогаш R  и R  се изоморфни.  
 

Доказ. Бидејќи R  и R  се потполни подредени полиња, во секое од нив 

има нула и единица и нека тоа се 0,1R  и 0 ,1  R . Ставаме  
 

(0) 0f   и (1) 1f  .    (14) 
 

На елементот 1 1 ... 1
patin

n      му го придружуваме елементот  

 

( ) 1* 1* ... 1*
patin

f n     ,    (15) 

 

а на елементот n  му го придружуваме елементот ( )f n , т.е.  
 

( ) ( )f n f n   .      (16) 
 

Ако со Z  го означиме множеството цели елементи во полето R , тогаш 

пресликувањето :f Z Z  е биекција. Понатаму, ако 0 m n  , тогаш  
 

( ) 1* 1* ...1* 1* 1* ... 1* ( )
pati patim n

f m f n           (17) 

 

што заедно со (16) значи дека пресликувањето f  го запазува подредувањето. 

Исто така се запазуваат и операциите собирање и множење, т.е. точни се равен-
ствата  
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( ) ( ) ( )f m n f m f n   ,    (18) 
 

( ) ( ) ( )f mn f m f n .    (19) 
 

Јасно, ако 0m   или 0n  , тогаш равенствата (18) и (19) важат.   
 

Нека, ако 0m   и 0n  , тогаш  
 

( ) 1* 1* ... 1* 1* 1* ... 1* 1* 1* ... 1* ( ) ( )
pati pati patim n m n

f m n f m f n


                 .      (20) 

 

Ако пак 0m   и 0 m n   , тогаш  
 

( )

( ) 1* 1* ... 1* (1* 1* ... 1*) 1* 1* ... 1*

( ) ( ) ( ) ( ).

pati patipati

              

n m n m nm

f m n

f m f n f m f n

    

             

     

 
 (21) 

 

Ако 0 m n   , тогаш од (16) и (21) добиваме:  
 

( ) ( ) [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )] ( ) ( )

f m n f m n f m f n

f m f n f m f n

         
     

.  

 

На крајот, ако 0, 0m n  , тогаш (16) и (20) следува:  
 

( ) ( )) [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )] ( ) ( )

f m n f m n f m f n

f m f n f m f n

         
     

,  

 

со што равенството (18) е докажано.  
 

За да го докажеме равенството (19), најпрво да забележиме дека од својст-

вата на апсолутната вредност за елементите на R  и R  важи:  
 

ако 0, 0x y   или 0, 0x y  , тогаш | |xy xy  ,  (22) 
 

ако 0, 0x y   или 0, 0x y  , тогаш | |xy xy  .  (23) 
 

Од равенствата (15) и (16) следува дека за секој nZ  важи  
 

(| |) | ( ) |f n f n .     (24) 
 

Ако за множителите ,m nZ  важи условот (22), тогаш од (16) следува дека 

истиот услов важи и за множителите ( ), ( )f m f n , па затоа  
 

| | | | | |

( ) (| | | |) 1* 1* ... 1* (1* 1* ... 1*) (1* 1* ... 1*)

(| |) (| |) | ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | ( ) ( ).

pati pati pati

          

mn m n

f mn f m n

f m f n f m f n f m f n f m f n

            

    

  
  (25) 

 

Ако множителите се со различен знак, тогаш од (16), (23), (24) и (25) следува  
 

( ) ( | |) (| |) (| | | |) (| |) (| |) (| |)

| ( ) ( ) | ( ) ( ).          

f mn f mn f mn f m n f m f n f mn

f m f n f m f n

          
  

 

 

Според тоа, пресликувањето f  е биекција од множеството Z  во мно-

жеството Z , која го запазува подредувањето и операциите собирање и множење.  
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Понатаму, на секој рационален број m
n

, ,m nZ , 0n  , во R  му придру-

жуваме елемент ( )
( )

f m
f n

R , т.е. ставаме  
 

( )
( )

( ) f mm
n f n

f  .      (26) 
 

Лесно се гледа дека пресликувањето f  биективно го пресликува полето 

Q  на полето Q  од сите рационални елементи на R . Ова пресликување е изо-

морфизам меѓу подредените полиња Q  и Q . Навистина, ако  
 

0 , , , , , 0, 0pm
n q

m n p q n q    Z    (27) 
 

тогаш mq np , па затоа ( ) ( )f mq f np , т.е. ( ) ( ) ( ) ( )f m f q f n f p . Според тоа 
( ) ( )
( ) ( )

f m f p
f n f q

 , па од (26) следува дека  

( ) ( )pm
n q

f f .     (28) 
 

За рационални броеви со произволен знак запазувањето на подредувањето при 
пресликувањето f  следува од (27) и (28) и од тоа што  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )f m f mm m m
n n f n f n n

f f f       .   (29) 
 

Понатаму од равенствата (18), (19) и (26) за секои , pm
n q

Q  добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

p mq np f mq np f m f q f n f pm
n q nq f nq f n f q

f m f p pm
f n f q n q

f f

f f

     

   
  (30) 

 

и  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )p mp f mp f m f p f m f p pm m
n q nq f nq f n f q f n f q n q

f f f f     . (31) 
 

Пресликувањето f  е изоморфизам од Q  во Q  кој го запазува подреду-

вањето, па затоа низата 1{ }n na 
  е кошиева низа во Q  ако и само ако низата 

1{ ( )}n nf a 
  е Кошиева во Q  (проверете!). Според тоа, постои биекција меѓу 

Кошиевите низи во Q  и Q , па затоа постои биекција и меѓу соодветните класи 

на еквиваленција. Понатаму, на секој 
1{ }n na

C 

R  му го придружуваме елементот 

1{ ( )}n nf a
C 



R , т.е. ставаме  
 

1 1{ } { ( )}
( )

n n n na f a
f C C 

 
 .    (32) 

 

Вака дефинираното пресликување f  е изоморфизам од R  во R  кој го 

запазува подредувањето. Навистина, од равенствата (30), (31) и (32) добиваме:  
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

{ } { } { } { ( )} { ( )} { ( )}

{ ( )} { ( )} { } { }

( ) ( )

( ) ( )                                  
n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

a b a b f a b f a f b

f a f b a b

f C C f C C C

C C f C f C

     
     

   
   

     

   
 

и  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

{ } { } { } { ( )}

{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}

{ ( )} { ( )} { } { }

( ) ( )

( ) ( ),

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

a b a b f a b

f a f b f a f b

f a f b a b

f C C f C C

C C

C C f C f C

   
   

  
  

   
   

 

 

 

 

 

што значи дека f  е изоморфизам од R  во R . Нека 
1{ }

0
n na

C 

 , што значи дека 

постои r Q  и постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи na r . Но, то-

гаш постои ( ) , ( ) 0f r f r Q  и постои 0n N  таков што за секој 0n n  важи 

( ) ( )nf a f r , што значи дека 
1 1{ } { ( )}

( ) 0
n n n na f a

f C C 
 

  .  

 
17.15. Во претходните разгледувања видовме дека множеството рацио-

нални броеви Q  е вистинско подредено потполе од полето реални броеви R  и 
дека во полето Q  не е исполнета аксиомата за супремум. На крајот од овој дел ќе 
докажеме дека множеството реални броеви не е изоморфно со свое вистинско 
подмножество, тврдење кое е последица од следната теорема.  
 

Теорема. Не постои подредено поле во кое важи аксиомата на супремум, 
кое како вистинско подмножество го содржи множеството реални броеви.  

Доказ. Нека R  е подредено поле во кое е исполнета аксиомата на супре-
мум и нека полето на реални броеви R  е негово потполе. Ќе докажеме дека 

R R .  
 

Во теорема 17.14 видовме дека меѓу секои две подредени полиња во кои 

важи аксиомата на супремум, во случајот меѓу R  и R , постои изоморфизам f  

кој се добива со соодветно додефинирање на пресликувањето  
 

(0) 0 , (1) 1f f   .     (33) 

на сите елементи на полето R , каде 0 и 1 се нулата и единицата на полето, а 0  и 

1  се нулата и единицата на полето R . Но, R  е потполе од R , па затоа 0 0   

и 1 1  , што значи дека равенствата (33) можеме да ги запишеме во обликот  
 

(0) 0, (1) 1f f  .     (34) 

Сега од релациите (15) и (34) следува дека  
 

( ) 1 1 ... 1
 patin

f n n         (35) 

 

за секој природен број n . Ако n  е цел број, тогаш од релациите (16) и (35) сле-

дува дека ( )f n n . Нека m
n

r  , тогаш од претходното равенство и од релацијата 

(26) следува дека  
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( )
( )

( ) ( ) f mm m
n f n n

f r f r    , 
 

што значи дека рационалните броеви при пресликувањето f  се пресликуваат во 

самите себе.  
 

Нека xR . Тогаш постои Кошиева низа рационални броеви 1{ }n na 
  

таква што 
1{ }n na

x C 


 , па затоа  
 

1 1 1{ } { ( )} { }
( ) ( )

n n n n n na f a a
f x f C C C x  

  
    , 

 

што значи дека за секој xR  важи  
 

( )f x x .     (36) 
 

Пресликувањето f  е изоморфизам од R  во R , па затоа тоа е 

сурјекција, што според (36) значи дека R R .   
 
 
 
18. АРИТМЕТИЧКИ СВОЈСТВА НА ИНФИМУМОТ  

И СУПРЕМУМОТ. ТЕОРЕМА НА АРХИМЕД   
 
18.1. Во овој дел ќе се осврнеме на аритметичките својства на инфимумот 

и супремумот на подмножества од множеството реални броеви R . Прво ќе ја до-
кажеме следната теорема.  
 
 

Теорема. Секое непразно ограничено од долу множество A  R  има 

инфимум, при што inf sup( )A A   , каде што { | }A x x A    .  
 

Доказ. Бидејќи множеството A  е ограничено од долу, постои mR  
таков што x m , за секој x A , па значи x m   , за секој x A , т.е. 
множеството A  е ограничено од горе. Според тоа, постои sup( ) *A M  . Значи, 

*x M  , за секој x A  и затоа *M x  , за секој x A . Според тоа, *M  е 
миноранта на множеството A . Ако N  е друга миноранта на множеството A , 
тогаш N  е мајоранта на множеството A  и затоа * sup{ }N M A    , т.е. 

*N M  , што значи  
 

inf * sup{ }A M A     .  

 
18.2. Теорема. Нека A  и B  се ограничени множества реални броеви и 

{ | , }C x y x A y B    . Тогаш,  
 

inf inf infC A B   и sup sup supC A B  . 
 

Доказ. Ќе го докажеме првото равенство.  
 

Од ограниченоста на A  и B  следува дека постојат m  и 1m  такви што 

m x , за секој x A  и 1m y , за секој y B . Но, тоа значи дека 1m m x y   , 
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за секој x y C  , т.е. множеството C  е ограничено од долу. Сега од теорема 18.1 

следува дека постои inf C  и притоа 1inf C m m    каде што * infm A  и 

1 infm B  .  
 

Од дефиницијата на инфимум следува дека за секој 0   постои 'x A  

таков што *
2

'm x m     и постои 'y B  таков што 1 1 2
'm y m     . Според 

тоа, за секој 0   постои ' 'x y C   таков што 1 1' 'm m x y m m          .  
 

Сега, од произволноста на   следува дека inf inf infC A B  , па затоа 
inf inf infC A B  .  

 

Второто равенство се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на читате-
лот за вежба.   

 

18.3. Теорема. Нека A  и B  се ограничени подмножества од {0} R  и 

{ | , }C xy x A y B   . Тогаш, inf inf infC A B   и sup sup supC A B  . 
 

Доказ. Од ограниченоста на множеството A  следува дека постои реален 

број m  таков што m x , за секој x A . Но, {0}A  R , па затоа 0m  . 

Слично, постои 1 0m   таков што 1m y , за секој y B . Според тоа, за секој 

xy C  важи 1mm xy , што значи дека егзистенцијата на inf , infA B  повлекува 

егзистенција на inf C  (зошто?).  
 

Нека 0   е произволен реален број. Од дефиницијата на инфимумот 
следува дека постои x A  таков што inf infA x A    . Аналогно, постои 
y B  таков што inf infB y B    . Од последните две неравенства добиваме 

дека постои xy C  таков што  
 

inf inf inf inf ( inf inf )A B xy A B A B        . 
 

Од произволноста на   следува дека inf inf infC A B  .  
 

Второто равенство се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на читате-
лот за вежба.   

 
18.4. Теорема (Архимед). Ако 0a   и b  е произволен реален број, тогаш 

постои nZ  таков што ( 1)n a b   и na b .  
 

Доказ. Прво ќе докажеме дека постои nZ  таков што na b . Нека го 
претпоставиме спротивното, т.е. ka b , за секој k Z . Тогаш множеството 
{ | }ka k Z  е ограничено од горе, па затоа постои  
 

sup{ | } *ka k M b  Z . 
 

Бидејќи бројот *M a  не е мајоранта на множеството { | }ka k Z , постои 

{ | }pa ka k Z  таков што * *M a pa M   . Но, тоа значи дека постои 
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1p  Z  таков што ( 1) *p a M  , што противречи на дефиницијата на *M . 

Според тоа, постои k Z  таков што ka b .  
 

Аналогно се докажува, дека постои mZ  таков, што ma b . Да ги 
разгледаме броевите , ( 1) , ..., ( 1) ,ma m a k a ka  . Сега, од ka b  и ma b  следува 

дека постои { 1, 2,..., 1, }n m m k k     таков што ( 1)n a b na   .   
 

Во претходната теорема всушност докажавме дека R  е Архимедово 
поле.  

 

18.5. Последица. За секој  R  постои nN , таков што 1
n

 .  
 

Доказ. Ставаме 1b   и 1a   и од теорема 18.4 добиваме дека постои 

nZ  таков што 11n   . Од  R , следува дека nN .   

 

18.6. Пример. Нека 1
3 3 1

{ | }n
n

X n 
  N . Докажете дека inf 0X   и 

2
3

sup X  .  
 

Решение. Нека 0   е произволно дадено. Тогаш, од неравенствата 
1
3 3 1

0 n
n

    и 2 1 2
3 3 3 1 3

n
n

      кои се точни за секој 1 3
9

n 


  следува дека 

множеството X  е ограничено. Од произволноста на   и дефиницијата на 

инфимум и супремум следува дека inf 0X   и 2
3

sup X  .   

 
18.7. Последица. Нека ,a bR  се такви што a b . Тогаш, постои rQ  

таков што a r b  .  
 

Доказ. Нека 0h b a   . Од последица 18.5 следува дека постои nN  

таков што 1
h

n   т.е. 1
n

h  . Од теорема 18.4 следува дека постои mZ  таков што  
 

1m na m   , т.е. 1m m
n n

a   . 
 

Но, тоа значи дека  
 

1 1 ( )m m
n n n

a a b a b       , 
 

односно постои рационален број 1m
n

r   таков што a r b  .   

 
18.8. Мерење на отсечки. Во овој дел за означување на отсечките ќе ги 

користиме ознаките a, b, c, d, e, f, ... .  
 
Дефиниција. За две отсечки a  и b  ќе велиме дека се сомерливи ако по-

стои отсечка c  и природни броеви m  и n , такви што ако m  пати ја собереме от-
сечката c  добиваме отсечка еднаква на отсечката a  и ако n  пати ја собереме от-
сечката c  добиваме отсечка еднаква на отсечката b .  
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Да ја разгледаме задачата на мерење на отсечки, која се состои во след-
ното:  

 

На секоја отсечка a  да и се придружи позитивен реален број ( )d a , кој го 

нарекуваме должина (мера) на a , така што:  
 

1) избираме отсечка e , која ја нарекуваме еталон за должина, на која и 
го придружуваме бројот 1, т.е. ставаме ( ) 1d e ,  

 

2) еднакви отсечки имаат еднакви должини и  
 

3) за секои отсечки a  и b  важи ( ) ( ) ( )d d d  a b a b .  
 

Ќе докажеме дека при дадените услови задачата има единствено решение. 
Претходно, да забележиме дака отсечките a  и b  се сомерливи ако и само ако 
постои отсечка c  и природни броеви m  и n , такви што ( ) ( )d mda c  и 

( ) ( )d ndb c . Притоа за отсечката c  ќе велиме дека е заедничка мера на отсеч-

ките a  и b .  
 

Нека отсечката a  е сомерлива со еталонот на должината e . Тогаш, посто-
јат отсечка c  и природни броеви m  и n , такви што ( ) ( )d mda c  и ( ) ( )d nde c . 

Од последните две равенства и од 2) следува дека ( ) m
n

d a . Според тоа, за секоја 

отсечка која е сомерлива со еталонот на должина, нејзината должина е позитивен 
рационален број.  

 

Обратно, нека p
q

x   е произволен позитивен рационален број. Ако ета-

лонот e  го поделиме на q  еднакви отсечки, тогаш од 2) и 3) следува дека q  от 

дел од еталонот има должина 1
q

. Понатаму, ако q  от дел од еталонот го собере-

ме сам со себе p  пати, тогаш повторно од 2) и 3) следува дека добиваме отсечка 

a  со должина ( ) p
q

d a . Според тоа, за секој рационален број p
q

x   постои от-

сечка a  која е сомерлива со еталонот e  и таква што ( ) p
q

d a .  
 

Природно е да се запрашаме дали постојат отсечки кои се несомерливи со 
e . Одговорот на ова прашање е позитивен. Имено, хипотенузата на рамнокракиот 

правоаголен триаголник со катети еднакви на e  има должина ( ) 2d c , што зна-

чи дека таа е несомерлива со e .  
 

Ќе докажеме дека должината на секоја несомерлива отсечка со e  е ира-
ционален број.  

 

Нека отсечката x  е несомерлива со еталонот e  и нека со S  го означиме 
множеството отсечки кои се сомерливи со e  и кои имаат помала должина од x . 
Значи, ако Ss , тогаш ( ) ( )s d d s x , па затоа множеството  

{ | ( ), }A s s d S  s s  

е ограничено од горе и A  нема најголем елемент (зошто?) добиваме дека 
sup ( )A d x I .  
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Од досега изнесеното е јасно дека својствата 1) и 2) од задачата на мерење 
на отсечки се исполнети, а својството 3) следува од теоремата 18.2. Деталите ги 
оставаме на читателот за вежба.  

 
18.9. Реална права. Нека на ориентирана права избереме почетна точка 

O  и еталон на должина OE . Од 18.8 следува дека на секоја точка X  на правата и 
соодветствува реален број ( )x d OX , ако X  лежи во позитивна насока од O  и 

( )x d OX  , во спротивен случај (црт. 1).  

 
Јасно, ова пресликување е инјекција. Природно се наметнува прашањето, 

дали пресликувањето е и сурјекција, т.е. дали на секој реален број x  соодветству-
ва точка од правата? Одговорот на ова прашање е позитивен и истиот следува од 
геометриската аксиома за непрекинатост на правата.  

 
Според тоа, меѓу множеството реални броеви и точките на ориентирана 

права може да се воспостави биекција, т.е. реалните броеви можеме да ги 
пресликаме во точки на правата, која ја нарекуваме реална оска.  

 
Ако во почетната точка O  кон-

струираме нормална ориентирана права 
Oy  на реалната оска Ox , со иста по-

четна точка, тогаш добиваме правоаго-
лен координатен систем во кој на секо-
ја точка M  од рамнината соодветствува 
подреден пар реални броеви ( , )x y  и 

обратно (црт. 2). Јасно, ова соодвет-
ствие е биекција.   

 
 
 
19. БИНОМНА ФОРМУЛА И НЕКОИ НЕРАВЕНСТВА  

ВО МНОЖЕСТВОТО РЕАЛНИ БРОЕВИ  
 
19.1. Во овој дел ќе ја докажеме биномната формула и неколку неравенст-

ва во множеството R , кои ни се потребни во натамошните разгледувања. При 
докажувањето на биномната формула и на овие неравенства најчесто ќе се кори-
стиме со методот на математичка индукција.  

 
19.2. Лема (Њутнова биномна формула). За секои ,a bR  и секој 

n N  точна е формулата  

0
( )

n
n i i n i

n
i

a b C a b 


   .     (1) 
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Доказ. За 1n   имаме 1 0 1
1 1( )a b a b C a C b     , т.е. формулата (1) е 

точна.  

Нека претпоставиме дека за n k  важи 
0

( )
k

k i i k i
n

i
a b C a b 


   . Тогаш, за 

1n k   имаме  

1 1 1

0 0 0

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 0

1
1 1 1 1

1 1
1 0

( ) ( ) ( ) ( )

( )

k k k
k k i i k i i i k i i i k i

k k k
i i i

k k
k i i i k i k k i i k i k

k k k
i i

k k
k i i k i k i i k i

k k
i i

a b a b a b a b C a b C a b C a b

a C C a b b a C a b b

a C a b b C a b

     

  
 

         


 


     
 

 

       

      

   

  

 

 

 

 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека бином-

ната формула е точна за секои ,a bR  и секој n N .   
 
19.3. Лема. (Неравенство на Бернули). Ако , 1, 2,...,ix i n  се реални 

броеви со ист знак, поголеми од 1 , тогаш  
 

1 2 1 2(1 )(1 )...(1 ) 1 ...n nx x x x x x        .   (2) 
 

Доказ. За 1n   имаме 1 11 1x x   , т.е. неравенството важи.  
 

Нека претпоставиме дека за n k  и произволни реални броеви 

1 2, ,..., kx x x , со ист знак и поголеми од 1 , важи  
 

1 2 1 2(1 )(1 )...(1 ) 1 ...k kx x x x x x         
 

Нека 1n k   и , 1, 2,..., , 1ix i k k   се произволни реални броеви со ист 

знак, поголеми од 1 . Тогаш имаме 1 2 1( ... ) 0k kx x x x     . Од индуктивната 

претпоставка и последното неравенство добиваме: 
 

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

(1 )(1 )...(1 )(1 ) (1 ... )(1 )

1 ... ( ... )

1

                                                    

                                                    

k k k k

k k k k

x x x x x x x x

x x x x x x x x
 

 

         

         

  1 2 1... k kx x x x    

 

т.е. неравенството (2) важи и за 1n k  , па од принципот на математичка индук-
ција добиваме дека важи за секој nN  и секои реални броеви 1, 1,2,...,ix i n    

со ист знак.  
 

19.4. Последица. Ако 1x   , тогаш (1 ) 1nx nx   , за секој nN .  
 

Доказ. Непосредно следува од лема 19.3.   
 

19.5. Теорема. За секој x R  и за секој n N  постои еден и само еден 

y R  таков што ny x .  
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Доказ. Единственоста следува од фактот дека ако 10 y y  , тогаш 

1
n ny y .  

Нека { | } i nA t t t x  R . Ако 1 1
x
x

t  , тогаш 10 1t  , па затоа 

1 1
nt t x  , што значи дека A  не е празно множество. Да ставиме 2 1t x  . 

Тогаш, од последица 19.4 добиваме дека 2 (1 ) 1n nt x nx x     , па затоа 2t A  и 

2t  е мајоранта на A . Значи непразното множество A  е ограничено од горе, па 

затоа има супремум. Нека supy A .  
 

Нека претпоставиме дека ny x  и да избереме h  таков што 0 1h   и 

(1 )

n

n n

x y

y y
h 

 
 . Тогаш, со примена на биномната формула добиваме:  

 

1

1 1 1

(1 )

( )

[(1 ) ] [(1 ) ] ( )
n

n n

n n n
n n k n k k n k n k k n k n k

n n n
k k k

x yn n n n n n n n

y y

y h y C y h y h C y h y h C y

y h y y y y y y x y x

   

  


 

      

           

  
 

 

т.е. y h A   што противречи на фактот дека y  е мајоранта на A .  
 

Да претпоставиме дека ny x . Тогаш избираме 0 1p  , p y  и 

(1 )

n

n n

y x

y y
p 

 
 . Тогаш, за t y p   наоѓаме  

 

1 1

1 1

1

(1 )

( ) ( 1) ( 1)

[(1 ) ]

[(1 ) ] ( )
n

n n

n n
n n n k k n k k n k k n k k

n n
k k

n
n k n k n n n

n
k

y xn n n n n

y y

t y p y C y p y p C y p

y p C y y p y y

y y y y y x x

   

 






 

       

     

       

 

  

 

што значи дека y p  е мајоранта на A , што не е можно бидејќи supy A .  
 

Конечно, ny x .   

 
19.6. Дефиниција. Реалниот број y  од теорема 19.5 го нарекуваме n ти 

корен на реалниот број x .  
 

Притоа означуваме ny x  или 
1
ny x .  

 

19.7. Теорема. Нека ,m n N  и ,a b R . Тогаш, точни се следните 
формули:  

n m mna a , mn mn a a , n n nab a b , ( ) nm mn a a  и 
n

n
aan

b b
 . 
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Доказ. Ќе ја докажеме само првата формула. Доказот на останатите го 
оставаме на читателот за вежба.  

 

Нека n mx a . Од дефиницијата на корен имаме n mx a  и затоа 

( )n m mna x x  , од што следува mnx a , па затоа n m mna x a  .  

 

19.8. Дефиниција. Нека a R , rQ , т.е. , ,m
n

r m n   Z N . Тогаш, 

бројот n ma  го нарекуваме r  ти степен на a .  
 

Притоа означуваме nr ma a .  
 
19.9. Во следнава теорема ќе ги наведеме основните својства на степени 

со рационален показател.  
 

Теорема. i) Нека 1,r r Q  и ,a b R . Тогаш, точни се формулите:  
 

1
r

r

a
a  , 1 1r r rra a a  , 1 1( )r rrra a , 1

1

r

r
r ra

a
a  , ( )r r rab a b  и ( )

r

r
ra a

b b
 . 

 

ii) Нека 1 2 1 2, ,r r r r Q . Ако aR , 1a  , тогаш 1 2r ra a . Ако 

0 1a  , тогаш 1 2r ra a .  
 

Доказ. i) Ќе ја докажеме само првата формула. Доказот на останатите го 
оставаме на читателот за вежба.  

 

Ако , ,m
n

r m n   Z N , тогаш  
 

1 1 1
m m
n n

m rn m

nr m n
a aa

a a a a
       .  

 

ii) Нека 1 2 1 2, ,r r r r Q . Ако aR , 1a  , тогаш 1 2r ra a . Навистина, 

ако 1 2,p m
q n

r r  , тогаш од 1 2r r  следува 1 2 0np mq
nq

r r    , па затоа можеме да 

земеме дека 1np mq   и 1nq  . Сега од својствата на степен со природен експо-

ненет имаме 1 1np mq nqa    , па затоа 1
np mq

nqa


 (зошто?). Според тоа 1 2r ra a .  
 

Понатаму, ако 0 1a  , тогаш 1 1
a
 , па затоа 1 21 1( ) ( )r r

a a
 , што значи 

1 2r ra a .   

 
19.10. Лема. Ако 0ix  , 1, 2,...,i n  и  1 2... 1nx x x   тогаш  
 

1 2 ... nx x x n    , 

при што 1 2 ... nx x x n     ако и само ако 1 2 ... 1nx x x    .  
 

Доказ. Даденото неравенство ќе го докажеме со математичка индукција 
по n .  



 71

i) За 1n   неравенството е точно и притоа важи знак на равенство.  
 

Ако 2n   и 1 2 1x x  , тогаш без ограничување на општоста можеме да 

претпоставиме 1 1x   и 2 1x  . Според тоа,  
 

1 2 1 2 2 1 2 11 ( 1)(1 ) 2 ( 1)(1 ) 2x x x x x x x x            
 

и знак за равенство важи ако и само ако 2 1 0x    или 11 0x  , што заедно со 

1 2 1x x   дава 1 2 1x x  .  
 

ii) Нека претпоставиме дека за n k  и произволни реални броеви 
, 1, 2,...,ix i k  , чиј производ е единица, точно е неравенството  

 

1 2 ... kx x x k     
 

при што знак за равенство важи ако и само ако 1, 1,2,...,ix i k  . 
 

Нека 1n k   и 1 1,..., kx x   се позитивни реални броеви за кои 

1 2 1... 1kx x x   . Ако сите ix  не се еднакви на 1, тогаш имаме броеви поголеми од 1, 

но и помали од 1. Без ограничување на општоста можеме да земеме 1 1x   и 

2 1x  . Тогаш имаме k  позитивни броеви 1 2 3 1, ,..., kx x x x   чиј производ е еднаков 

на 1, па според индуктивната претпоставка добиваме  
 

1 2 3 1... k kx x x x x k      
 

при што знак за равенство важи ако и само ако  
 

1 2 3 1... 1k kx x x x x      . 
 

Но, тогаш  
 

1 2 1 1 2 3 4 1 2 1

2 1

... 1 ... ( 1)(1 )

1 ( 1)(1 ) 1                                    
k k k kx x x x x x x x x x x x

k x x k
              

      
 

 

при што знак за равенство важи ако и само ако  
 

1 2 3 1... 1k kx x x x x       
 

и при тоа 2 1( 1)(1 ) 0x x   , т.е. 1 2 3 1... 1k kx x x x x       .  

 
19.11. Дефиниција. Нека се дадени n  позитивни реални броеви 

1 2, ,..., na a a . Броевите   
 

1

1

n

in
i

a

  , 1/

1
( )

n
n

i
i

a

  , 

1

1

n

i
i

n

a



  

 

ги нарекуваме аритметичка, геометриска и хармониска средина на броевите 

1 2, ,..., na a a , соодветно.  

 
19.12. Теорема (неравенство на Коши). За аритметичката, геометриска-

та и хармониската средина на позитивните реални броеви 1 2, ,..., na a a  важи  
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1

1 n

i
i

a
n 
   1/

1
( )

n
n

i
i

a

 

1

1

n

i
i

n

a



  

 

при што знак за равенство важи ако и само ако 1 2 ... na a a   .  
 

Доказ. Означуваме 1/

1
( )

n
n

n i
i

a


  . Да ги разгледаме следните n  пози-

тивни реални броеви i

n

a
iy  , 1, 2,...,i n . За броевите , 1,2,...,iy i n  важи 

1
1

n

i
i

y


 , што според лема 19.10 значи 1 2 ... ny y y n      т.е.  

 

1 2 ... n

n n n

aa a
n       

 

односно 1/1

1 1
( )

nn
n

i in
i i

a a
 

  . Притоа, знак за равенство важи ако и само ако 

1 2 ... ny y y    т.е. ако и само ако  1 2 ... na a a   .  
 

Од претходно изнесеното имаме: 
 

1 1 1
1 2

1 21/
1

1 1

...1/1 1 1 1 1

( )
( ... ) a a an

n n
nn ni aii i

n
a a a n

a  

  
     


  

 

односно 1/

1
( )

n
n

i
i

a

 

1

1

n

i
i

n

a



, при што знак за равенство важи ако и само ако 

1 2

1 1 1...
na a a

    т.е. ако и само ако 1 2 ... na a a   .  

 

19.13. Пример. Докажете дека за секој 0x   и за секој n N  важи нера-

венството  1 1nx
n

x    
 

Решение. Прв начин. За 0x   и n N  имаме 1x
n
  . Од неравен-

ството на Бернули добиваме: (1 ) 1 1nx x
n n

n x       т.е.  
 

1 1nx
n

x   . 
 

Втор начин. Од неравенството помеѓу аритметичка и геометриска 
средина, при 1 2 1... 1nx x x      и 1nx x   добиваме 

 

 1 2 ...
1 1 1 ... 1 1nx x x n

n
x

           
 

односно  1 1nx
n

x   .  
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19.14. Пример. Во лема 19.3, т.е. во нејзината последица го докажавме 
наједноставниот облик на неравенството на Бернули. Во овој пример ќе презенти-
раме поопшт облик на споменатото неравенство. Имено, ако 1 0h   и rQ , 

1r  , тогаш  (1 ) 1rh rh   . Докажете! 
 

Решение. Нека p
q

r  , p q  и ( , ) 1NZD p q  . Ставаме  
 

1 2 ... 1qa a a rh      и 1 2 ... 1q q pa a a     .  
 

Според теорема 19.12 имаме:  
 

1 2 1... ...(1 ) ( )1 q q pa a a a aph p q qrh p q q rh p q
p p p p

h                  

        1/ 1/ 1/
1 2 1( ... ... ) ((1 ) ) (1 )p q p r

q q pa a a a a rh rh      
 

т.е.  (1 ) 1rh rh   .  

 
19.15. Дефиниција. Нека се дадени n  позитивни реални броеви 

1 2, ,..., na a a . Бројот  2 1/ 21

1
( )

n

in
i

a

  го нарекуваме квадратна средина на броевите 

1 2, ,..., na a a .  

 
19.16. Теорема. За аритметичката и квадратната средина на позитивните 

реални броеви важи 2 1/ 21 1

1 1
( )

n n

i in n
i i

a a
 

  , при што знак за равенство важи ако и 

само ако 1 2 ... na a a   .  
 

Доказ. За произволен пар индекси ( , )i j  такви што , {1,2,..., }i j n  и i j  

важи 2 22 i j i ja a a a  . Ако сите овие ( 1)
2

n n  неравенства ги собереме, добиваме 
 

2

1 1
2 ( 1)

n

i j i
i j n i

a a n a
   

    

односно  

2 2

1 1 1
2

n n

i i j i
i i j n i

a a a n a
    

      или 2 2

1 1
( )

n n

i i
i i

a n a
 

  . 

Конечно,  

2 1/ 21 1

1 1
( )

n n

i in n
i i

a a
 

   

 

со што неравенството е докажано. При тоа равенство важи ако и само ако за секој 

пар индекси ( , )i j  важи 2 22 i j i ja a a a  , т.е. i ja a , што значи дека   

1 2 ... na a a   .  
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20. ЛЕМА ЗА ВЛОЖЕНИ ЗАТВОРЕНИ ИНТЕРВАЛИ  
 
20.1. Дефиниција. Нека ,a bR , a b . Множеството  
 

{ | , }x a x b x  R  
 

го нарекуваме отворен интервал со крајни точки a  и b  и го означуваме со ( , )a b . 

Множеството  
 

{ | , }x a x b x  R  
 

го нарекуваме затворен интервал со крајни точки a  и b  и го означуваме со 
[ , ]a b . Множествата  

 

{ | , }x a x b x  R  и { | , }x a x b x  R  
 

ги нарекуваме полуотворени (полузатворени) интервали и ги означуваме со [ , )a b  

и ( , ]a b , соодветно.  

 
20.2. Лема. Нека ,M N  R  се непразни множества такви што, за секој 

x M  и за секој y N  е исполнето неравенството x y . Тогаш, постои rR , 

таков што x r y   за секој x M  и за секој y N .  
 

Доказ. Да замеме произволен елемент y N . По услов x y  за секој 

x M , што значи дека y  е мајоранта на M . Од аксиомата за супремум следува 

дека постои supr M  и притоа важи x r , за секој x M . Но, r  е најмалата 

мајоранта за M  и, бидејќи сите елементи на множеството N  се мајоранти за M , 
добиваме дека r y , за секој y N .   

 
20.3. Лема (вложени интервали). Нека [ , ], 1, 2,...n na b n   е низа интер-

вали, која ги задоволува условите:  
 

i) 1 1[ , ] [ , ], 1,2,...n n n na b a b n      
 

ii) за секој 0  , постои nN , таков што n nb a   .  
 

Тогаш, 
1
[ , ] { },n n

n
a b x


 за некој xR .  

 

Доказ. Ако искористиме дека [ , ] [ , ]a b c d  ако и само ако c a b d    

добиваме дека  
 

1 2 1 1... ...n n na a a b b b       , за секој 1, 2,3,...n  .  
 

За множеството 1 2 3{ , , ,...}A a a a  бројот mb , за секој 1,2,3,...m   е мајоранта. 

Имено, ако n m , тогаш од условот i) имаме [ , ] [ , ]m m n na b a b , т.е.  

n m m na a b b   , 

па затоа n ma b . Ако пак n m  тогаш од условот i) имаме [ , ] [ , ]n n m ma b a b , т.е.  

m n n ma a b b   , 
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па затоа n ma b . 
 

Ако земеме 1 2 3{ , , ,...}B b b b , тогаш од лема 20.2 следува дека постои 

xR  таков, што за секој 1, 2,3,...n   важи na x  и за секој 1, 2,3,...m   важи 

mx b . Затоа, [ , ]n nx a b , за секој 1, 2,3,...n  .  
 

Нека yR  е таков, што [ , ]n ny a b , за секој 1, 2,3,...n  . Без ограни-

чување на општоста можеме да сметаме дека y x . Од условот ii) следува дека за 

секој 0   постои nN  таков што 0 n ny x b a      , т.е. за секој 0   важи 

0 y x    . Од произволноста на   следува y x , т.е. 
1
[ , ] { }n n

n
a b x


 .   

 
20.4. Забелешка. Очигледно, ако за интервалите [ , ], 1, 2,...n na b n   е ис-

полнет само условот i) од лемата 20.3, тогаш 
1
[ , ] [ , ]n n

n
a b x y


 , при што  

 

1 2 3sup{ , , ,...}x a a a  и 1 2 3inf{ , , ,...}y b b b . 
 

Доказот на ова тврдење е аналоген на доказот на лема 20.3 и го оставаме на чита-
телот за вежба.  

 
20.5. Пример. Во случај кога интервалите од лема 20.3 не се затворени, 

тогаш нивниот пресек може да биде празно множество. Имено, да ги разгледаме 

интервалите 1(0, ), 1,2,3,...
n

n  . Тогаш, 1 1
1

(0, ) (0, )
n n  , за секој 1, 2,3,...n   

меѓутоа 1

1
(0, )

n
n

  .  

 

Последното непосредно следува од тоа што R  е Архимедово поле. Дета-
лите ги оставаме на читателот за вежба.   

 
20.6. На крајот од овој дел ќе се осврнеме на проширениот систем реални 

броеви. Така, ја имаме следната дефиниција.  
 

Дефиниција. Проширениот систем реални броеви се состои од множест-
вото реални броеви R , кон кое се додадени симболите   и   со следните 
својства:  

 

i) ако xR , тогаш x     и , ,x x      0x x
   ; 

 

ii) ако 0x  , тогаш ( ) , ( )x x      ;  
 

iii) ако 0x  , тогаш ( ) , ( )x x      ; и  
 

iv) ( ) ( )     , ( ) ( )     , ( )( )     

     ( )( )    , ( )( )     и ( )( )    .  
 

Овде уште да забележиме дека множеството { | , }x x a x R  исто така е 

отворен интервал, кој го означуваме со ( , )a  . Аналогно ги дефинираме интерва-

лите [ , ), ( , ]a b   и ( , )b .  
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Кога има потреба да направиме разлика меѓу реалните броеви, од една, и 
симболите   и  , од друга страна, за првите велиме дека се конечни реални 
броеви.  

 

Дефиниција. Нека множеството A  е подмножество од проширениот сис-
тем реални броеви. Ако A  не е ограничено од горе, т.е. ако за секој реален број y  

постои x A  таков, што x y , тогаш по дефиниција ставаме sup A   .  
 

Аналогно, ако множеството A  не е ограничено од долу, тогаш по дефи-
ниција ставаме  inf A   .  

 

На тој начин во проширениот систем реални броеви секое множество има 
супремум и инфимум. Тоа е и главната причина за воведувањето на симболите 
  и  .  

 
 
 
21. ОТВОРЕНИ И ЗАТВОРЕНИ МНОЖЕСТВА ВО R  
 
21.1. Дефиниција. Нека aR  и 0   е дадено. Множеството  
 

( ; ) { | | | } i U a x x x a    R  
 

го нарекуваме   околина на точката a .  
 

Од својствата на апсолутна вредност следува дека  
 

( ; ) { | } { | } i  i  U a x x x a x x a x a               R R  
 

т.е. околината ( ; )U a   е отворен интервал со должина 2  и средина a .  

 
21.2. Дефиниција. За точката a  ќе велиме дека е внатрешна за множест-

вото A  ако постои   околина ( ; )U a   на a  таква што ( ; )U a A  .  
 

Множеството внатрешни точки на множеството A  го нарекуваме внат-

решност на A  и го означуваме со 0A  или int A .  
 
21.3. Пример. Ќе покажеме дека секоја точка на отворениот интервал 

( , )c d  е негова внатрешна точка.  
 

Навистина, нека ( , )a c d . Земаме min{ , }a c d a     и ја разгледуваме 

  околината ( ; )U a  . Ако ( ; )x U a  , тогаш | |x a   . Од забелешка 15.5 

следува a x a      и од a c    и d a   , имаме дека c x  и x d , т.е. 
( , )x c d . Од произволноста на точката x  следува дека ( ; ) ( , )U a c d  . Значи, 

точката ( , )a c d  е внатрешна точка на отворениот интервал, па сега тврдењето 

следува од произволноста на точката a .   
 
21.4. Дефиниција. За множеството A  ќе велиме дека е отворено ако 

секоја точка на A  е внатрешна точка на A .  
 

По дефиниција ќе земеме дека празното множество е отворено.  
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Од пример 21.3 следува дека секој отворен интервал е отворено множест-
во.  

 

21.5. Теорема. Внатрешноста 0A  на секое множество A  е отворено мно-
жество.  

 

Доказ. Нека 0x A , т.е. x  е внатрешна точка за A . Значи, постои око-
лина ( ; )U x A  . Нека ( ; )y U x   и да земеме 

 

1 min{| |, | |}y x y x     . 
 

Тогаш, 1( ; ) ( ; )U y U x A    што значи дека секоја точка од ( ; )U x   е внатрешна 

за A , односно 0( ; )U x A  . Конечно, за секој 0x A  постои околина ( ; )U x   

таква што 0( ; )U x A  , т.е. x  е внатрешна точка за 0A , па затоа 0A  е отворено 

множество.  
 

21.6. Теорема. Внатрешноста 0A  на произволно множество A   е еднаква 
на унијата од сите отворени множества кои се содржат во множеството A .  

 

Доказ. Нека ,U B    е фамилијата од сите отворени множества такви, 

што U A  , за секој B  . Според теорема 21.5 множеството 0A  е отворено, 

па затоа постои 0 B   таков, што 
0

0U A  . Според тоа,  
 

0 0
0

0

,
( )

 B B
A U U U U   

     
     . 

 

Обратно, нека 
B

x U


  . Постои 1 B   таков што A B A   и бидеј-

ќи множествата U A  , B   се отворени, следува дека x  е внатрешна точка 

за множеството 
1

U . Според тоа, постои 0   таков, што 
1

( ; )U x U A   , т.е. 

x  е внатрешна точка за A . Значи, 0x A , односно 0

B
U A


 .  

 

Конечно, од 0

B
U A


  и 0

B
A U


   добиваме 0

B
A U


  .  

 
21.7. Пред да разгледаме уште некои својства на внатрешноста на дадено 

множество, ќе ја докажеме следнава теорема за отворените множества, за која 
слободно може да се каже дека има посебно значење во проучувањето на нивната 
структура.  

 

Теорема. Точни се следните тврдења 
 

i) празното множество   и множеството R  се отворени,  
 

ii) пресек на конечно многу отворени множества од R  е отворено мно-
жество и  
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iii) унија на произволно многу отворени множества од R  е отворено 
множество.  

 

Доказ. i) Јасно, празното множество е отворено по дефиниција, а 
множеството R  е отворено, бидејќи за секој aR  важи ( ;1)U a  R .  

ii) Нека 1,..., nV V  се отворени множества од R . Ако 
1

n

i
i

V


  , тогаш твр-

дењето следува од i). Нека претпоставиме дека 
1

n

i
i

a V


 . Бидејќи секое од мно-

жествата 1,..., nV V  е отворено, добиваме дека за секој 1,...,i n  постои 0i   

таков што ( ; )i iU a V  . Земаме 1min{ ,..., }n   . Притоа 0   и ( ; )U a    

( ; )i iU a V  , за секој 1,...,i n , од што следува дека 
1

( ; )
n

i
i

U a V


  . Од произ-

волноста на точката a  следува дека 
1

n

i
i

V

  е отворено множество.   

iii) Нека ,V A    е произволна фамилија отворени множества од R  и 

нека 
A

a V


  . Тогаш, постои 0 A   таков што 
0

a V . Но, 
0

V  е отворено, па 

затоа постои 0   таков што 
0

( ; )
A

U a V V 





   . Од произволноста на точка-

та a  следува дека множеството 
A

V

  е отворено.   

 
21.8. Забелешка. Во теорема 21.7 докажавме дека пресек на конечна 

фамилија отворени множества е отворено множество. Меѓутоа, пресек на произ-
волна фамилија отворени множества не е отворено множество. Навистина, нека е 

дадена преброивата фамилија множества 1 1( , ), 1,2,...i i i
A i   . Множествата iA  

се отворени, но 
1

{0}
n

i
i

A


  не е отворено множество, (зошто?).  

 

Од претходно изнесеното следува дека произволна унија на отворени ин-
тервали е отворено множество. Во теорема 21.11, со помош на отворените интер-
вали, ќе дадеме карактеризација на отворените множества на реалната права.  

 

21.9. Теорема. i) Ако  A B , тогаш  0 0A B .  
 

ii)  За секои множества A  и B  важи 0 0 0( )A B A B   .  

iii)  За секои множества A  и B  важи 0 0 0( )A B A B   .  
 

Доказ. i) Ако 0x A , тогаш постои околина ( ; )U x A  . Но, A B  па 

затоа постои околина ( ; )U x B  , т.е. 0x B , т.е. 0 0A B .  
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ii) Од A B A   и A B B  , според i) добиваме 0 0( )A B A   и 
0 0( )A B B  , па затоа 0 0 0( )A B A B   .  

 

Понатаму, според теорема 21.7 пресекот 0 0A B  е отворено множество и 
0 0A B A B   , па од теорема 21.6 следува 0 0 0( )A B A B   .  

 

iii) Непосредно следува од ,A A B B A B     и од  i).  

 
21.10. Забелешка. Во делот iii) од последната теорема обратната инклу-

зија не е исполнета, што може да се види на примерот на множествата [0,1]A   и 

[1,2]B  . Имаме, [0, 2]A B  , 0 (0,1),A   0 (1, 2)B   од каде што следува  
0 0 0( ) (0,2) (0,1) (1,2)A B A B      .  

 
21.11. Теорема. Секое непразно отворено множество U  на бројната пра-

ва е конечна или пребројлива унија од дисјунктни отворени интервали.  
 

Доказ. Нека U  е произволно отворено множество и нека x U . Постои 
0   таков, што ( ; )U x U  , т.е. ( , )x x U    . Нека ,y zR  се такви, што 

x y x     и x z x   . Очигледно ( , )x y U  и ( , )z x U . Дефинираме 

inf{ | ( , ) }a z z x U   и sup{ | ( , ) }b y x y U   и го разгледуваме интервалот 

( , )xI a b . Јасно е дека a x b  . Ќе докажеме дека xI U .  
 

Нека xc I . Тогаш, a c b  . Ако x c b  , тогаш од дефиницијата на 

супремум следува дека постои y c  таков што ( , )x y U , што значи дека c U . 

Ако a c x  , исто така се добива дека c U . Ако c x , тогаш јасно c U . Од 
произволноста на точката c  следува дека xI U .  

 

Ќе докажеме дека ,a b U . Нека претпоставиме дека a U . Множест-

вото U  е отворено, што значи дека постои 1 0   таков, што 1 1( , )a a U    , 

од што добиваме дека 1( , )a x U  , што противречи на inf{ | ( , ) }a z z x U  . 

Аналогно се докажува дека b U .  
 

Сега да ја разгледаме фамилијата отворени интервали ,xI x U .  Од 

конструкцијата следува дека за секој x U  важи xx I U  , па затоа x
x U

U I


  . 

Ќе докажеме дека два интервала од оваа фамилија или се заемно дисјунктни или 
се совпаѓаат. Нека ( , )a b  и ( , )c d  се произволни интервали од фамилијата 

,xI x U . Ако ( , ) ( , )a b c d  , тогаш нема што да се докажува. Нека 

( , ) ( , )a b c d    и нека ( , ) ( , )t a b c d  . Тогаш, a t d   и c t b  . Од a U  

следува ( , )a c d  и бидејќи a d , тогаш мора да е a c . Од друга страна c U , 

па затоа ( , )c a b  и бидејќи c b , добиваме c a . Конечно, од a c  и c a  

добиваме a c . Аналогно се докажува дека b d , што значи дека интервалите 
( , )a b  и ( , )c d  се совпаѓаат.  
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Останува да докажеме дека фамилијата ,xI x U  е најмногу пребројлива. 

Навистина, секој отворен интервал xI  содржи рационален број xr  и како од 

x yI I , за x y  следува x yr r , добиваме дека пресликувањето : x xf I r  е 

биекција меѓу фамилијата ,xI x U  и подмножество од множеството рационални 

броеви, од што следува дека фамилијата ,xI x U  е најмногу пребројлива.   

 
21.12. Дефиниција. За множеството F  R  ќе велиме дека е затворено 

ако \cF F R  е отворено множество.  
 

Од [ , ] ( , ) ( , )c a b a b     следува дека секој затворен интервал е затво-

рено множество.  
 

21.13. Теорема. Точни се следните тврдења:  
 

i) Множествата R  и   се затворени.  
 

ii) Унија од конечен број затворени множества е затворено множество.  
 

iii) Пресек на произволна фамилија затворени множества е затворено 
множество.  

 

Доказ. i) Непосредно следува од теорема 21.7 и равенствата Rc  и 

Rc .  
 

ii) Нека nkFk ,...,2,1,   се затворени множества. Тогаш, множествата 

nkFU k
c

k ,...,2,1,   се отворени, па од теорема 21.7 следува дека множеството  
 

)(
111

n

k
k

c
n

k
k

c
n

k
k FFU


  

е отворено. Според тоа, множеството 
n

k
kF

1
 е затворено.  

 

iii) Нека AF  ,  е произволна фамилија затворени множества. Тогаш 

множествата AFU c   ,  се отворени, па од теорема 21.7 следува дека мно-

жеството  

)( 
A

c

A

c

A
FFU











  

е отворено. Според тоа, множеството 
A
F


  е затворено.   

 

21.14. Пример. Нека се дадени множествата ,...1],,[
11




iA
i
i

i
i

i . Тие се 

затворени, но )1,1(
1






i

iA  не е затворено множество, што значи дека унија од 

затворени множества не мора да биде затворено множество.   
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22. ТОЧКИ НА НАТРУПУВАЊЕ. ИЗВОДНО МНОЖЕСТВО  
 
22.1. Дефиниција. За точката p  ќе велиме дека е точка на натрупување 

на множеството A  ако секоја нејзина  околина содржи точка Aq , различна 

од p .  

 
22.2. Теорема. Ако p  е точка на натрупување за множеството A , тогаш 

секоја  околина на p  содржи бесконечно многу точки од A .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека постои  околина на p  која содржи 

само конечно многу точки од A , различни од p , и нека тоа се точките 

nqqq ,...,, 21 . Земаме },...,2,1|,min{|
2
1 nipqi    . Од pqi  , за ni ,...,2,1  

следува 0||  pqi , за ni ,...,2,1 , па затоа 0 .  
 

Од изборот на   следува дека  околината ( ; )U p   не содржи точка 

Aq  различна од p , што противречи на фактот дека p  е точка на натрупување 

за множеството A . Според тоа, секоја  околина на p  содржи бесконечно 

многу точки од A .  
 

22.3. Последица. Конечно множество нема точки на натрупување.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 22.2.  
 

22.4. Теорема. Множеството E  е затворено ако и само ако ги содржи 
сите свои точки на натрупување.  
 

Доказ. Нека E  е затворено множество. Ако Ep , тогаш Ep c  и како 

Ec  е отворено множество секоја негова точка е внатрешна. Значи, постои 0  

таков, што ( ; ) cU p E  , т.е. постои 0  таков што ( ; )U p E    . Според 

тоа, p  не е точка на натрупување за множеството E . Значи, ако E  е затворено, 

тогаш ги содржи сите свои точки на натрупување.  
 

Обратно, нека E  ги содржи сите свои точки на натрупување. Ако Ex c , 
тогаш x  не е точка на натрупување на E , па затоа постои околина ( ; )U x   таква, 

што ( ; )U x E    . Од последното равенство следува дека ( ; ) cU x E  , т.е. 

точката x  е внатрешна за множеството Ec . Значи, Ec  е отворено множество, т.е. 
E  е затворено множество.  
 

22.5. Дефиниција. Множеството од сите точки на натрупување на 
множеството A  го нарекуваме изводно множество на A  и го означуваме со 'A .  
 

22.6. Теорема. Изводното множество на секое множество е затворено.  
 

Доказ. Според теорема 22.4 доволно е да докажеме дека 'A  ги содржи 
сите свои точки на натрупување.  
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Нека a  е точка на натрупување за множеството 'A  и ( ; )U a   е произ-

волна околина на a . Според теорема 22.2 ( ; )U a   содржи бесконечно многу точ-

ки од 'A . Избираме произволна точка од нив, на пример ( ; )b U a  , 'Ab . Да зе-

меме  
 

},|,min{| baabba    
 

и да ја разгледаме околината ( ; )U b  . Лесно се докажува дека ( ; ) ( ; )U b U a  . 

Но, 'Ab , па затоа ( ; )U b   содржи бесконечно многу точки од A , па од 

( ; ) ( ; )U b U a   следува дека ( ; )U a   содржи бесконечно многу точки од A . 

Значи, a  е точка на натрупување за A , т.е. 'Aa .   
 

22.7. Забелешка. Изводното множество 'A  на множеството A  е затво-
рено, па затоа ги содржи сите свои точки на натрупување. Ако со ''A  го означиме 
изводното множество на множеството 'A , тогаш ''' AA  . Аналогно се докажува 

дека ''''' AA   итн. Според тоа точни се инклузиите ......''' )(  nAAA , каде 

што со )(nA  е означено n то изводно множество. Следниот пример покажува де-
ка во дадената низа инклузии не мора да важи знак за равенство.  
 

22.8. Пример. Да го разгледаме множеството  
 

,...},...,,,1,0{ 1
3
1

2
1

n
A  . 

 

Постои N0n  таков што  |0|
0

1
n

, од што следува дека произволна околина 

(0; )U   на 0 содржи барем една точка од A  различна од 0, т.е. '0 A . Ќе дока-

жеме дека множеството A  нема други точки на натрупување. За секој Nk  

избираме 
)1(2

1


kk
 . Тогаш, 1( ; )

k
U A    , што значи дека ниедна друга точка 

на A  не е точка на натрупување за A . Ако Ax , тогаш 0x  или 
kk

x 1
1

1  , за 

некој Nk  или 1x , па ако земеме x  или },min{ 1
1

1 xx
kk
   или 

1 x , соодветно добиваме дека ( ; )U x A    , што значи дека x  не е точка 

на натрупување за A . Од досега изнесеното следува дека }0{'A . Сега од 

последица 22.3 добиваме дека ''A , т.е. ''' AA  .   
 

22.9. Теорема. i) Ако BA , тогаш '' BA  .  
 

ii)   За секои множества A  и B  важи '')'( BABA  .  
 

iii)  За секои множества A  и B  важи '')'( BABA  . 
 

Доказ. i) Нека BA , 'Ap  и ( ; )U p   е произволна околина на p . 

Значи, постои точка pq   таква, што ( ; ) ( ; )q U p A U p B     , па затоа 'Bp . 

Од произволноста на точката p  следува '' BA  .  
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ii) Ако '' BAp  , тогаш 'Ap  или 'Bp . Според тоа, за секоја 

околина ( ; )U p   постои точка pq   таква што ( ; )q U p A   или постои точка 

pq   таква, што ( ; )q U p B  . Значи, за секоја оклина ( ; )U p   постои точка 

pq   таква, што  
 

( ( ; ) ) ( ( ; ) ) ( ; ) ( )q U p A U p B U p A B         , 
 

т.е. )'( BAp  . Значи, )'('' BABA   

Ако '' BAp  , тогаш 'Ap  и 'Bp , т.е. постојат околини 1( ; )U p   и 

2( ; )U p  , кои не содржат точки од A  и B , соодветно, различни од p . Нека 

},min{ 21    и добиваме дека околината ( ; )U p   не содржи точки од A  и B , 

различни од p , што значи дека не содржи точки од BA  различни од p . 

Според тоа, )'( BAp  . Значи, '')'( BABA  .  
 

iii) Постапете аналогно како во доказот на ii).   
 

22.10. Пример. Да ги разгледаме множествата  
 

,...},...,,,1,0{ 1
3
1

2
1

n
A   и ,...},...,,,1,0{ 1

3
1

2
1

n
B  . 

 

Имаме, '}0{' BA  , т.е. }0{'' BA . Од друга страна }0{ BA , па 

затоа  )'( BA , што значи дека обратната инклузија од теорема 22.9 iii) не 

важи.   
 
 
 
23. АТХЕРЕНТНИ И ГРАНИЧНИ ТОЧКИ. ЗАТВОРАЧ  

И ГРАНИЦА НА МНОЖЕСТВО 
 
23.1. Дефиниција. За точката x  ќе велиме дека е атхерентна точка на 

множеството A  ако секоја нејзина  околина содржи точка од A .  
 

Множеството атхерентни точки на множеството A  ќе го нарекуваме 

затворач (атхеренција) на A  и ќе го означуваме со A .  
 

Јасно, 'AAA  .  
 

23.2. Пример. Определете го затворачот на множеството  
 

a) ,...},...,,,1{ 1
3
1

2
1

n
A  ,  

 

b) }0,,|{ 2

2

 qqpA
q

p Z .  

 

Решение. а) Од }0{'A  добиваме  
 

,...},...,,,1,0{' 1
3
1

2
1

n
AAA  . 
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б) Нека }0|{ R xxxa  i  и 0  е произволен. За реалните броеви 

a  и a  постои рационален број 0
q
p  таков што  aa

q
p . Со 

квадрирање на овие неравенства добиваме  aa
q

p
2

2

. Според тоа, за секој 

}0|{ R xxxa i  постои елемент A
q

p 2

2

 таков, што a
q

p 2

2

 и 
2

2 ( ; )p

q
U a  , 

што значи 'Aa . За 0,  xx R  постои 0 x  таков, што ( ; )U a A     од 

каде што следува дека 'Ax .  Значи, }0|{' R xxxA i  од што следува:  
 

}0|{}0|{ RR  xxxxxxAA  i  i . 

 

23.3. Лема. i) Ако BA , тогаш BA .  
 

ii) За секои множества A  и B  важи BABA   и BABA  . 
 

Доказ. Непосредно следува од равенството 'AAA   и теорема 22.9.    
 

23.4. Теорема. Затворачот A  на произволно множество A  е затворено 
множество.  
 

Доказ. Според теорема 22.4 доволно е да докажеме дека затворачот A  на 

множеството A  ги содржи сите свои точки на натрупување, т.е. AA )'( .  
 

Навистина, од забелешка 22.7, теорема 22.9 и од 'AAA   следува  
 

AAAAAAAAA  ''''')''()'( .  

 

23.5. Теорема. Затворачот A  на произволно множество A  е еднаков на 
пресекот на сите затворени множества кои го содржат A .  
 

Доказ. Нека A  е произволно множество и BB  ,  е фамилијата од 

сите затворени множества кои го содржат A . Од BA  , за секој B  следува 

 BBA  '' , за секој B . Значи, BAA  ' , за секој B , т.е.  
 


B
BAAA





' . 

 

Според теорема 23.4 затворачот 'AAA   е затворено множество кое го 

содржи множеството A , т.е. 
0BA  , за некој B0 , па затоа  

 

AABBBB
BBB




)()(
0

0
0 ,,







 
  

. 

 

Конечно, од 
B
BA





  и AB

B






  следува 
B
BA





 .  
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23.6. Дефиниција. Точката a  ја нарекуваме гранична точка за множест-

вото A , ако секоја секоја нејзина околина ( ; )U a   содржи точки и од A  и од Ac .  
 

Множеството гранични точки за множеството A  го нарекуваме граница 
на A  и го означуваме со A .  
 

23.7. Теорема. Ако a  е точка на натрупување за множеството A  и Aa , 
тогаш Aa  .  
 

Доказ. Бидејќи a  е точка на натрупување за множеството A  добиваме 

дека ( ; ) ( \{ })U a A a    , за секој 0 . Но, Aa  па затоа ( ; ) cU a A    , 

(во пресекот сигурно е точката a ). Според тоа, секоја околина ( ; )U a   содржи 

точки и од A  и од Ac , па затоа Aa  .   
 

23.8. Теорема. За секое множество A  неговата граница A  е затворено 
множество.  
 

Доказ. Нека Ap  , т.е. постои околина 1( ; )U p   за која важи или 

1( ; )U p A   или 1( ; ) cU p A  . За 1( ; )U p   важи 1( ; )U p A    . Навистина, 

ако 1( ; )q U p A  , тогаш при |}||,min{| 1 qpqp    имаме 

1( ; ) ( ; )U q U p   и ( ; )U q   содржи точки и од A  и од Ac , што противречи на 

определбата на 1( ; )U p  .  
 

Значи, 1( ; ) ( )cU p A   , т.е. p  е внатрешна точка за )( Ac  . Според тоа, 

)( Ac   е отворено множество, па затоа A  е затворено.  

 
23.9. Теорема. Границата на унијата на конечен број множества е под-

множество од унијата на границите на тие множества.  
 

Доказ. Најпрво тврдењето ќе го докажеме во случај на две множества, т.е. 
ќе докажеме дека BABA  )( .  
 

Нека )( BAx   и ( ; )U x   е произволна околина на x . Од дефини-

цијата на граница следува дека ( ; ) ( )U x A B      и ( ; ) ( )cU x A B     . 

Според тоа,  
 

( ( ; ) ) ( ( ; ) )U x A U x B       и ( ; ) c cU x A B     , 

односно  
( ; )U x A     или ( ; )U x B    ; 

и  

( ; ) cU x A     и ( ; ) cU x B    . 

Значи,  

( ; )U x A     и ( ; ) cU x A     

или  
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( ; )U x B     и ( ; ) cU x B    , 
 

па затоа Ax   или Bx  . Конечно, BAx  , т.е.  
 

BABA  )( . 
 

Сега тврдењето на теоремата следува од принципот на математичка ин-
дукција.  
 

23.10. Забелешка. Претходната теорема не важи во случај на пребројлива 

фамилија множества. Имено, за )1,1(
1

1
1

1



iiiA , ,...2,1i  имаме 

},{
11 


i
i

i
i

iA , ,...3,2,1i , односно  
 

}|{}|{
11

1











 NN iiA

i
i

i
i

i
i . 

 

Од друга страна )1,1(
1






i

iA  и }1,1{)(
1






i

iA . Јасно, 









11
)(

i
i

i
i AA .   

 
 
 
24. ГУСТИ МНОЖЕСТВА  
 
24.1. Дефиниција. За множеството B  ќе велиме дека е густо во мно-

жеството A  ако BA . Ако множеството B  е густо во множеството R , ќе 
велиме дека е секаде густо во R .  
 

За множеството RA  ќе велиме дека е никаде густо во R , ако секој 
отворен интервал содржи отворен интервал дисјкунктен со A .  
 

24.2. Теорема. Комплементот на отворено секаде густо множество во R  
е никаде густо множество.  
 

Доказ. Ако A  е отворено секаде густо множество, тогаш секој отворен 
интервал ),( ba  содржи точка Ax . Но, бидејќи A  е отворено, постои околина 

( ; )U x   на x  таква, што ( ; )U x A  . Интервалот ( , ) ( ; )I a b U x a   е отворен ин-

тервал таков, што AI  . Значи,  AI c , т.е. Ac  е никаде густо множество.  
 

24.3. Теорема. Ако A  е никаде густо множество во R , тогаш Ac  е 
секаде густо множество во R .  
 

Доказ. Треба да докажеме дека RAc . Бидејќи AA cR  доволно е да 

докажеме дека секоја точка на A  е точка на натрупување за Ac . Нека претпоста-

виме дека Ax  и нека x  не е точка на натрупување на Ac . Тогаш постои 

околина ( ; )U x   на x  таква што ( ; ) cU x A    , т.е. ( ; )U x A  . Според тоа, 

имаме отворен интервал ),(   xx  кој е подмножество од A  и тој не може да 
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содржи отворен интервал кој е дисјунктен со A , што противречи на фактот дека 
множеството A  е никаде густо.  
 

24.4. Забелешка. Обратното тврдење на теорема 24.3 не важи. Навистина, 
множеството рационални броеви Q  е секаде густо во R , (зошто?), но множест-
вото QRI \  не е никаде густо. Напротив, и ова множество е секаде густо во R .   

 

24.5. Теорема. Ако A  е никаде густо множество во R , тогаш A  е 
никаде густо множество во R .  
 

Доказ. Нека A  е никаде густо множество во R , I  е произволен отворен 
интервал и II 1  е отворен интервал таков, што  AI1 . Тогаш, 1I  не 

содржи точки на натрупување на множеството A .  
 

Навистина, ако 1Ix  е точка на натрупување за A , тогаш во секоја око-

лина на x , па значи и во 1I  се наоѓаат точки од A  различни до x . Но, тоа про-

тивречи на  AI1 . Според тоа,  '1 AI , па затоа секој интервал I  со-

држи интервал 1I  таков, што  AI1 . Значи, A  е никаде густо множество.   

 
24.6. Теорема. Затворено множество во R  е никаде густо ако и само ако 

секој отворен интервал во R  содржи барем една точка која не припаѓа на тоа 
множество.  
 

Доказ. Јасно, условот е потребен не само за затворено, туку и за секое 
никаде густо множество во R .  
 

Ќе докажеме дека условот е доволен. Ако A  е затворено и секој отворен 

интервал I  содржи точка Ax c , тогаш тој содржи и околина ( ; ) cU x A  , би-

дејќи Ac  е отворено множество. Значи, секој отворен интервал I  содржи отворен 

интервал ( ; )U x   таков, што ( ; ) cU x A A A      , па затоа A  е никаде густо 

множество.  
 

24.7. Теорема. Унија на конечно многу никаде густи множества во R  е 
никаде густо множество во R .  
 

Доказ. Нека nEEE ,...,, 21  се никаде густи множества во R  и ),( ba  е про-

изволен отворен интервал. Бидејќи 1E  е никаде густо множество, постои отворен 

интервал ),(),( 11 baba   таков, што  111 ),( Eba . За ),( 11 ba , бидејќи 2E  е 

никаде густо множество постои ),(),( 1122 baba   таков, што  222 ),( Eba . 

Но, како ),(),( 1122 baba   имаме  122 ),( Eba . Продолжувајќи ја постап-

ката после n  чекори наоѓаме интервали  
),(),(...),(),( 1111 babababa nnnn    

такви што  inn Eba ),( , за ni ,...,2,1 . Според тоа,  




)(),(
1

n

i
inn Eba  и ),()( baba nn  , 
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што значи дека 
n

i
iE

1
 е никаде густо множество.   

 
24.8. Забелешка. Тврдењето од теорема 24.7 не важи во случај на пре-

бројлива фамилија никаде густи множества. Имено, множеството Q  е пребројли-

во, па затоа неговите елементи можат да се запишат во низа ,...,...,1 nrr . Да ставиме 

,...3,2,1},{  krE kk . Јасно, 





1k
kEQ  и Q  е секаде густо множество, а множе-

ствата ,...3,2,1},{  krE kk  се никаде густи во R .  

 
24.9. Теорема. Нека A  е секаде густо множество во R  и B  е конечно 

подмножество од A . Тогаш, множеството BA \  е секаде густо во R .  
 

Доказ. Прво ќе докажеме дека секој интервал ),( ba  содржи бесконечно 

многу точки од A . Навистина, нека ),( ba  содржи конечно многу точки од A , на 

пример nxx ,...,1 . Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 

bxxxa nn  10 ... . Но, тоа значи дека  Axx ii ),( 1 , за ni ,...,2,1,0 , 

т.е. A  не е секаде густо множество на правата.  
 

Бидејќи множеството B  е конечно, а ),( ba  содржи бесконечно многу 

точки од A  (зошто?), добиваме дека ),( ba  содржи бесконечно многу точки од 

BA \ , т.е. BA \  е секаде густо во R , (зошто?).   
 
24.10. На крајот од овој дел ќе разгледаме два примери кои сами по себе 

се интересни, но и од голема важност за разбирање на структурата на множество-
то реални броеви.  
 
 

Пример. Да ги нумерираме простите броеви 1 2 32, 3, 5,...p p p    и да 

ставиме { | }k kE r p r  Q . Секое од множествата kE  е пребројливо и притоа 

овие множества се по парови дисјунктни. Навистина, ако i j  и i jt E E  , то-

гаш 1 2i jr p t r p     од што следува дека 
2

1 2( )

2
i jp p r r

i jp p
  

 Q , што 

противречи на задачата 51 а).  
 

Нека aR  и 0  . За реалните броеви ka p   и ka p   по-

стои рационален број r  таков, што  
 

k ka p r a p       , т.е.  ka r p a      . 
 

Значи, за секој aR  постои елемент k kr p E   таков, што ( ; )kr p a  U . 

Според тоа, множеството kE  е секаде густо во R . Конечно, , 1, 2,3,...kE k   е ба-

раната пребројлива фамилија попарно дисјунктни пребројливи множества, секое 
од кои сакаде е густо во R .  
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Пример. Нека   I . Ќе докажеме дека множеството  
 

{ | , }E m n m n  Z  
 

е секаде густо во R .  
 

Нека k N . Тогаш постои цел број kn  таков, што 1k kn k n   . Ста-

ваме k kx n k   . Јасно 0 1kx  , за секој k N .  
 

Доволно е да докажеме дека во секој интервал ( , )a b  постои број од обли-

кот m n , ,m nZ . Нека i  е природен број таков што 1
i

b a  . Тогаш меѓу 

броевите 1 1,..., ix x   постојат два броја 
1 2
,k kx x  такви што 

1 2

1| |k k i
x x   и, ако 

земеме 
1 2k kx x , добиваме 

1 2

10 k k i
x x   . Да ставиме 

1 2k kx x    и да ги 

разглEдаме броевите ..., 3 , 2 , ,0, , 2 ,3 ,...        . Од 0 b a    следува дека 

барем еден од овие броеви, на пример ,p p Z , припаѓа на интервалот ( , )a b . 

Но,  
 

1 2 1 21 2( ) [( ) ( )]k k k kp p x x p n k n k m n              
 

што значи дека на интервалот ( , )a b  припаѓа барем еден број од обликот m n , 

,m nZ , т.е. { | , }E m n m n  Z  е секаде густо во R .  

 
 
 
25. КОМПАКТНИ МНОЖЕСТВА  
 
25.1. Во овој дел ќе ги проучиме компактните множества во множеството 

реални броеви. Претходно ќе го разгледаме методот на континуирана индукција, 
кој е даден во следнава лема и со чија помош ќе дадеме карактеризација на ком-
пактните подмножества во множеството реални броеви.  
 

25.2. Лема. (Континуирана индукција). Нека Ra  и множеството 
RM  го задоволува условот: за секој at   и Mta ),[  постои 0  таков што 

Mta  ),[  . Тогаш, Ma ),[ .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека Ma ),[ . Но, тоа значи дека 

 MaN \),[ , па затоа a  е миноранта за N . Нека Nt inf . Тогаш ta   и 

Mta ),[ . Според условот постои 0  таков што Mta  ),[  , т.е. t  е 

мињоранта на N , што противречи на Nt inf , па затоа  Ma \),[ , т.е. 

Ma ),[ .   

 
25.3. Дефиниција. Отворена покривка на множеството RX  ќе ја на-

речеме секоја фамилија A ,G  од отворени множества во R  таква што 


A




GX .  
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25.4. Дефиниција. За множеството RK  ќе велиме дека е компактно, 
ако секоја отворена покривка на K  содржи конечна потпокривка.  
 

Со други зборови, условот за компактност гласи: ако A ,G  е от-

ворена покривка на K , тогаш постојат An ,...,1  такви, што  
 

....
1 n

GGK    
 

Јасно, секое конечно подмножество од R  е компактно множество. Но, 
класата компактни множества во R  е поширока и истата подоцна ќе ја каракте-
ризираме.  
 

25.5. Лема (Борел-Лебег). За секои Rba,  множеството ],[ ba  е ком-

пактно.  
 

Доказ. Бидејќи секое отворено множество е унија од заемно дисјунктни 
отворени интервали, доволно е да докажеме дека од секоја покривка од отворени 
интервали може да се избере конечна потпокривка.  
 

Со M  да го означиме множеството од сите x , ax   за кои затворениот 
интервал ],[ xa  може да се покрие со конечен број интервали U . Ќе докажеме 

дека Mb .  
 

Нека претпоставиме дека  
 

Mb , и      (1) 
 

taMta  ,),[ .      (2) 
 

Од (1) и (2) следува дека bt  . Нека ),( qpU   е интервал од отворена-

та покривка, кој го содржи t , т.е. qtp  . Избираме   таков што tq  0 . 

Тогаш интервалот ],[ ta  може да се покрие со конечен број од интервали U . 

Навистина, ако ap  , тогаш тоа е очигледно, бидејќи  Uqpta  ),(],[ , а 

ако, пак, pa  , тогаш Mtap  ),[  и затоа ],[ pa  може да се покрие со конечен 

број отворени интервали U  и бидејќи ],[],[],[ qppata   , добиваме дека и 

],[ ta  може да се покрие со конечен број интервали U . Според тоа, од 

taMta  ,),[  следува дека постои 0  таков што Mt   . Од дефиницијата 

на множеството M  следува дека Mta  ],[  . Според лема 25.2 добиваме дека 

Ma ),[ , што противречи на (1).  
 

Значи, Mb  и ],[ ba  може да се покрие со конечен број интервали, т.е. 

],[ ba  е компактно множество.  

 
25.6. Теорема. Множеството RK  е компактно ако и само ако е ограни-

чено и затворено.  
 

Доказ. Нека K  е ограничено и затворено подмножество од R . Според 
тоа, постојат Rba,  такви, што ],[ baK  . Ако A ,G  е отворена покривка 
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на K , тогаш KG \R , A ,G  е отворена покривка на ],[ ba . Но, ],[ ba  е 

компактно множество, па затоа од A ,, GG  може да се избере конечна пот-

покривка на ],[ ba , т.е. постојат An ,...,1  такви што  
 

n
GGGba   ...],[

1
. 

 

Но, GK , па затоа 
n

GGK   ...
1

, т.е. K  е компактно множество.  
 

Нека K  е компактно. Очигледно, 





1
),(

n
nnK . Од дефиницијата на 

компактно множество следува дека ),( 00 nnK   за некој N0n , т.е. K  е 

ограничено. За да докажеме дека K  е затворено доволно е да докажеме дека Kc  е 
отворено множество. Нека Kp . Ако Kq , тогаш ги разгледуваме околините 

( , )qU p   и ( , )qU q   на p  и q , каде што 
3

|| qp
q

 . Притоа фамилијата ( , )qU q  , 

Kq  е отворена покривка на K , па бидејќи K  е компактно множество постојат 

конечно многу точки nqqq ,...,, 21  во K  такви што 
1

( , )
i

n

i q
i

K U q 


  . Ако земеме 

},...,,min{
21 nqqq   , тогаш ( , )U p   е околина на p  таква, што  

 

1
( , ) ( ( , ))

i

n

i q
i

U p U q 


   , 

 

т.е. ( , )U p K    , па затоа ( , ) cU p K  . Значи, p  е внатрешна точка на Kc , 

т.е. Kc  е отворено множество.   
 

25.7. Лема. Затворените подмножества на едно компактно множество се 
компактни множества.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека RKF , , K  е компактно, F  е зат-

ворено множество и KF  . Нека A ,G  е отворена покривка на F . Ставаме 

FG \R . Тогаш, фамилијата A ,, GG  е отворена покривка на K  и, бидејќи 

K  е компактно постојат An ,...,1  такви, што  
 

n
GGGK   ...

1
. 

 

Од KF   следува  
 

n
GGGF   ...

1
 

 

и, бидејќи  FG  добиваме 
n

GGF   ...
1

, што значи дека постои ко-

нечна потфамилија на A ,G  која е отворена покривка на F . Според тоа, F  е 

компактно множество.   
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25.8. Последица. Ако F  е затворено, а K  е компактно, тогаш FK   е 
компактно.  
 

Доказ. Според теорема 25.6 множеството K  е затворено и бидејќи F  е 
затворено, следува дека FK   е затворено множество. Но, KFK  , па од 

лема 25.7 имаме дека FK   е компактно множество.  
 

25.9. Лема. Ако A ,K  е фамилија компактни множества во R  таква, 

што секоја нејзина конечна потфамилија има непразен пресек, тогаш 



A
K .  

 

Доказ. Да фиксираме множество 1K  од A ,K  и за 1  да означиме 

 KG \R . Нека претпоставиме дека  
 




)(
1

1 


KK
,

A

.  

 

Тогаш,  
 










GKKK
,,,


111
1 )\()(\




AAA
RR . 

 

Но, 1K  е компактно множество, па затоа постојат An ,...,1  такви, што  

n
GGK   ...

11 . 

Според тоа,  
 

nnn
KKKGGKGGK   ...)\(...)\()...(\(

111 111 RRR  
 

што противречи на условот на лемата. Од добиената противречност следува дека 





A
K .   

 
25.10. Последица. Ако ,...2,1, mKm  е низа компактни множества во 

R  такви, што ,...2,1,1   mKK mm , тогаш 





1m
mK .  

 

Доказ. Непосредно следува од лема 25.9.   
 

25.11. Лема. Ако A  е бесконечно подмножество на компактното мно-
жество K , тогаш A  има точка на натрупување во K .  
 

Доказ. Ако ниедна точка на K  не е точка на натрупување за мно-
жеството A , тогаш за секоја точка Kx  постои околина xU  која содржи само 

една точка од множеството A . Фамилијата { }xU  е отворена покривка на K , но 

ниедна конечна потфамилија на { }xU  не е отворена покривка на множеството A , 

што значи дека не е отворена покривка и на множеството K , а тоа не е можно, 
бидејќи K  е компактно множество. Од добиената противречност следува дека 
множеството A  има точка на натрупување во K .   
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26. СВРЗАНИ МНОЖЕСТВА  
 
26.1. Дефиниција. За непразното множество RM  ќе велиме дека е 

сврзано ако од VUM  , каде што U  и V  се отворени множества и VU  
следува UM   или VM  .  

 
26.2. Лема. Ако A ,M  е произволна фамилија сврзани множества 

таква што 



A
M , тогаш 

A



MM  е сврзано множество.  

 

Доказ. Нека претпоставиме дека VUM  , каде што U  и V  се 

отворEни множества и VU . Но, за секој A  множеството 
VUMM   е сврзано, па затоа UM   или VM  , за секој A .  

 

Да претпоставиме дека постојат A ,  такви, што UM   и 

VM  . Тогаш,  VUMM  , што е противречност. Значи, за секој 

A  важи UM   или за секој A  важи VM  , т.е.  
 
 

UMM 



A
  или VMM 




A
 , 

 
 

т.е. множеството M  е сврзано.  
 

26.3. Лема. Ако множествата , 1,2,3,...,iM i n  се сврзани и ако важи 

 1ii MM , за секој 1, 2,..., 1i n  , тогаш множеството 
n

i
iM

1
 е сврзано.  

 
 

Доказ. Доказот ќе го спроведеме со индукција по k . За 2k  тврдењето 
следува од лема 26.2.  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за nk  , т.е. 
k

i
iM

1
 е сврзано 

множество. Од  1kk MM , добиваме 


 )(
1

1 
k

i
ik MM , што според лема 

26.2 значи дека 
1

1





k

i
iM  е сврзано множество. Сега, од принципот на математичка 

индукција следува дека 
n

i
iM

1
 е сврзано множество.   

 
26.4. Лема. Ако M  е сврзано множество, тогаш секое множество 1M  

такво што, MMM  1  е сврзано.  
 

Доказ. Нека 1M  не е сврзано множество. Значи, постојат отворени мно-

жества U  и V  такви, што VUM 1  и VU , UM1  и VM1 . 
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Но M  е сврзано множество, па затоа од VUMM  1  и VU  следува 

или UM   или VM  . Без ограничување на општоста можеме да претпоста-

виме дека UM  , па затоа постои MMx \1  таков, што Vx . Но, од MM 1  

следува дека, ако MMx \1 , тогаш x  е точка на натрупување за множеството 

M , што противречи на UM  , Vx , VU  и U  и V  се отворени мно-

жества. Од добиената противречност следува дека 1M  е сврзано множество.   

 
26.5. Лема. Множеството RA  е сврзано ако и само ако A  е едноеле-

ментно множество или е интервал.  
 

Доказ. Нека A  е сврзано множество. Ако A  се состои од една точка, то-
гаш нема што да разгледуваме.  
 

Нека претпоставиме дека A  содржи две различни точки a  и b , a b . Ќе 
докажеме дека секоја точка x  таква што, a x b  , припаѓа на A . Навистина, ако 
x A , тогаш за отворените множества ( , )U x   и ( , )V x   важи 

A U V  , U V  , A U  и A V , што противречи на сврзаноста на A . 

Значи, x A . Понатаму, нека c A  и нека infp A  и supq A  во 

{ , }   R R . Ако p   , тогаш за секоја точка x c  постои точка y x , 

која припаѓа на A . Затоа, x A  и според тоа ( , ]c A  . Ако инфимумот е 

конечен и p c , тогаш постои точка y A  таква, што p y x  , па затоа x A , 

што значи ( , ]p c A . Аналогно се докажува дека ако q c , тогаш [ , )c q A . 

Според тоа, ( , )p q A , па затоа A  е еден од четирите интервали со крајни точки 

p  и q . Јасно, ако p    ( q   ), тогаш p A  ( q A ).  
 

Обратно, ако A  е едноелементно множество, тогаш тоа е сврзано. Нека 

претпоставиме дека A  е интервал со крајни точки a  и b , a b  во R  (можно-
стите a   , a A  и b   , b A  не ги исклучуваме). Нека A  не е сврзано 
множество, т.е. постојат отворени множества U  и V  такви што A U V  , 
U V  , A U  и A V . Без ограничување на општоста можеме да земеме де-

ка постојат ,x y A  такви што x U , y V  и x y . Нека sup( [ , ])z U x y  . 

Ако z U , тогаш z y  и како U  е отворено множество постои интервал 

[ , ) [ , ]z z h U x y   , што противречи на sup( [ , ])z U x y  . Ако пак, z V , 

тогаш x z  и како V  е отворено множество постои интервал ( , ]z h z   

[ , ]V x y , што повторно противречи на sup( [ , ])z U x y  . Според тоа, z U  и 

z V , што противречи на [ , ]x y A , па затоа множеството A  е сврзано.   

 
26.6. Нека A  е произволно множество и Ax . Со )(xC  да ја означиме 

унијата на сите сврзани подмножества на A  кои ја содржат точката x . Од лема 
26.2 следува дека множеството ( )C x  е сврзано, па затоа тоа е максималното 

сврзано подмножество на A  кое ја содржи точката x . Множеството ( )C x  го на-

рекуваме компонента на сврзаност на точката x  во множеството A . Очиглед-
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но, за секој ( )y C x  важи ( ) ( )C x C y , а ако ( )y C x , тогаш ( ) ( )C x C y  . 

Компонентите на сврзаност на точките на множеството A  ги нарекуваме компо-
ненти на сврзаност на множеството A . Јасно, множеството A  е унија на сво-
ите компоненти на сврзаност кои се попарно дисјунктни подмножества на мно-
жеството A .  
 

Ако секоја компонента на сврзаност на множеството се состои само од ед-
на точка, тогаш A  го нарекуваме потполно несврзано множество.  
 

Примери за потполно несврзани множества се множеството рационални 
броеви Q  и множеството ирационални броеви I .  
 

За да докажеме дека Q  и I  се потполно несврзани множества доволно е 
да докажеме дека секое двоелементно подмножество на Q , односно на I  не е 
сврзано множество.  
 

Нека ,x y I , x y . Постои рационален број r  таков што, x r y  . Но, 

тоа значи дека { , } ,x y U V   { , } ,x y U  { , } ,x y V  U V  , каде што 

( , )U r   и ( , )V r  . Според тоа, { , }x y  не е сврзано множество при x y , 

т.е. секоја компонента на сврзаност на множеството I  се состои од една точка, 
што значи дека I  е потполно несврзано множество.  
 

Аналогно се докажува дека Q  е потполно несврзано множество. Детали-
те ги оставаме на читателот за вежба.  

 
 
 
 
27. СОВРШЕНИ МНОЖЕСТВА  
 
27.1. Дефиниција. Множеството S  R  го нарекуваме совршено ако 

секоја точка на S  е негова точка на натрупување, т.е. 'S S .  
 

27.2. Забелешка. Во претходните разгледувања докажавме дека за секое 
множество S  неговото изводно множество 'S  е затворено множество. Според 
тоа, секое совршено множество е затворено. Јасно, секој затворен интервал е со-
вршено множество, но секој отворен или полуотворен интервал не е совршено 
множество. По дефиниција ќе земеме дека   е совршено множество.  
 

27.3. Лема. Ако A  е совршено множество и ,a b A , тогаш множеството 

[ , ]A a b  е совршено.  
 

Доказ. Нека 0 [ , ]x A a b  . Бидејќи ,a b A  точката 0x  е внатрешна 

точка за [ , ]a b , па затоа постои 0   таков, што 0( ; ) [ , ]x a b U . Бидејќи 

множеството A  е совршено, постои 0x x  таква, што 0( ; )x A x  U . Според 

тоа, постои [ , ]x A a b   и 0x x , па затоа 0x  е точка на натрупување за 

[ , ]A a b . Значи, [ , ]A a b  е совршено множество.   
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27.4. Лема. Ако A  е совршено никаде густо множество, тогаш за секои 
,a bR  множеството ( , )A a b  е или совршено множество или може да се запи-

ше како унија од најмногу пребројливо многу совршени попарно дисјунктни мно-
жества.  
 

Доказ. Можни се два случаја.  
 

i) ,a b A  и тогаш ( , )A a b = [ , ]A a b , што според лема 27.3 значи дека 

( , )A a b  е совршено множество.  

ii) Барем еден од броевите a  или b  припаѓа на множеството A . Ќе го 
разгледаме случајот кога и двете точки припаѓаат на множеството A  (случајот ко-
га само една од точките a  или b  припаѓа на множеството A  се разгледува ана-

логно). Земаме 0 2
b a  . Бидејќи A  е никаде густо множество, постојат точки 

1 1,a b A  такви што 1 0( , )a a a    и 1 0( , )b b b  . Земаме 1
1 2

,
a a  1'

1 2
b b  . 

Бидејќи A  е никаде густо постојат точки 2 2,a b A  такви, што 2 1( , )a a a    и 

'
2 1( , )b b b  . Земаме 2

2 2
,

a a   2'
2 2

b b  . Бидејќи A  е никаде густо постојат 

точки 3 3,a b A  такви, што 3 2( , )a a a    и '
3 2( , )b b b  . Продолжувајќи ја 

постапката, при што користиме дека ,a b A  и A  е никаде густо множество, кон-

струираме две низи точки 1 2, ,..., ,...na a a  и 1 2, ,..., ,...nb b b  и со помош на овие две 

низи множеството ( , )A a b  го запишуваме како унија на слепените множества:  
    

1 1 2 1 3 2 1( , ) ; ( , ) ; ( , ) ; ...; ( , ) ; ...n na b A a a A a a A a a A     

1 2 2 3 1( , ) ; ( , ) ; ...; ( , ) ; ...n nb b A b b A b b A         (1) 
 

кои се заемно дисјунктни. Бидејќи ,n na b A   за секој 1n  , од i) следува дека 

множествата (1) се совршени, при што некои од нив може да се празни.  
 

Можни се следниве два случаја:  
 

1) сите множества во (1) се празни, па значи ( , )A a b  , што значи 

дека е совршено;  
 

2) меѓу множествата (1) има непразни, што значи дека ( , )A a b  е унија 

на најмногу пребројливо многу дисјунктни совршени множества.  
 
27.5. Лема. Ако A  и B  се совршени никаде густи множества, тогаш мно-

жеството BA \  е или совршено или унија на најмногу пребројлива фамилија по-
парно отворени дисјунктни совршени множества.  
 

Доказ. Множеството B  е затворено, па затоа cB  е отворено множество, 

што значи дека cB  е унија на најмногу пребројливо многу отворени интервали, 

т.е. ( , )c
i i

i
B a b . Сега имаме:  

 

\ [ ( , )] [ ( , )]c
i i i i

i i
A B A B A a b A a b       . 
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Ако \A B   , тогаш \A B  е совршено множество.  
 

Ако \A B   , тогаш меѓу множествата ( , )i iA a b  има барем едно не-

празно. Според лема 27.4 ова множество е или совршено или е унија на најмногу 
пребројлива фамилија попарно дисјунктни совршени множества. Но,  
 

( , ) ( , )i i j ja b a b  , 

за i j , па затоа 
 

\ [ ( , )]i i
i

A B A a b   

 

е или совршено или е унија на најмногу пребројлива фамилија попарно 
дисјунктни совршени множества.  

 
27.6. Теорема. Унија на пребројлива фамилија совршени никаде густи 

множества може да се запише како унија на пребројлива фамилија попарно дис-
јунктни совршени никаде густи множества.  
 

Доказ. Нека 





1i
iBA , каде ,...2,1, iBi  се совршени никаде густи мно-

жества. Множеството A  може да се запише во облик  
 

...))...(\(...))(\()\( 11123121   BBBBBBBBBA nn  (1) 
 

Множествата од десната страна на (1) се попарно дисјунктни и според ле-
ма 27.5 секое од нив е или совршено никаде густо множество или е унија на пре-
бројлива фамилија попарно дисјунктни совршени никаде густи множества. 
Според тоа, множеството A  може да се претстави како пребројлива унија на 
попарно дисјунктни совршени никаде густи множества.  
 

27.7. Како што знаеме, множеството A  е затворено ако Ac  е отворено 

множество. Но, Ac  е унија на најмногу пребројлива фамилија попарно ди-
сјунктни отворени интервали, па затоа множеството A  може да се добие ако од 
реалната права отфрлиме најмногу пребројливо многу попарно дисјунктни 
отворени интервали кои ги нарекуваме допирни интервали на множеството A . Во 
врска со допирните интервали на затвореното множество A  ќе ја докажеме 
следнава лема.  
 

Лема. Затвореното множество A  е совршено ако и само ако ниеден пар 
допирни интервали нема заедничка крајна точка.  
 

Доказ. Да претпоставиме дека постои пар допирни интервали за A  кои 

имаат заедничка точка, т.е. постои интервал Aba c),(  и интервал Acb c),( . Зема-

ме |}||,min{|
2
1 abbc   и за вака избраниот 0  добиваме ( ; ) { }U b A b   , 

т.е Ab  не е точка на натрупување за A , па затоа A  не е совршено множество.  
  

Обратно, нека A  не е совршено множество, т.е. постои точка Ax 0  таква 

што '0 Ax  . Бидејќи 0x  не е точка на натрупување за A  постои околина 0( ; )U x   
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таква што 0 0( ; ) { }U x A x   . Да ги разгледаме интервалите 0 0( , ) cx x A   и 

0 0( , ) cx x A  . Овие два интервала се дисјунктни и како Ax 0 , истите се под-

множества од два дисјунктни допирни интервала на множеството A . Јасно, 
Ax 0  е заедничка крајна точка за конструираните допирни интервали.  

 
 

 

28. МНОЖЕСТВА ОД ТИПОТ G  И F  

 
28.1. Дефиниција. За множеството X  ќе велиме дека е од типот G  ако 

може да се претстави како пребројлив пресек на фамилија отворени множества.  
 
28.2. Пример. а) Множеството ирационални броеви I  е множество од 

типот G .  
 

Навистина, нека ,...,...,, 21 nrrr  е произволно нумерирање на множеството 

рационални броеви Q . Множествата }{\ kk rU R , ,...2,1k  се отворени мно-

жества, за кои важи 





1k
kUI , што значи дека I  е множество од типот G .  

 
 

б) Секој затворен интервал ],[ ba  е множество од типот G .  
 

Навистина, ако ],[ ba  е произволен затворен интервал, тогаш  
 







1

11 ),(],[
k

kk
baba , 

 

што значи дека ],[ ba  е множество од типот G .  
 

в) Секој отворен интервал ),( ba  е множество од типот G .  
 

Јасно, ако земеме ),( baUi  , ,...3,2,1i тогаш 





1
),(

i
iUba , што значи 

дека ),( ba  е множество од типот G .    

 
28.3. Лема. Пресек на пребројлива фамилија множества од типот G  е 

множество од типот G .  
 

Доказ. Нека ,...3,2,1, iAi  се множества од типот G . Според тоа, 







1

)(

k

k
ii AA , каде ,...3,2,1,)( kA k

i  се отворени множества. Но, тогаш  

 

 













1 1

)(

1 i k

k
i

i
i AAB  
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каде што  

,...3,2,1,...;3,2,1,)(  ikA k
i  

 

е преброојива фамилија отворени множества, па затоа множеството B  е множе-
ство од типот G .   

 
28.4. Лема. Унија на конечна фамилија множества од типот G  е мно-

жество од типот G .  
 

Доказ. Нека A  и B  се множества од типот G , т.е. 





1i
iAA  и 







1k
kBB , каде што ,...3,2,1, iAi  и ,...3,2,1, kBk се отворени множества. Мно-

жествата ,i kA B  1, 2,...; 1, 2,...i k   се отворени и притоа важи  

 

















1 111
)()()(

i
k

k
i

k
k

i
i BABABA  

 

што значи дека множеството BA  е од типот G . Сега тврдењето следува од 

принципот на математичка индукција.   
 
28.5. Дефиниција. За множеството X  ќе велиме дека е од типот F  ако 

може да се претстави како пребројлива унија на затворени множества.  
 

28.6. Лема. Множеството X  е од типот F  ако и само ако множеството 

Xc  е од типот G .  
 

Доказ. Нека X  е множество од типот F . Тогаш постои пребројлива фа-

милија затворени множества ,...3,2,1, iAi  таква што 





1i
iAX . Но, тогаш мно-

жествата ,...3,2,1, iAi
c  се отворени и важи 






1i
i

cc AX , што значи дека 

множеството Xc  е од типот G .  
 

Нека Xc  е множество од типот G . Тогаш постои пребројлива фамилија 

отворени множества ,...3,2,1, kBk  такви, што 





1k
k

c BX . Но, тогаш множествата 

,...3,2,1, kBk
c  се затворени и важи 






1k
k

c BX , т.е. X  е множество од типот F .   

 
28.7. Пример. а) Во пример 28.2 покажавме дека I  е од типот G . Од 

лема 28.6 следува дека множеството IQ c  е од типот F .  
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б) За затворениот интервал ],[ ba  имаме 





1
],[

i
iAba , каде што ],[ baAi   

за ,...3,2,1i  се затворени множества. Според тоа, ],[ ba  е множество од типот 

F .  
 

в) Отворениот интервал ),( ba  е множество од F . Деталите ги оставаме 

на читателот за вежба.   
 

28.8. Последица. а) Унија на пребројлива фамилија множества од типот 

F  е множество од типот F .  

б) Пресек на конечна фамилија множества од типот F  е множество од 

типот F .  
 

Доказ. а) Нека е дадена пребројлива фамилија ,...3,2,1, iAi  множества 

од типот F . Од лема 28.6 следува дека множествата ,...3,2,1, iAi
c се од типот 

G . Сега од лема 28.3 следува дека 


1i
i

c A  е множество од типот G . Конечно, 

од лема 28.6 добиваме дека множеството 


1i
iA  е множество од типот F .  

 

б) Нека nkBk ,...,3,2,1,   се множества од типот F . Од лема 28.6 сле-

дува дека множествата nkBk
c ,...,3,2,1,   се од типот G . Сега, од лема 28.4 сле-

дува дека множеството 
n

k
k

c B
1

 е множество од типот G . Конечно, од лема 28.6 

следува дека 
n

k
kB

1
 е множество од типот F .   

 
28.9. Последица. а) Секое отворено множество е од типот F .  

 

б) Секое затворено множество е множество от типот G .  
 

Доказ. а) Нека U  е произволно отворено множество. Тогаш U  е унија на 
најмногу пребројлива фамилија дисјунктни отворени интервали 

,...3,2,1),,( iba ii , кои се множества од типот F . Сега тврдењето следува од 

последица 28.8.  
 

б) Нека F  е затворено множество. Тогаш Fc  е отворено множество, па 

затоа е од типот F . Според лема 28.6 множеството FFcc )(  е од типот G .   

 
28.10. Последица. а) Секое затворено множество е од типот F .  

 

б) Секое отворено множество е од типот G .  
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Доказ. б) Нека U  е произволно отворено множество. Можни се два слу-
чаја:  
 

1) U  е унија на конечно многу заемно дисјунктни отворени интервали 
niba ii ,...2,1),,(   кои се множества од типот G , па затои и U  како нивна 

конечна унија, е множество од типот G .  
 

2) U  е унија од пребројлива фамилија заемно дисјунктни отворени 
интервали ,...3,2,1),,( iba ii  меѓу кои барем еден е ограничен. Без ограничување 

на општоста можеме да претпоставиме дека интервалот ),( 11 ba  е ограничен. Да 

ги разгледаме множествата  
 


























kibaba

kibaba

A

i
iii

i
iii

i

2],),([),(

12],),([),(

2

1
11

2
1

1
1




 

Јасно, множествата ,...3,2,1, iAi  се отворени и 









11
),(

i
ii

i
i baA , што значи дека 

U  е множество од типот G .  

а) Нека F  е затворено множество. Тогаш, Fc  е отворено множество па 

затоа е од типот G . Според лема 28.6, множеството FFcc )(  е од типот F .   

 
 
 

29. БОРЕЛОВИ МНОЖЕСТВА  
 
29.1. Дефиниција. Фамилијата A  подмножества од множеството X  ја 

нарекуваме алгебра множества ако  
 

i) A BA , за секои ABA, , и  

ii) AAc , за секој AA . 
 

29.2. Лема. Ако A  е алгебра множества, тогаш  
iii) A BA , за секои ABA, .  

 

Доказ. Нека A  е алгебра множества и ABA, . Според ii) од дефиниција 

29.1 имаме ABA cc , , па затоа од i) следува дека A BA cc . Сега, повторно од 

ii) следува дека A )( BA ccc , што значи A BA .   

 
29.3. Забелешка. Од дефиницијата на алгебра множества, лема 29.2 и 

принципот на математичка индукција следува дека ако ,AiA  ni ,...,2,1 , тогаш   

A


n

i
iA

1
 и A



n

i
iA

1
. 
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29.4. Лема. Ако S  е фамилија подмножества од множеството X , тогаш 
постои најмала алгебра множества A  која ја содржи фамилијата S .  
 

Доказ. Нека F  е фамилијата од сите алгебри подмножества од мно-
жеството X  кои ја содржат фамилијата S . Јасно оваа фамилија е непразна, 
бидејќи партитивното множество F)(XP  и )(XPS . Нека 

FB
BA


 . Тогаш, 

A  ја содржи фамилијата S , бидејќи секоја алгебра FB   ја содржи S . Ако 
ABA, , тогаш BBA, , за секој FB   и, бидејќи B  е алгебра, добиваме 

B BA  и BAc . Според тоа, 
FB
BA


  е алгебра множества.  

 

Од дефиницијата на A  следува дека ако B  е алгебра која ја содржи 
фамилијата S , тогаш BA , што значи дека A  е најмалата алгебра која ја 

содржи фамилијата S .   
 

29.5. Дефиниција. Алгебрата множества A  ја нарекуваме   алгебра 
ако секоја унија од пребројлива фамилија од A  припаѓа на A .  
 

29.6. Лема. Ако A  е  алгебра, тогаш пресекот на пребројлива фами-
лија множества од A  припаѓа на A .  
 

Доказ. Нека A  е  алгебра множества и ,...3,2,1, iAi  е пребројлива 

фамилија множества од A . Но, тоа значи дека Ai
c A , за секој ,...3,2,1i , па 

затоа A





1i
i

c A , односно A







)(

11

i

i
cc

i
i AA .  

 
29.7. Лема. Ако S  е фамилија подмножества од множеството X , тогаш 

постои најмала  алгебра множества A  која ја содржи фамилијата S .  
 

Доказ. Нека F  е фамилијата од сите  алгебри подмножества од X  
кои ја содржат S . Јасно оваа фамилија е непразна, бидејќи партитивното мно-
жество F)(XP  и )(XPS .  Ако 

FB
BA


 , тогаш A  ја содржи фамилијата 

S , бидејќи секоја алгебра FB   ја содржи S . Ако ,...3,2,1, iAi , е произволна 

пребројлива фамилија множества од A , тогаш BiA , ,...3,2,1i  за секој FB   

и, бидејќи B  е  алгебра, важи B





1i
iA . Според тоа, AB

FB









1i
iA . Слич-

но, ако AA  тогаш AAc . Според тоа, 
FB
BA


  е  алгебра множества.  

 

Од дефиницијата на A  следува дека ако B  е  алгебра која ја содржи 
фамилијата S , тогаш BA  , што значи дека A  е најмалата  алгебра која ја 

содржи фамилијата S .   
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29.8. Дефиниција. Нека S  е фамилијата отворени подмножества во R  и 
B  е најмалата  алгебра која ја содржи фамилија S . Елементите на B  ги 
нарекуваме Борелови множества.  
 

29.10. Забелешка. Според тоа, секое отворено и секое затворено множе-
ство е Борелово множество. Уште повеќе, од лема 29.6 и дефиниција 28.1 следува 
дека секое множество од типот G  е Борелово множество. Сега, од лема 28.6 и 

дефиницијата на  алгебра следува дека секое множество од типот F  е Боре-

лово множество.  
 

Да забележиме дека од тоа што множеството позитивни ирационални 

броеви I  е од типот G , а множеството негативни рационални броеви Q  е од 

типот F  и од дефиницијата на  алгебра следува дека  QI  е Борелово 

множество, но тоа не е ниту множество од типот G , ниту множество од типот 

F .  

 
 
 
30. ПОИМ ЗА КОМПЛЕКСЕН БРОЈ  

 
30.1. Пред да преминеме на разгледување на множеството комплексни 

броеви, да забележиме дека во натамошните разгледувања за означување на при-
родните ќе ги користиме ознаките {1,2,..., ,...}nN  и 0 {0,1,2,..., ,...}nN .  

 
Дефиниција. Комплексен број z  го нарекуваме подредениот пар реални 

броеви  ( , )a b .  
 

Множеството комплексни броеви ќе го означуваме со симболот C , т.е. 
{( , ) | , }a b a b C R .  

 

За комплексните броеви (0,0)  и (1,0)  ќе ги прифатиме ознаките  n  и  e , 

соодветно.  
 

Непосредно од дефиницијата следува дека комплексните броеви  

1 1 1( , )z a b   и  2 2 2( , )z a b  се еднакви, ако  

21 aa   и 21 bb  . 

 
30.2. Дефиниција. Нека се дадени комплексните броеви 1 1 1( , )z a b  и  

2 2 2( , )z a b . Збир на броевите 1z  и 2z  ќе го нарекуваме комплексниот број  

1 2 1 2 1 2( , )z z a a b b    . 

 
30.3. Дефиниција. Нека се дадени комплексните броеви 1 1 1( , )z a b  и  

2 2 2( , )z a b . Производ на броевите 1z  и 2z  ќе го нарекуваме комплексниот број  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , )z z a a b b a b a b     . 
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30.4. Теорема. За воведените аритметички операции, собирање и множе-
ње на комплексни броеви, важат познатите закони на аритметиката. Имено, за 
секои комплексни броеви 321 ,, zzz  важи: 
 

1221 zzzz   , комутативност на собирањето,  

1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z     , асоцијативност на собирањето,  

1221 zzzz   , комутативност на множењето,  

1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z  , асоцијативност на множењето, и 

1 2 3 1 3 2 3( )z z z z z z z    , дистрибутивност.  
 

Доказ. Нека 1 1 1( , )z a b , 2 2 2( , )z a b  и 3 3 3( , )z a b  се произволни ком-

плексни броеви. Имаме:  
 

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b a a b b a b a b          
 

односно, 1221 zzzz  .  
 

Исто така,    
 

 
1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 2 3

[( , ) ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) (( ) , ( ) )

( ( ), ( )) , ( , )                                            

                                         

a b a b a b a a b b a b a a a b b b

a a a b b b a b a a b b

          

        

1 1 2 2 3 3( , ) [( , ) ( , )],   a b a b a b  

 

односно 1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z     .  
 

Слично имаме:  
 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),a b a b a a b b a b b a a a b b b a a b a b a b          
 

односно, 1221 zzzz  .  
 

Аналогно на претходно изнесеното, ќе го покажеме асоцијативниот закон 
за множењето на комплексни броеви. Имено: 
 

1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 1 2 1 2 3 3

1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2

[( , ) ( , )] ( , ) ( , ) ( , )

(( ) ( ) ,( ) ( ))

a b a b a b a a b b a b b a a b

a a b b a a b b a b a a b b b a a b b a

     

      
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 3 1 2 3 1 2 3 3 1 2 1 2 3

1 2 3 2 3 1 3 2 3 2 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3

1 1 2 3 2 3 3 2 3 2 1 1 2 2 3 3

( , )

( ( ) ( ), ( ) ( ))

( , ) ( , ) ( , ) [( , ) ( , )],

a a a b b a a b b a b b a a b b b b a a b b a a

a a a b b b a b b a a a b b a b a a b b

a b a a b b a b b a a b a b a b

      

      

      

 

односно, 1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z     .  
 

Конечно:  
 

1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2 3 1 3 2 3 1 3

[( , ) ( , )] ( , ) ( , ) ( , )

(( ) ( ) ,( ) ( ) )

( ,

                                          

                                          

a b a b a b a a b b a b

a a a b b b a a b b b a

a a a a b b b b a b

     

      

     2 3 1 3 2 3

1 3 1 3 3 1 1 3 2 3 2 3 2 3 3 2

1 1 3 3 2 2 3 3

)

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

                                          

                                          

a b b a b a

a a b b b a b a a a b b a b a b

a b a b a b a b
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односно, 1 2 3 1 3 2 3( )z z z z z z z   . 
 

Да напоменеме дека во доказот на теорема 30.4 експлицитно (но по коор-
динати) се искористени комутативниот, асоцијативниот и дистрибутивниот закон 
за операциите собирање и множење на реални броеви.  
 

30.5. Теорема. За секој комплексен број z  важат следните равенства 
znz  ,  nnz   и  .zez   

 

Доказ. Навистина, ако ( , )z a b  е произволен комплексен број, тогаш:  
  

( , ) (0,0) ( 0, 0) ( , )z n a b a b a b z        ,  
 

 ( , ) (0,0) ( 0 0, 0 0) (0,0)z n a b a b a b n             и  
 

 ( , ) (1,0) ( 1 0, 0 1 ) ( , ) .z e a b a b a b a b z              

 
30.6. Теорема. Ако 3231 zzzz  , тогаш  21 zz  .  

 

 Доказ. Нека 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z a b z a b   и 3 3 3( , )z a b  се произволни ком-

плексни броеви. Имаме,  
 

1 3 1 1 3 3 1 3 1 3( , ) ( , ) ( , )z z a b a b a a b b        и  
  

2 3 2 2 3 3 2 3 2 3( , ) ( , ) ( , )z z a b a b a a b b      .  
 

Од  3221 zzzz   и дефиницијата 30.1 добиваме  
 

3231 aaaa    и  3231 bbbb  . 
 

Од својствата на реални броеви следува дека последните равенства се еквивалент-
ни на равенствата 21 aa   и 21 bb   што според дефиницијата 30.1 значи 21 zz  . 

 
 

30.7. Теорема. За секој комплексен број z  постои еден и само еден ком-
плексен број w , таков што nwz  .  
 

Доказ. Нека ( , )z a b  е произволен комплексен број. Да земеме 

( , )w a b   .  Добиваме:  
 

( , ) ( , ) ( ( ), ( )) (0,0)z w a b a b a a b b n             

Со тоа ја докажавме егзистенцијата на комплексниот број w . Единстве-
носта следува од теорема 30.6.  
 
 

Во натамошните разгледувања комплексниот број w  за кој важи  
nwz  , ќе го означуваме со zw  . 

 
30.8. Теорема. За секои комплексни броеви  1z  и  2z   важи  

 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z e z z           
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така што нема двосмисленост во записот  21zz .  
 

Доказ. Нека 1 1 1( , )z a b  и 2 2 2( , )z a b  се произволни комплексни 

броеви. Имаме:  
 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ).              

z z a b a b a a b b a b b a

a a b b a b b a z z

          

     
  

 

Но, за множењето важи комутативниот закон, па од докажаното равенст-
во добиваме 
 

1 2 2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ).z z z z z z z z        
 

Конечно, според теорема 30.5 и претходно покажаните равенства имаме  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )e z z e z z z z z z z z         .  

 
30.9. Дефиниција. Аритметичката вредност на бројот  

 

2 2| |z a b   
 

ќе ја нарекуваме модул на комплексниот број ( , )z a b .  
 

Да забележиме дека модулот на секој комплексен број z  е ненегативен 
реален број.  

 
30.10. Теорема. а) Ако nz   , тогаш | | 0z   и | | 0n  .  

 

б)  1 1| | | | | |z z z z   , за секои комплексни броеви  z  и 1z .  
 

Доказ. Нека ( , )z a b  и 1 1 1( , )z a b  се произволни комплексни броеви.  
 

а) Јасно 2 2| | 0 0 0n    . Ако nz  , тогаш 0a  или 0b  т.е. 02 a  

или 02 b . Според тоа,  2 2 2| | 0.z a b     
 

б) Од  
 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

| | | ( , ) | ( ) ( )

( )( ) | | | |         

z z a a b b a b b a a a b b a b b a

a a b b a b b a a b a b z z

      

       
 

            

добиваме 1 1| | | | | |z z z z   .   

 
30.11. Забелешка. Од принципот на математичка индукција и од теорема 

30.10.б) непосредно следува 
 

1 2 1 2| ... | | | | | ... | | .n nz z z z z z       (1) 

 
30.12.Теорема. Ако nzw  , тогаш nz   или nw  .  

 

Доказ. Ако nzw  , тогаш од теорема 30.10 следува  
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| | | | | | | | 0.z w zw n     
 

Бидејќи | |z  и | |w  се реални броеви, од последното равенство следува | | 0z   или 

| | 0w  , односно nz   или nw  .  

 
30.13. Теорема. Ако nz   и 1zwzw  , тогаш 1ww  .  

 

Доказ. Од 1zwzw   имаме 1zwzw  , па значи  
 

1 1( )n zw zw z w w     
 

Бидејќи nz  , од 30.12 следува nww  1  т.е. 1ww  .  

 
30.14. Теорема. За секој  комплексен број nz   постои еден и само еден 

комплексен број w , во ознака 
z
e , таков што ezw  .  

 

Доказ. Најпрво ќе ја докажеме егзистенцијата на комплексниот број 

z
ew  . Нека ( , )z a b n   е произволен комплексен број. Ставаме  

 

),( 2222 ba
b

ba
aw





 . 

Тогаш,   

2 2 2 2( , ) ( , ) (1,0) .a b
a b a b

zw a b e
 

     
 

Единственоста непосредно следува од теоремата 30.13.  
 

30.15. Теорема. Ако nz  , тогаш за секој комплексен број w  постои 
единствен комплексен број u , таков што wzu  .  
 

Доказ. Според теорема 30.14 за комплексниот број nz   постои единст-

вен комплексен број 
z
e , таков што ez

z
e  . Ставаме wu

z
e   и добиваме единст-

вен комплексен број u  за кој важи  wwzzu
z
e  .  

 
30.16. Во досегашните разгледувања ја развивме аритметиката на ком-

плексните броеви без да го воведеме вообичаениот симбол i . Сега ќе покаже-
ме,дека ознаката ( , )a b  е еквивалентна на вообичаената ознака iba  .  
 

Доказите на тврдењата во теорема 30.17 се елементарни, па затоа нив 
нема да ги презентираме.  
 

30.17. Теорема. За секои реални броеви a  и b  исполнети се следните 
неравенства 
 

а) ( ,0) ( ,0) ( ,0),a b a b    

б) ( ,0)( ,0) ( ,0)a b ab ,  

в) | ( ,0) | | |a a , со | |a  е означена апсолутната вредност на реалниот број 

a   и  
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г) )0,(
)0,(
)0,(

b
a

b
a  , ако 0b .  

 
30.18. Од тврдењата во теорема 30.17 непосредно следува дека преслику-

вањето CR :f  дефинирано со )0,()( aaf   е изоморфизам од множеството R  

во множеството CR  }|)0,{( aaA . Затоа множеството реални броеви R  

можеме да го сметаме за подмножество од множеството комплексни броеви C .  
 

Според тоа, за комплексните броеви e  и n  природни се ознаките 1 и 0, 
соодветно и нив ќе ги користиме во натамошните излагања.  
 

30.19. Дефиниција. Комплексниот број (0,1)i   го нарекуваме имагинар-

на единица.  
 

За имагинарната единица важи следното равенство 
 

2 (0,1) (0,1) (0 0 1 1,0 1 0 1) ( 1,0) 1.i               

 
30.20. Од  очигледното равенство  

 

(0,1)( ,0) (0, )b b  
 

за произволен комплексен број ( , )z a b  имаме: 
 

( , ) ( ,0) (0, ) ( ,0) (0,1) ( ,0)z a b a b a b a ib        .      (2) 
 

Дефиниција. Записот ibaz   го нарекуваме алгебарски запис на ком-
плексниот број ( , )z a b . 
  

Со помош на алгебарскиот запис на комплексен број, операциите собира-
ње и множење на комплексни броеви ги запишуваме во следниот облик   
 

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )a ib a ib a a i b b        
 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ).a ib a ib a a b b i a b a b        

 
30.21. Дефиниција. Компонентите a  и b  на комплексниот број ibaz   

ги нарекуваме реален дел и имагинарен дел од z , соодветно. Притоа ги користиме 
ознаките za Re  и zb Im .   

 
30.22. Во претходните разгледувања, всушност докажавме дека алгебарс-

ката структура ( , , )C   е поле, т.е. дека ( , )C  и ( , )C   се комутативни групи, 

каде што \{ }n C C  и  
 

( )x y z xy xz   , за секои , ,x y zC .    (1) 
 

Како што видовме ( , , ) Q  се ( , , ) R  подредени полиња. Меѓутоа, во полето 

( , , ) C  не може да се воведе подредување. За да го докажеме последното тврдење 

да забележиме дека подредено поле може да се дефинира со следнава дефиниција, 
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која на прв поглед изгледа дека е поопшта, но таа е еквивалентна на претходната. 
Обидете се да ја докажете еквивалентноста на овие две дефиниции.  
 
 

Дефиниција. За полето ( , , )G    ќе велиме дека е подредено поле, ако по-

стои множество P G  такво што  
 

a) ако ,x y P , тогаш x y P  ,  
 

b) ако ,x y P , тогаш xy P  и  
 

v) за секој x G  важи или x P  или 0x   или x P  .  
 

За елементот x G  ќе велиме дека е позитивен ако x P , а негативен 
ако x P  .  
 

Да забележиме, дека согласно претходната дефиниција неравенствата во 
подреденото поле ги определуваме според припадноста на разликата на елементи-
те на множеството P . На пример,  
 

x y  ако и само ако x y P  ,  
 

x y  ако и само ако y x P   или x y .  
 

Ќе докажеме дека полето на комплексни броеви ( , , )C   не може да се 

подреди. Навистина, нека претпоставиме дека постои множество P , P  C  кое 

ги задоволува условите од горната дефиниција и да го разгледаме бројот (0,1)i  . 

Бидејќи (0,0)i n  , според в) можни се следниве случаи: i P  или i P  , кои 

меѓусебно се исклучуваат.  
 

Ако i P , тогаш од б) следува 2 1i P   , што повторно според б) 

повлекува 4 1i P  . Но, 2i  и 4i  се броеви кои се спротивни еден на друг, па 
затоа според в) тие не можат истовремено да припаѓаат на множеството P .  
 

Ако i P  , тогаш од б) следува 2( ) 1i P    , што повторно според б) 

повлекува 4( ) 1i P   . Но, 2( )i  и 4( )i  се броеви кои се спротивни еден на 

друг, па затоа според в) тие не можат истовремено да припаѓаат на множеството 
P .  

 

Конечно, и во двата случаја имаме противречност, што значи дека не пос-
тои множество P , P  C  кое ги задоволува условите од претходната дефиниција, 

т.е. во полето ( , , ) C  не може да се воведе подредување.  

 
 
31. КОНЈУГИРАН КОМПЛЕКСЕН БРОЈ 

 
31.1. Дефиниција. Комплексниот број a ib  го нарекуваме конјугиран на 

комплексниот број z a ib   и го означуваме со z .  
 

31.2. Теорема. а)  z z , за секој комплексен број z .  
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б) 1 2 1 2z z z z   , за секои комплексни броеви 1z  и 2z , 
 

в) 1 2 1 2z z z z  , за секои комплексни броеви 1z  и 2z ,  
 

г) 2Rez z z  , за секој комплексен број z ,  
 

д) 2 Imz z z  , за секој комплексен број z , и  
 

ѓ) 2 2 2| | 0z z a b z     , за секој комплексен број z .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефиницијата на конјугиран комплексен 
број и операциите собирање и множење на комплексни броеви.  
 

31.3. Забелешка. Од равенството 2 Imz z z   непосредно следува дека 

комплексниот број z  е реален ако и само ако z z .  
 

31.4. Забелешка. Користејќи го равенството 1 2 1 2z z z z   и принципот на 

математичка индукција лесно може да се докаже следното равенство: 
 

1 2 3 1 2... ...n nz z z z z z z        (1)  
 

за секој n N  и произволни комплексни броеви 1 2, ,..., nz z z . Ако kz z , за секој 

1, 2,...,k n , тогаш од равенството (1) следува  
nnz z .  

 
31.5. Забелешка. Од теорема 31.2. ѓ) и а) добиваме  

 

2 2| | | |z z z z z z      , т.е.  | | | |z z . 
 

Нека z x iy  . Од равенството 2 2 2| |z zz x y    непосредно следуваат 

неравенствата  
| | Re | |z z z      и   | | Im | |z z z      (2)  

 

31.6. Забелешка. Пред да ги разгледаме следните примери повторно ќе се 
осврнеме на делењето на комплексни броеви. Во теоремата 30.15 докажавме дека, 
ако z n , тогаш за секој комплексен број w  постои единствен комплексен број 
u  таков, што zu w . Комплексниот број u  ќе го нарекуваме количник на комп-
лексните броеви w  и z .  
 

Притоа, ако 2 2z a ib   и 1 1w a ib  , тогаш за количникот добиваме:  
 

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( )( )
( )( )

a ib a ib a a b b a b a bw wz
z a ib a ibz z a b a b

u i
   
   

     . 

Притоа за количникот на комплексните броеви 1z  и 2z  важи, 1 1

2 2
( )

z z
z z

   

 

31.7. Пример. Ако 1 2| | | | 1z z  и 1 2 1z z   , докажете дека 1 2

1 21
z z

z z


  е реален 

број.  
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Решение. Имаме,  
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 ( )(1 )
1 1 1 |1 |

z z z z z z z z z z
z z z z z z z z

    
   

   1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2|1 | |1 | |1 |

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z

    

  
   .  

 

Но, 1 1z z  и 2 2z z  се реални броеви, па затоа  и 1 2

1 21
z z

z z


  е реален број.  

 
31.8. Пример. Докажете, дека ако модулот на еден комплексен број е ед-

наков на 1, тогаш тој може да се претстави во облик c i
c i

 , каде што c  е реален 

број. 
 

Решение. Нека | | 1z  . Земаме 1
1

z
z

c i 
 . Тогаш c i

c i
z 

  и | | 1c i
c i

   т.е.  

1c i c i
c i c i
 
 
  . 

 

Со средување на последното равенство, добиваме 0c c  . Значи, cR  

и c i
c i

z 
 , што и требаше да докажеме.  

 
31.9. Теорема. За секои комплексни броеви z  и 0w  , важи  

 

| |
| |

| | zz
w w
 . 

 

Доказ. Имаме  
2

2

| |2

| |
| | ( ) zz z z z z z z

w w w w w ww w
      , односно | |

| |
| | zz

w w
 .  

 
31.10. Теорема. За секои комплексни броеви 1z  и 2z  важи  

 

1 2 1 2| | | | | |z z z z     и  1 2 1 2| | || | | ||z z z z    . 
 

Доказ. Според теоремата 31.2 за секои комплексни броеви 1z  и 2z  важи:  
 

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | ( )( ) | | | | 2 Rez z z z z z z z z z          (3)  

и 
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | ( )( ) | | | | 2 Rez z z z z z z z z z       .  (4)  
 

Ако го искористиме првото неравенство во (2), тогаш од равенствата (3) и (4) ги 
добиваме неравенствата  
 

1 2 1 2| | | | | |z z z z       (5)  

и 

1 2 1 2| | || | | ||z z z z   .    (6) 
 

Неравенството (5) е познато како неравенство на триаголник.  
 

31.11. Последица. За секои комплексни броеви 1 2, ,..., nz z z  точно е нера-

венството  
1 1

| | .
n n

i i
i i

z z
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Доказ. Непосредно следува од неравенството (5) и принципот на матема-
тичка индукција.    
 

31.12. Пример. Докажете дека за секои комплексни броеви 1z  и 2z  важи 

идентитетот 
 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2| | | | 2(| | | | ).z z z z z z        (7)  

 

Решение. Ако ги собереме равенствата (3) и (4) од теорема 3.10 кои 
важат за сите комплексни броеви 1z  и 2z , го добиваме бараниот идентитет. 

 
31.13. Теорема. Нека , , 1, 2,...,i iz w i n  се произволни комплексни бро-

еви. Тогаш  

2 2 2

1 1 1
| | | | | |

n n n

i i i i
i i i

z w z w
  

   .   (8) 

Доказ. Означуваме 
1

n

i i
i

C w z


  , 2

1
| |

n

i
i

A z


   и 2

1
| |

n

i
i

B w


  .  Ако 0A  , 

тогаш | | 0iz  , за секој 1, 2,...,i n , па значи 0iz  , за секој 1, 2,...,i n . Но, 

тогаш и 0C  , па неравенството (8) е исполнето.  
 

Ако 0A  , тогаш неравенството (8) следува од очигледното равенство 
 

2 2

1 1
| | ( )( ) ( | | )

n n

i i i i i i
i i

C z Aw C z Aw Cz Aw A AB C
 

        

и неравенствата 2

1
| | 0

n

i i
i

Cz Aw


   , 0A  .  

 

Неравенството (8) е познато како неравенство на Коши-Буњаковски-
Шварц за комплексни броеви.  
 
 
 

32. ГЕОМЕТРИСКА  ИНТЕРПРЕТАЦИЈА НА   
КОМПЛЕКСЕН  БРОЈ  

  

32.1. Со 2R  ја означуваме евклидската рамнина со 
Декартови координати. Секој комплексен број z x iy   е 

подреден пар реални броеви ( , )x y . Бидејќи множеството 

подредени парови реални броеви ( , )x y  е во обратно едно-

значно соодветствие со 2R , добиваме дека на секоја точка 
2AR  можеме да и придружиме комплексен број 

z x iy  , и обратно. За комплексниот број z  кој соодветствува на точката A  ќе 

велиме дека е нејзин афикс. Ова соодветствие меѓу комплексните броеви и точ-
ките од евклидската рамнина е биекција. Притоа, реалните броеви се пресли-
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куваат на точките од апцисната оска, а имагинарните на - точките од ординатата. 
Затоа, апцисната оска ја нарекуваме реална, а ординатната оска ја нарекуваме 

имагинарна оска (цртеж 3). При вакво толкување 2R , природно ја нарекуваме 
комплексна рамнина, а комплексните броеви - точки од оваа рамнина.  
 

Јасно, точките z  и z  се симетрични во однос на координатниот поче-

ток, а z  и z  се симетрични во однос на реалната оска. Имено, ако z x iy  , то-

гаш  
 

( ) ( )z x i y      и ( )z x y i   . 
 

Очигледно, комплексниот број z  соод-
ветствува на векторот со почетна точка 
O  и крај во точката z . Јасно, ова соод-
ветствие меѓу комплексните броеви и 
векторите на комплексната рамнина со 
почеток во O  исто така е биекција. За-
тоа, векторот, кој го одредува  ком-
плексниот број z , ќе го означуваме со 
истата буква z . Со помош на вектор-
ската интерпретација нагледно можеме 

да ги илустрираме собирањето и одземањето на комплексни броеви. Според 30.2 
добиваме дека бројот 1 2z z  соодветствува на векторот, добиен со собирање на 

векторите 1z  и 2z  (цртеж 4). Векторот 1 2z z  се конструира како збир на векто-

рите 1z  и 2z  (цртеж 5).  
 

Од досега изнесеното и од цртеж 5 следува дека растојанието меѓу точ-
ките 1z  и 2z  е еднакво на должината на векторот 1 2z z , т.е. еднакво е на 

1 2| |z z . Јасно, модулот | |z  е еднаков на должината на радиус-векторот на 

точката .z   
 

Ако ги разгледаме триаголниците 
со темиња во точките 1 1 2, ,O z z z  и 1, ,O z  

1 2z z , тогаш е очигледна геометриската 

смисла на неравенствата (5) и (6) од пара-
графот 31.  

 
32.2. Пример. а) Множеството 

точки z , кои ја задоволуваат равенката 

0| |z z R  , е кружница со радиус R  и 

центар во точката oz . Имено, 0| |z z  е 

растојание помеѓу точките A  и B  чии 
афикси се z  и 0z , соодветно.  
 

б) Равенката  
 

1 2|| | | || 2z z z z a    , 
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каде 1
1 22

| |a z z   е равенка на хипербола со фокуси во точки со афикси 1z  и 2z  

и реална полуоска, еднаква на a , (зошто?).  
 

в) Множеството точки z , кои ја задоволуваат равенката 1 2| | | |z z z z   , 

е множество точки, еднакво оддалечени од точките 1z  и 2z . Значи  
 

1 2| | | |z z z z    

е равенката на симетралата на отсечката чии крајни точки имаат афикси  1z  и 2z . 
 

г) Множеството точки z , кои ја задоволуваат равенката  
 

1 2| | | | 2z z z z a    , 

каде што 1
1 22

| |a z z  , е елипса со фокуси во точките  1z , 2z , и голема полуоска 

еднаква на a , бидејќи 1 2| | | |z z z z    е збирот на растојанијата од точката M  

со афикс z  до точките A  и B  чии афикси се  1z  и 2z , соодветно.  

 
 
 

33. ТРИГОНОМЕТРИСКИ ЗАПИС НА КОМПЛЕКСЕН  
БРОЈ. КОРЕН ОД КОМПЛЕКСЕН БРОЈ  

 
 33.1. Во овој дел, заради целовитост на излагањата за комплексните бро-
еви, ќе си допуштиме некоректност во излагањата, со тоа што ќе воведеме триго-
нометриски запис на комплексен број, иако не сме ги вовеле тригонометриските 
функции, ниту, пак, сме ги докажале нивните својства.  

 
33.2. Аргумент на комплексен број. Аголот  , кој го зафаќа радиус-

векторот на точката z  со позитивната насока на реалната оска, го нарекуваме 
аргумент на комплексниот број z , и за него ја прифаќаме ознаката Arg  z   

(цртеж 6). Аргументот го сметаме за позитивен или негативен во зависност од тоа, 
дали истиот е ориентиран од позитивната насока на реалната оска кон 
позитивната или кон негативната насока на имагинарната оска , соодветно.  
 

За бројот 0z   аргументот не е определен, па затоа во сите натамошни 
разгледувања поврзани со аргументот, претпоставуваме, дека 0z  .  
 

Положбата на точката z  во ком-
плексната рамнина е еднозначно опреде-
лена како со нејзините декартови коорди-
нати ,x y  така и со поларните координати 

| |r z  и Arg z  . Овие координати ме-

ѓу себе се поврзани со формулите  
 

cosx r  ,  siny r  .  (1)  
 

За дадена точка z  нејзиниот модул е еднозначно определен, а аргументот 
со точност до собирок 2k , 0, 1, 2,...k    . Вредноста на аргументот, која го 
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задоволува условот 0 Arg 2z   , ја нарекуваме главна вредност на аргумен-

тот и ја означуваме со arg z . Во натамошните разгледувања најчесто работиме 

со главната вредност на аргументот.  
 

33.3. Тригонометриски запис на комплексен број. Од формулите (1), 
кои ги сврзуваат Декартовите и поларните координати на точката z , го добиваме 
таканаречениот тригонометриски запис на комплексен број 
 

| | (cos(arg ) sin(arg ))z z z i z  .    (2) 
 

Користејќи го записот (2) за производот на комплексните броеви:  
 

1 1 1 1| | (cos sin )z z i    и 2 2 2 2| | (cos sin )z z i    

добиваме  

1 2 1 2 1 2 1 2| | | | (cos( ) sin( ))z z z z i           (3) 
 

 Според 30.10 и дефиницијата на arg  од  
 

1 2 1 2 1 2 1 2| | (cos(arg( )) sin(arg( )))z z z z z z i z z   

следува, дека  

1 2 1 2arg( ) arg arg 2z z z z k   , 0, 1, 2,...k      (4) 
 

Аналогно, од равенсвото 1 2 3z z z , при 2 0z  , од 31.9 добиваме:  
 

1

2
1 2arg arg arg 2

z
z

z z k   , 0, 1, 2,...k     

 
33.4. Моаврова формула. Формулите (3) и (4), за производ на два ком-

плексни броја, со помош математичка индукција, лесно се обопштуваат за 
конечно многу множители 1 2, ,...., nz z z . Имено,  
 

 1 2 1 2arg ... arg arg ... arg 2n nz z z z z z k      , 0, 1, 2,...k             (5) 
 

Специјално, ако 1 2 ... nz z z   , тогаш добиваме:  
 

| | | |n nz z   и  arg arg 2nz n z k   , 0, 1, 2,...k     

односно 

| | (cos( arg ) sin( arg )).n nz z n z i n z     (6) 
 

Формулата (6) е позната како Моаврова формула.  
 

33.5. Пример. Пресметајте ја разликата 9 9( 1 3) (1 3)i i    .  
 

Решение. Од  
 

| 1 3 | 2i    и 2
3

arg( 1 3) 2i k     , 0, 1, 2,...k     

добиваме  
2 2
3 3

1 3 2(cos sin )i i     . 

Согласно Моавровата формула имаме:  
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9 9 92 2
3 3

( 1 3) 2 (cos 9 sin 9) 2i i         
 

Аналогно добиваме   
 

9 9 99 9
3 3

(1 3) 2 (cos sin ) 2i i      . 
 

Според тоа, 
 

9 9 9 9 10( 1 3) (1 3) 2 ( 2 ) 2i i        .  

 
33.6. Дефиниција. Нека е даден комплексен број 0z   и природен број 

n . n ти корен од z  дефинираме како комплексен број w  за кој важи 
 

nw z .     (7) 
 

Притоа ја прифаќаме ознаката nw z . Користејќи ја Моавровата фор-
мула (6) и тригонометриските записи  
 

| | (cos(arg ) sin(arg ))z z z i z   и | | (cos(arg ) sin(arg ))w w w i w   
 

добиваме:   
 

| | (cos (arg ) sin (arg )) | | (cos(arg ) sin(arg ))nw n w i n w z z i z    
 

односно  
 

| | | |nw z    и  (arg ) arg 2 ,n w z k   0, 1, 2,...k      (8) 
 

Од (4) и (8) добиваме:  
 

| | | |nw z  , arg 2arg z k
n

w  , 0, 1, 2,...k     

т.е.  
arg 2 arg 2(cos sin )z k z kn n

n n
w z z i      , 0, 1, 2,...k      (9)  

 

Ако во формулата (9) ставиме 0,1,2,..., 1k n   за w  добиваме n  различ-

ни вредности 0 1 1, ,..., nw w w  . Ставајќи k n , заради периодичноста на тригономе-

триските функции, повторно го добиваме бројот 0w  итн. Според тоа, n  от корен 

од комплексниот број z , има точно n  различни вредности, кои се добиваат од 
формулата (9) за 0,1, 2,..., 1k n  .  
 

33.7. Пример. Најдете 3 527i .  
 

Решение. Од 5 4
2 2

cos sini i i i i       добиваме  
 

2 2
3 5 3 2 23

2 2 3 3
27 27 27(cos sin ) 3(cos sin )

k k
i i i i

  
 

 
      

 (4 1) (4 1)
6 6

3(cos sin )k ki    ,  за 0,1, 2.k     
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33.8. Пример. Докажете дека за секои комплексни броеви a  и b  важи 
идентитетот  

2(| | | |) | 2 | | 2 |,a b a b ab a b ab        
 

каде што со ab  е означен еден од двата корена на .ab  
 

Решение. Од равенството  
 

2 22(| | | |) 2(| | | | )a b a b    

добиваме  
2 2 2 22(| | | |) | | | | | ( ) | | ( ) |

| 2 | | 2 |,                   

a b a b a b a b a b

a b ab a b ab

        

     
 

 

што и требаше да се докаже.  
 

33.9. n  ти корени на единицата. Во 33.6 зборувавме за коренување на 
комплексните броеви. Ако 1,z   тогаш arg 0z   и според (9) n  те различни ко-

рени на бројот 1 се зададени со  
 

2 2cos sin , 0,1, 2,..., 1.k k
k n n

u i k n        (10) 
 

Ако ставиме  
 

2 2
1 cos sin ,

n n
u u i     

 

тогаш од Моавровата формула добиваме  , 0,1,..., 1.k
ku u k n     

 

Да забележиме дека, во геометриска смисла, при 3,n   точките во ком-
плексната рамнина, чии афикси се n  те корени на единицата, образуваат прави-
лен n  аголник, впишан во единечната кружница и едно теме на n  аголникот се 
совпаѓа со точката чиј афикс е 1.z   
 

33.10. Пример. а) Нека 
1

0

n
p

p k
k

S u



   е збирот на p  тите степени на n   

те корени на единицата, nN . Докажете дека  
 

, |

0, | .

ako 

  ako p
n n p

S
n p


 


 

 

б) Нека 1 2, ,..., na a a  се дадени комплексни броеви такви, што  
 

1 2| | | | ... | | 1na a a     и 1 2 ... 0na a a    . 
 

Докажете дека за секој комплексен број z  важи  
 

1 2| | | | ... | |na z a z a z n       . 
 

в) Нека 0 1, ,..., na a a  се комплексни броеви такви, што ако , | | 1z z C , 

тогаш  
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1
1 1 0| ... | 1n n

n na z a z a z a
     . 

 

Докажете дека  
 

| | 1ka   и 0 1| ... ( 1) |n ka a a n a n      , за секој 0,1, 2,...,k n .  
 

Решение. а) Од  
 

, 0,1,..., 1k
ku u k n    и 2 2cos sin ,

n n
u i    

 

добиваме:  
 

2 ( 1)1 ... .p p n p
pS u u u          (11) 

 

Ако |n p  и ,p
n

m  тогаш  
 

( ) 1 1p mn n m mu u u     
 

и од (11) следува .pS n   
 

Нека | .n p  Притоа важи  
 

( ) 1 1.np n p pu u    
 

Од |n p  следува 1 0,pu    па затоа   

2 ( 1) 1
1

1 ... 0.
np

p
p p n p u

p u
S u u u  


         

 

б) Бидејќи | | | |i ia a , за секој 1, 2,...,i n  и 
1

0
n

i
i

a


 , добиваме:  

 

2

1 1 1 1 1
| ( )

n n n n n

i i i i i i i i i
i i i i i

n a a a a a z a a a za
    

             

    
1 1 1

| | | || | | |
n n n

i i i i i
i i i

a z a a z a a z
  

        .  

 

в) Нека  
 

1
1 1 0( ) ...n n

n nP z a z a z a z a
      

 

и , 0,1,...,iw i n  се ( 1n  )-те корени на единицата. Но, 
0

0,
n

k
i

i
w


  ако k  не се 

дели со 1n   и 
0

1
n

k
i

i
w n


  , ако k  се дели со 1n  , од што следува   

 

0
( ) ( 1) ,

n
k
i i n k

i
w P w n a 


   за секој {0,1,..., }.k n  

 

Според тоа,  
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0 0 0 1  pati 

( 1) | | | ( ) | | ( ) | | ( ) | 1 1 ... 1 1
n n n

k k
n k i i i i i

i i i n

n a w P w w P w P w n
   

              

 

од што следува | | 1,n ka    за секој {0,1,..., }.k n   
 

За вториот дел од тврдењето имаме: 
 

1 0 1
( ) ( ) (1) ( 1)

n n n
k k
i i i i n k i

i i i
w P w w P w P n a a

  
          

и  

1 1 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |

n n n
k k
i i i i i

i i i
w P w w P w P w n

  
     , 

 

па затоа 
1

| ( 1) |
n

n k i
i

n a a n


   , за секој {0,1,..., }.k n  

 
33.11. Дефиниција. Комплексниот број u  го нарекуваме примитивен n -

ти корен на единицата, ако 1nu   и ниеден понизок степен на u  не е еднаков на 
1.  
 

33.12. Пример. Нека , 0,1,..., 1k
ku u k n    се n -те корени на едини-

цата. Докажете дека ku  е примитивен n -ти корен на единицата ако и само ако n  

и k  се заемно прости броеви (види задача 41).  
 

Решение. Нека n  и k  се заемно прости броеви и да допуштиме дека за 

некој r n  важи 1.r
ku   Од Моавровата формула имаме  

 

2 21 cos sin .r kr kr
k n n

u i      
 

Од последното равенство имаме  
 

2 2cos 1, sin 0.kr kr
n n
     

 

 Според тоа, kr
n
Z  и како n  и k  се заемно прости добиваме | ,n r  што 

не е можно, бидејќи r n . Значи, ku  е примитивен n -ти корен на единицата. 
 

Обратно, нека ku  е примитивен n -ти корен на единицата. Да претпо-

ставиме дека најголемиот заеднички делител на n  и k  е , 1.d d   Нека 

1 1, .k k d n n d   Тогаш  
 

1 1 1 1 11 1 1
1 11 1 1( ) ( ) 1 1,n n k k dn k nn k kk n

ku u u u u u        
 

што противречи на примитивноста на ku , бидејќи 1 .n n   
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34. ЗАДАЧИ   
  
1. Докажете ги равенствата:  

 

а) ( ) ( ) ( )X Y X Y   
  


  



    
A B A

B

 

б) ( ) ( ) ( )X Y X Y   
  


  



    
A B A

B

 

в) \ ( ) ( \ )M M M M 
  

 
A A

 

г)  \ ( ) ( \ )M M M M 
  

 
A A

 

 

2. Докажете ги инклузиите:   
 

а) ( ) \ ( ) ( \ )M N M N   
    

  
A A A

 

б) ( ) \ ( ) ( \ )M N M N   
    

  
A A A

 

 

3. Докажете дека за секои множества ,A B  и D  важи \ ( \ ) ( \ )A B A D D B  . 
 

4. Докажете дека: A B   ако и само ако cA B  ако и само ако cB A .  
 

5. Докажете дека:  
 

а) 1 2 1 2 1 1 2 2( ... ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nA A A B B B A B A B A B               

б) 1 2 1 2 1 1 2 2( ... ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nA A A B B B A B A B A B               
 

6. Докажете дека инклузијата 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )A A B B A B A B        е точна 

ако и само ако е исполнет еден од следните услови:  
 

а) 1 1A B ,     б) 2 2A B ,  

в) 1 1A B  и 2 2A B ,  г) 1 1A B  и 2 2A B .  
 

7. Нека :f X Y  е пресликување и ,A X B Y  . Слика на множеството A  

при пресликувањето f  го нарекуваме множеството  

( ) { | , ( ) }f A y Y x A f x y     . 

Праслика на B  при пресликувањето f  го нарекуваме множеството  
1( ) { | ( ) }f B x X f x B    . 

Притоа важи  
1( ) , ( )f A Y f B X  . 

Нека :f X Y  и M X  , N Y  , за секој  A . Докажете дека:  
 

а) ( ) ( )f M f M 
  

 
A A

,  б) ( ) ( )f M f M 
  

 
A A

, 

в) 1 1( ) ( )f N f N 
 

 

 
 

A A
, г) 1 1( ) ( )f N f M 

 

 

 
 

A A
.  
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8. Нека :f X Y  е пресликување и ,A X B Y  . Докажете ги следниве твр-

дења: 

а) ако f  е сурјекција, тогаш 1( ( ))f f B B  , и  

б) ако f  е инјекција, тогаш 1( ( ))f f A A  .   
 

9. Нека  е дадено пресликувањето :f X Y  и ,M N Y . Докажете дека  
1 1 1( \ ) ( ) \ ( )f M N f M f N   . 

 

10. Нека T  е множество и :f T T  е пресликување. Користејќи го принципот 

на математичка индукција докажете дека за секој nN  е определено 

пресликување :nf T T  такво, што 1f f  и 1n nf f f   .  
 

11. Нека T  е множество и :f T T  е пресликување. Докажете ги следниве твр-

дења:  

а) За секои ,m nN  важи m n m nf f f  .  

б) Композицијата на пресликувања е асоцијативна бинарна операција во 

множеството { | }nf nN .  

в) Ако f  е биекција, тогаш ставаме 1( )n nf f  , 0
Tf I , па kf  е дефи-

ниран за секој k Z . Множеството { | }kf k Z  е комутативна група со ком-

позицијата на пресликувања како групова операција.  
 

12. Нека е дадено пресликувањето :f X X . За множеството ,M M X  ќе ве-

лиме дека е стабилно во однос на f  ако ( )f M M  и 1( )f M M  . Дока-

жете дека:  
а)   и X  се стабилни множества.  
б) Пресек и унија на произволна фамилија стабилни множества е стабилно 
множество.  
в) Постои множество ( )A , такво што ( )A B   за секое стабилно множест-

во B  кое го содржи даденото множество A X . Множеството ( )A  го на-

рекуваме стабилна обвивка на A .  
г) Постои множество ( )A , такво што ( )A B   за секое стабилно множество 

B  кое го содржи даденото множество A X . Множеството ( )A  го наре-

куваме стабилно јадро на A .  
д) Комплементот на стабилно множество е стабилно множество.  
ѓ) За секое A X  важи ( ) \ ( \ )A X X A   и ( ) \ ( \ )A X X A   .  

е) Од ( ) ( )x y    , ,x y X  следува ( ) ( )x y   .  

ж) За секое множество A X  важи ( ) ( )
x A

A x


   .  

 

13. Ако пресликувањето :f X X  е инјекција, A X  и ( )A  е негова стабил-

на обвивка, тогаш  
1 1 1( ) ... ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ...A f f A f A A f A f f A           . 
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Докажете!  
 

14. На секое множество A X  може да му се придружи неговата карактери-

стична функција : {0,1}A X   определена со  

1,        
( )

0,       .A
x A

x
x A




  
 

Докажете дека со AA   е определена биекција од партитивното множество 

( )P X  на множеството X , во множеството од сите пресликувања : {0,1}f X  .  
 

15. Докажете ги следниве твртдења:  
а) ( ) 1, ( ) 0X x x   , за секој x X ,  б) A B A B    ,  

в) A B A B A B       ,    г) \ 1X A A   ,  

д) \ (1 )B A B A    ,  

ѓ) ( )A B C A C B C A B C            .  
 

16. 1~A B B  и 1~B A A , тогаш ~A B . Докажете!  
 

17. Докажете, дека ако \ ~ \A B B A , тогаш ~A B .  
 

18. Докажете, дека ако A B  и ~A A C , тогаш ~B B C .  
 

19. Нека X  е произволно множество и со XR  да го означиме множеството од 

сите пресликувања :f X  R . Дефинираме релација   на XR  таква, што 

f g  ако и само ако ( ) ( )f x g x , за секој x X . Докажете дека   е релаци-

ја на делумно подредување на XR .  
 

20. Нека , , ,A B C D  се множества такви, што ( ) ( )k A k C  и ( ) ( )k B k D . Дока-

жете дека ( ) ( )k A B k C D   .  
 

Забелешка. Претходната задача всушност овозможува да се дефинира про-
извод на кардинални броеви. Имено, по дефиниција имаме  

( ) ( ) ( )k A k B k A B  . 

Аналогно се дефинира и производ на произволна фамилија кардинални броеви. 

Специјално имаме [ ( )] ( )n nk A k A , за секој nN  и за секое множество A .  

Понатаму, теорема 3.3 а) овозможува да се дефинира збир на два кардинални 
броеви ( )k A  и ( )k B . Имено, по дефиниција ставаме 1 1( ) ( ) ( )k A k B k A B   , 

каде 1( ) ( )k A k A , 1( ) ( )k B k B  и 1 1A B  . Аналогно се дефинира и збир 

на произволна фамилија кардинални броеви (теорема 3.3 б)).  
 

21. Докажете го равенството 0 0
n

n
 

N
.  

 

22. Нека X  и Y  се произволни множества. Дефинираме релација   таква, што 
X Y  ако и само ако ( ) ( )k X k Y . Докажете дека   е релација на потполно 

подредување.  
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23. Нека :g  N N N  е пресликување зададено со ( 2)( 1)
2

( , ) p q p qg p q q     , 

,p q N N . Покажете дека g  е инјекција и дека пресликувањето 

:h  N N N  определено со ( ) ( ,1)h n n , nN  е инјекција, а потоа врз 

основа на задача 13 заклучете дека множествата N N  и N  се еквивалентни.  
 

24. Докажете дека пресликувањето :g  N N N  определено со  
1( , ) 2 (2 1)pg p q q  , ,p q N N  

е биекција.  
 

25. Користејќи го принципот на математичка индукција, докажете дека секое 
непразно множество kA  N , k N  има најголем елемент max A A .  
 

26. Нека за множествата ,S T  N  важи:  

а) 1 S ,  б) S T ,  в) { | }T k k T S    .  

Докажете дека важи S T  N .  
 

27. Нека S  N N  такво, што; а) (1,1) S , б) ако ( , )m n S , тогаш ( , )m n S  , 

в) ако ( , )m n S , тогаш ( , )m n S  . Докажете, дека S  N N .  
 

28. Докажете дека за секој nN  точни се равенствата:  

а) 2 2 2 1
6

1 2 ... ( 1)(2 1)n n n n      ,   б) 3 3 3 2 21
4

1 2 ... ( 1)n n n     ,  

в) 2 21
3

1
(2 1) (4 1)

n

k
k n n


   ,    г) 3 2 2

1
(2 1) (2 1)

n

k
k n n


   ,  

д) 2
3 2 11
4 2 ( 1)11

n
n

n nkk




  ,    ѓ)  
2 1 11

( 2)! 2 ( 2)!
1

n
k k n

k n
k

  
 


  .  

 

29. Докажете дека се точни неравенствата:  

а) 1
2

! ( )nnn  , за 1n  ,  б) ( 1)(2 1)2
6

( !) ( )n n nn   , за 1n  , 

в) 3 2 11 1
2 4 2 2 1

... n
n n



    , за 1n  , г) 1 ( 1)n nn n   , за 3n  .  

 

30. Докажете дека ако ix , 1, 2,...,i n  се природни броеви за кои важи 

1 2 ... nx x x   , тогаш:  

а) 2 3

1 1
( )

n n

i i
i i

x x
 

  , и   б) 3 2 5 7

1 1
2( ) ( )

n n

i i i
i i

x x x
 

   .  

 

31. Нека ix , 1, 2,..., ,...i n  се реални броеви такви, што 1 0x  , 2 2
1 (1 )n nx x   , за 

секој природен број n . Докажете дека 
2

1

n
n

i
i

x


  .  

 

32. Докажете ги следниве тврдења:  

а) ако 
1

0
n

i
i

x


  и 0ix  , за 1, 2,...,i n , тогаш 0ix  , за секој 1, 2,...,i n .  
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б) за секој xR , 1x   важи 2 1 1
1

1 ...
nn x
x

x x x  
     .  

 

33. (Теорема за делење со остаток). Нека ,m nN . Докажете дека постојат 
единствени природни броеви q  и r  такви, што n qm r  , r m . Бројот q  

го нарекуваме количник, а бројот r  -остаток од делењето на n  со m .  
 

34. Нека ,m nN . Ако постои k N  таков, што n mk , тогаш ќе велиме дека m  

е делител на n  и ќе пишуваме |m n . Докажете дека релацијата |  е 

подредување на N .  
 

35. За природниот број p  ќе велиме дека е прост ако има точно два делитела. 

Докажете дека множеството прости броеви е бесконечно.  
 

36. (Основна теорема на аритметиката). Докажете дека секој природен број 
1m   може на единствен начин, со точност до промена на редоследот на 

множителите, да се запише во облик 1 2
1 2 ... kaa a

km p p p , каде што 1 2, ,..., kp p p  

се прости броеви, а 1 2, ,..., ka a a  се природни броеви. .  
 

37. За природниот број k  ќе велиме дека е заеднички делител на природните 
броеви m  и n  ако |k m  и |k n . Докажете дека, множеството заеднички дели-

тели на m  и n  е непразно и дека има најголем елемент, таканаречен најголем 
заеднички делител на m  и n  кој ќе го означуваме со NZD( , )m n .  
 

38. а) Докажете дека, ако n m , тогаш NZD( , ) km n r , каде што  

1 1 1

2 1 2 2 1

1 3 2 3 3 2

2 4 3 4 4 3

1 1

, ( )

, ( )

, ( )

, ( )

......................................

0k k k

n q m r r m

m q r r r r

r q r r r r

r q r r r r

r q r 

  
  
  

  

 

 

б) Докажете дека, ако NZD( , )m n d , тогаш постојат цели броеви p  и q  

такви, што d mp nq  .  
 

39. За природниот број k  ќе велиме дека е заеднички содржател за природните 
броеви m  и n  ако |m k  и |n k . Докажете дека множеството заеднички 

содржатели на природните броеви m  и n  не е празно и дека има најмал 
елемент, таканаречен најмал заеднички содржател на на m  и n  кој ќе го 
означуваме со NZS( , )m n .  
 

40. Ако множеството ,S S  Z  не е празно и ако од z S  следува 1, 1z z S   , 

тогаш S  Z . Докажете!  
 

41. За бројот aZ , 0a   ќе велиме дека е делител на бројот bZ , односно 
дека b  е содржател на a  ако постои k Z  таков, што b ak . Докажете дека 
за секој aZ  множеството { | }ka k  Z Z  е подгрупа од групата ( , )Z .  
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42. Докажете дека секоја подгрупа G  од групата ( , )Z  е од видот  

{ | }ka k k Z Z , 0k N . 
 

43. Аналогно како во задача 29 за целите броеви , \{0}a bZ  се дефинира 

најголем заеднички делител NZD( , )a b N . Докажете ги следниве тврдења:  

а) Множеството од сите природни броеви од видот ax by N , ,x yZ  не е 

празно и дека неговиот најмал е елемент е NZD( , )a b .  

б) Секој заеднички делител на броевите , \{0}a bZ  е делител на NZD( , )a b .  
 

44. Аналогно како во задача 31 за целите броеви , \{0}a bZ  се дефинира најмал 

заеднички содржател NZS( , )a b N . Докажете ги следниве тврдења:  

а) NZS( , )a b  е делител на секој заеднички содржател на броевите a  и b .  

б) NZS( , ) NZS( , )ka kb k a b  .  
 

45. За броевите , \{0}a bZ  ќе велиме дека се заемно прости ако NZD( , ) 1a b  . 

Докажете ги следниве тврдења:  
а) Ако NZD( , ) 1a b   и |a bc , тогаш |a c .  

б) Ако NZD( , ) 1a b  , |a c  и |b c , тогаш |ab c .  

в) Ако NZD( , ) 1a b  , тогаш NZS( , )a b ab .  

г) NZS( , ) NZD( , )a b a b ab .  

д) 
NZD( , ) NZD( , )

NZD( , ) 1a b
a b a b

 .  
 

46. Нека G  е група. Докажете ги следниве тврдења:  
а) Пресек на произволна фамилија подгрупи на групата G  е подгрупа на G .  
б) За секое множество A G  постои минимална подгрупа на G  која го 
содржи множеството A  и која ја нарекуваме подгрупа генерирана од 
множеството A .  
 

47. Нека ,m nN . Докажете ги следниве тврдења:  

а) NZS( , )m n m n Z Z Z .  

б) Подгрупата на групата ( , )Z  генерирана од множеството m nZ Z  е 

еднаква на NZD( , )m n Z .  
 

48. Нека ,a bZ  и mN . За броевите a  и b  ќе велиме дека се конгруентни по 

модул m  ако | ( )m a b . Притоа пишуваме (mod )a b m .  

а) Докажете дека релацијата   определена во Z  со a b  ако и само ако 
(mod )a b m  е релација на еквиваленција.  

б) Нека mZ  е множеството од сите класи на еквиваленција во однос на 

релацијата  . Во mZ  дефинираме операции { |  i }A B a b a A b B     , 

{ |  i }AB ab a A b B   , за секои , mA BZ . Докажете дека алгебарската 

структура ( , , )m Z   е поле ако и само ако m  е прост број.  

в) Докажете дека 6Z  содржи елементи 0, 0A B   такви, што 0AB  . 

Елементите со ова својство ги нарекуваме делители на нулата.  
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49. Во множеството N N  дефинираме бинарна релација ~  така што 

1 1 2 2( , ) ~ ( , )m n m n  ако 1 2 1 2m n n m   . Докажете дека ~  е релација на екви-

валенција. Нека се ,   и релацијата   е дефинирани на N N  со формулите  

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )m n m n m m n n    , 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )m n m n m m n n m n n m    и 

1 1 2 2( , ) ( , )m n m n  ако и само ако 1 2 1 2m n n m   .  

Докажете дека операциите   и  , односно релацијата   се пренесуваат на 
класите на еквиваленција и дека множеството од сите класи на еквиваленција 
во однос на  ,  ,   е изоморфно со ( , , , ) Z  .  
 

50. Нека G  е поле со единица e G . Карактеристика на полето G  е најмалиот 
број nN  за кој важи ... 0ne e e    . Ако таков број nN  не постои, ќе 
велиме дека полето G  има карактеристика 0 .  
а) Докажете дека на секое поле G  карактеристиката е или 0 или некој прост 
број.  
б) Докажете дека полето рационални броеви Q  има карактеристика 0, а 

полето mZ , m  е прост број има карактеристика m .  

в) Докажете дека секое поле со карактеристика о содржи минимално потполе 
изоморфно со Q .  
г) Докажете дека секое поле со карактеристика m  содржи минимално потполе 
изоморфно со mZ .  
 

51. Докажете дека за секои 1 2, , , ,..., nx y x x x R  се исполнети неравенствата:  

а) | | || | | ||x y x y   , и  

б) 1 2 1 2| ... | | | (| | | | ... | |)n nx x x x x x x x          
 

52. Во множеството на реалните броеви решете ја равенката  
| | | 1 | | 2 | 2,5 0x x x      . 

 

53. Докажете дека за секој xR  постои еден и само еден zZ  таков, што 
1z x z   . Бројот z  го означуваме со [ ]x  и го нарекуваме цел дел од бројот 

x .  
 

54. Докажете дека за секои ,x yR  и за секој nN  важи :  

а) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y      ,  

б) [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]x y xy x y x y    ,  

в) [ ][ ] [ ]x x
n n

 .  
 

55. а) Докажете дека 1 2... kp p p  е ирационален број ако 1 2, ,..., kp p p  се различ-

ни прости броеви.  

б) Ако nN  и n  не е квадрат на природен број, тогаш n  е ирационален 
број. Докажете!  
 

56. Нека nN . Докажете дека од n Q  следува n N .  
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57. Нека ,a bN  и NZD( , ) 1a b  . Докажете ги следниве тврдења:  

а) ако ab N , тогаш ,a b N , и  

б) ако a b Q , тогаш ,a b N .  
 

58. Нека p  е прост број и ( ) { | , }p a b p a b   Q Q R . Докажете ги следни-

ве тврдења:  

а) ( )pQ  е поле кое го содржи Q  како потполе, и  

б) ако q  е прост број и q p , тогаш полињата ( )pQ  и ( )qQ  не се изо-

морфни.  
 

59. Нека ,a bR , 1a  . Докажете дека постои nN  таков, што na b .  
 

60. Докажете дека множеството од сите позитивни правилни рационални дропки 

{ | 0 ; , }m
n

A m n m n   N , нема најголем и најмал елемент. Најдете sup A  и 

inf A .  
 

61. Нека A  е затворено и ограничено од горе подмножество на R . Докажете 
дека sup A A .  
 

62. Ако A  е ограничено множество позитивни реални оброеви, тогаш 

sup (sup )n nA A , каде што { | }n nA a a A  . Докажете!  
 

63. Докажете дека:  
а) Ако A B  R , тогаш sup supA B , inf infA B .  

б) Нека X  R  и Y  R . Ако за секој x X  и за секој y Y  важи 

x y , тогаш X  е ограничено од горе, Y  е ограничено од долу и важи 

sup infX Y . Ако, дополнително важи X Y R , тогаш sup infX Y .  
 

64. Докажете дека множеството A  е конечно ако и само ако за секоја непразна 
фамилија ,tA t T  подмножества tA A  постои минимален елемент, т.е. 

постои 0t T  таков, што од 
0t tA A  следува 

0t tA A .  
 

65. Докажете, дека:  
а) [0,1] ~ [0,1)    б) (0,1) ~ (0,1]    

в) [0,1) ~ (0,1]    г) [0,1] ~ [ , ]a b , за секои ,a bR .  
 

66. Најдете множество A , за кое 'A   , ''A    и '''A   .  
 

67. Најдете множество A  за кое ( 1)n   то изводно множество е непразно, а 

n  то изводно множество е празно.  
 

68. Најдете множество A , за кое сите изводни множества ( )', '',..., ,...nA A A  се 
различни едно од друго и нивниот пресек е празно множество.  
 

69. Најдете множество B , за кое сите изводни множества ( )', '',..., ,...nB B B  се 
различни едно од друго и нивниот пресек е непразно множество.  
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70. Најдете го затворачот на множеството 3{ | }A r r Q .  
 

71. Нека   I . Докажете дека множеството { | 2 , 2 ; , }E m n m k n p k p    Z  

е секаде густо во R . 
 

72. Докажете, дека ако U  е отворено секаде густо множество во R , тогаш за 

секој отворен интервал I  постои отворен интервал 0I  таков, што 0I I U  .  
 

73. Најдете пребројлива фамилија , 1, 2,3,...iA i   секаде густи множества во R  

такви што 1 , 1, 2,3,...i iA A i    и 
1

i
i

A



  .  

 

74. Докажете дека пресек на пребројлива фамилија отворени секаде густи 
множества во R  е секаде густо множество во R .  
 

75. Докажете дека, ако A  е никаде густо множество во R  и aR , тогаш и мно-
жеството { | }B x a x A    е никаде густо во R .  
 

76. а) За множеството N  фамилијата отворени интервали ( , )k k   , k N , 

1
2

0    е отворена покривка. Дали таа содржи конечна потпокривка на N ?  

б) За множеството 1 1 1
2 4 2

{1, , ,..., ,...}nA   фамилијата отворени интервали 

1 1
2 2

( , ),k k
     1

0 2
, 0k   N  е отворена покривка. Дали таа содржи конечна 

потпокривка на A ?  

в) За множеството 1 1 1
2 4 2

{0,1, , ,..., ,...}nA   фамилијата отворени интервали 

( , )  , 1 1 1
0 22 2

( , ), , 0k k k      N  е отворена покривка. Дали таа содржи 

конечна потпокривка на  A ? 
 

77. Најдете пребројлива фамилија ограничени отворени множества , 1, 2,...iA i   

такви што 1 , 1, 2,3,...i iA A i    и 
1

i
i

A



  .  

 

78. Докажете, дека ако , 1,2,3,...iA i   се непразни отворени множества во R  

такви, што 1i iA A  , за секој 1i  , тогаш 
1

i
i

A



  .  

 

79. Докажете дека непразното множество M  е сврзано ако и само ако за секои 
,x y M  постои сврзано множество A M  кое ги содржи x  и y .  

 

80. Нека A  е затворено множество. Докажете дека A  е сврзано ако не може да се 
запише како унија на две затворени дисјунктни множества.  
 

81. Нека U  и V  се отворени множества секое од кои не го содржи интервалот 
[ , ]a b  и нека [ , ]a b U V  . Докажете дека постои интервал 1 1[ , ] [ , ]a b a b  та-

ков што 1 1[ , ]a b U , 1 1[ , ]a b V  и 1 1[ , ]a b V   .  
 



 129 

82. Докажете дека пресек на конечна или пребројлива фамилија секаде густи мно-
жества од типот G  е секаде густо множество од типот G . 
 

83. Докажете дека множеството рационални броеви Q  не е од типот G .  
 

84. Докажете дека множеството ирационални броеви I  не е од типот F .  
 

85. Нека A  е произволно пребројливо секаде густо множество во R . Докажете 
дека A  не е множество од типот G .  
 

86. Докажете дека множеството од сите рационални броеви на произволен интер-
вал [ , )a b  не е множество од типот G , а множеството ирационални броеви 

од интервалот [ , )a b  не е множество од типот F .  
 

87. Најдете множество кое не е ниту од типот G , ниту од типот F .  
 

88. Докажете дека ако �  е алгебра множества и { }iA  е низа множества во � , 

тогаш постои низа множества { }iB  во �  таква што i iB B    за i j  и 

1 1
i i

i i
A B

 

 
  .  

 

89. Без да преминувате во тригонометриски облик најдете го множеството на вто-

рите корени на комплексниот број .z a ib   Посебно пресметајте 4 7 24 .i   
 

90. Докажете дека, за секои комплексни броеви 1z  и 2z  важи идентитетот  

   2 22 2
1 2 1 2 1 2 1 2|1 | | | 1 | | | | | | .z z z z z z z z        

 

91. Докажете дека за секои комплексни броеви a  и b  важи идентитетот  
2 2 2 2| | | | | | | |,a b a b a a b a a b          

каде што со 2 2a b  и означен еден од двата корена на 2 2.a b  
 

92. Ако 2,3,...n   докажете дека:  

а) 2( 1)2 4cos cos ... cos 1,n
n n n

           б) 2( 1)2 4sin sin ... sin 0.n
n n n

       
 

93. Одредете го множеството точки z  во комплексната рамнина за кои постои 

реален број c  таков што 
2
c i
c i

z 
 . 

 

94. Ако z и w се комплексни броеви такви, што Re 0  i  Re 0,z w   тогаш 

| | 1.z w
z w



  Докажете!  
 

95. Која е најголемата вредност на | |z  ако се знае дека комплексниот број z го 

задоволува условот 1| | 1?
z

z    
 

96. Нека 1 2 3, ,z z z  се различни комплексни броеви со еднакви модули. Ако брое-

вите 1 2 3,z z z  2 3 1z z z  и 3 1 2z z z  се реални, тогаш важи равенството 

1 2 3 1.z z z   Докажете!  
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97. Одредете го и претставете го во комплексната рамнина множеството  
3{ : }.t i
t i

z t
 R  

98. Нека 1,..., na a  се дадени комплексни броеви такви, што  

1 2| | | | ... | |na a a r    . 

Со s
nT  го означуваме збирот од сите производи од с попарно различни 

броеви. На пример, 2
1 2 1 3 1 2 3 1... ..... .n n n nT a a a a a a a a a a        Докажете 

дека, 
| |

| |
, 1, 2,3,..., 1

n s
n

s
n

T s

T
r s n



   .  

 

99. Нека се 1 2, ,..., nz z z  произволни комплексни броеви. Докажете дека може да 

се изберат природни броеви 1,...., ki i  такви, што 11 ... ki i n     и    

 
1 2

2
1 24 2

| ... | | | | | ... | |
ki i i nz z z z z z       .  

 

100. Нека се a и b позитивни реални броеви. Одредете го минимумот на изразот 

1
| |x y

x y




, ако се x и y комплексни броеви такви, што | | , | |x a y b  . 

 

101. Докажете, дека:  

а) Ако | | 1  , тогаш 
1

| | 1z
z






  ако и само ако | | 1z  . 

б) Ако | | 1  , тогаш 
1

| | 1z
z






  ако и само ако | | 1z  .  
 

102. Претставете ги во тригонометриски облик комплексните броеви:  
а) 1 cos sini         б) sin (1 cos )i    

103. Нека , ,a b c  се произволни комплексни броеви и 1 3
2
iw   . Докажете дека  

3 3 3 2 23 ( )( )( ).a b c abc a b c a bw cw a bw cw           
 

104. Докажете, дека од 1 2cos
z

z     следува 1 2cosm
m

z
z m  .  

 

105. Докажете дека, ако ( ) 1na i
a i

  , тогаш ctg k

n
a  , 0,1,2,..., 1k n  .  

106. Ако 0 1 1, ,..., nw w w    се n  тите корени на единицата пресметајте ги збировите:  

а) 1
1

n

k
k

kw 

 ,     б) 2

1
1

n

k
k

k w 

 ,  в) 3

1
1

n

k
k

k w 

 . 

107. Пресметајте ги збировите:  

а) 2

1
cos

n
k
n

k
k 


 ,    б) 2

1
sin

n
k
n

k
k 


 . 

108. Докажете, дека:  

a) 2
2 2

0
cos( 1) 2 cos cos

n
k n n n
n

k
C k  


  ,  

b) 2
2 2

0
sin( 1) 2 cos sin

n
k n n n
n

k
C k  


   .  
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II  ГЛАВА  
 

НИЗИ  РЕАЛНИ  БРОЕВИ  
 

 
1. ДЕФИНИЦИЈА НА НИЗА РЕАЛНИ БРОЕВИ.  

КОНВЕРГЕНТНИ И ДИВЕРГЕНТНИ НИЗИ  
 
1.1. Нека е дадено произволно множество A . Како што веќе рековме, се-

кое пресликување :a AN  го нарекуваме низа во множеството A . Специјално, 
при A  Q  имаме низа рационални броеви. Во претходната глава сопомош на  Ко-
шиевите низи рационални броеви ги воведовме реалните броеви. Во оваа глава ќе 
ги разгледаме низите реални броеви, кои имаат важна улога во математичката 
анализа, особено во изучувањето на функциите дефинирани на подмножества од 
множеството реални броеви R .  

 

Според тоа, секое пресликување :a N R  го нарекуваме низа реални 
броеви. Притоа реалниот број ( ),na a n  nN  го нарекуваме n  член на низата, 

а за означување на низата ги користиме ознаките 1{ }n na 
  или , 1na n  . Мно-

жеството { | 1, 2,...}a nM a n   го нарекуваме множество вредности на низата 

1{ }n na 
 .  

 

1.2. Пример. а) За низата 1{ }n na 
  со општ член 1 ( 1)n

na     множест-

вото вредности е {0, 2}aM  .  
 

б) За низата 1{ }n na 
  со општ член 

11n n
a    множеството вредности е  

3 5 14
2 3 4

{2, , , ,..., ,...}k
a k

M  . 

Според 1.1 секоја низа ( ),na a n  nN  е пре-

сликување :a N R , па затоа за истата може-
ме да го нацртаме нејзиниот график. Така, на 

пример, графикот на низата 11n n
a    е даден 

на цртеж 1. 
 

в) За низата 1{ }n na 
  со општ член 2n

na   множеството вредности е 

{2, 4, 8, ..., 2 ,...}k
aM  .  

 
1.3. Дефиниција. За реалниот број 

a  ќе велиме дека е граница (лимес) на 

низата 1{ }n na 
 , ако за секој реален број 

0   постои природен број 0 0 ( )n n   та-

Crt. 1

O n

na

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

Crt. 2

na
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1na
a aa

3a 1a2a



 132

ков што за секој 0n n  важи | |na a    (цртеж 2). Притоа велиме дека низата 

1{ }n na 
  е конвергентна (конвергира кон бројот a ) и пишуваме lim n

n
a a


  или 

na a , n  . Низите кои не се конвергентни, ќе ги нарекуваме дивергентни.  

 
1.4. Забелешка. Од дефиницијата на   околина на бројот a  и дефини-

цијата на граница на низа следува дека низата 1{ }n na 
  конвергира кон бројот a , 

ако за секој 0   постои 0n  таков што за секој 0n n  важи  
 

( , ) ( ; )na a a U a      , 
 

што значи дека во секоја   околина 
на бројот a  се наоѓаат сите членови 

на низата 1{ }n na 
 , освен можеби ко-

нечно многу. Меѓутоа, ако го нацрта-
ме графикот на низата, добиваме дека 
сите точки ( , )nn a  се наоѓаат во об-

ласта ограничена со правите a   и 
a   (црт. 3).  

 

1.5. Пример. а) Да ја разгледаме низата 1 , 1, 2,3,...n n
a n  . Ќе докажеме 

дека нејзина граница е бројот 0a  . Навистина, нека 0   е дадено. Од 

последица I 18.5 имаме дека постои природен број N  таков што 1N  . Јасно, 

множеството природни броеви кои го задоволуваат претходното неравенство има 

најмал елемент. Нека тоа е бројот 0n . Сега, при 0n n  имаме 1n   т.е. 1
n

 , па 

затоа 1| 0 |n n
a    , што значи 1lim 0

nn
 .  

 

б) Низата со општ член ( 1)n
na    не е конвергентна. Навистина, за 

2 1n k   имаме 1na   , што значи дека ( ; )na U a  , за 1a    и | ( 1) |a     

од што следува дека, ако постои lim n
n

a a


 , тогаш мора да е 1a   . Но, за 

1a    и 1   имаме 2 1 ( ; ) ( 2,0)na U a     , па затоа бројот 1a    не е 

граница на разгледуваната низа, т.е. оваа низа не е конвергентна.  
 
 

в) Нека , | | 1a a R . Ќе докажеме дека 1lim 0nan
 .  

 

Ставаме | | 1a x  , каде што | | 1 0x a   . Од неравенството на Бернули 

следува дека за секој 1n   важи (1 ) 1nx nx nx    , што значи 1 1
| |n nxa

 . Нека 

0   е дадено. Избираме 1
0 [ ] 1

x
n    и добиваме дека за секој 0n n  важи 

1 1 1
| |

| 0 |n n nxa a
    , што значи 1lim 0nan

 .  
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д) Ќе докажеме дека lim 1n

n
n


 .  

 

За 1n   земаме 1 2 3 4, ... 1na a n a a a       и од неравенството меѓу 

аритметичката и геометриската средина добиваме:  
 

2 ( 2) 21 1n nn
n n

n      , 
 

т.е. 20 1n
n

n   . Нека 0   е дадено. Избираме 2
4

0 [ ] 1n


   и добиваме дека 

за секој 0n n  важи 2| 1 |n
n

n    , што значи lim 1n

n
n


 .   

 
1.6. Теорема. Низа реални броеви може да има само една граница.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека за низата 1{ }n na 
  важи lim n

n
a a


  и 

lim n
n

a b


 , a b  и да земеме | |
3

0a b   . Од lim n
n

a a


  следува дека постои 

1 1n   таков, што за секој 1n n  важи | |na a   , а од lim n
n

a b


  следува дека 

постои 2 1n   таков, што за секој 2n n  важи | |na b   . Нека земеме 

0 1 2max{ , }n n n . Тогаш, за секој 0n n  важи:  
 

2| |
3

| | | | | | 2 a b
n na b a a a b         , т.е. | |

3
0a b    

што е противречност. Од добиената противречност следува a b .  
 
1.7. Теорема. Ако lim n

n
a a


 , тогаш lim | | | |n

n
a a


 .  

 

Доказ. Нека 0   е дадено. Од lim n
n

a a


  следува дека постои 0 1n   

таков што за секој 0n n  важи | |na a   .  
 

Сега од својствата на апсолутна вредност добиваме дека за вака најдениот 

0 1n   при 0n n  важи || | | || | |n na a a a     , што значи дека lim | | | |n
n

a a


 .   

 

1.8. Дефиниција. За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека тежи кон   ако за 

секој cR  постои 0 1n   таков, што за секој 0n n  важи na c . Притоа ќе 

пишуваме lim n
n

a


  .  

 

За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека тежи кон   ако за секој cR  постои 

0 1n   таков, што за секој 0n n  важи na c . Притоа ќе пишуваме lim n
n

a


  .  

 

1.9. Пример. Ќе докажеме дека за 1q   важи lim n

n
q


  .  
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Навистина, ако 1q   и 0c  , тогаш од неравенството на Бернули следува 

дека [1 ( 1)] 1 ( 1) ( 1)n nq q n q n q c         , за 
1

[ ] 1c
q

n   , што значи дека 

при 1q   важи lim n

n
q


  .   

 
1.10. На крајот од овој дел ќе докажеме уште две својства на подмноже-

ствата од множеството реални броеви.  
 

Теорема. Нека a  е точка на натрупување за множеството A  R . Тогаш 

постои низа 1{ }n na 
  таква, што за секој 1n   важи na A , na a  и ,na a  

n  .  
 

Доказ. Нека aR . Бидејќи a  е точка на натрупување за множеството 
A  R , за бројот 1   постои 1a  таков, што 1a A , 1a a  и 1| | 1a a  . 

Аналогно, за бројот 1
2

   постои 2a A , 2a a  и 1
2 2

| |a a   итн. Продолжувај-

ќи ја постапката конструираме низа 1{ }n na 
  таква, што за секој 1n   важи 

na A , na a . Освен тоа, од неравенствата 1| |n n
a a  , за секој 1n   следува 

,na a n  .   
 

Теорема. Ако F  е затворено подмножество од R  и 1{ }n na 
  е низа во F  

таква, што ,na a n  , тогаш a F .  
 

Доказ. Нека a F . Бидејќи F  е затворено подмножество од R  

добиваме дека cF  е отворено. Од  a F  следува дека ca F , што значи дека a  

е внатрешна точка за cF , т.е. постои 0   таков што ( ; ) cU a F  . Според тоа, 

( ; )U a F    . Но, тоа значи дека | |na a   , за секој 1n   што противречи на 

,na a n  .  
 

Конечно точноста на теоремата следува од добиената противречност.  
 
 
 
 
2. ЕЛЕМЕНТАРНИ СВОЈСТВА НА  

КОНВЕРГЕНТНИТЕ НИЗИ  
 

2.1. Дефиниција. За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е ограничена, ако мно-

жеството нејзини вредности aM  е ограничено, т.е. ако постои реален број K  

таков, што | |na K  за секој 1n  .  
 

За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е ограничена од горе (десно) ако постои 

реален број K  таков, што  na K  за секој 1n  .  
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За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е ограничена од долу (лево) ако постои 

реален број K  таков, што  nK a   за секој 1n  .  

 
2.2. Теорема. Конвергентна низа е ограничена.  
 

Доказ. Нека , ,na a n a  R . Тогаш, од дефиницијата на граница на 

низа, за бројот 1   постои 0 1n   таков, што за секој 0n n  важи | | 1na a  .  
 

Нека 
01max{| |,...,| |, 1 | |}nK a a a  . Тогаш, за 01, 2,...,n n  важи 

| |na K , а за 0n n  важи | | | | | | 1 | |n na a a a a K      , што значи дека низата 

1{ }n na 
  е ограничена.   

 
2.3. Теорема. Нека , ,na a n a  R  и нека b a . Тогаш, постои 

0 1n   таков што за секој 0n n  важи na b .  
 

Доказ. Нека 0b a    . Тогаш, од дефиницијата на граница на низа 
следува дека постои 0 1n   таков што за секој 0n n  важи  

 

na a a b      .  

 
2.4. Забелешка. Аналогно како во теорема 2.3 може да се докаже след-

ново тврдење:  
Ако , ,na a n a  R  и c a , тогаш, постои 0 1n   таков, 

што за секој 0n n  важи nc a . 

 

2.5. Теорема. Нека за низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се исполнети условите  
 

i) , , , ,n na a b b n a b   R , и  
 

ii) n na b , за секој 1n  .  
 

Тогаш, a b .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Од условот i), неравенството a a   и 
забелешка 2.4 следува дека постои 1 1n   таков, што за секој 1n n  важи 

na a  . Од друга страна, од условот i), неравенството b b    и теорема 2.3 

следува дека постои 2 1n   таков, што за секој 2n n  важи nb b   .  
 

Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш од претходно изнесеното и од 

условот ii) следува дека за секој 0n n  важи n na a b b      . Според тоа, 

a b     т.е. 2a b   . Од произволноста на   следува a b .  
 

2.6. Теорема. а) (за три низи). Нека за низите 1{ }n na 
 , 1{ }n nb 

  и 1{ }n nc 
  

се исполнети условите:  
 

i) , , ,n na a c a n a   R , и  
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ii) n n na b c  , за секој n N .  
 

Тогаш, ,nb a n  .  
 

б) Нека A  R  е непразно и ограничено од долу (горе) множество и нека 

infa A  ( supa A ). Тогаш, постои низа 1{ }n na 
  во A  таква, што lim n

n
a a


 .  

 

Доказ. а) Нека 0   е дадено. Од условот i), забелешка 2.4 и теорема 2.3 
следува дека постои 1 1n   таков, што за секој 1n n  важи na a   и постои 

2 1n   таков, што за секој 2n n  важи nc a   .  
 

Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш од претходно изнесеното и од 

условот ii) следува дека за секој 0n n  важи  
 

n n na a b c a       . 
 

Според тоа, за секој 0n n  важи na b a      т.е. | |nb a   , што значи 

,nb a n  .  
 

б) Од дефиницијата на inf A  следува дека за секој nN  постои na A  

таков, што 1
n n

a a a   . Сега тврдењето следува од пример 1.5 а) и тврдењето 

под а).  
 

Во случај на sup A  доказот е наполно аналоген на претходниот. Деталите 

ги оставаме на читателот за вежба.  
 
2.7. Теорема. Нека претпоставиме дека  
 

, , , ,n na a b b n a b   R . 
 

Тогаш:  
 

i) за секој cR  важи ,nca ca n  ,   
 

ii) ,n na b a b n    ,  
 

iii) ,n na b ab n  , и  
 

iv) ако дополнително 0b  , тогаш ,n

n

a a
b b

n  .  
 

Доказ. i) Очигледно тврдењето важи за 0c  .  
 

Затоа нека претпоставиме дека 0c  . Нека 0   е дадено. Од ,na a  

n   следува дека постои 0 1n   таков што за секој 0n n  важи 
| |

| |n c
a a   . 

Но, тогаш  
 

| |
| | | | | | | |n n c
ca ca c a a c         

 

што значи дека ,nca ca n  .  
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ii) Нека 0   е дадено. Од ,na a n   следува дека постои 1 1n   

таков, што за секој 1n n  важи 
2

| |na a   . Аналогно, постои 2 1n   таков, што за 

секој 2n n  важи 
2

| |nb b   .  
 

Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш од претходно изнесеното следува 

дека за секој 0n n  важи:  

2 2
| ( ) | | | | |n n n na b a b a a b b             ,  

 

што значи дека ,n na b a b n    .  
 

iii) Најпрво да забележиме дека  
 

| | | | | | | | | | | |n n n n n n n n na b ab a b ab ab ab b a a a b b           . (1) 
 

Нека 0   е дадено. Тогаш, постои 0K   таков, што | |nb K , за секој 1n  . Од 

дефиницијата на граница на низа следува дека постои 1 1n   таков, што за секој 

1n n  важи 
2

| |n K
a a    и постои 2 1n   таков, што за секој 2n n  важи 

2(1 | |)
| |n a
b b 

  .  
 

Ако земеме 0 1 2max{ , }n n n , тогаш од (1) и од претходните две нера-

венства следува дека при 0n n  важи  
 

2 2(1 | |)
| | | |n n K a
a b ab K a       , т.е. ,n na b ab n  . 

 

iv) Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 0b  . 

Тогаш, од забелешка 2.4 следува дека постои 1 1n   таков, што 
2
b

nb  . Од дефи-

ницијата на граница на низа следува дека постои 2 1n   таков, што за секој 2n n  

важи 
4

| | b
na a    и постои 3 1n   таков, што за секој 3n n  важи 

2

4(1 | |)
| | b

n a
b b 

  .  
 

Ако земеме 0 1 2 3max{ , , }n n n n , тогаш од претходно изнесеното следува 

дека:  
2| | | | | | | | | | 2| |2

| | | | | | | | | | 4 4(1 | |)
| |n n n n n n n

n n n n n

a a b ab a b ab ab ab a a a b b aa b b
b b bb bb b b b b bb a

        
         , 

 

што значи дека при 0b  , важи ,n

n

a a
b b

n  .   

 
2.8. Пример. Нека lim 0n

n
a


  и 1na   , за секој 1n   и 1p  . Ќе дока-

жеме дека lim 1 1p
n

n
a


  .  

 

Навистина, ако 0na  , тогаш  
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1 1 ( 1 ) 1 1 | |pp p
n n n na a a a        .  

 

Ако 0 1na   , тогаш  
 

1 1 ( 1 ) 1 1 | |pp p
n n n na a a a        . 

 

Според тоа, за секој 1na    наоѓаме  
 

1 | | 1 1 | |p
n n na a a     .     (2) 

 

Од друга страна, од lim 0n
n

a


  следува lim | | 0n
n

a


 , па од претходната теорема 

добиваме:  
 

lim (1 | |) lim (1 | |) 1n n
n n

a a
 

    .     (3) 

 

Конечно, од равенствата (3), неравенствата (2) и од теоремата за три низи 

следува дека lim 1 1p
n

n
a


  .  

 

2.9. Пример. Ќе докажеме дека lim 1n
n

y


 , каде 
2

1

1

n

n
n kk

y


  .  

 

Навистина, ако се искористи дека  
 

2 2 2

1 1 1

1n n n k n  
  , за 1, 2,...,k n  

 

тогаш добиваме  
 

2 2 2

1

11

n
n n

n n n k nk  
  . 

 

Да ги разгледаме низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

 , каде што 
2

n
n

n n
a


  и 

2 1

n
n

n
b


 . Од 

претходните неравенства следува дека n n na y b  , за секој nN . Понатаму, од 

теорема 2.7 iii), пример 1.5 а) и пример 2.8 следува:  
 

2 1

1

1
lim lim lim 1

n

n
n

n n nn n
a

  
    и 

 

2 1
2

1

11
lim lim lim 1

n

n
n

n n nn
b

  
   .  

 

Конечно, од теоремата за три низи добиваме lim 1n
n

y


 .  

 

2.10. Пример. Нека 0a  . Ќе докажеме дека lim 1n

n
a


 .  

 

За 1a   очигледно lim 1n

n
a


 .  
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Ако 1a  , тогаш 1n a   и  
 

[1 ( 1)] 1 ( 1) ( 1)nn n na a n a n a        . 
 

Според тоа 0 1n a
n

a   , за секој n N . Но, lim 0a
nn
 , па затоа од теоремата 

за три низи добиваме lim 1n

n
a


 .  

 

Ако 1 0a  , тогаш 1 1
a
  и затоа lim 1/ 1n

n
a


 , од што следува:  

 

1 1
1/ lim 1/

lim lim 1
n n

n

n
a an n

a


 
   . 

 
 
 

3. МОНОТОНИ НИЗИ  
 

3.1. Дефиниција. За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека строго монотоно ра-

сте, ако за секој 1n   важи 1n na a  . За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека строго 

монотоно опаѓа, ако за секој 1n   важи 1n na a  . 
 

За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека монотоно расте, ако за секој 1n   важи 

1n na a  , а монотоно опаѓа, ако за секој 1n   важи 1n na a  .  
 

За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е монотона, ако таа или строго моно-

тоно расте или строго монотоно опаѓа, или монтоно опаѓа, или монотоно расте.  
 
3.2. Во следната теорема ќе докажеме важно својство на монотоните и 

ограничени низи реални броеви.  
 
 

Теорема (за монотона низа).  Монотона и ограничена низа реални бро-
еви е конвергентна.  

 

Доказ. Ќе го разгледаме случајот само кога низата 1{ }n na 
  монотоно не 

опаѓа. Од условот на теоремата следува дека постои K R  таков, што за секој 
1n   важи na K . Според тоа, множеството вредности на низата { | 1}na n   е 

ограничено, па затоа постои 
1

sup{ | 1} supn n
n

a a n a


   . Ќе докажеме дека ,na a  

n  .  
 

Нека 0   е дадено. Тогаш, за бројот a a  , согласно со дефини-
цијата на супремум постои природен број 0n  таков, што 

0na a   . Освен тоа, за 

секој 1n   важи na a . Но, низата 1{ }n na 
  монотоно не опаѓа, па затоа за секој 

0n n  важи  
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0n na a a a a       , 
 

односно | |na a   , што значи ,na a n  .   

 

3.3. Пример. Ќе докажеме дека низата 1
5 11

,k

n

n
k

a n 


  N  конвергира.  

 

Од  
 

1 1

1
1 1 1 1

1 5 1 5 1 5 1 5 11 1
k n k n

n n

n n n
k k

a a a 


     
        

 

следува дека низата 1{ }n na 
  строго монотоно расте.  

 

Ако го искористиме неравенствата 1 1
5 1 5

, 1,2,...,k k k n

   добиваме дека  

 

1
5

1 1 1 1
5 4151

k

n

n
k

a


   , 

 

што значи дека низата 1{ }n na 
  е ограничена од горе.  

 

Конечно, низата 1{ }n na 
  е монотона и ограничена, па од теорема 3.2 

следува дека таа е конвергентна.  
 
3.4. Пример. Во овој пример, користејќи ја низата  
 

1(1 ) , .n
n n

e n  N     (1) 
 

ќе ја воведеме една од најважните константи во математиката, бројот e . Имено, 
ќе докажеме дека низата (1) монотоно расте и е ограничена од горе, па од теорема 
3.2 ќе следува дека таа е конвергентна, т.е. постои lim n

n
e


 и оваа граница се 

означува со e . 
 

За да докажеме дека низата монотоно расте, доволно е во неравенството 
меѓу аритметичката и геометриската средина да ставиме  

 

11 , 1, 2,...,i n
a i n     и 1 1na    

Добиваме: 
1(1 ) 11 11
1 1

(1 ) 1 1n
nnn

n n n

 
      , 

односно  
11 1

11
(1 ) (1 ) , 1n n

n nn n
e e n

        

што значи, разгледуваната низа монотоно расте.  
 

За да докажеме дека низата (1) е ограничена од горе, ќе ја разгледаме по-

мошната низа 11(1 ) , 1n
n n

b n    Од неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина добиваме:  
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1

2

2 3

21 1 1 1 11 11
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 ( 1)

1 1 1
1 ( 1) ( 1)

(1 ) (1 ) 1 (1 ) (1 ) 1

(1 ) (1 )(1 )

1 .

n

n nn nn
n n n n n

n

n n n n

n n n

 
    

  
   

  

       

    

   

 

Значи,  
21 11

1
(1 ) 1nn

n n


   ,  

или  
2 11 1

1 1
(1 ) (1 ) , 1n n

n nn n
b b n 

          

т.е. низата 1{ }n nb 
  монотоно опаѓа. Сега имаме,  

 

11 1
1(1 ) (1 ) 4, 1n n

n nn n
e b b n          

 

т.е. низата (1) е ограничена од горе.  
 

Од теорема 3.2 следува дека низата (1) е конвергентна, т.е.  
 

1lim lim (1 ) ,n
n nn n

e e
 

    

постои.  
 

Да забележиме дека претходната постапка ни овозможува да добиеме по 
желба добри апроксимации за бројот e . Имено, ако земеме доволно голем број n , 
тогаш можеме да кажеме дека  

211 1
20 20

(1 ) (1 ) 2,79.n
n n

e b        

 
На крајот од овој дел ќе докажеме уште две тврдења поврзани со структу-

рата на множеството реални броеви.  
 
3.5. Лема. Секој реален број е граница на строго монотоно растечка низа 

рационални броеви.  
 

Доказ. Нека aR  и 1  . За реалните броеви 1b a   и a  постои 

рационален број 1r , таков што 11a b r a    . Аналогно, за 1
2

  , 

1
1 2

max{ , }b r a   и a  постои рационален број 2r  таков, што 2b r a   т.е. 

1
22

a r a    и 1 2r r a  . Понатаму, за 1
3

  , 1
2 3

max{ , }b r a   и a  постои 

рационален број 3r  таков, што 3b r a   т.е. 1
33

a r a    и 2 3r r a  , итн. 

Низата рационални броеви 1{ }n nr 
  по конструкција е монотоно растечка и од 

неравенствата 1 1
nn n

r a     следува nr a  кога n  .  

 
3.6. Забелешка. Аналогно може да се докаже дека секој реален број е гра-

ница на строго монотоно опаѓачка низа рационални броеви. Деталите ги оставаме 
на читателот за вежба.  
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3.7. Лема. Секој реален број е граница на строго монотоно растечка низа 
ирационални броеви.  

 

Доказ. Бројот 2  е ирационален број, па затоа за секој nN  бројот 2
n

 

е ирационален. Според тоа, за секој aQ  низата 2 ,n n
x a   1n   е монотоно 

растечка низа ирационални броеви за која важи:  
 

2lim lim ( )n nn n
x a a

 
   .  

 

Ако a I , тогаш низата ирационални броеви 1 , 1n n
x a n    монотоно расте и 

важи:  
 

1lim lim ( )n nn n
x a a

 
   .  

 
3.8. Забелешка. Аналогно може да се докаже дека секој реален број е гра-

ница на строго монотоно опаѓачка низа ирационални броеви. Деталите ги остава-
ме на читателот за вежба.  

 
 
 
4. БЕСКОНЕЧНО МАЛИ (НУЛА) НИЗИ  
 

4.1. Дефиниција. За низата 1{ }n n 
  ќе велиме дека е бесконечно мала 

(нула) низа, ако lim 0n
n




 .  

 

4.2. Во пример 1.5 докажавме дека низите со општи членови 1
n n

a    и 

, 0 1n
nb a a    се нула низи.  

 

Во овој дел ќе докажеме неколку важни тврдења за множеството нула ни-
зи. Точноста на следнава теорема следува од теорема 2.7 i) и ii), но овде ќе дадеме 
и директен доказ на истата.  

 

4.3. Теорема. Ако 1{ }n n 
  и 1{ }n n 

  се нула низи и ,  R , тогаш 

низата 1{ }n n n  
  е нула низа.  

 

Доказ. Нека 1{ }n n 
  и 1{ }n n 

  се нула низи, т.е. нека  
 

lim lim 0n n
n n

 
 

  , 

и нека ,  R  и 0   е дадено.  
 

Јасно, ако 0   , тогаш 0n n   , за секој 1n  , т.е. 

1{ }n n n  
  е нула низа.  
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Нека | | | | 0   . Од дефиницијата на граница на низа следува дека 

постои 0 1n   таков, што за секој 0n n  важи 
| | | |

| |n


    и 
| | | |

| |n


   . Тогаш, 

за секој 0n n  важи:  
 

| | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | |n n n n

 
                     

што значи дека lim ( ) 0n n
n

 


  , т.е. 1{ }n n n  
  е нула низа.   

 

4.4. Последица. Ако (1) ( )
1 1{ } ,...,{ }k

n n n n  
   се нула низи и 1,..., k  R , 

тогаш (1) ( )
1 1{ ... }k

n k n n    
   е нула низа.  

 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 4.3 и принципот на математичка 
индукција.  
 

4.5. Теорема. Производ на нула низа и ограничена низа е нула низа.  
 

Доказ. Нека 1{ }n n 
  е произволна нула низа и 1{ }n na 

  е произволна огра-

ничена низа, т.е. постои 0K   таков што | |na K  за секој 1n  .  
 

Нека 0   е дадено. Од дефиницијата на нула низа следува дека постои 

0 1n   таков, што | |n K
  , за секој 0n n . Но, тогаш за секој 0n n  важи:  

 

| | | | | |n n n n K
a a K       , 

што значи дека 1{ }n n na 
  е нула низа.   

 
4.6. Последица. Производ на конечен број нула низи е нула низа.  
 

Доказ. Секоја нула низа е ограничена низа. Сега точноста на теоремата 
следува од принципот на математичка индукција и од теорема 4.5.  
 

4.7. Лема. Ако 1{ }n na 
  е произволна нула низа, тогаш постои низа 

1{ }n n 
 , таква, што 1k kn n n    и 0n na  , кога n  .  

 

Доказ. Од 0na  , кога n   следува дека за секој 0   постои 1n   

таков, што за секој n n  важи | 0 |na   . Нека избереме 2
k k  . За вака 

избраниот k  постои kn  таков, што за секој kn n  важи 2| 0 |n ka k    .  
 

Избираме 1n  , ако 1n n  и n k   ако 1k kn n n   . Очигледно 

0,n   n   и за секој 1
k k   постои kn  таков, што за секој kn n  важи  

 

2 1| 0 |n n ka k k k       . 

Според тоа, постои низа 1{ }n n 
  таква, што 0,n n    и 0n na  , кога 

n  .  
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4.8. Степен со реален експонент. На крајот од овој параграф, користејќи 
ги нула низите, ќе го воведеме поимот степен со реален експонент и ќе докажеме 
некои својства во врска со овој поим.  

 
 

Теорема. Нека aR , 0a  .   
 

i) Ако 1{ }n n 
  е нула низа рационални броеви, тогаш  lim 1n

n
a


 .  

 

ii) Нека xR  и 1{ }n nr 
  е монотоно растечка низа рационални броеви 

таква, што lim n
n

r x


 . Тогаш постои tR  таков, што lim nr

n
a t


  и притоа t  не 

зависи од изборот на низата 1{ }n nr 
 .  

 

Доказ. i) Нека претпоставиме дека 1a   и за секој 1n   важи 0n  . Би-

дејќи 1{ }n n 
  е нула низа, добиваме дека за секој 1 ,

k
k  N  постои 0 1n   

таков што  10 n k
  , за секој 0n n . Од теорема I 19.9 ii) следува дека за секој 

0n n  важи 1 n ka a   и ако земеме k  , тогаш од пример 2.10 и теоремата 

за три низи следува дека lim 1n

n
a


 .  

 

Понатаму, од својствата на граница на низа следува. дека ако за секој 

1n   важи 0n  , тогаш 1 1
lim

lim lim 1n
n n

n
a an n

a  


 


 

   . Конечно, имајќи 

предвид дека | | | |n n n      и 1a   добиваме дека | | | |n n na a a     , па од 

претходно изнесеното и од теоремата за три низи следува дека lim 1n

n
a


 , за 

секоја нула низа 1{ }n n 
  и за секој 1a  .  

 

Ако 10  a , тогаш 11 
a

, па затоа 1limlim
)(lim

1
)(
1

11



 n

an
n

a

n

nn
a 
 . 

 

ii) Нека Rx  и 1{ }n nr 
  е монотоно растечка низа рационални броеви, 

таква што xrn
n




lim . Тогаш, низата 1{ }nr
na 
  е монотоно растечка, кога 1a , а 

монотоно опаѓачка, кога 1a . Но, таа е ограничена од десно со реалниот број 
ma , каде што xm   е цел број, односно од лево со ma , каде што xm   е цел 

број. Од теоремата за монотона и ограничена низа следува дека границата 

ta nr

n



lim  постои.  

 

Нека '
1{ }n nr 
  е монотона низа рационални броеви таква, што xrn

n




'lim . 

Тогаш, '
1{ }n n nr r 
  е нула низа и бидејќи nnnn rrrr aaa 

''

 добиваме:  
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taaa nnnn rr

n

r

n

r

n
 



''

limlimlim , 

 

што значи дека t  не зависи од изборот на низата 1{ }n nr 
 .  

 
 

Дефиниција. Нека 0a  и Rx . Реалниот број t , чија егзистенција и 
единственост беше докажана во претходната теорема, го нарекуваме степен со ос-

нова a  и степенов показател x  и го означуваме со xat  .  
 

Лесно се докажува дека ова всушност претставува проширување на пои-
мот степен со рационален степенов показател. Деталите ги оставаме на читателот 
за вежба.  
 

4.9. Теорема. а) Ако 0a  и Ryx, , тогаш yxyx aaa  .  
 

б) Ако 1a  и yx  , тогаш yx aa  .  
 

Доказ. а) Нека 1{ }n nr 
  и 1{ }n ns 

  се две монотоно растечки низи рацио-

нални броеви такви, што xrn
n




lim  и ysn
n




lim . Имаме  

 

yxsr

n

sr

n

s

n

r

n

yx aaaaaaaa nnnnnn 


 limlimlimlim . 

 

б) Нека 0z . Тогаш, постои монотоно растечка низа рационални броеви 

1{ }n nr 
  и природен број k  такви, што zrnk

1  и zrn
n




lim . Но тогаш 

kr aa n  , па затоа 1lim 


kr

n

z aaa n .  

 

Понатаму, нека yx  . Имаме, 0 xy , па затоа  
 

0)1(  xyxxy aaaa , т.е. yx aa  .  

 
 
 

5. ТЕОРЕМИ НА ТЕПЛИЦ И ШТОЛЦ  
 

5.1. Нека 1{ }n na 
  е низа реални броеви и нека е дадено множеството ре-

ални броеви  
 

}1,1|{  nnkcnk     (1) 
 

Да ја разгледаме низата 1{ }n nb 
  со општ член 




n

k
knkn acb

1
. Се поставува пра-

шањето: Кои услови треба да ги задоволуваат броевите од множеството (1) за да 

низата 1{ }n nb 
  конвергира кога низата 1{ }n na 

  конвергира и притоа важи да 

n
n

n
n

ab


 limlim ? Одговор на ова прашање дава следната теорема.  
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5.2. Теорема (Теплиц). Нека за броевите од множеството (1) се ис-
полнети условите:  
 

1) за секој 1k  важи  ncnk ,0 ;  

2) 


nc
n

k
nk ,0

1
; и  

3) постои 0C  таков, што за секој 1n  важи Cc
n

k
nk 

1
|| .  

 

Тогаш за секоја конвергентна низа 1{ }n na 
 , низата 1{ }n nb 

  со општ член 





n

k
knkn acb

1
 конвергира и притоа важи n

n
n

n
ab


 limlim .  

 

Доказ. Ако aan  , за секој 1n , т.е. низата 1{ }n na 
  е константна низа, 

тогаш од условот 2) добиваме  
 

 


nacab
n

k
nkn ,

1
. 

 

Затоа доволно е да го разгледаме случајот кога  nan ,0 . Неравенството  
 

1

1 1
| 0 | | | | | | | | | | | | |

n m n

n n nk k nk k nk k
k k k m

b b c a c a c a


  
           (2) 

 

важи за секој nmm 1, .  
 

Нека 0  е дадено. Од дефиницијата на граница на низа следува, дека 
постои 11 n  таков, што за секој 1nn   важи  
 

Cna
2

||  .     (3) 
 

Но конвергентна низа е ограничена, па затоа постои 0D  таков, што за секој 
1n  важи  

Dan || .     (4) 
 

Нека во неравенството (2) земеме 1nn   и 1nm  . Од условот 1) на теоремата до-

биваме дека за секој 1,...,2,1 1  nk  важи  ncnk ,0  па затоа и | | 0,nkc   

n  . Сега од теорема 4.4 следува дека 



nc

n

k
nk ,0||

1

1

1
. Според тоа, постои 

12 n  таков, што за секој 2nn   важи  
 

D

n

k
nkc

2

1

1

1
|| 




.     (5) 

 

Нека },max{ 210 nnn  . Од неравенствата (2)-(5) и од условот 3) на теоремата при 

0nn   следува:  
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CcDccDb

C

n

k
nkCD

n

nk
nkC

n

k
nkn 22

1
222

1

1
|||||||0|

1

1
, 

 

што значи  nbn ,0 .  

 
5.3. Пример. Докажете дека:  

 

a) Ако  naan , . тогаш 
na

n
aaa n ,

...21 .  

b) Ако  naan ,  и 0na  за 1n , тогаш 


na

naaa

n ,
1

...
11

21

 

 

в)   Ако  naan ,   и 0na  за 1n , тогаш  naaaan
n ,...21  

 

Решение. а) Ако ставиме 1;,...,2,1,1  nnkc
nnk , тогаш за множеството 

}1,1|{  nnkcnk  се исполнети условите од теоремата на Топлиц (проверете) и, 

бидејќи  naan , , добиваме дека  
 

 



naaca

n

k
knk

n

k
knn

aaa n ,
11

1...21 . 

 

б) Ако ставиме  
 

n

k

aaa

a
nkc

111

1

...
21


 , 1;,...,2,1  nnk , 

 

тогаш за множеството }1,1|{  nnkcnk  се исполнети условите од теоремата на 

Теплиц (проверете) и, бидејќи  naan , , добиваме дека  
 

 
 

naaca
n

k
knk

n

k
k

aaa

a

aaa

n

n

k

n

,
11

1
...

11

1

1
...

11

2121

.  

 

в) Тврдењето на задачата непосредно следува од неравенствата меѓу арит-
метичката, геометриската и хармониската средина, задачите под а) и б) и од теоре-
мата за три низи.  
 

5.4. Пример. Докажете дека, ако 0na , кога 1n  и  na
n

n
a

a
,1 , 

тогаш  naan
n , .  

 

Решение. Да ја разгледаме низата 1,, 1
11   kbab

k

k
a

a
k  za . Јасно, 

,0kb  1k  и  kabk , . Од примерот 5.3 в) следува дека  
 




nabbbaa n
nn

a
a

a
an

n
n

n ,...... 211
11

2 .  
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5.5. Теорема (Штолц). Нека претпоставиме дека 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  ги 

задоволуваат условите:  
 

1) 1 nn bb , за секој 1n ; 

2)  nbn ,  и  

3) постои a
nn

nn
bb
aa

n








 1

1lim .  

 

Тогаш, a
n

n
b
a

n



lim .  

 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 
01 b . Да земеме:  

 

000  ba , 1,,1,1,
1

11 






nxnnkc
nn

nn

n

kk

bb
aa

nb
bb

nk . 
 

Множеството }1,1|{  nnkcnk  ги задоволува условите од теоремата 

на Теплиц, бидејќи:  
 

i) ,1,1,0  nnkcnk   
 

ii) за секој 1k  од условот 2) следува дека  
 

 
nc

n

kk

b
bb

nk ,01 , 
 

iii) за секој 1n  важи 1
11

1  







n

k
b
bbn

k
nk

n

kkc ,  

 

и, бидејќи ax
nn

nn
bb
aa

n
n

n








 1

1limlim  од теоремата на Топлиц следува дека  

 

 







 naxc
n

k
knk

n

k
bb
aa

b
bb

b
a

kk

kk

n

kk

n

n ,
11 1

11 .   

 
5.6. Пример. Пресметајте ги границите:  

 

i) )...1(lim 1
3

1
2

11
nnn




 

ii) 


 Nkk

kkk

n
n

n
,lim 1

...21  

iii) 1),...(lim
32

32

1 
aa

n
aaa

a
n

n

n

n   

iv) 1,lim 1

2...21 



an

n

na
naaa

n
.  

 

Решение. i) Низите  

nbn   и 
nna 1

3
1

2
1 ...1  , nN  

ги задоволуваат условите од теоремата на Штолц (проверете), и притоа важи:  
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2)11(limlimlimlimlim 11

)1(
1

1

1

1

1 







 


nnn

nn

nnnnnnn

n

nbb
aa

n nn

nn  

па затоа:  

n

n
b
a

n 
 lim2 = )...1(lim 1

3
1

2
11

nnn



. 

 

ii) Низите  
 

1 k
n nb  и kkk

n na  ...21 , nN  
 

ги задоволуваат условите од теоремата на Штолц (проверете), и притоа важи  
 

1
1

)1()1(...)1()1()1( 122111
1

1 limlimlim 



 


knnnnnnnn

n

nnn
n

nbb
aa

n
kkkkk

k

kk

k

nn

nn  

 

па затоа важи: 
n

n
b
a

nk   lim
1

1 = 1
...21lim 


 k

kkk

n
n

n
. 

 

iii) Низите  

n
a

n
n

b
1

  и 1,...
32

32
 aaa

n
aaa

n
n

, nN  
 

ги задоволуваат условите од теоремата на Штолц (проверете), и притоа важи  
 

1
1

)1(
1

1

limlimlim 1
1

1











 


aaan

n

n
n

a

n

a
n

a

nbb
aa

n
nn

n

nn

nn , 

па затоа важи:  

n

n
b
a

na   lim
1

1 = )...(lim
32

32

1 n
aaa

a
n

n

n

n a 
. 

 

iv) Низите  
 

1 n
n nab  и 1,...321 32  anaaaaa n

n , nN  
 

ги задоволуваат условите од теоремата на Штолц (проверете) и притоа важи:  
 

1
1

)1()1(
limlimlim 1

1

1





 


aaan

n

nanna
na

nbb
aa

n
nn

n

nn

nn , 

 

па затоа важи: 
n

n
b
a

na   lim
1

1 = 1

2...21lim 


 n

n

na
naaa

n
.   

 
 
 

6. ПОДНИЗИ. ОСНОВНИ СВОЈСТВА  
 

6.1. Дефиниција. Ако 1{ }n na 
  е низа во множеството R  и 1{ }k km 

  е 

строго монотоно растечка низа во множеството N , тогаш низата 1{ }
km ka 

  ја 

нарекуваме подниза на низата 1{ }n na 
 .  
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6.2. Забелешка. За секој 1i  важи imi  , па затоа ,im  i , што 

значи дека дефиницијата за подниза има смисла.  
 

6.3. Лема. а) Ако низата 1{ }n na 
  е ограничена, тогаш и секоја нејзина 

подниза е ограничена.  
 

б) Ако низата 1{ }n na 
  е конвергентна и  naan , , тогаш и секоја 

нејзина подниза 1{ }
km ka 

  е конвергентна и притоа  kaa
km , .  

 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите на ограничена и конвер-
гентна низа и од дефиницијата на подниза. Деталите ги оставаме на читателот за 
вежба.   
 

6.4. Дефиниција. За бројот a  ќе велиме дека е делумна граница на низата 

1{ }n na 
  ако постои подниза 1{ }

km ka 
  на низата 1{ }n na 

  таква, што 

 kaa
km , .  

 

Симболите )(  ги нарекуваме делумни граници на низата 1{ }n na 
  

ако постои подниза 1{ }
km ka 

  таква што  ka
km ),( .  

 

Во натамошните разгледувања множеството делумни граници на низата 

1{ }n na 
  ќе го означуваме со A .  

 

6.5. Пример. Да ја разгледаме низата 
n
nn

na 13)1(  , 1n . За дадената 

низа ќе ги разгледаме поднизите 2 1{ }k ka 
  и 2 1 1{ }k ka 

  .  
 

За kn 2  имаме 
kk

kk
ka

2
1

2
162

2 3)1(   , па затоа 3lim 2 


k
k

a . За 

12  kn  имаме 
12

1
12
4612

12 3)1( 


 
kk

kk
ka , па затоа 3lim 12 


k

k
a . 

 

Според тоа, броевите 3 и 3  се делумни граници на низата 1{ }n na 
 . 

Унијата на поднизите 2 1{ }k ka 
  и 2 1 1{ }k ka 

   е целата низа 1{ }n na 
 , па од лемата 

6.3 б) следува дека низата 1{ }n na 
  нема други делумни граници (зошто?).   

 
6.6. Пример. Во овој пример ќе дадеме конструкција на низа која има 

пребројливо многу делумни граници.  
 

Нека 1{ }n na 
  е произволна строго монотоно растечка низа. Да ја разгледа-

ме низата 1{ }n nb 
  дефинирана со:  

 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 22 3 3 4 4 4 1 1
, , , , , , , , ,..., , , ,k k k

a a a a a a a a a a a a          



 151 

1 1 1 1 1 1 1
3 1 1 1 2 11 1 1 2 2 2 2

,..., , , , , ,..., , ...k k k k kk k k k k k k
a a a a a a a a                

 

Оваа низа има пребројливо многу делумни граници, бидејќи за секој 1m  подни-

зата 1,1   ka
kmm  е конвергентна, и притоа важи mkmm

k
aa  

)(lim 1 , а низата 

1{ }n na 
  е строго монотоно растечка.   

 
6.7. Теорема (за карактеризација на делумните граници). Бројот Ra  

е делумна граница на низата 1{ }n na 
  ако и само ако за секој 0  и за секој 1N  

постои ),(00 Nnn   таков, што Nn 0  и  ||
0

aan .  
 

Доказ. Нека a  е делумна граница за низата 1{ }n na 
 . Тогаш постои подни-

за 1{ }
km ka 

  таква, што  kaa
km , . Нека 0  и 1N  се дадени. Од дефи-

ницијата на граница следува дека постои 11 k  таков, што за секој 1kk   важи 

 || aa
km  и аналогно постои 12 k  таков, што за секој 2kk   важи Nmk  . 

Ако земеме },max{ 210 kkk   и 
00 kmn  , тогаш Nn 0  и  ||

0
aan , што значи 

дека условот е потребен.  
 

Обратно, нека претпоставиме дека за секој 0  и за секој 1N  постои 
),(00 Nnn   таков, што Nn 0  и  ||

0
aan .  

 

Тогаш за 1  и 1N , постои 11 m  таков, што 1||
1

 aam . Аналогно 

за 
2
1  и 11  mN  постои  

 

1)1,( 112
1

22  mmmm  
 

таков, што 
2
1||

2
 aam . Понатаму, за 

3
1  и 12  mN  постои  

 

1)1,( 223
1

23  mmmm  
 

таков, што 
3
1||

3
 aam . Ако ја продолжиме постапката, можеме да конструираме 

подниза 1{ }
km ka 

  на низата 1{ }n na 
  таква, што за секој 1k  важи 

km aa
k

1||  , 

што значи дека a  е делумна граница за низата 1{ }n na 
 .   

 

6.8. Дефиниција. Низата 1{ }n na 
  има најголем (најмал) член  ако постои 

0na  таков, што за секој 1n  важи nn aa 
0

, ( nn aa 
0

).  

 
6.9. Забелешка. Лесно се докажува дека секоја монотоно неопаѓачка низа 

има најмал член и дека секоја низа 1{ }n na 
  таква, што ,na  n  има нај-

мал член. Понатаму, може да се докаже дека секоја конвергентна низа има или 
најмал или најголем член. Обидете се самостојно да ги докажете овие тврдења.  
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6.10. Теорема (за постоење на монотона подниза). Секоја низа реални 
броеви содржи монотона подниза.  
 

Доказ. Нека 1{ }n na 
  е низа реални броеви. Тогаш можни се следните два 

случаја:  
 

i) секоја подниза на низата 1{ }n na 
  има најголем елемент и  

 

ii)  постои подниза на низата 1{ }n na 
  која нема најголем елемент.  

 

Нека во случајот i) бројот 11 m  е таков, што за секој 1n  важи 

1mn aa  . Потоа нека 112  mm  е таков, што за секој 11  mn  важи 
2mn aa   

т.е. 
2ma  е најголемиот елемент на поднизата  

 

,...,, 321 111  mmm aaa  
 

Аналогно, нека 123  mm  е таков, што за секој 12  mn  важи 
3mn aa   итн. 

На овој начин конструираме подниза 1{ }
km ka 

  на низата 1{ }n na 
  за која важи  

 

...
4321
 mmmm aaaa .  

 

Во случајот ii) да разгледаме една подниза која нема најголем елемент. 

Можеме да претпоставиме дека самата низа 1{ }n na 
  нема најголем елемент. Ста-

ваме 11 m . Од претпоставката следува дека постои 2m , 12 mm   таков, што 

12 mm aa  . Аналогно постои 3m , 23 mm   таков, што 
23 mm aa   итн. Така 

конструиравме строго монотоно растечка подниза 1{ }
km ka 

  на низата 1{ }n na 
 .   

 

6.11. Последица. За секоја низа 1{ }n na 
  множеството A  од нејзини 

делумни граници е непразно.  
 

Доказ. Според теорема 6.10 низата 1{ }n na 
  содржи монотона подниза 

1{ }
km ka 

 . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека оваа под-

низа е неопаѓачка. Ако поднизата 1{ }
km ka 

  е ограничена, тогаш таа е конвергент-

на, т.е. постои aR  таков што lim
km

k
a a


 . Јасно, a A . Ако поднизата 

1{ }
km ka 

  не е ограничена, тогаш lim
km

k
a


  , па затоа A .   

 
6.12. Последица (теорема на Болцано-Ваерштрас). Секоја ограничена 

низа реални броеви содржи конвергентна подниза.  
 

Доказ. Според теорема 6.10 секоја низа реални броеви содржи монотона 
подниза. Оваа подниза е ограничена, па затоа таа е конвергентна.  
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7. ГОРНА И ДОЛНА ГРАНИЦА НА НИЗА  
 

7.1. Дефиниција. Нека 1{ }n na 
  е дадена низа и A  е множеството нејзини 

делумни граници. Долна граница (лимес инфериор) на низата 1{ }n na 
  ја нареку-

ваме величината  
 

1

1

,  ако { }  не е ограничена од долу 

lim liminf inf ,  ако { }  е ограничена од долу и { }

,     ако { } 

n n

n n n n
nn

a

a a A a A

A










   
  

 

 

Горна граница (лимес супериор) на низата 1{ }n na 
  ја нарекуваме величината  

 

1

1

,  ако { }  не е ограничена од горе 

lim limsup sup ,  ако { }  е ограничена од горе { }

,  ако { } 

n n

n n n n
n n

a

a a A a A

A






 


   
  

 

 

7.2. Забелешка. Ако 1{ }n na 
  е ограничена, тогаш  

 

lim infn
n

a A


 R  и lim supn
n

a A


 R . 

 

Во пример 6.5 ги определивме делумните граници на низата 1{ }n na 
  со 

општ член 3 1( 1)n n
n n

a   , 1n  . За оваа низа имаме lim 3n
n

a


   и lim 3n
n

a


 . 

За низата 1{ }n nb 
  разгледана во пример 6.6, која ја формиравме од строго моното-

но растечката низа 1{ }n na 
  имаме 1lim n

n
b a


 , а додека за горната граница можни 

се два случаја. Имено, ако низата 1{ }n na 
  не е ограничена, тогаш lim n

n
b


  , а 

ако низата 1{ }n na 
  е ограничена, тогаш lim n

n
b a


 , каде  што lim n

n
a a


 , 

(зошто?).  

Уште да забележиме дека ако низата 1{ }n na 
  е таква што ,na a  n  , 

тогаш { }A a , па затоа lim limn n
nn

a a a


  .  

 

7.3. Теорема. Ако за низата 1{ }n na 
  важи lim n

n
a


  и lim n

n
a


 , 

тогаш , A   .  
 

Доказ. Доволно е да го разгледаме само случајот на ограничена низа. Ќе 

докажеме дека inf A A   , т.е. дека   е делумна граница на низата 1{ }n na 
 . Ја 
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користиме теоремата за карактеризација на делумна граница. Нека 0   и 1N   
се дадени. Тогаш, од дефиницијата на inf A   следува дека постои a A  таков 
што a    . Бидејќи a  е делумна граница, добиваме дека за бројот 

0a     и N  постои 0n  таков што 0n N  таков, што 
0

| |na a a     . 

Тогаш,  
 

0 0
| | | | | |n na a a a a a                 

 

што значи дека   е делумна граница на низата 1{ }n na 
 .   

 
7.4. Забелешка. Од теоремата 7.3 следува дека во случај на ограничена 

низа множеството A  има најмал и најголем елемент и притоа важи  
 

lim minn
n

a A


  и lim maxn
n

a A


 . 

 
7.5. Теорема (за карактеризација на горна и долна граница на низа). 

Нека 1{ }n na 
  е ограничена низа. Тогаш lim n

n
a


  ако и само ако за секој 0   

важи:  
 

1) множеството { 1| }nn a      е конечно и  

2) множеството { 1| }nn a      е бесконечно;   
 

а lim n
n

a


  ако и само ако за секој 0   важи:  

 

3) множеството { 1| }nn a      е конечно и 

4) множеството { 1| }nn a      е бесконечно.   
 

Доказ. Ќе го разгледаме само случајот на горна граница.  
 

Нека lim supn
n

a A


   и 0   е дадено. Бидејќи A   од теорема 7.3 

следува дека постои подниза ,
kma k  . Од дефиницијата за граница на 

низа следува дека постои 0 1k   таков што за секој 0k k  важи | |
kma     што 

значи 
kma    , т.е. условот 4) е исполнет.  

 

Нека претпоставиме дека условот 3) не е исполнет. Тогаш, постои 0   

и низа 1{ }
km ka 

  таква, што за секој 1k   важи 

kma    .     (1) 
 

Од теоремата за постоење на монотона подниза следува дека постои мо-

нотона подниза 
( ) 1{ }

k jm ja 
 . Нека 

( )
lim

k jm
j

a


 . Јасно,  R  и A  . Освен тоа, 

од неравенството (1) следува дека     , па затоа sup A       , што 

е противречност. Од добиената противречност следува дека условот 3) е исполнет.  
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Нека бројот   ги задоволува условите од теоремата. Прво ќе докажеме 

дека A  . Ќе ја користиме теоремата за карактеризација на делумните граници. 

Од условите 3) и 4) следува дека за секој 0   множеството  
 

{ 1 | }nn a         
 

е бесконечно и затоа A  .  
 

Сега да докажеме дека sup A  . Нека претпоставиме дека постои A   

таков, што   . Тогаш, бидејќи A   за бројот 
2

0    , множеството 

{ 1| }nn a         е бесконечно и бидејќи       , добиваме дека 

множеството { 1| }nn a      е бесконечно, што противречи на условот 3). 

Значи, sup A  .   

 
7.6. Во претходната теорема дадовме карактеризација на горната и 

долната граница на низа. Во следните леми ќе ги докажеме “аритметичките” 
својства на горната и долната граница на низите.  
 

Лема. а) За секоја низа 1{ }n na 
  важи:  

 

lim ( ) limn n
nn

a a


    и lim ( ) limn n
n n

a a
 

   . 

 

б) Ако 0na   за секој 1n  , тогаш  
 

1 1
lim

lim
n n

n
a an 

  и 1 1
lim

lim
n n

n
a an




 .  

 

Доказ. а) Нека lim n
n

a


    и 0   е дадено. Од теоремата 7.5 

следува дека   
 

множеството { 1| }nn a      е конечно, и 

множеството { 1| }nn a      е бесконечно,  

што значи дека  
множеството { 1| }nn a        е конечно, и 

множеството { 1| }nn a        е бесконечно,  
 

што повторно според теорема 7.5 значи дека  
 

lim ( ) limn n
nn

a a


     . 

 

Ако    , тогаш низата 1{ }n na 
  е неограничена од горе, па затоа 

низата 1{ }n na 
  е неограничена од долу, т.е. lim ( ) limn n

nn
a a


     . 

 

Ако    , тогаш имаме lim n
n

a


  , па затоа lim ( )n
n

a


    и 

оттука следува дека  
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lim ( ) ( ) limn n
nn

a a


        . 

 

Од претходно изнесеното следува дека за секоја низа 1{ }n na 
  важи  

 

lim lim ( ) lim ( )n n n
nn n

a a a
 

      , 

па затоа  

lim ( ) limn n
n n

a a
 

   . 

 

б) Нека  
0na  , 1n  .      (2) 

 

Ако lim (0, )n
n

a


    и (0, )  , тогаш  

 

множеството { 1| }nn a      е конечно, и 

множеството { 1| }nn a      е бесконечно,  
 

што значи дека  
 

множеството 1 1{ 1| }
na

n     е конечно, и              (3) 

множеството 1 1{ 1| }
na

n     е бесконечно,                  (4) 
 

Според тоа, од (3) следува дека 1 1lim
na

n
 


 , а од (4) следува дека 

1 1lim
na

n
 


 . Сега,кога 0  , добиваме дека 1 1 1

lim
lim

n n
n

a an



  . 

 

Ако    , тогаш за однапред зададено 0   имаме 1
na  , т.е. 1

na
  , 

за доволно голем број n . Значи, 10 lim
na

n



  , и од произволноста на   следува 

дека 1lim 0
na

n
 , што значи 1 1

lim
lim

n n
n

a an 
 .  

 

Од досега изнесеното, за произволна низа имаме:  
 

1 1
1 1

lim
lim lim

nn n

n
n n

a a

a


 

   т.е. 1 1
lim

lim
n n

n
a an




 .   

 

Лема. За произволни низи 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  точни се неравенствата  
 

lim lim lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim .

n n n n n n
nn n n n

n n n n
n n n

a b a b a b

a b a b

   

  

    

   
 

 

Доказ. Нека  
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1 2 1 2lim ; lim ; lim ; limn n n n
n nn n

a b a b   
  

    . 

 

Од дадените неравенства ќе ги докажеме само неравенствата   
 

1 2 1 2lim ( )n n
n

a b   


     . 

 

Нека 1  и 2  се конечни реални броеви и 0   е дадено. Тогаш, од тео-

ремата 7.5 следува дека  
 

множеството 1{ 1| }nn a      е конечно, и 

множеството 2{ 1| }nn b      е конечно,  
 

па затоа множеството  
 

1 2{ 1| 2 }n nn a b         
 

е конечно, што значи  
 

1 2lim ( ) 2n n
n

a b   


     

 

и од произволноста на   добиваме  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


   . 

 

Ако една од границите 1  или 2  е еднаква на  , а другата е поголема од  , 

тогаш десното неравенство очигледно важи. Понатаму, нека 1    и 2   . 

Тогаш, постои aR  таков, што за секој 1n   важи  
 

nb a       (5) 
 

Понатаму, ако m  е произволен реален број, тогаш  
 

множеството { 1 | }nn a m a    е конечно.  (6) 
 

Од (5) и (6) следува дека множеството { 1 | }n nn a b m    е конечно, па 

затоа од произволноста на m  добиваме lim ( )n n
n

a b


    т.е. lim ( )n n
n

a b


   , 

што значи  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


     . 

 

Нека 1  и 2  се конечни реални броеви и 0   е дадено. Тогаш, од тео-

ремата 7.5 следува дека  
 

множеството 1{ 1| }nn a      е конечно, и 

множеството 2{ 1| }nn b      е бесконечно,  
 

па затоа множеството 1 2{ 1| 2 }n nn a b         е бесконечно, што значи  
 

1 2lim ( ) 2n n
n

a b   
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и од произволноста на   добиваме  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


   . 

 

Ако една од границите 1  или 2  е еднаква на  , а другата е помала 

од  , тогаш левото неравенство очигледно важи. Понатаму, нека 1    и 

2   . Тогаш, постои aR  таков, што  
 

множеството { 1| }nn b a   е бесконечно   (7) 
 

и за произволен реален број m  важи  
 

множеството { 1 | }nn a m a    е конечно.    (8) 
 

Од (7) и (8) следува дека  
 

множеството { 1| }n nn a b m    е бесконечно.  (9) 
 

Ако 1    и 2   , на сличен начин се докажува дека условот (9) важи за 

произволен реален број m . Значи, и во двата случаја низата { }n na b  е 

неограничена од горе, па затоа  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


     .  

 
Пример. Да ги разгледаме низите:  

 

1

1

{ } : 0,1, 2,1,0,1, 2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,...

{ } : 2,1,1,0,2,1,1,0, 2,1,1,0, 2,1,1,0,... .

n n

n n

a

b







 

 

За овие низи имаме:  
 

lim 0, lim 0, lim 2, lim 2.n n n n
n nn n

a b a b
  

     

 

Понатаму,  
 

1{ } : 2, 2,3,1, 2, 2,3,1, 2,2,3,1,...n n na b 
  

 

па затоа lim ( ) 1n n
n

a b


   и lim ( ) 3n n
n

a b


  . Според тоа,  

 

lim lim 0, lim ( ) 1, lim lim 2,

lim ( ) 3, lim lim 4,

n n n n n n
nn n n n

n n n n
n n n

a b a b a b

a b a b

   

  

     

   
 

 

т.е. во претходната лема важат стриктни неравенства.   
 

Лема. Ако 0na   и 0nb   за секој 1n  , тогаш  
 

lim lim lim ( ) lim lim lim ( ) lim limn n n n n n n n n n
n n n nn n n n

a b a b a b a b a b
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Доказ. Нека 1 2 1, ,    и 2  се ознаките од претходната лема и нека 

0na  , 0nb  , за секој 1n  , 1 , 2  се конечни реални броеви и 0   е дадено. 

Тогаш, од теорема 7.5 следува дека  
 

множеството 1{ 1| }nn a      е конечно, и 
 

множеството 2{ 1| }nn b      е конечно,  
 

па затоа множеството  
 

1 2{ 1| ( )( )}n nn a b         
 

е конечно, што значи  
 

1 2lim ( ) ( )( )n n
n

a b    


    

 

и од произволноста на   добиваме  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


 . 

 

Ако една од границите 1  или 2  е еднаква на  , а другата е поголема 

од нула, тогаш повторно важи 1 2lim ( )n n
n

a b  


  (зошто?).  

 

Нека 10 lim n
n

a


    , 20     и нека 1 20 min{ , }    . 

Тогаш се исполнети условите  
 

множеството 1{ 1| }nn a      е конечно, и         (10) 
 

множеството 2{ 1 | }nn b      е бесконечно,       (11) 
 

Од (10) и (11) следува дека множеството 1 2{ 1| ( )( )}n nn a b         е беско-

нечно, па затоа  
 

1 2lim ( ) ( )( )n n
n

a b    


    

 

и од произволноста на   следува дека  
 

1 2lim ( )n n
n

a b  


 . 

 
 

Ако една од границите 1  и 2  е нула, а другата е конечна, тогаш очи-

гледно 1 2lim ( )n n
n

a b  


  (зошто?). Нека 1    и 2 0  . Тогаш, постои 0a   

таков, што  
 

множеството { 1 | }nn b a   е бесконечно  (12) 
 

и за произволен реален број 0m   важи  
 

множеството { 1 | }m
n a

n a   е конечно.   (13) 
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Од (12) и (13) следува дека множеството { 1 | }n nn a b m   е бесконечно. 

Ако 1 0   и 2   , тогаш на ист начин се докажува дека за секој 0m   

множеството { 1 | }n nn a b m   е бесконечно. Значи и во двата случаја имаме 

lim ( )n n
n

a b m


  и од произволноста на m  следува 1 2lim ( )n n
n

a b  


 .  

 

Во досегашните разгледувања докажавме дека  
 

lim lim lim ( ) lim limn n n n n n
n n n nn

a b a b a b
   

  .  

 

Останатите неравенства се докажуваат аналогно. Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба.  
 
 
 

8. КОШИЕВИ НИЗИ ВО МНОЖЕСТВОТО  
РЕАЛНИ БРОЕВИ  

 
8.1. Кошиева низа во множеството реални броеви се дефинира како и Ко-

шиева низа во множеството рационални броеви. Така, ја имаме следната дефи-
ниција.  
 
 

Дефиниција. За низата 1{ }n na 
  ќе велиме дека е Кошиева (фундамен-

тална) низа, ако за секој 0   постои 0 1n   таков, што за секои 0,m n n  важи 

| |m na a   .  

 
8.2. Доказот на следнава теорема е аналоген на доказот на теоремата за 

Кошиеви низи во множеството рационални броеви Q . Деталите ги оставаме на 
читателот за вежба,  
 
 

Теорема. Секоја Кошиева низа е ограничена.  
 

8.3. Теорема. Низата 1{ }n na 
  е Кошиева ако и само ако е конвергентна.  

 

Доказ. Нека 1{ }n na 
  е конвергентна низа, при што ,na a n   и 0   

е дадено. Од дефиницијата на граница на низа следува дека постои 0 1n   таков, 

што за секој 0n n  важи 
2

| |na a   , па затоа за секои 0,m n n  важи:  
 

2 2
| | | | | |m n n ma a a a a a           , 

 

т.е. низата 1{ }n na 
  е Кошиева.  

 

Обратно, нека низата 1{ }n na 
  е Кошиева. Од теорема 8.2 следува дека таа 

е ограничена. Сега од теоремата на Боцано-Ваерштрас следува дека низата 

1{ }n na 
  содржи конвергентна подниза 1{ }

km ka 
 . Нека ,

kma a k  . Ќе до-
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кажеме дека ,na a n  . Нека 0   е дадено. Понатаму, низата 1{ }n na 
  е Ко-

шиева, што значи дека постои 0 1n   таков, што за секои 0,m n n  важи 

2
| |m na a   , а од дефиницијата на граница на низа следува дека постои 0 1k   

таков, што за секој 0k k  важи 
2

| |
kma a   . Да фиксираме произволен 0*k k  

таков што * 0km n . Тогаш, за секој 0n n  важи  
 

* * 2 2
| | | | | |

k km n m ma a a a a a           .  
 

што значи дека ,na a n  , т.е. Кошиевата низа 1{ }n na 
  е конвергентна.  

 

8.4. Пример. Ќе докажеме дека низата 1{ }n na 
  со општ член  

 

2 2 2
1 1 1
2 3

1 ... , 1n n
a n       

конвергира.  
 

Навистина, од  
 

2
1 1 1 1

( 1) 1k k k kk     , 
 

за секој 1k  , при m n  добиваме:  
 

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1( 1) ( 1)
| | ... ...m n n n n n m m n m nn m m
a a     

               . 

 

Нека 0   е дадено. Избираме 1
0 [ ] 1n    и добиваме дека за секои 0,m n n ,  

m n  важи 1| |n m n
a a    , што значи дека низата 1{ }n na 

  е Кошиева. Сега од 

теорема 8.3 следува дека низата 1{ }n na 
  е конвергентна.   

 

8.5. Пример. Да ја разгледаме низата 1{ }n na 
  со општ член  

 

1 1 1
2 3

1 ... , 1n n
a n      . 

 

Нека 1
2

(0, ).   Од  
 

1 1 1 1
1 2 1

| | ... p
n n p n n n p n p n p

a a              , 

при p n  добиваме дека за секој 1n   важи 1
2 2

| |n na a    , што значи дека 

разгледуваната низа не е Кошиева. Од теоремата 8.3 следува дека оваа низа не е 
конвергентна.  
 

Оваа низа во литературата е позната како хармониска низа и таа има 
посебно значење, особено во теоријата на редови.   
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9. ПРЕТСТАВУВАЊЕ НА РЕАЛНИТЕ БРОЕВИ СО  
БЕСКОНЕЧНИ ДЕСЕТИЧНИ ДРОПКИ  

 
 9.1. Дефиниција. Ако 0 1, ,..., k   N , 10i   за 1i  , тогаш бројот  
 

1 2
20 10 10 10

... k
ka

          (1) 
 

го нарекуваме конечна десетична дропка и го означуваме со  
 

0 1 2 3, ... k     .      (2) 
 

Притоа 0  е цел дел од бројот a , т.е. 0 [ ]a  , а 1 2 3, , ,..., k     се децимали на 

бројот a .  
 

9.2. Нека е даден произволен реален број a , 0a  . Од теоремата на Ар-
химед следува дека постои природен број 0n a . Меѓу броевите 01, 2,...,n n  го 

земаме најмалиот природен број n  со својство n a  и овој број да го означиме со 

0 1  . Тогаш, важи 0 0 1a    .  
 

Да го поделиме интервалот 0 0 0[ ; 1]I     на десет еднакви интервали, 

т.е. да ги разгледаме интервалите 1
0 1 0 1 10

[ , ; , ]      каде што 0 1,   е конечна 

десетична дропка, при што 1  го означува редниот број на интервалот кој го 

содржи бројот a  и е добиен при поделбата на интервалот 0I  на десет еднакви 

интервали при нивна последователна нумерација од лево на десно со броевите 
0,1,2,...,9 .  

 

 Можни се два случаја: или точката 
a  не се совпаѓа ниту со една точка од по-
делбата (цртеж 4), или точката a  се сов-
паѓа со точка од поделбата (цртежи 5 и 6). 
Во првиот случај точката a  припаѓа само 
на еден од овие интервали (цртеж 4). Овој интервал да го означиме со 1I , т.е.  

1
1 0 1 0 1 10

[ , ; , ]I      . 
 

Во вториот случај точката a  може да 
припаѓа на два соседни интервала (цртеж 6). 
Тогаш со  

1
1 0 1 0 1 10

[ , ; , ]I       
 

да го означиме оној интервал за кој точката 
a  е негова лева крајна точка. Јасно, и во 
двата случаја 1a I . Да го поделиме интер-

валот 1I , на ист начин на десет еднакви ин-

тервали и со  

2
1

2 0 1 2 0 1 2 10
[ , ; , ]I         
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да го означиме оној од добиените интервали кој ја содржи точката a  и за кој оваа 
точка не е десна крајна точка. Продолжувајќи ја постапката наоѓаме систем од 
вложени интервали  
 

[ , ], 0,1,2,...,n nnI a a n   
 

каде што  
 

0 1, ... nna    ,  1
0 1 10

, ... nn na     , 
 

а i  е една од цифрите 0,1,...,9 . Секој од интервалите nI  ја содржи точката a , 

при што a  не е негова десна крајна точка, т.е. na I  и na a , за 0,1,2,...n  . 

Јасно, должината на nI  е еднаква на 10 n , па затоа таа тежи кон нула кога 

n  .  
 

Бројот na  го нарекуваме долно десетично приближување од n  ти ред за 

бројот a , а бројот na  -горно десетично приближување од n  ти ред за бројот a . 

Од конструкцијата на горното и долното десетично приближување непосредно 
следува:   
 
 

nna a a       (3) 
 

11, n nn na a a a      (4) 
 

1
10nn na a  .     (5) 

 

Ако 0a  , тогаш ставаме b a   и определуваме nna b  , n na b  . Притоа ус-

ловите (3), (4) и (5) се запазуваат, со таа разлика што во неравенството (3) знаците 
  и   ги менуваат местата.  

 

Од неравенствата (4) следува дека интервалите [ , ]nna a  формираат сис-

тем на вложени интервали, а од равенството (5) следува дека должината на ин-

тервалите [ , ]nna a  тежи кон 0. Понатаму, од (3) следува дека точката a  припаѓа 

на сите овие интервали. Сега од лемата за вложени интервали следува точноста на 
следнава лема.  
 

Лема. За секој реален број a  низата 1{ }nna 
  монотоно расте, а низата 

1{ }n na 
  монотоно опаѓа, и притоа важи lim lim nn

n n
a a a

 
  .  

 
9.3. Забелешка. Од претходната лема следува точноста на лемата 3.5. 

Уште повеќе од оваа лема следува дека секој реален број a  е граница на монотоно 
опаѓачка низа рационални броеви.  
 

9.4. Дефиниција. Ако низата 0 1 2 3{ , , , ,..., ,...}n      е определена како 

во 9.2, тогаш пишуваме  
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0 1 2, ... ...na         (6) 
 

и велиме дека реалниот број a  е претставен со бесконечна десетична дропка. 
Притоа, 0  е цел дел од бројот a , т.е. 0 [ ]a  , а 1 2, ,..., ,...k    се децимали на 

бројот a .  
 

За бесконечната десетична дропка (6) ќе велиме дека е периодична ако 
постојат природни броеви k  и p  такви, што 1 1k i k p i       за секој iN . 

Записот 1 2...k i k i k p i         го нарекуваме периода на периодичната 

бесконечна десетична дропка. Притоа пишуваме:  

 

0 1 2 1 2, ... ...k k k k pa          .         (7) 

 
9.5. Нека 0a   и 0 1, ... nna    , каде што 0  е ненегативен цел број и 

, 1, 2,...i i   е една од цифрите 0,1,2,...,9 . Бројот a  е единствен реален број кој 

припаѓа на сите интервали , 1, 2,...kI k   па затоа при воспоставеното 

соодветствие на различните реални броеви соодветствуваат различни десетични 
дропки, т.е. десетични дропки кои се разликуваат барем во еден , 0,1,2,3,...k k  .   
 

Понатаму, да забележиме дека при разгледуваната конструкција не може 
да се добие десетична дропка со период, кој се состои само од цифрата 9. Навис-
тина, нека претпоставиме дека постои mN , таков што 9m k   , за секој 1k   

и нека m  е најмалиот број со ова својство. Тогаш, 9m   и 1 2 ... 9m m     . 

Да ставиме  
1

0 1 2 10
, ... mmb      . 

Од конструкцијата во 9.2 следува дека  
 

1
1

0 1 2 0 1 2 10
, ... 9 , ... 9 mm ma b            , 

2
1

0 1 2 0 1 2 10
, ... 99 , ... 99 mm ma b            , 

т.е.  

0 1 2, ... 9...9m
n

a b      , за секој 1n  .  

 

Да ставиме 0t b a   . Тогаш, ако се има предвид равенството  
 

 1
0 1 2 10

, ... 9...9 m nm
n

b       

добиваме дека  

 1
0 1 10 10

0 , ... 9...9 m nm
n

t b a b          

 

за секој 1n  , што не е можно.   
 

Според тоа, на секој реален број 0a   му придруживме бесконечна десе-
тична дропка, која нема период кој се состои само од цифрата 9. Ваквите десетич-
ни дропки ги нарекуваме допустливи.  
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Од друга страна, на секоја допустлива бесконечна десетична дропка 

0 1 2, ... ...n     и соодветствува единствен реален број 0a   кој припаѓа на сите 

интервали:  
 

1
0 1 2 0 1 2 10

[ , ... ; , ... ]nn n         , 1, 2,...n  . 
 

Воспоставеното соодветствие меѓу ненегативните реални броеви и множеството 
допустливи бесконечни десетични дропки може да се распространи и на нега-
тивните реални броеви: ако на бројот 0a   му соодветствува десетичната дропка 

0 1 2, ... ...n    , тогаш на бројот a  ќе му соодвествува десетичната дропка 

0 1 2, ... ...n    , која исто така ја нарекуваме допустлива.  
 

Во претходните излагања ја докажавме следната теорема.  
 
 

Теорема. Множеството реални броеви е еквивалентно со множеството 
допустливи десетични дропки, при што ако на реалниот број a  му соодветствува 
десетичната дропка 0 1 2, ... ...n    , тогаш  
 

0 1 2lim , ... n
n

a   


  .  

 
9.6. Забелешка. На секоја бесконечна десетична дропка  

 

0 1 2, ... ...n     
 

и соодветствува единствен реален број, кој припаѓа на сите интервали  
 

1
0 1 2 0 1 2 10

[ , ... ; , ... ]nn n         . 
 

Меѓутоа притоа вака добиеното пресликување не е биекција. Имено на 

дропките од видот 0 1, ... 999...n    и 0 1 2, ... 000...n    , 9n   им соодветству-

ва еден ист реален број (проверете!).  
 

9.7. Во следната лема ќе дадеме карактеризација на множеството рацио-
нални броеви со помош на бесконечните периодични десетични дропки.  
 

Лема. Множеството рационални броеви е еквивалентно на множеството 
бесконечни периодични допустливи десетични дропки. 
 

Доказ. Нека c
d

a  . Од теоремата за делење со остаток добиваме:  
 

0 0c d r  , 0
0

r
d

a   . 
 

Потоа го делиме 010r  со d  и добиваме  
 

0 1 110r d r  , 1 1
0 10 10

r
d

a
   ,  

 

при што од 0r d  следува 1 9  . Да претпоставиме дека  
 

1 2
20 10 10 10 10

... n n
n n

r

d
a

       , 
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каде што 9k   за 1, nk r d  . Тогаш 1n   е количникот што се добива при 

делењето на 10 nr  со d , па затоа од nr d  следува 1 9n   , што значи дека 

рационалниот број a  може да се претстави во облик 0 1 2, ... ...na     . Јасно, 

ова следува и од фактот што секој рационален број е реален број, па тврдењето 
важи според теорема 9.5, но овде посебно го презентиравме алгоритмот за 
претворање на рационален број во десетична дропка, бидејќи истиот ни е 
потребен за да ја докажеме периодичноста.  
 

Сега да ја разгледаме низата 0 1, ,..., ,...nr r r  добиена во споменатиот алго-

ритам. Од nr d  следува дека k k pr r   за некои k  и , 0p p  . Да ги избереме 

најмалите природни броеви со ова својство. Од равенствата  
 

1 1 1 110 , 10k k k k p k p k pr d r r d r            
 

следува 1 1 1 1,k k p k k pr r        , па сега лесно се гледа дека  
 

,k n k p n     за секој 1n  , 
 

што значи дека секој рационален број може да се претстави како бесконечна пери-
одична допустлива десетична дропка.  
 

Обратно, ако е дадена бесконечна периодична допустлива десетична дропка  

0 1 1, ... ...k k k pa       , 

тогаш b c
d

a   каде што b  е бројот кој се добива кога на 0  од десно му се допи-

шат цифрите 1 1... ...k k k p     , c  е бројот кој се добива кога на 0  од десно му 

се допишат цифрите 1... k   и 10 (10 1)k pd   , што значи a  е рационален број. 

Деталите од доказот на равенството b c
d

a   му ги препуштаме на читателот за 

вежба.   
 
 
 
10. НЕПРЕБРОЈЛИВИ МНОЖЕСТВА  
 
10.1. Во претходната глава ги разгледавме пребројливите множества и 

докажавме дека множеството од сите низи од нули и едници е непребројливо. Во 
овој дел подетално ќе се задржиме на непребројливите множества, т.е. на мно-
жествата кои не се конечни или пребројливи.  
 

10.2. Теорема (Кантор). Множеството реални броеви е непребројливо.  
 

Доказ. Доволно е да докажеме дека интервалот (0,1)  е непребројливо 

множество (зошто?).  
 

Нека претпоставиме дека интервалот (0,1)  е пребројливо множество и де-

ка елементите на (0,1)  се подредени во низа. Тогаш, користејќи ги десетичните 

дропки имаме  
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1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

0, ... ...

0, ... ...

.......................................

0, ... ...

........................................

n

n

n n n nn

d

d

d

  
  

  






 

 

и (0,1) { | 1,2,...}id i  . За реалниот број 1 20, ... ...nd b b b  таков што  
 

1,     ако 1

2,    ако 1
ii

i
ii

d
b

d


  

 

 

важи (0,1)d   и id d  за секој 1, 2,...i  , т.е. { | 1,2,...}id d i  , што е проти-

вречност. Од добиената противречност следува дека интервалот (0,1)  е не-

пребројливо множество. Значи, множеството реални броеви е непребројливо.   
 
10.3. Дефиниција. За множеството A  ќе велиме дека има кардинален 

број на континиум c  ако тоа е еквивалентно со множеството реални броеви.  
 

10.4. Забелешка. Од лема I.13.16 непосредно следува дека множеството 
ирационални броеви I  е непребројливо и дека ( )k cI .  
 

Во врска со непребројливите подмножества на R  Кантор ја дал следната 
хипотеза, позната како хипотеза на континиум:  
 

Ако B  е бесконечно непребројливо подмножество на R , тогаш B  
е еквивалентно со R .  

 
 

Интересно е да забележиме дека оваа хипотеза не е ниту потврдена, ниту 
е негирана, но за истата Гедел и Коен докажале дека таа е независна од аксиомите 
за реални броеви.  

 
10.5. Лема. За секои , ,a b a b R  важи ( , ) ~a b R .  

 

Доказ. Да го разгледаме пресликувањето : ( , ) ( 1,1)f a b    определено со 
2( ) t a b

b a
f t  

 , за ( , )t a b . Лесно се гледа дека ова пресликување е биекција, па 

затоа ( , ) ~ ( 1,1)a b  .  
 

Сега, пресликувањето : ( 1,1)g   R  определено со 
1 | |

( ) x
x

g x  , за 

( 1,1)x   е биекција, па затоа ( 1,1) ~ R , што заедно со ( , ) ~ ( 1,1)a b   дава 

( , ) ~a b R .   

 
10.6. Лема. Унија на најмногу пребројливо многу множества ,kA  

1, 2,...k   со кардинален број на континиум има кардинален број на континиум.  
 

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека множест-
вата ,kA 1,2,...k   се дисјунктни по парови, што значи дека за секој 1, 2,...k   
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важи ~ ( 1, )kA k k , (зошто?). Според тоа, 
1

(0, ) \k
k

A



  N , па од лема I.13.16 

следува дека 
1

~ (0, )k
k

A



 .  

 

Аналогно како во лема 10.5, се докажува дека (0, ) ~ (0,1)  и, бидејќи 

(0,1) ~ ( 1,1) ~ R  добиваме (0, ) ~ R , т.е. 
1

( )k
k

k A c



 .   

 
10.7. Природно се поставува прашањето: Дали сите непребројливи мно-

жества се еквивалентни на множеството реални броеви, т.е. дали сите овие мно-
жества имаат кардинален број на континиум? Одговорот на ова прашање е 
негативен. Овде ќе дадеме пример на непребројливо множество чиј кардинален 
број е поголем од c .  
 

Пример. Ќе докажеме дека множеството  
 

{ | : [0,1]  e пресликување}F f f  R  
 

има кардинален број поголем од c .  
 

Навистина, пресликувањето :g f   дефинирано со  
 

( ) ( )g f x x    , [0,1]   
 

е инјекција од [0,1]  во F , па затоа ( )k F c .  
 

Нека претпоставиме дека ~ [0,1]F . Тоа значи дека меѓу функциите 

f F  и броевите [0,1]   може да се воспостави биекција. Според тоа, за секоја 

функција f F  постои индекс [0,1]  , т.е. ( ) ( )f x f x  и 
[0,1]

{ }F f


  .  

 

Да го разгледаме пресликувањето : [0,1] [0,1]g   R  дефинирано со 

( , ) ( )g x f x  . Со помош на ова пресликување конструираме функција 

: [0,1]  R  определена со  

( ) ( , ) 1x g x x   . 

Но, F  , па затоа постои 0 [0,1]   таков, што 
0

( ) ( )x f x  , за секој [0,1]x . 

Сега, за 0 [0,1]x    добиваме  
 

0 0 0 0( , ) ( , ) 1g g      

што е противречност. Од добиената противречност следува дека множествата 
[0,1]  и F  не се еквивалентни, т.е. ( )k F c .  

 
Забелешка. Да забележиме дека одговорот на поставеното прашање 

непосредно следува и од теорема I 13.17 во која покажавме дека за секое мно-
жество A  важи ( ( )) ( )k P A k A . Имено, според оваа теорема за множеството R  

важи ( ( )) ( )k P k c R R .  
 



 169 

10.8. Дефиниција. Нека A  R . Ако секоја околина ( ; )U x   на точката x  

содржи непребројливо подмножество од A , тогаш за x  велиме дека е точка на 
кондензација за A .  
 

10.9. Лема. Ако A  е непребројливо подмножество од R , тогаш A  има 
непребројливо многу точки на кондензација кои припаѓаат на A .  
 

Доказ. Нека B  е множеството точки од A  кои не се точки на кон-
дензација за A . Ако B   , тогаш тврдењето е докажано. Ако x B , тогаш 
постои околина ( ; )U x   која содржи најмногу пребројливо многу точки од A , па 

значи и од B . За точката x  постојат ,p qQ  такви што x p x    и 

x q x    , што значи дека за секој x B  постои интервал ( , )p q , чии крајни 

точки се рационални броеви, кој содржи најмногу пребројливо многу точки од B . 
Според тоа, B  е подмножество од пребројлива унија отворени интервали, секој 
од кои содржи најмногу пребројливо многу точки од B , па затоа B  е пребројливо 
множество, т.е. множеството \A B  е непребројливо.  
 

10.10. Лема. Ако A  R  и K  е множеството точки на кондензација на 
A , тогаш K  е совршено множество.  

 

Доказ. Доволно е да докажеме дека 'K K .  
 

Ако K   , тогаш 'K   , па затоа 'K K .  
 

Нека K   , 'x K  и ( ; )U x   е произволна околина на x . Од 'x K  

следува дека постои 0 ( ; )x K U x   , 0x x . Земаме  
 

1
0 02

min{| |, | |}x x x x     . 
 

Но, 0x  е точка на кондензација за A , па затоа 0( ; )U x   содржи непребројливо 

подмножество од A . Од 0( ; ) ( ; )U x U x   добиваме дека произволна околина на 

x  содржи непребројливо подмножество на A , па затоа x  е точка на кондензација 
за A , т.е. 'K K .  
 

Нека x K  и ( ; )U x   е произволна околина на x . Бидејќи x  е точка на 

кондензација за A , во околината ( ; )U x   се содржат непребројливо многу точки 

од A . Според лема 10.9 множеството точки B A , кои не се точки на 

кондензација за A , е најмногу пребројливо, па затоа множеството ( ; )U x A   

содржи непребројливо многу точки на кондензација, од што следува дека 'x K , 
т.е. 'K K .  
 

Конечно, од 'K K  и 'K K  следува 'K K , т.е. K  е совршено мно-

жество.  
 
10.11. Лема. Секое затворено множество A  е дисјунктна унија на 

совршено множество K  и најмногу пребројливо множество B .  
 

Доказ. Нека со K  го означиме множеството точки на кондензација за A , 
а со B  -множеството точки од A  кои не се точки на кондензација за A . Бидејќи 
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секоја точка на кондензација за A  е точка на натрупување за A , добиваме дека 
'K A  и од затвореноста на A  следува K A . Според лема 10.10 множеството 

K  е совршено, а според лема 10.9 множеството B  е најмногу пребројливо. Јасно, 
A K B   и K B  .  

 
10.12. Лема. Ако S  е непразно совршено множество во R , тогаш S  е 

непребројливо.  
 

Доказ. Јасно, множеството S  е бесконечно и нека претпоставиме дека 
тоа е пребројливо, т.е. 1 2{ , ,...., ,...}nS x x x .  
 

Нека 1 0   и да ја разгледаме околината 1 1( ; )U x  . Множеството S  е 

совршено, па затоа постои 
2 1nx x , 

2 1 1( ; )nx U x S  . Избираме 2  таков, што  
 

2 2

1
2 1 1 12

0 min{| |, | |}n nx x x x       
 

и ја разгледуваме околината 
2 2( ; )nU x  . Множеството S  е совршено, па затоа 

2nx  

е точка на натрупување за S . Според тоа, постои точка 
3 2nx x , 

3 2 2( ; )n nx U x S  . Избираме 3  таков, што  
 

2 3 3 3 2

1
3 2 22

0 min{| |,| |, | |}n n n n nx x x x x x        
 

и ја разгледуваме околината 
3 3( ; )nU x  . Множеството S  е совршено, па затоа 

3nx  

е точка на натрупување за S , што значи постои точка 
4 3nx x , 

4 3 2( ; )n nx U x S  . Избираме 4  таков, што  
 

3 4 4 4 3

1
4 3 32

0 min{| |,| |, | |}n n n n nx x x x x x        
 

и ја разгледуваме околината 
4 4( ; )nU x  . Продолжувајќи ја постапката, наоѓаме 

околини:  
 

1 1( ; )U x  , 
2 2( ; )nU x  , 

3 3( ; )nU x  , ..., ( ; )
kn kU x  , ...  (1) 

 

Да ги разгледаме множествата  
 

1 1 1( ; )I U x  , 
22 2( ; )nI U x  , 

33 3( ; )nI U x  , ..., ( ; )
kk n kI U x  , ...  (2) 

 

За околините (1) и множествата (2) важи 1 ( ; )
kk n kI U x   , 1k kx I   и 

1kI S    .  
 

Да ставиме n nK I S  . Множеството nI  е компактно и S  е затворено, 

па затоа множеството nK  е компактно (последица I 25.8). Притоа важи  
 

1 1n n n nK I S I S K       

и секое множество nK  е непразно. Сега од лема I 25.9 следува дека 
1

n
n

K



  . 

Но, ако  
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1 1 1
( ) ( )n n n

n n n
x K I S S I

  

  
       , 

 

тогаш x S , па затоа 
0kx x  за некој 0 1k  , што не е можно, бидејќи по кон-

струкција 
0 0k kx I , т.е. 

0 0k kx K .  
 

Од добиената противречност следува дека множеството S  е непреброј-
ливо.  

 
 
 
11. КАНТОРОВО МНОЖЕСТВО  

 
11.1. Дијадски и тријадски развој на реален број. Во параграф 9 гово-

ревме за претставувањето на реалните броеви со бесконечни десетични дропки. 
Овде ќе се запознаеме со дијадското и тријадското претставување на реалните 
броеви.  
 

Аналогно како во параграф 9, ако интервалот [0,1]  наместо на десет дело-

ви последователно го делиме на два, односно три еднакви делови, ги добиваме 
дијадскиот и тријадскиот запис на реален број, соодветно. Лесно се гледа дека кај 
дијадскиот запис се користат само цифрите 0 и 1, а кај тријадскиот запис - само 

цифрите 0,1 и 2. На пример, дијадскиот запис на бројот 1
4

 е  
 

2 3 4
0 0 0 01 1

4 2 2 2 2 2
0 ... ... 0,01000...n          

 

а неговиот тријадски запис е  
 

2 3 4 5 6
0 0 01 2 2 2

4 3 3 3 3 3 3
0 ... 0,0202020...         . 

 

Пред да преминеме на разгледување на Канторовото множество, во врска 
со непребројливите множества ќе разгледаме уште два интересни примера.  

 
11.2. Пример. Ќе докажеме дека кардиналниот број на партитивното мно-

жество од пребројливо множество е еднаков на кардиналниот број на континиум.  
 

Да ги разгледаме множествата N  и [0,1)I  .  
 

Ако ( )A P N , тогаш ( )f A  ќе го дефинираме како 1 2 30, ...x d d d  од I  

чии децимали се определени со:   
 

5,  ако 

7,  ако k
k A

d
k A


  

. 

 

Јасно, : ( )f P IN  е инјекција, т.е. 1( ) ~P I IN .  
 

Ако x I  и ако 1 2 30, ...x b b b  е неговиот дијадски развој, тогаш ( )g x  ќе 

го дефинираме како множество A  N  кое ги содржи сите природни броеви n  за 
кои 0nb  . Јасно, : ( )f I P N  е инјекција, т.е. 1~ ( )I A P N .   
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Конечно, од 1( ) ~P I IN  и 1~ ( )I A P N  следува ~ ( )I P N , што и тре-

баше да се докаже.  
 
11.3. Пример. Ќе докажеме дека множеството 0L  од сите низи природни 

броеви е еквивалентно со множеството 1L  од сите монотоно растечки низи при-
родни броеви.  
 

Нека 0 1:f L L  е дефинирано со '({ }) { }i if n n , каде што '

1

i

i k
k

n n


  , за 

секоја низа 0{ }in L . Пресликувањето f  е инјекција (проверете!). Според тоа, 
*

0 1 1~L L L .  
 

Нека 1 0:g L L  е дефинирано со '({ }) { }i ig n n , каде што '
1 1n n  и 

' '
1i i in n n   , за 2i  . Пресликувањето g  е инјекција (проверете!), па затоа 

*
1 0 0~L L L .  

 

Конечно, од *
0 1 1~L L L  и *

1 0 0~L L L  следува 1 0~L L .  

 
11.4. Нека 0I  е затворениот интервал [0,1] . Од 0I  да го отстраниме 

интервалот 1 2
3 3

( , )  и со 1I  да ја означиме унијата на затворените интервали 1
3

[0, ]  и 

1
3

[ ,1] . Понатаму, да ги отстраниме средните третини на овие интервали и со 2I  да 

ја означиме унијата на затворените интервали 3 6 71 2
9 9 9 9 9

[0, ], [ , ], [ , ]  и 8
9

[ ,1] . 

Продолжувајќи ја постапката наоѓаме низа затворени множества , 0,1, 2,3,...iI i   

за кои важи  
 

1) 1 , 0,1, 2,3,...i iI I i    
 

2) за секој 0,1,2,3,...i   множеството iI  е унија на 2i  интервали со дол-

жина 3 i , што значи дека за секој 0,1, 2,3,...i   множеството iI  е 

затворено.  
 

Множеството 
0

i
i

D I



   го нарекуваме Канторово множество и истото е 

затворено множество, бидејќи е пресек на затворени множества. Точките  
 

7 81 2 1 2
3 3 9 9 9 9

0,1, , , , , , ,...     (1) 
 

како крајни точки на отстранетите интервали, очигледно припаѓаат на мно-
жеството D , но тие не се единствени точки на ова множество.  
 

Точките на отворениот интервал 1 2
3 3

( , ) , кои ги отстранивме во првиот 

чекор, можат да се запишат во тријадски запис во облик 1 2 30, ... ...ka a a a  при што 

1 1a  , а крајните точки имаат по два записа и тоа  
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1
3

0,1000...

0,0222...


 


 и 2
3

0,1222...

0, 2000...


 


 

 

Јасно, останатите точки на интервалот [0,1]  не можат на првото место во 

својот тријадски запис да имаат единица. Според тоа, можеме да кажеме дека пос-
ле првиот чекор во интервалот [0,1]  опстануваат само оние точки кои допуштаат 

тријадски запис на чие прво место не стои цифрата 1. Слично, после вториот че-

кор од интервалите 1
3

[0, ]  и 1
3

[ ,1]  се отстрануваат оние точки кои на второто место 

во тријадскиот развој имаат единица. Продолжувајќи ја постапката, заклучуваме 
дека Канторовото множество се состои од оние точки на [0,1]  кои допуштаат 

тријадски запис кој не содржи ниту една единица.  
 

11.5. Лема. Канторовото множество D  е никаде густо во R .  
 

Доказ. Доволно е да докажеме дека секој интервал содржи подинтервал, 
кој не содржи точки од множеството D .  
 

Нека земеме произволен интервал ( , )U a b . Ако U D  , тогаш 

тврдењето е очигледно. Ако U D   , тогаш постои природен број  n  таков, 

што еден од 2n -те интервали на nI  е подмножество од U  и овој интервал да го 

означиме со nJ . Наоѓаме интервал со должина 1
1

3n  чија средина е средината на 

nJ . Овој интервал е подмножество од U , но според конструкцијата на 

Канторовото множество, тој е дисјунктен со истото.  
 

Значи, D  е никаде густо во R .  
 

11.6. Лема. Канторовото множество D  е совршено множество.  
 

Доказ. Нека x D , ( ; )U x   е произволна околина на x  и nA  е затво-

рениот интервал од nI  кој ја содржи точката x  (види 11.2). Јасно, постои 1n   

таков, што ( ; )nA U x  . Со nx  да ја означиме онаа крајна точка на nA , која е 

различна од x . Јасно, ( ; )nx D U x   . Според тоа, во секоја околина ( ; )U x   на 

точката x  постои барем една точка nx D , nx x , што значи дека x  е точка на 

натрупување за D , т.е. D  е совршено множество.  
 

11.7. Последица. Канторовото множество е непребројливо.  
 

Доказ. Непосредно следува од лема 11.6 и лема 10.12.   
 

11.8. Забелешка. Од досега изнесеното следува дека Канторовото мно-
жество се состои од точките (1) и нивните точки на натрупување (зошто?). Точ-
ките (1) ги нарекуваме точки од прв ред на Канторовото множество.  

 

На крајот од овој дел ќе разгледаме уште три примери во врска со Канто-
ровото множество.  
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11.9. Пример. Канторовото множество да се запише како унија на конеч-
но множество и пребројлива унија на совршени попарно дисјунктни непразни 
множества.  
 

Решение. Да го разгледаме Канторовото множество и интервалот (0,1) . 

Според лема I 27.4 и лема 11.4 множеството (0,1)D  може да се претстави како 

пребројлива унија на совршени попарно дисјунктни непразни множества. Имено, 
0,1 D  и ако за низите , 1,2,3,...ia i   и , 1,2,3,...ib i   од лема I 27.4 земеме  

 

1
2 3

,iia


  2 3 1
2 3

, 1, 2,...
i

iib i 


  , 
 

тогаш ,i ia b D , за секој 1,2,3,...i  , па затоа множествата  
 

1 1 1[ , ], [ , ]i iD a b D a a   и 1[ , ]i iD b b   1, 2,3,...i   
 

се непразни совршени попарно дисјунктни множества и  
 

1 1 1 1
1

(0,1) ( [ , ]) ( ( [ , ]) ( [ , ]))i i i i
i

D D a b D a a D b b


 


       . 

 

Конечно: ( (0,1)) {0,1}D D   .   

 
11.10. Пример. Со A  да го означиме множеството од сите средини на до-

пирните интервали, кои се подмножества од [0,1] , на Канторовото множество D . 

Определете го неговото изводно множество 'A , неговиот затворач A  и множест-

вото ''A . Разложете го множеството A  на унија на совршено и пребројливо мно-
жество.  
 

Решение. Од конструкцијата на множеството A  и Канторовото мно-
жество D  следува дека 'A D , (зошто A ?). Според тоа,  
 

A A D   и ''A D . 
 

Множеството  е пребројливо и за секоја точка x A  постои околина која 
ја содржи само точката x . Имено, тоа е допирниот интервал кој ја содржи точката 

x , па значи ниедна точка од A  не е точка на кондензација за A . Од конструк-
цијата на Канторовото множество следува дека секоја негова точка е точка на 

кондензација за A . Според тоа, бараното претставување е A A D  .  
 

11.11. Пример. Нека D  е Канторовото множество и [0,1], 1, 2,...iU i    

се неговите допирни интервали. Да го разгледаме множеството A , кое е унија на 

Канторовото множество, интервалите 
3

4 4
[ , ]n n

n na a
    и точките  каде што na  се 

левите крајни точки на допирниот интервал ( , )n n nU a b  и n n nb a   .  
   

  Докажете дека множеството A  е затворено и разложете го како унија на 
совршено и пребројливо множество.  
 

Решение. Лесно се гледа дека множеството A  е затворено. Бараното разло-
жување е A K B  , каде што  
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3
4 4

1
( [ , ])n n

n n
n

K D a a
 


     и 

7
8 8

1
{ , }n n

n n
n

B a a
 


   .  

 
 
 
12. ЗАДАЧИ   

 

1. Докажете дека низата 
2

2
2 2

1
n n

n n
a  


 , 1n   конвергира кон бројот 2.  

 

2. Пресметајте ја границата на низата 1 1

n n

n n
a b

n a b
a  




 , каде што , 0a b  .  
 

3. Пресметајте ги границите на низите:  

а) n
n nb a , 0na  , за секој 1n  , ако lim 0n

n
a a


  ,  

б) 1 2 ...n n nn
n kb a a a    , каде 0ia   за 1, 2,...,i k ,  

в) 1
1 1...k kn

n k kb n a n a n a
      и  

г) 
2

2
1 ( ) , 1n nan

nb a a    .  
 

4. Пресметајте ги границите на низите:  

а) 2 2(1 )(1 )...(1 )n
na x x x    , каде што | | 1x  ,   

б) 1
1 2

a  , 1 1
n

n nn
a a  , за 1n  ,   

в) 1 1a  , 1
1

1

n

n in
i

a a


  , за 1n  ,  

г) 2(1 )(1 )...(1 )

n

n
a

n a a a
a

  
 , 1a   , и   

д) 1 1a  , 
3 3 3

3 3 3

(2 1)(3 1)...( 1)

(2 1)(3 1)...( 1)

n
n n

a   
  

 , за 2n  .  

 

5. Пресметајте ги границите:  

а) 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 ( 1)

lim ( ... )
n nn    

    ,  

б) 1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)

lim ( ... )
n nn     

    , 

в) 2 2 2
1 1 1
2 3

lim (1 )(1 )...(1 )
nn

    и   

г) 1 1 1
3 6 ( 1) / 2

lim (1 )(1 )...(1 )
n nn 

   . 

 

6. Докажете дека:  

а) lim 0,   1n
n

an
a


  ,   б) 

!
lim 0,

na
nn

a


 R ,  

в) 1
!

lim 0
n nn

 .     г) lim 0n
n
an




 , ,a  R , | | 1a  .  
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7. Нека 1{ }n na 
  е низа реални броеви таква, што 0na  , за секој nN . 

Докажете дека lim | |n
n

a


   ако и само ако 1lim 0
nan
 .  

 

8. Докажете дека низата 1{ }n na 
  зададена со 1 2,a a a b   и 1

2 2
n na a

na 
  , за 

1n   конвергира и најдете ја нејзината граница.  
 

9. Низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се зададени со 1 13, 2a b  , 1 2n n na a b   , 

1n n nb a b    за 1n  . Најдете lim n
n

c


, каде  што n

n

a
n b

c  , за 1n  .  

 

10. Пресметајте ја границата 2 3
3 5 2 11

2 2 2 2
lim ( ... )n

n

n




    .  

 

11. Докажете дека низата 1{ }n na 
  зададена со 1 16, 6n na a a   , за 1n   е 

конвергентна и определете ја нејзината граница.  
 

12. Докажете дека низата 1{ }n na 
  зададена со 1 0a  , 1 1

1 2
( )

n
n n a

a a   , за 1n   е 

конвергентна и определете ја нејзината граница.  
 

13. Низата 1{ }n na 
  е зададена со 1 1a   и 

2(2 1)
1 3

n

n

a
n a

a


  , за 1n  . Докажете дека 

оваа низа конвергира и најдете ја нејзината граница.  
 

14. Низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се зададени со 1 1, , ( 0)a a b b a b     и 

1 2
n na b

na


  , 1n n nb a b  , за 1n  . Докажете дека овие низи конвергираат 

кон иста граница.  
 

15. Низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  се зададени со 1 1, , ( 0)a a b b a b     и 

1 2
n na b

na


  , 
2

1
n n

n n

a b
n a b

b   , за 1n  . Докажете дека  lim limn n
n n

a b ab
 

   

 

16. Докажете дека низата 1{ }n na 
  определена со 1 0a c  , 

6(1 )
1 7

n

n

a
n a

a


  , за 

1n   конвергира. Најдете ја нејзината граница.  
 

17. Докажете дека низата 1{ }n na 
  определена со 

2 2

1 1
ab c

a
a 

 , 
2 2

1 1
nab a

n a
a


  , 

за 1n  , каде што 0 , 0c b a    е конвергентна и најдете ја нејзината 

граница.  
 

18. Во зависност од параметарот   да се испита конвергентноста на низата 

1a  , 
2 1

1 2
na

na


  , за 1n  .  
 

19. За низата 1{ }n na 
  важи 1 0a    и 2 21 1 1 1 1

14 2 4 2 2n n n na a a a     . За кои 

вредности на параметарот   низата конвергира?  
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20. За кои вредности на параметарот 6    низата { }na  зададена со 1a  , 
22 4

1 6
n n

n

a a
n a

a
 

   за 1n   е конвергентна? За најдените вредности на   

определете ја границата на низата.  
 

21. Докажете дека 1 1 1
2! 3! !

lim (1 1 ... )
nn

e


      .  

 

22. Нека 1{ }n np 
  и 1{ }n nq 

  се произволни низи такви, што lim n
n

p


   и 

lim n
n

q


  . Докажете дека 1 1lim (1 ) lim (1 )n n

n n

p q
p qn n

e
 

    .  

 

23. Докажете дека:  

а) lim (1 )n kk
nn

e


  , за k N ,  б) lim (1 )n kk
nn

e


   за k N ,  

в) 1/1lim (1 )n k
knn

e


  , за k N ,  г) 1/1lim (1 )n k
knn

e


  , за k N  

д) lim (1 )q n q
nn

e


  , за qQ  

 

24. Нека  1{ }n na 
  е конвергентна низа и lim n

n
a a


 . Докажете дека  

1 2 1
2

( 1) ... 2
2

,n nna n a a a a
n

n       . 
 

25. Нека 1{ }n na 
 , 1{ }n nb 

  се конвергентни низи и lim n
n

a a


 , lim n
n

b b


 . 

Докажете дека   
1 2 1 1 2 1...

,n n n na b a b a b a b
n

ab n       . 
 

26. Нека  1{ }n na 
  е конвергентна низа и lim n

n
a a


 . Пресметајте ги границите:  

а) 1

1
lim k

n a

n kn k 
  и   б) 1 2 1

2 11 2 2 2
lim ( ... )n n n

n

a a a a

n

 


    .  

 

27. Докажете дека 
1 2

...lim 1
n

n n ne e e
nn

e  


  . 

 

28. Нека 1{ }n na 
  е произволна низа и да ја разгледаме низата 1 2 ... na a a

n n
    , 

1n  . Ќе велиме дека низата 1{ }n na 
  конвергира кон a  во смисла на Цезаро 

ако низата 1{ }n n 
  конвергира кон a . Докажете ги следниве тврдења:  

а) ако низата 1{ }n na 
  конвергира кон a , тогаш 1{ }n na 

  конвергира кон a  и во 

смисол на Цезаро, и  
б) низата 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...  не е конвергентна, но таа конвергира во 

смисол на Цезаро.  
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29. Испитајте ја конвергентноста на низата 1{ }n na 
  определена со 1 1a  , 

2
1 1

n

n

a
n a

a


  , за 1n  . 
 

30. Докажете, дека ако за низата 1{ }n na 
  важи 0, 1na n   и 1lim lim 1

n
n an n

a
 

 , 

тогаш таа е конвергентна.  
 

31. Нека се дадени низите 1{ }n na 
  и 1{ }n nb 

  и нека lim n
n

a a


 R . Докажете 

дека  

lim ( ) limn n n
n n

a b a b
 

    и lim ( ) limn n n
n n

a b a b
 

   .  

Ако освен тоа 0a   и 0, 1nb n  , докажете дека важи  

lim ( ) limn n n
n n

a b a b
 

  и lim ( ) limn n n
n n

a b a b
 

 . 

 

32. Нека за низата 1{ }n na 
  важи 0, 1na n  . Докажете дека  

а) 1 2lim lim ...n
n n

n n
a a a a

 
 , и   б) 1 2lim lim ...n

n n
n n

a a a a
 

 .  

 

33. Докажете дека множеството 1L  од сите монотоно растечки низи природни 

броеви има кардинален број на континиум.  
 

34. Докажете дека множеството A  од сите низи реални броеви има кардинален 
број на континиум.  

 

35. Експлицитно докажете дека множеството ирационални броеви има кар-
динален број на континиум.  

 

36. Докажете дека множествата { | 0 1}A z z    и {( , ) | 0 , 1}B x y x y    се 

еквивалентни.  
 

37. Докажете дека множествата  
2 2{( , ) | 1, , }A x y x y x y   R  и 2 2{( , ) | 1, , }B x y x y x y   R  

се еквивалентни.  
 

38. Докажете дека множествата  
2 2{( , ) | 1, , }B x y x y x y   R  и 2 2{( , ) | 1, , }C x y x y x y   R  

се еквивалентни.  
 

39. Дадете пример на две секаде густи непребројливи заемно дисјунктни мно-
жества во R .  

 

40. Конструирајте пребројлива фамилија секаде густи непребројливи попарно 
заемно дисјунктни множества во R .  

 

41. Докажете дека пресекот на пребројлива фамилија отворени секаде густи 
множества во R  има кардинален број на континиум.  

 

42. Докажете дека множеството R  не може да се запише како пребројлива унија 
на попарно заемно дисјунктни затворени интервали.  
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43. Да се конструира непразно совршено никаде густо множество A  во R  такво, 
што A  I .  

 

44. Да се претстави интервалот [0,1]  како унија на две заемно дисјунктни мно-

жества A  и B , секаде густи на [0,1]  со својство: за секои , [0,1],      

множествата ( , ) A    и ( , ) B    имаат кардинален број на континиум.  
 

45. Нека A  е непразно совршено множество и 0x A . Докажете дека  

0{| | | }x y y A    I . 
 

46. Докажете дека кардиналниот број на множеството од сите  
а) отворени,   б) затворени,   в) совршени  
множества е еднаков на континиум.  

 

47. Нека 0A  е совршено никаде густо множество на интервалот [0,1] , а 1 1( , ),   

2 2( , ), ..., ( , ),...n n     се негови допирни интервали во однос на интервалот 

[0,1] , т.е. ( , ) [0,1] ( , )i i i ia b     каде што ( , )i ia b  е допирен интервал на 0A  

во однос на R . На секој интервал [ , ]i i   конструираме совршено никаде 

густо множество [ , ]i i iA   . Докажете дека  

а) множеството 
0

i
i

A A



   е совршено никаде густо на [0,1] ;  

б) сите допирни интервали на множествата , 1,2,3,...iA i   и само тие се до-

пирни интервали на множеството A , каде што под допирни интервали на 
множеството , 1,2,...iA i   ги подразбираме пресеците на интервалите [ , ]i i  , 

1, 2,3,...i   со допирните интервали на , 1,2,3,...iA i   во однос на R .  
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III  ГЛАВА  
 

ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ВО ТОЧКА.  
НЕПРЕКИНАТИ ФУНКЦИИ  
 

 
1. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ВО ТОЧКА  

  
1.1. Нека RA . Во оваа глава ќе ги разгледуваме функциите RAf : , 

каде што A .  
 

Дефиниција (Коши). Нека 
R0x  е точка на натрупување за мно-

жеството A  и RAf : . Бројот Rp  

го нарекуваме граница (гранична вред-
ност) на функцијата f  во точката 0x , 

ако за секој 0  постои 0)(    та-

ков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   ва-

жи  |)(| pxf  (цртеж 1).  
 

Во натамошните разгледувања фактот дека p  е граница на функцијата f  

во точката 0x  ќе го означуваме со  
 

)(lim
0

xfp
xx

  или 0,)( xxpxf  . 

 
1.2. Забелешка. Дефиницијата 1.1. може да се запише во обликот:  
 

)(lim
0

xfp
xx

 ако и само ако за секој 0  постои 0  таков  

што );(}){\);(( 00  pxxAf UU  . 

 
1.3. Пример. а) Нека RA  и cxf )( , за секој Rx , каде што Rc . 

Тогаш, за секој R0x  важи cxf
xx




)(lim
0

.  

 

Навистина, за секој 0  во дефиницијата 1.1 доволно е да земеме 1 . 
 

б) Нека RA  и 2)( xxf  , за секој Rx . Тогаш, за секој R0x  важи 
2
0)(lim

0

xxf
xx




.  

 

Без ограничување на општоста доволно е да ги разгледаме само оние 
вредности на x , за кои 1|| 0  xx . Најпрво да забележиме дека  

 

|||)|21(|2||||||||| 0000000
2
0

2 xxxxxxxxxxxxxx  . 
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Нека 0  е дадено. Ставаме },1min{
||21 0x   и добиваме дека за секој x  таков, 

што  || 0xx  важи  

    ||210000
2
0

2

0
|)|21(|)|21(|||)|21(||

x
xxxxxxx , 

што значи 2
0)(lim

0

xxf
xx




.  

в) Нека }1{\RA  и 
1
12

)( 


x
xxf , за секој Ax . Тогаш,  

2lim
1
1

1

2



 x

x

x
. 

 

Нека 0  е дадено. Ставаме    и добиваме 
дека за секој x  таков, што  |1| x , 1x  важи:  

 
 |1||21||2|
1
12

xx
x
x , 

што значи 2lim
1
1

1

2



 x

x

x
, цртеж 2.  

 
1.4. Дефиниција.  Нека R0x  е точка на натрупување за множеството 

A  и RAf : . За симболот   ќе велиме дека е граница на функцијата f  во 

точката 0x , ако за секој RC  постои 0  таков што за секој 0( ; )x A U x    

0\{ }x  важи Cxf )( .  
 

За симболот   ќе велиме дека е граница на функцијата f  во точката 

0x , ако за секој RC  постои 0  таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   

важи Cxf )( .  

 

1.5. Пример. Нека }0{\RA , 00 x  и 0,)( 2
1  xxf
x

. Тогаш,  
 




)(lim
0

xf
x

.   

 
1.6. Дефиниција. За симболот  , (  ), ќе велиме дека е точка на на-

трупување за множеството A  ако за секој RC  постои Ax  таков што 
Cx  , ( Cx  ).  

 

Нека 0x  е точка на натрупување за множеството A . Бројот Rp  

го нарекуваме граница на функцијата f  кога x  ако за секој 0  постои 

RC  таков, што за секој Ax , Cx   важи  |)(| pxf .  
 

Притоа пишуваме pxf
x




)(lim .  

 

1.7. Пример. а) Нека ),0( A , 0x  и 0,)( 1  xxf
x

. Тогаш 

0lim 1 
 xx

.  
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Навистина, ако 0  е дадено, тогаш при 
1C  добиваме дека за секој 

Cx   важи 1 1 1| 0 |
x x C

    , што значи 0lim 1 
 xx

.  

 

б) Нека 1a , ),0( A  и R . Ако Axxf xa
x  ,)(


, тогаш  

0)(lim 


xf
x

. 

 

Нека 0  е дадено. Имаме 0lim )1( 

 na

n

n


, па затоа за даденото 0  

постои N0n , таков, што за секој 0nn   важи 



na

n )1( . Ставаме 0nC   и 

добиваме дека за секој Cx   важи  
 

[ ]

([ ] 1)| 0 |x x x

xx x
a a a

 
    , 

 

бидејќи 0[ ]x x n C   .  

 
1.8. Забелешка. Од примерот 1.7 б) следува дека: ако 10  b , 

),0( A  и R , тогаш 0lim 


xb x

x
. Навистина, ако земеме 

a
b 1 , тогаш 

1a  и добиваме 0limlim 
 xa

x

x

x

x
xb

 .   

 

1.9. Пример. Докажете дека ex
xx




)1(lim 1 .  

 

Решение. Нека 0  е дадено. Од  
 

en
nn




)1(lim 1  и en
nn

 
)1(lim

1
1  

 

и дефиницијата на граница на низа следува дека за даденото 0  постои N0n , 

таков што за секој 0nn   важи:  
 

  ee n
n

)1( 1  и    ee n
n

)1(
1

1 . 
 

Ставаме 0nC   и добиваме дека за секој Cx   важи  
 

  
 ee x

x
x

x
x

x
1][

][
11][

1][
1 )1()1()1( , 

 

од што следува  |)1(| 1 ex
x

 т.е. ex
xx




)1(lim 1 .  

 

Користејќи го претходно докажаниот резултат, може да се докаже дека  
 

ex
xx




)1(lim 1  и ex x

x




1

)1(lim
0

. 

 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
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1.10. Забелешка. Аналогно на претходните разгледувања, се дефинираат 
границите  

 

R


pxf
x

)(lim , 


)(lim xf
x

, 


)(lim xf
x

, 




)(lim xf
x

 и 


)(lim xf
x

.  

 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
1.11. Дефиниција (Хајне). Нека 0x  е точка на натрупување на множест-

вото RA  и RAf : . Точката p  ја нарекуваме граница на функцијата f  во 

точката 0x , ако за секоја низа 1{ }n nx 
  таква, што  

 

1) Axn  , 0xxn  , за секој 1n , и  

2)  nxxn ,0 ,  
 

важи ( ) ,nf x p n  .  

 
1.12. Теорема. Дефинициите за граница на функција во точка по Коши и 

Хајне се еквивалентни.  
 

Доказ. Забележуваме дека во дефиницијата 1.11 не се исклучени случаите 
кога },{,0 px . Теоремата ќе ја докажеме во случајот кога Rpx ,0 .  

 

Нека )(lim
0

xfp
xx

  во смисла на дефиниција 1.1 и нека 1{ }n nx 
  е 

произволна низа која ги задоволува условите 1) и 2) од дефиниција 1.11. Ќе 
докажеме дека  npxf n ,)( . Нека 0  е дадено. Од дефиниција 1.1 

следува дека  
 

0 , Ax ,  || 0xx , 0xx   важи  |)(| pxf .  (1) 
 

Од дефиницијата за граница за низа следува дека за бројот 0   
 

N 0n , 0nn   важи  || 0xxn .    (2) 
 

Од (1) и (2) следува дека за секој 0nn   важи  |)(| pxf n , што значи дека 

)(lim
0

xfp
xx

  во смисла на дефиниција 1.11.  

 

Обратно, нека )(lim
0

xfp
xx

  во смисла на дефиниција 1.11 и да 

претпоставиме дека p  не е граница на функцијата f  во точката 0x  во смисла на 

дефиниција 1.1. Тогаш:  
 

0*  , 0 , Ax   ,   || 0xx , 0xx   важи *|)(|   pxf .    (3) 
 

Нека сега 
nn
1  и 

n
xxn  за 1n . Низата 1{ }n nx 

  го задоволува 

условот 1) од дефиниција 1.11, а исто така го задоволува и условот 2), бидејќи 
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nn xx 1
0 ||  , за 1n . Затоа, согласно со дефиниција 1.11 важи ( ) ,nf x p  

n  , што противречи на условот (3). Сега тврдењето следува од добиената 
противречност.   
 
 
 

2. СВОЈСТВА НА ГРАНИЦАТА НА ФУНКЦИЈА ВО ТОЧКА  
 

2.1. Теорема. Ако 01,)( xxpxf   и 02 ,)( xxpxf  , тогаш 

21 pp  .  
 

Доказ. Нека 21 pp  . Земаме 0  таков, што 
2

|| 21 pp  . Притоа важи: 

1 2( ; ) ( ; )U p U p    . Од 01,)( xxpxf   следува дека постои 01   таков, 

што за секој 0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  |)(| 1pxf . Од 02 ,)( xxpxf   

следува дека постои 02   таков што за секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

 |)(| 2pxf . Нека },min{ 21   . Значи, за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

 |)(| ipxf , 2,1i , па затоа:  

||22|)(||)(||| 212
||

2121
21 pppxfpxfpp pp   , 

 

што е противречност. Од добиената противречност следува 21 pp  .   

 
2.2. Теорема. Нека за R0x , R


pxf

xx
)(lim

0

 и pq  . Тогаш, постои 

0  таков, што за секој Ax ,  || 0xx , 0xx   важи qxf )( .  
 

Доказ. Согласно со дефиниција 1.1, за бројот pq  , постои 0  

таков, што Ax ,  || 0xx , 0xx   важи  |)(| pxf , односно важи 

qpxf  )( .  

 
2.3. Теорема. Нека RAf : , RAg :  се такви, што за секој Ax  

важи )()( xgxf  . Ако pxf
xx




)(lim
0

 и qxg
xx




)(lim
0

, тогаш qp   односно  

 

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 

 . 

 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е произволна низа која ги задоволува условите 1) и 

2) од дефиниција 1.11. Тогаш, )()( nn xgxf  , за секој 1n  и како pxf n
xx




)(lim
0

 

и qxg n
xx




)(lim
0

, од теорема II 2.5 следува qp  .  

 

2.4. Пример. Нека ),0( A . Докажете дека за секој Nn  и за секој 

Ax 0  важи  
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nn

xx
xx 0

0

lim 


. 

 

Решение. Бидејќи 00 x  можеме да земеме txx  0 , каде што 0|| xt  . 

Од 0xx   следува 0t . Притоа се исполнети неравенствата:  
 

)1(1
00

||
000 x

tnn
x
tnn xxtx   и )1(1

00

||
000 x

tnn
x
tnn xxtx  . 

 

Сега, од теорема 2.3 следува  
 

n
x
tn

t
n

tx
tn

t
n xxtxxx 0

||
0

0
0

0

||
0

0
0 )1(limlim)1(lim

00



,  

т.е.  
nn

xx
xx 0

0

lim 


.  

 
2.5. Лема. Нека 0x  е точка на натрупување на множеството A , 

RAf :  и нека R


pxf
xx

)(lim
0

. Тогаш, постојат 0  и 0M  такви, што за 

секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи Mxf |)(| .  
 

Доказ. Од pxf
xx




)(lim
0

 следува дека за 1  постои 0  таков, што за 

секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1|)(|  pxf . Но, тогаш   
 

||1|||)(||)(||)(| pppxfppxfxf  , 
 

за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x  , т.е. 0||1  pM  и 0  се бараните константи.  

 
2.6. Лема. Нека 0x  е точка на натрупување на множеството A , 

RAg :  и qxg
xx




)(lim
0

. Тогаш, |||)(|lim
0

qxg
xx




.  

 

Доказ. Нека 0  е дадено. Тогаш, постои 0  таков, што за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  |)(| qxg .  
 

Значи, постои 0  таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

 |)(|||||)(|| qxgqxg , т.е. |||)(|lim
0

qxg
xx




.  

 
2.7. Лема (за запазување на знакот). Нека  0x  е точка на натрупување 

на множеството A , RAg :  и R


qxg
xx

)(lim
0

, 0q . Тогаш постојат 0  и 

0c  такви, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

cxg )( , ако 0q ,     (1) 
 

cxg )( , ако 0q .     (2) 
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Доказ. Нека R


qxg
xx

)(lim
0

, 0q . Тогаш, од дефиницијата за граница 

на функција следува дека за 
2
||q  постои 0  таков што за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
2
||

2
|| )( qq qxgq  .  

 

Според тоа, ако 0q , тогаш за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

)(
2
||

2
|| xgq qq  , т.е. неравенството (1) важи за 

2
||qc  , а ако 0q , тогаш за секој 

2
||

2
||)( qqqxg  , т.е. неравенството (2) повторно важи за 

2
||qc  .  

 
2.8. Последица. Нека 0x  е точка на натрупување на множеството A , 

RAg :  и R


qxg
xx

)(lim
0

, 0q . Тогаш, постои 0  таков што за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 
2
|||)(| qxg  .  

 

Доказ. Непосредно следува од неравенствата (1) и (2).  
 
2.9. Забелешка. Ако во точката 0x  за функцијата RAg :  постои бес-

конечна граница еднаква на   или  , тогаш за секој 0c  важи тврдење ана-
логно на тврдењето во лема 2.7. Точноста на ова тврдење непосредно следува од 
дефиниција 1.4 за бесконечна граница на функција.  

 
2.10. Теорема. Нека 0x  е точка на натрупување на множеството A , 

RAf :  и RAg : . Ако границите pxf
xx




)(lim
0

 и qxg
xx




)(lim
0

 постојат, 

тогаш:  
 

а) )(lim)]([lim
00

xfCxCf
xxxx 

 , за секој RC ,  

 

б) )(lim)(lim)]()([lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 ,  

 

в) )(lim)(lim)]()([lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  и  

 

г) 
)(lim

)(lim

)(
)(

0

0

0

lim
xg

xf

xg
xf

xx xx

xx






, ако 0q .  

 
 

Доказ. а) Ако 0C , тогаш тврдењето е очигледно. Нека претпоставиме 

дека 0C  и 0  е дадено. Земаме 
||1 C

  . Според дефиниција 1.1 постои 

0)( 1    таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 
||1|)(|

C
pxf   , 

односно важи  |)(| CpxCf , што значи  
 

)(lim)]([lim
00

xfCxCf
xxxx 

 .  



 188

б) Нека 0  е дадено. За 
21
  , според дефиниција 1.1 постои 

0)( 111    таков, што за секој 0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1|)(|  pxf  и 

постои 0)( 122    таков, што за секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

1|)(|  qxg . Земаме },min{ 21    и добиваме дека за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

  11|)(||)(||)()()(| qxgpxfqpxgxf , 
 

односно )(lim)(lim)]()([lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 .  

 

в) Според лема 2.5 постојат 01   и 01 M  такви, што за секој 

0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1|)(| Mxf   и постојат 02   и 02 M  такви што за 

секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 2|)(| Mxg  .  
 

Според тоа, постојат },min{* 21    и },max{ 21 MMM   такви, што за 

секој 0 0( ; *) \{ }x A U x x   важи  
 

MqxgMpxfpqxgxgpxfpqxgxf  |)(||)(||||)(||)(||)(||)()(| . 
 

Ако 0  е дадено, тогаш постои 0'  таков, што за секој 

0 0( ; ') \{ }x A U x x   важи 
M

pxf
2

|)(|   и постои 0''   таков, што за 

0 0( ; '') \{ }x A U x x   важи 
M

qxg
2

|)(|  . Земаме }'','*,min{    и 

добиваме дека за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

  MMMqxgMpxfpqxgxf
MM 22

|)(||)(||)()(|  
 

што значи )(lim)(lim)]()([lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 .  

 
 

г) Од последица 2.6 следува дека постои 01   таков, што за секој 

0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи |||)(|
2
1 qxg  .  

 

Нека 0  е дадено. Тогаш, постои 02   таков, што за секој 

0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 
2
|| 2

|)(| qqxg  . Нека },min{ 21   . Тогаш, за се-

кој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

2

2

| ( ) | 2 | |1 1
( ) | | | ( )| 2| |

| | g x q q
g x q q g x q

 
    , т.е. 

)(lim
1

)(
1

00

lim
xgxgxx xx




.  

 

Конечно, од претходно изнесеното и од в), добиваме:  
 

)(lim

)(lim

)(
1

)(
1

)(
)(

0

0

0000

lim)(lim)(limlim
xg

xf

xgxxxxxgxxxg
xf

xx xx

xxxfxf





.  
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2.11. Забелешка. Точноста на претходната теорема непосредно следува и 
од дефиницијата на Хајне за граница на функција и соодветната теорема II 2.7 за 
граница на низа.  

 
2.12. Теорема. Нека RAf : , RBg : , BAf )(  и постојат конечни 

или бесконечни граници pxf
xx




)(lim
0

 и qyg
py




)(lim . Тогаш, постои и грани-

цата на функцијата RAfg :  кога 0xx   и притоа важи qxfg
xx




))((lim
0

.  

 

Доказ. Теоремата ќе ја докажеме само во случајот кога Rqp, . Од 

BAf )(  следува дека функцијата RAfg :  е добро дефинирана.  
 

Нека 0  е дадено. Од qyg
py




)(lim  следува дека постои 01   таков, 

што за секој 1( ; ) \{ }y B U p p   важи  |)(| qyg . За вака најдениот 01   

постои 0  таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1|)(|  pxf .  
 

Значи, постои 0  таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

1( ) ( ; ) \{ }f x y B U p p   , 
 

па затоа  |)(| qyg , т.е.  |))((| qxfg , односно qxfg
xx




))((lim
0

.  

 

2.13. Пример. а) Нека RA  и 



n

k

kn
k xaxP

0
)( , niai ,...,1,0, R . 

Докажете дека за секој R0x  важи )()(lim 0
0

xPxP
xx




.  

 

б) Нека RA  и 



n

k

kn
k xaxP

0
)( , niai ,...,1,0, R  и 00 a . Докажете 

дека 


|)(|lim xP
x

 и 


|)(|lim xP
x

.  

 

в) Нека RA  и  













 m

j

jm
j

n

k

kn
k

xb

xa
xR

0

0)( , mjniba ji ,...,1,0;,...,1,0,, R , 0, 00 ba . 

Докажете дека mnxR
x




 ako ,|)(|lim , 
0

0)(lim
b
a

x
xR 


, ако nm   и 

0)(lim 


xR
x

, ако mn  .  

 

Решение. а) Да ја разгледаме функцијата xxf )( , дефинирана на мно-

жеството RA . Нека R0x  и 0  е дадено. Земаме 0   е добиваме 

дека за секој Ax  таков, што  || 0xx  важи  
 

  |||)()(| 00 xxxfxf , 
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што значи дека за секој R0x  важи )()(lim 0
0

xfxf
xx




. Сега тврдењето следува 

од теорема 2.10 а), б), в) и пример 1.3. а).  
 

б) Лесно се гледа дека за доволно големи вредности на x  е важи нера-
венството:  

01 | |
0 2

0
| ( ) | | | | | | ... | | |n

n

n a aan k n n
k x xk

P x a x x a x


        . 

Сега, од теорема 2.3 следува  
0| |

2
lim | ( ) | lim | |

an

x x
P x x

 
    , 

т.е. 


|)(|lim xP
x

.  

 

в) Нека mn  . Лесно се гледа дека при доволно големи вредности на x  
важи неравенството:  

1
0

0

01
0

| ... |
| |
|2 |

| ... |
| ( ) | | | | |

n
n

m
m

aa
a

axn m n mx
b bb

b
x x

R x x x
  

 

  
    . 

Сега, од теорема 2.3 следува дека 


|)(|lim xR
x

.  

 

Нека mn  . Тогаш,  

n
n

n
n

x

b

x

b
b

x

a

x

a
a

xR





...

...

1
0

1
0

)( , 

па од теорема 2.10 следува дека 
0

0)(lim
b
a

x
xR 


.  

 

Нека mn  . Лесно се гледа дека при доволно големи вредности на x  
важи неравенството  

0

0

1
0

1
0 21

...

...
1)(

b
a

x
x

b

x

b
b

x

a

x

a
a

x nm

m
m

n
n

nmxR  



 

од што следува дека 0)(lim 


xR
x

.   

 
 
 

3. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ПО МНОЖЕСТВО 
 
3.1. Дефиниција. Нека RAf : , AE   и 0x  е точка на натрупување за 

множеството E . Границата во точката 0x  на рестрикцијата REf E : , на функ-

цијата f  на множеството E  ја нарекуваме граница на функцијата f  по мно-

жеството E  во таа точка, и ја означуваме со )(lim
0

xf

Ex
xx




.  
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Според тоа, )(lim)(lim
00

xfxf E
xx

Ex
xx 




 , т.е. поимот граница на функција по 

множество AE   не е нов поим во однос на поимот граница на функција, туку 
тоа едноставно е граница во смисла на дефиниција 1.1 на функција која е 
рестрикција на дадената функција на множеството AE  .  
 

3.2. Пример. Да ја разгледаме функцијата на Дирихле RR :f  опреде-

лена со  









I

Q

x

x
xf

,0

,1
)( . 

 

Тогаш во точката 00 x  нејзината граница по множеството Q  е еднаква на 1, т.е. 

1)(lim
0






xf

x
x

Q

, а по множеството ирационални броеви е еднаква на 0: 0)(lim
0






xf

x
x

I

.  

 

Според тоа, )(lim
0

xf
x

 не постои, бидејќи во дадениот случај егзистенци-

јата на границата на низата 1{ ( )}n nf x 
 , кога n , во дадениот случај зависи од 

изборот на низата 1{ }n nx 
 , која конвергира кон 0.   

 
3.3. Во претходниот пример видовме дека во точката 0x  може да постои 

границата на функцијата RAf :  по множеството AE  , но тоа не значи дека 

постои границата на функцијата во точката 0x .  
 

Обратно, ако постои граница на функцијата RAf :  во точка 0x  и ако 

0x  е точка на натрупување на множеството AE  , тогаш постои )(lim
0

xf

Ex
xx




, т.е. 

точна е следната лема.  
 
 

Лема. Ако RAf : , AE   и 0x  е точка на натрупување за мно-

жеството E  и постои границата pxf
xx




)(lim
0

 на функцијата f  во точката 0x , 

тогаш во таа точка постои и границата на функцијата f  по множеството E  и 

овие две граници се еднакви меѓу себе, т.е.  
)(lim)(lim

00

xfxf
xx

Ex
xx 




 .     (1) 

Доказ. Нека 1{ }n nx 
  е произволна низа во множеството E  таква што 

0lim xxn
n




. Од AE   следува дека 1{ }n nx 
  е низа во множеството A  таква, 

што 0lim xxn
n




. Но, pxf
xx




)(lim
0

 па затоа pxf n )( , n  ,  што според 

дефиниција 1.11 значи дека pxf

Ex
xx






)(lim
0

. Јасно,  
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)(lim)(lim
00

xfpxf

Ex
xxxx




 , 

 

т.е. равенството (1) важи.  
 

3.4. На крајот од овој дел ќе докажеме уште едно едноставно, но за ната-
мошните разгледувања корисно тврдење.  

 

Лема. Нека RAf : , AE 1 , AE 2 , 1E , 2E  и 0x  е точка 

на натрупување за множествата 1E  и 2E .  
 

Ако во точката 0x  функцијата f  има еднакви граници (конечни или бес-

конечни) по множествата 1E  и 2E , тогаш таа ја има истата граница и по нивната 

унија.  
 

Доказ. Ако pxfxf

Ex
xx

Ex
xx









)(lim)(lim

2
0

1
0

, тогаш за секој 0  постои 0  

таков, што:  
 

1 0 0( ( ; ) \{ }) ( ; )f E U x x U p    и 2 0 0( ( ; ) \{ }) ( ; )f E U x x U p   . 
 

Но, тоа значи дека за секој 0   постои 0   таков, што:  
 

1 2 0 0 1 0 0 2 0 0

1 0 0 2 0 0

(( ) ( ; ) \{ }) (( ( ; ) \{ }) ( ( ; ) \{ }))

( ( ; ) \{ }) ( ( ; ) \{ })

(

                                                

                                                

f E E U x x f E U x x E U x x

f E U x x f E U x x

U p

  
 

     

   

 ; ) ( ; ) ( ; )U p U p   
 

 

т.е. pxf

EEx
xx






)(lim

21
0

.   

 
 
 

4. ЕДНОСТРАНИ ГРАНИЦИ. ЕГЗИСТЕНЦИЈА НА 
ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА ВО ТОЧКА  

 
4.1. Пред да го воведеме поимот за еднострана граница на функција во 

точка, за произволно множество RA  и точка R0x  ќе дефинираме две мно-

жества и тоа:  
},|{),()( 000 xxAxxxAxA   и 

},|{),()( 000 xxAxxxAxA  .  

 
Дефиниција. Нека RAf :  и R0x . За точката p  ќе велиме дека е 

граница на функцијата f  од лево (соодветно од десно) кога 0xx  , ако таа е 

граница на функцијата f  по множеството )( 0xA  (соодветно по множеството 

)( 0xA ), т.е. ако pxf

xAx
xx






)(lim

)( 0
0

 (соодветно pxf

xAx
xx






)(lim

)( 0
0

).  
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Границите од лево и од десно на функцијата f  во точката 0x  ги нареку-

ваме еднострани граници на функцијата f  во точката 0x .  

 
4.2. Забелешка. За границите од лево и од десно на функцијата 
RAf : , во точката R0x  ќе ги користиме ознаките )0( 0 xf  или )(lim

0

xf
xx 

 

и )0( 0 xf  или )(lim
0

xf
xx 

, соодветно. Според тоа,  

 

)(lim)(lim

)( 0
00

xfxf

xAx
xxxx







  и )(lim)(lim

)( 0
00

xfxf

xAx
xxxx







 . 

 

Поимот граница на функција од лево (од десно) кога 0xx  , како и вооп-

што поимот граница на функција кога 0xx  , има смисла само кога точката 0x  е 

точка на натрупување на множеството )( 0xA , ( )( 0xA ). Бидејќи секое од овие 

множества лежи на една страна од точката 0x , добиваме дека таа е точка на натру-

пување на )( 0xA , ( )( 0xA ) ако и само ако )(sup 00 xAx  , ( )(inf 00 xAx  ).  

 
4.3. Теорема. Функцијата RAf :  има граница во точката  
 

)(inf)(sup 000 xAxAx   , )()( 00 xAxA    
 

ако и само ако во точката 0x  постојат левата и десната граница на функцијата f  

и тие се еднакви меѓу себе.  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека  
 

pxf
xx




)(lim
0

, )(inf)(sup 000 xAxAx    и )()( 00 xAxA   . 

 

Според лема 3.3 во точката 0x  постои граница на функцијата f  по секое мно-

жество E , за кое 0x  е точка на натрупување, и оваа граница е еднаква на p . Но, 

тоа значи дека постојат едностраните граници на функцијата f  во точката 0x  и 

тие се еднакви меѓу себе.  
 

Обратно, нека во точката )(inf)(sup 000 xAxAx    важи  
 

pxfxf
xxxx


 

)(lim)(lim
00

. 

 

Тогаш, од )()(}{\ 000 xAxAxA    и од лема 3.4 следува дека постои 

)(lim
0

xf
xx

 и притоа pxf
xx




)(lim
0

.  

 
4.4. Пример. Да ја разгледаме функцијата  
 














0,1

0,0

0,1

sign)(

x

x

x

xxf . 
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За оваа функција едностраните граници во точката 00 x  постојат и притоа важи 

1)(lim
0




xf
x

 и 1)(lim
0




xf
x

. Од теорема 4.3 следува дека )(lim
0

xf
x

 не постои, 

што лесно може да се види и ако се искористи дефиницијата на Хајне за граница 

на функција и се разгледа низата 1,)1(   nx
nn

n

 која очигледно тежи кон 0, но 

низата 1{ ( )}n nf x 
  не е конвергентна.  

 
4.5. Дефиниција. Нека RA  и RAf : . За функцијата f  ќе велиме 

дека монотоно не опаѓа на A  (монотоно не расте на A ), ако за секои Axx 21,  

такви што 21 xx   важи )()( 21 xfxf  , ))()(( 21 xfxf  , цртеж 3.  
 

За функцијата f  ќе велиме дека монотоно расте на A  ( монотоно опаѓа 

на A ), ако за секои Axx 21,  такви, што 21 xx   важи )()( 21 xfxf  , 

))()(( 21 xfxf  , цртеж 3.  

 
   4.6. Пример. а) Функ-

цијата 2)( xxf  , Rx  

монотоно опаѓа на ин-
тервалот )0,( , а мо-

нотоно расте на интер-
валот ),0(  .  

 

    б) Функцијата  
xxf sign)(   

монотоно не опаѓа на 
целата реална права.  

 

    в) За фунцијата на 
Дирихле, пример 3.2, не 
постои интервал на кој 

таа монотоно не опаѓа или монотоно не расте (зошто?).  
 
4.7. Дефиниција. Нека RA  и 
RAf : . За функцијата f  ќе велиме дека 

е ограничена од долу (ограничена од горе) на 
множеството A , ако постои Rm  ( RM ) 
таков што )(xfm  , ( Mxf )( ) за секој 

Ax , цртеж 4.  
 

За функцијата f  ќе велиме дека е 

ограничена на множеството A  ако таа е ог-
раничена и од горе и од долу на A .  

 

Јасно, ако функцијата f  е ограни-

чена на множеството A , тогаш постои 
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RC  таков што Cxf |)(| , за секој Ax , цртеж 5.  
 

Функциите под б) и в) од пример 4.6 се 
ограничени на R , а функцијата под а) од истиот 
пример не е ограничена на R .  

 
4.8. Теорема. Нека RA , RAf :  и 

R0x  е точка на натрупување за множеството 

 )( 0xA . Ако  
 

1) функцијата f  монотоно не опаѓа на 

A  и 
2) функцијата f  е ограничена на A ,  
 

тогаш постои )(lim
0

xf
xx 

.  

 

Доказ. Нека )}(|)({ 0xAxxfB  . Од ограниченоста на функцијата f  

следува дека множеството B  е непразно и ограничено, што според аксиомата за 
супремум значи постои Rp  таков што Bp sup . Ќе докажеме дека  

 

pxf
xx




)(lim
0

. 

 

Нека 0 . Од дефиницијата на супремум следува дека постои 0xx   таков 

што  pxf )( . Земаме xx  0  и бидејќи функцијата f  монотоно не опаѓа, 

добиваме дека за секој );()( 00 xxAx U   важи pxfxfp  )()( . Значи, 

за секој 0 0( ) ( ; )x A x U x    важи  |)(| pxf , па затоа pxf
xx




)(lim
0

.  

 
4.9. Забелешка. За функција која монотоно не расте и е ограничена важи 

аналогно тврдење на тврдењето од теорема 4.8. Деталите ги оставаме на читателот 
за вежба.  

 
4.10. Теорема (Кошиев критериум). Нека R0x  е точка на натрупува-

ње за множеството RA  и RAf : . Границата на функцијата f  во точката 

0x  постои ако и само ако  
 

за секој 0  постои 0  таков, што за секои  

0 0, ( ; ) \{ }x y A U x x   важи  |)()(| yfxf .           (1) 
 

Доказ. Нека границата на функцијата f  во точката 0x  постои. Тогаш, за 

секој 0  постои 0  таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

2
|)(|  pxf , 

каде што pxf
xx




)(lim
0

. Но, тоа значи дека за секои 0 0, ( ; ) \{ }x y A U x x   ва-

жи:  
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22

|)(||)(||)()(| pyfpxfyfxf , 
 

т.е. условот (1) важи.  
 

Обратно, нека е исполнет условот (1). Нека 1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

  се две низи 

кои ги задоволуваат условите 1) и 2) од дефиниција 1.11. Тогаш, низата 1{ }n nz 
 , 

каде што kk xz 12  и kk yz 2 , за 1k  исто така ги задоволува условите 1) и 2) 

од дефиниција 1.11. Ќе докажеме дека низата 1{ ( )}n nf z 
  е конвергентна. Нека 

0  е дадено и 0  е такво што е исполнет условот (1). Бидејќи 0 ,nz x  

n  , од дефиницијата на граница на низа следува дека за бројот 0  постои 
10 n  таков што за секој 0nn   важи  || 0xzn . Но, тогаш од условот (1) сле-

дува дека за секои 0, nnm   важи  |)()(| mn zfzf , т.е. низата 1{ ( )}n nf z 
  е Ко-

шиева, што значи дека е конвергентна, т.е. постои Rp  таков што ( ) ,nf z p  

n  , од што следува: 
 

 npyfpxf nn ,)(,)(  т.е. pxf
xx




)(lim
0

.  

 
4.11. Забелешка. Претходната теорема важи и кога точката на натрупу-

вање на множеството RA  е 0x , и тогаш Кошиевиот услов (1) може да се 

запише во обликот:  
 

за секој 0  постои 0  таков, што за секои  
Ayx ,  такви, што || x , || y  важи  |)()(| yfxf .             (2) 

 
Во случај на еднострани граници, Кошиевиот услов може да се запише во 

обликот:  
 

за секој 0  постои 0x  за граница од лево ( 0x  

за граница од десно) таков, што за секои Ayx ,  кои ги 

задоволуваат условите 0xx   и 0xy   (соодветно 

0xx   и 0xy  ) важи  |)()(| yfxf .                     (3) 

 
На читателот му препорачуваме самостојно да ги докаже аналогните 

тврдења на теорема 4.10 кога се исполнети условите (2) и (3).  
 
 
 
5. НЕПРЕКИНАТИ ФУНКЦИИ  
 
5.1. При разгледувањето на граница на функција RAf : , кога 0xx   

можни се два случаја: или Ax 0  или Ax 0 . Случајот Ax 0  е од посебен 

интерес, бидејќи доведува до важен поим, а тоа е непрекинатост на функција. 
Пред да поминеме на изучувањето на овој поим, ќе ја разгледаме следнава лема.  
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5.2. Лема. Нека RAf :  и Ax 0 . Тогаш функцијата f  има граница 

во точката 0x  ако и само ако  
 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




.     (1) 

 

Доказ. Нека условот (1) е исполнет. Од дефиницијата на граница на функ-
ција следува дека функцијата f  има граница во точката 0x  и таа е еднаква на 

)( 0xf .  
 

Обратно, нека функцијата f  има граница во точката 0x , еднаква на p , 

т.е. pxf
xx




)(lim
0

. Тоа значи дека за секоја низа 1{ }n nx 
  таква што  Axn  , за 

секој 1n  и  nxxn ,0 , важи pxf n
n




)(lim .  

 

Но, Ax 0 , па затоа последното равенство важи и за низата 1{ }n nx 
 , 

0xxn  , за секој 1n , т.е. важи pxf
n




)(lim 0 . Но, )()(lim 00 xfxf
n




, па од 

последните две равенства следува дека )( 0xfp  . Според тоа, за секоја низа 

1{ }n nx 
  таква што Axn  , за секој 1n  и  nxxn ,0  важи  

 

)()(lim 0xfxf n
n




, 

 

што значи важи условот (1).  
 
5.3. Дефиниција. Нека R0x  е точка на натрупување за множеството 

RA , Ax 0  и RAf : . Функцијата f  ќе велиме дека е непрекината во 

точката 0x  ако  
 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




, 

 

т.е. ако  
 

)lim()(lim
00

xfxf
xxxx 

 .  

 

Ако функцијата RAf :  е непрекината во секоја точка од множеството 

A , тогаш ќе велиме дека таа е непрекината на множеството A . Класата од сите 
непрекинати функции на множеството A  ќе ја означуваме со )(AC .  

 

Ако функцијата f  не е непрекината во точката Ax 0 , тогаш ќе велиме 

дека таа е прекината во точката 0x .  

 
5.4. Забелешка. Ако ги искористиме дефинициите на Коши и Хајне за 

граница на функција во точка, тогаш ги добиваме следниве две дефиниции за не-
прекинатост на функција во точка, кои се еквивалентни на дефиницијата 5.3.  

 



 198

5.5. Дефиниција (Коши). Функцијата f  е непрекината во точката 0x , 

ако за секој 0  постои 0  таков, што за секој 0( ; )x A U x    важи 

 |)()(| 0xfxf .  

 
5.6. Дефиниција (Хајне). Функцијата f  е непрекината во точката 0x , 

ако за секоја низа 1{ }n nx 
  која ги задоволува условите  

 

1) Axn  , за секој 1n , и  

2)  nxxn ,0 ,  
 

важи  nxfxf n ),()( 0  т.е. lim ( ) ( lim )n n
n n

f x f x
 

 .  

 
5.7. Забелешка. Ако за точката 0x  постои 0  таков, што 0( ; )U x    

A , т.е. ако точката 0x  е внатрешна за множеството A , тогаш дефиницијата на 

Коши за непрекинатост на функцијата f  во точката 0x  може да се запише во 

видот:  
 

за секој 0  постои 0  таков, што 0 0( ( ; )) ( ( ); )f U x U f x   

т.е.  
за секоја околина V  на точката )( 0xf  постои  

околина U  на точката  0x  таква, што VUf )( .  
 

Ако во равенството )()(lim 0
0

xfxf
xx




, константата )( 0xf  ја префрлиме 

на левата страна и ја внесиме под знакот за граница и забележиме дека ознаката 

0xx   е еквивалентна со ознаката 00  xx , добиваме  
 

0)]()([lim 0
00




xfxf
xx

. 

 

Разликата 0xx   ја нарекуваме нараснување на аргументот и ја означуваме со 

x , а разликата )()( 0xfxf   ја нарекуваме нараснување на функцијата и ја оз-

начуваме со y . Според тоа,  
 

0xxx  , )()( 0xfxfy  , Axx 0,  
 

и при овие ознаки имаме 0lim
0




y
x

, што значи дека непрекинатоста на функци-

јата означува дека на произволно мали нараснувања на аргументот соодветствува-
ат произволно мали нараснувања на функцијата.  

 

5.8. Пример. Функцијата 
x

xf 1)(   е непрекината во секоја точка 00 x .  
 

Навистина, од  
 

0000 )(
11

00 )()(
xxx

x
xxx

xfxxfy 
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при 00 x  добиваме  
 

0limlim 2
000

0

0

00

0
)(lim

lim

)(00
 






 



xxxx

x

xxx
x

xx x

xy  

 

што значи дека функцијата 
x

xf 1)(   е непрекината во точката 00 x .  

 
5.9. Пример. Да ја разгледаме Римановата функција  
 

1 , ако , НЗД( , ) 1
( )

0, ако {0}

m
n n

x m n
f x

x

   
  I

 

 

Нека 00 
n
mx  е произволен рационален број. Тогаш, постои низа ирационални 

броеви }{ n  таква, што 0lim xn
n



 . Но, тогаш  

 

)(0)(lim 0
1 xff
nn

n



  

што значи дека Римановата функција е прекината во секоја рационална точка 
00 x .  

 

Нека I0x  и 1{ }n n 
  е произволна низа таква, што 0lim xn

n



 . Ако 

низата 1{ }n n 
  содржи конечно многу рационални членови, тогаш јасно  

 

)()(lim 0xff n
n




 . 

Нека низата 1{ }n n 
  содржи бесконечно многу рационални членови. Да ја раз-

гледаме нејзината подниза 1{ }
kn n 

 , Q
kn . Тогаш, ,k

k k

p
n q

   ( , ) 1NZD k kp q   

и 


k
k

qlim  (зошто?), па затоа  

)(0lim)(lim)(lim 0
1 xfff
kk

k
k qkq

p

k
n

k



 , 

 

од што следува дека )(0)(lim 0xff n
n




 , т.е. Римановата функција е непреки-

ната во секоја ирационална точка.  
 

Аналогно како и за ирационалните точки се докажува дека Римановата 
функција е непрекината во точката 00 x . Деталите ги оставаме на читателот за 

вежба.   
 
5.10. Дефиниција. За точката Ax 0  ќе велиме дека е изолирана точка 

на множеството A , ако постои 0  таков, што 0 0( ; ) { }U x A x   . 
 

Да забележиме дека, затворачот A  на секое множество RA  е дис-
јунктна унија на точките на натрупување на множеството A  и изолираните точки 
на A  (проверете!).  
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Лесно се гледа дека сите точки од множеството N  се изолирани, а додека 
множествата Q  и I  не содржат изолирани точки.  

 
5.11. Лема. Нека RA  и RAf : . Тогаш f  е непрекината во секоја 

изолирана точка 0x  на множеството A .  
 

Доказ. Нека 0x  е изолирана точка на множеството A  и 0  е дадено. 

Тогаш, постои 0  таков, што 0 0( ; ) { }U x A x   , па затоа за секој   
 

 0|)()(||)()(| 000 xfxfxfxf , 

за секој 0 0( ; ) { }x U x A x   , т.е. функцијата f  е непрекината во точката 0x .  

 
5.12. Дефиниција. Нека RAf :  и AEx 0 . За функцијата f  ќе 

велиме дека е непрекината во точката 0x  по множеството E , ако  

)()(lim 0
0

xfxf

Ex
xx






. 

 

Со други зборови, функцијата f  е непрекината во точката Ex 0  по 

множеството E , ако во таа точка е непрекината рестрикцијата Ef  на таа функци-

ја на множеството E , односно ако )()(lim 0
0

xfxf EE
xx




.  

 
5.13. Пример. Функцијата на Дирихле (пример 3.2) е непрекината во точ-

ката 00 x  по множеството Q , бидејќи 1)(lim
0






xf

x
x

Q

, но е прекината во оваа 

точка бидејќи границата во точката 00 x  по множеството реални броеви не 

постои. Исто така, функцијата на Дирихле е прекината во секоја точка на реалната 
права.  

 
5.14. Дефиниција. Функцијата RAf :  ја нарекуваме непрекината од 

лево, соодветно од десно, во точката Ax 0 , ако  

)()(lim 0

)( 0
0

xfxf

xAx
xx






, 

соодветно ако  
)()(lim 0

)( 0
0

xfxf

xAx
xx






. 

 

Ако функцијата f  не е непрекината од лево (од десно) во точката 

Ax 0 , тогаш ќе велиме дека таа е прекината од лево (од десно) во точката 

Ax 0 .  

 
5.15. Забелешка. Непрекинатоста од лево и од десно на функцијата 
RAf :  во точката Ax 0  најчесто ќе ја разгледуваме во следните два случаја.  
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Нека 0x  и A  се такви, што постои 0  и Axx  ],( 00  . За функ-

цијата f  ќе велиме дека е непрекината од лево во точката Ax 0  ако 

за секој 0  постои 0  таков што од Axx  ],( 00   следува 

 |)()(| 0xfxf .  
 
 

Нека 0x  и A  се такви, што постои 0  и Axx  ),[ 00  . За функ-

цијата f  ќе велиме дека е непрекината од десно во точката Ax 0 , ако 

за секој 0  постои 0  таков што од Axx  ),[ 00  , следува 

 |)()(| 0xfxf .  

 
5.16. Лема. Функцијата RAf :  е непрекината во точката Ax 0  ако и 

само ако f  е непрекината од лево и од десно во точката 0x .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 5.3, 5.14 и равенството 
)()( 00 xAxAA   .  

 
5.17. Пример. Да ја разгледаме функцијата RR :f  дефинирана со 

( ) [ ]f x x . За секој Zn  важи ][][lim nnx
nx




, што значи дека оваа функција е 

непрекината од десно во секоја целобројна точка. Од друга страна, за секој 
,...2,1,0 n  важи ][1][lim nnnx

nx



, што значи дека оваа функција е пре-

кината од лево во целобројните точки, па затоа таа во овие точки е прекината. 
Лесно се гледа дека функцијата ( ) [ ]f x x  е непрекината како од лево, така и од 

десно во секоја точка на множеството ZR \ .   
  
 
 
6. ЕЛЕМЕНТАРНИ СВОЈСТВА НА  

НЕПРЕКИНАТИТЕ ФУНКЦИИ  
 
6.1. Лема. Нека функциите RAf :  и RAg :  се непрекинати во 

точката Ax 0 . Тогаш:  

1) за секој RC  функцијата Cf  е непрекината во точката 0x ;  

2) функцијата gf   е непрекината во точката 0x ;  

3) функцијата fg  е непрекината во точката 0x  и  

4) ако 0)( 0 xg , тогаш  функцијата 
g
f  е непрекината во точката 0x .  

 

Доказ. Непосредно следува од дефиниција 5.3 и теорема 2.10.  
 
6.2. Лема. Нека функцијата RAf :  е непрекината во точката Ax 0  и 

Rp  е таков што pxf )( 0 . Тогаш, постои 0  таков што за секој 

0( ; )x A U x    важи pxf )( .  
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Доказ. Непосредно следува од теорема 2.2 и дефиниција 5.3.   
 
6.3. Лема. Нека 0x  е точка на натрупување за множеството RA , 

RAf :  и постои R


pxf
xx

)(lim
0

 и нека функцијата RBg :  каде што 

BpAxxf  }{}|)({  е непрекината во точката p . Тогаш,   
 

)())((lim
0

pgxfg
xx




, т.е. ))(lim())((lim
00

xfgxfg
xxxx 

 . 

 

Доказ. Ако 1{ }n nx 
  е произволна низа која ги задоволува условите 1) и 2) 

од дефиниција 1.11, тогаш  npxf n ,)( . Сега повторно од дефиниција 1.11 

за границата на функцијата g  во точката p  и непрекинатоста на g  во точката p  

добиваме  npgxfg n ),())(( , што значи )())((lim
0

pgxfg
xx




, т.е.  

))(lim())((lim
00

xfgxfg
xxxx 

 .  

 
6.4. Лема (за непрекинатост на композиција на непрекинати функ-

ции). Нека функцијата RAf :  е непрекината во точката Ax 0 , BAf )(  и 

функцијата RBg :  е непрекината во точката )( 0xf . Тогаш функцијата 

RAh : , ( ) ( ( ))h x g f x , за секој Ax  е непрекината во точката 0x .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефиниција 5.3 и лема 6.3.  
 
6.5. Забелешка. Доказите на лемите 6.3 и 6.4 непосредно следуваат и од 

теорема 2.12 и дефиниција 5.3. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
6.6. Нека ( , )a b  R  и нека функцијата : ( , )f a b  R  монотоно не опаѓа на 

),( ba . Тогаш, од теорема 4.8 следува дека ако f  е ограничена на ),( ba , постои 

dxf
bx




)(lim , Rd , а ако f  не е ограничена на ),( ba , имаме 


)(lim xf
bx

. 

Аналогно е однесувањето на функцијата f  и кога  ax . На крајот од овој дел 

ќе ја докажеме теоремата за егзистенција и непрекинатост на инверзна функција.  
 
Теорема (за инверзна функција). Нека функцијата : ( , )f a b  R  ги 

задоволува условите:  
 

1) f  монотоно расте на ),( ba  и  

2) (( , ))f a bC .  
 

Означуваме cxf
ax




)(lim  и dxf
bx




)(lim . Тогаш, постои единствена функција 

),(),(: badcg   таква што:  

3) g  монотоно расте на ),( dc ,  

4) (( , ))g c dC  и  
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5) за секој ),( bax  важи ( ( ))g f x x  и за секој ),( dcy  важи 

yygf ))(( .  
 

Доказ. I. На почетокот ќе докажеме, дека за секој ),(0 dcy   постои 

единствен ),(0 bax   таков, што 00 )( yxf  .  
 

Да го разгледаме множеството })(|),({ 0yxfbaxM  .  
 

i) Множеството M . Навистина, од 0)(lim ycxf
ax




 добиваме дека 

за низата '
1{ }n nx 
  која ги задоволува условите  

a) 1),,('  nbaxn  и  

b)  naxn ,' ,  

важи  nycxf n ,)( 0
' , па затоа постои 11 n  таков, што за секој 1nn   е 

исполнето неравенството 0
' )( yxf n  , од што следува Mxn 

' .  

ii) Множеството M  е ограничено од горе. За низата ''
1{ }n nx 
  која ги 

задоволува условите  
 

a) 1),,(''  nbaxn  и  
 

b)  nbxn ,'' ,  
 

важи  nydxf n ,)( 0
'' , па затоа постои 12 n  таков што за секој 2nn   е 

исполнето неравенството 0
'' )( yxf n  , од што следува Mxn 

'' . Според тоа, ''
12nx  

е мајоранта на M . Да забележиме дека од условот 1) на теоремата следува дека за 
''

12 nxx  важи 
2

''
1 0( ) ( )nf x f x y  , па затоа Mx .  

 

Од аксиомата за супремум следува дека постои R0x  таков што 

Mx sup0   и како ''
10

'
1 21   nn xxx , добиваме дека ),(0 bax  .  

 

Ќе докажеме, дека 00 )( yxf  . Нека 0n  е таков, што за секој 0nn   важи 

bxxxa
nn
 1

00
1

0 . Од Mx sup0   и од условот 1) на теоремата следува 

дека Mx
n
 1

0 , кога 0nn  , па затоа 0
1

0 )( yxf
n
  кога 0nn  . Сега, ако го 

искористиме условот 2) од теоремата, добиваме 0
1

00 )(lim)( yxfxf
nn



 т.е.  

 

00 )( yxf  .      (1) 
 

Од друга страна Mx
n
 1

0 , кога 0nn  , па затоа 0
1

0 )( yxf
n
  кога 0nn  . 

Сега, ако го искористиме условот 2) од теоремата, добиваме 

0
1

00 )(lim)( yxfxf
nn



 т.е.  

00 )( yxf  .      (2) 
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Конечно, од (1) и (2) следува 00 )( yxf  .  
 

Ако ),(* bax   е таков, што 0
* )( yxf  , тогаш при 0

* xx   следува  
 

00
*

0 )()( yxfxfy  , 
 

што не е можно, а при 0
* xx   добиваме  

 

00
*

0 )()( yxfxfy  , 
 

што повторно не е можно.  
 

Конечно, 0
* xx   со што е докажана единственоста на точката 0x .  

 

II. Функцијата ),(),(: badcg   ја дефинираме така, што на секој 

),( dcy  му го придружуваме единствениот број ),( bax , за кој yxf )( . 

Притоа, за секој ),( bax  важи xxfg ))((  и за секој ),( dcy  важи yygf ))((  

и функцијата g  е инверзна на функцијата f .  
 

III. Нека dyyc  21 . Ќе докажеме дека )()( 21 ygyg  . Нека прет-

поставиме дека )()( 21 ygyg  . Ставаме 2211 )(,)( xygxyg   и добиваме 

bxxa  12 . Ако го искористиме условот 1) од теоремата добиваме дека 

)()( 12 xfxf  , односно ))(())(( 12 ygfygf   што значи 12 yy   а тоа противречи 

на 21 yy  . Од добиената противречност следува дека функцијата g  монотоно 

расте на ),( dc .  
 

Останува да докажеме дека )),(( dcg C . Нека 1{ }n ny 
  е произволна низа 

која ги задоволува условите  
 

a) ),( dcyn  , за 1n  и  
 

b)  nyyn ,0 .  
 

Доволно е да докажеме дека  nygyg n ),()( 0 . Ќе го разгледаме са-

мо случајот кога интервалот ),( ba  е конечен. Останатите случаи се докажуваат 

аналогно. Ставаме )( nn ygx  , за 0n . Нека  nxxn ,0 .  Тогаш, ограни-

чената низа 1{ }n nx 
  има најмалку две делумни граници. Според тоа, постои 

0),,( xzbaz   и постои подниза 1{ }
km kx 

  од 1{ }n nx 
  таква што  kzx

km , . 

Тогаш,  
 

0( ) ( ) ( ),
kmf x f z f x k    

 

од што следува  
 

 kyzfy
km ,)( 0  

 

што е противречност.   
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6.7. Забелешка. Ако a , тогаш претходната теорема важи и за функ-
ција : [ , ) [ , )f a b c d , која е непрекината во секоја точка ( , )x a b  и е непрекина-

та од десно во точката a . Аналогното тврдење важи и за функција : ( , ]f a b   

( , ]c d . Исто така, важи аналогно тврдење и кога функцијата f  опаѓа и е непреки-

ната. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   
 
6.8. График на инверзна функција. 

Ако графикот на монотоно растечката функ-
ција ( )y f x  е конструиран на интервалот 

[ , ]a b , тогаш од претходната теорема следува 

дека графикот на нејзината инверзна функци-
ја ( )x g y  треба да биде конструиран на ин-

тервал [ , ]A B , каде што ( )A f a  и ( )B f b . 

Ако графиците на функциите f  и g  ги кон-

струираме во еден ист координатен систем, 
тогаш графикот на инверзната функција 

( )x g y  го добиваме од графикот на функци-

јата ( )y f x  со помош на осна симетрија во однос на симетралата на првиот и 

третиот квадрант на координатниот систем. Навистина, точката 0 0( , ( ))x f x  со 

оваа симетрија се пресликува во точката 0 0( ( ), )f x x , т.е. во точката 0 0( , ( ))y g y , 

(цртеж 6).  
 
 
 
7. СВОЈСТВА НА ФУНКЦИИ НЕПРЕКИНАТИ  

НА СЕГМЕНТ 
 
7.1. Во овој дел ќе ги разгледаме непрекинатите функции определени на 

затворен интервал [ , ]a b , каде што a b     .  

 
Теорема (Ваерштрас). Функцијата ([ , ])f a bC  е ограничена на интер-

валот [ , ]a b .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека функцијата f  не е ограничена на 

интервалот [ , ]a b . Тоа значи дека  

за секој nN  постои [ , ]nx a b  таков, што | ( ) |nf x n . 
 

Од теоремата на Болцано-Ваерштрас следува дека ограничената низа 

1{ } [ , ]n nx a b
   содржи конвергентна подниза 0 ,

kmx x k  . Притоа, од 

kma x b  , за 1k   следува 0a x b  . Но, функцијата f  е непрекината во точ-

ката 0x , па затоа 0( ) ( ),
kmf x f x k  , што противречи на  

| ( ) | ,
km kf x m k    . 
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Од добиената противречност следува дека функцијата f  е ограничена.  

 
7.2. Забелешка. Во претходната теорема условот дека интервалот [ , ]a b  е 

затворен не смее да се изостави. Имено, функцијата 1( )
x

f x   е непрекината на 

интервалот (0,1] , но таа не е ограничена на овој интервал, бидејќи 

0
lim ( )

x
f x


  .  

 

Исто така, ако функцијата не е непрекината, тогаш таа не мора да е огра-
ничена на интервалот [ , ]a b , што може да се види од следниов пример.  

 
7.3. Пример. Да ја разгледаме функцијата :f R R  определена со:  
 

,         ако ,  НЗД( , ) 1,  0
( )

0,         ако .

m
n

n x m n n
f x

x

    
 I

 

 

Ќе докажеме дека за секој aR  и секој 0   функцијата f  не е ограни-

чена во околината ( ; )U a  . Навистина, ако f  е ограничена на ( ; )U a  , тогаш на 

секој рационален број ( ; )m
n

U a   именителот n  е ограничен и како ( ; )m
n

U a   

добиваме дека и броителот m  е ограничен. Последното значи, дека во интервалот 
( , )a a    има само конечно многу рационални броеви, што е противречност, 

т.е. за секој aR  и секој 0   функцијата f  не е ограничена во околината 

( ; )U a  .  

 

Конечно, од теорема 7.1 следува дека ограничената функција f  е преки-

ната во секоја точка [0,1]a , што може да се докаже и директно. Според тоа, во 

теорема 7.1 условот за непрекинатост на функцијата f  не може да се изостави.   

 
7.4. Последица. Ако за функцијата : [0, )f   R , ([0, ))f  C  постои 

lim ( )
x

f x


R , тогаш таа е ограничена на [0, ) .  

 

Доказ. Нека lim ( )
x

f x a


 . Тогаш, постои 0M   таков што за секој 

x M  важи | ( ) | 1f x a  , т.е. за секој x M  важи | ( ) | | | 1f x a  . Според тео-

рема 7.1 функцијата f  е ограничена на интервалот [0, ]M , т.е. постои 0b   таков 

што | ( ) |f x b , за секој [0, ]x M . Земаме max{ ,| | 1}C b a   и добиваме дека за 

секој [0, )x   важи | ( ) |f x C , што значи дека f  е ограничена на [0, ) .  

 
7.5. Дефиниција. За функцијата :f A  R  ќе велиме дека има максимум 

во точката 0x A  ако за секој x A  важи 0( ) ( )f x f x . Ја прифаќаме ознаката 

0( ) max ( )
x A

f x f x


 .  
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За функцијата :f A  R  ќе велиме дека има минимум во точката 0x A  

ако за секој x A  важи 0( ) ( )f x f x . Ја прифаќаме ознаката 0( ) min ( )
x A

f x f x


 .  

 
7.6. Теорема (Ваерштрас). Функцијата ([ , ])f a bC  ги достигнува својот 

максимум и минумум на интервалот [ , ]a b , т.е.  
 

постои * [ , ]x a b  таква, што за секој [ , ]x a b  важи *( ) ( )f x f x , 

и 

постои * [ , ]x a b  таква, што за секој [ , ]x a b  важи *( ) ( )f x f x .  
 

Доказ. Од теорема 7.1 следува дека множеството ([ , ])f a b  е ограничено, 

па од аксиомата за супремум добиваме дека постои pR  таков, што 

[ , ]
sup ( )

x a b
p f x


 . Понатаму, од дефиницијата на супремум добиваме дека за секој 

1n   постои [ , ]nx a b  таков што 1 ( )nn
p f x p   . 

Низата 1{ }n nx 
  е ограничена, па од теоремата на Болца-

но-Ваерштрас следува дека содржи конвергентна под-

низа *,
kmx x k  , каде што * [ , ]x a b . Но, функци-

јата f  е непрекината, па затоа *( ) ( ),
kmf x f x k   

и согласно со конструкцијата на низата, добиваме дека  
 

1 ( )
kk

mm
p f x p   , за секој 1k  , 

 

од што следува ( ) ,
kmf x p k  , односно *

[ , ][ , ]
( ) sup ( ) max ( )

x a bx a b
f x p f x f x


   .  

 

Аналогно се докажува егзистенцијата на точката * [ , ]x a b .  

 
7.7. Пример. Да ја разгледаме функцијата : [0,1] [ 1,1]f    определена 

со:  
( 1)

1
,         ако ,  НЗД( , ) 1,  0

( )
0,                 ако .

n n m
n n

x m n n
f x

x




    
  I

 

Со аналогни размислувања како во пример 7.3, може да се докаже дека за секој 
0  , во секоја околина на произволна точка [0,1]a  може да се најдат точки 

, [0,1]b c  такви, што важи | ( ) 1 |f b    и | ( ) ( 1) |f c    . Меѓутоа, лесно се 

гледа дека ( ) 1f x   , за секој [0,1]x , т.е. ограничената функција f  нема ниту 

минимум ниту максимум на интервалот [0,1] .  
 

Конечно, од теорема 7.6 следува дека ограничената функција f  е преки-

ната во секоја точка [0,1]a , што може да се докаже и директно. Според тоа, во 

теорема 7.6 условот за непрекинатост на функцијата f  не може да се изостави.  
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7.8. Теорема. Ако функцијата : [ , ]f a b  R  ги задоволува условите  
 

1) ([ , ])f a bC  и  
 

2) или ( ) 0 ( )f a f b   или ( ) 0 ( )f a f b  , 
 

тогаш постои 0 [ , ]x a b  таква што 0( ) 0f x  , .  
 

Доказ. Нека ( ) 0 ( )f a f b  . Да го разгледаме множеството  
 

{ | [ , ],M x x a b   ( ) 0}f x  . 
 

Јасно, a M , т.е. M   . Но, [ , ]M a b , па затоа 

множеството M  е ограничено. Од аксиомата за 
супремум следува дека постои 0 [ , ]x a b  таков, што 

0 supx M . Ќе докажеме дека 0a x b  . Од лема 

6.2 следува дека  
 

постои 1 0   таков, што за секој 1[ , )x a a    важи ( ) 0f x   

и  
постои 2 0   таков, што за секој 2( , ]x b b   важи ( ) 0f x  .  

 

Според тоа, 1[ , )a a M   и 2sup M b   , односно 0a x b  .  
 

Ќе докажеме дека 0( ) 0f x  . Од дефиницијата на супремум следува дека за 

секој 1n   постои nx M  таков, што 1
0 0 supnn

x x x M    . За низата 1{ }n nx 
  

важи ( ) 0nf x  , за секој 1n   и 0 ,nx x n  . Сега од, ([ , ])f a bC  добиваме  

0( ) ( ),nf x f x n   и lim ( ) 0n
n

f x


 , 

 

што значи дека 0( ) 0f x  . Освен тоа, од неравенството 0x x  следува дека 

x M  и ( ) 0f x  , па затоа 
0

0( ) lim ( ) 0
x x

f x f x


  .  

Конечно, од 0( ) 0f x   и 0( ) 0f x   добиваме 0( ) 0f x  .  

 
7.9. Последица. Нека , ([ , ])f g a bC , ( ) ( )f a g a  и ( ) ( )f b g b . Тогаш, 

постои 0 [ , ]x a b  таква што 0 0( ) ( )f x g x .  
 

Доказ. За функцијата ( ) ( ) ( )h x f x g x   ис-

полнети се условите од теорема 7.8, па затоа постои 

0 [ , ]x a b  таков што 0( ) 0h x  , односно постои 

0 [ , ]x a b  таков што 0 0( ) ( )f x g x .  

 
7.10. Последица (Коши). Ако ([ , ])f a bC , 

тогаш за секој број L  од интервалот со крајни точки 
( )f a  и ( )f b  постои 0 [ , ]x a b  таков што 0( )f x L .  

 

Доказ. Ако ( ) ( )f a f b , тогаш ( )f a L   
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( )f b . Ако ( )L f a  или ( )L f b , тврдењето е докажано. Нека ( ) ( )f a L f b  , 

цртеж 8. За функцијата ( ) ( )g x f x L   се исполнети условите од теорема 7.8, па 

затоа постои 0 [ , ]x a b  таков што 0( ) 0g x  , т.е. постои 0 [ , ]x a b  таков што 

0( )f x L .  

 
7.11. Пример. Нека ([ , ])f a bC  и [ , ]ix a b , за 1, 2,...,i n . Докажете 

дека постои 0 [ , ]x a b  таков што 1
0

1
( ) ( )

n

kn
k

f x f x


  .  

 

Решение. Нека  
 

1 2( ) min{ ( ), ( ),..., ( )}i nf x f x f x f x  и 1 2( ) max{ ( ), ( ),..., ( )}j nf x f x f x f x . 
 

Тогаш,  
1 2( ) ( ) ... ( )

( ) ( )nf x f x f x
i jn

f x f x
    . 

 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека i jx x . Сега 

од ([ , ])f a bC  следува дека постои 0 [ , ]i jx x x  таков што 1
0

1
( ) ( )

n

kn
k

f x f x


  .  

 
7.12. Последица. Нека ([ , ])f a bC . Тогаш ([ , ])f a b  е затворен интервал.  
 

Доказ. Според теорема 7.6 постојат *
*, [ , ]x x a b  такви што *( ) ( )f x f x  

и *( ) ( )f x f x  за секој [ , ]x a b . Ставаме *( )m f x  и *( )M f x . Ќе докажеме 

дека ([ , ]) [ , ]f a b m M .  
 

Ако [ , ]x a b , тогаш ( )m f x M  , што значи ( ) [ , ]f x m M , односно  

([ , ]) [ , ]f a b m M .     (1) 
 

Нека [ , ]L m M . Да ја разгледаме функцијата ( ) ( )g x f x L  . За оваа функција, 

без ограничување на општоста, важи  
 

1) *
*([ , ])g x xC , и  

2) * *
* *( ) ( ) 0 ( ) ( )g x f x L f x L g x      .  

 

Случаите m L  или M L  се тривијални, па затоа во 2) дополнително 

земаме ,L m M . Од последица 7.10 следува дека постои *
0 *[ , ] [ , ]x x x a b   та-

ков, што 0( ) 0g x  . Значи, постои 0 [ , ]x a b  таков, што 0( )f x L , односно  
 

[ , ] ([ , ])m M f a b .     (2) 

Конечно, од (1) и (2) добиваме ([ , ]) [ , ]f a b m M .  

 
7.13. Пример. Нека : [0,1] [0,1]f   е непрекината функција која ги задо-

волува условите  
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(0) 0, (1) 1f f   и ( ) ( (...( ( )))

 pati

n

n

f x f f f x x  , за секој [0,1]x . 

Докажете дека ( )f x x , за секој [0,1]x .  
 

Решение. Нека ( ) ( )f x f y . Тогаш ( ) ( )n nx f x f y y   , што значи де-

ка f  е инјекција. Понатаму, ако 1 2x x  и 1 2( ) ( )f x f x , тогаш од непрекина-

тоста на функцијата f  и (0) 0f   следува дека постои 3 1[0, ]x x  таков што 

3 2( ) ( )f x f x . Последното противречи на фактот дека f  е инјекција, што значи 

дека f  монотоно расте. Од монотоноста на функцијата имаме:  

a) ако ( )x f x , тогаш 2( ) ( ) ... ( )nx f x f x f x x     , што е против-

речност и  

b) ако ( )x f x , тогаш 2( ) ( ) ... ( )nx f x f x f x x     , што е против-

речност.  
 

Од досега изнесеното следува дека ( )f x x  за секој [0,1]x .  

 
 
 

8. РАМНОМЕРНА НЕПРЕКИНАТОСТ  
 

8.1. Дефиниција. Нека A  R  и :f A  R . За функцијата f  ќе велиме 

дека е рамномерно непрекината на множеството A  ако за секој 0   постои 
0   таков, што за секои ', ''x x A  за кои | ' '' |x x    важи | ( ') ( '') |f x f x   .  

 
8.2. Забелешка. Ако функцијата f  е рамномерно непрекината на мно-

жеството A , тогаш таа е непрекината на A , т.е. ( )f AC . Обратното тврдење не 

важи, што може да се види од следниот пример.  
 

8.3. Пример. Нека (0,1]A   и 1( )
x

f x  , за секој (0,1]x .  
 

Земаме 1
2

  . Тогаш, за секој 0   постои 1n   таков, што 1n  . 

Точките 1'
n

x   и 1
1

''
n

x   припаѓаат на интервалот (0,1]  и за нив важи  

1 1
( 1)

| ' '' |
n n n

x x     . 

Меѓутоа,  
1 1
' ''

| ( ') ( '') | | | | ( 1) | 1
x x

f x f x n n         , 

што значи дека функцијата 1( )
x

f x   не е рамномерно непрекината на множество-

то (0,1]A  .   

 
8.4. Теорема. Нека A  R  е компактно множество и ( )f AC . Тогаш 

функцијата f  е рамномерно непрекината.  
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Доказ. Нека 0   е дадено. Од ( )f AC  следува дека за секој x A  

постои 0x   таков, што  

од y A  и | | xy x    следува 
2

| ( ) ( ) |f x f y   .    (1) 

Нека 1
2

( ; )x xA U x  . Фамилијата { | }xA x A A  е отворена покривка на A  и 

бидејќи A  е компактно множество, добиваме дека постојат 1,..., nx x A   такви, 

што  

1 2
...

nx x xA A A A    .            (2) 

Нека 
1 2

1
2

min{ , ,..., }
nx x x    . Јасно 0  . Нека ', ''x x A  се точки за 

кои | ' '' |x x   . Од (2) следува дека постои {1,2,..., }m n  таков, што '
mxx A , па 

затоа 1
2

| ' |
mm xx x   , од што следува:  

 

1
2

| '' | | ' '' | | ' |
m mm m x xx x x x x x           . 

 

Конечно, од (1) добиваме:  
 

| ( ') ( '') | | ( ') ( ) | | ( '') ( ) |m mf x f x f x f x f x f x       , 
 

т.е. функцијата f  е рамномерно непрекината на A .  
 

 
8.5. Забелешка. За секои ,a bR  затворениот интервал [ , ]a b  е ком-

пактно множество, па од претходната теорема следува дека ако ([ , ])f a bC , то-

гаш f  е рамномерно непрекината на [ , ]a b .  
 

Во пример 8.3 видовме дека ако множеството A  не е компактно, тогаш 
непрекинатата функција f  не мора да биде рамномерно непрекината. Меѓутоа, 

ако функцијата задоволува дополнителни услови, тогаш таа може да биде рамно-
мерно непрекината, иако множеството A  не е компактно, што може да се види од 
следниве леми.  

 
8.6. Лема. Ако функцијата :f A  R  на множеството A  го задоволува 

условот: постојат , 0K    такви, што за секои 1 2,x x A  важи  
 

1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x    , 
 

тогаш f  е рамномерно непрекината на A .  
 

Доказ. Нека 0   е дадено. Избираме 
1

( )
K

  . За вака избраниот 0   

добиваме, дека ако 1 2,x x A  се такви што 1 2| |x x   , тогаш  
 

1

1 2 1 2| ( ) ( ) | | | [( ) ]
K

f x f x K x x K K          , 
 

што значи дека функцијата f  е рамномерно непрекината на A .  
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8.7. Забелешка. Ако 1  , тогаш условот од претходната лема во лите-
ратурата е познат како Липшицов услов, а ако 1  , тогаш тој е познат како 
услов на Холдер од ред  .  

 
8.8. Лема. Нека ([0, ))f  C  е таква што lim ( )

x
f x 


   . Тогаш, 

f  е рамномерно непрекината на [0, ) .  
 

Доказ. Од lim ( )
x

f x 


    следува дека за секој 0   постои 0C   

таков, што за секој x C  важи 
2

| ( ) |f x   . Според тоа, за секој 0   постои 

0C   таков, што за секои ,x y C  важи  
 

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |f x f y f x f y        . 
 

За вака определениот 0C   да го разгледаме интервалот [0, 2 ]C . Според теорема 

8.4 функцијата f  е рамномерно непрекината на [0,2 ]C , т.е. за даденото 0   

постои 0   таков што за секои , [0,2 ]x y C  такви, што | |x y    важи 

| ( ) ( ) |f x f y   . Без ограничување на општоста можеме да земеме дека C  . 

Тогаш, од условот | |x y    следува дека или , [0,2 ]x y C  или , [ , )x y C  , па 

затоа | ( ) ( ) |f x f y   , што значи дека f  е рамномерно непрекината на [0, ) .  

 
8.9. Дефиниција. Нека A  R  и :f A  R . Модул на непрекинатост на 

функцијата f  ја нарекуваме функцијата , ( )f A    определена со 

,
', ''

| ' ''|

( ) sup | ( ') ( '') |f A
x x A
x x

f x f x



 


 

  . 

 
8.10. Забелешка. Очигледно , ( ) 0f A   , за секоја функција :f A  R . 

Понатаму, ако 1 20    , тогаш  
 

1 2{| ( ') ( '') | | ', '' , | ' '' | } {| ( ') ( '') | | ', '' , | ' '' | }f x f x x x A x x f x f x x x A x x           

од што следува:  

1 2

, 1 , 2
', '' ', ''

| ' ''| | ' ''|

( ) sup | ( ') ( '') | sup | ( ') ( '') | ( )f A f A
x x A x x A
x x x x

f x f x f x f x

 

   
 

   

      

т.е. функцијата , ( )f A   монотоно не опаѓа.  

 
8.11. Лема. Нека A  R  и :f A  R . Функцијата f  е рамномерно 

непрекината на множеството A  ако и само ако ,
0

lim ( ) 0f A


 


 .  

Доказ. Нека ,
0

lim ( ) 0f A


 


 . Тогаш, за секој 0   постои 0   таков 

што ако 0    , тогаш , ( )f A   . Да земеме произволен од посочените бро-

еви  . Тогаш, за секои ', ''x x A  такви што | ' '' |x x    важи  
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,
,

| |

| ( ') ( '') | sup | ( ) ( ) | ( )f A
x y A
x y

f x f x f x f x



  


 

     , 

 

т.е. функцијата f  е рамномерно непрекината на A .  
 

Нека функцијата f  е рамномерно непрекината на множеството A . То-

гаш, за секој 0   постои 0   таков, што ако ', ''x x A  и | ' '' |x x   , тогаш 

2
| ( ') ( '') |f x f x   . Оттука следува дека за секој    е исполнето неравенството  

 

2
,

| |

sup | ( ) ( ) |
x y A
x y

f x f x 






 

   , 

 

т.е. ако 0    , тогаш , ( )f A    што значи ,
0

lim ( ) 0f A


 


 .  

 

8.12. Пример. а) Да ја разгледаме функцијата ( )f x x  дефинирана на 

интервалот (0, ) .  
 

Нека 0   и 1 2, (0, )x x    се такви што 1 2| |x x   . Без ограничување 

на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2x x , т.е. 1 2x x x   , каде што 

0 x    . Тогаш, за секој 2 0x   имаме:  
 

2 2
1 2 2 2 2 2| |

x x
x x x x x x x  

 
 

 
            

 

Според тоа, кога 1 2| |x x   , тогаш важи 1 2| |x x   , што значи  
 

1 2
1 2

,(0, ) 1 2
| |

, (0, )

sup | |f
x x
x x

x x


 
 
 

   , 

 

па затоа ,(0, )
0

lim ( ) 0f


 
 


 . 

 

Конечно, од лема 8.11 следува дека функцијата ( )f x x  е рамномерно 

непрекината на интервалот (0, ) .  
 

б) Да ја разгледаме функцијата 1( )
x

f x   дефинирана на интервалот 

(0, ) .  

Нека 0  , 1 0x   и 2 1x x   . Тогаш, 
1 2 1 1

1 1 1 1
x x x x 
   . Од  

 

1 11 1

1 1 1

0 0
lim , lim

x xx x     
    

 

добиваме  
 

1 11

1 1

0
lim ( )

x xx  
   , 
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па затоа  

1 1
1

1 1

0
sup( )

x xx 
   , 

од што следува дека  
 

1 1
1

1 1
,(0, )

0
( ) sup( )f x xx 

  
    , за секој 0  , 

т.е.  

,(0, )
0

lim ( )f


 
 


  . 

Според лема 8.11 функцијата 1( )
x

f x   не е рамномерно непрекината на интер-

валот (0, ) .   

 
  
 

9. ТОЧКИ НА ПРЕКИН НА ФУНКЦИЈА  
 
9.1. Дефиниција. Нека функцијата f  е дефинирана во некоја околина на 

точката 0x , освен можеби во самата точка 0x . Точката 0x  ја нарекуваме точка 

на прекин на функцијата f , ако функцијата f  не е дефинирана во точката 0x  

или ако таа е дефинирана во 0x , но не е непрекината во неа.  

 
9.2. Дефиниција. Ако 0x  е точка на пре-

кин за функцијата f  и постојат конечни едно-

страни граници  
 

0

lim ( )
x x

f x


 и 
0

lim ( )
x x

f x


,  

 

тогаш точката 0x  ја нарекуваме точка на прекин 

од прв ред за функцијата f ( цртеж 10).  
 

Ако функцијата f  во точката 0x  има 

прекин од прв ред, тогаш бројот  
 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

   

 

го нарекуваме скок на функцијата во точката 

0x . Ако скокот на функцијата во точката на 

прекин 0x  е еднаков на нула, т.е. ако  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 , 

 

тогаш за 0x  ќе велиме дека е точка на от-

странлив прекин (цртеж 11).  
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9.3. Забелешка. Терминот точка на отстранлив прекин има смисла, би-
дејќи ако ја предефинираме или додефинираме (во случај кога таа не е дефини-
рана во точка 0x ) функцијата f  ставајќи  

 

0 0

0lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
  

        (1) 

 

тогаш добиваме функција која е непрекината во точката 0x  (зошто?).  

 
9.4. Дефиниција. Ако 0x  е точка на прекин 

за функцијата f , која не е точка на прекин од прв 

ред, тогаш ќе велиме дека 0x  е точка на прекин од 

втор ред за функцијата f .  
 

Очигледно во точките на прекин од втор ред 
една од границите  

 

0

lim ( )
x x

f x


 или 
0

lim ( )
x x

f x


 

не постои, или пак една од овие граници е еднаква на 
бескрајност. На цртеж 12 функцијата f  во точката 

0x  има прекин од втор ред во кој и двете граници се еднакви на  .  

 
9.5. Теорема. Нека [ , ]a b  R  и : [ , ]f a b  R  е монотона функција. То-

гаш, функцијата f  може да има само точки на прекин од прв ред, и тоа најмногу 

пребројливо многу.  
 

Доказ. Бидејќи функцијата е монотона, доволно е да го разгледаме слу-
чајот кога таа монотоно не опаѓа.  

 

Јасно, постојат ( )f a  и ( )f b  и за секој ( , )x a b  постојат ( )f x  и 

( )f x , при што  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a f a f x f x f x f b f b          

што значи дека монотоната функција f  може да има само прекини од прв ред.  
 

Нека x  е точка на прекин за функцијата f . Од ( ) ( )f x f x   следува 

дека постои рационален број xr  таков, што  

( ) ( )xf x r f x   . 

Нека t , t x  е друга точка на функцијата f  на која и соодветствува рационал-

ниот број tr . Тогаш од монотоноста на функцијата f  имаме:  

( ) inf{ ( ) | , [ , ]} sup{ ( ) | , [ , ]} ( )f t f y t y y a b f y y x y a b f x        , 
 

што значи x tr r . Според тоа, постои биекција меѓу множеството точки на прекин 

на монотоната функција f  и подмножество од множеството Q , па затоа функци-

јата f  има најмногу пребројливо многу прекини.  
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9.6. Забелешка. Тврдењето на теорема 9.5 важи и за монотона функција 
:f R R . Деталите ги оставаме на читателот за вежба. Пример на монотона 

функција која има пребројливо многу прекини од прв ред е функцијата ( ) [ ]f x x , 

чиј график е даден на цртеж 13.  
 

На крајот од овој дел да забележиме дека 
функцијата f  може да не е монотона на дефинци-

оната област, но сепак да има пребројливо многу 
прекини од прв ред. Навистина, функцијата 

:f R R  определена со  
 

( ) [ ]f x x x  , xR  
 

не е монотона, но таа има пребројливо многу пре-
кини и тоа само од прв ред (зошто?).  

 
 
 
10. ПОЛИНОМИ СО РЕАЛНИ КОЕФИЦИЕНТИ   
 
Во овој дел ќе презентираме елементи од теоријата на полиноми со 

реални коефициенти, кои ни се потребни за натамошните разгледувања. Притоа 
доказот на основната теорема на алгебрата нема да го презентираме, бидејќи за 
истиот се потребни знаења кои излегуваат надвор од нашите разгледувања.  

 
 
a) ДЕФИНИЦИЈА НА ПОЛИНОМ. ЕДНАКВОСТ НА 

ПОЛИНОМИ  
 
10.1. Дефиниција. Нека , 0,1,...,ia i n R . Функцијата :P R R  дефи-

нирана со  
 

0
( )

n
i

i
i

P x a x


   

 

ја нарекуваме полином со реални коефициенти , 0,1,...,ia i n R .  
 

Полиномот ( )P x a  го нарекуваме константен полином.  

 
10.2. Забелешка. Некои од коефициентите , 0,1,...,ia i n R  на полино-

мот 
0

( )
n

i
i

i
P x a x


   или сите коефициенти можат да бидат еднакви на нула. Затоа, 

ако го додадеме собирокот   
 

1 20 0 ... 0 ,n n mx x x m n        , 
 

ја добиваме истата функција која само е запишана со поголем број собирци.  
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10.3. Лема. Нека A  е најголемиот по апсолутна вредност коефициент на 

полиномот 
0

( )
n

i
i

i
P x a x


  , 1n  , т.е. max{| |, 0,1,..., }iA a i n  . Тогаш, за секој 

xR  точно е неравенството  
| ( ) | | | | |nP x a x nA   .     (1) 

 

Доказ. Јасно, за секој xR  таков, што | | | |na x nA   неравенството (1) е 

исполнето.  
 

Нека | | | |na x nA  . Тогаш, од | |na A  следува | | 1x  , па затоа  
 

1| | | | , 0,1,..., 1n kx x k n    . 
 

Ако ги искористиме својствата на апсолутната вредност добиваме  
 

1 2
1 2 0

0

1 1 1

1

| ( ) | | | | | | | | | | | | | | | ... | |

| | | | | | | | ... | |

| | (| | | | ) | | | |

         

         

n
i n n n

i n n n
i

n n n n
n

n
n n

P x a x a x a x a x a

a x A x A x A x

x a x nA a x nA

 
 


  



        

     

     



 

 

што значи дека неравенството (1) е исполнето и за секој xR  таков што  
 

| | | |na x nA  .  

 
10.4. Последица. Ако полиномот ( )P x  не е константен, тогаш за секој 

M R  постои ML R  таков што за секој xR  за кој | | Mx L  важи  
 

| ( ) |P x M . 

Доказ. Бидејќи полиномот
0

( )
n

i
i

i
P x a x


   не е константен имаме дека 

0na   и 1n  . Според лема 10.3 за полиномот ( )P x  е исполнето неравенството 

(1).  
 

Нека M R  е дадено. Земаме 
| |n

M nC
M a

L   и добиваме дека за секој 

xR  таков што | | Mx L  важи  
 

| |
| ( ) | | | | | | |

n

M nA
n n a

P x a x nA a nA M      .  

 
10.5. Лема. Полиномите  
 

0
( )

n
i

i
i

P x a x


   и 
0

( )
m

i
i

i
Q x b x


   

 

се еднакви ако и само ако m n  и , 0,1,2,...,i ia b i n  .  
 

Доказ. Нека m n  и , 0,1,2,...,i ia b i n  . Тогаш, ( ) ( )P x Q x , за секој 

xR , што значи дека полиномите се еднакви.  
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Понатаму, согласно со забелешка 10.2 можеме да сметаме дека и двата 
полинома имаат ист број собирци. Нека претпоставиме дека постои {0,1,..., }k n  

таков што k ka b . Да ја разгледаме разликата на полиномите ( )P x  и ( )Q x , при 

што сите нулти коефициенти на десната страна ги изоставуваме. Имаме:  
 

0
( ) ( ) ( ) , 0

k
i

i i k k
i

P x Q x a b x a b


     . 

 

Ако 0k  , тогаш за секој xR  важи 0 0( ) ( ) 0P x Q x a b    , односно 

( ) ( )P x Q x , за секој xR .  
 

Ако 1k  , тогаш од последица 10.4 следува дека за полиномот 
( ) ( )P x Q x  постои 0L R  таков што за секој xR  за кој 0| |x L  важи 

| ( ) ( ) | 0P x Q x  , што значи дека ( ) ( )P x Q x , за секој xR  за кој 0| |x L .  

 
10.6. Дефиниција. Записот на полиномот ( )P x  во видот   
 

0
( )

n
n i

n i
i

P x a x 


  , 0 0a     (2) 

 

го нарекуваме нормален запис, бројот n  во вој случај го нарекуваме степен на по-

линомот, собирокот 0
na x  го нарекуваме водечки член, а коефициентите 0a  и na  

ги нарекуваме водечки коефициент и слободен член, соодветно.  
 
 
b) НУЛИ НА ПОЛИНОМ. ФАКТОРИЗАЦИЈА  
 
10.7. Дефиниција. Комплексниот број 0x  го нарекуваме нула (корен) на 

полиномот ( )nP x  ако 0( ) 0nP x  .  

 
10.8. Следнава теорема е позната како основна теорема на алгебрата и 

како што рековме, овде нема да ја докажуваме, бидејќи доказот на истата излегува 
од рамките на нашите разгледувања. Постојат повеќе докази на оваа теорема, од 
кои само Гаус дал четири (1799, 1815, 1816 и 1849 год).  

 
 

Теорема. Секој полином со степен 1n  , има барем една нула.  
 
10.9. Дефиниција. Ако 0x  е нула на полиномот  
 

0
( )

n
n i

n i
i

P x a x 


  , 1n  , 

 

тогаш полиномот 0x x  го нарекуваме линеарен фактор на полиномот ( )nP x .  

 
10.10. Лема. За секој полином ( )nP x , 1n   постои барем еден линеарен 

фактор.  
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Доказ. Непосредно следува од основната теорема на алгебрата.  
 
10.11. Дефиниција. За полиномот ( )P x  ќе велиме дека е делив со полино-

мот ( )Q x , ако постои ненулти полином ( )R x  таков, што ( ) ( ) ( )P x Q x R x . При-

тоа ќе пишуваме ( ) | ( )Q x P x .  

 
10.12. Теорема (Безу). Нека ( )nP x , 1n   е произволен полином. Ако 

0x x  е линеарен фактор на ( )nP x , тогаш 0( ) | ( )nx x P x .  
 

Доказ. Да го разгледаме полиномот 0( ) ( )n nP x P x . Ако го искористиме 

идентитетот  
 

1 2 3 2 2 3 2 1
0 0 0 0 0 0 0( )( ... ), 1, 2,...k k k k k k k kx x x x x x x x x x x xx x k               ,  

добиваме:  
1 1

0 0 0 1 0 1 0

0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ),

n n n n
n n n

n

P x P x a x x a x x a x x

x x P x

 




       

 
 (3) 

 

каде што 1( )nP x  е полином од ( 1)n   ви степен од облик  
 

1 2
1 0 1 2 1( ) ...n n

n n nP x a x b x b x b 
       ,  

 

каде што коефициентите 1 2 1, ,..., nb b b   се изразени со 0 0 1, ,..., nx a a  .  
 

Ако 0x x  е линеарен фактор на ( )nP x , тогаш 0x  е нула на ( )nP x , т.е. 

0( ) 0nP x  , па од (3) следува  
 

0 1( ) ( ) ( )n nP x x x P x  , т.е. 0( ) | ( )nx x P x .  

 
10.13. Последица. Ако ( )P x  е полином со степен 1,n   а k  е бројот на 

неговите различни нули, тогаш k n .  
 

Доказ. Нека 1n   и 0 1( )P x a x a  . Тогаш, 0

1
0

a
a

x    е единствена нула 

на полиномот, т.е. тврдењето важи.  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за полином со степен 1n   и 
полиномот ( )P x  има степен 1n  . Ако 0x  е корен на полиномот ( )P x , тогаш од 

теоремата на Безу следува дека постои полином ( )Q x  таков што  
 

0( ) ( ) ( )P x x x Q x  . 
 

Но, 1x  е корен на полиномот ( )P x  ако и само ако  
 

1 0 1( ) ( ) 0x x Q x  , 

т.е. ако и само ако 1 0x x  или 1( ) 0Q x  . Полиномот ( )Q x  има степен n , па од 

претпоставката следува дека бројот на неговите различни нули е помал или една-
ков на n . Според тоа, бројот на различните нули на полиномот ( )P x  е помал или 

еднаков на 1n  .  
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Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција.  
 
10.14. Теорема. Комплексниот број a  е нула на полиномот ( )P x  ако и 

само ако ( ) | ( )x a P x .  
 

Доказ. Ако ( ) | ( )x a P x , тогаш постои ненулти полином ( )Q x  таков, 

што ( ) ( ) ( )P x x a Q x  . Според тоа,  
 

( ) ( ) ( ) 0P a a a Q a   , 
 

т.е. a  е нула на полиномот ( )P x .  
 

Ако a  е нула на полиномот ( )P x , тогаш x a  е линеарен фактор на 

( )P x , па од теоремата на Безу следува дека ( ) | ( )x a P x .  

 

10.15. Теорема. За секој полином 
0

( )
n

n i
n i

i
P x a x 


   постојат комплексни 

броеви 1 2, ,..., nx x x  такви што  
 

0 1 2( ) ( )( )...( )n nP x a x x x x x x    .   (4) 
 

Доказ. Според основната теорема на алгебрата полиномот ( )nP x  има ба-

рем една нула, да ја означиме со 1x . Од теоремата на Безу следува дека  
 

1 1( ) ( ) ( )n nP x x x P x  ,  
 

каде што 1( )nP x  е полином од ( 1)n   ви степен од облик најден во доказот на 

теоремата на Безу. Според основната теорема на алгебрата полиномот 1( )nP x  

има барем една нула, да ја означиме со 2x . Повторно од теоремата на Безу 

следува дека  
 

1 2 2( ) ( ) ( )n nP x x x P x   ,  
 

каде што 2 ( )nP x  е полином од ( 2)n   ри степен од обликот  
 

2 3
2 0 1 3 2( ) ...n n

n n nP x a x c x c x c 
       ,  

 

каде што коефициентите 1 2,..., nc c   се изразени со 2 0 1 1, , ,..., nx a b b  .  
 

Продолжувајќи ја постапката, која мора да заврши бидејќи n  е конечен 
природен број, наоѓаме низа полиноми  

 

1 2 1( ), ( ),..., ( ), ( )n nP x P x P x P x  
 

во кои коефициентот пред највисокиот степен е еднаков на 0a  и за кои важат ра-

венствата:  
 

1 1( ) ( ) ( )n nP x x x P x  ,  
 

1 2 2( ) ( ) ( )n nP x x x P x   ,  
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........................................ 

2 1 1( ) ( ) ( )nP x x x P x   

1 0( ) ( )nP x a x x  .  
 

Ако во конструираната низа равенства извршиме последователна замена 
за 1 2 1( ), ( ), ..., ( )nP x P x P x , го добиваме равенството (4).  

 
10.16. Од досега изнесеното непосредно следува: ако 1x  е нула на поли-

номот ( )nP x , тогаш  
 

1 1( ) ( ) ( )n nP x x x P x  .  
 

Притоа, ако 1x  не е нула на полиномот 1( )nP x , тогаш ќе велиме дека 1x  е нула од 

прв ред на полиномот ( )nP x . Ако 1x  е нула на полиномот 1( )nP x , тогаш  
 

1 1 2( ) ( ) ( )n nP x x x P x   . 
 

Притоа, ако 1x  не е нула на полиномот 2 ( )nP x , тогаш ќе велиме дека 1x  е нула 

од втор ред на полиномот ( )nP x .  
 

Претходните размислувања можеме да ги искажеме поопшто. Имено, ако 

1x  е нула на полиномите  
 

1 1( ), ( ), ..., ( ),n n n kP x P x P x k n    , 
 

а не е нула на полиномот ( )n kP x , тогаш ќе велиме дека 1x  е нула од k ти ред 

на полиномот ( )nP x  и овој полином може да се запише во обликот  
 

1 1( ) ( ) ( ), ( ) 0k
n n k n kP x x x P x P x    .  

 
 

За нулата чиј ред е 1k   ќе велиме дека е повеќекратна, а нулата чиј ред 
е 1k   ќе ја нарекуваме еднократна или проста нула.  

 

Од досега изнесеното непосредно следува точноста на следнава теорема.  
 
 

Теорема. Комплексниот број a  е нула од k  ти ред, k n , на полиномот 
( )nP x  ако и само ако постои полином ( )n kP x  таков што  

 

( ) ( ) ( ), ( ) 0k
n n k n kP x x a P x P a    .  

 
10.17. Теорема. Полином од n  ти степен, ( 1n  ), не може да се анулира 

за повеќе од n  различни комплексни броеви.  
 

Доказ. Доволно е да докажеме дека полином од n  ти степен не може да 
се анулира за 1n   различни комплексни броеви.  

 

Нека претпоставиме дека полиномот 
0

( )
n

n i
n i

i
P x a x 


   се анулира за секој 

елемент од множеството 1 2 1{ , ,..., }nS q q q  . Според теорема 10.15 постојат комп-
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лексни броеви 1,..., nx x  такви што важи (4). Бидејќи 1( ) 0nP q   заклучуваме дека 

1 iq x , за некој 1, 2,...,i n . Значи, 1 1 1{ ,..., }nq S x x  . Аналогно, 1,iq S  за 

секој 1, 2,..., 1i n  , па затоа 1S S , што е противречност, бидејќи множеството 

1S  има најмногу n  елементи, а множеството S  има 1n   елементи.  

 
10.18. Последица. Дадени се полиномите ( )nP x  и ( ), 1nQ x n  . Ако по-

стојат броеви , 1,..., 1ix i n   такви, што i jx x , за i j  и ( ) ( )n i n iP x Q x , за се-

кој 1,..., 1i n  , тогаш ( ) ( )n nP x Q x , т.е. полиномите ( )nP x  и ( )nQ x  се иден-

тични.  
 

Доказ. Да го разгледаме полиномот ( ) ( ) ( )n nR x P x Q x  . Ако полино-

мите ( )nP x  и ( )nQ x  не се идентични, тогаш овој полином е ненулти и полином со 

степен помал или еднаков на n  и се анулира за повеќе од n  различни комплексни 
броеви, што противречи на теорема 10.17.   

 

10.19. Теорема. Секој полином 



n

i

in
in xaxP

0
)(  на единствен начин мо-

же да се претстави во обликот  
 

rk
r

kk
n xxxxxxaxP )...()()()( 21

210  .   (5) 
 

каде што rxx ,...,1  се различни комплексни броеви, а rkk ,...,1  се природни броеви 

такви, што nkk r  ...1 .  
 

Доказ. Егзистенцијата на претставувањето (5) следува од теорема 10.15. 
Да претпоставиме дека полиномот може да се претстави и на друг начин, на при-
мер  

sm
s

mm
n txtxtxAxP )...()()()( 21

21  .    (6) 
 

каде што stt ,...,1  се различни комплексни броеви, а smm ,...,1  се природни броеви 

такви, што nmm s  ...1 . Ако ги измножиме десните страни на (5) и (6) и ги 

споредиме коефициентите пред највисоките степени добиваме Aa 0 . Сега од (5) 

и (6) следува:  
 

 sm
s

mm txtxtx )...()()( 21
21

rk
r

kk xxxxxx )...()()( 21
21       (7) 

 

Од (5) добиваме 0)( 1 xPn , па затоа од (7) следува дека постои ,it  

si 1 , таков, што itx 1 . Аналогно важи и за rxxx ,...,, 32 . Според тоа, ако 

ставиме },...,{ 1 rxxS   и },...,{ 11 sttS  , добиваме 1SS  . Аналогно, од (6) и (7) 

следува SS 1 , па затоа 1SS  . Според тоа, sr   и можеме да земеме дека 

ritx ii ,...,2,1,  .  
 

Сега, да претпоставиме дека 11 mk  . Тогаш, од (7) добиваме  
 

 sm
s

m txtx )...()( 2
2

rk
r

kmk xxxxxx )...()()( 211
21     (8) 
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Бидејќи 1x  не е нула на полиномот од левата страна во (8), добиваме дека 1x  не 

може да биде нула и на полиномот на десната страна во (6), па затоа 11 mk  . Ана-

логно се докажува дека , 2,...,  i ik m i r  .  

 

10.20. Теорема. Нека 



n

i

in
in xaxP

0
)(  е полином со реални коефициен-

ти. Ако комплексниот број a  е нула на )(xPn , тогаш и неговиот конјугиран број 

a  е нула на )(xPn .  

Доказ. Бидејќи a  е нула на )(xPn  имаме 0)( aPn . За бројот a  имаме:  
 

0)()(
000

 










 aPaaaaaaaP n

n

i

in
i

n

i

in
i

n

i

in
in  

 

што значи дека и  a  е нула на )(xPn .  

 
10.21. Од досега изнесеното следува дека полином со реални коефици-

енти има реален фактор од облик  
 

,)( kax   каде што k  е редот на реалната нула, или  
 

kqpxx )( 2  , каде што k  е редот на комплексните нули z  и z ,  
 

бидејќи ако z i   , тогаш  
 

R qpxixix ,,)())(( 22  . 
 

Според тоа, точна е следната теорема.  
 
 

Теорема. Секој полином со реални коефициенти )(xPn  на единствен 

начин може да се претстави во обликот  
 

sr t
ss

tk
r

k
n qxpxqxpxxxxxaxP )...()()...()()( 2

11
2

10
11   

 

каде што sr ttkk ,...,,,..., 11  се природни броеви такви што  
 

nttkk sr  )...(2)...( 11 .  

 
 
c) НАЈГОЛЕМ ЗАЕДНИЧКИ ДЕЛИТЕЛ НА ПОЛИНОМИ  
 
10.22. Дефиниција. Ако ( )P x  и ( )Q x  се два полинома и ако за ненултиот 

полином ( )R x  важи ( ) | ( )R x P x  и ( ) | ( )R x Q x , тогаш ќе велиме дека полиномот 

( )R x  е заеднички делител на полиномите ( )P x  и ( )Q x .  

 
10.23. Теорема. Ако ( ) | ( )R x P x  и ( ) | ( )R x Q x , тогаш  
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( ) | [ ( ) ( ) ( ) ( )]R x p x P x q x Q x  
 

за секои полиноми ( )p x  и )(xq .  
 

Доказ. Од ( ) | ( )R x P x  и ( ) | ( )R x Q x  следува дека постојат полиноми ( )A x  

и ( )B x  такви, што ( ) ( ) ( )P x A x R x  и ( ) ( ) ( )Q x B x R x . Според тоа,  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )]p x P x q x Q x R x p x A x q x B x    
 

т.е.  
 

( ) | [ ( ) ( ) ( ) ( )]R x p x P x q x Q x .  

 
10.24. Дефиниција. Полиномот ( )d x  е најголем заеднички делител на по-

линомите ( )P x  и ( )Q x  ако ( ) | ( )d x P x , ( ) | ( )d x Q x  и ако секој заеднички делител 

на ( )P x  и ( )Q x  е делител и на ( )d x .  
 

За полиномите ( )P x  и ( )Q x  ќе велиме дека се заемно прости ако нивни-

от најголем заеднички делител е ненулта константа.  
 

10.25. Забелешка. Јасно, ако полиномот ( )d x  е најголем заеднички 

делител на полиномите ( )P x  и ( )Q x , тогаш и секој полином 0),(  xd  е најго-

лем заеднички делител на полиномите ( )P x  и ( )Q x .  

 
10.26. Теорема. За секои два ненулти полинома ( )P x  и ( )Q x  постои нај-

голем заеднички делител, кој е единствен со точност до мултипликативна кон-
станта.  

 

Доказ. Нека степенот на полиномот ( )P x  е n , а степенот на полиномот 

( )Q x  е m . Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека nm  . При 

делењето на ( )P x  со ( )Q x  добиваме количник )(1 xQ  и остаток )(1 xR . Ако 

0)(1 xR , тогаш ( )Q x  е најголемиот заеднички делител на полиномите ( )P x  и 

( )Q x . Ако 0)(1 xR , тогаш го делиме ( )Q x  со )(1 xR  и добиваме количник 

)(2 xQ  и остаток )(2 xR . Продолжувајќи ја постапката, која мора да заврши 

бидејќи степенот n  на полиномот ( )P x  е конечен број, добиваме некој остаток 

)(xRk  кој се содржи во претходниот остаток )(1 xRk . Всушност ги добиваме 

следните идентитети:  
 

1 1

1 2 2

1 2 3 3

2 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

...................................................

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
k k k k

k k k

P x Q x Q x R x

Q x R x Q x R x

R x R x Q x R x

R x R x Q x R x

R x R x Q x
 

 

 
 
 

 



    (9) 
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Ќе докажеме дека )(xRk  е најголемиот заеднички делител на полиномите 

( )P x  и ( )Q x . Од последните две равенства во (9) добиваме  
 

]1)()()[()( 12   xQxQxRxR kkkk ,  
 

т.е. )(|)( 2 xRxR kk  . Аналогно од равенството  
 

)()()()( 1123 xRxQxRxR kkkk    

и фактот дека )(|)( 2 xRxR kk  и )(|)( 1 xRxR kk  , добиваме )(|)( 3 xRxR kk  . Про-

должувајќи ја постапката, добиваме дека )(|)( xQxRk  и )(|)( xPxRk , т.е. )(xRk  е 

заеднички делител на ( )P x  и ( )Q x .  
 

Нека )(xr  е произволен делител на полиномите ( )P x  и ( )Q x . Од равен-

ствата (9) последователно добиваме  
 

)(|)(),(|)(...,),(|)(),(|)( 121 xRxrxRxrxRxrxRxr kk , 
 

од што следува дека )(xRk  е најголемиот заеднички делител на полиномите ( )P x  

и ( )Q x .  
 

Останува да докажеме дека најголемиот заеднички делител на поли-
номите ( )P x  и ( )Q x  е единствен со точност до мултипликативна константа. Ако 

)(1 xd  и )(2 xd  се два најголеми заеднички делитела на ( )P x  и ( )Q x , тогаш 

)(|)( 21 xdxd  и )(|)( 12 xdxd , од што следува дека )()( 21 xdcxd  .  

 
10.27. Теорема. Ако ( )d x  е најголем заеднички делител на полиномите 

( )P x  и ( )Q x , тогаш постојат полиноми ( )A x  и ( )B x  такви, што  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x A x P x B x Q x  .    (10) 
 

Доказ. Непосредно следува од равенствата (9). Имено, од првото равен-
ство наоѓаме )()()()( 11 xQxQxPxR  , потоа заменуваме во второто равенство 

итн., од што после конечен број чекори добиваме равенство од обликот (10).  
 
 
d) НЕПРЕКИНАТОСТ НА ПОЛИНОМИ  
 
10.28. Теорема. Секој полином е непрекината функција во секоја точка од 

реалната права.  
 

Доказ. Јасно, функциите ( )f x x  и ( ) ,g x c c R  се непрекинати во 

секоја точка од реалната права. Имено, за секој 0  доволно е да земеме    и 
тогаш при  || 0xx  имаме  |)()(| 0xfxf , односно  |)()(| 0xgxg , за 

секој R0x . Понатаму, од лема 6.1 следува дека за секој 1i  функцијата 
ixxh )(  е непрекината.  
 

Секој полином се добива со конечен број множења и собирање на 
функции од видот  
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( ) ,g x c c R  и ixxh )( , 1i , 
 

што според лема 6.1 значи дека секој полином е непрекината функција во секоја 
точка од реалната права.  

 
10.29. Пример. Нека 1m , Ria , за 12,...,2,1  mi  и  
 

1222
22

1
12 ....)( 

  mm
mm axaxaxxP , Rx . 

 

Докажете дека постои R0x  таков, што 0)( 0 xP .  
 

Решение. Од  
 

)...1(....)( 12
12

2
2112

1222
22

1
12


 




m
m

x

a

x

a
x
am

mm
mm xaxaxaxxP  

и равенствата 

0lim 
 i

i

x

a

x
, за 12,...,2,1  mi  

 

добиваме дека 


)(lim xP
x

. Тоа значи дека за секој 0C  постои 0b  таков 

што ( )P x C , кога bx   и за секој 0D  постои 0a  таков што DxP )(  кога 

ax  . Да го разгледаме полиномот ( )P x  на интервалот ],[ ba . Според теорема 

10.28 имаме ]),([ baP C  и, бидејќи ( ) 0 ( )P a P b  , од теорема 7.6 следува дека 

постои R0x  таков што 0)( 0 xP .  

 
10.30. На крајот од овој дел ќе ја разгледаме теоремата на Ваерштрас за 

приближување со полиноми на функција непрекината на затворен интервал. Прет-
ходно ќе ја докажеме следната лема.  
 

Лема. Нека 1n  и ]1,0[x . Тогаш, важат следните равенства:  
 

1) 1)1(
0





n

k

knkk
n xxC ,  

2) 0)1()(
0





n

k

knk
n
kk

n xxxC  и  

3) 
n

xxn

k

knk
n
kk

n xxxC )1(

0

2 )1()( 



  .  

 

Доказ. 1) Од Њутновата биномна формула добиваме:  
 





n

k

knkk
n

n xxCxx
0

)1()]1([1 . 

 

2) Од 1
1

 k

n
k
n nCkC , за 1k , добиваме дека:  

 

xxxCxxxCxxC
n

i

inii
n

n

k

knkk
n

n

k

knk
n
kk

n  















1

0

1
1

1

1
1

0
)1()1()1( . 
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Од претходното равенство и од равенството под 1) добиваме:  
 

0)1()1()1()(
000

 










 xxxxCxxxCxxxC
n

k

knkk
n

n

k

knk
n
kk

n

n

k

knk
n
kk

n  

 

3) На почеток, како и во 2) имаме  
 

2
1

0

1
1

0
)1()1()1()1( xnnxixCnxxxkkC

n

i

inii
n

n

k

knkk
n  










 . 

 

Понатаму, од 1) и 2) добиваме:  
 

2

2 2

2 1

0 0 0

2

0 0

( 1) (1 )2 2 2

( ) (1 ) [ ( 1) (1 ) (1 ) ]

2 (1 ) (1 )

2

n n n
k k n k k k n k k k n kk
n n nn nk k k

n n
k k n k k k n kk
n nn

k k

n n x xnx
nn n

C x x x C k k x x C kx x

x C x x x C x x

x x x

  

  

 

 
 

       

   

    

  

   

 

што и требаше да се докаже.  
 
10.31. Пред да преминеме на доказот на теоремата на Ваерштрас да забе-

лежиме дека:  
 

ако ( )P x  е полином, тогаш и функцијата RR :f  дефинирана  

со ( ) ( )f t P at b  , каде што Rba,  се константи е полином.  
 

Точноста на ова тврдење непосредно следува од Њутновата биномна фор-
мула и дефинициите на операциите собирање и множење на полиноми. Деталите 
од доказот ги оставаме на читателот за вежба.  

 
Теорема (Ваерштрас). Нека ]),([ baf C . Тогаш, за секој 0  постои 

полином P  таков, што за секој ],[ bax  важи  
 

  |)()(| xPxf . 
 

Доказ. Доволно е теоремата да ја докажеме на интервалот ]1,0[ . Нависти-
на, ако теоремата е точна за интервалот ]1,0[ , тогаш за функција ]),([ baf C  и за 

даден 0  постои полином P  таков, што за секој [0,1]t  важи  
 

  |)())((| tPabtaf  
 

и затоа за секој ],[ bax  важи  
 

  
 |)()(|

ab
axPxf . 

 

Нека ])1,0([Cf . Дефинираме  
 





n

k

knk
n
kk

n
n

n xxfCxfxfB
1

)1()()1)(0();( , за 1n  и ]1,0[x . 
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Функцијата );( xfBn  е полином на Берштајн од n ти степен за функцијата f . 

Нека 0  е дадено. Од ]),([ baf C  следува дека функцијата f  е рамномерно 

непрекината на интервалот ],[ ba , па затоа постои 0  таков што за секои 

],['',' baxx   такви, што  |'''| xx  важи  

2
|)''()'(|  xfxf . 

Нека |)(|max
]1,0[

xfL
x

 . Да ставиме  

knkk
nnk xxCp  )1( , ]1,0[x , 1n . 

 

Забележуваме дека 0)( xpnk , [0,1]x  и 1n . Сега од лема 10.30 следува: за 

секој ]1,0[x  важи:  

0 0

0

; | | ; | |

2 2
; | | ; | |

| ( ) ( ; ) | | ( ) ( ) ( ; ) | | ( ( ) ( )) ( ) |

| ( ) ( ) | ( )

| ( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) | ( )

( ) 2 ( ) ( )

k k
n n

k k
n n

n n
k

n nk n nkn
k k

n
k

nkn
k

k k
nk nkn n

k x k x
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Нека 0n  е таков што за секој 0nn   важи 
22 2





n
L . Тогаш, за секој 0nn   и за 

секој ]1,0[x  важи  

 |);()(| xfBxf n .  

 
 
 

11. РАЦИОНАЛНИ ФУНКЦИИ  
 
Во овој дел ќе ги разгледаме рационалните функции, нивната непрекина-

тост и разложувањето на правилните рационални дропки на елементарни.  
 
 
а)  ДЕФИНИЦИЈА НА РАЦИОНАЛНА ФУНКЦИЈА.  
      НЕПРЕКИНАТОСТ НА РАЦИОНАЛНИ ФУНКЦИИ  
 
11.1. Дефиниција. Нека ( )P x  и ( ) ,Q x c c  R  се полиноми, kxxx ,...,, 21  

се реалните нули на полиномот ( )Q x  и },...,{\ 1 kxxA R . Функцијата RAxf :)(  

определена со 
)(
)()(

xQ
xPxf  , ја нарекуваме рационална функција.  
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11.2. Теорема. Рационалната функција ( ) :f x A  R , 
)(
)()(

xQ
xPxf   е не-

прекината на множеството A .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 10.28 и лема 6.1.  
 

11.3. Забелешка. Претходната теорема е корисна при наоѓањето на гра-

ници на рационални функции. Имено, ако треба да се најде 
)(
)(

0

lim
xQ
xP

xx
, тогаш на 

почетокот, ако е можно, треба да се скрати дропката 
)(
)(

xQ
xP  со множител nxx )( 0 , 

каде што 1n  е најголемиот можен степенов показател. Ако добиеме рационална 

дропка 
)(
)(

1

1
xQ
xP , тогаш 

)(
)(

)(
)(

1

1

00

limlim
xQ
xP

xxxQ
xP

xx 
 . Можни се два случаја:  

 

- ако 0)( 01 xQ , тогаш 
)(
)(

)(
)(

)(
)(

01

01

1

1

00

limlim
xQ
xP

xQ
xP

xxxQ
xP

xx



, и  

 

- ако 0)( 01 xQ , тогаш 0)( 01 xP  па затоа  
 


 )(

)(
)(
)(

1

1

00

limlim
xQ
xP

xxxQ
xP

xx
.  

 
11.4. Пример. Да се пресметаат границите:  
 

а) 
1

2

1
23

3
lim




 xxx
xx

x
,   б) 

128
23

2
23

23
lim




 xxx
xxx

x
. 

 

Решение. а) Според забелешката 11.3 имаме:  
 

2limlimlimlim
1

2

1)1)(1(

)2)(1(

11)1(
11

11
2

1
2

2

2

2

2

3

23

3














 x
xx

xxx

xxx

xxxx
xx

xxxx
xx

x
. 

 

б) Аналогно како под а) добиваме:  
 

 








 )2)(3(
)1(

2)2)(3(

)2)(1(

2128
23

2
limlimlim 223

23

xx
xx

xxx

xxx

xxxx
xxx

x
.   

 
 
b)  РАЗЛОЖУВАЊЕ НА ПРАВИЛНИ РАЦИОНАЛНИ  
      ДРОПКИ НА ЕЛЕМЕНТАРНИ  
 
11.5. Дефиниција. Нека ( )P x  и ( )Q x  се полиноми со реални коефици-

енти и ( )Q x  е ненулти полином. Рационалната дропка 
)(
)(

xQ
xP  ја нарекуваме пра-

вилна, ако или ( )P x  е нулти полином или неговиот степен е помал од степенот на 

полиномот ( )Q x . Рационалната дропка 
)(
)(

xQ
xP  ја нарекуваме нескратлива, ако 

полиномите ( )P x  и ( )Q x  се заемно прости.  
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11.6. Забелешка. Во нашите разгледувања ќе сметаме дека полиномите 
( )P x  и ( )Q x  се заемно прости, бидејќи во спротивно дропката можеме да ја скра-

тиме со најголемиот заеднички делител на ( )P x  и ( )Q x . Понатаму, ако рационал-

ната дропка 
)(
)(

xQ
xP  не е правилна, тогаш степенот на полиномот )(xP  е поголем 

или еднаков на степенот на полиномот ( )Q x , па затоа ако полиномот ( )P x  го по-

делиме со полиномот ( )Q x , добиваме  
 

)(
)(

)(
)( 1)(

xQ
xP

xQ
xP xR  ,     (1) 

 

каде што ( )R x  и )(1 xP  се полиноми, при што степенот на полиномот )(1 xP  е по-

мал од степенот на полиномот ( )Q x , што значи дека рационалната дропка 
)(
)(1

xQ
xP  е 

правилна.  
 

11.7. Лема. Нека 
)(
)(

xQ
xP  е правилна рационална дропка. Ако бројот a  е 

реален корен со кратност 1  на полиномот ( )Q x , т.е. ако  
 

0)(),()()( 11  aQxQaxxQ  , 
 

тогаш постои реален број A  и полином )(1 xP  со реални коефициенти таков, што  
 

)()(

)(

)()(
)(

1
1

1

xQax

xP

ax
A

xQ
xP


  .    (2) 

 

Доказ. Нека A  е произволен реален број. Имаме  
 

)()(

)()(

)()()()(

)(

)()(
)(

1

1

1

)(
xQax

xAQxP

ax
A

ax
A

xQax

xP

ax
A

xQ
xP

 




 .        (3) 

 

Од условот на лемата имаме дека степенот на полиномот ( )P x  е помал од 

степенот на полиномот ( )Q x  и како 1  добиваме дека степенот на полиномот 

)(1 xQ  е помал од степенот на полиномот ( )Q x , што значи дека за секој реален 

број A  рационалната дропка 
)()(

)()(

1

1

xQax

xAQxP

  е правилна. Ќе го избереме реалниот 

број A  така, што бројот a  е корен на полиномот )()( 1 xAQxP  , што значи дека 

овој полином ќе се дели со ax  . Со други зборови A  ќе го определиме од 
условот  

 

0)()( 1  aAQaP . 

Бидејќи 0)(1 aQ , од последното равенство наоѓаме 
)(
)(

1 aQ
aPA  . При ваков избор 

на бројот A , втората дропка во (3) може да се скрати со ax   и притоа истата 

може да се запише во обликот 
)()(

)(

1
1

1

xQax

xP
  . Јасно, оваа дропка е правилна и ис-

тата е со реални коефициенти, што значи дека претставувањето (2) е можно.  
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11.8. Лема. Нека 
)(
)(

xQ
xP  е правилна рационална дропка. Ако комплексниот 

број ibaz  , Rba, , 0b  е корен со кратност 1   на полиномот ( )Q x , т.е. 

ако  
 

)()()( 1
2 xQqpxxxQ  ,  

 

каде што ,0)(1 zQ  а ))((2 zxzxqpxx  , тогаш постојат реални броеви 

M  и N  и полином )(1 xP  со реални коефициенти такви, што  
 

)()(

)(

)()(
)(

1
12

1
2 xQqpxx

xP

qpxx
NMx

xQ
xP


   ,        (4) 

 

при што дропката 
)()(

)(

1
12

1

xQqpxx

xP
   исто така е правилна.  

 

Доказ. За секои реални броеви M  и N  имаме:  
 

2 2 2
1

1
2 2

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ]

.

P x P xMx N Mx N
Q x x px q x px q Q x x px q

P x Mx N Q xMx N
x px q x px q Q x

  

 

 
     

 
   

  

 
  (5) 

 

Лесно се гледа дека вториот собирок на десната страна во равенството (5) е пра-
вилна дропка. Ќе ги определиме M  и N  такви што )()()( 1 xQNMxxP   се дели 

со ))((2 zxzxqpxx  . За таа цел доволно е да се изберат M  и N  така, 

што комплексниот број z  да е корен на полиномот )()()( 1 xQNMxxP  . Тогаш, 

од теорема 10.20 следува дека и z  е корен на овој полином, па од теорема 10.21 

следува дека овој полином се дели со ))((2 zxzxqpxx  . Нека  
 

0)()()( 1  zQNMzzP  
 

Бидејќи 0)(1 zQ , од последното равенство добиваме 
)(
)(

1 zQ
zPNMz  . Нека 

1

( )
( )

,   P z
Q z

z a ib A iB    . Тогаш,  
 

iMbNMaNibaMiBA  )(  

од што добиваме BMbANMa  , , т.е.  
 

BANM
b
a

b
B  , .  

При овие вредности на M  и N , полиномот )()()( 1 xQNxMxP   се дели со по-

линомот qpxx 2 . Ако вториот собирок на десната страна во (5) го скратиме 

со qpxx 2  добиваме дропка од видот 
)()(

)(

1
12

1

xQqpxx

xP
  . Оваа дропка е добие-

на со скратување на правилна рационална дропка со реални коефициенти со по-
лином со реални коефициенти, па затоа и самата е правилна рационална дропка со 
реални коефициенти.  
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11.9. Теорема. Нека 
)(
)(

xQ
xP  е правилна рационална дропка, каде што поли-

номите ( )P x  и ( )Q x  се со реални коефициенти. Ако  
 

sr t
ss

tk
r

k qxpxqxpxaxaxxQ )...()()...()()( 2
11

2
1

11  , 
 

каде што riai ,...,2,1,   се попарно различни реални корени на полином ( )Q x , со 

кратности riki ,...,2,1,  , соодветно,  
 

2 ( )( )jj j jx p x q x z x z     , 
 

каде што sjzz jj ,...,2,1,,   се попарно различни комплексни корени на полино-

мот ( )Q x , со кратности , 1, 2,...,jt j s , тогаш постојат реални броеви  
 

,)(k
iA  ,,...,2,1 ri   ikk ,...,2,1 , j

t
j

t
j ttsjNM ,...,1;,...,1,, )()(   

 

такви, што:  
 
 

( ) ( )(1) (1) ( )(1)1 2
1 1 2 2

1 21 21 2

( ) ( )(1) (1) (2) (2) 1 1
1 1 1 1 1 1

1 22 21 1
1 11 1 1 1

(1)
2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

... ... ...

...

k k kr
r r

k k kr rr

t t

t t

A A A A A AP x
Q x x a x a x ax a x a x a

M x N M x N M x N

x p x qx p x q x p x q

M



    

  

    

        

    



        

        
( ) ( )(1) (2) (2) 2 2

2 2 2 2 2
1 22 22 2

2 22 2 2 2

(1) (1) (

2

( ) ( )

( )

...

..........................................................................

t t

t t

s s s
ts

s s

x N M x N M x N

x p x qx p x q x p x q

M x N M

x p x q



  

    



 

   

 

           

        
( ) ( )2) (2)

1 22( )
... .

t ts s
s s s

ts
s ss s

x N M x N

x p x qx p x q 
 

  
 

 

 
 

Доказ. Непосредно следува од лемите 11.8 и 11.7.  
 

11.9. Забелешка. За да го определиме разложувањето на правилната ра-

ционална дропка 
)(
)(

xQ
xP  во видот даден во теорема 11.9, т.е. како збир на еле-

ментарни дропки, ќе го користиме методот на неопределени коефициенти кој се 

состои во следното: Дропката 
)(
)(

xQ
xP  ја разложуваме во видот даден во теорема 

11.9, а потоа десната страна ја сведуваме под најмал заеднички именител, при што 
во броителот на десната страна добиваме полином од n -ти степен ( n  е степенот 
на полиномот ( )Q x ). Споредувајќи ги коефициентите на овој полином со 

коефициентите на полиномот ( )P x , добиваме систем од n  линеарни равенки со 

n  непознати, кој според претходната теорема има решение.  
 

Примената на претходните тврдења и методот на неопределени коефици-
енти ќе ја покажеме на следните примери.  
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11.10. Пример. Правилната рационална дропка 
3 2

3 2
2 4

( 2)
x x
x x
 


 ќе ја претста-

виме како збир на елементарни дропки. Имаме,  
 

3 2

3 2 2 3 2

4 3 2 3 2 2 4 3 3

3 2

4 3 2

3 2

2 4
2( 2) ( 2)

( 4 4 ) ( 4 4 ) ( 4 4) ( 2 )

( 2)

( ) ( 4 2 ) (4 4 ) (4 4 ) 4

( 2)
,

x x CA B D E
x xx x x x x

A x x x B x x x C x x D x x Ex

x x

A D x A B D E x A B C x B C x C

x x

 
 

          


           


    



              

 

 

од што добиваме:  
 

4 3 2 3 2( ) ( 4 2 ) (4 4 ) (4 4 ) 4 2 4A D x A B D E x A B C x B C x C x x               .  
 

Со споредување на коефициентите во последното равенство, го добиваме систе-
мот:   

 

0, 4 2 1, 4 4 2, 4 4 0, 4 4A D A B D E A B C B C C               
 

чие решение е  
 

1 1 1
4 4 2

, 1, 1, ,A B C D E      . 
 

Според тоа, разложувањето гласи: 
 

3 2

3 2 2 3 2
2 4 1 1 1 1 1 1 1 1

4 4 2 2( 2) ( 2)
x x

x xx x x x x
 

 
      .  

 

11.11. Пример. Правилната рационална дропка 
2

2 2
1

( 1)
x

x x



 ќе ја претставиме 

како збир на елементарни дропки. Па така, од теорема 11.8 следува:  
 

2

2 2 2 2 2
1

( 1) ( 1) 1
x Bx C Dx EA

xx x x x
  
  

   .  

 

Со сведување на десната страна на последната дропка под најмал заеднички име-
нител, добиваме  

 

2 2 2 21 ( 1) ( ) ( )( 1)x A x Bx C x Dx E x x        .  
 

Во последното равенство ги изедначуваме коефициентите пред соодветните сте-
пени на x  и го добиваме системот  

 

1, 0, 2 1, 0, 0A C E A B D E A D           
 

чие решение е 1, 2, 0, 1, 0A B C D E      . Според тоа, бараното претста-

вување е:  
 

2

2 2 2 2 2
1 21

( 1) ( 1) 1
x x x

xx x x x

  

    .  
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12. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА, ЛОГАРИТАМСКА 
И СТЕПЕНСКА ФУНКЦИЈА  

 
12.1. Во II.4.8 го воведовме поимот степен со реален експонент. Во теоре-

ма II.4.9 докажавме дека:  
 

1) ако 0a   и ,x yR , тогаш x y x ya a a  , и  
 

2) ако 1a   и x y , тогаш x ya a .  
 

Да забележиме дека аналогно на доказот на теорема II.4.9 може да се докаже 
тврдењето:  

 

3) ако 0 1a   и x y , тогаш x ya a .  
 

Понатаму, од 1) непосредно следува дека ако 0a   и xR , тогаш 
( ) 0 1x x x xa a a a     , што значи дека:  

 

4) ако 0a   и xR  тогаш, 1
x

x

a
a  .  

 

12.2. Лема. Ако , 0a b   и xR , тогаш ( )x x xab a b .  
 

Доказ. Нека { }nr  е произволна низа рационални броеви која конвергира 

кон x . Тогаш, од својствата на степен со рационален експонент и од дефиници-
јата на степен со реален експонент, добиваме:  

 

( ) lim ( ) lim lim limn n n n nr r r r rx x x

n n n n
ab ab a b a b a b

   
    .  

 
12.3. Дефиниција. Нека 0a  . Функцијата :f R R , определена со 

( ) xf x a  ја нарекуваме експоненцијална функција со основа a .  

 
12.4. Забелешка. Од дефиницијата на степен со реален експонент следува 

дека при основа 1a   имаме ( ) 1f x  . Затоа, случајот 1a   не е од посебен ин-

терес и истиот нема да го разгледуваме.  
 

12.5. Теорема. а) Ако 1a  , тогаш експоненцијалната функција 

( ) xf x a  монотоно расте на целата реална права.  
 

б) Ако 0 1a  , тогаш екепоненцијалната функција ( ) xf x a  монотоно 

опаѓа на целата реална права.  
 

Доказ. Тврдењата под а) и б) непосредно следуваат од тврдењата под 2) и 
3) во 12.1, соодветно.  
 

12.6. Теорема. Нека 0a  . Функцијата ( ) xf x a  е непрекината на целата 

реална права.  
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Доказ. Нека 0 1a  , 0x R  и 0   е дадено. Да земеме 
01 xa
  . Од 

1

1na   и 
1

1na


 , кога n   следува дека постои 1 1n   таков, што за 1n n  

важи 
1

11na    и постои 2 1n   таков што за 2n n  важи 
1

11na    . Земаме 

0 1 2max{ , }n n n  и 
0

1
n

  . Но, функцијата ( ) xf x a  монотоно опаѓа за 0 1a  , 

па затоа за секој xR  таков што 0| |x x    т.е. 
0 0

1 1
0n n

x x     важи  
 

1 1
0 0 0n nx xa a a

  . 
 

Од досега изнесеното следува дека за даденото 0   постои 0   таков што за 
секој xR  за кој 0| |x x    важи  

 

1 1
0 0 0

1 11 1n nx xa a a 
      ,  

т.е  
0| |xxa a   . 

 

Нека 1a  , 0x R  и 0   е дадено. Да земеме 
01 xa
  . Од 

1

1na   и 
1

1na
  , 

кога n   следува дека постои 1 1n   таков што за 1n n  важи 
1

11na    и 

постои 2 1n   таков што за 2n n  важи 
1

11na    . Земаме 0 1 2max{ , }n n n  и 

0

1
n

  . Но, функцијата ( ) xf x a  монотоно расте за 1a  , па затоа за секој xR  

таков што 0| |x x    т.е. 
0 0

1 1
0n n

x x     важи 
1 1
0 0 0n nx xa a a

   . Од досега 

изнесеното следува дека за даденото 0   постои 0   таков што за секој xR  
за кој 0| |x x    важи  

 

1 1
0 0 0

1 11 1n nx xa a a 
       , т.е 0| |xxa a   .  

 

12.7. Пример. Нека 1a  . Докажете дека равенката 1xxa   има барем 
едно позитивно решение.  

 

Решение. Да ја разгледаме функцијата ( ) 1xf x xa  , на интервалот 

[0,1] . За оваа функција важи  
 

([0,1])f C  и (0) 1 0 1 (1)f a f      , 

па затоа постои 0 (0,1)x   таков што 0( ) 0f x  , т.е. 0
0 1xx a  .  

 

12.8. Теорема. Ако 0a   и ,x yR , тогаш ( )x y xya a .  
 

Доказ. Нека 0a   и xR . Ако p N , тогаш од 1) следува дека:  
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...( ) ...

 pati

 pati

p

x p x x x x x x px

p

a a a a a a       


 .    (1) 

 

Од равенството (1) следува дека ( )
x
q q xa a , па од дефиницијата на q  ти корен 

од xa  добиваме 
1

( )
x

q qxa a . Од досега изнесеното добиваме дека за секој p
q

r  , 

,p qN  важи: 
 

1 1

( ) ( ) [( ) ] ( )
p p
q q q q

xx r x x p xp xra a a a a a     . 
 

Ако, пак, p
q

r   , ,p qN , тогаш  
 

( )1 1

( )

( ) ( )
p p p
q q q

p p
x

x q q

x xx r x xr

a a

a a a a a
  

       

 

На крајот, очигледно, дека 0 0 0( ) 1x xa a a    . Според тоа, за секој xR  и за 

секој rQ  важи  
 

( )x r xra a      (2) 
 

Понатаму, нека yR  и нека 1{ }n nr 
  е произволна низа рационални 

броеви која конвергира кон y . Тогаш, од (2) следува дека  
 

( ) n nr xrxa a , за секој 1n  .    (3) 
 

Од дефиницијата на степен со реален степенов показател добиваме дека  
 

lim ( ) ( )nrx x y

n
a a


 ,    (4) 

 

а од непрекинатоста на експоненцијалната функција и од lim n
n

xr xy


  добиваме  

 

lim nxr xy

n
a a


 .      (5) 

 

Конечно, од равенствата (3), (4) и (5) следува:  
 

lim lim ( ) ( )n nxr rxy x x y

n n
a a a a

 
   . 

 

12.9. Последица. а) Ако 0a   и xR , тогаш 1 1( ) x
x

a a
 .  

 

б) Ако , 0a b   и xR , тогаш ( )
x

x
xa a

b b
 .  

 

Доказ. а) Од тврдењето 4) во 12.1 и од теорема 12.8 следува   
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11 1( ) ( ) x
x x x

a a
a a    .  

 

б) Од тврдењето под а) и од лема 12.2 следува  
 

1 1 1( ) ( ) ( )
x

x x
x x x x xa a

b b b b b
a a a      .  

 
12.10. Теорема. Ако 0a   и 1a  , тогаш множеството вредности на 

функцијата ( ) xf x a  е множеството (0, ) .  
 

Доказ. Нека 1a  . Функцијата ( ) xf x a  е монотоно растечка и непреки-

ната, па затоа доволно е да докажеме дека lim 0x

x
a


  и lim x

x
a


  . 

 

Од монотоноста на функцијата следува дека границите lim x

x
a


 и 

lim x

x
a


 постојат, па затоа доволно е да докажеме дека постојат низи 1{ }n nx 

  и 

1{ }n ny 
  такви, што lim n

n
x


   и lim n

n
y


   за кои важи lim 0ny

n
a


  и 

lim nx

n
a


  . 

 

Да ги разгледаме низите nx n , за 1n   и ny n  , за 1n  . Нека 

1b a  . Тогаш, од неравенството на Бернули добиваме (1 )n na b nb    и, 

бидејќи lim
n

nb


  , наоѓаме lim nx

n
a


  . Понатаму,  

 

1
lim

lim lim 0n n
xn

n

y x

an n
a a





 
   . 

 

Со тоа тврдењето е докажано во случајот кога 
1a  .  

 

Ако 0 1a  , тогаш 1 1
a

b   , па затоа  
 

1 1
lim

lim lim ( ) x

x

x x
b bx x

a


 
     и 

 

1 1
lim

lim lim ( ) 0x

x

x x
b bx x

a


 
   , 

 

што значи дека тврдењето важи и за 0 1a  .   
 

12.11. Нека 1a  . Во досегашните разгледувања докажавме дека експо-

ненцијалната функција ( ) xf x a  (цртеж 14) монотоно расте на интервалот 

( , )  , (( , ))f   C  и (( , )) (0, )f     . Според теорема 6.6 постои 

единствена функција : (0, ) ( , )g      таква што:   
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1) g  монотоно расте на (0, ) ,  
 

2) ((0, ))g  C  и  
 

3) за секој ( , )x    важи ( ( ))g f x x  и за секој (0, )y   важи 

( ( ))f g y y .  
 

Аналогно тврдење важи и кога 0 1a   (цртеж 14), со тоа што бидејќи 

функцијата ( ) xf x a  монотоно опаѓа на ( , )  , добиваме дека и инверзната 

функција g  монотоно опаѓа на (0, ) .  
 

Функцијата g  која е инверзна на функци-

јата ( ) xf x a  ја нарекуваме логаритамска функ-

ција и ја означуваме со ( ) logag x x . За секој 

(0, )x   бројот loga x  го нарекуваме логаритам 

од x  со основа a . Значи, logay x  ако и само ако 
yx a . Графикот на логаритамската функција, во 

случаите кога 1a   и 0 1a   е даден на цртежот 
15.  
 

Од последните две равенства добиваме дека  
 

loga xx a .   (6)  
 

Логаритмот од x  со основа a e  го нарекуваме природен (Неперов) лога-

ритам и го означуваме со ln x . Според тоа, за секој 0x   важи ln xx e . 
Логаритмот со основа 10 го нарекуваме декаден (Бригсов) логаритам.  

 

Да забележиме дека од 0 1a  , за секој 0a   следува дека log 1 0a  , за 

секој 0a  , а од 1a a  следува дека log 1a a  , за секој 0a  .  

 
12.12. Теорема. Нека 0a  . Тогаш:  
 

1) за секои 1 2, 0x x   важи 1 2 1 2log log loga a ax x x x  ,  
 

2) за секој 0x   и за секој tR  важи log logt
a ax t x  и  

 

3) за секои , 0a b  , , 1a b   важи 1
log

log
b

a a
b  .  

 

Доказ. 1) Нека 1 1logay x  и 2 2logay x . Тогаш, од дефиницијата на 

логаритамот имаме 1
1

yx a  и 2
2

yx a , па затоа  
 

1 2 1 2
1 2

y y y yx x a a a   , 
 

од што следува:  
 

1 2 1 2 1 2log log loga a ax x y y x x    . 
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2) Од равенството (6) и од својствата на експоненцијалната функција 

следува дека за секој tR  важи logat xtx a . Сега, од последното равенство и од 

дефиницијата на логаритамот, добиваме log logt
a ax t x .  

 

3) Ако logat b , тогаш tb a . Сега од 2) следува дека  
 

1 log log logt
b b bb a t a   , 

 

од што добиваме дека 1
log

log
b

a a
b t  .  

 
12.13. Пример. а) Нека 0a  , 1a  . Докажете дека  
 

log (1 )

0
lim loga x

axx
e




 . 

 

б) Нека 0a  . Докажете дека 1

0
lim ln

xa
xx

a


 .  

 

в) Докажете дека за секој  R  важи (1 ) 1

0
lim x

xx


 


 .  

 

Решение. а) Нека  
 

(0, )A   , 0 0x  , 
1

( ) (1 ) , 0xf x x x   ,  
 

1

0
lim (1 ) x

x
p x e


   , (0, )A    и ( ) log , 0ag y y y  . 

 

Логаритамската функција е непрекината на множеството (0, ) , па затоа таа е 

непрекината и во точката y e . Сега од теоремата за граница на сложена функци-

ја следува дека  
 

1log (1 )

0 0
lim lim log (1 ) loga xx

a axx x
x e



 
   . 

 

б) Очигледно, равенството важи за 1a  . Нека 1a  . Да забележиме дека 

1 0xz a    ако и само ако 0x   и дека log (1 )ax z  . Затоа,  
 

1 1
log (1 ) log0 0

lim lim ln
x

a a

a z
x z ex z

a
 

   . 

 

в) Очигледно, равенството важи за 0  . Нека 0  . Да забележиме 
дека ln(1 ) 0t x    ако и само ако 0x  . Со примена на резултатите под а) и 

б) добиваме:  
ln(1 ) ln(1 )(1 ) 1 ln(1 ) ln(1 )1 1
ln(1 ) ln(1 )0 0 0 0

ln(1 )1

0 0

lim lim lim lim

lim lim ln ln ,

x x

t

x x xe e
x x x x xx x x x

xe
t xt x

e e

  
 

  

     
    


 

  

    
 

 

што и требаше да се докаже.  
 



 240

12.14. Дефиниција. Ако \{0} R , тогаш функцијата  
 

: (0, )f   R , ( )f x x  
 

ја нарекуваме степенска функција со степенов показател  .  
 

12.15. Теорема. Ако f  е степенска функција, тогаш ((0, ))f  C .  
 

Доказ. Нека  R  и ( )f x x , (0, )x  . Тогаш, од равенството 
ln xx e  , за секој (0, )x  , од непрекинатоста на експоненцијалната и лога-

ритамската функција и од непрекинатоста на композицијата на непрекинати функ-
ции следува дека ((0, ))f  C .   

 
12.16. Забелешка. Степенската функција ја дефиниравме на интервалот 

(0, ) , бидејќи за 0x   изразот x  нема смисла за некои реални броеви  , 

како на пример 2 1
2

; ,k
m

k m   N . Меѓутоа, постојат реални броеви   за кои 

изразот x  е дефиниран за секој xR , освен можеби во точката 0 0x  . Во овие 

случаи функцијата повторно ја нарекуваме степенска. Притоа, ако 0  , тогаш 

функцијата ( )f x x  е непрекината на целата реална права, а ако 0   таа е 

непрекината на множеството \{0}R .  

 
12.17. Нека 0   и да ја разгледаме степенската функција 

: (0, )f   R , ( )f x x . Ако 1 20 x x  , тогаш  
 

1

2
0 ( ) 1

x
x

   
 

од што следува дека  
 

1 1 2 2( ) ( )f x x x f x     
 

т.е. функцијата монотоно расте. Во теорема 12.15 докажавме дека ((0, ))f  C , 

па од 
0

lim 0
x

x


  и lim
x

x


   следува дека нејзиното множество вредности е 

множеството (0, ) .  
 

За 0   аналогно се докажува дека степенската функција 

: (0, )f   R , ( )f x x  монотоно опаѓа. Понатаму, бидејќи ((0, ))f  C , 

0
lim

x
x


   и lim 0

x
x


 , заклучуваме дека нејзиното множество вредности е 

множеството (0, ) .  
 

Од досега изнесеното следува дека, ако 0  , тогаш степенската функ-

ција ( )f x x  е монотона на интервалот (0, ) , ((0, ))f  C  и ((0, ))f    
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(0, ) . Според теорема 6.6 постои единствена функција : (0, ) (0, )g     

таква што:  
 

1) g  е монотона на (0, ) ,  
 

2) ((0, ))g  C , и  
 

3) за секој (0, )x   важи ( ( ))g f x x  и за секој (0, )y   важи 

( ( ))f g y y .  
 

Од теорема 12.8 имаме  
 

1 1

( )x x x     

и  
1 1

( )y y y    , 
 

за секои , (0, )x y  . Според тоа, на сте-

пенската функција  
 

( )f x x  
 

инверзна е степенската функција  
 

1

( )g x x . 
 

Да забележиме дека, ако b Z , тогаш степенската функција ( ) bf x x  е 

полином, а ако b Z , тогаш степенската е рационална функција. Графикот на 

степенската функција ( ) bf x x , за 0b  , 0 1b   и 0b   е даден на цртежот 9.  

 
12.8. На крајот од овој дел, во врска со претходно воведените функции, ќе 

разгледаме неколку примери.  
 
Пример А. Нека ( )f C R  и за секои ,x yR  важи  
 

( ) ( ) ( )f x y f x f y  .     (1) 
 

Докажете дека за секој xR  важи или ( ) xf x a , 0a   или ( ) 0f x  .  
 

Решение. Ако во (1) ставиме 0x y  , добиваме 2(0) [ (0)]f f  од што 

следува или (0) 0f   или (0) 1f  .  
 

Ако (0) 0f  , тогаш за секој xR  важи ( ) ( 0) ( ) (0) 0f x f x f x f    .  
 

Нека (0) 1f  . Ако во (1) ставиме y x  , добиваме (0) ( ) ( )f f x f x  , па 

затоа ( ) 0f x   и 1( ) [ ( )]f x f x   , за секој xR . Ако во (1) ставиме 
2
tx y  , 

добиваме 2
2

( ) [ ( )] 0tf t f  , што заедно со претходно изнесеното значи дека 

( ) 0f t  , за секој tR . Според тоа, функцијата ( ) ln ( )g x f x  е добро дефини-
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рана и таа е непрекината, како композиција од непрекинати функции. Притоа 
важи:  

 

( ) ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ln ( ) ( ) ( )g x y f x y f x f y f x f y g x g y        . 
 

Од задачата 41 следува дека ( )g x x , за секој xR , па затоа  
 

( )( ) ( )g x x x xf x e e e a     , 
 

за секој xR , a e . Според тоа, кога (0) 1f   имаме ( ) xf x a , 0a  .  

 
Пример Б. Најдете ги сите функции ((0, ))f  C  за кои е исполнето 

равенството 
 

( ) ( ) ( )f xy f x f y      (2) 
 

за секои , (0, )x y  .  
 

Решение. Ставаме  
 

( ) ( )xg x f e      (3) 
 

за секој xR  и добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x yg x y f e f e e f e f e g x g y         (4) 
 

за секои ,x yR . Функцијата g  е непрекината, па од задача 41 следува дека 

( )g x x , за секој xR . Сега од (3) добиваме дека ( )xf e x , за секој xR  и 

ако ставиме xe t , добиваме lnt x , односно ( ) lnf t t , за секој (0,t  ). 

Конечно, секоја функција ((0, ))f  C , за која е исполнет условот (2) е од 

обликот ( ) lnf t t , за секој (0,t  ).  

 
Пример В. Најдете ги сите функции ((0, ))f  C  за кои е исполнето 

равенството  
 

( ) ( ) ( )f xy f x f y     (5) 
 

за секои , (0, )x y  .  
 

Решение. Ако во (1) ставиме 1x y  , добиваме 2(1) [ (1)]f f , од што 

следува (1) 0f   или (1) 1f  . Ако (1) 0f  , тогаш од (5) следува:  
 

( ) ( 1) ( ) (1) 0f x f x f x f    , за секој (0, )x  . 
 

Нека (1) 1f  . Ако во (5) ставиме 1
x

y   добиваме 11 (1) ( ) ( )
x

f f x f  , па 

затоа 1 1
( )

( )
x f x

f  , за секој (0, )x  . Понатаму, во (5) ставаме x y t   и 

добиваме 2( ) [ ( )] 0f t f t   и, бидејќи ( ) 0f t  , наоѓаме ( ) 0f t  , за секој 
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(0, )t  . Според тоа, функцијата ( ) ln ( )g t f t  е добро дефинирана и таа е 

непрекината како композиција на непрекинати функции. Притоа важи  
 

( ) ln ( ) ln[ ( ) ( )] ln ( ) ln ( ) ( ) ( )g xy f xy f x f y f x f y g x g y       
 

за секои , (0, )x y  . Сега, од претходниот пример следува дека ( ) lng x x , за 

секој (0, )x  . Според тоа, ( ) ln( ) g x xf x e e x    , за секој (0, )x  .  
 

Конечно, сите функции ((0, ))f  C  кои го задоволуваат условот (5) се 

од обликот ( ) 0f x   или ( )f x x , за секој (0, )x  .   

 
 
 
13. ТРИГОНОМЕТРИСКИ И ИНВЕРЗНИ  

ТРИГОНОМЕТРИСКИ ФУНКЦИИ  
 
13.1. Геометриската дефиниција на тригонометриските функции не се зас-

нова на аксиоматиката на реалните броеви, па затоа во нашите разгледувања три-
гонометриските функции ќе ги воведеме со метод кој исклучително ја користи 
аксиоматиката на реалните броеви. Имено, ќе докажеме дека постојат функции 

:f R R  и :g R R  за кои за секој xR се исполнети условите:  
 

2 2( ) ( ) 1f x g x      (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x g y g x f y      (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y g x g y f x f y   ,   (3) 
 

и за секој (0,1)x  е исполнет условот  
 

( )
( )

0 ( ) f x
g x

f x x   .     (4) 
 

Овде нема да ја докажуваме единственоста на функциите f  и g , туку истото ќе 

го направиме во натамошните разгледувања.  
 
13.2. Лема. За функциите f  и g  кои ги задоволуваат условите (1)-(4), 

точни се равенствата  
 

(0) 0, (0) 1f g  .    (5) 
 

Доказ. Ако во равенствата (1)-(3) ставиме 0x y   добиваме  
 

2 2(0) (0) 1f g  ,     (1’) 

(0) 2 (0) (0)f f g     (2’) 
2 2(0) (0) (0)g g f  .    (3’) 

 

Од (2’) следува (0) 0f   или 1
2

(0)g  . Ако ги собереме (1’) и (3’) добиваме 

21 (0) 2 (0)g g  , што значи дека не е можно 1
2

(0)g  . Затоа (0) 0f   и од (1’) 
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следува (0) 1g   . Од 21 (0) 2 (0)g g   следува (0) 1g   , па затоа (0) 1g  , т.е. 

важат равенствата (5).  
 

13.3. Лема. За функциите f  и g  кои ги задоволуваат условите (1)-(4) за 

секој ,x yR  точни се равенствата  
 

( ) ( ), ( ) ( )f x f x g x g x        (6) 

2 2
( ) ( ) 2 ( ) ( )x y x yf x f y f g      (7) 

2 2
( ) ( ) 2 ( ) ( )x y x yg x g y f f       (8) 

 

Доказ. Ако во условот (2) ставиме y x   и ги искористиме равенствата 

(5) го добиваме системот  
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 1.

f x g x f x g x

g x g x f x f x

   
    

 

 

Решавајќи го овој систем по непознати ( )f x  и ( )g x , наоѓаме ( ) ( )f x f x    и 

( ) ( )g x g x  , т.е. точни се равенствата (6). Понатаму, ако во условот (2) прво 

ставиме ,  x y   , а потоа ,  x y    , ги примениме равенствата (6) и ги 

извадиме добиените равенства, добиваме  
 

( ) ( ) 2 ( ) ( )f f f g         . 
 

Аналогно, од условот (3) го добиваме равенството  
 

( ) ( ) 2 ( ) ( )g g f f          . 
 

Ако во последните две равенства ставиме x   , y   , односно 

2 2
,x y x y    , ги добиваме равенствата (7) и (8).  

 
13.4. Дефиниција. Множеството A  R  го нарекуваме симетрично, ако 

од x A , следува x A  .  
 

Нека A  R  е симетрично множество. 

Функцијата :h A  R  ја нарекуваме парна на 
множеството A , ако ( ) ( )h x h x  , за секој 

x A .  
 

Нека A  R  е симетрично множество. 

Функцијата :h A  R  ја нарекуваме непарна 
на множеството A , ако ( ) ( )h x h x   , за секој 

x A .  
 
13.5. Пример. а) Секој полином кој 

содржи само парни степени на x , е парна 
функција (цртеж 17), а секој полином кој со-
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држи само непарни степени на x , е непарна функција (цртеж 18).  
 

б) Од равенствата (6) следува дека функции-
те f  и g  кои ги задоволуваат условите (1)-(4) се 

непарна и парна функција, соодветно.  
 

13.6. Забелешка. Нека на симетричното мно-
жество A  се дефинирани функциите h  и H . Непо-
средно од дефиниција 13.4 следува дека:  

 

а) Ако ( )h x  и ( )H x  се и двете парни, 

односно и двете непарни функции, тогаш функцијата 
( ) ( )h x H x  е парна, односно непарна, а функциите 

( ) ( )h x H x  и ( )
( )

, ( ) 0h x
H x

H x   и во двата случаја се парни функции.  
 

б) Ако една од функциите ( )h x  и ( )H x  е парна, а другата е непарна 

функција, тогаш функцијата ( ) ( )h x H x  не е ниту парна ниту непарна, а функци-

ите ( ) ( )h x H x  и ( )
( )

, ( ) 0h x
H x

H x   се непарни функции.  

 
13.7. Лема. Нека A  R  е симетрично множество, :h A  R , B A  и 

{ | }B x x B    .  
 

а) Ако функцијата h  е парна и ако монотоно расте на множество B , то-
гаш таа монотоно опаѓа на множеството B .  

 

б) Ако функцијата h  е непарна и ако монотоно расте на множество B , 
тогаш таа монотоно расте и на множеството B .  

 

Доказ. а) Ако ,x y B  се такви што x y , тогаш ( ) ( )h x h y . Но, тоа 

значи дека ,x y B    и y x    и ( ) ( )h y h x   , т.е. h  монотоно опаѓа на мно-

жеството B .  
 

б) Постапете аналогно на доказот под а).  
 

13.8. Теорема. Ако за функциите f  и g  се исполнети условите (1)-(4), 

тогаш тие се непрекинати во секоја точка од реалната права.  
 

Доказ. Од условот (1) следува дека за секој xR  важи  
 

| ( ) | 1, | ( ) | 1f x g x  .    (9) 
 

Нека 0x  е произволна точка од реалната права и 0   е дадено. Тогаш, од нера-

венствата (4) и (9) и од равенствата (7) и (8) следува: ако min{1, }  , тогаш за 

секој xR  таков, што 0| |x x    важи:  
 

0 0 0 0| | | | | |
0 2 2 2 2

| ( ) ( ) | 2 ( ) | ( ) | 2 ( ) 2
x x x x x x x x

f x f x f g f            
 

и  
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0 0 0 0| | | | | |
0 2 2 2 2

| ( ) ( ) | 2 ( ) | ( ) | 2 ( ) 2
x x x x x x x x

g x g x f f f           ,  
 

т.е. функциите f  и g  се непрекинати во секоја точка од реалната права.  

 
13.9. Лема. Ако за функциите f  и g  се исполнети условите (1)-(4), то-

гаш  
 

( )

0
lim 1f x

xx
 ,   (10) 

 

цртеж 19.  
 

          Доказ. Од нера-
венството (4) следува 
дека за секој (0,1)x  

важи 1
( ) ( )

1 x
f x g x

  , 

односно ( )( ) 1f x
x

g x   , за секој (0,1)x . Но, (0) 1g   и ако во последните нера-

венства преминеме кон граница кога 0x   и ја земеме предвид непрекинатоста 
на функцијата g  добиваме  

 

( )

0
lim 1f x

xx 
 . 

 

Понатаму, од ( ) ( )f x f x    и од претходното равенство добиваме:  
 

( ) ( )

0 ( ) 0
lim lim 1f x f x

x xx x 


  

  . 

 

Конечно, од  
 

( ) ( )

0 0
lim 1 limf x f x

x xx x  
   

 

следува равенството (10).  
 

13.10. Лема. Ако за функциите f  и g  се исполнети условите (1)-(4), 

тогаш постои 0 0x   таков, што 0( ) 0g x  .  
 

Доказ. Нека inf{ ( ) | 0}g x x   . Ако 0  , тогаш од (7) следува дека за 

доволно мало 0x   и за секој 1m    важи 
2

(( 1) ) ( ) 2 ( ) 0xf m x f mx f     , од 

што следува дека за доволно мало 0x   и за секој 1m   важи:  
 

2
(( 1) ) ( ) 2 ( ) ,xf m x f x m f m        , 

 

што противречи на (9).  
 

Според тоа, 0  . Ќе докажеме дека постои 0 0x   таков што 0( ) 0g x  . 

Ако за секој 0x   важи ( ) 0g x  , тогаш од равенството (7) следува дека на 
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(0, )  функцијата f  монотоно расте. Но, тогаш од (1) следува дека на (0, )  

функцијата g  монотоно опаѓа. Од inf{ ( ) | 0} 0g x x    следува дека постои 

(0, )t   таков, што 5
13

( )g x  , кога x t , па затоа 2 12
13

( ) 1 ( )f x g x   . 

Понатаму, од (0, )x   следува 2x x  и, бидејќи функцијата f  монотоно расте 

на интервалот (0, )  од (2) и (9), добиваме  
 

5 1012
13 13 13

( ) (2 ) 2 ( ) ( ) 2 1f x f x f x g x       ,  
 

што е противречност. Од добиената противречност следува дека постои 0 0x   

таков, што 0( ) 0g x  .  

 
13.11. Нека  
 

2 inf{ 0 | ( ) 0}x g x    .   (11)  
 

Бидејќи (0) 1g  , од непрекинатоста на функцијата g  и од лемата за запазување 

на знакот следува дека 0  . Бројот 
180
  го нарекуваме степен (градус) и го озна-

чуваме со 01 , што значи 0
2

90  . Бидејќи функцијата g  е непрекината, добиваме 

2
( ) 0g   . Сега од (1) следува дека 

2
( ) 1f    . Ќе докажеме дека 

2
( ) 1f   . Прво 

да забележиме дека на интервалот 
2

[0, ]  функцијата f  монотоно расте. Нависти-

на, нека 
2

, [0, ]x y   се такви што x y  и 1x y  . Тогаш, 
2 2

[0, ]x y    што спо-

ред (4), (7) и (11) значи дека  
 

2 2
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x y x yf x f y f g    , 

 

т.е. ( ) ( )f x f y . Од досега изнесеното имаме дека (0) 0f  , f  е непрекината на 

R  и f  монотоно расте на 
2

[0, ] , па затоа 
2

( ) 1f   . Сега, од условот (1), моното-

носта на f  и неравенството ( ) 0g x  , за 
2

[0, )x   следува дека функцијата g  

монотоно опаѓа на интервалот 
2

[0, ] .  
 

Од претходно изнесеното и од лема 13.7 а) следува дека функцијата f  

монотоно расте на интервалот 
2

[ ,0] , а од лема 13.7 б) следува дека функцијата 

g  монотоно расте на интервалот 
2

[ ,0] .  
 

Понатаму, од условите (2) и (3) добиваме  
 

2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f g x g f x g x         (12) 

 

2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x g g x f f x f x          (13) 

 

Сега од формулите (12) и (13) последователно добиваме дека за секој xR  се 
исполнети равенствата:  
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2
( ) ( ) ( )f x g x f x         (14) 

2
( ) ( ) ( )g x f x g x          (15) 

и  
( 2 ) ( ) ( )f x f x f x          (16) 

( 2 ) ( ) ( )g x g x g x      .    (17) 

 

13.12. Забелешка. Функцијата f  на интервалот 
2 2

[ , ]   монотоно расте. 

Од формулата (14) следува дека таа монотоно опаѓа на интервалот 3
2 2

[ , ]  , па мо-

нотоно расте на интервалот 3 5
2 2

[ , ]   итн. Понатаму, од монотоноста на функци-

јата g  на интервалот 
2

[0, ]  и од формулата (15) следува дека таа монотоно опаѓа 

на интервалот 
2

[ , ]  , па монотоно расте на интервалот [ , 2 ]   итн.  

 
13.13. Дефиници-

ја. Функцијата :F R R  
ја нарекуваме периодична 
ако постои 0T   таков што 
за секој xR  важи  

( ) ( )F x T F x  , 

цртеж 20. Бројот T  го на-
рекуваме периода на функ-
цијата F . Најмалиот пози-
тивен период на функција-
та F  го нарекуваме основ-
на периода на F .  

 
13.14. Пример. а) Функцијата :h R R , ( ) [ ]h x x x  , која во литера-

турата е позната под името дробен дел од x , е периодична. Притоа секој цел број 
е периода на оваа функција, а нејзината основна периода е бројот 1 (проверете!).  

 

б) Од формулите (16) и (17) следува дека функциите f  и g  за кои се ис-

полнети условите (1)-(4) се периодични и бројот 2  е една периода за овие функ-
ции.  

 
13.15. Забелешка. Ако ги искористиме равенствата (12)-(15), тогаш на 

интервалот [0,2 ) , со должина еднаква на периодата на функциите f  и g   може 

да се определат знаците на функциите на поодделните интервали. Притоа имаме:  
 

 
2

0 x    
2

x    3
2

x     3
2

2x    

знак на f      _ _  

знак на g    _ _   
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13.16. Лема. Нека за функциите f  и g  се исполнети условите (1)-(4). За 

некои ,x T R  се исполнети равенствата   
 

( ) ( )f x T f x   и ( ) ( )g x T g x  ,   (18) 
 

ако и само ако 2T k , за некој цел број k .  
 

Доказ. Од системот (18) го добиваме системот  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

f T g x g T f x f x

g T g x f T f x g x

 
  

    (19) 

 

Решавајќи го системот (19) по променливи ( )f T  и ( )g T , наоѓаме  
 

( ) 0f T   и ( ) 1g T  .     (20) 
 

Од претходната дискусија следува дека равенствата (20) во интервалот 
[0,2 )  се задоволени само за 0T  . Но, 0 2T   е периода за функциите ( )f x  и 

( )g x , па затоа равенствата (2) се исполнети ако и само ако 2T k , за некој цел 

број k .  
 
13.17. Забелешка. Во десегашните разгледувања ги карактеризиравме 

функциите ( )f x  и ( )g x , кои ги задоволуваат условите (1)-(4) и како што можеме 

да забележиме, тие ги имаат истите својства како и функциите sin x  и cos x , соод-
ветно, воведени на единичната кружница. Притоа не докажавме дека функциите 
кои ги задоволуваат условите (1)-(4) се единствени, а тоа ќе го направиме 
подоцна.  

 

Од практична гледна точка овде ќе ги запишеме добиените равенства во 
нивниот стандарден облик. Имаме:  

2 2sin cos 1x x  ,        sin 0 0, cos 0 1   

cos( ) cos cos sin sinx y x y x y   , sin
cos

0 sin , (0,1)x
x

x x x     

sin( ) sin cos cos sinx y x y x y   ,  sin( 2 ) sinx x  , 

2 2
sin cos 2sin cosx y x yx y    ,    cos( 2 ) cosx x   

2 2
cos cos 2sin sinx y x yx y     ,   | sin | 1, | cos | 1x x  ,   

sin( ) sin , cos( ) cosx x x x        sin

0
lim 1x

xx
 .  
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На цртежот 21 се дадени графиците на функциите sin x  и cos x . Да забе-
лежиме дека овие функции имаат и други својства, кои подоцна ќе ги докажеме. 
На читателот му препорачуваме за вежба да ги докаже релациите кои се користе-
ни во разгледаните примери.  

 

13.18. Пример. а) Нека \{0}A  R , 1( ) sin
x

f x  , x A . Докажете дека 

0
lim ( )
x

f x


 не постои.  

 

б) Нека \{0}A  R , 1( ) sin
x

f x x , x A . Докажете дека 
0

lim ( ) 0
x

f x


 . 

 

Решение. а) Доволно е да докажеме дека постојат низи 1{ }n nx 
  и 1{ }n ny 

  

такви, што lim lim 0n n
n n

x y
 

  , за кои важи lim ( ) lim ( )n n
n n

f x f y
 

 .   

 

Нека 2 2
(4 1) (4 3)

, , 1n nn n
x y n     . Јасно, lim lim 0n n

n n
x y

 
  , но од  

 

(4 1)
2

( ) sin 1n
nf x    и (4 3)

2
( ) sin 1n

nf y    , 1n   
 

следува дека  
 

lim ( ) 1 1 lim ( )n n
n n

f x f y
 

    , 

 

т.е. 
0

lim ( )
x

f x


 не постои.  

 

б) Нека 0   е дадено. Избираме 0    и, ако земеме во обѕир дека 
1| sin | 1
x
 , за секој 0x  , добиваме дека за секој (0; ) \{0}x U  важи  

 

1 1| sin 0 | | | | sin | | | | 0 |
x x

x x x x          , 
 

односно 1

0 0
lim ( ) lim sin 0

xx x
f x x

 
  .  

 
13.19. Пример. Пресметајте ги границите:  
 

а) 2lim sin( 1)
n

n


 , и    б) 2 2lim sin ( )
n

n n


 .  

 

Решение. а) Од својствата на функциите sin x  и cos x  добиваме:  
 

2

2 2

2

1

lim sin( 1) lim sin[ ( 1 ) ]

lim ( 1) sin( ( 1 ))

lim ( 1) sin 0.

n n

n

n

n

n n n

n n n n

n n



  



 



  

    

   

  

 

 

б) Аналогно како во задачата под а) наоѓаме:  
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2

2 2 2 2

2 2

2 2
21

lim sin ( ) lim sin [ ( ) ]

lim sin ( ( ))

lim sin sin 1.

n n

n

n

n n n

n n n n n n

n n n

 

  



 



  

    

  

  

 

 
13.20. Пример. Пресметајте ги границите:  
 

а) 
31 cos

sin 20
lim x

x xx




,        б) 4

1 cos(1 cos )

0
lim x

xx

 


, и        

 

в) 
2 4 2

lim cos cos ... cos n
x x x

n
  , за \{0}xR .  

 

Решение. а) Користејќи ги својствата на функциите sin x  и cos x  и 

фактот дека sin

0
lim 1x

xx
 , добиваме:  

 

2 223
2

2 2

2
2

2 2

2sin (1 cos cos )(1 cos )(1 cos cos )1 cos
sin 2 2 sin cos 4 sin cos cos0 0 0

sin 1 cos cos 31
4 4cos cos0 0

lim lim lim

lim lim .

x

x x

x

x x

x xx x xx
x x x x x x xx x x

x x
xx x

   
  

 
 

 

 
 

 

б) Имаме  
 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

4 4 4 2 2 4
2

1 cos(2sin ) 2sin (sin ) sin (sin ) (sin )1 cos(1 cos )

(sin )0 0 0 0 0
lim lim lim 2 lim lim

x x x x

x

x

x x x xx x x x x

 

    
    .  

 

Ставаме 2
2

sin x t  и кога 0x  , имаме 0t  . Со замена во последното 

равенство, користејќи го фактот дека sin

0
lim 1x

xx
  добиваме:  

 

2 2
2

2
4 2 4

2

(sin )1 cos(1 cos ) sin1 1
8 8( )0 0 0

lim lim lim
x

x

x t
x tx t x

 

  
   . 

 

в) Аналогно, како во задачите под а) и б) добиваме:  
 

2 4 2 2

2

2cos 2cos ... 2cos sin

2 4 2 2 sin
lim cos cos ... cos lim

x x x x
n n

n n x
n

x x x

n n

  

 
    

2 4 1 12 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2cos 2cos ... 2cos sin 2cos sin

2 sin 2 sin

sin sin sin
sin sin

lim ... lim

lim lim .

x x x x x x
n n

n nx x
n n

x x
n n

x x
n n

n n

x x x
x x xn n

    

 

 

  

   

 

 

Да забележиме дека во последното равенство искористивме дека за секој 

\{0}xR  важи 
2

0n
x   кога n  .  
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13.21. Во претходните разгледувања докажавме дека функцијата 

( ) sinf x x  е непрекината и монотоно расте на интервалот 
2 2

[ , ]   и дека на овој 

интервал таа ги прима сите вредности од интервалот [ 1,1] . Според теорема 6.6 

постои единствена функција h  таква што:  
 

1) h  монотоно расте на [ 1,1] ,  
 

2) ([ 1,1])h C  и  
 

3) за секој 
2 2

[ , ]x     важи ( ( ))h f x x  и 

за секој [ 1,1]y   важи ( ( ))f h y y .  
 

Функцијата h  која е инверзна на функцијата 
( ) sinf x x  ја означуваме со ( ) arcsinh x x , (аркус 

синус од x ). На цртежот 21 се дадени графиците на 
функциите sin x  и arcsin x .  

 

Аналогно, функцијата ( ) cosg x x  е непре-

кината и монотоно опаѓа на интервалот [0, ]  и на 

овој интервал ги прима сите вредности од интер-
валот [ 1,1] . Според теорема 6.6 постои единствена 

функција t  таква, што  
 

4) t  монотоно опаѓа на [ 1,1] ,  
 

5) ([ 1,1])t C  и  
 

6) за секој [0, ]x   важи ( ( ))t g x x  и за 

секој [ 1,1]y   важи ( ( ))g t y y .  
 

Функцијата t , која е инверзна на функцијата ( ) cosg x x  ја означуваме 

со ( ) arccost x x , (аркус косинус од x ).  
 

Ако се искористи релацијата 
2

sin( ) cosx x    и ако земеме cosu x , 

добиваме  

arccosx u  и 
2

arcsinx u   , 

од што следува дека  

2
arccos arcsinu u  , за секој [ 1,1]u  .   (21) 

 

На цртежот 22 се дадени графиците на функциите cos x  и arccos x .  
 

Ако ја разгледаме функцијата ( ) cosg x x  на интервалот [ ,0] , тогаш 

забележуваме дека таа на овој интервал е непрекината, монотоно расте и ги прима 
сите вредности од интервалот [ 1,1] . Повторно од теорема 6.6 следува дека по-

стои функција 1t  таква што  
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7) 1t  монотоно расте на [ 1,1] ,  
 

8) 1 ([ 1,1])t  C  и  
 

9) за секој [ ,0]x    важи 1( ( ))t g x x  и за секој [ 1,1]y   важи 

1( ( ))g t y y .  
 

Функцијата 1t  ќе ја означиме со 1( ) arccost x x , иако всушност се работи 

за две различни функции. Во овој случај, наместо релацијата 
2

sin( ) cosx x    со 

која се поврзани функциите sin x  и cos x  на интервалите на кои ги конструиравме 

инверзните функции, ќе ја земеме релацијата 
2

sin( ) cosx x  , па наместо форму-

лата (21), ја добиваме формулата  
 

2
arccos arcsinu u  , за секој [ 1,1]u  .    (22) 

 

Како што видовме, за функцијата cos x  воведовме инверзна функција 
( )t x  која монотоно опаѓа, па затоа ќе ја означиме со arccoso x  и функција 1( )t x   

која монотоно расте, па затоа ќе ја означиме со arccosr x .   
 

Постојат и други функции на интервалот [ 1,1] , кои со право можеме да 

ги земеме за инверзни на функциите sin x  и cos x , но деталите околу ова пра-
шање ќе му ги препуштиме на читателот за вежба.  

 
13.22. Пример. Пресметајте ги границите  
 

а) 2arcsin

0
lim x

xx
, и    б) arccos

11
lim x

xx

 


.  

 

Решение. а) Ставаме sinx t , arcsint x  и кога 0x   имаме 0t  , па 
затоа  

2arcsin 2
sin0 0

lim lim 2x t
x tx t 

  . 

 

б) Нека cosx y , arccosy x  и кога 1x   , имаме y  , па затоа:  
 

2 2

arccos
1 cos 1 2 cos 2 cos ( )1

lim lim lim limy y

y y yx
x y yx y y y

  
  

  
     

   . 

 

Понатаму, ставаме t y   и кога y  , добиваме 0t  . Според тоа,  
 

2

22

2arccos 1
1 2 sin ( ) 22 cos ( )1 0

lim lim lim
t

y t

yx
x tyx y t


  


    

   .  

 

13.23. Да ја разгледаме функцијата sin
cos

tg x
x

x  . Оваа функција е определе-

на во сите точки од реалната права, освен во точките за кои cos 0x  , т.е. во точ-

ките 
2

,x k k   Z . Од равенствата (14) и (15) имаме  

sin( ) sin
cos( ) cos

tg( ) tgx x
x x

x x
  
     , 
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т.е. функцијата tg x  е периодична со основна периода  , а од пример 13.5 и забе-

лешка 13.6 следува дека функцијата tg x  е непарна функција.  
 

Понатаму, од непрекинатоста на функциите sin x  и cos x  и од cos 0x  , 

за 
2

,x k k   Z  следува дека функцијата tg x  е непрекината на секој интервал 

2 2
( , ( 1) )k k     , каде што k Z  и, бидејќи  

 

2

lim tg
x

x
 


   и 

2

lim tg
x

x
 


  , 

 

добиваме дека интервалот 
2 2

( , )   со функци-

јата tg x  се пресликува на интервалот ( , )  . 

Користејќи ги својствата на функциите sin x  и 

cos x  на интервалот 
2 2

( , )   лесно се докажува 

дека функцијата tg x  монотоно расте на овој 

интервал, што значи и на секој интервал 

2 2
( , ( 1) )k k     , k Z , (цртеж 24).  

 

Од досега изнесеното и од теорема 6.6 следува дека за функцијата tg x  

постои инверзна функција h  таква што:  
 

1) h  монотоно расте на ( , )   

2) (( , ))h  C  и  

3) за секој 
2 2

( , )x     важи (tg )h x x  и за секој ( , )y    важи 

tg( ( ))h y y .  
 

Функцијата h  која е инверзна на 
функцијата tg x  ја означуваме со  

 

( ) arctgh x x , 
 

(аркус тангенс од x ). Графикот на функцијата 
arctg x  е даден на цртеж 25. Да забележиме де-

ка за функцијата tg x  можеме да конструираме 

и други инверзни функции, но како и за функ-
циите sin x  и cos x  разработката на ова праша-
ње ја оставаме на читателот за вежба.  

 

За функцијата cos
sin

ctg x
x

y x   од непрекинатоста на функциите sin x  и 

cos x  и од sin 0x  , за  ,x k k Z  следува дека функцијата ctg x  е непрекина-

та на секој интервал ( , ( 1) )k k  , k Z  и, бидејќи   
 

0
lim ctg

x
x


   и lim ctg

x
x

 
  , 
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добиваме дека интервалот (0, )  со функцијата 

ctg x  се пресликува на интервалот ( , )  . 

Користејќи ги својствата на функциите sin x  и 
cos x  на интервалот (0, )  лесно се докажува 

дека функцијата ctg x  монотоно опаѓа на овој 

интервал, што значи и на секој интервал 
( , ( 1) )k k  , k Z , (цртеж 26). 

 

Од досега изнесеното и од теорема 6.6 
следува дека за функцијата ctg x  постои ин-

верзна функција h  таква што:  
 

4) h  монотоно опаѓа на ( , )   

5) (( , ))h  C  и  

6) за секој (0, )x   важи (tg )h x x  и за секој ( , )y    важи 

tg( ( ))h y y .  
 

Функцијата h  која е инверзна на функ-
цијата ctg x  ја означуваме со  

 

( ) arcctgh x x , 
 

(аркус котангенс од x ). Графикот на функци-
јата arcctg x  е дадени на цртеж 27. Да забеле-

жиме дека за функцијата ctg x  можеме да конс-

труираме и други инверзни функции, но како и 
за функциите sin x  и cos x  разработката на ова 
прашање ја оставаме на читателот за вежба.  

 
Забелешка А. Користејќи ги релациите меѓу тригонометриските функции 

и својствата на заемно инверзните функции може да ги пресметаме вредностите 
на тригономентриските функции од инверзните тригонометриски функции. Овие 
вредности се дадени во следнава табела.  
 

 arcsin x  arccos x arctg x  arcctg x  

sin  
 

, | | 1x x   
 

21 x , | | 1x   21

x

x
 

2

1

1 x
 

cos  
 

21 x , | | 1x   
 

, | | 1x x   2

1

1 x
 

21

x

x
 

tg  
21

x

x
, | | 1x   21 x

x
 , 0 | | 1x   

 

x  
 

1 , 0
x

x   

ctg  21 x
x
 , 0 | | 1x   21

x

x
, | | 1x   

 

1 , 0
x

x   
 

x  

 
Забелешка Б. За збировите на инверзните тригонометриски функции од 

ист аргумент точни се следниве равенства:  
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2
arcsin arccosx x   , 

2
arctg arcctg ,x x    arcsin arcsin( ) 0,x x    

arccos arccos( ) ,x x     arctg arctg( ) 0, arcctg arcctg( )x x x x       .  

 
Забелешка В. Дефиниционите области на инверзните тригонометриски 

функции од тригонометриските функции се совпаѓаат со дефиниционите области на 
тригонометриските функ-
ции. Така, на пример, функ-
цијата arcsin(sin )y x  е 

дефинирана на целата реал-
на права. Графикот на оваа 
функција е даден на цртеж 
28.  

 
Дефиниционата об-

ласт на функцијата  
 

arctg(tg )y x  
 

е множеството  
 

2
\{ | }k k  R Z . 

 

Графикот на оваа функција 
е даден на цртеж 29.  

 
13.24. Пример. Пресметајте ги границите:  
 

а) 3

tg sin

0
lim x x

xx




,   б) 

2 2
lim sin tgx a x

ax a




 и  в) 1
2 4

lim (arctg )x
xx

x 


 .  

 

Решение. а) Имаме:  
 

2
2

3 3 2
2

2(sin )tg sin sin (1 cos ) sin 1 1
cos 2cos 4( )0 0 0

lim lim lim
x

x

x x x x x
x xx x xx x x

 

  
   . 

 

б) Ако 
2

x a t  , тогаш 2x t a   и кога x a , добиваме 0t  . Според 

тоа,  
 

2

2

(2 )
2 2 20

sin( ) cos

cos( ) sin0 0

sin
sin0

lim sin tg lim sin tg

                          lim sin lim sin

                          lim cos .

t t
a a

t t
a a

t
a

t
a

t ax a x
a ax a t

t t

a t t a
t at

t

t t
  

  








 


 



 



 

  

   

 

 

в) Воведуваме смена 1
2

arctg x
x

y
   и кога x   имаме 

4
y   (зошто?). 

Според тоа, 1
2

tgx
x

y
  , односно 2 tg 1

1- tg
y

y
x  . Потоа ставаме 

4
y t   и кога 

4
y  , важи 0t   и добиваме  
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4

44

2 tg( ) 12 tg 11
2 4 1 tg 4 1 tg ( )0

lim (arctg ) lim ( ) lim
tyx

x y tx ty
x y t




   

    
     

tg 1
2 1

1 tg 3 tg 1 1
tg 1 2 tg 20 01
1 tg

lim lim .

t

- t t
t - tt t

t

t t





 



     

 
 
 
14. ХИПЕРБОЛИЧНИ ФУНКЦИИ  

 

14.1. Хиперболички функции. Функцијата 
2

x xe ey
  ја нарекуваме синус 

хиперболикум и означуваме shy x . Јасно, таа е определена за секој ,xR  а 

множеството нејзини вредности е еднакво на множеството реални броеви R . 
Понатаму, функцијата е непарна и монотоно расте на целата реална права. 
Графикот на функцијата shy x  е даден на цртеж 30.  

 

Функцијата 
2

x xe ey
  ја нарекуваме косинус хипер-

боликум и означуваме chy x . Јасно, таа е определена за 

секој ,xR  а множеството нејзини вредности е еднакво на 

множеството реални броеви [1, ) . Понатаму, функцијата е 

парна,  монотоно опаѓа на интервалот ( ,0]  и монотно рас-

те на интервалот [0, ) . Графикот на функцијата chy x  е 

даден на цртеж 30.  
 

Функцијата sh
ch

x x

x x
x e e
x e e

y






   ја нарекуваме 

тангенс хиперболикум и означуваме thy x . Јасно, таа 

е определена за секој ,xR  а множеството нејзини 

вредности е еднакво на множеството ( 1,1) . Понатаму, 

функцијата е непарна и монотоно расте на целата ре-
ална права. Графикот на функцијата thy x  е даден на 

цртеж 31.  
 

Функцијата ch
sh

x x

x x
x e e
x e e

y






   ја нарекуваме котангенс хиперболикум и 

означуваме cthy x . Јасно, таа е определена за секој \{0}xR  а множеството 

нејзини вредности е еднакво на множеството \ [ 1,1]R . Понатаму, функцијата е 

непарна и монотоно опаѓа на интервалите ( , 1)   и (1, ) . Графикот на функ-

цијата thy x  е даден на цртеж 31.  
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3.9. Инверзни хиперболични функции. 
Функцијата shy x  монотоно расте на R  и неј-

зиното множество вредности е R . Според теорема 
6.6 постои единствена функција :g R R  таква 

што: g  монотоно расте на R , таа е непарна, за 

секој xR  важи ( ( ))g f x x  и за секој yR  ва-

жи ( ( ))f g y y . Функцијата g  која е инверзна на 

функцијата shy x  ја нарекуваме ареа-синус и ја 

означуваме со arshy x . Нејзиниот график е даден на цртеж 32. 

 
Функцијата chy x  монотоно расте на ин-

тервалот [0, )  и нејзиното множество вредности е 

[1, ) . Според теорема 6.6 постои единствена 

функција : [1, ) [0, )g     таква што: g  моно-

тоно расте на [1, ) , за секој [0, )x   важи 

( ( ))g f x x  и за секој [1, )y   важи ( ( ))f g y y . 

Функцијата g  која е инверзна на функцијата chy x  ја нарекуваме ареа-косинус 

и ја означуваме со archy x . Нејзиниот график е даден на цртеж 33. 

 
Функцијата thy x  монотоно расте на R  и неј-

зиното множество вредности е ( 1,1) . Според теорема 6.6 

постои единствена функција : ( 1,1)g   R  таква што: g  

монотоно расте на ( 1,1) , за секој xR  важи ( ( ))g f x x  

и за секој ( 1,1)y   важи ( ( ))f g y y . Функцијата g  која 

е инверзна на функцијата thy x  ја нарекуваме ареа-

тангенс и ја означуваме со arthy x . Нејзиниот график е 

даден на цртеж 34. 
 

Функцијата cthy x  монотоно опаѓа на \{0}R  и 

нејзиното множество вредности е \ [ 1,1]R . Според теоре-

ма 6.6 постои единствена функција : \ [ 1,1] \{0}g  R R  

таква што: g  монотоно опаѓа на \ [ 1,1]R , за секој 

\{0}xR  важи ( ( ))g f x x  и за секој \ [ 1,1]y R  важи 

( ( ))f g y y . Функцијата g  која е инверзна на функцијата 

cthy x  ја нарекуваме ареа-котангенс и ја означуваме со 

arcthy x . Нејзиниот график е даден на цртеж 35. 
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15. ЕЛЕМЕНТАРНИ ФУНКЦИИ  
 

15.1. Дефиниција. Функциите  
 

( ) constf x  , ( )f x x , ( ) xf x a , 0a  , ( ) log , 0, 1af x x a a   , 
 

( ) sinf x x , ( ) cosf x x , ( ) tgf x x , ( ) ctgf x x , ( ) arcsinf x x , 
 

( ) arccosf x x , ( ) arctgf x x  и ( ) arcctgf x x  
 

ги нарекуваме основни елементарни функции.  
 

Секоја функција, која експлицитно може да се изрази со помош на форму-
ли кои содржат само конечен број аритметички операции и композиции на основ-
ните елементарни функции, ја нарекуваме елементарна функција.  

 
15.2. Пример. Јасно, секој полином и секоја рационална функција е 

елементарна функција. Исто така функциите  
 

3( ) 1 cosf x x x   , 2( ) | |f x x x  ,  

2
23 5 1

( ) 5 log sin x
x

f x 


   и 
1

24
( ) sin ln(1 ) xx

x x
f x a

 
    

 

се елементарни функции.   
 
15.3. Поделба на елементарните функции. За функцијата ( )f x  ќе вели-

ме дека е ирационална ако таа не е рационална и ако може да се зададе со конечен 
број композиции на рационални функции, степенски фунции со рационални 
степенови показатели и четирите аритметички операции. На пример, функцијата  

 

23
1

( ) ( 4)(1 )x
x

f x x     
 

е ирационална функција.  
 

Елементарните функции, кои не се ниту рационални, ниту ирационални 
ги нарекуваме трансцедентни функции. Може да се докаже, дека сите тригономе-
триски функции, нивните инверзни, степенската и логаритамската функција се 
трансцедентни функции.  

 
15.4. Теорема. Секоја елементарна функција :f A  R  е непрекината во 

секоја точка од множеството A .  
 

Доказ. Согласно со дефиницијата 14.1 секоја елементарна функција се до-
бива од основните елементарни фунцкии со помош на конечен број аритметички 
операции и композиции на основните елементарни функции. Сега точноста на 
тврдењето следува од претходните разгледувања во кои ја докажавме непрекина-
тоста на елементарните функции, и од лемите 6.1 и 6.4.  
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16. ПАРАМЕТАРСКИ ЗАДАДЕНИ ФУНКЦИИ  
 

16.1. Нека ( ), ( )x t y t    се две функции од иста независна променли-

ва t T . Ако ( )t  е монотона на T , тогаш според теорема 6.6 постои инверзната 

на неа функција 1( )t x . Затоа функцијата 1( ), ( )y t t x    може да се раз-

гледува како сложена функција, т.е.  
 

1
1( ) ( )

( ( )) ( ).
( )

x t t x
y x F x

y t

   



     

 
 

 

Променливата t  ја нарекуваме параметар и во случајот велиме дека сложената 

функција  1( ) ( ), ( )y F x y t t x      е зададена параметарски и пишуваме:  
 

( ),

( ), .

x t

y t t T





  

    (1) 

 

Во формулите (1) често пати функцијата ( )t  ја означуваме со ( )x t , а функцијата 

( )t  со ( )y t .  

 
16.2. Забелешка. Секоја експлицитно зададена функција ( )y f x  може 

да се зададе параметарски, т.е. да се параметризира. Навистина,  
 

,
( )

( ), .

x t
y f x

y f t t T


    

 

 

16.3. Пример. а) Нека 2
13 1, , (0, )
t

x t y t     . Овие две функции на 

интервалот (1, )  параметарски ја задаваат функцијата 2
9

( 1)
( )

x
F x


 .  

 

Навистина, од првата равенка добиваме 1
3

xt   и ако замениме во втората 

равенка го добиваме експлицитното задавање на функцијата F . Притоа, кога 
(0, )t  , од равенството 3 1x t   добиваме дека (1, )x  .  

 

б) Да ја разгледаме функцијата 1 , ( ) (0, )
x

y D f   . Ако го воведеме 

параметарот t x , тогаш  
 

1

,

, (0, ).
x

x t

y t



  
 

 

Да забележиме дека функцијата 1 , ( ) (0, )
x

y D f    параметарски може 

да се зададе и со помош на равенките  
 

,

, ,

t

t

x e

y e t



 R
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т.е. една иста функција параметарски може да се зададе со различни аналитички 
изрази.  

 
16.4. Параметарско задавање на некои линии во рамнината. Множе-

ството точки ( , )M x y  во рамнината 2R , чии кординати ги задоволуваат равен-

ките ( ), ( ),x x t y y t t T   , параметарски задава некоја линија 2LR . Ќе ги раз-

гледаме параметарските задавања на најчесто користените линии во математи-
ката.  

 
16.5. Пример. а) Параметарските равенки на правата y ax b   се 

 

,

, .

x t

y at b t


    R

 

 

б) Кружницата со центар во координатниот по-
четок и радиус еднаков на a  е дадена со равенките:  
 

2 2 2 cos ,

sin , 0 2 .

x a t
x y a

y a t t 


      
 

 

Овде параметарот t  е аголот меѓу позитивната насока на 

x  оската и радиус векторот OM


 на точката ( , )M x y  

која од x  оската се движи во насока спротивна на дви-
жењето на стрелката на часовникот.  
 

в) Елипсата со центар во координатниот почеток и полуоски a  и b  е да-
дена со равенките  
 

22

2 2

cos ,
1

sin , 0 2 .
yx

a b

x a t

y a t t 


      
 

 

Навистина, елипсата може да се добие со контракција на 

кружница со радиус a  во b
a

 долж оската Oy . При оваа 

деформација на кружницата параметарските равенки на 
елипсата се добиваат од параметаските равенки на круж-

ницата со множење на ординатата со b
a

 и за параметар-

ските равенки на елипсата добиваме:  
 

cos ,

sin sin , 0 2 .b
a

x a t

y a t b t t 


    

 

 

Јасно, од параметарските равенки на елипсата лесно се добива нејзината кано-
нична равенка. Имаме  
 

2 2 2 2
cos ,cos

( ) ( ) cos sin 1
sin , [0, 2 ) sin , [0, 2 )

x
a yx

a by
b

tx a t
t t

y b t t t t 

             

.  
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г) Параболата 2 2 , 0y px p   е зададена со параметарските равенки  
 

2

,

2 , [0, ).

x t

y pt t




  
 

 

д) Хиперболата 
22

2 2 1yx
a b
   е зададена со параметарските равенки  

 

ch ,

sh , .

x a t

y b t t


   R

 

 

Точноста на параметарското задавање на хиперболата следува од својството 
2 2ch sh 1t t   на хиперболичните функции, (проверете!).  

 

ѓ) Декартовиот лист (цртеж 38) е крива 
од трет ред и нејзината равенка е  
 

3 3 3 0x y axy   . 
 

Јасно, оваа крива е симетрична во однос 
на правата y x . Ако ставиме y tx , добиваме 

3 3 3 23 0x t x atx   , од каде наоѓаме ги наоѓаме 
параметарските равенки на Декартовиот лист:  
 

3
3

1
at
t

x


  и 
2

3 3
3 3

1 1
at at
t t

y tx t
 

   . 
 

е) Астроидата е затворена линија која се 
всушност е траекторијата на точката која лежи на 
кружница со радиус r  и се тркала по внатрешната 
страна на неподвиѓна кружница со радиус 4a r , цр-
теж 39. Равенката на астроидата е  
 

2/3 2/3 2/3x y a  , 
 

а додека нејзините параметарски равенки се дадени со  
 

3

3

cos

sin , 0 2 .

x a t

y a t t 

 


  
 

ж) Циклоида е кривата која 
ја опишува точката на крушницата 
која се тркала без лизгање по 
x  оската. Циклоидата се состои од 
складни лакови, секој од кои соод-
ветствува на една ротација на кру-
гот. Параметарските равенки на ци-
клоидата се:  
 

( sin )

(1 cos , .

x a t t

y a t t

 
    R
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Графикот на циклоидата е даден на цртеж 40.  
 
 
 
17. ФУНКЦИИ ЗАДАДЕНИ ВО ПОЛАРНИ КООРДИНАТИ  
 
17.1. Поларни координати. Освен Декартовиот координатен систем Oxy  

на рамнината 2R  се користи и поларниот координатен систем. Поларниот коор-
динатен систем се задава со: точка O  која ја нарекуваме пол, поларна оска Ou  и 
единечна должина на поларната оска (цртеж 41).  

 

Поларни координати на точката 2M R , која не 
се совпаѓа со полот, ги нарекуваме поларниот радиус 

( ) | |r M OM


 на точката M  и поларниот агол ( )M , т.е. 

аголот кој го зафаќа векторот OM


 со поларната оска Ou . 
Притоа ( ) 0M   ако се движиме обратно од движењето 

на стрелката на часовникот и ( ) 0M   во спротивен слу-

чај. Записот ( , )M r   означува дека точката M  има поларни координати r  и  . 

Ако точката M  се совпаѓа со полот, тогаш нејзиниот радиус вектор е еднаков на 
нула, т.е. ( ) 0r M  , а поларниот агол   е произволен.  

 
Поларниот агол ( )M  прима бесконечно многу вредности, кои една од 

друга се разликуваат за 2 ,k k Z . Вредноста на поларниот агол од интервалот 

[0,2 )  ја нарекуваме главна вредност.  

 
17.2. Обопштени поларни координати на точ-

ката M  ги нарекуваме нејзините поларни координати 
r  и  , такви што ,r  R . За да ја претставиме точката 

( , )M r   во обопштени поларни координати, треба да 

конструираме полуправа која со поларната оска зафаѓа 
агол  , потоа да нанесеме r  единици должина на по-

луправата ако 0r  , и на нејзиното продолжение ако 
0r  . На цртеж 42 во обопштени координати се прет-

ставени точките (2, / 3)M   и ( 3, / 4)N  .  

 
17.3. Врска меѓу поларни и Декартови коорди-

нати. Понекогаш истовремено ги користиме и поларните 
и Декартовите координати, па затоа од интерес е да се 
определат нивните заемни врски. Притоа природно се 
поставуваат две заемнообратни задачи:  
 

а) ако ги знаеме поларните координати r  и   на 

точката M , да ги определиме нејзините Декартови коор-
динати x  и y , и  
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б) ако ги знаеме Декартовите координати x  и y  на точката M , да ги 

определиме нејзините поларни координати r  и  . 
 

Јасно, решението на поставените задачи зависи од заемната положба на поларната 
оска и оските на Декартовиот координатен систем. Ние ќе го разгледаме 
наједноставниот случај кога поларната оска Ou  се совпаѓа со оската Ox  и оските 

, ,Ou Ox Oy  имаат иста единична мера. Во овј лучај зависноста меѓу Декартовите 

и поларните координати ја наоѓаме сопомош на релациите(црт.43):  
 

cos , sinyx
r r

   , 

од каде наоѓаме:  
cos, sinx r y r   .     (1) 

 

Формулите (1) ги изразуваат Декартовите координати преку поларните коорди-
нати. За да ги изразиме поларните координати преку Декартовите, прво же ги 
квадрираме двете страни на равенствата (1) и ќе ги собереме:  
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos sin (cos sin )x y r r r r         , 

од што наоѓаме  
2 2r x y  .      (2) 

 

Понатаму, ако ги поделиме равенствата (1) добиваме tgy
x

 , од каде наоѓаме  
 

arctg y
x

  .      (3) 
 

Формулите (2) и (3)ги изразуваат поларните координати преку Декартовите. Да 

забележиме дека ако [0,2 )  , тогаш на најдената вредност tgy
x

  и соодвет-

ствуваат две вредности на аголот  . Од овие две вредности ја избираме онаа за 

која се точни равенствата (1).  
 

Да забележиме дека со помош на врските меѓу поларните и Декартовите 
координати, равенката на линијата L  можеме да ја запишеме во видот ( , ) 0F r    

или ( )r r  . Дефиниционата област на функција во поларен координатен систем 

ѓе ја означуваме со ( )D r , а множеството вредности со ( )E r .  

 
17.4. Забелешка. Во I.33, заради целовитост на излагањата го воведовме 

тригонометрискиот запис на комплексен број, иако не ги имавме воведено триго-
нометриските функции. Според тоа, со воведувањето на тригонометриските функ-
ции и поларните координати ние ги комплетиравме излагањата во точката I.33.  

 
17.5. Пример. а) Равенката на правата која минува низ полот е y kx , па 

од tgy
x

  следува дека нејзината равенка во поларни координати е tg k  .  
 

Равенката на правата која не минува низ полот е 0Ax By C   . Може да 

се покаже дека нејзината равенка во поларни координати е 
cos( )

pr   , каде p  е 



 265 

растојанието од правата до полот и   е аголот на наклонот на нормалниот вектор 

на правата ( , )n A B


.  
 

б) Равенката на кружницата со центар во координатниот почеток и радиус 

a  е 2 2 2x y a  . Ако ја искористиме релацијата (2), за равенката на оваа 

кружница во поларни координати добиваме r a , цртеж 44 а).  
 

Равенката на крушницата со центар ( ,0)C a , и радиус a  (цртеж 44 b)) е  
 

2 2 2( )x a y a   , т.е. 2 2 2x y ax  .  
 

Сега од разгледувањата во 17.3 следува дека нејзината равенка во поларни коор-
динати е 2 cosr a  . 
 

Равенката на крушницата со центар (0, )C a  и радиус a  (цртеж 44 c)) е  
 

2 2 2( )x y a a   , т.е. 2 2 2x y ay  .  
 

Сега од разгледувањата во 17.3 следува дека нејзината равенка во поларни коор-
динати е 2 sinr a  .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17.6. Линии од втор ред. Равенките на елипсата, хиперболата и парабо-
лата во поларни координати имаат вид:  
 

1 cos
pr   ,     (4) 

 

каде p  е параметар, а   е ексцентритетот.  
 

За 1   равенката (4) е равенка на елипса, за 1   таа е равенка на 
хипербола, а за 1   таа е равенка на парабола. Да забележиме дека при 1   
равенката (4) треба да се разгледува во обопштени поларни координати, бидејќи 
во спротивно таа ќе ја опишува само десната гранка на хиперболата.  
 

За да преминеме во Декартов координатен систем, во равенката (4) става-

ме 2 2r x y  , 
2 2

cos x

x y



  и после упростувањето на добиените равенки до-

биваме равенки на елипса, хипербола и парабола.  
 
17.7. Пример. Определете каква линија е зададена со равенката:  

 

а) 9
5 4cos

r  ,   б) 9
4 5cos

r  ,   в) 3
1 cos

r  .  
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Решение. а) Дадената равенка ќе ја запишеме во видот 
9
5

4
5

1 cos
r


 . Би-

дејќи 4
5

1 , од 6.5 следува дека тоа е равенка на елипса (цртеж 45). Понатаму, со 

замена за r  и cos  добиваме  
 

4
2 2

2 2 9
5 x

x y

x y



  , т.е. 2 2 9 4

5 5
x y x   , 

 

од што после квадрирање и средување ја добиваме ра-
венката на елипсата  
 

2 2( 4)
25 9

1x y    . 
 

б) Дадената равенка ја запишуваме во видот 
9
4

5
4

1 cos
r


  и како 5

4
1  

заклучуваме дека тоа е равенка на хипербола (цртеж 46). Понатаму, со замена за 
r  и cos  добиваме  

 

5
2 2

2 2 9
4 x

x y

x y



  , т.е. 2 2 9 5

4 4
x y x   , 

 

од што после квадрирање и средување ја доби-
ваме равенката на хиперболата   
 

2 2( 5)
16 9

1x y   . 
 

в) Бидејќи 1  , тоа е равенка на парабола (цртеж 
47). Понатаму, со замена за r  и cos  добиваме  
 

2 2

2 2 3
1 x

x y

x y



  , т.е. 2 2 3x y x   , 

 

од што после квадрирање и средување ја добиваме равенката 
на параболата    
 

2 9 6y x  .  

 
17.8. Дефиниција. Кривата 

чија равенка во поларни координати 
е од видот  
 

sinr a k  или cosr a k ,   (5) 
 

каде ,a k  се позитивни броеви ја 
нарекуваме роза.  
 

За секои , ,a k   важи r a , 

што значи дека секоја роза се наоѓа 
во кругот со радиус a . Понатаму, 
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функциите sin k  и cos k  се периодични, па затоа розите се состојат од кон-

груентни листови кои се симетрични на во однос на најголемите радиуси, секој од 
кои е еднаков на a . Јасно, бројот на листовите на розата зависи од вредноста на 
k . Имено, ако k  е цел број, тогаш во случај кога k  е непарен број розата се 
состои од k  листови, а ако k  е парен број таа се состои од 2k  листови. Ако 

0k  , тогаш првата равенка во (5) определува точка која се совпаѓа со полот, а 
втората равенка определува кружница со центар во полот и радиус a . Ако 1k  , 
тогаш согласно со пример 17.5 б) равенките sinr a   и cosr a   определуваат 

кружници со радиуси 
2
a  и центри 

2
(0, )a  и 

2
( ,0)a , соодветно. Ако 2k  , тогаш 

равенките sin 2r a   и cos 2r a   

определуваат четирилисни рози, 
при што розата sin 2r a   може да 

се добие со ротација за агол 
4
  на 

розата cos 2r a   (цртеж 48). Ако 

3k  , тогаш равенките (5) опреде-
луваат трилисни рози, при што роза-
та sin 3r a   може да се добие од 

розата cos3r a   со нејзина рота-

ција за агол 
6
 , (цртеж 49).  

 
17.9. Дефиниција. Кривата чија равенка во поларни координати е од видот  

 

r a      (6) 
 

ја нарекуваме Архимедова спирала, (цртеж 50).  
 

Забележуваме дека кај Архимедовата спи-
рала поларниот радиус пропорционално зависи од 
поларниот агол со коефициент на пропорционал-
ност a . Дадената крива се состои од две гранки, 
при што првата гранка се добива кога 0   и е во 

насока спротивна од движењето на стрелката на 
часовникот, а втората кога 0   и е во насока на 

движењето на стрелката на часовникот. Двете 
гранки се симетрични во однос на нормалата на 

поларната оска, која поминува низ таканаречените двојни точки на Архимедовата 
спирала. Јасно, ( )D r  R  и ( )E r  R .  

 
17.10. Дефиниција. Кривата чија ра-

венка во поларни координати е од видот  
 

ar  , 0a    (7) 
 

ја нарекуваме хиперболична спирала (цртеж 
51).  
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За хиперболичната спирала правата паралелна на поларната оска и одда-
лечена од неа на растојание a  е нејзина асимптота. Јасно, дефиниционата област 
на за r  е множеството \{0}R , а множеството вредности е \{0}R .  

 
6.10. Дефиниција. Кривата чија равенка во 

поларни координати е од видот  
 

, 0, 1r a a a     (8) 
 

ја нарекуваме логаритамска спирала (црт. 52).  
 
За логаритамската спирала важи дефиницио-

ната област е множествотоR , а множеството вред-
ности е (0, )  и таа ги сече сите свои радиус-век-

тори под еден ист агол.  
 
 

 
18. СПОРЕДУВАЊЕ НА ФУНКЦИИ  
 
18.1. Нека A  R  и 0x  е точка на натрупување за множеството A . Во 

оваа и во следната точка при нашите разгледувања ќе сметаме дека е исполнет 
еден од следните случаи:  

 

1) 0x R  и постои 0   таков, што 0 0( ; ) \{ }U x x A  ,  
 

2) 0x R  и постои 0   таков, што 0 0( , )x x A  ,  
 

3) 0x R  и постои 0   таков, што 0 0( , )x x A  ,  
 

4) 0x    и постои cR  таква, што ( , )c A  , и  
 

5) 0x    и постои cR  таква, што ( , )c A  .  
 

Притоа ќе разгледуваме функции :f A  R , при што во основа ќе не интересира-

ат само два вида однесување на f  кога 0x x , и тоа:  
 

a) ( ) 0f x  , кога 0x x  и  

b) ( )f x   , кога 0x x .  

 
18.2. Дефиниција. Нека 0x  е точка на натрупување за множеството A , 

:f A  R  и :g A R . Ако 0x R , тогаш ќе велиме дека функцијата f  е пот-

чинета на функцијата g  кога 0x x , ако постои LR  и постои 0   таков, 

што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи | ( ) | | ( ) |f x L g x . 
 

Ако 0x   , тогаш функцијата f  е потчинета на функцијата g  кога 

x   , ако постои LR  и постои cR  таков, што за секој x c  важи  
 

| ( ) | | ( ) |f x L g x . 
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Притоа означуваме 0( ) ( ( )),f x O g x x x   или 0( ),f O g x x  .  

 
18.3. Пример. Нека mN  и ia R , за 1, 2,...,i m . Докажете дека  

 

1
1 1... ( ),m m m

m mx a x a x a O x x
       . 

 

Решение. Од 11
11 ... 1,m m

m m

a aa
x x x

x
        следува дека постои cR  

таков, што за секој x c  важи  
 

11
1|1 ... | 2m m

m m

a aa
x x x


     . 

 

Според тоа, за секој x c  важи:  
 

11
1

1
1 1| ... | | | |1 ... | 2 | |m m

m m

a aam m m m
m m x x x

x a x a x a x x



            

 

што значи  
 

1
1 1... ( ),m m m

m mx a x a x a O x x
       .  

 

18.4. Теорема. а) Ако 
0

( )
( )

lim f x
g xx x

R , тогаш 0( ),f O g x x  .  

б) Ако 0( ),f O g x x   и 0( ),g O h x x  , тогаш  

0( ),f O h x x  , т.е. 0( ( )) ( ),O O h O h x x  . 
 

в) Ако 1 0( ),f O g x x   и 2 0( ),h O g x x  , тогаш  

( ),f h O g  0x x , т.е. 1 2 0( ) ( ) ( ),O g O g O g x x   . 
 

г) Ако 0( ),i if O g x x  , за 1, 2i  , тогаш  

1 2 1 2 0( ),f f O g g x x  , т.е. 1 2 1 2 0( ) ( ) ( ),O g O g O g g x x  . 
 

Доказ. Ќе го разгледаме случајот кога 0x R .  
 

а) Нека постои 
0

( )
( )

lim f x
g xx x

R . Тоа значи дека постои 0M   и постои 

0   таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи ( )
( )

| |f x
g x

M , т.е.  
 

| ( ) | | ( ) |f x M g x . 
 

Според тоа, 0( ),f O g x x  .  
 

б) Од 0( ),f O g x x   следува дека постојат 1 0L   и 1 0   такви што 

0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1| ( ) | | ( ) |f x L g x . Понатаму, од 0( ),g O h x x   

следува дека постојат 2 0L   и 2 0   такви, што за секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   

важи 2| ( ) | | ( ) |g x L h x . Според тоа, постојат 1 2 0L L L   и 1 2min{ , }    

такви, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
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1 1 2| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |f x L g x L L h x L h x   , 
 

што значи дека 0( ),f O h x x  , т.е. 0( ( )) ( ),O O h O h x x  .  
 

в) Од 1 0( ),f O g x x   следува дека постојат 1 0L   и 1 0   такви што 

0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1| ( ) | | ( ) |f x L g x . Од 2 0( ),h O g x x   следува дека 

постојат 2 0L   и 2 0   такви што 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 

2| ( ) | | ( ) |h x L g x . Според тоа, постојат 1 2 0L L L    и 1 2min{ , }    такви, 

што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

1 2| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) | | ( ) |f x h x f x h x L L g x L g x      , 
 

што значи дека 0( ),f h O g x x   , т.е. 1 2 0( ) ( ) ( ),O g O g O g x x   . 
 

г) Нека 0( ),i i if O g x x  , за 1, 2i  . Тогаш постојат iL R  и 0i  , за 

1, 2i   такви, што за секој 0 0( ; ) \{ }ix A U x x   важи | ( ) | | ( ) |i i if x L g x . Според 

тоа, постојат 1 2 0L L L   и 1 2min{ , }    такви што за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

1 2 1 2 1 2 1 2| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x f x L L g x g x L g x g x  , 
 

што значи дека 1 2 1 2 0( ),f f O g g x x  , т.е. 1 1 2 2 1 2 0( ) ( ) ( ),O g O g O g g x x  .  

 
18.5. Пример. Докажете дека:  

 

а) (2 ),m xx O x   .   б) 2 23 cos 1 ( ),x x x O x x     .  
 

Решение. а) Од 
2

lim 0
m

x
x

x
  и од теорема 15.4 а) следува дека 

(2 ),m xx O  x   .  
 

б) Имаме,  
 

2

2
3 cos 1lim 1x x x

xx

  


 . 

 

Сега од теорема 15.4 а) следува 2 23 cos 1 ( ),x x x O x x     .  

 
18.6. Дефиниција. Нека 0x  е точка на натрупување за множеството A , 

:f A  R  и :g A R . Ако 0x R , тогаш ќе велиме дека функцијата f  е зане-

марливо мала во однос на функцијата g  кога 0x x , ако за секој 0   постои 

0   таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи | ( ) | | ( ) |f x g x . 
 

Ако 0x   , тогаш функцијата f  е занемарливо мала во однос на функ-

цијата g  кога x   , ако за секој 0   и постои cR  таков што за секој 

x c  важи | ( ) | | ( ) |f x g x . 
 

Притоа означуваме 0( ) ( ( )),f x o g x x x   или 0( ),f o g x x  .  
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18.7. Пример. а) Нека mN  и ia R , за 0,1,2,...,i m . Докажете дека  
 

1 1
0 1 1... ( ),m m m

m ma x a x a x a o x x 
       . 

 

б) (2 ),m xx o x   , за секој 1m  .  
 

Решение. Од 0 11
2 1... 0,m m

m m

a a aa
x x x x

x
        следува дека за секој 

0   постои cR  таков, што за секој x c  важи  
 

0 11
2 1| ... |m m

m m

a a aa
x x x x


     . 

 

Според тоа, за секој 0   постои cR  таков, што за секој x c  важи:  
 

0 11
2 1

1 1 1
0 1 1| ... | | | | ... | | |m m

m m

a a aam m m m
m m x x x x

a x a x a x a x x


  
           , 

 

што значи  
 

1 1
0 1 1... ( ),m m m

m ma x a x a x a o x x 
       . 

 

б) Од 
2

0,
m

x
x x   , за секој 1m   следува дека за секој 0   постои 

cR  таков што за секој x c  важи 
2

| |
m

x
x  . Според тоа, за секој 0   постои 

cR  таков што за секој x c  важи | | | 2 |m xx  , па затоа (2 ),m xx o x   .  

 
18.8. Лема. Ако ( ) 0g x   за 0\{ }x A x  , тогаш 0( ),f o g x x   ако и 

само ако 
0

( )
( )

lim 0f x
g xx x

 .  

 

Доказ. Нека 
0

( )
( )

lim 0f x
g xx x

 . Тоа значи дека за секој 0   постои 0   та-

ков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи ( )
( )

| |f x
g x

 , т.е. важи  
 

| ( ) | | ( ) |f x g x , 
 

што значи дека 0( ),f o g x x  .  
 

Обратно, да претпоставиме дека ( ) 0g x   за секој 0\{ }x A x  и 

0( ),f o g x x  . Од  дефиницијата  на  o  следува  дека  за  секој  0   постои 

0   таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи | ( ) | | ( ) |f x g x . Според 

тоа, за секој 0   постои 0   таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 
( )
( )

| |f x
g x

 , па затоа 
0

( )
( )

lim 0f x
g xx x

 .  

 
18.9. Лема. Нека \{0}cR . Тогаш, 0( ),f o g x x   ако и само ако 

0( ),f o cg x x  .  
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Доказ. Тврдењето ќе го докажеме кога 0x R . Случајот 0x    го оста-

ваме на читателот за вежба.  
 

Нека 0( ),f o g x x   и 0   е дадено. Тоа значи дека за 1 | | 0c    

постои 0   таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

1| ( ) | | ( ) | | ( ) |f x g x cg x   , т.е. 0( ),f o cg x x  .  
 

Нека \{0}cR , 0( ),f o cg x x   и 0   е дадено. Ставаме 1 | |
0

c
    

и добиваме дека постои 0   таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

1 | |
| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |

c
f x cg x cg x g x    , т.е. 0( ),f o g x x  .  

 
18.10. Пример. Докажете дека sin ( ), 0x x o x x   .  

 

Решение. Нека ( ) sinf x x x   и ( )g x x . Имаме:  
 

( ) sin
( )0 0

lim lim 0f x x x
g x xx x


 

  ,  

 

па од лема 15.8 следува дека ( ), 0f o g x   т.е. sin ( ), 0x x o x x   .  

 
18.11. Забелешка. Непосредно од лемата 18.8 следува дека (1),f o  

0x x  ако и само ако 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 .  

 

Аналогно на доказот во лема 15.8 може да се докаже дека ( ),f o x  

x    ако и само ако ( )lim 0f x
xx

 . Деталите ги оставаме на читателот за 

вежба.  
 

Да забележиме дека за секои две функции f  и g  не секогаш важи 

0( ),f o g x x   или 0( ),g o f x x  . Имено, ако 0x   , ( ) 1f x   и ( ) 1g x  , 

тогаш за 0 1   и за секој cR  кога x c , имаме:  
 

| ( ) | | ( ) |f x g x  и | ( ) | | ( ) |g x f x , 

па затоа:  
( ),f o g x    и 0( ),g o f x x  .  

 
18.12. Теорема. а) Ако 0( ),f o g x x  , тогаш 0( ),f O g x x  . 

 

б) Ако 0( ),f o g x x   и 0( ),g O h x x  , тогаш 0( ),f o h x x  . 

Според тоа, 0( ( )) ( ),o O h o h x x  . Аналогно 0( ( )) ( ),O o h o h x x  .  
 

в) Ако 0( ),if o g x x  , за 1,2i  , тогаш 1 2 0( ),f f o g x x   . 
 

г) Ако 1 1 0( ),f o g x x   и 2 2 0( ),f O g x x  , тогаш 1 2 1 2( ),f f o g g  

0x x , т.е. 1 2 1 2 0( ) ( ) ( ),o g O g o g g x x  . 
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д) Ако 0( ),f g o f x x   , тогаш 0( ),f g o g x x   . 
 

Доказ. Ќе ги презентираме само доказите кога 0x R . Случајот 0x    

се разгледува аналогно.  
 

а) Нека 0( ),f o g x x  . Значи, за 0 0   постои 0   таков што за 

секој 0 0( ; ) \{ }x A x x U  важи 0| ( ) | | ( ) |f x g x . Според тоа, постои 0 0   и 

постои 0   таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A x x U  важи 0| ( ) | | ( ) |f x g x , па 

затоа 0( ),f O g x x  .  
 

б) Нека 0   е дадено. Од 0( ),g O h x x   следува дека постои 0L   и 

постои 1 0   таков што за секој 0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи | ( ) | | ( ) |g x L h x . 

Земаме 1 L
  . Од 0( ),f o g x x   следува дека постои 2 0   таков, што за 

секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1| ( ) | | ( ) |f x g x . Значи, за даденото 0   

постои 1 2min{ , } 0     таков што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

1| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |
L

f x g x L h x h x    , 

што значи: 0( ),f o h x x  , т.е. 0( ( )) ( ),o O h o h x x  .  
 

Аналогно се докажува дека 0( ( )) ( ),O o h o h x x  .  
 

в) Нека 0   е дадено. Од 0( ),if o g x x  , за 1, 2i   следува дека посто-

јат 0i  , 1,2i   такви што за секој 0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1 2
| ( ) | | ( ) |f x g x  

и за секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 2 2
| ( ) | | ( ) |f x g x . Значи, за секој 0   

постои 1 2min{ , } 0     таков, што за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

1 2 1 2 2 2
| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |f x f x f x f x g x g x g x        , 

т.е. 1 2 0( ),f f o g x x   .  
 

г) Од дефинициите на o  и O  следува дека за секој 0   постои 1 0   

таков, што за секој 0 1 0( ; ) \{ }x A U x x   важи 1 1| ( ) | | ( ) |f x g x  и постојат 

0L   и 2 0   такви, што за секој 0 2 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
 

2 2| ( ) | | ( ) |f x L g x . 
 

Нека за дадено 0   земеме 
L
   и 1 2min{ , } 0    . Добиваме дека 

за секој 0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи:  
 

1 2 1 2 1 2| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x f x L g x g x g x g x   , 
 

што значи дека 1 2 1 2 0( ),f f o g g x x  , т.е. 1 2 1 2 0( ) ( ) ( ),o g O g o g g x x  . 
 

д) Од б) следува дека доволно е да докажеме дека ( ),f O g  0x x . Од 

дефиницијата на o  следува дека за 1
2

   постои 0   таков, што за секој 

0 0( ; ) \{ }x A U x x   важи  
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1
2

| ( ) ( ) | | ( ) |f x g x f x  . 
 

Оттука следува дека  
 

1
2

| ( ) | | ( ) | | ( ) |f x g x f x  , т.е. | ( ) | 2 | ( ) |f x g x , 
 

па затоа 0( ),f g o g x x   .  

 
18.13. Забелешка. Точноста на тврдењата в) и д) во претходната теорема 

непосредно следува и од лема 18.8. На читателот му препуштаме самостојно да ги 
докаже овие тврдења со помош на споменатата лема.  

 
 
 
19. ЕКВИВАЛЕНТНИ ФУНКЦИИ   
 
19.1. Дефиниција. Функциите f  и g  ги нарекуваме еквивалентни кога 

0x x , ако 0( ),f g o f x x   .  
 

Притоа означуваме 0( ) ~ ( ),f x g x x x  или 0~ ,f g x x .  

 
19.2. Пример. а) Нека mN  и ia R , за 1, 2,...,i m . Докажете дека  

 

1
1 1~ ... ,m m m

m mx x a x a x a x
      . 

 

б) Докажете дека 2 1 ~ ,x x x x    .  
 

в) Докажете дека 2 ~ , 0x x x x  .  
 

Решение. а) Нека 1
1 1( ) ...m m

m mf x x a x a x a
      и ( ) mg x x . Од  

 

1 2
1 2 1...( ) ( )

( )
lim lim 0

m m
m m

m

a x a x a x ag x f x
g x xx x

 
   

 
     

 

и ( ) 0g x  , за 0x   имаме ( ),g f o g x    , па затоа ~ ,g f x   , т.е.  
 

1
1 1~ ... ,m m m

m mx x a x a x a x
      . 

 

б) Земаме 2( ) 1f x x x    и ( )g x x . Од  
 

2

2 2 2

( ) ( ) 1 1
( ) 1 1( 1 )

lim lim lim 0f x g x x x x x
f xx x xx x x x x x x

    
        

    

 

и ( ) 0g x  , за 0x   следува ~ ,f g x   , т.е. 2 1 ~ ,x x x x    .  
 

в) Земаме 2( )f x x x   и ( )g x x . Од  
 

2

2

( ) ( )
( ) 10 0 0

lim lim lim 0f x g x x x x x
f x xx xx x x
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и ( ) 0g x  , за 0x   следува ~ , 0f g x   т.е. 2 ~ , 0x x x x  .  

 
19.3. Теорема. Нека :f A  R  и :g A  R .  

 

а) За секоја функција f  важи 0~ ,f f x x .  
 

б) Ако 0~ ,f g x x , тогаш 0~ ,g f x x .  
 

в) Ако 0~ ,f g x x  и 0~ ,g h x x , тогаш 0~ ,f h x x .  
 

г) Ако за секој 0\{ }x A x  важи ( ) 0g x  , тогаш, 0~ ,f g x x  ако и 

само ако 
0

( )
( )

lim 1f x
g xx x

 .  

 

д) Ако 0~ ,i if g x x , за 1,2i  , тогаш 1 2 1 2 0~ ,f f g g x x .  
 

ѓ) Нека за секој 0\{ }x A x  важи ( ) 0f x  , ( ) 0g x   и 0~ ,f g x x . 

Тогаш, за секоја функција :h A  R  од постоењето на една од границите 

0

lim ( ) ( )
x x

f x h x


 и 
0

lim ( ) ( )
x x

g x h x


 следува постоењето и на другата граница и тие се 

еднакви. Аналогно, од постоењето на една од границите 
0

( )
( )

lim h x
f xx x

 и 
0

( )
( )

lim h x
g xx x

 

следува постоењето и на другата граница, и тие се еднакви.  
 

Доказ. а) Непосредно следува од дефиниците на o  и еквивалентни 
функции.  
 

б) Ако 0~ ,f g x x , тогаш согласно со дефиниција 19.1 имаме дека 

( ),f g o f   . Сега од теорема 18.12 д) следува 0( ),f g o g x x   , што значи 

дека 0~ ,g f x x .  
 

в) Од 0~ ,f g x x  и од доказот на теорема 18.12 д) следува дека 

0( ),f O g x x   и 0( ),g O f x x  . Од претпоставката имаме  
 

0( ),f g o g x x     и 0( ),g h o g x x   , 
 

па од теорема 18.12 в) следува 0( ),f h o g x x   . Сега од теорема 18.12 б) 

следува дека 0( ),f h o f x x   , што значи 0~ ,f h x x .  
 

г) Нека за секој 0\{ }x A x  важи ( ) 0g x  . Тогаш, 0~ ,f g x x , ако и 

само ако 0( ),g f o g x x   . При дадените услови последното тврдење е еквива-

лентно со 
0

( ) ( )
( )

lim 0g x f x
g xx x




 , односно со  

0

( )
( )

lim 1f x
g xx x

 .  

 

д) Од 0~ ,i if g x x , за 1, 2i   имаме:  
 

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ), .

f f g g f f g f g g O g o g o g O g

o g g x x
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Според тоа, 1 2 1 2 0~ ,f f g g x x . 
 

ѓ) Нека постои границата 
0

lim ( ) ( )
x x

f x h x


. Од 0~ ,f g x x  и од г) 

добиваме 
0

( )
( )

lim 1f x
g xx x

 . Според тоа,  

0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )

lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )] lim lim ( ) ( ) lim ( ) ( )f x f x
g x g xx x x x x x x x x x

f x h x g x h x g x h x g x h x
    

    

 

што значи дека постои и другата граница и тие се меѓусебно еднакви.  
 

Вториот дел од тврдењето се докажува аналогно. Деталите му ги препуш-
таме на читателот за вежба.   

 
19.4. Последица. Нека 1 1, , , :f g f g A  R  се такви, што  

 

1 0~ ,f f x x  и 1 0~ ,g g x x . 
 

Ако постои границата 1

10

( )
( )

lim
f x
g xx x

, тогаш постои и границата 
0

( )
( )

lim f x
g xx x

 и тие се ед-

накви, т.е. важи  
 

1

10 0

( )( )
( ) ( )

lim lim
f xf x

g x g xx x x x 
 .     (1) 

 

Доказ. Непосредно следува од теоремата 19.3 ѓ).  
 
19.5. Последицата 19.4 наоѓа примена при пресметување на граници со 

помош на методот на одделување на главната вредност на дадена функција. Пред 
да преминеме на разгледување на методот на одделување на главна вредност, да 
забележиме дека од претходните разгледувања следува следната низа еквива-
лентности:  
 

~ sin ~ tg ~ arcsin ~ arctg ~ ln(1 ) ~ 1, 0xx x x x x x e x   .  (2) 
 

Понатаму, користејќи ги еквивалентностите (1) може да се докаже дека се испол-
нети и поопшти еквивалентности, т.е. важи следната лема, чиј доказ го оставаме 
на читателот за вежба.  

 
19.6. Лема. Ако за функцијата ( )f x  важи 

0
lim ( ) 0
x

f x


 , тогаш  

( )

( ) ~ sin ( ) ~ tg ( ) ~ arcsin ( ) ~ arctg ( )

~ ln(1 ( )) ~ 1, 0.f x

f x f x f x f x f x

f x e x  
     (3) 

 
19.7. Дефиниција. Нека се дадени функциите :f A  R  и :g A  R . 

Ако 0~ ,f g x x , т.е.  

0( ) ( ) ( ( )),g x f x o f x x x   , 

тогаш функцијата f  ја нарекуваме главна вредност на функцијата g  кога 

0x x .  
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19.8. Пример. а) Главната вредност на функцијата sin x  кога 0x   е 
еднаква на x  бидејќи sin ~ , 0x x x  , т.е. sin ( ), 0x x o x x   .  
 

б) Ако 
0

( ) , 0
n

i
i n

i
P x a x a


  , тогаш функцијата ( ) n

nQ x a x  е главна 

вредност на полиномот ( )P x , кога x   , затоа што ~ ,P Q x   .  

 
19.9. Забелешка. Ако е дадена функција :g A  R , тогаш нејзината 

главна вредност не е определена еднозначно. Имено, од самата дефиниција 
следува дека секоја функција :h A  R  која е еквивалентна на функцијата g  кога 

0x x  е нејзина главна вредност, кога 0x x .  
 

Така, на пример, за 3 2( )g x x x x    имаме 2( ) ~ , 0g x x x x   и 

( ) ~ , 0g x x x  , што значи дека за главна вредност на функцијата ( )g x  кога 

0x   може да се земе било која од функциите 2
1( )f x x x   и 2 ( )f x x .  

 

Сепак, ако си поставиме задача главната вредност да ја наоѓаме во точно 
определен облик, тогаш таа може да биде определена еднозначно. Имено, точна е 
следнава лема.  

 
19.10. Лема. Нека 0x R . Ако функцијата :f A  R  има главна вред-

ност од облик 0( )kA x x , кога 0x x , каде што 0A  , A  и k  се константи, то-

гаш меѓу сите главни вредности од таков вид таа е единствена.  
 

Доказ. Нека за функцијата f  постојат две главни вреднсоти од дадениот 

облик, т.е. важи 1
1 0 0( ) ~ ( ) ,kf x A x x x x   и 2

2 0 0( ) ~ ( ) ,kf x A x x x x  . Од тео-

рема 19.3 б) и в) следува дека 1 2
1 0 2 0 0( ) ~ ( ) ,k kA x x A x x x x   . Сега од теорема 

19.3 г) следува дека  
 

1
1 0 1 1 2

2 22 00 0

( )
0( )

1 lim lim ( )
k

k

A x x A k k
AA x xx x x x

x x
 
 

   . 

Последното равенство е можно ако и само ако 1 2A A  и 1 2k k , од што следува 

единственоста на главната вредност од обликот 0( )kA x x , кога 0x x , каде што 

0A  , A  и k  се константи.   
 
16.11. Пример. Пресметајте ги границите:  

 

а) 
2 2

2 3

ln(1 ) arcsin 3 5

sin 2 tg ( 1)0
lim x

x x x x

x x ex

   
  

, б) 
2

2

sin 2 2arctg3 3

ln(1 3 sin )0
lim x

x x x

x x xex

 
  

, и   

в) 
1
2

0
lim cos 2x

x
x


.  

 

Решение. а) Користејќи ги еквивалентностите (3), дефиницијата за екви-
валентни функции, теорема 19.3 д) и лема 19.10, добиваме:  
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2 2ln(1 ) ~ ~ , 0x x x x x x    , arcsin 3 ~ 3 , 0x x x  , 25 ~ 0, 0x x  , 

sin 2 ~ 2 , 0x x x  , 2 2tg ~ ~ 0, 0x x x   и 3 3( 1) ~ ~ 0, 0xe x x  . 
 

Според тоа,  
 

2ln(1 ) ( ), 0x x x o x x     , arcsin 3 3 ( ), 0x x o x x   , 25 ( ), 0x o x x   , 

sin 2 2 ( ), 0x x o x x   , 2tg ( ), 0x o x x   и 3( 1) ( ), 0xe o x x   . 
 

Понатаму од теорема 18.12 в) добиваме  
 

2 2ln(1 ) arcsin 3 5 4 ( ), 0x x x x x o x x        

т.е.  
2 2ln(1 ) arcsin 3 5 ~ 4 , 0x x x x x x      

и 
2 3sin 2 tg ( 1) 2 ( ), 0xx x e x o x x       

т.е.  
2 3sin 2 tg ( 1) ~ 2 , 0xx x e x x    . 

 

Сега од последица 19.4 добиваме  
 

2 2

2 3

ln(1 ) arcsin 3 5 4
2sin 2 tg ( 1)0 0

lim lim 2x

x x x x x
xx x ex x

   
   

  . 

 

б) Аналогно како во примерот под а) наоѓаме:  
 

sin 2 ~ 2 , 0x x x  , 2arctg3 ~ 6 , 0x x x  , 23 ~ 0, 0x x  , 
2 2ln(1 3 sin ) ~ 3 sin ~ 3 , 0x x x x x x     и ~ , 0xxe x x  , 

 

од што следува  
 

sin 2 2 ( ), 0x x o x x   , 2arctg3 6 ( ), 0x x o x x   , 23 ~ ( ), 0x o x x  , 
2ln(1 3 sin ) 3 ( ), 0x x x o x x     , ( ), 0xxe x o x x   . 

Понатаму, 
 

2sin 2 2arctg 3 8 ( ), 0x x x x o x x      и  2ln(1 3 sin ) 4 ( ), 0xx x xe x o x x      , 
 

т.е.  
2sin 2 2arctg 3 ~ 8 , 0x x x x x    и 2ln(1 3 sin ) 4 , 0xx x xe x x      

 

од што следува 
2

2

sin 2 2arctg3 3 8
4ln(1 3 sin )0 0

lim lim 2x

x x x x
xx x xex x

 
   

  .  

 

в) Од непрекинатоста на функцијата ( ) tf t e  и од равенството 
1

1 2
2 ln cos 2cos 2

x
x xx e , следува дека доволно е да се пресмета границата  

 

1 2
2

2 2

ln(1 sin 2 )ln cos 2 1
20 0 0

lim ln cos 2 lim limx xx
x xx x x

x 

  
  . 
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Од 2 2 2ln(1 sin ) ~ sin 2 ~ 4x x x   , со замена во претходното равенство, добиваме:  
 

1 2 22

2 2

ln(1 sin 2 ) 41 1
2 20 0 0

lim ln cos 2 lim lim 2x x x
x xx x x

x 

  
     , 

па затоа:  
 

1
1 21 2

2 0
ln lim cos 2ln cos 2 2

0 0
lim cos 2 lim

x
x

x x
xx

x x
x e e e 

 
   .  

 
 
 
 
20. ЗАДАЧИ  

 
Како и во претходните глави, и овде ќе дадеме повеќе задачи кои ги компле-

тираат разгледувањата од оваа глава. Притоа изложувањето на задачите нема да 
биде во ист редослед како и изложувањето на материјалот, па затоа ви 
препорачуваме најпрво целосно да се совладаат теориските разгледувања од оваа 
глава, а потоа да преминете на решавање на задачите. На крајот од оваа глава ќе 
бидат разгледани дополнителни задачи кон глава II, во кои се користи непрекина-
тоста на елементарните функции.  
 

1. Пресметајте ги границите:  

а) 
3 2

2 2 12 1
lim [ ]x x

xxx 
    б) 

22

2

(2 1)(3 2)3
2 1 4

lim [ ]x x xx
x xx

  

  

в) 
10 10 10

10

( 1) ( 2) ... ( 10)

2000
lim x x x

xx

     


,  г) 2 2lim (1 )(1 )...(1 ),n

n
x x x


    | | 1x  .  

 

2. Пресметајте ги границите:  

а) 3
31

1 11
lim[ ]

x xx  
 , и    б) 

3

21
2

8 1
6 5 1

lim x
x xx


 

.  

 

3. Нека ,m nN . Пресметајте ги границите:  

а) 1
11

lim
m

n
x
xx




,   б) 1 1

0
lim

n x
xx

 


,   

в) 1
11

lim
n

m
x
xx




, и   г) 
1 11

lim[ ]m n
m n
x xx  

 . 

 

4. Нека ,m nN . Пресметајте ги границите:  

а) 
2

5 1 (1 )0
lim x

x xx   
,    б) 1 1 1

0
lim

m nax bx
xx

  


,  

в) 
1 ( ) 1

0
lim

m f x
xx

 


, каде 1( ) ...n

nf x a x a x   , ia R , 1, 2,...,i n , и  

г) 1 2lim ( ( )( )...( ) )m
m

x
x a x a x a x


    , ia R , 1,2,...,i m .  

 

5. Пресметајте ги границите:  
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а) 
2

2

1 1

0 16 4
lim x

x x

 

  
,  б) 2 2lim x a b a

x ax a

  


,  в) 
2 2

lim x a x a

x a x a

  

 
,  

г) 
3
9 2 5

28
lim x

xx

 


 и  д) 
3 31 1

0
lim x x

xx

  


.  

 

6. Пресметајте ги границите:  

а) 2lim ( 1 )
x

x x x


  ,    б) lim [ ( )( ) ]
x

x a x b x


   ,  

в) 
3
2 3 3lim ( 1 1)

x
x x x


   ,   г) lim ( )

x
x a x b


   ,  

д) 2 2lim ( 2 1 7 3)
x

x x x x


     ,   ѓ) 
2 2( 1) ( 1)lim

n n

n

x x x x

xx

    


 и  

е) 3 3 2 2lim ( 3 2 )
x

x x x x


   .  

 

7. Пресметајте ги границите:  

а) 1 1
sin tg0

lim ( )
x xx
 ,  б) 

2

3 3

(1 cos )

tg sin0
lim x

x xx




,  в) 6
3

26

sin( )

cos
lim

x

xx








 

г) 
2

2

6

2sin sin 1
2sin sin 1

lim x x
x xx 
 
 

,  д) 
3

63

tg 3tg

cos
lim x x

(x )x





 и  ѓ) 
3

2
cos cos

sin0
lim x x

xx




.  

 

8. Пресметајте ги границите:  

а) 
2

2
lim ( )tg
x

x x





 ,    б) 
21

lim(1 )tg x

x
x 


 ,   

в) 
2

cos
lim (2 tg )

xx
x x





  и   г) 1

2 2
lim (arctg arctg )x x

x xx
x 

 
 .  

 

9. Пресметајте ги границите:  

а) 
1

23 4
3 2

lim ( )
x

x
xx





,           б) 
22

2
1
1

lim ( )xx
xx




,    

в) 
2

2
2 1
4 2

lim ( )xx x
x xx

 
 

,    г) 2

( ) ( )

( )
lim

x a x b

x a b

x a x b

x a bx

 

 
 
 

,           

д) 
2 1

1 2
2

1 2

1 ...

1 ...0
lim ( )

k
k x

k
k

a x a x a x

b x b x b xx

   

   
.  

 

10. Пресметајте ги границите:  

а) 
1

22

0
lim (1 tg ) x

x
x


 ,  б) 

1
sin1 tg

1 sin0
lim ( ) xx

xx




,    в) 
1
2sin1 tg

1 sin0
lim ( ) xx

xx




,  

г) 1 1lim (sin cos )x
x xx
 ,  д) ctg

0
lim (1 4tg3 ) x

x
x


 ,    

ѓ) sin

0
lim 1 sin cosx

x
x x


 ,   е) 

3ctg1 sin cos
1 sin cos0

lim ( ) xx x
x xx







.  

 

11. Пресметајте ги границите:  

а) ln( ) ln

0
lim x a a

xx

 


,   б) lim [ln( ) ln ]

x
x x a x


  ,      в) ln 1lim x

x ex e




,  
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г) 
3 3 42
ln(1 2 )0

lim x x
xx




,   д) 2
ln ln 2

5 62
lim x

x xx


 

,   ѓ) 
2

ln( ) ln

0
lim x a a

x a x a

 

  
 

 

12. Пресметајте ги границите:  

а) 
2

2
cos

0
lim

xe x
xx




,   б) 
sin 2 sin

0
lim

x xe e
xx




, и  в) 
0

lim
ax bxe e

xx




.  

 

13. Пресметајте ги границите:  

а) lim
x aa x
x ax a




,   б) lim
x ax x
x ax a




,   в) lim x a
x ax a

 

 



 

г) lim
x ax a
x ax a




, и  д) 2

0
lim

x xa a a
xx

    


.  

 

14. Пресметајте ги границите:  

а) 
2

lim ( )
n na b n

n




,    б) 

1
1 2 ...

0
lim ( ) , 0; 1,...,

x x x
m xa a a

imx
a i m

  


   

в) 
11 1 1

0
lim ( ) , , , 0

x x x
xa b c

a b cx
a b c

   
 

  г) 
2 2 1

0
lim ( )

x x
x

x x
a b
a bx




, , 0a b  ,  

д) 
2 2

2( )0
lim

x x

x x
a b
a bx




, , 0a b   и   ѓ) 
1 1( 1)lim , 0x x

xx

 

 
  


 .  

 

15. Пресметајте ги границите:  

а) 2
1 cos

0
lim ,x

xx





R ,   б) 

2

2
cos

0
lim ,

xe x
xx





R  и   

в) 
2 2

2
cos 1

0
lim ,

xe x
xx

 



R  

 

16. Пресметајте ги границите:  

а) sin
sin1

lim x
xx







, и   б) 
2sin ( 2 )

ln cos( 2 )0
lim

x

x
x




.   

 

17. Пресметајте ги границите:  

а) 2
ln cos

tg0
lim x

xx
,         б) 

2 2
lim [ln(1 ) ln ]x x

x
x


  ,       

в) 2 ctg

0
lim (1 ) x

x
x


 . 

 

18. Нека 0x R . Ако за секој 0 0( , 1)x x x  се исполнети условите:  

1) ( ) 0, 1, 2,...,nkP x k n  ,  

2) 
1

( ) 1
n

nk
k

P x


 ,  

3) lim ( ) 0nk
n

P x


 , за секој фиксиран 1k   и  

4) lim ( )n
n

u x p


 ,  

тогаш lim n
n

t p


 , каде што 
1

( ) ( )
n

n nk k
k

t P x u x


  . Докажете!  
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19. Ако функцијата : ( , )f a   R  е ограничена во секој конечен интервал 

( , )a b , тогаш:  

1) ( )lim lim [ ( 1) ( )]f x
xx x

f x f x
 

   ,   

2) 
1 ( 1)

( )
lim [ ( )] limx f x

f xx x
f x 

 
 ,  ( ) 0f x C  , 

при што претпоставуваме дека границите на десните страни постојат.  
3)  Докажете, дека ако lim [ ( 1) ( )]

x
f x f x


     и f  е ограничена од долу 

на секој конечен интервал ( , )a b , тогаш ( )lim f x
xx

  .  

 

20. Пресметајте ги границите:  

а) 
1

lim (ln ) x

x
x


,   б) 

1
1lim ( ) x
xx

,    в) lim
xe
xx

.  

 

21. Во кои точки функцијата :f R R , каде што  

1
, ,

( )
| |, \

nx m
n n

x x
f x

x x


   


Q

R Q
 

е непрекината.  
 

22. Во кои точки функцијата :f R R , каде што  

1
2 2

, , 2 1
( )

0, vo  ostanatite  slu~ai 

n n
mx m k

f x
    


 

е непрекината?  
 

23. Дали функцијата :f R R ,  

2 1cos , 0
( )

1, 0
x

x
f x

x

  


 

е непрекината во точката 0x  ?  
 

24. Дали функцијата :f R R ,  

1arctg , 0
( )

0, 0
x

x
f x

x

  


 

е непрекината во точката 0x  ?  
 

25. Нека :f R R ,  

sin ,
( )

0, \

x x
f x

x

 
  

Q

R Q
. 

Докажете дека функцијата е непрекината во точките ,x n n Z , а е 

прекината во останатите точки.  
 

26. Нека :f R R ,  
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1

1

2

, 1
( )

0, 1

x
xe

x
f x

x



  
 

. 

Докажете дека 1x   е точка на прекин од прв ред за функцијата f .  
 

27. Докажете дека од ( )f AC , следува | | ( )f AC , каде што | | ( ) | ( ) |f x f x , 

x A . Наведете пример дека обратното тврдење не важи.  
 

28. Нека , ( )f g AC . Докажете дека , ( )h k AC  каде што  

( ) max{ ( ), ( )},h x f x g x x A   и ( ) min{ ( ), ( )},k x f x g x x A  . 
 

29. Нека 0(( , ))f x C  и f  е ограничена на интервалот 0( , )x  . Докажете 

дека за секој реален број T  постои низа 1{ }n nx 
  таква, што lim n

n
x


   и 

lim [ ( ) ( )] 0n n
n

f x T f x


   . 

 

30. Нека :f R R  е монотона реална функција која не е ограничена ниту од 

долу, ниту од горе. Докажете дека постои непрекината функција :g R R  

таква што ( ( ))g f x x , за секој xR .  
 

31. Ако функцијата :f R R  е непрекината во точката 0x  и ако за секои 

,x yR  важи  

( ) ( ) ( ) ( )f x y xy f xy f x f y     , 

тогаш функцијата :g R R , ( ) ( ) (0)g x f x f   е непарна на интервалот 

( 1,1) . Докажете!  

32. Докажете дека равенката 
1

0xe x   има барем едно позитивно решение.  
 

33. Нека ( )f C R  е ограничена функција. Докажете дека постои 0x R  таков, 

што 3
0 0( )f x x .  

 

34. Нека : [0,1] [0,1]f   е непрекината функција. Докажете дека постои 

0 [0,1]x   таков, што 0 0( )f x x .  
 

35. Нека ([0,1])f C . Докажете дека постои [0,1]c  таков, што 
2(1 )[ ( )]c f c c  .  

 

36. Нека ([ 1,1])f  C  и (0) 0f  . Докажете дека постојат непребројливо многу 

тројки различни броеви , , [ 1,1]a b c   такви, што  

c b b a    и ( )[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )a b c f a f b f c af a bf b cf c       . 
 

37. Нека , : [0,1] [0,1]f g   се непрекинати функции такви што за секој [0,1]x  

важи ( ( )) ( ( ))f g x g f x . Докажете дека постои 0 [0,1]x   таков, што 

0 0( ) ( )f x g x .  
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38. Нека ([ 1,1])f  C  и ( 1) (1)f f  . Докажете дека постојат , [ 1,1]x y   такви, 

што | | 1y x   и ( ) ( )f x f y .  
 

39. Нека ([0,1])if C , за 1, 2,...,i n , 1n   се такви што 
1

(0) 0
n

i
i

f


  и 
1

(1) 0
n

i
i

f


 . 

Докажете дека постојат непребројливо многу ( 1)n   ки 1 2( , , ,..., )nh x x x  такви 

што 0h  , 2 1 3 2 1... n nx x x x x x h        и 
1

( ) 0
n

i i
i

f x


 .  

 

40. Нека ([ , ])f a bC  и нека за секој [ , ]x a b  постои конечна или бесконечна 

граница   
( 2 ) ( )

30
lim *( )f x h f x h

hh
f x



  


 . 

Докажете дека, ако *( ) 0f x  , за секој [ , ]x a b , тогаш функцијата f  не опа-

ѓа на [ , ]a b .  
 

41. Нека ( )f C R  и за секои ,x yR  важи  

( ) ( ) ( )f x y f x f y   .     (1) 

Докажете дека за секој xR  важи ( ) (1)f x f x  .  
 

42. Најдете ги сите функции ( )f C R  за кои е исполнето равенството  

2
2 ( ) ( ) ( )x yf f x f y       (1) 

за секои ,x yR .  
 

43. Најдете ги сите функции ((0, ))f  C  за кои е исполнето равенството  
1( ) ( ) ( ) 0
xy

f x f y f       (1) 

за секои , (0, )x y  .  
 

44. Најдете ги сите функции ( )f AC , A  R  кои го задоволуваат условот  
2( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] 0yf x y f x x xy f x y f x      .   (1) 

за секои ,x y A .  
 

45. Најдете ги сите функции , , ( )f g hC R  такви, што за секои ,x yR  е 

исполнето равенството  
( ) ( ) ( )f x y g x h y   .     (1) 

 

46. Најдете ги сите функции , ( )f g C R  такви, што за секои ,x yR  се испол-

нети равенствата  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

f x y f x g y f y g x

g x y g x g y f y f x

  
  

              (1) 

и за кои важи (0) 0f   и (0) 1g  .  
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47. Нека функцијата :f R R  е непрекината во точката 0 0x   и нека за секој 

xR  важи 2
3

( ) ( )f x f x x  . Докажете дека 3
5

( )f x x , за секој xR .  
 

48. Најдете ги сите функции (( 1,1))f  C  за кои е исполнет условот  
( ) ( )

1 ( ) ( )
( ) f x f y

f x f y
f x y 

  , за секои , ( 1,1)x y  .   (1) 
 

49. Докажете дека функцијата :f R R  определена со 2( ) 1f x x  , xR  не 

е рационална функција.  
 

50. Нека ( )P x  и ( )Q x  се полиноми со степени m  и n , соодветно. Докажете дека 

композициите P Q  и Q P  се полиноми со степен mn .  
 

51. Докажете дека полиномот од видот 1
1 1( ) ...n n

n nP x x a x a x a
     , каде 

10,..., 0na a  , 1 1... 0n na a a     има единствен позитивен корен.  
 

52. Најдете ги сите полиноми ( )P x  со реални коефициенти такви, што  

2 2 ( ) ( 1) ( 1)P x P x P x     . 
 

53. За бројот реалниот број t  ќе велиме дека е алгебарски ако постои ненулти 

полином 
0

( )
n

n i
i

i
P x a x 


  , ia Q , 0,1,2,...,i n  таков, што ( ) 0P t  . Ако 

реалниот број t  не е алгебарски, тогаш ќе велиме дека е трансцедентен. Со 
A  да го означиме множеството трансцедентни броеви. Докажете ги следниве 
тврдења:  
а) Q A , што значи дека A  нема ниту најмал ниту најголем елемент,  
б) ако t s , ,t sA , тогаш постои uA  таков, што t u s  , и  
в) множеството A  е пребројливо.  

 

54. Нека A  е множеството алгебарски реални броеви.  
а) Докажете дека постои монотона биекција :f Q A .  

б) Докажете дека постои монотона биекција : \g I R A .  
 

55. Докажете дека збир и производ на конечен број рамномерно непрекинати 
функции на конечниот интервал ( , )a b  е рамномерно непрекината функција на 

( , )a b .  
 

56. Докажете дека функцијата ( ) sinf x x x   е рамномерно непрекината на R .  
 

57. Докажете дека функцијата 3( ) sinf x x  не е рамномерно непрекината на R .  
 

58. Докажете дека функцијата 1( ) sinx
x

f x e  не е рамномерно непрекината на 

R .  
 

59. Докажете дека функцијата ( ) lnf x x , не е рамномерно непрекината на 

интервалот (0,1) .  
 



 286

60. Докажете дека функцијата sin( ) x
x

f x   е рамномерно непрекината на интерва-

лот (0, ) .  
 

61. Докажете дека функцијата 2( )f x x  е рамномерно непрекината на секој 

конечен интервал ( , )a a , а не е рамномерно непрекината на R .  

Забелешка. Претходната задача покажува дека во случај кога дефиниционата 
област на две функции не е конечен интервал, тогаш производот на две 
рамномерно непрекинати функции со заедничка дефинициона област не мора 
да биде рамномерно непрекината функција. Имено, во случајов функциите 

( )g x x  и ( )h x x  се рамномерно непрекинати на R , меѓутоа, функцијата 
2( ) ( ) ( )f x x g x h x   не е рамномерно непрекината на R . Слично, функците 

( )g x x  и ( ) sinh x x  се рамномерно непрекинати на R , меѓутоа функци-

јата ( ) ( ) ( ) sinf x g x h x x x   не е рамномерно непрекината на R . Докажете!  
 

62. Ако функциите , :f g A  R  се рамномерно непрекинати и ограничени на A , 

тогаш функцијата :fg A  R  е рамномерно непрекината на A . Докажете!  
 

63. На интервалот (0, )A    да се најде модулот на непрекинатост на функци-

јата 1( ) sin
x

f x   и со помош на истиот да се испита дали оваа функција е 

рамномерно непрекината на овој интервал.  
 

64. Нека A  R  и , :f g A  R . Докажете дека за модулот на непрекинатост на 

функциите f и g  важи:   

1) , , ,( ) ( ) ( )f g A f A g A        ,  

2) , ,( ) ( )Cf A f AC    , за секој 0C   и  

3) , , ,( ) ( ) sup | ( ) | ( ) sup | ( ) |fg A f A g A
x A x A

g x f x     
 

    .  

 

При разгледувањето на непрекинатите функции докажавме дека непре-
кината слика на интервал е интервал. Овде во вид на задачи ќе презентираме 
четири теореми, кои се однесуваат на функцијата ( )f C R  и на отворени-

те, затворените, сврзаните и компактните множества.  
 

65. Докажете дека ( )f C R  ако и само ако 1( )f G  е отворено множество за 

секое отворено множество G .  
 

66. Ако ( )f C R  и A  е сврзано подмножество од R , тогаш ( )f A  е сврзано 

множество.  
 

67. Нека ( )f C R  и F  е затворено множество во R . Докажете дека 1( )f F  е 

затворено множество во R .  
 

68. Нека ( )f C R  и A  е компактно подмножество од R . Докажете дека 

множеството ( )f A  е компактно.  
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а) Дополнителни задачи кон II глава  
 

1. Докажете дека низата 1{ }n na 
  каде што 2

1 1 1
2 2 2

(1 )(1 )...(1 )nna     , 1n   е 

конвергентна. 
 

2. Пресметајте ја границата: 
1 1 1
2 1

1 ...

ln
lim n n

nn

   


. 

 

3. Нека ,na a n  . Докажете дека 1
ln

1
lim k

n a
n kn k

a
 

 . 

 

4. За низата 1
2

3cos n
n n

a   , 1n   најдете го множеството делумни граници, а 

потоа определете ги lim n
n

a


, lim n
n

a


, sup{ }na  и inf{ }na .  

 

5. За низата 1
3

( 1) (1 ) sinn n n
n n

a     , 1n   најдете го множеството делумни 

граници, а потоа определете ги lim n
n

a


 и lim n
n

a


.  

 

6. Конструирајте пример кога во втората и третата лема од II. 7.6 важат стриктни 
неравенства.  

 

7. Докажете дека низата  2
cos1 cos 2 cos

3 3 3
... n

n
na     , 1n   конвергира.  

 

8. Докажете дека низата sin1! sin 2! sin !
1 2 2 3 ( 1)

... n
n n n

a       , 1n   конвергира.  
 

9. Докажете дека низата 1 1 1
ln 2 ln 3 ln

...n n
a     , 1n   не конвергира.  

 

10. Докажете дека 1 1 1
1 2

lim ( ... ) ln 2
n n nn 
    . 

 

11. Докажете дека низата  1 1
2

1 ... lnn n
a n     , 1n   е конвергентна.  
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УПАТСТВА И РЕШЕНИЈА НА ЗАДАЧИТЕ   
 
 
I  ГЛАВА  

 
17. Нека 1 1~ ,A B B B  и 1 1~ ,B A A A . Со f  да ја означиме биекцијата 

меѓу B  и 1A . Нека 2 1( )A f B . Тогаш, 2 1A A A   и 2~A A . Од теорема 3.4 

следува дека 1~A A , па, бидејќи 1~B A  добиваме ~A B .  
 

31. Упатство. Доволно е да докажете дека  
2

1

2
1

n
n x n

i
i

x  


 .  

 

33. Нека r  е најмалиот природен број во множеството { | }A n km k  N . 

Значи, постои qN , таков, што r n mq  , т.е. n qm r  . Јасно, r m , бидејќи 

ако r m , тогаш бројот ( 1)r m n m q     е природен и е помал од r , што 

противречи на изборот на r .  
Останува да докажеме дека q  и 1, 2,3,...k   се единствени. Навистина, нека  

' ' '' ''n mq r mq r    , ' ''r r m  . 

Тогаш, '' ' ( ' '')r r q q m   , и како 0 '' 'r r m    добиваме '' ' 0r r  , т.е. '' 'r r , и 

затоа '' 'q q .  
 

60. Нека 0 m n  , ,m nN . Од 2 2 1
2 2

m m m
n n n

   и 2 2 1
2 2

m m m
n n n

   следува 

дека множеството A  нема ниту најмал ниту најголем елемент.  
Да ги определиме sup A  и inf A . Нека 0   е дадено и mN . Тогаш, постои 

nN  таков, што n m , mn   т.е. m
n

  и, бидејќи 0m
n
 , добиваме дека 

inf 0A  .  

Нека 0   е дадено и mN . Тогаш, постои 1n N  таков, што 1
1m n


 . 

Ако земеме 1n m n   добиваме 1n n , од што следува 1(1 )n n n    т.е. 

1 m
n

  . Според тоа, sup 1A  .  
 

61. Нека supy A  и да претпоставиме дека y A . Од дефиницијата на 

супремум следува дека за секој 0   постои x A  таков, што y x y   , (во 

спротивно y   ќе биде мајоранта на A  помала од y ). Според тоа, секоја 

околина ( ; )y U  на y  содржи точка x A  таква, што x y . Значи, y  е точка на 

натрупување за A  и, бидејќи A  е затворено, добиваме y A , што е 

противречност.  
 

65. Упатство. Разгледајте ги соодветно пресликувањата:  

а) 
1 1

1

1

, , 1
( )

, , 1

n n

n

x n
f x

x x n


   

 
  б) 

1 1
1

1
1

, , 1
( )

, , 1

n n

n

x n
f x

x x n





   
 

 

в) ( ) 1f x x     г) ( ) ( )( 1)f x b b a x    .  
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66. Да ги разгледаме множествата:  

0 {0}B  , 1 1{ | 1, 2,...}k k i
B i   , за 1, 2,3,...k  . За 1, 2,3,...k   важи ' 1{ }k k

B  . 

Сега за множеството 
0

k
k

A B



   имаме 1 1

2
' {0,1, ,..., ,...}

n
A  , '' {0}A  и '''A   .  

 

67. За 2n  , тоа е множеството од примерот 22.8. За 3n   тоа е множеството 
1 1

2 {0} { | 1, 2,3,...; 1,2,3,...}
k i

A i k      од задачата 30. За 3n   го разгледуваме 

множеството 
1 2

1 1 1
1 {0} { ... | , 1, 2,..., }

n
n ik k k

A k i n
       N . Останува да се 

докаже дека '
1 2n nA A  , од што ќе следува дека ( 1)

1 {0}n
nA 
   и ( )

1
n

nA    . 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

68. Да го разгледаме множеството 
1

k
k

A B



  , каде што 1

1 { | 1, 2,...}
n

B n  ,  

1 2

1 1
2 1 2 1 2{1 | , 1 i , }

k k
B k k k k    N , 

1 2 3

1 1 1
3 1 2 3 1 2 3{2 | , , 2 i , , }

k k k
B k k k k k k     N , ..., 

1 2

1 1 1
1 2 1 2{( 1) ... | , ,..., 1 i , ,..., }

n
n n nk k k

B n k k k n k k k        N , ... . 

За множеството A  важи ( ) ( ) ,i jA A i j   и ( )

1

i

i
A




  , (проверете!).  

 

69. Да го разгледаме множеството [ 1,0]B A   , каде A  е множеството од 

задачата 32. Тогаш, ( ) ( )' ' [ 1,0]; '' '' [ 1,0];...; [ 1,0];...n nB A B A B A         , и 

притоа важи:  

( ) ( ) ,i jB B i j   и ( )

1
[ 1,0]i

i
B




    .  

 

70. Нека aR  и 0  . За реалните броеви 3 a   и 3 a   постои рацио-

нален број r  таков што 3 3a r a     , што значи дека постои 3r A  таков 

што 3a r a     , односно 3 ( ; )r a U . Значи a  е адхерентна точка за 

множеството A , т.е. a A . Од произволноста на aR  следува A  R .  
 

71. Упатство. Постапете аналогно како во пример 24.10 со таа разлика што 

сега i  го избирате така што 1
2

b a
i

 .  
 

72. Нека U  е отворено секаде густо множество во R  и ( , )I    е произ-

волен отворен интервал. Бидејќи U  секаде е густо, постои 0x I U  . Но, U  е 

отворено множество, па затоа постои 0   таков, што 0 0( , )x x U    . Земаме 
1

1 0 02
min{ ,| |,| |}x x       и земаме 0 0 1 0 1( , )I x x    . Јасно, 0I I U  .  
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73. Множеството рационални броеви Q  е пребројливо и нека , 1,2,...ir i   е 

едно негово произволно нумерирање. Да ја разгледаме пребројливата фамилија 
множества 1{ , ,...},i i iA r r   1,2,3,...i  . Секое од множествата , 1,2,3,...iA i   е 

густо во R , (теорема 24.9) и притоа важи: 1 , 1, 2,3,...i iA A i    и  
1

i
i

A



  .  

 

74. Нека , 1, 2,3,...iU i   е низа отворени секаде густи множества во R  и I  е 

произволен отворен интервал. Според задачата 72 постои интервал 1I , таков, што 

1 1I I U  . Понатаму, постои отворен интервал 2I  таков што 2 1 2I I U  . 

Продолжувајќи ја постапката конструираме низа затворени вложени интервали 

1 2 3 ... ...nI I I I       за кои важи 1k k kI I U  . Од лемата 20.3 и 

забелешката 20.4 следува дека 
1

k
k

I



  , т.е. постои 

1
k

k
x I




  . Но, тоа значи 

дека ,ix U  за 1, 2,3,...i   и x I , односно 
1

i
i

x I U



   , од што следува дека 

1
i

i
U




  секаде е густо во R .  

 

75. Нека ( , )U    е произволен отворен интервал. Тогаш интервалот 

0 ( , )U a a     содржи подинтервал 1 ( ', ')U    за кој важи 1U A  , 

(множеството A  е никаде густо во R ). Но, тогаш интервалот ' ( ' , ' )U a a     

е подинтервал од ( , )U    за кој важи 'U B  , (проверете!). Значи, 

множеството { | }B x a x A    е никаде густо во R .  
 

77. Една фамилија која го задоволува условот на задачата е 1(0, )i i
A  , 

1,2,3,...i   (проверете!).  
 

78. Од 1i iA A  , за секој 1i   следува  

1 2 2
ii i

i i i
A A A

  

  
     и 

2 1
i i

i i
A A

 

 
   

па затоа 
2 1

i i
i i

A A
 

 
  . Но, множествата 1iA  , 1i   се компактни и секоја конечна 

фамилија има непразен пресек, па затоа 
1 2

ii
i i

A A
 

 
    .  

 

79. Ако множеството M  е сврзано, тогаш бараното множество A  е самото 
множество M .  

Обратно, ако за секои ,x y M  постои сврзано множество A M  кое ги 

содржи x  и y , тогаш при фиксиран 0x M  и произволен y M  постои сврзано 

множество yA M , такво, што 0 , yx y A . Но, тоа значи дека  
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0

y
y x
y M

M A



   и 
0

y
y x
y M

A



  , 

па од лемата 26.2 следува дека множеството M  е сврзано.  
 

80. Да претпоставиме дека затвореното множество A  не е сврзано. Тогаш, 
постојат отворени множества U  и V  такви, што A U V  , U V  , A U  

и A V . Да ги разгледаме множествата 1
cU A U   и 1

cV A V  . Јасно, 

множествата 1U  и 1V  се затворени. Од  ( )c c cU V U V    R  следува:  

1 1 ( ) ( ) ( )c c c cU V A U A V A U V A A          R  

и бидејќи  

1 1 ( ) ( ) ( )c c c cU V A U V A U V U V U V            , 

добиваме дека A  може да се претстави како унија на две дисјунктни затворени 
множества.  

 

Забелешка. Важи и обратното тврдење на тврдењето од задачата 46. Обидете 
се самостојно да го формулирате и да го докажете ова тврдење.   

 

81. Бидејќи [ , ]a b U  и [ , ]a b U V  , добиваме дека [ , ]a b V   . Нека 

0 [ , ]x a b V   и да ја разгледаме компонентата на сврзаност 0( )C x  на V  која ја 

содржи 0x . Бидејќи [ , ]a b V , добиваме дека 0[ , ] ( )a b C x  и 0[ , ] ( )a b C x   . 

Затоа, една од крајните точки на 0( )C x  припаѓа на [ , ]a b . Без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека, на пример, левата крајна точка 1a  на 

0( )C x  припаѓа на [ , ]a b . Јасно 1a b , бидејќи ако 1a b , тогаш 

0[ , ] ( )a b C x  . Значи 1a a b  . Од 1a V , 1 [ , ]a a b  и [ , ]a b U V   следува 

1a U . Според тоа, постои точка 1b  таква, што 1 1a b b   и 1 1[ , ]a b U . Бидејќи 

1a  е лева крајна точка на компонентата 0( )C x  на V , добиваме 1 1[ , ]a b V   , 

1a V , т.е. 1 1[ , ]a b V .  
 

82. Нека 1 2, ,..., ,...nB B B  се множества од типот G , секаде густи во R . 

Тогаш, за секој k , 
1

ik k
i

B G



  , каде што 

ikG  се отворени множества такви што 

ik kB G , за секој 1, 2,3,...i  . Но, тоа значи дека сите 
ikG , 1, 2,3,...i   се секаде 

густи во R . Според тоа,  

1 1 1 1 1
( )

i ik k k
k k i k i

B G G
    

    
      , 

т.е. 
1

k
k

B



  е пресек на пребројлива фамилија секаде густи отворени множества 

ikG , 1,2,3,...i  , 1, 2,3,...k  , што значи дека 
1

k
k

B



  е множество од типот G  и е 

секаде густо во R .  
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83. Нека претпоставиме дека множеството Q  е од типот G . Но тогаш 

множеството { 2 | }A r r  Q  е од типот G  и притоа множествата Q  и A  

секаде се густи во R . Понатаму, множеството A Q  е секаде густо во R , 

што е противречност. Значи, множеството Q  не е од типот G .  
 

87. Упатство. Разгледајте го множеството A   Q I .  
 

89. Од 2( )x iy a ib    го добиваме системот равенки 2 2 ,x y a   2 ,xy b  

од што следува:   
2 2 2 2

2 2
( ).a a b a a bx iy i         

Четвртите корени од  7 24i   се 2 , 2 , 1 2 , 1 2 .i i i i       
 

93. Нека е z x iy  . Од  
2
c i
c i

z 
  имаме  

 1 2 1 2
2 1 2 1 2 2 1 2

y x i x iyzi i
z x iy x iy

c
    

      
       

 

2

2 2

1 2 2 1 1 2 1 2

2 1 4

x y x y x x y i

x y

      

 
  

Сега,  2 22 1 4 0x y   , па 1
2

x   и 0y  . Освен тоа, треба  

   21 2 1 2 0x x y     т.е. 2 23 1
4 16

( )x y    

Значи, бараното множество точки е:  
2 23 31 1 1 1

4 16 2 4 4 2
{ : ( ) , ( , ) ( ,0)} { , , }S z x iy x y x y z z a a z            .  

 

94. I начин  Нека , .z x iy w a ib     Тогаш:   

2 2

2 2

( ) ( )|( ) ( ) || |
|( ) ( ) || | ( ) ( )

| | .
x a y bx a y b iz wz w

x a y b iz w z w x a b y

    
       

     

Ако 0x   и 0,a   тогаш  
2 2( ) ( ) ,x a x a    а 2 2( ) ( ) ,y b b y    

па затоа поткореновата величина на броителот секогаш е помала од онаа на име-
нителот, т.е. дропката е помала од 1, со што тврдењето е докажано.  

II начин. Од Re 0, Re 0z w   и од својствата на комплексните броеви 

имаме:  
2 2| | | | ( )( ) ( )( )

[ ( ) ( )]

( )( ) 4 Re Re 0,

z w z w z w z w z w z w

zz zw zw ww zz zw zw ww

z w w z w w

w w z z z w

        

       

    

       

 

т.е. 2 2| | | | ,z w z w    од што следува | | 1.z w
z w



   
 

95. Нека ,iz re   каде што cos sinie i    . Имаме  

2 2
2 2 2 2 21 1 1 1 1| | ( )( ) 2cos 2 .i i i i i i

z r r r r
z re e re e r e e r                     
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Од равенката 2
2 1 2cos 2 1

r
r     следува:  

 22cos 2 1 2cos 2 1 42
2

.r
     

  

Од овде следува дека  2r , што значи и r ќе биде максимален ако cos 2 1.    

Тогаш:  

 22( 1) 1 2( 1) 1 4 3 5 1 5
max 2 2 2

.r
            

 

96.  Да ставиме (cos sin ), 1, 2,3.k k kz r i k     Со непосредни пресметува-

ња добиваме:  
3 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3(cos sin )(cos sin )(cos sin ) (cos sin )z z z r i i i r i               

каде што 1 2 3.       Од условот на задачата имаме  

sin sin( ) 0, 1,2,3,k kr k       

односно  
sin (1 cos ) cos sin 0, 1,2,3.k kr r k          

Да претпоставиме дека 1 cos 0.r    Тогаш sin
cos 1

tg , 1, 2,3,r
k r

k
    што не е 

можно, бидејќи [0,2 )k   и меѓусебно се различни.  

Затоа 1 cos 0r    и sin 0,   па е cos 1, 1.r    Конечно,  
3

1 2 3 (cos sin ) 1.z z z r i      
 

97.  Нека 
2

2 2
3 3 1 4

1 1
.t i t t

t i t t
z i x iy 

  
      Со елиминација на параметарот t  од 

равенките 
2

2 2
3 1 4

1 1
,t t

t t
x y

 
  , добиваме 

3
,y

x
t   односно  

2 2( 1) 4,  3.x y x     

Бараното множество е кружница со радиус 2 и центар во точката (1,0), без точката 
(3,0).  

 

99. Нека j j jz x iy  , ,j jx y R , 1,...,j n . Да означиме  

 1 | 0, 0j jS j x y   ,  2 | 0, 0 ,j jS j x y    

 3 | 0, 0j jS j x y   ,  4 | 0, 0j jS j x y   . 

  Тогаш,  
4

1 1
| | | |

k

n

j j
j j j S

z z
  

   ,  

па следува дека за некој  1, 2,3,4k   важи неравенството  

1
4

1
| | | |

k

n

j j
j S j

z z
 

  . 

За тој број k  добиваме:  
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1 1 1 1
4 2 2 2 21

| | | | | | (| | | |)
k k k

n

j j j j j j
j j S j S j S

z z x iy x y
   

          

2 21 2 1
22 2

(| | | |) (| | | | ) | | .
k k k k k

j j j j j
j S j S j S j S j S

x y x y z
    

          

 

100. Имаме:  
2 2

2

| | | | 2Re2
1 1 1 1 | | 2Re

| |x y x y x y x y x y

x y x y xy x y x y

    
    

  
2 2 2 2 2

2 2

| | | | 1 | | ( 1)( 1)

1 | | 2 Re 1 | | 2 Re
1 1x y x y a b

x y x y x y x y

    
   

    , 

при што  

min{Re :| | ,| | } , max{Re :| | ,| | } .x y x a y b ab x y x a y b ab        

Ако е барем еден од броевите a  и b  еднаков на 1, тогаш  

1,
min | | 1x y

x yx a y b


 

  

Ако броевите a  и b  се и двата помали или и двата поголеми од 1, тогаш  
2 2

2 2

( 1)( 1)
11 1 2,

min | | 1 | |x y a b a b
abx y a b abx a y b

   
   

    

Ако еден од броевите  a  и b  е помал од 1, а другиот е поголем од 1, тогаш  
2 2

2 2

( 1)( 1)
11 1 2,

min | | 1 | |x y a b a b
abx y a b abx a y b

   
   

   .  

 

103. Непосредно се проверува дека 3 4 21, , 1,w w w w w     па затоа:   
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 3 3 3

( )( )( )

( )( ( ) ( ))

( )( ( )( ))

( )( ( )) 3

a b c a bw cw a bw cw

a b c a b c w ab bc ca w ab bc ca

a b c a b c w w ab bc ca

a b c a b c ab bc ca a b c abc

      

          

        

           

 

што и требаше да се докаже.  
 

104. Од равенката 1 2cos
z

z     следува  2 2 cos 1 0z z    . Решавајќи ја 

последната квадратна равенка, добиваме cos sinz i   . Сега, 1 cos sin
z

i   . 

Според тоа, 

cos sinmz m i m      и  1 cos sinmz
i m   . 

Ако ги собереме последните две равенства, добиваме  
1 2cosm

m

z
z m  .   

 

106. Упатство. а) n  те корени на единицата ќе ги запишеме во облик 
1k

kw w  , каде што 2 2cos sin
n n

w i   . Бараниот збир го запишуваме во обли-

кот  

1
1

1 1

n n
k

k
k k

S kw kw 
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Бидејќи 1 0w  , точни се равенствата:  
2 1 2 31 2 3 ... 2 3 ...

1 1

n nS Sw w w nw w w w nw
w w

S
         

  

 
 

11

2

1
1 11 ... 1

1 1 1

n
n

n nn n
w

nw n w nww w nw w
w w w




       
  

    

Конечно, бараниот збир можете да го пресметате, ако замениме за  
2 2cos sin
n n

w i    

и ја искористиме Моавровата формула.  
Во задачите под б) и в) постапете аналогно како во задачата под а).  

 

107. Упатство. Ставете  

2

1
cos

n
k
n

k
A k 


  , 2

1
sin

n
k
n

k
B k 


   

и пресметајте 1S A iB   . Потоа, применете ја задачата 106 а) и определете 

 Re 1A S    и  Im 1B S  .  
 

108. Упатство. Ставете cos sinz i    и искористете ја биномната формула 

за (1 )nz .  

 
 
II  ГЛАВА  
 

1. Јасно, 
2

2 2
2 2

1 1
| 2 | | 2 |n n n

n n n
a  

 
    . За произволен 0   избираме 

21 1 4
0 2

[ ] 1n 


   . Тогаш, за 0n n  важи 2 0n n    , што значи, 
2

2 2
2 2

1 1
| 2 | | 2 |n n n

n n n
a  

 
     , па затоа lim 2n

n
a


 .  

 

2. Ако b a , тогаш 1

1 ( )1 1
1 ( )

na
b

na
b

n b b
a 




  , кога n  . Значи,   

1
max{ , }

lim n a bn
a


 .  

 

3. а) Нека 0   е таков, што 0a   . Тогаш постои природен број 0n , таков 

што за секој 0n n  важи | |na a   , што значи n nn
na a a     . Сега од 

lim lim 1n n

n n
a a 

 
     и од теоремата за три низи следува lim 1n

n
n

a


 .  

б) Нека 1max{ ,..., }kc a a . Тогаш од 1 2lim [ ... ]
nn n
k

n n n

aa a

c c cn
p


    , каде што 

1 p k   и од задачата под а), следува:  

1 2
1lim lim ... max{ ,..., }

nn n
k

n n n

aa an
n kc c cn n

b c c a a
 

       . 
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в) Од lim 1n

n
n


 , 1lim (1 ... ) 1k

k

aa
n nn

     и задачата под а) следува  

11
1

1
1 1lim lim ...

lim lim 1 ... 1.k k
k k

k kn
n k k

n n

a aan k n
n n nn n

b n a n a n a

n 





 

 

    

     
 

г) Искористете ја задачата под б).  
 

4. Упатство. а) Помножете и поделете со 1 x  и искористете дека 
4lim 0n

n
x


 . 

б) Докажете дека 1
2n n

a  , за секој 1n  .  

в) Докажете дека 1na  , за секој 1n  .  

г) Помножете и поделете со 1 a .  

д) Докажете дека за 2n   важи 
2 12

3 ( 1)
n n

n n n
a  

 .   
 

5. а) Од 1 1 1
( 1) 1k k k k   , за секој 0, 1k    добиваме:  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 ( 1) 2 2 3 3 4 1

1
1

lim ( ... ) lim (1 ... )

lim (1 ) 1.

n n n nn n

nn

     



            

  
 

б) Од равенството 1 1 1 1
(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1

( )
k k k k     , за 1

2
k   , добиваме:  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1) 2 3 3 5 5 7 2 1 2 1

1 1 1
2 2 1 2

lim ( ... ) lim (1 ... )

lim (1 )

n n n nn n

nn

       



            

  
 

што и требаше да се пресмета.  
 

6. г) Нека k  е ненегативен цел број таков што 1k   . Тогаш | | 1k a  , па 

затоа 
1

| | 1ka x  , каде што 
1

| | 1kx a  . Од неравенството на Бернули имаме  

| | (1 ) 1
n
k na x nx nx     , за секој 1n  , 

па затоа 
1 1

| |

k

n k
n
a nx


 .  

Нека 0   е дадено. Земаме 1
0 [ ] 1kx

n


   и добиваме дека за 0n n  важи  

1 1
| | | |

| 0 |
k

n n n k
n n n
a a a nx

 



     , 

што значи lim 0n
n
an




 .  

 

8. Имаме: 2 1 2 1
3 2 22 2

n n n na a a a
n n na a a    
       . Според тоа,  
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2 2

2 2

2
1 2 1 3 2 1 2 2 2

( 1) ( 1)2
3 3 32 2

( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( 1)

(2 )

n

n n

n n

nb a b a b a
n n n

b a b a b a

a a a a a a a a a b a

a



 

  


   

               

    
 

од што следува 2
3

lim b a
n

n
a 


 .  

9. Од n

n

a
n b

c   и 0nb   следува 
2 2

1 1
0n n n

n n n

a b c
n a b c

c
 

     , за секој 1n  . Ако 

lim n
n

c c


  постои, тогаш од 
2

1 1
n

n

c
n c

c


   добиваме 2
1

c
c

c 
 , од што следува 

2 2c  , па затоа 2c   или 2c   . Ќе докажеме дека lim 2n
n

c


 . Од 0nc  , 

за секој 1n   следува:  
2 2 1 1

1 1 1 2
| 2 | | 2 | | 2 | | 2 |n

n n

c
n n nc c

c c c
 

         .   (1) 

Продолжувајќи ја постапката, од неравенството (1) добиваме  

1
31
22

0 | 2 | ( 2) 0,nnc n      , 

што значи lim | 2 | 0n
n

c


  , па затоа lim 2n
n

c


 .  

 

10. Ставаме 2 3
3 5 2 11

2 2 2 2
... n

n
na       и добиваме:  

2 3 2 3

2 1 1

3 5 2 1 3 5 2 11 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2 2 2

2 11 1 1 1
2 2 2 2 2

... ( ... )

... .

n n

n n

n n
n n

n

a a

 

 



          

     
 

Значи,  

2 1 2 1
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

1 1 ... 3n n n n n n
n n

na               , 

па затоа 2 3
3 5 2 11

2 2 2 2
lim ( ... ) 3n

n

n




     .  

 

11. Имаме, 2 16 6 6a a    . Нека претпоставиме дека 1k ka a  . 

Последователно добиваме 16 6k ka a     и 16 6k ka a    , што значи 

1k ka a  , па од принципот на математичка индукција следува дека 1n na a  , за 

секој 1n  , т.е. низата монотоно расте.  

Понатаму, 1 6 3a   . Нека претпоставиме дека 3ka  . Последователно до-

биваме 6 9ka    и 6 3ka  , што значи 1 3ka   . Па од принципот на матема-

тичка индукција следува дека 3na  , за секој 1n  , т.е. низата е ограничена од 

горе.  
Според тоа, низата { }na  монотоно расте и е ограничена, па значи таа е кон-

вергентна. Нека lim n
n

a a


 . Ако преминеме кон граница во равенството 

2
1 6n na a   , добиваме 2 6a a  . Од последната равенка наоѓаме 3a   или 

2a    и како 0na  , за секој 1n   заклучуваме дека lim 3n
n

a


 .  
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12. Од 0na   и 2( 1) 0na    добиваме 1 1
2

( ) 1
n

n a
a   , за секој 1n  , што 

значи дека за секој 1n   важи 1 1na   , т.е. низата е ограничена од лево.  

Бидејќи за 2n   важи 1
n

na
a , добиваме дека за секој 2n   важи 

1 1
1 2

( )
n

n n na
a a a    , т.е. низата монотоно опаѓа.  

Монотона и ограничена низа е конвергентна. Нека lim n
n

a a


 . Ако преми-

неме кон граница во равенството 1 1
1 2

( )
n

n n a
a a   , добиваме 1 1

2
( )

a
a a  . Од 

последната равенка наоѓаме 1a    и, бидејќи 0na  , за секој 1n   заклучуваме 

дека lim 1n
n

a


 .  

 

13. Јасно, 0na  , за секој 1n  , па затоа  10
1 3

4 4
n

n a
a     , за секој 1n  , 

што значи дека низата е ограничена од десно.  

Имаме, 3
2 12

1a a   . Нека претпоставиме дека 1n na a  . Последователно 

добиваме:  1 1 1 112 6 4 2 12 6 4 2n n n n n n n na a a a a a a a          , па затоа  

1 12(2 1)( 3) 2(2 1)( 3)n n n na a a a      , и 1

1

2(2 1) 2(2 1)
1 3 3

n n

n n

a a
n na a

a a



 
     , 

што значи дека низата монотоно расте.  
Конечно, низата е монотона и ограничена, па значи таа е конвергентна. Пона-

таму, ако lim n
n

a a


 , тогаш   

2(2 1) 2( 1)
1 3 3

lim lim n

n

a a
n a an n

a a
 

   
   , 

т.е. 2 2 0a a   , па  затоа 2a   или 1a    и, бидејќи 0na  , за секој 1n   

заклучуваме дека lim 2n
n

a


 .  

 

14. Од принципот на математичка индукција и неравенството меѓу аритметич-
ката и геометриската средина, следуваат неравенствата:  

1 2 3 3 2 1... ...n na a a a b b b b         , за секој 1n  ,  (1) 

 (деталите ги оставаме на читателот за вежба).  
Од неравенствата (1) следува дека низите { }na  и { }nb  се монотони и ограни-

чени, што значи тие се конвергентни. Ако lim n
n

a 


  и lim n
n

b 


 , тогаш од 

1 2
n na b

na


   следува 
2

   , што значи   .  
 

15. Од принципот на математичка индукција и неравенството меѓу аритметич-
ката и хармониската средина, следуваат неравенствата:  

1 2 3 3 2 1... ...n na a a a b b b b         , за секој 1n  ,  (1) 

(деталите ги оставаме на читателот за вежба).  
Од неравенствата (1) следува дека низите { }na  и { }nb  се монотони и ограни-

чени, што значи тие се конвергентни. Ако lim n
n

a 


  и lim n
n

b 


 , тогаш од 
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1 2
n na b

na


   следува 
2

   , што значи   . Да ја определиме вредноста на 

 . Од 1 2
n na b

na


  , 
2

1
n n

n n

a b
n a b

b    наоѓаме  

2
1 1 2

n n n n

n n

a b a b
n n n na b

a b a b


    . 

Продолжувајќи ја постапката, добиваме:  

1 1 1 1 1 1...n n n n n na b a b a b a b ab        , 

што значи  
2

1 1 1 1lim lim limn n n n
n n n

ab a b a b    
  

   ,  

т.е. ab  .  
 

16. Упатство. Ако 2c  , тогаш 2na  , за секој 1n  , па затоа низата 

конвергира и lim 2n
n

a


 .  

Понатаму, разгледајте кога 2c   и 2c  . За 2c   докажете дека низата 
монотоно опаѓа и е ограничена од лево, а за 2c   докажете дека низата монотоно 

расте и е ограничена од десно. Сега од 
6(1 )

1 7
n

n

a
n a

a


   и lim n
n

a a


  следува 

6(1 )
7

a
a

a 
 , од каде лесно се гледа дека 3a    или 2a  , па, бидејќи 0na  , за 

секој 1n   се добива lim 2n
n

a


 .  

 

17. Упатство. Докажете дека низата монотоно расте и е ограничена од десно. 

Потоа преминете кон граница во равенството 
2 2

2
1 1

nab a
n a

a


   и искористете дека 

0na  , за секој 1n  .  
 

18. Упатство. За дадената низа важи 
2( 1)

1 2
0na

n na a


    , за 1n  , што зна-

чи низата е монотоно растечка. Според тоа, таа е конвергентна ако и само ако е 
ограничена од десно.  

Сега поодделно разгледајте ги случаите | | 1  , | | 1   и | | 1   и докажете 

дека во првите два случаја низата е ограничена од десно и притоа важи 
lim 1n

n
a


 , а во третиот случај дека lim n

n
a


  .  

 

19. Нека претпоставиме дека lim n
n

a a


 . Ако во левото неравеснтво 

преминеме кон граница добиваме 21 1 1
4 2 4

a a a   , од што следува 2( 1) 0a   , 

па затоа, ако низата конвергира, тогаш нејзината граница е 1a  . Од друга страна 
21

1 4
( 1)n n na a a    , што значи дека низата е монотоно растечка.  

Ако 1  , тогаш 21 1 1
2 1 14 2 4

1a a a    . Со математичка индукција се дока-

жува дека 1na  , за секој 1n  , па затоа низата е неограничена од десно, што 

значи lim n
n

a


  .  
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Ако 0 1  , тогаш имаме 21 1
2 12 2

0 1a a    . Со математичка индукција се 

докажува дека 1na  , за секој 1n  , па затоа низата е ограничена од десно и, бидејќи 

е монотоно растечка, добиваме дека таа е конвергентна. Јасно, lim 1n
n

a


 .  

 

21. Ако во неравенството:  

2 3

( 1) ( 1)( 2) ( 1)...( 1) !1 1 1 1 1
2! 3! ! !

11 1 1 1 2 1 1 2
2! 3! !

(1 ) 1 1 ... ...

1 1 (1 ) (1 )(1 ) ... (1 )(1 )...(1 )

k n

n n n n n n n n kn n
n n k nn n n n

k
n n n k n n n

a      



         

           
 

преминеме кон граница, кога n  , добиваме: 1 1 1
2! 3! !

2 ... kk
e b      , за 

секој 1,2,...,k n . Но, бидејќи во множеството { | 1,2,..., }kb k n  не постои 

најголем елемент, при k n  наоѓаме 1 1 1
2! 3! !

2 ...n n
b e      . Освен тоа, од 

претходните разгледување следува дека  1 1 1 1
2! 3! !

(1 ) 2 ...n
n nn n

a b        , за 

секој 1n  , па затоа n na b e   и, бидејќи lim n
n

a e


  од теоремата за три низи 

добиваме lim n
n

b e


 .  

 

22. Нека { }kn  е низа природни броеви таква, што lim k
k

n


   и 0   е 

дадено. Тогаш од неравенството 1| (1 ) |n
n

e    , за n n  следува неравенството 

1| (1 ) |k

k

n
n

e    , за kn n , т.е. 1lim (1 ) k

k

n
nk

e


  .  

Ако произволна низа { }kp , 1kp   е таква што lim k
k

p


   тогаш постои 

низа природни броеви { }kn  таква, што 1k k kn p n    и lim k
k

n


  . Од 

претходно изнесеното, очигледните неравенства   
11 1 1

1
(1 ) (1 ) (1 )k k k

k k k

n p n
n p n


      

и од теоремата за три низи добиваме  
11 1 1

1
lim (1 ) lim (1 ) lim (1 )k k k

k k k

n p n
n p nk k k

e e
  

        

т.е. 1lim (1 ) k

k

p
pk

e


  . 

Ако { }kq , 1kq   е таква низа што lim k
k

q


  , тогаш ставаме 

, 1k kq k   , и добиваме:   
11 1 1 1

1 1
lim (1 ) lim (1 ) lim (1 ) (1 )k k k

k k k k

q
qk k k

e 
  

 
   

       .  

 

23. Упатство. За да ги пресметате границите под а), б), в) и г) искористете ја 
задачата 22. Тврдењето под д) непосредно следува од тврдењата под а), б), в) и г).  

 

24. Да ставиме 2

2( 1) , 1, 2,...,n k
nk n

c k n   . Очигледно за nkc  се исполнети 

условите од теоремата на Теплиц, и приота важи:  
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1 2 1
2 2

( 1) ... 22( 1)

1 1
2 n n

n n na n a a an k
n nk n nn nk k

b c a a      

 
    , 

па затоа lim limn n
n n

b a a
 

   од што следува: 1 2 1
2

( 1) ... 2
2

lim .n nna n a a a a
nn

    


  

 

25. Лесно се гледа дека тврдењето важи ако 0a b  , (докажете!). За тоа нека 

претпоставиме дека 0b  . Да ставиме 1 , 1, 2,...,n kb
nk nb

c k n   .  

Од примерот 5.3 а) следува дека за nkc  се исполнети условите од теоремата на 

Теплиц, и приота важи:  

1 1 2 1 1 2 1...1

1 1

n k k n n n n
n n b a a b a b a b a b

n nk k nb b n
k k

x c a       

 
     

па затоа lim limn n
n n

x a a
 

  , од што следува 

1 2 1 1 2 1...
lim n n n na b a b a b a b

nn
ab    


 .  

 

26. а) За низите nb n  и 
1

k
n a

n kk
c


   се исполнети условите од теоремата на 

Штолц, (проверете!), и притоа важи:  

1

1

( 1)

1
lim lim lim 2

an
nn n n

n n

c c a n n
b b n n nn n n

a



  
    

   , 

па затоа 1

1
lim lim 2k n

n

n a c
bn kn nk

a
 

  .  

б) Да ги разгледаме низите 12n
nb   и 1 2

1 2 12 2 ... 2n n
n n nc a a a a 

     , 

за кои се исполнете условите од теоремата на Штолц. Притоа важи  
1

1
1 2

1

2

2 2
lim lim lim 2 2

n
n n n

n n
n n

c c a
nb bn n n

a a



 


   

   , 

па затоа:   

  1 2
1 2 1 2 11

2 1 1

2 2 ... 2
1 2 2 2 2

lim ... lim lim 2
n n

n n n n n n
n n

n

a a a a a a a ca
bn n n

a
 

  
 

   

  
       .  

 

29. Јасно, 0na  , за секој 1n  . Освен тоа,  
22

1 1
n

n

a
n n a

a a


        (1) 

2

2

22
1 (1 )

2 n

n

a
n a

a


 
      (2) 

Од равенството (2) следува дека, ако 2na  , тогаш 1 2na    и обратно. 

Бидејќи 1 2a   заклучуваме дека поднизата 2 1{ }ka   е ограничена од десно, а 

поднизата 2{ }ka  е ограничена од лево, и притоа важи:  

2 1 2ka    и 2 2ka  .     (3) 

Од друга страна, од равенството  (1) добиваме:  
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2 2 2
1 1 1

2
1 1

2 2 (2 )(2 2 )
1 1 1 1 (1 ) (1 )

n n n n

n n n n

a a a a
n n a a a a

a a   

 

   
     
       (4) 

Од (3) и (4) следува дека поднизата 2 1{ }ka   монотоно расте, а поднизата 2{ }ka  

монотоно опаѓа. Според тоа, 2 1{ }ka   и 2{ }ka  се конвергентни поднизи на низата 

{ }na . Нека 2 1lim k
k

a m


  и 2lim k
k

a p


 . Ако во рекурентната релација 

преминеме кон граница, го добиваме системот 2
1

m
m

p 
  и 2

1
p
p

m 
 , чие единстве-

но решение е 2m p  . Конечно, низата { }na  е конвергентна и lim 2n
n

a


 , 

(зошто?).  
 

32. а) Ако lim n
n

a


  , тогаш неравенството е очигледно. Нека претпо-

ставиме дека lim n
n

a a


    и 0   е дадено. Но, тоа значи дека множеството 

{ 1 | }nn a a     е конечно. Ќе докажеме дека множеството  

1 2{ 1| ... 2 }n
nn a a a a        (1) 

е конечно. Нека k  е природен број таков, што за n k  важи na a   . Тогаш, 

1 2...
1 2 ( )

... ( )k
k

a a an nn a
a a a a





  . Од друга страна, имаме 1 2...

( )
lim 1k

k

a a a
n

an 
 . Значи, 

постои природен број 0n  таков што за 0n n  важи 1 2...

( )
1k

k

a a a
n

a 



  , каде што   

го избираме така, што (1 )( ) 2a a      . Според тоа, за 0max{ , }n k n  важи 

1 2... 2n
na a a a   , што значи дека множеството (1) е конечно, т.е.  

1 2lim ... limn
n n

n n
a a a a a

 
  .  

 

33. Доволно е да докажеме дека 1 ~ [0,1)L I .  

Ако x I  и ако 1 2 30, ...x b b b  е неговиот дијадски развој, тогаш ( )g x  ќе го 

дефинираме како низа ' ' ' '
1 2 3, , ,..., ,...kn n n n , при што ги запишуваме редоследно само 

оние природни броеви '
in , за кои важи ' 0

in
b  , останатите ги испуштаме. 

Пресликувањето 1:g I L  е инјекција, па според тоа 1~ ( )I g I L .  

Ако '
1 1{ }il n L  , дефинираме 1( )f l  како 1 2 30, ...x d d d  од I  чии децимали 

се определени со  
'

'

5,  ako ,  za nekoj 1

7,  ako ,  za sekoj 1

i
k

i

k n i
d

k n i

   
 

. 

Пресликувањето 1:f L I  е инјекција, па затоа 1 1~ ( )L f L I .  

Конечно, од 1~ ( )I g I L  и 1 1~ ( )L f L I  следува 1 ~L I .  
 

Забелешка. Од претходните две задачи следува дека 0( )k L c .  
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34. Нека { }ka  е произволна низа реални броеви. Тогаш, k  от член во низата 

ka  прима вредности од множеството kA  R . Според задачата 33 постои биекција 

1:k kA L  , каде што 1L  е множеството монотоно растечки низи природни 

броеви.  
Нека { }, , 1, 2,3,...k k ka a A k    . Ако со соодветството k  на вредноста ka  

на k  тата координата и е придружена низа ( ){ }k
in , тогаш на елементот A   му 

придружуваме бесконечна табела природни броеви:  
(1) (1) (1)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3
(3) (3) (3)
1 2 3

...

...

...

..... ...... ...... ...

n n n

n n n

n n n
,     (1) 

каде што ( ) ( )
1 , 1, 2,3,..., 1, 2,...k k

i in n i k   . Јасно, множеството A  и множеството 

бесконечни табели природни броеви од обликот (1) се еквивалентни.  
Ќе докажеме дека множеството бесконечни табели природни броеви од об-

ликот (1) има кардинален број на континиум. Но, тоа е очигледно бидејќи на 
секоја бесконечна табела од обликот (1) можеме да и придружиме низа природни 

броеви (1) (2) (1) (1) (2) (3) (4) (3) (2) (1)
01 1 2 3 2 1 1 2 3 4{ , , , , , , , , , ,...}n n n n n n n n n n L . Ова соодветствие е 

инјекција, па затоа 0( ) ( )k A k L c   и, бидејќи ( )k A c , (зошто?), добиваме 

( )k A c .  
 

35. Упатство. Разгледајте ги множествата { 2 | 1,2,3,...}A k k   I , 

\B A I  и множеството { | 1, 2,3,...}ir i Q . Докажете дека пресликувањето 

:f A A Q  дефинирано со  

,  ako 2 1
( 2)

2,  ako 2

kr n k
f n

k n k

  


 

е биекција. Потоа за множествата B A I  и ( )B A  R Q  разгледајте го 

пресликувањето :g I R  дефинирано со  

,
( )

( ),

x x B
g x

f x x A


  

 

и докажете дека е биекција.  
 

36. Множеството 1 {( ,0) | 0 1}B x x    е подмножество од B  и пресликува-

њето 1:f A B  дефинирано со ( ) ( ,0)f x x  е биекција. Значи, 1~A B B .  

Нека на секој елемент ( , )x y B , каде што 1 2 30, ...x d d d  и 1 2 30, ...y c c c  му 

го придружиме реалниот број 1 1 2 2 3 30, ...z d c d c d c A  . Очигледно, вака дефини-

раното пресликување е инјекција, но не е сурјекција, бидејќи елементите од A  кај 
кои на сите парни (непарни) места стои цифрата 9, не се слика на ниту еден еле-
мент од B . Според тоа, вака дефинираното пресликување е биекција од B  на 

1A A . Значи, 1~B A A .  
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Конечно, од 1~A B B  и 1~B A A  следува ~B A .  
 

Забелешка. Од задачата 36 и принципот на математичка индукција непо-
средно следува дека множествата  

{ | 0 1}A z z    и 1 2{( , ,..., ) | , 1}k kB x x x x k  R  

се еквивалентни. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

37. Да го разгледаме множеството 2 2 1
4

{( , ) | , , }C x y x y x y   R . Имаме  

C A B   и ~C B . Навистина, пресликувањето :f C B , дефинирано со 

( , ) (2 ,2 )f x y x y  е добро дефинирано пресликување, бидејќи од ( , )x y C  

следува 2 2 1
4

x y  , па затоа 2 2(2 ) (2 ) 1x y  , т.е. (2 , 2 )x y B .  

Лесно се докажува дека ова пресликување е биекција, деталите ги оставаме на 
читателот за вежба. Според тоа ~C B , па од задачата  I.10 следува дека ~A B .  

 

38. Во задачата 37 докажавме дека множеството B  е еквивалентно на мно-

жеството 2 2{( , ) | 1, , }A x y x y x y   R . Јасно, множеството A  е непребројли-

во, па од теорема I.13.16 следува дека тоа е еквивалентно на множеството  
2 2

1 {( , ) | 0 1, , }A x y x y x y    R . 

Од друга страна, пресликувањето 1:f A C , 2 2 2 2(( , )) ( , )yx
x y x y

f x y
 

  е би-

екција (докажете!), па затоа 1 ~A C . Конечно, 1~ ~ ~B A A C , што и требаше да 

се докаже.  
 

39. Упатство. Разгледајте ги множествата , ,  Q Q I  и I .  
 

40. Упатство. Искористете ја фамилијата множества  

{ |  i  e ot prost broj}k k kE r p r p k   Q , 

конструирана во задачата I.35.  
 

41. Нека 1 2 3, , ,...U U U  е пребројлива фамилија отворени секаде густи мно-

жества во R  и 
1

i
i

A U



  . Доволно е да докажеме дека за некој интервал [ , ]a b  

множеството [ , ]A a b  има кардинален број на континиум.  

Нека 0I  и 1I  се произволни дисјунктни отворени интервали во [ , ]a b . Според 

задачата I.38, постојат отворени интервали 0A  и 1A  такви што 0 0 1A I U   и 

1 1 1A I U  , кои ќе ги наречеме интервали од прв ред.  

Нека 00 0 01 0 00 01, ,I A I A I I     , 10 1 11 1 10 11, ,I A I A I I     се про-

изволни отворени интервали. Сега постојат отворени интервали 00 01 10 11, , ,A A A A  

такви што 00 00 2A I U  , 01 01 2A I U  , 10 10 2A I U   и 11 11 2A I U  , кои 

ги нарекуваме интервали од втор ред.  
Нека  

000 00 001 00 000 001, ,I A I A I I     , 010 01 011 01 010 011, ,I A I A I I     ,  
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100 10 101 10 100 101, ,I A I A I I      и 110 11 111 11 110 111, ,I A I A I I      

се произволни отворени интервали. Повторно постојат отворени интервали 
1 2 3i i iA  

такви, што 1 2 3 1 2 3 3i i i i i iA I U  , за 1 0,1i  , 2 0,1i   и 3 0,1i  , кои ги нарекуваме 

интервали од трет ред.  
Нека сега се конструирани отворени интервали од k  ти ред 

1 2... ki i iA , каде 

што 0,1ji  , за 1, 2,...,j k . Нека 
1 2... 0ki i iI  и 

1 2... 1ki i iI  се произволни отворени 

интервали такви, што  

1 2 1 2... 0 ...k ki i i i i iI A , 
1 2 1 2... 1 ...k ki i i i i iI A  и 

1 2 1 2... 1 ... 0k ki i i i i iI I  , 

за секој 1, 2,...,j k  и 0ji   или 1 . Повторно според задачата I.38 постојат 

отворени интервали 
1 2 1... k ki i i iA


 такви, што 

2kr , кои всушност, се интервалите од 

2 3, ,...r r ви ред. Од досегашната конструкција имаме:  

1) За секој 1k   затворањата на интервалите од k  ти ред се попарно 
дисјунктни множества,  

2) за секоја низа од нули и единици 1 2, ,...i i  важи 1 1 2 1 2 3 ...i i i i i iA A A    и 

1 2... ki i i kA U , за секој 1k  .  

Според тоа, 1 2...
1 1

ki i i k
k k

A U
 

 
   што значи 1 2...

1
ki i i

k
A




  , т.е. за секоја низа 

1 2, ,...i i  од нули и единици постои точка 
1 2...i ix  која припаѓа на 

1
i

i
A U




  . Од 1) 

следува дека на различните низи од нули и единици соодветсвуваат различни 
точки од 

2 2( ; )kr U , т.е. ова соодветство е инјекција. Ако со B  го означиме 

множеството низи од нули и единици, добиваме 
3 3( ; )kr U  и, бидејќи ( )k A c  

добиваме ( )k A c .  
 

42. Нека [ , ], 1,2,3,...i ia b i   е произволна фамилија попарно заемно ди-

сјунктни затворени интервали. Да ја разгледаме унијата на соодветните отворени 

интервали 
1
( , )i i

i
a b A




 . Множеството cA  е затворено и не е празно. Освен тоа, 

cA  е совршено множество, бидејќи допирните интервали немаат заеднички точки. 
Имено, ако ( , ) ( , )i i k ka b a b   , за i k , тогаш и соодветните затворени 

интервали ќе се сечат, што противречи на претпоставката. Според тоа, ( )ck A c .  

Да се вратиме на унијата на дадените затворени интервали [ , ],i ia b  1n  . Ком-

плементот на оваа унија се разликува од cA  само во преброиво множество точки, 

бидејќи 1 1 2 2 3 3
1

( [ , ]) \{ , , , , , ,...}c c
i i

i
a b A a b a b a b




 , па затоа неговиот кардинален 

број е еднаков на континиум, т.е.  
1

( [ , ])c
i i

i
a b




  , односно ( , )  .  
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43. Да ги нумерираме елементите на множеството Q : 1 2 3, , ,...r r r . Околу точ-

ката 1r  опишуваме околина 1 1( ; )r U , каде што 1  е произволен ирационален број. 

Нека 
2kr  е првата точка од низата 2 3, ,...r r  која не припаѓа на 1 1( ; )r U  и да 

опишеме околу 
2kr  околина 

2 2( ; )kr U , каде што 2  е ирационален број, која не 

се сечи со 1 1( ; )r U . Нека 
3kr  е првата точка во низата 

2 2 21 2 3, , ,...k k kr r r    која не 

припаѓа на 
21 1 2( ; ) ( ; )kr r U U  и да опишеме околу 

3kr  околина 
3 3( ; )kr U , каде 

што 3  е ирационален број, која не се сечи со 
21 1 2( ; ) ( ; )kr r U U  и 

3 3( ; )kr U  

нема заеднички крајни точки со 1 1( ; )r U  и 
2 2( ; )kr U .  

Продолжувајќи ја постапката, конструираме низа отворени интервали 

1 1( ; )r U , 
2 2( ; )kr U , 

3 3( ; )kr U , 
4 4( ; )kr U ,... Нивната унија B  е отворено мно-

жество кое ги содржи сите рационални точки и чии компоненти на сврзаност по 

конструкција немаат заеднички крајни точки. Според тоа, cA B  е непразно 
подмножество од множеството ирационални броеви, бидејќи сигурно ги содржи 
крајните точки на компонентите на сврзаност на множеството B . Множеството 
A  е затворено и ниеден пар негови допирни интервали нема заедничка крајна 
точка, па затоа тоа е совршено множество такво, што A I .  

Но A  е затворено множество такво, што секој интервал ( , )   содржи точка 

која не припаѓа на A , тоа е било која рационална точка ( , )r   . Бидејќи r B  

и B  е отворено множество, постои 0   таков што ( ; )r B U . Избираме  
1
2

min{ ,| |,| |}r r      . 

Јасно, ( ; ) ( , )r B   U , т.е. интервалот ( , )   содржи подинтервал 

( , )r r    таков што ( , )r r A      , т.е. A  е никаде густо множество во 

R .  
 

44. На интервалот [0,1]  ја конструираме низата совршени множества 

1 2 3, , ,...A A A  на следниот начин. За конструкција на множеството nA  го делиме 

интервалов [0,1]  на n  делови 11 1 2[0, ],[ , ],...,[ , ]n
n n n n

n  и на секој од овие интервали 

конструираме совршено множество на ист начин како што го конструиравме 
Канторовото множество. Унијата на овие множества е множеството nA .  

Сега нека  

1
n

n
A A




  и [0,1] \B A . 

Ќе докажеме дека за секои , [0,1],     , множествата ( , ) A    и 

( , ) B    имаат кардинален број на континиум.  

Нека ( , )   е произволен интервал. Постои 1n   таков, што за некој i n  

важи 1[ , ] ( , )i i
n n

   . Притоа, 1[ , ]i i
nn n

A   по конструкција е совршено 

множество, па значи има кардинален број на континиум. Од nA A  и 
1[ , ] ( , )i i

n n
    следува дека ( , ) A    има кардинален број на континиум.  
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Множеството ( , ) B    е пресек на отворени секаде густи множества 

1( , ) cA   , 2( , ) cA   , 3( , ) cA   , ... па од задачата 41 следува дека има кар-

динален број на континиум.  

Јасно, множествата A  и 
1

(0,1) ( (0,1))c
i

i
B B A




     секаде се густи на 

[0,1] .  
 

45. Нека 0{| | | }B x y y A    и B I . За множеството B  имаме  

0 0 0 0 1 2{ | , } { | , }B y x y x y A x y y x y A B B          . 

Од B I  следува B  Q , т.е. множеството B  е најмногу пребројливо, па 

затоа и множествата 1B  и 2B  се најмногу пребројливи и притоа множествата 2B  

и 2 0 0{ | , }B y x y x y A      се еквивалентни. Значи, множеството 1 2( )B B   е 

најмногу пребројливо. Но, пресликувањето 1 2: ( )f A B B   , дефинирано со 

0( ) ,f y y x y A    е биекција, па според тоа A  е најмногу преброиво 

множество, што противречи на фактот дека A  е совршено множество. Од 
добиената противречност следува 0{| | | }x y y A    I .  

 

46. Тврдењето ќе го докажеме само за совршените множества. Со A   да ја 
означиме фамилијата од сите затворени множества, а со B -фамилијата од сите 
совршени множества. Бидејќи секое совршено множество е затворено, добиваме 

B A , па затоа ( (k ) k ) c B A .  

Од друга страна, секое од множествата [0, ], 0aA a a   е совршено множест-

во и, бидејќи : [0, )f  B  дефинирано со ( ) af a A  е инјекција добиваме 

(k ) cB , што значи (k ) cB .  
 

47. а) Нека ( , )a b  е произволен интервал на [0,1] . Тогаш, бидејќи 0A  е никаде 

густо постои интервал ( , ) ( , )c d a b  таков, што 0 ( , )A c d  . Но, тоа значи 

дека постои 0 1n   таков што 
0 0

( , ) ( , )n nc d   . Бидејќи 
0nA  е никаде густо на 

0 0
( , )n n  , постои интервал ( , )e f  таков, што ( , ) ( , )e f c d  и 

0
( , )nA e f   . 

По конструкција 
0 0

( , )n n iA     , за 0i n . Конечно, за интервалот ( , )a b  

постои интервал ( , )e f  таков, што ( , ) ( , )e f a b  и ( , )e f A  , што значи дека 

A  е никаде густо на [0,1] .  

Нека x A . Тогаш '
i ix A A  , за некој 0i  . Од iA A , за секој 0i   и 

'
ix A  добиваме 'x A . Но, множеството A  е затворено, бидејќи неговиот 

комплемент во однос на интервалот [0,1]  е отворено множество, како унија на 

допирните интервали на множествата , 1, 2,3,...iA i  . Значи, 'A A  т.е. 

множеството A  е совршено.  
б) Непосредно следува од конструкцијата на множеството A  и решението 

под а).   
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III  ГЛАВА  
 

1. а) Имаме: 
3 2 23 2 3 2

2 2 3 2

(2 1) (2 1) 1
2 1 42 1 (2 1)(2 1) 4 2 2 1

lim [ ] lim limx x x xx x x x
xx x x x x xx x x

   
       

    . 

б) 1
2

     в) 10  

г) 
2 2 4(1 )(1 )(1 )...(1 )2 2 1 1

1 1 1
lim (1 )(1 )...(1 ) lim lim

n nx x x xn x
x x xn n n

x x x     
    

      .  

 

2. а) Имаме:  
2

3 2 2 2

( 1)( 2)3 2 21
1 1 (1 )( 1) ( 1)( 1) 11 1 1 1

lim[ ] lim lim lim 1x xx x x
x x x x x x x x x xx x x x

   
            

        . 

б) 6 .  
 

3. а) Имаме: 
1 2 1 2

1 2 1 2

( 1)( ... 1)1 ... 1
1 ( 1)( ... 1) ... 11 1 1

lim lim lim
m mm m m

n n n n n

x x x xx x x x m
nx x x x x x x xx x x

   

   
        

           
   . 

б) Воведуваме смена 1 nx t   и кога 0, 1x t  . Сега од а) добиваме:  

1 1 1 1
10 1

lim lim
n

n
x t

x ntx t

  
 

  . 

в) m
n

.    г) 
2

m n .  
 

4. а) Ставаме 51 x t   и кога 0, 1x t  . Сега аналогно како во задачата 3. 

а) добиваме:    
5 22

55

( 1)

1 (1 )0 1
lim lim 0tx

x x t tx t


    

  . 

б) Според задачата 3. б) имаме:  
1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0
lim lim 1 lim lim

m n n max bx bx axm b a
x bx ax n mx x x x

b ax a      

   
     . 

в) Бидејќи ( ) 0f x   кога 0x  , од задачата 3. б) добиваме  

11 ( ) 1 1 ( ) 1 1 ( ) 1( ) ( ) ( )1
( ) ( )0 0 0 0 0

lim lim lim lim lim
m m mf x f x f x af x f x f x

x f x x f x x m x mx x x x x

     

    
    . 

г) Ако ставиме 1
t

x  , тогаш x   , 0t  , и добиваме:  

1 2(1 )(1 )...(1 ) 1 1 ( ) 1
1 2( )( )...( )

m m
ma t a t a t f tm

m t t
x a x a x a x

           , 

каде што  
2

1 2 1 2 1 3 1 1 2( ) ( ... ) ( ... ) ... ( ... ) m
m m m mf t a a a t a a a a a a t a a a t           

и  
( ) 0, 0f t t  . 

Сега од задачата под в) добиваме: 

1 21 ( ) 1 ...
1 2

0
lim ( ( )( )...( ) ) lim

m
mf t a a am

m t mx t
x a x a x a x



    

 
      .  

 

5. Одговор. а) 4  б) 1
4a a b

  в) 1
2a

           г) 12
5

 и   д) 2
3

.  
 

6. а) Имаме:   
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2 2

2 2

( 1 )( 1 )2 1
21 1

lim ( 1 ) lim limx x x x x x

x x xx x x x
x x x    

     
     . 

б) Имаме:  
[ ( )( ) ][ ( )( ) ]

( )( )

( )
2( )( )

lim [ ( )( ) ] lim

lim .

x a x b x x a x b x

x a x b xx x

a b x ab a b
x a x b xx

x a x b x
     

   
  
  

   

 
 

в) 1,   г) 0,   д) 5
2

,  ѓ) 2n , и    е) 2.   
 

7. а) Имаме: 
2

2 2

2 2 2

2sin sin1 cos1 1
sin tg sin 2sin cos cos0 0 0 0

lim ( ) lim lim lim 0
x x

x x x
x

x x xx x x x


   

     . 

б) Од својствата на тригонометриските функции наоѓаме:  
2 2 3 2 3

3 3 3 3 3 2

2 3
3

2
3 3 2 3 2

2 2 2 2

(1 cos ) (1 cos ) cos (1 cos ) cos

tg sin (1 cos )sin (1 cos )sin (1 cos cos )0 0 0

2sin cos cos
8sin cos (1 cos cos ) 4sin cos (1 cos cos )0 0

lim lim lim

lim lim
x

x x x x

x x x x x

x x x x x x x xx x x

x x
x x x xx x

  
      

    

 

   
 

в) Ставаме 
6

x t   и добиваме: 
6

x t   , 
6

x  , 0t  . Сега:  

6 2 2 2
23 3

2 22 2 22 2 66

sin( ) 2sin cos 2cossin
3 sin cos3 sin sin cos0 0 0cos cos( )

lim lim lim lim 2
t t t

t tt t t

x t

t t tx tx







    
    . 

г) 
2

2

6 6 6

(2sin 1)(sin 1)2sin sin 1 sin 1
(2sin 1)(sin 1) sin 12sin sin 1

lim lim lim 3x xx x x
x x xx xx x x  

   
     

    .  

д) 24 ,      ѓ) 1
12

 .   
 

8. а) Ставаме 
2

x t    и добиваме 
2

x t  , 
2

x  , 0t  . Сега: 

2

22

sin( ) cos
2 2 sincos( )0 0 0

lim ( )tg lim tg( ) lim lim 1
t t t

ttt t tx
x x t t t




  

  
       . 

б) 2
 ,     в) 2 , и     

г) Имаме  
1 1 1
2 2 2 4 4 2 2

lim (arctg arctg ) lim (arctg ) lim ( -arctg )x x x x
x x x xx x x

x x x  
     

     .  

 

9. а) Од непрекинатоста на експоненцијалната функција добиваме:  
3 21 3 2 1 2 23 4 1 2 12 2 3 2 3 23 2 3 2 3 2 3

lim ln(1 )ln( ) ln(1 )
lim lim

xx x xx x
x xx x x x

x x
e e e e

   
    



 
   . 

б) 2e     в) 2e    г) ( )a be   

д) Ставаме 1
x

y   и добиваме 1
y

x  , 0x   и y  . Сега, аналогно како во 

задачата под а) добиваме:  
2 11

1 2 1 1 1 1
2 1

1 2 1 1

1 ... ...

1 ... ...0
lim ( ) lim ( )

k k k
k k kx

k k k
k k k

a x a x a x y a y a y a a by

b x b x b x y b y b y bx y
e







        
        

  .  
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10. Упатство. За границите под а), б), в), д) и ѓ) постапете аналогно како во 

задачата 9 а) и искористете дека sin

0
lim 1x

xx
 , а за границата под г) прво воведете 

смена 1
x

y   при што кога x   имаме 0y  . Одговори:  

а) e ,    б) 1,   в) e ,   г) e ,   

д) 12e , и   ѓ) e , и   е) 
2 2

2e
 

 
 

11. Од непрекинатоста на функцијата ln x  следува:  

а) ln( ) ln 1 1 1 1

0 0 0
lim lim ln(1 ) ln[ lim (1 ) ] ln

a a
x xx a a x x

x a a a a a ax x x
e 

  
      . 

б) lim [ln( ) ln ] lim ln(1 ) ln[ lim (1 ) ]
x x
a ax x

a ax x x
x x a x a a a

  
       .  

в) 1e ,   г) 1
2

,   д) 1
2

 , и  ѓ) 2.  
 

12. Имаме:  

а) 
22 2

2
2 2 2 2

2sincos 1 1 cos 31
2 20 0 0 0

lim lim lim 1 lim 1
xx xe x e x

x x x xx x x x

  
   

       ,  

б) 
sin 2 sin sin 2 sin1 sin 2 1 sin

sin 2 2 sin0 0 0
lim lim 2 lim 1

x x x xe e e x e x
x x x x xx x x

  
  

   , и            

в) a b .  
 

13. а) Имаме:  
(1 ) 11 11lim lim lim ln [ln 1]

ax ax a x a
a
x a
a

a a a a aa x a
x a x ax a x a x a

a a a a a a a a




   
   

      , 

б) Од  
( ) lnln 1
( ) ln

, 1
x a xa x a e
x a x

e a
 
   и ln lnx a , кога x a  добиваме:  

ln ( ) ln[ 1]
( ) ln

lim lim ln ln
a x x a xx a e e ax x

x a x a xx a x a
x a a

 
  

  . 

в) a 


 ,   г) [ln 1]aa a  , и    д)  2lna a .  
 

14. Одговор. а) ab ,   б) 1 2...m
ma a a ,  в) 

1

( ) a b ca b ca b c      

  г) 1
ab

,       д) 1[ln ]a
b
 , и   ѓ) 1  .  

 

15. а) Ставаме cos 1x t  , 0, 0x t   и добиваме:  

2 2 2

[1 (cos 1)] 1 (1 ) 11 cos 1 cos 1 cos
cos 1 20 0 0 0

lim lim lim limx tx x x
x tx x xx x t x

        
   

   . 

б) 
2

1  , и        в) 0.  
 

16. а) Имаме:  
sin ( 1)

( 1)

sin ( 1)

( 1)

sin[ ( 1) ] sin ( 1)sin 1
sin sin[ ( 1) ] sin ( 1) 11 1 1 1 1

lim lim lim lim lim

x

x

x

x

x xx x
x x x xx x x x x


   

    


  
   









   
       

   . 
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Ставаме  

( 1) , ( 1) , 1, 0, 0x t x z x t z          и 1, 1, 0y x x y     

и добиваме:  
sin ( 1) (1 ) 1sin

( 1) 00
sinsin ( 1) (1 ) 1

0
0( 1)

limlim
sin 1

limsin 11 1 1 lim
lim lim lim

x yt
ytx yt

zx y
zz yyx

x x
x xx x x

 
 

   


 


  

 

  





  

   . 

б) Ставаме 2sin ( 2 ) , 1, 0x t x t     и добиваме:  
2 2

2 1

sin ( 2 ) sin ( 2 ) 1 2
ln(1 ) lnln cos( 2 ) ln[1 sin ( 2 )]0 0 0 0 ln(1 )

lim 2 lim 2 lim 2 lim 2
x x

x x
t

t
t ex x t t t

 
  


    

       .  

 

17. а) Ако ги искористиме еквивалентностите  
2 2 22ln cos ln(1 sin ) ~ sin ~ , 0x x x x x      и 2 2tg ~ , 0x x x   

добиваме  
2 2

2 2 2

ln(1 sin )ln cos 1 1 1
2 2 2tg tg0 0 0

lim lim limxx x
x x xx x x

 
  

    . 

б) Ако ја искористиме еквивалентноста 2 2ln(1 ) ~ ,
x x

x   , добиваме:  

2 2
2 2

lim [ln(1 ) ln ] lim ln(1 ) lim 2x x
x xx x x

x x x
  

       . 

в) 1 .  
 

18. Нека 0   е дадено. Од условот 4) следува дека постои природен број 

( ; )N N x  таков, што 
2

| ( ) |nu x p   , за секој n N . Исто така постои реален 

број 0C   таков, што | ( ) | , | ( ) | 2n nu x C u x p C    за секој n N .  

Од условот 3) следува дека постои природен број 0 0 ( ; )n n x N   таков, што 

4
( )nk CN

P x  , за {1,2,..., }k N  и за секој 0n n .  

Од добиените неравенства и од условите 1) и 2) следува дека:  

1 1 1

1 1

4 2
1

| | | ( ) ( ) ( ) | ( ) | ( ) |

( ) | ( ) | ( ) | ( ) |

2 ( ) ,

n n n

n nk k nk nk k
k k k

N n

nk k nk k
k k N

n

nkNC
k N

t p P x u x p P x P x u x p

P x u x p P x u x p

CN P x  

  

  

 

     

     

  

  

 



 

за секој 0n n , што значи дека lim n
n

t p


 .  

 

19. 1) Земаме 1
1

x
n x n

P 
 , 1

nk x n
P  , за {2,..., }k n , 0 0( , 1)x x x  , 0x a , 

( 1)
1 1
( ) f x

x
u x 

 , ( ) ( ) ( 1)nu x f x n f x n     , 2,3,...n  . Тогаш  

( )

1
( ) ( )

n f x n
n nk k x n

k
t P x u x 




   

и бидејќи условите од задача 18 се исполнети добиваме:  
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( )lim lim lim [ ( ) ( 1)]f x n
n x nn n n

t f x n f x n p
  

       .  

Но, p  не зависи од x , па затоа ( )lim lim [ ( 1) ( )]f x
xx x

f x f x
 

   .  

2) Од ( ) 0f x C   следува дека функцијата ( ) ln ( )g x f x  е добро дефи-

нирана. Нека ( 1)
( )

lim f x
f xx

p


 . Од 1) следува:  

ln ( )ln ( )1 lim lim [ln ( 1) ln ( )]
lim [ ( )] lim

f xf x
xx x x x

f x f x

x x
f x e e e 

 

 
    

( 1) ( 1)
( ) ( )

lim ln ln ( 1)
( )

lim lim
f x f x
f x f xx f x

f xx x
e e p

 
 

 
     

3) Од lim [ ( 1) ( )]
x

f x f x


     следува дека за секој 0M   постои 0x R  

таков што за секој 0x x  важи ( 1) ( ) 2f x f x M   . Оттука следува, дека 

( ) ( ) 2f x n f x nM    и ( ) ( ) 2f x n f x nM
x n x n
 
  . Бидејќи ( ) 0f x C  , кога 

0 0( , 1]x x x  , постои природен број 0n , таков, што ( )f x n
x n

M
  , за секој 0n n , 

т.е. ако t x n  , 0 0( , 1]x x x  , тогаш ( )f t
t

M  што значи ( )lim f x
xx

  .  

 

20. а) Според задачата 19. 2) добиваме:  
1 11 ln ln(1 ) ln(1 )ln( 1)

ln ln ln
lim (ln ) lim lim lim [1 ] 1x xx

xx
x x xx x x x

x
  

   
     . 

б) Аналогно на а) добиваме:   
11

1
1

1
1

lim ( ) lim lim 1xx

x

x
x xx x x


  

   . 

в) За ( ) xf x e   важи:  
1lim [ ( 1) ( )] lim [ ] lim [ 1]x x x

x x x
f x f x e e e e

  
        , 

 
па од задача 19. 3) добиваме:   

1lim lim [ ]
x x xe
xx x

e e

 
    .  

 

21. Нека 0x  е ирационален број и k

k

m
k n

x  , 1k   е произволна низа рацио-

нални броеви, која конвергира кон 0x . Тогаш, lim | | lim | |k k
k k

m n
 

    и  

0 0 0
01 1

1 0 0 0

| | ( ), 0
lim ( ) lim lim

| | ( ), 0

k k
k

k k

k

k

m m
n

n n
k nk k k

n

x f x x
f x x

x f x x   

 
       

 

Според тоа, функцијата има прекин во секој негативен ирационален број. Ако 
{ }kx  е низа од позитивни ирационални броеви која конвергира кон 0x , тогаш  
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0 0lim ( ) lim | | | | ( )k k
k k

f x x x f x
 

   , 

што значи дека функцијата f  е непрекината во сите позитивни ирационални 

броеви.  

Нека 0x  е рационален број, т.е. 0 , 1m
n

x n  . Имаме 0 1
( ) m

n
f x  . Бидејќи  

1
0 ,km m

k kn n
x x k    , а 1

01 1
lim ( ) lim ( )km m m

k kn n nk k
f x f x

  
    , 

заклучуваме дека функцијата f  има прекин во секој рационален број.  
 

23. Нека 1
n n

a  , 2
(2 1)n n

b  , 1n  . Јасно lim lim 0n n
n n

a b
 

   и 

lim ( ) 1n
n

f a


 , lim ( ) 0n
n

f b


 . Според тоа, 
0

lim ( )
x

f x


 не постои и 0x   е точка на 

прекин од втор ред.  
 

24. Нека 0   е дадено. Постои 0 0x  , таков што 
0

1
2

tg( )
x

   , т.е. 

0

1
2

arctg
x

   . Од монотоноста на функцијата arctgx  следува дека за 00 x x   

важи 
0

1 1 0
x x
  , односно 

0

1 1
2

arctg arctg
x x

    , па затоа 
20

lim ( )
x

f x 


 .  

Аналогно се докажува дека  
20

lim ( )
x

f x 


  .  

Според тоа, функцијата е прекината во точката 0x   и оваа точка е прекин од 
прв ред.  

 

25. Нека 0 ,x n n Z  и { }nx  е низа рационални броеви која конвергира кон 

0x , а { }nt  е низа ирационални броеви која конвергира кон 0x . Од 

0lim ( ) lim sin sin 0n n
n n

f x x x 
 

    и lim ( ) 0n
n

f t


  следува дека 
0

lim ( )
x x

f x


 не 

постои, што значи дека 0x  е точка на прекин од втор ред.  

Ако 0 ,x n n Z , тогаш за секој 0   постои 0
    таков, што за секој 

0( ; )x x U  важи:  

0 0

0

| ( ) ( ) | | sin ( ) | | ( ) | | sin | | sin( ( )) |

| cos sin ( ) | | sin ( ) | | | | |

f x f x x f x f x x n x n

n x n x n x n x x

   
      

       

         
 

Според тоа, во точките 0 ,x n n Z  функцијата f  е непрекината.  
 

27. Нека ( )f AC , 0x A  и 0   е дадено. Тогаш, постои 0   таков што 

за секој 0( ; )x A x  U  важи 0| ( ) ( ) |f x f x   . Според тоа, постои 0   таков, 

што за секој 0( ; )x A x  U  важи 0 0|| ( ) | | ( ) || | ( ) ( ) |f x f x f x f x     , што значи 

дека | | ( )f AC .  

Функцијата :f R R , 
1,

( )
1, \

x
f x

x


  

Q

R Q
 е прекината во секоја точка, 

(докажете!). Но, за функцијата | |f  имаме | | ( ) | ( ) | 1f x f x   и таа е непрекината 

на целата реална права. Според тоа, од | | ( )f AC  не следува 0 0( ) ( )f x g x .  
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28. Нека 0x A  и 0 0( ) ( )f x g x . Од ( )f g A C , 0 0( ) ( ) 0f x g x   и од 

лемата за запазување на знакот следува дека постои 0 0   таков, што за секој 

0 0( ; )x A x  U  важи ( ) ( ) 0f x g x  , т.е. ( ) ( )f x g x . Според тоа, постои 

0 0   таков што за секој 0 0( ; )x A x  U  важи ( ) max{ ( ), ( )} ( )h x f x g x f x  . 

Нека 0   е дадено. Од ( )f AC  следува дека постои 0   таков, што за 

секој 0( ; )x A x  U  важи 0| ( ) ( ) |f x f x   . Земаме 0* min{ , }   , притоа за 

секој 0( ; *)x A x  U  важи ( ) max{ ( ), ( )} ( )h x f x g x f x   и, бидејќи 

0 0( ) ( )h x f x , добиваме: 0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |h x h x f x f x     , т.е. ( )h AC .  

Аналогно се разгледува случајот кога 0 0( ) ( )f x g x .  

Нека 0 0( ) ( )f x g x  и 0   е дадено. Од ( )f AC  следува дека постои 

1 0   таков, што за секој 0 1( ; )x A x  U  важи 0| ( ) ( ) |f x f x   . Од ( )g AC  

следува дека постои 2 0   таков, што за секој 0 2( ; )x A x  U  важи 

0| ( ) ( ) |g x g x   . Нека 1 2min{ , }   . Можни се два случаја:  

a) Ако за 0( ; )x A x  U  важи ( ) max{ ( ), ( )} ( )h x f x g x f x  , тогаш  

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |h x h x f x f x      и  

b) Ако за 0( ; )x A x  U  важи ( ) max{ ( ), ( )} ( )h x f x g x g x  , тогаш  

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |h x h x g x g x     ,  

што значи дека ( )h AC .  

Од , ( )f g AC  следува , ( )f g A  C , што според претходните разгледу-

вања значи дека max{ ( ), ( )} ( )f x g x A  C , па затоа:  

( ) min{ ( ), ( )} max{ ( ), ( )} ( )k x f x g x f x g x A     C . 
 

29. Нека 0T  . Да ја разгледаме разликата ( ) ( )f x T f x  . Можни се два 

случаја:  
a) за секој 0C x  постои *x C  таков, што ( * ) ( *) 0f x T f x   , и  

b) постои конечен број 0'x x  таков, што разликата ( ) ( )f x T f x   го 

запазува знакот за секој 'x x .  
Јасно, во првиот случај постои бесконечна низа { }nx  таква што lim n

n
x


   

и ( ) ( ) 0n nf x T f x   , па затоа lim [ ( ) ( )] 0n n
n

f x T f x


   .  

Во вториот случај низата { ( ' )}f x nT  е монотона и ограничена, па затоа е 

конвергентна. Нека lim ( ' )
n

f x nT a


  . Ставаме ' , 1nx x nT n    и добиваме:  

lim [ ( ) ( )] lim [ ( ' ( 1) ) ( ' )] 0n n
n n

f x T f x f x n T f x nT a a
 

          , 

што и требаше да се докаже.  
Со смената x T t   случајот 0T   се сведува на претходниот.  

 

30. Да ја разгледаме функцијата ( ) sup{ | ( ) }g x y f y x  . Бидејќи функцијата 

f  е неограничена, множествата { | ( ) }y f y x  се непразни и ограничени од горе, 
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што значи дека функцијата g  е добро дефинирана. Од монотоноста на функцијата 

f  следува дека за секој 0x R  важи:  

0 0 0( ( )) sup{ | ( ) ( )}g f x y f y f x x    

Понатаму, од 1 2x x  следува 1 2{ | ( ) } { | ( ) }y f y x y f y x    т.е. 1 2( ) ( )g x g x . 

Според тоа, функцијата g  е монотона, па затоа може да има само прекини од прв 

вид. Меѓутоа, од ( ( ))g f x x  следува дека ( )g R R , што значи дека g  е 

непрекината функција.   
 

31. Нека ( 1,1)x  . Ако во дадената релација ставиме y x  , добиваме  
2 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x     . 

Со последователна примена на добиеното равенство имаме:  
2 2 4 4 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

n n
f x f x f x f x f x f x f x f x            ,  

за секој 1n  , односно 2 2( ) ( ) ( ) ( )
n n

f x f x f x f x     , за секој 1n  . Сега од 

непрекинатоста на f  во точката 0x  следува: 2 2lim ( ) lim ( ) (0)
n n

n n
f x f x f

 
   , и 

ако замениме во последното равенство наоѓаме ( ) ( ) 2 (0)f x f x f   , што значи:  

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )g x f x f f x f g x         , 

т.е. g  е непарна на интервалот ( 1,1) .  
 

32. Да ја разгледаме функцијата 
1

( ) xf x e x  , на интервалот [1, 2] . За 

дадената функција важи ([1, 2])f C  и  

(1) 1 0 2 (2)f e e f      , 

па затоа постои 0 [1,2]x   таков, што 0( ) 0f x  , т.е. 
1
0

0 0xe x  .  
 

33. Да ја разгледаме функцијата 3( ) ( )g x x f x  . Јасно ( )gC R , и притоа  

lim ( )
x

g x


   и lim ( )
x

g x


  . 

Според тоа, постојат ,a bR  такви, што a b , ( ) 0g a   и ( ) 0g b  . Но, 

( )gC R  па затоа постои 0x R  таков, што 0( ) 0g x  , т.е. постои 0x R  таков, 

што 3
0 0( )f x x .  
 

34. Ако (0) 0f   или (1) 1f  , тогаш тврдењето е докажано. Затоа нека прет-

поставиме дека (0) 0f   и (1) 1f  . Да ја разгледаме функцијата ( ) ( )g x x f x  . 

Јасно, ([0,1])gC  и притоа важи (0) 0g   и (1) 0g  . Според тоа, постои 

0 [0,1]x   таков, што 0( ) 0g x  , што значи дека постои 0 [0,1]x   таков што 

0 0( )f x x .  
 

35. Да ја разгледаме функцијата : [0,1)g  R , 2
1

( ) [ ( )]x
x

g x f x  . За функци-

јата g  важи:  
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([0,1))gC , 2(0) [ (0)] 0g f    и 2
11 1

lim ( ) lim [ (1)]x
xx x

g x f
   

    . 

Според тоа, постои [0,1)a  таков, што ( ) 0g a  . Ако (0) 0g  , тогаш за 0c   

важи  
2(1 )[ ( )]c f c c  , 

а ако (0) 0g  , тогаш постои [0, ]c a  таков што ( ) 0g c  , односно  
2(1 )[ ( )]c f c c  .  

 

36. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека (0) 0f  . 

Од ([ 1,1])f  C  и лемата за запазување на знакот следува дека постои (0,1]u  

таков, што ( ) 0f x   за секој ( , )x u u  . Земаме произволен 
2

(0, )uh  и ја 

разгледуваме функцијата : [ ,0]hg u  R , каде што 

( ) (2 3 ) ( ) (2 2 ) ( ) (2 ) ( 2 )hg x x h f x x h f x h x h f x h        . 

Јасно, ([ ,0])hg u C , и притоа важи ( ) 0hg u   и (0) 0hg  . Според тоа, постои 

[ ,0]ha u   таков, што ( ) 0h hg a  . Тогаш, ако ставиме h hb a h   и 

0 0( ( ), ( ))c g b g a  добиваме  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0h h h h h h h h hb c f a a c f b a b f c      , 

од што следува  
( )[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )h h h h h h h h h h h ha b c f a f b f c a f a b f b c f c       , 

и притоа важи h h h hc b b a   .  

Претходната конструкција е можна за секој 
2

(0, )uh  и вака конструираните 

тројки реални броеви се меѓусебно се различни, па затоа заклучуваме дека 
постојат непребројливо многу тројки реални броеви со саканото својство.  

 

37. За секој 0( 2 ) 0ng x h   да ја разгледаме функцијата  

: [0,1 ( 1) ]hg n h   R , 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ( 1) )h ng x f x f x h f x n h       .  

Од 
1

(0) 0
n

i
i

f


 , 
1

(1) 0
n

i
i

f


  и од ([0,1])if C , за 1, 2,...,i n , следува дека постои 

(1) (1) (0)f f f   таков, што за (0) 0f   важи (0) 0hg   и (1 ( 1) ) 0hg n h   . Но, 

функцијата hg  е непрекината, па затоа постои ( )
1 [0,1 ( 1) ]hx n h    таков, што 

( )
1( ) 0h

hg x  . Ставаме 1 ( 1)h h
ix x i h   , за 1, 2,...,i n  и добиваме дека:  

0h  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 3 2 1...h h h h hh

n nx x x x x x h        и ( )

1
( ) 0

n
h

i i
i

f x


 . 

Претходната конструкција е можна за секој (0, )h u  и вака конструираните 

( 1)n   ки реални броеви се меѓусебно различни, па затоа заклучуваме дека 

постојат непробројливо многу ( 1)n   ки реални броеви со саканото својство.  
 

38. Да ја разгледаме функцијата ( ) (1)f r rf , rQ  Јасно, ([ 1,0])g C  и 

важи { }nr . Според тоа, или f  или ( 1)g   и (0)g  се со различен знак, што значи 
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дека во секој случај постои 0 [ 1,0]x    таков, што 0( ) 0g x  . Но, тогаш за 

0 0 1y x   важи 0 0| | 1y x   и 0 0( ) ( )f x f y .  
 

39. Нека претпоставиме дека функцијата g f  прима вредности со ист знак 

на интервалот [0,1]  и нека ( ) ( ) 0g x f x  , за секој (0) 1f  . Да го разгледаме 

множеството { | ( ) }A x f x x  . Нека { }nx  е низа во A  и нека a e , n  . 

Тогаш, ( )n nf x x  и, бидејќи xR  е непрекината функција, добиваме 

( ) lim ( ) limn n
n n

f x f x x x
 

   , што значи дека множеството A  е затворено. 

Според задачата 36, множеството A  е непразно, па затоа постои supc A  и 
( )( ) ( )g x x x xf x e e e a     . Имаме, ( ( )) ( ( )) ( )f g c g f c g c  , па затоа 

( )g c A . Меѓутоа, според претпоставката имаме xR , што притивречи на  фак-

тот дека supc A .  

Од добиената противречност следува дека функцијата g f  го менува знакот 

на интервалот [0,1]  и, бидејќи таа е непрекината на овој интервал, заклучуваме 

дека постои 0 [0,1]x   таков, што 0 0( ) ( )f x g x .  
 

40. Нека претпоставиме дека постојат 0 0, [ , ]a b a b  такви, што 0 0a b  и 

0 0( ) ( )f a f b . Да ставиме 0 0

0 0

( ) ( )
2( )

f a f b
b a

A

  и да ја разгледаме функцијата 

([ , ])g a bC , ( ) ( )g x f x Ax  . Тогаш,  

0 0( ) ( )
0 0 0 0 0 0 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g b g a f b f a A b a
       , 

т.е. важи 0 0( ) ( )g b g a . Земаме 0 0( ( ), ( ))c g b g a  и 

0 0 0sup{ | [ , ], ( ) }x x x a b g x c   . Притоа важи 0( )g x c . Од изборот на 0x  

следува дека постои низа { }nh  таква, што 0nh   и 0( ) 0ng x h  , за секој 

1n  . Јасно, 0( 2 ) 0ng x h  , за секој 1n  , па затоа  

0 0( 2 ) ( )
0 3

*( ) lim 0n n

n

g x h g x h
hn

g x
  


  , 

што противречи на фактот дека  
*( ) *( ) 0g x f x A A    , за секој [ , ]x a b . 

Од добиената противречност следува дека функцијата f  не опаѓа на [ , ]a b .  
 

41. Ако во (1) ставиме 1, 0x y   добиваме (1) (1) (0)f f f  , од што 

следува (0) 0f  . Понатаму, ако во (1) ставиме y x  , добиваме 

(0) ( ) ( )f f x f x    од што следува  

( ) ( )f x f x   .         (2) 

Понатаму, од (1) со математичка индукција добиваме ( ) ( )f mx mf x , за секој 

m N , што заедно со (0) 0f   дава  

( ) ( )f nx nf x ,          (3) 

за секој nZ  и за секој xR . Ако ,p qZ , 0q  , тогаш од (3) следува  
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1 1 1( ) ( ( )) ( ) ( ) (1)p p p p
q q q q q q q

f qf f q f p f    ,  

т.е.  
( ) (1)f r rf           (4) 

за секој rQ . Конечно, ако xR , тогаш постои низа рационални броеви { }nr  

која конвергира кон x . Од непрекинатоста на функцијата f  и (4) следува:  

 
( ) lim ( ) lim (1) (1)n n

n n
f x f r r f xf

 
   , 

што и требаше да се докаже.  
 

42. Ако во (1) ставиме 0y  , добиваме 
2

2 ( ) ( )xf f x a  , каде што (0)a f . 

Земаме ( ) ( )f x g x a   и од (1) добиваме  

2
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2x yg x g y a f x f y f f x y a g x y a           , 

односно ( ) ( ) ( )g x g y g x y   . Но, ( )g C R  па од задачата 41 следува дека 

( ) (1)g x g x , за секој xR . Земаме (1)b f  и добиваме дека (1)g b a  , па 

затоа општото решение на (1) е:  
( ) ( ) (1) ( )f x g x a g x a b a x a       , за секој xR .  

 

43. Ставаме  

( ) ( )xg x f e          (2) 

за секој xR . Имаме ( ) ( )xg x f e  , па затоа од (1) добиваме  

1( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

x y
x y x y

e e

x y

g x y f e f e e f

f e f e g x g y

 


 

   

       
    (3) 

за секои ,x yR . Ако во (3) ставиме 0x y  , добиваме (0) 2 (0)g g  , од што 

следува (0) 0g  . Понатаму, во (3) ставаме y x   и добиваме ( ) ( )g x g x   , за 

секој xR . Сега со замена во (3) наоѓаме ( ) ( ) ( )g x g y g x y   . Но, ( )g C R  

па од задачата 43 следува дека ( )g x x , за секој xR . Сега од (2) добиваме 

дека ( )xf e x , за секој xR  и ако ставиме xe t , добиваме lnt x , односно 

( ) lnf t t , за секој (0,t  ). Конечно, секоја функција ((0, ))f  C  за која 

е исполнет условот (1), е од обликот ( ) lnf t t , за секој (0,t  ).  
 

44. Ако во условот (1) ставиме 1y x   и ако земеме (1)f c , добиваме  

(1 ) (1) ( ) [ (1) ( )] 0x f f x x f f x     

односно  
[ (1 ) ] ( )x c c f x cx           (2) 

за секој x A . Можни се следните три случаи:  
а) 0c  , од што следува ( ) 0xf x  , односно ( ) 0f x   за 0x   и ( )f x a , 

aR  за 0x  . Според тоа, ако A  R  или \{0}A  R , тогаш од ( )f AC  

следува ( ) 0f x  .  
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б) 1c  , од што добиваме ( )f x x  и A  R .  

в) 0c   и 1c   и во овој случај 
(1 )

( ) cx
x c c

f x    и 
1 1

( , ) ( , )c c
c c

A      .  
 

45. Ако во (1) ставиме 0y  , добиваме ( ) ( )g x f x a  , каде што (0)a h  .  

За 0x   добиваме ( ) ( )h y f y b  , каде (0)b g  . Со замена во (1) добиваме  

( ) [ ( ) ] [ ( ) ]f x y a b f x a b f y a b          

и ако во последната равенка замениме ( ) ( )F x f x a b   , ја добиваме равенката  

( ) ( ) ( )F x y F x F y   , 

чие решение е ( )F x x ,  R . Според тоа,  

( )f x x a b   , ( )g x x b   и  ( )h x x a  , за секој xR , , ,a b R .  
 

46. Земаме  
( ) ( ) ( )x f x g x    и ( ) ( ) ( )x g x f x   ,      (2) 

за секој xR . Со непосредна проверка наоѓаме дека за функциите , ( )  C R  

се исполнети равенствата  
( ) ( ) ( )x y x y    , ( ) ( ) ( )x y x y    , (0) (0) 1   .     (3) 

Значи, ( ) xx a   и ( ) xx b  , за некои ,a bR . Сега од (2) добиваме дека  

2
( )

x xa bg x   и 
2

( )
x xa bf x  , за некои ,a bR  

се единствените функции кои го задоволуваат системот (1).   
 

47. Во равенството 2
3

( ) ( )f x f x x   ставаме 0x   и добиваме (0) 0f  . 

Понатаму, од  
2 2
3 3

( ) ( ) [ ( ) ( )]f xy f xy xy y f x f x     

наоѓаме  
2 2
3 3

( ) ( ) [ ( ) ( )]f xy yf x f xy yf x          (1) 

за секои ,x yR . Ако во равенството (1) последователно ставиме  

2
1 2 3

, ,...,x t x t   2
3

( )n
nx t  

ги добиваме равенствата  

1 1

1 1

2 2
3 3

2 2 4 4
3 3 9 9

2 2 2 2
3 3 3 3

( ) ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( ) [ ( ) ( )]

..............................................................

( ) ( ) [ ( ) ( )]
n n n n

n n n n

f ty yf t f ty yf t

f ty yf t f ty yf t

f ty yf t f ty yf t
 

 

   

   

   

 

од што следува:  
1 1

1 1
1 2 2

3 3
( ) ( ) ( 1) [ ( ) ( )]

n n

n n
nf ty yf t f ty yf t

 

 
    ,      (2) 

за секој 1n  . Понатаму, за секои ,y tR  важи 
1

1
2
3

0
n

n yt


   и 
1

1
2
3

0
n

n t


   кога 

n  , па ако се искористи непрекинатоста на функцијата f  во точката 0 0x  , 

од равенството (2) добиваме ( ) ( ) 0f ty yf t  , односно ( ) ( )f ty yf t , за секои 



 321 

,y tR . Ако во последното равенство ставиме 1t  , добиваме ( ) (1)f y yf , за 

секој yR .  

Останува да го определиме (1)f . Од равенството 2
3

( ) ( )f x f x x   последо-

вателно добиваме:  
2
3

2 4 2
3 9 3

84 4
9 27 9

8 16 8
27 81 27

16 32 16
81 243 81

2 2 1 22 2 2
3 3 3

2 1 2 2 2 12 2 2
3 3 3

(1) ( ) 1,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

..............................

(( ) ) (( ) ) ( ) ,

(( ) ) (( ) ) ( )

k k k

k k k

f f

f f

f f

f f

f f

f f

f f



  

 

 

 

 

 

 

 

 

за секој 1k  . Од последните равенства наоѓаме  
4 1
9 3

164 1 4
9 81 3 9

2 2 22 2 1 4
3 3 3 9

(1) ( ) ,

( ) ( ) ,

.....................................

(( ) ) (( ) ) ( )k k k

f f

f f

f f 

 

 

 

 

за секој 1k  . Ако ги собереме последните равенства и искористиме дека 
14

9
( ) 0k   кога k  , тогаш од непрекинатоста на функцијата f  во точката 

0 0x  , добиваме 3
5

(1) (0)f f  . Но, (0) 0f   па затоа 3
5

(1)f  , што значи дека 

3
5

( )f x x , за секој xR .   
 

48. Функцијата 
4 4

: ( 1,1) ( , )g     , ( ) arctg ( )g x f x  е непрекината. Од (1) 

следува дека  
( ) ( ) tg ( ) tg ( )

1 ( ) ( ) 1 tg ( ) tg ( )
( ) arctg ( ) arctg arctg

arctg tg[ ( ) ( )] ( ) ( )

f x f y g x g y
f x f y g x g y

g x y f x y

g x g y g x g y

 
      

   
 

Последното равенство е исполнето, бидејќи 
2 2

( ) ( ) ( , )g x g y     . Според зада-

чата 43 имаме ( )g x x ,  R , па затоа ( ) tgf x x ,  R .   
 

55. Доволно е тврдењето да го докажеме за две рамномерно непрекинати 
функции f  и g  на ( , )a b .  

Нека 0   е дадено. Бидејќи f е рамномерно непрекината, постои 1 0   

таков, што за секои , ( , )x y a b  за кои 1| |x y    важи 
2

| ( ) ( ) |f x f y   . Од 

рамномерната  непрекинатост  на g   следува  дека  постои  2 0   таков, што за 
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секои , ( , )x y a b  за кои 2| |x y    важи 
2

| ( ) ( ) |g x g y   . Земаме 

1 2min{ , }    и добиваме дека за секои , ( , )x y a b  за кои | |x y    важи:  

2 2
| ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x f y g y f x f y g x g y             , 

што значи дека f g  е рамномерно непрекината на ( , )a b .  

Рамномерната непрекинатост на производот следува од тоа, што:  

1 22 2

| ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) |

f x g x f y g y f x g x f y g x f y g x f y g y

f x f y g x f y g x g y C C 

    

       
 

каде што 1
( , )

sup | ( ) |
x a b

C f x


  и 2
( , )

sup | ( ) |
x a b

C g x


 .  

 

56. Нека 0   е дадено. Земаме 
2
   и добиваме дека за секои ,x yR  

такви, што | |x y    важи:  

2 2

| |
2

| ( ) ( ) | | sin sin | | | | sin sin |

| | 2 | sin cos |

| | 2 2

x y x y

x y

f x f y x x y y x y x y

x y

x y  

 



        

  

    

 

т.е. функцијата ( ) sinf x x x   е рамномерно непрекината на R .  
 

57. Да ги разгледаме низите: 3
2nx n    и 3

ny n , 1n  . Од  

2
2 23 33 3

2 2

33
2

| | | | 0n n
n n n n

x y n n


 



   
 

   
      , n   

и  
| ( ) ( ) | 1n nf x f y    , за секој (0,1)   

следува дека функцијата 3( ) sinf x x  не е рамномерно непрекината на R .  
 

58. Да ги разгледаме низите: 2
(4 1)n n

x   и 1
2n n

y  , 1n  . Од  

1
2 (4 1)

| | 0,n n n n
x y n     и 

2
(4 1)| ( ) ( ) | 1n

n nf x f y e     

добиваме дека функцијата 1( ) sinx
x

f x e  не е рамномерно непрекината на на R .  

59. Да ги разгледаме низите n
nx e  и 1n

ny e  , 1n  . Од  

1
1| | 0,n

e
n n e

x y n
     и | ( ) ( ) | 1n nf x f y    , за секој (0,1)   

следува дека функцијата ( ) lnf x x  не е рамномерно непрекината на (0,1) .  
 

60. Дефинираме функција : [0, ]F   R , со sin( ) x
x

F x  , ако (0, )x   и 

(0) ( ) 0F F   . Функцијата F  е непрекината на интервалот [0, ] , па затоа таа е 

рамномерно непрекината на овој интервал, што значи дека таа е рамномерно 

непрекината и на интервалот (0, ) . Но, тоа значи дека функцијата sin( ) x
x

f x   е 

рамномерно непрекината на интервалот (0, )  (зошто?).  
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61. Функцијата 2( )f x x  е непрекината на интервалот [ , ]a a , па затоа таа на 

овој интервал е и рамномерно непрекината, што значи дека е рамномерно 
непрекината и на интервалот ( , )a a  (зошто?).  

 

Забелешка. Да ги разгледаме низите nx n  и 1
n n

y n  , 1n  . Од  

1| | 0,n n n
x y n     и 2

1| ( ) ( ) | 2 2n n n
f x f y      , за секој (0,2)   

следува дека функцијата ( ) lnf x x  не е рамномерно непрекината на R .  
 

63. Нека 0  , ', '' (0, )x x    и | ' '' |x x   . Очигледно 1 1
' ''

| sin sin | 2
x x
  , за 

', '' (0, )x x   , па затоа , ( ) 2f A   . Да ги разгледаме точките 2
(4 1)n n

x   и 

2
(4 1)n n

y  , 1n   во кои функцијата 1sin
x

 прима вредности 1  и 1 , соодветно. 

Од lim lim 0n n
n n

x y
 

   следува дека постои 0 1n   таков што за секој 0n n  

важи 0 nx    и 0 ny   , па затоа | |n nx y   , а 1 1| sin sin | 2
n nx y
  . Според 

тоа, , ( ) 2f A   , за секој 0  , па затоа 1( ) sin
x

f x   не е рамномерно 

непрекината на интервалот (0, ) .  
 

64. Тврдењата под 1) и 2) непосредно следуваат од дефиницијата на модулот 
на непрекинатост, а тврдењето под 3) следува од неравенствата  

| ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | sup | ( ) | | ( ) ( ) | sup | ( ) |
x A x A

f x g x f y g y f x g x f y g x f y g x f y g y

f x f y g x f y g x g y

f x f y g x g x g y f x
 

    
     
     

 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 

65. Нека ( )f C R  и нека G  е произволно отворено множество во R . Ако 
1

0 ( )x f G , тогаш 0( )f x G . Бидејќи G  е отворено множество, добиваме дека 

0( )f x  е негова внатрешна точка, т.е. постои 0   таков што 0( ( ); )f x G U . 

Но, ( )f C R , па затоа постои 0   таков што од 0| |x x    следува 

0| ( ) ( ) |f x f x   , т.е. за секој 0( ; )x x U  важи 0( ) ( ( ); )f x f x U . Според тоа, 
1

0( ; ) ( )x f G U , што значи дека множеството 1( )f G  е отворено.  

Нека за секое отворено множество G  множеството 1( )f G  е отворено, 0x  е 

произволна точка, 0   е дадено и 0( ) ( ( ); )f x f x U . Бидејќи 0( ( ); )f x U  е 

отворено множество, од претпоставката следува дека неговата инверзна слика е 
отворено множество O . Но, тоа значи дека постои 0   таков што 0( ; )x O U . 

Според тоа, за секој 0( ; )x x U  важи 0( ) ( ( ); )f x f x U , т.е. f  е непрекината 

функција во точката 0x . Од произволноста на точката 0x  следува ( )f C R .  
 

66. Тврдењето следува од фактот дека секое сврзано множество во R  е 
интервал и непрекината слика на интервал е интервал. Сепак, овде ќе презенти-
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раме доказ кој непосредно ја користи дефиницијата на сврзано множество и 
претходната задача.  

Ако ( )f A  не е сврзано множество, тогаш постојат отворени заемно 

дисјунктни множества ,U V  R  такви, што  

( )f A U   , ( )f A V    и ( )f A U V  . 

Но, ( )f C R , па затоа множествата 1( )f U  и 1( )f V  се отворени заемно 

дисјунктни множества, такви што  
1( )f U A    , 1( )f V A     и 1 1( ) ( )A f U f V   , 

што противречи на фактот дека A  е сврзано множество.  
Од добиената противречност следува дека множеството ( )f A  е сврзано.  

 

67. Доволно е да докажеме дека 1( )f F  ги содржи сите свои точки на 

натрупување. Ако a  е точка на натрупување за 1( )f F , тогаш постои низа { }nx  

која ги задоволува условите:  

а) 1( )nx f F , за секој 1n   и nx a , и   б) ,nx a n  .  

Но, како ( )f C R , добиваме дека f  е непрекината и во точката a , па затоа 

lim ( ) ( ), ( )n n
n

f x f a f x F


  . Според тоа, ( )f a  е граница на низа точки од F  и. 

бидејќи F  е затворено множество, добиваме дека ( )f a F , што значи 
1( )a f F , т.е. множеството 1( )f F  е затворено.  

 

68. Нека { | }V I    е отворена покривка на ( )f A . Од ( )f C R  и од 

задачата 63 следува дека за секој I   множеството 1( )f V
  е отворено. Јасно, 

фамилијата множества 1{ ( ) | }f V I    е отворена покривка за A  и, бидејќи A  е 

компкатно множество постојат индекси 1 2, ,..., m    такви што 1

1
( )

i

m

i
A f V




   

Според тоа,  

1 1

1 1 1
( ) ( ( )) ( ( ))

i i i

m m m

i i i
f A f f V f f V V  

 

  
     , 

што значи дека за ( )f A  постои конечна потпокривка { | 1,2,..., }
i

V i m  , т.е. ( )f A  

е компактно множество.  
 
 

а) Дополнителни задачи кон II глава  
 

1. Од 1
1

1 2
(1 )nn n na a a    , за секој 1n   следува дека низата монотоно 

расте. Понатаму, ако го искористиме неравенството ln(1 )x x  , за секој 0x   

добиваме  

2 2 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 12 2 2 2

ln ln(1 ) ln(1 ) ... ln(1 ) ... 1n nna
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т.е. na e , што значи дека низата е ограничена.  

Докажавме дека низата { }na  е монотоно растечка и ограничена од горе, па 

затоа таа е конвергентна.  
 

2. Низите lnnb n  и 1 1 1
2 1

1 ...n n n
a       ги задоволуваат условите од 

теоремата на Штолц и важи:   
1

1
111

1

11 1
ln ln( 1) lnln(1 )

lim lim lim 1n n n
n

n n
n

a a n
b b n n n en n n


 

 
     

    . 

Според тоа,  
1 1 1
2 1

1 ...

ln
lim lim 1n n n

n

a
n bn n

   

 
  .  

 

3. Низите lnnb n  и 
1

k
n a

n k
k

c


   ги задоволуваат условите од теоремата на 

Штолц, при што  

1
111

1

1
ln ln( 1) lnln(1 )

lim lim lim
an

n n n n
n

n n
n

c c a n a
b b n n n en n n

a
 

 
     

    . 

Според тоа,  

1
ln

1
lim limk n

n

n a c
n k bn nk

a
 

  .  

 

4. Дадената низа ја разбиваме на четири поднизи, и тоа 4{ }ka , 4 1{ }ka  , 

4 2{ }ka   и 4 3{ }ka  . Имаме:  

-за 4n k  важи  
1

4 4
3cos 2k k

a k  , 4lim 3k
k

a


  и 131
4 4 4

3 3ka    ; 

-за 4 1n k   важи  
(4 1) 1 1

4 2 4 1 4 1
3cos k

k k k
a 

    , 4 1lim 0k
k

a 


  и 4 10 1ka   ; 

-за 4 2n k   важи  
1 1

4 4 2 4 2
3cos(2 1) 3k k k

a k         , 4 2lim 3k
k

a 


   и 4 23 0ka    ; 

-за 4 3n k   важи  
(4 3) 1 1

4 3 2 4 3 4 3
3cos k

k k k
a 

     , 4 3lim 0k
k

a 


  и 4 30 1ka   . 

Според тоа, броевите 3, 0  и 3  се делумни граници на низата { }na . Разгледу-

ваните четири поднизи ја формираат дадената низа, па затоа други делумни гра-
ници не постојат. Според тоа,  

lim 3n
n

a


 , lim 3n
n

a


  , 13
4

sup{ }na   и inf{ } 3na   .  

 

5. Упатство. Разгледајте ги поднизите: 6{ }ka , 6 1{ }ka  , 6 2{ }ka  , 6 3{ }ka  , 

6 4{ }ka   и 6 5{ }ka  , кои се конвергентни и чии граници се e , 1
2

e  , 1
2

e  , e , 
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1
2

e   и 1
2

e  , соодветно и кои го формираат множеството делумни граници на 

низата { }na  (зошто?). Според тоа, 1
2

lim n
n

a e


    и 1
2

lim n
n

a e


  .  

 

6. Нека  
( 1)

2 2
2

( 1) sin
n n

n
na 



   и 
( 1)

2 2
2

( 1) cos
n n

n
nb 



  , 1n  . Тогаш,  
( 1)

2( 1)
n n

n na b


   , lim 1n
n

a


  , lim 1n
n

a


 , lim 1n
n

b


  ,  

lim 1n
n

b


 , lim ( ) 1n n
n

a b


    и lim ( ) 1n n
n

a b


  , 

па затоа во втората лема од II. 7.6 важат стриктни неравенства.  

Нека  2 ( 1)n
nc    , 

( 1)
21

2
2 ( 1) ( 1)

n n
n

nd


     , 1n  . Тогаш,  
( 1)

22 ( 1)
2

3 ( 1)
n nn

n nc d


    ,  lim 1n
n

c


 ,  lim 3n
n

c


 , 1
2

lim n
n

d


 ,  

7
2

lim n
n

d


 , 3
2

lim ( )n n
n

c d


  и 9
2

lim ( )n n
n

c d


 , 

па затоа во третата лема од II. 7.6 важат стриктни неравенства.  
 

7. За дадената низа, кога m n , p m n  , имаме:  

1 2

1

3
1 2 1 1

3

cos( 1) cos( 2) cos( )

3 3 3

1
1 1 1 1 1 1

13 3 3 3 2 3 3

| | | ... |

... .

n n n p

p

n n n p n n n

n n n p
n p na a   

   

  




 

    

      
 

Нека 0   е дадено. Од 1
3

lim 0n
n

  следува дека постои 0 1n   таков, што за 

секој 0n n  важи 1
3n  . Според тоа, за секој 0n n  и за секој 1p   точно е 

неравенството 1
3

| | nn p na a     , што значи дека низата е Кошиева, па затоа таа 

е конвергентна.  
 

8. За дадената низа, кога m n , p m n   имаме:  

sin( 1)! sin( 2)! sin( )!
( 1)( 2) ( 2)( 3) ( )( 1)

1 1 1 1 1 1
( 1)( 2) ( 2)( 3) ( )( 1) 1 1 1

| | | ... |

...

n n n p
n p n n n n n n p n p

n n n n n p n p n n p n

a a   
       

          

    

      
 

Нека 0   е дадено. Од 1
1

lim 0
nn 

  следува дека постои 0 1n   таков што за 

секој 0n n  важи 1
1n

  . Според тоа, за секој 0n n  и за секој 1p   точно е 

неравенството 1
1

| |n p n n
a a     , што значи дека низата е Кошиева, па затоа 

таа е конвергентна.  
 

9. Ако се искористи неравенството ln( )n p n p    (докажете го!), тогаш за 

дадената низа, кога m n , p m n  , имаме  
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1 1 1
ln( 1) ln( 2) ln( ) ln( )

| | ... p p
n p n n n n p n p n p

a a            .   (1) 

Нека 1
2

(0, )   и p n . Од неравенството (1) добиваме 1
2 2

| |n na a    , 

што значи дека низата не е Кошиева, па затоа таа не е конвергентна.  
 

10. Низата 1(1 )n
n n

a    монотоно расте, а низата 11(1 )n
n n

b    монотоно 

опаѓа и притоа важи  
lim limn n

n n
a b e

 
  . 

Според тоа,  
11 1(1 ) (1 )n n

n n
e      

и ако логаритмираме, во последните неравенства, добиваме  
1 1ln(1 ) 1 ( 1) ln(1 )
n n

n n     , 

т.е.  
1 1 1

1
ln(1 )

n n n    ,               (1) 

за секој 2n  . Понатаму, од (1) добиваме:  
1 1

1

2 11
1 1

2 1 21
2 2 2 1

ln ln

ln ln

...............................

ln ln

n n
n n n

n n
n n n

n n
n n n




 
 




 

 

 

 

Ако ги собереме овие неравенства, тогаш од својствата на логаритмот 
следува:  

2 1 21 1 1
1 2 1

ln ... lnn n
n n n n n


      . 

Понатаму, од теоремата за три низи и од непрекинатоста на логаритамската 
функција, добиваме:  
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т.е.  
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lim ( ... ) ln 2
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11. Од неравенството (1) во задача 10 добиваме:  
1 1
2

1 1
2

3 1 14 1
2 3

1 ... ln

ln(1 1) ln(1 ) .... ln(1 ) ln

ln(2 ... ) ln 0,

n n

n

n n
n n n

a n

n

 

    

       

       

 

што значи дека низата е ограничена од долу.  
Понатаму, повторно од неравенството (1) во задачата 10 добиваме  

1 1 1
1 1 1

ln( 1) ln ln(1 ) 0n n n n n
a a n n           , 

што значи дека низата монотоно опаѓа.  
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Конечно, низата монотоно опаѓа и е ограничена од долу, па затоа таа е кон-
вергентна. Границата на оваа низа е позната под името Ојлерова константа и таа е 

0,5772156649...  .  
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Hermite Charles (1822-1901), француски математичар  
Hilbert David (1862-1943) германски математичар  
Hölder Otto Ludwig (1859-1937), германски математичар 
 
Jacobi Karl Gustav Jacob (1804-1851), германски математичар  
Jenssen Johan Ludwig (1859-1925), дански математичар  
Jordan Camille (1838-1922), француски математичар  
 
Kahane Jean-Pierre, француски математичар  
Katznelson Yitzhak, израелски математичар  
Кавалиери Д. (1598-1677), италијански математичар  
Knuth Donald (1938- ), американски математичар  
Koch Helge von (1870-1924), шведски математичар  
Колмогоров Андрей Николаевич (1903-1987), руски математичар  
Ковалевская С. В. (1850-1891), руска математичарка 
Kronecker Leopold (1823-1891), германски математичар  
Kummer Ernst Eduard (1810-1893), германски математичар  
 
l’Hôpital G. H. (1661-1704), француски математичар  
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Lagrange Joseph Louis (1736-1813), француски математичар  
Laplace Pierre Simon (1749-1827), француски математичар, физичар и филозоф  
Лаврентьев М. А. (1900-1980), руски математичар  
Lebesgue Henri Leon (1875-1941), француски математичар  
Legendre Andrien-Marie (1752-1833), француски математичар 
Lehmer Derrick (1905-1991), американски математичар 
Leibniz Gottfried Wilhelm (1646-1716), германски математичар и филозоф  
Levi Beppo (1875-1961), италијански математичар  
Lindelöf Ernst Leonhard (1870-1946), шведски математичар  
Liouville J. (1809-1882), француски математичар  
Lipschitz Rudolf Otto Sigismund (1832-1903), германски математичар  
Littlewood John Edensor (1885-1977), англиски математичар  
Лобачевский Н. И. (1792-1856), руски математичар  
Lucas François Edouard (1842-1891), француски математичар  
Лузин Николай Николаевич  (1883-1950), руски математичар  
Ляпунов Л. М. (1857-1918), руски математичар  
 
Maclaurin Colin (1698-1746), шкотски математичар  
Mazur Stanislav (1905-1981), полски математичар  
Марков А. А. (1856-1922), руски математичар  
Meray Charles (1835-1911), француски математичар  
Mersenne Marin (1588-1648), француски монах, филозоф и математичар  
Mertens Franz Karl Joseph (1840-1927), австриски математичар  
Meusnier J. B. M. (1754-1793), француски математичар  
Minkowski Hermann (1864-1909), германски математичар и физичар  
Möbius Augustus Ferdinand (1790-1868), германски математичар  
 
Napier John (1550-1617), шкотски математичар  
Newton Isaac (1643-1727), англиски математичар и физичар 
Nikodym Otton Martin (1887-1974), американски математичар со полско потекло  
 
Остроградский Махаил Васильевич  (1801-1862), руски математичар  
 
Parseval Marc Antoinе (1755-1836), француски математичар  
Pascal B. (1623-1662), француски математичар и филозоф  
Peano Giuseppe (1858-1932), италијански математичар и логичар  
Петровский Г. И. (1901-1973), руски математичар  
Picard Emile (1856-1941), француски математичар  
Pitagora (V век пне.), антички математичар  
Poisson Simeon Denis (1781-1840), француски математичар и физичар  
Пуанкаре Анри (1854-1912), француски математичар  
 
Raabe Joseph Ludwig (1801-1859), швајцарски математичар  
Radón Johann (1887-1956), австриски математичар  
Reymond P. Du Bois (1831-1889), германски математичар  
Riemann Bernhard (1826-1866), германски математичар  
Riesz Frigyes (1880-1956), унгарски математичар  
Rolle M. (1652-1719), француски математичар   
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Schanon Claude (1916-2001), американски математичар  
Schmidt Erhard (1876-1959), германски математичар  
Schur I. (1875-1941), германски математичар  
Schwarz Karl Hermann Amandus (1843-1921), германски математичар  
Sorgenfrey Robert Henry (1915- ), американски математичар  
Стеклов В. А. (1864-1926), руски математичар 
Steinhaus Hugo (1879-1934), полски математичар  
Stieltjes Thomas-Jan (1856-1894), холандски астроном и математичар  
Stirling James (1692-1770), шкотски математичар  
Stokes G. G. (1819-1903), англиски математичар  
Stolz Otto (1842-1905), австриски математичар  
Stone Arthur Harold (1916-?), aнглиско-американски математичар 
Stone Marshall Harvey (1903-1989), американски математичар  
Sylvester D. D. (1814-1897), англиски математичар  
Суслин Михайл Яаковлевич (1894-1919), руски математичар  
 
Teitze Heinrich (1880-1964), австриски математичар  
Teoplitz Otto (1881-1940), германски математичар  
Teylor Brook (1685-1731), англиски математичар  
Тихонов Андрей Николаевич (1906-?), руски математичар  
Tonelli Leonida (1885-1946), италијански математичар  
Turing Alan (1912-1954), американски математичар  
 
Ulam Stanislav (1909-1984), полско-американски математичар  
Урысон Павел Самуилович (1898-1924), руски математичар  
 
van der Waerden B. L. (1903-?), холандски математичар  
Vandermonde A. T. (1735-1796), француски математичар 
Viviani V. (1622-1703), италијански математичар и физичар  
Виноградов И. М. (1891-1983), руски математичар  
Volterra Vito (1860-1940), италијански математичар и физичар  
von Koch Helge (1870-1924), шведски математичар  
von Neumсann John (1903-1957), американски математичар со унгарско потекло  
 
Weierstrass Karl Theodor Wilhelm (1815-1897), германски математичар  
 
Zermelo Ernst (1871-1953), германски математичар   
 
Чебышев Пафнутий Львович (1821-1894), руски математичар  
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ЗА АВТОРОТ   
 

 

Ристо Малчески е роден на 9.8.1957 година во Р. Србија. Основно образо-

вание заврши во Прилеп, средно во Скопје и во 1980 година како најдобар студент 

во генерацијата, дипломираше на Математичкиот факултет во Скопје и за постиг-

натиот успех во текот на студирањето беше награден од Ректорот на Универзите-

тот “Св. Кирил и Методиј”. Магистрираше и докторираше на теми од областа на 

функционалната анализа, која му претставува основна научна преокупација. По 

докторирањето беше избран за доцент по математичка анализа на Институтот за 

математика при Природно-математичкиот факултет во Скопје, на кој реализираше 

настава по наставни дисциплини од областите: математичка анализа, методика на 

наставата по математика, веројатност и статистика, а беше ангажиран и во реали-

зирањето на последипломските студии. Во учебната 2003/04 година, со формира-

њето на Факултетот за општествени науки во Скопје, премина на истиот во звање 

вонреден професор и ги предаваше наставните дисциплини: Математика за бизнис 

и Статистика за бизнис. Од учебната 2006/07 година е редовен професор, во кое 

звање е и сега како професор од областа на математичките науки на ФОН уни-

верзитетот, каде во моментот е проректор за настава.   

 

Проф. Малчески е автор и коавтор на осумдесеттина математички книги, 

меѓу кои:  
 

- Математика 1,  

- Математика 2,  

- Математика 3,  

- Математика 4,  

- Основи на математичка анализа,  

- Математичка анализа I,  

- Математичка анализа II,  

- Методика на наставата по математика (општ дел),   

- Методика на наставата по аритметика и алгебра во основното 

образование  

- Математика за бизнис,  

- Основи на финансиската математика,  

- Операциони истражувања,  

- Статистика за бизнис и   

- Теорија на веројатност.  
 

Автор е и на 44 научни трудови од функционална анализа, 9 научни трудови од 

применета математика, 41 труд од методика на наставата по математика и на над 

73 стручни статии. Во изминатите години учествуваше на десетина научни 

собири, како од национален, така и од меѓународен карактер.  

 

Во периодот од 1987 до 2004 година активно работеше во Сојузот на ма-

тематичарите на Македонија, чиј претседател беше од 1999 до 2004 година. Во 

овој период, покрај работата со надарените ученици за математика, учествуваше 

во организацијата и како главен координатор на тимот за оценување на Балкан-

ските математички олимпијади кои во нашата држава се одржаа во 1999, 2000 и 

2008 година, на Вториот когрес конгрес на СММ и на третиот конгрес на МАСС 
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ЕЕ кои се одржаа во 2000 и 2009 година. Почнувајќи од 2012 година прод. 

Малчески повторно активно работеше во СММ се до 2019 година и во овој перидо 

покрај во организацијата на двата конгреси на СММ учествуваше како главен 

координатор и претседател на комисија за селекција на задачи на ЈБМО и БМО, 

како и на двете студентски олипијади во организација на МАЦЦЕЕ. Дел од актив-

ностите на СММ е издавањето на списанијата “Нумерус” и “Сигма”, наменети за 

учениците од основното и средното образование, соодветно, со кои проф. Малче-

ски активно соработува, а неколку години беше и главен и одговорен уредник на 

споменатите списанија, период во кој ја формираше библиотеката на списанието 

“Сигма”. Проф. Малчески триесетина години учествува во организацијата на 

натпреварите по математика во нашата држава, подготовките на нашите ученици 

за учество на меѓународните натпревари и во повеќе наврати, како водач и заме-

ник водач на Македонската екипа, има учествувано на Меѓународните и на Бал-

канските математички олимпијади, кои се одржуваа надвор од нашата држава.   

 


