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Ристо Малчески, Скопје  

Самоил Малчески, Скопје  

 

ЕНГЕЛОВ ПРИНЦИП НА МИНИМУМ 

 

Во оваа статија ќе го разгледаме таканаречениот Енгелов принцип на 

минимум, кој го вовел познатиот германски математичар и едукатор 

Arthur Engel (1928-2022). Енегеловиот принцип на минимум вуспност е 

запис на неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц во друга форма, но 

истиот е полезен при решавање на голем број задачи.   

 

Теорема 1 (Енгелов принцип на минимум). Нека 1 2, ,..., nа а а  се реал-

ни броеви и 1 2, ,..., nx x x  се ненегативни реални броеви. Тогаш  

2 22 2
1 21 2

1 2 1 2

( ... )

...
... n n

n n

a a a aa a

x x x x x x

+ + +

+ + +
+ + +  ,      (1) 

при што знак за равенство важи ако и само ако  

1 2

1 2
... n

n

aa a

x x x
= = = .           (2) 

Доказ. Прв начин. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц не-

посредно следува неравенството  

1 2

1 2

22 2
1 2

1 2

2 2
1 2 1 2

1 2

( ... ) ( ... )

( ... )( ... ),

n
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n

aa a
n n
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aa a
nx x x

a a a x x x

x x x

+ + + = + + +

 + + + + + +

 

кое е еквивалентно со неравенството (1).  

Јасно знак за равенство важи ако и само ако  

1 2

1 2
1 2: : ... :n

n

aa a
n

x x x
x x x= = = , 

т.е. ако и само ако важи (2).  

Втор начин. За 2n =  неравенството (1) има облик  

2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

( )a a a a

x x x x

+

+
+  , 

и тоа е еквивалентно со неравенството  

2 2 2
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )a x a x x x a a x x+ +  + , 

т.е. со неравенството 
2

1 2 2 1( ) 0a x a x−  , кое очигледно е точно и притоа 

знак за равенство важи ако и само ако 1 2

1 2

a a

x x
= .  
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Нека претпоставиме дека неравенството важи за n k= . Тогаш, за 

1n k= + , од индуктивната претпоставка и претходно докажаното следува  

2 2 2 2 22 2
1 1 2 1 1 2 11 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1

( ... ) ( ... )

... ...
... k k k k k k

k k k k k k

a a a a a a a a a aa a

x x x x x x x x x x x x
+ + +

+ + +

+ + + + + + +

+ + + + + + +
+ + + +  +  , 

па од принципот на математичка индукција следува дека тоа важи за секој 

n . ■ 

 

Задача 1. Докажи дека за секои позитивни реални броеви , ,a b ,c d  е 

точно неравенството  

16 641 1 4
a b c d а b c d+ + +
+ + +  . 

Решение. Користејќи го Енгеловиот принцип на минимум, т.е. нера-

венството (1), добиваме  
22 2 2 2 (1 1 2 4)16 641 1 4 1 1 2 4

1a b c d a b c d a b c d b c d

+ + +

+ + + + + +
+ + + = + + +  = . ■ 

 

Задача 2. Ако ,ia 0ib  , за 1,2,...,i n=  се такви што 
1 1

n n

i i
i i

a b
= =

=  , дока-

жи дека  
22 2

1 2

1 1 2 2

1
1 22

... ( ... )n

n n

aa a
na b a b a b

a a a
+ + +

+ + +  + + + . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум и условот на задачата 

следува  
2 22 2

1 21 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2

1 2

( ... )

...

( ... )

2( ... )

1
1 22

...

( ... ),

n n

n n n n

n

n

a a a aa a

a b a b a b a b a b a b

a a a

a a a

na a a

+ + +

+ + + + + + + + +

+ + +

+ + +

+ + + 

=

= + + +

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

Задача 3. Ако позитивните броеви x, y и z го задоволуваат условот 

1xyz = , докажи го неравенството    

22 2 3
2

yx z
y z z x x y+ + +

+ +  . 

Решение. Со примена на Енгеловиот принцип на минимум имаме  
2 22 2 ( )

2( ) 2

y x y z x y zx z
y z z x x y x y z

+ + + +

+ + + + +
+ +  = .  
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Ако пак го примениме неравенството меѓу аритметичката и геометриската 

средина и го користиме условот 1xyz = , добиваме   

3 33
2 2 2

x y z
xyz

+ +
 = . ■ 

 

Забелешка 1. а) Непосредна последица од теорема 1 е неравенството на 

Коши-Буњаковски-Шварц. Имено, ако ,ia ib  , за 1,2,...,i n= , тогаш од 

неравенството (1) следува неравенството  

2 22 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 2

22 2
1 1 2 2

2 2 2
1 2

2
1 1 2 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

( )( ) ( )

( ... )

...

... ...

...

,

n n

n

n n

n

n n

n

a ba b a b
n

b b b

a ba b a b

b b b

a b a b a b

b b b

a a a

+ + +

+ + +

+ + + = + + +

= + + +



 

кое е еквивалентно со неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц.   

б) Непосредна последица од теорема 1 е неравенството меѓу аритметич-

ката и квадратната средина. Навистина, ако 0ia  , за 1,2,...,i n= , тогаш од 

(1) следува неравенството  
2 22 2

1 2 1 21 2 ( ... ) ... 2
...

... ( )n n na a a a a a aa a

n n n n n n n

+ + + + + +

+ + +
+ + +  = , 

кое е еквивалентно со неравенството меѓу аритметичката и квадратната 

средина.  

 

Задача 4. Нека ,a b се позитивни реални броеви. Докажи дека  

4 4 48( ) ( )a b a b+  + . 

Решение. За 2n = , прво од Енгеловиот принцип на минимум, а потоа 

од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина следува  
2( ) 22 2 2 44 4

2
[ ]( ) ( )4 4

1 1 2 2 8

a b
a b a ba ba b

+
+ +

+ = +   = . ■ 

 

Задача 5. Докажи, дека ако позитивните реални броеви a, b и c го задо-

волуваат условот 1a b c+ + = , тогаш точно е неравенството   

1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 1 1a b c a b c− − − + + +

+ +  + + . 

Решение. Прво да забележиме дека од условот на задачата следува  

1 1 1 1 1 1
1 1 1a b c a b b c c a− − − + + +

+ + = + + . 
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Сега од Енгеловиот принцип на миниму следува 1 1 4 4
2 1a b b c a b c b+ + + + +

+  = и 

аналогно 1 1 4
1b c c a c+ + +

+   и 1 1 4
1c a a b a+ + +

+  . Ако ги собереме последните 

три неравенства добиваме дека 1 1 1 4 4 4
1 1 1

2( )
a b b c c a a b c+ + + + + +

+ +  + + , од каде 

директно следува бараното неравенство.  ■ 

 

Задача 6. Нека каде a, b, c и d се позитивни броеви. Докажи дека  

2a b c d
b c c d d a a b+ + + +

+ + +  . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува    
2 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
.

a b c d a b c d
b c c d d a a b a b c b c d c d a d a b

a b c d

ac bd ab bc cd da

+ + + + + + + +

+ + +

+ + + + +

+ + + = + + +



 

Од друга страна  

2 2 2 2 2( ) 2( )a b c d a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + = + + + + + + + + +  

па значи  

2 2 2 2 2

2 2

( ) 2(2 2 ) 2 2

( ) ( ) 0,

a b c d ac bd ab bc cd da a b c d ac bd

a c b d

+ + + − + + + + + = + + + − −

= − + − 
 

од каде следува бараното неравенство. ■ 

 

Задача 7. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

92 2 2
x y y z z x x y z+ + + + +

+ +  . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум непосредно следува  
2 2 2 2( 2 2 2)2 2 2 92 2 2

x y y z z x x y y z z x x y y z z x x y z

+ +

+ + + + + + + + + + + + +
+ + = + +  = . ■ 

 

Задача 8. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 2 2 2 2 2x y y z z x
x y y z z x

x y z
+ + +
+ + +

+ +  + + . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
2 2 2 2 2 22 2 2 22 2

2 2( ) ( )

2( ) 2( )

( )

.

x y y z y yz x x xz z
x y y z z x x y y z z x x y y z z x

x y z x y z

x y z x y z

x y z

+ + +
+ + + + + + + + +

+ + + +

+ + + +

+ + = + + + + +

 +

= + +
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што и требаше да се докаже. ■ 

 

Задача 9. Докажи дека за секои , ,a b c  е точно неравенството  

2( ) 3( )a b c ab bc ca+ +  + + . 

Решение. Од очигледното неравенство 
2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a− + − + −   

по квадрирање и средување го добиваме неравенството  

2 2 2a b c ab bc ca+ +  + + . 

Ако на последното неравенство од двете страни додадеме 2 2 2ab bc ca+ + , 

по средувањето го добиваме бараното неравенство. ■ 

 

Последица 1 (неравенство на Несбит). Ако , , 0a b c  , тогаш  

3
2

a b c
b c c a a b+ + +

+ +  . 

Доказ. Од Енгеловиот принцип на минимум и од задача 9 непосредно 

следува 
2 2 2

2

( ) ( ) ( )

( )

2( )

3( ) 3
2( ) 2

a b c a b c
b c c a a b a b c b c a c a b

a b c

ab bc ca

ab bc ca

ab bc ca

+ + + + + +

+ +

+ +

+ +

+ +

+ + = + +



 =

 

што и требаше да се докаже. ■ 

 

Задача 10. Нека , ,a b c +  се такви што 1abc = . Докажи дека  

31 1 1
2ab b bc c ca a+ + +

+ +  . 

Решение. Земаме , ,
yx z

y z x
a b c= = =  и добиваме дека даденото неравен-

ство е еквивалентно на неравенството на Несбит 3
2

yx z
y z z x x y+ + +

+ +  . ■ 

 

Задача 11. Нека ,a b , c +  се такви што такви што 1abc = . Докажи 

дека  

3 3 3
31 1 1
2( ) ( ) ( )a b c b a c c a b+ + +

+ +  . 

Решение. Со примена, прво на Енгеловиот принцип на минимум, а по-

тоа на неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и усло-

вот на задачата, добиваме  



Објавено на 18.7.2026 

 

 6 

1 1 1 21 1 1
2 2 2

3 3 3

( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) 2( )( ) ( ) ( )

a b c a b c

a b c b c a c a b ab bc caa b c b c a c a b

+ +

+ + + + ++ + +
+ + = + +   

233 ( ) 3
2 2 2

.
abcab bc ca

abc abc
+ +=  =  ■ 

 

Задача 12. Нека a, b и c се позитивни броеви такви да 3a b c+ +  . До-

кажи дека  

31 1 1
1 1 1 2a b c+ + +

+ +  . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува, дека  
231 1 1

1 1 1 3a b c a b c+ + + + + +
+ +  . 

Од друга страна, од условот на задачата добиваме 3 6a b c+ + +   и значи 

1 1
3 6a b c+ + +

  од каде добиваме 
23 9 3

3 6 2a b c+ + +
 = . ■ 

 

Задача 13. За позитивните броеви x и y да се докаже неравенството:  
5
4

4 4 4

1 1 2

y x yx +
+  . 

Решение. Од Енгеловиот принципи на минимум добиваме  
2

4 44 4

1 1 2

yx x y+
+  . 

Понатаму од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина на-

оѓаме  

4 2 24 1
24 4

2
2 2

x y
x y x y

+
+  = +  и 

1
2

2
2 2

x y
x y x y

+
+  = + , 

па затоа  
31

2 444 4 4 42 . 2. 2 .x y x y x y+  + = + , т.е. 
4 34

44

1 1

2 .
x y

x y
+

+

 . 

Конечно,  
5

2 2 4

4 4 34 44
44

1 1 2 2 2

2 .
y x yx x y

x y
++

+

+   = . ■ 

 

Задача 14. Ако , ,a b c +  се такви што 2 2 2 1a b c+ + = , докажи дека  

2 2 2

23
41 1 1

( )a b c

b c a
a a b b c c

+ + +
+ +  + + . 
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Решение. Имаме  
2 2 23 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1 1

a a b b c ca b c a b c

b c a a b a b c b c a c a b a b c b c a c+ + + + + + + + +
+ + = + + = + + .  

Со примена на Енгеловиот принцип на минимум добиваме  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1 1

a a b b c c a a b b c ca b c

b c a a b a b c b c a c a b b c c a

+ + + +

+ + + + + + + + + + +
+ +  = . 

Сега од неравенството  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ( ) 3( )a b c a b b c c a= + +  + +  

следува, дека  

2 2 2 2 2 2 1 4
3 3

1 1a b b c c a+ + +  + = , т.е. 
2 2 2 2 2 2

31
41a b b c c a+ + +

 . 

Затоа,  
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) 23
41 1 1 1

( )
a a b b c ca b c

b c a a b b c c a
a a b b c c

+ +

+ + + + + +
+ +   + + . ■  

 

Задача 15. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 

2a b c+ + = . Докажи го неравенството  

2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 1
4

( )
a b c a b b c c a

b c a a b b c c a

− − − + + +
+ + +

+ +  + + . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум и од равенството 

2a b c+ + =  следува  

2 2 2 2( 1) ( 1) (2 )a b a b c
b c b c b c

− − − −

+ +
+  = , 

2 2 2 2( 1) ( 1) (2 )b c b c a
c a c a c a

− − − −

+ +
+  = , 

2 2 2 2( 1) ( 1) (2 )c a c a b
a b a b a b

− − − −

+ +
+  = . 

Горните неравенства ги собираме и добиваме  
2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 1

2
( )

a b c b c a
b c a a b b c c a

− − −

+ + +
+ +  + + .     (1) 

Понатаму, важи  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0,

b c a a b c b a c b a c
a b b c c a a b b c c a a b b c c a

b a c b a c

− − −
+ + + + + + + + +

+ + − − − = + +

= − + − + − =
 

односно  
2 2 2 2 2 2b c a a b c

a b b c c a a b b c c a+ + + + + +
+ + = + + . 

Според тоа, важи  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1
4 2

( ) ( )a b b c c a b c a
a b b c c a a b b c c a
+ + +
+ + + + + +

+ + = + + .    (2) 

Конечно, од неравенството (1) и равенството (2) следува бараното нера-

венство. ■ 

 

Задача 16. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc = . 

Докажи го неравенството  

3 3 3
3
21 1 1

a b c

b c a+ + +
+ +  . 

Решение. Ставаме , ,
yx z

y z x
a b c= = =  и неравенството го добива видот  

3 3 3

3 3 3

4 44

3 3 3 3 3 3

3
2

1 1 1

3
2

,

,

y z x
yx z

z x y

y z x

y xz

y x z x z y x y x z y z

+ + +

+ + +

+ + 

+ + 

 

6 66

5 3 2 5 3 2 5 3 2
3
2

.
y xz

y x z xy z y x yz x z y zx+ + +
+ +       (1) 

Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
6 3 3 3 266

5 3 2 5 3 2 5 3 2 5 3 2 5 3 2 5 3 2

( )y x y zxz

y x z xy z y x yz x z y zx y x z xy z y x yz x z y zx

+ +

+ + + + + + + +
+ +  , 

па затоа за да го докажеме неравенството (1) доволно е да го докажеме 

неравенството   
3 3 3 2

5 3 2 5 3 2 5 3 2

( ) 3
2

x y z

y x z xy z y x yz x z y zx

+ +

+ + + + +
 , 

кое е еквивалентно со неравенството 

6 6 6 3 3 3 3 3 3 5 5 5

3 2 3 2 3 2

2( ) 4( ) 3( )

3( ).

x y z x y y z z x y x z y x z

z xy x yz y zx

+ + + + +  + + +

+ + +
 

Последното неравенство следува од неравенствата  

6 6 3 3 53x x x z x z+ +   и 
3 3 3 3 3 3 3 23x y x z x z x yz+ +  , 

и аналогните неравенства, кои следуваат од неравенството меѓу аритме-

тичката и геометриската средина. ■ 

 

Задача 17. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 

3a b c+ + = . Докажи дека  

4 4 4

2 2 2
3
2

a b c

b c c a a b+ + +
+ +  . 
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Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум и условот на зада-чата 

следува  
2 2 2 2 2 2 2 24 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

3

a b c a b ca b c

b c c a a b a b c a b c a b c

+ + + +

+ + + + + + + + + + +
+ +  = .    (1) 

Понатаму, од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина 

следува  

2 2 2 3a b c+ +  . 

Сега, ако ја воведеме смената 2 2 2a b c x+ + = , тогаш од (1) следува дека 

треба да докажме дека  
2 3
3 2

x
x+

 , 

при услов 3x  . Навистина,  

2

3
3 3

3 1 1 21
x

x x
x+ ++

=  = . ■ 

 

Задача 18. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 

3a b c+ + = . Докажи го неравенството  

2 2 2

2 2 2
3
2

a b c

a b b c c a+ + +
+ +  . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
2 2 2 22 2 2 4 4 4

2 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 3 3 2 2 2 2 2 2

( )a b ca b c a b c

a b b c c a a a b b b c c c a a b c a b b c c a

+ +

+ + + + + + + + + + +
+ + = + +   

па затоа доволно е да докажеме дека  
2 2 2 2

3 3 3 2 2 2 2 2 2

( ) 3
2

a b c

a b c a b b c c a

+ +

+ + + + +
 . 

Ако се искорити усковот 3a b c+ + = , добиваме дека последното нера-

венство последователно е еквивалентно со неравенствата  

2 2 2 2 3 3 3 2 2 2 2 2 2

4 4 4 2 2 2 2 2 2 3 3 3

2( ) 3( )

2( ) 3( )

a b c a b c a b b c c a

a b c a b b c c a a b c

+ +  + + + + +

+ + + + +  + +
 

4 4 4 2 2 2 2 2 2 3 3 32( ) ( )( )a b c a b b c c a a b c a b c+ + + + +  + + + +  

4 4 4 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3a b c a b b c c a ab ac ba bc ca cb+ + + + +  + + + + + .   (2) 

Сега, од неравенството меѓу аритметичката и геометрискста средина сле-

дува  

4 2 2 3

4 2 2 3

2 ,

2 ,

a a b a b

a a c a c

+ 

+ 
  

4 2 2 3

4 2 2 3

2 ,

2 ,

b b a b a

b b c b c

+ 

+ 
   

4 2 2 3

4 2 2 3

2 ,

2 .

c c a c a

c c b c b

+ 

+ 
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Конечно, ако ги собереме последните шест неравенства и добиеното нера-

венсвто го поделиме со 2, го добиваме неравенството (2). ■ 

 

Задача 19. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека важи  

9 3 3

2

a b c a a b c b a b c c
b c c a a b a b c

+ + + + + + + + + +
+ + + + +

+ +  . 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме 

дека 1a b c+ + = , (Зошто?). Тогаш неравенството последователно го доби-

ва видот  

1 1 1 9 3 3
1 1 1 2

,a b c
a b c

+ + + +
− − −

+ +   

9 3 31 1 1
1 1 1 1 1 1 2

a b c
a b c a b c

+
− − − − − −

+ + + + +  .      (1) 

Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
22 2 2 (1 1 1) 91 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 3 ( ) 2a b c a b c a b c

+ +

− − − − − − − + +
+ + = + +  = .     (2) 

Понатаму, од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 

следува  
1 12

2 2(1 ) 31 1 1
4 2 2 3 27

( )
a aaa a a aa

− −+ +− − −=    = , 

односно 2

3 3
(1 )a a−   и аналогно 2

3 3
(1 )b b−   и 2

3 3
(1 )c c−  . 

Според тоа,  

2 2

3 3 3 3
(1 ) (1 ) (1 ) ( )a a a b b b c c c a b c− + − + −  + + = . 

Сега, од претходното неравенство и неравенството на Коши-Буњаковски-

Шварц следува  
4 4 44 4 43 3 3

1 1 1
1 1 1

1 1 1 (1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 )

3 31
2(1 ) (1 ) (1 )

.

a b c

a b c
a a b b c c

a b c
a b c a a a b b b c c c

a b c

a a a b b b c c c

a a a b b b c c c

− − −
− + − + −

− − − − + − + −

+ +

− + − + −

− + − + −

+ + 

=

= 

 

Конечно, од последното неравенство и од неравенството (2) следува нера-

венството (1). ■  
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