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ПРЕДГОВОР  
 

 

Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Математички талент С3 е продолжение на книгите Математички 

талент С1 и С2 и истата е наменета за талентираните ученици по математика од 

втора година од средното образование. Книгата, всушност, е првиот дел од 

збирката задачи за втора година и во овој дел се содржани 547 решени задачи и во 

четири одделни дела се обработени комплексните броеви, квадратната функција и 

квадратната равенка, задачи од неравенства и задачи од теоријата на броеви. 

Третиот и четвртиод дел всушност се продолженија на соодветните делови од 

книгата Математички талент С1. Така во третиот дел се обработени неравенството 

на Коши-Буњаковски-Шварц, Енгеловиот принцип на минимум и неравенството 

на Чебишев, а на крајот се дадени дополнителни задачи во кои всушност се врши 

повторување на содржините од неравенства од книгата Математички талент С1.  

Како и во книгите Математички талент С1 и С2 и во оваа книга природата 

на задачите содржани во неа е таква што тие се посебно интересни за комисиите 

кои ги спроведуваат математичките натпревари. Притоа, задачите повторно не се 

систематизирани според степенот на натпреварувањето, туку тие се распределени 

по области. Така, на пример, задачите од теоријата на броеви се во пет дела, и тоа: 

Функциите ( )n  и ( )n , Функциите [ ]x  и { }x , Теорема на Чебишев, Ферматови и 

совршени броеви и Дополнителни задачи, дел во кој се дадени задачи со деливост, 

конгруенции и Диофантови равенки.  

Рецензентите, д-р Слаѓана Брсаковска, д-р Зоран Мисајлески и д-р Томи 

Димовски, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржината 

на книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

ноември, 2019 г.                 
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I  КОМПЛЕКСНИ БРОЕВИ  
 

1. Ако | | 1a   или | | 1b   ( a b ), тогаш 
1

| | 1a b

ab




 . Докажи! 

Решение. Нека | | 1a  . Тогаш | | 1a  , па затоа  

| | | | | |1

| | | | | | | | |1 | 1
1 | |

a b a b a b a b

a a a b aa ab ab ab

   

    
     . 

 

2. Нека 0a   е реален број и b  таков што b a  . Пресметај го модулот 

на комплексниот број  
1 b

a

a b


.  

Решение. Комплексниот број можеме да го запишеме во облик  

1 b
a

a b a b a b a b

a b a b a b
a a a   

  
   , 

заради тоа што a a  и a b a b   . Сега, од тоа што | |a a  и равенството 

| | | |a b a b   , имаме  

| |

| |1
| | | | | | | |

b
a

a ba b a b

a b a b
a a a

 

 
   . 

 

3. Ако 1 3

2

i   , докажи дека 2 1 0     и 3 1  . Потоа определи ги 

реалниот и имагинарниот дел  на бројот 
2a b

a b






, каде што a  и b  се реални броеви.   

Решение. Имаме се броевите 

2 2 3 1 32 21 3 1 3 1 3 1 3

2 2 4 2 2 2
1 ( ) 1 1 1 0

i ii i i i                      . 

Сега  
2 3 2 3 2 30 ( 1) ( 1) 1 1                      , 

од каде следува 3 1  . Понатаму,  
2 3 1 31

( ) ( ) 2

ia b a b a b
a b a b a b
   

     
   

  
    .  

Да забележиме дека во именителот на дропката 
2a b

a b






 мора да биде различен од 

нула, што ќе биде исполнето ако 2 2a b   ).  

 

4. Ако 
1 3

2

i    докажи дека за секои ,a b  и c  важи  

2 2 3 3 3( )( )( ) 3a b c a b c a c b a b c abc            . 

 

Решение. Од 
1 3

2

i    следува 
2 1 3

2

i   , 2 1   , 3 1  . Имаме  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( ) ( ) ( )

,

a b c a c b a ab bc b c

a ab ac bc b c

            

     
 

2 2 0a b 
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па затоа  

 

2 2 2 2 2

3 3 3

( )( )( ) ( )( )

3

a b c a b c a c b a b c a ab ac bc b c

a b c abc

               

   
 

 

5. Докажи дека  

1 3 1 3 6i i    . 

Решение. Имаме  

2( 1 3 1 3) 1 3 1 3 2 1 3 6i i i i          . 

Според тоа,  

1 3 1 3 6i i    . 

 

6. Пресметај го збирот 2

1

...
n

k n

k

i i i i


    , каде i  е имагинарната единица.  

Решение. Имаме 2 1i   , 3i i  , 4 1i  . Ќе разгледаме четири случаи, и тоа  

а) Ако 4n p , тогаш од  

4 1 4 2 4 3 4 4 1 1 0s s s si i i i i i           , за секој  0,1,..., 1s p   

добиваме  

4
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4

1

... 0
p

k p p p p

k

i i i i i i i i  



          . 

б) Ако 4 1n p  , тогаш  

4 1
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 1

1

... 0 0
p

k p p p p p p

k

i i i i i i i i i i i i


    



                

в) Ако 4 2n p  , тогаш  

4 2
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2

1

4 1 4 2

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p

k

p p

i i i i i i i i i i

i i i i


    



 

          

       


 

г) Ако 4 3n p  , тогаш  

4 2
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2 4 3

1

4 1 4 2 4 3

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p p

k

p p p

i i i i i i i i i i i

i i i i i


     



  

           

         


 

 

7. Пресметај ја вредноста на збирот  
2 3 19861 1 1 1

2 2 2 2
( ) ( ) ... ( )i i i i       . 

Решение. Ќе го искористиме резултатот 21

2
( )i i  , а за пократко пишување 

ставаме 1

2

iz  . Ако со S  го означиме бараниот збир, ќе имаме  
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2 2 3 992 993

2 992 2 992

2 992

2 3 4 5 6 7 988 989 990 991 992

...

(1 ... ) ( 1 ... )

( )(1 ... )

( )[(1 ) ( ) ... ( ) ]

( ) (1 1) (1 1) ... (1 1)

S z i z i i z i i z i i

z i i i i i i i

z i i i i

z i i i i i i i i i i i i i

z i i i i i i i

           

         

     

              

              

1 (1 2)1
22

1

.
iiz i i

 



    

 

 

8. Нека 1 3u i   , 1 3v i   , 2w   и n  е природен број кој не е делив со 

3. Докажи дека 0n n nu v w   .  

Решение. Имаме 3 3( 1 3) 8u i     и 3 3( 1 3) 8v i    . Освен тоа 2 2u v  

и 2 2v u .  

Ако 3 1n k  , каде k , тогаш  

8 8 8 8 ( 2) 0n n n k k k ku v w u v w u v         . 

Доказот за 3 2n k  , k  е аналоген. Деталите ги оставаме на читателот.  

 

9. Определи ги сите природни броеви n  за кои бројот 3
2

( )ni
i

z 


  е реален.  

Решение. Комплексниот број 3
2

i
i




 можеме да го запишеме во облик  

2

2

3 3 2 6 5 5 5
2 2 2 54

1i i i i i i
i i i i

i     
   
     . 

Значи, (1 )nz i  . Ако n  е парен број, односно 2n k  за некој k , тогаш  

2 2(1 ) (1 ) [(1 ) ] (2 )n k k kz i i i i       . 

Ако пак k  е парен број, односно 2k m  за некој m , тогаш  

2 2(2 ) (4 ) 4 ( 1)m m m mz i i    . 

Значи, ако 4n m , т.е. 4 | n  тогаш z .  

Ако 4 | n , тогаш n  има еден од облиците 4 1m , 4 2m  или 4 3m . Во секој 

од тие случаи имаме  
4 1(1 ) 4 ( 1) (1 )m m mz i i      ,  

4 2 2(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2m m m m mz i i i          ,  

4 3 3(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2 (1 ) 4 ( 1) 2( 1 )m m m m m m mz i i i i i                .  

Значи, z  е реален број ако и само ако 4 | n . 

 

10. Даден е комплексниот број 1 3

2

iz   . Пресметај го производот: 

2 2012

2 20121 1 1( )( ) ( )
z z z

z z z   . 

Решение. Од  
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2 21 3 1 2 3 3 1 3

2 4 2
( )i i iz          и 3 1 3 1 3

2 2
1i iz       

следува: 

2 2012

2 2012 2 2 670 2 21 1 1

670 2 1342 670 13421 3 1 3

2 2

670 1342 670

( )( ) ( ) (( )( )(1 1)) ( )( )

2 ( ) 2 ( )

2 ( 1) 2 .

z z z

i i

z z z z z z z z z z z

z z    

        

   

  

  

 

11. Ако за комплексниот број 3 2z i    важи 2 3
3 2

| | 1z i
z i
 
 

 , тогаш 

Im( ) Re( )z z . Докажи! 

Решение: Ако z a bi   тогаш од условот во задачата добиваме   

| ( 2) ( 3) | | ( 3) ( 2) |a b i a b i       , 

а оттука  
2 2 2 2( 2) ( 3) ( 3) ( 2)a b a b       . 

Од последното равенство имаме 10 10 0a b   па затоа Re( ) Im( )z a b z   .   

 

12. Докажи, дека ако модулот на еден комплексен број е еднаков на 1, тогаш 

тој може да се претстави во обликот c i
c i



, каде c  е реален број. 

Решение. Ако | | 1z   и 1
1

z
z

c i 


 , тогаш c i
c i

z 


  и | | 1c i
c i



 , т.е.   

1c i c i
c i c i

 
 
  . 

Со средување на последното равенство добиваме 0c c  . Значи, c  и 
c i
c i

z 


 , што и требаше да докажеме.  

 

13. Докажи, дека ако 2| 1| 2 | 1|z z   , z , тогаш | | 7z  . 

Решение. Нека z x iy  . Тогаш  

1 1z x iy     и 2 2 21 1 2z x y xyi     ,  

од каде добиваме  
2| 1| 2 | 1|z z    2 2 2 2 2 2 2( 1) 4 4(( 1) )x y x y x y               

4 4 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 4 8 4 4x y x y x y x y x x y                   

4 2 2 4 2 22 2 8 3 6 0x x y y x x y                               

2 2 2 2 2 2( ) 6( ) 4 8 4 7 0x y x y x x                               

2 2 2 2 2 2( ) 6( ) 4( 1) 7 0x y x y x       . 

Ако ставиме 2 2 2r x y   тогаш од последното равенство следува дека  

2 2 2( ) 6 7 0r r      2 2( 7)( 1) 0r r       

2 7 0r         2 7r         | | 7r   

што требаше и да се докаже. 
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14. Докажи дека за секоj комплексен број z , ако 1

2
| 1 |z   , тогаш 

2| 1| 1z   . 

Решение. Да претпоставиме дека постои комплексен број z  таков што 

1

2
| 1 |z    и 

2| 1| 1z   . Нека z a bi  . Тогаш  

1 1z a bi     и 
2 2 21 1 2z a b abi     . 

Од 1

2
| 1 |z    добиваме 

2 2 1
2

( 1)a b           
2 2 1

2
2 1a a b          

2 22 4 2 2 1a a b         

2 22 2 4 1b a a    .          (1) 

Од 
2| 1| 1z    добиваме 

2 2 2 2 2( 1) 4 1a b a b             

4 4 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 1a b a b a b a b           

4 4 2 2 2 21 2 2 2 1a b a b a b            

2 2 2 2 2( ) 2 2a b b a   .         (2) 

Ако оценката на 
22b  од (1) ја замениме во (2) добиваме 

2 2 2 2 2( ) 2 4 1 2a b a a a         
2 2 2 2( ) 4 4 1 0a b a a        

 
22 2 2( ) 2 1 0a b a    . 

Последното неравенство не е можно. Следува дека за секој комплексен број z , 

ако 1

2
| 1 |z   , тогаш 

2| 1| 1z   . 

 

15. Ако z е комплексен број таков што | | 1,z   докажи дека  

2
2 1 0

2
0 1 2

| | 1
a z a z a

a z a z a

 

 
 , каде 0 1 2, ,a a a  . 

Решение. Нека | | 1z  . Тогаш  

2 2 2 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0

2 2 2 2
2 1 0 2 1 00 1 2 0 1 2 0 1 2

| | | | | |

| || | | |
| | | | | | | | 1

a z a z a a z a z a a z z a z a z a z a a z a z a a zz
z a z a a z a z a a za z a z a a z a z a a z z a z a z

         

        
      . 

 

16. За комплексниот ненулти број z , важи 3z z . Пресметај го 2004z . 

Решение. Од 3z z  следува 3z z . Со множење на двете равенства добива-

ме 3 3z z zz , односно 6 2| | | |z z . Бидејќи 0z  , имаме 4| | 1z  , па затоа | | 1z  .  

Според тоа, 4 2| | 1z zz z   , па затоа 2004 4 501( ) 1z z  .  

 

17. За ненултите комплексни броеви z  и w  важи | | | | | |z w z w   . Пресметај 

99( )z
w

.  
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Решение. Од условот на задачата следува | 1 | 1|z z
w w
    . Нека z

w
u  . Тогаш 

1uu   и ( 1)( 1) 1u u   , па затоа 
2( 1)11 ( 1)( 1)

u

u u
u


     , од каде добиваме 

2 1u u  . Последното равенство го множиме со u  и добиваме 3 2 1u u u    . 

Според тоа,  

99 3 33 33( ) ( 1) 1u u     , т.е. 
99( ) 1z

w
  .  

 

18. За ненултиот комплексен број z  важи 8z z . Кои вредности може да ги 

прими бројот 2019z .  

Решение. Од 8z z  следува 9 2| |z zz z  , т.а. 9 2| | | |z z  и како | | 0z   доби-

ваме | | 1z  .  

Бидејќи 9 1z  , од 2019 9 224 3 3( )z z z z   и 3 3 9( ) 1z z  , ако ставиме 3w z , 

ја добиваме равенката 3 1 0w   , т.е. равенката 2( 1)( 1) 0w w w    , чии реше-

нија се 1 3
1 2,3 2

1, iw w    . Според тоа, 3 1 3 1 3

2 2
{1, , }i iz     , што значи дека 

2019 1 3 1 3

2 2
{1, , }i iz     .  

 

19. Нека , ,a b c  се комплексни броеви такви што  

0a b c    и 0ab bc ca   . 

Докажи, дека | | | | | |a b c  .  

Решение. Од првото равенство добиваме a b c   , па затоа со замена во 

второто равенство наоѓаме  

20 ( )ab bc ca ab c a b ab c        , т.е. 
2ab c . 

Аналогно добиваме 
2bc a  и 

2ca b . Од добиените равенства следува  

2| | | | | |a b c  , 2| | | | | |b c a   и 2| | | | | |c a b  . 

Ако ги поделиме првите две равенства добиваме 
2

2

| | | |

| | | |

a c

c a
 , т.е. 3 3| | | |a c , па затоа 

| | | |a c . Аналогно се добива дека | | | |b c , па затоа важи | | | | | |a b c  .  

 

20. Ако 1 2| | | | 1z z   и 1 2 1z z   , докажи дека 1 2

1 21

z z

z z




 е реален број. Докажи!  

Решение. Имаме,  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 ( )(1 )

1 1 1 |1 |

|1 | |1 | |1 |
.

z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z

    

   

    

  

  

  

 

Но, 1 1z z  и 2 2z z  се реални броеви, па затоа  и 1 2

1 21

z z

z z




 е реален број.  
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21. Нека , ,a b c  се комплексни броеви. Ако 21 0c c   , докажи дека  

2 2 2 2( )( )ac bc bc ac a ab b     . 

Решение. Од 21 0c c   , имаме 2 3 0c c c   , т.е. 3 2( ) ( 1) 1c c c      

Затоа   
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )

[ ( 1) ( )] [ ( ) ( )]

( ) .

ac bc bc ac c ac b bc a c abc a c b c ab

c ab c c a b c ab c c a b

c a ab b a ab b

        

       

     

 

 

22. Нека 1z  и 2z  се комплексни броеви такви што важи 1 2 1 2| 2 | | 2 |z z z z   . 

Докажи, дека за секој релаен број   важи 1 2 1 2| | | |z z z z    .  

Решение. За секој реален број   важи  
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2

| | | | ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

| | | | ( ) | | | | ( )

(1 )(| | | | ).

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z

           

       

       

  

 (1) 

Бидејќи 1 2 1 2| 2 | | 2 |z z z z   , односно 2 2
1 2 1 2| 2 | | 2 | 0z z z z     и како според 

(1) за 2   важи  

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2| 2 | | 2 | (1 2 )(| | | | )z z z z z z      , 

добиваме дека важи 2 2
1 2| | | | 0z z  . Затоа, повторно од (1) следува дека  

2 2
1 2 1 2| | | | 0z z z z     , т.е. 1 2 1 2| | | |z z z z    . 

 

23. Ако ,a b  и c  се комплексни броеви такви што | | | | 1a b   и a b , тогаш 

a b c abc

a b

  


 е имагинарен број. Докажи! 

Решение. Нека a b c abc

a b
w   


 . Тогаш a b c abc

a b
w   


  . Од | | | | 1a b   следува 

дека 1aa bb  .  Имаме:  

a b c abc a b c abc ab aab abb abc aabbc b a abc c

a b a b ab aab abb b a
w w           

   
        

и оттука следува Re 0w  .    

 

24. Нека 1 2,z z  и 3z  се комплексни броеви со модул 1 и нека 1 2 3 0z z z   . 

Докажи дека  

1 2 2 3 3 1| | | | | |z z z z z z     . 

Решение. Од 1 2 3 0z z z    и 1 2 3| | | | | | 1z z z    добиваме  

1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      . 

Нека k k kz x iy  , 1,2,3k  . Од | | 1k jz z   за k j  добиваме  
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2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 1k j k j k j k jx x y y x x y y       

2 2 ( ) 1k j k jx x y y     

2( ) 1k j k jx x y y   .  

Користејќи го тоа, за модулот на k jz z ( , {1,2,3}k j , k j ) добиваме  

2 2 2

2 2 2 2

| | ( ) ( )

( ) ( ) 2( )

2 1 1,

k j k j k j

k j k j k j k j

z z x x y y

x x y y x x y y

    

     

  

, 

т.е. 1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      .  

 

25. Ако 1 2 3, ,z z z  се комплексни броеви такви што  

1 2 3| | | | | |z z z   и 1 2 3 0z z z   , 

тогаш изразот  
2 2 2

1 2 2 3 3 1| | | | | |z z z z z z      

има константна вредност. Докажи! 

Решение. �I�j�\���g�Z�q�b�g����Нека 1 2 3| | | | | |z z z k   , тогаш од условот 1 2 3 0z z z    

добиваме: 

1 2 3z z z   ,   т.е.  1 2 3| | | |z z z k     

Аналогно наоѓаме дека 2 3 1| | | |z z z k     и , па добиваме: 

 

�<�l�h�j���g�Z�q�b�g. Користејќи дека   и , за секои , 

имаме: 

 

Бидејќи следува дека изразот  има константна 

вредност: . 

Забелешка. Задачата можеме да ја решиме ако комплексните броеви ги запишеме 

во алгебарска (стандардна) форма  , тогаш: 

итн, 

а од условот , следува: . 
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