
 

 

 

 

 

 

 

Методи Главче  

Катерина Аневска  

Ристо Малчески  
 

 

 

 

 

 

ПРАКТИКУМ ПО МЕТОДИКА НА 

НАСТАВАТА ПО МАТЕМАТИКА 

ОД ПРВО ДО ПЕТТО ОДДЕЛЕНИЕ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Скопје, 2022 



Рецензенти:  

Д-р Алит Ибраими, вон. проф. на ДУ, Тетово  

Д-р Валентина Гоговска, вон. проф. на ПМФ, Скопје 



Содржина  

  3  

 

 

 

 

 

СОДРЖИНА  

 

Предговор                    5 

 

I   МАТЕМАТИЧКИ ЗАДАЧИ   
 

1. Поим за математичка задача            7 

2. Видови математички задачи            10 

3. Функции на задачите              13 

4. Методика за решавање задачи            16 

5. Методи за решавање задачи             21 

5.1. Синтетички метод              21 

5.2. Аналитички метод              23 

5.2.1. Метод на алгебарска анализа         24 

5.2.2. Метод на анализа при решавање  

конструктивни задачи           26 

6. Контрапримерите во наставата по математика       28 

6.1. Формирање умеења кај учениците за  

користење контрапримери            29 

 

II    МНОЖЕСТВА. ВЕНОВИ ДИЈАГРАМИ   

 

1. Множества и Венови дијаграми           33 

2. Нерешени  задачи                45  

 

III   ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ  

 

1. Воведни задачи                 49 

2. Бројни ребуси                 54 

3. Формирање на броеви со помош на други  

броеви и аритемтички операции           59 

4. Деливост                   61 

5. Прости броеви                 66 

6. Најголем заеднички делител и  

најмал заеднички содржател            71 

7. Диофантови равенки               75 

8. Нерешени задачи                78 

 



М. Главче, К. Аневска, Р. Малчески  

 4 

IV   ДРОПКИ  

 

1. Операции со дропки и равенки           89 

2. Проширување, скратување и споредување на дропки   92 

3. Нерешени задачи               95 

 

V    ТЕКСТУАЛНИ ЗАДАЧИ  

 

1. Аритметички и алгебарско решавање  

на текстуални задачи               98 

2. Задачи поврзани со брзини            111 

3. Примена на системи линеарни равенки        120 

4. Нерешени задачи               122 

 

VI   ГЕОМЕТРИЈА  

 

1. Воведни задачи                132 

2. Правоаголник и квадрат (плоштина и периметар)    133 

3. Примена на плоштина на правоаголник во  

решавање на текстуални задачи          142 

4. Агли                   143 

5. Нерешени задачи               147 

 

VII  ЛОГИКА И КОМБИНАТОРИКА  

 

1. Воведни задачи                158 

2. Принцип на Дирихле              161  

3. Мерења и претурање              163 

4. Пребројувања                166 

5. Конфигурации во геометријата со дефинирани услови   173 

6. Графови                  176 

7. Нерешени задачи               179 

 

Литература                  187 



Предговор  

  5  

 

 

 

 

 

ПРЕДГОВОР  
 

 

Предметнава книга е наменета за студентите од Педагошките факулте-

ти кои го слушаат предметот Методика на наставата по математика. Кни-

гава всушност е наменета за практичниот дел од предметот, односно за 

реализирање на вежбите.  

Истата е поделена на седум дела, од кои првиот дел е посветен на 

математичките задачи и нивната улога во наставата по математика. Во овој 

дел се разработени поимот за математичка задача, функциите на задачите, 

методиката на решавање задачи, методите за решавање задачи и контра-

примерите во наставата по математика. Овој дел всушност и не се разли-

кува од општата методика на наставата по математика, па затоа и приме-

рите не се исклучиво од делот на наставата по математика од прво до 

петто одделение.  

Во следните шест дела:  

- Множества. Венови дијаграми,  

- Природни броеви,  

- Дропки,  

- Текстуални задачи,  

- Геометрија,  

- Логика и комбинаторика  

се дадени вкупно 737 задачи, од кои 385 се решени. Притоа, на решенијата 

на задачите не е извршена соодветна методска анализа, како што е тоа на-

правено во решените примери од првиот дел. Затоа е потребно студентите 

на вежбите по математика, под раководство на наставникот, односно 

асистентот или пак самостојно истата да ја направи за секоја решена 

задача. Сметаме дека ова е потребно да се направи и при решавањето на 

нерешените задачи, што сигурно ќе придонесе за подобра подготовка на 

студентите за нивната идна работа како учители по математика од прво до 

петто одделение. Понатаму, додека решените задачи се систематизирани 

според видот, истото не е целосно направено за нерешните задачи. 

Последното има за цел студентите самостојно да увидат на кој вид припаѓа 
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дадена задача, се со цел подобро да се оспособат за изборот на методот за 

решавање на истата.  

Се надеваме дека нашиот напор ќе придонесе за подобрување на оспо-

собеноста на студентите во делот на методиката на наставата по матема-

тика, а особено во практичната реализација на истата. Воедно, им се забла-

годаруваме на рецензентите проф. д-р Алит Ибраими и проф. д-р Валенти-

на Гоговска кои внимателно ја прочитаа книгава и со своите забелешки 

придонесоа за нејзиното подобрување.  

На крајот, и покрај вложениот напор, не можеме да се ослободиме од 

впечатокот дека се можни значителни подобрувања на оваа книга, па затоа 

сме однапред благодарни на секоја добронамерна критика и сугестија.  

 

Скопје,                 Авторите  

13.01.2022 година 
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I  МАТЕМАТИЧКИ ЗАДАЧИ   

 

 

1. ПОИМ ЗА МАТЕМАТИЧКА ЗАДАЧА   
 

Најважно средство за формирање на математичката култура кај уче-

ниците и нивно активно учество во наставата по математика е ефектив-

ното организирање и управување на наставниот процес при решавањето 

математички задачи. Притоа, учениците сознателно и трајно го усвојуваат 

системот на математичките знаења, умеења и навики.  

Основна содржина на училишниот курс по математика се матема-

тичките поими и тврдењата поврзани со нив. Меѓутоа, нивно успешно 

усвојување е можно само преку решавање соодветни задачи. Оттука про-

излегува и важноста на задачите во наставата по математика, како и оспо-

собеноста на учителот за ефективно организирање и управување на на-

ставниот процес при решавањето математички задачи. Може да се каже 

дека учителот е оспособен да ја реализира оваа важна задача ако:  

- успешно ги посочува целите при решавањето конкретна задача,  

- врши правилен избор и подредување на задачите во дадена лек-

ција, тема, учебен предмет и во целиот училишен курс, и  

- успешно ја организира работата на учениците при решавањето 

конкретна задача.  

Многу често во математиката се поставува барањето: Од дадено мно-

жество математички објекти U  да се оддели подмножество S , чии еле-

менти имаат дадени својства. Притоа, велиме дека со ова барање е поста-

вена математичка задача или едноставно задача.  

Во овој дел подетално ќе се осврнеме на поимот математичка задача. 

Но, пред тоа ќе разгледаме неколку примери.  

Пример 1. Определи ги сите подредени парови на прости броеви 

 𝑝, 𝑞  така што 𝑝2 + 𝑞 = 101. 

Со оваа задача описно е зададено множеството S  (тоа е множеството 

прости броеви кои се решенија на равенката  𝑝2 + 𝑞 = 101) и се бара тоа 

множество да се зададе конструктивно, односно со непосредно посочува-

ње на неговите елементи. Притоа треба да се има предвид дека множе-

ството S  е подмножество од некое множество броеви U , кое се нарекува 

множество на дозволиви вредности на непознатата и во овој случај 

P PU   , каде P  е множеството прости броеви. ■ 
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Пример 2. Раскажувајќи ги своите приказни 1001 ноќ, Шехерезада 

поставила древен математички проблем. Имено, се поставува прашањето 

колку ноќи Шехерезада би раскажувала 1001 бајка, ако во текот на некои 

ноќи таа раскажувала по 5 бајки, а во текот на другите по 3 бајки?  Што 

мислите, колку најмногу, а колку најмалку ноќи ѝ се биле потребни на 

Шехерезада да ги раскаже сите 1001 бајка? 

Во оваа задача, преку низа од мисли, описно се задава множеството S , 

кое има два елементи, а се бара множеството S  да се зададе конструк-

тивно. Притоа, S  е подмножество од множеството U  . ■ 

 

Пример 3. Аглите 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿  се „соседни“ и заедно формираат рамен 

агол. Ако е познато дека секои  два несоседни агли се комплементни и 

уште дека 𝛾 =
3

5
𝛽, определи ја големината на секој од овие агли. 

Со оваа задача описно е зададено множеството S  од четворки агли 

кои ги задоволува дадените услови. Се бара множеството S  да се зададе 

конструктивно, т.е. да се посочи секој елемент на S . ■  

Претходните размислувања ја наметнуваат следнава дефиниција за 

математичка задача:  

Математичка задача е низа од мисли со кои, на некој начин, се зада-

ва подмножество S  на дадено множество U  од математички објекти и 

притоа треба:  

- ако множеството S  е конечно, тоа да се најде конструктивно, или  

- да се докаже дека S  е подмножество на веќе зададено подмно-

жество на множеството U , или  

- да се докаже дека 'S S , каде 'S  е дадено множество, или  

- да се докаже дека елементите на S  можат да се добијат со конечна 

користење на правилата за примена на шестар и линијар.  

Притоа, за секој од начините за задавање на S  велиме дека е прет-

ставување на S , а за задачата дека е определена во множеството U . Мно-

жество S  го нарекуваме множество решенија на задачата во U .  

Со поимот задача се поврзани и следниве термини:  

- текст на задачата е низата од зборови од говорниот јазик и мате-

матичките симболи со кои се задаваат множеството U , својствата 

на елементите од множеството S  и барањето за претставување на 

S ,  

- услов на задачата ( )A  е текстот со кој S  се задава описно, а U  се 

задава описно или конструктивно,  
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- заклучок на задачата ( )B  е делот од задачата со кој се посочува 

бараното претставување на S ,  

- решавање на задачата е дејност со која од даденото задавање на S  

во текстот се оди кон бараното претставување на S . Притоа, како 

резултат на таа дејност се формира конечна низа од начините на 

задавање на S , што овозможува да се добие бараното претставу-

вање на S  и секое такво претставување го нарекуваме решение на 

задачата ( )R , и  

- база на решението на задачата ( )C  е множеството од тврдења 

(теореми, аксиоми), дефиниции и др., со чија помош се наоѓа реше-

нието на задачата.  

Во основа, секоја математичка задача е составена од компонентите 

, , ,A C R B , кои ќе ги илустрираме на еден елементарен пример.  

Пример 5. Определи ги сите подредени парови на прости броеви 

 𝑝, 𝑞  така што 𝑝2 + 𝑞 = 101. 

)A  Услов на задачата: дадена е Диофантова равенка со непознати 

 𝑝, 𝑞 , кои се содржат во полином по 𝑝 и 𝑞. Левата страна на равенката 

содржи еден полином, а десната страна е бројот 101.  

)B  Заклучок на задачата: непознат и тоа е таква вредност на x , со 

чија замена на местото на x , условното равенство ќе премине во точно 

бројно равенство.  

)R  Решение на задачата: низа од равенки поврзани со релациите   

и   :  

1) Ако 𝑝 = 2, тогаш 𝑞 = 101 − 4 = 97, што е прост број. 

2) Ако 𝑝 ≥ 3, тогаш 𝑞 = 101 − 𝑝2. Бидејќи 𝑝 е прост број поголем од 

3, заклучуваме дека 𝑞  е непарен број, па тогаш 𝑞 е парен број, значи 𝑞 =

2. Значи 𝑝2 = 99, што е невозможно во множество прости броеви. Значи, 

единственото решение е  2,97 . 

Проверка: 22 + 97 = 101, т.е.  2,97  е решение на равенката.  

)C  База на решението: поим за прост број и  теоремите за еквива-

лентност на равенките. ■ 
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2. ВИДОВИ МАТЕМАТИЧКИ ЗАДАЧИ  
 

Ако се искористи карактеризацијата на задачите поврзана со четирите 

основни компоненти , , ,A C R B , задачите можат да се типизираат според 

бројот на непознатите компоненти. Непознатите компоненти ќе ги означу-

ваме со буквите , , ,...X Y Z . Поаѓајќи од стационарната положба ACRB  

можеме да ги определиме следниве типови задачи:  

- Прв тип, кога е непозната само една компонента: ,XCRB  ,AXRB  

,ACXB ACRX . Задачите од овој тип ја образуваат содржината ре-

чиси на секој учебник и за нив можеме да кажеме дека се задачи за 

обучување (осознавање).  

- Втор тип, кога се непознати две компоненти: , ,AXYB XCRY  

, , ,XYRB ACXY AXRY XCYB . Задачите од овој тип се поставуваат 

на натпреварите по математика и, обично тие се од видот AXYB , 

што значи дека јавно се одделени условот и заклучокот на зада-

чата, а непознати се не само решението, туку и теоријата на која 

тоа се заснова. Според тоа, за овие задачи може да се каже дека се 

творечки.  

- Трет тип, кога се непознати три компоненти: ,XYZB  ,AXYZ  

,XCYZ XYRZ . Задачите од овој тип речиси и не се среќаваат во 

наставата по математика, но тоа не значи дека тие не постојат и не 

се корисни за наставата. Доколку задачите од овој тип се користат 

во наставата по математика, пожелно е тие да се од типот AXYZ . 

На пример, ако паралелопипедот се дефинира како вид на призма, 

тогаш може да се постави следнава задача: „Да се испита парa-

лелопипедот и да се определат неговите својства“, која очигледно 

е од типот AXYZ . Задачите од овој тип можеме да ги типизираме 

како проблемски задачи.  

Да забележиме дека ако учителот сака да ја реши почетната задача, 

тогаш тој може да почне од некоја од преформулираните задачи, усно да 

ги соопшти можните варијанти и подетално да се осврне на почетната 

задача или на некоја задача слична на неа, но формулирана од учениците.  

Покрај веќе направената поделба на задачите, можат да се извршат и 

низа други поделби, од кои ќе ги спомнеме поделбите според: условот, 

барањето, структурата, содржината, видот на мислењето и дидактич-

ките цели.  
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Според условот, задачите се делат на определени, неопределени и 

преопределени.  

- Задачата во која условот ( )A  содржи доволно и само доволно 

податоци за исполнување на заклучокот ( )B  ја нарекуваме опре-

делена задача.  

- Ако од условот ( )A  на некоја определена задача се испушти некој 

податок, тогаш велиме дека станува збор за неопределена задача.  

- Ако пак во условот ( )A  на некоја определена задача се додаде 

некој податок кој не бил во ( )A , тогаш се добива преопределена 

задача. Притоа, ако новиот податок следува од условот ( )A , тогаш 

новата задача останува определена, а ако новиот податок е во 

спротивност со условот ( )A , тогаш новата задача нема решение и 

велиме дека станува збор за противречна задача.  

Пример 6. а) Даден е рамнокрак трапез со основи 13 ,a cm  7b cm  и 

висина 4h cm . Да се пресмета периметарот на трапезот.  

Јасно, оваа задача е определена, бидејќи условот содржи доволно и 

само доволно податоци за исполнување на барањето.  

б) Да се пресмета периметарот на трапезот со основи 13 ,a cm  

7b cm  и висина 4h cm .  

Оваа задача е добиена од претходната, со испуштање на условот 

рамнокрак трапез и таа е неопределена, бидејќи постојат бесконечно многу 

трапези со дадените податоци и меѓу нив има трапези со различни периме-

три.  

в) Даден е рамнокрак трапез со основи 13 ,a cm  7b cm , висина 

4h cm  и крак 5c cm . Да се пресмета периметарот на трапезот.  

Оваа задача е добиена од задачата под а), со додавање на податокот 

„крак 5c cm “ и таа е преопределена, но останува определена бидејќи 

додадениот податок следува од претходните податоци.  

г) Даден е рамнокрак трапез со основи 13 ,a cm  7b cm , висина 

4h cm  и крак 7c cm . Да се пресмета периметарот на трапезот.  

Оваа задача е добиена од задачата под а), со додавање на податокот 

„крак 7c cm “ и таа е преопределена, но и противречна бидејќи новиот 

податок противречи на претходните податоци (проверете!). ■ 

Според барањето, задачата може да биде: нумеричка, конструктивна 

и теориска.  
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Во почетното образование според содржината, што значи според 

припадноста кон определена математичка дисциплина, задачите можат да 

бидат:  

- аритметички како, на пример, задачите кои ги вклучуваат основ-

ните операции во множеството природни броеви, задачите од 

елементарната теорија на броеви и слично,  

- алгебарски, во кои спаѓаат задачите со решавање на равенки и 

неравенки и нивни системи итн.,  

- геометриски, во кои спаѓаат задачите од планиметрија и стерео-

метрија,  

- логички и комбинаторни задачи.  

Според структурата задачите можат да бидат:  

- едноставни и тоа се задачи кои не можат или нема потреба да 

бидат разбиени на повеќе помали задачи, и  

- сложени и тоа се задачи кои задолжително се разбиваат на две или 

на повеќе подзадачи од дадената задача.  

Според видот на мислењето кој преовладува при решавањето, зада-

чите се делат на:   

- алгоритамски и тоа се задачите кај кои решавањето е еднозначно 

определено со помош на точно определена постапка (формула, 

правило или алгоритам),  

- полуалгоритамски, во кои спаѓаат задачите чие решавање не е 

определено со строго ориентациона шема и за решавање на овие 

задачи е потребен дополнителен интелектуален напор (случајот со 

геометриските задачи во кои, по правило, е потребно доцртување 

на дополнителни елементи на зададениот цртеж), и  

- евристички, во кои спаѓаат нестандардните задачи, т.е. задачите од 

третиот тип во првичната класификација.  

Според дидактичките цели, задачите се делат на:  

- задачи за осознавање, во кои спаѓаат задачите за усвојување нови 

знаења,  

- задачи за увежбување, кои се применуваат за здобивање на трајни 

знаења, умеења и навики, и  

- творечки задачи, т.е. задачи во кои изразено се застапени еле-

ментите на творечкото мислење и кои, по правило, се нестандардни 

и посеопфатни од гледна точка на базата на решението.  

На крајот од овој дел да забележиме дека претходните класификации 

на задачите како такви можат да се прифатат само условно, бидејќи во 
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текот на последниве десетина години, во завршните одделенија на основ-

ното и во текот на средното образование, постои тенденција за обработка 

на нестандардни задачи за увежбување на обработуваниот материјал. Овие 

задачи се компонирани на тој начин што тешко може строго да се класи-

фицираат, дури и според еден од наведените критериуми.  

 

 

 

3. ФУНКЦИИ НА ЗАДАЧИТЕ  
 

До неодамна функциите на задачите се поврзуваа само со изучување-

то на конкретни теми од наставната програма, т.е. се формулираа само од 

гледна точка на наставата. Но, во последно време на задачите им се 

посветува внимание и во дидактиката, психологијата и кибернетиката, со 

што прашањето на функциите на задачите почна посебно да се разгледува 

и во методиката на наставата по математика.  

Ќе наведеме неколку принципи од кои ќе се раководиме при разгле-

дувањето на функциите на училишните математички задачи.  

1. Практиката на наставата по математика покажува дека секоја кон-

кретна задача, која се поставува и се решава во една или во друга етапа од 

наставата, има разновидни функции, кои во дадените конкретни услови се 

пројавуваат јавно или скриено. Поради тоа има смисла да се говори за една 

или за друга водечка функција на задачата во дадена конкретна ситуација.  

2. Водечката положба на една или на неколку функции на задачата 

има динамичен карактер. Имено, во зависност од конкретните услови не-

која скриена функција на дадена задача може да стане водечка, а нејзината 

претходно декларирана водечка функција може да остане нереализирана. 

Често пати, во практиката учителот не ја согледува водечката функција на 

една задача (според замислата на авторите на учебникот) и затоа нејзиното 

решавање не ја постигнува саканата цел, и обратно, чести се случаите кога 

при решавањето на дадена задача инвентивната работа на учителот откри-

ва и реализира пошироки и покорисни функции од оние, кои ги предви-

деле авторите на учебникот.  

3. Системот од училишни математички задачи треба да соодветствува 

со целите на наставата по математика во училиштето. Затоа секоја одделна 

задача или систем од задачи треба да е насочен кон реализирањето на една 

или на друга конкретна цел на наставата.  
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4. Бидејќи образовната, воспитната и развојната компонента се ос-

новни во наставата по математика, можеме да сметаме дека основни во-

дечки функции на задачите се тие да образуваат, воспитуваат и да ги 

развиваат творечките способности на учениците.  

5. Секоја од основните функции на задачите практично никогаш не е 

изолирана од другите, па затоа за неа можеме да зборуваме само како 

водечка при решавањето на една задача или на систем од задачи. Јасно, 

учителот прво треба да се грижи да се реализира водечката функција на за-

дачата, но истовремено треба да има предвид дека ненавременото потен-

цирање на другите функции на задачата може негативно да се одрази на 

ефектите од решавањето на соодветната задача во рамките на наставната 

единица.  

Природно е да постојат и такви задачи кои во себе содржат повеќе 

водечки функции. Во нашите разгледувања нема да се задржиме на овие 

прашања, туку ќе ги разгледаме функциите на задачите во наставата по ма-

тематика.  

Под образовни функции на задачите се подразбираат оние функции 

кои се насочени кон формирање на систем од математички знаења, умеења 

и навики кај учениците. Образовните функции можат да бидат од заеднич-

ки, посебен и конкретен карактер.  

Под заеднички образовни функции ги подразбираме оние функции на 

задачите кои се важни не само во наставата по математика, туку и во 

наставата од сите дисциплини на природно-математичкото подрачје. Под 

посебни образовни функции на математичките задачи ги подразбираме 

функциите од општ карактер кои се важни само за наставата по мате-

матика. Под конкретни образовни функции на задачите ги подразбираме 

поединечните специјални функции.  

На пример, формирањето на некои поими на ниво на претстави е заед-

ничка образовна функција; формирањето претстава за природен број е 

посебна функција, а формирањето претстава за бројот 2 е конкретна обра-

зовна функција.  

Заради нивното значење, подетално ќе ги разгледаме само заеднич-

ките образовни функции на задачите, а тоа се:  

1. повторување на поимите, со цел тие правилно и трајно да се ус-

војат,  

2. констатирање на врските меѓу поимите (од род кон вид и обратно, 

внатрешнопредметните и меѓупредметните врски),  
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3. усвојување на основните правила за заклучување и оспособување за 

нивна правилна примена,  

4. формирање на поимот математички модел,  

5. откривање на процесите и разбирање на соодносите,  

6. формирање на умеења и навики за правилно усно и писмено изра-

зување, како на говорен, така и на симболички јазик, и  

7. формирање на умеења и навики за работа со прибор, инструменти, 

користење на литература и слично.  

Познато е дека образованието, пред сè, воспитува преку содржините, 

односно преку фактите и нивното толкување. Меѓутоа, остварувањето на 

воспитната функција зависи и од тоа како пред учениците е презентирана 

наставната материја и од самата организацијата на работата на часот, како 

со целата паралелка, така и со секој ученик поединечно.  

Всушност, секоја задача во себе содржи една или друга воспитна 

функција, а од учителот и од авторот на учебникот или на збирката зависи 

дали таа ќе се оствари и во која мера. Притоа, изучуваниот материјал и на-

ставниот процес, што значи и секоја задача, треба целисходно да се иско-

ристи за:  

1. кај учениците да се побудува и да се развива интересот за матема-

тиката,  

2. воспитување за одговорно однесување кон наставниот предмет,  

3. формирање навики за континуирано и планско работење.  

На крај, под функции кои ги развиваат творечките способности на 

учениците (развојни функции) ги подразбираме оние кои се насочени кон 

развивање на мислењето на учениците, кон формирање квалитети својст-

вени за научното мислење и совладување на пристапи за ефективна ум-

ствена работа.  

Во заедничките развојни функции на задачите спаѓаат:  

1. совладувањето на методите на научното сознавање,  

2. развивањето на способностите за индуктивно и за дедуктивно 

заклучување,  

3. развивањето на умеењата да се извршува елементарно моделирање 

и да се користат постојните или да се составуваат нови модели за изучува-

ње на својствата на објектите,  

4. развивањето на умеењата да се класифицираат изучуваните објекти, 

да се систематизираат знаењата, да се откриваат причинско-последовател-

ните и структурните врски меѓу објектите на ниво на стекнатите знаења,  
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5. развивањето на умеењата  да се врши избор на средства и на методи 

за реализирање на поставената цел, согласно конкретните услови,  

6. развивањето на умеењата да се открива поврзаноста на изучуваниот 

материјал со практичната дејност на човекот, и  

7. совладувањето на основните квалитети, својствени на научното 

мислење.  

Во посебните развојни функции на задачите спаѓаат:  

1. формирањето и развојот на знаења и умеења дедуктивно да се до-

кажуваат или да се негираат математичките тврдења,  

2. развивањето на умеења да се планира решавањето на дадена задача, 

да се исклучат непотребните податоци од условот, условот да се дополни 

со податоци кои недостасуваат, да се изберат методи, средства и операции 

за решавање на задачата и да се проверат точноста и смислата на 

добиеното решение,  

3. формирањето јасна претстава за логичката структура на курсот по 

математика, за фактот дека апстрактниот карактер на математиката како 

наука е основна причина за нејзините многубројни примени во останатите 

науки, во техниката и воопшто во животот,  

4. формирањето умеења да се дефинираат математичките поими,  

5. развивањето и усовршувањето на умеењата брзо и точно да се извр-

шуваат најразлични пресметувања, со или без помош на технички по-

магала, и  

6. усовршувањето на умеењата да се користи јазикот на матема-

тичката симболика.  

 

 

 

4. МЕТОДИКА ЗА РЕШАВАЊЕ ЗАДАЧИ  
 

Во досегашните разгледувања се задржавме на прашањата:  

- Што е тоа математичка задача?  

- Какви видови математички задачи има?   

- Кои се функциите на математичките задачи?  

Во овој дел ќе се осврнеме на методската работа, поврзана со кон-

кретно решавање на дадена задача и како со решавањето конкретна задача 

кај учениците се формираат умеењата за решавање задачи.  

При обработката на методиката за решавање на дадена задача ќе се за-

држиме на четирите етапи, кои според многу автори се среќаваат при ре-
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шавањето на дадена задача, иако активностите во нив секогаш не се подре-

дени по дадениот редослед.  

 

А) ПРВА ЕТАПА - РАЗБИРАЊЕ НА ЗАДАЧАТА  

 

Во оваа етапа се прави елементарна анализа на задачата, односно се 

детализираат условот и заклучокот, при што се детализираат сите искази 

кои се дадени во условот и заклучокот, се забележува кои од објектите во 

задачата се познати, а кои се непознати, т.е. што во задачата треба да се 

пресмета, докаже или конструира. Со еден збор, спомнатата елементарна 

анализа е во функција на оценка на информацијата на задачата, која може 

да биде:  

1. Основна информација. Оваа информација го карактеризира типот 

на задачата и ги насочува учениците кон заедничките идеи и методи за ре-

шавање задачи од определениот тип. Одделувањето на оваа информација 

има за цел учениците да го согледаат суштественото во задачата, кое е 

претпоставка за воопштување на знаењата. Ако учителот не го надмине 

конкретното во дадената задача и не се осврне на нејзините суштествени 

елементи, тогаш може да се каже дека при решавањето на дадената задача 

е занемарена образовната функција.  

2. Специфична информација. Тоа е информација која е карактерис-

тична за конкретната задача, но не и за типот задачи. Оваа информација ја 

определува индивидуалноста на задачата и ги насочува учениците кон 

конкретизирање на заедничките идеи и методи, определени со основната 

информација и кон составување план за решавање на конкретната задача. 

Одделувањето на специфичната информација ги насочува учениците во 

секоја задача, покрај општото, да бараат и низа специфичности, со што се 

формираат навики за внимателно набљудување на објектите и за суш-

тинско проучување на релациите меѓу објектите и податоците поврзани со 

нив.  

3. Несуштествена информација. Тоа е информација која не влијае на 

решението на задачата, но може да влијае на педагошката вредност на за-

дачата. На пример, преку содржините на т.н. текстуални задачи може да се 

зајакне воспитната компонента, потоа да се изврши корелација со другите 

наставни предмети и слично.  

Разбирањето на задачата го раководи учителот. Притоа се користат 

различни пристапи, како што е читањето на целиот текст на задачата или 

на негови одделни делови, илустрирање на задачата со цртеж, шема, скица 
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или модел, симболичко запишување на задачата и слично. Без оглед на тоа 

кој пристап ќе се избере важно е учениците добро да ја разберат задачата. 

Имено, учителите кои веднаш преминуваат на втората етапа во решавање-

то на задачата, без таа добро да биде разбрана, прават груба методска 

грешка.  

 

Б) ВТОРА ЕТАПА - ГРАДЕЊЕ ИДЕЈА И СОСТАВУВАЊЕ  

    ПЛАН ЗА РЕШАВАЊЕ НА ЗАДАЧАТА  

 

За да се реши дадена задача, покрај тоа што таа треба да биде добро 

разбрана, потребни се знаења и умеења, искуство и упорност. Оваа етапа, 

која по својата содржина е најбогата со интелектуална дејност, почнува 

паралелно со разбирањето на задачата. При реализирањето на оваа етапа 

учителот треба постепено да го открива патот на сознавањето, патот до 

решението. Меѓутоа, во интерес на времето, често пати учителот или некој 

ученик презентира готово решение, со што се анулираат значењата на 

градењето на идеја и составувањето план за решавање на задачата. Се 

разбира, ваквиот пристап методски е погрешен. Имено, на разбирањето на 

задачата и на составувањето план за решавање треба да им се посвети нај-

многу време, бидејќи при остварувањето на овие етапи најдобро се оства-

руваат функциите на задачите. Да напомнеме дека само ако задачата се за-

дава за проверка на знаењата и умеењата на учениците и за нивно оцену-

вање, тогаш можат да се занемарат овие две важни етапи во решавањето 

на една задача. При реализирањето на оваа етапа можни се следниве два 

случаја:  

1. Решаваната задача е од познат тип, позната е структурата на реше-

нието и познат е методот на решавање. Во овој случај планот за решавање 

се состои во конкретизација на познатите структура и метод и нивна при-

мена. При решавањето задачи од овој тип ученикот ги реализира следните 

активности: го распознава видот задача, го избира соодветниот алгори-

там и го применува на конкретната задача, го формулира одговорот и го 

коментира.  

Јасно, задачите од овој тип се користат за усвојување на важни ал-

горитми, кои се компоненти на посложени задачи. Поради тоа задолжител-

но е нивно целосно и трајно усвојување.  

2. Дадената задача е со непозната структура на решението, не е познат 

алгоритмот за нејзино решавање. За овие задачи не постои шема со чие 

реализирање сигурно се решава задачата, така што за нив може да се каже 
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дека имаат најголема образовна и развојна вредност. При решавањето 

задачи од овој тип корисно е да се имаат предвид следниве упатства:  

- Формулирајте ги односите меѓу непознатото и дадените елементи.  

- Трансформирајте го непознатото (или воведете ново), приближу-

вајќи го кон даденото.  

- Обидете се со аналитичкиот метод да најдете доволен услов за да 

биде исполнет заклучокот на задачата или блиска последица. 

Внимавајте, бидејќи најчесто постојат повеќе доволни услови, 

можни се повеќе планови за решавање на дадената задача. Изборот 

на најдобриот план зависи, како од знаењата и умеењата на 

ученикот, така и од неговото искуство.  

- Побарајте аналогија со познати задачи и искористете ја идејата за 

решавање на аналогната задача.  

- Дали можете задачата да ја формулирате поинаку: да составите 

аналогна, но поедноставна задача која можете да ја решите или да 

составите поопшта задача од дадената?  

- Направете дополнителни конструкции, прегрупирања на броевите 

и на изразите, воведете нови непознати со цел да се доближат 

дадените и непознатите елементи и да се откријат познати задачи 

(компоненти).  

- Обидете се дадената задача да ја поделите на низа помошни задачи, 

од чии решенија можете да го составите решението на дадената 

задача.  

- Направете определени измени на некои елементи на задачата и 

согледајте како тие измени ќе се одразат на другите елементи. Врз 

основа на претходните согледувања и на добиените резултати, 

обидете се да искажете хипотеза во врска со разгледуваната задача.  

- Разгледајте ги граничните случаи за одделни елементи и согледајте 

како тие влијаат на задачата во целина.  

- Обидете се да најдете индиректен доказ, на пример, со допуштање 

на спротивното итн.  

 

В) ТРЕТА ЕТАПА - ПРАКТИЧНА РЕАЛИЗАЦИЈА НА  

СОСТАВЕНИОТ ПЛАН ЗА РЕШАВАЊЕ НА ЗАДАЧАТА  

 

При реализирањето на оваа етапа учениците се среќаваат со најмалку 

тешкотии, но во практиата за неа се одделува најмногу време. Имено, се 

бара решението да биде точно, целосно и по можност најкратко, па затоа 
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во определени периоди повеќе внимание треба да се посвети на обучува-

њето на учениците да ги оформуваат решенијата на задачите. Пожелно е 

на овој проблем да му се посвети внимание од V одделение во основното 

образование до I година во средното образование, кога учениците го 

усвојуваат поголемиот дел од математичката симболика и терминологија, 

кога се обучуваат да оформуваат решенија и докази на теореми, односно 

кога се оформуваат умеења за подредување на расудувањата во логичка 

последователност. На оваа етапа треба да и се посвети поголемо внимание, 

бидејќи токму при нејзиното реализирање најинтензивно се утврдуваат 

знаењата и умеењата на учениците и тие се учат на правилно писмено 

изразување.  

 

Г) ЧЕТВРТА ЕТАПА - ДОПОЛНИТЕЛНА РАБОТА  

ОТКАКО ЗАДАЧАТА Е РЕШЕНА  

 

По наоѓањето на решението на задачата брзо се намалува интересот 

на учениците за неа. Точно тука може да дојде до израз мајсторството на 

учителот, да го задржи или дури и да го засили вниманието на учениците 

кон решената задача, со цел да ги искористи можностите кои таа ги нуди. 

Дополнителната работа на задачата по нејзиното решавање не следува од 

логиката на решението, туку од логиката на наставниот процес. Во оваа 

етапа решената задача треба да се разгледува како претставник на опреде-

лена класа задачи. Затоа, по решавањето на задачата или по решавањето на 

група сродни задачи пожелно е да се разгледаат некои од следниве пра-

шања:  

- Дали добиениот резултат е точен и зошто? (Ако има можност да се 

направи проверка.) 

- Дали за сите вредности на параметрите може да се искористи при-

менетиот метод за решавање на задачата?  

- Кои други задачи можат да се решат со најдениот метод за реша-

вање на дадената задача? 

- Со кои други методи може да се реши оваа задача и кој метод е 

најекономичен во случајот?  

- Што е интересно и важно во решението?  

- Дали оваа задача може да се воопшти?  

- Што друго може да се најде во задачата, освен бараното?  

- При какви други податоци можат да се најдат бараните елементи?  

Со други зборови, во оваа етапа треба да се реализира творечката рабо-

та по преформулирањето на задачата, за што претходно зборувавме. Обемот 
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и длабочината на работата во оваа етапа многу зависи од одделението во кое 

се реализира наставата и учителот треба многу внимателно да им приоѓа на 

учениците при реализирањето на оваа не помалку важна етапа.  

На крај од овој дел да забележиме дека учениците треба да ја усвојат 

изнесената дидактичка шема за решавање задачи преку нејзино повеќе-

кратно повторување. Притоа, имајќи предвид дека најважна етапа во про-

цесот на решавање на задачата е градењето на идеја и составувањето план 

за решавање, која е поврзана со разбирањето на задачата, уште еднаш да 

напоменеме дека на овие две етапи треба да им се посветува поголемо 

внимание, а не во интерес на времето на учениците да им се нудат готови 

решенија.  

 

 

 

5. МЕТОДИ ЗА РЕШАВАЊЕ ЗАДАЧИ  
 

Во претходниот параграф зборувавме за методиката на решавање на 

задачите. Притоа издвоивме четири етапи кои се среќаваат при решава-

њето на една задача. Во овој дел ќе се осврнеме на методите кои се ко-

ристат при решавањето на задачите.  

Решавањето на една сложена задача најчесто се сведува на решавање 

на неколку поелементарни задачи, од кои е составена почетната задача. 

Притоа, основен проблем е задачата да се подели на елементарни задачи, 

со чие решавање всушност ќе ја решиме почетната задача.  

При решавањето на една задача, покрај поделбата на елементарни 

задачи, важен елемент е и методот со кој се бара решението на задачата. 

Во основа, постојат два метода за решавање на задачите, и тоа:  

- синтетички, и  

- аналитички метод.  

 

5.1. СИНТЕТИЧКИ МЕТОД  

 

Дадена е задача која е запишана во условна форма A X . Основата 

на синтетичкиот метод се состои од следново:  

- се зема некој податок од условот A  на задачата и кон него се при-

дружува друг податок,  

- ако земените податоци формираат елементарна задача, тогаш таа 

се решава и со тоа се добива нов помошен податок,  
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- потоа се составува нова елементарна задача, при што може да се 

користи и новиот помошен податок, па и таа се решава, со што се 

добива нов помошен податок,  

- постапката се повторува сè додека не се состави елементарна зада-

ча, со чие решавање се добива решението на почетната задача.  

Синтетичкиот метод ќе го илустрираме на следниот пример, при што 

нема да ги одделуваме елементарните задачи. Тоа му го препуштаме на 

читателот за вежба.  

Пример 1. Збунет математичар на таблата ги напишал природните 

броеви 1, 2, 3, ... по ред еден после друг без при тоа да користи запирки. 

Така го добил записот 123456789101112131415.... Целта му била да ја от-

крие цифрата која е запишана на 2011-тото место. Тој броел и според 

него тоа е цифрата 9. Дали збунетиот математичар бил во право и дали 

овој одговор можел да дојде на пократок начин? 

Решение. Секако дека ова можел пократко да го реши. Едноцифрени 

броеви има 9, двоцифрени 90, троцифрени 900 итн. Претпоставуваме 

дека математичарот ги испишал сите едноцифрени и сите двоцифрени 

броеви, па затоа тој употребил точно 9∙ 1 + 90 ∙ 2 = 189 цифри. Бидејки 

2011>189, математичарот морал да испише и троцифрени броеви. Нека 

претпоставиме дека ги испишал и сите троцифрени, а тоа значи дека 

дека употребил 9∙ 1 + 90 ∙ 2 + 900 ∙ 3 = 2889 цифри. Бидејки 2889 >

 2011, тоа значи дека цифрата на 2011-тото место е некаде помеѓу 

троцифрените броеви. Забележуваме дека е  

2011 = 9 ∙ 1 + 90 ∙ 2 + 607 ∙ 3 + 1. 

Од ова заклучуваме дека се употребени сите едноцифрени броеви, сите 

двоцифрени и 607 троцифрени броеви, вклучувајки ја и првата цифра од 

троцифрениот број 608. 

Шестотиот троцифрен број е 699, па тогаш шестотини и седмиот 

троцифрен број е 706. Од ова заклучуваме дека шестотини и осмиот 

троцифрен број е троцифрениот број 707, па бараната цифра е 7. 

Збунетиот математичар очигледно бил расеан тој ден. ■ 

Да забележиме дека ако дадената задача е запишана во условна форма 

A X , а решенијата на првата и на последната задача во конечната низа 

елементарни задачи, од кои се добива решението на почетната задача, ги 

означиме со 1 2, ,..., kA A A , соодветно, тогаш постапката за решавање задачи 

со помош на синтетичкиот метод најчесто може да се запише во обликот 

1 1 2, , ..., kA A A A A X   , од каде што според правилото за хипоте-
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тички силогизам (можно е да се користат и други правила за логичко 

заклучување), добиваме дека е точна импликацијата A X .  

На крајот од овој дел да забележиме дека елементарните задачи во 

синтетичкиот метод најчесто ја даваат структурата на решението на 

соодветната задача. Во тој случај, оваа структура е разгледувана кај 

синтетичкиот метод, но треба да се напомне дека таа е со поопшт карактер 

бидејќи се јавува кај системите задачи, а како што ќе видиме и кај анали-

тичкиот метод, како и кај методот на алгебарска анализа.  

 

 

5.2. АНАЛИТИЧКИ МЕТОД  

 

При аналитичкиот метод на решавање задача се поаѓа од барањето во 

задачата. Основното прашање кое ученикот треба да си го постави е:  

Што треба да се знае за да се исполни барањето на задачата?  

На ова прашање може правилно да се одговори само ако добро се 

разбере условот на задачата и ако се согледаат релациите кои него го повр-

зуваат со поставеното прашање.  

Пример 2. На првата автобуска постојка во автобусот влегле не-

колку патници. На втората постојка слегле половина од нив и се качиле 

двајца. На третата постојка слегле половината патници, а се качиле 

тројца. На четвртата постојка повторно се симнале половината од 

патниците, а се качиле уште четворица и во тој момент бројот на 

патниците бил седум. Колку патници се качиле во автобусот на првата 

постојка?  

Решение. Оваа задача можеме да ја решиме со користење на анали-

тичкиот метод. Имено, ќе појдеме од бројот на патниците по четвртата по-

стојка и ќе се враќаме наназад, со што последователно ќе определуваме 

колку патници имало во автобусот по третата, втората и првата постојка.  

На четвртата постојка се качиле 4 патници и бидејќи потоа имало 7 

патници, заклучуваме дека пред да се качат овие патници во автобусот 

имало 3 патници и тоа е половина од бројот на патниците кои патувале 

меѓу третата и четвртата постојка, што значи дека овој број е еднаков 

на 6. Според тоа, имаме 7 3 6  .  

На третата постојка слегле половина од патниците и се качиле 

тројца, а бидејќи имало 6 патници добиваме 6 3 6  . Значи, пред 

третата постојка бројот на патниците бил 6.  
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На втората постојка слегле половината патници и се качиле двајца, 

така што имаме 6 4 8  . Конечно, бројот на патниците кои патувале 

меѓу првата и втората постојка е 8, што значи дека на првата постојка 

се качиле 8 патници.  

Претходно изнесеното можеме да го запишеме со помош на следнава 

шема   

7 3 6 3 6 4 8      . ■ 

Како што можеме да видиме, изложувањето на решението со анали-

тичкиот метод не е така концизно како со синтетичкиот метод. Но, сепак 

може да се каже дека аналитичкиот метод има низа предности, како што 

се:  

- учениците самостојно го откриваат решението на задачата, процес 

кој придонесува да се развива математичкото мислење на ученици-

те,  

- наоѓање на различни патишта за решавање на иста задача итн.  

Аналитичкиот метод се јавува во повеќе варијанти, од кои овде ќе ги 

разгледаме методот на алгебарска анализа и методот на анализа при ре-

шавањето конструктивни задачи во геометријата.  

 

 

5.2.1. МЕТОД НА АЛГЕБАРСКА АНАЛИЗА   

 

Под метод на алгебарска анализа ги подразбираме сите методи за ре-

шавање на задачи во алгебрата. Во оваа група методи најважен е методот 

на равенки и токму затоа често пати под метод на алгебарска анализа се 

подразбира всушност овој метод. Методот на равенки може да се подели 

на три етапи.  

Во првата етапа се воведуваат една или повеќе непознати и врз 

основа на условот и на барањето во задачата се составува равенка или 

систем равенки (помошна задача). Според тоа, во првата етапа основната 

задача се трансформира во помошна задача.  

Втората етапа на овој метод содржи низа трансформации на помош-

ната задача, со чија помош се добиваат корените на првобитната равенка, 

односно решенијата на првобитниот систем.  

Во третата етапа се врши проверка дали се совпаѓаат бараното и 

добиеното множество решенија. Ако овие множества не се совпаѓаат, то-

гаш се бараат условите кои треба да бидат исполнети при низата транс-

формации на почетната равенка или системот равенки за да се добие мно-
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жеството решенија на основната задача. Со други зборови, треба да се 

провери дали секоја од добиените равенки е еквивалентна на почетната.  

Дадена е основна задача A X  и нека е составена равенка или сис-

тем равенки ( )A X . Ако во низата трансформации се запазува еквива-

ленција, тогаш процесот на решавање на помошната задача може да се 

запише во обликот  

1 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )k kA X A X A X A X A X         (1) 

и во овој случај се совпаѓаат бараното и добиеното решение.  

Меѓутоа, во практиката новодобиените равенки најчесто се последица 

од почетната. Имено, ако во шемата (1) на решавање на помошната задача 

еквиваленцијата 1r rA A   се замени со импликацијата 1r rA A  , тогаш 

последната равенка ги содржи сите решенија на основната задача, но може 

да содржи и решенија кои не се решенија на почетната равенка, а со тоа и 

на почетната задача. Поради тоа треба да се изврши проверка на секое ре-

шение со условите на почетната задача. Во практиката е особено важно 

учителот да инсистира учениците да ја разберат неопходноста од таквата 

проверка и да умеат да ја направат.  

Пример 3. Бегајќи од кучето лисица направила 60 скокови пред 

кучето да потрча по неа. Лисицата прави 3 скока, додека кучето направи 2 

скока. Освен тоа, познато е дека 7 скокови на лисицата имаат иста дол-

жина колку и 3 скокови на кучето. Колку скокови треба да направи кучето 

за да ја стигне лисицата?  

Решение. Прва етапа. Нека кучето направи x  скокови додека ја 

стигне лисицата. За тоа време лисицата ќе направи 3
2

x  скокови, што заед-

но со предноста која ја имала на почетокот се 3
2

60x   скокови. Знаеме де-

ка 7 скокови на лисицата имаат иста должина колку и 3 скокови на кучето, 

па затоа  
3
2

60

7 3

x x
 .            (2) 

Втора етапа. Од равенката (2) со еквивалентни трансформации 

последователно добиваме:  

3 120
14 3

3(3 120) 14 9 360 14 5 360 72x x x x x x x x            . 

Трета етапа. Ако кучето направи 72 скока, тогаш тие ќе имаат дол-

жина колку и (72:3) 7 24 7 168     скокови на лисицата. За тоа време 

лисицата ќе направи (72: 2) 3 36 3 108     скокови, а бидејќи на почето-

кот таа имала предност од 60 скокови, добиваме дека таа ќе се најде на од-
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далеченост од 108 60 168   свои скокови и местото каде што на 

почетокот се наоѓало кучето. Значи, кучето треба да направи 72 скока за да 

ја стигне лисицата. ■ 

 

 

5.2.2. МЕТОД НА АНАЛИЗА ПРИ РЕШАВАЊЕ 

КОНСТРУКТИВНИ ЗАДАЧИ  

 

Како што кажавме, една варијанта на аналитичниот метод се јавува и 

при решавањето конструктивни задачи. Иако, со мали исклучоци,  кон-

структивните задачи не се предмет на разработка во почетното образо-

вание, сепак заради комплетност на излагањата ќе се осврнеме и на мето-

дот на анализа при решавање на конструктивните задачи.  

Ако една конструктивна задача е сложена и патот до нејзиното реша-

вање не е очигледен, тогаш се спроведува следнава постапка за нејзино ре-

шавање, која е составена од четири етапи: анализа, конструкција, доказ и 

дискусија.  

Анализата е првата етапа во решавањето на конструктивните задачи, 

а се состои во тоа што бараната фигура ќе ја нацртаме како да ни е поз-

ната. Цел на оваа етапа е да се открие врската меѓу дадените и бараните 

елементи на фигурата која треба да ја нацртаме. Истовремено се наоѓа по 

која постапка или метод може најцелисходно да се реши задачата. Обично, 

анализата почнува со скицирање на цртеж, и тоа речиси секогаш со зборо-

вите: „Да претпоставиме дека задачата е решена“. Потоа на направената 

скица се воочуваат познатите елементи, се одделуваат попрости фигури 

(или се формираат со дополнување на цртежот) и меѓу нив се бара таква 

помошна фигура која ќе ги задоволува следниве два услова:  

1) таа фигура може да се конструира од дадените елементи на 

основната задача и  

2) поаѓајќи од неа може да се конструира бараната задача.  

Конструкцијата е втората етапа која се реализира врз основа на извр-

шената анализа и често пати таа непосредно следува од анализата.  

Доказот е третата етапа во овој метод и негова цел е да се докаже 

дека фигурата која сме ја конструирале ги задоволува условите на зада-

чата.  

Дискусијата е четвртата етапа во овој метод, во која се проверува ка-

ко решението на задачата зависи од дадените елементи и дали тоа е едно-

значно или повеќезначно т.е. дали со дадените елементи можат да се 
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конструираат само една или повеќе нескладни фигури, кои се решение на 

задачата.  

Пример 4. Конструирајте триаголник со дадени тежишни линии ,a bt t  

и ct .  

Решение. Анализа. Нека бараниот триаголник ABC  со тежишни ли-

нии ,a bt t  и ct  е конструиран и T  е негово тежиште (цртеж десно).  

Познато е дека тежиштето T  ги дели те-

жишните линии во однос 2:1  (поаѓајќи од 

темето). Да ја продолжиме тежишната линија 

ct  преку точката 1C  за 1
3 ct . Ако добиената 

точка 1T  ја поврземе со темињата A  и B , ќе 

добиеме паралелограм 1AT BT , за кој страните 

се 2
3 at  и 2

3 bt , а дијагоналите се 2
3 ct  и AB c .  

Конструкција. Го конструираме 1AT T  со страни 2
3 at , 2

3 bt  и 2
3 ct  и 

повлекуваме тежишна линија 1AC , која е половина од страната AB , па од 

овој услов го наоѓаме темето B . Темето C  ќе се добие ако страната 1TT  ја 

продолжиме преку темето T  за должина 2
1 3 cTT t  (цртеж лево). 

Доказ. Доволно е да дока-

жеме дека добиениот триаголник 

има тежишни линии ,a bt t  и ct . 

Бидејќи 2
1 3 cTT t  и 1C  е средина 

на 1TT  добиваме дека точката T  

ја дели тежишната линија на 

ABC  во однос 2:1 . Од  

2
1 3 bBT AT t   и 2

1 3 aAT BT t   

следува дека ABC  има тежишни линии ,a bt t  и ct .  

Дискусија. Ако со тежишните линии ,a bt t  и ct  може да се конструира 

триаголник, тогаш 1AT T  е еднозначно определен, така што задачата има 

единствено решение. ■ 
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6. КОНТРАПРИМЕРИТЕ ВО НАСТАВАТА 

ПО МАТЕМАТИКА  
 

Усвојувањето на поимите, решавањето на задачи, усвојувањето на ак-

сиомите и докажувањето на теоремите се основните дејства во наставата 

по математика. Притоа под формулација „да се докаже дека ...“ учениците 

најчесто ја подразбираат следнава задача „да се констатира, дека дадено 

тврдење е точно“. Последното се должи на фактот, дека како теоремите, 

така и задачите во кои се бара да се докаже определено тврдење, најчесто 

се со барање да се докаже дека тврдењето е точно, т.е. во основа учени-

ците се среќаваат со општи потврдни тврдења, многу ретко со делумни 

потврдни тврдења, а општите и делумните одречни тврдења скоро и да не 

се застапени во наставата по математика.   

Имајќи го предвид претходно кажаното, ќе разгледаме три начини кои 

најчесто се користат при докажување дека дадено тврдење не е точно.  

Прв начин за докажување дека дадено тврдење не е точно е корис-

тењето на дефинициите, аксиомите и претходно докажаните тврдења, при 

што заклучувањето се реализира користејќи го правилото модус толенс.  

Втор начин кој се користи при докажување на општите одречни 

тврдења е користењето на потполната индукција, како што е во следниов 

пример.  

Пример 5. Дали постои трицифрен број A , на кој цифрите можат да 

се разместат така, што збирот на дадениот и новодобиениот број да е 999.  

Бројот на трицифрените броеви е 900, па затоа може да се направат 

сите проверки, што се разбира бара многу време и не е целисходно. 

Меѓутоа, задачата може да се реши ако трицифрениот број го запишеме во 

видот abc  и од него со разместување на цифрите ги добиеме следниве пет 

броеви: acb , ,  ,  ,  .bca bac cab cba  Понатаму, за дадениот број и за секој од 

добиените пет броеви треба да се провери бараното равенство, на пример  

999abc acb  . 

Лесно се гледа дека ниту едно од петте равенства не е можно, со што се 

докажува дека за секој трицифрен број abc  и секој број xyz , добиен на 

опишаниот начин, равенството 999abc xyz   не е можно. ■ 

Третиот начин се користи при докажување на делумните одречни 

тврдења и истиот подразбира наоѓање на елемент x  кој го има својството 

( )S x  и го нема својството ( )P x . Притоа, најдениот елемент x  го нареку-
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ваме контрапример и во практиката ваквиот начин на докажување на мате-

матичко тврдење е познат под името „оповргнување на тврдење со посо-

чување на контрапример“.  

 

 

6.1. ФОРМИРАЊЕ УМЕЕЊА КАЈ УЧЕНИЦИТЕ ЗА 

КОРИСТЕЊЕ КОНТРАПРИМЕРИ   

 

Формирањето умеења кај учениците за користење на контраприме-

рите како средство за расудување, може да се направи на два начина и тоа:  

a) преку учество на ученикот во колективните размислувања, рако-

водени од учителот во случаи, во кои учителот ги користи контра-

примерите и  

b) преку целенасочено обучување на учениците при решавање на 

задачи, кои се поврзани со конкретна наставна содржина, во текот 

на целата учебна година.  

Во случајот под а) ќе наведеме неколку можности во кои контрапри-

мерите можат умешно да се искористат.  

а1) При откривање на грешки во формулирање на тврдењата. Имено, 

тврдењата можат да бидат нецелосно формулирани, да содржат непо-

требни услови, да содржат противречни услови и да имаат неправилна ло-

гичка структура (спореди со поделбата на задачите според условот).  

Пример 6. Да го разгледаме тврдењето: ако краците на еден агол се 

паралелни со краците на друг агол, тогаш или аглите се еднакви, или нив-

ниот збир е 180 .  

Забележуваме, дека при формулацијата на ова тврдење е искористена 

исклучна дисјункција, т.е. тоа има неправилна логичка структура. Затоа 

најдобро е да се нацртаат два прави агли со паралелни краци, од што ќе се 

види дека постои пример кој го задоволува условот на тврдењето но не и 

заклучокот, во случајов аглите се и еднакви и нивниот збир е 180 . ■ 

а2) При утврдување дека обратното тврдење не е теорема.  

Пример 7. За теоремата:  

Ако два агли се соседни, тогаш нивниот збир е еднаков на 180 . 

Обратното тврдење гласи:  

Ако збирот на два агли е еднаков на 180 , тогаш тие се соседни. 

Јасно, обратното тврдење не е теорема, што учениците може сами да го 

заклучат, доколку им се предочат два спротивни агли во правоаголник. ■  
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а3) При откривање грешки во дефинирањето на поимите. Во случајов 

најчесто се среќаваат грешки од следниве видови: непотребни услови, 

нецелосни услови, неправилен избор на родовиот поим итн.  

Пример 8. Во „дефиницијата“:  

Средна линија на триаголник ја нарекуваме линијата, која поврзува 

теме на триаголникот со средината на страна на триаголникот. 

Имаме случај на нецелосни услови и на неправилен избор на родовиот 

поим. Имено, наместо отсечка искористен е поимот линија, а исто така 

наместо средината на спротивната страна даден е условот средината на 

страна. Учениците лесно ќе увидат дека станува збор за грешка во дефи-

нирањето на поимот, доколку едно теме на триаголникот се поврзе со ис-

кршена линија со средината на една од страните на која лежи темето. ■ 

Пример 9. Во „дефиницијата“:  

Паралелограм се нарекува многуаголник на кој спротивните страни 

му се две по две паралелни. 

имаме неправилен избор на родовиот поим, кој треба да биде четриагол-

ник. Учениците лесно ќе увидат дека станува збор за грешка, ако како кон-

трапример се даде правилен шестаголник. ■ 

Пред да преминеме на натамошните разгледувања, овде само ќе 

споменеме дека откривањето на грешките во формулациите на тврдењата 

или дефинициите е поврзано со прецизирањето на нивната структура, што 

од своја страна значи и нивно продлабочено осмислување и усвојување.  

а4) При откривање на грешки во формулациите на задачите.  

Пример 10. Во задачата:  

Да се докаже, дека 
8 43 4a a   се дели со 100, каде a  е природен 

број, кој не е делив со 5. 

е направена грешка во формулацијата. Имено, наместо изразот  

8 43 4a a   

треба да стои  

8 43 4a a  . 

Последново може да се воочи ако последователно се земе 1,2,3a   и 4  

при што изразот 
8 43 4a a   ги прима вредностите 8,308,6808  и 66308 , 

соодветно и тоа се броеви кои при делење со 100 даваат остаток 8. Ме-

ѓутоа, доколку со учениците на се разгледуваат вакви и слични примери, 

природно е учениците првенствено да се посомневаат во сопствените 

знаења, т.е. да помислат дека тие направиле грешка при решавањето на 

задачата. ■ 
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Последниот пример јасно укажува на потребата за користење на кон-

трапримерите во случајот б), т.е. за целенасочено обучување учениците да 

користат контрапримери при решавање на задачи, кои се поврзани со кон-

кретна наставна содржина, во текот на целата учебна година. Притоа, 

задачите треба да бидат избрани така, што ќе се постигнат и следниве 

дополнителни цели.  

б1) Определување дали дадено тврдење искажано со помош на кван-

тификатори е точно или не е точно.  

Пример 11. Дадено е множеството {84,201,224}A . Кои од следниве 

тврдења се точни:  

Секој број кој припаѓа на A  е делив со бројот 7.  

Множеството A  содржи барем еден парен број.  

Множеството A  содржи најмногу еден број, кој е делив со бројот 3. ■ 

б2) Негирање на тврдење искажано со помош на квантификатори.  

Пример 12. Дадено е множеството {27,29,37,57,58}E  . Негирајте ги 

следниве тврдења и определете кој од трите искази е точен, а кој не е то-

чен.  

Во множеството E  се содржи барем еден број кој завршува на циф-

рата 7.  

Во множеството E  се содржи барем еден број, кој е делив со бројот 5.  

Во множеството E  постои барем еден број, кај кој цифрата на десетките 

е 5. ■ 

б3) Анализирање на текстот на задачата, информацијата во неа и 

оформување на решението на задачата. Имено, за да можат учениците да 

се здобијат со умеења за користење на контрапримерите како средство за 

решавање задачи, целесообразно е на часовите да се решаваат задачи кои 

учениците ќе ги насочуваат кон различните алтернативи, докажување на 

точноста на тврдењето или негово оповргнување. Ќе разгледаме неколку 

примери од овој вид.  

Пример 13. Нека {6 1|  }M k k    и со P  да го означиме множест-

вото прости броеви. Дали е точно тврдењето:  

Множеството M  е подмножество од множеството P . 

При решавањето на оваа задача пожелно е да се искористи табелата:  

k  1 2 3 4 5 6 ... 

6 1k   5 11 17 23 29 35 ... 

Од табелата се гледа дека за 6k   се добива бројот 6 6 1 35   , кој не 

прост број. Според, даденото тврдење не е точно. ■ 
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Пример 14. Нека k , а 2 3 1kP k k   . Оповргнете го тврдењето:  

За секој k  бројот од видот kP  е прост број. 

При решавањето на задачата може да се искористи табелата:  

k  1 2 3 4 5 6 ... 

kP  5 11 19 29 41 55 ... 

Од табелата се гледа дека за 6k   бројот 2
6 6 3 6 1 55 5 11P         е 

сложен број, т.е постои k  таков, што бројот kP  е сложен, со што е 

оповргнато даденото тврдење.  

Пример 15. Дали е точно тврдењето:  

За секој n  важи 
24 40 99 0n n   . 

Очигледно дека за секој позитивен цел број n  неравенството е ис-

полнето. Меѓутоа, ако 0n  , тогаш од табелата  

n  -1 -2 -3 -4 -5 ... 

24 40 99n n   63 35 15 3 -1 ... 

Се гледа, дека за 5n    неравенството не е исполнето. Оттука следува 

дека одговорот на поставеното прашање е: Тврдењето не е точно. ■ 

Пример 16. Да се докаже или оповргне тврдењето: Секој природен 

број, за кој збирот на делителите е непарен број е точен квадрат. 

Природниот број 2 има два делители: 1 и 2, чиј збир на делители е ед-

наков на 1 2 3   и бројот 2 не е точен квадрат. Според тоа, даденото 

тврдење не е точно. ■ 

На крајот од овој дел да споменеме дека умешното користење на кон-

трапримерите во наставата по математика во голема мера придонесува за 

негување на својствата на мислењето. Последното посебно се однесува на: 

длабочината, целесообразноста и критичноста на мислењето. Исто така, да 

забележиме дека барањето на контрапримери најчесто претставува сериоз-

на задача, која претпочита наведените својства на мислењето да се по-

себно развиени и се разбира продлабочени математички знаења. Покрај 

тоа, во многу случаеви наоѓањето контрапримери е поврзано и со нефор-

мален пристап во расудувањето за даден проблем и го насочува ученикот 

кон елементарна евристичка дејност.  
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II  МНОЖЕСТВА. ВЕНОВИ ДИЈАГРАМИ  

 

1. Множества и Венови дијаграми  
 

Множеството е основен поим во математиката кој не се дефинира, 

туку се објаснува преку примери. За решавање на следните задачи потреб-

но е да се потсетиме дека:  

1) Елемент a може да припаѓа на даденото множество, се означува со 

�= �Ð�•, или да не припаѓа на истото множество, се означува со 

�= �Ñ�•. 
2) Множество кое нема елементи се нарекува празно множество и се 

обележува со �Î . 
3) Множеството �• е �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�h на множеството �‘  (пишуваме 

�# �? �‘ ) ако секој елемент од множеството �• му припаѓа и на мно-

жеството �‘ , во тој случај се вели и дека �‘  е надмножество на мно-

жеството  �•. 
4) Две множества �• и �‘  се �_�^�g�Z�d�\�b, ако секој елемент од множество 

�• му припаѓа и на множество �‘  и секој елемент од множеството �‘  
му припаѓа и на множеството �•, т.е. Ако �# �? �‘  и �$ �? �• 

5) �M�g�b�•�Z на множествата �• и �‘  (се означува со �• �ë�‘ ) е множество 

составено од сите елементи кои се елементи на множество �• или 

на множеството �<�� 
6) �I�j�_�k�_�d на множествата  �• и �‘  (се означува со  �• �êB) е множество 

составено од сите елементи кои припаѓаат и на множество �• и на 

множество �$ истовремено. Ако е �• �ê�‘ = �Î , тогаш за множествата 

�• и �‘  велиме дека се �^�b�k�•�m�d�l�g�b множества. 

7) �J�Z�a�e�b�d�Z на два множества �• и �‘  (се означува со �#�Ú�‘ , �•  разлика 

�‘ ) преставува множество составено од сите елементи кои припа-

ѓаат на множество �•, а не припаѓаат на множество �‘ . Обратно 

�$�Ú�• (�‘  разлика �•) е множество кој ги содржи само оние еле-

менти кои припаѓаат на множеството �‘ , а не припаѓаат на мно-

жеството �•. 
8) �K�b�f�_�l�j�b�q�g�Z�� �j�Z�a�e�b�d�Z на множество �• и �‘  е унија на множествата  

�#�Ú�‘  и �$�Ú�•  и се означува со �•�¿�‘ , т.е. �•�¿�‘ = �:�#�Ú�‘ �; �ë�:�$�Ú�•�;     
9) Комплемент на множеството �• во однос на множеството �<  каде е 

�# �? �‘    e множеството  �#�$
�? = �• �Ú�‘ . 


