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1 Вместо введения.

Типичная задача. В городе работают несколько автобусных маршрутов. Любые два марш­
рута имеют не более двух общих остановок. Также известно, что для любых десяти маршру­
тов найдутся такие две остановки A и B, что каждый из этих десяти маршрутов проходит
через хотя бы одну из A и B. Докажите, что есть такие две остановки, что каждый из
маршрутов проходит через одну из них.

Докажите, что число 10 нельзя заменить на меньшее. (См. задачу 5.4б).)
Если вам понятно условие этой задачи и нравятся задачи такого типа — вы

можете при желании пропустить дальнейший вводный текст и смело переходить к
задачам.

В комбинаторике часто встают вопросы, при каких условиях для некоторого набора мно­
жеств можно выбрать не очень много элементов так, чтобы каждое множество набора содер­
жало хотя бы один из них (такая система элементов называется трансверсалью набора). Такие
вопросы появляются, например, при изучении раскрасок (гипер)графов (которые применяются
в самых различных областях), а также во многих связанных разделах комбинаторной геомет­
рии. Несмотря на внимание к этой области, многие вопросы, даже выглядящие как вполне
школьные, до сих пор являются открытыми проблемами.

В качестве примера приведём до сих пор не доказанную (и не опровергнутую) гипотезу Ловаса–Фабера–Эрдё­
ша.

Гипотеза. В городе n автобусных остановок, а любые два автобусных маршрута имеют не более одной
общей автобусной остановки (каждый маршрут проходит хотя бы через две остановки). Докажите, что
автобусные маршруты можно так покрасить в n цветов, что автобусные маршруты одного цвета не имеют
общих остановок.

Естественно, для того, чтобы трансверсаль заданного размера для нашего набора множеств
существовала, надо, чтобы она существовала для всех его поднаборов. Оказывается, что при
некоторых условиях на семейство бывает достаточным проверить это свойство для поднабо­
ров фиксированного размера. Общеизвестным примером утверждения такого типа является
классическая теорема Хелли для выпуклых множеств (см. задачу 2.4).

Первая из основных целей нашего проекта — изучение аналогичных вопросов сначала для
множеств из ограниченного числа элементов (раздел 4). Дальнейшие разделы посвящены иссле­
дованию близких ситуаций, когда ограничена не мощность множества, а мощность пересечения
нескольких различных множеств. Такие вопросы также возникают, например, при исследова­
нии пересечений алгебраических множеств (т.е. множеств, заданных системой алгебраических
уравнений).

Многие задачи в этом проекте являются исследовательскими, ибо ответ на них в настоящее
время неизвестен (или очень сложен). В таких случаях мы ставим вопрос типа “Насколько
хорошую оценку вам удастся получить?” и принимаем любые достаточно хорошие серийные
(т.е. проходящие для бесконечного числа значений параметров) оценки. Естественно, любые
серьёзные улучшения известных оценок в этой области достойны публикации.

Задачи, выданные после промежуточного финиша, отмечены треугольничкомO.

2 Введение в числа Хелли

2.1. Дан конечный набор отрезков на прямой. Известно, что пересечение всех отрезков набора
пусто. Докажите, что в наборе есть два непересекающихся отрезка.
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2.2. Дано дерево (т.е. связный граф без циклов) и конечный набор его поддеревьев (т.е. подгра­
фов, каждый из которых — тоже дерево). Известно, что пересечение всех поддеревьев набора
пусто. Докажите, что в наборе есть два непересекающихся поддерева.

2.3. Рассмотрим конечный набор дуг фиксированной окружности. Пусть любые 1000 из этих
дуг пересекаются. Докажите, что все дуги набора не обязаны пересекаться.

Во всех трёх задачах речь идёт об одном и том же свойстве некоторой системы множеств
(например, для задачи 2.1 — это множество отрезков на прямой). Дадим определение этого
свойства.

Определение 1. Пусть F — произвольное (возможно, бесконечное) семейство множеств.
Натуральное число k называется числом Хелли семейства F , если верно следующее утвер­
ждение:

Пусть G — конечный набор множеств из F , причём пересечение всех множеств из G
пусто. Тогда найдутся не более, чем k множеств из G такие, что уже их пересечение пусто.

Иначе говоря, k является числом Хелли семейства F , если выполняется следующее “утвер­
ждение типа Хелли”:

Пусть G — конечный набор множеств из F , такой, что любые k множеств из G имеют
непустое пересечение. Тогда и все множества из G имеют непустое пересечение.

В терминах этого определения первые две задачи утверждали, что число 2 является числом
Хелли для семейств отрезков на прямой и поддеревьев фиксированного дерева. Третья же
задача по сути утверждает, что что для семейства дуг фиксированной окружности число Хелли
не существует.

Определение 2. Пусть F — семейство множеств. Если для F существует число Хелли,
то минимальное из всех этих чисел мы будем обозначать через H(F). Если же числа Хелли
для F не существует, то мы будем писать H(F) =∞.

Чтобы лучше понять определение, мы предлагаем порешать следующие задачи.

2.4. (Теорема Хелли для плоскости) Пусть C — семейство всех выпуклых множеств на
плоскости. Докажите, что H(C) = 3.

Замечание. В предыдущей задаче условие конечности набора G из определения можно
заменить на условие, что все множества из C замкнуты и ограничены.

2.5. Докажите, что для семейства бесконечных возрастающих арифметических прогрессий,
состоящих из натуральных чисел, число 2 является числом Хелли.

2.6. Найдите H(O), где O — семейство всех окружностей на плоскости. (Напоминание.
Окружность — это не круг, а его граница!)

3 Введение в числа Хелли–Галлаи

Следующие определения дают естественное обобщение числа Хелли.

Определение 3. Пусть F — семейство множеств. Множество X называется трансвер­
салью семейства F , если X ∩ A 6= ∅ для любого A ∈ F . Если |X| = t, то X называется
t-трансверсалью.

Замечание. Семейство имеет 1-трансверсаль тогда и только тогда, когда все его множества
пересекаются.

Определение 4. Пусть F — семейство множеств. Натуральное число k называется t-числом
Хелли–Галлаи семейства F , если верно следующее утверждение:

Пусть G — конечный набор множеств из F , не имеющее t-трансверсали. Тогда найдутся
не более, чем k множеств из G, не имеющие t-трансверсали.

Если для F существует t-число Хелли–Галлаи, то минимальное из всех этих чисел мы
будем обозначать через HGt(F). Если же t-числа Хелли–Галлаи для F не существует, то
мы будем писать HGt(F) =∞.
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Замечание. Числа Хелли–Галлаи действительно являются обобщениями чисел Хелли, ибо
H(F) = HG1(F) для любого семейства F .

Следующие задачи опять же дают возможность разобраться с числом Хелли–Галлаи на
примерах.

3.1. Пусть S — множество отрезков на фиксированной прямой.
а) Докажите, что 3 является 2-числом Хелли–Галлаи для S.
б) Докажите, что t + 1 является t-числом Хелли–Галлаи для S.

3.2. а) Постройте пример семейства множеств F , для которого H(F) = 2, но HG2(F) ≥ 1000.
б) Докажите, что существует такое семейство множеств F , для которого H(F) = 2, но

HG2(F) =∞.

3.3. Докажите, что HG2(C) =∞. (Напомним, что C — семейство всех выпуклых множеств на
плоскости.)

3.4∗. Пусть L — множество всех прямых на плоскости.
а) Докажите, что HGt(L) ≤ t2 + 1 при t ≥ 3.
б) Насколько можно улучшить эту оценку?

4 Числа Хелли–Галлаи для конечных множеств

В прошлом разделе мы видели, что числа Хелли–Галлаи не зависят напрямую от чисел Хелли.
Для того, чтобы такая зависимость имела место, нужны некоторые дополнительные условия
на рассматриваемое семейство. Одним из таких условий является ограниченность мощности
множеств в семействе. Этому посвящен данный раздел.

Определение 5. Мы обозначаем через Nd семейство множеств, состоящих из не более,
чем d элементов.

4.1. Пусть G — конечный набор множеств, каждое имеет не более d элементов. Докажите, что
если любые d + 1 множеств из G имеют общий элемент, то и все множества из G имеют общий
элемент. Докажите, что число d + 1 нельзя заменить на меньшее.

(Упражнение на понимание. Переформулируйте эту задачу, используя терминологию,
введённую выше.)

4.2. Докажите, что все числа виде HGt(Nd) конечны.

4.3. а) Докажите, что HGt(N2) ≥ C2
t+2.

б) Докажите, что HGt(N2) = C2
t+2.

4.4. Докажите, что HGt(Nd) ≥ Ct
d+t.

4.5∗. (Основная задача для конечных множеств) Докажите, что HGt(Nd) = Ct
d+t.

Предыдущая задача довольно сложна. Желающие могут использовать следующую задачу
в качестве подсказки.

4.6. а) (Задача Катоны) Пусть множества A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn таковы, что |Ai| = d,
Bi = t, множество Ai пересекается со всеми Bj при j 6= i, но Ai ∩ Bi = ∅ (при произвольных
индексах 1 ≤ i, j ≤ n). Докажите, что n ≤ Ct

d+t.
б) Выведите задачу 4.5 из задачи Катоны.

4.7.O Пусть множества A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn удовлетворяют условиям Катоны, т.е. Ai ∩
Bi = ∅ и Ai ∩ Bj 6= ∅ при любых i 6= j. Положим ai = |Ai|, bi = |Bi|. Докажите, что

n∑
i=1

1
Cai

ai+bi

≤ 1.

Необходимое условие на мощности множеств из предыдущей задачи не является достаточ­
ным. Это демонстрирует следующая задача.
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4.8.O Докажите, что существуют такие натуральные числа a1, . . . , an, b1, . . . , bn, что
n∑

i=1

1
Cai

ai+bi

<
1

10100
, но множеств A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn, удовлетворяющих условиям Катоны

и таких, что |Ai| = ai, |Bi| = bi, не существует.

5 Числа Хелли–Галлаи для квазиконечных множеств

В этом пункте мы ослабим условия конечности, накладываемые на наше семейство F .

Определение 6. Пусть F — семейство множеств. Будем говорить, что F есть семейство
степени d, если |A ∩B| ≤ d для любых различных A, B ∈ F .

Зафиксируем теперь произвольные натуральные числа d и t. Для каждого семейства F
степени d, рассмотрим его (минимальное) t-число Хелли–Галлаи HGt(F). Обозначим через
a(d; t) наибольшее из всех этих чисел.

Иначе говоря, a(d; t) — это минимальное число, являющееся t-числом Хелли–Галлаи для
любого семейства F степени d.

Этот раздел посвящён оценкам чисел a(d; t).

5.1. Дано семейство множеств F . Пусть |A ∩ B| = 1 для любых различных A, B ∈ F (в част­
ности, F — семейство степени 1). Пусть, кроме того, среди любых 4 множеств из F найдутся
три, имеющих непустое пересечение. Докажите, что из F можно выбросить 1 множество так,
что все остальные имеют непустое пересечение.

5.2. Дано семейство множеств F . Пусть |A∩B| = 1 для любых различных A, B ∈ F , причем в
F есть хотя бы 17 множеств. Пусть, кроме того, среди любых 5 множеств из F найдутся три,
имеющих непустое пересечение. Докажите, что F имеет 2-трансверсаль.

5.3. Докажите, что a(d; 1) = d + 2.

5.4. а) Докажите, что a(1; 2) = 6.
б) Докажите, что a(2; 2) = 10.
в) Докажите, что a(3; 2) = 15.
г) Докажите, что a(4; 2) = 21.
д)∗ Для каких значений d вам удастся доказать аналогичные утверждения про a(d; 2)?

5.5. а) Докажите, что a(d; 2) ≥ C2
d+3.

б) Докажите, что a(d; 2) ≤ 2d2 + 3 при d ≥ 2.
в)∗ Насколько вам удастся улучшить эти оценки?
Замечание. В предыдущей задаче авторы умеют улучшать верхнюю оценку (т.е. оценку

из части б)), но разрыв между ней и нижней по-прежнему велик. Интересно было бы получить
асимптотически одинаковые верхнюю и нижнюю оценки, то есть оценки, отношение которых
стремится к 1 при d→∞.

5.6. а) Докажите, что a(1; 3) = 10.
б) Докажите, что a(1; 4) = 15.
в)∗ Для каких значений t вам удастся доказать аналогичные утверждения?

5.7. а) Докажите, что a(1; t) ≥ C2
t+2.

б) Докажите, что a(1; t) ≤ t2 + 1 при t ≥ 3.
в)∗ Насколько вам удастся улучшить эти оценки?

5.8. а) Докажите, что a(d; t) ≥ Ct
d+t+1.

б)∗∗ Существуют ли значения d, t, при которых неравенство в предыдущем пункте строгое?
Замечание. Авторы не знают ответа на вопрос 5.8б).

5.9. а) Докажите, что число a(d; t) конечно при любой паре (d, t).
б) Насколько хорошую оценку сверху на a(d; t) вам удастся получить?

Вся дальнейшая часть условий была выдана после промежуточного финиша.

Следующее понятие для квазиконечных множеств аналогично условиям Катоны.
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Определение 7. Назовём конечное семейство множеств G (d; t)-исключительным, если (i)
G является семейством степени d, и (ii) для любого A ∈ G существует такое t-элементное
множество XA, что XA ∩A = ∅, но XA ∩B 6= ∅ для любого B ∈ G, отличного от A.

Обозначим через b(d; t) наибольшую мощность (d; t)-исключительного семейства. Будем
говорить, что b(d; t) = ∞, если существуют (d; t)-исключительные семейства сколь угодно
большой мощности.

5.10.O Докажите, что b(d; t) ≥ a(d; t).

5.11.O Докажите, что b(d; t) конечно при всех d и t.

Следующие задачи этого раздела посвящены изучению исключительных множеств.
Зафиксируем на время некоторые числа d, t, а также (d; t)-исключительное семейство G.

Напомним, что для каждого A ∈ G зафиксировано одно t-элементное множество XA такое, что
XA ∩A = ∅, но XA ∩B 6= ∅ для любого B ∈ G, отличного от A.

Определение 8. Пусть x — некоторый элемент. Обозначим через g(x) количество таких
множеств A ∈ G, что x ∈ A. Далее, обозначим через h(x) количество таких множеств
A ∈ G, что x ∈ XA.

5.12.O а) Пусть t = 2. Докажите, что h(x) ≤ d + 2 для любого x.
б) Пусть t произвольно. Докажите, что h(x) ≤ b(d; t− 1).

5.13.O Докажите, что g(x) ≤ b(d− 1; t) для любого x.

5.14.O Пусть t = 2; предположим, что h(x) ≤ d. Докажите, что |G| ≤ g(x)+h(x)+ b(d−h(x); 2).

6 Числа Хелли–Галлаи для квазиконечных множеств размерно­
сти 2

Семейства из предыдущего раздела можно рассматривать как одномерные: пересечение любых
двух из них конечно. В частности, полагая t = 1, мы получаем комбинаторный аналог семейства
прямых. В этой связи естественно определить двумерные семейства следующим образом.

Определение 9. Пусть F — семейство множеств. Рассмотрим семейство F ′, состоящее
из всех попарных пересечений различных множеств из F , то есть

F ′ = {A ∩B : A, B ∈ F , A 6= B}.
Будем говорить, что F есть двумерное семейство степени d, если F ′ — (одномерное) семей­
ство степени d.

Зафиксируем теперь произвольные натуральные числа d и t. Для каждого двумерного се­
мейства F степени d, рассмотрим его (минимальное) t-число Хелли–Галлаи HGt(F). Обозна­
чим через a2(d; t) наибольшее из всех этих чисел.

Мы не предлагаем настолько же развёрнутую программу, как для одномерных множеств.
Вместо этого мы предлагаем всем желающим поисследовать значения a2(d; t) самостоятель­
но. Мы готовы принимать любые результаты об этих числах. Задачи ниже лишь намечают
возможные естественные направления исследования.

6.1.O Докажите, что все числа a2(d; t) конечны.

6.2.O Пусть d = 0. Дайте самостоятельно требуемые определения и докажите, что g(x) ≤ t + 1.

6.3.O (исследовательская, «без вторичных пересечений») Выясните как можно больше
о числах a2(0; t) при различных значениях t.

6.4.O (исследовательская, «случай плоскостей») Выясните как можно больше о числах
a2(1; t) при различных значениях t.

6.5.O (исследовательская, общий случай) Выясните как можно больше о числах a2(d; t)
при различных значениях параметров d и t.

Замечание. В последних трёх задачах предпочтение отдаётся серийным оценкам (т.е. оцен­
кам, справедливым для бесконечного множества значений параметра t). Тем не менее, мы на­
стоятельно рекомендуем вам начать с рассмотрения достаточного количества частных случаев.
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Числа Хелли–Галлаи для конечных и квазиконечных множеств

И.И. Богданов, В.Л. Дольников, Г.Р. Челноков

Решения.

2.1. Дан конечный набор отрезков на прямой. Известно, что пересечение всех отрезков набора
пусто. Докажите, что в наборе есть два непересекающихся отрезка.

Обозначим данные отрезки [a1, b1], . . . , [an, bn]. Пусть as — максимальное из всех ai, а bt —
минимальное из всех bi (заметьте, мы не утверждаем, что s 6= t). Если as ≤ bt, то любой
отрезок содержит as, что противоречит условию. Значит, as > bt, поэтому t 6= s, и s-й отрезок
не пересекается с t-м.

2.2. Дано дерево (т.е. связный граф без циклов) и конечный набор его поддеревьев (т.е. под­
графов, каждый из которых — тоже дерево). Известно, что пересечение всех поддеревьев
набора пусто. Докажите, что в наборе есть два непересекающихся поддерева.

Заметим, что удаление из дерева любого ребра разбивает его на две компоненты связности,
причём, если ребро не принадлежало некоторому поддереву, то это поддерево целиком окажется
в одной компоненте.

Обозначим поддеревья G1, . . . , Gn. Пусть k — наибольшее число, такое, что пересечение
поддеревьев G = G1 ∩ G2 ∩ · · · ∩ Gk непусто (тогда k < n по условию). Пересечение G с под­
деревом Gk+1 пусто. Тогда рассмотрим кратчайший путь между подграфами G и Gk+1. Пер­
вое ребро этого пути не принадлежит G, а значит, не принадлежит какому-то дереву Gi при
1 ≤ i ≤ k. Если выбросить это ребро, то поддеревья Gk+1 и G окажутся в разных компонентах,
а значит, Gk+1 и Gi также окажутся в разных компонентах. Тогда Gk+1 и Gi не пересекаются.

2.3. Рассмотрим конечный набор дуг фиксированной окружности. Пусть любые 1000 из этих
дуг пересекаются. Докажите, что все дуги набора не обязаны пересекаться.

Построим пример набора, в котором это не выполняется. Разобьем окружность на 1001 дугу,
эти дуги назовем маленькими. Дополнение каждой из маленьких дуг будем называть большой
дугой. Нетрудно понять, что набор из всех больших дуг — требуемый, ибо пересечение любых
1000 больших дуг непусто, а пересечение всех больших дуг пусто.

Замечание. Мы считаем, что большие дуги в нашем примере открыты, т.е. не содержат
своих концов. Для получения примера с замкнутыми дугами достаточно чуть-чуть уменьшить
большие дуги.

2.4. (Теорема Хелли для плоскости) Пусть C — семейство всех выпуклых множеств
на плоскости. Докажите, что H(C) = 3.

Индукция по числу n ≥ 4 множеств в семействе G ⊂ C. Докажем базу при n = 4. Рассмотрим
выпуклые множества F1, F2, F3, F4. Пусть все эти множества, кроме Fi, имеют общую точку xi
(1 ≤ i ≤ 4), и применим к ним следующую лемму.

Лемма 1 (теорема Радона). Любые 4 точки на плоскости можно разбить на два множества
так, что выпуклые оболочки множеств имеют общую точку.

Доказательство. Разберите самостоятельно два случая: если точки являются вершинами вы­
пуклого четырёхугольника, и если нет. �

Итак, пусть, например, выпуклые оболочки множеств {x1, x2} и {x3, x4} имеют общую точ­
ку x. Тогда x принадлежит множествам F3 и F4, поскольку в них лежит отрезок x1x2; анало­
гично, x принадлежит множествам F1 и F2. Значит x — общая точка всех четырех множеств.
В остальных случаях рассуждение аналогично.

Переход. Пусть утверждение доказано для некоторого n ≥ 4. Пусть G = {F1, . . . Fn+1}.
Построим новое n-элементное семейство из множеств F ′1 = F1 ∩ Fn+1, . . . , F

′
n = Fn ∩ Fn+1.
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По доказанной базе индукции, любые три множества в новом семействе имеют общую точку.
Тогда, по предположению индукции, все новые множества имеют общую точку. Эта точка
принадлежит всем множествам F1, . . . Fn+1.

2.5. Докажите, что для семейства бесконечных возрастающих арифметических прогрессий,
состоящих из натуральных чисел, число 2 является числом Хелли.

Пусть G — конечное семейство прогрессий из условия, любые две из которых пересекаются.
Заметим, что любые две прогрессии из G пересекаются по бесконечному количеству элементов
(а именно, тоже по прогрессии). Значит, можно считать, что i-я прогрессия задаётся условием
x ≡ ai (mod ni) (для этого достаточно «забыть» про некоторый начальный отрезок натураль­
ного ряда).

Рассмотрим одну из прогрессий вида x ≡ a (mod n). Это условие равносильно системе срав­
нений вида x ≡ a (mod p

αj

j ), где n = pα1
1 . . . pαk

k — разложение числа n на простые множители.
Выпишем теперь такую систему для каждой прогрессии из G; нам достаточно показать, что
полученная система совместна (т.е. имеет решение).

Заметим, что любые два сравнения из полученной системы совместны (так как они соответ­
ствуют или одной прогрессии, или двум). Далее, пусть в системе есть два сравнения по модулю
степеней одного и того же простого числа (скажем, x ≡ a (mod pα) и x ≡ b (mod pβ)), причём
эти сравнения совместны. Тогда, если α ≥ β, то второе сравнение следует из первого, поэтому
второе можно выкинуть.

Проделав такие выкидывания, пока это возможно, в конце получим систему сравнений по
модулю степеней различных простых чисел. Она совместна по китайской теореме об остатках.
Это и требовалось доказать.

Замечание. Все t-числа Хелли–Галлаи для целочисленных арифметических прогрессий
при t ≥ 2 бесконечны.

2.6. Найдите H(O), где O — семейство всех окружностей на плоскости.
Ответ. H(O) = 4.
Докажем, что 4 является числом Хелли для семейства O. Рассмотрим конечное семейство

окружностей G, такое, что пересечение их всех пусто. Рассмотрим произвольные две окружно­
сти O1, O2 ∈ G; они пересекаются в не более чем двух точках; обозначим их A и B (если точек
пересечения меньше двух, то рассуждение аналогично). Так как никакая точка не принадле­
жит всем окружностям, то, в частности, найдется окружность O3 ∈ G, не содержащая точку A,
и окружность O4 ∈ G, не содержащая точку B. Тогда мы нашли 4 окружности O1, O2, O3, O4,
таких, что их пересечение пусто.

Осталось доказать, что 3 не является числом Хелли для O. Возьмем 4 точки, являющиеся
вершинами невырожденного невписанного чтырёхугольника. Проведем через каждые три из
них окружность. Мы получили 4 окружности, не имеющих в совокупности общих точек, но
любые три из которых общую точку имеют.

3.1. Пусть S — множество отрезков на фиксированной прямой.
а) Докажите, что 3 является 2-числом Хелли–Галлаи для S.
б) Докажите, что t+ 1 является t-числом Хелли–Галлаи для S.
Пункт а) является частным случаем б). Поэтому мы приводим только решение пункта б).
Обозначим рассматриваемые отрезки [a1; b1], . . . , [an, bn]. Обозначим через c1 наименьшее из

всех bi. Тогда ни один из отрезков не может лежать строго левее c1, то есть каждый отрезок
или содержит c1, или лежит строго правее неё. Обозначим через c2 наименьшее из всех bi,
соответствующих отрезкам, лежащим правее c1. Из подобных рассуждений получаем теперь,
что каждый отрезок или содержит одну из точек c1, c2, или лежит строго правее c2.

Аналогично будем определять c3, c4, . . . , пока справа от них остаются отрезки. Пусть про­
цесс оборвался после k-го шага. Если k ≤ t, то мы нашли такие k точек, что каждый отрезок
содержит хотя бы одну из них. Пусть теперь k ≥ t + 1. Тогда мы нашли t + 1 попарно непе­
ресекающийся отрезок (а именно — те отрезки, правыми концами которых являются точки
c1, c2, . . . , ct+1). Эти t+ 1 отрезок, очевидно, не имеют t-трансверсали.

Итак, либо все семейство имеет t-трансверсаль, либо найдутся t + 1 отрезок, не имеющие
t-трансверсали. Это и означает, что t+1 является числом Хелли-Галлаи для отрезков на прямой,
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т.е. HGt(S) ≤ t+ 1. Пример, показывающий, что HGt(S) > t, очевиден: достаточно взять t+ 1
непересекающийся отрезок.

3.2. а) Постройте пример семейства множеств F , для которого H(F) = 2, но HG2(F) ≥
1000.

б) Докажите, что существует такое семейство множеств F , для которого H(F) = 2,
но HG2(F) =∞.

а) Положим k = 500. Наше семейство будет состоять из 2k + 1 множеств A1, A2, . . . , A2k+1

(все индексы рассматриваются по модулю 2k + 1, т.е. Ai+2k+1 = Ai), которые строятся следую­
щим образом. Сначала каждому подмножества индексов S ⊂ {1, 2, . . . , 2k+ 1}, не содержащего
двух индексов с разностью 1 (в частности, не содержащему одновременно 1 и 2k+1), сопоставим
элемент xS (элементы, сопоставленные разным подмножествам, должны быть различными).
Теперь включим в Ak все элементы xS , для которых k ∈ S.

Полученное семейство F имеет число Хелли 2. В самом деле, пусть подсемейство G ⊂ F
имеет пустое пересечение. Пусть G = {Ai : i ∈ I}; тогда в I есть соседние индексы, ибо иначе
xI лежит во всех множествах из G. Значит, при некотором i в G нашлись множества Ai и Ai+1,
но они сами имеют пустое пересечение.

Наконец, покажем, что любые 2k множеств из F имеют 2-трансверсаль, а всё семейство F
не имеет. Если бы F имело 2-трансверсаль {xS , xT }, то одно из множеств S, T имело бы хотя
бы k + 1 элемент и потому содержало бы два соседних индекса, что невозможно. С другой
стороны, если из F выкинуть, скажем, A2k+1, то можно положить S = {1, 3, . . . , 2k − 1} и
T = {2, 4, . . . , 2k}; тогда {xS , xT } — трансверсаль всех оставшихся множеств.

Итак, HG2(F) = 2k + 1.
б) Достаточно для каждого натурального k построить семейство Fk вышеописанным спосо­

бом (так, чтобы множества из разных семейств не пересекалися), а потом взять объединение
всех этих семейств.

3.3. Докажите, что HG2(C) =∞. (Напомним, что C — семейство всех выпуклых множеств
на плоскости.)

Достаточно доказать, что HG2(C) ≥ 2k + 1 при любом k. Рассмотрим окружность с цен­
тром O и впишем в неё правильный (2k + 1)-угольник с вершинами x1, x2, . . . x2k+1 (индексы
опять рассматриваются по модулю 2k + 1). Обозначим через Ai выпуклую оболочку точек
xi, xi+1, . . . , xi+k−1. Тогда, очевидно, все множества без любого имеют 2-трансверсаль (напри­
мер, для множеств A1, A2, . . . , A2k трансверсалью является множество {xk, x2k}).

Покажем, что каждая точка плоскости T принадлежит не более, чем k множествам. Дей­
ствительно, если луч OT пересекает отрезок xi−1xi (не в точке xi−1), то T может принадлежать
лишь множествам Ai−k+1, . . . , Ai. Значит, у нашего (2k+1)-элементного множества нет 2-транс­
версали. Это и требовалось доказать.

3.4∗. Пусть L — множество всех прямых на плоскости.
а) Докажите, что HGt(L) ≤ t2 + 1 при t ≥ 3.
б) Насколько можно улучшить эту оценку?
а) Индукция по t. База при t = 3 будет разобрана в конце; сначала мы докажем переход.
Пусть G — конечное семейство прямых, в котором каждые t2+1 (или меньше) прямые имеют

t-трансверсаль. Выберем произвольные t2 + 1 прямые из G; одна из точек их t-трансверсали
принадлежит хотя бы t+1 выбранной прямой. Обозначим эту точку A, а эти прямые `1, . . . , `t+1.

Пусть G′ — подсемейство в G, состоящее из всех прямых, не проходящих через A. Докажем,
что в нём любой поднабор D из t2 − t (или меньше) прямых имеет (t − 1)-трансверсаль. Дей­
ствительно, набор D∪{`1, . . . , `t+1} имеет t-трансверсаль X. Две прямые из `1, . . . , `t+1 должны
проходить через одну и ту же точку множества X; значит, эта точка — A, то есть A ∈ X. Тогда
X \ {A} — требуемая трансверсаль для D, ибо прямые из D не проходят через A.

Заметим, что t2−t ≥ (t−1)2 +1 ≥ HGt−1(L). Из доказанного теперь получаем, что G′ имеет
(t− 1)-трансверсаль X. Но тогда X ∪ {A} — требуемая трансверсаль для G.

Доказательство базы при t = 3 дословно повторяет переход, кроме единственного места, в
котором используется предположение индукции. Именно, нам осталось проверить, что t2− t =
6 ≥ HG2(L).
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Заметим сначала, что HG1(L) ≤ 3. Действительно, если любые три прямые из G имеют
общую точку, то точка пересечения двух из них обязана принадлежать всем остальным. Теперь
неравенство HG2(L) ≤ 6 доказывается дословным повторением перехода (с заменой чисел t2+1
и t2 − t на 6 и 3, соответственно).

б) Мы утверждаем, что HGt(L) = C2
t+2. Покажем сначала, что HGt(L) ≥ C2

t+2. Выбе­
рем некоторые t + 2 точки T1, . . . , Tt+2 общего положения на плоскости и проведём всевоз­
можные прямые, соединяющие пары этих точек. Нетрудно понять, что исходные точки можно
выбрать так, что через каждую точку, отличную от T1, . . . , Tk+2, проходит не более двух про­
ведённых прямых. Теперь несложно убедиться в том, что полученное множество прямых не
имеет t-трансверсали, а любое его собственное подмножество — имеет.

Осталось доказать, что HGt(L) ≤ C2
t+2. Мы будем использовать следующую лемму.

Лемма 2. Пусть P1(x, y), . . . , Pk(x, y) — многочлены от двух переменных степени ≤ t, при­
чём k > C2

t+2. Тогда существуют такие числа s1, . . . , sk, не равные нулю одновременно, что
s1P1(x, y) + · · ·+ skPk(x, y) = 0.

Доказательство. Условия на числа si — это система из C2
t+2 линейных однородных (т.е. без

константных слагаемых) уравнений (количество уравнений — это количество всевозможных мо­
номов от двух переменных степени ≤ t). Поскольку количество переменных больше количества
уравнений, эта система имеет нетривиальное решение.

Перейдём собственно к решению. Очевидно, достаточно доказать следующее утверждение:
если n ≥ C2

t+2 и любые n прямых из семейства G имеют t-трансверсаль, то и любые n+1 прямая
также имеют t-трансверсаль.

Предположим противное и рассмотрим n + 1 прямую, для которых утверждение неверно.
Введём систему координат на плоскости так, чтобы прямые не проходили через начало коорди­
нат. Для любого индекса j, уравнение j-й прямой `j можно записать в виде ajx+ bjy + 1 = 0.

Зафиксируем теперь некоторый индекс i. Если выкинуть прямую `i, то найдутся t точек
(x1, y1), . . . , (xt, yt) такие, что каждая из оставшихся прямых проходит хотя бы через одну из
них (а `i, естественно, не проходит). Это означает, что

∏t
k=1(ajxk + bjxk + 1) = 0 при всех j 6= i,

но не при j = i. Обозначая Pi(a, b) =
∏t
k=1(axk + bxk + 1), получаем, что Pi(aj , bj) = 0 при всех

j 6= i, но Pi(ai, bi) 6= 0.
Очевидно, все полученные многочлены имеют степень t. По лемме, найдутся числа s1, . . . , sn

такие, что
∑n

i=1 siPi(a, b) = 0. При этом можно считать, что s1 6= 0. Но тогда
∑n

i=1 siPi(a1, b1) =
s1P1(a1, b1) 6= 0. Противоречие.

4.1. Пусть G — конечный набор множеств, каждое имеет не более d элементов. Докажите,
что если любые d+1 множеств из G имеют общий элемент, то и все множества из G имеют
общий элемент. Докажите, что число d+ 1 нельзя заменить на меньшее.

(Упражнение на понимание. Переформулируйте эту задачу, используя терминологию,
введённую выше.)

Условие можно переписать одной формулой H(Nd) = d+ 1.
Взяв в качестве G семейство всех d-элементных подмножеств (d+1)-элементного множества,

мы получаем, что любые d множеств в G имеют общий элемент, а все d+ 1 — не имеют. Значит,
H(Nd) ≥ d+ 1.

Пусть теперь G ⊂ Nd — семейство, в котором любые d+ 1 множество имеют общий элемент.
При всех i = 1, . . . , d + 1 обозначим через si минимальное возможное количество общих эле­
ментов у некоторых i множеств из G. Очевидно, 1 ≤ sd+1 ≤ sd ≤ · · · ≤ s1 = d. Значит, sj+1 = sj
при некотором j ∈ [1, d].

Пусть A1, . . . , Aj ∈ G таковы, что |Q| = sj , где Q = A1 ∩ · · · ∩Aj . Если Q 6⊆ A для какого-то
A ∈ G, то sj+1 = sj > |Q∩A| = |A1 ∩ · · · ∩Aj ∩A|, что противоречит определению sj+1. Значит,
все множества из G содержат непустое множество Q, что и требовалось доказать.

4.2. Докажите, что все числа виде HGt(Nd) конечны.
Естественно, утверждение следует из задачи 4.5. Мы приведём здесь более лёгкое доказа­

тельство.
Индукция по t. База при t = 1 доказана в предыдущей задаче. Пусть теперь существует

число HGt−1(Nd) = S. Покажем, что HGt(Nd) ≤ T = S + CtSd.
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Рассмотрим произвольное конечное G ⊂ Nd, в котором любые T множеств имеют t-тран-
сверсаль. Если любые S множеств из G имеют (t − 1)-трансверсаль, то по предположению
индукции G имеет даже (t − 1)-трансверсаль. В противном случае существует набор K =
{A1, . . . , AS} ⊂ G, не имеющий (t − 1)-трансверсали. Значит, любая t-трансверсаль набора K
должна целиком содержаться в множестве Q = A1 ∪ · · · ∪AS . Заметим, что |Q| ≤ Sd.

Предположим теперь, что G не имеет t-трансверсали. Значит, для любого t-элементного
подмножества X ⊂ Q найдётся AX ∈ G, не пересекающееся с X. Рассмотрим, наконец, набор

K′ = K ∪ {AX : X ⊂ Q, |X| = t} .

Имеем |K′| ≤ S + CtSd = T , так что K′ должно иметь t-трансверсаль Y . Поскольку K ⊂ K′,
множество Y должно лежать в Q. Но тогда в K′ есть множество AY , не пересекающееся с Y .
Это противоречие завершает доказательство.

4.3. а) Докажите, что HGt(N2) ≥ C2
t+2.

б) Докажите, что HGt(N2) = C2
t+2.

а) См. задачу 4.4.
б) Следует из следующей задачи.

4.4. Докажите, что HGt(Nd) ≥ Ctd+t.
Достаточно рассмотреть семейство G всех d-элементных подмножеств (d + t)-элементного

множества X. Тогда любое t-элементное подмножество в X пересекается со всеми множествами
из G, кроме одного.

4.5∗. (Основная задача для конечных множеств) Докажите, что HGt(Nd) = Ctd+t.
См. следующую задачу.

4.6. а) (Задача Катоны) Пусть множества A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn таковы, что |Ai| =
d, Bi = t, множество Ai пересекается со всеми Bj при j 6= i, но Ai∩Bi = ∅ (при произвольных
индексах 1 ≤ i, j ≤ n). Докажите, что n ≤ Ctd+t.

б) Выведите задачу 4.5 из задачи Катоны.
а) Непосредственно следует из задачи 4.7.
б) Предположим противное. Пусть G ⊂ Nd — семейство минимальной мощности, такое,

что любые ≤ Ctd+t его подмножеств имеют t-трансверсаль, а само оно t-трансверсали не имеет
(тогда, конечно же, |G| > Ctd+t).

Пусть G = {A1, . . . , An}. Для каждого i = 1, . . . , n, семейство G \ {Ai} имеет t-трансверсаль
согласно выбору G; обозначим эту трансверсаль Bi. Ясно, что Ai ∩ Bi = ∅. Тогда система
множеств A1, . . . , An, B1, . . . , Bn удовлетворяет условиям задачи Катоны, следовательно, |G| =
n ≤ Ctd+t. Противоречие.

4.7. Пусть множества A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn удовлетворяют условиям Катоны, т.е. Ai∩
Bi = ∅ и Ai ∩ Bj 6= ∅ при любых i 6= j. Положим ai = |Ai|, bi = |Bi|. Докажите, что
n∑
i=1

1
Cai
ai+bi

≤ 1.

Пусть объединение всех множеств содержит m элементов. Рассмотрим m! способов пронуме­
ровать эти элементы числами от 1 доm. Для i ∈ [1;m] будем говорить, что некоторая нумерация
имеет i-й тип, если номер любого элемента множества Ai меньше, чем номер любого элемента
множества Bi.

Заметим, что нумерация не может иметь больше одного типа. В самом деле, пусть нумера­
ция имеет типы i-й и j-й типы при i 6= j. Пусть ai и aj — максимальные номера элемента из Ai
и элемента из Aj , соответствнно. Можно считать, что ai ≤ aj . Тогда все элементы в Bj имеют
номера, большие, чем aj ; значит, среди элементов множества Bj нет элементов множества Ai,
что противоречит условию.

Далее, посчитаем количество нумераций i-го типа. Заметим, что элементы множества Ai∪Bi
могут располагаться (ai + bi)! способами, из которых подходят ai!bi!; при этом, очевидно, для
каждого такого способа существует одно и то же количество перестановок всего множества,

реализующих этот способ. Итак, искомое количество равно m! · ai!bi!
(ai + bi)!

= m! · 1
Cai
ai+bi

.
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Наконец, поскольку нумераций, имеющих хоть какой-то тип, не больше, чем всех нумераций
вообще, имеем

n∑
i=1

m!
Cai
ai+bi

≤ m!,

что и требовалось доказать.

4.8. Докажите, что существуют такие натуральные числа a1, . . . , an, b1, . . . , bn, что
n∑
i=1

1
Cai
ai+bi

<
1

10100
, но множеств A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn, удовлетворяющих условиям Ка­

тоны и таких, что |Ai| = ai, |Bi| = bi, не существует.
Пусть a1 = 1, a2 = 10101, a3 = 10101 и b1 = 10101, b2 = 1, b3 = 1. Тогда множества B2 и B3

должны пересекаться с A1. Поскольку все три этих множества одноэлементны, они должны
совпадать; но B2 не может совпадать с B3.

5.1. Дано семейство множеств F . Пусть |A ∩ B| = 1 для любых различных A,B ∈ F (в
частности, F — семейство степени 1). Пусть, кроме того, среди любых 4 множеств из F
найдутся три, имеющих непустое пересечение. Докажите, что из F можно выбросить 1
множество так, что все остальные имеют непустое пересечение.

Рассмотрим любые три множества A,B,C ∈ F , имеющие общий элемент x. Предположим,
что найдутся два различных множества D,E ∈ F , не содержащие x. Рассмотрим четыре мно­
жества A,B,D,E. У трёх из них есть общий элемент y; ясно, что тогда y 6= x. Далее, y при­
надлежит хотя бы одному из множеств A и B, без ограничения общности множеству A. Тогда
y не лежит ни в B, ни в C, так как они уже имеют общий элемент x с множеством A. Тогда y
обязан принадлежать обоим множествам D и E.

Рассмотрим теперь четверку B,C,D,E. Любая тройка множеств из нее содержит или пару
B,C, или пару D,E. Но единственный общий элемент пары B,C — это x, и он не принадлежит
ни D, ни E. Аналогично, единственный общий элемент пары D,E — это y, и он не принадлежит
ни B, ни C. Итак, для четверки B,C,D,E нет элемента, покрытого тремя множествами —
противоречие.

Значит, наше исходное предположение неверно, и не более чем одно множество в F не
содержит x.

5.2. Дано семейство множеств F . Пусть |A∩B| = 1 для любых различных A,B ∈ F , причем
в F есть хотя бы 17 множеств. Пусть, кроме того, среди любых 5 множеств из F найдутся
три, имеющих непустое пересечение. Докажите, что F имеет 2-трансверсаль.

Если среди любых четырех множеств из F есть три, имеющих общий элемент, то по преды­
дущей задаче все множества, кроме одного, имеют общий элемент x. Выбрав из оставшегося
множества любой его элемент y, мы получим требуемую 2-трансверсаль {x, y}.

Осталось рассмотреть случай, когда нашлись 4 множества A,B,C,D ∈ F , пересечение лю­
бых трёх из которых пусто. Если к ним добавить любое другое множество E ∈ F , то три
пересекающихся множества появятся; значит, E содержит (единственный!) общий элемент ка­
ких-то двух из исходных четырёх множеств. Поскольку у нас есть 13 вариантов для выбора E
и 6 возможных пар множеств A,B,C,D, какая-то из пар появится хотя бы трижды; значит,
общий элемент x этой пары лежит в пяти множествах из F ; обозначим их X1, X2, X3, X4, X5.

Рассмотрим теперь множества в F , не содержащие элемент x. Если их не больше двух, то
у них есть общий элемент y, и {x, y} — требуемая трансверсаль. Пусть их хотя бы три. Пусть
любые три из них имеют общий элемент; тогда легко видеть, что этот элемент y — общий для
всех, и мы нашли 2-трансверсаль {x, y}.

Осталось рассмотреть случай, когда найдутся множества Y,Z, T , не содержащие x и не
имеющие общего элемента. Обозначим их попарные пересечения через a1, a2, a3. Каждое ai
принадлежит не более чем одному из множеств X1, X2, X3, X4, X5. В самом деле, пусть a1

принадлежит множествам X1 и X2. Тогда X1 и X2 пересекаются по двум элементам x и a1, что
невозможно.

Итак, из 5 множеств X1, X2, X3, X4, X5 найдутся два, не содержащие ни одного элемента из
a1, a2, a3. Пусть это X4 и X5. Тогда у пятерки множеств X4, X5, Y, Z, T нет тройного пересече­
ния. Противоречие.
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Далее мы сначала приведём доказательства ключевых фактов про исключитель­
ные множества, а именно задач 5.10, 5.12–5.14. Мы будем затем использовать их в
решениях оставшихся задач.

Во всём последующем тексте мы предполагаем, что G — (d; t)-исключительное семейство.
Заметим сразу, что все множества XA при A ∈ G различны, ибо при A 6= B множество

XA пересекает B, но не A, а множество XB — наоборот. Более того, отсюда же следует, что
XA 6⊆ XB.

Для решения дальнейших задач будут полезны следующие простые леммы.

Лемма 3. Пусть G — (d; t)-исключительное семейство, а S — некоторое множество мощно­
сти s. Рассмотрим все такие множества A ∈ G, что S ⊆ XA; составим из них семейство F
(то есть F = {A ∈ G : S ⊆ XA}). Тогда F является (d, t− s)-исключительным.

Доказательство. Если S ⊆ XA, то S ∩ A = ∅. Значит, для любых различных A,B ∈ F мы
имеем B ∩ (XA \ S) = B ∩XA 6= ∅. Таким образом, для семейства F можно все множества XA

заменить на XA \S, причём |XA \S| ≤ t− s. Тогда ясно, что F — (d, t− s)-исключительное.

Лемма 4. Пусть G — (d; t)-исключительное семейство, а S — некоторое множество мощно­
сти s. Рассмотрим все множества A ∈ G, содержащие S, и составим семейство F из всех
таких множеств с выкинутым множеством S (то есть F = {A \ S : S ⊆ A ∈ G}). Тогда F
является (d− s, t)-исключительным.

Доказательство. Ясно, что для любых двух различных множеств A,B ∈ G, содержащих S,
выполняется условие |(A\S)∩ (B \S)| = |A∩B|− s ≤ d− s. Кроме того, мы имеем XA∩S = ∅;
значит, (B \ S) ∩XA = B ∩XA 6= ∅, что и значит, что F — (d− s, t)-исключительное.

5.10. Докажите, что b(d; t) ≥ a(d; t).
Достаточно доказать, что если a(d; t) > n при некотором n, то и b(d; t) > n.
Если a(d; t) > n, то существует такое семейство G степени d, что любые n множеств из G

имеют t-трансверсаль, а всё семейство — не имеет. Из всех подсемейств семейства G, не об­
ладающих t-трансверсалью, выберем минимальное по количеству множеств и назовём его F .
Пусть k = |F|; ясно, что k > n. Тогда по выбору F , любые k − 1 множеств из F (скажем, все
без некоторого A) имеют t-трансверсаль X. Заметим, что X не должна пересекать A, иначе X
является t-трансверсалью для F . Значит, X удовлетворяет всем условиям на множество XA.

Итак, F — (d; t)-исключительное семейство, поэтому b(d; t) ≥ k > n, что и требовалось
доказать.

Замечание. В дальнейшем почти все верхние оценки, получаемые на a(d; t), на самом деле
будут оценками на b(d; t). В этих случаях мы будем опускать ссылку на предыдущую задачу,
завершающую доказательство.

5.12. а) Пусть t = 2. Докажите, что h(x) ≤ d+ 2 для любого x.
б) Пусть t произвольно. Докажите, что h(x) ≤ b(d; t− 1).
Пункт а) является частным случаем б) ввиду задачи 5.3. Тем не менее, мы приведём само­

стоятельное решение пункта а), а уже в решении б) сошлёмся на нужную лемму.
а) Предположим, что h(x) ≥ d + 3, то есть существуют такие A1, . . . , Ad+3 ∈ G, что XAi =

{x, xi} при некоторых элементах xi (эти элементы различны, ибо множества XAi различны). Но
тогда (d+1)-элементное множество {x1, x2, . . . , xd+1} лежит и в Ad+2, и в Ad+3. Это невозможно,
ибо |Ad+2 ∩Ad+3| ≤ d.

б) Применив лемму 3 для множества S = {x}, получаем, что семейство F = {A ∈ G : x ∈
XA} является (d, t− 1)-исключительным, т.е. h(x) = |F| ≤ b(d; t− 1).

5.13. Докажите, что g(x) ≤ b(d− 1; t) для любого x.
Применив лемму 4 для множества S = {x}, получаем, что семейство F = {A \ {x} : A ∈

G, x ∈ A} является (d− 1, t)-исключительным, т.е. g(x) = |F| ≤ b(d− 1; t).

5.14. Пусть t = 2; предположим, что h(x) ≤ d. Докажите, что |G| ≤ g(x) + h(x) + b(d −
h(x); 2).

Пусть B1, . . . , Bh — все такие множества в G, что x ∈ XBi (тогда h = h(x)). Положим
XBi = {x, xi}; как обычно, все элементы xi различны.
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Пусть A1, . . . , Ak — все такие множества в G, что x не лежит ни в Ai, ни в XAi . Поскольку
k = |G| − g(x)− h(x), достаточно доказать, что k ≤ b(d− h(x); 2).

Поскольку Ai 6= Bj при всех i, j, мы получаем {x, xj}∩Ai 6= ∅, а значит, xj ∈ Ai, поскольку
x /∈ Ai. Итак, всё множество Y = {x1, . . . , xh} лежит во всех множествах Ai. Применяя теперь
лемму 4 к множеству S = Y , получаем k ≤ b(d− h; 2), что и требовалось доказать.

Замечание. Утверждение и решение остаются верными и при h(x) > d; в этом случае надо
отметить, что b(d− h; t) = 1 при d < h.

Сначала мы соберём серийные (но не обязательно точные) оценки. Правда, ино­
гда мы будем пользоваться точными оценками из частных случаев ниже.

Согласно задаче 5.10, для получения верхних оценок на a(d; t) достаточно получить такие
же оценки на b(d; t). Поэтому в каждом случае ниже мы с самого начала предполагаем, что
выбрано (d; t)-исключительное семейство G, и оцениваем его мощность.

5.8. а) Докажите, что a(d; t) ≥ Ctd+t+1.
б)∗∗ Существуют ли значения d, t, при которых неравенство в предыдущем пункте стро­

гое?
а) Пусть G — семейство всех (d+1)-элементных подмножеств некоторого (d+t+1)-элементного

множества B. Тогда любые два различных множества из G пересекаются не более, чем по d
элементам. С другой стороны, любое t-элементное подмножество X ⊂ B пересекается со всеми
множествами из G, кроме одного.

б) Жюри до сих пор не знает ответа на этот вопрос.

5.3. Докажите, что a(d; 1) = d+ 2.
Согласно задачам 5.8а) и 5.10, нам достаточно доказать, что b(d; 1) ≤ d+2. Пусть существует

(d; 1)-исключительное семейство F = {A1, A2, . . . , Ad+3, . . . } из не менее чем d + 3 множеств.
По определению (d; 1)-исключительного семейства все XAi одноэлементные (пусть XAi = {xi});
значит, xi ∈ Aj при i 6= j. Очевидно, xi 6= xj при i 6= j. Значит, множества A1 и A2 содержат
d+ 1 общий элемент x3, . . . , xd+3, что невозможно.

Замечание. В дальнейшем нам ещё потребуется очевидное равенство a(0; t) = b(0; t) = t+1.
Его доказательство мы оставляем читателю.

Для удобства введём некоторые обозначения.

Определение 1. Для любого элемента x, обозначим Gx = {A ∈ G : x ∈ A} и Hx = {A ∈ G :
x ∈ XA}.

Для индукционного перехода в следующей задаче будет полезно такое уточнение задачи
5.12а).

Лемма 5. Пусть t = 2, и пусть |G| > b(d−1; 2)+d+3. Тогда h(x) ≤ d для любого элемента x.

Доказательство. От противного. Пусть существуют такие d + 1 множеств A1, . . . , Ad+1, что
XAi = {x, xi} (при различных элементах xi). По задаче 5.13, мы имеем g(x) ≤ b(d − 1; 2).
Значит, в G существуют хотя бы d+ 3 множества, не содержащие x, и два из них не совпадают
с Ai. Пусть это множества B, C. Поскольку x /∈ B, ноXAi∩B 6= ∅, получаем {x1, . . . , xd+1} ⊆ B.
Аналогично, {x1, . . . , xd+1} ⊆ C. Значит, |B ∩ C| ≥ d+ 1, что невозможно.

Замечание. Это доказательство по сути повторяет доказательство задачи 5.14 (точнее, её
версии при h > d).

5.5. а) Докажите, что a(d; 2) ≥ C2
d+3.

б) Докажите, что a(d; 2) ≤ 2d2 + 3 при d ≥ 2.
а) Следует из общего примера из задачи 5.8а).
б) Мы докажем индукцией по d ≥ 2, что b(d; 2) ≤ 2d2 + 3. База будет включена в переход.
Предположим, что b(d; 2) ≥ b(d − 1; 2) + d + 3. Тогда h(x) ≤ d при всех x по лемме 5.

Обозначим b = |G|.
Для каждого элемента x обозначим через n(x) количество упорядоченных троек различных

множеств (A,B,C) из семейства G, таких, что x ∈ A, x ∈ B, и x ∈ XC . Мы оценим сумму σ
всех чисел n(x) двумя способами.
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С одной стороны, существует b(b − 1) пар различных множеств (A,B). Для каждой такой
пары есть не более d вариантов выбрать подходящий элемент x (ибо |A∩B| ≤ d), и для каждого
такого x существует h(x) ≤ d вариантов множества C. Итого, σ =

∑
x n(x) ≤ b(b− 1) · d2.

С другой стороны, рассмотрим произвольное множество C и положим XC = {x, y}. Каждое
из остальных b − 1 множеств в G содержит либо x, либо y; пусть, скажем, sx множеств содер­
жат x и sy множеств содержат y (sx + sy ≥ b − 1). Тогда существует sx(sx − 1) пар множеств,
пересекающихся по x, и sy(sy − 1) пар, пересекающихся по y. Итого, тройки с нашим множе­
ством C учитываются как минимум s(C) = sx(sx−1)+sy(sy−1) раз. Из равенства sx+sy ≥ b−1
нетрудно получить, что s(C) ≥ (b−1)(b−3)

2 (оценка становится точной, если sx = sy = b−1
2 ). Итак,

σ ≥ b (b−1)(b−3)
2 .

В итоге мы получаем d2b(b− 1) ≥ σ ≥ 1
2b(b− 1)(b− 3), откуда 2d2 ≤ b− 3, что и требовалось

доказать.
Осталось рассмотреть случай, когда b(d; 2) ≤ b(d−1; 2)+d+2. Если d ≥ 3, то по предположе­

нию индукции мы имеем b(d; 2) ≤ (2(d−1)2+3)+d+2 = 2d2−3d+5 ≤ 2d2+3, что и требовалось.
Если же d = 2, то по задач 5.4а) мы имеем b(1; 2) = 6, поэтому b(2; 2) ≤ 6 + 2 + 2 = 10, что и
требовалось.

Замечание. Заметим, что оценка в основной части решения допускает улучшения. Так,
верхняя оценка на σ точна только тогда, когда h(x) = d при всех x. В то же время, из задачи 5.14
можно увидеть, что при этом условии g(x) не может равняться b−1

2 , то есть нижняя оценка
неточна. Метод получения более точных оценок показан в лемме 7 перед вычислением b(1; 4)
и применён далее.

5.7. а) Докажите, что a(1; t) ≥ C2
t+2.

б) Докажите, что a(1; t) ≤ t2 + 1 при t ≥ 3.
а) Следует из общего примера из задачи 5.8а).
б) Решение дословно повторяет решение задачи 3.4а): единственное свойство прямых на

плоскости, которое использовалось в нём (в отличие от 3.4б)!) — то, что они образуют семейство
степени 1 (проверьте это!).

5.11. Докажите, что b(d; t) конечно при всех d и t.
Мы докажем оценку b(d; t) ≤ td+1 + (td−1 + td−2 + · · · + t0) индукцией по d ≥ 1. База при

d = 1 доказана в задаче 5.7б).
Для перехода допустим, что d ≥ 2. Рассмотрим произвольное множество A ∈ G; пусть

XA = {x1, . . . , xt}. Тогда все остальные множества в G содержат хотя бы один из элементов
x1, . . . , xt. При этом количество множеств, содержащих xi, не превосходит b(d−1; t) по лемме 4.
Значит, |G| ≤ 1 + tb(d− 1; t) = 1 + td+2 + (td + td−1 + · · ·+ t), что и требовалось доказать.

Замечание. Вместо задачи 5.7б) можно использовать в качестве базы тривиальную оценку
b(0; t) ≤ t+ 1. В этом случае получается немного худшая оценка b(d; t) ≤ td+1 + td + · · ·+ 1.

5.9. а) Докажите, что число a(d; t) конечно при любой паре (d, t).
б) Насколько хорошую оценку сверху на a(d; t) вам удастся получить?
Решение пункта а) получается из задач 5.10–5.11. Оттуда же получается оценка a(d; t) ≤

td+1 + (td−1 + td−2 + · · ·+ t0) при всех d ≥ 1.
Наконец, мы переходим к точным, хотя и частным, результатам из задач 5.4

и 5.6. Здесь мы не ссылаемся на пункты этих задач, а просто выписываем доказан­
ное равенство.

Нижние оценки во всех случаях непосредственно следуют из задачи 5.8а). Для верхних
оценок мы опять предполагаем, что выбрано (d; t)-исключительное семейство G, и оцениваем
его мощность.

b(1; 2) = 6. Предположим, что |G| ≥ 7. Рассмотрим произвольное C ∈ G; пусть XC = {x, y}.
Тогда каждое из остальных множеств в G содержит x или y; следовательно, хотя бы три из
них содержат один и тот же элемент из XC , скажем, x ∈ A1, A2, A3. Заметим, что g(x) ≤ 3 по
задаче 5.13; значит, остальные множества в G не содержат x. По нашему предположению, в G,
кроме Ai, есть ещё хотя бы 4 множества C1, C2, C3, C4.

Рассмотрим произвольный индекс k = 1, 2, 3, 4. Пусть XCk
= {x1, x2}. Два из множеств Ai

должны содержать один и тот же элемент xj . Поскольку они пересекаются только по x (ведь
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G — семейство степени 1!), мы получаем, что x = xj ∈ XCk
. Итак, x ∈ Ck при всех k = 1, 2, 3, 4.

Значит, по лемме 3, применённой к S = {x}, семейство {C1, C2, C3, C4} — (1; 1)-исключительное.
Но тогда по задаче 5.3 оно имеет не более 3 элементов. Противоречие.

Замечание. Проанализировав это решение, мы можем выделить следующую лемму, полез­
ную и в дальнейшем.

Лемма 6. Пусть G — исключительное (1, t)-семейство, причём g(x) ≥ t+1 при некотором x.
Тогда для любого B ∈ G, мы имеем x ∈ B или x ∈ XB. Кроме того, g(x) = t+ 1, и семейство
F = G \Gx является (1, t− 1)-исключительным.

Доказательство. Пусть g(x) ≥ t+ 1, и Gx ⊇ {A1, . . . , At+1}.
Предположим, что x /∈ B и x /∈ XB при некотором B ∈ G. Каждое из множеств A1, . . . , At+1

содержит хотя бы один элемент из XB; поскольку |XB| = t, два из них должны содержать
один и тот же элемент (скажем, y ∈ A1 ∩ A2 ∩XB). Но тогда A1 ∩ A2 содержит (различные!)
элементы x и y, что невозможно. Значит, такого множества B не существует.

Далее, g(x) ≤ t+ 1 по задаче 5.13, так что g(x) = t+ 1. Второе утверждение следует теперь
из леммы 3. �

b(1; 3) = 10. Предположим, что |G| ≥ 11. Рассмотрим произвольное C ∈ G; пусть XC =
{x, y, z}. Тогда каждое из остальных множеств в G содержит хотя бы один из элементов x, y
или z, то есть g(x)+g(y)+g(z) ≥ 10. Значит, одно из слагаемых больше трёх, скажем, g(x) ≥ 4.
Тогда по лемме 6 мы получаем, что F = G\Gx является (1; 2)-исключительным, причём |F| ≥ 7.
Это противоречит тому, что b(1; 2) = 6.

Замечание. Предыдущие два пункта по сути повторяют решение задачи 3.4а). Мы приво­
дим их здесь для удобства восприятия следующего пункта.

Для дальнейшего продвижения мы несколько улучшим главный метод из задачи 5.5. Имен­
но, мы немого изменим определение суммы σ, так, что она будет допускать несколько лучшие
оценки. Смысл следующего определения будет ясен из дальнейшей леммы.

Определение 2. Для каждого элемента x, лежащего хотя бы в одном множестве вида XA,

назовём его ценой величину p(x) =
g(x)(g(x)− 1)

h(x)
. Для каждого C ∈ G назовём его ценой

величину P (C) =
∑

x∈XC
p(x).

Лемма 7. Пусть G — (d; t)-исключительное семейство мощности b. Тогда существует мно­
жество C ∈ G такое, что P (C) ≤ d(b− 1).

Доказательство. Опять же, для каждого элемента x обозначим через n(x) количество упоря­
доченных троек различных множеств (A,B,C) из семейства G, таких, что x ∈ A, x ∈ B, и
x ∈ XC . Однако теперь мы будем оценивать чуть другую сумму, а именно

Σ =
∑
x

n(x)
h(x)

(естественно, сумма берётся по всем элементам, участвующим в множествах вида XA).
С одной стороны, существует b(b − 1) пар различных множеств (A,B). Для каждой такой

пары есть не более d вариантов выбрать подходящий элемент x (ибо |A∩B| ≤ d). Далее, любой
элемент x ∈ A ∩ B добавляет ровно единицу к Σ; действительно, существует h(x) вариантов
множества C, и каждый из этих вариантов будет считаться с «весом» 1/h(x). Итого, получаем

Σ =
∑

(A,B): A 6=B

|A ∩B| ≤ d · b(b− 1).

С другой стороны, рассмотрим произвольное множество C. Покажем, что тройки вида
(A,B,C) вносят в Σ вклад, равный как раз P (C). Действительно, для каждого x ∈ XC , в
числе n(x) посчитаны g(x)(g(x) − 1) пар. Учитывая «вес» 1/h(x), мы получаем, что «вклад
пары x,C» равен p(x), а тогда «вклад» множества C равен P (C), что и требовалось.

Итак, db(b − 1) ≥ Σ =
∑

C∈G P (C). По принципу Дирихле, одно из b слагаемых справа не
превосходит d(b− 1). �

10



b(1; 4) = 15. Предположим, что |G| ≥ 16; выкинув несколько множеств из G, можно счи­
тать, что b = |G| = 16. Рассмотрим произвольное C ∈ G; пусть XC = {x1, x2, x3, x4}. Аналогично
предыдущему пункту, получаем, что

∑
i g(xi) ≥ 15, причём g(xi) ≤ 4 (иначе, используя лемму 6,

мы приходим к противоречию с b(1; 3) = 10).
Итак,

∑
i g(xi) =

∑
i |Gxi | ≤ 16, но каждое A ∈ G, отличное от C, должно лежать в одном

из Gxi . Это означает, что либо все семейства Gxi не пересекаются, либо пересекаются лишь два
из них, причём по одному элементу. В любом случае, можно считать, что Gx1 , Gx2 и Gx3 не
пересекаются и содержат по 4 множества.

Утверждение. Для любого A ∈ G, отличного от C, множество XA не содержит ни одного
из элементов x1, x2, x3.

Доказательство. Пусть x1 ∈ XA; тогда, очевидно, x1 /∈ A. Заметим, что один из двух
элементов x2, x3 также не лежит в A, ибо Gx2 ∩ Gx3 = ∅; пусть для определённости x2 /∈ A.
Предположим, что x2 /∈ XA. Обозначим четыре множества, содержащие x2, через B1, B2, B3, B4;
все они не содержат x1. Пересечение любых двух из них есть {x2}; значит, все множества Bi∩XA

не пересекаются. Таким образом, XA и состоит из этих четырёх пересечений (ибо |XA| = 4), а
они не содержат x1. Это противоречит тому, что x1 ∈ XA.

Итак, мы получили, что x1, x2 ∈ XA. Предположим теперь, что x3 /∈ XA. В семействе
Gx3 есть хотя бы три множества, отличных от A. Тогда они должны пересекаться с XA по
различным элементам, отличным от x1, x2. Это опять же невозможно, ибо |XA| = 4.

Итак, XA = {x1, x2, x3, y} при некотором y 6= x4. Рассмотрим теперь два множества B,B′ ∈
G, не лежащее в Gxi при i = 1, 2, 3 и не совпадающие с A, C (такие множества найдутся, ибо
|Gx1 |+ |Gx1 |+ |Gx1 |+ 2 = 14 = |G|− 2). Тогда ∅ 6= B ∩XC , поэтому x4 ∈ B. Аналогично, y ∈ B,
а также x4, y ∈ B′. Значит, |B ∩B′| ≥ 2, что невозможно. �

Итак, мы знаем, что h(x1) = h(x2) = h(x3) = 1 и g(x1) = g(x2) = g(x3) = 4. Значит,
P (C) ≥ 3 · 12

1 + p(x4) > 36. С другой стороны, по лемме 7 существует C ∈ G такое, что
P (C) ≤ db = 30 < 36. Это противоречие завершает доказательство.

b(2; 2) = 10. Предположим, что |G| = 11; тогда из леммы 5 следует, что h(x) ≤ 2 при всех
x, а из задачи 5.13 — что g(x) ≤ 6. Тогда из задачи 5.14 следует, что при h(x) = 2 мы имеем
g(x) = 6. Значит, если g(x) принимает значение 4, 5 или 6, то величина p(x) не может быть
меньше, чем 12, 20 или 30

2 = 15, соответственно.
По лемме 7, существует C ∈ G, для которого P (C) ≤ 2 · 10 = 20. Пусть XC = {x, y}, причём

g(x) ≥ g(y). Заметим, что g(x) + g(y) ≥ |Gx ∪ Gy| = 10, так что g(x) ≥ 5, g(y) ≥ 4. Тогда
P (C) ≥ 15 + 12 = 27. Противоречие.

b(3; 2) = 15. Пусть |G16. Действуя аналогично предыдущему решению, мы получаем h(x) ≤
3, g(x) ≤ 10, причём при h(x) = 1, 2, 3 мы имеем соответственно g(x) ≥ 5, 8, 10.

Далее, из леммы 7 мы находим C ∈ G такое, что P (C) ≤ 3 · 15 = 45. Пусть XC = {x, y}
и g(x) ≥ g(y). Тогда g(x) ≥ 8, поэтому p(x) ≥ 28; также p(y) ≥ 20, ибо g(y) ≥ 5. Значит,
P (C) ≥ 48. Противоречие.

b(4; 2) = 21. Действуя аналогично предыдущим пунктам, находим C ∈ G такое, что P (C) ≤
84. Если XC = {x, y} и g(x) ≥ g(y), то аналогичное противоречие получается всегда, кроме
случая g(y) = 6; но тогда должно получиться g(x) = 15 и h(x) = 4 (иначе опять P (C) > 84).

Рассмотрим этот случай отдельно. Поскольку h(x) = 4, должны существовать множества
C1, C2, C3, C4 такие, что h(Ci) = {x, yi}. Тогда есть 22 − g(x) − h(x) = 3 множества B1, B2, B3

такие, что x /∈ Bi и x /∈ XBi . Из свойств множеств XCj следует, что {y1, y2, y3, y4} ⊆ Bi. Значит,
любые два из множеств Bi должны пересекаться ровно по элементам y1, y2, y3, y4.

Наконец, для любого C ∈ G, отличного от Bi, множество XC пересекает все Bi; значит, один
его элемент содержится в двух множествах из Bi. Значит, в XC содержится один из y1, y2, y3, y4.
Отсюда следует, что

∑
i h(yi) ≥ 22 − 3 = 19; но тогда h(yi) ≥ 5 при некотором i. Как мы уже

отмечали выше, это невозможно.
Замечание. Развивая эти методы, авторы смогли доказать равенство a(d; 2) = b(d; 2) =

C2
d+2 для всех d ≤ 7.
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The Helly–Gallai numbers for the families of finite and quasi-finite
sets

I.I. Bogdanov, G.R. Chelnokov, V.L. Dolnikov

1 Introduction

Typical problem. In a city there are some bus routes. Every two routes have at most two common
bus stops. Moreover, for each 10 routes there exist two stops A and B such that each among out ten
routes passes through at least one of the stops A and B. Prove that there exist two stops such that
each route in the city passes through at least one of them.

Also show that the problem statement does not remain valid after replacing the number 10 by a
smaller number. (See problem 5.4b).)

If you are familiar with this type of problems (and you like them) you may skip the
preliminary text and just start working on the problems.

One of the widespread types of questions in combinatorics is the following one. Given a family F
of sets, we need to determine whether it is possible to select few elements (usually a prescribed
number of them) so that each set in F contains at least one selected element. (Such selection is
called a transversal for F .) Such questions are important, for instance, in investigating the colorings
of (hyper)graphs (and thus have applications in many areas of mathematics); also such questions are
very popular in convex geometry. Despite the popularity of this type of questions, many of them are
still unsolved, sometimes even those looking quite innocent.

As an example, we present a known Erdös–Faber–Lovasz conjecture which is neither proved nor disproved at the
present moment.

Conjecture. In a city there are some bus routes and n bus stops. Suppose that each route passes through at least
two stops, and each two routes have at most one stop in common. Then all the routes can be colored inn colors so that
no two routes of the same color have a common station.

Obviously, the necessary condition for the certain family of set to have a transversal of fixed
size is that each its subfamily also has such a transversal. For some special kinds of families, it is
sufficient to verify this condition for all the subfamilies of a certain size. The famous result of this
type is Helly’s theorem for planar convex sets (see problem 2.4); it deals with the 1-transversals.

The first our principal goal is to investigate this type of questions for the families of sets of
bounded finite cardinality (section 4). The next goal is to generalize these results for the case
of families of sets with some finiteness conditions for their intersections. This type of families is
important, e.g., since the conditions of such kind hold for the algebraic sets (i.e. the sets of solutions
of certain systems of algebraic equations).

The solution of some problems in this project is not known at the present moment. In this case
we ask the question of the type “How far can you improve the estimate?”. For such type of problems,
we accept any serial bound (that is, a bound that works for infinite number of values of parameters).
Please keep in mind that serious improvement of known results in this area is worth being published.

The problems marked by the triangle signO were given at the semifinal.

2 Introduction to the Helly numbers

2.1. Consider a family of segments in a line. Suppose that the intersection of all segments of this
family is empty. Prove that there exist two segments in this family, such that their intersection is
empty.
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2.2. Consider a tree G (i.e. a connected graph without cycles). Consider the finite family of
connected subgraphs of G such that the intersection of all these subgraphs is empty. Prove that
there exist two subgraphs in this family, such that their intersection is empty.

2.3. Consider a finite family of arcs of some fixed circle. Suppose that every 1000 arcs of this
family have a nonempty intersection. Show that all the arcs of the family do not necessarily have a
nonempty intersection.

All the three problems above deal with the same property of some family of sets; for instance, in
problem 2.1 we work with the family of all segments in the line. Now we define the property.

Definition 1. Let F be some (not necessarily finite) family of sets. A positive integer k is called a
Helly number for the family F if the following statement holds:

Let G be an arbitrary finite subfamily of F . Suppose that the intersection of all sets in G is empty.
Then there exist at most k sets in G such that their intersection is empty.

In other words, k is a Helly number of the set F if the following “Helly type statement” takes
place:

Let G be an arbitrary finite subfamily of F . Assume that for every k sets in G, their intersection
is nonempty. Then the intersection of all the sets in G is also nonempty.

Using the introduced notation, one can reformulate the problems 1.1–1.2 as follows: number 2 is
a Helly number for both the family of the segments in a line and the family of all subtrees of some
fixed tree. The statement of problem 1.3, after a similar reformulation, claims that there is no Helly
number for the family of all he arcs of a fixed circle.

Definition 2. Let F be a family of sets. We write H(F) = k if k is the minimal Helly number
for the family F (provided that there exists some Helly number for F). If there is no Helly number
for F , then we write H(F) =∞.

The next problems will help you to get acquainted with the Helly numbers.

2.4. (Helly’s theorem for the convex sets in the plane.) Let C be the family of all convex
sets in the plane. Prove that H(C) = 3.

Remark. For the problem above, the condition that the family G ⊂ C is finite (in Definition 1)
may be replaced with the condition that all sets of C are closed and bounded.

2.5. Let P be the family of all infinite increasing arithmetic progressions consisting of positive
integers. Prove that H(P) = 2.

2.6. Let O be the set of all the circumferences in the plane. Find H(O). (Reminder. A circum-
ference is a boundary of a disk in the plane.)

3 Introduction to the Helly–Gallai numbers

We need a bit more general concept than the Helly numbers.

Definition 3. Let F be a family of sets. A set X is a transversal for the family F if X ∩A 6= ∅ for
all A ∈ F . A transversal X is called a t-transversal if |X| = t.

Remark. For any family F , the existence of a 1-transversal is equivalent to the condition that
the intersection of all sets of F is nonempty.

Definition 4. Let F be a family of sets. A positive integer k is called a t-Helly–Gallai number for F
if the following statement holds:

Let G be an arbitrary finite subfamily of F . Suppose that there is no t-transversal for G. Then
there exists a subfamily of at most k sets in G also admitting no t-transversal.

Next, if there exists a t-Helly–Gallai number for a family F , then we will denote by HGt(F) the
minimal such number. Otherwise we write HGt(F) =∞.
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Remark. Note that by definition we have H(F) = HG1(F), so the new concept is a generaliza-
tion of the Helly numbers introduced above..

Again, the next problems aim to help to get acquainted with a new notion.

3.1. Let S be the family of segments in the line.
a) Prove that HG2(S) = 3
b) Prove that HGt(S) = t + 1.

3.2. а) Construct a family F such that H(F) = 2 but HG2(F) ≥ 1000.
b) Prove that there exists a family F such that H(F) = 2 but HG2(F) =∞.

3.3. Prove that HG2(C) =∞. (Recall that C is the family of all convex sets in the plane.)

3.4∗. Denote by L the family of all the lines in the plane.
a) Prove that HGt(L) ≤ t2 + 1 for all t ≥ 3.
b) How far can you improve this bound?

4 Families of sets of bounded cardinality and their Helly–Gallai
numbers

One can see from the previous section that the existence of a finite Helly number for some family F
does not necessarily imply that the Helly–Gallai numbers of this family are finite. Thus, one needs
some additional conditions on the family F . One of such natural conditions is the boundedness of
all the cardinalities of the sets in F .

Definition 5. Denote by Nd the family of all sets having at most d elements each.

4.1. Let G be some finite family of sets having at most d elements each. Suppose that every d + 1
sets of G have a nonempty intersection. Prove that the intersection of all the sets of G is nonempty.

Moreover, show that in the previous statement, the number d + 1 can not be replaced with d.
Comprehension exercise. Reformulate this problem with the use of terminology introduced above.

4.2. Prove that all the numbers of the form HGt(Nd) are finite.

4.3. a) Prove that HGt(N2) ≥ C2
t+2.

b) Prove that HGt(N2) = C2
t+2.

4.4. Prove that HGt(Nd) ≥ Ct
d+t.

4.5∗. (The principal result of this section) Prove that HGt(Nd) = Ct
d+t.

The problem above is tough. The next problem may be used as a hint.

4.6. a) (Katona’s problem) Assume that the sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn are chosen so that
|Ai| = d, |Bi| = t, for i 6= j the set Ai has at least one common element with the set Bj , but
Ai ∩Bi = ∅. Prove that n ≤ Ct

d+t.
b) Assuming that Katona’s problem is solved, prove the problem 4.5.

4.7.O Assume that the sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn satisfy Katona’s conditions, i.e. Ai ∩Bi = ∅

and Ai ∩Bj 6= ∅ for all i 6= j. Let ai = |Ai|, bi = |Bi|. Prove that
n∑

i=1

1
Cai

ai+bi

≤ 1.

The previous problem presents the constraints for the cardinalities of the sets satisfying Katona’s
conditions. The next problem shows that this constraint is far from being sufficient.

4.8.O Prove that there exist positive integers a1, . . . , an, b1, . . . , bn such that (i)
n∑

i=1

1
Cai

ai+bi

<
1

10100
,

but (ii) there are no sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn satisfying Katona’s conditions such that |Ai| = ai,
|Bi| = bi.
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5 The Helly–Gallai numbers for the quasi-finite sets

In this section we weaken the conditions for the families considered.

Definition 6. Let F be a family of sets. We say that F is a family of degree d if for every two
distinct sets A, B ∈ F we have |A ∩B| ≤ d.

Now let us fix arbitrary positive integers d and t. Next, for every family F of degree d let us find
its (minimal) t-Helly–Gallai number HGt(F). Denote by a(d; t) the maximal among these numbers.

In other words, a(d; t) is a minimal number which is a Helly–Gallai number for every family F
of degree d.

This section is devoted to different bounds for the numbers a(d; t);

5.1. Let F be a family of sets. Suppose that |A ∩B| = 1 for every distinct A, B ∈ F (in particular,
this condition implies that F is a family of degree 1). Suppose, in addition, that among any four
sets in F , there exists three sets having a nonempty intersection. Prove that one can delete one of
the sets from F so that all the remaining sets will have a nonempty intersection.

5.2. Let F be a family of sets. Suppose that F contains at least 17 sets, and for every distinct
A, B ∈ F we have |A ∩B| = 1. Moreover, suppose that among any 5 sets in F , there are three sets
with a nonempty intersection. Prove that there exists a 2-transversal for F .

5.3. Prove that a(d; 1) = d + 2.

5.4. a) Prove that a(1; 2) = 6.
b) Prove that a(2; 2) = 10.
c) Prove that a(3; 2) = 15.
d) Prove that a(4; 2) = 21.
e)∗ Try to prove the analogous statement for some larger values of n.

5.5. a) Prove that a(d; 2) ≥ C2
d+3.

b) Prove that a(d; 2) ≤ 2d2 + 3 for all d ≥ 2.
c)∗ How far can you improve these bounds?
Remark. In the problem above, the authors can improve the upper bound (that from part

b)), but still there is a substantial gap between the upper and the lower bounds. It would be very
interesting to obtain upper and lower bounds which are asymptotically the same; that is, their ratio
should tend to 1 as d→∞.

5.6. a) Prove that a(1; 3) = 10.
b) Prove that a(1; 4) = 15.
c)∗ For which values of t you can prove the analogous statement?

5.7. a) Prove that a(1; t) ≥ C2
t+2.

b) Prove that a(1; t) ≤ t2 + 1 for all t ≥ 3.
c)∗ How far can you improve these bounds?

5.8. a) Prove that a(d; t) ≥ Ct
d+t+1.

b)∗∗ Do there exist the values of d and t such that the inequality in a) is strict?
Remark. The authors do not know the answer for 5.8б).

5.9. a) Prove that the number a(d; t) is finite for every pair (d, t).
b) Try to obtain a good1 bound for the number a(d; t).
The remaining part of the text was given at the semifinal.

The next notion for the quasi-finite sets is analogous to Katona’s conditions.

Definition 7. Let G be a finite family of sets. We say that G is (d; t)-exceptional if (i) G is a family
of degree d, and (ii) for every A ∈ G there exists a set XA with |XA| = t such that XA ∩A = ∅ but
XA ∩B 6= ∅ for all B ∈ G different from A.

Denote by b(d; t) the maximal cardinality of a (d; t)-exceptional family. (We set b(d; t) = ∞ if
there exist (d; t)-exceptional families of an arbitrary large cardinality.)

1as good as possible. . .
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5.10.O Prove that b(d; t) ≥ a(d; t).

5.11.O Prove that the number b(d; t) is finite for all d and t.

The next problems in this section are devoted to the investigation of exceptional families.
From now on, we fix positive integers d and t; we also fix some (d; t)-exceptional family G. Recall

that for every A ∈ G we fix one set XA such that |XA| = t, XA ∩ A = ∅, but XA ∩ B 6= ∅ for all
B ∈ G distinct from A.

Definition 8. Let x be some element. Denote by g(x) the number of the sets A ∈ G such that x ∈ A.
Denote by h(x) the number of the sets A ∈ G such that x ∈ XA.

5.12.O a) Assume that t = 2. Prove that h(x) ≤ d + 2 for every x.
b) Prove that h(x) ≤ b(d; t− 1) (for an arbitrary t).

5.13.O Prove that g(x) ≤ b(d− 1; t) for every x.

5.14.O Assume that t = 2 and h(x) ≤ d. Prove that |G| ≤ g(x) + h(x) + b(d− h(x); 2).

6 The Helly–Gallai numbers for the two-dimensional quasi-finite
sets

The families considered in the previous section may be regarded as 1-dimensional since the intersec-
tion of any two of them is finite. In particular, setting t = 1 we get a combinatorial analogue of a
family of lines. In the same way, we may define 2-dimensional families as follows.

Definition 9. Let F be a family of sets. Let F ′ be the family of all the intersections of two distinct
elements from F , i.e.

F ′ = {A ∩B : A, B ∈ F , A 6= B}.

We say that F is a 2-dimensional family of degree d if F ′ is a (1-dimensional) family of degree d.
Now let us fix some positive integers d and t. For every 2-dimensional family F of degree d,

consider its (minimal) t-Helly–Gallai number HGt(F). Denote by a2(d; t) the maximal such number.

In this section, we do not propose an explicit investigation agenda. Instead of that, we propose
you to investigate the numbers a2(d; t) by yourself. We will accept all the results about these
numbers. The problems below mark only some natural directions of investigation.

6.1.O Prove that all the numbers a2(d; t) are finite.

6.2.O Assume that d = 0. Give the necessary definitions on your own and prove that g(x) ≤ t + 1.

6.3.O (investigatory, “with no double intersections”) Find some upper and lower bounds
for the numbers a(0; t) for some values of t.

6.4.O (investigatory, “the case of planes”) Find some upper and lower bounds for the numbers
a(1; t) for some values of t.

6.5.O (investigatory, a general case) Find some upper and lower bounds for the numbers
a(d; t) for some values of d and t.

Remark. In the last three problems, as usual, serial bounds are more valuable than partial results
for fixed values of (d; t). Nevertheless, we insistently recommend you to start with a consideration
of a sufficient amount of particular cases.
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The Helly–Gallai numbers for the families of finite and quasi-finite
sets.

I.I. Bogdanov, G.R. Chelnokov, V.L. Dolnikov

Solutions.

2.1. Consider a family of segments in a line. Suppose that the intersection of all segments of this
family is empty. Prove that there exist two segments in this family, such that their intersection is
empty.

Denote the given segments as [a1, b1], . . . , [an, bn]. Let as = max1≤i≤n ai, bt = min1≤i≤n bi (it is
possible that s = t). If as ≤ bt then each given segment contains as, which contradicts the condition
of the problem. Hence as > bt, therefore t 6= s, and the sth segment has no common point with the
tth one.

2.2. Consider a tree G (i.e. a connected graph without cycles). Consider the finite family of
connected subgraphs of G such that the intersection of all these subgraphs is empty. Prove that there
exist two subgraphs in this family, such that their intersection is empty.

If we delete any edge e from a tree G, we cut this tree into two components. Moreover, if a
subtree G′ does not contain e, then it lies in one of these components.

Denote our subtrees by G1, . . . , Gn. Let k be a maximal integer such that the intersection
G = G1 ∩ G2 ∩ · · · ∩ Gk is nonempty (note that k < n). Then the intersection of G and Gk+1 is
empty.

Now consider a shortest path conecting G with Gk+1. The first edge e of this path does not
belong to G, hence some Gi (with 1 ≤ i ≤ k) also does not contain e. Let us delete this edge. The
subtrees Gk+1 and G come to different components of the remaining graph. Therefore Gk+1 and Gi
are also in different components. Hence their intersection is empty.

2.3. Consider a finite family of arcs of some fixed circle. Suppose that every 1000 arcs of this
family have a nonempty intersection. Show that all the arcs of the family do not necessarily have a
nonempty intersection.

Partition the circle into 1001 arcs (we call them small arcs). We call a complement of any small
arc a large arc. We claim that the family of large arcs is a desired example. Namely, it is easy to
check that the intersection of any 1000 large arcs is nonempty, but the intersection of all of them is
obviously empty.

Remark. The large arcs in the solution are assumed not to contain their endpoints. One may
decrease them slightly to obtain an example consisting of closed arcs.

2.4. (Helly’s theorem for the convex sets in the plane.) Let C be the family of all convex
sets in the plane. Prove that H(C) = 3.

Induction on the number n ≥ 4 of the considered convex sets. The base case is n = 4. Consider
our convex sets F1, F2, F3, F4. Let xi be a point of intersection of all of them except Fi. We apply
the following lemma.

Lemma 1 (Radon’s theorem). One can partition any four points in the plane into two sets so that
the convex hulls of these sets have a common point.

Proof. Consider two cases: (i) the points are the vertices of some convex quadrilateral, and (ii) one
of the points lies inside the triangle formed by the other three.
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So, suppose for example that the convex hulls of the sets {x1, x2} and {x3, x4} intersect at point x.
Then x lies if F3 and F4, since the whole segment x1x2 lies in these sets. Analogously, x ∈ F1 ∩ F2.
All the other cases are completely analogous.

For the induction step, assume that n ≥ 4 and consider n + 1 convex sets F1, . . . Fn+1. Let us
construct a new family consisting of n convex sets F ′1 = F1 ∩ Fn+1, . . . , F

′
n = Fn ∩ Fn+1. By the

statement of the base case, each three of the new sets have a nonempty intersection. Then, by the
induction hypothesis, all the new sets have a common point, QED.

2.5. Let P be the family of all infinite increasing arithmetic progressions consisting of positive
integers. Prove that H(P) = 2.

Let G be a finite family of progressions such that every two of them have a common element. Note
that the intersection of each two progressions from G is infinite (in fact, it is an infinite progression
as well). So, with no loss of generality we may assume that the ith progression is defined by the
condition x ≡ ai (mod ni) (for that, we need only to “forget” about some initial segment of the row
of the positive integers).

Consider one of our progressions; say it is defined by x ≡ a (mod n). This condition is equivalent
to the system of the relations having the form x ≡ a (mod p

αj

j ) (here, n = pα1
1 . . . pαk

k is the prime
decomposition of n). Now, let us write down such a system for each progression. We need to prove
that the system of all obtained relations is collocated (i.e. has a solution).

Note that every two relations in our system are collocated, since they correspond either to one
or to two progressions. Next, suppose that the system contains two equivalences modulo the powers
of the same prime p (say x ≡ a (mod pα) and x ≡ b (mod pβ)). These relations are collocated; we
may assume that α ≥ β. Then the latter relation is a consequence of the former one, so we may
delete the latter from the system.

Performing such steps, we finally arrive to a system where all moduli are the powers of distinct
primes. Such a system has a solution by the Chinese Remainder Theorem.

Remark. One may show that for every t ≥ 2, there are no t-Helly–Gallai numbers for the set of
out progressions,

2.6. Let O be the set of all the circumferences in the plane. Find H(O).
Answer. H(O) = 4.
Firstly, we prove that 4 is a Helly number for O. Consider a finite family G of circumferences such

that the intersection of all of them is empty. Consider arbitrary different circumferences O1, O2 ∈ G.
They have at most two points of intersection. Denote these points by A and B (if some of these
points do not exist, the arguments are the same).

Recall that no point belongs to all the circumferences. Therefore there exist O3, O4 ∈ G such
that A /∈ O3 and B /∈ O4. Hence O1, O2, O3, O4 have no common points, as desired.

We are left to present an example showing that H(O) > 3. Consider a noncyclic nondegenerate
quadrilateral ABCD. Consider four circumcircles of the triangles ABC, ABD, ACD, BCD. Each
three of them have a nonempty intersection but all four do not.

3.1. Let S be the family of segments in the line.
a) Prove that HG2(S) = 3
b) Prove that HGt(S) = t+ 1.
Item a) is a particular case of b); so we present only a solution for the latter one.
Denote the segments under consideration as [a1, b1], . . . , [an, bn]. Denote by c1 the minimal num-

ber among all bi’s. Then each our segment either contains c1 or lies to the right of c1. Denote by c2
the minimal bi such that the segment [ai, bi] lies to the right of c1. Analogously, we get that each
our segment either contains c1 or c2, or lies to the right of c2.

Proceeding in the same way while it is possible, we finally get the sequence c1, c2, . . . , ck such
that each segment contains at least one of these k numbers. So, if k ≤ t then we have found a desired
transversal. Assume now that k ≥ t + 1. Consider t + 1 segments with the right ends c1, . . . , ct+1;
by our choice, they are pairwise disjoint, so they do not admit a t-transversal.

Thus, we have proved that either all the segments have a t-transversal, or there are t+1 pairwise
disjoint segments. This means that t + 1 is a t-Helly–Gallai number for the segments in the line.
Finally, an obvious example of t+ 1 pairwise disjoint segments shows that HGt(S) > t.
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3.2. a) Construct a family F such that H(F) = 2 but HG2(F) ≥ 1000.
b) Prove that there exists a family F such that H(F) = 2 but HG2(F) =∞.
a) Set k = 500. We construct a family F of 2k + 1 sets A1, . . . , a2k+1 (all indices are considered

modulo 2k+1; thus Ai = A2k+1+i) as follows. Firstly, consider a set of indices S ⊂ {1, 2, . . . , 2k+1}
which does not contain two indices with difference 1 (in particular, we prohibit the situation 1, 2k+1 ∈
S). For each such set S, we introduce an element xS (the elements for different sets should be different
as well). Next, we define Ak = {xS : k ∈ S}.

The obtained family has a Helly number 2. Indeed, assume that a subfaily G ⊂ F has an empty
intersection; let G = {Ai : i ∈ I}. If I contains two indices i and i + 1 with difference 1, then
Ai, Ai+1 ∈ G and Ai ∩Ai+1 = ∅. Otherwise all the sets in G contain xI which is impossible.

Finally, we claim that every 2k sets from F have a 2-transversal while all 2k + 1 sets do not.
Assume that F admits a 2-transversal {xS , xT } with |S| ≥ |T |. Then |S| ≥ k + 1, and hence S
contains two neighboring indices which is impossible. On the other hand, let us delete A2k+1 from F ;
all the other sets have a 2-transversal {xS , xT } where S = {1, 3, . . . , 2k − 1} and T = {2, 4, . . . , 2k}.

Thus, HG2(F) = 2k + 1.
b) For every positive integer k, let us construct a family Fk as above. We may assume that

the sets from different families have no common elements. Then it is easy to show that the union
F = F1 ∪ F2 ∪ . . . satisfies all the requirements.

3.3. Prove that HG2(C) =∞. (Recall that C is the family of all convex sets in the plane.)
It suffices to prove that HG2(C) ≥ 2k + 1 for every positive integer k. Consider a circle with

center O; let x1, . . . , x2k+1 be the vertices of a regular (2k + 1)-gon inscribed into this circle (again,
we regard the indices modulo 2k+ 1). Let Ai be a convex hull of the points xi, . . . , xi+k−1. Then all
the considered sets except any of them admit a 2-transversal (e.g., {xk, x2k} is a 2-transversal for all
the sets except A2k+1).

On the other hand, we claim that each point T belongs to not more than k sets. Actually, let the
ray OT intersect the boundary of (2k + 1)-gon on the semiinterval (xi−1, xi]. Then T may belong
only to the sets Ai−k+1, . . . , Ai as desired.

Hence our family of cardinality (2k + 1) does not admin a 2-transversal, QED.

3.4∗. Denote by L the family of all the lines in the plane.
a) Prove that HGt(L) ≤ t2 + 1 for all t ≥ 3.
b) How far can you improve this bound?
a) Induction on t ≥ 3. We first prove the induction step; the base case t = 3 is investigated

further.
Let G be a finite family of lines such that every ≤ t2 +1 lines from G have a t-transversal. Choose

arbitrary t2 + 1 lines from G. One of the points of their t-transversal should belong to at least t+ 1
chosen lines. Denote this point by A, and let `1, . . . , `t+1 ∈ G be t+ 1 lines containing A.

Denote by G′ a subfamily of G consisting of those lines which do not contain A. We claim
that each subfamily D ⊆ G such that |D| ≤ t2 − t has a (t − 1)-transversal. Actually, we know
that the family D ∪ {`1, . . . , `t+1} has a t-transversal X. By the pigeonhole principle, two of the
lines `1, . . . , `t+1 should pass through the same point of X; hence this point is A, i.e. A ∈ X. Finally,
since the lines from D do not contain A, the set X \ {A} is a transversal of D.

Note now that t2 − t ≥ (t − 1)2 + 1 ≥ HGt−1(L). Hence G′ has a (t − 1)-transversal X by the
induction hypothesis; therefore X ∪ {A} is a desired t-transversal for G.

The proof of the base case follows the same lines except for the last paragraph (namely, the only
argument where we use the induction hypothesis). To finish this argument, it suffices to show that
t2 − t = 6 ≥ HG2(L).

Note first that HG1(L) ≤ 3. Actually, if every three lines from G have a common point, then the
intersection point of two of these lines should belong to all the other lines. Finally, the inequality
HG2(L) ≤ 6 can be obtained again in the same way as the induction step (with the numbers t2 + 1
and t2 − t replaces by 6 and 3, respectively).

b) We prove that HGt(L) = C2
t+2.
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Firstly, we show that HGt(L) ≥ C2
t+2. Take t+ 2 points T1, . . . , Tt+2 in a general position, and

draw all the lines connecting them. One may show that it is possible to choose the points in such a
way that no three lines intersect at a point different from Ti’s. For such arrangement of points, our
C2
t+2 lines do not admit a t-transversal, but all the lines except an arbitrary one have a t-transversal.
It remains to prove that HGt(L) ≤ C2

t+2. We will use the following lemma.

Lemma 2. Let P1(x, y), . . . , Pk(x, y) be the polynomials in two variables of degree ≤ t. Suppose
that k > C2

t+2. Then there exist the numbers s1, . . . , sk (not all of them are zeroes) such that
s1P1(x, y) + · · ·+ skPk(x, y) = 0.

Proof. Our conditions on the variables si can be rewritten as a system of C2
t+2 linear homogeneous

(i.e. with zero constant terms) equations (the number of equations is simply the number of monomials
of degree ≤ t in two variables). Since the number of variables is strictly greater than the number of
equations, this system has a nonzero solution.

Now we return to the solution. Obviously, it suffices to prove the following statement: If n ≥ C2
t+2,

and every n lines in G have a t-transversal, then every n+ 1 lines from G also have a t-transversal.
Assume the contrary and consider a family F of n + 1 lines violating our statement. Introduce

a Cartesian system so that the origin does not lie on any considered line. For an arbitrary index j,
the equation of the jth line `j can be written in the form ajx+ bjy + 1 = 0.

Now let us fix an arbitrary index i for a while. All the lines in F except `i have a t-transversal
consisting of points (x1, y1), . . . , (xt, yt) (surely, none of these points lie on `i). This means that∏t
k=1(ajxk + bjyk + 1) = 0 for all j 6= i, but the same relation is false for j = i. Denoting now

Pi(a, b) =
∏t
k=1(axk + byk + 1), we obtain that Pi(aj , bj) = 0 for all j 6= i, but Pi(ai, bi) 6= 0.

All the obtained polynomials have degree t. By the lemma above, there exist the numbers
s1, . . . , sn such that

∑n
i=1 siPi(a, b) = 0. We may assume that s1 6= 0. Hence we get

∑n
i=1 siPi(a1, b1) =

s1P1(a1, b1) 6= 0. A contradiction.

4.1. Let G be some finite family of sets having at most d elements each. Suppose that every d + 1
sets of G have a nonempty intersection. Prove that the intersection of all the sets of G is nonempty.

Moreover, show that in the previous statement, the number d+ 1 can not be replaced with d.
Comprehension exercise. Reformulate this problem with the use of terminology introduced

above.
The problem statement can be rewritten as H(Nd) = d+ 1.
Let G be a family of all subsets with d elements in some fixed set X of cardinality d + 1. Then

each d elements have a common element but the whole family does not. Thus, H(Nd) ≥ d+ 1.
Consider now an arbitrary finite subfamily G ⊂ Nd such that each d+1 sets in G share a common

element. For every i = 1, . . . , d+1, denote by si the minimal cardinality of the intersection of some i
sets from G. Obviously, 1 ≤ sd+1 ≤ sd ≤ · · · ≤ s1 = d. It follows that sj+1 = sj for some j ∈ [1, d].

Consider now the sets A1, . . . , Aj ∈ G such that |Q| = sj , where Q = A1 ∩ · · · ∩Aj . Assume that
Q 6⊆ A for some A ∈ G; then we get sj+1 = sj > |Q ∩ A| = |A1 ∩ · · · ∩ Aj ∩ A| which contradicts to
the definition of sj+1. Thus, all the sets in G contain a nonempty set Q, QED.

4.2. Prove that all the numbers of the form HGt(Nd) are finite.
Surely, this problem is a corollary of the problem 4.5. Here we present an easier proof.
Induction on t. The base case t = 1 follows from the previous problem.
For the induction step, assume that HGt−1(Nd) = S < ∞. We prove that HGt(Nd) ≤ T =

S + CtSd.
Consider an arbitrary finite subfamily G ⊂ Nd such that every T sets in G have a t-transversal.

If every S sets of G have (t − 1)-transversal, then the family G has even a (t − 1)-transversal by
the induction hypothesis. Otherwise, there exists a subfamily K = {A1, . . . , AS} ⊂ G which has
no (t − 1)-transversal. Thus each t-transversal of the family K should be contained in the set
Q = A1 ∪ · · · ∪AS . Remark that |Q| ≤ Sd.

Assume now that the family G has no t-transversal. Then for each t-element subset X ⊂ Q there
exists a set AX ∈ G such that AX ∩X = ∅. Now consider the subfamily

K′ = K ∪ {AX : X ⊂ Q, |X| = t} .
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We have |K′| ≤ S + CtSd = T . Therefore K′ must have a t-transversal Y . Since K ⊂ K′, we have
Y ⊂ Q. Finally, by the choice of K′, there exists the set AY ∈ K′ such that AY ∩ Y = ∅. This
contradiction concludes the proof.

4.3. a) Prove that HGt(N2) ≥ C2
t+2.

b) Prove that HGt(N2) = C2
t+2.

a) See problem 4.4.
b) Follows from problem 4.5.

4.4. Prove that HGt(Nd) ≥ Ctd+t.
It suffices to take a family G of all d-element subsets of some fixed (d+t)-element set X. Actually,

each t-element subset in X has a common element with each set in G except one.

4.5∗. (The principal result of this section) Prove that HGt(Nd) = Ctd+t.
See the next problem.

4.6. a) (Katona’s problem) Assume that the sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn are chosen so that
|Ai| = d, |Bi| = t, for i 6= j the set Ai has at least one common element with the set Bj, but
Ai ∩Bi = ∅. Prove that n ≤ Ctd+t.

b) Assuming that Katona’s problem is solved, prove the problem 4.5.
a) Follows immediately from problem 4.7.
b) Assume the contrary. Consider a family G ⊂ Nd of minimal cardinality such that every its

subfamily with ≤ Ctd+t sets has a t-transversal, but G does not have a t-transversal. Surely, we have
|G| > Ctd+t.

Let G = {A1, . . . , An}. By our choice, for every i = 1, . . . , n the family G \ {Ai} has a t-
transversal Bi. By the choice again, we have Ai ∩ Bi = ∅. Thus, the sets A1, . . . , An, B1, . . . , Bn
satisfy the conditions of Katona’s problem and hence |G| = n ≤ Ctd+t. A contradiction.

4.7. Assume that the sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn satisfy Katona’s conditions, i.e. Ai ∩Bi = ∅

and Ai ∩Bj 6= ∅ for all i 6= j. Let ai = |Ai|, bi = |Bi|. Prove that
n∑
i=1

1
Cai
ai+bi

≤ 1.

Let X = A1 ∪ · · · ∪An ∪B1 ∪ · · · ∪Bn; denote n = |X|. Consider all m! ways of numbering the
elements of X by 1, . . . ,m (or, equivalently, all bijections σ : X → {1, 2, . . . ,m}). Consider any such
numbering σ; we say that it is of ith type (for some 1 ≤ i ≤ n) if all the elements of Ai have smaller
numbers than all the elements of Bi (i.e. σ(a) < σ(b) for all a ∈ Ai, b ∈ Bi).

Firstly, we note that each numbering is of at most one type. Assume, to the contrary, that σ is
of both ith and jth types for i 6= j. Denote ai = maxa∈Ai σ(a), aj = maxa∈Aj σ(a); we may assume
that ai ≤ aj . Then for every b ∈ Bj and a ∈ Ai we have σ(b) > aj ≥ ai ≥ σ(a); hence Ai ∩Bj = ∅.
This contradiction shows that our claim is valid.

Next, let us estimate the total number of the numberings of ith type. The elements of Ai ∪ Bi
can be ordered in (ai + bi)! ways, and there are exactly ai!bi! appropriate ones. Moreover, for each
such order, there exists the same number of the numberings realizing this order. Hence the number

of the numberings of ith type is exactly m! · ai!bi!
(ai + bi)!

= m! · 1
Cai
ai+bi

.

Finally, the total number of the numberings is at least the sum of all the numbers found above,
i.e.

n∑
i=1

m!
Cai
ai+bi

≤ m!,

QED.

4.8. Prove that there exist positive integers a1, . . . , an, b1, . . . , bn such that (i)
n∑
i=1

1
Cai
ai+bi

<
1

10100
,

but (ii) there are no sets A1, A2, . . . , An, B1, . . . , Bn satisfying Katona’s conditions such that |Ai| =
ai, |Bi| = bi.
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Define a1 = 1, a2 = 10101, a3 = 10101 and b1 = 10101, b2 = 1, b3 = 1. Then each of the sets B2

and B3 should have a common element with A1. All these three sets are of cardinality 1, so they
should coincide. Hence, since B2 ∩A2 = ∅, we also have B3 ∩A2 = ∅ which is impossible.

5.1. Let F be a family of sets. Suppose that |A∩B| = 1 for every distinct A,B ∈ F (in particular,
this condition implies that F is a family of degree 1). Suppose, in addition, that among any four sets
in F , there exists three sets having a nonempty intersection. Prove that one can delete one of the
sets from F so that all the remaining sets will have a nonempty intersection.

Consider three sets with a nonempty intersection, say x ∈ A ∩ B ∩ C. Suppose that there exist
two different sets D and E not containing x. Consider the four sets A,B,D,E. Some three of them
have a common element y (y 6= x since x /∈ D,E). Then y belongs to at least one of the sets A
and B; without loss of generality, y ∈ A. Next, A and B may have at most one element in their
intersection, and x ∈ A ∩B; therefore y /∈ B. Analogously, y /∈ C. Then y ∈ D and y ∈ E, in other
case there is no three sets among A,B,D,E covering y.

Consider the four sets B,C,D,E. Among any three of them there are either both B and C, or
both D and E. The unique common element of B and C is x, and it does not belong to D or E.
Analogously, the unique common element of D and E is y, and it does not belong to B or C. Thus,
the four sets B,C,D,E have no element belonging to three of them. This contradiction proves that
there exists at most one set in F not containing x.

5.2. Let F be a family of sets. Suppose that F contains at least 17 sets, and for every distinct
A,B ∈ F we have |A ∩B| = 1. Moreover, suppose that among any 5 sets in F , there are three sets
with a nonempty intersection. Prove that there exists a 2-transversal for F .

Assume that for every four sets in F , there are three with a nonempty intersection. Then, by
the previous problem, some element x belongs toall the sets on F except one. Taking any element y
from this exceptional set, we obtain a 2-transversal {x, y} of F .

Otherwise, there exist four sets A,B,C,D such that no three of them share a common element.
Adding any other set E ∈ F , we obtain a 5-tuple of sets three of which have a common element;
these sets should be E together with some pair of the original four sets, and their common element
is a (unique!) common element for this pair. There are 13 ways to choose E ∈ F and 6 ways to
choose a pair of the original sets. Hence, some pair appears for three choices of E, and its common
element x belongs to five sets in F . Now we denote these five sets by X1, X2, X3, X4, X5.

Consider now all the sets in F not containing x. If there are at most two of them, then their
common element y together with x form a desired 2-transversal for F . Next, if every three of these
sets have a common element, then it is easy to see that this element y should be the same for all the
triples, and {x, y} is a 2-transversal for F again.

In the only case remaining, there exist three sets Y,Z, T not containing x and with no common
element. Denote their pairwise common elements by a1, a2, a3. Note that ai cannot belong to two
of the sets X1, . . . , X5 since otherwise these two sets have two common elements: x and ai. Hence,
among these five sets there are two (say X4 and X5) containing none of ai’s. Finally, consider five
sets X4, X5, Y, Z, T ; no three of them have a common element. A contradiction.

Firstly, we will present the solutions of problems 5.10 and 5.12–5.14. We will use
them further as lemmas.

In the sequel, by G we always denote a (d, t)-exceptional family.
One may easily check that XA 6⊆ XB for arbitrary distinct A,B ∈ G.
We need the following easy lemmas.

Lemma 3. Let S be some set, |S| = s. Consider the subfamily F = {A : A ∈ G, S ⊆ XA}. Then
F is a (d, t− s)-exceptional family.

Proof. If S ⊆ XA then S∩A = ∅. Thus for all distinct A,B ∈ F we have A∩(XB\S) = A∩XB 6= ∅.
Hence, the set XA \ S has a common element with each set in F except A. Moreover, we have
|XA \ S| = t− s. That means exactly that F is (d; t− s)-exceptional.

Lemma 4. Let S be some set, |S| = s. Consider the family F = {A \ S : A ∈ G, S ⊂ A} ⊂ G.
Then F is a (d− s, t)-exceptional family.
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Proof. For every distinct A,B ∈ G, we have |(A \ S) ∩ (B \ S)| = |A ∩ B| − s ≤ d − s. Also, since
XA ∩ S = ∅ we have (B \ S) ∩XA = B ∩XA 6= ∅. Finally, (A \ S) ∩XA ⊆ A ∩XA = ∅.

5.10. Prove that b(d; t) ≥ a(d; t).
It is sufficient to prove that for any integer n, a(d; t) > n implies b(d; t) > n.
If a(d; t) > n, then there exist a family G of degree d such that any n sets in G have a t-transversal,

but the whole family does not. Consider the minimal (with respect of number of sets) subfamily
F ⊂ G having no t-transversal. Obviously, |F| > n. Since F is minimal, any subfamily of F has a
t-transversal, thus F is (d, t)-exceptional. Then b(d; t) > n.

Remark. In the sequel, almost all the upper bounds for a(d; t) are in fact the upper bounds
for b(d; t). In this case we just omit mentioning that b(d; t) ≥ a(d; t).

5.12. a) Let t = 2. Prove that h(x) ≤ d+ 2 for arbitrary x.
b) Prove that h(x) ≤ b(d; t− 1) for arbitrary d, t, x.
Although item b) is a generalization of item a), we present a separate proof of item a) to clarify

the idea.
а) Suppose h(x) ≥ d + 3, i.e. there exist A1, . . . , Ad+3 ∈ G such that XAi = {x, xi} for

some elements xi (obviously, the elements xi are distinct). Then {x1, x2, . . . , xd+1} ⊂ Ad+2 and
{x1, x2, . . . , xd+1} ⊂ Ad+3 which contradicts the condition |Ad+2 ∩Ad+3| > d.

b) Applying Lemma 3 for the case S = {x}, we obtain that the family F = {A ∈ G : x ∈ XA} is
(d, t− 1)-exceptional, thus h(x) = |F| ≤ b(d; t− 1).

5.13. Prove that g(x) ≤ b(d− 1; t) for every x.
Applying Lemma 4 to the set S = {x}, we obtain that F = {A \ {x} : A ∈ G, x ∈ A} is

(d− 1, t)-exceptional, i.e. g(x) = |F| ≤ b(d− 1; t).

5.14. Assume that t = 2 and h(x) ≤ d. Prove that |G| ≤ g(x) + h(x) + b(d− h(x); 2).
Let B1, . . . , Bh ∈ G be all the sets in G that contain x (then h = h(x)). Let XBi = {x, xi}; again

all xi are distinct.
Let A1, . . . , Ak ∈ G be all the sets such that x /∈ Ai and x /∈ XAi . Since k = |G| − g(x)− h(x), it

is sufficient to prove that k ≤ b(d− h(x); 2).
Since Ai 6= Bj for all i and j, we get {x, xj} ∩ Ai 6= ∅. Keeping in mind that x /∈ Ai we get

xj ∈ Ai. Denote Y = {x1, . . . , xh}; we have proved that Y ⊂ Ai for all i = 1, . . . , k. Now, applying
Lemma 4 for S = Y we get k ≤ b(d− h; 2).

Remark. Both the statement and the proof remain valid for the case h(x) > d; note that we
have b(d− h; t) = 1 for d < h.

Now, we firstly prove the serial bounds, although using sometimes the sharp partial
bounds obtained further.

Since a(d; t) ≤ b(d; t) (see problem 5.10) it is sufficient to prove the required upper bounds
for b(d; t) instead of a(d; t). Thus in such cases we always consider some (d; t)-exceptional family G
and prove some upper bounds for |G|.
5.8. a) Prove that a(d; t) ≥ Ctd+t+1.

b)∗∗ Do there exist the values of d and t such that the inequality in a) is strict?
a) Consider a set B, |B| = d + t + 1. Let G be the family of all (d + 1)-element subsets of B.

Then for any distinct A1, A2 ∈ G we have |A1 ∩ A2| ≤ d. Also, for any A ∈ G we put XA = B \ A.
Thus |XA| = t and A1 ∩XA 6= ∅ for any distinct A,A1 ∈ G. So, G is (d, t)-exceptional.

b) The solution of this item is still not known.

5.3. Prove that a(d; 1) = d+ 2.
Suppose that a (d; 1)-exceptional family G contains at least d+3 sets, say {A1, A2, . . . , Ad+3} ⊆ G.

Let XAi = {xi}, all xi are distinct for i = 1, . . . , d + 3. By the definition of a (d; t)-exceptional
family we have xi ∈ A1 for i = 3, . . . , d + 3. Analogously xi ∈ A2 for i = 3, . . . , d + 3. Thus
|A1 ∩A2| ≥ |{x3, . . . , xd+3}| = d+ 1. A contradiction.

Remark. Further we will also use an obvious proposition a(0; t) = b(0; t) = t+ 1.

For the sake of brevity we introduce the following notation.
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Definition 1. Let Gx = {A ∈ G : x ∈ A} and Hx = {A ∈ G : x ∈ XA} for arbitrary x.

For the induction step in the next problem, we need the following sharpening of the statement
of problem 5.12a).

Lemma 5. Assume that t = 2 and |G| > b(d− 1; 2) + d+ 3. Then h(x) ≤ d for all x.

Proof. Assume, to the contrary, that there exist d+ 1 distinct sets A1, . . . , Ad+1 such that x ∈ XAi .
Let XAi = {x, xi} (again all xi are distinct). Applying problem 5.13 we get g(x) ≤ b(d − 1; 2), so
there are at least d+ 3 sets in G \Gx and at least two of these sets are distinct from A1, . . . , Ad+1.
Denote those two sets by B and C. Since x /∈ B but XAi ∩B 6= ∅ we conclude {x1, . . . , xd+1} ⊆ B.
Analogously {x1, . . . , xd+1} ⊆ C. Thus |B ∩ C| ≥ d+ 1. A contradiction.

Remark. In fact, this proof is a repetition of the solution of problem 5.14 (or its version for
h > d).

5.5. а) a) Prove that a(d; 2) ≥ C2
d+3.

b) Prove that a(d; 2) ≤ 2d2 + 3 for all d ≥ 2.
а) Follows from problem 5.8а).
б) We use the induction on d ≥ 2 to prove that b(d; 2) ≤ 2d2 + 3. The base case will follow from

the step.
Assume first that b(d; 2) ≥ b(d− 1; 2) + d+ 3. Then for all x we have h(x) ≤ d by Lemma 5. Let

b = |G|.
Now, for every element x denote by n(x) the number of (ordered) triples of distinct sets (A,B,C)

from G such that x ∈ A, x ∈ B, and x ∈ XC . We will bound the sum σ of all the numbers n(x) in
two different ways.

On one hand, there exist b(b− 1) pairs of different sets (A,B). For each such pair, there are not
more than d ways to choose an element x ∈ A ∩B, and for every such element there exist h(x) ≤ d
possibilities for C. Thus, we get σ =

∑
x n(x) ≤ b(b− 1) · d2.

On the other hand, consider an arbitrary set C; let XC = {x, y}. Each of the other b − 1 sets
in G contains either x or y. Denote by sx and sy the number of sets containing x and y, respectively.
Then sx + sy ≥ b − 1. Furthermore, there exist sx(sx − 1) pairs of the sets intersecting by x, as
well as sy(sy − 1) pairs intersecting by y. In all, the triples with this fixed C are counted exactly
s(C) = sx(sx − 1) + sy(sy − 1) times. From sx + sy ≥ b − 1 one easily gets s(C) ≥ (b−1)(b−3)

2 (the
estimate is sharp for sx = sy = b−1

2 ). Thus, we get σ ≥ b (b−1)(b−3)
2 .

Finally we get d2b(b− 1) ≥ σ ≥ 1
2b(b− 1)(b− 3), hence 2d2 ≤ b− 3, QED.

The only remaining case is b(d; 2) ≤ b(d−1; 2)+d+2. If d ≥ 3, then by the induction hypothesis
we have b(d; 2) ≤ (2(d − 1)2 + 3) + d + 2 = 2d2 − 3d + 5 ≤ 2d2 + 3, as desired. Finally, if d = 2,
then we use the problem 5.4a) to obtain b(1; 2) = 6, therefore b(2; 2) ≤ 6 + 2 + 2 = 10 which is even
stronger than we need.

Remark. Note that the estimates in main part of the solution admit some improvements. Thus,
the upper bound for σ is sharp only if h(x) = d for all x. On the other hand, one may see from
problem 5.14 that under this restriction g(x) is much greater than b−1

2 , and the lower bound is far
from being sharp. The method of obtaining sharper bounds is shown in the proof of the Lemma 7
before the computation of b(1; 4) and applied after that.

5.7. a) Prove that a(1; t) ≥ C2
t+2.

b) Prove that a(1; t) ≤ t2 + 1 for all t ≥ 3.
а) Follows from problem 5.8а).
б) The solution is literally the same as that for 3.4a): the only property of the lines which is used

there (but not in 3.4b)!) is exactly that they form a family of degree 1.

5.11. Prove that the number b(d; t) is finite for all d and t.
We prove the estimate b(d; t) ≤ td+1 + (td−1 + td−2 + · · · + t0) by the induction on d ≥ 1. The

base case d = 1 is proved in 5.7б).
For the induction step, let d ≥ 2. Consider an arbitrary set A ∈ G; let XA = {x1, . . . , xt}.

Then each of the other sets in G contains at least one of the elements x1, . . . , xt. Next, the number
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of sets in G containing xi is at most b(d − 1; t) by Lemma 4. Therefore |G| ≤ 1 + tb(d − 1; t) =
1 + td+2 + (td + td−1 + · · ·+ t), as desired.

Remark. Instead of 5.7б), one may use a trivial bound b(0; t) ≤ t + 1 as the base case. This
way, one obtains a bit weaker bound, namely b(d; t) ≤ td+1 + td + · · ·+ 1.

5.9. a) Prove that the number a(d; t) is finite for every pair (d, t).
b) Try to obtain a good1 bound for the number a(d; t).
Item a) is an immediate consequence of 5.10 and 5.11. From the solutions of the same problems

one can obtain a(d; t) ≤ td+1 + (td−1 + td−2 + · · ·+ t0) for all d ≥ 1.
Finally, we proceed to sharp (although particular) results from problems 5.4 and 5.6.

Here we do not refer to the numbers of problems but just write down the equalities to
be proved.

The lower bounds in all cases follow directly from problem 5.8a). For the upper bounds we
assume again that a (d; t)-critical family G is chosen and we bound the cardinality of the family.

b(1; 2) = 6. Assume that |G| ≥ 7. Consider an arbitrary C ∈ G; set XC = {x, y}. Then each
of the remaining sets in G contains either x or y; hence at least three of the sets contain the same
element of XC , say x ∈ A1, A2, A3. Notice that g(x) ≤ 3 by problem 5.13; so the remaining sets in G
do not contain x. By our assumption, G contains at least 4 sets C1, C2, C3, C4 distinct from Ai.

Consider an arbitrary index k = 1, 2, 3, 4. Set XCk
= {x1, x2}. There must be two sets among Ai

containing the same element xj . Since their intersection consists of x only (because G is a family of
degree 1!) it follows that x = xj ∈ XCk

. Thus x ∈ Ck for each k = 1, 2, 3, 4. Then by Lemma 3
applied to S = {x} the family {C1, C2, C3, C4} is (1; 1)-exceptional, and by problem 5.3 it has at
most 3 elements. A contradiction.

Remark. Analyzing this solution one can capture the following lemma useful for the sequel.

Lemma 6. Let G be an exceptional (1, t)-family such that g(x) ≥ t + 1 for some x. Then for each
B ∈ G, we have either x ∈ B or x ∈ XB. Moreover, in this case we have that g(x) = t + 1 and the
family F = G \Gx is (1, t− 1)-exceptional.

Proof. Assume that g(x) ≥ t+ 1; we have Gx ⊇ {A1, . . . , At+1}.
Assume that x /∈ B and x /∈ XB for some B ∈ G. Each of the sets A1, . . . , At+1 contains at least

one element of XB; since |XB| = t it follows that two of these sets contain the same element (say,
y ∈ A1 ∩ A2 ∩ XB). But then A1 ∩ A2 contains (distinct!) elements x and y, which is impossible.
Thus the required set B does not exist.

Further, g(x) ≤ t + 1 by problem 5.13, so that g(x) = t + 1. The second assertion now follows
from Lemma 3.

b(1; 3) = 10. Assume that |G| ≥ 11. Consider an arbitrary C ∈ G; setXC = {x, y, z}. Then each
of the remaining sets in G contains at least one of the elements x, y, or z, thus g(x)+g(y)+g(z) ≥ 10.
Hence at least one of the summands is greater than 3, say, g(x) ≥ 4. Then by Lemma 6 we obtain
that F = G \Gx is (1; 2)-exceptional, and |F| ≥ 7. This contradicts to b(1; 2) = 6.

Remark. The previous two statements essentially repeat the solution of problem 3.4а). We
present them here to make the appreciation of the next point more convenient.

For the sequel we improve somehow the main approach of problem 5.5. That is, we slightly
modify the definition of the sum σ, so that it allows to obtain a bit better estimates. The meaning
of the following definition is clear from the lemma afterwards.

Definition 2. For each element x belonging to at least one set of the form XA, the price of x

is p(x) =
g(x)(g(x)− 1)

h(x)
. For each C ∈ G, define its price by the formula P (C) =

∑
x∈XC

p(x).

Lemma 7. Let G be a (d; t)-critical family of cardinality b. Then there exists a set C ∈ G such that
P (C) ≤ d(b− 1).

1as good as possible. . .
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Proof. Again, for each element x denote by n(x) the number of ordered triples of distinct sets (A,B,C)
from the family G such that x ∈ A, x ∈ B, and x ∈ XC . But now we are going to estimate a different
sum, that is

Σ =
∑
x

n(x)
h(x)

(naturally, the sum is over all the elements appearing in the sets of the form XA).
On one hand, there exist b(b − 1) pairs of distinct sets (A,B). For each such pair there is no

more than d possibilities to choose an appropriate element x (because |A ∩ B| ≤ d). Further, any
element x ∈ A ∩ B contributes exactly 1 to the sum Σ; indeed, there exist h(x) possibilities for the
set C, and each of these possibilities is counted with the “weight” 1/h(x). Thus we get

Σ =
∑

(A,B): A 6=B

|A ∩B| ≤ d · b(b− 1).

On the other hand, we consider an arbitrary set C, and we show that its contribution to Σ is
equal to P (C). Indeed, for each x ∈ XC , we count exactly g(x)(g(x)− 1) pairs in the number n(x).
Taking into account the “weight” 1/h(x), we obtain that the “contribution of the pair x,C” equals
p(x). Therefore the contribution of the set C equals P (C), as required.

So db(b − 1) ≥ Σ =
∑

C∈G P (C). By the pigeonhole principle, one of the b summands from the
right-hand side is not greater than d(b− 1).

b(1; 4) = 15. Assume that |G| ≥ 16; removing several sets from G we may also assume that
b = |G| = 16. Consider an arbitrary C ∈ G; set XC = {x1, x2, x3, x4}. Analogously to the previous
case, we get

∑
i g(xi) ≥ 15, and g(xi) ≤ 4 (otherwise, using Lemma 6, we get a contradiction with

b(1; 3) = 10).
So

∑
i g(xi) =

∑
i |Gxi | ≤ 16, but each set A ∈ G distinct from C must be contained in at least

one of Gxi . This implies that either all the families Gxi are disjoint or only two of them intersect
each other by a single set. In any case we may assume that Gx1 , Gx2 , and Gx3 are disjoint and
contain 4 sets each.

Proposition. For each A ∈ G, which is distinct from C, the set XA contains neither of the
elements x1, x2, x3.

Proof. Assume that x1 ∈ XA; then clearly x1 /∈ A. Notice that one of the two elements x2, x3

also does not belong to A, because Gx2 ∩Gx3 = ∅; we may assume that x2 /∈ A. Suppose now that
x2 /∈ XA. Denote by B1, B2, B3, B4 the four sets containing x2; none of them contains x1. The
intersection of any two of them is {x2}; hence all the sets Bi ∩XA are disjoint. Thus XA consists
of these four intersections (because |XA| = 4). But they do not contain x1. This contradicts to the
assumption that x1 ∈ XA.

We have proved that x1, x2 ∈ XA. Now assume that x3 /∈ XA. The family Gx3 contains at least
three sets distinct from A. They must intersect with XA by distinct elements, which are also distinct
from x1, x2. This is again impossible because |XA| = 4. Thus XA = {x1, x2, x3, y} for some y 6= x4.

Finally, consider two sets B,B′ ∈ G which do not belong to Gx1 ∪Gx2 ∪Gx3 and are distinct from
A and C (such sets exist because |Gx1 |+|Gx1 |+|Gx1 |+2 = 14 = |G|−2). Then ∅ 6= B∩XC , therefore
x4 ∈ B. Analogously, y ∈ B, and also x4, y ∈ B′. Thus |B ∩B′| ≥ 2, which is impossible.

So we know that h(x1) = h(x2) = h(x3) = 1 and g(x1) = g(x2) = g(x3) = 4. Hence
P (C) ≥ 3 · 12

1 + p(x4) > 36. On the other hand, by Lemma 7 there exists C ∈ G such that P (C) ≤
db = 30 < 36. This contradiction concludes the proof.

b(2; 2) = 10. Assume that |G| = 11. It follows from Lemma 5 that h(x) ≤ 2 for each x, and by
problem 5.13 we have g(x) ≤ 6. Then by problem 5.14, we get that g(x) = 6 whenever h(x) = 2.
Thus if g(x) attains one of the values 4, 5 or 6, then p(x) cannot be less than 12, 20 or 30

2 = 15,
respectively.

By Lemma 7 there exist C ∈ G such that P (C) ≤ 2·10 = 20. LetXC = {x, y}, where g(x) ≥ g(y).
Notice that g(x) + g(y) ≥ |Gx ∪Gy| = 10, so that g(x) ≥ 5, g(y) ≥ 4. Then P (C) ≥ 15 + 12 = 27.
A contradiction.
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b(3; 2) = 15. Assume that |G| = 16. Arguing analogously to the previous solution we get
h(x) ≤ 3, g(x) ≤ 10, and for h(x) = 1, 2, 3 we have g(x) ≥ 5, 8, 10, respectively.

Further, using Lemma 7 we find C ∈ G such that P (C) ≤ 3 · 15 = 45. Set XC = {x, y}, where
g(x) ≥ g(y). Then g(x) ≥ 8, therefore p(x) ≥ 28; also p(y) ≥ 20, because g(y) ≥ 5. Thus P (C) ≥ 48.
A contradiction.

b(4; 2) = 21. Arguing analogously to the previous solutions, we find C ∈ G such that P (C) ≤ 84.
IfXC = {x, y} and g(x) ≥ g(y), then we get an analogous contradiction in every case except g(y) = 6;
in this remaining case we necessarily have g(x) = 15 and h(x) = 4 (otherwise P (C) > 84 again).

Consider the last case separately. Since h(x) = 4, there exist sets C1, C2, C3, C4 such that
h(Ci) = {x, yi}. Then there exist 22−g(x)−h(x) = 3 sets B1, B2, B3 such that x /∈ Bi and x /∈ XBi .
By the properties of the sets XCj it follows that {y1, y2, y3, y4} ⊆ Bi. Thus any two sets Bi must
intersect precisely by the elements y1, y2, y3, y4.

Finally, for each C ∈ G, which is distinct from Bi, the set XC intersects all Bi; thus one its
element is contained in two sets Bi, Bj . Thus one of the elements y1, y2, y3, y4 is contained in XC .
This implies that

∑
i h(yi) ≥ 22− 3 = 19; but then h(yi) ≥ 5 for some i. As we have noticed above,

this is impossible.
Remark. Developing these approaches the authors have proved that a(d; 2) = b(d; 2) = C2

d+2

for each d ≤ 7.
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Необычные свойства из необычного условия.
Проект представляют Ф.Ивлев, В.Мокин, А Заславский, О.Дмитриев и Р.Женодаров

Общая постановка задачи.

Пусть дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Обозначим его середины сторон через 𝐴0, 𝐵0 и 𝐶0, точки ка­
сания вписанной окружности со сторонами через 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Обозначим точку
пересечения 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 через 𝐺 (в дальнейшем — точка Жергонна). Пусть 𝐼 — центр впи­
санной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑂 — центр описанной окружности, 𝐻 — ортоцентр (точка
пересечения высот). 𝐹 — точка Фейербаха треугольника 𝐴𝐵𝐶.

Единственное условие, которое мы наложим на треугольник так это то, что точки 𝐴, 𝐼, 𝐺 и 𝐶
лежат на одной окружности.

Квантор ∀ в скобках перед условием задачи означает, что данный факт верен для любого
треугольника (и без наложенного на него нами условия). Заметим, что отсутствие этого значка не
означает обратное!

Часть A.

1. (∀)Докажите, что угол ∠𝐴𝐼𝐶 = 90∘ + ∠𝐵
2

.

2. (∀)Докажите, что ∠𝐴𝐼𝐶 + ∠𝐴1𝐵1𝐶1 = 180∘.

3. (∀)Докажите, что если через точку 𝐴1 провести прямую параллельную биссектрисе угла 𝐶,
а через 𝐶1 провести прямую параллельную биссектрисе угла 𝐴, то они пересекутся в точке
диаметрально противоположной 𝐵1 во вписанной окружности.

4. Докажите, что если точки 𝐴, 𝐺, 𝐼 и 𝐶 лежат на одной окружности, то если построить парал­
лелограмм 𝐴1𝐺𝐶1𝐹

′, его вершина 𝐹 ′ будет лежат на вписанной окружности.

5. (∀)Докажите, что 𝐺 — точка Лемуана треугольника 𝐴1𝐵1𝐶1. Точка Лемуана — точка изого­
нально сопряженная точке пересечения медиан.

6. Докажите, что в случае нашего условия центр тяжести треугольника 𝐴1𝐵1𝐶1 будет лежать
на описанной окружности треугольника 𝐴1𝐼𝐶1.

7. Постройте треугольник с наложенным на него нашим условием и заданным углом ∠𝐵. На­
пример, по вершине 𝐵 и вписанной окружности.

8. Покажите, что угол ∠𝐵 меньше 60∘.



Часть B.

Пусть вторая точка пересечения 𝐴𝐴1 со вписанной окружностью — точка 𝑄, а вторая точка
пересечения 𝐶𝐶1 со вписанной окружностью — 𝑃 . Теперь пусть 𝐾 — бегающая точка по вписанной
окружности. Обозначим точку пересечения 𝐾𝑃 с 𝐵𝐶 через 𝑃 ′, а 𝐾𝑄 с 𝐴𝐵 через 𝑄′.

1. Докажите, что если через точки 𝑃 и 𝑄 провести прямые параллельные 𝐵𝐶 и 𝐴𝐵 соответ­
ственно, то они пересекутся на вписанной окружности. Обозначим эту точку через 𝑇 .

2. Найдите ГМТ середин 𝑀 отрезков 𝑃 ′𝑄′.

3. Пусть 𝐴1𝐶1 пересекает 𝐴𝐶 в точке 𝑅. Через точку 𝑅 провели прямые параллельные 𝐴𝐵 и
𝐵𝐶 до пересечения с 𝐵𝐶 и 𝐴𝐵 в точках 𝑃1 и 𝑄1 соответственно. Докажите, что прямые 𝑃𝑃1

и 𝑄𝑄1 пересекаются на вписанной окружности.

4. (∀)Докажите, что точки 𝑃 , 𝑄 и 𝑅 лежат на одной прямой.

5. Пусть точка пересечения 𝐵1𝐶0 с 𝐵𝐶 — точка 𝑃2, а точка пересечения 𝐵1𝐴0 с 𝐴𝐵 — точка 𝑄2.
Докажите, что прямые 𝑃𝑃2 и 𝑄𝑄2 пересекаются на вписанной окружности.

6. Проведем прямую через середину отрезка 𝐴𝐶1 и точку 𝑄, а также через середину отрезка
𝐶𝐴1 и точку 𝑃 . Докажите, что они пересекутся на вписанной окружности. С этого момента
точка 𝐾 и есть эта точка пересечения. Она больше не бегает по окружности. Точки 𝑃 ′ и 𝑄′

теперь тоже фиксированы. Это точки, соответствующие точке 𝐾.

7. Докажите, что точки 𝑇 , 𝐾 и 𝐵 лежат на одной прямой.

8. Докажите, что прямые 𝐵𝐾 и 𝐵𝐹 ′ изогонально сопряжены в углу ∠𝐵.

9. Докажите, что точки 𝐾, 𝐺 и 𝐹 ′ лежат на одной прямой.

10. Пусть 𝐸 — середина отрезка 𝐴1𝐶1. Докажите, что 𝐸 — центр вписанной окружности тре­
угольника 𝑃 ′𝑄′𝐵.

В дальнейшем точки 𝑃 , 𝑄, 𝑃 ′, 𝑄′ и 𝑅 нам больше не понадобятся (может быть за исключением
последней). Можно расценивать это в виде рекомендации перерисовать рисунок, на котором эти
точки уже не отмечать.
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Часть C.
Три прямые, проходящие через точку Фейербаха.

Поскольку эта часть очень важна для проекта, но сама по себе является достаточно сложной, то
в ней разрешается в доказательствах использовать предыдущие пункты. Так же будет разрешено
в дальнейших решениях использовать эту часть без доказательства.

В этой части приведены пункты верные для произвольного неравнобедренного треугольника,
поэтому здесь опущен квантор ∀ перед пунктами.

1. Пусть соответственные стороны треугольников 𝐴0𝐵0𝐶0 и 𝐴1𝐵1𝐶1 пересекаются в точках 𝐴′,
𝐵′ и 𝐶 ′. Докажите, что на сторонах треугольника 𝐴′𝐵′𝐶 ′ лежат вершины треугольника 𝐴𝐵𝐶.

2. Докажите, что треугольник 𝐴′𝐵′𝐶 ′ автополярен относительно вписанной окружности. Т.е.
каждая его сторона является полярой вершины, через которую эта сторона не проходит.

3. Докажите, что прямые 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′ и 𝐶𝐶 ′ параллельны.

4. Докажите, что прямая 𝐼𝐺 проходит через точки пересечения соответственных сторон тре­
угольников 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴′𝐵′𝐶 ′.

5. Пусть 𝑀 — точка пересечения медиан треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямая 𝐼𝑀 прохо­
дит через точки пересечения соответственных сторон треугольников 𝐴0𝐵0𝐶0 и 𝐴′𝐵′𝐶 ′.

6. Докажите, что прямые 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′ параллельны прямой, проходящей через точки пере­
сечения сторон треугольника Жергонна с соответствующими сторонами треугольника 𝐴𝐵𝐶.
То есть поляре 𝐺 относительно вписанной окружности.

7. Обозначим точку пересечения прямых 𝐶𝐼 и 𝐶1𝐴1 через 𝐶𝐴, а 𝐶𝐼 с 𝐶1𝐵1 через 𝐶𝐵. Аналогично
определяются точки 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 , 𝐵𝐴, 𝐵𝐶 . Докажите, что точки 𝐴, 𝐶1, 𝐶𝐴, 𝐼 лежат на одной
окружности.

8. Докажите, что 𝐶𝐴 лежит на 𝐵0𝐶0.

9. Докажите, что центр описанной окружности треугольника 𝐶𝐴𝐶𝐵𝐶1 — точка 𝐶0.

10. Докажите, что точки 𝐶𝐴, 𝐶𝐵, 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 лежат на окружности ортогональной вписанной окруж­
ности. То есть, что эта окружность переходит сама в себя при инверсии относительно вписан­
ной окружности. Обозначим ее через 𝜔𝐵 и две аналогичных ей через 𝜔𝐴 и 𝜔𝐶 соответственно.

11. Пусть окружности 𝜔 и 𝛾 ортогональны, а 𝑃 и 𝑄 их центры соответственно. Докажите, что
поляра 𝑃 относительно 𝛾, поляра 𝑄 относительно 𝜔 и радикальная ось 𝜔 и 𝛾 совпадают.

12. Дан вписанный четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Пусть 𝑁 — точка пересечения прямых 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷,
𝑀 — 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷, а 𝑃 — 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷. Докажите, что 𝑁𝑀 — поляра точки 𝑃 относительно
описанной окружности четырехугольника.

13. Обозначим центр окружности 𝜔𝐵 через 𝑂𝐵. Аналогично определим точки 𝑂𝐴 и 𝑂𝐶 . Докажи­
те, что 𝑂𝐵 лежит на 𝐴′𝐶 ′.

14. Докажите, что середины сторон исходного треугольника лежат на сторонах треугольника
𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 .

15. Докажите, что треугольник 𝐴0𝐵0𝐶0 является ортотреугольником треугольника 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 . Ор­
тотреугольник — треугольник вершины которого являются основаниями высот другого.

16. Обозначим через 𝑀𝐵 середину стороны 𝑂𝐴𝑂𝐶 . Аналогично определим 𝑀𝐴 и 𝑀𝐶 . Докажите,
что треугольники 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝑀𝐴𝑀𝐵𝑀𝐶 гомотетичны.
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17. Докажите, что точи 𝐵′, 𝑀𝐵 и 𝐵1 лежат на одной прямой.

18. Докажите, что прямые 𝐴1𝐴
′, 𝐵1𝐵

′, 𝐶1𝐶
′ пересекаются в точке Фейербаха треугольника 𝐴𝐵𝐶.

19. Докажите теорему Фейербаха. То есть докажите, что вписанная окружность и окружность
Эйлера в разностороннем треугольнике касаются.

20. Докажите, что касательная в точке 𝐹 к вписанной окружности проходит через точки пересе­
чения соответственных сторон треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴′𝐵′𝐶 ′.

21. Докажите, что точки 𝐵𝐶 , 𝐶𝐵, 𝐴1, 𝐴0 лежат на одной окружности.

22. Докажите, что 𝐹 лежит на той же окружности.

23. Придумайте другое доказательство того, что прямая 𝐴1𝐴
′ проходит через 𝐹 .
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Часть D.

1. Через 𝐴′′, 𝐵′′ и 𝐶 ′′ обозначим точки пересечения прямых 𝐴1𝐹
′, 𝐵1𝐹

′ и 𝐶1𝐹
′ со сторонами

треугольника 𝐴1𝐵1𝐶1. Докажите, что треугольник 𝐴′′𝐵′′𝐶 ′′ автополярен относительно впи­
санной окружности и на его сторонах лежат вершины треугольника 𝐴𝐵𝐶.

2. Докажите, что если симметрично отразить точки 𝐴 и 𝐶 относительно 𝐴1 и 𝐶1 соответственно,
то они попадут на прямую 𝐴′′𝐶 ′′.

3. Докажите, что 𝐵𝐶1𝐴0𝐶
′′ и 𝐵𝐴1𝐶0𝐴

′′ — параллелограммы.

4. Докажите, что 𝐹 ′ = 𝐹 . То есть, что 𝐹 ′ — точка Фейербаха треугольника 𝐴𝐵𝐶.

5. Пусть 𝑎, 𝑏 и 𝑐 — длины сторон 𝐶𝐵, 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что (𝑎+ 𝑐− 𝑏)2 = 𝑎𝑐.

6. Докажите, что следствие предыдущего пункта является достаточным условием для того,
чтобы треугольник обладал наложенными нами на него свойствами.

7. Докажите, что 𝐹 — точка пересечения медиан треугольника 𝐴′𝐵0𝐶
′.

8. Пусть 𝑆 — середина 𝐴′𝐶 ′. Докажите, что через нее проходит прямая 𝐹𝐵0.

9. Докажите, что 𝑆 является серединой отрезка 𝐵𝑂𝐵.

10. Докажите, что 𝑆𝐸 параллельнa 𝐵𝐵1.

11. Докажите, что 𝑂𝐵𝐹 параллельнa 𝐵𝐵1.

12. Докажите, что 𝐹 является точкой пересечения медиан треугольника 𝑂𝐵𝐴0𝐶0.

13. (∀)Пусть 𝐿𝐵 — полюс средней линии 𝐴0𝐶0 относительно вписанной окружности. Докажите,
что 𝐿𝐵 является точкой пересечения 𝐴′𝐶 ′ с 𝐺𝐸.

14. (∀)Докажите, что ортоцентр треугольника 𝐴𝐶𝐿𝐵 — точка 𝐼.

15. (∀)Пусть 𝐺′ — изогональный образ точки Жергона. Докажите, что 𝐺′ — центр гомотетии
вписанной и описанной окружностей.

16. Докажите, что 𝐺′ симметрична 𝐺 относительно биссектрисы угла ∠𝐵.

17. (∀)Докажите, что точки 𝐹 , 𝐺′ и 𝑀 лежат на одной прямой.

18. Докажите, что 𝐹𝑀 параллельна биссектрисе угла ∠𝐵.

19. Докажите, что прямые 𝐺𝑀 и 𝐴′𝐶 ′ параллельны.

20. Докажите, что 𝑂𝐵 является серединой 𝐵𝐿𝐵.

21. Докажите, что 𝐹 — центр масс треугольника 𝐴1𝐿𝐵𝐶1.

22. Докажите, что точка 𝐿𝐵 изогонально сопряжена точке пересечения 𝐴1𝐶1 и 𝑂𝐼.



Часть X.

Эта часть рассказывает о гиперболе Фейербаха и предлагает порешать несколько пунктов,
которые связаны с ней.

1. (∀)Докажите, что образ прямой, не проходящей через вершины треугольника при изогональ­
ном сопряжении — коника.

2. (∀)Покажите, что изогональный образ прямой 𝑂𝐼 касается этой прямой.

3. (∀)Покажите, что изогональный образ прямой 𝑂𝐼 — равносторонняя гипербола. Получивша­
яся коника называется гиперболой Фейербаха.

4. (∀)Докажите, что на гиперболе Фейербаха лежат точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐼, 𝐻, 𝐺 и 𝑁 , где 𝑁 — точка
Нагеля треугольника 𝐴𝐵𝐶.

5. (∀)Пусть 𝑙 — произвольная прямая, проходящая через 𝑂. Обозначим через 𝑙′ конику, получен­
ную из прямой 𝑙 изогональным сопряжением. Докажите, что центр 𝑙′ лежит на окружности
Эйлера.

6. (∀)Пусть через вершины треугольника 𝐴𝐵𝐶 проходит равносторонняя гипербола, а 𝑃 —
произвольная точка на ней. Докажите, что описанная окружность подерного треугольника
точки 𝑃 относительно треугольника 𝐴𝐵𝐶 проходит через центр гиперболы.

7. (∀)Докажите, что центр гиперболы Фейербаха — точка Фейербаха.

8. (∀)Докажите, что 𝐿𝐵 лежит на гиперболе Фейербаха.

9. (∀)Докажите, что прямая 𝐹𝐵1 пересекается с описанной окружностью треугольника 𝐴1𝐶1𝐼
и гиперболой Фейербаха в двух общих точках.

10. Покажите, что ГМТ центров изогональных образов прямых, проходящих через 𝐼 — эллипс,
проходящий через основания биссектрис, середины сторон и точку Фейербаха.

11. Докажите, что прямые 𝐵0𝐿 и 𝐺𝑀 пересекаются на гиперболе Фейербаха.

12. (∀)Докажите, что точка пересечения прямых 𝐹𝐵0 и 𝐴1𝐶1 — полюс прямой 𝐴𝐶 относительно
гиперболы Фейербаха.

13. (∀)Докажите, что полюс прямой 𝐴′𝐶 ′ — точка симметричная 𝐵1 относительно 𝐸.
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Часть F.

1. Пусть 𝑄′′ — точка симметричная 𝑄 относительно 𝑄′. Аналогично определим 𝑃 ′′. Докажите,
что 𝑃 ′′𝑄′′ = 𝐴𝐶.

2. Докажите, что в треугольнике 𝑃 ′′𝐹𝑄′′

∙ 𝐹𝐵 — медиана.

∙ 𝐹𝐼 — высота.

∙ 𝐹𝐺′ — прямая, соединяющая 𝐹 с центром описанной окружности этого треугольника.

∙ 𝐹𝐺 — симедиана.

3. Докажите, что прямая 𝐾𝐵1 проходит через точки пересечения 𝐴′𝐸 с 𝐵𝐶 и 𝐶 ′𝐸 с 𝐴𝐵.

4. Докажите, что прямая 𝐾𝐵1 проходит через точку пересечения 𝐴′𝐶 ′ и 𝐴0𝐶0.

5. Докажите, что 𝐺𝐺′ и 𝐵𝐵′ пересекаются на гиперболе Фейербаха.

6. Докажите, что прямые 𝐹𝐺′ и 𝐵𝐵′ пересекаются на описанной окружности треугольника
𝐴𝐵𝐶. Обозначим эту точку через 𝐷.

7. Докажите, что прямая 𝐿𝐵𝐵0 проходит через 𝐷.

8. Обозначим точку Фейербаха треугольника 𝐵𝑃 ′𝑄′ через 𝐹 ′′. Докажите, что 𝐹 ′′𝐹 ‖ 𝐵𝐵1.

9. Докажите, что прямые 𝐹𝑂𝐵, 𝐸𝐵0 и 𝐵𝐵′ пересекаются в одной точке.

10. Докажите, что гипербола Фейербаха треугольника 𝑃 ′′𝑄′′𝐵 проходит через точку 𝐵′.

11. Докажите, что гипербола Фейербаха треугольника 𝑃 ′′𝑄′′𝐵 проходит через точку 𝐿𝐵.

12. Пусть 𝐶 ′
1 — точка касания вписанной окружности треугольника 𝐵𝑃 ′′𝑄′′ со стороной 𝑄𝐵.

Аналогично определяются точки 𝐴′
1 и 𝐵′

1. Докажите, что прямая 𝐴′
1𝐶

′
1 в четыре раза ближе

к 𝐹 чем 𝐴1𝐶1.

13. (∀)Докажите, что прямые 𝐴0𝐴
′, 𝐵0𝐵

′, 𝐶0𝐶
′ пересекаются в одной точке, лежащей на общей

касательной окружностей Эйлера и вписанной окружности. Обозначим эту точку через 𝑀 ′.

14. Докажите, что 𝑀 ′ лежит на биссектрисе угла ∠𝐵.

15. (∀)Через точку 𝐹 провели прямые параллельные 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 до пересечения с 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′,
𝐶𝐶 ′ соответственно. Докажите, что три полученные точки пересечения будут лежать на пря­
мой 𝐺𝑀 .

16. (∀)Через 𝑀 ′ провели прямые параллельные медианам треугольника 𝐴𝐵𝐶 до пересечения с
соответственными прямыми 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′ и 𝐶𝐶 ′. Докажите, что полученные точки пересечения
лежат на прямой 𝐼𝑀 .

17. Докажите, что прямые 𝐾𝐵1, 𝐺𝑀 , 𝐴1𝐶1 пересекаются в одной точке.

18. Докажите, что соответственные асимптоты гипербол Фейербаха треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐵𝑃 ′𝑄′

параллельны.
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Часть A.
Решения.

1. Легко следует из счета в углах.

2. Легко следует из предыдущего пункта и счета в углах.

3. Легко следует из того, что угол между биссектрисой угла ∠A и прямой B1C1 равен 90◦ и
аналогичного факта про угол ∠B

4. Очевидное следствие двух предыдущих пунктов и свойств вписанного угла.

5. Обозначим середину отрезка A1C1 через E. Пересечем B1E вторично со вписанной окружно-
стью в точке X. Теперь считая степень точки E относительно описанной окружности BA1IC1

получаем BE · EI = EA1 · EC1. Теперь относительно вписанной окружности продолжаем
EA1 · EC1 = EB1 · EX. Значит по обратному свойству вписанности получаем, что BXIB1

вписанный. Так как IB1 = IX равны как радиусы, то равны и углы, опирающиеся на эти
хорды, то есть ∠B1BI = ∠IBX. Обозначим через Y вторую точку пересечения BB1 со впи-
санной окружности. Из доказанного следует, что XY ‖ A1C1. А значит прямые B1X и B1Y
изогонально сопряжены в углу A1B1C1. Заметим, что, если спроецироать двойное отноше-
ние точек A1, C1, E и бесконечно удаленной точки прямой A1C1 равное −1 из точки X на
окружность мы получим, что двойное отношение (A1, C1, B1, Y ) равно −1. То есть четырех-
угольник со свойством, что касательные в двух его вершинах пересекаются на его диагонали,
проведенной через две другие вершины, является гармоническим.

6. Используя предыдущий пункт можно легко доказать данный факт счетом углов.

7. Проведя касательные из точки B мы получаем точки A1 и C1. Строим точку E. Так как
описанная окружность A1C1I делит медиану EB1 в отношении 2 : 1, то сделав гомотетию с
центром в E и коэффициентом 3 образ описанной окружности треугольника A1IC1 пересечет
вписанную окружность по точке B1. Дальнейшие построения очевидны. Вторая точка пере-
сечения, очевидно, даст второе решение, симметричное первому относительно биссектрисы
угла B.

8. Из решения предыдущего пункта видно, что IE должно быть хотя бы в два раза меньше,
чем радиус вписанной окружности. Из этого легко вывести, что угол ∠A1IC1 хотя бы 120◦.
Значит угол ∠B, дающий с ним в сумме 180◦, не больше 60◦.



Часть B.
Решения.

Пусть вторая точка пересечения AA1 со вписанной окружностью — точка Q, а вторая точка
пересечения CC1 со вписанной окружностью — P . Теперь пусть K — бегающая точка по вписанной
окружности. Обозначим точку пересечения KP с BC через P ′, а KQ с AB через Q′.

Эту часть можно не решать. Факты из нее не используются в дальнейшем.

1. Так как угол PGQ равен 90◦ + ∠B
2
, то сумма дуг PQ и A1B1 равна 180◦ + ∠B. Так как

дуга A1C1 равна 180◦ − ∠B, то на дугу PQ остается 2∠B. Значит, если пересечь прямую,
проходящую через Q параллельно BA до второго пересечения со вписанной окружностью в
точке T получим, что ∠QTP = ∠B. А значит и TP ‖ BC.

2. Будем двигать точку P ′ по BC с постоянной скоростью. Тогда получается, что Q′ будет дви-
гаться так, что будут сохраняться двойные отношения положений точек P ′ и Q′. То есть отоб-
ражение из точек P ′ в точки Q′ проективное. Теперь заметим, что по предыдущему пункту
P ′ и Q′ одновременно уходят на бесконечность. А значит, наше проективное преобразование
сохраняет бесконечно удаленную точку на бесконечности, то преобразование аффинное. То
есть если одну точку двигать линейно, то и другая двигается линейно (так как они двигаются
с сохранением двойного отношения). Значит, ГМТ будет прямая. Понятно, что это будет пря-
мая Гаусса для четырехугольника AC1A1C. Это очевидно, если рассмотреть частные случаи
K = A1 и K = C1.

3. Так как ГМТ из предыдущей задачи — прямая Гаусса четырехугольника A1C1AC, то в какой-
то точке должна достигаться середина третьей “диагонали”. Пусть R′ — середина RB. Тогда
заметим, что точки P ′ и Q′ должна быть на сторонах AB и BC и их серединой должна быть
точка R′. Но тогда точки PBQR будут образовывать параллелограмм. Собственно его мы и
построили.

4. Заметим, что проецировать двойное отношение четверки точек на окружности на эту же
окружность можно с точки не на этой окружности. Действительно: пусть эта точка вовне
окружности. Тогда можно сделать проективное преобразование, переводящее окружность в
окружность, а эту точку в бесконечно удаленную точку. Тогда проецирование из этой точ-
ки очевидно будет сохранять двойные отношения, потому что будет простой симметрией
окружности относительно диаметра. Если же точка была внутри, то можно проективным
преобразованием перевести окружность в окружность, а эту точку в центр. Тогда проециро-
вание через эту точку будет симметрией относительно центра, то есть тоже будет очевидно
сохранять двойные отношения. Заметим, что так как касательные в точках B1 и A1 пересека-
ются на диагонали C1P четырехугольника B1C1A1P , то он гармонический. Спроецируем его
из точки R на эту же вписанную окружность. Получим, что A1 и C1 поменяются местами,
точка B1 перейдет в себя, а значит P должна перейти в точку дополняющую тройку B1, A1,
C1 до гармонической четверки. То есть в точку Q. А значит, точки P , Q и R лежали на одной
прямой.

5. Спроектируем точки R, B1, A, C, образующие гармоническую четверку (так как треугольник
Жергонна чевианный) из бесконечно удаленной точки прямой AB на BC. Пусть R перешла
в P1, A в B, C в C, а B1 в B′1. Теперь проецируем эту четверку из точки B1 на прямую AB.
Получаем, что B′1 перейдет в бесконечно удаленную точку этой прямой, B перейдет в себя,
C в A, а значит, так как изначальная четверка была гармонической P1 перейдет в середину.
То есть P1 = P2. Воспользуемся ранее доказанным утверждением.

6. Заметим, что в положении P ′ = A точка Q′ в A1, а в положении P ′ = C1 точка Q′ в C. Значит
когда одна точка находится в середине отрезка, то и вторая тоже.
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7. Проекция из точки P точек P ′, A1, C и бесконечно удаленной точки прямой BC на вписан-
ную окружность переводит их в точки K, A1, C1 и T . Так как двойное отношение было равно
-1, то в полученном четырехугольнике диагональ TK проходит через точку пересечения ка-
сательных проведенных в двух других вершинах A1 и C1.

8. Дуга TC1 равна дуге C1Q, так как касательная в точке C1 параллельна QT . Дуга C1Q рав-
на дуге A1F

′, так как C1F
′ ‖ QA1. Значит дуги C1T и F ′A1 равны, откуда легко следует

симметрия относительно биссектрисы угла ∠B.

9. Смотрите решение пятого пункта из части А. Обратный ход в его решении и предыдущие
два пункта приводят к решению этого.

10. Сделаем гомотетию с центром в K, переводящую P в P ′. При этом T перейдет в B, а значит
Q в Q′. Так как Q′E параллельно QG как средняя линия, G перейдет в M . Так как PG
проходит через середину дуги QT , PQ является биссектрисой в треугольнике PQT . Значит
и QA1 тоже биссектриса. То есть G — центр вписанной окружности треугольника QTP . А
значит его образ, точка M , будет центром вписанной окружности образа треугольника, то
есть треугольника Q′BP ′.
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Часть C.
Решения.

1. Пересечем прямую BC ′ с AC в точке R. Для доказательства того, что точка B лежит на
прямой A′C ′, достаточно показать, что двойные отношения точке A, C0, B, C1 и A, B0, R,
B1 равны. По теореме Чевы AC0

C0B
= AB0

B0C
· CA0

A0B
, AC1

C1B
= AB1

B1C
· CA1

A1B
. Воспользовавшись этими

соотношениями, а также те, что двойные отношения точек C, A0, B, A1 и C, B0, R, B1 равны
(проектирование из точки C ′), получим

AC0

C0B
· C1B

AC1

=
AB0

B0C
· CA0

A0B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
=

AB0

B0C
· CB0

B0R
· B1R

B1C
· CB1

B1A
=

AB0

B0R
· B1R

AB1

.

2. Пусть прямая A1C1 пересекает прямую AC в точке R. Спроектируем двойное отношение
(A,C,B1, R) = −1 на прямую B1C1 из точки B′. C перейдет в точку A′, A в X, R в C1,
B1 в себя. Следовательно двойное отношение (B1, C1, A

′, X) = −1. То есть поляра точки A′

проходит через точку X и полюс прямой B1C1, на которой она лежит, то есть точку A. Значит
это прямая AX. Она же B′C ′ по предыдущему пункту.

3. Докажем лемму: пусть треугольник A1B1C1 чевианный для треугольника ABC. На его сторо-
нах выбрали точки A′, B′ и C ′ соответственно, так, что вершины треугольника ABC лежат
на сторонах треугольника A′B′C ′. Пусть A0 — точка пересечения B1C1 с BC. Аналогично
определим точки B0 и C0. Тогда прямые AA′, BB′, CC ′ и A0B0C0 пересекаются в одной
точке.

Доказательство: рассмотрим треугольники CA′A0 и C ′AC0. Применим для них теорему Дез-
арга. Получим, так как CA′ ∩ C ′A = B′, A′A0 ∩ AC0 = C1, A0C ∩ C ′C0 = A1, а эти точки
лежат на одной прямой, то эти треугольники перспективны. Значит прямые CC ′, AA′, A0C0

пересекаются в одной точке. Так как точки A0, C0, B0 лежат на одной прямой (очевидное
следствие из теорем Чевы и Менелая), то получаем, что все нужные нам прямые проходят
через одну точку.

Осталось заметить, что в нашем случае один из треугольников серединный. А значит соот-
ветственные прямые пересекаются на бесконечности, то есть параллельны.

4. Применим теорему Паппа для точек A, B1, C и C1, B′, A1, затем для точек A, B1, C и CB,
B′, AB. (см. пункт 7)

5. Аналогично предыдущему пункту применяем теорему Паппа для точек A, B0, C и C0, B′,
A0, а затем для точек A, B0, C и CA, B′, AC . (см. пункт 7)

6. По лемме из пункта 3 для треугольника Жергонна.

7. ∠B = 180◦ − ∠A − ∠C ⇒ ∠BA1C1 = 180◦−∠B
2

= ∠A+∠C
2

⇒ ∠(A1B, A1C1) = ∠(A1C, CI) +
∠(AI, AC1)⇒ ∠(AI, AC1) = ∠(A1B, A1C1)−∠(A1C, CI) = ∠(A1C, A1CA)−∠(CA1, CCA) =
∠(ICA, CA1) + ∠(A1C, C1CA) = ∠(ICA, CAC1). Следовательно, точки A, C1, CA, I лежат на
одной окружности.

8. Из предыдущего пункта следует, что CA — проекция точки A на биссектрису, проведенную
из вершины B. А значит угол AB0CA центральный в треугольнике ACCA и, значит, вдвое
больше угла C в нем. То есть он равен углу C треугольника ABC. Значит B0CA⊥BC, что и
означает, что CA лежит на средней линии.

9. Так как C0CA параллельно BA1, то треугольник C1C0CA равнобедренный. Значит C0C1 =
C0CA. Аналогично C0C1 = C0CB.
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10. Заметим, что окружность из предыдущего пункта ортогональна вписанной окружности, т.к.
проходит через C1, а ее центр лежит на касательной к вписанной окружности в этой точке.
Значит, так как CA и CB лежат на одной прямой с центром вписанной окружности, получаем,
что они инверсны друг другу относительно вписанной окружности. Аналогичное верно и для
пары точекAB иAC . Значит ICA·ICB = r2 = IAB·IAC , где r — радиус вписанной окружности.
Отсюда легко понять, что нужные точки лежат на одной окружности, которая при инверсии
перейдет сама в себя, а значит она ортогональна вписанной.

11. Очевидно из свойств поляр и радикальной оси, что все эти прямые будут общей хордой этих
окружностей.

12. Применим теорему Паскаля к точкам A, B, B, D, C, C. Получим, что точка пересечения
касательных в точках B и C лежит на прямой NP . Аналогично получаем, что точка пере-
сечения касательных в точках A и D лежит на этой прямой. Теперь посмотрим на поляру
точки M . Это прямая, проходящая через полюсы прямых BC и AD. Но полюсы прямых BC
и AD — точки пересечения пар касательных в точках B и C, а так же в точках A и D. Но
по доказанному это прямая PN . Значит поляра M — PN . Аналогично для остальных.

13. То, что OB лежит на A′C ′ равносильно тому, что поляра OB относительно вписанной окруж-
ности проходит через полюс прямой A′C ′ относительно вписанной окружности, то есть через
точку B′. Так как ωB ортогональна вписанной окружности, то поляра OB относительно впи-
санной окружности то же самое, что поляра I относительно ωB. Но заметим, что для вписан-
ного в ωB четырехугольника CBCAABAC I является точкой пересечения противоположных
сторон, а B′ — точкой пересечения диагоналей. Значит поляра I проходит через B′, что и
требовалось.

14. Так как окружности ωB, ωA и описанная окружность треугольника CACBC1 проходят через
точки CA и CB, то их центры лежат на одной прямой.

15. Из решения предыдущего пункта видно, что OBOA перпендикулярна CACB, то есть биссек-
трисе угла C треугольника. А значит, и биссектрисе угла C0 треугольника A0B0C0. Получаем,
что стороны треугольника OAOBOC — это внешние биссектрисы углов треугольника A0B0C0.
Значит, его вершины это центры вневписанных окружностей, откуда очевидно следует тре-
буемое.

16. Стороны этих треугольников перпендикулярны соответствующим биссектрисам исходного
треугольника.

17. Спроектируем двойное отношение (A, C, B1, R) равное −1 из точки B′ на прямую OAOC . A
перейдет в OA, C в OC , R в бесконечно удаленную точку прямой OAOC , а значит, B1 перейдет
в MB, что и требовалось.

18. Заметим, что MA, MB, MC , A0, B0, C0 лежат на одной окружности: это окружность Эйлера
для треугольника OAOBOC . Но тогда центр гомотетии треугольников A1B1C1 и MAMBMC

будет так же центром гомотетии их описанных окружностей, то есть окружности Эйлера
изначального треугольника (так как ωMAMBMC

= ωA0B0C0 = окружность Эйлера исходного
треугольника) и вписанной окружности исходного треугольника. То есть центром гомотетии
будет как раз точка Фейербаха. Но из предыдущего пункта мы знаем, что на прямой MAA1

лежит и точка A′. Значит, прямая A1A
′ проходит через точку Фейербаха, ч.т.д.

19. Заметим, что так как A0B0C0 — серединный треугольник для треугольника ABC и при этом
ортотреугольник для треугольника OAOBOC то у этих треугольников совпадают окружности
Эйлера. Значит, точки MA, MB, MC лежат на окружности Эйлера исходного треугольника.
Но мы знаем, что треугольники A1B1C1 иMAMBMC гомотетичны, а значит гомотетичны и их
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описанные окружности. Осталось показать, что центр гомотетии лежит на одной из окружно-
стей. Покажем, что он лежит на вписанной окружности исходного треугольника. Пересечем
AA′ с вписанной окружностью в точке R. Тогда, так как B′ лежит на поляре A′ относительно
вписанной окружности и на диагонали A1C1 четырехугольника A1B1C1R, то B′ — точка пе-
ресечения диагоналей этого четырехугольника. Аналогично получаем нужное про CC ′. Раз
центр гомотетии лежит на вписанной окружности, то эти окружности гомотетичны.

20. Двойственный факт пункту 18.

21. Смотрите решение следующего пункты

22. Лемма 1. ∠(A0F, FA1) = (∠(CA, CB) + ∠(BA, BC))/2.

Доказательство: Покажем, что ∠(A0F, FH) = ∠(CA, CB) + ∠(BA, BC), где H — основа-
ние высоты, опущенной из A на BC. Тогда нужный нам факт будет очевидно следовать
из леммы Архимеда. Заметим, что ∠(A0F, FH) = ∠(A0B0, B0H), так как все эти точки
лежат на окружности Эйлера. Так же заметим, что ввиду того, что B0 — середина гипотену-
зы прямоугольного треугольника AHC, ∠(CA, CB) = ∠(CB0, CH) = ∠(HC, HB0). Значит
∠(A0B0, B0H) = ∠(A0B0, A0H) + ∠(A0H, HB0) = ∠(BA, BC) + ∠(CA, CB), ч.т.д.

Лемма 2. Точки BC , CB, A1, A0 и F лежат на одной окружности.

Доказательство: Покажем, что ∠(A0CB, CBA1) = ∠(A0F, FA1). Из вписанности CBIA1B по-
лучаем, что ∠(CBI, CBA1) = ∠(BI, BA1) = ∠(BA, BC)/2. Из того, что CBA0 = A0C, по-
лучаем равенство ∠(A0CB, CBC) = ∠(CCB, CA0) = ∠(CA, CB)/2. Откуда получаем, что
∠(A0CB, CBA1) = ∠(A0CB, CBC) + ∠(CBC, CBA1) =

(∠(CA,CB)+∠(BA,BC))
2

= ∠(A0F, FA1). То
есть CB лежит на описанной окружности 4A1A0F . Аналогично получаем, что и BC лежит
на ней же. Утверждение доказано.

23. Мы получили, что A1F — радикальная ось вписанной окружности и окружности описанной
около треугольника CBBCA1 окружностей. Так что нам осталось показать, что A′ лежит на
ней. Для этого достаточно заметить, что A′ — центр гомотетии, переводящей треугольник
C0C1CB в треугольник B0BCB1, так как у этих треугольников соответственные стороны па-
раллельны. А значит A′C1

A′BC
= A′CB

A′B1
, откуда следует равенство степеней относительно нужных

окружностей A′C1 · A′B1 = A′CB · A′BC .
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Часть D.

1. Автополярность треугольника 𝐴′′𝐵′′𝐶 ′′ следует из того, что его вершины — точки пересечения
сторон четырехвершинника 𝐴1𝐵1𝐶1𝐹

′. Так как поляра 𝐶 относительно вписанной окружно­
сти, прямая 𝐴1𝐵1, проходит через точку 𝐶 ′′, то поляра точки 𝐶 ′′, прямая 𝐴′′𝐵′′, проходит
через 𝐶. Аналогично для остальных вершин.

2. Пусть 𝑋 — точка пересечения 𝐴𝐴1 и 𝐴′′𝐶 ′′. Двойное отношение точек 𝐴, 𝐵, 𝐶1 и пересечения
𝐴𝐵 с 𝐴1𝐵1 равно −1. Из центрального проецирования из точки 𝐶 ′′ этих четырех точек с
прямой 𝐴𝐵 на прямую 𝐴𝐴1 следует, что 𝐴1 — середина 𝐴𝑋.

3. При гомотетии с центром в точке 𝐴 и коэффициентом 2, прямая 𝐶0𝐴1 переходит в прямую
𝐴′′𝐶 ′′. Значит, они параллельны. При гомотетии с центром в 𝐵, переводящей 𝐶𝐶1 в 𝐴1𝐹

′,
получаем, что середина 𝐴′𝐴1 лежит на 𝐴𝐵. Значит, 𝐵𝐴1𝐶0𝐴

′′ — параллелограмм.

4. Так как 𝐵𝐴1𝐶0𝐴
′′ — параллелограмм, то 𝐶0𝐴

′′ параллельно стороне 𝐵𝐶 и проходит через
середину 𝐵𝐴. Значит 𝐴′′ лежит на средней линии треугольника 𝐴𝐵𝐶 параллельной стороне
𝐴𝐵. Тогда 𝐶 ′′ = 𝐶 ′, так как лежит и на стороне треугольника Жергонна, соответствующей
стороне 𝐴𝐵. Аналогично 𝐴′′ = 𝐴′. Значит 𝐹 ′ = 𝐹

5. Из третьего пункта следует, что 𝐶0𝐴1 параллельна 𝐶1𝐴0, то есть 𝐵𝐶0

𝐵𝐴1
= 𝐵𝐶1

𝐵𝐴0
⇒ 𝐵𝐶1 · 𝐵𝐴1 =

𝐵𝐶0 ·𝐵𝐴0. Выразив эти длины через 𝑎, 𝑏 и 𝑐 и домножив все на 4, получаем требуемое.

6. Из этого условия следует, что 𝐶0𝐴1 параллельна 𝐶1𝐴0. Построим параллелограммы 𝐵𝐶1𝐴0𝐶
′′

и 𝐵𝐴1𝐶0𝐴
′′. Тогда 𝐴′′𝐶 ′′ проходит через 𝐵, так как 𝐵𝐴′′ параллельно 𝐵𝐶 ′′. Причем если сде­

лать гомотетию с центром в точке 𝐴 и коэффициентом 2, то прямая 𝐶0𝐴1 перейдет в прямую
𝐴′′𝐶 ′′. Пусть при этой гомотетии 𝐴1 перейдет в точку 𝑋. Тогда 𝑋 лежит на прямой 𝐴′′𝐶 ′′.
Так как 𝐵𝐶1𝐴0𝐶

′′ — параллелограмм середина 𝐶1𝐶
′′ лежит на 𝐵𝐶. А если середина 𝐶1𝐶

′′

и 𝐴𝑋 лежат на одной прямой, то несложно понять, что прямые 𝐴𝐴1 и 𝐶1𝐶
′′ параллельны.

Из центрального проецирования из точки 𝐶 ′′ точек 𝐴, 𝑋, 𝐴1 и бесконечно удаленной точки
прямой 𝐴𝐴1 на прямую 𝐴𝐵 следует, что двойное отношение точек 𝐴, 𝐵, 𝐶1 и пересечения
𝐴𝐵 с 𝐴1𝐶

′′ равно −1. Значит 𝐴1𝐶
′′ проходит через точку пересечения 𝐵1𝐴1 и 𝐵𝐴, а следо­

вательно, и через точку 𝐵1. Тогда, вспомнив, что 𝐶 ′′ лежит на средней линии треугольника
𝐴𝐵𝐶 параллельной 𝐴𝐵, получаем, что 𝐶 ′′ = 𝐶 ′. При этом 𝐺𝐶1𝐹𝐴1 будет параллелограммом.
Далее обратный для задач из части A счет углов дает наше условие.

7. В 3-ем пункте мы доказывали, что 𝐶 ′𝐹 проходит через середину 𝐵𝐴0. Из гомотетии с центром
в 𝐶 ′ получаем, что 𝐶 ′𝐹 проходит через середину 𝐴′𝐵0. То есть 𝐶 ′𝐹 — медиана треугольника
𝐴′𝐵0𝐶

′. Аналогично для 𝐴′𝐹 .

8. Из предыдущего пункта следует, что 𝐵0𝐹 — медиана треугольника 𝐴′𝐵0𝐶
′

9. Из того, что 𝑂𝐵 является центром вневписанной окружности треугольника 𝐴0𝐵0𝐶0 следует,
что 𝑂𝐵𝐶0𝐴1𝐶

′ — параллелограмм, а из 2-ого пункта, 𝐵𝐴1𝐶0𝐴
′ — параллелограмм. Значит

𝐴′𝐵 = 𝐶0𝐴1 = 𝑂𝐵𝐶
′. то есть точки 𝐵 и 𝑂𝐵 симметричны относительно середины отрезка

𝐴′𝐶 ′, точки 𝑆.

10. 𝑆𝐸 является прямой Гаусса четырехугольника 𝐴1𝐵1𝐶1𝐹 . Тогда она проходит через середину
отрезка 𝐹𝐵1. Значит она является средней линией треугольника 𝐹𝐺𝐵1, а значит, параллельна
𝐵𝐵1.

11. Из предыдущего пункта, 𝑆𝐸 параллельнa 𝐵𝐵1. Так как 𝐵𝑆𝐸𝐺 — трапеция, а 𝑆 и 𝐸 середины
𝐵𝑂𝐵 и 𝐹𝐺, 𝐹𝑂𝐵 так же параллельна этим двум прямым.



12. Заметим, что, так как 𝑆 — середина 𝐵𝑂𝐵, и 𝐹 делит 𝐵0𝑆 в отношении 2 : 1, то 𝐹 — центр
масс треугольника 𝐵0𝑂𝐵𝐵. Но тогда медиана из вершины 𝑂𝐵 этого треугольника делится
точкой 𝐹 в отношении 2 : 1 и заканчивается в середине 𝐵𝐵0, а значит и в середине 𝐶0𝐴0.
Отсюда получаем требуемое.

13. Сделаем полярное преобразование. Так как 𝐵′ лежит на 𝐶0𝐴0 получаем что 𝐿𝐵 лежит на
𝐴′𝐶 ′. Теперь нам надо доказать, что поляры точек 𝐺 и 𝐸 пересекаются на средней линии
треугольника. Вспомним, что поляра 𝐺 это прямая, параллельная 𝐵𝐵′ и проходящая через 𝑅,
точку пересечения 𝐴1𝐶1 с 𝐴𝐶. Поляра 𝑀 — прямая, проходящая через 𝐵 параллельно 𝐴1𝐶1.
Получаем, что 𝐵, 𝐵′, 𝑅 и точка пересечения нужных нам поляр образуют параллелограмм.
А следовательно, так как середина 𝐵𝑅 лежит на 𝐴0𝐶0 и 𝐵′ лежит на ней, то 𝐴0𝐶0 проходит
и через четвертую вершину этого параллелограмма, то есть через точку пересечения поляр
𝐺 и 𝑀 .

14. Заметим, что так как точка 𝐶𝐵 лежит на 𝐴0𝐶0, то 𝐿𝐵 лежит на ее поляре, а именно на прямой
𝐴𝐶𝐴 (так как она проходит через инверсный образ 𝐶𝐵 и перпендикулярна 𝐼𝐶𝐵). А значит,
𝐴𝐿𝐵 перпендикулярно 𝐶𝐼. Аналогично получаем, что 𝐴𝐼⊥𝐶𝐿𝐵, откуда очевидно получаем
требуемое.

15. Несложно показать из счета в углах, что треугольник образованный точками симметричны­
ми вершинам треугольника Жергонна относительно соответственных биссектрис изначаль­
ного треугольника гомотетичен исходному. Значит пересечение прямых, соединяющих соот­
ветственные вершины этих треугольников будет центром гомотетии вписанной и описанной
окружностей. А это и есть точка 𝐺′ из построения.

16. Так как точки 𝐴, 𝐶, 𝐺, 𝐼 лежат на одной окружности, то если за 𝐺′ положить точку, симмет­
ричную 𝐺 относительно биссектрисы угла 𝐵 получим, что она тоже лежит на этой окружно­
сти (потому что ее центр, по лемме о трезубце — середина дуги 𝐴𝐶 описанной окружности,
а значит лежит на биссектрисе 𝐵). Так же очевидно будет, что ∠𝐺𝐴𝐼 = ∠𝐺′𝐴𝐼, то есть 𝐺′

изогонально сопряжена 𝐺.

17. Очевидное следствие из теоремы о 3-х колпаках для вписанной окружности, описанной окруж­
ности и окружности Эйлера.

18. Так как 𝐺 и 𝐺′ симметричны относительно 𝐵𝐸, 𝐵𝐸 проходит через середину 𝐺𝐺′. Но тогда
𝐵𝐸 средняя линия в треугольнике 𝐹𝐺𝐺′, а значит, параллельна 𝐹𝐺′, а следовательно, и 𝐹𝑀 .

19. В следующем пункте будет доказано, что 𝑂𝐵 — середина 𝐵𝐿𝐵. Вспомнив, что 𝑂𝐵𝐹 ‖ 𝐵𝐺
получаем, что 𝑂𝐵𝐹 — средняя линия треугольника 𝐿𝐵𝐵𝐺. Значит 𝐹 — середина 𝐿𝐵𝐺. Тогда
𝐸 делит отрезок 𝐿𝐵𝐺 в отношении 3 : 1. В этом же отношении делит отрезок 𝐵𝑀 середина
отрезка 𝐴0𝐶0. Но так как прямая, соединяющая середину 𝐴0𝐶0 с 𝐸 — средняя линия трапеции
𝐶1𝐶0𝐴1𝐴0, то она параллельна ее основаниям, а значит, и прямой 𝐴′𝐶 ′. Из этого и доказанных
отношений получаем, что 𝐺𝑀 тоже параллельна 𝐴′𝐶 ′.

20. 𝐴𝐿𝐵 параллельна 𝐶0𝑂𝐵, так как обе перпендикулярны 𝐶𝐼. Тогда из гомотетии с центром в 𝐵
и коэффициентом 2, 𝑂𝐵 переходит в 𝐿𝐵, что и означает, что она середина нужного отрезка.

21. 𝐿𝐵𝐹 является медианой треугольника 𝐴1𝐿𝐵𝐶1, причем из предпредыдущего пункта, 𝐹 —
середина 𝐿𝐵𝐺. То есть 𝐹 делит 𝐿𝐵𝐸 в отношении 2 : 1. Значит, 𝐹 — центр масс треугольника
𝐴1𝐿𝐵𝐶1.

22. Пусть изогональный образ точки 𝐿𝐵 — это 𝑋. Так как 𝐿𝐵 лежит на гиперболе Фейербаха
(смотри часть X), то 𝑋 лежит на прямой 𝑂𝐼. Покажем, что 𝑋 лежит на прямой 𝐴1𝐶1. Пусть
𝑋 ′ — образ 𝑋 при отражении относительно биссектрисы угла 𝐵. Так как 𝑂𝐼 проходит чрез 𝐺′,
то прямая 𝑂𝐼 переходит в прямую 𝐼𝐺. Прямая 𝐴1𝐶1 переходит в себя. Прямая 𝐵𝑋 переходит
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в прямую 𝐵𝐿𝐵, то есть в прямую 𝐴′𝐶 ′. Прямые 𝐴′𝐶 ′ и 𝐴1𝐶1 пересекаются на прямой 𝐼𝐺
как соответствующие стороны треугольников 𝐴′𝐵′𝐶 ′ и 𝐴1𝐵1𝐶1. Значит 𝑋 ′ лежит на 𝐴1𝐶1, а
значит, и 𝑋 на ней лежит.
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Часть X.
Решения.

1. Возьмем две вершины и три произвольных образа каких-то точек с этой прямой. Тогда они
задают какую-то конику. Заметим, что теперь если взять еще какую-то четвертую точку на
этой прямой и посмотреть, как мы ее будем сопрягать относительно одной и относительно
другой вершины, то нужные прямые пересекут уже имеющуюся конику в точках, которые
должны дать с уже имеющимися тремя точками на конике одно и то же двойное отноше­
ние, так как при симметрии относительно биссектрисы двойное отношение четверки прямых
сохраняется. А значит, эти прямые пересекут эту конику в одной и той же точке, ч.т.д.

2. Понятно, что есть одна точка пересечения — точка 𝐼. Пусть есть еще точка пересечения 𝑋.
Тогда ее изогональный образ так же лежит на обоих кривых. А значит коника пересекает
прямую и в точке 𝑋 ′. Но тогда получается уже три точки пересечения прямой с коникой, что
невозможно.

3. Лемма: коника, проходящая через вершины треугольника является равносторонней гипербо­
лой тогда и только тогда, когда она проходит через его ортоцентр.

Доказательство: Рассмотрим изогональный образ этой коники в этом треугольнике. Докажем,
что это будет прямая. Действительно, возьмем образ двух произвольных точек. Проведем че­
рез них прямую. Тогда если взять изогональный образ этой прямой, то он будет проходить
через эти две точки и вершины треугольника. Но по этим пяти точкам единственным образом
определяется прямая. Рассмотрим эту прямую. Если коника проходила через ортоцентр, что
прямая будет проходить через центр описанной окружности. Заметим, что эта прямая пересе­
кает описанную окружность в двух диаметрально противоположных точках. А значит коника
будет иметь две бесконечно удаленные точки, которые будут отвечать за перпендикулярные
направления. В обратную сторону аналогично.

Так как на 𝑂𝐼 проходит через 𝑂, то из доказательства леммы требуемый факт очевиден.

4. Точка 𝐼 просто изогонально сопряжена самой себе. 𝐴, 𝐵 и 𝐶 получаются изогональным
сопряжением из точек пересечения 𝑂𝐼 со сторонами треугольника. 𝐻 — изогональный образ
точки 𝑂. 𝐺′ является центром отрицательной гомотетии вписанной и описанной окружностей.
Значит 𝐺′ лежит на прямой 𝑂𝐼, а значит 𝐺 лежит на гиперболе. Аналогично для 𝑁 : 𝑁 ′ будет
центром положительной гомотетии вписанной и описанной окружностей.

5. Пусть 𝑙 пересекает описанную окружность в точках 𝑋 и 𝑌 . Тогда 𝑋 и 𝑌 перейдут в 𝑋 ′ и
𝑌 ′ соответственно, бесконечно удаленные точки гиперболы, точка 𝑂 перейдет в 𝐻. А образ
бесконечно удаленной точки прямой 𝑙 обозначим через 𝑍. Тогда, так как (𝑋, 𝑌,𝑂, 𝑍) = −1,
то и у образов точек будет такое же двойное отношение на получившейся гиперболе. Спроек­
тируем это двойное отношение (образов) из точки 𝑋 ′ на прямую 𝐻𝑍 ′. При этом 𝑌 ′ перейдет
в бесконечно удаленную точку этой прямой, а значит, так как 𝐻 и 𝑍 ′ останутся на месте,
𝑋 ′ перейдет в середину 𝐻𝑍 ′. Но с другой стороны 𝑋 ′ будет проецироваться по касательной
к гиперболе в точке 𝑋 ′, то есть по одной из асимптот гиперболы. Несложно понять, что из
этого следует, что середина 𝑍 ′𝐻 — центр гиперболы. Осталось заметить, что 𝐻 — центр по­
ложительной гомотетии окружности Эйлера и описанной окружности с коэффициентом 1

2
, а

так как 𝑍 ′ образ бесконечно удаленной точки при изогональном сопряжении, то 𝑍 ′ лежит на
описанной окружности. То есть центр гиперболы лежит на окружности Эйлера.

6. Смотри решение в книжке “Геометрические свойства кривых второго порядка”.

7. Очевидно следует из предыдущего пункта и того, что 𝐻 и 𝐼 лежат на гиперболе Фейербаха.

8. Так как 𝐿𝐵 — ортоцентр треугольника 𝐴𝐶𝐼, то по лемме из третьей задачи получаем требу­
емое.
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9. Заметим, что на прямой 𝐵𝐼 есть ровно одна точка для которой ее поляры относительно ги­
перболы Фейербаха и данной окружности совпадают. Это должна быть точка пересечения
диагоналей четырехугольника образованного пересечениями нашей окружности и гиперболы
Фейербаха. Заметим, что когда мы берем точку пересечения 𝐵𝐼 и 𝐹𝐵1, то ее поляра действи­
тельно совпадает относительно нашей окружности и гиперболы Фейербаха: она проходит
через одну и ту же точку, дополняющую ее саму и точки 𝐵 и 𝐼 до гармонической четверки,
относительно окружности она перпендикулярна 𝐵𝐼 потому что лежит на диаметре 𝐵𝐼. Отно­
сительно гиперболы она тоже перпендикулярна 𝐵𝐼: поляра точки 𝐹 — бесконечно удаленная
прямая, так как 𝐹 — центр гиперболы. Поляра точки 𝐵1 — прямая 𝐴1𝐶1, потому что если
провести через 𝐵1 прямую 𝐴𝐶, то гармонической четверки ее дополнит нужная точки и если
провести 𝐵𝐺 через 𝐵1 то тоже в нужной. А значит, полюс прямой 𝐵1𝐹 — бесконечно уда­
ленная точка прямой 𝐴1𝐶1, то есть точка отвечающая за направление перпендикулярное 𝐵𝐼.
Значит точка пересечения 𝐵𝐼 и 𝐹𝐵1 лежит на второй общей прямой гиперболы Фейербаха и
нашей окружности.

Лемма: пусть 𝐴 и 𝐵 две точки на равносторонней гиперболе. Окружность, построенная на
𝐴𝐵 как на диаметре пересекает гиперболу вторично в точках 𝑃 и 𝑄. Тогда 𝑃𝑄 проходит
через центр гиперболы.

Доказательство: пусть 𝐻 — ортоцентр треугольника 𝐴𝑃𝑄. Тогда, так как гипербола равносто­
ронняя, он лежит на ней. Заметим также, что 𝐻𝑃𝐵𝑄 — параллелограмм. А значит, так как
все его вершины лежат на гиперболе, то его точка пересечения диагоналей является полюсом
бесконечно удаленной прямой, то есть центром гиперболы.

Получается, что вторая общая прямая гиперболы и нужной нам окружности проходит че­
рез точки пересечения 𝐵𝐼 и 𝐹𝐵1 и через центр гиперболы, то есть точку 𝐹 , а значит, она
совпадает с прямой 𝐹𝐵1.

10. Приносим свои извинения, но доказательство этого пункта будет приведено позже. Возможно
оно уже есть на сайте конференции.

11. Прямая 𝐺𝑀 параллельна прямой 𝐴′𝐶 ′, а 𝐹 — середина 𝐺𝐿𝐵. Значит 𝐺𝑀 симметрична 𝐴′𝐶 ′

относительно 𝐹 . 𝐿𝐵𝐵0 параллельна 𝐵𝐵1. Значит, 𝐿𝐵𝐵0 симметрична 𝐵𝐵1 относительно 𝐹 . То­
гда в силу симметрии гиперболы Фейербаха относительно 𝐹 , получаем, что нужные прямые
пересекаются на точке, симметричной 𝐵 относительно 𝐹 , а значит, и на гиперболе Фейербаха.

12. Заметим, что для этого достаточно доказать, что полюсы прямых 𝐹𝐵0 и 𝐴1𝐶1 лежат на
прямой 𝐴𝐶. Полюс прямой 𝐴1𝐶1 по лемме из следующего пункта — точка 𝐵1 очевидно лежат
на 𝐴𝐶. Полюс же прямой 𝐹𝐵0 — точка, через которую проходят поляры точек 𝐹 и 𝐵0. Но
они обе проходят через бесконечно удаленную точку прямой 𝐴𝐶, значит все хорошо.

13. Обозначим точку симметричную 𝐵1 относительно 𝐸 через 𝑋. Тогда 𝐵1𝐴1𝑋𝐶1 — паралле­
лограмм. Докажем, что поляра точки 𝐴′ — прямая, проходящая через 𝐴1 и параллельная
𝐵1𝐶1.

Лемма. Поляра точки 𝐴1 относительно гиперболы Фейербаха — прямая 𝐵1𝐶1.

Доказательство: Проведем через 𝐴1 прямую 𝐵𝐶. Дополнив точку 𝐴1 и две точки пересечения
этой прямой (точки 𝐵 и 𝐶) с гиперболой до гармонического отношения получим точку пере­
сечения прямых 𝐵1𝐶1 и 𝐵𝐶. Проведем прямую 𝐴𝐴1. Тогда эта прямая пересечет гиперболу
в точках 𝐴 и 𝐺. А значит, дополнив нужную тройку до гармонической четверки мы получим
точку пересечения 𝐵1𝐶1 с 𝐴𝐴1. Значит, поляра точки 𝐴1 — прямая 𝐵1𝐶1.

По лемме имеем: так как 𝐴′ лежит на 𝐵′𝐶 ′, то ее поляра проходит через полюс этой прямой,
то есть точку 𝐴1. С другой стороны 𝐴′ лежит на прямой 𝐹𝐴1. Значит ее поляра проходит
через полюс этой прямой. Но полюс этой прямой — это пересечение поляр точек 𝐹 и 𝐴1. По­
ляра 𝐹 — бесконечно удаленная прямая. Поляра 𝐴1 по лемме — прямая 𝐵1𝐶1. Значит полюс
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этой прямой — бесконечно удаленная точка прямой 𝐵1𝐶1. То есть мы доказали, требуемое.
Воспользовавшись аналогичным утверждением про точку 𝐶 ′ получим требуемое.
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Часть F.

1. Так как 𝐺𝐶1𝑄 равнобедренный (∠𝐶1𝑄𝐺 = ∠𝐶1𝐺𝑄 = 90∘ − ∠𝐵
2

), а 𝑄𝐶1𝑄
′′𝐴 — параллело­

грамм (так как диагонали делят друг друга пополам), то 𝐴𝐺𝑄1𝑄
′′ — равнобокая трапеция.

Аналогично 𝐵𝐺𝑃1𝑃
′′ — равнобокая трапеция. Из счета углов следует, что 𝑄′′, 𝐺 и 𝑃 ′′ лежат

на одной прямой. Получаем 𝑃 ′′𝑄′′ = 𝑃 ′′𝐺+𝐺𝑄′′ = 𝐴𝐶1 + 𝐶𝐴1 = 𝐴𝐵1 + 𝐶𝐵1 = 𝐴𝐶.

2. Касательная в точке 𝐹 параллельна 𝑄𝑃 , а значит, параллельна 𝑃 ′𝑄′ (см. решение из части
B), а значит, и 𝑄′′𝑃 ′′, но антипараллельна 𝐶1𝐴1 в углу 𝐶1𝐹𝐴1. Заметим, что так как 𝑄′𝐶1

параллельна 𝐴𝐺, а 𝐴𝐺 параллельно 𝐶1𝐹 , то 𝑄′′, 𝐶1 и 𝐹 лежат на одной прямой. Значит,
𝑄′′𝐶1𝐴1𝑃

′′ вписан. 𝐹𝐺 — медиана в 𝐹𝐴1𝐶1, значит симедиана в 𝑃 ′′𝐹𝑄′′. Из счета углов
следует, что 𝐹𝐵 и 𝐹𝐺 изогонально сопряжены в углу 𝐴1𝐹𝐶1. Значит 𝐹𝐵 — медиана. 𝐹𝐼 и
𝐹𝐺′ — соответственно радиус описанной и высота треугольника 𝐹𝐶1𝐴1. Тогда они являются
соответственно высотой и прямой, содержащей радиус описанной треугольника 𝐹𝑄′′𝑃 ′′.

3. Обозначим точку пересечения 𝐵1𝑇 и 𝐵𝐶 за 𝑋. Применим теорему Паскаля для шестерки
точек 𝐵1, 𝐶1, 𝐴1, 𝐴1, 𝐹 , 𝑇 . Получим, что 𝐴′𝑋 параллельна 𝐴1𝐶1. Обозначим точку пересече­
ния 𝐵1𝐶1 с 𝐵𝐶 за 𝑌 , 𝐵1𝐾 с 𝐵𝐶 за 𝑍, а 𝐴′𝐸 с 𝐵𝐶 за 𝑍 ′. (𝑋,𝑍,𝐴1, 𝑌 ) = (𝑇,𝐾,𝐴1, 𝐶1) = −1 =
(𝐴′𝑋,𝐴′𝐸,𝐴′𝐴1, 𝐴

′𝐶1) = (𝑋,𝑍 ′, 𝐴1, 𝑌 ). Значит, 𝑍 = 𝑍 ′.

4. Приносим свои извинения, но доказательство этого пункта будет приведено позже. Возможно
оно уже есть на сайте конференции.

5. Пусть 𝐺𝐺′ и 𝐵𝐵′ вторично пересекаются с гиперболой Фейербаха в точках 𝑋 и 𝑌 соответ­
ственно. (𝐴,𝐶, 𝐿𝐵, 𝑋) = (𝐺𝐴,𝐺𝐶,𝐺𝐿𝐵, 𝐺𝑋) = (𝐺𝐴1, 𝐺𝐶1, 𝐺𝐸,𝐺𝐺′) = −1 = (𝐴𝐵,𝐶𝐵,𝐴′𝐶 ′, 𝐵𝐵′) =
(𝐴,𝐶, 𝐿𝐵, 𝑌 ). Значит 𝑋 = 𝑌 .

6. Покажем, что 𝐷 — образ гомотетии с центром в 𝑀 и коэффициентом −2. Действительно,
при этой гомотетии, 𝐵0 переходит в 𝐵, 𝐹𝐵0 в 𝐵𝐵′, 𝐹𝐺′ в себя, 𝐹 в 𝐷, окружность Эйлера в
описанную. Значит, так как 𝐹 лежит на окружности Эйлера, то 𝐷 лежит на описанной.

7. При той же гомотетии, середина 𝐶0𝐴0 переходит в 𝐵0, значит 𝐹𝑂𝐵 переходит в 𝐿𝐵𝐵0. Тогда
𝐿𝐵𝐵0 так же проходит через 𝐷.

8. Приносим свои извинения, но доказательство этого пункта будет приведено позже. Возможно
оно уже есть на сайте конференции.

9. В части X доказывается, что существует эллипс проходящий через 𝐴0, 𝐴1, 𝐵0, 𝐵1, 𝐶0, 𝐶1 и 𝐹 .
Покажем, что все три прямые являются его диаметрами, то есть проходят через его центр.
Прямая 𝐹𝑂𝐵 проходит через середины 𝐴0𝐶0 и 𝐵0𝐶1, то есть является диаметром эллипса,
соответствующим направлению 𝐴𝐶. Отсюда также следует, что касательные к эллипсу в
точках пересечения его с прямой 𝐹𝑂𝐵 — 𝐹 и 𝑆 параллельны 𝐴𝐶. Если применить теорему
Паскаля к шестерке точек 𝐵0, 𝐶0, 𝐶1, 𝐴1, 𝐴0, 𝐵0, то получим, что касательная к эллипсу в
точке 𝐵0 параллельна 𝐶1𝐴1. Тогда прямая 𝐵0𝐸 является диаметром эллипса, так как прохо­
дит через середину хорды эллипса, 𝐴1𝐶1 и через точку, касательная в которой параллельная
этой хорде. Осталось показать, что 𝐵𝐵′ — тоже диаметр. Для этого покажем, что его полю­
сом относительно эллипса является бесконечно удаленная точка. Так как 𝐴1𝐶0 ‖ 𝐴0𝐶1, то
дополнив тройки 𝐵, 𝐶1, 𝐴0 и 𝐵, 𝐴1, 𝐶0 до двойного отношения равного −1 получим, что пря­
мая, проходящая через них будет тоже параллельна 𝐴1𝐶0, а значит, и прямой 𝐴′𝐶 ′. Теперь
покажем, что поляра точки 𝐵′ — прямая 𝐴′𝐶 ′. Для этого просто заметим, что прямая 𝐴′𝐶 ′

пересекает прямые 𝐴0𝐶0 и 𝐴1𝐶1 в точках, которые дополняют тройки 𝐴0, 𝐶0, 𝐵′ и 𝐴1, 𝐵1, 𝐵′

до гармонических.

Приносим свои извинения, но доказательство дальнейших пунктов этой части будет приведе­
но позже. Возможно оно уже есть на сайте конференции.
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Strange propeties from strange condition.
Project produced by F.Ivlev, V.Mokin, A.Zaslavskiy, O.Dmitriev and R.Genodarov.

General statement of problem.

Given a triangle ABC. Let A0, B0 and C0 be the middle points of its sides, A1, B1, C1 be the touching
points of incircle with sides BC, AC and AB respectively. Denote intersection point of lines AA1, BB1,
CC1 by G (we will call it Gergonne point). Let I be the incenter of triangle ABC, O is circumcenter of
4ABC, H is common point of triangle’s altitudes, F is Feuerbach point of 4ABC.

We impose only one condition on the triangle: points A, I, G and C are concyclic.
Quantifier ∀ in brackets before the statement of a problem means that following fact is true for any

triangle (not only for triangle with our condition). Note that absence of this sign does not mean that
this condition is needed.

Part A.

1. (∀)Prove that angle ∠AIC = 90◦ + ∠B
2
.

2. (∀)Prove that ∠AIC + ∠A1B1C1 = 180◦.

3. (∀)Prove that line passing through A1 parallel to bissector of angle ∠C intersects line through C1

parallel to bissector of angle ∠A in point which is opposite to point B1 in incircle.

4. Prove that if points A, G, I and C are concyclic then forth vertex F ′ of parallelogram A1GC1F
′

lies on incircle.

5. (∀)Prove that G is a Lemoine point of triangle A1B1C1. Lemoine point is a point which is isogonal
conjugative to center of gravity of triangle.

6. Prove that in our case center of gravity of triangle A1B1C1 lies on circumcircle of triangle A1IC1.

7. Construct a triangle with our condition and given angle ∠B. For instance by vertex B and incircle.

8. Prove that angle ∠B is less than 60◦.



Part B.

Let intersection point of AA1 with incircle which is different from A1 be Q, and the same for CC1 is
P . Let K be moving point on incircle. Denote intersection point of KP with BC by P ′, and KQ with
AB by Q′.

This part is not necessary for following parts of project.

1. Prove that line passing through P parallel to BC and line passing through Q parallel to AB
intersect in a point on incircle. Denote this point by T .

2. Find locus of midpoint of segments P ′Q′.

3. Let A1C1 intersect AC in point R. We draw lines parallel to AB and BC through point R and
intersect them with BC and AB in points P1 and Q1 respectively. Prove that lines PP1 and QQ1

have a common point on incircle.

4. (∀)Prove that points P , Q and R are collinear.

5. Let P2 be intersection point of B1C0 and BC and Q2 be intersection point of B1A0 and AB. Prove
that lines PP2 and QQ2 intersect on incircle.

6. Prove that line which passing through midpoint of segment AC1 and Q and line which passing
through midpoint of segment CA1 and P intersect on incircle. From this time point K is this
intersection point. It start be fixed. Points P ′ and Q′ are fixed also and equals P ′ and Q′ for this
position of K.

7. Prove that points T , K and B lie on one line.

8. Prove that lines BK and BF ′ are isogonal conjugative in angle ∠B.

9. Prove that points K, G and F ′ are collinear.

10. Let E be midpoint of the segment A1C1. Prove that E is incenter of triangle P ′Q′B.

Later we will not be needed in points P , Q, P ′, Q′ and R (may be sometimes we will use last one).
We recommend you draw your picture again without these points.
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Part C.
Three lines passing through Feuerbach point.

Still this part is very important for the project but very difficult we allow using in solutions previous
facts without proof. Also it will be allowed using in future solutions items from this part without proof.

In this part there are fact which are true for all nonisosceles triangles so we omit sign ∀ before items.

1. Let points A′, B′, C ′ be the intersection points of the respective sides of triangles A0B0C0 and
A1B1C1. Prove that the vertices of triangle ABC lie on the sides of triangle A′B′C ′

2. Prove that triangle A′B′C ′ is autopolar with respect to (later wrt) the incircle. I. e. each of its
sides is the polar line of the opposite vertex.

3. Prove that lines AA′, BB′, CC ′ are parallel.

4. Prove that line IG passes through the common points of the corresponding sides of triangles
A1B1C1 and A′B′C ′.

5. Let M be a centroid of triangle ABC. Prove that line IM passes through the intersection points
of the respective sides of triangles A0B0C0 and A′B′C ′.

6. Prove that lines AA′, BB′, CC ′ are parallel to a line passing through the intersection points of the
respective sides of triangles A1B1C1 and ABC. I. e. they are parallel to a polar of G in incircle.

7. Let CA be an intersection point of CI and C1A1 and CB be an intersection point of CI and C1B1.
Points AB, AC , BA, BC are defined by the same way. Prove that points A, C1, CA, I are concyclic.

8. Prove that CA lie on B0C0.

9. Prove that circumcenter of triangle CACBC1 is point C0.

10. Prove that points CA, CB, AB, AC lie on one circle which is orthogonal to the incircle (two circles
are orthogonal if their tangents in common point are orthogonal). Denote this circle by ωB. Three
analogous circles denote by ωA and ωC respectively.

11. Let circles ω and γ be orthogonal and let P and Q be their centers respectively. Prove that the
polar of P wrt γ, the polar of Q wrt ω and the radical axis of γ and ω coincide.

12. Given inscribed quadrilateral ABCD. Let N be a common point of AB and CD, M be a common
point of BC and AD, and P be a common point of AC and BD. Prove that NM is the polar line
of P wrt circumcircle of ABCD.

13. Denote the center of ωB by OB. Points OA and OC are defined similarly. Prove that OB lie on
A′C ′.

14. Prove that the midpoints of the sides of triangle ABC lie on the sides of triangle OAOBOC .

15. Prove that triangle A0B0C0 is orthotriangle of triangle OAOBOC . That is points A0, B0, C0 are
the feet of the altitudes of triangle OAOBOC .

16. Let MB be a midpoint of side OAOC . Points MA and MC are defined by the same way. Prove that
triangles A1B1C1 and MAMBMC are homothetic.

17. Prove that points B′, MB and B1 are collinear.

18. Prove that lines A1A
′, B1B

′, C1C
′ pass through the Feuerbach point of triangle ABC.
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19. Prove the Feuerbach theorem. I.e. the incircle and the Euler’s circle of a nonisosceles triangle
touche.

20. Prove that the tangent to the incircle through F passes through the common points of the
corresponding sides of triangles ABC and A′B′C ′.

21. Prove that points BC , CB, A1, A0 are concyclic.

22. Prove that F lies on the circle from previous item.

23. Invent another proof of the fact that line A1A
′ passes through F .

4



Part D.

1. Let A′′ be an intersection point of F ′A1 and B1C1. Points B′′ and C ′′ are defined similarly. Prove
that triangle A′′B′′C ′′ is autopolar wrt the incircle and the vertices of triangle ABC lie on their
sides.

2. Prove that the points which are symmetrical to points A and C wrt A1 and C1 respectively lie on
line A′′C ′′.

3. Prove that BC1A0C
′′ and BA1C0A

′′ are parallelograms.

4. Prove that F ′ = F . I.e. F ′ is the Feuerbach point of triangle ABC.

5. Let a be a length of BC, b be a length of AC and c be a length of AB. Prove that (a+c−b)2 = ac.

6. Prove that if (a+ c− b)2 = ac then our condition (about point A, G, I and C) is true.

7. Prove that F is a centroid of triangle A′B0C
′.

8. Let S be midpoint of A′C ′. Prove that FB0 pass through it.

9. Prove that S is a midpoint of segment BOB.

10. Prove that SE is parallel to BB1.

11. Prove that OBF is parallel to BB1.

12. Prove that F is centroid of triangle OBA0C0.

13. (∀)Let LB be a pole of A0C0 wrt the incircle. Prove that LB is intersection point of A′C ′ and GE.

14. (∀)Prove that I is orthocenter of triangle ACLB.

15. (∀)Let G′ be a point isogonal conjucated to point G. Prove that G′ is center of homotety of the
incircle and the circumcircle of the initial triangle.

16. Prove that G′ is symmetrical to point G wrt bisector of angle ∠B.

17. (∀)Prove that points F , G′ and M are collinear.

18. Prove that FM is parallel to bisector of angle ∠B.

‘

19. Prove that GM is parallel to A′C ′.

20. Prove that OB is midpoint of BLB.

21. Prove that F is a centroid of triangle A1LBC1.

22. Prove that the common point of A1C1 and OI is isogonaly conjugated to LB.



Part X.

1. (∀)Prove that the image of a line which not pass through the vertices of the triangle under isogonal
conjugation is a conic.

2. (∀)Prove that the image of line OI under isogonal conjugation is a conic which tangents this line.

3. (∀)Prove that the image of line OI under isogonal conjugation is a hyperbola with perpendicular
asymptotes. This hyperbola is called Feuerbach hyperbola.

4. (∀)Prove that points A, B, C, I, H, G and N lie on Feuerbach hyperbola where N is a Nagel point
of triangle ABC.

5. (∀)Let l be an arbitrary line passing through O. Denote by l′ conic which is an image of line l
under isogonal conjugation. Prove that center of l′ lie on Euler circle.

6. (∀)Let an equilateral hyperbola pass through the vertices of the triangle ABC and P be an arbitrary
point on it. Prove that the circumcircle of the pedal triangle of point P passes through the center
of this hyperbola.

7. (∀)Prove that center of the Feuerbach hyperbola is a Feuerbach point.

8. (∀)Prove that LB lies on the Feuerbach hyperbola.

9. (∀)Prove that line FB1, the circumcircle of triangle A1C1I and Feuerbach hyperbola have two
common points.

10. Prove that locus of centers of images of lines passing through I under isogonal conjugation is an
ellips which passes through the feet of bisectors, the midpoints of the sides and the Feuerbach
point.

11. Prove that lines B0LB and GM intersect on the Feuerbach hyperbola.

12. (∀)Prove that intersection point of lines FB0 and A1C1 is a pole of line AC wrt the Feuerbach
hyperbola.

13. (∀)Prove that the pole of line A′C ′ wrt the Feuerbach hyperbola is a point which is the reflection
of B1 in E.
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Part F.

1. Let Q′′ be a reflection point of Q in Q′. Point P ′′ is defined simultaneously. Prove that P ′′Q′′ = AC.

2. Prove that in triangle P ′′FQ′′:

• FB is a median.

• FI is an altitude.

• FG′ is a line joining F with the circumcircle of triangle P ′′Q′′F .

• FG is a symmedian.

3. Prove that line KB1 passes through the intersection points of A′E with BC and C ′E with AB.

4. Prove that line KB1 passes through the intersection point of A′C ′ and A0C0.

5. Prove that GG′ and BB′ intersect on the Feuerbach hyperbola.

6. Prove that FG′ and BB′ intersect on the circumcircle of triangle ABC. Denote this point D.

7. Prove that line LBB0 passes through D.

8. Denote the Feuerbach point of triangle BP ′Q′ by F ′′. Prove that FF ′′ is parallel to BB1.

9. Prove that lines FOB, EB0 and BB′ are concurrent.

10. Prove that the Feuerbach hyperbola of triangle P ′′Q′′B passes through point B′.

11. Prove that the Feuerbach hyperbola of triangle P ′′Q′′B passes through LB.

12. Let C ′
1 be a touching point of incircle of triangle BP ′′Q′′ with side QB. Points A′

1 and B′
1 are

defined simultaneously. Prove that the image of line A′
1C

′
1 under homothety with center F and

coefficient 4 is line A1C1.

13. (∀)Prove that lines A0A
′, B0B

′, C0C
′ and the tangent to the incircle through F are concurrent.

Denote this intersection point by M ′.

14. Prove that M ′ lies on the bisector of angle ∠B.

15. (∀)We intersect lines passing through F and parallel to AA1, BB1, CC1 with lines AA′, BB′, CC ′

respectively. Prove that these three points lie on line GM .

16. (∀)We intersect lines passing through M ′ and parallel to AA0, BB0, CC0 with lines AA′, BB′,
CC ′ respectively. Prove that these three points lie on line IM .
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Part A.
Solutions.

1. This immediately follows from calculation of angles.

2. This item clearly follows from the previous item.

3. It is clearly follows from the fact that the angle between bisector of angle ∠A and line B1C1 is
right.

4. This item follows from two previous and the properties of the inscribed angle.

5. Let E be a midpoint of segment A1C1. Let X be an intersection point of B1E with incircle
different of B1. Let’s calculate degree of point E with respect to the circumcircle of BA1IC1. We
get BE ·EI = EA1 ·EC1. Now write the equation on degree wrt the incircle EA1 ·EC1 = EX ·EB1.
So by BE ·EI = EX ·EB1 we obtain that quadrilateral BXIB1 is inscribed. IX = IB1 as radii.
So angles ∠B1BI and ∠IBX are equal. Let Y be an intersection point of BB1 and the incircle
different of B1. From the above we obtain thatXY ‖ A1C1. Hence lines B1X and B1Y are isogonaly
conjugated in angle ∠A1B1C1. Let’s project cross-ratio of points A1, C1, E and infinity point of line
A1C1 from point X into the incircle. Since cross-ratio of the initial quadruple equals −1 cross-ratio
of images is equals −1 also. So we get that (A1, C1, B1, Y ) = −1 for any concyclic quadrilateral
in which tangents through two of their vertices intersect on diagonal passing through two other
vertices. As you remember such quadrilateral are called harmonic.

6. It is easy to prove this fact using previous item and angles calculation.

7. At first we draw tangents from point B wrt the incircle. So we obtain points A1 and C1. Now
construct midpoint of A1C1 point E. From previous item we know that the circumcircle of triangle
A1IC1 divide segment B1E in ratio 2 : 1. So if we make homothety with center E and coefficient 3
then the image of the circumcircle of triangle A1IC1 pass through B1. So if we intersect this image
with the incircle we obtain two symmetrical solutions of point B1. Now it is easy to construct
vertices A1 and C1.

8. From solution of previous item clearly follows that IE must be at most than half of radius of the
incircle. From this fact it easy to prove that ∠A1IC1 is at least 120◦. So angle ∠B which is equal
180◦ − ∠A1IC1 is at most 60◦.



Часть B.
Решения.

Пусть вторая точка пересечения AA1 со вписанной окружностью — точка Q, а вторая точка
пересечения CC1 со вписанной окружностью — P . Теперь пусть K — бегающая точка по вписанной
окружности. Обозначим точку пересечения KP с BC через P ′, а KQ с AB через Q′.

Эту часть можно не решать. Факты из нее не используются в дальнейшем.

1. Since ∠PGQ = 90◦+ ∠B
2
, we obtain that the sum of arcs PQ and A1B1 is equal to 180◦+∠B. Since

arc A1C1 is equal to 180◦ −∠B, arc PQ is equal to 2∠B. Thus, if the line passing through Q and
parallel to BA meets secondary the incircle in point T , then ∠QTP = ∠B. Therefore TP ‖ BC.

2. Let point P ′ move on BC with constant velocity. Then Q′ moves in such way that the cross-ratios of
different points P ′ and Q′ are equal. Therefore the correspondence between P ′ and Q′ is projective.
But by previous item P ′ and Q′ are infinity points of the respective lines simultaneously. Thus
this correspondence is affine, i.e. point Q also moves with constant velocity. Therefore the locus
of midpoints is a line. Considering the cases K = A1 and K = C1 we obtain that this line is the
Gauss line of quadrilateral AC1A1C.

3. Since the locus from previous item is the Gauss line of A1C1AC, it contains the midpoints of third
"diagonal". Let R′ be the midpoint of RB. Find points P ′ and Q′ on AB and BC respectively
such that R′ is the midpoint of P ′Q′. Then P ′BQ′R is a parallelogram i.e. P ′, Q′ coincide with P ,
Q.

4. Note that the projection of a circle to the same circle from a point not lying on this circle conserves
the cross-ratios. In fact, let the center of projection lie outside the circle. Then there exists a
projective map conserving the circle and transforming the projection center to an infinity point.
The projection from such point coincides with the reflection in some diameter and so conserves the
cross-ratios. If the projecton center lies inside the circle we can transform this point to the center of
the circle. In this case the projection coincides with the reflection in the center and also conserves
the cross-ratios. Now note that quadrilateral B1C1A1P is harmonic because the tangents in points
B1 and A1 meet on diagonal C1P . Consider the projection of this quadrilateral from point Rto the
same incircle. It interchanges points A1 and C1 and fixes B1. Thus the image of P is the fourth
harmonic point for B1, A1, C1, i.e. point Q. Therefore P , Q and R are collinear.

5. Points R, B1, A, C are harmonic because the Gergonne triangle is cevian. Project these points
from the infinity point of AB to BC. Let the images of R, A, C, B1 be P1, B, C, B′1 respectively.
Project these four points from B1 to AB. This projection transforms B′1 to the infinity point, fixes
B and transforms C to A. Since four points are harmonic it transforms P1 to the midpoint, i.e.
P1 = P2. Now use the assertion of problem 2.

6. Note that if P ′ = A then Q′ = A1, and if P ′ = C1 then Q′ = C. Therefore when one of points is
the midpoint of the corresponding segment the second one also is the midpoint.

7. Consider the projection of line BC from P to the incircle. It transforms P ′, A1, C and the infinity
point to K, A1, C1 and T respectively. Since the cross-ratio of these points is equal to -1, the
diagonal TK passes through the common point of tangents in A1 and C1.

8. Arcs TC1 and C1Q are equal because the tangent in C1 is parallel to QT . Arcs C1Q and A1F
′ are

equal because C1F
′ ‖ QA1. Thus arcs C1T and F ′A1 are equal which yields the symmetry wrt the

bisector of ∠B.

9. See the solution of problem 5 from part A. Inversing its reasoning and using two previous items
we obtain the assertion of the problem.
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10. Consider the homothety with center K transforming P to P ′. It transforms T to B and thus the
image of Q is Q′. Since Q′E is parallel to QG as medial line, we have thatit transforms G to M .
Since PG passes through the midpoint of arc QT , PQ is the bisector of triangle PQT . Then QA1

also is the bisector. Therefore G is the incenter of triangle QTP . Thus its image M is the incenter
of triangle Q′BP ′.
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Part C.
Solutions.

1. Let lines BC ′ and AC meet in point R. For prove that B lies on A′C ′, it is sufficient to prove that
cross-ratios (A,C0, B, C1) and (A,B0, R,B1) are equal. By the Ceva theorem AC0

C0B
= AB0

B0C
· CA0

A0B
,

AC1

C1B
= AB1

B1C
· CA1

A1B
. From this and an equality (C,A0, B,A1) = (C,B0, R,B1) (projection from C ′)

we obtain

AC0

C0B
· C1B

AC1

=
AB0

B0C
· CA0

A0B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
=

AB0

B0C
· CB0

B0R
· B1R

B1C
· CB1

B1A
=

AB0

B0R
· B1R

AB1

.

2. Let lines A1C1 and AC meet in point R. Project cross-ratio (A,C,B1, R) = −1 to line B1C1 from
point B′. This projection transforms C, A, R to A′, X, C1respectively and fixes B1. Therefore
(B1, C1, A

′, X) = −1, i.e. the polar of A′ passes through X and the pole of B1C1 coinciding with
A. Thus it is line AX which coincide with B′C ′ by previous item.

3. Lemma. Let triangle A1B1C1 be cevian for ABC. Points A′, B′ and C ′ on its sidelines are such
that the vertices of triangle ABC lie on the sidelines of triangle A′B′C ′. Let A0 be the common
point of B1C1 and BC. Points B0 and C0 are defined similarly. Then lines AA′, BB′, CC ′ and
A0B0C0 concur.

Proof. Consider triangles CA′A0 and C ′AC0. We have CA′ ∩ C ′A = B′, A′A0 ∩ AC0 = C1,
A0C∩C ′C0 = A1, and these three points are collinear. By Desargues theorem lines CC ′, AA′, A0C0

concur. Since points A0, C0, B0 are collinear (clearly follows from Ceva and Menelaos theorems),
we obtain the assertion of the problem.

Now note that in our case one of considered triangles is medial. Thus the corresponding lines meet
on the infinity point, i.e. they are parallel.

4. Use the Pappus theorem to points A, B1, C and C1, B′, A1, and after this to points A, B1, C and
CB, B′, AB. (see problem 7)

5. Similarly to previous item use the Pappus theorem to points A, B0, C and C0, B′, A0, and after
this to A, B0, C and CA, B′, AC . (see problem 7)

6. Use the lemma of problem 3 to the Gergonne triangle.

7. ∠B = 180◦ − ∠A − ∠C ⇒ ∠BA1C1 = 180◦−∠B
2

= ∠A+∠C
2

⇒ ∠(A1B, A1C1) = ∠(A1C, CI) +
∠(AI, AC1)⇒ ∠(AI, AC1) = ∠(A1B, A1C1)−∠(A1C, CI) = ∠(A1C, A1CA)−∠(CA1, CCA) =
∠(ICA, CA1) + ∠(A1C, C1CA) = ∠(ICA, CAC1). Therefore A, C1, CA, I are concyclic.

8. By previous item CA is the projection of A to the bisector of angle B. Thus angle AB0CA as central
angle in triangle ACCA is twice greater than angle C of this triangle, i.e. it is equal to angle C of
triangle ABC. Therefore B0CA⊥BC, and CA lies on the medial line.

9. Since C0CA is parallel to BA1, triangle C1C0CA is isosceles. Thus C0C1 = C0CA. Similarly C0C1 =
C0CB.

10. The circle from previous item is orthogonal to the incirle because it passes through C1and its center
lies on the tangent to the incircle in this point. Since CA and CB are collinear with the incenter,
they are symmetric wrt the incircle. This is also true for points AB and AC . Thus ICA · ICB =
r2 = IAB · IAC , where r is the inradius. Therefore these four points lie on the circle which is fixed
under the inversion and so is orthogonal to the incircle.

11. By the properties of polars and radical axis all these lines coincides with a common chord of given
circles.
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12. Using the Pascal theorem to points A, B, B, D, C, C we obtain that the tangents in B and C
meet on line NP . Similarly the tangents in A and D meet on this line. Conisder now the polar of
point M . This line passes through the poles of BC and AD. By above it is line PN . Thus M is
the pole of PN . Similarly for two remaining points.

13. Point OB lie on A′C ′ iff the polar of OB wrt the incircle passes through the pole of A′C ′ i.e. point
B′. Since ωB is orthogonal to the incicrle the polar of OB wrt the incircle coincide with the polar of
I wrt ωB. But for quadrilateral CBCAABAC inscribed into ωB четырехугольника I is a common
point of the oppsite sidelines, and B′ is a common point of the diagonals. Thus the polar of I
passes through B′.

14. Since ωB, ωA and the circumcircle of triangle CACBC1 passe through points CA and CB, their
centers are collinear.

15. By previous item OBOA is perpendicular to CACB, which is the bisector of angle C. Then it is also
perpendicular to the bisecor of angle C0 of triangle A0B0C0. Therefore the sidelines of OAOBOC

are the external bisectors of A0B0C0. This clearly yields the assertion of the problem.

16. The sidelines of these triangles are perpendicular to the corresponding bisectors of original triangle.

17. Project cross-ratio (A, C, B1, R) = −1 from B′ to OAOC . This projection transforms A, C and R
to OA, OC and infinity point respectively. Thus it transforms B1 to MB.

18. Note thatMA,MB,MC , A0, B0, C0 lie on the Euler circle of triangle OAOBOC . Then the homothety
center of triangles A1B1C1 and MAMBMC is also the homothety center of their circumcircles, i.e.
the Euler circle of original triangle (because ωMAMBMC

= ωA0B0C0 = is the Euler circle of original
triangle) and its incircle. Therefofre this homothety center coincide with the Feuerbach point. But
by previous item line MAA1 passes also through point A′. Thus A1A

′ passes through the Feuerbach
point.

19. Since A0B0C0 is the medial triangle of ABC and the orthotriangle of OAOBOC , the Euler circles of
these two triangles coincide. Thus points MA, MB, MC lie on the Euler circle of original triangle.
But triangles A1B1C1 and MAMBMC are homothetic, so their circumcircles are also homothetic. It
is sufficient to prove that the homothety center lie on one of these circles. Let AA′ meet the incircle
in point R. Since B′ lies on the polar of A′ wrt the incircle and on the diagonal A1C1 of quadrilateral
A1B1C1R, we obtain that B′ is the common point of the diagonals of this quadrilateral. The same
is true for CC ′. Thus the homothety center lies on the incircle and the circles touche.

20. This problem is dual to item 18.

21. See the solution of the next item.

22. Lemma 1. ∠(A0F, FA1) = (∠(CA, CB) + ∠(BA, BC))/2.

Proof. Prove that ∠(A0F, FH) = ∠(CA, CB)+∠(BA, BC), where His the foot of altitude from
A to BC. Then the sought assertion will follow from Archimedes lemma. Note that ∠(A0F, FH) =
∠(A0B0, B0H) because all these points lie on the Euler circle. Also since B0 is the midpoint of the
hypothenuse of right triangle AHC, we have ∠(CA, CB) = ∠(CB0, CH) = ∠(HC, HB0). Thus
∠(A0B0, B0H) = ∠(A0B0, A0H) + ∠(A0H, HB0) = ∠(BA, BC) + ∠(CA, CB), q.e.d.

Lemma 2. Points BC , CB, A1, A0 and F are concyclic.

Proof. Prove that ∠(A0CB, CBA1) = ∠(A0F, FA1). Since CBIA1B is cyclic we have ∠(CBI, CBA1) =
∠(BI, BA1) = ∠(BA, BC)/2. Since CBA0 = A0C, we obtain an equality ∠(A0CB, CBC) =
∠(CCB, CA0) = ∠(CA, CB)/2. From this ∠(A0CB, CBA1) = ∠(A0CB, CBC)+∠(CBC, CBA1) =
(∠(CA,CB)+∠(BA,BC))

2
= ∠(A0F, FA1). Thus CB lies on the circumcircle of 4A1A0F . Similarly BC

lies on this circle.
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23. We proved that A1F is the radical axis of the incircle and the circumcircle of triangle CBBCA1.
Thus it is sufficient to prove that A′ lies on this line. Note that A′ is the homothety center of
triangles C0C1CB and B0BCB1 because the corresponding sidelines of these triangles are parallel.
Therefore A′C1

A′BC
= A′CB

A′B1
, and we obtain an equality of degrees: A′C1 · A′B1 = A′CB · A′BC .
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Part D.

1. Triangle A′′B′′C ′′ is autopolar because its vertices are he common points of quadrilateral A1B1C1F
′.

Since a polar A1B1 of point C passes through C ′′, a polar A′′B′′ of C ′′ passes through C. Similarly
for remaining vertices.

2. Let X be a common point of AA1 and A′′C ′′. The cross-ratio of A, B, C1 and the common point
of AB and A1B1 is equal to −1. Projecting these points from C ′′ to AA1 we obtain that A1 is the
midpoint of AX.

3. The homothety with center A and coefficient 2 transforms line C0A1 to line A′′C ′′. Thus these lines
are parallel. Using the homothety with center B transforming CC1 to A1F

′ we obtain that the
midpoint of A′A1 lies on AB. Thus BA1C0A

′′ is a parallelogram.

4. By previous item C ′ lies on the medial line of ABC parallel to AB. Then C ′′ = C ′. Similarly
A′′ = A′. Thus F ′ = F

5. By problem 3 C0A1 is parallel to C1A0, i.e. BC1 · BA1 = BC0 · BA0. Expressing these lengths
through a, b, c and multiplying to 4 we obtain the sought equality.

6. Given equality yields that C0A1 is parallel to C1A0. Construct parallelograms BC1A0C
′′ and

BA1C0A
′′. Line A′′C ′′ passes through B. The homothety with center A and coefficient 2 transforms

line C0A1 to A′′C ′′. Let it transform A1 to point X. Projecting from C ′′ points A, X, A1 and infinity
point of AA1 to line AB we obtain that the cross-ratio of A, B, C1 and the common point of AB
and A1C

′′ is equal to −1. Thus A1C
′′ passes through B1. Then C ′′ = C ′ i.e. triangles BC1C

′ and
BAX have a common median. Therefore they are homothetic with center B. So C1C

′ is parallel
to AA1 and GC1FA1 is a parallelogram. Now our condition follows from an angles calculation.

7. By problem 3 C ′F passes through the midpoint of BA0. Using the homothety with center C ′ we
obtain that C ′F passes through the midpoint of A′B0, i.e. C ′F is the median of triangle A′B0C

′.
Similarly for A′F .

8. By previous item B0F is the median of triangle A′B0C
′

9. Since OB is the circumcenter of triangle A0B0C0 we obtain that OBC0A1C
′ is a parallelogram, and

by problem 2 BA1C0A
′ is a parallelogram. Thus A′B = C0A1 = OBC

′.

10. Line SM as Gauss line of A1B1C1F passes through the midpoint of FB1. Thus as medial line of
triangle FGB1 it is parallel to BB1.

11. By previous item SM is parallel to OBF . Then F and OB lie on the reflection of line OBF in SM ,
because they are the reflection of G in M and the reflection of B in S.

12. Since S is the midpoint of BOB and F divides B0S in ratio 2 : 1 we obtain that F is the centroid
of triangle B0OBB. Then the median of this triangle from OB also is divided by F in ratio 2 : 1.
Thus the endpoint of this median coincide with the midpoint of BB0, and so with the midpoint
of C0A0. This yields the assertion of the problem.

13. Consider the polar transformation. Since B′ lies on C0A0 we obtain that LB lies on A′C ′. Now we
hawe to prove that the polars of G and M meet on the medial line. Note that the polar of G is
parallel to BB′ and passes through the common point R of A1C1and AC. The polar of M passes
through B and is parallel to A1C1. Points B, B′, R and the common point of the polars form a
parallelogram. Since the midpoint of BR lies on A0C0 and B′ also lies on this line, then A0C0

passes through the common point of the polars of G and M .



14. Since CB lies on A0C0, LB lies on its polar, i.e. line ACA, thus ALB ⊥ CI. Similarly AI⊥CLB

and we obtain the sought assertion.

15. By angles calculation we obtain that the reflections of vertices of Gergonne triangle in the corresponding
bisectors form the triangle homothetic to the original triangle. Thus the lines joining the corresponding
vertices of these triangles pass through the homothety center of the incircle and the circumcircle.
But G′ is the common point of these lines.

16. Clearly A, G, I, G′ and C lie on the circle with center on the bisector of angle B, and G′ lies
inside the triangle. Also G′ lies on the line symmetric to BG wrt the bisector of B. This yields the
assertion of the problem.

17. Clearly follows from three homothety centers theorem for the incircle, the circumcircle and the
Euler circle.

18. Since A1 and C1 are symmetric wrt the bisector of angle B, and A1FC1G is a parallelogram we
obtain using two previous items that A1FC1G

′ is a delthoid with diagonal FM . Thus FM is
perpendicular to A1C1 and parallel to the bisector of angle B.

19. In next item we will prove that OB is the midpoint of BLB. Therefore OBF is a medial line of
triangle LBBG. Thus F is the midpoint of LBG. Then F divide LBE in ratio 2 : 1.

20. ALB is parallel to C0OB as two perpendiculars to CI. Thus the homothety with center B and
coefficient 2 transforms OB to LB.

21. LBF is the median of triangle A1LBC1 and by previous item F is the midpoint of LBG. Thus F
divide LBM in ratio 2 : 1. Then F is the centroid of triangle A1LBC1.

22. Let point X be isogonally conjugated to LB. Since LB lies on the Feuerbach hyperbola (see part
X), X lies on line OI. Prove that X lies on line A1C1. Let X ′be the reflection of X in the bisector
of angle B. Since OI passes through G′, this reflection transforms OI to IG. Also it fixes line
A1C1 and transforms line BX to line BLB, i.e. to line A′C ′. Lines A′C ′ and A1C1 meet on IG as
corresponding sidelines of triangles A′B′C ′ and A1B1C1. Thus X ′ lies on A1C1, and so X also lies
on this line.
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Part X

1. Take two vertices and the images of three arbitrary points on the line. They define some conic. Take
an arbitrary fourth point on the line. When we conjugate the corresponding lines in two angles the
conjugated lines intersect the conic at the same point because the reflection in the bisector saves
the cross-ratios of four lines.

2. Clearly I is a common point. Suppose that there exists another common point X. Then its
isogonally conjugated point X ′ also lies on the line and the hyperbola. But a line and a conic
can’t have three common points.

3. Lemma. A circumconic of a triangle is an equilateral hyperbola iff it passes through the orthocenter.

Proof. The isogonal image of a circumconic is a line because five points define an unique conic.
When the conic passes through the orthocenter the corresponding line passes through the circumcenter.
This line meets the circumcircle at two opposite points. Thus the conic has two infinity points
corresponding to two perpendicular directions.

The problem immediately follows from the lemma.

Let R the midpoint of arc BC of the circumcircle of ABC. Then OR is parallel to IB1, and external
angle ∠BOR is twice greater than angle BRO, which is equal to ∠B1IR. Thus the reflection of
IB1 in IR is the line parallel to OB. Therefore the tangent to the incircle in X is parallel to the
tangent to the circumcircle in B, and this immediately yields the assertion of the problem.

4. Point I is isogonally conjugated to itself, A, B and C are isogonally conjugated to the common
points of OI with the sidelines, H is isogonally conjugated to O. SinceG′ is the homothety center
of the incircle and the circumcircle, G′ lies on OI. Thus Glies on the hyperbola. Similarly for N :
N ′ is the second homothety center of the incircle and the circumcircle.

5. Let l meet the circumcircle in points X and Y . Then X and Y are isogonally conjugated to infinity
points X ′ and Y ′ of the hyperbola, O is conjugated to H. Let Z be conjugated to the infinity point
of l. Since (X, Y,O, Z) = −1, the cross-ratio of the conjugated points is the same. Project this
cross-ratio from X ′ to line HZ ′. This projection transforms Y ′ to the infinity point of this line.
Since H and Z ′ are fixed, the projection of X ′ is the midpoint of HZ ′. But the projection of X ′

lie on the tangent to hyperbola in X ′, i.e on the asymptote of the hyperbola. This yields that the
midpoint of Z ′H is the center of hyperbola. Finally note that H is the homothety center of Euler
circle and the circumcircle and Z ′ lies on the circumcircle as the image of infinity point Z ′. Thus
the center lies on the Euler circle.

6. See the solution in book “Geometrical properties of conics”.

7. Follows from previous item.

8. Since LB is the orthocenter of triangle ACI, the soyght assertion follows from the lemma of problem
3.

9. Note that there exists exactly one point of line BI such that its polars wrt the hyperbola and the
circle coincide. It is the common point of the diagonals of the quadrilateral formed by the common
points of these two conics. Take now a common point of BIand FB1. Its polars pass through
the point which is the fourth harmonic for our point B and I. The polar wrt the circumcircle is
perpendicular to BI because BI is a diameter. The polar wrt the hyperbola is also perpendicular
to BI: the polar of F is the infinity line because F is the center of the hyperbola. The polar of B1

is the line A1C1, because the corresponding points on lines AC and BG are harmonic. Thus the
pole of B1F is the infinity point of A1C1, i.e. the point corresponding to the direction perpendicular
to BI. Therefore the common point of BI and FB1 lies on tyhe common chord of the hyperbola
and the circle.
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Lemma. Let A and B be two point on an equilateral hyperbola. A circle with diameter AB meets
the hyperbola at points P and Q. Then PQ passes through the center of the hyperbola .

Proof. Let H be the orthocenter of APQ. Since the hyperbola is equilateral H lies on it. Note
that HPBQ is a parallelogram. Since its vertices lie on the hyperbola its center is the pole of the
infinity line, i.e. the center of the hyperbola.

Now we have that the common chord passes through the common point of BI and FB1. Also it
passes through the center F of the hyperbola. Therefore it coincide with FB1.

10. Line GM is parallel to A′C ′, and F is the midpoint of GLB. Thus GM is the reflection of A′C ′

in F . Line LBB0 is parallel to OBF and BB1. Thus LBB0 is the reflection of BB1 in F . Since the
Feuerbach hyperbola is symmetric wrt F , we obtain the assertion of the problem.

11. It is sufficient to prove that the poles of FB0 and A1C1 lie on AC. The pole of A1C1 is point B1

clearly lying on AC. The pole of FB0 is the common point of polars of points F and B0. But these
both polars pass through the infinity point of AC.

12. Denote the reflection of B1 in E as X. Then B1A1XC1 is a parallelogram. Prove that the polar of
A′ is the line passing through A1 and parallel to B1C1.

Lemma. The polar of A1 wrt the Feuerbach hyperbola is line B1C1.

Proof. Consider passing through A1 line BC. The fourth harmonic point for A1and two common
points of this line with the hyperbola (B and C) is the common point of B1C1 and BC. Take line
AA1. It meets the hyperbola at points A and G. The fourth harmonic point for these three points
is the common point of B1C1 and AA1. Thus the polar of A1 is the line B1C1.

Use the lemma. Since A′ lies on B′C ′, its polar passes through the pole A1 of this line. On the
other hand A′ lies on line FA1. Thus its polar passes through the pole of this line. But this pole
is the common point of the polars of F and A1. The polar of F is the infinity line. By the lemma
the polar of A1 is line B1C1. Thus the pole of our line is the infinity point of line B1C1. Using the
similar fact for point C ′ we obtain the sought assertion.
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Part F.

1. Since triangle GC1Q is isosceles and QC1Q
′′A is a parallelogram, we obtain that AGQ1Q

′′ is an
isosceles trapezoid. Similarly BGP1P

′′ an isosceles trapezoid. By angles calculation we obtain that
Q′′, G and P ′′ are collinear. Then P ′′Q′′ = P ′′G+GQ′′ = AC1 + CA1 = AB1 + CB1 = AC.

2. The tangent in F is parallel to QP and Q′′P ′′, also it is antiparallel to C1A1 wrt angle C1FA1. Thus
quadrilateral is Q′′C1A1P

′′ is cyclic. Since FG is the median of triangle FA1C1, it is the symedian
of triangle P ′′FQ′′. By angles calculation we obtain that FB and FG are isogonally conjugated
wrt angle A1FC1. Thus FB is the median. FI and FG′ are the radius of the circumcircle and
the altitude of triangle FC1A1. Therefore they are the altitude and the line passing through the
circumcenter of triangle FQ′′P ′′.

3. Denote the common point of B1T and BC as X. By Pascal theorem for points B1, C1, A1, A1, F ,
T line A′X is parallel to A1C1. Let Y , Z, Z ′ be the common points of B1C1 and BC, B1K and BC,
A′E andBC respectively. We have (X,Z,A1, Y ) = (T,K,A1, C1) = −1 = (A′X,A′E,A′A1, A

′C1) =
(X,Z ′, A1, Y ). Thus Z = Z ′.

4. Let GG′ and BB′ secondary intersect the Feuerbach hyperbola in points X and Y respectively.
(A,C, LB, X) = (GA,GC,GLB, GX) = (GC1, GB1, GBE,GG′) = −1 = (AB,CB,A′C ′, BB′) =
(A,C, LB, Y ). Thus X = Y .

5. Prove that the homothety with center M and coefficient −2 transforms F to D. In fact this
homothety transforms B0 to B, FB0 to BB′ and fixes FG′. Then it transforms F to D. Since F
on the Euler circle, D lies on the circumcircle.

6. The homothety from previous item transforms the midpoint of C0A0 to B0, thus it transforms
FOB to LBB0. Then LBB0 passes through D.

7. In part X we proved that there exists an ellipse passing through A0, A1, B0, B1, C0, C1 and F .
Prove that our three lines pass through its center. Line FOB passes through A0C0 and B0C1, thus
it is a diameter conjugated to direction AC. This yields also that the tangents to ellipse in its
common points F and S with FOB are parallel to AC. By Pascal theorem for points B0, C0, C1,
A1, A0, B0 the tangent in B0 is parallel to C1A1. Thus B0E is a diameter.

Solutions of other items may be on the official site of conference.
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Дробные итерации функций.
Проект представляют

А.Канель-Белов, В.Бугаенко, С.Григорьев, Н.Кудык, И.Митрофанов, А.Петухов, Б.Френкин

Всем известно обозначение f (n)(x) = f(f(. . . x) . . . ) (n раз). Такие функции называются
итерациями функции f . Если f обратима, то можно определить ее целые итерации, положив
f (−n) = (f (−1))(n). Легко убедиться в том, что (f (n))(m) = f (nm), и f (n) ◦ f (m) = f (n+m).

А вот как определить дробные итерации? Что такое, скажем, f (1/2)(x)? Естественно это
определить как функцию g такую, что g(2) = f . Определив функциональные корни f (1/n), затем
можно естественно определить рациональные степени f (m/n) = (f (1/n))(m), и, как предельный
переход, вещественные итерации. (Далее хочется понять и что такое комплексные итерации? И
даже – p-адические.)

Разумеется, на этом пути есть трудности. Не все так просто даже с обратимостью. Ситуация
с функциональным корнем еще хитрее.

Чтобы провести полное исследование, надо изучить для начала обычные итерации функций
и функциональные корни, в том числе и с чисто теоретико-множественной точки зрения. Кроме
того, следует рассмотреть частные случаи, когда задача легко берется.

1 Функциональные корни
1. а) Существует ли функция g, такая что g(2)(x) = cos x?

б) Существует ли функция g, такая что g(2)(x) = sin x?

в) Те же вопросы, если потребовать непрерывность функции g.

г) Те же вопросы, если потребовать конечность числа точек разрыва функции g.

2. а) Существует ли функция g, такая что g(3)(x) = e−x?

б) Тот же вопрос, если потребовать конечность числа точек разрыва функции g.

3. а) Существует ли функция f , определенная на интервале (−1, 1), такая что f(f(x)) = −x?
б) Существует ли функция f : (−1, 1) → (−1, 1), определенная на интервале (−1, 1) с
конечным числом точек разрыва, такая что f(f(x)) = −x?
в) Существует ли функция f : [−1, 1]→ [−1, 1], определенная на отрезке [−1, 1] с конечным
числом точек разрыва, такая что f(f(x)) = −x?

4. ∗ Существует ли всюду определенная функция f , с конечным числом точек разрыва,
такая что f(f(x)) есть монотонно убывающая функция?

5. а) Сколько перестановок из 4 элементов являются квадатом перестановки?

б) Опишите все перестановки из 9 элементов, являющиеся кубом перестановки.

2 Дробные итерации некоторых элементарных функций
1. Определите дробные итерации функции f , если

а) f(x) = x+ c,

б) f(x) = αx,

в) f(x) = αx+ c,

г) f(x) = αxn.

2. f(x) = x2 − 2.
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3. а) z0 /∈ R, f(z) = z2 − 2. Докажите, что |f (n)(z0)| → ∞ при n → ∞. При каких z0

|f (n)(z0)| = 2?

б) Все корни многочлена с целыми коэффициентами и со старшим коэффициентом 1 по
модулю не превосходят 1. Докажите, что они являются корнями из единицы.

в) Все корни zi многочлена P с целыми коэффициентами и со старшим коэффициентом
1 различны. Они принадлежат отрезку [−1.99,+1.99]. Докажите, что множество таких
многочленов конечно.

3 Немного пределов
1. На прямоугольную карту положили карту той же местности, но меньшего масштаба. До­

кажите, что можно проткнуть иголкой обе карты так, чтобы точка прокола изображала
в обеих картах одну и ту же точку на местности.

2. Найдите предел последовательности

√
1,

√
1 +
√

1,

√
1 +

√
1 +
√

1, . . .

3. (Задача Арнольда). Найдите предел

lim
x→0

sin(tg(x))− tg(sin(x))

arcsin(arctg(x))− arctg(arcsin(x))

4 Итерации функций. Поведение при больших n.
1. Дан 4ABC и точка x0. На каждом шаге разрешается выбрать одну из вершин 4ABC,

соединить точку xn, полученную на n-ом шаге, с этой вершиной и заменить ее на точку
xn+1, являющуюся серединой соответствующего отрезка. Докажите, что существует фи­
гура площади 0.0001, в которую мы рано или поздно попадем вне зависимости от выбора
шага.

2. f(x) = x2 − 10. Докажите, что множество точек x, таких что

lim
n→∞

f (n)(x) 6=∞

можно покрыть конечным набором интервалов суммарной длины 0.0001.

5 Локальный анализ итераций вблизи неподвижных точек
и циклов.

1. Решите уравнение в вещественных числах: f (n)(x) = x для всех n, если f(x) = cos(x).

2. Решите уравнение в вещественных числах: f (n)(x) = x для всех n, если f(x) = 1− x2.

3. а) Докажите, что sin(n)(x)→ 0 при n→∞. б) Найдите предел limn→∞
√
n sin(n)(x0).

4. Проведите исследования, аналогичные предыдущему пункту, для поведения функции
f(x) = x− axk, k > 1 в окрестности нуля.

5. Проведите исследования, аналогичные предыдущему пункту, для поведения функции
f(x) = x− exp(−1/x2) в окрестности нуля.
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6 Коммутирующие функции
Определения. f ◦ g(x) = f(g(x)). Функции f и g коммутируют, если f ◦ g = g ◦ f . Естествен­
но ожидать, что дробные итерации функций коммутируют между собой, и в ряде случаев,
наоборот, коммутирующие функции являются дробными итерациями друг друга.

1. Найдите все дифференцируемые функции, коммутирующие с функцией y = 2x.

2. Существует ли недифференцируемая непрерывная функция, коммутирующая с функцией
y = 2x?

3. Дифференцируемая функция f(x) коммутирует с функцией sin(x)
2

, f ′(0) = 1
1024

. Найдите
все такие функции.

4. Существует ли недифференцируемая непрерывная функция f : (−0.1, 0.1) → (−0.1, 0.1),
коммутирующая с sin(x)

2
?

5. Дифференцируемая функция f(x) : (−0.1, 0.1) → (−0.1, 0.1), коммутирует с функцией
sin(x)

2
. Докажите, что f однозначно определяется значением ее производной в 0.

6. Существуют ли а) непрерывные б) дифференцируемые в*) четырежды дифференцируе­
мые функции f, g : (−0.1, 0.1) → (−0.1, 0.1) → (−0.1, 0.1), коммутирующие с функцией
sin(x), но не коммутирующие друг с другом?

7. Функция f : (−0.1, 0.1)→ (−0.1, 0.1), коммутирует с sin(x) и четырежды дифференцируе­
ма. Доказать, что f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0.

8. Докажите, что две четырежды дифференцируемые функции, из (−0.1, 0.1) в (−0.1, 0.1),
коммутирующие с sin(x) с равными третьими производными в точке 0 совпадают.

9. Проведите аналогичные исследования для функции g(x) = x−axk вместо функции sin(x).
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7. Итерации и сопряжения
Функции f и g сопряжены, если f = R ◦ g ◦R−1.

Упражнение. Покажите, что тогда f (n) = R ◦ g(n) ◦R−1.
Здесь и далее f ∼ g означает, что f(x)

g(x)
→ 1 при x→ 0.

1. а) Докажите, что функции вида cos(n arccos(x)) при n ∈ Z являют­
ся многочленами и коммутируют между собой.
б) Докажите, что функции вида sin((2n + 1) · arcsin(x)) при n ∈ Z
являются многочленами и коммутируют между собой.
в) Докажите, что функции вида tg(n arctg(x)) при n ∈ Z являют­
ся рациональными функциями (т.е. частными двух многочленов) и
коммутируют между собой.

Замечание Пункты а и б дают примеры нетривиальных семейств
коммутирующих многочленов. Имеется глубокая теорема Рита, по­
казывающая что других нетривиальных семейств нет.

2. Докажите, что функция sinx не сопряжена никакому многочлену.

3. Найдите дробные итерации функции ax+b
cx+d

6= const.

Дробные итерации линейных функций нам известны. Поэтому мы
хотим свести вычисление дробных итераций возможно большего
числа функций к дробным итерациям функций линейных. На са­
мом деле, мы будем искать сопрягающее отображение R, то есть
такое отображение, что функция R ◦ f ◦R(−1) линейна. Иногда мы
будем искать сопрягающую функцию локально, т. е. в некоторой
окрестности неподвижной точки.

4. Пусть f(0) = 0, f ′(0) = k. Найдите (f (n))′(0). Пусть сопряжена глад­
кой функцией R функции lx. Покажите что l = k. Покажите, что
если |k| < 1, то f (n) → 0 для всякого x в некоторой окрестности
нуля. В этом случае 0 называется притягивающей точкой f . Если
|k| > 1, то 0 называется отталкивающей точкой f .

5. а) Пусть 0 есть притягивающая точка непрерывно дифференциру­
емой функции f . Докажите существование предела

lim
n→∞

f (n)(0)

kn
=: G(x0)

1



для всех x0 из некоторой окрестности 0, непрерывность функции
G и что G(k ·G(−1)(x)) = f(x).
б) Докажите непрерывную дифференцируемость G.
в*) Докажите, что если f – бесконечно дифференцируема, то и G
тоже бесконечно дифференцируема.

6. Докажите тождество
√
x

2
·
√

2 +
√
x

2
·

√
2 +

√
2 +
√
x

2
· · · = 4− x2√

2 ln(x+
√
x2−4
2

)
.

Определение. Точка x называется предельной точкой множества
M если в любой ее окрестности найдется бесконечно много точек
из M . Орбитой точки x под действием функции f называется мно­
жество {f (n)(x)}, где n ∈ Z.

7. Пусть f, g — бесконечно дифференцируемые коммутирующие функ­
ции при x 6= 0, f(x) ∼ xλ, g(x) ∼ xδ при x→ 0. Тогда f = g(logδ λ).

8. Пусть x0 и x1 есть две «соседние» неподвижные точки коммути­
рующих непрерывно дифференцируемых функций f и g, т.е. для
некоторой точки x точки x0 и x1 будут предельными для каждой
из орбит {f (n)(x)}+∞n=−∞, {g(n)(x)}+∞n=−∞. Пусть x0 – притягивающая,
x1 – отталкивающая точки для f . Докажите, что тогда

log|g′(x0)| |f ′(x0)| = log|g′(x1)| |f ′(x1)|.

9. Докажите, что функции в задачах 6.1, 6.3, 6.5, 6.7 являются дроб­
ными итерациями соответствующих функций.

10. Пусть f монотонно возрастающая бесконечно дифференцируемая
функция, f(0) = 0, и f(x) 6= x при x 6= 0. Существует ли бесконеч­
ное семейство попарно некоммутирующих бесконечно дифференци­
руемых функций, коммутирующих с f?

8. Немного о многочленах
1. Пусть P (x) – многочлен степени n > 1. Тогда для каждого m су­

ществует конечное число многочленов степени m коммутирующих
с P .
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2. Пусть P (x) – многочлен степени n > 1, Q(x) – многочлен степени
m > 1, P ◦ Q = Q ◦ P , P (x0) = Q(x0) = x0, P ′(x0) > 1, и в любой
проколотой окрестности x0 есть точка xi такая что P (k)(xi) → ∞
при k →∞. Докажите, что P ′(x0)

logn(m) = Q′(x0).

Замечание. Важно, что условие коммутируемости многочленов – ал­
гебраично, т.е. представляет собой систему полиномиальных уравнений
на коэффициенты. Поэтому значение производной в любой неподвиж­
ной или циклической точке можно считать алгебраическим числом. В
предположении трансцендентности степеней вида αlogn(m), где α – алгеб­
раическое число, не являющееся рациональной степенью n получаем,
что тогда k есть рациональная степень n. Было бы интересно вывести
из этого факта классификацию комутирующих многочленов. Это очень
важно, так как указывает на связь динамических систем c теорией транс­
цендентных чисел, и теорией диофантовых приближений.
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Часть 1
Задача 1-1.

Доказательство. а) Положим функцию g периодичной с периодом 2π и
зададим ее на отрезке [−π, π]. Рассмотрим отрезок [x1, x0], x1 = 1, y1 = π

2

и пусть t0 – его середина. Обозначим n -ные прообразы точек x0, t0 через
xn, tn, взятые из отрезка [−π

2
, π

2
]. Пусть [t0, x0]

g−→ [x1, t0] – действует сдви­
гом на t0. Теперь, положим [x1, t0]

g−→ [t1, x1] действует так, что g(2) ≡ sin
на отрезке [t1, x1], затем аналогично для [x2, t1] и т. д. Аналогично для
отрезка [−π

2
, 0]. Положим g(x) = g(π − x),∀x ∈ [π

2
, π] и аналогично для

отрезка [−π,−π
2
]. Легко видеть, что полученная таким образом функция

будет искомой и, более того, непрерывной.
б) Разобьем все точки на классы, образ которых после применения функ­
ции cos совпадает. Будем задавать каждый класс представителем с от­
резка [0, π], класс содержащий точку x обозначим за [x]. Теперь зада­
дим действие функции g на классах следующим образом: для класса,
содержащего неподвижную точку ξ положим g([ξ]) = ξ, а все остальные
классы разобьем на множества вида:

{. . . , [cos(−1)(α)], [α], [cos(α)], [cos(2)(α)], . . . }.

Теперь разобьем эти множества на пары и для пары, порожденной клас­
сами [α], [β], зададим следующее действие

g([cos(n)(α)]) = cos(n)(β), g([cos(n)(β)]) = cos(n+1)(α).

Видно, что квадрат полученной функции будет равен cos.
г) Будем доказывать от противного: пусть такая функция g есть. Для
начала, покажем, что в неподвижной точке ξ такая функция g не мо­
жет быть непрерывной. Во-первых, эта точка будет неподвижной и для
g т.к. если ψ = g(ξ) 6= ξ, то cos(ψ) = g(g(ψ)) = g(g(g(ξ))) = ψ, про­
тиворечие. Пусть g непрерывна в точке ξ, тогда она будет монотонна в
некоторой окрестности точки ξ поскольку в малой окрестности не будет
точек разрыва и каждое значение должно приниматься не более одного
раза поскольку это прообраз окрестности точки ξ под действием cos. Но
этого не может быть поскольку в таком случае её вторая итерация будет
монотонно возрастать в окрестности точки ξ, что неверно.

1



Задачи 1-2, 1-3, 1-4. Решения этих задач содержится в статье В. Ви­
кола и А. Апостолова (mccme.ru), см. приложение.

Задача 1-5.

Доказательство. Рассмотрим каких видов бывают перестановки.

1. Тождественная перестановка. Её квадратом будет она сама.

2. Транспозиция. Её квадратом будет тождественная.

3. Произведение двух непересекающихся транспозиций. Их квадрат –
тождественная.

4. Цикл длины 3. Его квадрат будет циклом длины 3, обратным к
данному.

5. Цикл длины 4. Его квадрат будет произведением непересекающих­
ся транспозиций

Получаем всего 1 + 3 + 8 перестановок, которые являются квадратами
других перестановок.
Используя аналогичные рассуждения в случае 9 элементов мы получим,
что кубом может быть любая перестановка без циклов длины 6 и с 0 или
3 циклами длины 3.

Часть 2
Задача 2-1.

Доказательство. a) Пусть f(x) = x+ c. Тогда f (λ)(x) = x+ λc.
б) Пусть f(x) = αx. Тогда f (λ)(x) = αλx.
в) Пусть f(x) = αx+ c. Мы можем считать, что α 6= 1 (ср. с пунктом а).
Тогда

f(x) = α

(
x− c

1− a

)
+

c

1− α
.

Откуда

f (λ)(x) = αλ
(
x− c

1− α

)
+

c

1− α
.
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г) Пусть f(x) = axn. Мы можем считать, что a 6= 1 (ср. с пунктом б).
Отметим так же, что решение этого пункта повторяет решение пункта в
и это не случайно. Тогда

f(x) = 1−n
√
c(x/ 1−n

√
c)n.

Откуда
f (λ)(x) = 1−n

√
c(x/ 1−n

√
c)λn.

Задача 2-2.

Доказательство. Пусть f(x) := x2− 2. Подставим вместо x в f выраже­
ние u+ 1

u
. Получим

f(u+
1

u
) = u2 +

1

u2
.

Откуда

f (λ)(u+
1

u
) = u2λ +

1

u2λ
.

Следовательно,

f (λ)(x) =

(
x+
√
x2 − 1

2

)2λ

+

(
x−
√
x2 − 1

2

)2λ

.

Задача 2-3-а.

Доказательство. Положим z = u+ 1
u
. Так как z /∈ R, |u| 6= 1. По преды­

дущей задаче

f (n)(z) = f (n)(u+
1

u
) = u2n +

1

u2n
.

Очевидно, что

lim
n→∞

|u2n +
1

u2n
| = +∞.

Задача 2-3-б.
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Доказательство. Пусть f(x) — это многочлен степени n с целыми коэф-
фициентами и старшим коэффициентом 1. Пусть x1, ..., xn — корни мно-
гочлена f . Все коэффициенты многочлена

fn(x) := (x− x1)...(x− xn)

являются по теореме Виета симметрическими многочленами от x1, ..., xn
с целыми коэффициентами. Следовательно, все корни многочлена fn вы­
ражаются как целочисленные многочлены через элементарные симметр-
ические многочлены (:=коэффициенты многочлена f). Откуда все коэф­
фициенты многочлена fn — целы. Так как |xi| = 1 для всякого i, |xki | = 1
для всяких i и k. Откуда для всякого k все коэффициенты многочлена f
не превосходят n!. А, следовательно, существуют различные числа k1, k2

такие, что fk1 = fk2 . Но тогда множества чисел

{xk11 , ..., x
k1
n } и {xk11 , ..., x

k1
n }

совпадают. Откуда все числа xi есть корни из 1 (см. также «Математи­
ческое Просвещение», 2004 год, выпуск 9).

Эта задача принадлежит М. Концевичу.
Задача 2-3-в.

Доказательство. Пусть n — степень многочлена P (x), а {x1, ..., xn} —
корни P (x). Тогда корни многочлена

unP (u+
1

u
)

есть решения всевозможных уравнений u+ 1
u

= xi. Так как x∈[−1.99, 1.99],
все решения этих уравнений комплексны и равны по модулю 1. Очевид­
но, многочлен unP (u+ 1

u
) имеет целые коэффициенты, и, следовательно,

по задаче 2-3-б все его корни - корни из единицы. Пусть ui — корень сте­
пени mi из единицы, являющийся корнем многочлена P (x). Тогда uri —
корень многочлена unP (u+ 1

u
) для всякого целого r такого, что (r,mi) = 1

(cм. «Математическое Просвещение», 2004 год, выпуск 9).
Существует такое N , что для всякого m > N и всякого примитивного

корня m-ой степени из единицы u существует число r, взаимнопростое
с m такое, что 2Reur > 1.99. Откуда следует, что существует конечное
множество, которому принадлежат все корни всякого многочлена P (x),
удовлетворяющего условию задачи.
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Часть 3
Задача 3-1.

Доказательство. Пусть K – большая карта. Введём отображение f :
K → K, каждой точке большой карты ставящее в соответствие ту точ­
ку, на которой лежит соответственная точка маленькой карты. Задача
переформулируется следующим образом: найти неподвижную точку от-
ображения f . Очевидно, f(K) – некоторый прямоугольник, лежащий в
K, f(f(K)) – прямоугольник, лежащий в f(K) и так далее. Получаем
последовательность вложенных друг в друга подобных прямоугольни­
ков, большие стороны которых образуют геометрическую прогрессию со
знаменателем, меньшим 1. Эти прямоугольники имеют единственную об­
щую точку x. Предположим, что a 6= 0 – расстояние между x и f(x). Най­
дётся прямоугольник f (m)(K) с длиной диагонали меньшей, чем a. Так
как f(x) лежит внутри f(f (m)(K)), а f (m+1)(K) лежит внутри f (m)(K),
то расстояние между x и f(x) меньше, чем a. Противоречие. Следова­
тельно, x = f(x).

Задача 3-2.

Доказательство. Рассмотрим функцию f(x) =
√

1 + x. Наша последов-
ательность – это xn := f (n)(1). Решая уравнение f(x) = x, получим, что
1+
√

5
2

– единственная неподвижная точка преобразования f . При этом при
0 < x < 1+

√
5

2
выполнено двойное неравенство x < f(x) < 1+

√
5

2
. Стало

быть, последовательность xn является строго возрастающей и ограничен­
ной, а, следовательно, имеет некий предел h. Так как функция f непре­
рывна, то последовательность f(xn) сходится к f(h), а значит, f(h) = h.
Таким образом, h = 1+

√
5

2
.

Задача 3-3.

Доказательство. Обозначим sin(tg(x)) := f(x), tg(sin(x)) := g(x). Тре­
буется найти предел

lim
x→0

f(x)− g(x)
g(−1)(x)− f (−1)(x)

.

Заметим, что f , g, f (−1) и g(−1) являются бесконечно дифференцируемы­
ми функциями в окрестности нуля и все они сохраняют 0. Также заме­
тим, что lim

x→0

f(x)
x

= 1. То же самое верно для функций g, f (−1) и g(−1).
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Пусть у функции h(x) = g(−1)(x)− f (−1)(x) первые k− 1 производных
в нуле являются нулями, а k-тая производная нулём не является. Тогда

lim
x→0

g(−1)(x)− f (−1)(x)

xk
=
h

K раз︷︸︸︷
′′ ··· ′(0)

k!
.

Вместо x подставим f(x). Получим

lim
x→0

g(−1)(f(x))− f (−1)(f(x))

(f(x))k
=
h

K раз︷︸︸︷
′′ ··· ′(0)

k!
.

Следовательно,

lim
x→0

g(−1)(x)− f (−1)(x)

g(−1)(f(x))− x
= 1.

Из того, что lim
x→0

f (−1)(x) = 1, следует, что

lim
x→0

f (−1)(f(x))− f (−1)(g(x))

f(x)− g(x)
= 1.

Введём обозначение f (−1)(g(x)) = s(x). Тогда задача сводится к на­
хождению предела

lim
x→0

x− s(x)
s(−1)(x)− x

.

Если s(x) в окрестности нуля разлагается в ряд Тейлора как

x+ axk + . . . ,

то ряд Тейлора функции s(−1)(x) имеет вид

x− axk + . . . .

Следовательно, предел отношения числителя к знаменателю равен 1.
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Часть 4
Задача 4-1.

Доказательство. Введём систему координат такую, что точка A имеет
координаты (0, 0), точка B – (0, 1), точка C – (1, 0). Пусть точка X
имеет координаты (a, b). Тогда после применения "притягивания"к од­
ной из наших точек, мы получим точку с одним из следующих наборов
координат. (

a

2
,
b

2

)
,

(
a

2
+

1

2
,
b

2

)
,

(
a

2
,
b

2
+

1

2

)
Ясно, что для любого ε > 0 существует n такое, что после какого-то чис­
ла операций притягивания координаты a и b станут больше −ε, и, следо­
вательно, получившаяся точка будет принадлежать углу, почти совпада­
ющему с углом ∠CBA. Таким образом, после какого-то числа итераций
любая точка обязательно попадет в треугольник, подобный треугольни­
ку ABC с коэффициентом 1 + ε и содержащий ABC. Следовательно,
любая точка вне треугольника или будет к границе ближе, чем на ε, или
попадёт внутрь треугольника. Без ограничения общности далее считаем,
что исходная точка X лежит внутри треугольника.

После операции притягивания к A множество X ⊂ 4ABC треуголь­
ника переходит в множество XA, имеющее в 4 раза меньшую площадь.
Всего таких множеств 3: XA,XB,XC . Откуда видно, что площадь

XA ∪ XB ∪ XC

небольше 3/4 площади X. Таким образом, образ n-го шага наших ите­
раций при действии на треугольник ABC представляют собой объедин-
ение треугольников («ковёр Серпинского»), общей площадью небольше
(3/4)n. Следовательно, можно выделить фигуру F площади 0.00000001
такую, что после какого-то числа притягиваний любая точка обязатель­
но попадёт в F.

Задача 4-2.

Доказательство. Обозначим через f(x) = x2 − 10. Уравнение f(x) = x

имеет ровно два решения в вещественных числах, а именно x1,2 = 1±
√

41
2

.
Отметим, что x1, x2 - неподвижные точки отображения x → f(x). Для
определённости считаем, что x2 > x1. Пусть x∗2 это корень уравнения
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f(x) = x2, отличный от x2. Пусть y1, y2 — это корни уравнения f(x) = x∗2,
причём такие, что y1 < y2. Заметим, что f монотонна на отрезках [x∗2, y1]
и [y2, x2] и образы этих отрезков совпадают с отрезком [x∗2, x2]. Важно,
что производная f на [x∗2, y1] и [y2, x2] неменьше 3.

Для всех x ∈ [−10, x∗2]∪[x2,+∞) последовательность x, f(x), f(f(x)), ...
стремится к бесконечности и возрастает, начиная со второго члена. От­
куда множество точек, для которых предел последовательности

x, f(x), f(f(x)), ...

не существует либо не совпадает с бесконечностью, совпадает с

∩if (−i)([x∗2, x2]) = ∩if (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]).

Прообраз f (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]) состоит из 2i+1 кусков и каждый кусок
биективно отображается на какой-то кусок f (−i+1)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]). Так
как производная f неменьше трёх на [x∗2, y1] ∪ [y2, x2], суммарная дли­
на f (−i)([x∗2, y1]∪ [y2, x2]) небольше 2/3 суммарной длины f (−i+1)([x∗2, y1]∪
[y2, x2]). Откуда очевидно, что f (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]) < 0.0000001 для ка­
кого-то i и, следовательно, f (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]) < 0.0000001 является
искомой системой отрезков, содержащей все точки x, для которых пре­
дел последовательности x, f(x), f(f(x)), ... не существует или не равен
бесконечности.

Часть 5
Задача 5-1.

Доказательство. Найдем производную функции

(f (n)(x)− x)′ = − sin(f (n−1)) · (f (n−1))′ − 1.

Заметим, что продолжая раскрывать таким образом производную, мы
получим, что первое слагаемое по модулю не превосходит единицы. Зна­
чит функция f (n)(x)− x монотонно убывает. При этом, очевидно, нулём
будет решение уравнения cosx = x и это будет единственным решением
исходного уравнения.

Задача 5-2.
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Доказательство. Решим для начала уравнение f(x) = x т.е. 1−x2 = x⇔
x2 + x − 1 = 0 решениями которого будут x1,2 = −1±

√
5

2
. Также, видно,

что при x < −1−
√

5
2

значения f (n)(x) будут убывать. Образом отрезка
[−1, 0] будет отрезок [0, 1], значит решений уравнения на этом отрезке
нет. Аналогично, можно взять его прообраз. прообраз его прообраза и
т.д. и получить, что решений уравнения нет на отрезке [−1−

√
5

2
, 0]. Далее,

обозначим −1+
√

5
2

за ϕ и заметим, что ∀x ∈ [0, ϕ] f(x) ∈ [ϕ, 1] и ∀x ∈
[ϕ, 1] f(x) ∈ [0, ϕ]. Значит, для нечётных итераций f корней кроме x1,2

не будет. Рассмотрим теперь f (2). Она задаётся многочленом 2x2 − x4 —
многочленом степени 4. У f (2)(x)− x четыре корня, два из которых это
x1,2, а оставшиеся 2 это 0 и 1. Из этого следует, что на интервале [0, ϕ]
график функции f (2) расположен по одну сторону от прямой y = x и при
итерациях f (2), которые суть чётные итерации f , значение f (2k)(x) будет
изменяться монотонно в пределах интервала (0, ϕ), а значит решений на
нём не будет. Аналогично для интервала (ϕ, 1). Таким образом, будет два
решения −1±

√
5

2
для всех n и ещё два решения 0 и 1 для чётных n.

Задача 5-3-а.

Доказательство. Хорошо известно, что при 0 < x < π
2

верно, что x <
sin(x). Поэтому последовательность

x, sin(x), sin(sin(x)), ...

убывает при 0 < x < π
2
. Пусть α(x) — её предел. Тогда

sin(α(x)) = sin( lim
n→∞

sin(n)(x)) = lim
n→∞

sin(n+1)(x) = α(x).

И так как α(x) ≥ 0, отсюда вытекает, что α(x) = 0.

Задача 5-3-б.

Доказательство. Пусть f, g — пара функций таких, что

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0.

Если limx→0
g(x)
f(x)

= 0, мы будем позволять себе заменять функцию g(x) на
обозначение o(f(x)). Мы докажем несколько более общее утверждение,
чем утверждение задачи 5-3-б.
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Утверждение. Если f(x) = x − x3

6
+ o(x3), то lim

n→∞

√
nf (n)(x0) =

√
3

для всех x0, достаточно близких к 0. Обозначим через SQ(x) функцию√
x. Рассмотрим функцию:

f̃ := SQ(−1) ◦ f ◦ SQ.

Легко видеть, что (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(x) = x+ 1
3

+ o(1).
Предложение. Пусть для некоторой функции f̃ верно, что

f̃(x) = x+
1

3
+ o(1).

Тогда для всех x, достаточно малых по модулю, lim
n→∞

f̃ (n)(x)
n

= 1
3
.

Доказательство. Для всякого достаточно малого по модулю x и ε > 0
существует N такое, что для всякого n > N верно, что

f (n+1)(x) ∈ [f (n)(x) +
1

3
− ε, f (n)(x) +

1

3
− ε].

Откуда для всякого n > N верно, что

f (n)(x) ∈ [f (N)(x) +
1

3
(n−N) + (n−N)ε, f (N)(x) +

1

3
(n−N)− (n−N)ε]

и, следовательно,

1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
<
f (n)(x)

n−N
<

1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
.

Откуда видно, что существует N ′ такое, что для всех n > N ′ верно, что

1

3
− 2ε <

f (n)(x)

n
<

1

3
+ 2ε.

Следовательно, lim
n→∞

f (n)(x)
n

= 1
3
.

Пусть x = SQ(y). Заметим, что

SQ(−1)(f (n)(x)) = SQ(−1)(f (n)(SQ(y))) = (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(n)(y).

Напомним, что f̃ := SQ(−1) ◦ f ◦ SQ. По предыдущему предложению,
lim
n→∞

f̃ (n)(y)
n

= 1
3
. Откуда

lim
n→∞

( 1
f (n)(x)

)2

n
=

1

3
.

Откуда lim
n→∞

√
nf (n)(x) =

√
3.
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Идея второго решения. Снова воспользуемся идеей сопряжения. Пусть
SQ =(e−

1
x2 )(−1). Тогда

SQ(−1) ◦ sin(x) ◦ SQ ∼ e−
1
3x.

Пусть x = SQ(y). Тогда

SQ(−1)(sin(n)(SQ(y))) = SQ(−1)(sin(SQ))(n)(y) = e−
n
3
+o(n)y.

Тогда
√
n sin(n)(x) =

√
3(1 + o(1)).

Задача 5-4.
Доказательство этой задачи дословно повторяет доказательство зада­

чи 5-3-2, но мы считаем нужным его воспроизвести.

Доказательство. Мы докажем несколько более общее утверждение, чем
утверждение задачи 5-3-2.

Утверждение. Если f(x) = x− axk + o(xk), то

lim
n→∞

k−1
√
nf (n)(x) = k−1

√
1

(k − 1)a

для всех x, достаточно близких к 0.
Обозначим через SQ(x) функцию k−1

√
x. Рассмотрим функцию:

f̃ := SQ(−1) ◦ f ◦ SQ.

Легко видеть, что (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(x) = x+ (k − 1)a+ o(1).

Предложение. Пусть для некоторой функции f̃ верно, что

f̃(x) = x+ α + 0(1).

Тогда для всех x, достаточно малых по модулю, lim
n→∞

f̃ (n)(x)
n

= α.

Доказательство. Упражнение для Читателя.

Пусть x = SQ(y). Заметим, что

SQ(−1)(f (n)(x)) = SQ(−1)(f (n)(SQ(y))) = (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(n)(y).
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Напомним, что f̃ := SQ(−1) ◦ f ◦ SQ. По предыдущему предложению,
lim
n→∞

f̃ (n)(y)
n

= (k − 1)a. Откуда

lim
n→∞

(
1

f (n)(x)

)(k−1)

n
= k−1

√
1

(k − 1)a
.

Откуда lim
n→∞

k−1
√
nf (n)(x) = k−1

√
1

(k−1)a
. Для всякого достаточно малого по

модулю x и ε > 0 существует N такое, что для всякого n > N верно, что

f (n+1)(x) ∈ [f (n)(x) +
1

3
− ε, f (n)(x) +

1

3
− ε].

Откуда для всякого n > N верно, что

f (n)(x) ∈ [f (N)(x) +
1

3
(n−N) + (n−N)ε, f (N)(x) +

1

3
(n−N)− (n−N)ε]

и, следовательно,

1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
<
f (n)(x)

n−N
<

1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
.

Откуда видно, что существует N ′ такое, что для всех n > N ′ верно, что

1

3
− 2ε <

f (n)(x)

n
<

1

3
+ 2ε.

Следовательно, lim
n→∞

f (n)(x)
n

= 1
3
.

Задача 5-5.

Доказательство. Пусть f(x) = x − exp(−1/x2), xn = f (n)(x). Положим
yn = 1/xn. Тогда yn+1 − yn ∼ yn exp(y−2

n ).
Заменяем разностное уравнение дифференциальным – ассимптотика

не меняется. Надо оценить функцию f(n), удовлетворяющую уравнению
y′ = ye−y

2 или dy/yey2 = 1. Или
∫ h

1
eu

2
d(u2)/u2 = 2h+C. Отметим, что

при больших y величина y2 по сравнению с exp(y2) ведет себя как кон­
станта. Поэтому с точки зрения ассимптотики можно перейти к функции
z такой что

1
2h2

∫ h
1
du2eu

2 ∼ t откуда eh
2

2h2 ∼ n
Или
h2 ∼ ln(n) + 2 ln(h) ∼ ln(n) + ln(ln(n)) и h ∼

√
ln(n).

Это означает, что lim
√

ln(n) · xn = 1.
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Часть 6
Задача 6-1.

Доказательство. Пусть f(x) коммутирует с y(x). Тогда 2f(x) = f(2x).
Заметим, что

f(1) = 2f(
1

2
) = 4f(

1

4
) = ....,

а значит f(0) = 2f(0) и, следовательно, f(0) = 0. Покажем, что функция
f(x)
x

постоянна. Действительно,

f(x)

x
=
f(x

2
)

x
2

=
f(x

4
)

x
4

= ... = f ′(0)

для всякого x. Откуда f(x) = f ′(0)x.

Задача 6-2.

Доказательство. Рассмотрим произвольную непрерывную функцию f2,4,
определённую на отрезке [2, 4] и равную 0 в его концах. С помощью фор­
мул

f(2x) = 2f(x), f(−x) = f(x), f(0) = 0

продолжим функцию f2,4 на всю числовую прямую. Очевидно, что она
определена и непрерывна во всех точках, включая ноль. Если функция
f2,4 недифференцируема в какой-то внутренней точке, то, очевидно, не-
дифференцируема и f .

По задаче 7-5 функция sin(x)
2

сопряжена функции x
2

с помощью глад­
кой функции R. Таким образом, задачи 6-4 и 6-5 являются прямыми ана­
логами (и следствиями) задач 6-1 и 6-2. В силу сопряжённости функций
sin(x

2
) и x

2
, задача 6-3 вытекает из следующего утверждения.

Утверждение. Положим f(x) = x
2
. Существует и единственная ком­

мутирующая с f дифференцируемая функция g(x) такая, что g′(0) =
1

1024
. Она равна

f (10)(x) =
1

1024
x.

Функция R(x) =e−
1
x2 сопрягает функцию sin(x) функции f̃ такой, что

f̃ ′(0) = 1
3
. Таким образом, применяя задачу 7-5, мы сводим задачи 6-7,
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6-8 и 6-6-в к задаче 6-1. К задачам 6-6-а и 6-6-б приводятся контрпри­
меры, аналогичные примеру задачи 6-2.

Задача 6-9 совпадает с задачей 5-4.

Часть 7
Задача 7-1.

Доказательство. Докажем верность первого и третьего утверждения по
индукции.
а) База. Для n = 1, очевидно, верно.
Переход: n→ n+ 1.

cos(n · arccos(x)) =
= x cos((n− 1) · arccos(x))− sin(arccos(x)) sin((n− 1) arccos(x)) =

= x2 cos((n− 2) · arccos(x))− sin2(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x))−
2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)) =

= x2 cos((n− 2) · arccos(x))− (1− cos2(arccos(x))) cos((n− 2) arccos(x))−
2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)).

Заметим, что первые два слагаемых по предположению индукции явля­
ются многочленами. Рассмотрим третий член:

2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)) =
= 2x cos(arccos(x)) cos((n− 2) arccos(x))− 2x cos((n− 1) arccos(x)),

что тоже является полиномом.
б) Воспользуемся предыдущим пунктом:

sin((2n− 1) arcsin(x)) = sin((2n− 1)(π
2
− arccos(x))) =

= sin( (2n−1)π
2
− (2n− 1) arccos(x))) = ± cos((2n− 1) arccos(x)),

что является полиномом.
в) База опять очевидна. Переход: n→ n+ 1.

tg(n arctg(x)) =
tg((n− 1) arctg(x)) + x

1− x tg((n− 1) arctg(x))
.

В этой дроби и верхняя и нижняя часть по предположению индукции
рациональные функции. А отношение двух рациональных функций тоже
рациональная функция.
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Задача 7-2.

Доказательство. Пусть утверждение не верно. Тогда существует поли­
ном P и функция R: P = R ◦ sin ◦ R(−1). Так как R(−1) существует, то
R является биекцией на рациональных числах. Рассмотрим множество
U := {x : sin(x) = 0}. R(−1)(U) (обозначим это множество за V) счёт­
но из счётности U и биективности R. Тогда для любого x ∈ V P (x) =
R ◦ sin ◦R(−1)(x) = R(0) = const. Значит, полином принимает какое - то
значение счётное число раз. А такое невозможно.

Задача 7-3.

Доказательство. Если = 0, то этот случай был разобран в предыдущих
задачах. Пусть c 6= 0.

У нас есть функция f = ax+b
cx+d

. Если мы найдем функцию R: R ◦ f ◦
R(−1) = g, где g линейна, то тогда можно положить: f (k) = R(−1) ◦g(k) ◦R.
А дробные итерации линейных функций уже известны. Покажем, как
найти R. После сопряжения функцией R1 = x+ a

c
функция f превраща­

ется в функцию f1 = α + β
x
, где α и β - алгебраические выражения от

изначальных переменных. После этого сопрягая функцию f1 с помощью
R2 = x

√
β, получаем функцию f2 = s+ 1

x
. И, наконец, сопрягая функцию

f2 с помощью R3 = 1 + 1
x+λ

, где λ - корень уравнения λ(λ − s) − 1 = 0,
получаем линейную функцию. Итого, мы нашли R, которое равняется
R3 ◦R2 ◦R1.

Задача 7-4.

Доказательство. Заметим, что

(fn)′(0) = f ′(f(f(· · · )))(0) · f ′(f(· · · ))(0) · · · f ′(0) = kn.

Далее

(R ◦ f ◦R(−1))′(0) = R′(f(R(−1)(0)))f ′(R(−1)(0))(R(−1))′(0) =

= f ′(0) ·R′(0) · (R(−1))′(0) = f ′(0).

Напомним, что |f ′(0)| = |k| < 1. Возьмём q : |k| < q < 1. Из определения
производной существует окрестность нуля такая, что в этой окрестности
|f(x)| < q |x|. Следовательно, для точек из этой окрестности,

|fn(x)| < qnx,

и, значит, f (n)(x)⇒ 0 при n→∞.
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Задача 7-5.

Доказательство. Для доказательства утверждения нам будут полезны
следующие факты.

Предложение. Пусть f — дважды дифференцируемая функция та­
кая, что f(0) = 0 и f ′(0) = k, где 0 < k < 1. Тогда

∃C > 0∃ε > 0 | ∀x ∈ (−ε, ε) |f (n)(x)′| < Ckn.

Доказательство. Пусть f, g — пара функций таких, что

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0.

Если функция g(x)
f(x)

определена и ограничена в какой-то окрестности 0, мы
будем позволять себе заменять функцию g(x) на обозначение O(f(x)).

Выпишем явно выражение для f (n)(x) =

f ′(x)f ′(f(x))...f ′(f (n−1)x).

Так как
f ′(f (m)(x)) = k(1 +O(f (m)(x))) =

верно, что

f (n)′(x)

kn
= (1 +O(x))(1 +O(f(x)))...(1 +O(f (n−1)(x))).

Так как ряд
x+ f(x) + f(f(x)) + ...

сходится абсолютно, существует константа C такая, что f (n)(x) < Ckn.

Для функции f и целого числа m мы будем обозначать m-ую произ­
водную через f [m].

Предложение. Пусть f — гладкая функция такая, что f(0) = 0 и
f ′(0) = k, где −1 < k < 1. Тогда

∀m ≥ 1∃Cm > 0∃εm > 0 | ∀x ∈ (−εm, εm)|f (n)(x)[m]| < Cmk
n.
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Доказательство. Нам будет полезна следующая лемма:

Лемма. Пусть для какого-то m > 0 существует такая константа C,
что для всякого r ≤ m верно, что f (n)(x)[m] ≤ Ckn, то для всякого r
такого, что 1 < r ≤ m верно, что (f ′(f (n)(x)))[r] ≤ C ′kn для какой-то
константы C ′.

Доказательство. При дифференцировании f ′(f (n)(x)) не более m раз в
каждом слагаемом присутствует f (n) или производная f (n) порядка не
более m.

Напомним, что f (n)(x)′ =

f ′(x)f ′(f(x))...f ′(f (n−1)(x)).

Заметим, что f (n−1)(x)[m] = (f (n−1)(x)[1])[m−1]. Докажем наше утвержде­
ние по индукции. База - доказана предшествующим предложением. Пере­
ход m → m + 1. Выражение f (n)(x)′ есть произведение n сомножителей
и применение к f (n)(x)′ производной m-раз есть сумма nm слагаемых,
причём в каждом из слагаемых затрагивается не более m сомножите­
лей f (n)(x)′. Рассмотрим все выражения, в которых затрагивается ровно
r ≤ m сомножителей. В силу того, что производная затронутого сомно­
жителя f ′(f (s))(x) не превосходит C ′ks, сумма указанного набора затро­
нутых сомножителей не превосходит

m!kn−r
∑

i1,...,ir≤n

r∏
q=1

(C ′kiq) = m!C ′rkn−r
r∏
q=1

(1+...+kn) ≤ m!C ′rkn−r
(

1

1− k

)r
.

Очевидно, что сумма всех этих выражений по всем r не превосходит C ′′kn
для какого-то числа C ′′ > 0.

Если для множества F непрерывно дифференцируемых функций су­
ществует константа C такая, что ∀f ∈ F верно, что

|f(x)| < C и |f ′(x)| < C

для всякого x, то существует сходящаяся последовательность f1, f2, ..., fn
попарно различных функций из F (см. замечательную книжку «Ана­
лиз» В. А. Зорича, в частности теорему Арцеля-Асколи). Так как m-ые
производные последовательности f (n)

kn
равномерно ограничены для всяко­

го m ≥ 1, существует возрастающая последовательность n1, n2, ... такая,
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что последовательность f (n1)

kn1
, f

(n2)

kn2
, ... сходится равномерно и равномерно

сходится ряд её m-ых производных для всякого m ≥ 1. Отсюда следует,
что последовательность

f (n1)

kn1
,
f (n2)

kn2
, ...

равномерно сходится, а, следовательно, сходится к функции G, являю­
щейся поточечным пределом той же последовательности. Как следствие,
функция G гладка. Из тождества

f (n−1)(f(x))

kn−1
= k

f (n)(x)

kn

следует, что
G(f(x)) = kG(x).

Так производная в 0 всех функций последовательности f (n)(x)
kn

равна 1,
производная G(x) в 0 равна 1. Следовательно, G обратима в окрестности
0 и f(x) = G(−1)(kG(x)).

Замечание. Вместо теоремы Арцеля-Асколи можно воспользоваться
следующим фактом: если последовательность функций {fi}i∈Z≥0

сходит­
ся, а их вторые производные ограничены в совокупности, то и послед-
овательность первых производных тоже сходится.

Задача 7-6.

Доказательство. Сделаем замену x
2

= cos(t). Тогда левая часть будет
иметь вид

n∏
k=1

cos(
t

2k
).

Домножим и разделим на 2n

t
sin( t

2n
), что стремится к единице при n→∞.

Получится cos(2t)
t

. После замены x на 2 arccos t, получаем утверждение
задачи.

Данный результат может быть также получен из задачи 7-5.

Задачи 7-8 и 7-9 непосредственно следуют из задач 7-1–7-5. Из задач
7-1–7-9 вытекает решение задачи 8-2.

Задача 7-10.

18



Идея доказательства. Для отображения f(x) := x−e−
1
x2 (x ≥ 0) верно,

что f(x) < x для всякого x ≥ 0. Единственной его неподвижной точкой
является точка x. Точки {xi} задаются следующими соотношениями:

f(xi) = xi+1, x0 = 1.

Пусть δ(x) — произвольная гладкая функция на отрезке [x0, x1], облада­
ющая нулевыми производными в концах. Функция f(x)+δ(x) продолжа­
ется до гладкой функции на всей прямой без 0. Так как все производные
функции e−

1
x2 равны 0, продолженная функция будет гладкой в 0.

Часть 8
Задача 8-1.

Доказательство. Пусть Q(x) — это многочлен степени m, коммутирую­
щий с P(x). Пусть q1, ..., qm−1 — корниQ′(x). Тогда многочленQ(x)−Q(qi)
имеет кратные корни для всякого i. Откуда следует, что многочлен

Q(x)−Q(P (r)(qi))

имеет кратные корни для всякого i и всякого целого r. Откуда следует,
что множество чисел {Q(P (n)(qi))} конечно, и не превосходит m по мощ­
ности. Откуда следует, что существует многочлен, корнями которого qi
являются для всякого многочлена Q(x), удовлетворяющего условиям за­
дачи.

Таким образом, достаточно показать, что существует только конечное
число функций Q(x), коммутирующих с P (x) и обладающих заданным
набором нулей производной с кратностями. Такие функции выражаются
как αQ0 + β для каких-то чисел α и β и заданной функции Q0. Коэф­
фициент Q0 принимает конечное число значений потому, что старшие
коэффициенты многочленов

αQ0(P (x)) + β = P (αQ0(x) + β)

должны совпадать. Равенство же

αQ0(P (0)) + β = P (αQ0(0) + β)

оставляет лишь конечное число возможностей для β.

Задача 8-2 следует из задач 7-1–7-9.
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Дробные итерации функций.

10 августа 2011 г.

9. Линеаризация функции в окрестности непо-
движной точки. Комплексная динамика

Для домашнего размышления

Пусть f(0) = 0, f ′(0) = k 6= 0. Нас интересует, когда функцию f(x)
можно сопрячь с функцией k ·x в окрестности нуля. Очень часто комму-
тирующие функции являются дробными итерациями друг друга.

1. Пусть f аналитична и |k| 6= 1. Тогда существует аналитическая G
такая, что f(x) = G(kG(−1)(x)). Пусть kn = 1. Приведите пример
аналитической функции f , не сопряженной с линейной в окрестно-
сти 0 для любого целого n.

2. Пусть k не есть корень из единицы. Тогда f сопряжена линейной
как формальный степенной ряд.

3. Покажите, что при некотором k этот ряд может расходиться.

4. Докажите, что для некоторых k таких что |k| = 1 функция f все
же всегда сопряжена линейной если она аналитична.

1
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æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ
÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ áÐÏÓÔÏÌ áÐÏÓÔÏÌÏ×

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g, ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ, ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ
f ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ÓÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f (k)(x) =
k ÒÁÚ︷ ︸︸ ︷

f ◦ f ◦ · · · ◦ f(x). æÕÎËÃÉÑ
f (k)(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Ê ÉÔÅÒÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ f (−1)(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á f (−k)(x) ÅÓÔØ (f (−1))(k)(x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ (f (m))(n)(x) =
= f (mn)(x). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ f (1=2)(x) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ g, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
g(g(x)) = f(x) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ f (1=k)(x) É ÄÁÌÅÅ f (r=q)(x)). ôÁËÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ
ËÏÒÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÁË ËÁË
ÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÍÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ : : : ;−1; 0; 1; : : : É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ w(t + 1) = g(w(t)).
åÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
w(t) → w(t + 1=2) ÄÏÌÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f , ÞÔÏ f(f(x)) ≡ g(x).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ËÌÀÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÞÉ-
ÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÁÎÁÌÉÚ ÄÁÎÎÙÈ × ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ. éÔÅÒÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ
ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ËÁË ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÜËÏÌÏÇÉÉ, ÜÐÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ ÉÎÄÕÓÔÒÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÔÅÏÒÉÉ ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ
ÜÔÉÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÓÍ. [1{10].

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ, Ô. Å. Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ

f ◦ f = g: (1)
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
× ËÌÁÓÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏ ÒÁÚÕ, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) = g(y) ×ÌÅÞÅÔ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 9, 2005(194{202)
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ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ f(x) = f(y) ÓÌÅÄÕÅÔ f(f(x)) = f(f(y)), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏ g(x) = g(y), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ f ÜÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, Ô. Å.
f ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ f ◦ f
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ g.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(1) ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉ g(x) = −x. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

f(f(x)) = −x; (2)
| ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ
ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 90◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÉ

1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2).
2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-

ÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, x0 = 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk,
k = 1; : : : , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ xk > 0, xk →∞. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ R \ {0} × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-
ÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Dk = (xk−1; xk] ∪ [−xk;−xk−1).
ðÕÓÔØ yk = xk−1 + xk

2 . ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)
Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Dk, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (xk−1; yk],
(yk; xk], [−xk;−yk), [−yk;−xk−1).

3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (−1; 1). á ÔÁË-
ÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ f (2k) = −x ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ f(0) = 0, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.

2. üÆÆÅËÔÙ ÞÅÔÎÏÓÔÉ
éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(f(x)) = g(x), ÇÄÅ g | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, × ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ (Á ÎÅ ÓÞÅÔÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

îÁ 53-Ê íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ á. ñ. âÅÌÏ×ÙÍ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

úÁÄÁÞÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(f(x)) = −x, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ Á)
ÏÔÒÅÚÏË [−1; 1]; Â) ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (−1; 1)?

ïÔ×ÅÔÙ × ÐÕÎËÔÁÈ Á) É Â) ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ. ÷ ÐÕÎËÔÅ Á)
ÏÔ×ÅÔ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�, × ÐÕÎËÔÅ Â) ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�!

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
orb(x0) = {f (n)(x0) | n ∈ N}:
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÒÂÉÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×
orb(I) = { {f (n)(I)} | n ∈ N}:

òÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : [−1; 1] → [−1; 1] Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f(f(x)) = −x. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, É ÐÕÓÔØ
ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ 1=2 7→ −1 7→ −1=2 7→ 1 7→ 1=2. îÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1,
Ô. Å. f((−1=2; 0)) = (−1;−1=2), f((0; 1=2)) = (1=2; 1), f((1=2; 1)) = (−1=2; 0),
f((−1;−1=2)) = (0; 1=2). óÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÒÉÓ. 2, ÇÄÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x. ¤

1

1

−1

−1

1=2

1=2

−1=2

−1=2

òÉÓ. 1. çÒÁÆÉË f

01
−1

1=2

−1=2

òÉÓ. 2. ïÒÂÉÔÁ x

òÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Â). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f : (−1; 1) →
(−1; 1) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(f(x)) = −x.

åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á 0 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅÐÏ-
Ä×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(x) = f(y) ⇒ f(f(x)) = f(f(y)) ⇒ −x = −y ⇒ x = y;
z = −(−z) = f(f(−z)) = f(s), ÇÄÅ s = f(−z); f(x) = x ⇒ f(x) = f(f(x)) = −x,
ÏÔËÕÄÁ x = −x, Ô. Å. x = 0.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 4
ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(f(f(f(x)))) = −(−x) = x. åÓÌÉ x 6= 0, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ,
f(x) 6= x, f(f(x)) = −x 6= x É ÅÓÌÉ x = f(f(f(x))), ÔÏ f(x) = f(f(f(f(x)))) = x,
Ô. Å. x = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {a1; a2; : : : ; an} ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f É ÐÏ-
ÌÏÖÉÍ

A∗ := {0} ∪
⋃

a∈A
orb(a):

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , Ô. Å.
f(y) ∈ A∗ ⇐⇒ y ∈ A∗:
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ðÕÓÔØ b1; b2; : : : ; bm | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A∗, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁ-
ÓÔÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ A∗, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁ, ÔÏ

m = 4k + 1; k ∈ N: (3)
ðÏÌÏÖÉÍ I1 = (−1; b1), Im+1 = (bm; 1), É ÄÌÑ 2 6 j 6 m ÐÕÓÔØ Ij = (bj−1; bj).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ÎÉÖÅ, Ë I = (−1; 1) É M = A∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ f -ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ m+ 1 = 4p
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (3), Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ
ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ¤

úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÓÐÅËÔ ÚÁÄÁÞÉ. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÉ-
ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ, ÒÁ×ÎÁ 4 É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k+ 1. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÄÌÉÎÁ
ÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 4, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÄÁÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-
×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f ◦ f = g?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÄÁÅÔ
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ g : R → R | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÉÚ g Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ f É g, ÐÒÉÞÅÍ

g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. ðÕÓÔØ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Ô. Å. f ◦ g =
= g ◦ f . ôÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ g(x0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-
ÃÉÉ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g(−1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ, Á ÐÏÔÏÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ g ÎÁ g(−1).

ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. ðÏÌÏÖÉÍ y0 = g(x0) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (yn), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ yn → y0. ðÏÌÏÖÉÍ xn = g(−1)(yn).
ôÏÇÄÁ xn → x0, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(−1) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
× ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ

f(yn) = f(g(xn)) = g(f(xn)) → g(f(x0)) = f(g(x0));
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

ðÕÓÔØ f ◦ f = g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÎÅÞÎÏ,
ÔÏ É ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÁ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ I =
∞⋂
k=0

g(k)(R), ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,

f (s)(x) = g(x). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ
×ÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ I ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ¤

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, g(R) | ÏÔ-
ËÒÙÔÙÊ ÌÕÞ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f (s)(x) = g(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
× ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

õËÁÚÁÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É
ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ R \ g(R). åÓÌÉ c | ÇÒÁÎÉÃÁ g(R), ÔÏ f(c) 6= c, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ g(c) =
= c. ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f(c) ∈ g(R), ÏÔËÕÄÁ f(R \ g(R)) ⊂ g(R). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ
f(g(R)) = g(f(R)) ⊂ g(R), Ô. Å. f(R) ⊂ g(R). ôÁË ËÁË f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏ
g(R) ( g(R) | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ë. íÁÌØËÏ×Á, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ × ÓÂÏÒÎÉËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, �3, 1999, Ó. 232, ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ
3.3; ÒÅÛÅÎÉÅ ë. íÁÌØËÏ×Á ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÉ�, �5,
2001, Ó. 227{228.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ I ⊆ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f : I → I | ÂÉÅËÔÉ×ÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË M ⊂ I, |M | = m, ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f . ðÕÓÔØ {Ij}m+1

j=1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ I ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ
ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ôÏÇÄÁ:

(i) åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ij , ÔÏ f(Ij) = Ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
1 6 k 6 m+ 1.

(ii) åÓÌÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i), f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4)(Ij) = Ij ÄÌÑ ×ÓÅÈ
1 6 j 6 m+ 1.

(iii) åÓÌÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i) É (ii), ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M É
f(f(x0)) = x0, ÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÉÍÅÅÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ij . æÕÎËÃÉÑ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Ij ÎÁ f(Ij) ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ f(Ij) = (c; d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c; d ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ
Ij ∩M = ∅, Á M ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , ÔÏ (c; d) ⊆ Ik ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ 1 6 k 6 m + 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ f (−1) É ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
f(Ij) = Ik.

(ii) ôÁË ËÁË f (2) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ
j − 1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ Ij . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) Ë f (4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ j−1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ f (4)(Ij). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (4)(Ij) = Ij .

(iii) éÚ (ii) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1, 2 ÉÌÉ
4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(f(Ij)) = Ij . ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ
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ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Ij , ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ x ∈ Ij , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(f(x)) = x. îÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. úÎÁÞÉÔ, x = x0 ∈ M , | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 4. ¤

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ
ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÝÕÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ
ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÏÇÄÁ f(x0) =
= f(g(x0)) = g(f(x0)), Ô. Å. f(x0) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
g. úÎÁÞÉÔ, f(x0) = x0. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) = x, ÔÏ g(x) = f(f(x)) = x, ÏÔËÕÄÁ
x = x0. ¤

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f; g : I → I ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ
f ◦ f = g, ÐÒÉÞÅÍ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏ-
ÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ g, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ f -ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ g É f ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÌÅÍÍÙ 1 g(A) ⊆ A. ôÁË ËÁË A
ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ g ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ g(A) = A. ðÕÓÔØ a ∈ A É g(a) 6= a. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ g ◦ g ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É g(g(A)) = A, ÔÏ g(g(a)) = a, Ô. Å. f (4)(a) = a.
ôÁË ËÁË g(a) 6= a, ÔÏ f(a) 6= a É f (3)(a) = f (−1)(a) 6= a, Ô. Å. a ÉÍÅÅÔ ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4
ÔÏÞÅË. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-
ÃÉÑ f , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, g(n+1)(R) ⊆
⊆ g(n)(R) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N. ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ
g(k)(R) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R. ðÏÌÏÖÉÍ

I =
∞⋂

k=0
g(k)(R):

ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x) = x ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ x0. ôÏÇÄÁ g(k)(x0) = x0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N, ÏÔËÕÄÁ x0 ∈ I, Ô. Å. I 6= ∅.

ðÏÓËÏÌØËÕ I | ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ I Ó×ÑÚÎÏ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ g(I) = I. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ I ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏ-
ÔÏÎÎÏÓÔÉ g. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I = [a; b] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a < b. ôÁË ËÁË g ÓÔÒÏÇÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ g(a) = b; g(b) = a. îÏ ËÏÎÃÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ I ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ.

ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f É ÔÏÞËÉ
x0. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Aext ⊂ I. ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÙ 3 É 4
Ë f; g : I → I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4p + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ
4p + 2 ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë I ÌÅÍÍÕ 2(iii) Ó M = Aext, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
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ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÐÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4p+2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÅÄÅÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ¤

4. ðÏÐÙÔËÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. á ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ

g : R → R ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ f , ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ f ◦ f = g, ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ g ÉÍÅÌÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I ⊂ R É ÆÕÎËÃÉÉ
f; g : I → I Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ
É f(f(x)) = g(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÎÅ Ó ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ g Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ f , Á Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f . äÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ I = (−16; 16), ×ÍÅÓÔÏ (−1; 1).

ðÕÓÔØ f : (−16; 16) → R; f(x) =





x
2 + 2 ÐÒÉ x ∈ (−16;−8);

−x2 + 10 ÐÒÉ x ∈ (−8; 0);

−x2 − 10 ÐÒÉ x ∈ (0; 8);
x
2 − 2 ÐÒÉ x ∈ (8; 16);

−2 ÐÒÉ x = −8;

−10 ÐÒÉ x = 0;

2 ÐÒÉ x = 8:

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á É ÞÔÏ g := f◦f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ
É ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ Õ×ÉÄÅÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ËÁÒÔÉÎÕ,
ÓÍ. ÒÉÓ. 3 É ÒÉÓ. 4. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ-
ÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ 180◦ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÉÓ. 1).

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ
íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ áÌÅËÓÅÑ âÅÌÏ×Á É ç£ÔÃÁ ðÆÁÎÄÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚÎÁ-

ËÏÍÉÌÉ ÎÁÓ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f ◦ f = − id, Á ÔÁËÖÅ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ
âÕÆÅÔÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É âÏÒÉÓÁ æÒÅÎËÉÎÁ ÚÁ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÕÀ ÐÒÁ×ËÕ.
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íÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ áÌÅËÓÅÀ âÅÌÏ×Õ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÄÅÒÖÁÌ ÎÁÛÉ ÐÏÐÙÔËÉ
ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
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Fractional iterations of functions.
A.Kanel-Belov, V.Bugaenko, S.Grigorjev, N.Kudyk, I.Mitrofanov, A.Petuhov, B.Frenkin

We denote f (n)(x) = f(f(. . . x) . . . ) (n times). Functions f (n) are iterations of f . If f is invertible,
then integer iterations exist and f (−n) = (f (−1))(n). It is easy to see that (f (n))(m) = f (nm) and
f (n) ◦ f (m) = f (n+m).

How to define fractional iterations? What does it mean: functional root g(x) = f (1/2)(x)? It is
natural to assume that g(2) = f . After defining functional roots f (1/n) one can define rational powers
f (m/n) = (f (1/n))(m) and try to define real iterations via limit. (By the way, it is interesting what is
the sense of complex or p-adic iterations.)

This way meets some difficulties. Invertibility of functions already is not always clear. We shall
start from investigation of usual iterations and functional roots from set-theoretic point of view and
from some important partial cases.

1 Functional roots

1. a) Does there exist a function g such that g(2)(x) = cos x?

b) Does there exist a function g such that g(2)(x) = sin x?

c) The same questions for continuous function g.

d) The same questions for function g with finitely many discontinuity points.

2. a) Does there exist a function g such that g(3)(x) = e−x?

b) The same question for a function g with finitely many discontinuity points.

3. a) Does there exist a function f : (−1, 1)→ (−1, 1) such that f(f(x)) = −x?

b) The same question for function f with finitely many discontinuity points.

c) Does there exist a function f : [−1, 1]→ [−1, 1] with finitely many discontinuity points such
that f(f(x)) = −x?

4. ∗ Does there exist a function f : R → R with finitely many discontinuity points such that
f(f(x)) = g for some strictly decreasing function g

5. a) How many permutations on 4-element set are squares?

b) Describe all permutations on 9-element set which are cubes.

2 Fractional iterations of some elementary functions

1. a) Let f(x) = x+c. What are fractional iterations of f? b) Let f(x) = αx. What are fractional
iterations of f?

c) Let f(x) = αx+ c. What are fractional iterations of f?

d) Let f(x) = αxn. What are fractional iterations of f?

2. Let f(x) = x2 − 2. What are fractional iterations of f?

3. a) z0 /∈ R, f(z) = z2 − 2. Prove that |f (n)(z0)| → ∞ if n → ∞. Find the set of initial points
z0 such that |f (n)(z0)| = 2.

) Let P be a polynomial with integer coefficients with oldest coefficient equal 1. Let all complex
roots P are in the unit disc |z| ≤ 1. Prove that they are roots of unit.

) Let P be a polynomial with integer coefficients with oldest coefficient equal 1. Let all com-
plex roots P are distinct and in the line seqment [−1.99,+1.99]. Prove that the set of such
polynomials is finite.

1



3 Some limits

1. On the rectangular map M somebody put a map N of same landscape but smaller masshtab.
Prove that one can touch them with spike such that booth spiked places maps same point on
the landscape.

2. Find limit of the sequence

√
1,

√
1 +
√

1,

√
1 +

√
1 +
√

1, . . .

3. (Arnolds problem). Find the limit

lim
x→0

sin(tg(x))− tg(sin(x))

arcsin(arctg(x))− arctg(arcsin(x))

4 Iterations. Big n behavior.

1. A 4ABC and point x0 are given. On n-th step one choose one of the vertices of the 4ABC
join xn with this vertice and replace point xn to the point xn+1 which is midpoint of this line
segment. Prove that there exist a figure S of arrear 0.0001 attracting all the points xn for all
sufficiently large n for all such processes.

2. f(x) = x2 − 10. Prove that the set of all points x such that

lim
n→∞

f (n)(x) 6=∞

can be coved by finite set of intervals of total length 0.0001.

5 Iterations near stability points and circles.

1. Solve equations for each n in real numbers f (n)(x) = x if f(x) = cos(x).

2. Solve equations for each n in real numbers f (n)(x) = x if f(x) = 1− x2.

3. ) Prove that sin(n)(x)→ 0 for n→∞. ) Find limn→∞
√
n sin(n)(x0).

4. Generalize previous problem for f(x) = x− axk, k > 1.

5. Generalize previous problem for f(x) = x− exp(−1/x2).

2



7. Conjugacy and iterations

Functions f and g are called conjugated whenever f = R ◦ g ◦ R−1 for some
function R.

Exercise. Show that in this case f (n) = R ◦ g(n) ◦R−1.

We use notation f ∼ g whenever f(x)
g(x)

x→0−−→ 1.

1. a) Show that for any n ∈ Z the function cos(n arccos(x)) is a polynom,
and that any two functions of this kind commute one with each other.
b) Show that for any n ∈ Z the function sin((2n + 1) · arcsin(x)) is a
polynom, and that any two functions of this kind commute one with
each other.
c) Show that for any n ∈ Z the function tan(n arctan(x)) is rational,
i.e. is a quotient of two polynoms. Show that any two functions of this
kind commute one with each other.

Remark. Parts a and b provides nontrivial examples of commuting
families of polynoms. By the deep theorem of Reed any other nontrivial
family of commuting polynoms essentially coincides with a or b.

2. Show that the function sin x is not conjugated to a polynom.

3. Find fractional iterations of functions ax+b
cx+d

for any a, b, c, d.

Hence we can explicitly describe fractional iterations of linear functions,
we wish to connect them with as many fractional iterations of other
functions as possible. Essentially we wish to find a big enough class of
functions f for which exists a conjugating function R such that

R ◦ f ◦R(−1)

is a linear function. From time to time it is reasonable to find such
conjugating function in some neighborhood of some point.

4. Let f be a function such that f(0) = 0, f ′(0) = k. Evaluate (f (n))′(0).
Assume that f is conjugated to lx for some number l with some smooth
(i.e. infinitely differentiable) conjugating function R. Prove that in
this case k = l. If |k| < 1 then f (n)(x)

n→∞−−−→ 0 in for all x from some
neighborhood of 0. In this case we call 0 an attracting point of f . If
|k| > 1 we call 0 a repelling point of f .

1



5. a) Let 0 be an attracting point of a continuously differentiable function
f . Prove that for all x0 from some neighborhood of 0 the limit

lim
n→∞

f (n)(0)

kn
= G(x0)

exists. Prove that G is continuous and that G(k ·G(−1)(x)) = f(x).
b) Prove that G is continuously differentiable.
c*) Prove that if f smooth then G is smooth.

6. Prove the following equality.

√
x

2
·
√

2 +
√
x

2
·

√
2 +

√
2 +
√
x

2
· · · = 4− x2√

2 ln(x+
√
x2−4
2

)
.

Definition. Let M ⊂ R be a set. We call x ∈M a limit point of M if
any neighborhood of x contains infinitely many points of M . We call
the set {f (n)(x)}n∈Z≥0

an orbit of x under the action of f .

7. Let f, g be a pair of commuting smooth functions such that f(0) =
g(0) = 0 and f(x) ∼ xλ, g(x) ∼ xδ. Then f = g(logδ λ) (Here you have
to define fractional iterations in a spirit of the introduction).

8. We call two points x0, x1 of an invertible function f neighbor if there
exists a point x such that lim

n→−∞
f (n)(x) = x0 and lim

n→+∞
f (n)(x) = x1.

Let x0 and x1 be common neighbor fixed points of commuting invertible
continuously differentiable functions f and g. Assume x0 is attracting
and x1 is repelling for both f and g. Prove that in this case

log|g′(x0)| |f ′(x0)| = log|g′(x1)| |f ′(x1)|.

9. Prove that functions of problems 6.1, 6.3, 6.5, 6.7 are fractional itera-
tions of the corresponding functions.

10. Let f be a decreasing function such that f(0) = 0 and f(x) 6= x for all
x 6= 0. Does there exists an infinite family F of pairwise noncommuting
functions such that any element of F commutes with f?

2



8. More about polynoms

1. Let P (x) be a polynom of degree n > 1. Then for all m the set of
polynoms of degree m such that they commute with f is finite.

2. Let P (x) be a polynom of degree n > 1, Q(x) be a polynom of degree
m > 1 such that
a) P ◦ Q = Q ◦ P , b) P (x0) = Q(x0) = x0, c)P ′(x0) > 1, d) in
any punctured neighborhood of x0 there exists a point xi such that

P (k)(xi)
k→∞−−−→∞.

Prove that P ′(x0)
logn(m) = Q′(x0).

Remark. We note that the condition ”to be commutative” is algebraic,
i.e. is equivalent to a system of polynomial equations on coefficients. There-
fore we could assume that the value of derivatives in all fixed point are al-
gebraic. In assumption of transcendency of powers αlogn(m), where α is some
algebraic number and n is not a rational power of α, we have that k is a ra-
tional power of n. It is interesting to derive the classification of commuting
polynoms from this observation. This problem is really valuable because it
provides a connection between dynamical systems, theory of transcendence
numbers and theory of Diofant approximations.
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Part 1

Problem 1-1.

Proof. a) Let a function g be determined on [−π, π] and periodical with
period 2π. Consider the segment [x1, x0], x1 = 1, y1 = π

2
and let t0 be its

midpoint. Denote by xn, tn the n-th preimages of x0, t0 taken in [−π
2
, π

2
].

Suppose [t0, x0]
g−→ [x1, t0] acts on t0 as a translation. Now let [x1, t0]

g−→ [t1, x1]
act so that g(2) ≡ sin on [t1, x1], similarly for [x2, t1] and so on. Similarly for
[−π

2
, 0]. Let g(x) = g(π − x),∀x ∈ [π

2
, π] and similarly for [−π,−π

2
]. It is

easily seen that the resulting function satisfies the conditions of Problem 1-1
and moreover is continuous.
b) Divide all points into classes such that their images under cos are the same.
Each class will be represented by a point of [0, π]. The class containing a
point x will be denoted by [x]. Now determine the action of the function
g on the classes as follows. For the class containing a fixed point x0 let
g([x0]) = x0. Divide the remaining classes into sets of the form

{. . . , [cos(−1)(α)], [α], [cos(α)], [cos(2)(α)], . . . }.

The divide these sets into pairs, and for the pair generated by classes [α], [β]
determine the following action: g([cos(n)(α)]) = g([cos(n)(β)]), g([cos(n)(β)]) =
g([cos(n+1)(α)]). Clearly the square of the resulting function is cos.

Solutions of problems 1-2, 1-3, 1-4 are contained in a paper of V. Vikola
and A. Apostolov, see ”Matematicheskoe prosveschenie”, year 2004, vol. 9.

Problem 1-5.

Proof. Let us consider what are possible forms of the substitutions.

1. The identical substitution. It is its own square.

2. A transposition. Its square is the identical substitution.

3. A product of two disjoint transpositions. Its square is the identical
substitution.

4. A cycle of length 3. Its square is the cycle of length 3 inverse to the
original one.

5. A cycle of length 4. Its square is a product of disjoint substitutions.

1



In total, we get 1 + 3 + 8 substitutions which are squares of substitutions.
In the case of 9 elements, a similar argument implies that the cubes are any
substitutions without cycles of length 6 and with 0 or 3 cycles of length 3.

Part 2

Problem 2-1.

Proof. a) Let f(x) = x+ c. Then f (λ)(x) = x+ λc.
b) Let f(x) = αx. Then f (λ)(x) = αλx.
c) Let f(x) = αx+ c. We assume that α 6= 1 (cf. a). Then

f(x) = α

(
x− c

1− a

)
+

c

1− α
.

Therefore

f (λ)(x) = αλ
(
x− c

1− α

)
+

c

1− α
.

d) Let f(x) = axn. We assume that a 6= 1 (cf. b). The solution of this
problem is similar to part c and this is not an occasion.

f(x) = 1−n
√
c(x/ 1−n

√
c)n.

f (λ)(x) = 1−n
√
c(x/ 1−n

√
c)λn.

Problem 2-2.

Proof. Let f(x) := x2 − 2. We substitute x in f by u+ 1
u
. We have

f(u+
1

u
) = u2 +

1

u2
.

Further

f (λ)(u+
1

u
) = u2λ +

1

u2λ
.

Then

f (λ)(x) =

(
x+
√
x2 − 1

2

)2λ

+

(
x−
√
x2 − 1

2

)2λ

.

2



Problem 2-3-a.

Proof. Set z = u+ 1
u
. As z /∈ R, |u| 6= 1. By the previous theorem

f (n)(z) = f (n)(u+
1

u
) = u2n +

1

u2n
.

We have

lim
n→∞

|u2n +
1

u2n
| = +∞.

Problem 2-3-b.

Proof. Let f(x) be a polynom of degree n with the highest coefficient 1. Let
x1, ..., xn be roots of f . The coefficients

fn(x) := (x− x1)...(x− xn)

are symmetric polynomials of x1, ..., xn with integer coefficients. Therefore
all coefficients of fn are polynoms of the elementary symmetric polynoms
(:=coefficients of f). Therefore all coefficients of fn are integers. As |xi| = 1
for all i, |xki | = 1 for all i and k. Therefore for any k the coefficients of f is
smaller or equal to n!. Hence there exist different numbers k1, k2 such that
fk1 = fk2 . But then the set of numbers

{xk11 , ..., x
k1
n } and {xk11 , ..., x

k1
n }

coincide. Therefore xi-th are roots of unity (see also ”Matematicheskoe
Prosveschenie”, year 2004, vol. 9).

This problem was invented by M. Kontsevich.
Problem 2-3-c.

Proof. Let n be a degree of P (x) and {x1, ..., xn} be roots of P (x). Then the
roots of

unP (u+
1

u
)

are solutions of equality u + 1
u

= xi. As x∈[−1.99, 1.99], all roots are purely
complex and has length 1. Therefore polynom unP (u + 1

u
) has integer coef-

ficients, and all roots of this polynom are roots of unity by Problem 2-3-c.
Let ui be root of unity of degree mi, such that ui is a root of P (x). Then uri
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is a root of polynom unP (u+ 1
u
) for any integer r such that (r,mi) = 1 (see

also ¡¡ ¿¿, year 2004, vol. 9).
There exists N such that m > N and for any primitive root of unity u

of degree m there exists number r, such that (m, r) = 1 and 2Reur > 1.99.
Therefore there exists a finite set S such that any root of a polynom P (x),
which satisfies the conditions of the problem, lies in S.

Part 3

Problem 3-1.

Proof. Let K be a big map. Introduce the map f : K → K that maps each
point of the big map to its point lying under the corresponding point of the
small map. Then the problem reformulates as follows: find a fixed point for
f . Clearly f(K) is a rectangle in K, f(f(K)) is a rectangle in f(k) and so on.
We obtain a sequence of similar rectangles embedded into each other, such
that their greater sides form a geometrical progression whose denominator
is less than 1. These rectangles have a single common point x. Suppose
a 6= 0 is the distance between x and f(x). There exists a rectangle f (m)(K)
whose diagonal has length less than a. Since f(x) lies inside f(f (m)(K)) and
f (m+1)(K) lies inside f (m)(K), the distance between x and f(x) is less than
a, a contradiction. Thus x = f(x).

Problem 3-2.

Proof. Consider the function f(x) =
√

1 + x. Our sequence has the form

xn := f (n)(1). Solving the equation f(x) = x we see that 1+
√

5
2

is a single

fixed point of f . Furthermore for 0 < x < 1+
√

5
2

we have the double inequality

x < f(x) < 1+
√

5
2

. Hence the sequence xn is strictly increasing and bounded
and hence has some limit h. Since f is continuous, the sequence f(xn) tends

to f(h), whence f(h) = h. Thus h = 1+
√

5
2

.

Problem 3-3.

Proof. Denote f(x) := sin(tg(x)), g(x) := tg(sin(x)). We have to find the
limit

lim
x→0

f(x)− g(x)

g−1(x)− f−1(x)
.
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Observe that f , g, f−1 and g−1 are infinitely differentiable in some neighbor-
hood of zero and fix 0. Now observe that limx→0

f(x)
x

= 1. The same is true
for g, f−1 and g−1.

Suppose that for h(x) = g−1(x)− f−1(x) first k− 1 derivatives are zeroes
at zero and the kth derivative is not. Then

lim
x→0

g−1(x)− f−1(x)

xk
=
h

k times︷︸︸︷
′′ ··· ′(0)

k!
.

Substitute f(x) for x. We get

lim
x→0

g−1(f(x))− f−1(f(x))

(f(x))k
=
h

k times︷︸︸︷
′′ ··· ′(0)

k!
.

Hence

lim
x→0

g−1(x)− f−1(x)

g−1(f(x))− x
= 1.

From limx→0 f
−1(x) = 1 we get

lim
x→0

f−1(f(x))− f−1(g(x))

f(x)− g(x)
= 1.

Let s(x) := f−1(g(x)). Then the problem reduces to finding the limit

lim
x→0

x− s(x)

s−1(x)− x
.

If s(x) in a neighborhood of zero decomposes to the Taylor series of the
form x+axk+. . . then the Taylor series for s−1(x) has the form x−axk+. . . .
Thus the limit of the ratio of the numerator and the denominator equals
1.

Part 4

Problem 4-1.
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Proof. We introduce a coordinate system such that A has coordinates (0, 0),
point B – (0, 1), point C – (1, 0). Let X be a point of coordinates (a, b).
Then after an ”attraction” to one of the points A,B,C we have points with
coordinates. (

a

2
,
b

2

)
,

(
a

2
+

1

2
,
b

2

)
,

(
a

2
,
b

2
+

1

2

)
Hence, for any ε > 0 there exists n such that after several ”attractions”
both coordinates a and b becomes bigger then −ε. Therefore after several
attractions distance between any point and 4ABC becomes smaller than ε.
Without loss of generality we assume that x ∈ 4ABC.

Attraction to A of a set X ⊂ 4ABC produces a set XA, which is 4 times
smaller by area. It is easy to see that area of

XA ∪ XB ∪ XC

is smaller than 3/4 of area of X or is equal to it. Thus after n-th attraction
any point of ABC comes to union of triangles (¡¡Serpinski’s curpet¿¿), the
common area of which is (3/4)n of ABC or smaller. Therefore there exists a
figure F with area 0.00000001 such that any sequence of attractions of any
point hits F.

Problem 4-2.

Proof. Denote f(x) = x2 − 10. The equation f(x) = x has exactly two

real solutions, namely x1,2 = 1±
√

41
2

. Note that x1, x2 are fixed points of
the map x → f(x). For certainty assume x2 > x1. Let x∗2 be the root of
f(x) = x2 distinct from x2, and let y1, y2 be roots of f(x) = x∗2 such that
y1 < y2. Observe that f is monotonous at segments [x∗2, y1] and [y2, x2] and
the images of these segments coincide with [x∗2, x2]. It is important that the
derivative of f at [x∗2, y1] and [y2, x2] is not less than 3.

For all x ∈ [−10, x∗2]∪ [x2,+∞) the sequence x, f(x), f(f(x)), ... tends to
infinity and increases starting with the second term. Hence the set of points
x such that the limit for x, f(x), f(f(x)), ... does not exist or is not infinite,
coincides with

∩if (−i)([x∗2, x2]) = ∩if (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]).

The preimage f (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]) consists of 2i+1 pieces, and each piece
maps bijectively to some piece f (−i+1)([x∗2, y1]∪ [y2, x2]). Since the derivative
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of f is not less than 3 on [x∗2, y1] ∪ [y2, x2], the total length f (−i)([x∗2, y1] ∪
[y2, x2]) does not exceed 2/3 of the total length of f (−i+1)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]).
Thus it is evident that f (−i)([x∗2, y1]∪ [y2, x2]) < 0.0000001 for some i. Hence
f (−i)([x∗2, y1] ∪ [y2, x2]) < 0.0000001 is the required system of segments that
contains all points x such that the limit of x, f(x), f(f(x)), ... does not exist
or is not infinity.

Part 5

Problem 5-1.

Proof. Let us find the derivative of

(f (n)(x)− x)′ = − sin(f (n−1)) · (f (n−1))′ − 1.

Observe that further similar decomposition of the derivative shows that the
first term has the absolute value not greater than 1. Hence the function
f (n)(x)−xmonotonically decreases. Furthermore the zero clearly is a solution
for cos x = x, and this is the only solution for the original equation.

Problem 5-2.

Proof. Let us start with solving of the equation f(x) = x, that is, 1− x2 =

x ⇔ x2 + x − 1 = 0. Its solutions are x1,2 = −1±
√

5
2

. Furthermore for

x < −1−
√

5
2

the values of f (n)(x) decrease. The image of [−1, 0] is the segment
[0, 1], hence the equation has no solutions on this segment. Similarly we may
take its preimage, the preimage of its preimage and so on to obtain that
the equation has no solutions on [−1−

√
5

2
, 0]. Now denote −1+

√
5

2
by ϕ and

observe that ∀x ∈ [0, ϕ] f(x) ∈ [ϕ, 1] and ∀x ∈ [ϕ, 1] f(x) ∈ [0, ϕ]. Thus
for iterations of f with odd numbers the only roots are x1,2. Now consider
f (2). It is determined by the polynomial 2x2 − x4 of degree 4. The function
f (2)(x) − x has four roots, two of which are x1,2 and two others are 0 and
1. This implies that on [0, ϕ] the graph of f (2) is located on one side of line
y = x, and iterations f (2) that are iterations of f with even numbers will
change the value of f (2k)(x) monotonously inside the interval (0, ϕ). Hence
this interval contains no solutions. Similarly for (ϕ, 1). Thus there exist two

solutions −1±
√

5
2

for all n and two more solutions 0 and 1 for even n.

Problem 5-3-b.
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Proof. Let f, g be a pair of functions such that

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0.

If limx→0
g(x)
f(x)

= 0 then we will allow notation o(f(x)) for g(x). We will prove
a statement more general than that of Problem 5-3-b.

Statement. If f(x) = x − x3

6
+ o(x3) then lim

n→∞

√
nf (n)(x0) =

√
3 for all

x0 sufficiently close to 0. To prove this, denote the function
√
x by SQ(x).

Consider the function
f̃ := SQ−1 ◦ f ◦ SQ.

It is easy to see that (SQ−1 ◦ f ◦ SQ)(x) = x+ 1
3

+ o(1).

Proposition. Suppose for some function f̃ we have

f̃(x) = x+
1

3
+ 0(1).

Then for all x with sufficiently small absolute value we have lim
n→∞

f̃ (n)(x)
n

= 1
3
.

Proof. For any x with sufficiently small absolute value and for all ε > 0 there
exists N such that for any n > N we have

f (n+1)(x) ∈ [f (n)(x) +
1

3
− ε, f (n)(x) +

1

3
− ε].

Hence for any n > N we have

f (n)(x) ∈ [f (N)(x) +
1

3
(n−N) + (n−N)ε, f (N)(x) +

1

3
(n−N)− (n−N)ε]

and thus
1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
<
f (n)(x)

n−N
<

1

3
− ε+

f (n)(x)

n−N
.

Consequently there exists N ′ such that for all n > N ′ we have

1

3
− 2ε <

f (n)(x)

n
<

1

3
+ 2ε.

Hence lim
n→∞

f (n)(x)
n

= 1
3
.
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Suppose x = SQ(y). Note that

SQ(−1)(f (n)(x)) = SQ(−1)(f (n)(SQ(y))) = (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(n)(y).

Remind that f̃ := SQ(−1)◦f ◦SQ. By the above Proposition, lim
n→∞

f̃ (n)(y)
n

= 1
3
.

Hence

lim
n→∞

( 1
f (n)(x)

)2

n
=

1

3
.

Thus lim
n→∞

√
nf (n)(x) =

√
3.

For conjugating function (SQ) we can use the function e−
1
x2 as well. In-

vestigate this case by yourself.
Problem 5-3-4.The solution of this problem coincides with that of Prob-

lem 5-3-2 but we find it worth while to repeat it.

Proof. We will prove a statement more general than that of Problem 5-3-2.
Statement. If f(x) = x− axk + o(xk) then

lim
n→∞

k−1
√
nf (n)(x) = k−1

√
1

(k − 1)a

for all x sufficiently close to 0.
Denote the function k−1

√
x by SQ(x) and consider the function

f̃ := SQ−1 ◦ f ◦ SQ.

It is easy to see that (SQ−1 ◦ f ◦ SQ)(x) = x+ (k − 1)a+ o(1).
Statement. Suppose for some function f̃ we have

f̃(x) = x+ α + 0(1).

Then for all x with sufficiently small absolute value we have lim
n→∞

f̃ (n)(x)
n

= α.

Suppose x = SQ(y). Note that

SQ(−1)(f (n)(x)) = SQ(−1)(f (n)(SQ(y))) = (SQ(−1) ◦ f ◦ SQ)(n)(y).

Remind that f̃ := SQ(−1) ◦ f ◦ SQ. By the above Proposition lim
n→∞

f̃ (n)(y)
n

=

(k − 1)a. Hence

lim
n→∞

( 1
f (n)(x)

)(k−1)

n
= k−1

√
1

(k − 1)a
.

Thus lim
n→∞

k−1
√
nf (n)(x) = k−1

√
1

(k−1)a
.
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Problem 5-5.

Proof. Let f(x) = x − exp(−1/x2), xn = f (n)(x) and let yn = 1/xn. Then
we have yn+1 − yn ∼ yn exp(y−2

n ).
Change our equation with a differentiable because it will not change

asymptotics. Let estimate function f(n) for which y′ = ye−y
2
, dy/yey

2
= 1,

or
∫ h

1
exp(u2)/u2du2 = 2h + C. We can see that for sufficiently large y y2 is

constant comparing to exp(y2), From asymptotic point of view we can change
function to z such that

1
2h2

∫ h
1
du2eu

2 ∼ t, so eh
2

2h2 ∼ n
or
h2 ∼ ln(n) + 2 ln(h) ∼ ln(n) + ln(ln(n)) h ∼

√
ln(n).

Hence lim
√

ln(n) · xn = 1.

Part 6

Problem 6-1.

Proof. Let f(x) commute with y(x). Then 2f(x) = f(2x). Note that

f(1) = 2f(
1

2
) = 4f(

1

4
) = ....,

and so f(0) = 2f(0), hence f(0) = 0. Let us show that f(x)
x

is a constant. In
fact,

f(x)

x
=
f(x

2
)

x
2

=
f(x

4
)

x
4

= ... = f ′(0)

for any x. Hence f(x) = f ′(0)x.

Problem 6-2.

Proof. Consider an arbitrary continuous function f2,4 defined on [2, 4] and
equal to 0 at its endpoints. By formulas

f(2x) = 2f(x), f(−x) = f(x), f(0) = 0

extend f2,4 to the whole real axis. Obviously the resulting function is defined
and differentiable at all points including zero. If f2,4 is not differentiable in
some internal point thenobviously the same holds for f .
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Part 7

Problem 7-1

Proof. a) We will prove this problem using mathematical induction.
The base obviously holds.

Inductive step: n→ n+ 1.

cos(n · arccos(x)) =
= x cos((n− 1) · arccos(x))− sin(arccos(x)) sin((n− 1) arccos(x)) =

= x2 cos((n− 2) · arccos(x))− sin2(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x))−
2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)) =

= x2 cos((n− 2) · arccos(x))− (1− cos2(arccos(x))) cos((n− 2) arccos(x))−
2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)).

It is clear that the first and the second summand of this sum are polynomials.
As

2x sin(arccos(x)) sin((n− 2) arccos(x)) =
= 2x cos(arccos(x)) cos((n− 2) arccos(x))− 2x cos((n− 1) arccos(x)),

, cos(n arccos(x)) is a polynom.
b) We have

sin((2n− 1) arcsin(x)) = sin((2n− 1)(π
2
− arccos(x))) =

= sin( (2n−1)π
2
− (2n− 1) arccos(x))) = ± cos((2n− 1) arccos(x)),

Therefore sin((2n− 1) arcsin(x)).
) We will prove this problem using mathematical induction. The base obvi-
ously holds.

Inductive step: n→ n+ 1.
n→ n+ 1.

tan(n arctan(x)) =
tan((n− 1) arctan(x)) + x

1− x tan((n− 1) arctan(x))
.

In this fraction the numerator and the denumerator are rational functions.
Therefore the quotient of them is a rational function too.

Problem 7-2.

Proof. The set of roots of sin(x) = 0 is denumerable. From the other hand
the number of roots of P (x) = a is always countable for any a. Therefore
sin(x) is not conjugated to a polynom.

11



Problem 7-3

Proof. We assume that c 6= 0 (cf. 2-1-c). If we find a function R such that
R ◦ f ◦ R(−1) is a linear function. Hence we know all fractional iterations of
linear function, such function R provide a solution of problem 7-3. First we
conjugate f by function R1 = x+ a

c
. We have

f1 := R1 ◦ f ◦R(−1)
1 = α +

β

x
,

where α and β are some numbers. Then we conjugate f1 by R2 := x
√
β).

We have

f2 = R2 ◦ f1 ◦R(−1)
2 s+

1

x

. Let λ be a number such that λ(λ − s) − 1 = 0. We conjugate f2 by
R3 := 1 + 1

x+λ
. We have

f3 := R2 ◦ f ◦R(−1)
2 .

The function f3 is linear.

Problem 7-4.

Proof. Note that

(fn)′(0) = f ′(f(f(· · · )))(0) · f ′(f(· · · ))(0) · · · f ′(0) = kn.

Then

(R ◦ f ◦R(−1))′(0) = R′(f(R(−1)(0)))f ′(R(−1)(0))(R(−1))′(0) =

= f ′(0) ·R′(0) · (R(−1))′(0) = f ′(0).

We recall that |f ′(0)| = |k| < 1. Let q be a real number such that q : |k| <
q < 1. As |f ′(0)| < q, there exists a neighborhood of 0 such that for any
point from this neighborhood |f(x)| < q |x|. Therefore for any point x of
this neighborhood

|fn(x)| < qnx,

and hence f (n)(x) ⇒ 0 for n→∞.

Problem 7-5.
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Proof. We’ll start our proof with some useful facts.

Proposition. Let f be a twice differentiable function such that f(0) = 0
and f ′(0) = k, for 0 < k < 1. Then

∃C > 0∃ε > 0 | ∀x ∈ (−ε, ε) |f (n)(x)′| < Ckn.

Proof. Let f, g be functions such that

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0.

If function g(x)
f(x)

exists and is bounded in 0 neighborhood, we will write

O(f(x)) instead of g(x).
Let us find f (n)(x) =

f ′(x)f ′(f(x))...f ′(f (n−1)x).

By
f ′(f (m)(x)) = k(1 +O(f (m)(x))) =

we conclude that

f (n)′(x)

kn
= (1 +O(x))(1 +O(f(x)))...(1 +O(f (n−1)(x))).

Series
x+ f(x) + f(f(x)) + ...

is absolutely convergent, there exists constant number C such that f (n)(x) <
Ckn.

For function f and integer m we will write f [m] for m-th derivative of f .

Proposition. Let f be a function such that f(0) = 0 and f ′(0) = k, for
−1 < k < 1. Then

∀m ≥ 1∃Cm > 0∃εm > 0 | ∀x ∈ (−εm, εm)|f (n)(x)[m]| < Cmk
n.

Proof. We will use the following lemma:

Proposition. Let exist a constant C for some m > 0 that, for each
r ≤ m we have f (n)(x)[m] ≤ Ckn, then for each r such that 1 < r ≤ m we
have (f ′(f (n)(x)))[r] ≤ C ′kn for some constant C ′.
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Proof. When we differentiate f ′(f (n)(x)) at most m times in each summand
has f (n) or derivative f (n) with order not more than m.

Let us recall f (n)(x)′ =

f ′(x)f ′(f(x))...f ′(f (n−1)(x)).

Note that f (n−1)(x)[m] = (f (n−1)(x)[1])[m−1]. We will prove the statement
using induction. Base is a previous Proposition. Inductive step m→ m+ 1.
Expression f (n)(x)′ is a product of n parts and taking its m-th derivative is a
sum of nm summands, each having no more than m factors f (n)(x)′ changed.
Consider all expressions with exactly r ≤ m factors changed. Derivative of
changed factor f ′(f (s))(x) is less or equal to C ′ks, sum of changed factors is
less or equal to

m!kn−r
∑

i1,...,ir≤n

r∏
q=1

(C ′kiq) = m!C ′rkn−r
r∏
q=1

(1+...+kn) ≤ m!C ′rkn−r
(

1

1− k

)r
.

Obviously, summing those for all r is less or equal to C ′′kn for some C ′′ >
0.

If for a set F of continiously differentiable functions there exists C such
that ∀f ∈ F we have

|f(x)| < C and |f ′(x)| < C

for each x, then there exists a sequence of distinct functions f1, f2, ..., fn
from F ([?]Z) Arzel-Ascoli’s theorem). From evenly boundeness of m-th

derivatives of f (n)

kn
for each m ≥ 1, there exists a sequence n1, n2, ... such that

sequence f (n1)

kn1
, f

(n2)

kn2
, ... converges evenly with series of its m-th derivatives for

all m ≥ 1. Hence, sequence

f (n1)

kn1
,
f (n2)

kn2
, ...

converges evenly, hence, it converges to G, which is the limit of this sequence
at each point, from which we conclude that G is smooth. From the equality

f (n−1)(f(x))

kn−1
= k

f (n)(x)

kn

14



we have
G(f(x)) = kG(x).

Derivative at 0 of all functions in sequence f (n)(x)
kn

equals 1, so derivative of
G(x) at 0 is 1. Hence, G is invertible in 0 neighborhood f(x) = G(−1)(kG(x)).

Remark. Instead of Arzel-Ascoli theorem we can use the following fact:
for a sequence of functions {fi}i∈Z≥0

converges and their second derivatives
are uniformly bounded, then sequence of first derivatives converges too.

Problem 7-6.

Proof. We set x
2

= cos(t). Then the left side can be written is this way:

n∏
k=1

cos(
t

2k
).

We multiply and divide it by 2n

t
sin( t

2n
), which is earning to 1 when n→∞.

We have
∏n

k=1 cos( t
2k

) ∼ cos(2t)
t

. After changing back x to 2 arccos t we solve
the problem. This problem can also be solved by using problem 7-5.

Problems 7-8 and 7-9 immediately follows from the problems 7-1–7-5.
From the problems 7-1–7-9 one can easily get solutions for problems 8-2.

Problem 7-10.

Scetch of a proof. We set f(x) := x−e−
1
x2 (x ≥ 0). For any x > 0 we have

f(x) < x. The only fixed point of f is 0. We define points {xi} in such way
that

f(xi) = xi+1, x0 = 1.

Let δ(x) be a smooth function on [x0, x1], which has zero derivatives of all
orders at x0 and x1. Function f(x)+δ(x) is extendable to the smooth function

on R>0. As any derivative of e−
1
x2 equals 0, the extension would be smooth

at 0.

Part 8

Problem 8-1.
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Proof. Let Q(x) be a polynom of degree m, such that Q(x) commutes with
P(x). Let q1, . . . , qm−1 be roots of Q′(x). Then the polynom Q(x) − Q(qi)
has multiple roots for all i. Therefore the polynom

Q(x)−Q(P (r)(qi))

has multiple roots for any integer i and any integer r. Hence the set of
numbers {Q(P (n)(qi))} is finite and has not more than m elements. Therefore
there exists a finite set S such that for any polynom Q which satisfies the
conditions of the problem the roots of Q′(x) are contained in S.

Hence it is enough to show that there exists only finite set of polynoms Q,
such that roots of Q′ lies in S and Q(x) commutes with P (x). Such functions
expressed as αQ0 + β, where Q0 depends only on the set of roots of Q′ and
α, β are some numbers. The set of possible coefficients α is finite because
the highest coefficients of

αQ0(P (x)) + β = P (αQ0(x) + β)

have to coincide. Hence the equality

αQ0(P (0)) + β = P (αQ0(0) + β)

provides only finite number of possibilities for β.

Problem 8-2 follows from problems 7-1–7-9.
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Fractual iterations of functions.

10 августа 2011 г.

9. Complex dynamics
For home thinking

Let f(0) = 0, f ′(0) = k 6= 0. When f(x) is conjugated with k · x in some
neighborhood of zero?

1. Let f analytic function and |k| 6= 1. Then there exist analytic function
G such that f(x) = G(kG(−1)(x)). Let k2011 = 1. Give an example of
such function which is not conjugate to linear one.

2. Let k is not a root of unity. Then f is conjugated to linear one as a
formal power series.

3. Prove that this series can be divergent.

4. Prove that for some k such that |k| = 1 this power series must converge.
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On the Functional Equation f ◦ f = g

Vlad Vicol∗ and Apostol Apostolov†

Abstract

The functional equation f ◦ f = g for continuous g has no con-
tinuous solutions defined on intervals. If f may have finitely many
discontinuities, we show that solutions exist on closed, but not on open
intervals.

1 Introduction

The functional equation

f(f(x)) = g(x) for all x ∈ R (1)

with a strictly decreasing function g has no solution f in the class of continu-
ous functions. Indeed, because g : R→ R is strictly decreasing, it is injective.
This implies injectivity of f , and, by continuity, f is strictly monotone. In
both cases, f ◦ f is strictly increasing, contradicting the decay of g.

Nevertheless, if we allow f not to be continuous, even for the easiest example
of a decreasing function g, say g = −id, the problem becomes intricate
and very complex (Section 2). For countable many discontinuities we can
construct a solution of f ◦f = −id, but in the class of functions with finitely
many points of discontinuity the situation is not quite predictable: for f
defined on a closed interval there exist solutions (see Proposition 2), but for
f defined on open intervals (e.g. R), no solution exists (see Theorem 1).

All the results we obtain for functions f, g : I → I for an open interval I
extend to functions f̃ , g̃ : R → R, since any open interval is homeomorphic
to R. For example given homeomorphism h : (−1, 1) → R, h(x) = tan(π

2 x),
and function f : (−1, 1) → (−1, 1) such that f ◦f = −id(−1,1). Then function
f̃ : R→ R, f̃ = h−1 ◦ f ◦ h satisfies f̃ ◦ f̃ = −idR.

∗International University Bremen; 28759 Bremen, Germany; v.vicol@iu-bremen.de
†International University Bremen; 28759 Bremen, Germany; a.apostolov@iu-bremen.de
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2 f◦f = -id and the ”odd-even effects” on orbits

We denote by fn the function f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n times

.

The orbit of a point x0 is the set orb(x0) = {fn(x0) | n ∈ N}. Similarly, the
orbit of an interval I is the set of sets orb(I) = {fn(I)|n ∈ N}.

Let us first focus on the functional equation f ◦ f = −id. In this case it
is easy to show that f is bijective. Indeed, if f(x) = f(y), then f(f(x)) =
f(f(y)) and hence −x = −y. Surjectivity of f follows from the equation
f(−f(x)) = x for all x ∈ (−1, 1). Further observe that f(x) = x implies
f(f(x)) = f(x) = x, hence −x = x and x = 0. Thus 0 is the only fixed point
of f .

Then, for all x ∈ (−1, 1), f4(x) = f(f(f(f(x)))) = −(−x) = x; hence,
the number of elements in any orbit has to divide 4. If x = f(f(x)), then
x = −x and x = 0. If x = f(x), then by uniqueness of the fixed point x = 0.
Thus the orbit of every point, except zero, has exactly 4 elements. Also the
orbit of every point of discontinuity has 4 elements. These observations are
central to the construction and the understanding of the functional equation
f ◦ f = −id.

But does it matter whether there are finitely or infinitely many such points?
We shall see that this does matter and that in addition to this the domain
on which our functions are defined is equally as important.

Proposition 1. There exists a function f : (−1, 1) → (−1, 1) with countably
many points of discontinuity such that f(f(x)) = −x for all x ∈ (−1, 1).

Proof. Let us construct f inductively:
Step 1: Split the open interval (−1, 1) into 5 parts

I1
1 = (−1,−2

3 ], I1
2 = (−2

3 ,−1
3 ], I1

3 = (−1
3 , 1

3), I1
4 = [13 , 2

3), I1
5 = [23 , 1).

Map f acts as follows (homeomorphically): I1
5 → I1

2 → I1
1 → I1

4 → I1
5 .

Step k: Split the middle interval Ik−1
3 = (− 1

3k−1 , 1
3k−1 ) into 5 parts:

Ik
1 = (− 1

3k−1 ,− 1
3k ], Ik

2 = (− 2
3k ,− 1

3k ], Ik
3 = (− 1

3k , 1
3k ),

Ik
4 = [ 1

3k , 2
3k ), Ik

5 = [ 2
3k , 1

3k−1 ).

Map f acts as follows: Ik
5 → Ik

2 → Ik
1 → Ik

4 → Ik
5 .

Also set f(0) = 0. Then the constructed function is obviously well defined,
injective, and surjective (since limk→∞

(
1
3

)k = 0). Moreover, it satisfies
f(f(x)) = −x, hence the construction is done. ¥
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Proposition 2. There exists a functions f : [−1, 1] → [−1, 1] with finitely
many points of discontinuity such that f(f(x)) = −x for all x ∈ [−1, 1].

Proof. Let’s construct f . Set f(0) = 0 and let f map 1/2 → −1 →
−1/2 → 1 → 1/2. The remaining open intervals are mapped as in below,
i.e., f((−1/2, 0)) = (−1,−1/2), f((0, 1/2)) = (1/2, 1) (using symmetry over
the vertical axis), and f((1/2, 1)) = (−1/2, 0) , f((−1,−1/2)) = (0, 1/2)
(using symmetry over the origin). Compare with Figure 2, where the orbit
of a point x is depicted using symmetry. ¥
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Figure 1: The graph of f
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Figure 2: The orbit of x

Note that solving the equation f(f(x)) = −x is equivalent to the fact that
the graph of f is symmetric under a plane rotation of 90◦ (see Figure 1).

Theorem 1. There exists no function f : (−1, 1) → (−1, 1) with finitely
many points of discontinuity such that f(f(x)) = −x for all x ∈ (−1, 1).

Proof. Suppose there exists f which satisfies (1). Then, as showed above,
f is bijective and 0 is the only fixed point. We also proved that the orbit of
every point, except zero, contains exactly 4 elements.
Consider the set A = {a1, a2, ..., an} of points of discontinuity of f , and
define

A∗ := orb(A) ∪ {0}.
Then A∗ contains all the discontinuity points of f and their orbits. This
means that A∗ is fully invariant under f , i.e.

f(y) ∈ A∗ iff y ∈ A∗.

For further use let’s set A∗ = {b1, b2, . . . , bm}, where without loss of gener-
ality we can assume that b1 < b2 < . . . < bm. Since the orbit of any point in
A∗ has 4 elements, with the exception of the fixed point 0, we deduce

m = 4k + 1 for some k ∈ N. (2)
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Then define I1 = (−1, b1) and for 2 ≤ j ≤ m let Ij = (bj−1, bj); Im+1 =
(bm, 1).
Using Lemma (1) below, for I = (−1, 1) and M = A∗, we get that the f -
orbit of each Ij has 4 elements, and hence m + 1 = 4p for some p ∈ N. But
this contradicts (2): 4p − 1 = m = 4k + 1, and therefore the existence of f
with finitely many points of discontinuity. ¥
Here we can see the combinatorial aspect of the problem. We show that the
orbits of the points of discontinuity are even (4), and hence the number of
intervals in the induced partition should be odd (4k+1). But it turns out
that the orbit of the intervals is also even (4) and hence the contradiction is
reached.

3 f◦f=g, g continuous

We shall now pose a more general problem: given a strictly decreasing con-
tinuous function g, does there exist a function f with finitely many points
of discontinuity such that f ◦ f = g? The answer of this question is our
main result in this article.

Main Theorem: Let g : R → R be a strictly decreasing and continuous
function. There exists no function f : R→ R with only finitely many points
of discontinuity such that f(f(x)) = g(x) for all x ∈ R.

Before we can prove this theorem we will first have to provide the following
lemmas:

Lemma 1. Let I ⊆ R be an open interval and f : I → I be a bijective
function. Consider a set of points M ⊂ I with |M | = m for some m ∈ N,
such that x ∈ M iff f(x) ∈ M . Let {Ij}m+1

j=1 be the partition of I into open
intervals induced by M . Then:

i. If f is continuous on each Ij, then f(Ij) = Ik for some 1 ≤ k ≤ m+1.

ii. If in addition to i., f ◦ f is strictly decreasing, then f4(Ij) = Ij for all
1 ≤ j ≤ m + 1.

iii. In addition to i., ii., if there exists a point x0 ∈ I such that f(f(x0)) =
x0, then x0 is unique. Further, if x0 ∈ M , then the orbit of each Ij

has 4 elements.

Proof. Fix some Ij in the partition. Using a canonical numbering of the
Ij ’s we may assume that for p < j, Ip is to the left of Ij and vice versa.
f maps Ij to f(Ij) continuously and bijective; hence f(Ij) = (c, d) for some
c, d ∈ I. Since Ij ∩ M = ∅ and M is fully invariant under f , we conclude
that f(Ij) ∩ f(M) = ∅, i.e., (c, d) ∩ M = ∅. This implies that (c, d) ⊆ Ik
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for some 1 ≤ k ≤ m + 1. If (c, d) ( Ik, then c (or d) ∈ Ik. But using f−1,
we get f−1(c) ∈ Ij and thus c = f(f−1(c)) ∈ f(Ij) = (c, d), a contradiction.
Thus we’ve showed that f(Ij) = Ik for some 1 ≤ k ≤ m + 1, and statement
(i) is proven.

Using that f2 is strictly decreasing, we immediately get that f4 is strictly
increasing. There exist exactly j − 1 intervals to the left of Ij . Then by
applying f4 and (i), there will be exactly j− 1 intervals to the left of f4(Ij).
Thus we conclude that f4(Ij) = Ij and (ii) is proven.

By (ii), we get that the orbit of each Ij has either 1, 2, or 4 elements (since
it has to divide 4 a orbit of 3 is impossible). If f ◦ f has a fixed point,
then it is unique since the function h1 = f2 − id is strictly decreasing. If we
would have that f(f(Ij)) = Ij then, using the continuity of h1 on each Ik

and the Intermediate Value Theorem, we would get that there exists x ∈ Ij

such that h1(x) = 0, i.e. x = x0 ∈ M , a contradiction. Using that f2 is
injective and f2(x0) = x0, we get that f(x0) = f(f2(x0)) = f2(f(x0)) and
hence f(x0) = x0. If there exists another fixed point x of f then f(x) =
x = f(f(x)) and hence x0 is the only fixed point of both f and f ◦ f . Using
the same argument as above, the function h2(x) = f(x)−x is continuous on
each Ij and hence we cannot have f(Ij) = Ij . Thus the orbit of each interval
can only have 4 elements, and (iii) is proven. ¥

Lemma 2. Let I and J be open intervals, such that J ⊆ I. Take two
functions f, g : I → J , such that f and g commute (f ◦ g = g ◦ f) and g is
continuous and bijective. Then, f is continuous at x0 iff f is continuous at
g(x0).

r r

r r

f(x)

x

g(f(x)) = f(g(x))

g(x)

? ?

-

-

f f

g

g

Proof. Due to symmetry it is enough to prove only one implication. One
only needs to switch the mapping g with g−1. Note that the bijectivity and
continuity of g implies the bijectivity and continuity of g−1.
Let f be continuous at x0 ∈ I and set y0 = g(x0) ∈ J . Take any sequence
(yn) ⊂ J , such that yn → y0. g−1 is bijective, thus for any n ∈ N there
exists exactly one xn ∈ I such that g(xn) = yn. Further, xn → x0, since g−1

is continuous. Using the fact that f is continuous at x0 we conclude

f(yn) = f(g(xn)) = g(f(xn)) → g(f(x0)) = f(g(x0)) = f(y0)

Thus f is continuous at g(x0) = y0, and the lemma is proven. ¥
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Lemma 3. Let I ⊂ R be an open interval and f, g : I → I such that f◦f = g,
g is continuous and bijective. Then if f has only finitely many points of
discontinuity, the orbit of each non-fixed point has exactly 4 elements.

Proof. Let A be the set of points of discontinuity of f . Since g and f
obviously commute, we can apply Lemma 2 and get that the g-image of a
discontinuity point of f is a discontinuity point of f , i.e. g(A) ⊆ A. Since
A is finite and g injective we conclude that g(A) = A. Take any a ∈ A. Let
l ∈ N0 be the number of elements in A that are strictly smaller than a. Since
g ◦ g is strictly increasing and g(g(A)) = A, there will be exactly l elements
in A that are strictly less than g(g(a)), hence g(g(a)) = a.
f(a) 6= a and g(a) = f(f(a)) 6= a since a is not a fixed point of f or g, but
f4(a) = a. ¥
Now we can proceed with the proof of our Main Theorem:

Proof of Main Theorem. Assume that there exists an f satisfying the
conditions of the theorem.
Obviously, g(R) ⊆ R, and for all n ∈ N, gn+1(R) ⊆ gn(R). Since g is
continuous and strictly monotone, gk(R) is an open interval in R. Let

I =
∞⋂

k=0

gk(R).

First, let’s show that I is not empty. Since g is strictly decreasing, h(x) =
g(x) − x has lim

x→∞h(x) = −∞ and lim
x→−∞h(x) = ∞. Since h is continuous

and strictly decreasing, the equation h(x) = 0 has exactly one solution, say
x0. Note that this implies f(x0) = f(g(x0)) = g(f(x0)) and thus f(x0) = x0.
g(x0) = x0 implies gk(x0) = x0 for all k ∈ N, hence x0 ∈ I. Since I 6= ∅ is
a countable intersection of open intervals, we can say that it is an interval.
Further g(I) = I, that is: g is bijective on I. It is easy to see that I cannot
be a semi-open interval due to the monotonicity of g. Hence I is either closed
or open.

If I is closed, then I = [a, b] for some a < b. But since g is strictly decreasing,
we get g(a) = b, g(b) = a. So since the endpoints would not intervene in our
reasoning, we consider I as being open.
As one can easily see, if x 6∈ I, then g(x) 6∈ I. Now define A as the set of
points at which f is discontinuous. Since it is finite we can represent it as
A = {a1, a2, . . . , an} .

Take any x0 ∈ R\A, and let y0 = g(x0). Since A is finite and g is a continuous
local bijection, we can find a neighborhood U of y0 and a neighborhood V
of x0 such that U ∩ A = ∅, V ∩ A = ∅ and g(V ) = U . Obviously, f and g
commute. Hence we can apply Lemma 2 for g : I → U , U, V ⊆ I, and get
y0 = g(x0) ∈ R \A. Conversely, g(x0) ∈ R \A implies x0 ∈ R \A. Hence we
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find that A is fully invariant under f (and g). But from this we conclude
that g(A) ⊆ A, and since g is injective g(A) = A. Hence A ⊂ I.

By applying Lemma 3 to f, g : I → I, we conclude that the orbit of each

ai has 4 elements. Then the set Aext =
4⋃

k=1

{
fk(ai) | i = 1, . . . , n

} ∪ {x0}
contains all points of discontinuity of f and their orbits. By lemma 2 and
g(x0) = x0, the cardinality of Aext is 4p + 1 for some p ∈ N. The parti-
tion I1 = (a, b1), I2 = (b1, b2), . . . , I4p+1 = (b4p, b4p+1), I4p+2 = (b4p+1, b),
induced on I by Aext, should then be made of 4p+2 open, disjoint in-
tervals (where we denote the bi as being the elements of Aext such that
bi < bj ⇔ i < j). Now we can apply Lemma 1 to I with M = Aext and find
that the orbit of each Ij has 4 elements, and hence the number of intervals
should be divisible by 4. But this contradicts the fact that the number of
elements in the partition is 4p + 2. Hence we got a contradiction to the
existence of f . ¥

4 f◦f=g, g discontinuous

We now consider the equation f ◦ f = g in the case when g : R → R is
not continuous, but both f and g : R → R are in the class of functions
with finitely many points of discontinuity. Is it possible to find solutions of
equation (1)?

Proposition 3. Let I ⊂ R be an open interval. There exist functions
f, g : I → I with finitely many points of discontinuity such that g is strictly
decreasing and f(f(x)) = g(x) for all x ∈ I.

Proof. Here we do not start by picking a function g and then construct f ,
but construct f such that f and f ◦ f respect the conditions of the theorem.
To make calculations easy, we consider I = (−16, 16), instead of (−1, 1).

Let f : (−16, 16) → R, f(x) =





x
2 + 2 : x ∈ (−16,−8)

−x
2 + 10 : x ∈ (−8, 0)

−x
2 − 10 : x ∈ (0, 8)
x
2 − 2 : x ∈ (8, 16)
−2 : x = −8
−10 : x = 0

2 : x = 8

It is trivial to check that f has 3 points of discontinuity and that g := f ◦ f
is strictly decreasing with also 3 points of discontinuity. To get a better
picture of what happens, see Figure 3 and Figure 4. Again we observe that
the graph of f is symmetric (except for one point) under a plane rotation of
180◦ (also see Figure 1). ¥
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Figure 4: The graph of g

To sum up, we have seen that the aforementioned equation f(f(x)) = g(x)
has solutions in the class of arbitrary functions (e.g. when g(x) = −x).
As we have illustrated in our main result, there exist no solutions of (1)
when g(x) belongs to the class of continuous, strictly decreasing functions.
Surprisingly, when tempted to generalize further to the case when g(x) has
finitely many discontinuous points, we obtain an example which shows that
(1) actually possesses a solution.
Some other types of functional equations and their relations to dynamical
systems can be found in [1] and [2].
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Разбиение множеств на части меньшего диаметра

А.М. Райгородский, а также В. Буланкина и М. Прасолов

1 Определения и обозначения

Назовем диаметром множества Ω на плоскости величину

diam Ω = sup
x,y∈Ω

|x− y|.

Здесь
|x− y| =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, x = (x1, x2), y = (y1, y2),

т.е. это обычное “евклидово” расстояние между точками на плоскости. Значок “sup” – это значок “супремума”
(точной верхней грани), и при желании можно считать, что речь идет просто о максимуме. По сути, диаметр
множества – это максимум расстояний между его точками. Почему мы все-таки пишем не всем понятный
супремум? А потому, что бывают множества, в которых обычный максимум расстояний не достигается.
Например, возьмем круг без границы (удалим из круга ограничивающую его окружность). Впрочем, все
это детали. Будем преполагать, что все наши множества “замкнуты” (содержат свою границу), и тогда
надобность в супремуме отпадет.

Рассмотрим произвольное ограниченное множество Ω. Можно считать, что diam Ω = 1 (при необходи­
мости сожмем или раздуем множество с помощью гомотетии). Хочется как можно экономнее разбить Ω на
части строго меньшего диаметра. Иными словами, мы хотим представить Ω в виде

Ω = Ω1 ∪ . . . ∪ Ωf

с условием diam Ωi < diam Ω для каждого i. При этом f мы стремимся минимизировать. Можно представлять
себе Ω как некий неправильной формы торт, который целиком к нам в рот не лезет, но который по жадности
своей мы желаем съесть за наименьшее количество “укусов”. Вот и нужно нам так разрезать торт на куски,
чтобы этих кусков было мало и чтобы в рот они к нам все-таки лезли.

Основной вопрос: какой торт хуже всех с точки зрения описанной выше задачи о разрезании на куски?
Иначе говоря, на сколько кусков мы заведомо любой торт разделим?

К. Борсук в 1933 году формализовал указанную задачу так: каково наименьшее число f(2), такое, что
любое ограниченное множество Ω на плоскости допускает разбиение на f(2) частей меньшего диаметра?
Разумеется, Борсук размышлял не в терминах скорейшего поедания “кривых” тортов, да и вообще, мо­
тивировкой для него служила топологическая проблематика. Подробную и, кстати, весьма интригующую
историю задачи можно найти в книге [1].

Еще вопрос: почему мы пишем f(2)? А дело в том, что плоскость у нас двумерная. На самом деле,
Борсук ставил аналогичную задачу и на прямой (соответствующая величина – f(1)), и в пространстве любой
размерности. Обычно пространство размерности n обозначают через Rn. В частности, R1 = R – это прямая,
R2 – плоскость, R3 – пространство в стандартном школьном смысле, т.е. трехмерное простанство, в котором
мы живем. В общем случае f(n) – это число Борсука, равное такому наименьшему f , что всякое ограниченное
множество в Rn можно разбить на f частей меньшего диаметра, но существует ограниченное множество в Rn,
которое на f −1 частей меньшего диаметра не разбивается. При этом расстояния в Rn меряются стандартно
(“по Евклиду”):

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).

Борсук предположил, что f(n) = n + 1. Это предположение называется гипотезой Борсука. Гипотезу с
треском опровергли в 1993 году (см. [1], [2]), но осталась куча вопросов, на которые по-прежнему нет ответов.

В следующих разделах мы приведем задачи проекта. Постепенно мы выйдем и на интересные нерешенные
проблемы, в которых, однако, вполне возможны серьезные продвижения и на школьном уровне.
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2 Задачи до промежуточного финиша

Задача 1. Докажите, что f(1) = 2.

Задача 2. Докажите, что f(2) > 3. Иными словами, приведите пример множества на плоскости, которое
на две части меньшего диаметра не разбивается.

Задача 3. Разбейте квадрат на части меньшего диаметра.

Задача 4. Разбейте круг радиуса 1/2 на 3 части меньшего диаметра.

Задача 5. Разбейте круг радиуса 1/2 на 3 части, диаметры которых не превосходят величины
√

3
2 = 0.866...

Задача 6. Докажите, что константа
√

3
2 из задачи 5 неулучшаема, т.е. при любом разбиении круга радиуса

1/2 на 3 части найдется часть, диаметр которой не меньше
√

3
2 .

Назовем универсальной покрышкой в Rn такое множество Ω, что для любого множества Φ диаметра 1 в
Rn существует движение пространства, переводящее Φ внутрь Ω. Иными словами, Φ можно так подвинуть,
что Ω целиком его покроет. Например:

Задача 7. Докажите, что квадрат со стороной 1 является универсальной покрышкой на плоскости.

Задача 8. Докажите, что куб со стороной 1 является универсальной покрышкой в пространстве любой
размерности. При этом n-мерным кубом со стороной 1 мы просто считаем множество точек x = (x1, . . . , xn),
у которых xi ∈ [0, 1] для каждого i.

Известно, что правильный шестиугольник Ω6 с расстоянием 1 между параллельными сторонами является
универсальной покрышкой. Подробное доказательство этого (не вполне тривиального) факта можно найти
в книге [3]. Можете, однако, подумать над этим самостоятельно.

Задача 9. Разбейте правильный шестиугольник Ω6 на 3 части диаметра
√

3
2 . Выведите отсюда справедли­

вость гипотезы Борсука на плоскости, а также, в определенном смысле, “неулучшаемость” константы
√

3
2 из

задачи 6.

Задача 10. Что играет роль неулучшаемой константы из задачи 9 в случае прямой?

Задача 11. Докажите, что в любом множестве из n точек на плоскости есть не более n пар точек, рассто­
яние между которыми равно диаметру.

Задача 12. Выведите из задачи 11 справедливость гипотезы Борсука для конечных множеств точек на
плоскости (не прибегая к помощи покрышек).

Задача 13∗. Докажите, что круг радиуса 1√
3

является универсальной покрышкой на плоскости.

Задача 14. Объясните, почему круг радиуса r < 1√
3

не может быть универсальной покрышкой.

Задача 15. Объясните, почему результат задачи 13∗ не позволяет сходу доказать гипотезу Борсука на
плоскости.

Задача 16. Возьмем на плоскости круг B1 радиуса 1√
3
. Поставим произвольную точку на его границе и

рассмотрим круг B2 радиуса 1 с центром в этой точке. Докажите, что B1 ∩ B2 – универсальная покрышка
на плоскости.

Задача 17. С помощью результата задачи 16 докажите гипотезу Борсука.
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Задача 18∗ (исследовательская). Можно ли с помощью результата задачи 16 доказать, что каждое
множество на плоскости разбивается на три части диаметра 6

√
3

2 ? Какая наилучшая константа такого типа
у Вас получается?

Назовем универсальной покрывающей системой (упс) в Rn любую совокупность множеств {Sα}, облада­
ющих тем свойством, что для всякого Ω ⊂ Rn, diam Ω = 1, существует движение, переводящее Ω внутрь хотя
бы одного из множеств Sα.

Задача 19. Рассмотрим правильный шестиугольник Ω6 с расстоянием 1 между параллельными сторонами.
Возьмем отрезок, соединяющий центр шестиугольника с одной из его вершин, и проведем прямую, перепен­
дикулярную этому отрезку, на расстоянии 1/2 от центра. Прямая отсечет от шестиугольника треугольник.
Докажите, что шестиугольник без указанного треугольника также служит универсальной покрышкой на
плоскости. Этот усеченный шестиугольник обозначен Ω′6 на рисунке 1.

Задача 20. Докажите, что средний и правый шестиугольники с рисунка 1 образуют упс. Треугольники,
как и в задаче 19, отсекаются прямыми, которые перпендикулярны отрезкам, соединяющим центр шести­
угольника с соответствующими вершинами, и проходят на расстоянии 1/2 от центра.

Рисунок 1: Примеры упс.

Задача 21. Докажите, что любое множество диаметра 1 на плоскости можно разбить на 5 частей, в каждой
из которых нет пары точек, отстоящих друг от друга на расстояние 1√

3
. Указание. Используйте Ω6.

Задача 22∗ (исследовательская). Можно ли доказать, что при некотором a < 1√
3

любое множество
диаметра 1 на плоскости разбивается на 5 частей, в каждой из которых нет пары точек, отстоящих друг от
друга на расстояние a?

Задача 23. Укажите такое n, что любое множество на плоскости можно разбить на n частей, в каждой из
которых нет пары точек, отстоящих друг от друга на расстояние 1. Какое наименьшее n Вы можете указать?

Задача 24∗. Докажите, что всякое множество диаметра 1 на плоскости разбивается на 6 частей, диаметры
которых не превосходят величины

√
13
3 (2−

√
3) = 0.5577... Указание. Используйте упс {Ω6,1,Ω6,2}.

Задача 25∗∗. А еще лучше, чем в задаче 24∗?

Задача 26∗. Докажите, что всякое множество диаметра 1 на плоскости разбивается на 5 частей, диаметры
которых не превосходят величины 0.603. Указание. Используйте покрышку Ω′6.

Задача 27∗∗. А еще лучше, чем в задаче 26∗?

Задача 28. Докажите, что всякое множество диаметра 1 на плоскости разбивается на 4 части, диаметры
которых не превосходят величины 1√

2
.
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Задача 29. Докажите неулучшаемость результата задачи 28.

Задача 30. Докажите, что всякое множество диаметра 1 на плоскости разбивается на 7 частей, диаметры
которых не превосходят величины 1

2 .

Задача 31. Докажите неулучшаемость результата задачи 30.

3 Задачи после промежуточного финиша.

Задача 32. Докажите, что f(3) > 4.

Задача 33∗. Докажите, что шар радиуса
√

3
8 является универсальной покрышкой в R3.

Задача 34. Объясните, почему шар радиуса r <
√

3
8 не является универсальной покрышкой в R3.

Задача 35. Разбейте шар радиуса 1/2 в пространстве на 4 части меньшего диаметра (т.е. диаметры частей
должны быть меньше 1).

Задача 36∗. Впишем в шар радиуса 1/2 правильный тетраэдр. Рассмотрим 4 трехгранных угла, которые
получаются, если соединять центр шара с вершинами граней тетраэдра. Пересечем каждый из углов с шаром.
Получится разбиение шара на 4 одинаковых части. Найдите диаметры этих частей.

Задача 37. Назовем правильным симплексом в Rn аналог правильного треугольника на плоскости и пра­
вильного тетраэдра в пространстве. А именно, рассмотрим n + 1 точек x1, . . . ,xn+1 в Rn, обладающих тем
свойством, что |xi − xj | = a для всех пар i 6= j и некоторого a > 0. Докажите, что симплекс существует.

Задача 38∗. Назовем n-мерным шаром множество

B = {x = (x1, . . . , xn) : x2
1 + . . .+ x2

n 6 1}.

Это шар радиуса 1 и диаметра 2. Впишем в этот шар правильный симплекс. Найдите длину его стороны.

Задача 39∗∗. Осуществим разбиение шара из задачи 38∗, аналогичное разбиению из задачи 36∗. А именно,
впишем в шар правильный симплекс с длиной стороны, найденной в задаче 38∗, и рассмотрим многогранные
углы с вершиной в центре шара, проходящие через грани симплекса (граней n + 1). Найдите диаметры
полученных частей. В частности, убедитесь, что они меньше 2 и что их величины стремятся к 2 при n→∞.

Задача 40. Возьмем шар B1 радиуса
√

3
8 и пересечем его с произвольным шаром B2 радиуса 1, центр

которого расположен на границе шара B1. Докажите, что B1 ∩B2 – универсальная покрышка в R3.

Задача 41∗. Докажите, что B1 ∩B2 разбивается на 5 частей диаметра меньше 1.

Задача 42. Докажите, что f(4) > 5. Вообще, f(n) > n+ 1.

Задача 43. Найдите какую-нибудь верхнюю оценку для f(4).

Задача 44. Найдите какую-нибудь верхнюю оценку для f(n).

Задача 45. Постройте покрышку в R4, аналогичную покрышкам из задач 40 и 16 из первого списка.

Задача 46∗. Докажите, что покрышка из задачи 45 разбивается на 9 частей диаметра меньше 1 и что,
стало быть, f(4) 6 9.
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4 Решения

При решении задач проекта школьниками был получен ряд ярких и неожиданных результатов. Прежде
всего стоит отметить результат Егора Воронецкого, которому удалось улучшить ранее известные верхние
оценки минимальной величины запрещенного расстояния между точками одного цвета в раскраске произ­
вольного плоского множества диаметра 1 в четыре и пять цветов. Если раньше были оценки величинами
1√
2

и 1√
3
, то теперь, благодаря Егору, мы имеем оценки величинами 1√

3
и 1−

√
3+
√

6
√

3

4
√

3−2
. Конструкции Егора

мы приводим ниже. Также хочется сказать о новой верхней оценке минимального диаметра в разбиении
произвольного плоского множества диаметра 1 на шесть частей. Эту оценку независимо получили Дима Бе­
лов с Никитой Александровым и How Si Wei. Если прежняя оценка имела величину 0.557 . . ., то нынешняя
равна 0.542 . . . Эти конструкции мы также приводим ниже. В то же время некоторые школьники показали
настолько высокую математическую культуру, что это позволило им аккуратно подсчитать диаметры ча­
стей в разбиении n-мерного шара на n+ 1 часть (задача 8∗∗ из второй части проекта), а также передоказать
теорему М. Лассака, опубликованную в 1982 году и утверждающую, что каждое множество диаметра 1 в
Rn можно разбить на 2n−1 + 1 часть диаметра < 1. И разбиение шара, и доказательство теоремы Лассака
выполнили Егор Воронецкий и Максим Дидин.

1. Очевидно f(1) > 1. Так как любое множество диаметра 1 на прямой можно поместить внутри отрезка
длины 1, то достаточно разбить отрезок на части меньшего диаметра: например, пополам.

2. Например, равносторонний треугольник.

3. Это можно сделать, например, проведя один вертикальный разрез.

5. Можно разрезать круг тремя радиусами, углы между которыми равны 120◦.

6. Пусть круг разрезан на три части. Возьмём точку на границе круга, которая принадлежит двум из этих
множеств и построим равносторонний треугольник с одной вершиной в выбранной точке, а двумя другими
- на границе круга. Тогда две вершины этого треугольника принадлежат одной части. Значит, диаметр этой
части не меньше

√
3

2 .

8. Очевидно, что множество Ω диаметра 1 лежит внутри полосы min
x∈Ω

xi 6 xi 6 max
x∈Ω

xi, ширина которой

меньше 1. Пересечение таких полос для всех i — это параллелепипед, который покрывается единичным
кубом.

9. Разрежем шестиугольник на три части перпендикулярами из центра к трём несмежным сторонам шести­
угольника. Диаметр каждой части равен

√
3

2 . Теперь поместим множество диаметра 1 внутрь шестиугольника
Ω6. Это множество также разобьётся на части диаметра не больше

√
3

2 < 1. А как мы знаем из задачи 6,
константа

√
3

2 неулучшаема в случае круга диаметра 1.

10. Любое множество диаметра 1 на прямой можно разбить на части диаметра 6 1
2 , а отрезок длины 1

лучше разрезать нельзя.

11. Соединим ребром пары точек, расстояние между которыми равно 1. Если из каждой точки выходит
не более двух рёбер, то всего не более n рёбер. Тогда рассмотрим тройку рёбер с общим концом. Так как
расстояния между точками не более 1, то угол между рёбрами не превосходит 60◦.

Из другого конца среднего ребра не может выходить ребро, иначе бы его конец был бы на расстоянии
больше 1 от одного из концов рёбер. Потому можно выкинуть среднее ребро вместе с его концом (необщим)
и продолжить доказательство по индукции.

12. Достаточно покрасить вершины графа из решения предыдущей задачи в три цвета так, чтобы вершины
одного цвета не были соединены ребром. Сделаем это по индукции. Если есть висячая вершина, то выкинем
её, оставшийся граф раскрасим по предположению индукции, а её — в цвет, отличный от цвета её соседа.
Если нет висячей вершины, то из всех вершин выходит два ребра, а значит, мы имеем набор циклов, каждый
из которых можно покрасить в три цвета требуемым образом.

5



Рисунок 2: Три ребра с общим концом.

13. Первое решение. Поместим множество диаметра 1 внутрь некоторого большого круга, а потом будем
уменьшать круг, так чтобы он содержал исходное множество. Как только на границу круга попадают точки
из данного множества, будем уменьшать круг далее так, чтобы эти точки оставались на границе круга. Мы
больше не сможем уменьшать круг в одном из двух случаев:

1) концы диаметра круга принадлежат исходному множеству, а значит, диаметр круга не больше 1;
2) круг описан вокруг некоторых трёх точек исходного множества, которые образуют остроугольный

треугольник.
Как известно, среди остроугольных треугольников со сторонами не более 1 максимальный радиус опи­

санной окружности у равностороннего. А значит, исходное множество можно поместить в круг радиуса 1√
3
.

Второе решение. Так как вписанный в круг правильный шестиугольник является универсальной покрыш­
кой, то сам круг — также универсальная покрышка.

14. Пусть равносторонний треугольник со стороной 1 поместили в круг радиуса r, тогда будем уменьшать
круг, как в решении прошлой задачи. В конце мы получим описанный вокруг треугольника круг. Значит,
r > 1√

3
.

15. По задаче 6, если круг радиуса 1√
3

разрезан на три части, то диаметр одной из частей не менее 1.

16. Пусть дано некоторое множество диаметра 1. По задаче 13 поместим его в круг B1 радиуса 1√
3
. После

этого сдвинем его немного, чтобы одна из его точек X попала на границу круга, но при этом само множество
оставалось внутри B1. Проведём круг B2 радиуса 1 с центром X. Так как множество имеет диаметр 1, то
проведённый круг содержит наше множество. А значит, пересечение B1 ∩ B2 также покрывает исходное
множество.

17. Покрышку из задачи 16 можно разрезать на три части диаметра c =
√

3
2 +

√
2√
3
−1

2 < 1. На рисунке O1 —
центр окружности радиуса 1√

3
, O2 — центр окружности радиуса 1, B — середина дуги окружности радиуса

1, а точки A и C выбраны так, чтобы треугольник ABC был равносторонним. Нетрудно посчитать, что его

сторона равняется
√

3
2 +

√
2√
3
−1

2 .

O
1

O
2

A

B

C

Рисунок 3: Разрезание покрышки из задачи 16.

Далее гипотеза Борсука доказывается аналогично решению задачи 9.
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18. Докажем, что покрышку B1 ∩B2 нельзя разбить на три части диаметра меньше, чем c, где c определя­
лось в решении прошлой задачи. Сначала докажем лемму.
Лемма. Для каждой точки X границы B1 ∩B2 найдётся равносторонний треугольник с вершиной в точке
X, а другими двумя — на границе B1 ∩B2, причём сторона любого такого треугольника не меньше c.
Доказательство. Повернём границу B1 ∩B2 относительно X на 60 градусов по часовой стрелке и против,
и повёрнутое пересечём с границей B1 ∩ B2. Полученные точки пересечения будут вершинами искомого
треугольника. Ровно одна вершина этого треугольника попадёт на дугу окружности радиуса 1: если ни одна
вершина не попала на эту дугу, то имеем вписанный угол < 60◦, если попали две — < 60◦. На рисунке O1

— центр окружности радиуса 1√
3
, O2 — центр окружности радиуса 1, ABC — равносторонний треугольник,

причём вершина B лежит на дуге окружности радиуса 1, а остальные — нет.

O
1

O
2

O
3

A

BC

Рисунок 4: Равносторонний треугольник на границе покрышки из задачи 16.

O3 — центр окружности, полученной поворотом на 60◦ относительно точки A из окружности с центром
O1. Поэтому точки O1 и B лежат на окружности с центром O3. То есть O3A = O3B = 1√

3
. Значит, AB

тем меньше, чем меньше угол AO3B. Но BO3O1 = 60◦. Значит, угол AO3B тем меньше, чем меньше угол
O1O3B. Также O3O1 = O3B = 1√

3
. Значит, угол O1O3B тем меньше, чем меньше O1B, которое в свою

очередь минимально, если B — середина дуги окружности радиуса 1. Значит, AB > c.
Теперь вернёмся к решению задачи. Пусть B1 ∩B2 разбито на три части. Возьмём точку X на границе,

которая принадлежит двум частям. Применим лемму для точки X. В найденном треугольнике какие-то две
вершины принадлежат одной части, а расстояние между ними не меньше c. Значит, диаметр этой части не
меньше c.

19. Рассмотрим два маленьких треугольника, которые находятся в противоположных вершинах шести­
угольника. Между любыми двумя точками этих треугольников расстояние не меньше 1. Значит, если мно­
жество диаметра 1 лежит внутри шестиугольника, то один из этих треугольников можно отрезать, не задев
множества.

20. Как было замечено в прошлой задаче один из двух противоположных маленьких треугольников можно
отрезать, не задев множества диаметра 1 внутри шестиугольника. Сделаем так со всеми тремя парами
треугольников. Получим один из шестиугольников на рисунке.

21. Решение предложил участник конференции Егор Воронецкий. Достаточно разрезать правильный ше­
стиугольник со стороной 1√

3
. Однако, его можно разрезать даже на четыре части!

В центре рисунка расположен треугольник Рело диаметра 1√
3
. Нетрудно посчитать, что AB = 1√

3
. Дуге

CD припишем зелёный цвет, но вершине C — голубой. Дугам AC и BC — голубой, но вершинам A и B
— красный и жёлтый соответственно. Цвет остальных дуг и вершин определяется аналогично с помощью
поворота на 120◦.

22. Решение предложил участник конференции Егор Воронецкий. Разрежем шестиугольник аналогично
предыдущему решению, только диаметр треугольника Рело выберем равным AB (см. рис.6).

На рисунке поменяли цвет лишь точки внутри синей части, цвет остальных точек остался прежним.
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A

B

C

D

Рисунок 5: На расстоянии 1√
3

нет точек одного цвета.

A

B

Рисунок 6: На расстоянии 1−
√

3+
√

6
√

3

4
√

3−2
нет точек одного цвета.

23. Эта задача эквивалентна проблеме о хроматическом числе плоскости и до сих пор не решена. Пока
неизвестно можно ли раскрасить плоскость меньше, чем в семь цветов: шестиугольники правильной шести­
угольной решётки можно раскрасить в 7 цветов так, чтобы соседние шестиугольники были разного цвета.

24. Введём обозначение σ =
√

13
3

(
2−
√

3
)

и убедимся, что шестиугольники Ω6,1 и Ω6,2 можно разрезать на
части диаметра не более σ. По задаче 20 этого достаточно для доказательства.

Начнём с шестиугольника Ω6,1.
Пусть Ω6,1 получается из правильного шестиугольника ABCDEF c серединами сторон M1, . . . , M6 и

центром O отсечением треугольников BB1B2, DD1D2 и FF1F2 (см. рис. 7). Отложим на лучах AO,CO,EO
отрезки AX,CY,EZ длины 1/2 и проведём отрезки OX,OY,OZ. Далее, соединим каждую из точек X,Y, Z
с двумя серединами сторон шестиугольника, как на рисунке. Тем самым, задано покрытие Ω6,1 шестью
многоугольниками OXM1B2B1M2Y , AM1XM6 и т.д.

Убедимся, что их диаметры не превосходят σ.
Действительно, AX = M1M6 = 1

2 , а значит, диаметр четырёхугольника AM1XM6 равен 1
2 . Диаметр

семиугольника OXM1B1B2M2Y , как легко проверить, равен OB1 = 1
2 cos π

12
≈ 0.5176. Остальные множества

покрытия получаются из этих двух поворотами и поэтому имеют такие же диаметры.
Теперь разрежем шестиугольник Ω6,2.
Пусть Ω6,2 получается из правильного шестиугольника ABCDEF c центром O отсечением треугольников

AA1A2, BB1B2 и FF1F2 (см. рис. 8). Пусть точка M — середина отрезка A1A2, а серединный перпендикуляр
к отрезку A1C пересекает отрезок AD в точке J . Очевидно, JA1 = JC.
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Рисунок 8:

Проведём через точку J прямые, параллельные диагоналям BE и CF шестиугольника. Пусть они высе­
кают на Ω6,2 отрезки PQ и RS (см. рис. 8). Итак, мы получили разбиение Ω6,2 на шесть многоугольников.

Проверим, что диаметр каждого из них не превосходит σ.
Заметим сначала, что JA1 = JC = σ.
Действительно, равенство JA2

1 = JC2 в силу теоремы Пифагора для треугольников JMA1 и JM2C
(точка M2 — середина BC) равносильно(

OJ +
1
2

)2

+
(

tg π
12

2

)2

=
(

1
2

)2

+
(

1
2
√

3
−OJ

)2

,

откуда находим

OJ =
1− 3 tg2 π

12

4(3 +
√

3)
.

Теперь длину отрезка JA1 можно найти по теореме Пифагора из треугольника JMA1.
Несложные вычисления показывают, что диаметры пятиугольников JMA1B2P и JPB1CR равны JA2 =

JC = σ, а диаметр равностороннего треугольника JRD меньше σ. Множества покрытия разбиваются на
пары симметричных относительно прямой MD, что завершает доказательство.

25. Решение предложили две команды: Александров Никита с Беловым Димой и How Si Wei. Разрежем
элементы упс. Сначала разрежем многоугольник на рисунке 9. Рисунок симметричен относительно поворота
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на 120◦ и BT =
√

2−
√

3. В этом случае диаметры всех частей равны
√

2−
√

3.

Рисунок 9: Диаметры всех частей равны
√

2−
√

3.

Перейдём к рисунку 10. Точка T лежит на диагонали AD и ST = TD. Также AA1 = EV = CU ′ =√
2−
√

3. Точка W выбрана на отрезке V D так, чтобы TW было параллельно CD. Точка Z определяется
аналогично. Точки M ′, N, P ′, Q′,K и L′ — основания перпендикуляров, опущенных из точки T . Вычисления
показывают, что диаметр частей не превосходит TD = 10−4

√
3

5
√

3−3
≈ 0, 5427.

Рисунок 10: Диаметры частей не превосходят TD.

26. Опишем необходимое разрезание Ω′6 на пять множеств.
Рассмотрим на сторонах BC, CD, DE и EF точки X, Y , Z и T соответственно такие, что все стороны

пятиугольника MXY ZT равны (см. рис. 11).
Это можно сделать единственным образом очевидно.
Обозначим длину отрезка MX через ρ′5. Можно убедиться, что ρ′5 = 0.6020 . . ..
Соединим точку O с каждой из вершин MXY ZT . Этим задано покрытие Ω′6 пятью многоугольниками.
Очевидно, что расстояние от точки O до произвольной точки границы Ω′6 не превосходит 1√

3
< ρ′5, а

значит, диаметры всех многоугольников покрытия равны ρ′5.
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Рисунок 11:

27. ?

28. По задаче 7 достаточно разрезать квадрат со стороной 1 на четыре части диаметра 1√
2
. Это можно

сделать, проведя диагонали.

29. Докажем, что круг диаметра 1 нельзя разрезать на четыре части диаметра не более 1√
2
. Допустим

можно. Возьмём точку на границе, которая принадлежит сразу двум частям. Отстроим от неё квадрат с
вершинами на окружности круга. Его сторона равна 1√

2
. Некоторые две вершины этого квадрата принадле­

жат одной части, противоречие.

30. Так как шестиугольник со стороной 1√
3

является универсальной покрышкой, то достаточно его разре­
зать на семь частей диаметра 1

2 :

Рисунок 12: Наибольшие диагонали шестиугольника и пятиугольников равны 1
2 .

31. Докажем, что круг диаметра 1 нельзя разрезать на семь частей диаметра не более 1
2 . Допустим мож­

но. Возьмём точку на границе, которая принадлежит сразу двум частям. Отстроим от неё правильный
шестиугольник с вершинами на окружности круга. Его сторона равна 1

2 . Рассмотрим семь точек: вершины
шестиугольника и его центр. Некоторые две из них принадлежат одной части, противоречие.

32. Правильный тетраэдр нельзя разрезать на три части меньшего диаметра, потому что его вершины
должны принадлежать разным частям.
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33. Решение аналогично первому решению задачи 13. Поместим множество диаметра 1 внутрь некоторого
большого шара, а потом будем уменьшать этот шар, так чтобы он содержал исходное множество. Как только
на границу шара попадают точки из данного множества, будем уменьшать шар далее так, чтобы эти точки
оставались на границе шара. Мы больше не сможем уменьшать шар в одном из трёх случаев:

1) концы некоторого диаметра шара принадлежат исходному множеству, а значит, диаметр шара не
больше 1;

2) некоторые три точки исходного множества лежат на экваторе шара и образуют остроугольный тре­
угольник, в этом случае радиус шара не превосходит 1√

3
;

3) некоторые четыре точки исходного множества лежат на границе шара и образуют тетраэдр, который
содержит центр шара.

Осталось доказать, что в четвёртом случае радиус шара не превосходит
√

3
8 . Это следует из леммы.

Лемма. У тетраэдра, вписанного в сферу радиуса 1 и содержащего её центр, наибольшая сторона не короче√
8
3 . Если при этом тетраэдр правильный, то его стороны равны

√
8
3 .

Доказательство. Пусть O — центр сферы, а ABCD — некоторый тетраэдр, вписанный в неё. Так как O
лежит внутри тетраэдра, то

a ·
−→
OA+ b ·

−−→
OB + c ·

−−→
OC + d ·

−−→
OD =

−→
0

для некоторых положительных чисел a, b, c, d. Пусть a — наибольшее из них. Тогда умножим обе части этого
векторного равенства скалярно на вектор

−→
OA. Получим

a ·
−→
OA ·

−→
OA+ b ·

−−→
OB ·

−→
OA+ c ·

−−→
OC ·

−→
OA+ d ·

−−→
OD ·

−→
OA = 0.

Так как a максимально, то
−→
OA ·

−−→
OX < −1

3

−→
OA ·

−→
OA, где X = B,C или D. Можно считать, что X = B. Так как

OA = OB = 1, то по теореме косинусов AB >
√

8
3 . А в случае правильного тетраэдра равенство достигается.

34. Пусть правильный тетраэдр со стороной 1 поместили в шар радиуса r, тогда будем уменьшать шар,
как в решении прошлой задачи. В конце мы получим описанный вокруг тетраэдра шар. Значит, r >

√
3
8 .

36. Пусть вершины тетраэдра — это A1, A2, A3, A4, а его центр — это O. Для определенности рассмотрим
множество, порожденное трехгранным углом OA1A2A3. Пусть B — середина стороны A2A3. Проведем радиус
OB. Обозначим через C его конец, лежащий на сфере. Утверждение состоит в том, что диаметр — это
длина отрезка A1C. Мы не станем доказывать этот несложный факт, оставляя читателю хорошую пищу для
размышлений.

По прошлой задаче сторона тетраэдра равна
√

2
3 . По теореме Пифагора для треугольников A1BA2 и

OBA2 находим |A1B| =
√

1
2 , и |OB| =

√
1
12 . По теореме косинусов косинус угла A1OB равен −

√
1
3 .

Берем треугольник A1OC, и по теореме косинусов находим

|A1C| =

√
3 +
√

3
6

≈ 0.888... < 1.

37. Докажем по индукции по n. Пусть в плоскости xn+1 = 0 построен правильный n-мерный симплекс T .
Пусть его центр находится в начале координат. Тогда ось xn+1 равноудалена от вершин симплекса T . Значит,
на ней найдётся точка X, от которой расстояния до вершин T равны a. Симплекс, построенный на T , как
на основании, с вершиной X является правильным. Его центр находится на оси xn+1, который можно найти
по теореме Пифагора.

39. Сперва напомним ряд сведений из геометрии. Скалярным произведением векторов x = (x1, x2) и y =
(y1, y2) называется число (x,y) = x1y1 + x2y2. Расстояние |x − y| между точками x,y можно измерить по
формуле

|x− y|2 = (x,x) + (y,y)− 2(x,y). (1)

Запись (x,x) называется скалярным квадратом вектора x. Она выражает квадрат длины |x| этого вектора.
Косинус угла между векторами x,y можно вычислить по формуле (x,y)

|x|·|y| . Таким образом, соотношение (2)
— это просто теорема косинусов:

|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x| · |y| · cos ˆ(x,y). (1′)
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Абсолютно то же самое можно сказать и про Rd, где скалярное произведение векторов x = (x1, . . . , xd),
y = (y1, . . . , yd) задается выражением

(x,y) = x1y1 + . . .+ xdyd.

Что ж, вычислим диаметр одной из частей D, порожденной вершинами x1, . . . ,xd симплекса T . Нетрудно
заметить, что x1 + . . .+ xd+1 = 0 (ср. двумерный и трехмерный случаи). Значит,

(x1,xi) + . . .+ (xd+1,xi) = (0,xi) = 0

для любого i. Поскольку, далее, |x1| = . . . = |xd+1| = 1 (все вершины симплекса лежат на нашей сфере
радиуса 1), имеем (xi,xi) = 1. Наконец, из соображений симметрии следует, что все углы ˆ(xj ,xi) при i 6= j
равны между собой. Стало быть, при i 6= j получаем

0 = (x1,xi) + . . .+ (xd+1,xi) = 1 + d(xj ,xi),

т.е. для всех i 6= j выполнено (xj ,xi) = −1
d .

Заметим, что последнее наблюдение сразу же позволяет нам найти длину стороны симплекса T (рассто­
яние между любыми двумя его вершинами). По теореме косинусов (соотношение (1′)) имеем

|xi − xj |2 = 1 + 1− 2 · 1 · 1 ·
(
−1
d

)
= 2 +

2
d
, |xi − xj | =

√
2d+ 2
d

.

В частности, при d = 2 получается
√

3, а при d = 3 выходит 2
√

2
3 .

Вернемся к поиску диаметра. Здесь есть два случая: d = 2k и d = 2k− 1. Рассмотрим их по отдельности.

Случай 1. Возьмем точки ξ = x1 + . . . + xk и η = xk+1 + . . . + x2k. Эти точки при k > 1 не принадлежат
интересующему нас множеству D, но сперва мы поработаем с ними. Итак,

cos ˆ(ξ, η) =
(x1 + . . .+ xk,xk+1 + . . .+ x2k)
|x1 + . . .+ xk| · |xk+1 + . . .+ x2k|

=
(x1 + . . .+ xk,xk+1 + . . .+ x2k)

|x1 + . . .+ xk|2
.

Числитель в последнем выражении представляет собой (после раскрытия скобок) сумму k2 слагаемых, каж­
дое из которых есть (xi,xj) с разными i и j. Значит, числитель равен k2 ·

(
− 1

2k

)
= −k

2 . Перепишем знамена­
тель:

|x1 + . . .+ xk|2 = |x1|2 + . . .+ |xk|2 +
∑
i 6=j

(xi,xj) = k + k · (k − 1) ·
(
− 1

2k

)
= k − k − 1

2
=
k + 1

2
.

В итоге
cos ˆ(ξ, η) = − k

k + 1
.

Положим теперь ξ′ = ξ
|ξ| , η

′ = η
|η| . Эти точки уже лежат на сфере, и, более того, обе они находятся в

множестве D. По теореме косинусов расстояние между ними равно величине

|ξ′ − η′| =
√
|ξ′|2 + |η′|2 − 2 · |ξ′| · |η′| · cos ˆ(ξ′, η′) =

√
2− 2 cos ˆ(ξ, η) =

√
2 +

2k
k + 1

.

В случае 1 диаметр мы нашли. Отметим, что при k = 1 (т.е. в размерности 2) ξ′ = x1, η′ = x2, т.е.,
действительно, диаметр достигается на стороне. Однако при k > 1 длина стороны равна√

4k + 2
2k

=

√
2 +

1
k
<

√
2 +

2k
k + 1

.

Более того, длина стороны стремится с ростом k к корню из двух, а диаметр множества D стремится к двум,
т.е. к диаметру всей сферы (оставаясь всегда чуть меньше двойки).

Случай 2. Возьмем точки ξ = x1 + . . .+ xk и η = xk+1 + . . .+ x2k−1. Опуская выкладки, которые полностью
аналогичны выкладкам из случая 1, получаем

cos ˆ(ξ, η) = −
√
k − 1
k + 1

.
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Снова полагая ξ′ = ξ
|ξ| ∈ D, η′ = η

|η| ∈ D, имеем окончательно

|ξ′ − η′| =

√
2 + 2

√
k − 1
k + 1

.

В случае k = 2 (т.е. при d = 3) выполнено√
2 + 2

√
k − 1
k + 1

=

√
2 + 2

√
1
3

=

√
2 +

2
√

3
3

=

√
2 · 3 +

√
3

3
= 2

√
3 +
√

3
6

.

В точности то же, что и в задаче 36! Нетрудно заодно осознать и тот факт, что точки ξ′ и η′ суть, в
обозначениях решения задачи 36, точки C и A1 соответственно. Такая вот (вполне ожидаемая) аналогия.

40. Пусть дано некоторое множество диаметра 1. По задаче 33 поместим его в шар радиуса
√

3
8 . После

этого сдвинем его немного, чтобы одна из его точек X попала на границу шара, но при этом само множество
оставалось внутри круга. Проведём круг радиуса 1 с центром X. Так как множество имеет диаметр 1, то
проведённый круг содержит наше множество. А значит, пересечение B1 ∩ B2 также покрывает исходное
множество.

41. Пусть центр шара B2 — самая высокая точка шара B1. Отсечём от B1∩B2 сверху небольшую шапку го­
ризонтальной плоскостью. Остальную часть B1∩B2 разрежем на четыре части плоскостями, параллельными
двум другим координатным плоскостям. Диаметр каждой части в этом случае меньше 1.

42. Правильный симплекс нельзя разбить на n+1 частей меньшего диаметра.

44. Множество диаметра 1 можно поместить в единичный куб, потому достаточно разбить куб на части
диаметра меньше 1. Покроем единичный куб ([

√
n]+1)n кубиками, сторона которых чуть меньше 1√

n
. Главная

диагональ каждого кубика чуть меньше 1. Поэтому f(n) 6 ([
√
n] + 1)n.

45. По решению задачи 39 радиус описанной сферы единичного симплекса в R4 равен
√

2
5 . Аналогично

решению задачи 33 шар радиуса
√

2
5 — универсальная покрышка в R4. Аналогично задаче 40 пересечение

шара B1 радиуса
√

2
5 с единичным шаром B2 с центром на границе B1 — универсальная покрышка в R4.

46. Аналогично решению задачи 41 отсечём небольшую шапку горизонтальной плоскостью, а остальное
разрежем тремя плоскостями, параллельными координатным, на восемь частей.
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Partitioning of a set into pieces of smaller diameter

A.M. Raigorodskii with V. Bulankina and M. Prasolov

1 Definitions and notations

Let the diameter of a set Ω on the plane be the quantity

diam Ω = sup
x,y∈Ω

|x− y|.

Here
|x− y| =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, x = (x1, x2), y = (y1, y2),

i.e. this is ordinary “Euclidian” distance between points on the plane. The symbol “sup” means “supremum”
(least upper bound), and it is convenient to suppose that “sup” means maximum. Essentially, diameter of a set
is a maximal distance between its points. Why do we write not well known supremum nevertheless? Because
there exist sets without a pair of points with maximal distance between them. For example, a disc without its
boundary (remove its bounding circle). Never mind though. We consider only “closed” sets (which contain their
boundary), so supremum is not necessary.

Consider an arbitrary bounded set Ω. We can suppose that diam Ω = 1 (zoom in or zoom out the set using
homothetic transformation to obtain the desired diameter). We aim to sparingly dissect Ω into pieces of smaller
diameter. In other words, we aim to represent Ω in the form

Ω = Ω1 ∪ . . . ∪ Ωf

under the condition diam Ωi < diam Ω for all i and we aim to minimize f . You can imagine Ω as some crooked
cake which does not go through our mouth as a whole but which we desire to eat greedily, to bite the least number
of times. And so we should dissect a cake into pieces such that number of these pieces is the least and each piece
fits in the mouth still.

The main question: which cake is the worse in the sense of the above-described problem about dissecting? In
other words, into how much pieces can we dissect any cake deliberately?

K.Borsuk in 1933 formalized the problem described above: what is the least number f(2) such that any
bounded set Ω on the plane admits a partition into f(2) parts of smaller diameter? Of course, Borsuk was not
reflecting about crooked cakes and even topology served as the motivation for his research. More detailed and, by
the way, more intriguing history of the problem can be found in [1].

One more question: why do we write f(2)? The answer is that the plane is two-dimensional. In the truth,
Borsuk raised a similar problem on the real axis too (corresponding quantity is f(1)), and in space of any dimension
also. Usually the space of dimension n is denoted by Rn. In particular, R1 = R is the real axis, R2 is the plane, R3

is the space in common sense, i.e. 3-dimensional space in which we live. In general case f(n) is a Borsuk number,
which is the least f , such that any bounded set in Rn can be dissected into f pieces of smaller diameter, but there
exists a bounded set in Rn, which cannot be disssected into f − 1 pieces of smaller diameter. Here the distance
between points in Rn is standard ( is measured “by Euclid”):

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).

Borsuk supposed that f(n) = n + 1. This supposition is called the Borsuk conjecture. This conjecture was
disproved in 1993 (see [1], [2]), but it remains a great amount of questions without answers still.

In the following section we introduce the problems. Step by step you approach the interesting problems in
which an advance can be done by elementary methods.

2 Problems before intermediate finish

Problem 1. Prove that f(1) = 2.
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Problem 2. Prove that f(2) > 3. In other words, give an example of a set on the plane which cannot be
dissected into two pieces of smaller diameter.

Problem 3. Dissect a square into pieces of smaller diameter.

Problem 4. Dissect a disc of radius 1/2 into three pieces of smaller diameter.

Problem 5. Dissect a disc of radius 1/2 into three pieces of diameter not greater than
√

3
2 = 0.866...

Problem 6. Prove that the constant
√

3
2 from the problem 5 is unimprovable, i.e. for any partition of a disc of

radius 1/2 into 3 pieces at least one of those pieces has diameter not smaller than
√

3
2 .

Call by universal cover in Rn such set Ω that any set Φ of unit diameter can be moved into Ω, i.e. it is possible
to cover Φ by Ω. For instance:

Problem 7. Prove that a unit square is a universal cover on the plane.

Problem 8. Prove that a unit cube is a universal cover in the space of any dimension. Here we call by unit
cube a set of points x = (x1, . . . , xn), such that xi ∈ [0, 1] for all i.

It is known that a regular hexagon Ω6 with distance 1 between its parallel sides is a universal cover on the
plane. For detailed proof see [3]. However, you may reflect on it.

Problem 9. Dissect the regular hexagon Ω6 into three parts of diameter
√

3
2 . Deduce from this problem the

validity of the Borsuk conjecture on the plane and, in some sense, “unimprovability” of the constant
√

3
2 from the

problem 6.

Problem 10. What number plays the role of unimprovable constant from the problem 9 on the real axis?

Problem 11. Prove that in any set of n points on the plane there are at most n pairs of points such that the
distance between them equals the diameter of the set.

Problem 12. Deduce form the problem 11 the validity of the Borsuk conjecture for finite sets on the plane
(not involving universal covers).

Problem 13∗. Prove that a disc of radius 1√
3

is a universal cover on the plane.

Problem 14. Explain why a disc of radius r < 1√
3

cannot be a universal cover.

Problem 15. Explain why the result of the problem 13∗ does not allow to prove the Borsuk conjecture on the
plane.

Problem 16. A disc B1 of raduis 1√
3

is given on the plane. Choose an arbitrary point on its boundary and
consider the disc B2 of radius 1 with center in chosen point. Prove that B1 ∩B2 is a universal cover on the plane.

Problem 17. Using the result of the problem 16 prove the Borsuk conjecture.

Problem 18∗ (research). Is it possible to prove using the result of the problem 16 that any set of diameter
1 can be dissected into three pieces of diameter 6

√
3

2 ? What is the least such constant that you obtained?

Call by univesal covering system (ucs) in Rn such collection of sets {Sα}, that any Ω ⊂ Rn, diam Ω = 1, can
be moved into at least one of the sets Sα.
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Problem 19. Consider the regular hexagon Ω6 with distance 1 between parallel sides. Consider a segment
connecting the center of hexagon with one of its vertices and draw a line perpendicular to this segment at the
distance 1/2 from the center. This line cuts off a triangle from the hexagon. Prove that the hexagon without
mentioned triangle also is a universal cover on the plane. This truncated hexagon is denoted by Ω′6 on the picture
1.

Problem 20. Prove that the middle and the regular hexagons form ucs. Triangles, as in the problem 19, are
cut off by the lines at the distance 1/2 from the hexagon center and perpendicular to the segments connecting the
center with corresponding vertices.

Picture 1: Examples of ucs.

Problem 21. Prove that any set of diameter 1 on the plane can be dissected into 5 pieces without a pair of
points at the distance 1√

3
. Hint. Use Ω6.

Problem 22∗ (research). Is it possible to prove that for some a < 1√
3

any set of diameter 1 on the plane can
be dissected into 5 pieces without a pair of points at the distance a?

Problem 23. Find such n, that any set on the plane can be dissected into n pieces without a pair of points at
the distance 1. What is the least n that you found?

Problem 24∗. Prove that any set of diameter 1 on the plane can be dissected into 6 pieces of diameter not

greater than
√

13
3 (2−

√
3) = 0.5577... Hint. Use ucs {Ω6,1,Ω6,2}.

Problem 25∗∗. Even better than in the problem 24∗?

Problem 26∗. Prove that any set of diameter 1 on the plane can be dissected into 5 pieces of diameter not
greater than 0.603. Hint. Use the universal cover Ω′6.

Problem 27∗∗. And even beter than in the problem 26∗?

Problem 28. Prove that any set of diameter 1 on the plane can be dissected into 4 pieces of diameter not
greater than 1√

2
.

Problem 29. Prove the unimprovability of the result of the problem 28.

Problem 30. Prove that any set of diameter 1 on the plane can be dissected into 7 pieces of diameter not
greater than 1

2 .

Problem 31. Prove the unimprovability of the result of the problem 30.
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3 Problems after intermediate finish

Problem 32. Prove that f(3) > 4.

Problem 33∗. Prove that a ball with radius
√

3
8 is a universal cover in R3.

Problem 34. Explain why a ball of radius r <
√

3
8 cannot be a universal cover in R3.

Problem 35. Split a ball of radius 1/2 into four pieces of smaller diameter in the space (i.e. diameter of each
piece must be smaller than 1).

Problem 36∗. Let regular tetrahedron be inscribed in the ball of radius 1/2. Let us consider 4 trihedral angles
which we can get if we connect the center of the ball with vertices of tetrahedron’s faces. Let us intersect each of
these angles with the ball. So we will have a partitioning of our ball into 4 equal pieces. Find diameters of these
pieces.

Problem 37. Let us define regular simplex in Rn as an analog of regular triangle on the plane and regular
tetrahedron in the space. Notably let us consider n+ 1 points x1, . . . ,xn+1 in Rn such that |xi−xj | = a for every
pairs i 6= j and some a > 0. Prove the existence of the simplex.

Problem 38∗. Let us define n-dimensional ball as a set

B = {x = (x1, . . . , xn) : x2
1 + . . .+ x2

n 6 1}.

It is a ball with radius 1 and with diameter 2. Let us inscribe the regular simplex in this ball. Find the length of
the side of this simplex.

Problem 39∗∗. Let us realize partitioning of the ball from the problem 38∗ like partitioning from the problem
36∗. Notably let us inscribe a regular simplex whose sides’ length was found in problem 38∗ in our ball and let us
consider such polyhedral angles which have a vertex in the center of our ball and pass through the simplex faces
(there are n+ 1 faces of simplex). Find diameters of obtained pieces. In particular ascertain that they are smaller
than 2 and also that their values tend to 2 with n→∞.

Problem 40. Let us intersect the ball B1 of radius
√

3
8 with any ball B2 of radius 1 whose center lies on the

border of the ball B1. Prove that B1 ∩B2 is a universal cover in R3.

Problem 41∗. Prove that B1 ∩B2 can be split into 5 pieces of diameter smaller than 1.

Problem 42. Prove that f(4) > 5. Also in the general case f(n) > n+ 1.

Problem 43. Find any upper bound for f(4).

Problem 44. Find any upper bound for f(n).

Problem 45. Construct a cover in R4, like covers from the problem 40 of this list and also the problem 16 from
the list of problems before the intermediate finish.

Problem 46∗. Prove that the cover from the problem 45 can be split into 9 pieces of diameter smaller than 1
and so f(4) 6 9.
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4 Solutions

When solving the problems of the project, some of the school participants have obtained brilliant and unex-
pected results. First of all, it is worth making special mention of a result by Egor Voronetskiy who succeeded
in improving all the previously known upper bounds for the minimum value of a forbidden distance between any
two monochromatic points in a colouring of an arbitrary planar set of diameter 1 with four and five colours. If
the previous bounds were by the values 1√

2
and 1√

3
, then now, due to Egor, we have bounds by the values 1√

3

and 1−
√

3+
√

6
√

3

4
√

3−2
. Egor’s constructions are given below. Also we want to say about a new upper bound for the

minimum diameter in a partitioning of an arbitrary planar set of diameter 1 into six parts. This bound was
independently obtained by Dima Belov with Nikita Aleksandrov and by How Si Wei. If the previous bound had
a value 0.557 . . ., then the current bound equals 0.542 . . . Below, we also present these constructions. At the same
time, some school participants have shown a very high mathematical culture: they managed to carefully calculate
the diameters of parts in a dissection of the n-dimensional unit ball into n+ 1 parts (problem 8∗∗ from the second
part of the project); they also managed to give a proof of a theorem by M. Lassak, which was published in 1982
and which asserts that any set of diameter 1 in Rn can be partitioned into 2n−1 + 1 pieces of diameter < 1. Both
the dissection of the unit ball and the proof of Lassak’s theorem were done by Egor Voronetskiy and Maksim
Didin.

1. It is obvious that f(1) > 1. It is sufficient to dissect the segment into 2 pieces with smaller diameter as long
as for any set with diameter 1 on the line we can put it in the segment with length 1. For example we can dissect
our segment in halves.

2. It is equilateral triangle for example.

3. We can do it with one vertical section for example.

5. We can cut our circle by three radii, with angles of 120◦ between them.

6. Let our circle be dissected into three pieces. Let us take a point on the boundary of our circle so that it lies
in two of these pieces. And let us construct an equilateral triangle with one vertex at our point and other vertices
on the boundary of our circle. Then two vertices of this triangle are in the same piece. So the diameter of this
piece is not less than

√
3

2 .

8. It is obvious that the set Ω with diameter 1 is in stripe min
x∈Ω

xi 6 xi 6 max
x∈Ω

xi with width at most 1. Intersection

of such stripes for all i is a parallelepiped. We can cover it by the unit cube.

9. Dissect the regular hexagon into three pieces by perpendiculars from the center to not adjacent sides. The
diameter of each piece equals

√
3

2 . Then place the set Ω of diameter 1 into Ω6. The partition of Ω6 provides the
partition of Ω into the pieces of diameter at most

√
3

2 < 1. And as we know from the problem 6, the constant
√

3
2

is unimprovable in the case of the circle of diameter 1.

10. Any set of diameter 1 on the line can be dissected into two pieces of diameter 1
2 but the unit segment cannot

be dissected into two parts of diameter smaller than 1
2 .

11. Connect by edges all pairs of points at the distance 1. If every point is incident to at most two edges then
we have at most n edges. So consider a triple of edges with common end. Since the distance between points is at
most 1, the angle between edges is at most 60◦.

Another end of the middle edge is incident only to this edge, since any two points are at the distance at most
1 (see pic.2). So erase the middle edge with its not common end and continue the proof by induction.

12. It is sufficient to paint in three colours the vertices of the graph from the previous problem. Do it by
induction. Suppose you have a vertex v with only one edge incident to it. Erase v, colour the rest graph by
induction and then paint v not in the colour of its neighbour. In other cases the graph is a collection of cycles.
Paint them in three colours.
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Picture 2: Three edges with common end.

13. The first solution. Place the set Ω of diameter 1 into a large disc B. Then reduce this disc in such a way that
it always contains Ω and once some points appear on the boundary of B they continue to lie there. We cannot
reduce the disc if one of two cases occurs:

1) ends of some diameter of B belong to Ω, so the diameter of B is not greater than 1;
2) some three points of Ω lie on the boundary of B and form an acute-angled triangle, it is well-known that in

this case the diameter of B is not greater than 1√
3
.

The second solution. Since the regular hexagon inscribed in the circle is a universal cover, this is a universal
cover also.

14. Suppose that the equilateral triangle with the side 1 is contained in a disc with radius r, then reduce this
disc as in the solution of the previuos problem. In the end we obtain the circumscribed disc about the triangle.

So r >
√

1
3 .

15. By the problem 6 if the disc with radius 1√
3

is dissected into three parts then the diameter of some part is
at least 1.

16. By the problem 13 we can place any set Ω of diameter 1 into the circle B1 with radius 1√
3
. Then translate

this set so that the point X ∈ Ω appears on the boundary of the circle but Ω continues to lie in B1. Draw a circle
B2 with radius 1 and center X. Since the diameter of Ω equals 1, B2 covers Ω also. So the intersection B1 ∩ B2

covers Ω.

17. The universal cover from the problem 16 can be dissected into three parts of diameter c =
√

3
2 +

√
2√
3
−1

2 < 1.
We see on the picture that O1 is the center of circle with radius 1√

3
, O2 is the center of the circle with radius 1,

B is the middle of the arc with unit radius and points A and C are chosen in such a way that the triangle ABC

is equilateral. It is easy to compute that its side equals
√

3
2 +

√
2√
3
−1

2 .

O
1

O
2

A

B

C

Picture 3: The partition of the universal cover from the problem 16.

After that the Borsuk conjecture can be proved in a similar way as in the problem 9.

18. Let us prove that B1 ∩ B2 cannot be dissected into three parts of diameter smaller than c which is defined
in the solution of the previous problem.
Lemma. For every point X on the boundary of B1 ∩B2 there exists an equilateral triangle whose vertices belong
to the boundary of B1 ∩B2 and one of them is X. Also the side of such triangle is not shorter than c.
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Proof. Rotate the boundary of B1 ∩ B2 about X by 60 degree clockwise and counter-clockwise. Intersect the
image under rotation with boundary of B1 ∩ B2. Intersection points are the vertices of the equilateral triangle.
Exatly one of them lies on the arc with radius 1: if no points lie on this arc then we have an inscribed angle < 60◦,
and if two points lie on this arc — < 60◦. On the picture there are O1 — the center of the circle with radius 1√

3
,

O2 — the center of the circle with radius 1, ABC — the equilateral triangle, where vertex B lies on the arc with
radius 1.

O
1

O
2

O
3

A

BC

Picture 4: A equilateral triangle on the boundary of the universal cover from the problem 16.

Rotate the circle with center O1 about A by 60◦. Denote by O3 its center. Clearly points O1 and B lie on
the circle with center O3, i.e. O3A = O3B = 1√

3
. Therefore, AB decreases if the angle AO3B decreases. But

BO3O1 = 60◦. So the angle AO3B decreases as the angle O1O3B decreases. Also O3O1 = O3B = 1√
3
. So the

angle O1O3B decreases as O1B decreases. O1B is minimal if B is the middle of the arc with radius 1. Therefore,
AB > c.

Return to the proof of the initial problem. Suppose B1 ∩B2 is dissected into three parts. Consider the point
X on the boundary which belongs to 2 parts. Apply lemma to point X. In the triangle from lemma some two
vertices belong to the same part, i.e. the distance between them is at least c. Therefore the diameter of this part
is at least c.

19. Consider two small triangles that lie in the opposite vertices of the hexagon. The distance between any two
points of these triangles is at least 1. So, if a set of diameter 1 lies within the hexagon then one of these triangles
can be cut off without touching the set.

20. Continuing the proof of the previuos problem we can cut off a triangle in every pair of opposite triangles
without touching the set. So we obtain one of the hexagons on the picture.

21. Solution is given by the participant of the conference Egor Voronetskii. It is sufficient to dissect the regular
hexagon with the length of the side 1√

3
. However it can be dissected into 4 parts!

In the center of the picture the Reuleaux triangle of diameter 1√
3

is placed. It is easy to compute that AB = 1√
3
.

Colour the arc CD in green, but the vertex C — in blue. Colour arcs AC and BC in blue, but vertices A and B
— in red and yellow respectively. Colours of other arcs and vertices are defined using the rotation by 120◦.

22. Solution is given by the participant of the conference Egor Voronetskii.
Dissect the hexagon similarly to the previous problem, but the diameter of the Reuleaux triangle equals AB

in this case (see pic.6).
We change color only in the interior of the blue part. Other points keep their color.

23. This problem is equivalent to the problem about the chromatic number of the plane which is unsolved. It is
known only how to paint the plane in 7 colours: hexagons of regular hexagonal lattice can be painted in 7 colours
in such a way that adjacent hexagons are of different colour.

24. Let σ =
√

13
3

(
2−
√

3
)
. We will dissect hexagons Ω6,1 and Ω6,2 into 6 pieces of diameter not greater than σ.

By the problem 20 it is sufficient for the proof.
Let us start with hexagon Ω6,1.
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A

B

C

D

Picture 5: There are no points of the same colour at the distance 1√
3

A

B

Picture 6: There are no points of the same colour at the distance 1−
√

3+
√

6
√

3

4
√

3−2
.

Suppose that Ω6,1 is obtained from the regular hexagon ABCDEF by cutting triangles BB1B2, DD1D2 and
FF1F2. Let M1, . . . , M6 be the middle points of the sides and O be the center (see pic. 7). Consider segments
AX,CY,EZ of length 1/2 on rays AO,CO,EO and draw segments OX,OY,OZ. Then connect all points X,Y, Z
with two sides of the hexagon (see pic.7). So we obtain a partition of Ω6,1 into six polygons OXM1B2B1M2Y ,
AM1XM6 etc.

Their diameters are not greater than σ.
Indeed, AX = M1M6 = 1

2 . Therefore the diameter of quadrilateral AM1XM6 equals 1
2 . The diameter of

7-gon OXM1B1B2M2Y equals OB1 = 1
2 cos π

12
≈ 0.5176. Other diameters can be obtained from these two ones by

rotation of the picture.
Now dissect the hexagon Ω6,2 in the following way.
Suppose that Ω6,2 is obtained from the hexagon ABCDEF by cutting triangles AA1A2, BB1B2 and FF1F2

(see pic. 8). Let M be the middle of A1A2, and J be the intersection of a midperpendicular to the segment A1C
with segment AD. Clearly JA1 = JC.

Draw lines parallel to diagonals BE and CF through the point J . Suppose these lines intersect Ω6,2 by
segments PQ and RS (see pic. 8). So we have Ω6,2 dissected into six polygons.

Let us check that their diameter is not greater than σ.
Note that JA1 = JC = σ.
Indeed, by Pythagorean theorem for triangles JMA1 and JM2C (the point M2 is the middle of BC) the

8



�
�
�
�
�
�
�
�
�

T
T
T
T
T
T
T
T
T
�
�
�
�
�
�
�
�
� T

T
T
T
T
T
T
T
T

b
b

b
bb

"
"

"
""

�
��

T
TT

l
l

l
l

ll

,
,

,
,

,,

C
C
C
C
C
CC

�
�
�
�
�
��

���
���

�

XXXXXXX

A

C

E

B

D

F M5

M2

O

M6

M1

M4

M3

D1

D2

B1

F2

B2

F1

X

Y

Z

Picture 7:

�
�
�
�
�
�
�
�
�

T
T
T
T
T
T
T
T
T
�
�
�
�
�
�
�
�
� T

T
T
T
T
T
T
T
T

b
b

b
bb

"
"

"
""

�
�
�
�
�
�
�
�

T
T
T
T
T
T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
T

�
�
�
�
�
�
�
�

A

C

E

B

D

F

J

P

Q

R

S

M

A2

A1

B1

F2

B2

F1

M2

Picture 8:

equality JA2
1 = JC2 is equivalent to(

OJ +
1
2

)2

+
(

tg π
12

2

)2

=
(

1
2

)2

+
(

1
2
√

3
−OJ

)2

,

so we obtain

OJ =
1− 3 tg2 π

12

4(3 +
√

3)
.

Now the length of the segment JA1 can be computed by Pythagorean theorem for the triangle JMA1.
It is not so difficult to compute that diameters of pentagons JMA1B2P and JPB1CR equal JA2 = JC = σ,

and diameter of the equilateral triangle JRD is less than σ. The partition is symmetric with respect to the line
MD. This finishes the proof.

25. Solution is given independently by two teams: Aleksandrov Nikita and Belov Dima, and How Si Wei.
Dissect elements of ucs. At first dissect the polygon on the picture 9. It is symmetric with respect to rotation

by 120◦ and BT =
√

2−
√

3. We have diameters of all parts equal
√

2−
√

3.
Then consider the picture 10. The point T lie on the diagonal AD and ST = TD. Also AA1 = EV = CU ′ =√

2−
√

3. The point W is chosen in such a way that W lies on V D and TW is parallel to CD. The point Z can
be defined in similar way. Points M ′, N, P ′, Q′,K and L′ are bases of perpendiculars dropped from the point T .
After some computations we see that diameters of all parts are at most TD = 10−4

√
3

5
√

3−3
≈ 0, 5427.
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Picture 9: Diameters of all parts equal
√

2−
√

3.

Picture 10: Diameters of all parts are at most TD.

26. Dissect Ω′6 into five sets in the following way.
Consider points X, Y , Z and T on the sides BC, CD, DE EF respectively such that all sides of the pentagon

MXY ZT are equal (see pic. 11).
Clearly this can be done in the unique way.
Denote the length of the segment MX by ρ′5. It is easy to compute that ρ′5 = 0.6020 . . ..
Connect the point O with all vertices of MXY ZT . So Ω′6 is dissected.
Obviously the distance between the point O and arbitrary point on the boundary of Ω′6 is not greater than

1√
3
< ρ′5. Therefore parts of the partition have diameter ρ′5.

27. ?

28. By the problem 7 the partition of the unit square into 4 parts of diameter 1√
2

is sufficient. Draw the
diagonals.

29. Let us prove that the circle of diameter 1 cannot be dissected into four pieces. Suppose the contrary. Let
us take a point on the boundary of our circle so that it lies in two of these pieces. And let us construct a square

10



Picture 11:

with one vertex at our point and other vertices on the boundary of our circle. Then two vertices of this square

are in the same piece. So the diameter of this piece is not less than
√

1
2 .

30. Since the regular hexagon with side 1√
3

is a univeral cover, its partition into 7 parts of diameter 1
2 is sufficient

(see pic.12)

Picture 12: the maximal diagonals of the hexagon and pentagons equal 1
2 .

31. Let us prove that the circle of diameter 1 cannot be dissected into seven pieces. Suppose the contrary. Let
us take a point on the boundary of our circle so that it lies in two of these pieces. And let us construct a regular
hexagon with one vertex at our point and other vertices on the boundary of our circle. Then two vertices of this
hexagon are in the same piece. So the diameter of this piece is not less than 1

2 .

32. The regular tetrahedron cannot be dissected into three pieces of smaller diameter, because its vertices must
lie in different pieces.

33. The solution is similar to the first solution of the problem 13. Place the set Ω of diameter 1 into a large ball
B. Then reduce this ball in such a way that it always contains Ω and once some points appear on the boundary
of B they continue to lie there. We cannot reduce the ball if one of three cases occurs:

1) ends of some diameter of B belong to Ω, so the diameter of B is not greater than 1;
2) some three points of Ω lie on the equator of B and form an acute-angled triangle, in this case the diameter

of B is not greater than 1√
3
;

3) some four points of Ω lie on the boundary of B and form tetrahedron which contains the center of B.
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It is sufficient to prove that in the third case the radius of the ball is not greater than
√

3
8 . This follows from

the lemma.
Lemma. Suppose a tetrahedron T is inscribed into a unit sphere and contains the center of the sphere. Then

some side of T is not shorter than
√

8
3 . Suppose additionaly that T is regular. Then its sides equal

√
8
3 .

Proof. Let O be the center of the sphere and A,B,C,D be vertices of T . T contains O, therefore

a ·
−→
OA+ b ·

−−→
OB + c ·

−−→
OC + d ·

−−→
OD =

−→
0

for some positive numbers a, b, c, d. Let a be the maximal number among them. Consider the inner product of
vector

−→
OA with both parts of this equality:

a ·
−→
OA ·

−→
OA+ b ·

−−→
OB ·

−→
OA+ c ·

−−→
OC ·

−→
OA+ d ·

−−→
OD ·

−→
OA = 0.

Number a is maximal, so
−→
OA ·

−−→
OX < −1

3

−→
OA ·

−→
OA where X = B,C or D. Without loss of generality X = B. By

cosine law AB >
√

8
3 since OA = OB = 1. The inequality is exact in the case of the regular tetrahedron.

34. Suppose that the regular tetrahedron with the side 1 is contained in a ball with radius r, then reduce this
ball as in the solution of the previuos problem. In the end we obtain the circumscribed ball about the tetrahedron.

So r >
√

3
8 .

36. Let A1, A2, A3, A4 be the vertices of the tetrahedron and O be its center. Consider the piece associated to
the trihedral angle OA1A2A3. Let B be the middle of A2A3. Draw the radius OB. Denote by C its end lying on
the sphere. The statement is that the diameter equals the length of A1C. We leave the proof of this fact to the
reader.

By the previous problem a side of the tetrahedron equals
√

2
3 . By the Pythagorean theorem for triangles

A1BA2 and OBA2 obtain that |A1B| =
√

1
2 and |OB| =

√
1
12 . By the cosine law a cosine of the angle A1OB

equals −
√

1
3 .

By the cosine law for triangle A1OC, obtain that

|A1C| =

√
3 +
√

3
6

≈ 0.888... < 1.

37. n points which have one unit coordinate and whose all other coordinates are zero form a regular simplex in
the plane x1 + x2 + · · ·+ xn = 1.

39. Recall some geometric notions. The inner product of vectors x = (x1, x2) and y = (y1, y2) is a number
(x,y) = x1y1 + x2y2. The distance |x− y| between points x,y is measured by formula

|x− y|2 = (x,x) + (y,y)− 2(x,y). (1)

Notation (x,x) is called the inner square of the vector x. It represents a square of the length |x| of this vector.
The cosine of the angle between the vectors x,y can be computed by formula (x,y)

|x|·|y| . So the equality (1) is just
the cosine law:

|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x| · |y| · cos ˆ(x,y). (1′)

Say the same about Rd. The inner product of vectors x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) equals

(x,y) = x1y1 + . . .+ xdyd.

Let us compute the diameter of the part D associated to the vertices x1, . . . ,xd of the simplex T . Clearly
x1 + . . .+ xd+1 = 0 (see two- and three-dimensinal cases). Therefore

(x1,xi) + . . .+ (xd+1,xi) = (0,xi) = 0

for each i. Since |x1| = . . . = |xd+1| = 1 (all vertices of T lie on the unit sphere), we obtain that (xi,xi) = 1.
Finally by symmetry all angles ˆ(xj ,xi) for i 6= j are the same. Hence for i 6= j we obtain that

0 = (x1,xi) + . . .+ (xd+1,xi) = 1 + d(xj ,xi),
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i.e. (xj ,xi) = −1
d . for all i 6= j

By the last observation and the cosine law (the equality (1′))

|xi − xj |2 = 1 + 1− 2 · 1 · 1 ·
(
−1
d

)
= 2 +

2
d
, |xi − xj | =

√
2d+ 2
d

.

In particular, substituting d = 2 or d = 3 we get
√

3 or 2
√

2
3

Return to the diameter computing. We have two cases: d = 2k and d = 2k − 1.

Case 1. Consider the points ξ = x1 + . . .+ xk and η = xk+1 + . . .+ x2k. These points do not belong to D if k > 1
but have some interest. So

cos ˆ(ξ, η) =
(x1 + . . .+ xk,xk+1 + . . .+ x2k)
|x1 + . . .+ xk| · |xk+1 + . . .+ x2k|

=
(x1 + . . .+ xk,xk+1 + . . .+ x2k)

|x1 + . . .+ xk|2
.

The numerator in the last expression (after expansion) is a sum of k2 summands of the form (xi,xj) for all i and
j. Therefore, numerator equals k2 ·

(
− 1

2k

)
= −k

2 . Rewrite the denominator:

|x1 + . . .+ xk|2 = |x1|2 + . . .+ |xk|2 +
∑
i 6=j

(xi,xj) = k + k · (k − 1) ·
(
− 1

2k

)
= k − k − 1

2
=
k + 1

2
.

Finally

cos ˆ(ξ, η) = − k

k + 1
.

Now consider ξ′ = ξ
|ξ| , η

′ = η
|η| . These points lie on the sphere and belong to the set D. By the cosine law the

distance between them equals the quantity

|ξ′ − η′| =
√
|ξ′|2 + |η′|2 − 2 · |ξ′| · |η′| · cos ˆ(ξ′, η′) =

√
2− 2 cos ˆ(ξ, η) =

√
2 +

2k
k + 1

.

In the case 1 we found the diameter. Note that if k = 1 (i.e. in the second dimension) then ξ′ = x1, η′ = x2,
i.e. in fact the diameter equals the side of T . However, if k > 1 the length of the side equals√

4k + 2
2k

=

√
2 +

1
k
<

√
2 +

2k
k + 1

.

The length of the side tends to
√

2 with growth of k but the diameter of D tends even to 2, i.e. the diameter of
the sphere.

Case 2. Consider the points ξ = x1 + . . .+ xk η = xk+1 + . . .+ x2k−1. Similarly to the case 1 we obtain that

cos ˆ(ξ, η) = −
√
k − 1
k + 1

.

Again consider ξ′ = ξ
|ξ| ∈ D, η′ = η

|η| ∈ D, and finally

|ξ′ − η′| =

√
2 + 2

√
k − 1
k + 1

.

In the case k = 2 (i.e. if d = 3) we get√
2 + 2

√
k − 1
k + 1

=

√
2 + 2

√
1
3

=

√
2 +

2
√

3
3

=

√
2 · 3 +

√
3

3
= 2

√
3 +
√

3
6

.

It is the same as in the problem 36! Clearly, points ξ′ and η′ are points C and A1 respectively in the notations of
the problem 36. Here we have such (expected) analogy.

40. By the problem 33 we can place any set Ω of diameter 1 into the ball B1 with radius
√

3
8 . Then translate

this set so that the point X ∈ Ω appears on the boundary of the circle but Ω continues to lie in B1. Draw a ball
B2 with radius 1 and center X. Since the diameter of Ω equals 1, B2 covers Ω also. So the intersection B1 ∩ B2

covers Ω.

13



41. Suppose that the center of B2 is the highest point of B1. Cut off the little hat from B1 ∩B2 from above by
horizontal plane. Dissect the rest of B1 ∩ B2 into 4 parts by the planes parallel to other coordinate planes. The
diameter of each part is less than 1.

42. The regular simplex cannot be dissected into n+1 parts of smaller diameter.

44. A set of unit diameter can be placed into the unit cube. So it is sufficient to dissect the cube into parts of
diameter less than 1. Cover the unit cube by ([

√
n] + 1)n small cubes whose sides are quite smaller than 1√

n
. The

main diagonal of each small cube is quite smaller than 1. Therefore f(n) 6 ([
√
n] + 1)n.

45. By the solution of the problem 37 the radius of the subscribed sphere about a unit simplex in R4 equals√
2
5 . Similarly to the solution of the problem 33 the ball B1 of radius

√
2
5 is a universal cover in R4. Similarly to

the problem 40 the intersection of the ball B1 with the unit ball (whose center lies on the boundary of B1) is a
universal cover in R4 also.

46. Similarly to the solution of the problem 41 cut off the small hat by horizontal plane, and dissect the rest by
three other coordinate plans into 8 parts.
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Наборы прямых на плоскости

К. Куюмжиян, Е. Молчанов, И. Шнурников

Пусть набор из n различных прямых делит плоскость на f частей. Цель следующей
серии задач — найти все возможные числа f частей плоскости для фиксированного
числа прямых n. В 1993 г. Н. Мартинов нашел все такие числа, а в 2007 г. В.И. Арнольд
предложил новую схему доказательства, которой мы будем следовать.

Задачи до промежуточного финиша

Число прямых в наборе всегда будет обозначаться через n (n > 1), а число частей
(многоугольных или неограниченных областей) плоскости, разделённой этим набором,
через f .

Задача 1. Для произвольного n найдите минимальное и максимальное возможные
значения f .

Задача 2. Для каждого отдельного значения n найдите все возможные числа f , где
(a) 1 6 n 6 5,
(b) n = 6, 7.

Максимальное число параллельных прямых в наборе обозначим через p. Максималь­
ное число проходящих через одну точку прямых в наборе обозначим через q. Число то­
чек пересечения, каждая из которых принадлежит i прямым набора, обозначим через
ri, где 2 6 i 6 q.

Задача 3. Докажите, что
(a) f > (p+ 1)(n− p+ 1),
(b) f > q(n− q + 2),
(c) оценки пунктов (a) и (b) реализуются,
(d) f = n+ 1 +

∑q
i=2(i− 1)ri.

Задача 4. Докажите, что число областей f не может принадлежать интервалам
(a) (n+ 1; 2n) для n > 3,
(b) (2n; 3n− 3) для n > 5,
(c) (3n− 2; 4n− 8) для n > 8.
Задача 5. Найдите максимальные возможные значения f для фиксированных чисел
(a) n и p,
(b) n и q.

Для фиксированных n и p, 1 6 p 6 n, обозначим через a(n, p) и b(n, p) следующие
числа:

b(n, p) = (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p , a(n, p) = b(n, p)−min

{
p, C2

n−p

}
.

Задача 6. Для любого целого числа p, 1 6 p 6 n, и любого целого числа f , где
a(n, p) 6 f 6 b(n, p), приведите пример набора из n прямых, делящего плоскость на f
областей и имеющего максимум p параллельных прямых.
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Основная теорема. Для фиксированного n множество всех возможных чисел f
есть объединение натуральных чисел отрезков [a(n, p); b(n, p)] по всем p, где 1 6 p 6 n.

Другими словами, все возможные числа областей f реализуются примерами зада­
чи 6. Однако пока не очевидно, почему числа, не попадающие в отрезки [a(n, p); b(n, p)],
не могут быть числами областей. Дело в том, что для фиксированных чисел n и p со­
ответствующие наборы могут делить плоскость менее чем на a(n, p) частей.

Задача 7. Найдите все пары чисел n и p, для которых существует набор из n
прямых, делящий плоскость на менее чем a(n, p) частей.

Для данного n лакуной назовём интервал (b(n, p+1); a(n, p)), содержащий не менее
одного целого числа. Число лакун для данного n обозначим через L(n). Занумеруем
лакуны числами от 1 до L(n) по убыванию p (т.е. слева направо).

Задача 8. (a) Выразите число лакун L(n) явной формулой через n для n > 3.
(b) Сколько целых чисел содержит лакуна номер j для 1 6 j 6 L(n)?
Задача 9. Предположим, что существуют n прямых, делящих плоскость на f ча­

стей, где число f принадлежит лакуне номер j. Докажите, что p 6 j − 1 и q 6 j.
Задача 10. Докажите, что

q∑
i=2

i(i− 1)ri > n(n− p).

Задача 11. (a) Докажите, что f > n+ 1 + n(n−p)
q

.

(b) Докажите, что число f не может принадлежать лакуне номер j для 1 6 j 6
√
n.

Задача 12. Докажите, что если p < n, то

r2 + n > 3 + r4 + 2r5 + 3r6 + · · ·+ (q − 3)rq.

Задача 13. (a) Докажите, что

f > 2
n(n− p)
q + 3

.

(b) Докажите, что число f не может принадлежать лакуне номер j для 1 6 j 6
L(n)− 2.

Задача 14. В выпуклом n–угольнике (n > 4) проведены все диагонали, причём
никакие три из них не пересекаются в одной точке.

(a) Сколько получилось точек пересечения диагоналей? (Вершины не считаются
точками пересечения диагоналей.)

(b) На сколько частей диагонали разбивают внутренность n–угольника?
Задача 15∗. Докажите, что число f областей плоскости, разделённой n прямыми,

не может принадлежать последним двум лакунам (номер L(n)− 1 и L(n)).
Задача 16∗. На плоскости даны n точек, не лежащие на одной прямой. Рассмотрим

прямые, проходящие ровно через две из данных точек, и обозначим число таких прямых
через m. Докажите, что C2

m+2 > n.
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Наборы прямых на плоскости
К. Куюмжиян, Е. Молчанов, И. Шнурников

Задачи после промежуточного финиша
Рассмотрим плоскости α1 и α2 в трёхмерном пространстве и точку O, не лежащую

ни на одной из них. Центральным проектированием называется преобразование, при
котором точке X плоскости α1 ставится в соответствие точка пересечения прямой OX
с плоскостью α2.

Задача 17. Пусть на плоскости α1 дан набор прямых. Найдите образы прямых и
областей плоскости α1 при центральном проектировании на плоскость α2 относительно
точки O. Можно считать, что в наборе есть две пересекающиеся прямые.

Будем считать, что прямые, параллельные данной прямой l, проходят через бесконеч­
но удалённую точку, соответствующую направлению l. Центральное проектирование
бесконечно удалённой точки, соответствующей направлению l, есть точка пересечения
плоскости α2 с прямой, проходящей через точку O параллельно l (если l параллель­
на α2, то образом будет бесконечно удалённая точка плоскости α2, соответствующая
направлению l).

Задача 18. Докажите, что центральное проектирование есть взаимно однозначное
отображение плоскостей вместе с их бесконечно удалёнными точками. Найдите образ
и прообраз бесконечно удалённых точек плоскостей α1 и α2, соответственно.

Назовём проективной плоскостью плоскость вместе с её бесконечно удалёнными
точками, а набором прямых на проективной плоскости — набор прямых вместе с соот­
ветствующими им бесконечно удалёнными точками. При этом одна из прямых набора
может быть бесконечно удалённой. Для набора n прямых на проективной плоскости
обозначим через ti число точек проективной плоскости, принадлежащих i прямым, где
2 6 i 6 n.

Задача 19. Докажите, что для n прямых на проективной плоскости∑
i>2

i(i− 1)ti = n(n− 1).

Заметим, что проективная плоскость позволяет объяснить следующее сходство меж­
ду параллельными прямыми и прямыми, проходящими через одну точку. Возьмём два
набора из k + 1 прямых на плоскости: первый состоит из k параллельных прямых и
одной секущей, а второй из k + 1 проходящих через одну точку прямых:
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Оба набора делят плоскость на 2k + 2 области, и это не случайное совпадение. Если к
обоим наборам добавить бесконечно удалённую прямую, то получатся наборы из k + 2
прямых, которые переводятся друг в друга центральным проектированием и поэтому
имеют одинаковое число областей. В этой связи можно ожидать, что решить задачу 15
будет проще на проективной плоскости.

Задача 20. Дано n прямых на проективной плоскости. Определите области проек­
тивной плоскости так, чтобы при центральном проектировании области переходили в
области взаимно однозначно. Как по двум данным точкам и набору прямых узнать,
принадлежат ли точки одной области?

В дальнейшем число областей проективной плоскости будем обозначать через f , а
максимальное число прямых набора, проходящих через одну точку, через m.

Задача 21. Докажите следующие аналоги задач 3, 12 и 13.
(a)

f = 1 + t2 + 2t3 + . . .+ (n− 1)tn,

(b)
m(n−m+ 1) 6 f 6 m(n−m+ 1) + C2

n−m.

(c) Если m < n, то

t2 > 3 + t4 + 2t5 + 3t6 + . . .+ (m− 3)tm.

(d) Если m < n, то для любого целого числа M, M > m, верно

f > 2

(
n2 − n+ 2M

M + 3

)
.

Задача 22∗. Пусть n > 2m+ 2 и tm > 2. Докажите, что f > (m+ 1)(n−m). Верно
ли это для n = 2m+ 1?

Задача 23∗. Сформулируйте и докажите основную теорему для наборов n прямых
на проективной плоскости. Завершите доказательство основной теоремы для обычной
плоскости.

Задача 24. (a) На сколько областей могут разделить плоскость n окружностей,
проходящих через одну точку?

(b) Рассмотрим на сфере окружности, получаемые как сечения сферы плоскостя­
ми, проходящими через её центр. На сколько частей могут разделить сферу n таких
окружностей?

Дальнейшая цель — доказать теорему Сильвестра и её обобщения.

Задача 25. (Теорема Сильвестра) (a) На плоскости даны n точек, не лежащих
на одной прямой. Докажите, что найдётся прямая, на которой лежат только две данные
точки.

(b) На плоскости проведены n прямых, причём не все они параллельны и не все
пересекаются в одной точке. Докажите, что найдётся точка, принадлежащая ровно
двум прямым.

Оказывается, что в условиях задачи 25(b) найдётся несколько таких точек. Чтобы
оценить их число, удобнее рассматривать наборы прямых на проективной плоскости.
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Обозначим через pj число j-угольных областей проективной плоскости, образованных
этим набором прямых.

Задача 26. Докажите, что если tn = 0, то∑
i>2

(3− i)ti +
∑
j>3

(3− j)pj = 3.

Задача 27. Дан набор n прямых на проективной плоскости такой, что tn = 0.
Найдите минимальные возможные значения t2 отдельно для каждого n 6 9.

Задача 28. (a) Приведите примеры наборов n прямых с t2 = n
2

для чётных n > 6.
(b) Приведите примеры наборов n прямых с t2 = 3

[
n
4

]
для нечётных n > 7.

Задача 29F. Докажите, что если tn = 0, то t2 > 3
7
n.

Задача 30F. (Гипотеза Дирака 1951-го года). Если tn = 0, то t2 > [n
2
].

Очередная цель — доказать ряд неравенств, в которых участвуют сразу несколько
чисел ti.

Задача 31∗. Если tn = tn−1 = tn−2 = 0, то

t2 +
3

2
t3 > 8 +

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti.

Задача 32. Дано n прямых на проективной плоскости. Отметим красным цветом
точки пересечения, принадлежащие ровно двум прямым. Синим цветом отметим точ­
ки пересечения, принадлежащие не менее чем трём прямым. Отрезки прямых с одно­
цветными концами, не содержащие внутри себя цветных точек, покрасим в цвет своих
концов. Обозначим через x и y числа красных и синих отрезков соответственно. Покра­
сим зелёным цветом области, ограниченные не менее чем четырьмя отрезками данных
прямых и содержащие на своей границе хотя бы одну красную точку. Число пар, со­
стоящих из зелёной области и лежащей на её границе синей точки, обозначим через z.
Докажите, что

(a)
x− y = 2t2 −

∑
i>3

iti.

(b) Если не существует таких двух точек, что любая данная прямая проходит хотя
бы через одну из них, то

y + z >
3

2

∑
i>3

ti.

(c) Если tn = tn−1 = tn−2 = 0, то

x+ z 6 3p4 +
∑
j>5

jpj.

Задача 33∗. Найдите новые соотношения между ti и pj (не выводящиеся тривиально
из задач 26 и 31, но, возможно, использующие задачу 32).
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Наборы прямых на плоскости
Решения задач до промежуточного финиша

Задача 1. Ответ: n+ 1 6 f 6 n(n+1)
2

+ 1. Оба неравенства доказываются индукцией
по n, база n = 1, f = 2. Если добавляемая прямая пересекает предыдущие в x точках,
то при её добавлении число областей увеличивается на x + 1. Следовательно, при до­
бавлении n-й прямой число областей увеличивается не менее, чем на 1, и не более, чем
на n.

Задача 2. Ответ:

n=1, f = 2,

n=2, f ∈ {3, 4},

n=3, f ∈ {4, 6, 7},

n=4, f ∈ {5, 8, . . . , 11},

n=5, f ∈ {6, 10, 12, . . . , 16},

n=6, f ∈ {7, 12, 15, . . . , 22},

n=7, f ∈ {8, 14, 18, . . . , 29}.

Невозможность остальных чисел следует из задач 1 и 3(a)(b).
Задача 3. (a) Рассмотрим p параллельных прямых набора и будем добавлять осталь­

ные прямые набора по очереди. Очередная прямая имеет не менее p точек пересечения
с предыдущими прямыми, поэтому при её добавлении число областей увеличится на не
менее, чем p+ 1. Добавив n− p прямых, получим f > (p+ 1)(n− p+ 1).

(b) Рассмотрим q пересекающихся в одной точке прямых набора и будем добавлять
остальные прямые набора по очереди. Очередная прямая имеет не менее q − 1 точек
пересечения с предыдущими прямыми, поэтому при её добавлении число областей уве­
личится на не менее, чем q. Добавив n− q прямых, получим f > q(n− p+ 2).

(c) Рассмотрим p параллельных прямых, через некоторую точку на одной из них
поведем остальные n − p прямых поочерёдно. При добавлении каждой прямой число
областей увеличивается на p и в итоге будет равно (p+ 1)(n− p).

Рассмотрим q прямых, проходящих через одну точку. Будем проводить остальные
(n− q) прямых параллельно одной из первых q прямых по очереди. Тогда при до­
бавлении очередной прямой число областей увеличивается на q и в итоге будет рав­
но q(n− q + 2).

(d) Решение 1. Будем добавлять прямые поочерёдно. Если очередная прямая пе­
ресекает предыдущие в x точках, то её добавление увеличивает число областей на
x + 1. С другой стороны, каждая из этих x точек пересечения или имеет кратность
два, или до добавления прямой имела кратность на единицу меньше. Следовательно,
сумма

∑
i>2(i− 1)ri при добавлении этой прямой увеличивается на x.

Решение 2. Пересечём набор прямых с кругом достаточно большого радиуса, содер­
жащим внутри себя все точки пересечения прямых набора. Рассмотрим граф, вершины
которого — точки пересечения прямых друг с другом и с окружностью круга, рёбра —
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отрезки прямых и дуги окружности, не содержащие отличных от своих концов вершин
графа. Число вершин v и рёбер e этого графа равны 2n+

∑
i>2 ri и 3n+

∑
i>2 iri соответ­

ственно. Число f частей плоскости, разделённой набором прямых, на единицу меньше
числа областей, образованных графом. Следовательно, по формуле Эйлера для графов
имеем

f = n+ 1 +
∑
i>2

(i− 1)ri.

Задача 4. (a) Если все прямые параллельны, то f = p + 1. Если не все прямые
параллельны, то 1 6 p 6 n − 1. По задаче 3 имеем f > (p + 1)(n − p + 1). Выражение
(p+ 1)(n− p+ 1) есть квадратный трёхчлен относительно p с отрицательным старшим
коэффициентом. При p = 1 и p = n−1 трёхчлен (p+1)(n−p+1) принимает значение 2n.
Следовательно, при 1 6 p 6 n − 1 трёхчлен (p + 1)(n − p + 1) принимает значения, не
меньшие 2n.

(b) Если все или все кроме одной прямой параллельны, то f = n+ 1 или f = 2n. По
задаче 3(a) имеем f > (p+ 1)(n− p+ 1). Выражение (p+ 1)(n− p+ 1) есть квадратный
трёхчлен относительно p с отрицательным старшим коэффициентом. При p = 2 и p =
n−2 трёхчлен (p+1)(n−p+1) принимает значение 3n−3. Следовательно, при 2 6 p 6
n− 2 трёхчлен (p+ 1)(n− p+ 1) принимает значения, не меньшие 3n− 3. Поэтому при
2 6 p 6 n − 2 имеем f > 3n − 3. Если p = 1, то по задаче 3(b) имеем f > q(n − q + 2).
Если q = n, то f = 2n. Рассмотрим квадратный трёхчлен q(n− q+2). При 3 6 q 6 n−1
имеем f > q(n−q+2) > 3n−3. Остался случай p = 1 и q = 2, в котором число областей
равно

1 +
n(n+ 1)

2
> 3n− 3 ⇔ n2 − 5n+ 8 > 0.

(c) Если p > n− 2 или q > n− 1, то f 6 3n− 2. Если 3 6 p 6 n− 3 или 4 6 q 6 n− 2,
то по задаче 3 получим f > 4n − 8. Остался случай p 6 2 и q 6 3. По задаче 3 имеем
f = n+1+ r2 +2r3. Каждая прямая набора пересекается не менее, чем с n−2 другими.
Поэтому число пар пересекающихся прямых равно r2 + 3r3 и не меньше, чем n(n−2)

2
.

Следовательно,

f > n+ 1 +
2

3
(r2 + 3r3) > n+ 1 +

n2 − 2n

3
> 4n− 8

при n > 8.
Задача 5. (a) Рассмотрим p параллельных прямых набора из n прямых и будем

добавлять остальные прямые по очереди. Очередная прямая номер i, 1 6 i 6 n − p
пересекает предыдущие прямые в не более, чем p+ i−1 точках и поэтому её добавление
увеличивает число областей на не более,чем p+ i. Добавив n− p прямых, получим

f 6 (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p.

Оценка достигается для наборов p параллельных прямых и n− p прямых общего поло­
жения (т.е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку),
находящихся также в общем положении с p параллельными прямыми.

(b) Рассмотрим q пересекающихся в одной точке прямых набора из n прямых и
будем добавлять остальные прямые по очереди. Очередная прямая номер i, 1 6 i 6 n−q,
пересекает предыдущие прямые в не более, чем q+i−1 точках, и поэтому её добавление
увеличивает число областей на не более,чем q + i. Добавив n− q прямых, получим

f 6 q(n− p+ 2) + C2
n−q+1 = 1 + C2

n+1 − C2
q−1.
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Оценка достигается для наборов q пересекающихся в одной точке прямых и n− q пря­
мых общего положения, находящихся также в общем положении с q пересекающимися
прямыми.

Задача 6. Возьмем n− p прямых в общем положении. Выберем t точек из их точек
пересечения для некоторого t 6 min{p, C2

n−p}. Проведем p параллельных прямых так,
чтобы они проходили через выбранные точки пересечения и не проходили бы через
другие точки пересечения n − p прямых между собой. При этом выберем направле­
ние для p параллельных прямых отличным от любой из первых n − p прямых. Тогда
предъявленный набор имеет максимум p параллельных прямых и делит плоскость на

f = (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p − t

частей.
Задача 7. Минимальное число областей для наборов прямых с данными числами

n, p равно (p + 1)(n − p + 1). Достигается, например, если n − p + 1 прямых проходят
через одну точку, а все остальные p−1 прямых параллельны одной из n−p+1 прямых.
Осталось заметить, что

(p+ 1)(n− p+ 1) < a(n, p) ⇔ C2
n−p > p ⇔ n > p+

1

2
+

√
2p+

1

4
.

В последнем равносильном переходе можно было прийти к n > p+ 1
2

+
√

2p+ 9
4
.

Задача 8. (a) L(n) = max{k > 1 | b(n, n− k + 1) 6 a(n, n− k)− 2} при n > 3,

b(n, n− k + 1) 6 a(n, n− k)− 2 ⇔ min

{
n− k, k(k − 1)

2

}
6 n− k − 2 ⇔

⇔ n >
k2 + k

2
+ 2 ⇔ k 6

√
2n− 15

4
− 1

2
.

Откуда L(n) =
[√

2n− 15
4
− 1

2

]
.

(b) Так как

n >
L2(n) + L(n)

2
+ 2, то min

{
n− j, j(j − 1)

2

}
=
j(j − 1)

2
при 1 6 j 6 L(n).

Поэтому a(n, n− j) = (n− j + 1)(j + 1), и лакуна номер j содержит n− j(j+1)
2
− 1 целое

число.
Задача 9. Если j 6 p 6 n − j или j + 1 6 q 6 n − j + 1, то по задаче 3 получаем

f > (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j). Если p > n− j + 1, то вследствие задачи 5 получаем

f 6 (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p 6 b(n, n− j + 1).

Если q > n− j + 2, то вследствие задачи 5 имеем

f 6 q(n− q + 2) + C2
n−q + 1 6 b(n, n− j + 1).

Задача 10. Число пар пересекающихся прямых равно
∑q

i=2
i(i−1)

2
ri и не меньше, чем

n(n−p)
2

, поскольку каждая прямая пересекается с не менее, чем n− p прямыми.
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Задача 11. (a) По задачам 3 и 10 имеем

f − (n+ 1) =
∑
i>2

(i− 1)ri >
q∑

i>2

i(i− 1)

q
ri >

n(n− p)
q

.

(b) Предположим противное, тогда по задаче 9 имеем p 6 j − 1 и q 6 j, где j — номер
лакуны. Используя n− p > n− j + 1, получаем противоречие с предыдущим пунктом:

f > n+ 1 +
n(n− p)

q
> (n− j + 1)(

n

q
+ 1) > (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j).

Задача 12. Пересечём набор прямых с кругом достаточно большого радиуса, содер­
жащим внутри себя все точки пересечения прямых набора. Получим граф, вершины
которого — точки пересечения прямых друг с другом и с окружностью круга, рёбра —
отрезки прямых и дуги окружности, не содержащие отличных от своих концов вер­
шин графа. Число вершин v и рёбер e этого графа равны 2n +

∑
i>2 ri и 3n +

∑
i>2 iri

соответственно. Внутри круга находится f областей, где

f = n+ 1 +
∑
i>2

(i− 1)ri.

Сумма по всем областям внутри круга числа ограничивающих их рёбер равна

2e− 2n = 4n+ 2
∑
i>2

iri.

Так как p < n, то каждая область внутри круга ограничена не менее, чем тремя рёбрами
графа. Следовательно, 2e− 2n > 3f, откуда получаем требуемое неравенство.

Задача 13. (a) Положим a = 2
q+3

, b = q−1
q+3

. Рассмотрим квадратный трёхчлен отно­
сительно переменной i

a(i2 − i) + b(3− i)− (i− 1) = a(i− 2)(i− q) 6 0 при 2 6 i 6 q.

Умножим соответствующие значения многочлена на ri и сложим по всем 2 6 i 6 q:

0 > a

q∑
i=2

i(i− 1)ri + b

q∑
i=2

(3− i)ri −
q∑

i=2

(i− 1)ri > an(n− p) + b(3− n)− (f − n− 1),

где последнее неравенство получено из задач 10, 12 и 3. Следовательно,

f > 2
n(n− p)
q + 3

+ (n+ 1 +
q − 1

q + 3
(3− n)) > 2

n(n− p)
q + 3

.

(b) Предположим противное, тогда по задаче 9 имеем p 6 j − 1 и q 6 j. Используя
n− p > n− j + 1, получаем противоречие с предыдущим пунктом:

f > 2
n(n− p)
q + 3

> (n− j + 1)
2n

q + 3
> (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j),

т.к.
(q + 3)(j + 1)

2
6
j2 + 4j + 3

2
6

1

2
L2(n) < n.
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Задача 14. (a) Точка пересечения определяет две проходящие через неё диагонали
и их концы, т.е. четвёрку вершин n-угольника. Обратно, каждая четвёрка различных
вершин n-угольника определяет одну точку пересечения диагоналей. Следовательно,
число точек пересечения равно C4

n.
(b) Решение 1. Будем проводить диагонали по очереди. Если добавленная диагональ

имеет x точек пересечения с предыдущими диагоналями, то она увеличивает число
частей внутренности n-угольника на x+1. Значит, каждая точка пересечения и каждая
диагональ увеличивает число частей на единицу. Тогда искомое число частей равно
1 +C4

n + n(n−3)
2

, т.к. число точек пересечения известно из предыдущего пункта, а число
диагоналей равно n(n−3)

2
.

Решение 2. Рассмотрим граф с вершинами в точках пересечения диагоналей и вер­
шинах n-угольника, рёбра которого суть отрезки диагоналей и стороны n-угольника. В
таком графе v = n + C4

n вершин и e = 2C4
n + n(n−1)

2
рёбер. Откуда по формуле Эйлера

число частей равно 1 + e− v = 1 + C4
n + n(n−3)

2
.

Задача 15. См. задачу 23.
Задача 16. Нарисуем на плоскости прямые, каждая из которых проходит через две

из данных точек. Эти m прямых разобьют плоскость на не более, чем 1 +m+C2
m обла­

стей. Рассмотрим все точки данного множества, через которые не проходит ни одной
прямой, проходящей ровно через две точки данного множества. Оказывается, что в каж­
дой области, образованной набором m прямых, находится не более одной такой точки
(это остаётся вам доказать). Также остаётся найти m областей, внутри которых таких
точек нет. На m прямых находится не более 2m точек данного множества. Поэтому
n 6 2m+ 1 + C2

m = C2
m+2.

Решения задач после промежуточного финиша

Задача 17. Для параллельных плоскостей α1 и α2 центральное проектирование есть
преобразование подобия, переводящее прямые в прямые и области в области. Пусть
плоскости α1 и α2 пересекаются и пусть l1 и l2 — прямые пересечения плоскостей α1

и α2 с плоскостями, проходящими через точку O параллельно плоскостям α2 и α1 со­
ответственно. Образ отличной от l1 прямой l есть прямая, если l‖l1, и есть прямая с
выколотой точкой (точкой пересечения с l2), если l ∦ l1. Если область пересекает l1,
то её образ состоит из двух неограниченных областей. Если неограниченная область
примыкает к двум непараллельным лучам, то её образ примыкает к l2.

Задача 18. Взаимная однозначность вытекает из определений. Образом и прооб­
разом будут соответственно прямые l2 и l1 вместе со своими бесконечно удалёнными
точками. Прямые l1 и l2 — прямые пересечения плоскостей α1 и α2 с плоскостями,
проходящими через точку O параллельно плоскостям α2 и α1 соответственно.

Задача 19. Любые две прямые имеют ровно одну общую точку на плоскости с
бесконечно удалёнными точками (если прямые параллельны или одна из них бесконечно
удалена, то эта общая точка бесконечно удалена). Количество пар прямых равно C2

n.
В точке, принадлежащей i прямым, пересекается C2

i пар прямых, откуда и получаем
требуемое.

Задача 20. Определим, что такое «область» проективной плоскости, разделённой
набором n прямых, предположив сначала, что не все прямые проходят через одну точ­
ку. Если одна из прямых набора бесконечно удалена, то областями будем называть
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части обычной плоскости, разделённой остальными n− 1 прямыми. Если в наборе нет
бесконечно удалённой прямой, тогда областью будет называться:

• ограниченная область плоскости,

• неограниченная область плоскости, примыкающая к двум параллельным лучам,

• пара неограниченных областей плоскости, одна из которых примыкает к непарал­
лельным лучам l1 и l2, а другая к непараллельным лучам l3 и l4 при условии l1‖l3
и l2‖l4. При этом считается, что бесконечно удалённые точки, соответствующие
направлениям от l1 до l2, соединяют неограниченные области пары и вместе с
ними входят в одну область на проективной плоскости.

Если же все прямые набора проходят через одну точку проективной плоскости, то «обла­
сти» определяются аналогично. Две точки принадлежат одной области тогда и только
тогда, когда их можно соединить ломаной, не пересекающей прямые. При этом концы
ломаной совпадают с данными точками, а промежуточные вершины могут быть беско­
нечно удалёнными точками. Звеньями ломаной, выходящими из бесконечно удалённой
точки, считаются лучи, параллельные направлению этой бесконечно удалённой точки.
При центральном проектировании так доопределенная ломаная переходит в ломаную.
Следовательно, две точки находятся в одной области тогда и только тогда, когда их
образы при центральном проектировании находятся в одной области. Это означает вза­
имно однозначное соответствие областей.

Задача 21. (a) Решение 1. Переведем одну из прямых набора центральным проек­
тированием в бесконечно удалённую. Число областей и числа ti при этом не изменятся.
Теперь число областей проективной плоскости совпадает с числом f областей обычной
плоскости, разделённой набором из n−1 прямых. По задаче 3 имеем f = n+

∑
i>2(i−1)ri.

Осталось заметить, что
n− 1 =

∑
i>2

(i− 1)(ti − ri),

т.к. на бесконечно удалённой прямой находятся ti − ri точек пересечения, принадлежа­
щих i− 1 прямым набора, на считая бесконечно удалённой.

Решение 2. Индукция по числу прямых, база n = 1. Для перехода заметим, что до­
бавляемая прямая увеличивает число областей на количество своих точек пересечения
с предыдущими прямыми.

(b) Индукция по n, база n = m, f = m. Добавляемая прямая номер j, 1 6 j 6
n − m, имеет не менее m и не более m + j − 1 точек пересечения с предыдущими
прямыми, т.к. на проективной плоскости любые две прямые пересекаются. Осталось
заметить, что добавляемая прямая увеличивает число областей на количество своих
точек пересечения с предыдущими прямыми.

(c) Рассмотрим граф на проективной плоскости, вершины которого — точки пересе­
чения прямых друг с другом, рёбра — отрезки прямых. При этом допускается прохож­
дение ребра через бесконечно удалённую точку, в этом случае ребро состоит из двух
лучей, лежащих на одной прямой, и бесконечно удалённой точки соответствующего на­
правления, соединяющей два луча. Число вершин v и рёбер e этого графа равны

∑
i>2 ri

и
∑

i>2 iri соответственно. Если m < n, то каждая область проективной плоскости огра­
ничена не менее чем тремя рёбрами графа, поэтому

3f 6 2e ⇔ 3 + 3
∑
i>2

(i− 1)ti 6 2
∑
i>2

iri ⇔
∑
i>2

(3− i)ti > 3.
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(d) Положим a = 2
M+3

и b = M−1
M+3

. Рассмотрим квадратный трёхчлен относительно
переменной i

a(i2 − i) + b(3− i)− (i− 1) = a(i− 2)(i−M) 6 0 при 2 6 i 6 m.

Умножим соответствующие значения многочлена на ti и сложим по всем 2 6 i 6 m:

0 > a

m∑
i=2

i(i− 1)ti + b

m∑
i=2

(3− i)ti −
m∑

i=2

(i− 1)ti > an(n− 1) + 3b− (f − 1),

где последнее неравенство получено из задач 19, 21(a) и (c). Следовательно,

f > 2
n(n− 1)

M + 3
+

(
1 +

3(M − 1)

M + 3

)
= 2

n(n− 1) + 2M

M + 3
.

Задача 22∗. Выберем две точки P и Q, через каждую из которых проходит m
прямых. Обозначим через N множество прямых исходного набора, проходящих через
хотя бы одну из точек P и Q. Возможны два случая:

(i) прямая PQ не принадлежит набору. В этом случае N содержит 2m прямых и
делит проективную плоскость (без учёта остальных прямых) на m2 + 2m− 1 область.

(ii) прямая PQ принадлежит набору. В этом случае N содержит 2m − 1 прямых и
делит проективную плоскость (без учёта остальных прямых) на m2 область.

В обоих случаях каждая из оставшихся прямых набора (не принадлежащая N) пере­
секает прямые из N не менее чем в m точках, причём существует не более двух прямых,
пересекающих прямые из N ровно в m точках. Тем самым случай (i) разобран, посколь­
ку

f > m2 + 2m− 1 + (m+ 1)(n− 2m)− 2 > (m+ 1)(n−m).

Рассмотрим случай (ii). Если набор прямых содержит не более одной прямой, пере­
секающей N в m точках, то тогда оцениваем число областей через число точек пересе­
чения остальных прямых:

f > m2 + (m+ 1)(n− 2m+ 1)− 1 = (m+ 1)(n−m).

Если набор прямых содержит две прямые, пересекающие N в m точках каждая, и их
точка пересечения не лежит на прямых N , то аналогично получим f > (m+ 1)(n−m).

Остался случай, когда набор содержит две прямые, пересекающие N в m точках
каждая, и их точка пересечения лежит на прямых N . Обозначим эти прямые через
l2m и l2m+1, а их точку пересечения через R. Докажем в этом случае, что любая другая
прямая набора пересекает N∪l2m∪l2m+1 не менее, чем в m+2 точках. Из этого вытекает,
что

f > m2 + 2m+ (m+ 2)(n− 2m− 1) > (m+ 1)(n−m),

и тем самым доказательство случая (ii) будет завершено.
Обозначим прямые, проходящие через точку P , по порядку их следования, считая от

прямой PQ, l1, . . . , lm−1. Аналогично обозначим прямые, проходящие через точку Q, по
порядку их следования, считая от прямой PQ, lm, . . . , l2m−2. Обозначим через Ai,j точку
пересечения прямых li и lm−1+j для 1 6 i, j 6 m− 1. Не ограничивая общности, будем
считать прямую PQ бесконечно удалённой, прямую l2m проходящей через точки Ai,i для
1 6 i 6 m − 1, прямую l2m+1 проходящей через точки Ai,m−i для 1 6 i 6 m − 1. Тогда
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прямые l2m и l2m+1 пересекаются в точке Am
2

, m
2

и m чётно. Рассмотрим произвольную
оставшуюся прямую l из набора. Она пересекает N не менее, чем в m + 1 точке. Если
хотя бы одна точка пересечения l с l2m или с l2m+1 не лежит на прямых из N , то тогда l
пересекает N ∪ l2m ∪ l2m+1 не менее, чем в m+ 2 точках.

Заметим, что если прямая l проходит через точку Am
2

, m
2
, то точки пересечения пря­

мой l с прямыми lm
2
−1 и lm

2
+1 или с прямыми lm−1+m

2
−1 и lm−1+m

2
+1 отличны от точек

Aij. Следовательно, прямая l пересекает N не менее, чем в m+ 2 точках.
Не ограничивая общности, будем считать, что точка пересечения прямых l и PQ и

точка пересечения прямых l2m и PQ лежат на одном отрезке прямой PQ, образованном
точками P и Q. Тогда прямая l пересекает l2m+1 в точке Aa,b с |a−b| > 2. Следовательно,
прямая l проходит через не более чем min{a, b} + min{m − 1 − a,m − 1 − b} 6 m − 3
точек из точек Ai,j. Значит, прямая l пересекает N не менее, чем в m+ 2 точках.

Для n = 2m + 1 утверждение неверно, пример строится для чётного m > 4 сле­
дующим образом. Через точки P и Q проходят по m прямых, причём прямая PQ об­
щая. Ещё две прямые пересекают эти 2m − 1 прямые в m точках каждая. В итоге
f = m2 + 2m < (m+ 1)2.

Задача 23∗. При добавлении к набору бесконечно удалённой прямой число областей
не меняется, число прямых n увеличивается на 1, а вместо p параллельных прямых
получается p+ 1 прямых, проходящих через одну точку. Соответственно получаем:

Число f областей может быть числом областей проективной плоскости, разде­
лённой n прямыми, тогда и только тогда, когда f принадлежит хотя бы одному из
отрезков [a(n,m), b(n,m)] для n > m > 2, где

b(n,m) = m(n−m+ 1) + C2
n−m , a(n,m) = b(n,m)−min{m− 1, C2

n−m}.

Лакуной будет также называться интервал (b(n,m), a(n,m − 1)), содержащий не
менее одного целого числа. Из задачи 8 получаем, что L(n) =

[√
2n− 53

4
− 1

2

]
. В даль­

нейшем зависимость L = L(n) от n будем опускать. После задачи 13 осталось доказать,
что число областей не может принадлежать последним двум лакунам номер L− 1 и L.

Предположим, что существует набор прямых, для которого число f принадлежит
предпоследней лакуне — интервалу(

(n− L+ 2)(L− 1) + C2
L−2, L(n− L+ 1)

)
.

Из задачи 9 следует, что m = max{p+1, q} 6 L−1. Применим задачу 21 для M = L−1:

f >
2(n2 − n)

L+ 2
> L(n− L+ 1).

В последнем неравенстве использовалось n > L2+L
2

+ 3 следующим образом:

n2 − n > (n+
L

2
− 3)(n− L+ 1) >

(
L2 + 2L

2

)
(n− L+ 1).

Тем самым получено противоречие с тем, что число f принадлежит предпоследней
лакуне.

Предположим, что существует набор прямых на проективной плоскости, для кото­
рого число областей попадает в последнюю лакуну номер L:

f ∈
(
L(n− L+ 1) + C2

L−1, (L+ 1)(n− L)
)
.
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По задаче 4 можно считать, что L > 4. В силу задачи 9 имеем m 6 L. Рассмотрим 3
случая.

(1) Если m < L, то по задаче 21(d) для M = L− 1 получаем

f >
2(n2 − n)

L+ 2
> (L+ 1)(n− L),

т.к. из n > n2+n
2

+ 3 следует, что

(L+ 2)(L+ 1)

2
(n− L) 6 (n+ L− 2)(n− L) 6 n2 − 2n.

(2) Еслиm = L и tm = 1, то удалим из набора одну прямую, проходящую через точку,
принадлежащую m прямым. Число областей при этом только уменьшится. Применим
к полученному набору из n − 1 прямой неравенство задачи 21(d) для M = L − 1 и
получим

f > 2

(
n2 − 3n+ 2L

L+ 2

)
> (L+ 1)(n− L).

Обоснуем последнее неравенство. Если n > L2+L
2

+ 4, то

n2 − 3n+ 2L > (n− L)(n+ L− 3) > (n− L)

(
L2 + 3L+ 2

2

)
.

Случай n = L2+L
2

+ 3 проверяется непосредственной проверкой.
(3) Если m = L и tm > 2, то n > 2m + 2 и из предыдущего пункта получаем

f > (L+ 1)(n− L).

Задача 24. (a) Ответ: это множество чисел из основной теоремы для наборов n пря­
мых на плоскости. Сделаем инверсию относительно некоторой окружности с центром
в точке, принадлежащей всем окружностям набора. Получится набор прямых, число
областей при этом не изменится. Обратно, если дан набор прямых, то можно сделать
инверсию относительно окружности, чей центр не принадлежит прямым. Получится
набор окружностей, число областей при этом не изменится.

(b) Ответ: это множество удвоенных чисел областей из основной теоремы для проек­
тивной плоскости. Рассмотрим проекцию сферы из её центра O на плоскость α, касаю­
щуюся сферы в южном полюсе. При этой проекции точка X сферы переходит в точку
пересечения прямой OX с плоскостью α. Если прямая OX параллельна плоскости α,
то точка X переходит в бесконечно удалённую точку по направлению OX. При этой
проекции большие круги на сфере перейдут в прямые на проективной плоскости. А па­
ра противоположных областей сферы перейдёт в одну область проективной плоскости.
Следовательно, число областей сферы в два раза больше числа областей проективной
плоскости, разделённой соответствующим набором прямых. Наоборот, по любому набо­
ру прямых на проективной плоскости можно при помощи обратной проекции на сферу
получить набор больших кругов и удвоенное число областей.

Задача 25. (a) Рассмотрим пару «прямая AB, не лежащая на ней точка C» та­
кую, что точки A,B,C принадлежат заданному множеству, и расстояние от точки C
до прямой AB минимально среди всех таких пар. Предположим, что на прямой AB
находится точка D из исходного множества. Не ограничивая общности, будем считать,
что точка D находится между точками A и B и что угол ADC > 90◦. Тогда расстояние
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от точки D до прямой AC будет меньше расстояния от точки C до прямой AB, что
противоречит выбору точек A,B,C. Следовательно, на прямой AB нет отличных от A
и B точек данного множества.

(b) Решение 1. Предположим противное. Случай, когда все прямые параллельны од­
ной из двух данных прямых, разбирается отдельно. Далее считаем, что среди прямых
набора найдутся три попарно не параллельные и не пересекающиеся в одной точке.
Рассмотрим все треугольники, образованные тройками исходных прямых, и выберем
треугольник ABC минимальной (ненулевой) площади. Поскольку через его вершины
A, B и C проходит не менее трёх данных прямых и его площадь минимальная, то
прямые, проходящие через вершины A, B и C параллельно BC,CA и AB соответствен­
но, принадлежит данному набору. Обозначим точки пересечения этих прямых через
A1, B1 и C1. Треугольник ABC — серединный треугольник для треугольника A1B1C1.
Следовательно, площади треугольников A1BC, B1CA и C1AB равны площади ABC.
Аналогично рассмотрим треугольники A1BC, B1CA и C1AB вместо ABC и т.д. В итоге
получим неограниченное число прямых. Противоречие.

Решение 2. Сведём задачу к предыдущей при помощи полярной (или проективной)
двойственности. Рассмотрим окружность, чей центр не принадлежит данным прямым.
Сделаем полярное преобразование относительно этой окружности, т.е. каждой точке
поставим в соответствие её поляру, а каждой поляре поставим в соответствие её полюс.
Набор из n прямых перейдёт в набор из n точек, не лежащих на одной прямой. По
предыдущему пункту найдется прямая l, на которой лежат ровно два полюса, A и B.
Сделаем обратное полярное преобразование и получим, что через полюс L прямой l
проходит ровно две прямые из набора — поляры a и b точек A и B. Здесь использовался
факт, что поляра точки пересечения двух прямых совпадает с прямой, проходящей
через их полюса.

Задача 26. Рассмотрим граф на проективной плоскости, вершины которого — точки
пересечения прямых, рёбра — отрезки прямых, не содержащие внутри себя точек пере­
сечения. Обозначим через v и e число вершин и рёбер графа соответственно. Через f
обозначим, как обычно, число областей проективной плоскости. Не умаляя общности,
будем считать, что одна из прямых набора бесконечно удалена. Если это не так, подбе­
рём центральное проектирование так, чтобы некоторая прямая набора стала бесконечно
удалённой, числа v, e, f, ti и pj при этом не изменятся. Заметим, что если связный граф
на проективной плоскости содержит все бесконечно удалённые точки, то верна формула
Эйлера v − e + f = 1. Поскольку tn = 0, то все области проективной плоскости, обра­
зованные графом, ограничены не менее, чем тремя рёбрами. Следовательно, p2 = 0.
Заметим, что тогда

v =
∑
i>2

ti, e =
∑
i>2

iti =
1

2

∑
j>3

jpj, f =
∑
j>3

pj.

Следовательно,

3 = 3f− (2e+e)+3v = 3
∑
j>3

pj−

(∑
j>3

jpj +
∑
i>2

iti

)
+3
∑
i>2

ti =
∑
j>3

(3− j)pj +
∑
i>2

(3− i)ti.

Задача 27. Ответ: n : 3 4 5 6 7 8 9
t2 : 3 3 4 3 3 4 6

. Пример для n > 6 см. в задаче 28.

Из задачи 26 следует, что t2 > 3.
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(i) Докажем, что для 5 прямых t2 > 4. Из задачи 19 следует, что 10 = t2 + 3t3 + 6t4.
Следовательно, t2 не может делиться на 3.

(ii) Докажем, что для 8 прямых t2 > 4. Если t5 + t6 + t7 = 1, то t2 > 4. В противном
случае из задачи 19 следует, что 28 = t2 + 3t3 + 6t4. Поэтому t2 не может делиться на 3.

(iii) Докажем, что для 9 прямых t2 > 6. Если t6 + t7 + t8 = 1, то из задачи 26 следует,
что t2 > 6. Если t5 = 1, то пять прямых, проходящих через одну точку, пересекают
остальные 4 прямые не менее чем в 5 · 4− 2C2

4 = 8 точках кратности 2, т.е. t2 > 8. Если
t5 + t6 + t7 + t8 = 0, то 36 = t2 + 3t3 + 6t4 и t2 > 3 + t4. Отсюда при условии t2 < 6 из
задачи 26 получаем, что t2 = 3, t3 = 11, t4 = 0, и все области треугольные, p3 = 26 = f .
Осталось доказать невозможность такой конфигурации.

Задача 28. (a) Возьмём все стороны правильного n
2
-угольника и n

2
его осей симмет­

рии. Для этих n прямых t2 = n
2
.

(b) Если n = 4k + 1, то добавим к примеру для 4k прямых бесконечно удалённую
прямую. Если n = 4k+ 3, то возьмём предыдущий пример для 4k+ 4 прямых и удалим
прямую, не проходящую через вершины 2k + 2-угольника. В обоих случаях получим n
прямых и t2 = 3k.

Задача 29F. Доказательство см. в статье «On the number of ordinary lines determined
by n points», опубликованной L. M. Kelly и W. O. J. Moser в журнале «Canadian Journal
of Mathematics» в 1958 г. на стр. 210-219.

Задача 30F. Наилучший известный результат: t2 > 6
13
n для n > 8. Доказательство

см. в статье «There exist 6n
13

ordinary points», опубликованной J. Csima и E. T. Sawyer в
журнале «Discrete and Computational Geometry» в 1993 г. в выпуске 9 на стр. 187-202.

Задача 31∗. Если существуют такие две точки, что любая данная прямая проходит
через хотя бы одну из них, то требуемое неравенство проверяется непосредственно сле­
дующим образом. Пусть через одну из этих точек проходит a прямых, через другую — b
прямых. Тогда, если a+ b = n, то

a > 3, b > 3, t2 = ab,
∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti 6 2a+ 2b− 15.

Если a+ b = n+ 1, то

a > 4, b > 4, t2 = (a− 1)(b− 1),
∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti = 2a+ 2b− 15.

Теперь считаем, что не существует таких двух точек, что любая прямая набора
проходит через по крайней мере одну из них. Воспользуемся всеми тремя пунктами
задачи 32:

3p4+
∑
j>5

jpj > z+x = z+

(
y + 2t2 −

∑
i>3

iti

)
>

3

2

∑
i>3

ti+2t2−
∑
i>3

iti = 2t2−
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti.

Вследствие задачи 26 имеем:∑
i>2

(9− 3i)ti = 9 + 3p4 +
∑
j>5

(3j − 9)pj.

Заметим, что 3j − 9 > j для j > 5 и что pj > 0. Следовательно, получаем∑
i>2

(9− 3i)ti = 9 + 3p4 +
∑
j>5

(3j − 9)pj > 3p4 +
∑
j>5

jpj > 2t2 −
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti,
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откуда вытекает требуемое неравенство на числа ti.
Задача 32. Рассмотрим соответствующий граф, вершины которого — точки пересе­

чения (покрашенные в один из двух цветов), рёбра — отрезки прямых, не содержащие
внутри себя других точек пересечения.

(a) Каждая красная вершина является красным концом четырех рёбер. При этом у
красных рёбер по два красных конца, у бесцветных рёбер по одному, а у синих рёбер
красных концов нет. Число красных вершин равно t2. Поэтому

4t2 = 2x+
∑
i>2

iti − x− y,

откуда получаем требуемое.
(b) Рассмотрим произвольную синюю вершину O и удалим все проходящие через неё

прямые набора. Оставшиеся прямые не будут проходить через одну точку и поэтому
разделят проективную плоскость на области, каждая из которых ограничена не менее
чем тремя рёбрами. Точка O принадлежит одной из таких областей. Перебором можно
убедиться в том, что для вершины O всегда выполняется одно из следующих трёх
условий.

(1) Из точки O выходит не менее трёх синих рёбер (в исходном графе).
(2) Из точки O выходит не менее двух синих рёбер и точка O является вершиной

границы хотя бы одной зелёной области.
(3) Точка O является вершиной границы не менее чем двух зелёных областей.
Тем самым для каждой синей вершины сумма числа исходящих из неё синих рёбер

с удвоенным числом граничащих с ней зелёных областей не меньше трёх. Сложим эти
суммы по всем синим вершинам и получим 2y + 2s >

∑
i>3 ti.

(c) Для зелёной области u обозначим через x(u) и s(u) число красных рёбер и число
синих вершин на границе u, соответственно. Для зелёной области u положим

d(u) =

{
0, если s(u) > 1;
1, если s(u) = 0.

Нетрудно доказать, что если зелёная область u ограничена j рёбрами, то

s(u) 6 (j − 1)− x(u) + d(u).

Обозначим через X и через D суммы x(u) и d(u) по всем зелёным областям со­
ответственно. Тогда, складывая предыдущее неравенство по всем зелёным областям,
получим

s 6
∑
j>4

(j − 1)pj −X +D.

Заметим, что к любому красному ребру примыкает не менее одной зелёной области
(это следует из tn = tn−1 = 0). Назовём красное ребро тёмно-красным, если к нему
примыкают две зелёные области. Обозначим через x1 число тёмно-красных рёбер. То­
гда X = x + x1. Выделим четырехугольные области, все вершины которых красные
(все выделенные области зелёные). Нетрудно доказать, что каждая выделенная область
ограничена не менее чем двумя тёмно-красными рёбрами. Следовательно, число выде­
ленных областей не превосходит x1. Отсюда следует, что D 6 x1 +

∑
j>5 pj. Осталось

соединить все полученные неравенства.
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Planar arrangements of lines
K. Kuyumzhiyan, E. Molchanov, I. Shnurnikov

By an arrangement of lines we mean a finite family of n distinct lines in the plane.
Suppose that these n lines cut the plane into f regions. The aim of the series of problems
below is to determine all possible values of f for a fixed n. In 1993, N. Martinov indicated
all possible numbers f and in 2007 V.I. Arnold suggested a new sketch of proof that we are
going to follow.

Before intermediate finish

We always denote by n (n > 1) and by f the number of lines in an arrangement and the
number of regions in the plane partition, respectively. Let us note that regions in the plane
partition are polygonal or unbounded.

Problem 1. For every n, find the minimal and the maximal possible values of f .
Problem 2. For every n, find all possible numbers f , if
(a) 1 6 n 6 5,
(b) n = 6, 7.

Let us denote by p the maximal number of parallel lines in an arrangement, and by q the
maximal number of concurrent (i.e. passing through one point) lines in an arrangement. Let
us denote by ri (2 6 i 6 q) the number of points which are incident to exactly i lines of an
arrangement.

Problem 3. Prove the following.
(a) f > (p+ 1)(n− p+ 1),
(b) f > q(n− q + 2),
(c) There exist arrangements such that the bounds (a) and (b) are reached.
(d) f = n+ 1 +

∑q
i=2(i− 1)ri.

Problem 4. Prove that the number of regions f cannot belong to intervals
(a) (n+ 1; 2n) for n > 3,
(b) (2n; 3n− 3) for n > 5,
(c) (3n− 2; 4n− 8) for n > 8.
Problem 5. Find maximal possible values of f if the values
(a) n and p,
(b) n and q
are given.

For p and n, where 1 6 p 6 n, denote by a(n, p) and b(n, p) the following numbers:

b(n, p) = (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p , a(n, p) = b(n, p)−min

{
p, C2

n−p

}
.

Problem 6. For any integer p, 1 6 p 6 n, and any integer f , a(n, p) 6 f 6 b(n, p),
construct a configuration of n lines splitting the plane into f regions and having at most p
parallel lines.
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Main Theorem. For a given n, the set of all possible values of f is formed by the union
of integers in the intervals [a(n, p); b(n, p)] for all p, where 1 6 p 6 n.

In other words, all the possibilities for f appear in Problem 6. However, it is not clear
why the number of regions cannot be an integer from none of the intervals [a(n, p); b(n, p)].
In fact, one of the difficulties is that for fixed n and p, there exist arrangements splitting the
plane into less than a(n, p) regions.

Problem 7. Find all the pairs (n, p) such that there exists a configuration of lines
splitting the plane into less than a(n, p) regions.

For a given n, by a gap we mean the interval (b(n, p + 1); a(n, p)) if it contains at least
one integer. The number of gaps for a given n is denoted by L(n). We enumerate the gaps
from left to right with integers from 1 to L(n).

Problem 8. (a) Give an explicit formula for L(n) (expressing it in n) for n > 3.
(b) How many integers does a gap number j contain, where 1 6 j 6 L(n)?
Problem 9. Suppose that there exists a configuration of n lines splitting the plane into

f regions, where f belongs to the gap number j. Prove that p 6 j − 1 and q 6 j.
Problem 10. Prove that

q∑
i=2

i(i− 1)ri > n(n− p).

Problem 11. (a) Prove that f > n+ 1 + n(n−p)
q

.
(b) Prove that f cannot belong to the gap number j if 1 6 j 6

√
n.

Problem 12. Prove that if p < n, then

r2 + n > 3 + r4 + 2r5 + 3r6 + · · ·+ (q − 3)rq.

Problem 13. (a) Prove that

f > 2
n(n− p)
q + 3

.

(b) Prove that f cannot belong to the gap number j if 1 6 j 6 L(n)− 2.
Problem 14. In a convex n–gon (n > 4) all the diagonals are drawn, and suppose that

no three of them are concurrent.
(a) How many intersection points of diagonals are there? (Vertices are not considered as

intersection points.)
(b) Into how many parts do the diagonals split the interior of the n–gon?
Problem 15∗. Consider an arrangement of n lines in the plane. Prove that the number

f of regions cannot belong to the two last gaps (enumerated as L(n)− 1 and L(n)).
Problem 16∗. Consider n points on the plane, not all of them being collinear. Take all

the lines containing exactly two of these points. Let m be the number of such lines. Prove
that C2

m+2 > n.
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Planar arrangements of lines
K. Kuyumzhiyan, E. Molchanov, I. Shnurnikov

After intermediate finish
Consider two planes α1 and α2 in the 3-dimentional space and a point O, O 6∈ α1 ∪ α2.

By a central projection we mean a transformation which maps a point X of the plane α1 to
the point of intersection of the line OX with the plane α2.

Problem 17. Consider an arrangement of lines in α1. Find the images of lines and of
regions of the plane α1 after the central projection with center O to the plane α2. You can
suppose that the arrangement has two intersecting lines.

We suppose that all the lines which are parallel to a given line l, contain the infinite
point corresponding to the direction l. The result of the central projection of the infinite
point corresponding to the direction l is the intersection point of the plane α2 with the line
passing through O parallel to l (if l is parallel to α2, then the image is the infinite point of α2

corresponding to the direction l).
Problem 18. Prove that central projection is a one-to-one correspondence between

planes considered with their infinite points. Find the image and the preimage of infinite
points of the planes α1 and α2 respectively.

Let us call by the projective plane the usual plane with its infinite points, and by an
arrangement of lines in a projective plane an arrangement of lines with their corresponding
infinite points. Here one of the lines can be infinite. For an arrangement of n lines in the
projective plane, we denote by ti the number of intersection points incident to exactly i lines,
where 2 6 i 6 n.

Problem 19. Prove that for n lines in the projective plane∑
i>2

i(i− 1)ti = n(n− 1).

The notion of the projective plane helps to explain the following similarity between
parallel and concurrent lines. Let us consider two arrangements of k + 1 lines in the usual
plane: in the first one k parallel lines intersect the (k+1)th line, in the second there are k+1
concurrent lines, see the picture.

Each of these arrangements cuts the plane into 2k+2 regions, and this fact has the following
explanation. We can add the infinite lines to the both arrangements. We will obtain two
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arrangements of k + 2 lines in the projective planes, and there exists a central projection
mapping one arrangement to another. Hence, they cut the plane into the same number of
regions. That’s why it seems more convenient to solve the problem 15 in the projective plane
instead of the usual one.

Problem 20. For an arrangement of n lines in the projective plane, define the notion of
region so that any central projection gives a one-to-one correspondence between the regions
of different projective planes. How can one verify whether two given points belong to one
region (for a fixed arrangement)?

Below, we denote the number of regions of the projective plane by f , and the maximal
number of concurrent lines in the arrangement by m.

Problem 21. Prove the following analogues of problems 3, 12, and 13.
(a)

f = 1 + t2 + 2t3 + . . .+ (n− 1)tn,

(b)
m(n−m+ 1) 6 f 6 m(n−m+ 1) + C2

n−m.

(c) If m < n, then

t2 > 3 + t4 + 2t5 + 3t6 + . . .+ (m− 3)tm.

(d) If m < n, then for every integer M , M > m, it is true that

f > 2

(
n2 − n+ 2M

M + 3

)
.

Problem 22∗. Let n > 2m + 2, and let tm > 2. Prove that f > (m + 1)(n −m). Is it
true for n = 2m+ 1?

Problem 23∗. Formulate and prove the main theorem for the arrangements of n lines
in the projective plane. Complete the proof of the main theorem for the usual plane.

Problem 24. (a) Into how many regions can the plane be divided by n circles passing
through a fixed point?

(b) For the usual sphere, let the big circles (intersections of the sphere with planes passing
through the center of the sphere) play the role of lines. Into how many regions can n big
circles cut the sphere?

The next aim is to prove the Sylvester theorem and its generalizations.

Problem 25. (The Sylvester theorem) (a) Given n non collinear points in a plane,
prove that there exists a line containing exactly two of these points.

(b) Consider an arrangement of n lines such that not all the lines are parallel and not all
are concurrent. Prove that there exists an intersection point incident to exactly two lines.

It turns out that under the assumptions of problem 25(b), there exist several points
incident to exactly two lines. To estimate their number, it is more convenient to consider
the arrangements of lines in the projective plane. For a given arrangement of lines in the
projective plane, let us denote by pj the number of regions bounded by j segments of lines.
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Note that a region bounded by j segments of lines is a polygon with j sides whenever it has
an empty intersection with the infinite line.

Problem 26. Prove that if tn = 0, then∑
i>2

(3− i)ti +
∑
j>3

(3− j)pj = 3.

Problem 27. Consider an arrangement of n lines in the projective plane such that tn = 0.
For every n 6 9, determine the minimal possible value of t2 in such arrangement.

Problem 28. (a) For every even n > 6, construct an arrangement of n lines with t2 = n
2
.

(b) For every odd n > 7, construct an arrangement of n lines with t2 = 3
[

n
4

]
.

Problem 29F. Prove that if tn = 0, then t2 > 3
7
n.

Problem 30F. (Dirak conjecture, 1951). If tn = 0, then t2 > [n
2
].

The next aim is to prove inequalities involving the numbers ti for different i.

Problem 31∗. If tn = tn−1 = tn−2 = 0, then

t2 +
3

2
t3 > 8 +

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti.

Problem 32. Consider n points in the projective plane. Let us mark with red color the
intersection points which are incident to exactly two lines, and with blue color the intersection
points which are incident to at least three lines. If the endpoints of a line segment are of
one color, we mark this segment with the same color (if its interior does not contain other
colored points). We denote by x and y the numbers of red and blue segments, respectively.
Let us mark with green color the regions bounded by at least four segments of the given
lines and containing at least one red point on its boundary. We denote by z the number of
pairs (a green region, a blue point on its boundary). Prove that

(a)
x− y = 2t2 −

∑
i>3

iti.

(b) If the arrangement is not the union of two groups of concurrent lines, then

y + z >
3

2

∑
i>3

ti.

(c) If tn = tn−1 = tn−2 = 0, then

x+ z 6 3p4 +
∑
j>5

jpj.

Problem 33∗. Find new inequalities involving numbers ti and pj (which do not follow
trivially from problems 26 and 31, but, possibly, use problem 32).
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Planar arrangements of lines
Solutions of problems before intermediate finish

Problem 1. The answer is: n+ 1 6 f 6 n(n+1)
2

+ 1. The both inequalities can be proved
by induction on n. The base of induction n = 1, f = 2 is evident. Let us add one line. If it
has x intersection points with the old lines, then the number of regions increases by x + 1
after adding this line. Hence, the nth line increases the number of regions by at least 1 and
at most n.

Problem 2. The answer is:

n=1, f = 2,

n=2, f ∈ {3, 4},

n=3, f ∈ {4, 6, 7},

n=4, f ∈ {5, 8, . . . , 11},

n=5, f ∈ {6, 10, 12, . . . , 16},

n=6, f ∈ {7, 12, 15, . . . , 22},

n=7, f ∈ {8, 14, 18, . . . , 29}.

The impossibility of the other values can be deduced from problems 1 and 3(a)(b).
Problem 3. (a) Let us consider p parallel lines of the arrangement and then add the

other lines one by one. Each added line has at least p intersection points with the preceding
lines, hence, the number of regions increases by at least p+ 1. In total, if we add n− p lines,
we obtain f > (p+ 1)(n− p+ 1).

(b) Let us consider q concurrent lines and then add all the remaining lines one by one.
Every new line has at least q − 1 intersection points with the preceding lines, hence the
number of regions increases by at least q after adding this line. If we add n − q lines, we
obtain f > q(n− p+ 2).

(c) Let us consider p parallel lines, then fix a point on one of these lines and pass n− p
other lines through this point one by one. Each new line increases the number of regions
by p, and finally we obtain (p+ 1)(n− p) regions.

Let us consider q concurrent lines. All the other n− q lines will be parallel to one chosen
line of these q lines. Pass them one by one. Every new line increases the number of regions
by q, so we obtain q(n− q + 2) regions.

(d) Solution 1. Let us add the lines one by one. If the line has x intersection points with
the preceding lines, then the number of regions increases by x+ 1. On the other hand, each
of these x intersection points either has multiplicity 2, or one plus its previous multiplicity.
Hence the sum

∑
i>2(i− 1)ri increases by x after adding this line.

Solution 2. Let us intersect the given arrangement with the disk of a sufficiently big radius
(such that the disc contains all the intersection points of lines). Consider the following graph:
its vertices are the intersection points of lines with each other and with the boundary of the
disc, its edges are the line and circle segments which do not contain intersection points except
its ends. The number of vertices of this graph equals v = 2n+

∑
i>2 ri, the number of edges

1



equals e = 3n+
∑

i>2 iri. The number of regions f of the plane is less by one than the number
of the regions of the disc divided by the edges of the graph. Using the Euler formula for the
graphs, we obtain

f = n+ 1 +
∑
i>2

(i− 1)ri.

Problem 4. (a) If all the lines are parallel, then f = p+1. If not all the lines are parallel,
then 1 6 p 6 n − 1. Using problem 3, we obtain f > (p + 1)(n − p + 1). The expression
(p+1)(n−p+1) is the quadratic trinomial in p with the negative leading coefficient. For p = 1
and p = n− 1, the value of the trinomial (p+ 1)(n− p+ 1) is 2n. Hence, for 1 6 p 6 n− 1
the value of the trinomial (p+ 1)(n− p+ 1) is not less than 2n.

(b) If all or all except one lines are parallel, then f = n+ 1 or f = 2n. Otherwise, using
problem 3(a), we have f > (p+1)(n−p+1). The expression (p+1)(n−p+1) is a quadratic
trinomial with respect to p with the negative leading coefficient. For p = 2 and p = n−2 the
value of the trinomial (p + 1)(n− p + 1) equals 3n− 3. Hence, for 2 6 p 6 n− 2 the value
of the trinomial (p+ 1)(n− p+ 1) is not less than 3n− 3. Consequently, for 2 6 p 6 n− 2
we have f > 3n− 3. If p = 1, then, using problem 3(b), we have f > q(n− q + 2). If q = n,
then f = 2n. Consider the quadratic trinomial q(n − q + 2). For 3 6 q 6 n − 1 we have
f > q(n− q + 2) > 3n− 3. The remaining case is p = 1, q = 2, where the number of regions
is

1 +
n(n+ 1)

2
> 3n− 3 ⇔ n2 − 5n+ 8 > 0.

(c) If p > n− 2 or q > n− 1, then f 6 3n− 2. If 3 6 p 6 n− 3 or 4 6 q 6 n− 2, then
by problem 3 we have f > 4n − 8. The remaining case is p 6 2 and q 6 3. By problem 3
we have f = n + 1 + r2 + 2r3. Each line of the arrangement intersects at least n − 2 other
lines. Hence, the number of pairs of intersecting lines equals r2 + 3r3, which is not less than
n(n−2)

2
. Consequently,

f > n+ 1 +
2

3
(r2 + 3r3) > n+ 1 +

n2 − 2n

3
> 4n− 8

for n > 8.
Problem 5. (a) Consider p parallel lines in the arrangement of n lines and add the

remaining lines one by one. The line number i, 1 6 i 6 n− p, intersects the preceding lines
in at most p + i − 1 points, hence the number of regions increases by at most p + i. If we
add n− p lines, we obtain

f 6 (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p.

The bound is reached for the arrangement containing p parallel lines and n − p lines in
general position (i.e. no two are parallel and no three are concurrent), such that they are
also in general position with the p parallel lines.

(b) Consider q concurrent lines in the arrangement of n lines and add the remaining lines
one by one. The line number i, 1 6 i 6 n−q, intersects the preceding ones in at most q+i−1
points, hence the number of regions increases by at most q + i. If we add n − q lines, we
obtain

f 6 q(n− p+ 2) + C2
n−q+1 = 1 + C2

n+1 − C2
q−1.

The bound is reached for the arrangements of q concurrent lines and n − q lines in general
position such that they are also in general position with the q concurrent lines.
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Problem 6. Let us take n − p lines in general position and choose some t intersection
points of these lines, where t 6 min{p, C2

n−p}. Now add p parallel lines in such a way that
they pass through t chosen points but do not pass through the other intersection points of
the n− p lines. Also, the p added lines should not be parallel to any of the first n− p lines.
Then it is easy to check that this arrangement has at most p parallel lines, and that the
number of regions equals

f = (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p − t.

Problem 7. For given n and p, the minimal number of regions of the arrangement equals
(p+ 1)(n− p+ 1). To reach it, we can take the arrangement containing n− p+ 1 concurrent
lines and p − 1 parallel lines such that the parallel lines are also parallel to one chosen line
of the first n− p+ 1 ones. Now note that

(p+ 1)(n− p+ 1) < a(n, p) ⇔ C2
n−p > p ⇔ n > p+

1

2
+

√
2p+

1

4
.

The second inequality is also equivalent to n > p+ 1
2
+
√

2p+ 9
4
(if we write C2

n−p > p+ 1).

Problem 8. (a)

L(n) = max{k > 1 | b(n, n− k + 1) 6 a(n, n− k)− 2} for n > 3.

b(n, n− k + 1) 6 a(n, n− k)− 2 ⇔ min

{
n− k, k(k − 1)

2

}
6 n− k − 2 ⇔

⇔ n >
k2 + k

2
+ 2 ⇔ k 6

√
2n− 15

4
− 1

2
.

It follows that L(n) =
[√

2n− 15
4
− 1

2

]
.

(b) Since

n >
L2(n) + L(n)

2
+ 2, then min

{
n− j, j(j − 1)

2

}
=
j(j − 1)

2
for 1 6 j 6 L(n).

Hence, a(n, n− j) = (n− j + 1)(j + 1), and the jth gap contains n− j(j+1)
2
− 1 integers.

Problem 9. If j 6 p 6 n − j or j + 1 6 q 6 n − j + 1, then by problem 3 we have
f > (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j). If p > n− j + 1, then, as follows from problem 5,

f 6 (p+ 1)(n− p+ 1) + C2
n−p 6 b(n, n− j + 1).

If q > n− j + 2, then by problem 5 we have

f 6 q(n− q + 2) + C2
n−q + 1 6 b(n, n− j + 1).

Problem 10. The number of pairs of intersecting lines equals
∑q

i=2
i(i−1)

2
ri which is not

less than n(n−p)
2

, since every line intersects at least n− p lines.
Problem 11. (a) Using problems 3 and 10, we obtain that

f − (n+ 1) =
∑
i>2

(i− 1)ri >
q∑

i>2

i(i− 1)

q
ri >

n(n− p)
q

.
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(b) Suppose the contrary, then by problem 9 we have p 6 j − 1 and q 6 j, where j is
the number of the gap. Note that n − p > n − j + 1 and n + 1 > n − j + 1. It contradicts
with (a):

f > n+ 1 +
n(n− p)

q
> (n− j + 1)(

n

q
+ 1) > (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j).

Problem 12. Let us intersect the given arrangement with a disc of a sufficiently big
radius, such that it contains all the intersection points. We obtain a graph: its vertices
are the intersection points of the lines of the arrangement and the intersection points of
the lines with the circle, its edges are the line and circle segments, which do not contain
intersection points except their ends. The number of vertices v and the number of edges e
equal 2n+

∑
i>2 ri and 3n+

∑
i>2 iri, respectively. The interior of the disc contains f regions,

where
f = n+ 1 +

∑
i>2

(i− 1)ri.

The sum of the numbers of bounding edges for all the regions in the disc equals

2e− 2n = 4n+ 2
∑
i>2

iri.

Since p < n, every region in the disc is bounded by at least three edges of the graph. So we
have 2e− 2n > 3f , which gives the required inequality.

Problem 13. (a) Let a = 2
q+3

and b = q−1
q+3

. Consider the following quadratic trinomial
in the variable i:

a(i2 − i) + b(3− i)− (i− 1) = a(i− 2)(i− q) 6 0 for 2 6 i 6 q.

Let us multiply its corresponding values by ri and sum up for all i, 2 6 i 6 q:

0 > a

q∑
i=2

i(i− 1)ri + b

q∑
i=2

(3− i)ri −
q∑

i=2

(i− 1)ri > an(n− p) + b(3− n)− (f − n− 1),

where the last inequality is obtained from problems 10, 12, and 3. Consequently,

f > 2
n(n− p)
q + 3

+ (n+ 1 +
q − 1

q + 3
(3− n)) > 2

n(n− p)
q + 3

.

(b) Suppose the contrary, then by problem 9 we have p 6 j − 1 and q 6 j. Using that
n− p > n− j + 1, we get a contradiction with (a):

f > 2
n(n− p)
q + 3

> (n− j + 1)
2n

q + 3
> (n− j + 1)(j + 1) = a(n, n− j),

because
(q + 3)(j + 1)

2
6
j2 + 4j + 3

2
6

1

2
L2(n) < n.

Problem 14. (a) The intersection point determines two diagonals passing through it
and the ends of these diagonals, which form a four-tuple of vertices of the given n-gon.
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Conversely, every four-tuple of distinct vertices of the n-gon determines one intersection
point of diagonals. Hence, the number of intersection points is C4

n.
(b) Solution 1. Let us pass the diagonals one by one. If the added diagonal has x

intersection points with the previous diagonals, then the number of regions of the interior
of the n-gon is increased by x+ 1. We can treat it as every diagonal and every intersection
point increases the number of regions by 1. Hence, the required number of regions equals
1+C4

n + n(n−3)
2

, because the number of intersection points was found in (a), and the number
of diagonals equals n(n−3)

2
.

Solution 2. Let us consider a graph: its vertices are the vertices of the n-gon and the
intersection points of the diagonals, its edges are the diagonal segments and the sides of the
n-gon. In this graph, the number of vertices equals v = n+C4

n, and the number of edges equals
e = 2C4

n+n(n−1)
2

. By the Euler formula, the number of regions equals 1+e−v = 1+C4
n+n(n−3)

2
.

Problem 15. See problem 23.
Problem 16. Let us draw the lines each of which passes through exactly two of given

points. These m lines divide the plane into at most 1 + m + C2
m regions. Consider all the

points of the given set such that for each of these point, no line passing through exactly two
points of the given set, passes through this point. It turns out that every region formed by
the arrangement of m lines contains at most one such point (prove it yourself). Also find
yourself m regions not containing such points. In total, m lines contain at most 2m points
of the initial set. Hence n 6 2m+ 1 + C2

m = C2
m+2.

The solutions of the problems after intermediate finish

Problem 17. For the parallel planes α1 and α2, the central projection is just a dilatation,
which maps lines to lines and regions to regions. Now suppose that α1 and α2 intersect, and
let l1 and l2 be the intersection lines of the planes α1 and α2 with planes passing through the
point O parallel to planes α2 and α1, respectively. If a line l does not coincide with l1, then
its image is a line for l‖l1, and is a pointed line if l ∦ l1 (the line with one point thrown out,
namely the point of intersection with l2). If a region intersects l1, then its image consists of
two unbounded regions. If a non-bounded region is incident to two non parallel rays, then
its image is incident to l2.

Problem 18. It is one-to-one by definition. The image and the pre-image will be the
lines l2 and l1 together with their infinite points. Recall that l1 and l2 are the lines of
intersection of the planes α1 and α2 with the planes passing through O parallel to α2 and α1,
respectively.

Problem 19. Every two lines have exactly one common points on the plane considered
with its infinite points (if these lines are parallel or one of the lines is infinite, then this point
is infinite). The number of pairs of lines is C2

n. If an intersection point belongs to i points, it
is an intersection point for C2

i pairs of lines, which gives the required.
Problem 20. First we suppose that not all the lines of the arrangement of n lines are

concurrent, and define the “region” in the projective plane in this case. If one of the lines
is infinite, then the regions coincide with the regions of the usual plane divided by n − 1
remaining lines. If the arrangement does not contain the infinite line, then the following
objects will be the regions:

• a bounded region of the plane,
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• a non-bounded region of the plane incident to two parallel rays,

• a pair of non-bounded regions of the plane, the first one incident to two non-parallel
rays l1 and l2, the second one to non-parallel rays l3 and l4, such that l1‖l3 and l2‖l4.
The infinite points corresponding to the directions which are between l1 and l2 also
belong to this region, they “glue up” two its infinite parts.

If all the lines of the arrangement are concurrent, “regions” are defined in a similar way. Two
points belong to the same region if and only if they are connected by a polygonal line not
intersecting the lines of the arrangement. Here the ends of the polygonal line are the two
given points, and the other vertices can be infinite. Its segments incident to an infinite vertex
are rays which are parallel to the direction of this infinite point. After this re-definition, the
polygonal line is mapped to a polygonal line via a central projection. Consequently, two
points belong to one region if and only if their images via the central projection belong to
one region. So the correspondence between regions is one-to-one.

Problem 21. (a) Solution 1. Let us map one line of the arrangement to the infinite line
via a central projection. The number of regions and the values ti do not change, but now
the number of regions of the projective plane coincides with the number of regions f of the
usual plane, divided by the arrangement of n − 1 remaining lines. By problem 3, we have
f = n+

∑
i>2(i− 1)ri. Now note that

n− 1 =
∑
i>2

(i− 1)(ti − ri),

since the infinite line contains ti − ri intersection points, which belong to i − 1 lines of the
arrangement, and plus the infinite point.

Solution 2. Induction on n. The base n = 1 is evident. The step follows from the fact that
each added line increases the number of regions by the number of the points of intersection
with the previous lines.

(b) Induction on n. The base n = m, f = m is evident. The added line number j,
1 6 j 6 n−m, has at least m and at most m+ j−1 points of intersection with the previous
lines, since every two lines intersect in the projective plane. The required inequality follows
from the fact that each added line increases the number of regions by the number of points
of intersection with the previous lines.

(c) Consider the graph in the projective plane: its vertices are the intersection points of
lines, the edges are the line segments. We allow edges to pass through infinite points, such an
edge consists of two rays belonging to the same line together with the infinite point of this
direction which glues up the two rays. The number of vertices v and the number of edges e
of this graph equal

∑
i>2 ri and

∑
i>2 iri, respectively. Since m < n, each region is bounded

by at least three edges of the graph, hence

3f 6 2e ⇔ 3 + 3
∑
i>2

(i− 1)ti 6 2
∑
i>2

iri ⇔
∑
i>2

(3− i)ti > 3.

(d) Let a = 2
M+3

and b = M−1
M+3

. Consider the following quadratic trinomial in variable i:

a(i2 − i) + b(3− i)− (i− 1) = a(i− 2)(i−M) 6 0 if 2 6 i 6 m.

Multiply the corresponding values of this trinomial by ti and sum up for all i, 2 6 i 6 m:

0 > a
m∑

i=2

i(i− 1)ti + b
m∑

i=2

(3− i)ti −
m∑

i=2

(i− 1)ti > an(n− 1) + 3b− (f − 1),
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where the last inequality follows from problems 19, 21(a) and (c). Consequently,

f > 2
n(n− 1)

M + 3
+

(
1 +

3(M − 1)

M + 3

)
= 2

n(n− 1) + 2M

M + 3
.

Problem 22∗. Let us choose two points P and Q incident to m lines each, and denote
by N the set of lines of the initial arrangement passing through at least one of P and Q.
Two cases are possible:

(i) the line PQ does not belong to the initial arrangement. Then N contains 2m lines
and divides the projective plane into m2 +2m− 1 regions (if we do not consider other lines).

(ii) the line PQ belongs to the initial arrangement. Then N contains 2m − 1 lines and
divides the projective plane into m2 regions (if we do not consider other lines).

In both cases every remaining line of the arrangement (i.e. a line not from N) intersects
the lines from N in at least m points, and there are at most two lines which intersect the
lines from N in exactly m points. In the case (i) the inequality is held because

f > m2 + 2m− 1 + (m+ 1)(n− 2m)− 2 > (m+ 1)(n−m).

Now consider the case (ii). If the arrangement contains at most one line which intersects
the lines from N in m points, then the number of regions can be bounded using the number
of intersection points of the other lines as follows:

f > m2 + (m+ 1)(n− 2m+ 1)− 1 = (m+ 1)(n−m).

If the arrangement contains two lines intersecting N in m points each, and their intersection
point does not belong to the lines from N , then we similarly obtain f > (m+ 1)(n−m).

The remaining case is when the arrangement contains two lines intersecting N in m
points each, and their intersection point belongs to a line of N . Denote these lines by l2m

and l2m+1, and their intersection point by R. Let us prove in this case that every other line
of the arrangement intersects N ∪ l2m ∪ l2m+1 in at least m + 2 points. It will follow from
this fact that

f > m2 + 2m+ (m+ 2)(n− 2m− 1) > (m+ 1)(n−m)

which will end the proof in the case (ii).
Let us denote the lines passing through the point P in the sequence order, counting from

the line PQ, by l1, . . . , lm−1. Similarly denote the lines passing through Q in the sequence
order, counting from PQ, by lm, . . . , l2m−2. Denote by Ai,j the point of intersection of lines li
and lm−1+j, where 1 6 i, j 6 m − 1. Without loss of generality, we may assume that the
line PQ is infinite, that the line l2m passes through the points Ai,i for 1 6 i 6 m − 1, and
that the line l2m+1 passes through the points Ai,m−i for 1 6 i 6 m − 1. Then the lines l2m

and l2m+1 intersect in the point Am
2

, m
2
, and m is even. Consider an arbitrary remaining

line l of the arrangement. It intersects N in at least m + 1 points. If at least one point of
intersection of l with l2m or with l2m+1 does not belong to the lines from N , then l intersects
N ∪ l2m ∪ l2m+1 in at least m+ 2 points.

Let us note that if the line l passes through the point Am
2

, m
2
, then the intersection points

of l with the lines lm
2
−1 and lm

2
+1 or with the lines lm−1+m

2
−1 and lm−1+m

2
+1 differ from the

points Aij. Hence, the line l intersects N in at least m+ 2 points.
Without loss of generality, we may assume that the intersection point of lines l and PQ

and the intersection point of the lines l2m and PQ belong to one line segment PQ of the
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line PQ (in the projective line, two points divide the line into two segments). Then the line l
intersects l2m+1 in a point Aa,b with |a − b| > 2. Hence, the line l passes through at most
min{a, b}+ min{m− 1− a,m− 1− b} 6 m− 3 points of form Ai,j. Consequently, the line l
intersects N in at least m+ 2 points.

The statement is not true for n = 2m+1. The counterexample for every even m > 4 can
be constructed as follows: m lines pass through each of P and Q, the line PQ is common.
Two more lines intersect these 2m−1 lines inm points each. It gives f = m2+2m < (m+1)2.

Problem 23∗. If we add the infinite line to the arrangement, the number of regions does
not change, the number of lines n increases by 1, and we obtain p+1 concurrent lines instead
of p parallel lines. It gives us the following statement:

The number f can be the number of regions of the projective plane divided by n lines if
and only if f belongs to at least one of the intervals [a(n,m), b(n,m)], n > m > 2, where

b(n,m) = m(n−m+ 1) + C2
n−m , a(n,m) = b(n,m)−min{m− 1, C2

n−m}.

As before, a gap is an interval (b(n,m), a(n,m− 1)) which contains at least one integer.
It follows from problem 8 that L(n) =

[√
2n− 53

4
− 1

2

]
. In the sequel we denote L(n) just

by L, omitting n. Taking into consideration problem 13, it remains to prove that the number
of regions cannot belong to the two last gaps numbered L− 1 and L.

Suppose that there exists an arrangement such that the value f belongs to the (L− 1)th
gap, namely to the interval(

(n− L+ 2)(L− 1) + C2
L−2, L(n− L+ 1)

)
.

It follows from problem 9 that m = max{p+1, q} 6 L−1. Apply problem 21 forM = L−1:

f >
2(n2 − n)

L+ 2
> L(n− L+ 1).

In the last inequality, we used that n > L2+L
2

+ 3 as follows:

n2 − n > (n+
L

2
− 3)(n− L+ 1) >

(
L2 + 2L

2

)
(n− L+ 1).

It contradicts with the fact that f belongs to the (L− 1)th gap.
Now let us assume that there exists an arrangement of lines in the projective plane such

that the number of regions belongs to the Lth gap:

f ∈
(
L(n− L+ 1) + C2

L−1, (L+ 1)(n− L)
)
.

By problem 4 we may assume that L > 4. Using problem 9, we have m 6 L. Consider 3
cases.

(1) If m < L, then by problem 21(d) for M = L− 1 we obtain

f >
2(n2 − n)

L+ 2
> (L+ 1)(n− L),

because it follows from n > n2+n
2

+ 3 that

(L+ 2)(L+ 1)

2
(n− L) 6 (n+ L− 2)(n− L) 6 n2 − 2n.
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(2) If m = L and tm = 1, then throw out one line passing through a point which belonged
to m lines. This operation decreases the number of regions. We can apply the inequality from
problem 21(d) for M = L− 1 to the remaining arrangement of n− 1 lines and obtain

f > 2

(
n2 − 3n+ 2L

L+ 2

)
> (L+ 1)(n− L).

Let us prove the last inequality. If n > L2+L
2

+ 4, then

n2 − 3n+ 2L > (n− L)(n+ L− 3) > (n− L)

(
L2 + 3L+ 2

2

)
.

The case n = L2+L
2

+ 3 can be checked directly.
(3) If m = L and tm > 2, then n > 2m + 2, and it follows from the preceding case that

f > (L+ 1)(n− L).
Problem 24. (a) Answer: it is the set of values from the main theorem for an arrangement

of n lines in the plane. Let us consider a circle centered in the common intersection point
and make an inversion with respect to this circle. We obtain an arrangement of lines, and
the number of regions did not change. Conversely, if an arrangement of lines is given, then
we can make an inversion with respect to some circle such that its circle does not belong to
any line. We will get an arrangement of circles with the same number of regions.

(b) Answer: it is the set of doubled values from the main theorem for the projective
plane. Consider the projection of the sphere with center O to the plane α tangent to the
sphere in its south pole. Then a point X of the sphere is mapped to the point of intersection
of the line OX with the plane α. If OX is parallel to α then X is mapped to the infinite
point of direction OX. Under this projection, the big circles of the sphere are mapped to
the lines of the projective plane, and the pair of opposite (symmetric wrt the center) regions
of the sphere are mapped to the same region of the projective plane. Hence, the number of
regions of the sphere equals the doubled number of regions of the projective plane divided
by the corresponding arrangement of lines. Conversely, for every given arrangement of lines
on the projective plane, we can construct an arrangement of big circles on the sphere via the
inverse projection from the projective plane to the sphere, and this operation will double the
number of regions.

Problem 25. (a) Consider the pair “line AB, point C not on this line”, such that the
points A, B, C belong to the given set and the distance from the point C to the line AB is
minimal among all such pairs. Suppose that the line AB contains a point D from the given
set. Without loss of generality, we may suppose that D is between A and B and that the
angle ADC > 90◦. Then the distance between D and AC is less than the distance between C
and AB, which contradicts the choice of points A, B, and C. Hence, the line AB does not
contain the initial points except A and B.

(b) Solution 1. Suppose the contrary, i.e. each intersection point belongs to at least three
given lines. It can be easily seen that we are not in the case when there are only two directions
of lines. Now we can assume that the arrangement contains three pairwise non-parallel lines
which are not concurrent. For all such triples of lines, consider the triangle formed by these
three lines, and choose among them the triangle ABC of the minimal nonzero area. Since
at least three points pass through each of A, B, and C, and using the fact that the area
of ABC is minimal, we obtain that the lines passing through A, B, and C parallel to BC,
CA, and AB, respectively, belong to the arrangement. Let us denote by A1, B1, and C1
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the intersection points of these three lines. The vertices of ABC are the midpoints of sides
of A1B1C1. Hence, the areas of triangles A1BC, B1CA, and C1AB also equal the area
of ABC. If we similarly continue with the triangles A1BC, B1CA, and C1AB, we obtain the
infinite number of initial lines, contradiction.

Solution 2. Let us reduce the problem to the case (a) via the polar duality. Consider a
circle whose center does not belong to the lines of the arrangement. Make a polar transformation
with respect to this circle. For every point, it puts into correspondence a line, and for every
line, it puts into correspondence a point. The arrangement of n lines is mapped to the
arrangement of n non-collinear points. Using (a), there exists a line l containing exactly two
poles A and B. If we make this polar transformation once more (i.e. the inverse), we obtain
that there exist exactly two lines of the arrangement passing through the pole L of the line l,
namely the polar duals a and b of points A and B. Here we used the fact that the polar dual
of the intersection point of two lines is the line which passes through the poles of these lines.

Problem 26. Consider a graph on the projective plane: its vertices are the intersection
points of lines, the edges are the line segments which do not contain other intersection
points in their interior. Let us denote by v and e the numbers of vertices and edges of this
graph, respectively. We denot by f , as usually, the number of regions of the projective plane.
Without loss of generality let us assume that one of lines is infinite (if not, find a central
projection mapping one of the lines to the infinite line, this operation does not change the
values v, e, f , ti, and pj). Note that if a connected graph on the projective plane contains
all the infinite points, then the Euler formula can be written as follows: v− e+ f = 1. Since
tn = 0, all the regions of the projective plane formed by the graph are bounded by at least
three edges. Hence, p2 = 0. Note that then

v =
∑
i>2

ti, e =
∑
i>2

iti =
1

2

∑
j>3

jpj, f =
∑
j>3

pj.

Consequently,

3 = 3f− (2e+e)+3v = 3
∑
j>3

pj−

(∑
j>3

jpj +
∑
i>2

iti

)
+3
∑
i>2

ti =
∑
j>3

(3− j)pj +
∑
i>2

(3− i)ti.

Problem 27. Answer: n : 3 4 5 6 7 8 9
t2 : 3 3 4 3 3 4 6

. The example for n > 6 is constructed

in problem 28.
If follows from the problem 26 that t2 > 3.
(i) Show that for 5 lines we have t2 > 4. It follows from problem 19 that 10 = t2+3t3+6t4.

Hence, t2 is not divisible by 3.
(ii) Show that for 8 lines we have t2 > 4. If t5 + t6 + t7 = 1, then t2 > 4. Otherwise it

follows from problem 19 that 28 = t2 + 3t3 + 6t4. Hence, t2 is not divisible by 3.
(iii) Show that for 9 lines we have t2 > 6. If t6 + t7 + t8 = 1, then it follows from

problem 26 that t2 > 6. If t5 = 1, then five concurrent lines intersect four other lines in at
least 5 · 4− 2C2

4 = 8 points of multiplicity 2, i.e. t2 > 8. If t5 + t6 + t7 + t8 = 0, then

36 = t2 + 3t3 + 6t4 and t2 > 3 + t4.

Now using t2 < 6 from problem 26 we obtain that t2 = 3, t3 = 11, t4 = 0, and all the regions
are triangular, p3 = 26 = f . It remains to show that such a configuration does not exist.
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Problem 28. (a) Take all the sides of a regular n
2
gon and its n

2
symmetry axes. For these

n lines t2 = n
2
.

(b) If n = 4k + 1, then add the infinite line to the example for 4k lines. If n = 4k + 3,
then take the preceding example for 4k + 4 lines and remove one line which does not pass
through the vertices of the 2k + 2-gon. In both cases we obtain n lines and t2 = 3k.

Problem 29F. The proof can be found in the paper “On the number of ordinary lines
determined by n points”, after L. M. Kelly and W. O. J. Moser in the “Canadian Journal of
Mathematics”, 1958, pp. 210-219.

Problem 30F. The best known result is: t2 > 6
13
n for n > 8. The proof can be found in

the paper “There exist 6n
13

ordinary points”, after J. Csima and E. T. Sawyer in the journal
“Discrete and Computational Geometry”, 1993, 9 pp. 187-202.

Problem 31∗. If there exist two poinst such that every line passes through at least one
of these points, then the required inequality can be shown as follows. Suppose that a lines
pass through the first of these points and that b pass through the second. If a+ b = n, then

a > 3, b > 3, t2 = ab,
∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti 6 2a+ 2b− 15.

If a+ b = n+ 1, then

a > 4, b > 4, t2 = (a− 1)(b− 1),
∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti = 2a+ 2b− 15.

Now let us assume that there are no two points such that every line passes through at
least one of them. Apply all the three items of problem 32:

3p4+
∑
j>5

jpj > z+x = z+

(
y + 2t2 −

∑
i>3

iti

)
>

3

2

∑
i>3

ti+2t2−
∑
i>3

iti = 2t2−
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti.

Using problem 26, we obtain:∑
i>2

(9− 3i)ti = 9 + 3p4 +
∑
j>5

(3j − 9)pj.

Note that 3j − 9 > j for j > 5 and pj > 0. Hence, we have∑
i>2

(9− 3i)ti = 9 + 3p4 +
∑
j>5

(3j − 9)pj > 3p4 +
∑
j>5

jpj > 2t2 −
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti,

which implies the required inequality for tis.
Problem 32. Consider the corresponding graph: its vertices are the intersection points

(colored in one of two colors), the edges are the line segments which do not contain other
intersection points except their ends.

(a) Every red vertex is a red edge of four edges. Every red edge has two red edges, every
non-colored edge has one red edge, blue edges do not have red ends. There are t2 red vertices.
Hence,

4t2 = 2x+
∑
i>2

iti − x− y,
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which gives the required equality.
(b) Consider an arbitrary blue point O and delete all the lines of the arrangement passing

through it. The remaining lines are not concurrent, hence they divide the projective plane
into regions, each of them bounded by at least three edges. The point O belongs to one of such
regions. By a case-by-case consideration, we see that at least one of the three possibilities
holds for O:

(1) In the initial graph, the point O is incident to at least three blue edges.
(2) The point O is incident to at least two blue edges, and O is the vertex of the boundary

of at least one green region.
(3) The point O is the vertex of the boundary of at least two green regions.
It means that for every blue vertex, the sum of the number of blue edges incident to it

with the doubled number of green regions incident to it is at least 3. If we sum up these
sums for all the blue vertices, we obtain 2y + 2s >

∑
i>3 ti.

(c) For a green region u, let us define by x(u) and s(u) the number of red edges and the
number of blue vertices at the boundary of u, respectively. For a green region u let

d(u) =

{
0, if s(u) > 1;
1, if s(u) = 0.

It is easy to prove that if a green region u is bounded by j edges, then

s(u) 6 (j − 1)− x(u) + d(u).

Denote by X and by D the sums of x(u) and d(u), respectively, by all the green regions.
Summing up the inequality obtained above for all the green regions, we get

s 6
∑
j>4

(j − 1)pj −X +D.

Note that every red edge is incident to at least one green region (since tn = tn−1 = 0). A
red edge is called dark red if it is adjacent to two green regions. Let us denote by x1 the
number of dark-red edges. Then X = x + x1. Let us distinguish the 4-hedral regions such
that all their vertices are red (all the distinguished regions are green). It is easy to show that
every distinguished region is incident to at least two dark-red enges. Hence, the number of
distinguished regions is at most x1. It follows that D 6 x1 +

∑
j>5 pj. Now merge all the

inequalities.
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КОГДА ЛЮБАЯ ГРУППА ИЗ N ЭЛЕМЕНТОВ ЦИКЛИЧЕСКАЯ?
представляют Д. Баранов, А. Клячко, К. Кохась, А. Скопенков и М. Скопенков

Назовем группой непустое семейство G преобразований (т.е. перестановок) некоторого
множества, замкнутое относительно композиции и взятия обратного преобразования (т.е.
если f, g ∈ G, то f ◦ g ∈ G и f−1 ∈ G). 1 Если в группе G найдется преобразование g, для
которого G = {g, g2, . . . , gn, . . . }, то группа G называется циклической.

Этот цикл задач посвящен следующему интригующему вопросу:
Для каких n любая группа из n перестановок циклическая?

В настоящем цикле задач намечено более простое решение этого вопроса, чем в [B]. Оно
не претендует на новизну.

Примеры конечных групп.
(1) Группа Sn всех перестановок n-элементного множества.
(2) Группа перестановок {id = (1)(2)(3)(4), (13)(24), (1234), (1432)} множества из четы­

рех элементов.
(3) Рассмотрим квадрат на плоскости и все движения плоскости, переводящие его в

себя. Это тождественное преобразование, 3 поворота и 4 симметрии. Всего 8 преобразова­
ний. Возьмем группу из 8 перестановок множества вершин квадрата, происходящих при
применении перечисленных восьми преобразований плоскости.

поворотысимметрии

2π/3

π
π/2

Рисунок: движения квадрата и куба

(4) Рассмотрим куб в пространстве и все вращения пространства (включая тожде­
ственное), переводящие его в себя.

(a) Возьмем группу из всех перестановок множества вершин куба, происходящих
при применении таких вращений.

(b) Возьмем группу из всех перестановок множества середин ребер куба, происходя­
щих при применении таких вращений.

Рисунок: граф K3,3

1« ...Обычно определяют группу как множество с двумя операциями, удовлетворяющими набору акси­
ом вроде f(gh) = (fg)h. Эти аксиомы автоматически выполняются для групп преобразований. В действи­
тельности эти аксиомы означают просто, что группа образована из некоторой группы преобразований
забыванием преобразуемого множества. Такие аксиомы, наряду с другими немотивированными опреде­
лениями, служат математикам главным образом для того, чтобы затруднить непосвященным овладение
своей наукой и тем самым повысить ее авторитет.» (В.И. Арнольд.) При этом на примере решения дан­
ного цикла задач школьники увидят, что общее понятие группы все-таки полезно для изучения групп
преобразований.
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2

(5) Группа всех перестановок 6-элементного множества, являющихся изоморфизмами
графа K3,3.

(0, 1)
(1, 1)

(1, 0)
(0, 0)

b
a

e

c

d

f

(0, 1)
(1, 1)

(1, 0)
(0, 0)

f1101(b)

f1101(a)

f1101(f)

f1101(d)

f1101(c)

f1101(e)

Рисунок: линейное преобразование f1101 : Z2
2 → Z2

2

(6) Рассмотрим множество Z2
2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} упорядоченных пар вычетов

по модулю 2. Для любых четырех вычетов a, b, c, d по модулю 2 рассмотрим отображение
fabcd : Z2

2 → Z2
2, заданное формулой fabcd(x, y) = (ax + by, cx + dy). Среди всех таких

отображений выберем взаимно-однозначные. Они образуют группу.
Зачем? На примере исследования этого вопроса мы покажем, как появляются неко­

торые основные понятия теории групп. Основные идеи будут представлены на «олимпи­
адных» примерах: на простейших частных случаях и со сведением к необходимому мини­
муму алгебраического языка. 2

«Новичку». За счет принятого стиля изложения Вам не будет сложнее решать при­
веденные задачи, чем школьникам, уже знакомым с основами теории групп. Вы освоите
необходимые идеи на примере решения задач 1-й серии, которые все равно просты. Весе­
лые задачи 3-й серии также помогут Вам освоиться.

Школьнику, уже знакомому с основами теории групп. Конечно, Вам будет
интереснее решать приведенные задачи. Вы можете не разбирать все предлагаемые част­
ные случаи, а сразу доказывать общий результат, из которого они вытекают, чтобы потом
сконцентрироваться на новых для Вас задачах. Они имеются уже в самом начале — см.
общий вопрос и некоторые пункты задачи 1.5. Если Вы используете другое определение
группы, то нужно доказать его эквивалентность вышеприведенному.

Общие замечания к формулировкам задач. Eсли условие задачи является утвер­
ждением, то в задаче требуется это утверждение доказать. Если некоторая задача не
получается, то читайте дальше — соседние задачи могут оказаться подсказками.

Звездочки. За каждое верное (> +.) письменное решение школьник или команда
получает звездочку. По усмотрению жюри звездочка может дополнительно выдаваться
за красивые решения, за решения сложных задач и за некоторые решения, набранные в
tex’e. Число звездочек у жюри не ограничено. Одну звездочку можно потратить на одну
попытку устной сдачи одной из задач.

Благодарим С.А. Дориченко и Г.Р. Челнокова за полезные замечания.

2Это не только сделает материал более доступным, но поможет тем, кто привык к абстрактному из­
ложению, развить математический вкус. Благодаря этому они смогут разумно выбирать проблемы для
исследования и ясно излагать собственные открытия, не скрывая ошибок (или известности полученного
результата) за чрезмерным формализмом. К сожалению, такое (бессознательное) сокрытие ошибки часто
происходит с молодыми математиками, воспитанными на чрезмерно формальных курсах.



3

1. ДО. 1-я серия.

Через |X| обозначается число элементов в множестве X.

1.1. (a) Код для замка состоит из упорядоченного набора девяти различных ненулевых
цифр. Известно следующее правило: если коды A и B открывают замок (допускается воз­
можность A = B), то код, полученный заменой каждой цифры k в коде A на цифру,
стоящую на k-м месте в коде B, тоже открывает замок. Известно, что замок открывает
только код 856291473 и все коды, полученные из него многократным применением указан­
ного правила. Сколько всего кодов открывают замок?

(b) Тот же вопрос для следующего правила: если код A открывает замок и B — про­
извольный код (допускается возможность A = B), то код, полученный заменой

каждой цифры в коде A, равной номеру места цифры k в коде B,
на цифру, стоящую на k-м месте в коде B,
тоже открывает замок.

1.2. (a) Докажите, что множество из примера 6 действительно является группой.
(b) Какие из приведенных примеров групп являются циклическими?
(c) Любая группа содержит тождественное преобразование (оно называется единич­

ным элементом и обозначается e).

1.3. (a) Придумайте группу и в ней две перестановки a и b, для которых ab = b−1a.
(b) В языке племени Абаба 2 буквы: «а» и «б». Если в любом месте любого слова этого

языка вставить или вычеркнуть буквосочетание «ааб» или буквосочетание «бба», то смысл
слова от этого не изменится. На скале нацарапано 4 слова на языке Абаба. Докажите, что
среди них есть два, совпадающих по смыслу.

1.4. (a) Придумайте группу из 17 перестановок, которые можно так занумеровать числами
0, 1, 2, . . . , 16, чтобы номер композиции был бы равен сумме номеров ‘сомножителей’ по
модулю 17.

(b) Придумайте группу из 16 перестановок, которые можно так занумеровать числами
1, 2, . . . , 16, чтобы номер композиции был бы равен произведению номеров ‘сомножителей’
по модулю 17.

(с) Существует ли группа из 8 перестановок, которые можно так занумеровать чис­
лами 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14, чтобы номер композиции был бы равен произведению номеров
‘сомножителей’ по модулю 15?

1.5. Любая ли группа из n преобразований является циклической для следующих значе­
ний n:

(7) 1,2,3,4,5,6,7; (8) 8; (9) 9; (10) 10; (12) 12; (15) 15; (21) 21; (1001) 1001?

Группа G называется коммутативной, если xy = yx для любых x, y ∈ G.
Порядком ord a элемента a группы G с единичным элементом e называется
наименьшее целое положительное n, для которого an = e (если такое n
существует).

1.6. (a) Теорема Ферма-Эйлера. Для любого элемента a конечной коммутативной группы
G с единичным элементом e выполнено a|G| = e.

(b) Любая циклическая группа является коммутативной.
(c) Верно ли обратное?

1.7. Если количество элементов в группе является простым числом, то эта группа цикли­
ческая.

1.8. (a) Найдите порядок каждого элемента в группе S4.
(b) Любой элемент конечной группы имеет (конечный) порядок.
(c) Если в конечной группе есть элемент порядка 2, то число элементов группы четно.
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(d) Если в конечной группе есть элемент порядка 3, то число элементов группы делится
на 3.

(e) Теорема Лагранжа. Число элементов конечной группы делится на порядок любого
ее элемента.

(f) В любой группе из четного числа элементов есть элемент порядка 2.
1.9. (a) Если число n четное составное, то существует группа из n преобразований, не
являющаяся циклической.

(b) Если число n делится на квадрат простого, то существует группа из n преобразо­
ваний, не являющаяся циклической.
1.10. (a) Любая коммутативная группа из 10 элементов является циклической.

(b) То же для 21 элемента.
(c) То же для 1001 элемента.
(d) Для каких n любая коммутативная группа из n элементов является циклической?

Рисунок: перестановка типа 〈1, 2, 3, 4〉
1.11. Перестановка (n1 + ...+nk)-элементного множества, являющаяся композицией непе­
ресекающихся циклов порядков n1, ..., nk, называется перестановкой типа 〈n1, ..., nk〉.

(a) Докажите, что любые две перестановки f и g одного типа сопряжены в группе Sn,
т.е. g = b−1fb для некоторой перестановки b ∈ Sn.

(b) Докажите обратное.
(c) Порядки сопряженных перестановок равны.

1.12. Пусть G — группа из 15 элементов.
(a) В G есть элемент порядка 3.
(b) Любой элемент порядка 5 в G сопряжен только со своими степенями.

2. ДО. 2-я серия.

Некоторые решения.
Решение задачи 1.2. (с) f ∈ G ⇒ f−1 ∈ G ⇒ ff−1 = e ∈ G.
Решение задачи 1.5-7 для n = 3. Пусть, напротив, имеется нециклическая группа G из

трех перестановок. Обозначим через a нетождественную перестановку в ней. Если a2 6= e,
то перестановки a, a2, a3 различны и группа циклическая. Если же a2 = e, то рассмотрим
перестановку b ∈ G, отличную от e и a. Тогда перестановка ab отлична от e, a, b. (Дей­
ствительно ab 6= a и ab 6= b очевидно. Если ab = e, то b = a2b = a — противоречие.)
Противоречие.

Решение задачи 1.5-10. Рассмотрим правильный пятиугольник на плоскости. Рассмот­
рим все движения плоскости, переводящие его в себя. Это тождественное преобразование,
4 поворота и 5 симметрий. Всего 10 преобразований. Нужную группу образуют 10 пере­
становок множества вершин правильного пятиугольника, происходящих при применении
перечисленных десяти преобразований плоскости. Эта группа нециклическая, поскольку
для двух перестановок s и t, «пришедших из симметрий», st 6= ts. А если бы s = gk и
t = gl для некоторой перестановки g, то st = ts.

1
2

34

5 r−→
5

1

23

4
1

2

34

5 s−→
1

5

43

2

Рисунок: движения правильного 5-угольника
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Другое решение задачи 1.5-10. Оно более сложное, чем предыдущее, но зато может по­
мочь Вам в решении задачи 2.1. Рассмотрим перестановки r и s 5-элементного множества
вершин правильного 5-угольника, «пришедшие» из поворота на 2π/5 и из симметрии; см.
рисунок. Тогда r5 = e = s2 и sr = r−1s. Рассмотрим 10 перестановок rksl, k, l ∈ Z. Из соот­
ношения sr = r−1s можно получить, что это множество является группой. (Именно в этом
отличие приводимого решения от предыдущего — мы получили замкнутость относительно
композиции и взятия обратного не из геометрических соображений, а из комбинаторных.
Поэтому появилась возможность обобщать это доказательство на случаи, когда геометри­
ческой интерпретации не видно.) Из этого же соотношения вытекает, что эта группа не
является циклической.

Новые задачи.

2.1. (a) Cуществует нециклическая группа из 21 элемента.
(b) Cуществует нециклическая группа из 55 элементов.
(c) Если p и q простые числа и q−1 делится на p, то существует нециклическая группа

из pq элементов.

Указание к 2.1a. См. вышеприведенное другое решение задачи 1.5-10. Попробуйте сообразить,
каким соотношениям должны удовлетворять перестановки r и s, чтобы множество rksl, k, l ∈ Z,
образовывало бы нециклическую группу из 21 перестановки. А потом попробуйте придумать
такие перестановки.

Подгруппой группы G называется подмножество группы G, также являющееся груп­
пой.

2.2. (a) Может ли в коммутативной группе из 10 элементов быть два различных элемента
порядка 2? (Это подсказка к задаче 1.10a.)

(b) Теорема Лагранжа. Число элементов в конечной группе делится на число элемен­
тов в любой ее подгруппе.

2.3. (Это подсказка к задаче 1.12b.) Пусть G — группа из 15 элементов и f, g ∈ G —
элементы порядка 5.

(a) Множества {f, f 2, f 3, f 4} и {g, g2, g3, g4} либо не пересекаются, либо совпадают.
(b) Один из элементов f, g является степенью другого.

2.4. Пусть G — группа из 15 элементов, f ∈ G — элемент порядка 5, b ∈ G, b−1fb = fm и
k ∈ Z, k > 0. Тогда b−1fkb = fkm и b−kfbk = fmk .

2.5. Пусть G — группа из 15 элементов, в которой каждый неединичный элемент имеет
порядок 3. Пусть f, g ∈ G− e.

(a) Множества {f, f 2} и {g, g2} либо не пересекаются, либо совпадают.
(b) Если {f, f 2} 6= {g, g2}, то fg 6= gf .
(c) С каждым неединичным элементом сопряжено ровно 4 других элемента.

2.6. (a) Если число преобразований в группе есть произведение pq простых чисел, p < q
и q − 1 не делится на p, то эта группа циклическая.

(b) Пусть G — группа из 1001 элемента и f ∈ G−{e}. Докажите, что G циклическая,
если f сопряжен только со своими степенями.

3. ДО. 3-я серия

Веселые задачи этой серии на более абстрактном языке описывают важную идею,
приведенную в указании к задаче 2.1a. Формально, они не нужны для нашей главной
цели.



6

3.1. 3 В языке Велосипедистов (англ. Cyclists) имеется две буквы a и a−1. Они называются
противоположными.

В этом и других рассматриваемых языках словами называются все конечные упоря­
доченные наборы из букв; в частности, имеется пустое слово, в котором нет букв (т.е.
молчание тоже имеет значение).

Слово «восьмерка», состоящее из восьми букв a подряд, считается неприличным. Cло­
во, состоящее из двух противоположных букв подряд, называется запинкой.

В этом и других рассматриваемых языках cмысл слова не меняется от
• зачеркивания в любом месте любого неприличного подслова или запинки, а также

от
• добавления в любое месте любого неприличного подслова или запинки.
(Научно выражаясь, смысл — класс эквивалентности слов относительно операций

вставки и удаления неприличных слов или запинок).
Например, на языке Велосипедистов слова aaaa−1a и aaa различны, но имеют одина­

ковый смысл.
(a) У Велосипедистов имеется всего 8 смыслов.
(b) Велосипедисты разговаривают о вычетах по модулю 8. Иными словами, множество

смыслов с операцией приписывания изморфно множеству вычетов по модулю 8 с операцией
суммы по модулю 8. Приведем четкую формулировку этого утверждения. Слова можно
приписывать одно к другому: из слов X и Y получается слово XY . (Например, из слов
aa и aa−1a получается слово aaaa−1a.) Эта операция на множестве слов задает операцию
«приписывания» на множестве смыслов. Так вот, восемь смыслов можно занумеровать
вычетами по модулю 8 так, что номер смысла слова XY равен сумме (по модулю 8)
номера смысла слова X и номера смысла слова Y .

3.2. Для обеспечения секретности сотрудники Пентагона придумали специальный язык. В
нем имеются четыре буквы a, b, a−1 и b−1. Буквы a и a−1 называются противоположными.
Буквы b и b−1 тоже. Пять букв a подряд или две буквы b подряд образуют неприличное
слово. Еще одно неприличное слово — ... В нем 4 буквы, первые три из которых — такие
же, как в слове abab, а последние три из которых — такие же, как в слове a−1bbab−1.

(a) У сотрудников Пентагона имеется всего 10 смыслов.
(b) Сотрудники Пентагона разговаривают о движениях множества вершин правильно­

го пятиугольника на плоскости. Дайте сами четкую формулировку этого утверждения!

3.3. В языке Ценителей Совершенства также четыре буквы a, b, a−1 и b−1. Три буквы a
подряд или две буквы b подряд образуют неприличное слово. Еще одно неприличное слово
— ... В нем 10 букв, и оно получается записыванием пять раз подряд слова ba.

(a) У Ценителей Совершенства имеется конечное количество смыслов.
(b) Ценители Совершенства разговаривают о некоторой группе. Дайте сами четкую

формулировку этого утверждения!

3.4. (a) В языке Алгебраистов также четыре буквы a, b, a−1 и b−1. Неприличные слова
настолько неприличны, что в этом тексте неуместно не только описывать их, но даже
говорить, конечно ли их число. Докажите, что Алгебраисты разговаривают о некоторой
группе. Дайте сами четкую формулировку этого утверждения! (Эта группа может ока­
заться бесконечной, даже если неприличных слов конечное число.)

(b) Если в язык Алгебраистов добавить новые буквы c и c−1 и некоторые новые непри­
личные слова, то Алгебраисты по-прежнему будут разговаривать о некоторой группе.

3Это — пример некрасивой задачи по математике. Понять ее условие сложнее, чем придумать реше­
ние (понимая условие). Однако нам эта задача нужна, чтобы на простейшем примере показать важную
конструкцию.
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4. ПОСЛЕ. 4-я серия.

Некоторые решения.
1.8. (d) Пусть a — элемент порядка 3. Выпишем все элементы группы. Теперь будем по­
степенно зачеркивать их следующим образом: на каждом шаге выбираем произвольным
образом незачеркнутый элемент x и зачеркиваем 3 элемента x, xa, xa2. При этом никакой
элемент мы не зачеркнем больше одного раза: действительно, предположим, что, напри­
мер, зачеркиваемый элемент xa уже был зачеркнут. Тогда либо xa = y, либо xa = ya, либо
xa = ya2 для некоторого ранее выбранного элемента y. Но тогда либо x = ya2, либо x = y,
либо x = ya. Таким образом, элемент x уже был зачеркнут. Полученное противоречие
доказывает, что на каждом шаге зачеркивается ровно 3 новых элемента. В конце будут
зачеркнуты все элементы. Значит, число элементов группы делится на 3.

(e) Теорема Лагранжа. Для x ∈ G рассмотрим множество {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}.
По определению порядка указанные элементы различны. Значит, в этом множестве ord f
элементов. Если xfk = yf l, то y = xfk−l. Поэтому для разных x эти множества либо не
пересекаются, либо совпадают. Значит, |G| делится на ord f .
1.10. (a) Обозначим через p порядок неединичного элемента f . Если p = 10, то группа
циклична. Пусть теперь p < 10. По теореме Лагранжа p ∈ {5, 2}. Если есть элемент g по­
рядка 10/p, то G = {fg, (fg)2, . . . , (fg)10}. Иначе есть элемент g 6∈ {f, f 2, . . . , f p} порядка p.
Тогда {fkgl}k,l∈Z есть подгруппа порядка p2. Противоречие с теоремой Лагранжа.
1.11. Указание. Перенумеруем элементы множества так, чтобы f перешла в g. Эта пере­
нумерация задает требуемую перестановку b.
2.3. (a) Предположим, что эти множества пересекаются. Тогда существуют такие нату­
ральные числа 1 ≤ k, l ≤ 4, что fk = gl. Так как НОД(k, 5) = 1, то существует такое целое
число m, что 5 | km − 1. Тогда f = fkm = (fk)m = (gl)m = glm. Отсюда следует, что эти
множества совпадают.

(b) Рассмотрим 25 элементов fkgl для 1 ≤ k, l ≤ 5. Так как в группе всего 15 элементов,
то существуют 1 ≤ k, l,m, n ≤ 5 такие, что (k, l) 6= (m,n) и fkgl = fmgn. Домножая на
f−m слева и на g−l справа, получаем fk−m = gn−l. Так как f и g — элементы порядка 5, то
множества {f, f 2, f 3, f 4} и {g, g2, g3, g4} пересекаются. Из (a) получаем, что они совпадают.
2.5. (c) Указание. Рассмотрим элемент f 6= e. Обозначим число сопряженных с ним эле­
ментов c(f) (вместе с самим элементом f). Рассмотрим множество

Z(f) := {g ∈ G : fg = gf}
. Из (b) следует, что Z(f) = {e, f, f 2}. Теперь из того, что c(f) · |Z(f)| = |G| получаем
c(f) = 15/3 = 5.
2.1. (a) Новое указание. Искомая группа является группой некоторых перестановок 49-эле­
ментного множества Z2

7. Для описания группы представим его элементы как пары (x, y)
вычетов по модулю 7. Для любых целых неотрицательных k, l определим преобразование

fk,l : Z2
7 → Z2

7 формулой fk,l(x, y) := (2kx, lx+ y).

Проверьте, что
• таких преобразований ровно 21;
• они образуют группу;
• эта группа не является циклической.

2.1. (b) Указание. Воспользуйтесь тем, что 25 = 33−1. Для любых целых неотрицательных
k, l определим преобразование fk,l : Z2

11 → Z2
11 формулой fk,l(x, y) := (4kx, lx+ y).

3.3. Указание. Проще всего использовать то, что Ценители Совершенства являются Ал­
гебраистами.
3.4. Указание. Сопоставьте каждому смыслу преобразование множества смыслов, опреде­
ляемое как «приписывание данного смысла слева».
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Новые задачи.

4.1. Cуществует нециклическая группа из 39 элементов.

4.2. Пусть G — группа из 1001 элемента и f ∈ G − {e}. Предположим, что f сопряжен
только с некоторыми своими степенями. Пусть h 6∈ 〈f〉 := {f, f 2, . . . , fn, . . . }. Обозначим
через q наименьшее из целых положительных n, для которых hn ∈ 〈f〉.

(a) q делит ordh.
(b) Если h−1fh = fk, то h−nfhn = fkn .
(c) h−1fh = f .
(d) {fh, (fh)2, (fh)3, . . . , (fh)q ord f} подгруппа в G.

4.3. Пусть G — группа из 1001 элемента, не являющаяся циклической.
(a) Каждый элемент содержится в максимальной по включению подгруппе, не совпа­

дающей со всей G.
Такие подгруппы будем сокращенно называть максимальными подгруппами.
(b) Каждая максимальная подгруппа является циклической.

4.4. Назовем коммутативизатором группы G множество

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag для любого g ∈ G}
тех элементов, которые коммутируют со всеми. (Мы надеемся, что использование слова
коммутативизатор вместо общепринятого центр более удобно для начинающих.)

(a) Найдите Z(Sn) для каждого n = 2, 3, 4, . . .
(b) Коммутативизатор группы является подгруппой.

4.5. Пусть G — группа из 1001 элемента, не являющаяся циклической. Пусть порождаю­
щий элемент любой максимальной подгруппы сопряжен не только со своими степенями.

(a) Любая максимальная подгруппа содержит коммутативизатор.
(b) Выразите через |F | и |Z| число элементов, сопряженных элементам максимальной

подгруппы F .

5. ПОСЛЕ. 5-я серия

Указание к задаче 1.4c. Такую группу удобно придумывать как подгруппу в группе
перестановок множества {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}
5.1. (a) Для любых группы G и элемента g ∈ G множество

N(g) = NG(g) := {a ∈ G : ga = agk для некоторого k}
является подгруппой.

(b) Найдите NS3(g) для каждого g ∈ S3.
(c) Число различных подгрупп, сопряженных с 〈g〉, равно |G|/|N(g)|.

5.2. Пусть G — группа из 1001 элемента, не являющаяся циклической. Предположим, что
порождающий элемент любой макcимальной подгруппы (напомним, что по утверждению
задачи 4.3b она циклическая) сопряжен не только со своими степенями.

(a) Пересечение двух максимальных подгрупп равно коммутативизатору.
(b) Число различных подгрупп, сопряженных с максимальной подгруппой F , равно

1001/|F |.
(с) Для числа F̂ элементов, сопряженных элементам максимальной подгруппы F и не

лежащих в коммутативизаторе, справедливы неравенства 500 < F̂ ≤ 1000− |Z|.

Теорема о первообразном корне. Для любого простого p существует число g, для кото­
рого остатки от деления на p чисел g1, g2, g3, . . . , gp−1 ≡ 1 mod p различны.
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5.3. Доказательство теоремы о первообразном корне. Здесь латинскими буквами обозна­
чаются целые неотрицательные числа. Пусть p простое и a не делится на p.

(a) p− 1 делится на наименьшее k > 0, для которого ak ≡ 1 mod p.
Указание: используйте малую теорему Ферма.
(b) Для любых целых n и a сравнение xn ≡ a mod p имеет не более n решений.
(c) Если p− 1 делится на d, то сравнение xd ≡ 1 mod p имеет ровно d решений.
(d) Докажите теорему о первообразном корне для p = 2m + 1.
(e) Докажите теорему о первообразном корне для p = 2m · 3n + 1.
(f) Докажите теорему о первообразном корне для произвольного простого p.
(g)* Верно ли, что число 3 является первообразным корнем по модулю любого простого

числа вида p = 2m + 1?

5.4. Для каких n любая группа из n элементов является коммутативной?

6. Указания и решения, выдаваемые после окончательного финиша

2.1c. По теореме о первообразном корне существует элемент a ∈ Zq порядка p. Для любых
целых неотрицательных k, l определим преобразование fk,l : Z2

q → Z2
q формулой fk,l(x, y) :=

(akx, lx+ y). Нетрудно проверить, что
• таких преобразований ровно pq;
• они образуют группу;
• эта группа не является циклической.

3.1. Указание. Положим номер смысла данного слова равным разности между числом
букв a и a−1 в этом слове по модулю 8.
3.2. Указание. Биекция между смыслами и движениями правильного пятиугольника стро­
ится следующим образом: букве a поставим в соответствие поворот на 72◦ против часовой
стрелки с центром в центре пятиугольника. Букве b поставим в соответствие такое отра­
жение, что выполняется a◦b◦a◦b−1 = id; смыслу слова будет соответствовать композиция
движений, соответствующих его буквам.
3.3b. Первое решение. Следует из задачи 3.4а.
3.3b. Второе решение. Ценители Совершенства разговаривают о группе всех таких пе­
рестановок вершин правильного икосаэдра, которые получены из вращений трехмерного
пространства, переводящих икосаэдр в себя. То есть о группе A5.
4.2. (b) Утверждение доказывается индукцией по n.
5.3. Указания. (b) Докажем более общее утверждение: многочлен степени n не может
иметь более n корней в множестве Z/pZ вычетов по модулю p (в котором имеются опе­
рации сложения и умножения по модулю p). Здесь многочленом называется бесконечный
упорядоченный набор (a0, . . . , an, . . . ) вычетов по модулю p, в котором лишь конечное чис­
ло элементов отлично от нуля. Обычно многочлен записывается в виде a0 +a1x+ . . .+akx

k

(если ak+1 = ak+2 = . . . = 0). Эта запись дает отображение Z/pZ → Z/pZ. Будьте осто­
рожны: разным многочленам может соответствовать одно и то же отображение. Корнем
многочлена a0 + a1x+ . . .+ akx

k называется такой вычет x0 по модулю p, что выполнено

a0 + a1x0 + . . .+ akx
k
0 = 0.

Пусть многочлен P (x) степени n имеет в Zp различные корни x1, . . . , xn, xn+1. Пред­
ставьте его в виде

P (x) = bn(x− x1) . . . (x− xn) + bn−1(x− x1) . . . (x− xn−1) + . . .+ b1(x− x1) + b0

(’интерполяция Ньютона’). Последовательно подставляя в сравнение P (x) ≡ 0 mod p
вычеты x1, . . . , xn, xn+1, получим b0 ≡ b1 ≡ · · · ≡ bn−1 ≡ bn ≡ 0 mod p.

То же самое решение можно записать и так. Пусть P — многочлен. Тогда P − P (a) =
(x− a)Q для некоторого многочлена Q степени меньше degP . Поэтому если P (a) = 0, то
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P = (x − a)Q для некоторого многочлена Q степени меньше degP . Теперь требуемое в
задаче утверждение доказывается индукцией по степени многочлена P с использованием
простоты числа p.

(c) Первое указание. Заметьте, что многочлен xp−1 − 1 имеет ровно p − 1 корень в
множестве Z/pZ и делится на xd − 1. Докажите, что если многочлен степени a имеет
ровно a корней и делится на многочлен степени b, то этот многочлен степени b имеет
ровно b корней.

(c) Второе указание. Если p = kd, то для любого a сравнение yk ≡ a mod p имеет не
более k решений.

(d) Если первообразного корня нет, то по (a) сравнение x2m−1 ≡ 1 mod p имеет p− 1 =
2m > 2m−1 решений.

(e,f) Аналогично (d).
5.4. Указание. Все группы порядка n абелевы тогда и только тогда, когда в разложении
числа n на простые сомножители n = pk1

1 . . . pkl
l

• ki < 3;
• pi не делит pkj

j − 1.
Доказывается это примерно так же, но в случае 1 надо воспользоваться тем, что любая

конечная абелева группа раскладывается в прямое произведение циклических подгрупп.
Остальные задачи тривиальны или покрываются прилагаемым текстом [BKS].
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КОГДА ЛЮБАЯ ГРУППА ИЗ N ЭЛЕМЕНТОВ ЦИКЛИЧЕСКАЯ? 1

В. Брагин, Ант. Клячко и А. Скопенков

В этой заметке приводится простое доказательство известного факта: любая группа из n элемен-
тов является циклической тогда и только тогда, когда n взаимно просто с φ(n). Заметка доступна
школьникам: для понимания не требуется знаний по теории групп. Она может быть также инте-
ресным ‘легким чтением’ для профессиональных математиков.

Введение
Назовем группой непустое семейство G преобразований (т.е. перестановок) некоторого

множества, замкнутое относительно композиции и взятия обратного преобразования (т.е.
если f, g ∈ G, то f ◦ g ∈ G и f−1 ∈ G). Общепринятое название: группа преобразований. Ср.
[A, стр. 49, комментарий к задаче 5].

Если в конечной группе G найдется преобразование g, из всех возможных степеней кото-
рого состоит G (т.е. G = {g, g2, . . . , gn, . . . }), то группа G называется циклической.

Мы докажем следующую теорему.
Теорема (фольклор). Любая группа из n элементов является циклической тогда и

только тогда, когда n взаимно просто с φ(n).
Здесь φ(n) — количество целых чисел от 1 до n, взаимно простых с n (функция Эйлера).
Заметим, что условие взаимной простоты n и φ(n) равносильно тому, что в разложении

числа n на простые сомножители n = p1 . . . pt

(*) все pi различны и
(**) pi не делит pj − 1 ни для каких i и j.
Для понимания доказательства не требуется никаких знаний по теории групп. Небольшое

количество необходимых понятий вводятся в процессе доказательства. В частности, наше
доказательство не привлекает (явно или неявно) понятия факторгруппы, в отличие от более
традиционных доказательств (см., например, [B]). Идея приводимого доказательства близка
к [???]. Как придумать приводимое доказательство, видно из [BKKSS].

Доказательство части «только тогда»
Если нарушается вышеприведенное условие (*), например, p1 = p2 = p, то в качестве

нециклической группы из n элементов можно взять группу{
(1, 2, . . . , p)i(p + 1, p + 2, . . . , 2p)j(2p + 1, 2p + 2, . . . , 2p + n

p2 )
k | i, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , n

p2

}
.

Если нарушается вышеприведенное условие (**), например, p1 делит p2− 1, то по теореме
о первообразном корне существует элемент a ∈ Zp2 , для которого степени a, a2, . . . , ap1 = 1
различны. Обозначим через Gp1,p2 группу преобразований fk,l : Z2

p2
→ Z2

p2
, заданных форму-

лой fk,l(x, y) := (akx, lx + y) для k ∈ Zp1 и l ∈ Zp2 . 2 Тогда в качестве нециклической (даже
некоммутативной) группы из n элементов можно взять группу{

f ◦ (1, 2, . . . ,
n

p1p2

)j | f ∈ Gp1,p2 , j = 1, 2, . . . ,
n

p1p2

}
. QED

Доказательство части «тогда».
Через |X| обозначается число элементов в множестве X. Обозначим данную группу через

G. Используем индукцию по числу простых сомножителей в n = |G|. Если сомножитель
один, то часть «тогда» вытекает из следующей теоремы Лагранжа.
Порядком ord a элемента a группы с единичным элементом e называется наименьшее

целое положительное n, для которого an = e. Если группа конечна, то ясно, что такое n
существует.

1Обновляемая версия поддерживается на www.arxiv.org. Благодарим К. Кохася за полезные замечания.
2Научно говоря, Gp1,p2 =

{(
ak l
0 1

)
∈ Z2×2

p2

∣∣∣ k ∈ Zp1 , l ∈ Zp2

}
.

1
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Теорема Лагранжа (частный случай). Число элементов конечной группы делится
на порядок любого ее элемента.

Доказательство. Обозначим данную группу через G. Для любого x ∈ G рассмотрим мно-
жество {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}. По определению порядка указанные элементы различны.
Значит, в этом множестве ord f элементов. Если xfk = yf l, то y = xfk−l. Поэтому для раз-
ных x эти множества либо не пересекаются, либо совпадают. Значит, |G| делится на ord f .
QED

Пусть теперь простых сомножителей в n = |G| больше одного. Нам понадобится следую-
щая общая версия теоремы Лагранжа.
Подгруппой группы называется подмножество этой группы, которое само по себе явля-

ется группой.

Теорема Лагранжа. Число элементов конечной группы делится на число элементов
любой ее подгруппы.

Доказательство. Обозначим данную группу через G, а ее подгруппу через {h1, . . . , hm}.
Для любого x ∈ G рассмотрим множество {xh1, xh2, . . . , xhm}. В этом множестве |H| эле-
ментов. Если xhk = yhl, то y = xhkh

−1
l . Поэтому для разных x эти множества либо не

пересекаются, либо совпадают. Значит, |G| делится на m. QED

Максимальной подгруппой назовем максимальную по включению подгруппу, не сов-
падающую со всей группой и содержащую более одного элемента. По предположению ин-
дукции и теореме Лагранжа каждая максимальная подгруппа является циклической.

Для элемента f группы G обозначим через 〈f〉 ⊂ G множество всех его степеней (в т.ч.
нулевых и отрицательных). Элемент f называется порождающим для (циклической) под-
группы 〈f〉.

Предположим противное, т.е. что группа G не является циклической. Тогда каждый эле-
мент f содержится в некоторой максимальной подгруппе (в максимальной по включению
подгруппе, содержащей 〈f〉).

Элементы f и g группы G называются сопряженными в G, если g = b−1fb для некото-
рого b ∈ G.

Первый случай: порождающий элемент f некоторой максимальной подгруппы сопря-
жен только с некоторыми своими степенями. Возьмем h ∈ G − 〈f〉. Тогда hord h ∈ 〈f〉.
Обозначим через q наименьшее из целых положительных n, для которых hn ∈ 〈f〉. Возьмем
k ∈ Z, для которого h−1fh = fk. Так как hq ∈ 〈f〉, то f = h−qfhq = fkq (последнее равенство
доказывается индукцией по q). Поэтому kq ≡ 1 mod ord f .

По условию (*) и теореме Лагранжа ord f является произведением p1 . . . ps различных
простых. Тогда kq ≡ 1 mod pi для любого i = 1, 2, . . . , s. Так как |G| делится на ord h и ord h
делится на q, то по условию (*) q является произведением различных простых. По условию
(**) ни одно из этих простых pj не делит никакое pi− 1. Следовательно, q взаимно просто с
каждым pi − 1. Поэтому существуют целые x = xi и y = yi, для которых qx + (pi − 1)y = 1.
Значит, k ≡ kqx+(pi−1)y ≡ 1 mod pi для любого i = 1, 2, . . . , s. Поэтому k ≡ 1 mod ord f , т.е.
fh = hf .

Тогда в G есть подгруппа {f ihj | 1 ≤ i ≤ ord f, 1 ≤ j ≤ q} из q ord f элементов. Значит,
по условию (*) и теореме Лагранжа ord f и q взаимно просты. Так как (fh)j = f jhj для
любого j, то ord(fh) делится на q и на ord f . Поэтому ord(fh) = q ord f . Так как подгруппа
〈f〉 максимальна, то 〈fh〉 = G. Значит, G циклическая. Противоречие.

Второй случай: порождающий элемент любой максимальной подгруппы сопряжен не
только со своими степенями.
Произведением двух подмножеств X и Y группы G называют множество всевозмож-

ных произведений xy, где x ∈ X и y ∈ Y . Если одно из этих подмножеств состоит только из
одного элемента, например, Y = {y}, то для краткости пишут Xy вместо X{y}.
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(1) Любая максимальная подгруппа F содержит центр

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag для любого g ∈ G},
т.е. множество тех элементов, которые коммутируют со всеми.

Доказательство утверждения (1). Иначе FZ — большая коммутативная подгруппа. Вви-
ду максимальности F имеем FZ = G. Противоречие с условием второго случая. QED

(2) Пересечение двух максимальных подгрупп равно центру.
Доказательство утверждения (2). Неединичный элемент в пересечении коммутирует с

элементами обоих подгрупп. Значит, он коммутирует с любым произведением нескольких
сомножителей, каждый из которых лежит в одной из наших подгрупп. Множество таких
произведений является подгруппой. В силу максимальности наших подгрупп эта подгруппа
совпадает со всей группой. Значит, пересечение содержится в центре.

Из (1) вытекает обратное включение. QED
(3) Для любой максимальной подгруппы F число различных подгрупп, сопряженных с F

(включая F ), равно |G|/|F |.
Доказательство утверждения (3). Рассмотрим множество

N(F ) := {a ∈ G : Fa = aF}.
Нетрудно проверить, что N(F ) является подгруппой. По условию второго случая N(F ) 6= G.
Так как N(F ) ⊃ F , то в силу максимальности N(F ) = F .

Сопряжение каждым элементом группы G переводит подгруппу F в одну из сопряженных
подгрупп. Если сопряжение двумя разными элементами u, v группы G переводит подгруппу
F в одну и ту же подгруппу, т.е. u−1Fu = v−1Fv, то Fuv−1 = uv−1F . Это означает, что
uv−1 ∈ N(F ) = F или, что то же самое, u ∈ Fv. Обратно, условие u ∈ Fv влечет u−1Fu =
v−1Fv.

Ясно, что |Fv| = |F |. Поэтому число элементов в G, сопряжение с которыми переводит
подгруппу F в данную фиксированную сопряженную подгруппу, равно |F |. Значит, число
подгрупп, сопряжeнных к F , ровно в |F | раз меньше, чем |G|. QED

(4) Обозначим через F̂ число элементов, сопряженных элементам максимальной под-
группы F и не лежащих в центре. Тогда |G|/2 ≤ F̂ < |G| − |Z|.

Доказательство утверждения (4). Подгруппа, сопряженная к максимальной, также мак-
симальна. (Действительно, если g−1Fg ⊂ F ′ ⊂ G, то F ⊂ gF ′g−1 ⊂ G.)

Поэтому и ввиду (3) F̂ = (|F | − |Z|) |G||F | = |G|
(

1− |Z|
|F |

)
.

Так как |G| > |F |, то F̂ < |G| − |Z|.
По условию второго случая Z 6= F . По (1) и теореме Лагранжа |Z| делит |F |. Поэтому

F̂ ≥ |G|/2.
Завершение разбора второго случая: подсчет. Пусть F1, . . . , Fs — наибольший набор по-

парно несопряженных максимальных подгрупп. Напомним, что любой элемент группы со-
держится в некоторой максимальной подгруппе. Значит, он сопряжен некоторому элементу
в некоторой подгруппе Fi. Тогда ввиду (2) |G| = |Z| +

∑
i F̂i. Ввиду левого неравенства

в (4) число слагаемых не превосходит единицы. Ввиду правого неравенства в (4) одного
слагаемого тоже быть не может. QED
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WHEN ARE ALL GROUPS OF ORDER N CYCLIC?

D. Baranov, A. Klyachko, K. Kokhas, A. Skopenkov and M. Skopenkov

A group is a nonempty set of transformations (= permutations or rearrangements of elements)
of some set such that it is closed with respect to compositions of transformations and taking
the inverse transformation. (i.e., if f , g ∈ G then f ◦ g ∈ G and f−1 ∈ G). We say that a group
G is cyclic, if there exists a transformation g ∈ G such that G = {g, g2, . . . , gn, . . . }.

This set of problems is devoted to the following intriguing question:

For which n an arbitrary group of n permutations is cyclic?

Examples of (finite) groups.
(1) The group Sn of all permutations of a n-element set. It is called a symmetric group.
(2) The group {id, (13)(24), (1234), (1432)} of transformations of a set consisting of 4 elements.
(3) Consider a square on the plane and all the transformations of the plane that map the

square onto itself. These are the identity transformation, 3 rotations and 4 symmetries; 8
transformations in all. Let the group consist of 8 permutations of the set of vertices of the
square induced by these 8 transformations.

rotationssymmetries

2π/3

π
π/2

Figure: transformations of a square and a cube.

(4) Consider a cube in the 3-dimensional space and all the rotations of the space mapping
the cube onto itself.

(a) Consider the group of all permutations of the set of vertices of the cube induced by
these rotations.

(b) Consider the group of all permutations of the set of edge midpoints of the cube induced
by these rotations.

Figure: the graph K3,3

(5) The group of all permutations of the 6-element set of vertices of the graph K3,3 which
are isomorphisms of the graph.

1
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(0, 1)
(1, 1)

(1, 0)
(0, 0)

b
a

e

c

d

f

(0, 1)
(1, 1)

(1, 0)
(0, 0)

f1101(b)

f1101(a)

f1101(f)

f1101(d)

f1101(c)

f1101(e)

Figure: linear transformation f1101 : Z2
2 → Z2

2

(6) Consider the set Z2
2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} of ordered pairs of residues modulo 2.

For any 4 residues a, b, c, d consider a transformation fabcd : Z2
2 → Z2

2 defined by the formula
fabcd(x, y) = (ax+ by, cx+ dy). The set of invertible transformations of this form is a group.
General remarks. If the condition of the problem consists of a single statement, you have

to prove this statement. If the problem looks like too difficult, try to solve the neighboring
problems, they can contain hints.
Star-mining. A team gets a star for each correct (> +.) written solution. Jury may also

award stars for elegant solutions, for solutions of difficult problems and for (some) solutions
written in TEX. The jury has infinite number of stars. A team may present the solution orally
paying 1 star for each attempt.

BEFORE. 1st series

1.1. (a) A combination lock can be opened by a 9-digit combination. It happens that if two
combinations A and B = b1b2 . . . b9 open the lock (A = B is allowed), then the combination
obtained from A by replacing its every digit k (simultaneously for all k) with the digit bk opens
the lock too. It is known that the lock can be opened by the combination 856291473 and the
combinations obtained by (multiple) applying the above rule only. How many combinations
open the lock?

(b) The same question for the following rule. If the combination A opens the lock and B
is an arbitrary combination (A = B is allowed), then the combination obtained from A by
replacing (simultaneously for each k) the digit in the combination A that equals the number of
the position of the digit k in combination B with bk.

1.2. (a) Prove that the set in the example 6 is indeed a group.
(b) What groups in the examples above are cyclic?
(c) Every group contains the identity transformation. It is called unity and is denoted by e.

1.3. (a) Construct a group that contains two permutations a and b such that ab = b−1a.
(b) The alphabet of Ababa tribe consists of two letters «a» and «b». No word change the

sense if we insert or delete at any place in this word the fragments «aab» or «bba». 4 words of
Ababa language are scratched on the rock. Prove that two of them have the same sense.

1.4. (a) Construct a group of 17 permutations numbered by numbers 0, 1, . . . , 16, such that
the number of composition of any two permutations equals the sum of the numbers of these
permutations modulo 17.

(b) Construct a group of 16 permutations numbered by numbers 1, 2, . . . , 16, such that the
number of composition of any two permutations equals the product of the numbers of these
permutations modulo 17.
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(с) Does there exist a group of 8 permutations, that can be numbered by numbers 1, 2, 4, 7,
8, 11, 13, 14 so that the number of composition of any two permutations equals the product of
the numbers of these permutations modulo 15?

1.5. Determine for the following values of n whether every group of n permutations is cyclic.
(7) 1,2,3,4,5,6,7; (8) 8; (9) 9; (10) 10; (12) 12; (15) 15; (21) 21; (1001) 1001.

Denote by |X| the number of elements in the set X. The group G is called
commutative if xy = yx for each x, y ∈ G. The order of an element a ∈ G is
the minimal positive integer n such that an = e (where e is the identity). If the
order exists then it is denoted by ord a.

1.6. (a) Fermat–Euler theorem. If G is a commutative group, e is its unity, then a|G| = e for
each a ∈ G.

(b) Every cyclic group is commutative.
(c) Is the opposite statement true?

1.7. If the number of elements of a group is prime then the group is cyclic.

1.8. (a) Find the order of each element in the group S4.
(b) The order is well-defined for each element of a finite group.
(c) If a group contains an element of order 2 then the number of elements in the group is

even.
(d) If a group contains an element of order 3 then the number of elements in the group is

divisible by 3.
(e) Lagrange theorem. The number of elements of a finite group is divisible by the order of

every its element.
(f) If the number of elements in G is even then G contains an element of order 2.

1.9. (a) If n > 2 is even then there exists a noncyclic group of n permutations.
(b) If n is divisible by the square of a prime number then there exists a noncyclic group of

n permutations.

1.10. (a) Each commutative group of 10 elements is cyclic.
(b) The same is true for each 21-element group.
(c) The same is true for each 1001-element group.
(d) For which n every commutative group of n elements is cyclic?

Figure: a permutation of type 〈1, 2, 3, 4〉
1.11. If a permutation of a (n1 + . . .+nk)-element set is a composition of nonintersecting cycles
of order n1, . . . , nk, we call it a permutation of type 〈n1, . . . , nk〉.

(a) Prove that any two permutations f and g of the same type are conjugate in the group
Sn, that means that g = b−1fb for a suitable permutation b ∈ Sn.

(b) Prove the opposite statement.
(c) The conjugate permutations have the same orders.

1.12. Let G be a group of 15 elements.
(a) G contains an element of order 3.
*(b) Each element of order 5 in G can be conjugate with its powers only.

2. BEFORE. 2nd series.

Solution of Problem 1.2. f ∈ G ⇒ f−1 ∈ G ⇒ ff−1 = e ∈ G.
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Solution of Problem 1.5-7 for n = 3. Assume the converse: there is a noncyclic group G
consisting of 3 permutations. Denote by a one of the permutations distinct from the identity.
If a2 6= e then the permutations a, a2, a3 are distinct and hence the group G is cyclic. If a2 = e
then take a permutation b ∈ G distinct from e and a. Then the permutation ab is distinct from
e, a, b. (Indeed, obviously ab 6= a and ab 6= b. If ab = e then b = a2b = a, a contradiction.) This
contradiction proves the problem.

Solution of Problem 1.5-10. Answer: the group is not necessarily cyclic.
Consider a regular pentagon in the plane and all the isometries of the plane that map

the pentagon onto itself. These motions are the identity, 4 rotations and 5 symmetries, 10
transformations at all. Consider permutations of the vertices of the pentagon under these
transformations. These 10 permutations form a noncyclic group, and for any two symmetries s
and t we have st 6= ts. That means that the group is noncyclic, because if s = gk and t = gl

for some g, then st = ts = gk+l.

1
2

34

5 r−→
5

1

23

4
1

2

34

5 s−→
1

5

43

2

Figure: transformations of a regular 5-gon

Another solution of Problem 1.5-10. (It can be useful for solving Problem 2.1.) Let r be a
rotation by 2π/5 of the regular pentagon, s be a symmetry (see fig. 2). Then r5 = e = s2 and
sr = r−1s. Consider 10 transformations rksl, k = 0, 1, 2, 3, 4 and l = 0, 1. Due to the relation
sr = r−1s one can obtain that this set of transformations is a group. (This step is the main
difference with the previous solution. We check that the set is a group algebraically but not
geometrically. Therefore we can use the similar ideas when the objects have no geometrical
interpretations.) The same relation allows to establish that the group is noncyclic.

2.1. (a) There exists a noncyclic group of 21 elements.
(b) There exists a noncyclic group of 55 elements.
(c) If p and q are primes and q− 1 is divisible by p, then there exists a noncyclic group of pq

elements.
Hint to the problem 2.1a. Choose the relations for elements r and s that provide the set rksl, k, l ∈ Z to be a
noncyclic group of 21 element, then construct the suitable permutations.

A subgroup of the group G is a subset of G that is a group itself.

2.2. (a) Can a commutative group of 10 elements contain two elements of order 2? (This is a
hint to the problem 1.10a.)

(b) Lagrange theorem. The number of elements of a finite group is divisible by the number
of elements of any its subgrouop.

2.3. (Hint to the problem 1.12b.) Let G be a group of 15 elements and f , g ∈ G be its elements
of order 5.

(a) The sets {f, f 2, f 3, f 4} and {g, g2, g3, g4} either coincide or do not intersect.
(b) One of the elements f , g is a power of the other.

2.4. Let G be a group of 15 elements, f ∈ G be an element of order 5, b ∈ G, b−1fb = fm and
k ∈ Z, k > 0. Then b−1fkb = fkm and b−kfbk = fmk .

2.5. Let G be a group of 15 elements such that all its elements (except the unity) have order
3. Let f , g ∈ G \ {e}.

(a) The sets {f, f 2} and {g, g2} either coincide or do not intersect.
(b) If {f, f 2} 6= {g, g2}, then fg 6= gf .
(c) Every f ∈ G, f 6= e, has exactly 4 conjugate elements.
(d) This group does not exist.
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2.6. (a) If the number of elements of G equals pq, where p and q are primes, p < q and q − 1
is not divisible by p, then the group is cyclic.

(b) Let G be a group of 1001 elements and f ∈ G \ {e} is an element that is conjugate with
its powers only. Prove that G is cyclic.

3. BEFORE. Series 3

These funny problems in an abstract way describe the idea that was given in the hint to
Problem 2.1a. Formally we do not need them for our main goal.

3.1. 1 There are two letters in Cyclists’ language: a and a−1. They are called opposite.
A Word in Cyclists’ and other considered languages is defined as an ordered collection of

letters; in particular, there is an empty word – word with no letters (silence haves a sense).
The word that consists of eight letters a is indecent. The word that consists of two opposite

letters is named stumble.
In Cyclists’ and other languages that we consider sense of a word does not change after
• inserting an indecent word or a stumble or
• deleting an indecent word or a stumble.
(Scientifically, sense is equivalence class of words with respect to inserting and deleting

indecent words and stumbles operations.)
For example, words aaaa−1a and aaa are different but have the same sense.
(a) There are only 8 senses in Cyclists’ language.
(b) Cyclists speak about residue classes modulo 8. In other words, the set of all senses with

operation of concatenation is isomorphic to the set of all residue classes modulo 8 with sum
operation.

Exact wording of this statement is as follows. We may concatenate words: X and Y gives
XY . (For example, aa and aa−1a gives aaaa−1a.) The operation of concatenation of words sets
operation of concatenation of senses. So, there is a correspondence between residue classes to
senses such that residue class of XY is the sum of residue classes of words X and Y .

3.2. In order to provide secrecy the Pentagon’s workers created a language. There are four
letters a, b, a−1 and b−1. Letters a and a−1 are called opposite. Letters b and b−1 are opposite
too. Five a letters or two b letters form an indecent word. ... is an indecent word too. It consists
of 4 letters, first three letters are first three letters of abab and last three letters of this word
are last three letters of a−1bbab−1.

(a) The Pentagon’s workers language has 10 senses.
(b) They speak about isometries of regular Pentagon. Give an exact wording of this statement.

3.3. Connoisseurs’ of Perfection language has 4 letters a, b, a−1 and b−1. Three a letters or
two letters b form an indecent word. ... is an indecent word too. It has 10 letters and it is a
concatenation of 5 copies of ba.

(a) Connoisseurs’ of Perfection language has a finite number of senses.
(b) Connoisseurs of Perfection speak about a group. Give an exact wording of this statement.

3.4. (a) In Algebraists’ language there are 4 letters a, b, a−1 and b−1. We will not describe
indecent words or even tell if there is a finite number of indecent words or not because they are
indecent. Prove that algebraists speak about a group. Give an exact wording of this statement.
(This group is able to be infinite even if there is a finite number if indecent words.)

(b) If we add 2 new letters c and c−1 to the Algebraists’ language and some new indecent
words, they will all the same speak about a group.

1This is an example of an ugly mathematical problem. Understanding it’s conditions is more difficult then
solving it. However, this problem is necessary because it helps us to introduce an important construction.
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4. AFTER. Series 4

Some Solutions.
1.8. (e) The proof of the Lagrange Theorem. For x ∈ G consider the set {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}.
These elements are different by definition of order. Thus this set has ord f elements. If xfk = yf l

then y = xfk−l. Thus for different x these sets either are equal or do not intersect. So ord f
divides |G|.
1.10. (a) Denote by p the order of a nonidentity element f . If p = 10 then the group is cyclic.
Assume that p < 10. By Lagrange’s Theorem p ∈ {5, 2}. If there exists an element g of order
10/p then G = {fg, (fg)2, . . . , (fg)10}. Else there is an element g 6∈ {f, f 2, . . . , f p} of order p.
Then {fkgl}k,l∈Z is a subgroup of order p2. Contradiction to Lagrange’s Theorem.
1.11. Hint. Change the numeration of the elements of the set to transform f into g. The change
of numeration determines the required permutation b.
2.3. (a) Suppose that the two given sets intersect. Then there are integers 1 ≤ k, l ≤ 4 such
that fk = gl. Since GCD(k, 5) = 1 it follows that there is an integer m such that 5 | km − 1.
Then f = fkm = (fk)m = (gl)m = glm. This implies that the two given sets are equal.

(b) Consider 25 elements fkgl, where 1 ≤ k, l ≤ 5. Since the entire group has only 15
elements, it follows that there are 1 ≤ k, l,m, n ≤ 5 such that (k, l) 6= (m,n) and fkgl = fmgn.
Multiplying by f−m from the left and by g−l from the right, we get fk−m = gn−l. Since f and g
have order 5 it follows that the sets {f, f 2, f 3, f 4} and {g, g2, g3, g4} intersect. Then by assertion
(a) the sets coincide, and the problem follows.
2.5. (c) Hint. Take an element f 6= e. Let c(f) be the number of elements conjugate to f
(including the element f itself). Consider the set Z(f) := {g ∈ G : fg = gf}. By assertion (b)
it follows that this set is {e, f, f 2}. Now apply the following general result: c(f) · |Z(f)| = |G|.
Thus c(f) = 15/3 = 5.
2.1. (a) New hint. This group is a group of some permutations of the (49-element) set Z2

7. In
order to define this group let us represent such elements as pairs (x, y) of residue classes modulo
7. For non-negative integers k, l define a map

fk,l : Z2
7 → Z2

7 by fk,l(x, y) := (2kx, lx+ y).

Check that
• there are exactly 21 such maps;
• they form a group;
• this group is not cyclic.

2.1. (b) Hint. Observe that 25 = 33− 1. For nonnegative integers k, l define a map fk,l : Z2
11 →

Z2
11 by fk,l(x, y) := (4kx, lx+ y).

3.3. Hint. Use that Connoisseurs of Perfection are Algebraists.
3.4. Hint.Map each sense to the transformation of the set of senses defined as «left concatenation».

New problems

4.1. There exists a noncyclic group of 39 elements.

4.2. Let G be a group with 1001 elements and f ∈ G − {e}. Suppose that f is conjugated
only with its exponents. Let g 6∈ 〈f〉 := {f, f 2, . . . , fn, . . . }. Denote by q the smallest positive
integer n such that gn ∈ 〈f〉.

(a) ord g is divisible by q. (b) If g−1fg = fk then g−nfgn = fkn .
(c) g−1fg = f . (d) {fg, (fg)2, (fg)3, . . . , (fg)q ord f} is a subgroup of G.

4.3. Let G be a noncyclic group of 1001 elements.
(a) Each element of G is contained in a subgroup maximal by inclusion and different from

G.
Such subgroups are called maximal.
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(b) Each maximal subgroup is cyclic.

4.4. The commutativiser of a group G is the set

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag for any g ∈ G}

of elements that commute with all elements.
(We hope that the word “commutativiser” is more accessible for beginners than center.)
(a) Find Z(Sn) for each n = 2, 3, 4, . . .
(b) The commutativiser is a subgroup.

4.5. Let G be a noncyclic group of 1001 elements. Assume that the generator of each maximal
subgroup is conjugate not only to its powers.

(a) Every maximal subgroup contains the commutativiser.
(b) Find the number a(F ) of elements that are conjugate to some element of given maximal

subgroup F , if |F | and |Z| are known.

5. AFTER. Series 5

Hint to the problem 1.4c. Try to choose a suitable subgroup in the group of permutations of
the set {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}.

5.1. (a) For any group G and an element g ∈ G the set

N(g) = NG(g) := {a ∈ G : ga = agk for some k}

is a subgroup.
(b) Determine NS3(g) for each g ∈ S3.
(c) The number of subgroups conjugated to 〈g〉 equals |G|/|N(g)|.

A generator of a finite cyclic group G is any element g such that G consists of powers of g.
(A generator needs not to be unique.)

5.2. Let G be a noncyclic group of 1001 elements. Assume that certain generator of each
maximal subgroup is conjugated not with its powers only.

(a) The intersection of any two maximal subgroups is exactly the center of the group.
(b) The number of subgroups conjugated to maximal subgroup F equals 1001/|F |.
(с) Denote by F̂ the number of elements of G conjugate to elements of a maximal subgroup

F and not contained in the commutativizer. Prove that 500 < F̂ ≤ 1000− |Z|.

Primitive root theorem. For any prime p there exists a non negative integer g such that all
the residues modulo p of g1, g2, g3, . . . , gp−1 ≡ 1 are distinct.

5.3. Proof of the theorem. Let p be a prime and let a be a non negative integer that is not
divisible by p.

(a) p− 1 is divisible by the minimal k > 0 for which ak ≡ 1 mod p.
(b) for any two positive integers n and a the congruence xn ≡ a mod p has at most n solutions.
(c) If p− 1 is divisible by d, then the congruence xd ≡ 1 mod p has exactly d solutions.
(d) Prove the primitive root theorem for p = 2m + 1.
(e) Prove the primitive root theorem for p = 2m · 3n + 1.
(f) Prove the primitive root theorem for an arbitrary prime p.
(g)* Is it true that the number 3 is a primitive root modulo p = 2m + 1?

5.4. For which n any group of n elements is commutative?
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6. Solutions

1.8. (d) Let a be the element of order 3. Make a list of all the elements of the finite group. Let us
cross out the elements from the list as follows. At each step, choose an element x which has not
been crossed out yet, and cross out each of the 3 elements x, xa, and xa2. This procedure never
leads to crossing out an element more than once. Indeed, assume that, say, xa has already been
crossed out. This implies that for element y chosen before we have either xa = y, or xa = ya,
or xa = ya2. But then either x = ya2, or x = y, or x = ya, respectively. Thus x must also have
been crossed out before according to our rule, a contradiction. Thus exactly 3 elements are
removed at each step. Since the group is finite, the process ends in a finite time. This implies
that the number of elements in the list (and hence in the group) is divisible by 3.
1.12. Hint. See Problem 2.3.
2.1c. This group is a group of some permutations of the (q2-element) set Z2

q. In order to define
this group let us represent such elements as pairs (x, y) of residue classes modulo q. By the
primitive root theorem there exists an element a ∈ Zq of order p. For nonnegative integers k, l
define a map fk,l : Z2

q → Z2
q by fk,l(x, y) := (akx, lx+ y) Check that

• there are exactly pq such maps;
• they form a group;
• this group is not cyclic.

3.1. Hint. Given a word, define the number of its meaning to be the difference between the
quantities of letters a and a−1 in the word modulo 8.
3.2. Hint. The bijection between the meanings and isometries of the regular pentagon is
constructed as follows. Assign to the letter a a counterclockwise rotation through 72◦ about
the center of the pentagon. To the letter b assign a suitable reflection so that the relation
a ◦ b ◦ a ◦ b−1 = id holds. Now interpret each word as the composition of the corresponding
isometries.
3.3b. First solution. This follows from problem 3.4а.
3.3b. Second solution. Connoisseurs of Perfection talk about the group of those permutations
of the vertices of a regular icosahedron which are obtained from the isometries of 3-space taking
the icosahedron into itself. That is, about the group A5.
4.2. (b) This follows by induction over n.
5.3. Hints. (b) Let us prove the following more general statement: a polynomial of degree n
cannot have more than n roots in Zp. Here by a polynomial we mean the collection of coefficients
but not the function.

Assume that a polynomial P (x) of degree n has in Zp different roots x1, . . . , xn, xn+1. Represent
P (x) as

P (x) = bn(x− x1) . . . (x− xn) + bn−1(x− x1) . . . (x− xn−1) + · · ·+ b1(x− x1) + b0

(’the Newton interpolation’). Put in the congruence P (x) ≡ 0 (p) residues x = x1, . . . , xn, xn+1

in this order. We obtain b0 ≡ b1 ≡ · · · ≡ bn−1 ≡ bn ≡ 0 (p).
The same solution can be presented in the following way. Let P be a polynomial. Then

polynomial P − P (a) is divisible by x − a, i.e. P − P (a) = (x − a)Q for some polynomial Q
such that degQ < degP . Since P (a) = 0, it follows that P = (x − a)Q for some polynomial
Q of degree less than degP . Now the required statement can be proved by induction over the
degree of the polynomial P .

(c) Obviously, polynomial xp−1 − 1 in Zp has exactly p − 1 roots and is divisible by xd − 1.
Prove that if a polynomial of degree a has a roots and is divisible by a polynomial of degree b,
then the polynomial of degree b has exactly b roots.

(d) If there are no primitive roots, then by problem 2a the congruence x2m−1 ≡ 1 (p) has
p− 1 = 2m > 2m−1 solutions.

(e),(f) Similarly to (d).
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5.4. Hint. All groups of order n are abelean if and only if the prime decomposition of this
number n = pk1

1 . . . pkl
l has the following properties:

• ki < 3;
• pi does not divide p

kj

j − 1.
You can prove this by the same way, but in the case 1 you need the following fact: any finite

abelean group is a direct product of cyclic subgroups.
The remaining problems are covered by the supplied paper [BKS].
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WHEN ANY GROUP OF N ELEMENTS IS CYCLIC? 1

V. Bragin, Ant. Klyachko, and A. Skopenkov

We give a simple proof of the well-known fact: any group of n-elements is cyclic if and only if n and
ϕ(n) are coprime. This paper is accessible for high-school students because no knowledge of group theory
is required. It could also be an interesting easy reading for mature mathematicians.

Introduction
We call a group a nonempty family G of transformations (i.e. permutations or rearrangements)

of some set, which family is closed with respect to composition and taking inverse transformation
(i.e. if f, g ∈ G, then f ◦ g ∈ G and f−1 ∈ G). Common term: transformation group. Cf. [A,
comment to problem 5].

If a finite group G contains an element g such that G consists of all powers of g (i.e. G =
{g, g2, . . . , gn, . . . }, then group G is called cyclic.

We prove the following theorem.

Theorem (folklore). Any group consisting of n elements is cyclic if and only if n and ϕ(n)
are coprime.

Here ϕ(n) is the number of positive integers not exceeding n and coprime to n (the Euler
function).

Note that n and ϕ(n) are coprime if and only if in the prime decomposition n = p1 . . . pk

(*) all pi are different and
(**) pi does not divide pj − 1 for any i and j.
The understanding of the proof requires no knowledge of group theory. A few necessary notions

are introduced in the course of the proof. In particular, our arguments does not use the notion
of a quotient group, as opposed to more traditional proofs (see, e.g., [B]). Our proof uses ideas
similar to [???]. One can understand how to invent this proof from [BKKSS].

Proof of the “only if” part.
If condition (*) above is violated, e.g., p1 = p2 = p, then the following group consists of n

elements and is not cyclic:{
(1, 2, . . . , p)i(p + 1, p + 2, . . . , 2p)j(2p + 1, 2p + 2, . . . , 2p + n

p2 )
k | i, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , n

p2

}
.

If condition (**) above is violated, e.g., p1 divides p2 − 1, then by the primitive root theorem
there is a ∈ Z∗p2

for which the powers a, a2, . . . , ap1 = 1 are different. Denote by Gp1,p2 the group

of transformations fk,l : Z2
p2
→ Z2

p2
defined by the formula fk,l(x, y) := (akx, lx + y) for k ∈ Zp1

and l ∈ Zp2 .
2 Then the following group is not cyclic (it is even nonabelian):{

f ◦ (1, 2, . . . ,
n

p1p2

)j | f ∈ Gp1,p2 , j = 1, 2, . . . ,
n

p1p2

}
. QED

Proof of the “if” part.
We use the induction on the number of prime factors of |G|. If this order is prime, then the

“if” part is implied by the following Lagrange Theorem.
The order ord a of an element a of a group with the identity element e is the minimal positive

integer n such that an = e. If the group is finite, it is clear that such n exists.

Lagrange Theorem (particular case). The number of elements of any finite group is divis-
ible by the order of any its element.

Proof. Denote the group by G. For each x ∈ G consider the set {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}. By
the definition of order these elements are different. Therefore this set contains ord f elements. If

1See update version on www.arxiv.org. We would like to acknowledge K. Kohas for useful discussions.
2In more advanced notation Gp1,p2 :=

{(
ak l
0 1

)
∈ Z2×2

p2

∣∣∣ k ∈ Zp1 , l ∈ Zp2

}
.
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xfk = yf l, then y = xfk−l. Therefore for different x these sets either coincide or are disjoint.
Thus |G| is divisible by ord f . QED

Now suppose that the number of factors is greater than one. We need the following general
version of the Lagrange Theorem.

A subgroup of a group G is a subset of G that is itself a group.

Lagrange Theorem. The number of elements of any finite group is divisible by the number
of elements of any subgroup.

Proof. Denote the group by G and the subgroup by {h1, h2, . . . , hm}. For each x ∈ G consider the
set {xh1, xh2, . . . , xhm}. This set contains m elements. If xhk = yhl, then y = xhkh

−1
l . Therefore

for different x these sets either coincide or are disjoint. Thus |G| is divisible by m. QED

A maximal subgroup of a group is a maximal by inclusion subgroup not coinciding with G
and containing more than one element. By the induction hypothesis and the Lagrange Theorem,
each maximal subgroup is cyclic.

For an element f of a group G let 〈f〉 be the set of all powers of f (including zero and negative
ones). The element f is called generating for the (cyclic) subgroup 〈f〉.

Suppose to the contrary that the group G is noncyclic. Then each element is contained in a
maximal subgroup.

Elements f, g of a group G are conjugate in G if g = b−1fb for some b ∈ G.

First case: generator f of some maximal subgroup is conjugate only to (some of) its powers.
Take h ∈ G \ 〈f〉. Then hord h ∈ 〈f〉. Let q be the minimal positive integer such that hn ∈ 〈f〉.
Take k ∈ Z such that h−1fh = fk. The inclusion hq ∈ 〈f〉 implies f = h−qfhq = fkq

(here the
last equality is proved by induction on q). Therefore kq ≡ 1 mod ord f .

By condition (*) and the Lagrange Theorem ord f is a product p1 . . . ps of different primes.
Then kq ≡ 1 mod pi for any i = 1, 2, . . . , s. Since |G| is divisible by ord h and ord h is divisible
by q, by condition (*) we obtain that q is a product of different primes. By condition (**) none
of these primes pj divides none pi − 1. Therefore q is coprime to each pi − 1. Hence there exist
integers x = xi and y = yi such that qx + (pi − 1)y = 1. Therefore k ≡ kqx+(pi−1)y ≡ 1 mod pi

for any i = 1, 2, . . . , s. Hence k ≡ 1 mod ord f , i.e., fh = hf .
Then G contains a subgroup {f ihj | 1 ≤ i ≤ ord f, 1 ≤ j ≤ q} of q ord f elements. Hence by

condition (*) and the Lagrange Theorem ord f is coprime to q. Since (fh)j = f jhj for each j, we
obtain that ord(fh) is divisible both by q and by ord f . ord(fh) = q ord f . Thus ord(fh) = q ord f .
Since the subgroup 〈f〉 is maximal, we have 〈fh〉 = G and G is cyclic. Contradiction.

Second case: generator of any maximal subgroup is conjugate not only to its powers.
The product of subsets X and Y of a group G is the set of all products xy, where x ∈ X

and y ∈ Y . If one of these subsets consists of only one element, e.g., Y = {y}, then we write Xy
instead of X{y}.

(1) Any maximal subgroup F contains the center

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag for any g ∈ G},
i.e., the set of elements commuting with each element of the group.

Proof of assertion (1). Otherwise FZ is a larger commutative subgroup. By the maximality of
F we have FZ = G, which contradicts to the assumption of the second case. QED

(2) The intersection of two maximal subgroups equals the center.

Proof of assertion (2). A nontrivial element of the intersection commutes with all elements of
both subgroups. Hence it commutes with any product of several multiples, each multiple being an
element of one of our subgroups. The set of such products is a subgroup. By the maximality of our
subgroups this subgroup coincides with the entire group. Therefore the intersection is contained
in the center.

Assertion (1) implies the converse inclusion. QED
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(3) The number of different subgroups conjugate to a maximal subgroup F (including F ) is
|G|/|F |.

Proof of assertion (3). Consider the set

N(F ) := {a ∈ G : Fa = aF}.
It is easy to verify that N(F ) is a subgroup. By the assumption of the second case N(F ) 6= G.
Since N(F ) ⊃ F , the maximality implies that N(F ) = F .

The conjugation by each element of G takes F to a conjugate subgroup. If the conjugation by
two different elements u and v takes the F to the same subgroup, i.e., u−1Fu = v−1Fv, then
Fuv−1 = uv−1F . This means that uv−1 ∈ N(F ) = F or, equivalently, u ∈ Fv. Conversely, the
condition u ∈ Fv implies u−1Fu = v−1Fv.

Clearly, |Fv| = |F |. Therefore the number of elements of G conjugation by which takes F
to a given subgroup equals |F |. Therefore the number of different subgroups conjugate to F is
precisely |F | times less than |G|. QED

(4) Denote by F̂ the number of elements of G conjugate to elements of a maximal subgroup F

and not contained in the center. Then |G|/2 ≤ F̂ < |G| − |Z|.
Proof of assertion (4). A subgroup conjugate to a maximal subgroup is also maximal. (Indeed,

if g−1Fg ⊂ F ′ ⊂ G, then F ⊂ gF ′g−1 ⊂ G.)

Therefore by (3) F̂ = (|F | − |Z|) |G||F | = |G|
(

1− |Z|
|F |

)
.

The inequality |G| > |F | implies F̂ < |G| − |Z|.
By the assumption of the second case, Z 6= F . By (1) and the Lagrange theorem, |Z| divides

|F |. Therefore F̂ ≥ |G|/2.

Conclusion of the proof of the second case: calculations. Let F1, . . . , Fn be a maximal family of
pairwise non-conjugate maximal subgroups. Recall that each element of the group is contained in
some maximal subgroup. Hence the element is conjugate to some element in certain Fi. By this

and (2) |G| = |Z|+ ∑
i F̂i. By the left inequality in (4), the number of summands is at most one.

By the right inequality in (4), one summand also gives a contradiction. QED
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Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ:

÷åðåç îëèìïèàäû è êðóæêè � ê ïðî�åññèè

Àëãåáðà

À.Á. Ñêîïåíêîâ

�åîìåòðèÿ è êîìáèíàòîðèêà

Ïîä ðåäàêöèåé À.À. Çàñëàâñêîãî è Ì.Á. Ñêîïåíêîâà

Â êíèãè âîøëè ìàòåðèàëû çàíÿòèé, ïðîâåäåííûõ â ðàçíîå âðåìÿ â

ðÿäå ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòåòîâ, øêîë è êðóæêîâ. Áîëüøèíñòâî

çàäà÷ ïîäîáðàíû òàê, ÷òî â ïðîöåññå èõ ðåøåíèÿ ÷èòàòåëü (òî÷íåå,

ðåøàòåëü) ïîçíàêîìèòñÿ ñ ãëóáîêèìè èäåÿìè è îñâîèò îñíîâû

âàæíûõ òåîðèé. Êíèãà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê øêîëüíèêàìè è

ñòóäåíòàìè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé, òàê è ïðåïîäàâàòåëÿìè.

Ê êëþ÷åâûì çàäà÷àì ïðèâåäåíû óêàçàíèÿ èëè ðåøåíèÿ.

Ýòî îáíîâëÿåìàÿ ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ. Åå ïåðåñå÷åíèå ñ èçäàííîé

êíèãîé âûëîæåíî â èíòåðíåò ñ ðàçðåøåíèÿ èçäàòåëüñòâà.

×àñòü îïóáëèêîâàííîé âåðñèè êíèãè:

https://m

me.ru/~mskopenkov/skopenkov-pdf/sturm-2018.pdf.
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1 Ââåäåíèå

1.1 Çà÷åì è äëÿ êîãî ýòà êíèãà

�ëóáîêîå ïîíèìàíèå ìàòåìàòèêè ïîëåçíî è ìàòåìàòèêó, è ïðî-

�åññèîíàëó â íàóêî¼ìêîé îòðàñëè. Â ÷àñòíîñòè, ¾ïðî�åññèÿ¿ â íà-

çâàíèè ýòîé êíèãè íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò ïðî�åññèþ ìàòåìàòèêà.

Ýòà êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñ-

íèêîâ (â ÷àñòíîñòè, îðèåíòèðîâàííûõ íà îëèìïèàäû). Ñì. ïîäðîá-

íåå ï. 11.1 ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿. Êíèãó ìîæíî èñïîëüçîâàòü

êàê äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé, òàê è äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ.

Â ýòîé êíèãå ìû ïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ìîñò (ïóòåì óêàçàíèÿ íà

îòñóòñòâèå ïðîïàñòè) ìåæäó îáû÷íûìè øêîëüíûìè çàäà÷àìè è áî-

ëåå ñëîæíûìè àáñòðàêòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè. Íàøà

îñíîâíàÿ öåëü � ïîìî÷ü øèðîêîé àóäèòîðèè ÷èòàòåëåé íàó÷èòüñÿ

ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ìîòèâè-

ðîâàííûõ ¾ðåàëüíûì ìèðîì èëè ðåàëüíîé ðàáîòîé¿ [Mey℄, è îâëà-

äåòü èíñòðóìåíòàìè è ñïîñîáàìè ìûøëåíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïîëåç-

íû çà ïðåäåëàìè øêîëû â ñàìûõ ðàçíûõ äèñöèïëèíàõ.

Êíèãà ñîäåðæèò íàèáîëåå ñòàíäàðòíûé ¾áàçîâûé¿ ìàòåðèàë (âïðî-

÷åì, ÷àñòè÷íî, ñêîðåå, äëÿ ïîâòîðåíèÿ, ÷åì äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî

èçó÷åíèÿ). Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè ñîñòàâëÿåò áîëåå ñëîæíûé

ìàòåðèàë. Íåêîòîðûå òåìû ìàëîèçâåñòíû â òðàäèöèè ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ êðóæêîâ, íî ïîëåçíû êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ,

òàê è äëÿ ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì.

Êíèãà îñíîâàíà íà çàíÿòèÿõ, ïðîâåä¼ííûõ àâòîðàìè è ðåäàêòî-

ðàìè â ðàçíîå âðåìÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Âûñøåé øêî-

ëû ýêîíîìèêè, â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, â øêîëàõ

èì. À.Í.Êîëìîãîðîâà (ÑÓÍÖ Ì�Ó), ¾Èíòåëëåêòóàë¿ è � 1543

ã. Ìîñêâû, ëåòíåé øêîëå ¾Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿, â Êèðîâñêîé

è Êîñòðîìñêîé ëåòíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ, â Ìîñêîâñêîé âû-

åçäíîé îëèìïèàäíîé øêîëå, â êðóæêàõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð¿

è ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿, íà ëåòíåé êîí�åðåíöèè Òóðíèðà ãî-

ðîäîâ, ïðè ïîäãîòîâêå êîìàíäû �îññèè ê ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé îëèìïèàäå, â ñèñòåìå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå

ÌÈÎÎ.

Êíèãà äîñòóïíà óæå ñòàðøåêëàññíèêàì, èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòå-
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ìàòèêîé

1

. Ïðèâîäÿòñÿ ïî÷òè âñå îïðåäåëåíèÿ, íå âõîäÿùèå â øêîëü-

íóþ ïðîãðàììó. Åñëè ãäå-òî íóæíû äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, òî

ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè.

Ïðè ýòîì ìíîãèå òåìû òðóäíû, åñëè èçó÷àòü èõ ¾ñ íóëÿ¿. Îäíà-

êî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ïîìîãàåò ïðåîäîëåâàòü òðóäíî-

ñòè. Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå òåìû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ñì. ïî-

äðîáíåå ï. 1.4 ¾Êàê óñòðîåíà êíèãà¿.

1.2 Èçó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çàäà÷

Ìû ñëåäóåì òðàäèöèè èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà â âèäå ðåøåíèÿ è îá-

ñóæäåíèÿ çàäà÷. Ýòè çàäà÷è ïîäîáðàíû òàê, ÷òî â ïðîöåññå èõ ðåøå-

íèÿ ÷èòàòåëü (òî÷íåå, ðåøàòåëü) îñâîèò îñíîâû âàæíûõ òåîðèé �

êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ñîâðåìåííûõ. Îñíîâíûå èäåè äåìîíñòðèðó-

þòñÿ ïî îäíîé è íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ, ò. å. íà ïðîñòåéøèõ

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé. Ýòèì ìû ïî-

êàçûâàåì, êàê ìîæíî ïðèäóìàòü ýòè òåîðèè. Ñì. ïîäðîáíåå ï. 11.1

¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿.

Îáó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ çàäà÷ íå òîëüêî õàðàêòåðíî äëÿ ñå-

ðü¼çíîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, íî è ïðîäîëæàåò äðåâíþþ êóëü-

òóðíóþ òðàäèöèþ. Íàïðèìåð, ïîñëóøíèêè äçåíñêèõ ìîíàñòûðåé

îáó÷àþòñÿ, ðàçìûøëÿÿ íàä çàãàäêàìè, äàííûìè èì íàñòàâíèêàìè.

Âïðî÷åì, ýòè çàãàäêè ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ïàðàäîêñàìè, à íå çàäà÷àìè.

Ñì. ïîäðîáíåå [Su℄; ñð. [Pl, ñ. 26�33℄. À âîò íåêîòîðûå ¾ìàòåìàòè÷å-

ñêèå¿ ïðèìåðû: [Ar01, BS, GDI, GIF, KK08, Pr07-1, PoSe, SCY, Sk09,

Sk19, SZ, Vag, Zv℄; êîå-ãäå íå òîëüêî ïðèâåäåíû çàäà÷è, íî è èçëî-

æåíû ïðèíöèïû îòáîðà óäà÷íûõ çàäà÷. Îá àìåðèêàíñêîé òðàäèöèè

ñì. [IBL, Mey, RMP℄.

Ó÷èòüñÿ, ðåøàÿ çàäà÷è, òðóäíî. Â ÷àñòíîñòè, ïîòîìó, ÷òî òà-

êîå îáó÷åíèå îáû÷íî íå ñîçäà¼ò èëëþçèþ ïîíèìàíèÿ. Îäíàêî óñè-

ëèÿ ñïîëíà âîçíàãðàæäàþòñÿ ãëóáîêèì ïîíèìàíèåì ìàòåðèàëà �

â ïåðâóþ î÷åðåäü, óìåíèåì ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íûå (è äàæå íå î÷åíü

1

×àñòü ìàòåðèàëà â íåêîòîðûõ êðóæêàõ è ëåòíèõ øêîëàõ èçó÷àåòñÿ òåìè,

êòî òîëüêî çíàêîìèòñÿ ñ ìàòåìàòèêîé (íàïðèìåð, 6-êëàññíèêàìè). Îäíàêî ïðè-

âîäèìîå èçëîæåíèå ðàññ÷èòàíî íà ÷èòàòåëÿ, óæå èìåþùåãî õîòÿ áû ìèíèìàëü-

íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êóëüòóðó. Çàíèìàòüñÿ ñ 6-êëàññíèêàìè íóæíî ïî-äðóãîìó,

ñì., íàïðèìåð, [GIF℄.
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àíàëîãè÷íûå) ðàññóæäåíèÿ. Êîå-ãäå âñëåä çà âåëèêèìè ìàòåìàòè-

êàìè â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ èíòåðåñíûõ çàäà÷ ÷èòàòåëü óâèäèò, êàê

åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âàæíûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè. Íàäååìñÿ, ýòî

ïîìîæåò åìó ñîâåðøèòü ñîáñòâåííûå íàñòîëüêî æå ïîëåçíûå îò-

êðûòèÿ (íå îáÿçàòåëüíî â ìàòåìàòèêå)!

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ïîíèìàíèÿ èõ óñëîâèé. Äðóãèå

çíàíèÿ è òåîðèè íå íóæíû. (Âïðî÷åì, òàêèå çíàíèÿ è òåîðèè êàê

ðàç ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáðàííûõ çàäà÷.) Íî ìîæåò ïî-

òðåáîâàòüñÿ âëàäåíèå äðóãèìè ÷àñòÿìè êíèãè, ÷òî îòðàæåíî â ïîä-

ñêàçêàõ è óêàçàíèÿõ.

Ê âàæíåéøèì çàäà÷àì ïðèâîäÿòñÿ ïîäñêàçêè, óêàçàíèÿ, ðåøå-

íèÿ è îòâåòû. Îíè ðàñïîëîæåíû â êîíöå êàæäîãî ïóíêòà. Îäíàêî

ê íèì ñòîèò îáðàùàòüñÿ ïîñëå ïðîðåøèâàíèÿ êàæäîé çàäà÷è.

Åñëè çàäà÷à âûäåëåíà ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ (¾ëåììà¿, ¾ñëåäñòâèå¿

è ò. ä.) è æèðíûì øðè�òîì, òî å¼ óòâåðæäåíèå âàæíîå.

Êàê ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì �îðìóëèðîâêó êðàñèâîãî èëè âàæíî-

ãî óòâåðæäåíèÿ (â âèäå çàäà÷è) ïåðåä åãî äîêàçàòåëüñòâîì. Â òà-

êèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ

ñëåäóþùèå çàäà÷è. Ýòî âñåãäà ÿâíî îãîâàðèâàåòñÿ â ïîäñêàçêàõ,

à èíîãäà è ïðÿìî â òåêñòå. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó-

÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå. (Íà çàíÿòèè çàäà÷à-ïîäñêàçêà âûäà¼òñÿ

òîëüêî òîãäà, êîãäà ó÷åíèê íåìíîãî ïîäóìàë íàä ñàìîé çàäà÷åé.)

Òàêîé ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïîëåçåí, ïîñêîëüêó ìîäåëèðóåò ðåàëüíóþ

èññëåäîâàòåëüñêóþ ñèòóàöèþ. Ñì. ïîäðîáíåå ï. 11.3 ¾Î íåîáõîäè-

ìîñòè ìîòèâèðîâîê¿.

Âñ¼ ýòî � ïîïûòêà ïðîäåìîíñòðèðîâàòü çàíÿòèå â âèäå äèàëîãà,

îñíîâàííîãî íà ðåøåíèè è îáñóæäåíèè çàäà÷. Ïîäðîáíåå ñì. [KK15℄.

Íàïóòñòâèå. À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

Äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä âûñ-

øåãî óðîâíÿ íåîáõîäèìû â ïåðâóþ î÷åðåäü îáùåóêðåïëÿþùèå ñðåä-

ñòâà: õîðîøàÿ ïðîðàáîòêà àëãåáðû (êóëüòóðà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé), ïðîðàáîòêà øêîëüíîé ãåîìåòðèè. Çàäà÷è ýòèõ îëèì-

ïèàä (êðîìå ïåðâûõ çàäà÷) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäïîëàãàþò ñìå-

øàííûé ñöåíàðèé ðåøåíèÿ; ðåäêè çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî

ìåòîäà èëè èäåè â ÷èñòîì âèäå. �åøåíèþ òàêèõ ¾ñìåøàííûõ¿ çàäà÷
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äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ðàáîòà ñ êëþ÷åâûìè çàäà÷àìè, â êîòîðûõ

èäåè ðàáîòàþò â ÷èñòîì âèäå.

Óìåíèå ïðåîáðàçîâûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ � îäíî èç

áàçîâûõ. Åãî íåäîñòàåò ¾îëèìïèàäíèêàì¿, èç-çà åãî îòñóòñòâèÿ ÷à-

ñòî âîçíèêàþò íåëåïûå è îáèäíûå îøèáêè. Ïîýòîìó äëÿ óñïåøíî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîãî, òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî è êîìáèíà-

òîðíîãî òèïà ðåêîìåíäóåì íàðàáàòûâàòü êóëüòóðó àðè�ìåòè÷åñêèõ

âûêëàäîê.

1.3 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è äëÿ øêîëüíèêîâ

Ìíîãèì òàëàíòëèâûì øêîëüíèêàì è ñòóäåíòàì èíòåðåñíî ðå-

øàòü èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è. Îíè ÷àñòî ïðåäëàãàþòñÿ â �îðìå

ñëîæíûõ çàäà÷, ðàçáèòûõ íà øàãè, ñì. [LKTG℄. Âîçìîæíî, êîíå÷-

íûé ðåçóëüòàò äàæå íåèçâåñòåí çàðàíåå, à åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ

â ïðîöåññå ðàáîòû. Ýòî îäíà èç �îðì ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêèõ ñïî-

ñîáíîñòåé, áëèçêàÿ ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðàÿ äëÿ ìíîãèõ

ó÷åíèêîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå óäà÷íîé. Êðîìå òîãî, îáû÷íî

ó÷åíèêó èíòåðåñíåå èçó÷àòü òåîðèþ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ñðàçó æå

ïðèìåíÿåò åå ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì. Ïîýòîìó èíòåðåñ ê èññëåäî-

âàòåëüñêèì çàäà÷àì ïîëåçíî ïîääåðæèâàòü è ðàçâèâàòü. Íàäååìñÿ,

íàñòîÿùàÿ êíèãà ïîìîæåò ýòî äåëàòü.

Ìíîãèå èç ïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ � õîðîøèå òåìû äëÿ èññëåäîâà-

òåëüñêèõ ðàáîò ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñíèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ

àëãåáðîé, êîìáèíàòîðèêîé è èí�îðìàòèêîé. Ñ èõ ðåøåíèÿìè ìîæ-

íî âûñòóïàòü íà êîí�åðåíöèÿõ. Îïèñàíèå óäà÷íûõ ïðèìåðîâ ýòîé

äåÿòåëüíîñòè ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ìàòåðèàëàõ Ìîñêîâñêîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè øêîëüíèêîâ [M℄. Õîòÿ áîëüøèíñòâî ýòèõ

çàäà÷ íå ïðåòåíäóþò íà íàó÷íóþ íîâèçíó, âîçìîæíî èõ ðàçâèòèå

â ñòîðîíó íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

1.4 Êàê óñòðîåíà êíèãà

Êíèãó íå îáÿçàòåëüíî èçó÷àòü ïîäðÿä. ×èòàòåëü ìîæåò âûáðàòü

óäîáíóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ (èëè âîâñå îïóñòèòü íåêî-

òîðûå ïóíêòû) íà îñíîâàíèè ïðèâîäèìîãî ïëàíà. Äëÿ çàíÿòèÿ êðóæ-

êà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ïóíêò (èëè ïîäïóíêò) êíèãè.
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Êíèãà ðàçáèòà íà ãëàâû, ïàðàãðà�û è ïóíêòû (íåêîòîðûå ïóíê-

òû ðàçáèòû íà ïîäïóíêòû). Ñòðóêòóðà ïàðàãðà�îâ ïðèáëèçèòåëüíî

îïèñàíà â èõ íà÷àëå. Åñëè â çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ ìàòåðèàë äðóãîãî

ïóíêòà, òî ìîæíî ëèáî èãíîðèðîâàòü ýòó çàäà÷ó, ëèáî ïîñìîòðåòü

òî ìåñòî, íà êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ññûëêà. Ýòî äà¼ò áîëüøóþ ñâîáî-

äó ÷èòàòåëþ ïðè èçó÷åíèè êíèãè, íî îäíîâðåìåííî ìîæåò òðåáîâàòü

åãî âíèìàòåëüíîñòè.

Ïóíêòû âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðà�à ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà. Öè�ðû â ñêîáêàõ ïîñëå

íàçâàíèÿ ïóíêòà îçíà÷àþò åãî ¾îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü¿: 1 � ñà-

ìûé ïðîñòîé, 4 � ñàìûé ñëîæíûé. Ïåðâûå ïóíêòû (íå îòìå÷åííûå

çâ¼çäî÷êîé) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâíîå, ñ íèõ

ìîæíî íà÷àòü èçó÷åíèå ïàðàãðà�à. À ê îñòàëüíûì ïóíêòàì (îò-

ìå÷åííûì çâ¼çäî÷êîé) ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ ïîòîì; åñëè íå óêàçàíî

ïðîòèâíîå, òî îíè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ïðè èçó÷åíèè ïîëåçíî

âîçâðàùàòüñÿ ê ïðîéäåííîìó ìàòåðèàëó, íî íà íîâîì óðîâíå. Ïî-

ýòîìó ðàçíûå ïóíêòû îäíîãî ïàðàãðà�à ìîæíî èçó÷àòü íå ïîäðÿä,

à ñ ïåðåðûâàìè íà äðóãèå òåìû.

Îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå âî âñåé êíèãå, ïðèâåäåíû â êîíöå

ââåäåíèÿ. Ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íåêîòîðîé ãëà-

âå, ââîäÿòñÿ â íà÷àëå ãëàâû. Â êîíöå êíèãè åñòü ïðåäìåòíûé óêà-

çàòåëü. Æèðíûì øðè�òîì âûäåëåíû íîìåðà ñòðàíèö, íà êîòîðûõ

ïðèâîäÿòñÿ �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé.

Ïàðàãðà� 11 ñîñòàâëåí èç çàìåòîê îá îáùèõ ïðèíöèïàõ ïðåïî-

äàâàíèÿ, àäðåñîâàííûõ ïðåæäå âñåãî ó÷èòåëÿì. Âîçìîæíî, çàìåòêè

îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè è ó÷åíèêàì.

Îáíîâëÿåìàÿ ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ ÷àñòè êíèãè, ïåðåñå÷åíèå êî-

òîðîé ñ èçäàííîé êíèãîé âûëîæåíî â èíòåðíåò ñ ðàçðåøåíèÿ èçäà-

òåëüñòâà: http://www.m

me.ru/
ir
les/oim/materials/sturm.pdf.

Î ëèòåðàòóðå è èñòî÷íèêàõ

Â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðà�à ïðèâîäèòñÿ ëèòåðàòóðà, îòíîñÿùà-

ÿñÿ êî âñåìó ïàðàãðà�ó, è îòäåëüíî ëèòåðàòóðà ïî êàæäîìó ïóíê-

òó. Ññûëêè íà êíèãè [GDI, GKP, ZSS, Sk19, SZ℄, îòíîñÿùèåñÿ êî

ìíîãèì ïàðàãðà�àì, ïðèâåäåíû â ýòîì ïàðàãðà�å. Ìû ñòàðàëèñü

óêàçàòü íå òîëüêî ëèòåðàòóðó, èñïîëüçîâàííóþ ïðè ïîäãîòîâêå êîí-
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êðåòíîãî ìàòåðèàëà, íî òàêæå è æåì÷óæèíû íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî

æàíðà íà èçó÷àåìûå òåìû. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàø ñïèñîê ëèòåðà-

òóðû, õîòÿ áû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ñìîæåò ñòàòü ïóòåâîäèòå-

ëåì â ìîðå íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðû ïî ìàòåìàòèêå. Îäíàêî

â íåãî íàâåðíÿêà íå âîøëè ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ìàòåðèàëû, ââèäó

íåîáúÿòíîñòè èõ êîëè÷åñòâà. Âàæíî, ÷òî îáðàùåíèå ê ëèòåðàòóðå

íå íóæíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå.

Ìíîãèå çàäà÷è íå îðèãèíàëüíû, íî ïåðâîèñòî÷íèê (äàæå åñ-

ëè åãî ìîæíî óñòàíîâèòü) îáû÷íî íå óêàçûâàåòñÿ. Ññûëêà ïîñëå

óñëîâèÿ çàäà÷è óêàçûâàåò èñòî÷íèê, èç êîòîðîãî âçÿòà çàäà÷à. Ýòè

ññûëêè ïðèâåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ñìîã ñðàâíèòü ñâî¼ ðå-

øåíèå ñ ïðèâåä¼ííûì òàì. Åñëè ìû çíàëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êàêîãî-

òî ïóíêòà ñ êàêèì-òî èñòî÷íèêîì âåëèêî, òî óïîìèíàëè îá ýòîì.

Ìû íå äà¼ì ññûëîê íà èíòåðíåò-âåðñèè ñòàòåé â æóðíàëàõ ¾Êâàíò¿

è ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå¿, èõ ìîæíî íàéòè íà ñàéòàõ

http://kvant.ras.ru, http://kvant.m

me.ru,

http://www.m

me.ru/free-books/matpros.html.

Áëàãîäàðíîñòè è ñâåäåíèÿ î ðåäàêòîðàõ

Ìû áëàãîäàðèì çà ñåðü¼çíóþ ðàáîòó àâòîðîâ ìàòåðèàëîâ. Áëà-

ãîäàðèì çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ðåöåíçåíòîâ êíèãè Å.À.Àâêñåíòüå-

âà, À.Â.Àíòðîïîâà, Å.Â.Áàêàåâà, Â.Í.Äóáðîâñêîãî, Ê.À.Êíîïà,

Ä.Â.Ìóñàòîâà, Ë.Ý.Ìåäíèêîâà, À.À.Ïîëÿíñêîãî, À.È.Ñãèáíåâà,

Ñ.Ë.Òàáà÷íèêîâà, À.È.Õðàáðîâà, �.È.Øàðûãèíà, è Ä.Ý.Øíîëÿ,

à òàêæå àíîíèìíûõ ðåöåíçåíòîâ îòäåëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Áëàãîäà-

ðèì À.ß.Êàíåëÿ-Áåëîâà è À.Â.Øàïîâàëîâà (http://www.ashap.info),

àâòîðîâ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëîâ, âûñêàçàâøèõ òàêæå ðÿä

ïîëåçíûõ èäåé è çàìå÷àíèé. Áëàãîäàðèì Ä.À.Ïåðìÿêîâà, ðåäàêòî-

ðà êíèãè [ZPS℄. Áëàãîäàðèì ó÷åíèêîâ çà êàâåðçíûå âîïðîñû è óêà-

çàíèÿ íà íåòî÷íîñòè. Áëàãîäàðèì Å.Ñ. �îðñêóþ è Ï.Â.Øèðîêîâà

çà ïîäãîòîâêó ìíîãèõ ðèñóíêîâ. Áëàãîäàðíîñòè ïî îòäåëüíûì ìà-

òåðèàëàì ïðèâîäÿòñÿ ïðÿìî â íèõ.

Ìû ïðèíîñèì èçâèíåíèÿ çà äîïóùåííûå íåòî÷íîñòè è áóäåì

áëàãîäàðíû ÷èòàòåëÿì çà óêàçàíèÿ íà íèõ.

�ëàâû 1 ¾�åîìåòðèÿ¿ è 2 ¾Êîìáèãàòîðèêà¿ ðåäàêòèðîâàëè À.À. Çà-

ñëàâñêèé è Ì.Á.Ñêîïåíêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû îðãàíèçîâàëè ðå-
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öåíçèðîâàíèå ìàòåðèàëîâ ïàðàãðà�à 11, íî ðåäàêòèðîâàëè èõ ñàìè

àâòîðû.

À.Á.Ñêîïåíêîâ è Ì.Á.Ñêîïåíêîâ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàí-

òàìè �îíäà Ñàéìîíñà è �îíäà ¾Äèíàñòèÿ¿.

Ìåñòà ðàáîòû è èíòåðíåò-ñòðàíèöû.

À.À. Çàñëàâñêèé: ÖÝÌÈ �ÀÍ, øêîëà 1543.

À.Á.Ñêîïåíêîâ: Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (�Ó)

è Íåçàâèñèìûé ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò, www.m

me.ru/~skopenko.

Ì.Á.Ñêîïåíêîâ: Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè (�àêóëüòåò ìàòåìàòèêè) è Èíñòèòóò ïðî-

áëåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè �ÀÍ, www.m

me.ru/~mskopenkov.

1.5 Âàæíûå ñîãëàøåíèÿ

Ïóíêòû âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðà�à ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà. Öè�ðû â ñêîáêàõ ïîñëå

íàçâàíèÿ ïóíêòà îçíà÷àþò åãî ¾îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü¿: 1 � ñàìûé

ïðîñòîé, 4 � ñàìûé ñëîæíûé. Ïåðâûå ïóíêòû (íå îòìå÷åííûå çâ¼ç-

äî÷êîé) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâíîå, ñ íèõ ìîæ-

íî íà÷àòü èçó÷åíèå ãëàâû. À ê îñòàëüíûì ïóíêòàì (îòìå÷åííûì

çâ¼çäî÷êîé) ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ ïîòîì; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâ-

íîå, òî îíè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

Íîìåðà çàäà÷ îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðè�òîì. Åñëè óñëîâèå

çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáóåò-

ñÿ ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü. Çàãàäêîé íàçûâàåòñÿ íå ñ�îðìóëèðî-

âàííûé ÷¼òêî âîïðîñ; çäåñü íóæíî ïðèäóìàòü è ÷¼òêóþ �îðìóëè-

ðîâêó, è äîêàçàòåëüñòâî, ñð. [VIN℄. Â çàäà÷àõ, îòìå÷åííûõ êðóæî÷-

êîì

◦
, òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè òîëüêî îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà. Íàèáî-

ëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷åíû çâ¼çäî÷êîé *. Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è

íàïèñàíî ¾íàéäèòå¿, òî íóæíî äàòü îòâåò áåç çíàêà ñóììû è ìíîãî-

òî÷èÿ. Óêàçàíèå è ðåøåíèå ê çàäà÷å ìîæåò îïèðàòüñÿ íà ïîäñêàçêó

ê íåé. Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå �

ñëåäóþùèå çàäà÷è ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîäñêàçêàìè.
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1.6 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

• ⌊x⌋ = [x]� (íèæíÿÿ) öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x (¾ïîë¿), ò. å. íàè-

áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
• ⌈x⌉� âåðõíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x (¾ïîòîëîê¿), ò. å. íàèìåíü-

øåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå x.
• {x}�äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

• d | n, èëè n ..
.

d�÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî d, ò. å. d 6= 0 è ñó-

ùåñòâóåò òàêîå öåëîå k, ÷òî n = kd (÷èñëî d íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì
÷èñëà n).

• R,Q, Z�ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ, ðàöèîíàëüíûõ è öå-

ëûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

• Z2�ìíîæåñòâî {0, 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2 ñ îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

• Zm�ìíîæåñòâî {0, 1, . . . ,m − 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà m
ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m. (Ñïåöèàëèñòû
ïî àëãåáðå ÷àùå îáîçíà÷àþò ýòî ìíîæåñòâî Z/mZ, à ÷åðåç Zm îáî-

çíà÷àþò ìíîæåñòâî öåëûõ m-àäè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ïðîñòîãî m.)
•
(
n
k

)
�êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà (äðóãîå îáîçíà÷åíèå: Ck
n).

• |X|�÷èñëî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå X.
• A−B = {x | x ∈ A è x /∈ B}�ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.
• A ⊔ B �äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B, ò. å. îáú-

åäèíåíèå A ∪B íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A è B.
• A ⊂ B �¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B¿. (Â íåêî-

òîðûõ äðóãèõ êíèãàõ ýòî îáîçíà÷àþò A ⊆ B, à A ⊂ B îçíà÷àåò

¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B è íå ðàâíî B¿.)
• Ôðàçà ¾îáîçíà÷èì x = a¿ ñîêðàùàåòñÿ äî x := a.
• id � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäûé ýëå-

ìåíò â ñåáÿ (òîæäåñòâåííîå).
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2.1 Äåëèìîñòü (1)

2.1.1. (a) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 2, 4,

5, 10, 3, 9, 11.

(b) Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 11 . . . 1 èç 1993 åäèíèö íà 111111?

(
) ×èñëî 1 . . . 1 èç 2001 åäèíèö äåëèòñÿ íà 37.

2.1.2. Åñëè a äåëèòñÿ íà 2 è íå äåëèòñÿ íà 4, òî êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà a ðàâíî êîëè÷åñòâó åãî íå÷¼òíûõ äåëèòåëåé.

2.1.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû äëÿ ëþáûõ a, b:

(a) 2|(a2 − a); (b) 4|(a4 − a); (
) 6|(a3 − a); (d) 30|(a5 − a);

(e) åñëè c|a è c|b, òî c|(a+ b);

(f) åñëè b|a, òî bc|ac äëÿ ëþáîãî c 6= 0;

(g) åñëè bc|ac äëÿ íåêîòîðîãî c, òî b|a?

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2.1.3 (
) âû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèé �àêò

2.1.4 (a). Äîêàæèòå åãî ïî îïðåäåëåíèþ äåëèìîñòè, íå èñïîëüçóÿ

åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (çàäà÷à 2.2.8 (
))!

Èñïîëüçîâàíèå åäèíñòâåííîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîðî÷íîìó êðó-

ãó, âåäü îáû÷íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè èñïîëüçóåòñÿ

�àêò, áëèçêèé ê óòâåðæäåíèþ 2.1.4 (a).

2.1.4. (a) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, òî a äåëèòñÿ íà 6.

(b) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 2, íà 3 è íà 5, òî a äåëèòñÿ íà 30.

(
) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 17 è íà 19, òî a äåëèòñÿ íà 323.

2.1.5. (a) Åñëè k íå êðàòíî íè 2, íè 3, íè 5, òî k4 − 1 êðàòíî 240.

(b) Åñëè a+ b+ c äåëèòñÿ íà 6, òî è a3 + b3 + c3 äåëèòñÿ íà 6.

(
) Åñëè a+ b+ c äåëèòñÿ íà 30, òî è a5 + b5 + c5 äåëèòñÿ íà 30.

(d) Åñëè n > 0, òî 202n + 162n − 32n − 1 äåëèòñÿ íà 323.

Ïîäñêàçêè

2.1.4. (a) Èìååì 3a− 2a = a, ïîýòîìó a äåëèòñÿ íà 6.
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3 Óìíîæåíèå ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Èç ýòîãî ïàðàãðà�à äàëåå èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì òåîðåìà

Ôåðìà�Ýéëåðà (çàäà÷è 3.1.1 è 3.1.5) è òåîðåìà î ïåðâîîáðàçíîì

êîðíå (çàäà÷à 3.5.6 (b)). Âïðî÷åì, ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû î ïåð-

âîîáðàçíîì êîðíå ïîíèìàòü å¼ äîêàçàòåëüñòâî íå îáÿçàòåëüíî.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ öåëûå ÷èñ-

ëà èëè âû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p (÷òî èìåííî � âèäíî èç êîí-

òåêñòà).

3.1 Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà (2)

3.1.1. (a) Îáîçíà÷èì Z97 = {0, 1, . . . , 96}. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-

íèå f : Z97 → Z97 òàê: f(a) ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ ÷èñëà 14a
íà 97. Òîãäà f �âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Îáñóæäåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèáî ñþðúåêòèâíîñòü, ëèáî

èíúåêòèâíîñòü. Îáû÷íî äîêàçûâàþò èíúåêòèâíîñòü. Íî íåîáõîäè-

ìàÿ äëÿ ýòîãî îñíîâíàÿ ëåììà àðè�ìåòèêè 2.5.7.b îáû÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ ÷åðåç ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ 97x + 14y = 1, èç êîòîðîé
ñðàçó âûòåêàåò ñþðúåêòèâíîñòü.

(b) Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (14 · 1) · (14 · 2) · . . . · (14 · 96) ≡ 96!
(mod 97).

(
) Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 1496 ≡ 1 (mod 97).

(d)Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè p ïðîñòîå, òî np−n äåëèòñÿ
íà p äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

(e) Alio modo. Åñëè p ïðîñòîå è n íå äåëèòñÿ íà p, òî np−1 − 1
äåëèòñÿ íà p.

(f) Äëÿ ïðîñòîãî p ÷èñëî

(
p
k

)
äåëèòñÿ íà p äëÿ ëþáîãî k =

1, 2, . . . , p − 1. (Èç ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ èíîå � ïî èíäóêöèè � äîêàçà-

òåëüñòâî ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.)

3.1.2. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ

(a) 2100 íà 101; (b) 3102 íà 101; (
) 8900 íà 29;

(d) 32000 íà 43; (e) 760 íà 143; (f) 260 + 650 íà 143.

3.1.3. (a) Åñëè p ïðîñòîå è p > 2, òî 7p − 5p − 2 äåëèòñÿ íà 6p.

(b) ×èñëî 111 . . . 11 èç 2002 åäèíèö äåëèòñÿ íà 2003.
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(
) Åñëè p è q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî pq + qp − p − q
äåëèòñÿ íà pq.

(d) ×èñëî 30239 + 23930 ñîñòàâíîå.
(e) Åñëè p ïðîñòîå, òî äëèíà ïåðèîäà äåñÿòè÷íîé äðîáè 1/p äå-

ëèò p− 1.

3.1.4. Äëÿ ïðîñòîãî p è a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì

ord a = ordp a ÷èñëà (èëè âû÷åòà) a ïî ìîäóëþ p íàèìåíüøåå k > 0,
äëÿ êîòîðîãî ak ≡ 1 (mod p):

ord a = ord pa := min{k > 1 | ak ≡ 1 (mod p)}.
(a) Ìíîæåñòâî {m > 0: am ≡ 1 (mod p)} ñîñòîèò èç öåëûõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ ord a.
(b) Åñëè am ≡ an (mod p), òî m− n äåëèòñÿ íà ord a.
(
) Ëåììà. ×èñëî p− 1 äåëèòñÿ íà ord a.
(d) Åñëè ordx è ord y âçàèìíî ïðîñòû, òî ord(xy) = ordx · ord y.
(e) Äëÿ ëþáûõ ëè a, x, p âåðíî, ÷òî a ordp x

a = ordp x?

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ìîæíî îïðåäåëèòü äåëåíèå

è îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè. Àíàëîãè óòâåðæäåíèé 3.1.4 (a, b) ñïðà-

âåäëèâû äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé.

3.1.5. Â ýòîé çàäà÷å áóêâàìè p, q, p1, . . . , pk îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

(a) Åñëè p 6= q è n íå äåëèòñÿ íè íà p, íè íà q, òî n(p−1)(q−1) − 1
äåëèòñÿ íà pq.

(b) Åñëè n íå äåëèòñÿ íà p, òî np
α(p−1) − 1 äåëèòñÿ íà pα+1

.

(
) Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè n âçàèìíî ïðîñòî ñ m = pα1
1 · . . . ·pαk

k

è ϕ(m) := (p1 − 1)pα1−1
1 · . . . · (pk − 1)pαk−1

k , òî nϕ(m) − 1 äåëèòñÿ íà
m.

(d) ×èñëî ϕ(m) ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë îò 1 äî m, âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ m.

3.1.6. (Çàãàäêà.) Èçâåñòíî, ÷òî n�íå÷¼òíîå ÷èñëî îò 3 äî 47, íå

äåëÿùååñÿ íà 5. Êàê áûñòðî âû÷èñëÿòü íåèçâåñòíîå n ïî èçâåñòíîìó
n7 mod 50?

�åøåíèå ýòîé çàãàäêè ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó äëÿ øè�ðîâàíèÿ òàê

âàæíî áûñòðî íàõîäèòü ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

â ÷àñòíîñòè áûñòðî ðàñïîçíàâàòü ïðîñòîòó ÷èñëà.
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3.3 Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû (2*)

Öåëü ýòîãî öèêëà çàäà÷ �ìîòèâèðîâàòü è îáñóäèòü ïðîáëåìó

ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod p) äëÿ ïðîñòîãî p. Â ýòîì

ïóíêòå ÷åðåç p îáîçíà÷àåòñÿ íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

3.3.1. (a) Êàêèå îñòàòêè ìîãóò äàâàòü êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ïðè

äåëåíèè íà 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10?

(b) Åñëè a2+ b2 äåëèòñÿ íà 3 (íà 7), òî a è b äåëÿòñÿ íà 3 (íà 7).
(
) ×èñëî âèäà 4k + 3 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàä-

ðàòîâ.

(d) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

ñóììû òð¼õ êâàäðàòîâ.

3.3.2. �åøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:

(a) x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = y2 (â íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ);
(b) 3x = 5y2 + 4y − 1; (
) x2 + y2 = 3z2; (d) 2x + 1 = 3y2;
(e) x2 = 2003y − 1; (f) x2 + 1 = py, ãäå p = 4k + 3;

3.3.3. (a) Åñëè p = 4k + 3 äåëèò a2 + b2, òî p|a è p|b.
(b) ×èñëî, â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íåêîòîðûé ïðî-

ñòîé äåëèòåëü âèäà 4k+3 âõîäèò â íå÷¼òíîé ñòåïåíè, íå ïðåäñòàâèìî
â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ (öåëûõ ÷èñåë).

(
)

∗
Óðàâíåíèå x2 + 1 = py ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ ïðè p =

4k + 1 (è íåðàçðåøèìî ïðè p = 4k + 3).
(d)

∗
Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû

äâóõ êâàäðàòîâ.

(e)

∗
×èñëî, â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ëþáîé ïðîñòîé

äåëèòåëü âèäà 4k + 3 âõîäèò â ÷¼òíîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâèìî â âèäå

ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

(f) Ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîí Çàãèðà óòâåðæäåíèÿ (d) ìîæíî íàéòè â êíè-

ãå [Pr07-1℄.

3.3.4. (Çàãàäêà.) ¾Ñâåäèòå¿ óðàâíåíèå py = at2 + bt + c, a 6= 0,
ê ñðàâíåíèþ x2 ≡ k (mod p).

Îñòàòîê a 6= 0 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì (êâàäðàòè÷-

íûì íåâû÷åòîì) ïî ìîäóëþ p, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p) ðàçðåøèìî
(íåðàçðåøèìî). Ñëîâà ¾ïî ìîäóëþ p¿ äàëåå îïóñêàþòñÿ.
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3.4 Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè (3*)

Çäåñü ñòðîèòñÿ àëãîðèòì âûÿñíåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ

x2 ≡ a (mod p) äëÿ ïðîñòîãî p. Èñïîëüçóåòñÿ ï. 3.3 ¾Êâàäðàòè÷íûå
âû÷åòû¿.

3.4.1. Åñëè ÷èñëî p = 8k + 5 ïðîñòîå, òî
(a) 24k+2 ≡ −1 (mod p);
(b) óðàâíåíèå x2 − 2 = py íåðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

3.4.2. Åñëè ÷èñëî p = 8k + 1 ïðîñòîå, òî
(a) 24k ≡ 1 (mod p);
(b) óðàâíåíèå x2 − 2 = py ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

3.4.3. (a) Åñëè ÷èñëî p = 8k ± 1 ïðîñòîå, òî 2(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).
(b) Åñëè ÷èñëî p = 8k ± 3 ïðîñòîå, òî 2(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).
(
) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2 − 2 = py?

3.4.4. (à) Åñëè ÷èñëî p = 12k ± 1 ïðîñòîå, òî 3(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).
(b) Åñëè ÷èñëî p = 12k ± 5 ïðîñòîå, òî 3(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).
(
) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2 − 3 = py?

3.4.5. Äëÿ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ðàññìîòðèì ñèìâîë Ëåæàíä-

ðà

(a
p

)
:=

{
+1, a�êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p;
−1, a�êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

Íàïðèìåð,

(
2
p

)
= (−1)(p

2−1)/8
ïî çàäà÷å 3.4.3 è

(
ab
p

)
=
(
a
p

)(
b
p

)
ïî

çàäà÷å 3.3.8.

(a) Êðèòåðèé Ýéëåðà. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

(b) Ëåììà �àóññà. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(a
p

)
= (−1)

(p−1)/2∑
x=1

[ 2ax
p

]
.
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3.5 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè (3*)

3.5.1. (2�7) Ñ�îðìóëèðóéòå è îáîñíóéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñðàâ-

íåíèÿ ax ≡ b (m) äëÿ çàäàííûõ a, b, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ çàäàííûì

m ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
(�åøåíèå òàêîãî ñðàâíåíèÿ � îäíà èç îñíîâíûõ ìîòèâèðîâîê ýòî-

ãî çàíÿòèÿ.)

3.5.2. (a) Åñëè (a, 35) = 1, òî a12 ≡ 1 (mod 35).
(b) Åñëè m äåëèòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ íå÷¼òíûõ ÷èñëà

è (a,m) = 1, òî a
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m).

Ïóñòü (g,m) = 1. Âû÷åò g íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî

ìîäóëþ m, åñëè îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m ÷èñåë g1, g2, . . . , gϕ(m) ≡ 1
ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð,

• ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 5, à ÷èñëî

4 � íåò;

• ïî çàäà÷å 3.5.2 (b) åñëè m äåëèòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

íå÷¼òíûõ ÷èñëà, òî íå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäó-

ëþ m.

3.5.3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ ñëåäóþùåãî âèäà:

(a) 257; (b) 2l+1; (
) 2k ·3l+1; (d) 151; (e) 2k ·3l ·5m+1.

Ïðîñòîé ìåòîä ðåøåíèÿ ïóíêòîâ (a), (b), (
), íå ïðîõîäèò äëÿ

(d), (e). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîä ðåøåíèÿ ïóíêòîâ (d), (e) íà ïðè-

ìåðàõ.

3.5.4. (a) Âû÷åò g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 97 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè g3, íè g32 íå ñðàâíèìû ñ 1 ïî ìîäóëþ 97.

(b) Ñðàâíåíèå x3 ≡ 1 (mod 97) èìååò ðîâíî 3 ðåøåíèÿ.
(
) Ñðàâíåíèå x32 ≡ 1 (mod 97) èìååò ðîâíî 32 ðåøåíèÿ.
(d) Ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 97.

(e) Êîëè÷åñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 97 ðàâíî 63.

3.5.5. (a) Âû÷åò g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 151 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè g30, íè g50, íè g75 íå ñðàâíèìû ñ 1 ïî

ìîäóëþ 151.
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3.6 Âûñîêèå ñòåïåíè (3*).À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ, À.Á.Ñêî-

ïåíêîâ

3.6.1. (a) Äëÿ ëþáûõ n è íå÷åòíîãî k ÷èñëî k2
n−1 äåëèòñÿ íà 2n+2

.

(b) Äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî 23·7
n − 1 äåëèòñÿ íà 7n+1

.

3.6.2. Ïðè êàêèõ a

(a) 2a − 1 äåëèòñÿ íà 3100; (b) 2a + 1 äåëèòñÿ íà 3100;

(
) 5a − 1 äåëèòñÿ íà 2100; (d) 2a − 1 äåëèòñÿ íà 5100?

Óòâåðæäåíèå 3.6.1 (a) îçíà÷àåò, ÷òî íè ïðè êàêîì n > 3 íå ñó-

ùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ 2n (ñì. îïðåäåëåíèå â ï.
3.5). Îòâåòû ê çàäà÷àì 3.6.2.(a),(d),(
) è óòâåðæäåíèå 3.6.1.(b) îçíà-

÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî

ìîäóëþ 3n è ïî ìîäóëþ 5n, à ÷èñëà 5 è 2 íå ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàç-

íûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ 2n è ïî ìîäóëþ 7n.

3.6.3. (a) Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 7100.

(b) Òåîðåìà. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïî ìî-

äóëÿì 2, 4, pn, 2pn.

3.6.4. Ïóñòü p > 2 ïðîñòîå, g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p
è gp−1 − 1 íå äåëèòñÿ íà p2. Òîãäà g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî

ìîäóëþ

(a) p2; (b) p3; (
) pn äëÿ ëþáîãî n.

3.6.5. Ïóñòü p > 2 ïðîñòîå.

(a) Åñëè g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî îäíî èç ÷è-
ñåë gp−1 − 1 è (g + p)p−1 − 1 íå äåëèòñÿ íà p2.

(b) Åñëè g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p2, òî g�ïåðâî-

îáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn äëÿ ëþáîãî n.

(
) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïåðâîîá-

ðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn.
(d) Tî æå ïî ìîäóëþ 2pn.

3.6.6. Ëåììà îá óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñ-

ëî, p > 2 èëè n > 1, q íå äåëèòñÿ íà p è x− 1 äåëèòñÿ íà pn, íî íå
íà pn+1

.

(a) ×èñëî xq − 1 äåëèòñÿ íà pn, íî íå íà pn+1
.
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4.2 �åøåíèå óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè (2)

Áëàãîäàðþ Î.Å.Îð¼ë çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïðèâåä¼ííûé çäåñü ìàòåðèàë âàæåí è øèðîêî èçâåñòåí, íî íå

âõîäèò â øêîëüíóþ èëè óíèâåðñèòåòñêóþ ïðîãðàììó. Îòëè÷èå ïðè-

âîäèìîãî ðàññóæäåíèÿ îò âñòðå÷àþùèõñÿ â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ â òîì,

÷òî (âìåñòî íåìîòèâèðîâàííûõ çàìåí) óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííî ñâî-

äÿòñÿ ê òàêèì, êîòîðûå ÿñíî, êàê ðåøàòü.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 + 4x − 1 = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

y2 − 5 = 0 çàìåíîé ïåðåìåííîé y = x+ 2.

4.2.1. (a) Óðàâíåíèå x3 + 3x2 + 5x + 7 = 0 ¾ñâîäèòñÿ¿ çàìåíîé

ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y3+py+ q = 0 ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè p, q.
(b) Óðàâíåíèå ax3+bx2+cx+d = 0 ïðè a 6= 0 ¾ñâîäèòñÿ¿ çàìåíîé

ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y3+py+ q = 0 ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè p, q.
(
) Óðàâíåíèå ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0 ïðè a 6= 0 ¾ñâîäèòñÿ¿

çàìåíîé ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y4+py2+qy+r = 0 ñ íåêîòîðûìè
÷èñëàìè p, q, r.

4.2.2. (a) Äîêàæèòå, ÷òî

3
√

2 +
√
5− 3

√√
5− 2 = 1.

(b) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x3−3 3
√
2x+3 = 0.

Óêàçàíèå. Ìåòîä äåëü Ôåððî. Òàê êàê

(u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v),

òî ÷èñëî u+ v ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x3−3uvx− (u3+ v3) = 0.

(
) �åøèòå óðàâíåíèå x3 − 3 3
√
2x+ 3 = 0.

4.2.3. (a) �àçëîæèòå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå a3 + b3 + c3 − 3abc.
(b) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca. Êîãäà

äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

(
) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a3 + b3 + c3 > 3abc ïðè a, b, c > 0.
(d) �àçëîæèòå âûðàæåíèå a3 + b3 + c3 − 3abc íà ëèíåéíûå ìíî-

æèòåëè ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè.

Çàäà÷è ýòîãî ïóíêòà î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû ëèøü ìèíèìàëüíûå ñâåäåíèÿ î êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñëàõ: äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü çàäà÷è 4.5.1 è 4.5.2.
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4.2.4. (a) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå âñå

âåùåñòâåííûå (âñå êîìïëåêñíûå) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2+px+q = 0.
(b) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå âñå âå-

ùåñòâåííûå (âñå êîìïëåêñíûå) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x3 + px+ q = 0
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàáîòàåò ìåòîä äåëü Ôåððî (ñì. çàäà÷ó 4.2.2).

À ïðè êàêîì óñëîâèè íà p, q ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä äëÿ âåùåñòâåííûõ

ðåøåíèé, åñëè êâàäðàòíûå êîðíè ðàçðåøàåòñÿ èçâëåêàòü òîëüêî èç

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë?

(
) Ñîñòàâüòå àëãîðèòì (òî÷íîãî, èëè ñèìâîëüíîãî) íàõîæäåíèÿ

âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ ax3 + bx2 + cx + d = 0, ãäå
a 6= 0.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì äåëü

Ôåððî â �îðìóëàõ íåîæèäàííûì îáðàçîì âîçíèêàþò êîìïëåêñíûå

÷èñëà � êàê ðàç òîãäà, êîãäà âñå êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âåùå-

ñòâåííû. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå ðåøàòü ñëåäóþùèì ¾÷èñòî

âåùåñòâåííûì¿ ìåòîäîì. Îí òàêæå èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîäâîäèò

ê òðàíñöåíäåíòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé [PSo℄.

4.2.5. (a) �åøèòå óðàâíåíèå 4x3 − 3x = 1
2 .

(b) �åøèòå óðàâíåíèå x3 − 3x− 1 = 0.
(
) Èñïîëüçóÿ �óíêöèè cos è arccos, íàïèøèòå îáùóþ �îðìóëó

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x3+px+q = 0 ìåòîäîì, íàìå÷åííûì â ýòîé

çàäà÷å. Ïðè êàêîì óñëîâèè óðàâíåíèå x3+px+q = 0 ðåøàåòñÿ ýòèì
ìåòîäîì?

4.2.6. �åøèòå óðàâíåíèå

(a) (x2 + 2)2 = 9(x− 1)2; (b) x4 + 4x− 1 = 0;

(
) x4 + 2x2 − 8x− 4 = 0; (d) x4 − 12x2 − 24x− 14 = 0.

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.2.6 (b).Ìåòîä Ôåððàðè. Ïîäáåðèòå òàêèå

α, b, c, ÷òî
x4 + 4x− 1 = (x2 + α)2 − (bx+ c)2.

Äëÿ ýòîãî íàéäèòå õîòÿ áû îäíî α, äëÿ êîòîðîãî êâàäðàòíûé òð¼õ-
÷ëåí (x2 + α)2 − (x4 + 4x− 1) îò x ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Äëÿ ýòîãî íàéäèòå äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà. Îí

ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îò α è íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêîé

ðåçîëüâåíòîé ìíîãî÷ëåíà x4 + 4x− 1.
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4.7 Äèî�àíòîâû óðàâíåíèÿ è ãàóññîâû ÷èñëà (4*).À.ß.Êà-

íåëü-Áåëîâ

Âñåì õîðîøî çíàêîì àëãîðèòì Åâêëèäà. Äàíû äâà ÷èñëà a, b. Èç
íèõ âûáèðàåòñÿ áîëüøåå, èç áîëüøåãî âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå, áîëü-

øåå çàìåíÿåòñÿ íà ðàçíîñòü, è ñ íîâîé ïàðîé ÷èñåë ïðîèçâîäèòñÿ òà

æå ïðîöåäóðà. Ñì. çàäà÷ó 2.5.9 (b). Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëè-

äà äîêàçûâàþòñÿ àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñåë è ýòî Âû èçó÷àëè

ðàíüøå (ñì. ï. 2.5 ¾Ëèíåéíûå äèî�àíòîâû óðàâíåíèÿ¿ è ï. 4.4 ¾Äå-

ëèìîñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ¿). Ïðèâåä¼ì ïðèíöèïèàëüíî íîâûå (äëÿ

áîëüøèíñòâà øêîëüíèêîâ) åãî ïðèìåíåíèÿ.

4.7.1. �åøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:

(a) x2 + 4 = y3; (b) x2 + 2 = yn; (
)

∗ x3 + y3 = z3.

Ïîïðîáóéòå ïîðåøàòü èõ, íå ÷èòàÿ äàëüíåéøåãî! Âïðî÷åì, ó Âàñ

âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ. Âîçâðàùàéòåñü ê ýòîé çàäà÷å ïî ìåðå ÷òåíèÿ

äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ x2 + 4 = y3 â öåëûõ ÷èñëàõ õî÷åòñÿ

äåéñòâîâàòü òàê: x2 + 4 = (x + 2i)(x − 2i). Ïðè íå÷¼òíîì x îáà ýòè

ìíîæèòåëè âçàèìíî ïðîñòû, è ïîòîìó îáà ÿâëÿþòñÿ êóáàìè. Èç

ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå. (Ñëó÷àé ÷¼òíîãî x õèòðåå: îáå ñêîáêè

ìîãóò äåëèòüñÿ íà (1+ i)3.) Ïîïðîáóéòå äîâåñòè ðåøåíèå äî êîíöà,
à çàòåì ñðàâíèòü ñ ïðèâåä¼ííûì â êîíöå òåìû.

Îäíèì ñëîâîì, õî÷åòñÿ íàñëàæäàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûìè âîçìîæ-

íîñòÿìè ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ãàóñ-

ñîâûõ ÷èñåë, ò. å. ÷èñåë âèäà a + bi ñ öåëûìè a è b. Îäíàêî íå

âñ¼ êîòó ìàñëåíèöà � òàê ïîëó÷àåòñÿ íå âñåãäà (ñì. çàäà÷è 2.2.8 (b)

è 4.7.3 (b)), íî èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ. ×òîáû ïðèìåíÿòü ðàçëîæåíèå íà

ìíîæèòåëè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, íóæíà îäíîçíà÷íîñòü ðàçëî-

æåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè îíà èìååò ìåñòî, òî ìû èìå-

åì âñ¼ òå æå àðè�ìåòè÷åñêèå óäîâîëüñòâèÿ, ÷òî è äëÿ öåëûõ ÷èñåë.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò óäèâèòåëüíûé �àêò: äëÿ àðè�ìå-

òè÷åñêèõ óäîâîëüñòâèé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé �àêò

î âîçìîæíîñòè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

4.7.2. �àóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ðàçëàãàåòñÿ

íà äâà ìíîæèòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò ±1 è ±i. Â ýòîé

çàäà÷å ëàòèíñêèå áóêâû îáîçíà÷àþò ãàóññîâû ÷èñëà.
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(a) Îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âûòåêàåò

èç ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà (àíàëîãà ëåììû Åâêëèäà 2.5.7 (ñ)).

Ôàêòîðèàëüíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò
ab, òî p äåëèò a èëè p äåëèò b.

(b) Ôàêòîðèàëüíîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà (àíàëîãà

ëåììû î ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ 2.5.7 (a)).

�ëàâíîèäåàëüíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b ñóùåñòâóþò òàêèå x, y,
÷òî xa + yb = gcd(a, b). (Äàéòå îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ gcd(a, b) ÷èñåë a, b ñàìîñòîÿòåëüíî!)
(
) �ëàâíîèäåàëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (àíà-

ëîãîì òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì 2.4.1 (b)).

Åâêëèäîâîñòü. Äëÿ ëþáûõ b 6= 0 è a ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
|a− kb| < |b|.

4.7.3. Âåðíà ëè åâêëèäîâîñòü (è, çíà÷èò, �àêòîðèàëüíîñòü!) äëÿ

ìíîæåñòâà Z[ξ] ÷èñåë âèäà a+ bξ ñ öåëûìè a, b, åñëè ξ åñòü
(a)

√
−2; (b)

√
−3; (
) (1−

√
−3)/2; (d) (1−

√
−5)/2;

(e) (1−
√
−7)/2?

4.7.4. (a) Íèêàêîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k−1 íå ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó
äâóõ êâàäðàòîâ.

(b) Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1 ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó äâóõ

êâàäðàòîâ, ïðè÷¼ì ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì.

(b) Ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî, ðîâíî 1024 ñïîñîáàìè ðàçëàãàþùå-

åñÿ â ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ.

Ýòó çàäà÷ó ïðîùå ðåøàòü áåç ãàóññîâûõ ÷èñåë (ñì. ï. 3.3), îäíà-

êî ïîëåçíî ïîòðåíèðîâàòüñÿ â èõ ïðèìåíåíèè!

Ïîäðîáíåå ñì. [Pos, � 4℄. Ñì. òàêæå çàäà÷ó 4.4.7.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

4.7.1. (a) (�.È.Äåâÿòîâ) Îòâåò: x = ±2, y = 2 è x = ±11, y = 5.

Ïåðåéä¼ì ê öåëûì ãàóññîâûì ÷èñëàì è ïîëó÷èì (x+2i)(x−2i) =
y3.

Öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ òî÷íûì êóáîì, åñëè îíî ðàâíî

b3 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ãàóññîâà ÷èñëà b. Çàìåòèì, ÷òî âñå ¾îáðà-
òèìûå¿ ÷èñëà ±1,±i ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êóáàìè. Ïîýòîìó òî÷íûì
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5.3 Êîìáèíàòîðèêà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (2)

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿù¼í ïîäñ÷¼òó ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòîñòè

(ò. å. ðàñêðàñîê è ò. ä.). Òàêîé ïîäñ÷¼ò ïîäâîäèò ÷èòàòåëÿ ê âàæíîìó

ïîíÿòèþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ê ýëåìåíòàðíîé �îðìóëèðîâêå

ëåììû Á¼ðíñàéäà. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî è äðóãèõ

ðåçóëüòàòîâ íà ÿçûêå àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï äåëàåò èõ ìåíåå

äîñòóïíûìè. Ñð. [ZSS, � 28 ¾Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê¿℄.

Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â ðàñêðàñêå ïðèñóòñòâîâàëè âñå äàííûå öâå-

òà. �àñêðàñêè, ñîâìåùàþùèåñÿ âðàùåíèåì ïðîñòðàíñòâà (ò. å. äâè-

æåíèåì ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ è èìåþùèì íåïî-

äâèæíóþ òî÷êó), ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè (êðîìå çàäà÷è 5.3.1 (ñ)).

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ 5.3.1.(b),

5.3.6.(e), 5.3.11 (è ïîòîìó ìîãóò áûòü ïðîïóùåíû ïðè ðåøåíèÿ îñòàëü-

íûõ çàäà÷).

Èçîìîð�èçì ìåæäó ãðà�àìè� òàêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâà-

ìè èõ âåðøèí, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ýòè âåðøèíû ñîåäèíåíû

ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû ïðè áèåêöèè ñîåäè-

íåíû ðåáðîì. Àâòîìîð�èçì ãðà�à� åãî èçîìîð�èçì íà ñåáÿ.

5.3.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

(a) ðàñêðàñîê ãðàíåé êóáà â êðàñíûé è ñåðûé öâåòà;

(b) ðàçëè÷íûõ (ò. å. íåèçîìîð�íûõ) íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ

ñ 4 âåðøèíàìè;

(
) ðàñêðàñîê â r öâåòîâ âåðøèí ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà?

Çäåñü ðàñêðàñêè, ñîâìåùàþùèåñÿ äâèæåíèåì ïðîñòðàíñòâà (íå îáÿ-

çàòåëüíî ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ), ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

5.3.2. Äëÿ ïðîñòîãî p íàéäèòå êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ îðèåíòèðî-

âàííûõ ñâÿçíûõ p-çâåííûõ ëîìàíûõ (âîçìîæíî, ñàìîïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå âåðøèíû äàííîãî ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà.

Çäåñü ëîìàíûå, ñîâìåùàþùèåñÿ ïîâîðîòîì, íåîòëè÷èìû.

Çàäà÷è 5.3.1 è 5.3.2 ïðîñòûå, èõ ìîæíî ðåøèòü áåç èäåé, ïðèâî-

äÿùèõ ê ëåììå Á¼ðíñàéäà.

5.3.3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê êàðóñåëè èç n íåçàíóìåðî-

âàííûõ âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ (ò. å. êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê âåðøèí
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ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â r öâåòîâ, åñëè ðàñêðàñêè, ñîâìåùàþùè-
åñÿ ïîâîðîòîì, íåîòëè÷èìû) äëÿ

(a) n = 5; (b) n = 4; (
) n = 6.

Çàäà÷ó 5.3.3 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ìîæíî ðåøèòü ñïîñîáîì, àíà-
ëîãè÷íûì ïðèäóìàííîìó âàìè äëÿ ìàëûõ n. Îäíàêî ðåøåíèå áóäåò
ãðîìîçäêèì. Ïðèâåä¼ì áîëåå ïðîñòîé (äëÿ ¾î÷åíü íåïðîñòûõ¿ n)
ñïîñîá íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.3.3 (ñ).

Íàçîâ¼ì (ðàñêðàøåííûì) ïîåçäîì ðàñêðàñêó êàðóñåëè èç çàíó-

ìåðîâàííûõ âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ. Òîãäà âñåãî èìååòñÿ r6 ïîåçäîâ
èç 6 âàãîí÷èêîâ.

�àñïðåäåëèì ïîåçäà ïî âîêçàëàì òàê, ÷òîáû íà êàæäîì âîêçàëå

íàõîäèëèñü âñå ïîåçäà, ïîëó÷åííûå èç íåêîòîðîé îäíîé ðàñêðàñêè

êàðóñåëè âñåâîçìîæíûìè ðàçðóáàíèÿìè, ò. å. èñêîìîå êîëè÷åñòâî Z
ðàñêðàñîê ðàâíî êîëè÷åñòâó âîêçàëîâ.

Íàçîâåì ïåðèîäîì T (α) ïîåçäà α íàèìåíüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ

âåëè÷èíó öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà, ïåðåâîäÿùåãî ïîåçä α â ñåáÿ.

5.3.4. Êîëè÷åñòâî ïîåçäîâ íà âîêçàëå ðàâíî ïåðèîäó êàæäîãî èç

ïîåçäîâ, ñòîÿùèõ íà ýòîì âîêçàëå. Â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäû ïîåçäîâ,

ñòîÿùèõ íà îäíîì âîêçàëå, ðàâíû.

Íà êàæäîì âîêçàëå âûáåðåì îäèí ïîåçä. Ïîñàäèì â íåãî 6 ïàññà-

æèðîâ è âûäàäèì èì áèëåòû ñ ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5. Òîãäà íóæíî

íàéòè îáùåå ÷èñëî 6Z ïàññàæèðîâ.

Ïî êîìàíäå êàæäûé ïàññàæèð ïåðåõîäèò â (ðàñêðàøåííûé) ïî-

åçä, ïîëó÷åííûé èç âûáðàííîãî ïîåçäà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íà

÷èñëî, óêàçàííîå â áèëåòå ïàññàæèðà. ßñíî, ÷òî êàæäûé ïàññàæèð

îñòàåòñÿ íà ïðåæíåì âîêçàëå.

5.3.5. (a) Â âûáðàííîì ïîåçäå α îñòàíåòñÿ 6/T (α) ïàññàæèðîâ. Áî-
ëåå �îðìàëüíî, êîëè÷åñòâî òåõ s ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, äëÿ êîòîðûõ öèê-
ëè÷åñêèé ñäâèã íà s ïåðåâîäèò ïîåçä α â ñåáÿ, ðàâíî 6/T (α).

(b) Â êàæäîì ïîåçäå α îêàæåòñÿ 6/T (α) ïàññàæèðîâ.

Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî 6Z ïàññàæèðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ïàð

(α, s), â êîòîðûõ s ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} è α � ïîåçä, ïåðåõîäÿùèé â ñåáÿ
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ïðè öèêëè÷åñêîì ñäâèãå íà s âàãîí÷èêîâ. Öèêëè÷åñêèé ñäâèã íà s
ïåðåâîäèò â ñåáÿ ðîâíî rgcd(s,6) ïîåçäîâ. Ïîýòîìó

6Z = r6 + r + r2 + r3 + r2 + r.

Ïðèâåäåííûé ïëàí ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëû

6Z =
∑

x

T (x) · 6

T (x)
=
∑

α

6

T (α)
= r6 + r + r2 + r3 + r2 + r.

Çäåñü ïåðâîå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ïî âñåì ðàñêðàñêàì

x êàðóñåëåé, à âòîðîå � ïî âñåì ïîåçäàì α.

5.3.6. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî

(a) ðàñêðàñîê êàðóñåëè èç n âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ;
(b) r-öâåòíûõ îæåðåëèé èç n = 2k+1 áóñèí (îæåðåëüÿ ñ÷èòàþòñÿ

îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ ëèáî ïîâîðîòîì âîêðóã öåíòðà

îæåðåëüÿ, ëèáî îñåâîé ñèììåòðèåé îæåðåëüÿ);

(
) ðàñêðàñîê íåçàíóìåðîâàííûõ ãðàíåé êóáà â r öâåòîâ;
(d) ðàñêðàñîê íåçàíóìåðîâàííûõ âåðøèí êóáà â r öâåòîâ;
(e) ðàñêðàñîê íåçàíóìåðîâàííûõ âåðøèí ãðà�à K3,3 (ðèñ. 2) â r

öâåòîâ (ðàñêðàñêè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ

àâòîìîð�èçìîì ýòîãî ãðà�à).

�èñ. 2: �ðà� K3,3

5.3.7. Ïåðå÷èñëèòå âñå âðàùåíèÿ êóáà (ò. å. âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà, ïåðåâîäÿùèå êóá â ñåáÿ). (Ýòà çàäà÷à ðàçáèòà íà øàãè â [SZ,

ï. ¾Ñàìîñîâìåùåíèÿ¿℄.)

Ïðèâåäåì ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.3.6 (
). (Ïóíêòû (b)�(e) ðåøà-

þòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóíêò (b) ðåøàåòñÿ è áåç ýòîãî óêàçàíèÿ.)
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Íàçîâ¼ì (ðàñêðàøåííîé) êîðîáêîé (èëè çàìîðîæåííîé ðàñêðàñ-

êîé) ðàñêðàñêó çàíóìåðîâàíûõ ãðàíåé êóáà â r öâåòîâ. Òîãäà âñåãî
èìååòñÿ r6 êîðîáîê.

�àñïðåäåëèì êîðîáêè ïî êîìíàòàì òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìíàòå

íàõîäèëèñü âñå êîðîáêè, ïîëó÷åííûå èç íåêîòîðîé îäíîé êîðîáêè

âñåâîçìîæíûìè âðàùåíèÿìè, ò. å. èñêîìîå êîëè÷åñòâî Z ðàñêðàñîê

ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìíàò.

Â êàæäîé êîìíàòå âûáåðåì îäíó êîðîáêó. Ïîñàäèì â íåå 24 òàðà-

êàíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðàùåíèÿì êóáà. Òîãäà íóæíî íàéòè îáùåå

÷èñëî òàðàêàíîâ 24Z.
Ïî êîìàíäå êàæäûé òàðàêàí ïåðåïîëçàåò â êîðîáêó, ïîëó÷åí-

íóþ èç âûáðàííîé òåì âðàùåíèåì, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó òà-

ðàêàíó. ßñíî, ÷òî êàæäûé òàðàêàí îñòàåòñÿ â ïðåæíåé êîìíàòå.

×èñëî òàðàêàíîâ, îñòàâøèõñÿ â âûáðàííîé êîðîáêå, ðàâíî êîëè÷å-

ñòâó âðàùåíèé êóáà, ïåðåâîäÿùèõ ýòó êîðîáêó â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç stα êîëè÷åñòâî âðàùåíèé êóáà, ïåðåâîäÿùèõ (ðàñêðàøåííóþ)
êîðîáêó (ò. å. çàìîðîæåííóþ ðàñêðàñêó) α â ñåáÿ.

5.3.8. (a) ×èñëî òàðàêàíîâ, îêàçàâøèõñÿ â êîðîáêå α, ðàâíî stα.
Áîëåå �îðìàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò âðàùåíèå, ïåðåâîäÿùåå çàìîðî-

æåííóþ ðàñêðàñêó α â çàìîðîæåííóþ ðàñêðàñêó α′
, òî êîëè÷åñòâî

òàêèõ âðàùåíèé ðàâíî stα.
(b) Â ëþáîé äðóãîé êîðîáêå èç âûáðàííîé êîìíàòû îêàæåòñÿ

ñòîëüêî æå òàðàêàíîâ, ñêîëüêî â âûáðàííîé êîðîáêå. Áîëåå �îð-

ìàëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê α è α′
, ïåðåõîäÿ-

ùèõ äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì âðàùåíèè, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

stα = stα′
. (Ýòè ðàâíûå ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ stx, ãäå x� ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ðàñêðàñêà íåçàíóìåðîâàííûõ ãðàíåé êóáà.)

Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî òàðàêàíîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ïàð (α, s),
â êîòîðûõ s� âðàùåíèå êóáà è α�êîðîáêà, ïåðåõîäÿùàÿ â ñåáÿ ïðè

âðàùåíèè s. Ïîýòîìó îñòàëîñü ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

5.3.9. Äëÿ êàæäîãî âðàùåíèÿ êóáà s íàéäèòå êîëè÷åñòâî �xs êî-
ðîáîê (ò. å. çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê), ïåðåõîäÿùèõ â ñåáÿ ïðè âðà-

ùåíèè s.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nx êîëè÷åñòâî çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê, îò-

âå÷àþùèõ ðàñêðàñêå x. Òîãäà äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè x ÷èñëî stx ·Nx
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ðàâíî êîëè÷åñòâó âðàùåíèé êóáà, ò. å. 24. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûé

ïëàí ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëû

24Z =
∑

x

stx ·Nx =
∑

α

stα =
∑

s

�xs.

Çäåñü ïåðâîå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ðàñêðàñêàì x íåçà-
íóìåðîâàííûõ ãðàíåé, âòîðîå � ïî âñåì çàìîðîæåííûì ðàñêðàñêàì α,
à òðåòüå � ïî âñåì âðàùåíèÿì êóáà s.

Êàê ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî áûëî

ïðèìåíÿòü âìåñòî ïîâòîðåíèÿ íàìå÷åííûõ ðåøåíèé çàäà÷ 5.3.6 (a), (
)?

5.3.10. Ëåììà Á¼ðíñàéäà. Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

M è ñåìåéñòâî {g1, g2, . . . , gn} ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ìíîæåñòâà, çà-
ìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ êîìïîçèöèè è âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëå-

ìåíòà. Íàçîâ¼ì ýëåìåíòû ìíîæåñòâàM ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí

èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîé îäíèì èç äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òîãäà êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíî

1
n

n∑
k=1

�x(gk), ãäå

�x(gk)�êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M , êîòîðûå ïðåîáðàçî-

âàíèå gk ïåðåâîäèò â ñåáÿ.

5.3.11. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ãðà�îâ ñ n âåðøèíàìè ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîð�èçìà. (Îòâåò ìîæíî îñòàâèòü â âèäå ñóììû.)

5.3.12. (a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî bn îòîáðàæåíèé {0, 1}n → {0, 1}
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

n!bn/2
2n

è íàéäèòå

åãî. (ñì. îïðåäåëåíèå â çàäà÷å 7.4.2; òå, êòî íå çíàþò, ÷òî ýòî òàêîå,

ìîãóò ïðîïóñòèòü ýòîò ïóíêò).

Ïîäñêàçêè

5.3.1. Îòâåòû: (a) 10; (b) 11; (
) r(r + 1)(r + 2)(r + 3)/24.

5.3.2. Îòâåò: p− 2 + ((p− 1)! + 1)/p.

5.3.3. Îòâåòû: (a) (r5 + 4r)/5; (b) (r4 + r2 + 2r)/4;
(
) (r6 + r3 + 2r2 + 2r)/6.
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7 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëû

Ýòîò ïàðàãðà� ïî÷òè íåçàâèñèì îò îñòàëüíîé ÷àñòè êíèãè. Â äðó-

ãèõ ìåñòàõ èç íåãî èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ïðîñòûå �àêòû.

7.1 Êîíå÷íûå ñóììû è ðàçíîñòè (3)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñóìì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}∞n=1 íàçû-

âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = Σan := a1 + . . . + an, à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ðàçíîñòåé �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn = ∆an := an+1 −
an.

Íàïðèìåð, ∆2n = 2n è Σ2n = 2n+1 − 2.
(Ñóììà è ðàçíîñòü � àíàëîãè èíòåãðàëà è ïðîèçâîäíîé.)

Â ýòîì ïóíêòå n îáîçíà÷àåò íîìåð ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

¾ïî êîòîðîìó¿ áåð¼òñÿ ñóììà è ðàçíîñòü. Òàê, íàïðèìåð, ∆2k = 0.

7.1.1. Íàéäèòå

(a) ∆nk äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > −1; (b) ∆cosn; (
) ∆(n·2n).
7.1.2. Íàéäèòå

(a) Σ sinn; (b) Σ 1
n(n+1)...(n+k) äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > 0.

7.1.3. Êàêèå èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåêîòîðîé

íåïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an:
(a) ∆an = 0; (b) ∆an = 1; (
) ∆an = an;
(d) Σan = an; (e) Σ∆an = an; (f) ∆Σan = an?

7.1.4. (a) Íàéäèòå

n∑
k=0

(−1)kk2
(n
k

)
.

(b) Ëåììà. k-ÿ ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà k-é ñòåïåíè åñòü ïîñòîÿí-
íàÿ, à (k + 1)-ÿ ðàâíà 0.

(
) (Çàãàäêà.) Âûðàçèòå ∆kan ÷åðåç an, an+1, . . . , an+k.

(d) Ëåììà. �àâåíñòâî ∆kan = 0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà an �ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè íå âûøå k − 1.
(e) Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Pλ(n), èìåþùåãî ñòåïåíü l ïðè

λ 6= 1 è ñòåïåíü l − 1 ïðè λ 6= 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆(nlλn) =
Pλ(n)λ

n
.

(f) Ôîðìóëà Ëåéáíèöà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆(anbn) = an+1∆bn + bn∆an.
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7.2.3. Îòâåòû: (a) 2n − 1; (b) 3n−1
; (
) 2n − 1;

(d) (n+ 1)2n−2
; (f)

a−7
6 3n + 9−a

2 (2n − 1), a := a3.

7.2.4. Îòâåòû: (a) 5 · 2n−1
; (b) 3 · 2n − 1; (
) 7 · 2n−1 − n− 1;

(d) 2n + 3n; (e) (n + 4)2n−1
; (f) (n− 3)3n + 11 · 2n−1

.

7.2.5. Îòâåòû, â êîòîðûõ a := a2:
(a) (a− 10)3n−1 + (15− a)2n−1

;

(b)

(
a− 19

2

)
3n−1 + (14 − a)2n−1 + 1

2 ;

(
)

(
a− 37

4

)
3n−1 + (13− a)2n−1 + n

2 + 3
4 ;

(d) (n+ a− 14)3n−1 + (18 − a)2n−1
;

(e) (a− 8)3n−1 + (14 − a− n)2n−1
;

(f)

(
n2−7n

2 + a− 1
)
3n−1 + (9− a)2n−1

.

7.3 Êîíêðåòíàÿ òåîðèÿ ïðåäåëîâ (4*)

Çàäà÷è ýòîãî ïóíêòà èíòåðåñíû íå òîëüêî êàê ïðîñòåéøèé ñïî-

ñîá ðàçîáðàòüñÿ â òåîðèè ïðåäåëîâ. Ïîõîæèå çàäà÷è î êîíêðåòíûõ,

õîòÿ è ãðóáûõ îöåíêàõ ÷àñòî âîçíèêàþò è íà îëèìïèàäàõ, è â ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêå, è â òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå.

Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ �óíêöèÿìè

n
√
x, ax,

loga x, arcsin x è ò. ï. áåç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ �óíêöèé (ïîñêîëüêó äëÿ
èõ îïðåäåëåíèÿ � íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òà-

êîãî x, ÷òî x2 = 2, ��àêòè÷åñêè íóæíî ýòè çàäà÷è ðåøèòü). Èñ-

êëþ÷åíèå: åñëè íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ â óñëîâèè, òî å¼

ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ðåøåíèè. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçà-

òåëüñòâà ñâîéñòâàìè íåðàâåíñòâ.

7.3.1. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî òàêîå N , ÷òîáû äëÿ ëþáîãî n > N
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî an > 109, åñëè

(a) an =
√
n; (b) an = n2 − 3n + 5; (
) an = 1,02n;

(d) an = 1 + 1
2 +

1
3 + 1

4 + . . .+ 1
n .

7.3.2. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + x)a > 1 + ax
äëÿ ëþáûõ x > −1 è

(a) öåëîãî a > 1; (b) ðàöèîíàëüíîãî a > 1;
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7.6.2 Çàäà÷è (3*)

7.6.1. Ñëåäóþùèå ÷èñëà èððàöèîíàëüíû:

(a) e :=
∞∑
n=0

1
n! ; (b) λ :=

∞∑
n=0

2−n!
; (
) µ :=

∞∑
n=0

2−2n
.

(Èñïîëüçóåìûå çäåñü áåñêîíå÷íûå ñóììû îïðåäåëåíû â ï. 7.5.)

7.6.2. (e), (λ), (µ) Íè îäíî èç ÷èñåë e, λ, µ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

7.6.3. Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p/q, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè t ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |f(p/q)| > q−t

.

Òåîðåìà 7.6.4 (Ëèóâèëëü). (a) ×èñëî λ òðàíñöåíäåíòíî.

(b) Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè t ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-
öèåíòàìè è åãî èððàöèîíàëüíîãî êîðíÿ α ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0,

÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ p, q âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > Cq−t
.

7.6.5. (a) ×èñëî µ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ öå-

ëûìè êîý��èöèåíòàìè.

(b) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µq =
∞∑
n=0

dn(q)2
−n
, ãäå dn(q) åñòü êî-

ëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû q
ñòåïåíåé äâîéêè (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé):

dn(q) = |{(w1, . . . , wq) ∈ Zq | n = 2w1 + . . .+ 2wq
è w1, . . . , wq > 0}|.

Íàïðèìåð, d3(2) = 2, ïîñêîëüêó 3 = 20 + 21 = 21 + 20. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ïîëàãàåì d0(0) = 1.

Ëåììà 7.6.6. Êîëè÷åñòâî dn(q) óïîðÿäî÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷èñ-
ëà n â âèäå ñóììû q ñòåïåíåé äâîéêè íå ïðåâîñõîäèò (q!)2.

Òåîðåìà 7.6.7 (Ìàëåð). ×èñëî µ òðàíñöåíäåíòíî.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � óäà÷íàÿ òåìà äëÿ èññëåäîâàòåëüñêèõ ðà-

áîò, ñì. ï. 1.3. Ïóíêòû (a), (b), (
) àíàëîãè÷íû òåîðåìå Ìàëåðà 7.6.7.

�åøåíèå îñòàëüíûõ ïóíêòîâ ìíå íåèçâåñòíî, íî íàâåðíÿêà äîñòóïíî

ñèëüíîìó ñòàðøåêëàññíèêó (è ìîæåò áûòü èçâåñòíî ñïåöèàëèñòàì).

Ñð. [KaS06, Îáîáùåíèå℄.
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8.2 Ýëåìåíòû àíàëèçà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (2)

Ïåðåìåíîé çíàêà â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b0, . . . , bk íåíó-
ëåâûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêîé èíäåêñ i ∈ {1, . . . , k}, ÷òî ÷èñëà bi−1

è bi èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïåðåìåíîé çíàêà â êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðåìåíà çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó-

÷åííîé èç äàííîé âû÷¼ðêèâàíèåì íóëåé.

8.2.1. (a) ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax2+bx+c =
0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, b, c.

(b) ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax3+bx2+cx+d =
0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, b, c, d.

8.2.2. (a) Ïðàâèëî çíàêîâ Äåêàðòà. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ pnx
n + . . . + p1x + p0 = 0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà

ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p0, . . . , pn.
(b) Êàê àíàëîãè÷íî ïðàâèëó çíàêîâ Äåêàðòà îöåíèòü êîëè÷åñòâî

îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà?

(
)

∗
Êàê àíàëîãè÷íî ïðàâèëó çíàêîâ Äåêàðòà îöåíèòü êîëè÷å-

ñòâî êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íà äàííîì ïðîìåæóòêå [a, b]?
(d) Íåðàâåíñòâà Ìàêëîðåíà. Äëÿ x1, . . . , xn > 0 îáîçíà÷èì

Mk =
k

√√√√
∑

i1<...<ik

xi1 · . . . · xik
(n
k

) .

(Çàìåòüòå, ÷òî M1� ýòî ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå è Mn � ñðåäíåå

ãåîìåòðè÷åñêîå.) Òîãäà M1 > . . . >Mn.

8.2.3. (a) Ïðè ÷¼òíîì n ìíîãî÷ëåí

n∑
k=0

xk

k! íå èìååò âåùåñòâåííûõ

êîðíåé, à ïðè íå÷¼òíîì n èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

(b) Ìèíèìàëüíûé ìîäóëü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà

n∑
k=0

xk

k! ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n→ ∞.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ è ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷ ïîëåçíî ñëåäóþùåå

ïîíÿòèå. Ïðåäïðîèçâîäíîé f ′ ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Df (x, y) :=
f(y)−f(x)

y−x îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y. (Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó
ýòî ìíîãî÷ëåí.) Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f ′(x) := Df (x, x).
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8.5 Ïðèìåíåíèÿ êîìïàêòíîñòè (4*). À.ß.Êàíåëü-Áå-

ëîâ

Â ýòîì ïóíêòå çàäà÷è ïîñëîæíåå è ïîäñêàçîê ïîìåíüøå. Îäíà-

êî îí áóäåò èíòåðåñåí ÷èòàòåëþ, òàê êàê, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,

òàêàÿ ïîäáîðêà èíòåðåñíûõ çàäà÷ ïî ýòîé âàæíîé òåìå âïåðâûå ïóá-

ëèêóåòñÿ â íåñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

8.5.1. Áëèçêàÿ èäåÿ â êîíå÷íîì ñëó÷àå. Çàïèñü ÷èñëà ñîñòî-

èò èç íóëåé è åäèíèö. Ëþáîé �ðàãìåíò ¾10¿ ÷èñëà çàìåíÿþò íà

¾0001¿. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàìåíÿòü áóäåò íå÷åãî.

8.5.2. Èäåÿ êîìïàêòíîñòè. (a) Èçâåñòíî, ÷òî ÷åëîâå÷åñòâî æèâ¼ò

âå÷íî, à ÷èñëî ëþäåé â êàæäîì ïîêîëåíèè êîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà íàñëåäíèêîâ.

(b) Â áåñêîíå÷íîì ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî ïàðëàìåíòàðèÿ íå áî-

ëåå òð¼õ âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî ðàçáèòü íà äâå

ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî ïàðëàìåíòàðèÿ áóäåò íå áîëåå îäíîãî

âðàãà â ñâîåé ïàëàòå. (Äëÿ êîíå÷íîãî ïàðëàìåíòà ýòà çàäà÷à ðàçáè-

ðàåòñÿ â [SZ, çàäà÷à 7 â ï. ¾Ïîëóèíâàðèàíòû¿℄.)

(
) Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ êîíå÷íóþ êàðòó íà ïëîñêîñòè ìîæíî

ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðîèçâîëüíóþ
êàðòó íà ïëîñêîñòè òàêæå ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà.
(Ñòðàíû ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîóãîëüíèêàìè. �àñêðàñêà íàçûâàåò-

ñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå ñòðàíû ñ îáùèì ó÷àñòêîì ãðàíèöû

ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.)

(d) (Çàãàäêà.) Ïðî÷èòàéòå [SZ, ï. ¾Ïîëóèíâàðèàíòû¿℄. Êàêèå

óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, à êàêèå íåò?

8.5.3. Äëÿ ëþáûõ M è k íàéä¼òñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå v ñ òàêèì
ñâîéñòâîì: åñëè âñå ð¼áðà ïîëíîãî ãðà�à ñ v âåðøèíàìè ïîêðàøåíû
â M öâåòîâ, òî íàéä¼òñÿ ïîëíûé ïîäãðà� ñ k âåðøèíàìè, âñå ð¼áðà
êîòîðîãî ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

8.5.4. Èç ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ìîæ-

íî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèáî òàê, ÷òîáû êàæäûé å¼ ÷ëåí

äåëèëñÿ íà ïðåäûäóùèé, ëèáî òàê, ÷òîáû íè îäèí ÷ëåí íå äåëèëñÿ

íà äðóãîé.
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9 Ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé

Listeners are prepared to a

ept unstated (but hinted)

generalizations mu
h more than they are able ... to

de
ode a pre
isely stated abstra
tion and to re-invent

the spe
ial 
ases that motivated it in the �rst pla
e.

P. Halmos, How to talk mathemati
s.

9.1 Ââåäåíèå è �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

9.1.1 Î ÷¼ì ýòîò ïàðàãðà�

Çíàìåíèòûå òåîðåìû �àóññà 9.1.5, �ó��èíè 9.2.6, Àáåëÿ, �àëóà

9.1.12, 9.1.13 è Êðîíåêåðà î ïîñòðîèìîñòè ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëü-

íèêîâ è î íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

� êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò àëãåáðû, èíòåðåñíûé äëÿ èí�îðìàòèêè

(òåîðèè ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé).

Îïðåäåëåíèÿ ïîñòðîèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ, à òàê-

æå �îðìóëèðîâêè óêàçàííûõ òåîðåì, ïðèâåäåíû â ï. 9.1.2�9.1.4.

ß íå ïðèâîæó èñòîðèþ ýòèõ òåîðåì, íàïðàâëÿÿ çàèíòåðåñîâàííî-

ãî ÷èòàòåëÿ ê òåêñòàì [Gi, Gi1, Ma℄.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîãî òåêñòà� èçëîæåíèå ãëóáîêèõ èäåé

àëãåáðû (òî÷íåå, òåîðèè �àëóà) íà êðàñèâûõ ïðîñòûõ äîêàçàòåëü-

ñòâàõ ýòèõ òåîðåì, ñì. ï. 9.1.5 è [ZSS, � 27℄. Ýòîò òåêñò àäðåñîâàí

âñåì ëþáèòåëÿì òàêîãî èçëîæåíèÿ: ñòàðøåêëàññíèêàì, ñòóäåíòàì,

ó÷èòåëÿì è ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêàì. Ïðèâîäèìûå äîêàçà-

òåëüñòâà (ï. 9.2.5 è 9.4) èíòåðåñíû òåì, ÷òî äëÿ èõ ïîíèìàíèÿ äî-

ñòàòî÷íî óìåòü äîêàçûâàòü èððàöèîíàëüíîñòü (ï. 4.1), äåëèòü ìíî-

ãî÷ëåíû ñ îñòàòêîì (ï. 4.3 è çàäà÷è 4.4.3, 4.4.4), èçâëåêàòü êîðíè èç

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (çàäà÷à 4.5.4), óìíîæàòü ïåðåñòàíîâêè (ï. 5.1)

è ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. (Äëÿ êàæäîãî îäíîãî äîêà-

çàòåëüñòâà íåîáõîäèìà òîëüêî ÷àñòü ýòèõ óìåíèé.) Íàïîìíèì, ÷òî

íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ, îíè èëëþñòðèðóþò ãëó-

áîêèå èäåè àëãåáðû. �àçáîð äîêàçàòåëüñòâ (èëè èõ íà÷àëà) ïîëå-

çåí äëÿ çàêðåïëåíèÿ òåì ¾èððàöèîíàëüíîñòü¿, ¾ìíîãî÷ëåíû¿, ¾êîì-

ïëåêñíûå ÷èñëà¿, ¾ïåðåñòàíîâêè¿ è ¾îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû¿.
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È òîò, êòî íå äîéä¼ò äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷èò õîðîøèé îïûò ïî ýòèì òåìàì è äàæå ñìîæåò ïîðå-

øàòü çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ñì. ï. 9.1.5 è [E2, Es, AB, Ko17, Saf℄

è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ìû ðàçáåðåì îáùèé ñïîñîá èõ ðåøåíèÿ � ìåòîä ðåçîëüâåíò

Ëàãðàíæà (ï. 9.2). Èäåÿ Àáåëÿ è �àëóà �àêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî åãî ìîæíî

ðåøèòü ýòèì ìåòîäîì. Ýòà èäåÿ �îðìàëèçóåòñÿ êðèòåðèåì 9.2.12.a

�àëóà ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ. Ýòèì æå ìåòîäîì ñòðîÿòñÿ è àëãî-

ðèòìû � ðàñïîçíàâàåìîñòè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

è ðåøåíèÿ â ðàäèêàëàõ ðàçðåøèìîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ïðàêòèêè ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ �óíêöèé è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëåçíåå ðàäèêàëüíûõ �îð-

ìóë. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè òðàíñöå-

äåíòíûõ �óíêöèé (ñì. ìåòîä Âèåòà â ï. 4.2 è [PSo℄; î ðàçâèòèè ýòèõ

èäåé ðàññêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [Sk10℄). Îäíàêî ïðîáëåìà ðàçðå-

øèìîñòè â ðàäèêàëàõ èíòåðåñíà êàê ïðîáíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ

òåîðèé ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Î íîâèçíå. Ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íå ïðåòåíäóþò íà íî-

âèçíó, õîòÿ â ýòîì òåêñòå èìååòñÿ ìíîãî ìåòîäè÷åñêèõ íàõîäîê,

ñì. ï. 9.1.5 è 9.1.6. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, îíè ìàëîèçâåñòíû. Êàê

ñëåäñòâèå, ìàëîèçâåñòíî, ÷òî íå òîëüêî ðåøàòü êâàäðàòíûå è êóáè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íî è äîêàçûâàòü óêàçàííûå òåîðåìû ýêîíîìíåå

íå ñòðîÿ è çàòåì ïðèìåíÿÿ òåîðèþ �àëóà (êàê, íàïðèìåð, â ñòàí-

äàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî àëãåáðå, [Kh13, Kir℄), à íàïðÿìóþ (ñì. ññûë-

êè â ï. 9.1.6)� íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, îòêðûâàÿ è èñïîëüçóÿ áàçîâûå

èäåè ýòîé òåîðèè.

Ïëàí ïàðàãðà�à. Ýòîò ïàðàãðà� íå îáÿçàòåëüíî èçó÷àòü ïîä-

ðÿä. Íàïðèìåð, íà÷àòü åãî èçó÷åíèå ìîæíî íå ñ ï. 9.1, à ñ ðåøåíèÿ

çàäà÷ â ï. 9.2, 9.3, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî èç íèõ èñïîëüçóåò ïðåäû-

äóùèé ìàòåðèàë òîëüêî â êà÷åñòâå ìîòèâèðîâêè. ×èòàòåëü ìîæåò

âûáðàòü óäîáíóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ (èëè âîâñå îïó-

ñòèòü íåêîòîðûå ïóíêòû) íà îñíîâàíèè ïðèâîäèìîãî ïëàíà.

Â ï. 9.1.2�9.1.4 ïðèâåäåíû �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñëåäóþùèå òðè ïóíêòà ââåäåíèÿ íåçàâèñèìû îò îñòàëüíîãî òåêñòà
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(ò. å. îíè íå èñïîëüçóþòñÿ â îñòàëüíîì òåêñòå è äëÿ åãî èçó÷åíèÿ

äîñòàòî÷íî ïðî÷èòàòü ï. 9.1.2�9.1.4). Â ï. 9.1.7 ïðèâîäèòñÿ ïåðå�îð-

ìóëèðîâêà òåîðåìû �àóññà (óïîìÿíóòàÿ â ï. 9.1.2).

Ïëàí ï. 9.2�9.4 ïðèâîäèòñÿ â èõ íà÷àëå. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿòñÿ â ï. 9.2.3, 9.2.5 è 9.4. Ôîðìàëüíî îíè

íåçàâèñèìû îò çàäà÷, ïîäâîäÿùèõ ê íèì (ï. 9.2�9.3).

Áëàãîäàðíîñòè. Áëàãîäàðþ À.ß.Áåëîâà-Êàíåëÿ, È.È.Áîãäà-

íîâà, Ý.Á.Âèíáåðãà, Â.Â.Âîëêîâà, Ì.Í.Âÿëîãî, À.Ñ. �îëîâàíîâà,

Ï.À.Äåðãà÷à, Ä. Çóíãà, À.Ë.Êàíóííèêîâà, Â.À.Êëåïöûíà, Ï.À. Êîç-

ëîâà, �.À.Ìåðçîíà, À.À.Ïàõàðåâà, Â.Â.Ïðàñîëîâà, À.Ä.�óõîâè-

÷à, Ë.Ì.Ñàìîéëîâà, Ì.Á.Ñêîïåíêîâà, �. �.×åëíîêîâà, Ë.Ý.Øà-

áàíîâà è Â.Â.Øóâàëîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Ýòîò òåêñò îñ-

íîâàí íà çàíÿòèÿõ â Ìîñêîâñêîé âûåçäíîé øêîëå ïî ìàòåìàòèêå,

íà Ëåòíåé Êîí�åðåíöèè Òóðíèðà �îðîäîâ [ABG, ECG℄, â êðóæêàõ

¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð¿ è ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿.

9.1.2 Ïîñòðîèìîñòü (1)

Çàìå÷àíèå 9.1.1. Èçâåñòíî, ÷òî

cos
2π

3
= −1

2
, cos

2π

4
= 0, cos

2π

5
=

√
5− 1

4
, cos

2π

6
=

1

2
,

cos
2π

8
=

1√
2
, cos

2π

10
=

√
5 + 1

4
, cos

2π

12
=

√
3

2
.

À äëÿ êàêèõ åùå n ÷èñëî cos 2π
n âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íîé �îðìó-

ëîé? Ò.å. äëÿ êàêèõ n åãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà êàëüêóëÿòîðå, âû-

ïîëíÿþùåì òîëüêî ÷åòûðå àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ è èçâëå÷åíèÿ

êâàäðàòíûõ êîðíåé?

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ïîñòðîèìûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû-

÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé

êâàäðàòíûõ êîðíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñ-
ïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M ,

ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0 è ÷èñëà

√
x ïðè x > 0.
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Èëè åñëè ýòî ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü íà êàëüêóëÿòîðå èç çàìå÷àíèÿ

9.1.1.

Íàïðèìåð, âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû ÷èñëà

4
√
2 =

√√
2,

√
2
√
3,

√
2+

√
3,

√
1 +

√
2, 1+

√
3− 2

√
2,

1

1 +
√
2
,

÷èñëà èç çàìå÷àíèÿ 9.1.1 è óòâåðæäåíèÿ 9.1.3.

Âåùåñòâåííàÿ ïîñòðîèìîñòü ÷èñëà ðàâíîñèëüíà åãî ïîñòðîèìî-

ñòè öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ïîýòîìó ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû

ðåøàþò çíàìåíèòûå ïðîáëåìû äðåâíîñòè î ïîñòðîèìîñòè öèðêóëåì

è ëèíåéêîé. Ìû îáñóäèì ýòó ðàâíîñèëüíîñòü â ï. 9.1.7; âïðî÷åì, îíà

íå èñïîëüçóåòñÿ â îñòàëüíîì òåêñòå. Èçó÷åíèå âåùåñòâåííîé ïîñòî-

ðèìîñòè âàæíî òàêæå êàê ïðîáíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ òåîðèé ñèì-

âîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé [Ko17℄.

Òåîðåìà 9.1.2. ×èñëî

3
√
2 íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ïîñòðîèìûì.

Ñì. äîêàçàòåëüñòâî â ï. 9.4.4.

Âîïðîñ îá îáîáùåíèè �îðìóë èç çàìå÷àíèÿ 9.1.1 �îðìàëèçóåòñÿ

òàê: äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî?

9.1.3. ×èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî äëÿ n = 15, 16, 20,

24, 60.

Ëåììà 9.1.4 (îá óìíîæåíèè; âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ). (a) Åñëè ÷èñëî

cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî, òî ÷èñëî cos(π/n) âåùåñòâåííî
ïîñòðîèìî.

(b) Åñëè ÷èñëà cos(2π/n) è cos(2π/m) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû

è m,n âçàèìíî ïðîñòû, òî ÷èñëî cos(2π/mn) âåùåñòâåííî ïîñòðîè-
ìî.

Òåîðåìà 9.1.5 (�àóññ). ×èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2αp1 · . . . ·pl, ãäå p1, . . . , pl �ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 22
s
+ 1.

Ïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà äîêàçàíà â ï. 9.2.3 è 9.2.5 (èëè

ï. 9.2.6), à íåïîñòðîèìîñòü � â ï. 9.4.4.
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Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåîðåìà �àóññà íå äà¼ò íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ ïðî-

áëåìû âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà cos(2π/n), ïîñêîëüêó íåèç-
âåñòíî, êàêèå ÷èñëà âèäà 22

s
+ 1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Îäíàêî òåî-

ðåìà �àóññà äà¼ò, íàïðèìåð, áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïî-

ñòðîèìîñòè.

Èç òåîðåìû �àóññà âûòåêàåò âåùåñòâåííàÿ íåïîñòðîèìîñòü ÷èñ-

ëà cos(2π/9) (âïðî÷åì, åå ïðîùå äîêàçàòü íàïðÿìóþ, ñì. çàäà÷ó

9.3.14.a). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé

íåâîçìîæíîñòü òðèñåêöèè óãëà öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

Òåîðåìà 9.1.6. Ñóùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α = 2π/3), ÷òî
÷èñëî cosα âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî, à ÷èñëî cos(α/3) � íåò.

9.1.3 Íåðàçðåøèìîñòü â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ (2)

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ò.å. åñëè

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæå-

ñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíî-

æåñòâó M ⊂ R, ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ÷èñëà

n
√
x ïðè x > 0 è öåëîì n > 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è íà ÿçûêå êàëüêóëÿòîðà

àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 9.1.1. Ñòàíäàðòíûé òåðìèí: ÷èñëî ëåæèò â

íåêîòîðîì âåùåñòâåííîì ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ Q. Âåùå-
ñòâåííàÿ ðàäèêàëüíîñòü ÷èñëà α ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
• âåùåñòâåííûõ ÷èñåë f1, . . . , fs è ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, . . . , ps îò

0, 1, . . . , s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-
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öèåíòàìè, ÷òî 



fk11 = p0

fk22 = p1(f1)

. . .

fkss = ps−1(f1, . . . , fs−1)

α = ps(f1, . . . , fs)

.

Çàìå÷àíèå 9.1.7. (a) Ëþáîé âåùåñòâåííûé êîðåíü êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëåí.

(b) Óðàâíåíèå x3 + x + 1 = 0 èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé

êîðåíü, êîòîðûé âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí (ï. 4.2), ñì. òàêæå çàäà÷ó

9.2.7 (ñ).

(ñ) Óðàâíåíèå x4 + 4x − 1 = 0 èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ,

êàæäûé èç êîòîðûõ âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí (çàäà÷à 4.2.6.b) , ñì.

òàêæå çàäà÷ó 9.2.10 (d).

(d) Ëþáîå âåùåñòâåííî ïîñòðîèìîå ÷èñëî (ï. 9.1.2) âåùåñòâåííî

ðàäèêàëüíî.

(e) Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý�-

�èöèåíòàìè (íàïðèìåð, x3−3x+1), íè îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî íå
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì. (Ýòî äîêàçàíî â ï. (f).)

(f) ×èñëî cos(2π/9) íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî �îðìóëå 4.1.5 (e) êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà êàæ-

äîå èç ÷èñåë cos(2π/9), cos(8π/9), cos(14π/9) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ 8y3− 6y+1 = 0. Ïî íèæåïðèâåäåííîé òåîðåìå 9.1.8 íè îäíî èç
íèõ íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

(g) Òðèñåêöèÿ óãëà íåâîçìîæíà ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ ðà-

äèêàëîâ, ò.å. 
óùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α = 2π/3), ÷òî ÷èñëî
cosα âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíî, à ÷èñëî cos(α/3) � íåò. (Ýòî ñëåäóåò

èç ï. (f).)

Òåîðåìà 9.1.8 (î ðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ). Ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ íà ìíîãî÷ëåí f òðåòüåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîý��èöèåíòàìè ðàâíîñèëüíû:

(i) ìíîãî÷ëåí f èìååò ëèáî õîòÿ áû îäèí ðàöèîíàëüíûé êîðåíü,

ëèáî ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü;
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(ii) ìíîãî÷ëåí f èìååò âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûé êîðåíü;

(iii) âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëüíû.

Åäèíñòâåííîñòü âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ¾óêîðî÷åííîãî¿ óðàâíå-

íèÿ x3 + px + q = 0 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ¾p = q = 0 èëè (p/3)3 +
(q/2)2 > 0¿, ñì. çàäà÷ó 8.1.4 (d).

�àâíîñèëüíîñòü (ii) ⇔ (iii) î÷åâèäíà, ñð. ñ çàìå÷àíèåì 9.1.7.a.

�àçðåøèìîñòü â òåîðåìå 9.1.8 (ò.å. (i) ⇒ (ii)) äîêàçûâàåòñÿ ìåòî-

äîì äåëü Ôåððî , ñì. òåîðåìû, ïðèâåä¼ííûå â óêàçàíèÿõ ê çàäà-

÷àì 4.2.4 è 8.1.4 (d) ; ñì. äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî â ï. 9.2.2. Íåðàç-

ðåøèìîñòü â òåîðåìå 9.1.8 (ò.å. (ii) ⇒ (i)) äîêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå,

ñì ï. 9.4.5. Áîëåå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò î

íåðàçðåøèìîñòè â ìíîãî÷ëåíàõ, ñì. ï. 9.3.5 è ï. 9.4.2.

Çàìå÷àíèå 9.1.9. Èç íåðàçðåøèìîñòè â òåîðåìå 9.1.8 òðèâèàëüíî

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 3 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïå-

íè, îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëü-

íûì. Áîëåå ñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñ çà-

ìåíîé ñëîâ ¾îäèí èç êîðíåé¿ íà ¾íè îäèí èç êîðíåé¿, ñì. òåîðåìó

9.1.10 íèæå. Ïðè ýòîì êîðíè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé âûñîêèõ ñòåïå-

íåé (íàïðèìåð, x5 = 2) âïîëíå ìîãóò áûòü âåùåñòâåííî ðàäèêàëü-
íû, ñì. òàêæå ï. 9.2.5.

Ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â F íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì

íàä ìíîæåñòâîì F , åñëè îí íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè ñ êîý��èöèåíòàìè â F .

Òåîðåìà 9.1.10. Åñëè ìíîãî÷ëåí ïðîñòîé íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íåïðèâîäèì íàä Q è èìååò áîëåå

îäíîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

Ýòî âåùåñòâåííûé àíàëîã òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.14. Äîêàçà-

òåëüñòâî ïðèâåäåíî â ï. 9.4.8.

�èïîòåçà 9.1.11.* (a) Êàæäûé âåùåñòâåííûé êîðåíü íåïðèâîäèìî-

ãî íàä Q ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ
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áû îäèí êîðåíü åãî êóáè÷åñêîé ðåçîëüâåíòû (îïðåäåëåííîé ïîñëå

çàäà÷è 4.2.6.b) âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí. (Ñð. ñ çàäà÷åé 9.3.13.d.)

(b) Åñëè ÷èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíî, òî îíî âå-

ùåñòâåííî ïîñòðîèìî. (Ñð. ñ òåîðåìîé �àóññà 9.1.5 î ïîñòðîèìîñòè

ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.)

Âîçìîæíî, ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ãèïîòåç èçâåñòíà ñïåöèàëèñòàì.

�èïîòåçó 9.1.11.b (è îòâåò ê çàäà÷å 9.3.3 ñ íàáðîñêàìè äîêàçàòåëüñòâ)

ìíå ñîîáùèë À.À.Êàíóííèêîâ. ×èòàòåëü ìîæåò ïðîáîâàòü äîêà-

çàòü ýòè ãèïîòåçû ïîñëå èçó÷åíèÿ �9.3 è �9.4.

9.1.4 Íåðàçðåøèìîñòü â êîìïëåêñíûõ ðàäèêàëàõ (2)

Ïåðåéä¼ì ê �îðìóëàì, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êîìïëåêñíûå

÷èñëà. Îêàçûâàåòñÿ, êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (íàïðèìåð, x3 − 3x+1),
íåðàçðåøèìîå â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ, ðàçðåøèìî â êîìïëåêñ-

íûõ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ðàäèêàëüíûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî

ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðà-

öèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M , ñîäåðæàùåìó

÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ëþáîãî òàêîãî ÷èñëà r ∈ C, ÷òî rn = x äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n > 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è íà ÿçûêå êàëüêóëÿòîðà

àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 9.1.1. (Ïðàâäà, êàëüêóëÿòîð áóäåò íåîáû÷-

íûé: îí îïåðèðóåò ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è ïðè íàæàòèè êíîïêè

n
√

âûäà¼ò âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ.) Ñòàíäàðòíûé òåðìèí: ÷èñëî ëåæèò

â íåêîòîðîì ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ Q.
Íàïðèìåð, ëþáîé (êîìïëåêñíûé) êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì. Àíàëî-

ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè.

Îíè äîêàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè äåëü Ôåððî è Ôåððàðè, ñì. òåîðåìû,
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ïðèâåä¼ííûå â óêàçàíèÿõ ê çàäà÷àì 4.2.4 è 4.2.7; ñì. äðóãîå äîêà-

çàòåëüñòâî â ï. 9.2.2.

3

Îäíàêî àíàëîã ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ áîëåå

âûñîêèõ ñòåïåíåé íåâåðåí.

Òåîðåìà 9.1.12 (�àëóà). Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå 5-é ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè (íàïðèìåð, x5−4x+2 = 0), íè îäèí
èç êîðíåé êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì.

Çíàìåíèòóþ ïðîáëåìó î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

ðåøèëè äîêàçàííûå íåìíîãî ðàíåå áîëåå ñëàáûå òåîðåìû �ó��èíè�

Àáåëÿ. Òåîðåìà �ó��èíè 9.2.6 ñëîæíåå �îðìóëèðóåòñÿ, íî ïîä-

âîäèò íàñ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû �àëóà. ×åòêàÿ �îðìóëèðîâêà

òåîðåìû Àáåëÿ åùå áîëåå ñëîæíà è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñì. [Sk15,

Çàìå÷àíèå 7℄. Ýêîíîìíåå ðåøèòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè, äîêàçàâ

(â ï. ??) ñëåäóþùóþ òåîðåìó �àëóà (áîëåå ñëàáóþ è áîëåå ïðîñòî

äîêàçûâàåìóþ, ÷åì òåîðåìà �àëóà 9.1.12). Äëÿ X ⊂ C êîìïëåêñ-

íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ X-ðàäèêàëüíûì, åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ìíîæåñòâà X∪{1} ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëü-
íîñòè.

Òåîðåìà 9.1.13. Ñóùåñòâóþò òàêèå a0, a1, a2, a3, a4 ∈ C, ÷òî íè

îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ x5 + a4x
4 + . . . + a1x + a0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

{1, a0, a1, a2, a3, a4}-ðàäèêàëüíûì.
Analogous result (with analogous proof) holds for equations of any

degree n > 5.
À áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà �àëóà 9.1.12 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî

ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 9.1.14 (Êðîíåêåð). Åñëè ìíîãî÷ëåí ïðîñòîé ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íåïðèâîäèì íàä Q, èìååò áîëåå îä-
íîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ è õîòÿ áû îäèí íåâåùåñòâåííûé, òî íè

îäèí èç åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì.

Ýòà òåîðåìà èíòåðåñíà è íåòðèâèàëüíà äàæå äëÿ ìíîãî÷ëåíà

ïÿòîé ñòåïåíè. Îíà äîêàçàíà â ï. 9.4.7. Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà íåîá-

õîäèìî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû �àóññà 9.1.5. Îáîçíà÷èì

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).
3

Îá îöåíêàõ íà êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ êîðíåé ñì. ï. 9.3.9 è [ABG℄.
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Òåîðåìà 9.1.15 (�àóññà î ïîíèæåíèè). (a) Åñëè q ïðîñòîå, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü εq ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíî-

ñòè òàê, ÷òîáû êîðíè èçâëåêàëèñü òîëüêî (q − 1)-é ñòåïåíè.

(b) Äëÿ ëþáîãî q ìîæíî ïîëó÷èòü εq ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç

îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè òàê , ÷òîáû êîðíè èçâëåêàëèñü òîëüêî

ñòåïåíåé, ñòðîãî ìåíüøèõ q.

×àñòü (a) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîèìî-

ñòè â òåîðåìå �àóññà (ï. 9.2.5, 9.2.6). ×àñòü (b) âûâîäèòñÿ èç (a)

ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî q. (Åñëè q = ab äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ a, b,
0 < a, b < q, òî øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà εq = a

√
εb. Åñëè

æå q ïðîñòîå, òî øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç ÷àñòè (a).)

Ñïðàâåäëèâ êîìïëåêñíûé àíàëîã çàìå÷àíèÿ 9.1.9 äëÿ n > 5 è

òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.14 âìåñòî òåîðåìû 9.1.10. Ïðè ýòîì äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1.13 ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà óðàâíåíèÿ ëþáîé

ñòåïåíè n > 5.

Òåîðåìà 9.1.16. There is an algorithm de
iding, for an−1, . . . , a0 ∈ Q,
whether all the roots of the equation xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 = 0
are expressible by radi
als.

Theorem 9.1.16 
an be proved using Galois Solvability Criterion

9.2.12.a and an estimation 9.3.46.b of the number of operations.

9.1.5 ×åì èíòåðåñíû ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà

Ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íàìíîãî ïðîùå è êîðî÷å òåõ, êîòî-

ðûå èçëàãàþòñÿ â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî àëãåáðå. (Çäåñü ÿ èìåþ

â âèäó äîêàçàòåëüñòâà ¾ñ íóëÿ¿, à íå âûâîä íóæíîé òåîðåìû èç ïî-

ñòðîåííîé ïåðåä ýòèì òåîðèè, â êîòîðîé �àêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ

âñ¼ äîêàçàòåëüñòâî.) Ñðàâíåíèå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè èç ìåíåå ñòàí-

äàðòíîé áîëåå ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíî â ï. 9.1.6.

Ýòà ïðîñòîòà äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî, â îòëè÷èå îò

áîëüøèíñòâà ó÷åáíèêîâ, ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íå èñïîëüçó-

þò òåðìèíà ¾ãðóïïà �àëóà¿ (äàæå òåðìèíà ¾ãðóïïà¿). Íåñìîòðÿ

íà îòñóòñòâèå ýòèõ òåðìèíîâ, èäåè ïðèâîäèìûõ äîêàçàòåëüñòâ ÿâ-

ëÿþòñÿ îòïðàâíûìè äëÿ òåîðèè �àëóà è êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè

�àëóà [E2℄. Áîëåå ïîäðîáíî ýòî îáñóæäàåòñÿ â [ZSS, �27 è �28℄.
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Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè îñíîâàíî íà ìåòîäå ðåçîëüâåíò

Ëàãðàíæà. Äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè îñíîâàíû íà èäåÿõ ñèì-

ìåòðèè è ñîïðÿæåíèÿ. (Âòîðàÿ èäåÿ áîëåå ó÷¼íî íàçûâàåòñÿ èäååé

àâòîìîð�èçìà ïîëÿ; çàìå÷àòåëüíîå èçëîæåíèå ñì. â [Vag℄.)

Îñíîâíûå èäåè ïðåäñòàâëåíû íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà

ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé,

è ñî ñâåäåíèåì íàó÷íîãî ÿçûêà ê íåîáõîäèìîìó ìèíèìóìó. Õîòÿ îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé, èäåè äå-

ìîíñòðèðóþòñÿ íà êâàäðàòíûõ è êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Íåðàçðå-

øèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà ïðè óñëîâèè, ÷òî êîðåíü èçâëåêàëñÿ

òîëüêî îäèí ðàç (â çàäà÷àõ â ï. 9.3.1, 9.3.3, 9.3.4). Áëàãîäàðÿ ýòîìó

îñíîâíûå èäåè ïðåïîäíîñÿòñÿ íà ïðèìåðå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (à íå

ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé è äàæå íå ïîëåé èç áàøíè ðàñøèðåíèé). Ýòè

îñíîâíûå èäåè (ñîïðÿæåíèÿ, ïîëÿ è äðóãèå) çàêëþ÷åíû â ëåììàõ

î êàëüêóëÿòîðå, î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè è î ñîïðÿæåíèè (�9.3

è 9.4). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàçðåøèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5

èñïîëüçóåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (âìåñòî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ)

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè (â òåîðåìàõ 9.1.12, 9.1.13,

9.1.14 �àëóà è Êðîíåêåðà) äîêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîñòü â ìíîãî-

÷ëåíàõ (òåîðåìû �ó��èíè 9.2.6, ??), à òàêæå íåðàçðåøèìîñòü â âå-

ùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè (òåîðåìà 9.1.8).

Âàæíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ ÿâíî âûäåëåíû â âèäå ÷åòêî ñ�îðìó-

ëèðîâàííûõ íà ïðîñòîì ÿçûêå ëåìì (î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåò-

ðè÷íîñòè 9.3.36, ??, î ñòåïåíÿõ äâîéêè 9.4.4, î ðàöèîíàëèçàöèè ??).

Âñå ýòî äåëàåò äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè áîëåå äîñòóïíûìè

(çà ñ÷¼ò ââåäåíèÿ èíòåðåñíûõ ÷¼òêî âûäåëåííûõ ïðîìåæóòî÷íûõ

¾ñòóïåíåê¿). Êðîìå òîãî, ýòî ïîäâîäèò ÷èòàòåëÿ ê ïðåäïîëîæåíèþ

î òîì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ðàçâèòü äî òåîðèè

(�àëóà), ïîëåçíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ èíòåðåñíûõ ðåçóëüòà-

òîâ (ïîäðîáíåå ñì. [ZSS, ï. 28.2℄).

Ìû ïîêàçûâàåì, êàê ìîæíî ïðèäóìàòü ïðèâîäèìûå äîêàçà-

òåëüñòâà. Ïóòè ê íèì íàìå÷åíû â âèäå çàäà÷ â ï. 9.2.4 è 9.3. Î

òðàäèöèè èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà â âèäå ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çàäà÷

ñì. ï. 1.2 è [ZSS, �26℄. Õîòÿ ïðèäóìàòü äîêàçàòåëüñòâà íåïðîñòî,

èçëîæèòü èõ ìîæíî êîðîòêî (ñì. ï. 9.2.5 è 9.4). Îñâîáîæäåíèå äî-

êàçàòåëüñòâà îò äåòàëåé, âîçíèêøèõ ïðè åãî ïðèäóìûâàíèè, íî íå
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íóæíûõ äëÿ íåãî ñàìîãî, � âàæíàÿ ÷àñòü åãî ïðîâåðêè.

Ìíîãèå èç ïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ � õîðîøèå òåìû èññëåäîâàòåëü-

ñêèõ ðàáîò ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñíèêîâ, ñâÿçàííûå ñ àë-

ãåáðîé, êîìáèíàòîðèêîé è èí�îðìàòèêîé, ñì. ï. 1.3. Âîò ðàáîòû,

óæå ïîäãîòîâëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùèõ âåðñèé ýòîãî

òåêñòà: [Saf, AB, Ko17℄. À âîò ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ èññëåäîâàíèÿ:

9.1.11, 9.2.11, 9.2.12, 9.3.3, 9.1.8, 9.1.10, 9.2.11, 9.2.15, 9.3.5, 9.3.9 (h),

9.3.17 (e), 9.3.19 (b), 9.3.21 (d), 9.3.25, 9.3.39, 9.3.41, 9.3.42, 9.2.2, 9.2.5,

9.2.6, 9.3.33, 9.3.38, 9.3.44-9.3.46.

9.1.6 Èñòîðè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà ïîëó÷åíî èç [E1,

� 24℄ íåêîòîðûì óïðîùåíèåì (ìû îáõîäèì èñïîëüçîâàíèå ëåììû 2,

ñì. ïîäðîáíåå àáçàö ïåðåä çàäà÷åé 9.2.17). Îíî òàêæå áîëåå ïðîñòîå

ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâîì èç [KS℄. Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëü-

ñòâî ïîñòðîèìîñòè äëÿ n = 17 ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [BK, Ch, Gi,
Pr07-2, Pos, PSo, Kol℄, [Dor, � 37℄ (ïðè ýòîì èíîãäà ïðèâîäÿòñÿ ÿâ-

íûå �îðìóëû, êàê ñ äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé î çíàêàõ ïåðåä

ðàäèêàëàìè [Dor, � 37℄, [Saf℄, òàê è áåç [BK℄). Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ

îíî íàìå÷åíî â [Ga, Gi℄ (ãäå ÿñíîñòè äîêàçàòåëüñòâà íåìíîãî ìå-

øàåò ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè âìåñòî äîêàçàòåëüñòâà êîíêðåòíîãî

ðåçóëüòàòà). Ïîäõîä èç [Ki℄ äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ ¾ïî÷åìó¿, è áûëî

áû èíòåðåñíî äîâåñòè åãî äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà îñíîâàíî íà [Dor,

Supplement to � 35�37℄. Îíî áîëåå ïðîñòîå ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçà-

òåëüñòâàìè èç [KS℄.

Ìíå íåèçâåñòíî, îïóáëèêîâàíî ëè êîðîòêîå ïðÿìîå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåì 9.1.8, 9.1.10 î íåðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäèêà-

ëàõ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �ó��èíè 9.2.6, ?? ñëåäóåò ïðèâåäåí-

íîìó â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå [Kol℄ (ÿ íå ñìîã ðàçîáðàòü ïðèâåäåííî-

ãî òàì äîêàçàòåëüñòâà, ïîêà íå ïåðåîòêðûë åãî, ÿâíî âûäåëèâ ëåì-

ìó î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè 9.3.36, ??). Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 9.1.13 ñëåäóåò ïðèâåäåííîìó â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå [PSo℄

(ÿ ñìîã óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïðåäëîæåííûõ òàì èäåé òîëüêî

ïåðåïèñàâ äîêàçàòåëüñòâî, ÿâíî âûäåëèâ ëåììó î ðàöèîíàëèçàöèè

??). Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àáåëÿ ïðèâåäåíî â [Al℄, [FT,
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Le
ture 5℄, [Sk11℄

4

. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.14 îñ-

íîâàíî íà çàìå÷àòåëüíûõ ñòàòüå [T℄ è êíèãàõ [Dor, � 25℄, [Pr07-2,

äîïîëíåíèå 8℄ (çäåñü èñïðàâëåíû íåòî÷íîñòè, ñì. ñíîñêè ?? è 12).

Äðóãèå ýëåìåíòàðíûå èçëîæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, â [Ber,

Br, Had, Vi, Ka, Ler, Pe, Ro, St94℄. Note that proofs in some of these

sour
es are in
omplete, see [Sk15, Dis
ussion℄.

Âûøåóïîìÿíóòûå ýëåìåíòàðíûå èçëîæåíèÿ áûëè äëÿ ìåíÿ ïî-

ëåçíåå (íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå íåäîñòàòêè), ÷åì �îðìàëüíûå èç-

ëîæåíèÿ (â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ, èçëàãàþùèõ òåîðèè), êîòîðûå

íà÷èíàþòñÿ ñ íåñêîëüêèõ ñîòåí ñòðàíèö îïðåäåëåíèé è ñëåäñòâèé,

ðîëü êîòîðûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè íåÿñíà

íà ìîìåíò èõ �îðìóëèðîâêè.

9.1.7 Ñâÿçü ñ ïîñòðîåíèÿìè öèðêóëåì è ëèíåéêîé (1)

9.1.17. (a) Èñïîëüçóÿ îòðåçêè äëèíû x è y, ìîæíî ïîñòðîèòü 
 ïî-

ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòðåçîê äëèíû

√
3xy + y 4

√
xy3.

(b) Èñïîëüçóÿ îòðåçêè äëèíû a, b è c, ìîæíî ïîñòðîèòü 
 ïîìî-
ùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòðåçêè äëèíû a+ b, a− b, ab/c,

√
ab.

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 9.1.17.b åñëè íà ïëîñêîñòè çàäàí îòðåçîê

äëèíû 1, òî îòðåçîê âåùåñòâåííî ïîñòðîèìîé äëèíû ìîæíî ïîñòðî-

èòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ýòîò ïðîñòîé ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí åù¼

äðåâíèì ãðåêàì. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 9.1.18 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ïîñòðîåíèÿõ öèðêóëåì è ëè-

íåéêîé). Åñëè îòðåçîê äëèíû a ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëè-

íåéêîé, èìåÿ îòðåçîê äëèíû 1, òî ÷èñëî a âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî.

Ýòîò íåñëîæíûé ðåçóëüòàò (äîêàçàííûé ëèøü â XIX âåêå) ïî-

êàçûâàåò, ÷òî èç íåïîñòðîèìîñòè ÷èñëà cos(2π/n) âûòåêàåò íåïî-

ñòðîèìîñòü ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå

ñëó÷àè ïîÿâëåíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ (òî÷åê, ïðÿìûõ, îêðóæíîñòåé)

4

Äîêàçàòåëüñòâî èç [Al℄ áîëåå êîðîòêî è ïîíÿòíî èçëîæåíî â [FT, Le
ture

5℄ è, âîçìîæíî, â [Sk11℄. Áîëüøàÿ ÷àñòü [Al℄ ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ òåîðèè, íå

íóæíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Àáåëÿ. Îäíàêî àâòîðó êíèãè [Al℄ óäàëîñü

èçáåæàòü íåìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ ÷àñòè ýòîé òåîðèè.
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9.2 �åøàåì óðàâíåíèÿ: ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà

Ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ èëëþ-

ñòðèðóåòñÿ â ï. 9.2.2. Åãî ïðèìåíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîè-

ìîñòè â òåîðåìå �àóññà èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ

â ï. 9.2.4. Ïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà äîêàçàíà â ï. 9.2.3 è ï. 9.2.5.

Ïðè ýòîì â ï. 9.2.3 ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà,

íå èñïîëüçóþùàÿ ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà; ýòîò ïóíêò íå çàâèñèò îò

ïðåäûäóùèõ. Ìàòåðèàë ï. 9.2.6 íå èñïîëüçóåòñÿ äàëåå.

Îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè è ðàäèêàëüíîñòè ÷è-

ñåë ñì. â ï. 9.1.2, 9.1.4. In this se
tion equality signs involving polynomial

f (or fj) mean equality of polynomials (ïîêîý��èöèåíòíîå). Íàïîì-
íèì, ÷òî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).

9.2.1 Îïðåäåëåíèå ðàäèêàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà (2)

Âñåãäà ëè ìîæíî, çíàÿ x + y è xy, îäíîçíà÷íî íàéòè x? Âîò

ïðîñòåéøàÿ �îðìàëèçàöèÿ ýòîãî âîïðîñà: ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ

q : R2 → R, äëÿ êîòîðîé q(x+ y, xy) = x ïðè ëþáûõ x, y ∈ R? (Ò.å.
ðàçðåøèìî ëè �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå q(x+ y, xy) = x?) Îòâåò:
íå ñóùåñòâóåò (äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèòå ïàðû x = 1, y = 2 è

x = 2, y = 1).
Àíàëîãè÷íî, çíàÿ

σ1 := x+ y + z, σ2 := xy + yz + zx è σ3 := xyz,

íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè (x− y)(y− z)(z− x) (äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèòå òðîéêè x = 1, y = 2, z = 3 è x = 2, y = 1, z = 3).

9.2.1. (2), (3), (k) Äëÿ êàêèõ k ðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà �óíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

{
fk(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
?

9.2.2. (3), (2), (k) Äëÿ êàêèõ k ðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà �óíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

{
fk(x, y, z) = p

(
σ1, σ2, σ3

)

x = q
(
σ1, σ2, σ3, f(x, y, z)

) ?



Ïîäñêàçêè 197

9.2.3. Ñèñòåìà �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé





f21 = p0(σ1, σ2, σ3)

f32 = p1(σ1, σ2, σ3, f1)

x = p2(σ1, σ2, σ3, f1, f2)

(a) íåðàçðåøèìà â âåùåñòâåííûõ �óíêöèÿõ Rn → R;
(b) ðàçðåøèìà â êîìïëåêñíûõ �óíêöèÿõ Cn → C è äàæå â ìíî-

ãî÷ëåíàõ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. (Ïîäñêàçêîé ÿâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèå çàäà÷è 9.2.8.a è 9.2.9.
. Ñì. ðåøåíèå â ï. 9.2.2.)

Îáîáùåíèå âûøåïðèâåäåííûõ çàäà÷ íà ëþáîå êîëè÷åñòâî øàãîâ

�îðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ðàäèêàëüíîñòè.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σ1(x1, . . . , xn) := x1 + . . .+ xn, . . . , σn(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.

Åñëè ÷èñëî n è àðãóìåíòû x1, . . . , xn ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî îíè

ïðîïóñêàþòñÿ èç îáîçíà÷åíèé.

Ìíîãî÷ëåí p ∈ R[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëüíûì (èëè âûðàçèìûì â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ), åñëè p ìîæ-
íî äîáàâèòü â íàáîð {σ1, . . . , σn}∪R ìíîãî÷ëåíîâ öåïî÷êîé îïåðàöèé

ñëåäóþùåãî âèäà:

• äîáàâèòü â íàáîð ñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå óæå èìåþùèõñÿ

ìíîãî÷ëåíîâ;

• åñëè ìíîãî÷ëåí èç íàáîðà ðàâåí fk äëÿ íåêîòîðûõ f ∈ R[x1, . . . , xn]
è öåëîãî k > 1, òî äîáàâèòü â íàáîð ìíîãî÷ëåí f .

Çàìå÷àíèå 9.2.4. (a) Íàïðèìåð, ê ìíîãî÷ëåíàì x2 + 2y è x − y3

îïåðàöèÿìè ïåðâîãî òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí −5(x2+2y)2+
3(x2+2y)(x− y3)6. À ê ìíîãî÷ëåíó x2− 2xy+ y2 îïåðàöèåé âòîðîãî
òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí x− y (èëè y − x).

(b) Îïåðàöèè ïåðâîãî òèïà äîáàâëÿþò ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè îò óæå èìåþùèõñÿ.

(
) �àäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ

òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
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• ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fs îò n ïåðåìåííûõ è p0, p1, . . . , ps îò n, n+
1, . . . , n+ s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ âåùåñòâåííûìè êîý��è-
öèåíòàìè, ÷òî





fk11 = p0(σ1, . . . , σn)

fk22 = p1(σ1, . . . , σn, f1)

. . .

fkss = ps−1(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs−1)

x1 = ps(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs)

.

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ìû îïóñêàåì ïåðåìåííûå (x1, . . . , xn) ìíîãî÷ëå-
íîâ σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs.

(d) Ïðèìåðû â íà÷àëå ïóíêòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàäèêàëüíîñòü

ìíîãî÷ëåíà íå äàåò åãî ¾âûðàçèìîñòè¿ â óêàçàííîì òàì ñìûñëå.

(e) Ïî òåîðåìå Âèåòà σ1, . . . , σn åñòü êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

tn − σ1t
n−1 + . . .+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn ∈ C[x1, . . . , xn][t]

ñ êîðíÿìè x1, . . . , xn. Ïîýòîìó ðàäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 îçíà-
÷àåò âûðàçèìîñòü â ðàäèêàëàõ (â óêàçàííîì â îïðåäåëåíèè ðàäè-

êàëüíîñòè ñìûñëå) êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç åãî êîý��èöèåíòû.

�åøåíèå çàäà÷è 9.2.1.(2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí x âåùåñòâåí-
íî ðàäèêàëåí äëÿ n = 2.

Òåîðåìà 9.2.5. Ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëü-

íûì äëÿ n = 3.

Òåîðåìà 9.2.5 åñòü åùå îäíà �îðìàëèçàöèÿ òîãî, ÷òî êîðåíü êó-

áè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàçèì â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ ÷åðåç

åãî êîý��èöèåíòû, ñð. ñ çàìå÷àíèåì 9.1.7.e.

Îïðåäåëåíèå (êîìïëåêñíîé) ðàäèêàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ èç åãî

âåùåñòâåííîãî àíàëîãà çàìåíîé âåùåñòâåííûõ êîý��èöèåíòîâ íà

êîìïëåêñíûå. �åøåíèÿ çàäà÷ 9.2.1.(2), 9.2.3.b è 9.2.10.d ïîêàçûâàþò,

÷òî ìíîãî÷ëåí x1 ðàäèêàëåí äëÿ n 6 4.

Òåîðåìà 9.2.6 (�ó��èíè). Íè äëÿ êàêîãî öåëîãî n > 5 ìíîãî÷ëåí
x1 íå ðàäèêàëåí.

Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âûòåêàòü, ÷òî äàæå ìíîãî÷ëåí x1x2 +
x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 5.
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9.2.1. (2) �åøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 + bt+ c = 0 ìîæíî
âûðàçèòü �îðìóëàìè

(x−y)2 = (x+y)2−4xy = b2−4c è x =
x+ y + (x− y)

2
=

−b+ (x− y)

2
.

Ïîýòîìó ñèñòåìå óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû

f(x, y) = x− y, p(u, v) = u2 − 4v è q(u, v, w) =
u+ w

2
.

(3) Ïîäñòàâüòå (x, y) = (1, 2) è (x, y) = (2, 1).

9.2.5. Ïðè n = 3 ìíîæåñòâî âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî

êîëè÷åñòâó îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè. Øàã èíäóê-

öèè âûòåêàåò èç ëåììû 9.3.31 î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåò-

ðè÷íîñòè.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷å-

ñêèì, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

9.2.2 �åøåíèå óðàâíåíèé ìàëûõ ñòåïåíåé (2)

9.2.7. Ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíû äëÿ n = 3

(a) (x− y)(y − z)(z − x); (b) x9y + y9z + z9x.

Â çàäà÷å 9.2.7 è äàëåå èñïîëüçóéòå îñíîâíóþ òåîðåìó î ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ 4.6.3.

9.2.8. Ìíîãî÷ëåí f ∈ R[u1, u2, . . . , un] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷åñêèì, åñëè f(u1, u2, . . . , un) = f(u2, u3, . . . , un−1, un, u1).

(a) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïàðó α, β ∈ C, äëÿ êîòîðîé ìíîãî÷ëåí
(u+vα+wβ)3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, à ìíîãî÷ëåí u+vα+wβ
� íåò.

(b) Ïîëó÷èòå ìíîãî÷ëåí x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 îïå-
ðàöèÿìè èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè èç íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêè

ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, x2, . . . , x10.
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9.2.9. �åøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (x, y, z, t�íåèçâåñòíûå, a, b, c, d
èçâåñòíû ):

(a)





x+ y + z + t = a,
x+ y − z − t = b,
x− y + z − t = c,
x− y − z + t = d;

(b)





x+ y + z + t = a,
x+ iy − z − it = b,
x− y + z − t = c,
x− iy − z + it = d;

(
)




x+ y + z = a,
x+ ε3y + ε23z = b,
x+ ε23y + ε3z = c.

9.2.10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàäèêàëüíû äëÿ n = 4?
(a) (x− y)(x− z)(x− t)(y − z)(y − t)(z − t);
(b) xy + zt; (
) x+ y − z − t; (d) x.

Âûðàæåíèÿ èç çàäà÷è 9.2.9 íàçûâàþòñÿ ðåçîëüâåíòàìè Ëàãðàí-

æà. Îíè ¾ëó÷øå¿ êîðíåé, ïîñêîëüêó ¾ñèììåòðè÷íåå¿ â ñëåäóþùåì

ñìûñëå.

�åøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 9.2.3 (b)).Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîð-

íåé x, y, z êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c
èç çàäà÷è 9.2.9 (ñ). (Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä äåëü Ôåððî èç çàäà÷è 4.2.2

�àêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó æå.) Ïî òåîðåìå Âèåòà a = a(x, y, z)�
êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ. Ïðè çàìåíå x↔ y ìíîãî÷ëåí b = b(x, y, z)
ïåðåõîäèò â ε3c, à c = c(x, y, z) â ε23b (ïðîâåðüòå!). Çíà÷èò, ìíîãî-
÷ëåíû bc è b3 + c3 íå ìåíÿþòñÿ ïðè ýòîé çàìåíå. Àíàëîãè÷íî îíè

íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå z ↔ y. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû bc è b3 + c3

ñèììåòðè÷åñêèå, ò. å. íå ìåíÿþòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðå-

ìåííûõ. Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà è òåîðåìû î ïðåäñòàâèìîñòè ñèì-

ìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (óòâåðæäåíèå 4.6.3 (
)) ñëåäóåò, ÷òî ýòè

ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò êîý�-
�èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü, ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ìîæíî

ïîëó÷èòü b3 è c3. Äàëåå ëåãêî ïîëó÷èòü ñàìè b è c.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (ðåøåíèå çàäà÷è 9.2.10.d).Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé x, y, z, t óðàâ-
íåíèÿ 4-é ñòåïåíè äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c, d îò êîðíåé
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èç çàäà÷è 9.2.9.a. Ïî òåîðåìå Âèåòà a�êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ.

Ïðè çàìåíå x↔ y ìíîãî÷ëåíû c2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî-
÷ëåí b2 ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ïðè öèêëè÷åñêîé çàìåíå x → y → z →
t → x ìíîãî÷ëåíû b2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî÷ëåí c2 ïå-

ðåõîäèò â ñåáÿ. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû b2, c2, d2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðè

ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âèåòîâñêèå ìíîãî÷ëåíû

îò íèõ, ò. å.

b2 + c2 + d2, b2c2 + b2d2 + c2d2, b2c2d2,

ñèììåòðè÷åñêèå. Òîãäà ýòè ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü, ðåøàÿ

êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìè b2, c2, d2. Äàëåå ëåãêî
ïîëó÷èòü b, c, d.

Ââèäó òåîðåìû �ó��èíè 9.2.6 ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, ïðî-

äåìîíñòðèðîâàííûé íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòå-

ïåíè (çàäà÷è 9.2.3 (b) è 9.2.10 (d)), íå ðàáîòàåò äëÿ óðàâíåíèÿ 5-é

ñòåïåíè. Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σq ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê q-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà. For a permutation α ∈ Σq denote

~uα := (uα(1), . . . , uα(q)).

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó Ëàãðàíæà êàê

t(u1, . . . , uq) := εqu1 + ε2qu2 + . . .+ εqquq.

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó �àëóà êàê

Q(u1, . . . , uq, y) :=
∏

α∈Σq

(y − t(~uα)) ∈ Q[εq][u1, . . . , uq, y].

9.2.11. (a) Èìååì Q(εqu1, . . . , εquq, y) = Q(u1, . . . , uq, y).
(b) Äëÿ íåêîòîðîãî RQ ∈ Q[εq][z] èìååì Q(u1, . . . , uq, y) =

= RQ(u1, . . . , uq, y
q).

(
) Åñëè x1, . . . , x5 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ∈ Q[x] 5-é ñòåïåíè, òî
Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[ε5][y] è äàæå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[y].

Ìíîãî÷ëåí RQ(x1, . . . , x5, z) ∈ Q[z] íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì

ìíîãî÷ëåíîì äëÿ f .
(d)* Âñå êîðíè ðàçðåøàþùåãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ f(x) = x5+15x+

11 (à çíà÷èò, è ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f ) ðàäèêàëüíû.
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Using (a version of) êðèòåðèÿ �àëóà ðàçðåøèìîñòè 9.2.12.a below

one 
an prove that ïðè a, b ∈ R âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x5 + ax+ b = 0

ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a =
15± 20c

c2 + 1
è b =

44∓ 8c

c2 + 1
äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ Q, c > 0 [PSo℄.

9.2.12. (a) Êðèòåðèé �àëóà ðàçðåøèìîñòè (ãèïîòåçà). Äëÿ

ëþáûõ an−1, . . . , a0 ∈ Q âñå êîðíè óðàâíåíèÿ A(x) := xn+an−1x
n−1+

. . .+a1x+a0 = 0 ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûé

íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 1 ñ êîý��èöèåíòàìè â Q ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí èç {A} ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
• (�àêòîðèçàöèÿ) åñëè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí P1P2 äëÿ

íåêîòîðûõ P1, P2 ∈ Q[x], íå ÿâëÿþùèõñÿ êîíñòàíòàìè, òî çàìåíèì

P1P2 íà P1 è P2;

• (èçâëå÷åíèå êîðíÿ) åñëè îäèí èç íàøèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí

P (xq) äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ Q[x], òî çàìåíèì P (xq) íà P (x);

• (âçÿòèå ðåçîëüâåíòû �àëóà) çàìåíèì îäèí èç íàøèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ P íà ìíîãî÷ëåí Q(y1, . . . , yq, y), ãäå y1, . . . , yq � âñå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà P . (Ïî óòâåðæäåíèþ 9.2.11.
 Q(y1, . . . , yq, y) ∈ Q[y].)

(b) Äîêàæèòå ÷àñòü ¾òîãäà¿ êðèòåðèÿ (a).

(
) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå âåùåñòâåííûé àíàëîã êðèòåðèÿ

(a).

(d) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã êðèòåðèÿ (a) for equations

solvable using one radi
al, 
f. [AB, ABG℄.

(e)* Does the analogue of (a) hold for every an−1, . . . , a0 ∈ C
with `expressible by radi
als' repla
ed by `expressible by radi
als from

{1, an−1, . . . , a0}'?

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè ¾òîëüêî òîãäà¿ â êðèòåðèè (a) àíàëîãè÷-

íî òåîðåìå 9.1.13, ñì. òàêæå òåîðåìó �àëóà 9.1.12 è �9.3.9. I would

be grateful if a spe
ialist in algebra 
ould 
on�rm that 
riterion (a) is


orre
t (and is equivalent to the Galois Solvability Criterion in its usual

textbook formulation, please give a referen
e), or des
ribe required


hanges. (I asked some spe
ialists sin
e July 2017, but so far obtained

no answer.)
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9.2.7. (a) (x− y)2(y− z)2(z − x)2 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

(Ïóíêò (a) ìîæíî òàêæå ñâåñòè ê (b).)

(b) Îáîçíà÷èì

M = x9y + y9z + z9x è N = y9x+ x9z + z9y.

Òîãäà ìíîãî÷ëåíûM+N èMN ñèììåòðè÷åñêèå. Çíà÷èò, îíè ÿâëÿ-

þòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

σ1, σ2, σ3. (Êîíêðåòíîå âûðàæåíèå ïðèâåäåíî â [ABG℄.) Ñàìî æå M
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç M +N è MN ïî ¾�îðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ¿, ñì. �îðìóëû â íà÷àëå ï. 9.2.1.

9.2.8. (a) x+ yε3 + zε23.
(b) Îáîçíà÷èì

M = x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 è

N = x2x4 + x4x6 + x6x8 + x8x10 + x10x2.

Äàëåå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9.2.7.b.

9.2.10. (a) Êâàäðàò (x− y)2(x− z)2(x− t)2(y− z)2(y− t)2(z− t)2

ñèììåòðè÷åí, ñì. 9.2.7.a.

(b) Ïîëîæèì

M = xy + zt, N = xz + yt, K = xt+ yz.

Ïî óòâåðæäåíèþ 9.2.3 (b) M ¾âûðàçèì â ðàäèêàëàõ ïðè ïîìîùè

ìíîãî÷ëåíîâ¿

M +N +K, MN +MK +NK, MNK.

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì çàäà÷ 9.2.3 (b) âûøå è 9.2.10.d íèæå, ýòè ìíî-

ãî÷ëåíû ñèììåòðè÷åñêèå. Ïîýòîìó M = xy + zt ðàäèêàëåí.
(
) Ïîëîæèì

M = (x+ y − z − t)2, N = (x+ z − y − t)2, K = (x+ t− y − z)2.

Ïîâòîðÿÿ ðåøåíèå ïóíêòà (b), ïîëó÷èì M = (x+y−z− t)2. Òåïåðü
ëåãêî ïîëó÷èòü è x+ y − z − t.
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9.2.9. Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâà 1 + ε+ ε2 = 0 è 1 + i+ i2 + i3 = 0.

9.2.11. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ðåøåíèÿ ïðè q = 5.
(a) Èìååì

t(ε5~uα) = t(uα(5), uα(1), uα(2), uα(3), uα(4)) = t(~uα◦(54321)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Q(ε5u1, . . . , ε5u5, y) =
∏

α∈Σ5

(y − t(ε5~uα)) =

=
∏

α∈Σ5

(y − t(~uα◦(54321)) = Q(u1, . . . , u5, y).

Çäåñü

• (54321) ∈ Σ5 � ýòî öèêë, êîòîðûé îòïðàâëÿåò 5 â 4, 4 â 3, . . . ,
1 â 5.

• ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîòîìó ÷òî êîãäà α ïðîáå-

ãàåò Σ5, òî æå äåëàåò è α ◦ (54321).
(b) Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . , 120 íàéä¼òñÿ îäíîðîäíûé ìíî-

ãî÷ëåí Pk ∈ Q[ε5][u1, . . . , u5] (¾ñòåïåíè¿ 120 − k) òàêîé, ÷òî êîý�-

�èöèåíò ïðè yk â Q ðàâåí P (u1, . . . , u5), ò.å.

Q(u1, . . . , u5, y) =

120∑

k=0

Pk(u1, . . . , u5)y
k.

Ïî (a) è èç îäíîðîäíîñòè èìååì

Pk(u1, . . . , u5) = Pk(ε5u1, . . . ε5u5) = ε−k
5 Pk(u1, . . . , u5).

Åñëè k íå êðàòíî 5, òî Pk(u1, . . . , u5) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
(
) Ìíîãî÷ëåí Q(u1, . . . , u5, y) ñèììåòðè÷åí ïî u1, . . . , u5. Çíà-

÷èò, âñå êîý��èöèåíòû (Pk èç ïóíêòà (b)) ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî-

÷ëåíà èçQ[ε5, u1, . . . , uq][y] ñèììåòðè÷íû ïî u1, . . . , u5. Òåïåðü Q(x1, . . . , x5, y)
Q[ε5][y] ââèäó îñíîâíîé òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ,

�îðìóë Âèåòà è òîãî �àêòà, ÷òî êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ðà-

öèîíàëüíû.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[y] äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ëåììàì î ðàöèîíàëüíîñòè 9.3.18.f and 9.3.22.d.

9.2.12. (b) Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà,

ðàçîáðàííûì â ýòîì ïóíêòå.
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9.2.18. (a) Îáîçíà÷èì

β := ε6 =
1 + i

√
3

2
è T (x) := x+βx3+β2x9+β3x27+β4x81+β5x243.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡ βT (x3) mod (x7 − 1).
(b) Îáîçíà÷èì

β := ε10 è T (x) := x+ βx2 + β2x4 + β3x8 + β4x16 + . . .+ β9x512.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡ βT (x2) mod (x11 − 1).

�åøåíèÿ çàäà÷ 9.2.16 (d, e) è 9.2.18 àíàëîãè÷íû ïðèâåä¼ííîìó

äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε5. Ïîäðîáíîñòè ñì. â ï. 9.2.5.

9.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà (3)

Íàïîìíèì, ÷òî �îðìàëüíî ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî íåçàâè-

ñèìî îò ï. 9.2.4, à èç ï. 9.2.3 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ëåììà 9.2.14 î êîì-

ïëåêñè�èêàöèè.

Ëåììà 9.2.19 (îá óìíîæåíèè). (a) Åñëè εn ïîñòðîèìî, òî ε2n ïî-

ñòðîèìî.

(b) Åñëè εn è εm ïîñòðîèìû è m,n âçàèìíî ïðîñòû, òî εmn ïî-

ñòðîèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóë ε2n ∈ √
εn è εmn = εxmε

y
n,

ãäå x è y�öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ nx+my = 1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 9.2.16 (a) ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëè÷íîñòü îñòàò-

êîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 2, 22, 23, 24 íà 5. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 9.2.16 (d,

e) è 9.2.18 (a) ìû èñïîëüçîâàëè àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ÷èñåë 2 è 11,

6 è 17, 3 è 7. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 9.2.20 (î ïåðâîîáðàçíîì êîðíå). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p
ñóùåñòâóåò ÷èñëî g, äëÿ êîòîðîãî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p ÷èñåë

g1, g2, g3, . . . , gp−1
ðàçëè÷íû.

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ p = 2m+1 (òîëüêî ýòîò ñëó÷àé

íóæåí äëÿ òåîðåìû �àóññà). Åñëè ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ íåò, òî
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ñðàâíåíèå x2
m−1 ≡ 1 mod p èìååò p − 1 = 2m > 2m−1

ðåøåíèé. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áåçó.

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü è ïîëíîå äîêàçà-

òåëüñòâî, ñì. ï. 3.5.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5. Ïî ëåììå

9.2.14 î êîìïëåêñè�èêàöèè è ïî ëåììå 9.2.19 îá óìíîæåíèè äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî εn ïîñòðîèìî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî n = 22
s
+1.

Òàê êàê n − 1 = 2m, òî ïî ëåììå 9.2.19 îá óìíîæåíèè β := εn−1

ïîñòðîèìî. Îáîçíà÷èì

Z[β] := {a0 + a1β + a2β
2 + . . . + an−2β

n−2 | a0, . . . , an−2 ∈ Z}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n. Äëÿ r =
0, 1, 2, . . . , n− 2, îáîçíà÷èì

Tr(x) := x+ βrxg + β2rxg
2
+ . . .+ β(n−2)rxg

n−2 ∈ Z[β][x].

Òîãäà (T0 + T1 + . . . + Tn−2)(ε) = (n − 1)ε. Êðîìå òîãî, T0(ε) = −1.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòðîèìîñòü êàæäîãî èç ÷èñåë Tr(ε),
r = 1, 2, . . . , n− 2. Èìååì

βrTr(x
g) ≡

xn−1
Tr(x) =⇒ T n−1

r (xg) ≡
xn−1

T n−1
r (x) =⇒

=⇒ T n−1
r (xk) ≡

xn−1
T n−1
r (x) äëÿ ëþáîãî k.

Âîçüì¼ì ìíîãî÷ëåí a0 + a1x + a2x
2 + . . . + an−1x

n−1
ñ êîý��è-

öèåíòàìè â Z[β], ñðàâíèìûé ñ T n−1
r (x) ïî ìîäóëþ xn − 1. Òîãäà

a1 = a2 = . . . = an−1. Ïîýòîìó T
n−1
r (ε) = a0 − a1 ∈ Z[β]. Çíà÷èò,

Tr(ε) ïîñòðîèìî.

9.2.6 Ý��åêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè (4*)

Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè â òåîðå-

ìå �àóññà 9.1.5 è òåîðåìû �àóññà î ïîíèæåíèè 9.1.15 (a). Îíè ñëîæ-

íåå ïðèâåä¼ííîãî â ï. 9.2.5, íî äàþò áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû âû-

÷èñëåíèÿ [BK, Saf, Ko17℄. Èìåííî îíè ïðèíàäëåæàò �àóññó.

Ý��åêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà

9.1.5 äëÿ n = 5. It su�
es to prove that ε := ε5 is 
onstru
tible. Ñðàçó
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9.3 Çàäà÷è î íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ

Â ýòîì ïóíêòå ìû íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ äåìîíñòðèðóåì èäåè

äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì î íåðàçðåøèìîñòè èç ï. 9.1. Ýòîò ïóíêò íåçà-

âèñèì îò ïðåäûäóùåãî. Áîëåå òîãî, îí ïî÷òè íåçàâèñèì îò ï. 9.1,

ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ïðèâîäèìûõ çäåñü çàäà÷ êàñàåòñÿ íåïðåä-

ñòàâèìîñòè ÷èñåë â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì âèäå è íå èñïîëüçóåò

îïðåäåëåíèé è �îðìóëèðîâîê èç ï. 9.1. Íåïðåäñòàâèìîñòü, õîòü îíà

è êàæåòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííîé, ìîæåò äîêàçûâàòüñÿ íåòðèâèàëüíî!

Ê òåîðåìå 9.1.2 è íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5 (ï. 9.4.4)

ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�9.3.2. Ê íåðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåí-

íûõ ðàäèêàëàõ èç òåîðåìû 9.1.8 (ï. 9.4.5), ê òåîðåìå 9.1.10 (ï. 9.4.8),

è ê òåîðåìå Êðîíåêåðà 9.1.14 (ï. 9.4.7) ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�

9.3.4. Ê òåîðåìå 9.1.13 è íåðàçðåøèìîñòè â êðèòåðèè 9.2.12.a (ï. 9.4.3

è ??) ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�9.3.6. Ê òåîðåìå 9.1.16 ïîäâîäÿò

çàäà÷è âñåãî ýòîãî ïóíêòà, âêëþ÷àÿ ï. 9.3.9.

Òàêèì îáðàçîì, ï. 9.3.1�9.3.4 ðàçâèâàþò èäåþ ñîïðÿæåíèÿ, à

9.3.7�9.3.9 � èäåþ ñèììåòðèè. Çàìåòèì, ÷òî â ï. 9.3 ýòè èäåè ðàñ-

êðûâàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ïîñêîëüêó, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

ïåðâûì øàãàì, îêîí÷àòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåè ñîïðÿæåíèÿ áîëåå

ñëîæíà, ÷åì èäåè ñìììåòðèè).

Â ýòîì ïóíêòå ¾ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè¿

êîðîòêî íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. ×èñëà v1, . . . , vn ∈ C íàçûâàþòñÿ

ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä Q, åñëè íàéäóòñÿ λ1, . . . , λn ∈ Q, íå âñå
ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ λ1v1 + . . .+ λnvn = 0. Íàïîìíèì, ÷òî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).

9.3.1 Îäíî èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ (1-2)

Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ýòîãî ïîäïóíêòà ïîëåçíî ïðîðåøàòü ï. 4.1.

9.3.1. Ïðåäñòàâèìî ëè ñëåäóþùåå ÷èñëî â âèäå a+
√
b, ãäå a, b ∈ Q:

(a)

√
3 + 2

√
2; (b)

1
7+5

√
2
; (
)

3
√
7 + 5

√
2; (d)

3
√
2;

(e)

√
2 + 3

√
2; (f)

√
2 +

√
2; (g)

√
2 +

√
3 +

√
5.

Çàäà÷è 9.3.1 è 9.3.3 èíòåðåñíû â ñâÿçè ñ íåðàçðåøèìîñòüþ â ðà-

äèêàëàõ, ïîñêîëüêó íàì íóæíî ïðèäóìàòü ìíîãî÷ëåí, êîðíè êî-
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òîðîãî íå ðàäèêàëüíû, à ÷èñëà èç çàäà÷ 9.3.1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíîâ (ïîäóìàéòå, êàêèõ). Ñì. òàêæå óòâåðæäåíèå 7.6.2.

Ëåììà 9.3.2 (î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü èç

÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé,

óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà, è îäíîé îïåðàöèè èçâëå-

÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà (ò.å. ÷èñëî âå-

ùåñòâåííî ïîñòðîèìî ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç). Òîãäà

îíî èìååò âèä a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q è b > 0.

9.3.3.* Äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n) ïðåäñòàâèìî â âèäå a+
√
b, ãäå

a, b ∈ Q? Â êà÷åñòâå îòäåëüíûõ ïóíêòîâ çàñ÷èòûâàþòñÿ ñëó÷àè n =
16, 24, 20, 15, 9, 7, 17, 25.

(Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íóæåí, íàïðèìåð, äëÿ èçó÷åíèÿ âíåøíèõ

áèëüÿðäîâ. Ñð. ñ çàäà÷åé 4.1.7.a, çàìå÷àíèåì 9.1.1, óòâåðæäåíèåì

9.1.3 è òåîðåìàìè 4.8.5, 9.1.5.)

Ëåììà 9.3.4. Ïóñòü r ∈ R−Q è r2 ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí x2− r2 íåïðèâîäèì íàä Q.
(b) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè a, b ∈ Q è a + br = 0,

òî a = b = 0.

(
) Åñëè ìíîãî÷ëåí P èìååò êîðåíü r, òî P äåëèòñÿ íà x2 − r2.

(d) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî êîðíåì
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî −r.

(e) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè a, b ∈ Q è ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü

a+ br, òî êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî a− br.

(f) Åñëè a, b ∈ Q è êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü a + br,
òî îí èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü.

Òåîðåìà 9.3.5. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå âòîðîé íåïðèâîäèì

íàä Q, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íå ïðåäñòàâèì â âèäå a ±
√
b, ãäå

a, b ∈ Q.

Èç òåîðåìû 9.3.5 è ëåììû 9.3.2 î ðàñøèðåíèè âûòåêàåò, ÷òî åñëè

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå âòîðîé íåïðèâîäèì íàä Q, òî íè îäèí èç
åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì ñ èçâëå÷åíèåì

êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç, ïðè÷¼ì âòîðîé ñòåïåíè. Ñïðàâåäëèâ è êîì-

ïëåêñíûé àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ýòî íàøå ïåðâîå ïðîäâèæåíèå
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ê òåîðåìàì î íåðàçðåøèìîñòè èç �9.1. Àíàëîãè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ

â ñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ (ñ�îðìóëèðóéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî) âû-

òåêàþò èç àíàëîãè÷íûõ òåîðåì è ëåìì.

9.3.6. (a) �åøèòå óðàâíåíèå x6 − 2x4 − 12x3 − 2x2 + 1 = 0.

(b) ×èñëî cos(2π/7) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî

èç �óíêöèè x3 + x2 + x+ 1+ x−1 + x−2 + x−3
çàìåíîé Æóêîâñêîãî

z = 1
2(x+ 1

x).

9.3.7. Ïðèâîäèì ëè ìíîãî÷ëåí x5 − 4x3 + 6x2 + 4x+ 2

(a) íàä Z; (b) íàä Q?

9.3.8. (a) Íàéäèòå íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíîãî÷ëåí, êîðíåì êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî εq := cos(2π/q)+i sin(2π/q) äëÿ q = 5,7,11,9,25,15,16,20.

(b) Òî æå ñ çàìåíîé εq íà cos(2π/q).

Ïîäñêàçêè

9.3.2. Áûëî áû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë òàêî-

ãî âèäà çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ

è äåëåíèÿ. Ýòî, åñòåñòâåííî, íå òàê: (1+
√
2)+ (1+

√
3) íå ïðåäñòà-

âèìî â âèäå a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q (äîêàæèòå!).

9.3.4. (a) Åñëè ìíîãî÷ëåí x2 − r2 ïðèâîäèì íàä Q, òî îí èìååò
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Åñëè b 6= 0, òî r = −a/b ∈ Q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó b = 0,
à çíà÷èò, a = 0.

(
) Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì

8

íà x2 − r2:

P (x) = (x2 − r2)Q(x) +mx+ n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = r, ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (ñì. ï. (b))

ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàòîê íóëåâîé.

(d) Èç ï. (
) ñëåäóåò, ÷òî åñëè R2 = r2, òî R åñòü êîðåíü ìíîãî-

÷ëåíà.

Óêàçàíèå ê äðóãîìó ðåøåíèþ. Îòîáðàæåíèå u 7→ u ìíîæåñòâà

Q[r] := {a + br : a, b ∈ Q} â ñåáÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíî �îðìóëîé

8

Ýòî äåëåíèå ñ îñòàòêîì� òî æå ñàìîå, ÷òî ¾çàìåíà¿ x2
íà r2.
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9.3.5 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíàõ¿ (2)

In this and the following subsubse
tion equality signs involving

polynomial f (or fj) mean equality of polynomials (ïîêîý��èöèåíò-

íîå). Â ýòîì ïóíêòå àðãóìåíòû (x, y, z) ìíîãî÷ëåíîâ â �îðìóëàõ

÷àñòî ïðîïóñêàþòñÿ.

9.3.28. Cóùåñòâóþò ëè ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöè-

åíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå èç çàäà÷è 9.2.3 ñ çàìåíîé f32 íà

f22 ?

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëåçíû ñëåäóþùåå ïîíÿòèå è óòâåðæäåíèå. Ìíî-

ãî÷ëåí g ∈ R[x, y, z] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèì,

åñëè g(x, y, z) = g(y, z, x).

9.3.29. Åñëè f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí
(a) f3; (b) f2

öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.30. Ïóñòü f, g ∈ R[x, y, z].
(a) Ëåììà. Åñëè fg = 0, òî f = 0 èëè g = 0.
Ïðåäîñòåðåæåíèÿ: ñóùåñòâóþò �óíêöèè F,G : R → R, äëÿ êî-

òîðûõ FG = 0, F 6= 0, G 6= 0; ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà

îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ðàâíûå â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê; íå

ïîëüçóéòåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò â ëþáîé òî÷êå.

(b) Åñëè f2 = g2, òî f = g èëè f = −g.
(
) Åñëè f2 + fg + g2 = 0, òî f = 0 è g = 0.
(d) Åñëè f3 = g3, òî f = g.
(e) Åñëè f5 = g5, òî f = g.
(f) f5 − g5 = (f − g)(f − ε5g)(f − ε25g)(f − ε35g)(f − ε45g).

Òåîðåìà 9.2.5 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 9.3.31 (î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè

q > 0 öåëîå, f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí f q öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷å-

ñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.32. Àíàëîãè êàêèõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâû äëÿ

(a) ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè?

(b) ñ çàìåíîé ìíîãî÷ëåíà f íà �óíêöèþ f : R3 → R (íå ïðåäïî-

ëàãàåìóþ íåïðåðûâíîé).
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9.3.6 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ìíîãî÷ëåíàõ¿ (3)

Òåîðåìà �ó��èíè 9.2.6 âûòåêàåò èç ëåììû 9.3.36. Ñàìîå òðóä-

íîå è èíòåðåñíîå � ïðèäóìàòü �îðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû. Äëÿ ýòî-

ãî äîêàæåì ñëåäóþùèå áîëåå ïðîñòûå �àêòû.

9.3.33. Ìíîãî÷ëåí x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 3 òàê, ÷òî âòîðàÿ îïå-
ðàöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ

(a) k = 2 (ïîäñêàçêà: ñì. çàäà÷ó 9.3.32); (b) k = 3.

9.3.34. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû äëÿ ëþáîãî f ∈
C[x1, . . . , x5]?

(a) Åñëè f5 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-

ìåòðè÷åñêèé.

(b) Åñëè f3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-

ìåòðè÷åñêèé.

(
) Åñëè f2 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

(d) Åñëè f3 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

Öèêëîì äëèíû 3 íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðûå 3 ýëåìåíòà ïî öèêëó è îñòàâ-

ëÿþùàÿ íà ìåñòå êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Ìíîãî÷ëåí f ∈
C[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f(x1, x2, . . . , xn) =
f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) äëÿ ëþáîãî öèêëà α äëèíû 3.

9.3.35. Ïðèäóìàéòå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íå ÿâ-

ëÿþùèéñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì.

Ëåììà 9.3.36 (î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè q > 0
öåëîå, f ∈ C[x1, . . . , x5] è ìíîãî÷ëåí f q ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f
÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.37. Ïóñòü f ∈ C[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåí.

(a) Åñëè ìíîãî÷ëåí f7 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åòíîñèììåò-
ðè÷åñêèé.

(b) Åñëè n > 5 è ìíîãî÷ëåí f3 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åò-

íîñèììåòðè÷åñêèé.

(
) Åñëè n > 5, òî ëþáîé öèêë äëèíû 3 íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæå-

ñòâå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàíîâîê âèäà (ab)(cd) ñ ðàç-
ëè÷íûìè a, b, c, d (ò.å. â ïðîèçâåäåíèå êîìïîçèöèé òðàíñïîçèöèé ñ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè).
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9.3.7 Åäèíñòâåííîñòü ñïîñîáà ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâ-

íåíèÿ (2)

9.3.39. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â ìíîãî÷ëåíàõ f(x, y), p(u, v) è
q(u, v, w) ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöåíòàìè:{

f2(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
.

Ìíîãî÷ëåí f îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåò-
ðè÷åñêèì, åñëè f(x, y) = −f(y, x).
9.3.40. (a) Ëåììà. Åñëè f ∈ R[x, y] � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè

êîý��èöèåíòàìè îò äâóõ ïåðåìåííûõ è ìíîãî÷ëåí f2 ñèììåòðè÷å-
ñêèé, òî f ëèáî ñèììåòðè÷åñêèé, ëèáî àíòèñèììåòðè÷åñêèé.

(b) Åñëè f ∈ R[x, y] àíòèñèììåòðè÷åñêèé, òî ñóùåñòâóåò ñèì-

ìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a ∈ R[x, y], äëÿ êîòîðîãî f = (x− y)a.

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 9.3.39 íà

ëþáîå êîëè÷åñòâî øàãîâ èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè (ï. 9.2.1).

9.3.41. �àöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ ¾�îðìàëüíîå îòíîøå-

íèå ìíîãî÷ëåíîâ¿, ò.å. ïàðà f/g := (f, g) ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðîé

g 6= 0, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè: f/g ∼ f ′/g′ ïðè
fg′ = f ′g. Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí f îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïàðîé (f, 1).

(a) Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ

�óíêöèé. Ïðîâåðüòå èõ êîððåêòíîñòü.

(b) Âîçüìåì ñèñòåìó èç çàìå÷àíèÿ 9.2.4.(
) äëÿ n = 2, â êîòî-
ðîé fj è pj ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè, à íå îáÿçàòåëüíî ìíîãî÷ëåíû,
è êîòîðàÿ ìèíèìàëüíà, ò.å. íåò ñèñòåìû ñ ìåíüøèì s è fkj íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè îò x + y, xy, f1, . . . , fj−1

íè äëÿ êàêèõ j = 1, . . . , s è k < kj . Òîãäà s = 1, k1 = 2 è ñóùå-

ñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ a ∈ R(u, v), äëÿ êîòîðîé f1(x, y) =
(x− y)a(x+ y, xy).

(
)* Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ï. (b) ñ çàìåíîé ðà-

öèîíàëüíûõ �óíêöèè f1, . . . , fs íà �óíêöèè R2 → R (p0, . . . , ps ïî-
ïðåæíåìó ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè), è ðàâåíñòâ ðàöèîíàëüíûõ �óíê-

öèé � íà ðàâåíñòâà �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ äëÿ âñåõ (x, y) ∈ R2
.

9.3.42. (Çàãàäêà) Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü òîëüêî îä-

íèì ñïîñîáîì. (Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëåçíû ï. 9.3.1 è 9.3.3.)
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9.3.30.be, 9.3.40. Åñëè k íå÷åòíî, òî èç óòâåðæäåíèÿ 9.3.40.b ïî-

ëó÷àåì, ÷òî f ñèììåòðè÷åñêèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x =
q(x + y, xy, f(x, y)). Åñëè k = 4, òî ïî óòâåðæäåíèþ 9.3.40.a ìíîãî-

÷ëåí f2 ëèáî ñèììåòðè÷åñêèé, ëèáî àíòèñèììåòðè÷åñêèé. Ïåðâûé
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ï. (a). Âî âòîðîì f2(x, y) + f2(y, x) = 0. Àíàëî-
ãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî k.

(
) Àíàëîãè÷íî ï. (a) ïîëó÷àåì x = a+bf . Ïîýòîìó f � äðîáíî-

ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ï. (a).

9.3.40. (a) Òàê êàê f2 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f(x, y)2 = f(y, x)2.
Îòñþäà ïî óòâåðæäåíèþ 9.3.30.b f(x, y) = ±f(y, x).

(b) Ñì. óêàçàíèå ê 9.3.30.f.

9.3.8 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ¿ (4*)

Ñì. àíãë âåðñèþ.

9.3.9 Âûðàçèìîñòü ñ äàííûì ÷èñëîì ðàäèêàëîâ (4*)

Îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíà ïðèâåäåíû â

ï. 9.1.4 è 9.2.1, ñîîòâåòñòâåííî.

9.3.43. Êîðíè óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý�-

�èöèåíòàìè ðàäèêàëüíû ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî

(a) äâà ðàçà, ïðè÷¼ì îäèí ðàç òðåòüåé ñòåïåíè è îäèí ðàç âòî-

ðîé � äëÿ 3-é ñòåïåíè;

(b) ÷åòûðå ðàçà, ïðè÷¼ì îäèí ðàç òðåòüåé ñòåïåíè è òðè ðàçà

âòîðîé � äëÿ 4-é ñòåïåíè.

(¾Îäèí ðàç¿ îçíà÷àåò ¾îäíîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå â ïðîãðàì-

ìå¿. Íàïðèìåð, â ïðîãðàììå u := 3
√
a, v := u+u êóáè÷åñêèé êîðåíü

èñïîëüçóåòñÿ îäèí ðàç.)

9.3.44. Êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (êàê ìíîãî÷ëåíû) íå ÿâëÿ-

þòñÿ ðàäèêàëüíûìè ñ èçâëå÷åíèåì òîëüêî

(a) îäíîãî êîðíÿ;

(b) êâàäðàòíûõ êîðíåé;

(
) êóáè÷åñêèõ êîðíåé;

(d)* ¾îäíîýòàæíûõ¿ êîðíåé, ò.å. êîðíåé èç âûðàæåíèé, íå ñî-

äåðæàùèõ êîðíè.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 247

9.3.45. ßâëÿþòñÿ ëè êîðíè óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè (êàê ìíîãî÷ëå-

íû) ðàäèêàëüíûìè ñ èçâëå÷åíèåì òîëüêî

(a) êâàäðàòíûõ êîðíåé; (b) êóáè÷åñêèõ êîðíåé;

(
) äâóõ êîðíåé; (d) òðåõ êîðíåé?

9.3.46. Åñëè êîðíè óðàâíåíèÿ n-é ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-

ý��èöèåíòàìè ðàäèêàëüíû , òî îíè ðàäèêàëüíû ñ èçâëå÷åíèåì íå

áîëåå, ÷åì

(a) 5 êîðíåé äëÿ n = 5; (b) n log2 n êîðíåé äëÿ ëþáîãî n.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íóæíû ñëåäóþùèå ïðîñòûå ýëåìåíòû

òåîðèè �àëóà. Â ýòîì ïóíêòå (â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ) îáîçíà÷èì

Zq := {1, εq , ε2q , . . . , εq−1
q }. Ïîäãðóïïîé â Sn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-

ñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé âçÿòèÿ êîìïîçèöèè è îá-

ðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ïîäãðóïïû G ⊂ Sn è öåëîãî q îòîáðàæåíèå
G → Zq íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì (èëè õàðàêòåðîì), åñëè îíî

ïåðåâîäèò êîìïîçèöèþ â ïðîèçâåäåíèå: χ(αβ) = χ(α)χ(β).

9.3.47. (a) Åñëè q > 0 öåëîå è íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f q ÷åòíîñèì-
ìåòðè÷åñêèé, òî äëÿ ëþáîé ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè α ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî òàêîå

χf (α) ∈ Z, ÷òî f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) = ε
χf (α)
q f(x1, x2, . . . , xn).

(b) Ïîñòðîåííîå â ï. (a) îòîáðàæåíèå χf : An → Zq èç ìíîæåñòâà

An âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì.

9.3.48. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòîå q è íåïîñòîÿííûé ãîìîìîð�èçì

(a) A3 → Zq? (b) A4 → Zq?

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.3.36 î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íî-

ñòè �àêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî ïðè öåëîì n > 5 è ïðîñòîì q ëþáîé
ãîìîìîð�èçì χ : An → Zq ïåðåâîäèò êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó â 1.

9.3.49. (a) Ñóùåñòâóþò ëè öåëîå q è èíúåêòèâíûé (=âçàèìíî-îä-

íîçíà÷íûé) ãîìîìîð�èçì S3 → Zq?

(b) Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå p, q è ãîìîìîð�èçìû χ : S4 → Zq è

ϕ : χ−1(1) → Zp, èç êîòîðûõ âòîðîé èíúåêòèâåí?
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9.3.50. (a) Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå p, q è ãîìîìîð�èçìû χ : S4 → Zq

è ϕ : χ−1(1) → Zp, èç êîòîðûõ âòîðîé èíúåêòèâåí?

(b) Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå p, q, r è ãîìîìîð�èçìû χ : S4 → Zq, ϕ :
χ−1(1) → Zp è γ : ϕ−1(1) → Zr, èç êîòîðûõ ïîñëåäíèé èíúåêòèâåí?

(
) Ñóùåñòâóþò ëè öåïî÷êà èç ÷åòûðåõ ãîìîìîð�èçìîâ, àíàëî-

ãè÷íàÿ ï. (b)?

9.3.51. (a) Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, x2, . . . , xn) ìíîæåñòâî

stf := {α ∈ Sn | f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) = f(x1, x2, . . . , xn)}

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Sn.
(b) Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîäãðóïïû â S3.
(b') Êàêèå èç íèõ ìîãóò áûòü ïðîîáðàçàìè åäèíèöû ïðè ãîìî-

ìîð�èçìå S3 → Zq äëÿ íåêîòîðîãî q?
(ñ) Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîäãðóïïû â S4.
(
') Êàêèå èç íèõ ìîãóò áûòü ïðîîáðàçàìè åäèíèöû ïðè ãîìî-

ìîð�èçìå S4 → Zq äëÿ íåêîòîðîãî q?

The estimation 9.3.46 
an be extra
ted from the idea of proof of the

Ru�ni Theorem 9.2.6. The idea is that the `symmetry subgroup' stf of

Sn 
annot be 
hanged more than log2(n!) < n log2 n times.
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9.4.4 Íåïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà (3*)

Òåîðåìà 9.1.2 (âåùåñòâåííàÿ íåïîñòðîèìîñòü ÷èñëà

3
√
2) âûòåêà-

åò èç âåùåñòâåííîãî àíàëîãà ëåììû 9.4.1.a î áàøíå ðàñøèðåíèé è

ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 9.4.3. Ïóñòü F ⊂ R�ïîëå, r ∈ R− F è r2 ∈ F .
(a) Òîãäà F [r]�ïîëå.

(b) Åñëè

3
√
2 6∈ F , òî 3

√
2 6∈ F [r].

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî F [r] çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ íà íåíó-

ëåâîå ÷èñëî. Ýòî íå î÷åâèäíî òîëüêî â ñëó÷àå äåëåíèÿ, êîòîðûé

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

1
a+br = a

a2−b2r2
− b

a2−b2r2
r.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî

3
√
2 ∈ F [r].

Òîãäà

3
√
2 = a+ br äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ F . Ïîëó÷àåì

2 = (
3
√
2)3 = (a3 + 3ab2r2) + (3a2b+ b3r2)r.

Òàê êàê

3
√
2 6∈ F , òî b 6= 0 è r 6∈ F . Â ÷àñòíîñòè, r 6= 0. Ïîýòîìó

3a2 + b2r2 > 0. Òàê êàê 2 ∈ Q ⊂ F , òî r ∈ F . Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà

9.1.5.

Ëåììà 9.4.4 (î ñòåïåíÿõ äâîéêè). Åñëè íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíî-

ãî÷ëåí P ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò ïîñòðîèìûé êî-

ðåíü, òî degP åñòü ñòåïåíü äâîéêè.

Ýòà ëåììà âûòåêàåò èç ëåììû 9.4.1.a î áàøíå ðàñøèðåíèé è

÷àñòè (b) ñëåäóþùåé ëåììû. Äîêàçàòåëüñòâî åå ÷àñòè (a) îñòàâëÿåì

÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 9.4.5 (î ñîïðÿæåíèè). Ïóñòü F ⊂ C�ïîëå, r ∈ C − F
è r2 ∈ F .

(a) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ñîïðÿæåíèÿ · : F [r] → F [r] �îðìó-
ëîé x+ yr:=x−yr. Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, z + w =
z + w è zw = z · w.

(b) Åñëè ìíîãî÷ëåíû P ∈ F [x] è Q ∈ F [r][x] èìåþò îáùèé êî-

ðåíü è íåïðèâîäèìû íàä F è íàä F [r], ñîîòâåòñòâåííî, òî degP ∈
{degQ, 2 degQ}.
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Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïî êîìïëåêñíîìó àíàëîãó ëåììû 9.4.3.a

F [r] ïîëå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåëèìîñòü, íåïðèâîäèìîñòü è ÍÎÄ

â F [r], åñëè íå óêàçàíî äðóãîå. Òàê êàê P è Q èìåþò îáùèé êîðåíü

è Q íåïðèâîäèì, òî P äåëèòñÿ íà Q. Òîãäà ïî ï. (a) P = P äåëèòñÿ

íà Q. Òàê êàê Q íåïðèâîäèì è äåëèòñÿ íà D := gcd(Q,Q), òî ëèáî
D = Q, ëèáî D = 1.

Åñëè D = Q, òî èç D = D ïîëó÷àåì Q = D ∈ F [x]. Îòñþäà, òàê
êàê P íåïðèâîäèì íàä F , ïîëó÷àåì P = Q.

Åñëè D = 1, òî P äåëèòñÿ íà M := QQ. Òàê êàê M = M ,

ïîëó÷àåìM ∈ F [x]. Òàê êàê P íåïðèâîäèì íàä F , ïîëó÷àåì P =M .

Çíà÷èò, degP = 2degQ.

Ëåììà 9.4.6 (ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü p ïðîñòîå. Åñëè äëÿ

ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè ñòàðøèé êîý��èöèåíò íå

äåëèòñÿ íà p, îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà p, à ñâîáîäíûé ÷ëåí íå äåëèòñÿ
íà p2, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Z.

Ëåììà 9.4.7 (�àóññ). Åñëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè

íåïðèâîäèì íàä Z, òî îí íåïðèâîäèì è íàä Q.

È ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà, è ëåììà �àóññà ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ

ïåðåõîäîì ê ìíîãî÷ëåíàì ñ êîý��èöèåíòàìè Zp. (Äëÿ ëåììû �àóñ-

ñà ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå P = P1P2 äàííîãî ìíîãî÷ëåíà P íàä

Q, âîçüì¼ì òàêèå öåëûå n1 è n2, ÷òî è n1P1, è n2P2 èìåþò öåëûå

êîý��èöèåíòû, è âîçüì¼ì ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà n1n2. For the
Eisenstein 
riterion see solution of Problem 9.3.1.f.)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5. Òàê êàê

εn = εknk, òî èç ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà εnk âûòåêàåò ïîñòðîèìîñòü ÷èñ-
ëà εn. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî εn íåïîñòðîèìî äëÿ

(A) ïðîñòîãî ÷èñëà n, íå ïðåäñòàâèìîãî â âèäå 2m + 1;

(B) êâàäðàòà ïðîñòîãî ÷èñëà, ò. å. n = p2.

Íåïîñòðîèìîñòü ÷èñëà εn ñëåäóåò èç ëåììû 9.4.4 î ñòåïåíÿõ

äâîéêè äëÿ êîðíÿ εn ìíîãî÷ëåíà

• P (x) := xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1 â ñëó÷àå (A) è

• P (x) := xp(p−1) + xp(p−2) + . . .+ xp + 1 â ñëó÷àå (B).
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Íåïðèâîäèìîñòü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q âûòåêàåò èç èõ íåïðè-

âîäèìîñòè íàä Z è ëåììû 9.4.7 �àóññà. Íåïðèâîäèìîñòü ýòèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ P (x) íàä Z âûòåêàåò èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ P (x+
1) íàä Z. Ïîñëåäíÿÿ íåïðèâîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì

ïðèçíàêà 9.4.6 Ýéçåíøòåéíà. Âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé ïðèçíàêà

Ýéçåíøòåéíà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P (x+ 1) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñðàâíåíèÿ (a+ b)p ≡ ap + bp mod p.

9.4.5 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ¿ (3*)

Èìïëèêàöèÿ (ii) ⇒ (i) â òåîðåìå 9.1.8 âûòåêàåò èç âåùåñòâåííî-
ãî àíàëîãà ëåììû 9.4.1.b î áàøíå ðàñøèðåíèé è ÷àñòè (a) ñëåäóþ-

ùåé ëåììû.

Ëåììà 9.4.8. Ïóñòü q ïðîñòîå, F ⊂ R�ïîëå, r ∈ R− F è rq ∈ F .
(a) If a polynomial with 
oe�
ients in F has degree 3, has three

real roots none of whi
h lies in F , then none of the roots lies in F [r].
(b) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí tq − rq íåïðèâîäèì íàä

F [εq].
(
) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè P (r) = 0 äëÿ íåêîòîðî-

ãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ F [εq][t] ñòåïåíè ìåíüøå q, òî P = 0.
(d) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè P ∈ F [εq][t] è P (r) = 0, òî P (rεkq ) = 0

äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïóñòü, íàïðîòèâ, ìíîãî÷ëåí tq−rq ïðè-
âîäèì íàä F [εq], ò.å. èìååò ñîáñòâåííûé äåëèòåëü P ∈ F [εq][t]. Âñå

êîðíè ìíîãî÷ëåíà tq − rq åñòü r, rεq, rε
2
q , . . . , rε

q−1
q . Ñâîáîäíûé ÷ëåí

ìíîãî÷ëåíà P ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ k èç ýòèõ êîðíåé. Òî-
ãäà rk ∈ F [εq]. Òàê êàê q ïðîñòîå, òî kx + qy = 1 äëÿ íåêîòîðûõ

öåëûõ x, y. Òîãäà r = (rk)x(rq)y ∈ F [εq].
Ïîýòîìó

10 r2, r3, . . . , rq−1 ∈ F [εq]. Ñîñòàâèì òàáëèöó akl ∈ F
ðàçìåðà q × (q − 1) èç ðàçëîæåíèé ÷èñåë rk ïî ñòåïåíÿì ÷èñëà εq:

rk =

q−2∑

l=0

aklε
l
q, 0 6 k 6 q − 1.

10

Äðóãàÿ çàïèñü ýòîãî àáçàöà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè: òîãäà

dimF F [r] 6 dimF F [εq ] 6 q − 1.
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Ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ïðèáàâëåíèÿ ê îäíîé ñòðîêå äðó-

ãîé, óìíîæåííîé íà ÷èñëî èç F , ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó ñ íóëåâîé
ñòðîêîé.

Çíà÷èò, èìååòñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí Q ∈ F [t] ñòåïåíè ìåíüøå

q ñ êîðíåì r. Òîãäà gcd(tq − rq, Q) èìååò êîðåíü r è ñòåïåíü k, 0 <
k 6 degQ < q. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí tq − rq ïðèâîäèì íàä F .

Òîãäà àíàëîãè÷íî ïåðâîìó àáçàöó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷à-

åì, ÷òî r ∈ F . Ïðîòèâîðå÷èå.

Part (
) follows by part (b) analogously to the last but one paragraph

of the proof of (b).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (d). Òàê êàê P (r) = 0, òî îñòàòîê îò äåëå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíà P (t) íà tq−rq ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â òî÷êå r. Sin
e
the degree of this remainder is less than q, ïî ÷àñòè (
) ýòîò îñòàòîê

ðàâåí íóëþ. Thus P is divisible by tq − rq. For every j = 0, 1, . . . , q− 1
sin
e (rεjq)k = rk, we obtain P (rεjq) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a). Ïóñòü, íàïðîòèâ, íåêîòîðûé êîðåíü x0
ìíîãî÷ëåíà A ëåæèò â F [r]. Òîãäà x0 = H(r) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà H ñ êîý��èöèåíòàìè â F ñòåïåíè áîëüøå 0 è ìåíüøå q. Ïðè-
ìåíèì ï. (d) ê ìíîãî÷ëåíó P (t) := A(H(t)). Òàê êàê A(H(r)) = 0, òî
H(rεkq ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà A äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q−1.

Åñëè H(rεkq ) = H(rεlq) äëÿ íåêîòîðûõ k, l, 0 6 k < l 6 q − 1, òî ïî

ï. (
) ïîëó÷èì, ÷òî degH = 0�ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ÷èñëà H(rεkq ),
0 6 k 6 q − 1, � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà A. Çíà÷èò,
q 6 3.

Åñëè q = 2, òî ïî òåîðåìå Âèåòà òðåòèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà A
ëåæèò â F �ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó q = 3. Òàê êàê ε3 = ε23, òî
H(rε3) = H(rε23). Òàê êàê ïîñëåäíèå äâà ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî íè

îäíî íèõ íå âåùåñòâåííî.

9.4.6 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ÷èñëàõ¿ (4*)

Ñì. [Sk15℄.



Ëèòåðàòóðà

[Al℄ Àëåêñååâ Â. Á. Òåîðåìà Àáåëÿ. Ì.: Íàóêà, 1976.

[AB℄ Akhtyamov D., Bogdanov I. Solvability of 
ubi
 and quarti


equations using one radi
al.

http://arxiv.org/abs/1411.4990.

[ABG℄ Solving equations using one radi
al, presented by

D.Akhtyamov, I. Bogdanov, A.Glebov, A. Skopenkov,

E. Streltsova and A. Zykin. http://www.turgor.ru/lktg/

2015/4/index.htm.

[Ar84℄ Àðíîëüä Â.È. Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ, Ì. Íàóêà, 1984.

[Ber℄ Bergen J. A Con
rete Approa
h to Abstra
t Algebra: From

the Integers to the Insolvability of the Quinti
, 2010.

[BK℄ Áóðäà Þ., Êàäåö Ë. Ñåìíàäöàòèóãîëüíèê è çàêîí âçàèì-

íîñòè �àóññà // Ìàò. Ïðîñâåùåíèå. 2013, �17.

[Br℄ J. Brown, Abel and the insolvability of the quinti
, http://

www.math.
alte
h.edu/~jimlb/abel.pdf.

[Ch℄ ×åáîòàð¼â Í.Í. Îñíîâû òåîðèè �àëóà. ×àñòü 1. Ë., Ì.:

�îñòåõèçäàò, 1934.

[CR℄ Êóðàíò �., �îááèíñ Äæ. ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà. Ì.: ÌÖ-

ÍÌÎ, 2004.

261



262 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

[Dor℄ D�orrie H. 100 Great Problems of Elementary Mathemati
s:

Their History and Solution. New York: Dover Publ, 1965.

[E1℄ Edwards H.M. Galois Theory. Springer Verlag, 1984.

[E2℄ Edwards H.M. The 
onstru
tion of solvable polynomials //

Bull. Amer. Math. So
. 2009. V. 46. P 397�411. Errata: Bull.

Amer. Math. So
. 46 (2009), 703-704.

[ECG℄ Toward algorithms of solving algebrai
 equations, presented by

A. Enne, A. Chilikov, A. Glebov, A. Skopenkov, B. Vukorepa,

https://www.turgor.ru/lktg/2018/5/index.html.

[Es℄ Esterov A. Galois theory for general systems of polynomial

equations, https://arxiv.org/abs/1801.08260

[FT℄ Òàáà÷íèêîâ Ñ.Ë., Ôóêñ Ä. Á. Ìàòåìàòè÷åñêèé äèâåðòèñ-

ìåíò, Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2011.

[Ga℄ �àóññ Ê.Ô. Àðè�ìåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. Òðóäû ïî òåî-

ðèè ÷èñåë. Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1959. Ñ. 9�580.

[Gi℄ �èíäèêèí Ñ. Äåáþò �àóññà // Êâàíò. 1972. �1. C. 2�11.

[Gi1℄ �èíäèêèí Ñ. Âåëèêîå èñêóññòâî // Êâàíò. 1976. �9. Ñ. 2�10.

[Had℄ Hadlo
k Ch.R. Field Theory and its Classi
al Problems.

The Mathemati
al Asso
iation of Ameri
a, 1978. (Carus

Mathemati
al Monographs, �19.)

[Ka℄ Êàíóííèêîâ À.Ë. Íà÷àëà òåîðèè �àëóà: ðàçðåøèìîñòü àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ.

http://www.mathnet.ru/
onf1015.

[Ki℄ Êèðèëëîâ À.À. Î ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ, �óíêöèè

Ýéëåðà è ÷èñëàõ Ôåðìà // Êâàíò. 1977. �7. Ñ. 2�9; 1994.

�6. Ñ. 15�18.

[Kir℄ Êèðè÷åíêî Â.À. Ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé è òåî-

ðèÿ �àëóà.

http://www.m

me.ru//dubna/2005/
ourses/kiri
henko.

html.



ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À 263

[Ko17℄ Êîãàí Å. Ìíîæåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðà-

âèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, https://arxiv.org/abs/1711.

05807.

[Kol℄ Êîëîñîâ Â.À. Òåîðåìû è çàäà÷è àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë

è êîìáèíàòîðèêè. Ì.: �åëèîñ, 2001.

[KS℄ Êîçëîâ Ï., Ñêîïåíêîâ À. Â ïîèñêàõ óòðà÷åííîé àëãåáðû:

â íàïðàâëåíèè �àóññà (ïîäáîðêà çàäà÷) // Ìàò. Ïðîñâåùå-

íèå. 2008. �12. Ñ. 127�144;

http://arxiv.org/abs/0804.4357(v1).

[Kh13℄ Õîâàíñêèé À.�. Ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé // Ìàò.

Ïðîñâåùåíèå. 2013. �17.

[Ler℄ Lerner L. Galois Theory without abstra
t algebra.

http://arxiv.org/abs/1108.4593.

[Ma℄ Ìàíèí Þ.È. Î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå ñ ïî-

ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè // Â êí.: Ýíöèêëîïåäèÿ

ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Êíèãà ÷åòâ¼ðòàÿ (ãåîìåòðèÿ)

/ Ïîä ðåäàêöèåé Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà, À.È.Ìàðêóøåâè÷à

è À.ß.Õèí÷èíà. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.

[Pe℄ P. Pesi
, Abel's Proof, The MIT Press, 2004, Cambridge,

Massa
husetts, London, England.

[Pos℄ Ïîñòíèêîâ Ì.Ì. Òåîðèÿ �àëóà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963.

[Pr07-2℄ Ïðàñîëîâ Â. Â. Çàäà÷è ïî àëãåáðå, àðè�ìåòèêå è àíàëèçó.

Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007.

[PSo℄ Ïðàñîëîâ Â.Â., Ñîëîâüåâ Þ.Ï. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè

è àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ì.: Ôàêòîðèàë, 1997.

[Ro℄ M. I. Rosen, Niels Hendrik Abel and Equations of the Fifth

Degree, Amer. Math. Monthly, 102:6 (1995) 495-505.

[Saf℄ Ñà�èí À. Ïðîãðàììà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ öèðêóëåì è ëèíåéêîé (äîêëàä íà ÌÌÊØ-

2008). http://www.m

me.ru/mmks/de
08/Safin.pdf.



264 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

[Sk08℄ Ñêîïåíêîâ À. Åù¼ íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ èç Êíèãè: ðàç-

ðåøèìîñòü è íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ.

http://arxiv.org/abs/0804.4357.

[Sk10℄ Ñêîïåíêîâ À. Áàçèñíûå âëîæåíèÿ è 13-ÿ ïðîáëåìà �èëü-

áåðòà // Ìàò. Ïðîñâåùåíèå. 2010. �14. Ñ. 143�174;

http://arxiv.org/abs/1001.4011.

[Sk11℄ Ñêîïåíêîâ À. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àáåëÿ

î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ // Ìàò. Ïðîñâå-

ùåíèå. 2011. �15. Ñ. 113�126;

http://arxiv.org/abs/1102.2100.

[Sk15℄ Skopenkov A. A short elementary proof of the insolvability

of the equation of degree 5. http://arxiv.org/abs/1508.

03317.

[St94℄ Stillwell J. Galois theory for beginners, Amer. Math. Monthly,

101 (1994), 22-27.

[T℄ Òèõîìèðîâ Â.Ì. Àáåëü è åãî âåëèêàÿ òåîðåìà // Êâàíò.

2003. �1. Ñ. 11�15.

[Vag℄ Âàãóòåí Í. Ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà // Êâàíò. 1980. �2. Ñ. 26�

32.

[Vi℄ Âèíáåðã Ý.Á. Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ. Ì.: Ïðîñâåùåíèå,

1980.

[W℄ Âàí äåð Âàðäåí Á.Ë. Àëãåáðà. Ì.: Íàóêà, 1976.



286 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

11 Î ïðåïîäàâàíèè

11.1 Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà

To him a thinking man's job was not to deny one reality

at the expense of the other, but to in
lude and to 
onne
t

U.K. Le Guin. The Dispossessed

21

Ïåðåä øêîëüíèêàìè, èõ ó÷èòåëÿìè è ðóêîâîäèòåëÿìè êðóæêîâ

âñòà¼ò âîïðîñ: ãîòîâèòüñÿ ê îëèìïèàäàì èëè ê ¾ñåðü¼çíîé¿ ìàòåìà-

òèêå? Íåêîòîðûå äóìàþò, ÷òî äëÿ ïåðâîãî íàäî ïðîðåøèâàòü çàäà÷è

ïîñëåäíèõ îëèìïèàä, äëÿ âòîðîãî íàäî ÷èòàòü âóçîâñêèå ó÷åáíèêè,

è ÷òî ââèäó ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ïåðâîãî è âòîðîãî áåññìûñ-

ëåííî ïûòàòüñÿ äîñòè÷ü è òîãî, è äðóãîãî. ß ïðèäåðæèâàþñü ðàñ-

ïðîñòðàí¼ííîãî ìíåíèÿ î òîì, ÷òî ýòè ïîäõîäû íåäîñòàòî÷íî ý�-

�åêòèâíû è ïðèâîäÿò ê âðåäíûì ¾ïîáî÷íûì ý��åêòàì¿: øêîëüíè-

êè ëèáî ÷ðåçìåðíî óâëåêàþòñÿ ñïîðòèâíûì ýëåìåíòîì â ðåøåíèè

çàäà÷, ëèáî èçó÷àþò ÿçûê ìàòåìàòèêè âìåñòî å¼ ñîäåðæàíèÿ

22

.

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äîëæ-

íî ñîñòàâëÿòü ðåøåíèå è îáñóæäåíèå èíòåðåñíûõ ó÷åíèêó çàäà÷,

â ïðîöåññå êîòîðûõ îí çíàêîìèòñÿ ñ âàæíûìè ìàòåìàòè÷åñêè-

ìè èäåÿìè è òåîðèÿìè. Ýòî îäíîâðåìåííî ïîäãîòîâèò øêîëüíèêà

è ê ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå, è ê îëèìïèàäàì è íå íàíåñ¼ò âðåä åãî

ðàçâèòèþ â öåëîì. Ýòî áóäåò áîëåå ý��åêòèâíî è äëÿ äîñòèæåíèÿ

óñïåõà òîëüêî â îëèìïèàäàõ èëè òîëüêî â íàóêå (åñëè íå ó÷èòûâàòü

áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äðóãèõ �àêòîðîâ, êðîìå ðàçóìíîé îðãàíèçà-

öèè çàíÿòèé).

Êàê è ïðè åñòåñòâåííîì ðàçâèòèè ñàìîé ìàòåìàòèêè, êàæäàÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äîëæíà áûòü ìîòèâèðîâàíà ëèáî ïðàêòèêîé, ëè-

21

Äëÿ íåãî ðàáîòîé ìûñëèòåëÿ áûëî íå îòðèöàíèå îäíîé ðåàëüíîñòè çà ñ÷¼ò

äðóãîé, à âçàèìîâêëþ÷åíèå è âçàèìîñâÿçü. Ó.Ê.Ëå �óèí, ¾Îáäåë¼ííûå¿ (ïåð.

àâòîðà).

22

Èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé â ïåðâóþ î÷åðåäü èçëàãàåòñÿ ñî-

äåðæàíèå, à ÿçûê ïîÿâëÿåòñÿ ïî õîäó äåëà. Îäíàêî ÷àñòî òàêàÿ ïîïóëÿðíàÿ

ëèòåðàòóðà íåäîîöåíèâàåòñÿ ââèäó å¼ ¾íåäîñòàòî÷íîé ñåðü¼çíîñòè¿ ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ó÷åáíèêàìè äëÿ óíèâåðñèòåòà. Ïîäðîáíåå ñì. � 11.2 ¾Íà÷èíàòü ñ ÿçûêà

èëè ñîäåðæàíèÿ?¿.

Êðîìå òîãî, äàæå ÷òåíèå õîðîøèõ êíèã áåç ðåøåíèÿ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, íåý�-

�åêòèâíî.



11. Î Ï�ÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ 287

áî óæå ðåø¼ííûìè çàäà÷àìè (ñì. ïîäðîáíåå � 11.2 ¾Íà÷èíàòü ñ ÿçû-

êà èëè ñîäåðæàíèÿ?¿ è 11.3 ¾Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê¿). Ó÷å-

íèê, çàíèìàþùèéñÿ ¾ìîòèâèðîâàííîé äëÿ íåãî¿ ìàòåìàòèêîé (îáû÷-

íî áîëåå ýëåìåíòàðíîé, íî ñîäåðæàòåëüíîé è ïîòîìó ñëîæíîé) âìå-

ñòî ¾íåìîòèâèðîâàííîé äëÿ íåãî¿ ìàòåìàòèêè (îáû÷íî ìåíåå ýëå-

ìåíòàðíîé, íî ÿçûêîâîé è ïîòîìó òðèâèàëüíîé), èìååò ïðåèìóùå-

ñòâî â äàëüíåéøåé ó÷¼áå è íàó÷íîé ðàáîòå. À.Í.Êîëìîãîðîâ ãîâî-

ðèë, ÷òî äî òðèäöàòè ëåò ìàòåìàòèêó ðàçóìíåå âñåãî çàíèìàòüñÿ

ðåøåíèåì êîíêðåòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. À çíà÷èò, óìåíèå ðåøàòü

ñëîæíûå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ äëÿ ìîëîäîãî ìàòå-

ìàòèêà.

Îëèìïèàäíûõ çàäà÷ î÷åíü ìíîãî; áîëüøèíñòâî èç íèõ èíòåðåñ-

íû øêîëüíèêó, è ñðåäè íèõ ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûõ.

Òàêèå çàäà÷è ìîãóò ñîñòàâèòü îñíîâó èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà. Îäíà-

êî ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷ áåç èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé

è òåîðèé íåäîñòàòî÷íî ý��åêòèâíî äëÿ ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì

(íà äîëãèõ � ãîä è áîëåå � ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, êàê è âîîáùå ðå-

øåíèå ñèþìèíóòíûõ çàäà÷ áåç �óíäàìåíòàëüíîãî ðàçâèòèÿ). À ðå-

øåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷ âìåñòå ñ èçó÷åíèåì ñòîÿùèõ çà íèìè

ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è òåîðèé áîëåå ý��åêòèâíî. Ýòî òàêæå ïîç-

âîëèò ïî-íàñòîÿùåìó ðàçîáðàòüñÿ â èäåÿõ è òåîðèÿõ.

Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâó ëþäåé ëåã÷å äîñòè÷ü óñïåõà íà îëèì-

ïèàäàõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè íå ñ÷èòàþò óñïåõ ãëàâíîé öåëüþ.

Çàäà÷ó ëåã÷å ðåøèòü, åñëè ñïîêîéíî äóìàòü î ñàìîé çàäà÷å, à íå

î íàãðàäå, êîòîðàÿ ïîñëåäóåò çà å¼ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó øêîëüíèê,

ìîòèâèðîâàííûé áîëåå âûñîêîé öåëüþ, ÷åì óñïåõ íà îëèìïèàäå,

èìååò íà ýòîé îëèìïèàäå ïñèõîëîãè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî.

Ñì. òàêæå ï. 1.2 ¾Èçó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çà-

äà÷¿.

11.2 Íà÷èíàòü ñ ÿçûêà èëè ñîäåðæàíèÿ?

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, èìåííî ñ íîâûõ èäåé, èçëîæåííûõ íà óæå

èìåþùåìñÿ ÿçûêå, à íå ñ ââåäåíèÿ íîâîãî ÿçûêà, ïîëåçíî íà÷èíàòü

èçó÷åíèå ëþáîé òåîðèè. Óäà÷íî ïðåäñòàâëÿòü îñíîâíûå èäåè íà

¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâî-

áîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé. Êàê ïðàâèëî, òàêèå èäåè íàèáî-
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ëåå ÿðêî âûðàæàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè, ïîäîáíûìè ïðèâåä¼ííûì

â � 9, 10 è äðóãèõ ÷àñòÿõ ýòîé êíèãè. Èìååòñÿ ìíîãî äðóãèõ ÿðêèõ

ïðèìåðîâ, óïîìÿíåì òîëüêî �åéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî �èçèêå (òàì

ïðèâîäÿòñÿ �èçè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, à íå äîêàçàòåëüñòâà).

¾Ìû ñòàðàåìñÿ ñâåñòè ê ìèíèìóìó ÷èñëî ïîíÿòèé, îòêëàäû-

âàÿ îïðåäåëåíèÿ äî ìîìåíòà, êîãäà îíè íàïðàøèâàþòñÿ ñàìè ñî-

áîé, è èçáåãàÿ çàäà÷ íà ïîíèìàíèå è ïðèìåíåíèå �îðìàëüíûõ îïðå-

äåëåíèé (òèïà

”
ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ãðóïïîé ïî

ñëîæåíèþ?“)¿[Shen℄.

¾Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà íóæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà îáú-

åêòû, êîòîðûå îñíîâàòåëüíåå âñåãî óêîðåíÿþòñÿ â ÷åëîâå÷åñêîé

ïàìÿòè. Ýòî� îòíþäü íå ñèñòåìû àêñèîì è íå ëîãè÷åñêèå ïðè-

¼ìû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì. Èçÿùíîå ðåøåíèå êðàñèâîé çàäà-

÷è, �îðìóëèðîâêà êîòîðîé ÿñíà è äîñòóïíà, èìååò áîëüøå øàíñîâ

óäåðæàòüñÿ â ïàìÿòè ñòóäåíòà, íåæåëè àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ.

Ñêàæåì áîëüøå, èìåííî ïî òàêîìó ðåøåíèþ, ïðè íàëè÷èè íåêîòî-

ðîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, ñòóäåíò âïîñëåäñòâèè ñìîæåò

âîññòàíîâèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Îáðàòíîå æå, êàê ïîêà-

çûâàåò îïûò, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî¿ [Kol, ïðåäèñëîâèå℄.

Òàêîé ñòèëü èçëîæåíèÿ íå òîëüêî äåëàåò ìàòåðèàë áîëåå äîñòóï-

íûì, íî ïîçâîëÿåò ñèëüíûì ó÷åíèêàì (äëÿ êîòîðûõ äîñòóïíî äàæå

àáñòðàêòíîå èçëîæåíèå) ïðèîáðåñòè ìàòåìàòè÷åñêèé âêóñ è ñòèëü.

Ýòî îçíà÷àåò ðàçóìíûé âûáîð ïðîáëåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ è èõ ìî-

òèâèðîâêè. Íàïðèìåð, ìàòåìàòèê, ïîíèìàþùèé, ÷òî òåîðèÿ �àëóà

ìîòèâèðóåòñÿ áîëåå âàæíûìè è áîëåå ñëîæíûìè ïðîáëåìàìè, ÷åì

ïîñòðîèìîñòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è ðàçðåøèìîñòü àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ, âðÿä ëè ñòàíåò ìîòèâèðîâàòü ñî-

çäàííóþ èì òåîðèþ ïðèëîæåíèÿìè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç

åãî òåîðèè. Âêóñ è ñòèëü îçíà÷àþò òàêæå ÿñíîå èçëîæåíèå ñîá-

ñòâåííûõ îòêðûòèé, íå ñêðûâàþùåå îøèáêó èëè èçâåñòíîñòü ïî-

ëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà çà ÷ðåçìåðíûì �îðìàëèçìîì. Ê ñîæàëåíèþ,

òàêîå � îáû÷íî íåïðåäíàìåðåííîå � ñîêðûòèå îøèáêè ÷àñòî ïðîèñ-

õîäèò ñ ìàòåìàòèêàìè, âîñïèòàííûìè íà ÷ðåçìåðíî �îðìàëüíûõ

êóðñàõ. Ïðîèñõîäèëî ýòî è ñ àâòîðîì ýòèõ ñòðîê; ê ñ÷àñòüþ, âñå

ìîè ñåðü¼çíûå îøèáêè èñïðàâëÿëèñü ïåðåä ïóáëèêàöèÿìè.

Ìîäà íà èñêóññòâåííî �îðìàëèçîâàííîå èçëîæåíèå ïðèâåëà ê ñëå-
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11.3.1 ¾Çà¿ è ¾ïðîòèâ¿ ìîòèâèðîâîê

�åøåíèå çàäà÷è (íåâàæíî, ó÷åáíîé èëè íàó÷íîé) ìîæåò ïðèé-

òè íå ñðàçó. Ïðè ðàçìûøëåíèè íàä íèì âûäâèãàþòñÿ åñòåñòâåí-

íûå ãèïîòåçû, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ íóæíû íîâûå ãèïîòåçû,

è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà öåëàÿ òåîðèÿ. À ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-

íèé, ñâÿçü êîòîðûõ ñ èñõîäíîé çàäà÷åé íåî÷åâèäíà. Â òàêèõ ñëó÷à-

ÿõ ðàçáèåíèå ìàòåðèàëà íà óòâåðæäåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ëåã-

êî äîêàçàòü, äîêàçàâ òîëüêî ïðåäûäóùèå, íàðóøàåò åñòåñòâåííóþ

ìîòèâèðîâàííîñòü èçëîæåíèÿ (õîòÿ îíî íåîáõîäèìî ïðè íàïèñàíèè

�îðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà). Îäíàêî ìíîãèå ó÷åáíèêè è êóðñû ïî

¾âûñøåé¿ ìàòåìàòèêå óñòðîåíû èìåííî òàê. Ôîðìóëèðîâêè êðàñè-

âûõ ðåçóëüòàòîâ è âàæíûõ ïðîáëåì, ðàäè êîòîðûõ áûëà ïðèäóìàíà

òåîðèÿ, ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ýòîé

òåîðèè (èëè íå ïðèâîäÿòñÿ ñîâñåì). Ýòî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ

ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå êàê íàóêå, èçó÷àþùåé íåìîòèâèðîâàí-

íûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèíèæàåò öåííîñòü

ìàòåìàòèêè.

Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê ãîâîðèëè êëàññèêè ìàòåìàòèêè

[Kl℄, [Poi1, ãë. 2℄, [Poi2, ñ. 455�475℄.

¾...Îáû÷íî îïðåäåëÿþò ãðóïïó êàê ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðà-

öèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íàáîðó àêñèîì âðîäå f(gh) = (fg)h.
Ýòè àêñèîìû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ãðóïï ïðåîáðàçî-

âàíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè àêñèîìû îçíà÷àþò ïðîñòî, ÷òî

ãðóïïà îáðàçîâàíà èç íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé çàáûâàíè-

åì ïðåîáðàçóåìîãî ìíîæåñòâà. Òàêèå àêñèîìû, íàðÿäó ñ äðóãèìè

íåìîòèâèðîâàííûìè îïðåäåëåíèÿìè, ñëóæàò ìàòåìàòèêàì ãëàâ-

íûì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàòðóäíèòü íåïîñâÿù¼ííûì îâëàäå-

íèå ñâîåé íàóêîé è òåì ñàìûì ïîâûñèòü å¼ àâòîðèòåò¿

23

(Â.È.Àð-

íîëüä) [Ar84, ñ. 49, êîììåíòàðèé ê çàäà÷å 5℄.

23

Äóìàþ, â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè íåñêîëüêî ñãóùåíû êðàñêè. Èìååòñÿ òðà-

äèöèÿ ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, ìîè ñîáñòâåííûå

ïîïûòêè âåðíóòü ìîòèâèðîâêè â èçëîæåíèå áûëè ïîääåðæàíû ìàòåìàòè÷åñêèì

ñîîáùåñòâîì (ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà ÿ íå ãîâîðèë î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê

ÿâíî è íå ïðèâîäèë ýòîé öèòàòû Â.È.Àðíîëüäà). Ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû; äëÿ

ìåíÿ áûëî òàêæå âàæíî óñòíîå ïîîùðåíèå ìàòåìàòèêîâ.
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Íåîáõîäèìîñòü ìîòèâèðîâîê âûãëÿäèò áàíàëüíîñòüþ. Îäíàêî

íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå êóðñîâ è ó÷åáíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå ¾óíè-

âåðñèòåòñêîãî¿ óðîâíÿ ëèáî ìîòèâèðîâîê íåò, ëèáî ïðèâîäÿòñÿ îá-

ùèå ñëîâà áåç ññûëîê íà ÷¼òêèå �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, äîñòóï-

íûå ó÷åíèêó èëè íåñïåöèàëèñòó, à íå ñêðûòûå ïîä òîëùåé îáîçíà-

÷åíèé è òåðìèíîâ. Â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ýòè îáùèå ñëîâà óäà¼òñÿ

ïðîâåðèòü, îíè èíîãäà îêàçûâàþòñÿ íåàäåêâàòíûìè, ñì. ï. 11.3.2.

Äëÿ ðàçíûõ ëþäåé ìîòèâèðîâêè ðàçíûå: äëÿ îäíèõ íîâîå îïðåäå-

ëåíèå ñàìî ïî ñåáå èíòåðåñíî, à äëÿ äðóãèõ íåîáõîäèìà åãî ïîëåç-

íîñòü äëÿ óæå èìåþùåéñÿ ìàòåìàòèêè è å¼ ïðèëîæåíèé. Ïîäðîáíåå

î ¾åñòåñòâåííî-íàó÷íîì¿ è ¾�èëîñî�ñêîì¿ àñïåêòàõ ìàòåìàòèêè

ñì. â [PS15, êîíåö � 2℄.

Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê âûñêàçûâàþòñÿ îòêðûòî, à æåëà-

íèå èõ ïðîïóñòèòü íå îñîçíàþò èëè íå à�èøèðóþò. Ñóäèòü î òîì,

ïî÷åìó ìîòèâèðîâàííîå èçëîæåíèå íå ïðèíèìàåòñÿ, ïðèõîäèòñÿ åãî

ñòîðîííèêàì.

¾×àñòî èìåþòñÿ íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè ê ìîòèâèðîâàí-

íîñòè îïðåäåëåíèé â êóðñå. Òàêîå èçëîæåíèå òðåáóåò âûñîêîãî

óðîâíÿ îáùåìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè è ìîòèâèðîâàííîñòè åãî

ñëóøàòåëåé (à îáû÷íî áîëüøàÿ ÷àñòü ñëóøàòåëåé õî÷åò âûó÷èòü

è ñäàòü). Ïðåïîäàâàòåëþ ÷àñòî æàëêî âðåìåíè íà ìîòèâèðîâêó

îïðåäåëåíèé...¿ (È.Ñ. �óáàíîâ, èç ïèñüìà).

Äóìàþ, áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñîãëàñíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ

ìîòèâèðîâîê. Îäíàêî òðóäíî ïîíèìàòü, êàêèå óòâåðæäåíèÿ ó÷åíè-

êó íåèçâåñòíû, êîãäà ïðåïîäàâàòåëþ èçâåñòíî áîëüøå. Åù¼ òðóäíåå

ïîíèìàòü, êàêèå âåùè äëÿ ó÷åíèêà íå ìîòèâèðîâàíû åãî çíàíèÿ-

ìè, êîãäà çíàíèÿìè ïðåïîäàâàòåëÿ ìîòèâèðîâàíî ãîðàçäî áîëüøå.

Òåì áîëåå ÷òî ó÷åíèê ìîòèâèðîâàí íå òîëüêî çíàíèÿìè, íî äîâå-

ðèåì ïðåïîäàâàòåëþ, îöåíêîé, et
. Ìîæåò áûòü íå òîëüêî òðóäíî,

íî äàæå íåïðèÿòíî ïîñìîòðåòü íà ìàòåðèàë ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñïå-

öèàëèñòà è îñîçíàòü íåìîòèâèðîâàííîñòü èçëîæåíèÿ, îñîáåííî ïðè-

âû÷íîãî, ñâîåãî èëè óâàæàåìîãî àâòîðà. Çíàþ ýòî ïî ñîáñòâåííîìó

îïûòó. Ïîýòîìó ÷àñòî íåîáõîäèìîñòü ìîòèâèðîâîê âîîáùå ïðèçíà-

¼òñÿ, íî â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ ïðè÷èíû íåïðèÿ-

òèÿ ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ. Ýòè ïðè÷èíû íå ïðîäóìûâàþòñÿ,

ïîñêîëüêó ïðîäóìûâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðèÿòíîìó îñîçíà-
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11.4 Êðóæêè è îëèìïèàäû êàê ïóòü â ìàòåìàòèêó

è êàê ñïîðò. À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ, À.È.Áó�åòîâ

11.4.1 Ââåäåíèå

Âíåøêîëüíûå çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà íàõî-

äÿùàÿñÿ â ðóêàõ ó ÷èòàòåëÿ êíèãà, èãðàþò â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðà-

çîâàíèè â íàøåé ñòðàíå âàæíåéøóþ ðîëü, êîòîðóþ òðóäíî ïåðåîöå-

íèòü. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàíÿòèé òàê èëè èíà÷å îêàçûâà-

þòñÿ ñâÿçàííûìè ñ îëèìïèàäàìè. Øêîëüíèêîâ è èõ ó÷èòåëåé ÷àñòî

ñâîäÿò âìåñòå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû (íàïðèìåð, â 1993 ãîäó

À.ß. áûë ÷ëåíîì æþðè ìîñêîâñêîé îëèìïèàäû, à äåâÿòèêëàññíèê

À.È. ó÷àñòíèêîì � òàê ìû è ïîçíàêîìèëèñü).

Ìíîãèå øêîëüíèêè, îñîáåííî íà ïåðè�åðèè, ïîëó÷àþò ìàòåìà-

òè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, íàöåëåííîå â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ïîäãîòîâêó

ê îëèìïèàäàì. C ýòèì íåîáõîäèìî ñ÷èòàòüñÿ íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëÿì è îðãàíèçàòîðàì ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Äàæå òå, êòî íå çàíèìà-

åòñÿ ïîäãîòîâêîé ê îëèìïèàäàì â òðåíåðñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà,

àêòèâíî èñïîëüçóþò èäåè è çàäà÷íûé ìàòåðèàë îëèìïèàä.

Ó èñòîêîâ îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ ñòîÿëè âåëèêèå ó÷åíûå, îä-

íàêî ïîçæå îëèìïèàäíûé ìèð ñòàë æèòü ñîáñòâåííîé æèçíüþ. Ïî

âñåìó ìèðó ïðîâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå êîíêóðñû è îëèìïèàäû.

Ïîÿâèëèñü ñïåöèàëèñòû ïî èõ ïðîâåäåíèþ, âîçíèêëà îëèìïèàäíàÿ

ìàòåìàòèêà ñî ñâîåé ìåòîäèêîé ðàáîòû è ñâîåé ëèòåðàòóðîé. Ñ

íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â îëèìïèàäíîì ìè-

ðå ñëîæèëèñü äâå öåííîñòíûå îðèåíòàöèè: ¾íàó÷íàÿ¿ è ¾ñïîðòèâ-

íàÿ¿. Ýòè ðàçëè÷íûå âçãëÿäû íà îëèìïèàäû ïðîÿâëÿþòñÿ â ïîäáîðå

çàäà÷, âûðàáîòêå êðèòåðèåâ îöåíîê, â êàäðîâûõ âîïðîñàõ, â îðãà-

íèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ëàãåðåé.

Â íàøåé çàìåòêå ìû êðàòêî ïðîòèâîïîñòàâëÿåì ýòè ïîäõîäû.

11.4.2 Ñïîðòèâíûé ïîäõîä

Íåñêîëüêî ñãóùàÿ êðàñêè, ïîïðîáóåì ïåðåäàòü ñïîðòèâíûé ïîä-

õîä �ðàçîé: ¾îëèìïèàäà � ýòî ñïîðò ïî ðåøåíèþ ãîëîâîëîìîê¿. Òà-

êàÿ îðèåíòàöèÿ âëå÷åò çà ñîáîé ìíîãîå: óñèëèâàåòñÿ òðåíåðñòâî,

óæåñòî÷àþòñÿ �îðìàëüíûå òðåáîâàíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, êðèòåðèè

îöåíîê. Òàê, åñëè ñïîðòñìåí ïåðåñòóïèò ÷åðòó íà 10 ñì, à ïðûãíåò



�ëàâà 1

�åîìåòðèÿ

Â ýòîé ãëàâå, åñëè çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ðàçíûìè ìåòîäàìè, îíà

ïðèâîäèòñÿ â ïóíêòå, ïîñâÿù¼ííîì îäíîìó èç íèõ, à î âîçìîæíîñòè

äðóãèõ ðåøåíèé ãîâîðèòñÿ â êîììåíòàðèè. Ïîìèìî îáîçíà÷åíèé,

ïðèíÿòûõ âî âñåé êíèãå, â äàííîé ãëàâå âåçäå, ãäå íå îãîâîðåíî îá-

ðàòíîå, èñïîëüçóþòñÿ ïðèíÿòûå â ãåîìåòðèè îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

òðåóãîëüíèêà, îïèñàííûå â íà÷àëå ïàðàãðà�à ¾Òðåóãîëüíèê¿.

12 Òðåóãîëüíèê

Âñþäó â äàííîé ãëàâå, êðîìå ñïåöèàëüíî îãîâîð¼ííûõ ñëó÷àåâ,

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ABC �äàííûé òðåóãîëü-

íèê, Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, . . . ,� òî÷êè íà ñòîðîíàõ BC,CA è AB ñî-

îòâåòñòâåííî (èëè íà ïðîäîëæåíèÿõ ýòèõ ñòîðîí, åñëè ýòî îãîâîðå-

íî â óñëîâèè çàäà÷è); ω� âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, I � å¼ öåíòð, r�
å¼ ðàäèóñ; Ω� îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, O� å¼ öåíòð, R� å¼ ðàäèóñ;

G� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí (öåíòð òÿæåñòè, öåíòðîèä), H � òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò (îðòîöåíòð). Ïðîâåä¼ì áèññåêòðèñû AI, BI,
CI äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Ω â òî÷êàõ A′

, B′
, C ′

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì

îáðàçîì, A′
, B′

, C ′
� ñåðåäèíû äóã AB, BC, CA. Îðòîòðåóãîëü-

íèê � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ âûñîò, ñåðåäèííûé

òðåóãîëüíèê � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí äàí-

íîãî òðåóãîëüíèêà. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè A íà BC,
îáîçíà÷àåòñÿ h(A,BC).

330
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Îêðóæíîñòüþ ABC íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã

òðåóãîëüíèêà ABC.

12.1 Ïðèíöèï Êàðíî (1). Â.Þ.Ïðîòàñîâ, À.À.�àâ-

ðèëþê

12.1.1. Òåîðåìà Êàðíî. Â òî÷êàõ A1, B1, C1, ëåæàùèõ íà ñòî-

ðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC èëè íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ, âîññòàâëåíû

ïåðïåíäèêóëÿðû ê ýòèì ñòîðîíàì. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïåðåñåêàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

C1A
2 − C1B

2 +A1B
2 −A1C

2 +B1C
2 −B1A

2 = 0.

12.1.2. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáù¼ííóþ òåîðåìó Êàðíî

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ïëîñêîñòè A1, B1, C1, íå îáÿçàòåëüíî ëå-

æàùèõ íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC.

12.1.3.

◦
Â êàêîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàâ-

ëåííûå ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà â óêàçàííûõ òî÷êàõ, ìîãóò íå ïå-

ðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå:

1) A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ;

2) A2, B2, C2� òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âíåâ-

ïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè;

3) A3, B3, C3� îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà?

12.1.4. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. Äî-

êàæèòå, ÷òî òðè èõ îáùèå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïðèìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå îáû÷íî äîêàçûâàþò, èñïîëüçóÿ

ïîíÿòèå ñòåïåíè òî÷êè (ñì. ï. 13.4). Îäíàêî åãî ëåãêî âûâåñòè è èç

îáîáù¼ííîé òåîðåìû Êàðíî.

12.1.5. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì Êàðíî, ïîëó÷èòå åù¼ îäíî äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè òð¼õ âûñîò òðåóãîëüíèêà.

12.1.6. Îõàðàêòåðèçóéòå âñå òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ïåðïåíäèêó-

ëÿðû ê ñòîðîíàì, âîññòàâëåííûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí ñ áèñ-

ñåêòðèñàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.



338 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

12.3.8. Â âåðøèíàõ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû êàñà-

òåëüíûå ê åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè òðåìÿ êà-

ñàòåëüíûìè, ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

12.3.3. Óãîë C äîëæåí áûòü îñòðûì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî÷êè O è H ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò AB. Òàê êàê ðàññòîÿ-

íèå îò O äî AB ðàâíî R cosC, à âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû

C, ðàâíà AC sinA = 2R sinA sinB, ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé Ýéëåðà

è ïðÿìîé AB ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó 3 cosC = 2 sinA sinB. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî cosC = − cos(A + B) = sinA sinB − cosA cosB, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

12.3.6. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè òî÷êè O îòíîñèòåëüíî

ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû R2
. Êðîìå òîãî, åñëè AA′

è BB′
�âûñîòû

òðåóãîëüíèêà, òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABA′B′
âïèñàííûé, è, çíà÷èò,

HA ·HA′ = HB ·HB′
. Ïîýòîìó ñòåïåíè òî÷êè H îòíîñèòåëüíî âñåõ

òð¼õ îêðóæíîñòåé òàêæå ðàâíû, ò. å. ïðÿìàÿ OH ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé

ðàäèêàëüíîé îñüþ.

12.4 Ôîðìóëà Êàðíî (2

∗
). À.Ä.Áëèíêîâ

Ôîðìóëà Êàðíî (ïî èìåíè �ðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà, �èçèêà

è ïîëèòè÷åñêîãî äåÿòåëÿ Ëàçàðÿ Êàðíî, 1753�1823) óòâåðæäàåò, ÷òî

â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñóììà ðàññòîÿíèé îò öåíòðà îïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíÿåòñÿ ñóììå ðàäèóñîâ

îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé, ò. å. OM1+OM2+OM3 = R+r,
ãäåM1,M2,M3� ñåðåäèíû BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Å¼ äîêàçà-

òåëüñòâî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïòîëåìåÿ ïðèâîäèòñÿ â ï. 13.6 ¾Òåî-

ðåìû Ïòîëåìåÿ è Êåçè¿. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì å¼ ïðèìåíåíèÿ è åù¼

îäèí ñïîñîá å¼ äîêàçàòåëüñòâà, â ïðîöåññå êîòîðîãî áóäóò ïîëó÷åíû

äðóãèå âàæíûå �àêòû.

12.4.1. Ïóñòü áèññåêòðèñà óãëà A ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàí-

íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, â òî÷êå W , à òî÷êà D äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå W . Äîêàæèòå, ÷òî
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(a) M1W = (ra − r)/2;

(b) M1D = (rb + rc)/2, ãäå r, ra, rb, rc �ðàäèóñû âïèñàííîé

è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

12.4.2. Äîêàæèòå �îðìóëó Êàðíî.

�àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî çàäà÷ íà ïðèìåíåíèå �îðìóëû

Êàðíî. Åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, òî òðåóãîëüíèê, çàäàí-

íûé â óñëîâèè, îñòðîóãîëüíûé.

12.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà

äî îðòîöåíòðà ðàâíà ñóììå äèàìåòðîâ åãî âïèñàííîé è îïèñàííîé

îêðóæíîñòåé.

12.4.4. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà

(a) AH +BH + CH 6 3R;

(b) 3OH > R− 2r.

12.4.5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ma +mb +mc 6 9
2R, ãäå ma, mb è mc �

äëèíû ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.

(b) Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû óãëîâ A, B è C
ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ W1, W2 è W3 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AW1 +BW2 + CW3 6 6,5R − r.

12.4.6. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

3r

R
6 cosA+ cosB + cosC 6 3

2
.

(b) Ïóñòü AH1, BH2 è CH3� âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC. Âû-
ðàçèòå ñóììó äèàìåòðîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-

íèêîâ AH2H3, BH1H3 è CH1H2, ÷åðåç R è r.

12.4.7. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R âïèñàí òðåóãîëüíèê, à â êàæäûé

ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà è ìåíüøåé èç äóã

îêðóæíîñòè, âïèñàíà îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ðàäè-

óñà. Íàéäèòå ñóììó äèàìåòðîâ òð¼õ ïîëó÷èâøèõñÿ îêðóæíîñòåé

è ðàäèóñà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.
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12.4.8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

a(OM2 +OM3) + b(OM1 +OM3) + c(OM1 +OM2) = 2pR.

(b)Íåðàâåíñòâî Ýðä¼øà. Ïóñòü ha �íàèáîëüøàÿ âûñîòà òðå-

óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ha > R+ r.

12.4.9. (a) Âûâåäèòå àíàëîãè �îðìóëû Êàðíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî

è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ.

(b) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé. Ïóñòü r1 è r2 �ðàäè-

óñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è ADC, à r3 è
r4 �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD è CBD.
Äîêàæèòå, ÷òî r1 + r2 = r3 + r4.

12.4.10. Ïóñòü d, d1, d2 è d3�ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà O îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, äî öåíòðîâ åãî âïèñàííîé è âíåâïè-

ñàííûõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî

R2 =
d2 + d21 + d22 + d23

12
.

12.4.11. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó, ñî-

åäèíÿþùåìó îñíîâàíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà, òî ñóììà

ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàñ-

ñòîÿíèþ îò íå¼ äî òðåòüåé ñòîðîíû.

(b) Ïóñòü öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ëå-

æèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì îñíîâàíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ. Äîêà-

æèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà äî îäíîé èç åãî

âåðøèí ðàâíî R+ r.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

12.4.1. (a) Ïóñòü òî÷êè I è Ia ñîîòâåòñòâåííî � öåíòðû âïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû

BC, K è P � òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ñ BC, L� òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ IaP ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç I è ïàðàëëåëüíîé BC,
Q� ñåðåäèíà IL. Òàê êàê W � ñåðåäèíà îòðåçêà IIa (ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû î òðåçóáöå, ñì. çàäà÷ó 12.7.3 ï. 12.7 ¾Áèññåêòðèñû, âûñîòû
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12.8 ¾Ïîëóâïèñàííàÿ¿ îêðóæíîñòü (3

∗
).Ï.À.Êîæåâ-

íèêîâ

Ïóñòü A′
è A′′

� ñåðåäèíû äóã BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè Ω,
ñîîòâåòñòâåííî íå ñîäåðæàùåé è ñîäåðæàùåé òî÷êó A; B′

è B′′
, C ′

è C ′′
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

�àññìîòðèì îêðóæíîñòü SA (íàçîâ¼ì å¼ ïîëóâïèñàííîé), êàñà-

þùóþñÿ ñòîðîí AB, AC è îêðóæíîñòè Ω (âíóòðåííèì îáðàçîì).

Îñíîâíûìè â ýòîé ñåðèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå �àêòû:

� ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ïîëóâïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè ñî ñòîðîíàìè, ñîäåðæèò òî÷êó I;
� òî÷êà êàñàíèÿ ïîëóâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíîñòüþ Ω

ëåæèò íà ïðÿìîé A′′I.

Îñíîâíàÿ ñåðèÿ-1

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

12.8.1. Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå AI, ïðîâåä¼ííûé ÷åðåç
òî÷êó I, ïåðåñåêàåò AB è AC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

îêðóæíîñòè BKI, CLI è Ω ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå T .

12.8.2. Òî÷êè T , I, A′′
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

12.8.3. Òî÷êè T , K, C ′
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

12.8.4. Òî÷êè K, L è T ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè SA

ñ ïðÿìûìè AB, AC è îêðóæíîñòüþ Ω.

12.8.5. (a) Ïðÿìàÿ CC ′
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè TBKI.

(b) Òî÷êà T �öåíòð ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé òðå-

óãîëüíèê BKI â òðåóãîëüíèê ILC.

Îñíîâíàÿ ñåðèÿ-2

12.8.6. Ïðÿìàÿ AT ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè ñ ïîëîæèòåëü-

íûì êîý��èöèåíòîì, ïåðåâîäÿùåé îêðóæíîñòü ω â Ω.

12.8.7. Ïóñòü A1 è A2 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé

îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé BC ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
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(a) AA′
� áèññåêòðèñà óãëà TAA2;

(b) ∠BTA1 = ∠ABC. (Çàäà÷à 4.7.7 èç [GZ℄.)

12.8.8. Ïóñòü AT ïåðåñåêàåò KL â òî÷êå Z. Òîãäà ∠BZK = ∠CZL.
(Çàäà÷à 4.7.5 èç [GZ℄.)

12.8.9. Ïðÿìûå KL, TA′
è BC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè

ïàðàëëåëüíû. (È.Øàðûãèí.)

12.8.10. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ YA èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è òî÷êè YB, YC ,

îïðåäåë¼ííûå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è-1

12.8.11. Ïóñòü P �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà äóãå BA′C.
(a) Ïóñòü Pb = BB′ ∩ PC ′

, Pc = CC ′ ∩ PB′
. Òîãäà îêðóæíîñòü

PPbPc ïðîõîäèò ÷åðåç T . ([Za14℄, çàäà÷à 8.8, 2013 ã.)

(b) Ïóñòü Jb è Jc �öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-

íèêîâ PAB è PAC. Òîãäà îêðóæíîñòü PJbJc ïðîõîäèò ÷åðåç T .
(Çàäà÷à 4.7.9 èç [GZ℄.)

(
) Ïóñòü êàñàòåëüíûå ê ω èç òî÷êè P ïåðåñåêàþò BC â òî÷êàõ

U1 è U2. Òîãäà îêðóæíîñòü PU1U2 ïðîõîäèò ÷åðåç T . (Çàäà÷à 4.7.10

èç [GZ℄.)

(d) Ïóñòü ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç I ïàðàëëåëüíî áèññåêòðè-
ñàì óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè AP è BC ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ BC â òî÷-

êàõ V1 è V2 Òîãäà îêðóæíîñòü PV1V2 ïðîõîäèò ÷åðåç T . (Ñì. ÷àñò-
íûé ñëó÷àé çàäà÷è 4.7.18 èç [GZ℄.)

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è-2

Ñëåäóþùèå çàäà÷è � ïðî ¾îáîáù¼ííûå ïîëóâïèñàííûå¿ îêðóæ-

íîñòè, ò. å. îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äâóõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòè.

12.8.12. ÏóñòüD� òî÷êà íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC, è ïóñòü
S1 �îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè Ω âíóòðåííèì îáðàçîì

â òî÷êå R, à òàêæå îòðåçêîâ BD è AD â òî÷êàõ M è N ñîîòâåò-

ñòâåííî.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B,M , I, R ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(b)Ëåììà Ñàâàÿìû. ÏðÿìàÿMN ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð I âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà ABC.
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12.8.13. Ïóñòü D� òî÷êà íà îòðåçêå AC òðåóãîëüíèêà ABC; S1�

îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îòðåçêîâ BD è AD, à òàêæå îêðóæíîñòè
Ω âíóòðåííèì îáðàçîì; S2� îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îòðåçêîâ BD
è CD, à òàêæå îêðóæíîñòè Ω âíóòðåííèì îáðàçîì.

(a) Òåîðåìà Òåáî. Ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé S1 è S2 ïðîõî-

äèò ÷åðåç I.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè S1 è S2 ðàâíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà D = B2.

12.8.14. Íàéäèòå àíàëîãè ïðåäëîæåííûõ çàäà÷ äëÿ ¾ïîëóâïèñàí-

íûõ¿ è ¾îáîáù¼ííûõ ïîëóâïèñàííûõ¿ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ Ω
âíåøíèì îáðàçîì.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

�èñ. 1.5:

12.8.1. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãî �àêòà: åñëè

òî÷êè X ′
, Y ′

, Z ′
ëåæàò íà ïðÿìûõ Y Z, ZX, XY ñîîòâåòñòâåííî,

òî îêðóæíîñòè XY ′Z ′
, Y Z ′X ′

, ZX ′Y ′
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Â äàííîì ñëó÷àå òî÷êè B, C, I ëåæàò íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà AKL, ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòè BKI, CLI
è ABC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

12.8.2. Èç îêðóæíîñòåé TBKI, TCLI ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 1.5), ÷òî

∠BTI = ∠AKI = ∠ALI = ∠CTI. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî TI �áèññåê-

òðèñà óãëà BTC, ïîýòîìó TI ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó äóãè A′′
.
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12.8.14. Êîììåíòàðèé. Åñòü ¾àëãåáðàè÷åñêèå¿ ïðè÷èíû, ïî êî-

òîðûì, íàïðèìåð, âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè îáëàäàþò

ïîõîæèìè ñâîéñòâàìè. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òð¼õ

äàííûõ ïðÿìûõ, � ýòî óðàâíåíèå ëèáî âïèñàííîé, ëèáî îäíîé èç

âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, ðàçíèöà ëèøü â ãåîìåòðè÷åñêîì ðàñ-

ïîëîæåíèè. Ïîýòîìó �àêòû äëÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè çà÷àñòóþ

èìåþò ñâîåãî ¾áëèçíåöà¿ äëÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

12.9 Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà (2

∗
). Ï.À.Êî-

æåâíèêîâ

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà ãëàñèò, ÷òî öåíòðû ïðàâèëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ ïðîèçâîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-

íèêà.

Òåîðåìà Íàïîëåîíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ çà-

äà÷è 16.1.7, ï. ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ãåîìåòðèÿ¿. Â ýòîì ïóíêòå

ìû äîêàæåì äðóãîå îáîáùåíèå òåîðåìû Íàïîëåîíà.

Ïðåäëàãàåì äëÿ ðåøåíèÿ ñåðèþ çàäà÷, âíåøíå íå èìåþùèõ íè-

êàêîé ñâÿçè ñ òåîðåìîé Íàïîëåîíà. Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ëþáûìè

ìåòîäàìè, à çàòåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáîáùåíèåì òåîðåìû Íàïîëåîíà

è ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ êàê ñëåäñòâèÿ ýòîãî ñèëüíîãî �àêòà.

Ââîäíûå çàäà÷è

12.9.1. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ

ïàðàëëåëîãðàììà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.

12.9.2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè ABCD ïîñòðîåíû òðåóãîëü-

íèêè ABE è CDF òàê, ÷òî AE ‖ CF è BE ‖ DF . Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè E ëåæèò íà ñòîðîíå CD, òî F ëåæèò íà ñòîðîíå AB.

12.9.3. (a) Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç
òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæ-

íîñòü â òî÷êå C, à âòîðóþ� â òî÷êå D (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè C
è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè A). Ïóñòü M è N � ñåðåäè-

íû äóã BC è BD, íå ñîäåðæàùèõ òî÷êó A, à K � ñåðåäèíà îòðåçêà
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Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îáîáù¼ííîé òåîðåìû

Íàïîëåîíà

×åðåç ∠(~a,~b) áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë ïîâîðîòà îò âåêòîðà ~a 6= −→
0

äî âåêòîðà

~b 6= −→
0 , îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò

óãîë îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πk, k ∈ Z. Íàïðè-
ìåð, ðàâåíñòâî ∠(~a,~b) ≡ 0 (mod 2π) îçíà÷àåò, ÷òî ∠(~a,~b) = 2kπ äëÿ

íåêîòîðîãî k ∈ Z.

12.9.9.* Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ

òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû òàêèå òðåóãîëüíèêè (âîçìîæíî, âû-

ðîæäåííûå) BCA1, CAB1, ABC1, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

1) ∠(−−→A1B,
−−→
A1C) + ∠(−−→B1C,

−−→
B1A) + ∠(−−→C1A,

−−→
C1B) ≡ 0 (mod 2π);

2) AB1 ·BC1 · CA1 = BA1 · CB1 ·AC1.
Òîãäà óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ

∠(−−−→A1C1,
−−−→
A1B1) ≡ ∠(−−→BC1,

−−→
BA) + ∠(−→CA,

−−→
CB1) (mod 2π);

∠(−−−→B1A1,
−−−→
B1C1) ≡ ∠(−−→CA1,

−−→
CB) + ∠(−−→AB,

−−→
AC1) (mod 2π);

∠(−−−→C1B1,
−−−→
C1A1) ≡ ∠(−−→AB1,

−→
AC) + ∠(−−→BC,

−−→
BA1) (mod 2π).

Ïðèìå÷àíèå. Â òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà A1 îòëè÷íà

îò B, C, B1, C1 è ò. ä. Îäíàêî äîïóñêàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû êàêèõ-òî

èç òðåóãîëüíèêîâ BCA1, CAB1, ABC1 è A1B1C1 ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé òðåóãîëüíèê

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, à åãî óãëû ñ÷èòàþò ðàâíûìè (ñ òî÷íîñòüþ

äî 2π) 0, 0 è π.
Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé 1 è 2 óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 çàâèñÿò ëèøü îò óãëîâ

òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC, è íå

çàâèñÿò îò óãëîâ ñàìîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Óñëîâèå òåîðåìû ìî-

æåò áûòü îïèñàíî òàêæå òàêèì èçÿùíûì îáðàçîì (ñì. [Bel℄): ïóñòü

äàíû òî÷êè M,N,P, T è íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ñòðîÿòñÿ

òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1, CAB1, ïîäîáíûå ñ ñîõðàíåíèåì îðè-

åíòàöèè ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì MNT , NPT , PMT . Äåé-
ñòâèòåëüíî, âûïîëíåíèå óñëîâèé 1 è 2 â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåò-

ñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òðåóãîëüíèêè ABC1,
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13.6 Òåîðåìû Ïòîëåìåÿ è Êåçè (3

∗
). À.Ä.Áëèíêîâ,

À.À. Çàñëàâñêèé

13.6.1 Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ

13.6.1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A,
B, C, D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ

AB · CD +AD · BC > AC ·BD.

(b) Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðà-

âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ABCD�âïèñàííûé ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê.

13.6.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îáîçíà÷èì |BC| = a,
|AC| = b. Íàéäèòå |AB|, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
△ABC, ðàâåí R.

13.6.3. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàí-

íóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå W .

(a) Âûðàçèòå îòíîøåíèå AW/IW , ãäå I �öåíòð îêðóæíîñòè,

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ÷åðåç äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî AW > AB+AC
2 .

13.6.4. Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âî

âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåí êâàäðàò, O� åãî öåíòð. Íàéäèòå |OC|,
åñëè a è b�êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

13.6.5. Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P .
(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà îêðóæíîñòè, òî ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî îäíîé èç âåðøèí

òðåóãîëüíèêà ðàâíî ñóììå ðàññòîÿíèé äî äâóõ äðóãèõ âåðøèí.

(b) Òåîðåìà Ïîìïåéþ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P , íå ëåæàùåé íà

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, èç îòðåçêîâ PA, PB, PC ìîæíî ñîñòàâèòü

òðåóãîëüíèê.

13.6.6. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè X, âûáðàííîé âíå êâàäðàòà,

äî äâóõ åãî áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ âåðøèí ðàâíà m. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàññòîÿíèé îò X äî äâóõ äðóãèõ âåðøèí

êâàäðàòà.
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13.6.7. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD âïèñàííîãî

÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî ∠ABD = ∠MBC. Äîêà-
æèòå, ÷òî ∠BCA = ∠NCD. (Êóáîê Êîëìîãîðîâà, 1999 ã.)

13.6.8. (a) Òî÷êè A, B, C è D�÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû

ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

1
AB = 1

AC + 1
AD .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî

1
sin(π/7) =

1
sin(2π/7) +

1
sin(3π/7) .

13.6.9. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF èçâåñòíî, ÷òî AB =
BC = a, CD = DE = b, EF = FA = c. Äîêàæèòå, ÷òî a

BE + b
AD +

c
CF > 3

2 .

13.6.10. Ñòîðîíû âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíû a, b, c, d.
Íàéäèòå åãî äèàãîíàëè.

13.6.11. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ïòîëåìåÿ �îðìóëó Êàðíî (ñì. ï. 12.4

¾Ôîðìóëà Êàðíî¿).

13.6.2 Òåîðåìà Êåçè

13.6.12. Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ïòîëåìåÿ, èëè òåîðåìà Êåçè.

(a) Äàíû ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãà, îãðàíè÷åííûõ îêðóæíî-

ñòÿìè α, β, γ, δ. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ èõ âíåø-
íèì îáðàçîì, èëè ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ èõ âñåõ òàê, ÷òî êðóãè ëåæàò

îòíîñèòåëüíî íå¼ â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

lαβ lγδ + lαδlβγ = lαγ lβδ,

ãäå lαβ �äëèíà îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòÿì α, β
è ò. ä.

(b) Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Êåçè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìàÿ

îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ íåêîòîðûõ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âíóòðåí-

íèì îáðàçîì.

13.6.13. Ñ�îðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå Êåçè,

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

(a) îäíà;

(b) äâå èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäàþòñÿ â ïðÿìûå;

(
) êàêèå-òî èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè.
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13.6.14. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òà-

êèå òî÷êè X, Y , ÷òî XY ‖ AB. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç X, Y è êàñàþùàÿñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì

âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà, âïèñàííûõ â óãëû A è B.

13.6.15. Äîêàæèòå òåîðåìó Ôåéåðáàõà: îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, êàñàåòñÿ åãî âïèñàííîé

è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

13.6.16. Äîêàæèòå, ÷òî òðè îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñà-

åòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-

óãîëüíèêà è âíåøíèì îáðàçîì äâóõ äðóãèõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.

13.6.17. Äàíû äâå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå îäíà âíå äðóãîé. Ïðîèç-

âîëüíàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ èõ îäèíàêîâûì îáðàçîì, ïåðåñå-

êàåò îäíó èç èõ îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ A è A′
,

à äðóãóþ� â òî÷êàõ B è B′
. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïðÿìûõ AB, AB′

,

A′B, A′B′
íàéäóòñÿ äâå, ïàðàëëåëüíûå îáùèì âíåøíèì êàñàòåëü-

íûì ê äàííûì îêðóæíîñòÿì.

13.6.18. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè a1 è a2. Êàæäàÿ
èç îêðóæíîñòåé b1 è b2 êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè a1
è âíóòðåííèì� a2, à êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé c1 è c2 êàñàåòñÿ âíóò-
ðåííèì îáðàçîì îáåèõ îêðóæíîñòåé a1 è a2. Îêàçàëîñü, ÷òî îêðóæ-
íîñòè b1, b2 ïåðåñåêàþò c1, c2 â âîñüìè òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè

òî÷êè ëåæàò íà äâóõ îêðóæíîñòÿõ èëè ïðÿìûõ, îòëè÷íûõ îò b1, b2,
c1, c2. (Â.Ïðîòàñîâ, III Îëèìïèàäà èì. È.Ô.Øàðûãèíà.)

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

13.6.1. Ñäåëàéòå èíâåðñèþ ñ öåíòðîì A è âîñïîëüçóéòåñü óòâåð-

æäåíèÿìè çàäà÷ 14.10.2, 14.10.5. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ïòîëå-

ìåÿ âåðíî äàæå äëÿ òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè.

13.6.2. Îòâåò:

a
√
4R2−b2+b

√
4R2−a2

2R .

Ïðîâåäèòå äèàìåòð CD è ïðèìåíèòå ê ïîëó÷åííîìó ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêó òåîðåìó Ïòîëåìåÿ.
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14 �åîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðà�å çàäà÷è ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà

íîâûå ïîíÿòèÿ (ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé) èñïîëüçîâàëèñü

äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðåñíûõ çàäà÷, �îðìóëèðóåìûõ áåç ýòèõ ïîíÿòèé,

è òîëüêî ïîòîì ýòè íîâûå (íî óæå ìîòèâèðîâàííûå) ïîíÿòèÿ èçó-

÷àëèñü ñàìè ïî ñåáå.

Ïîäðîáíåå î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñì., íàïðèìåð,

[Za03℄ (òåîðåìà Øàëÿ � � 1.2, ïîäîáèå è ãîìîòåòèÿ � � 1.3, à��èí-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãë. 2, ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãë. 3, èí-

âåðñèÿ � ãë. 4, êîìïëåêñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâèæåíèé è ïîäîáèé �

� 6.1, êîìïëåêñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíâåðñèè � � 6.2), [Pr95℄ è [Ya75℄.

14.1 Ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèé. (1) À.Ä.Áëèíêîâ

Ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè O íà óãîë ϕ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþùåå òî÷êó O íà ìåñòå è ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ

îòëè÷íóþ îò O òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó X ′
, ÷òî |OX| = OX ′

è îðè-

åíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

−−→
OX è

−−→
OX ′

ðàâåí ϕ. Ïîâîðîò
íà 180◦ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé.

Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð

−→m íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó X ′
, ÷òî−−→

XX ′ = −→m.

Îñåâîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l íàçûâàåòñÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó

X ′
, ÷òî XX ′ ⊥ l è òî÷êè X, X ′

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé

l è ðàâíîóäàëåíû îò íå¼.

14.1.1.

◦
Ïàðàëëåëîãðàìì èìååò ðîâíî ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè. Êàêîå

èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíî?

1) ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, îòëè÷íûé îò êâàäðàòà;

2) ýòî ðîìá, îòëè÷íûé îò êâàäðàòà;

3) ýòî êâàäðàò;

4) òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììà íå ñóùåñòâóåò.

14.1.2.

◦
Òðåóãîëüíèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè. Êàêîå èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé âåðíî?
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�èñ. 1.41:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ, ïåðåâîäÿ-

ùàÿ îòðåçîê AA′
â [BB′], ïðè÷¼ì O� å¼ öåíòð.

Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ, à α�óãîë ìåæäó

íèìè. Òàê êàê ïðè ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì O îáðàçîì òî÷-

êè A ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B, îòðåçîê AB äîëæåí áûòü ¾âèäåí¿ èç òî÷êè

O ïîä óãëîì α. Ñëåäîâàòåëüíî, O ëåæèò íà äóãå îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà APB. Àíàëîãè÷íî îòðåçîê A′B′
äîëæåí

áûòü ¾âèäåí¿ èç òî÷êè O ïîä óãëîì α, çíà÷èò, òî÷êà O ëåæèò íà

äóãå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A′PB′
. Òàêèì îá-

ðàçîì, O�âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Åñëè ïîñòðîåííûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, çíà÷èò, îáå òî÷êè ïðî-

õîäÿò ÷åðåç P îäíîâðåìåííî. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà P ñàìà áóäåò

èñêîìîé.

14.5 Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ (2). Ï.À.Êîæåâíèêîâ

14.5.1 Ââîäíûå çàäà÷è: íåìíîãî î âåëîñèïåäèñòàõ

14.5.1. Ïî äâóì îêðóæíîñòÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êàõ P è Q, îä-
íîâðåìåííî íà÷àëè äâèæåíèå èç òî÷êè P ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâ-

íûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè äâà âåëîñèïåäèñòà A è B.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB âñ¼ âðåìÿ ïðîõîäèò ÷åðåç Q.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè PAB âñ¼ âðåìÿ ïîäîáíû äðóã

äðóãó è òðåóãîëüíèêó PO1O2, ãäå O1 è O2 �öåíòðû îêðóæíîñòåé.

(
) Íàéäèòå �ÌÒ (òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ) ñåðåäèí îòðåçêîâ AB;
öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PAB; ëþáûõ ñîîò-
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âåòñòâåííûõ òî÷åê ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ PAB.
(d) Çàäà÷à î âåëîñèïåäèñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî A è B âñ¼ âðåìÿ

ðàâíîóäàëåíû îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè. (Ñì. [VSh℄.)

14.5.2. Ïî òð¼ì îêðóæíîñòÿì, èìåþùèì îáùóþ òî÷êó O è ïîïàð-

íî ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ P , Q è R, îäíîâðåìåííî íà÷àëè

äâèæåíèå èç òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêî-

ðîñòÿìè òðè âåëîñèïåäèñòà A, B è C.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ABC ïîäîáíû ìåæäó ñîáîé

è òðåóãîëüíèêó O1O2O3, ãäå O1, O2 è O3 �öåíòðû îêðóæíîñòåé.

(b) Êàêîâà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêà ABC?

14.5.3. Äâà âåëîñèïåäèñòà P è Q åäóò ðàâíîìåðíî ïî äâóì ïðÿìûì,

ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå O.
(a) Íàéäèòå òðàåêòîðèþ ñåðåäèíû îòðåçêà PQ.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñêîðîñòè âåëîñèïåäèñòîâ ðàâíû, òî ñå-

ðåäèíà äóãè (îäíîé èç äóã) PQ îêðóæíîñòè OPQ íåïîäâèæíà.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåëîñèïåäèñòû ïðîõîäÿò O íå îäíîâðå-

ìåííî, òî îêðóæíîñòè OPQ èìåþò âòîðóþ îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ

îò O.

14.5.4. Äàí �èêñèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïî ïðÿìûì BC,
CA, AB åäóò ñîîòâåòñòâåííî âåëîñèïåäèñòû P , Q, R òàê, ÷òî óãëû

ìåæäó RP è PQ, PQ è QR, QR è RP �èêñèðîâàííûå.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé RAQ, RBP ,
PCQ íåïîäâèæíà.

(b) Íàéäèòå �ÌÒ öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíè-

êîâ PQR.

14.5.2 Îñíîâíûå çàäà÷è

14.5.5. Òðè âåëîñèïåäèñòà P , Q è R åäóò ðàâíîìåðíî ïî òð¼ì ïðÿ-

ìûì. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûå äâà ìîìåíòà âðåìåíè òðåóãîëü-

íèê PQR áûë ïîäîáåí ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè �èêñèðîâàííîìó

òðåóãîëüíèêó XY Z. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

14.5.6. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê PQR
(P ∈ BC, Q ∈ CA, R ∈ AB, ∠P = ∠A, ∠Q = ∠B, ∠R = ∠C).
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(a) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà PQR.

(b) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

SABC
SPQR

.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

PQR ðàâíîóäàë¼í îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòðà

òðåóãîëüíèêà ABC.

14.5.7. ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäÿòñÿ òðè ïðîèç-

âîëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå da, db, dc. Ïðÿìûå d′a, d
′
b, d

′
c, ñèì-

ìåòðè÷íûå da, db, dc îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî, îá-

ðàçóþò òðåóãîëüíèê XY Z. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

14.5.8. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû BC è AD
êîòîðîãî ðàâíû, íî íå ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü E è F � âíóòðåííèå òî÷-

êè îòðåçêîâ BC è AD ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

BE = DF . Ïðÿìûå AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðÿìûå
BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF è AC ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà òî÷åê
E, F îêðóæíîñòè PQR èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò P . (Ñì.
[IMO℄, 2005 ã.)

14.5.9. Ïóñòü O è I �öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè D, E è F âûáðàíû íà

ñòîðîíàõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BD + BF = CA
è CD + CE = AB. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BDF
è CDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ D è P . Äîêàæèòå, ÷òî OP = OI.
(Ñì. [IMO℄, 2012 ã.)

14.5.3 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

14.5.10. Âïèøèòå â äàííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ðàâíîñòî-

ðîííèé òðåóãîëüíèê 
 ìèíèìàëüíîé ñòîðîíîé.

14.5.11. Íà ïîë ïîëîæèëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûïè-
ëåííûé èç �àíåðû. Â ïîë âáèëè òðè ãâîçäÿ (ïî îäíîìó âïëîòíóþ

ê êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà) òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê íåâîçìîæíî

ïîâåðíóòü, íå îòðûâàÿ îò ïîëà. Ïåðâûé ãâîçäü äåëèò ñòîðîíó AB
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â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû A, à âòîðîé äåëèò ñòîðîíó

BC â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû B. Â êàêîì îòíîøåíèè

äåëèò ñòîðîíó AC òðåòèé ãâîçäü? (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

îëèìïèàäà 1998 ã.)

14.5.12. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèêM ìîæíî ïîìåñòèòü â òðåóãîëü-

íèê T . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îäíà èç ñòîðîí

ìíîãîóãîëüíèêà M ëåæàëà íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T .

Ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå Hk,ϕ
O := Hk

O◦
Rϕ

O.

14.5.13. (a) Îêðóæíîñòè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïóñòü
H �ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå A, ïåðåâîäÿùàÿ α â β.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ α òî÷êà H(X) ïîëó÷åíà ïåðå-
ñå÷åíèåì ïðÿìîé BX ñ îêðóæíîñòüþ β. (Ñì. [Pr95, 19.27℄.)

(b) Îêðóæíîñòè S1, . . . , Sn ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O. Êóçíå÷èê
èç òî÷êè Xi ∈ Si ïðûãàåò â òî÷êó Xi+1 ∈ Si+1 òàê, ÷òî ïðÿìàÿ

XiXi+1 ïðîõîäèò ÷åðåç âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé Si

è Si+1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå n ïðûæêîâ (ñ S1 íà S2, . . . , ñ Sn íà S1)

êóçíå÷èê âåðí¼òñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó. (Ñì. [Pr95, 19.28℄.)

(
) Ïóñòü êîíöû îòðåçêîâ AB è CD ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à P �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Öåíòðîì ïîâîðîòíîé ãîìîòå-

òèè, ïåðåâîäÿùåé AB â CD, ÿâëÿåòñÿ (îòëè÷íàÿ îò P ) òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ACP è BDP . (Ñì.
[Pr95, 19.41 (á)℄.)

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

14.5.1. (a) Èç ðàâåíñòâà óãëîâûõ ñêîðîñòåé ñëåäóåò, ÷òî ∠(PQ,QA) =
∠(PQ,QB).

(b) Óãîë ∠(BA,AP ) = ∠(QA,AP ) ïîñòîÿííûé è ðàâåí ∠(O2O1, O1P ).

(
) ÅñëèM � ñåðåäèíà AB, òî ∠(QM,MP ) ïîñòîÿííûé, ïîýòîìó
M äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè Γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è Q.

Ïóñòü N �ëþáàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà PAB (â íåêîòîðûé �èê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò). �àññìîòðèì ïîâîðîòíóþ ãîìîòåòèþ (ñì. îïðå-

äåëåíèå ïåðåä çàäà÷åé 14.5.13) ñ öåíòðîì P , ïåðåâîäÿùóþ A â N .
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15.3 Ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå (2).À.À.�àâðèëþê, Ï.À.Êî-

æåâíèêîâ

Òðàäèöèîííî ïðè èçó÷åíèè ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñóùåñòâåí-

íî èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìû æå äå-

ëàåì ïîïûòêó ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîëÿðíûì ñîîòâåòñòâèåì è ïðèìå-

íåíèåì åãî ñâîéñòâ áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

Ââåä¼ì íóæíûå íàì îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü íà ïëîñ-

êîñòè �èêñèðîâàíû òî÷êà O è îêðóæíîñòü ω ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â O.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè X 6= O íà ëó÷å OX ñòðîèì òàêóþ òî÷êó X ′

,

÷òî OX · OX ′ = R2
. (�îâîðÿò, ÷òî X ′

è X èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè ω.) ×åðåç òî÷êó X ′
ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ x, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíóþ OX ′
. Ïðÿìàÿ x íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè X, à òî÷êà X

íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïðÿìîé x. Ñîîòâåòñòâèå X ↔ x ÿâëÿåòñÿ âçà-

èìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó òî÷êàìè, îòëè÷íûìè îò O,
è ïðÿìûìè, íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç O. Ýòî ñîîòâåòñòâèå è íàçûâà-

åòñÿ ïîëÿðíûì ñîîòâåòñòâèåì.

Íèæå ìû îáîçíà÷àåì òî÷êè, îòëè÷íûå îò O (ïîëþñû), áîëüøèìè

ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à èõ ïîëÿðû� ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëåíüêè-

ìè áóêâàìè: A ↔ a, B ↔ b, C ↔ c, . . .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà è ââîäíûå çàäà÷è

Óñòàíîâèòå äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Ï1. Äâîéñòâåííîñòü. Âêëþ÷åíèå A ∈ b âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà B ∈ a, ò. å. ïîëÿðà ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì

ìåñòîì ïîëþñîâ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼ ïðÿìûõ.

Ï2.* Ïóñòü äâå ïðÿìûå m è l, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó A /∈ ω, ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ M1, M2 è L1, L2. Òîãäà M1L1∩
M2L2 ∈ a èëè M1L1 ‖ M2L2 ‖ a.

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå �àêòû.

B1. Åñëè A ∈ ω, òî a� ýòî êàñàòåëüíàÿ ê ω, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç A.

B2. Åñëè òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíå îêðóæíîñòè ω, òî a ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ñ ω êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ÷åðåç A.
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B3. Åñëè O,A,B íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî a ∩ b ↔ AB.

B4. Òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a, b, c ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè ïàðàëëåëüíû.

Îñíîâíûå çàäà÷è

15.3.1.

◦
Äàíû îêðóæíîñòü è å¼ õîðäà AB. �äå ëåæèò òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ ïîëÿð òî÷åê A è B?

1) âíóòðè îêðóæíîñòè; 2) âíå îêðóæíîñòè; 3) íà îêðóæíîñòè.

15.3.2.

◦
Ïóñòü C � ñåðåäèíà õîðäû AB. Òîãäà ïîëÿðà òî÷êè C

1) ïàðàëëåëüíà AB;

2) ïåðïåíäèêóëÿðíà AB;
3) êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè.

15.3.3.

◦
Ïðè ïîëÿðíîì ñîîòâåòñòâèè îòíîñèòåëüíî âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè òðåóãîëüíèê ïåðåõîäèò

1) â ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê;

2) â îðòîòðåóãîëüíèê;

3) â òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òî÷êàìè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ âïè-

ñàííîé îêðóæíîñòüþ.

15.3.4. Äàíû îêðóæíîñòü ω è ïðÿìàÿ l, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê.
Èç òî÷êè X, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé l, ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëü-

íûå XA,XB ê ω. Äîêàæèòå, ÷òî âñå õîðäû AB èìåþò îáùóþ òî÷êó.

15.3.5. Ñèììåòðè÷íàÿ áàáî÷êà. (a) Äàíà òî÷êà A íà äèàìåòðå

BC ïîëóîêðóæíîñòè ω. Òî÷êè X,Y íà ω òàêîâû, ÷òî ∠XAB =
∠Y AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XY ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè

ïàðàëëåëüíû.

(b) Òî÷êè A è A′
èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω, ïðè-

÷¼ì òî÷êà A′
ðàñïîëîæåíà âíóòðè ω. ×åðåç A′

ïðîâîäÿòñÿ õîð-

äû XY . Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííîé è îäíîé èç âíåâïèñàí-

íûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà AXY �èêñèðîâàííû. (Ñ.Ìàðêåëîâ,

ñì. [Sh97℄.)

15.3.6. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèìåäèàíû. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííûå ÷åðåç òî÷êè B
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è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî AP � ñèìåäèàíà (ò. å.

ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ìåäèàíå AM îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óã-

ëà A).

15.3.7. �àðìîíè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëü-

íèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ω. Èçâåñòíî, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω,
ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BD èëè ïà-

ðàëëåëüíû BD. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω, ïðîâåä¼ííûå â òî÷-
êàõ B è D, ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC èëè ïàðàëëåëüíû AC.

Â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, ó êî-
òîðîãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB
è CD� â òî÷êå R, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí BC è DA� â òî÷êå Q.

15.3.8. Âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê

ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòâ¼ðêà
òî÷åê O, P , Q, R îðòîöåíòðè÷åñêàÿ (ò. å. êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â îñòàâøèõñÿ òð¼õ òî÷êàõ).

15.3.9. Îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê

ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè; K, L, M , N � òî÷êè êàñàíèÿ

ñ îêðóæíîñòüþ ñòîðîí AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî; ïðÿìûå

KL èMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, à ïðÿìûå LM è NK � â òî÷êå T .

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Q, R, S, T ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî KM è LN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P .

15.3.10. Âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.×åòûð¼õóãîëü-

íèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì I è âïèñàí â îêðóæ-
íîñòü Ω ñ öåíòðîì O.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî O, I, P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(b) Çà�èêñèðóåì ω è Ω è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêè ABCD, îïèñàííûå îêîëî îêðóæíîñòè ω è âïèñàííûå

â îêðóæíîñòü Ω. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ ÷åòûð¼õóãîëüíè-

êîâ òî÷êè P ñîâïàäàþò, à òàêæå ÷òî ïðÿìûå QR ñîâïàäàþò.

Êîììåíòàðèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîíñåëå åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäèí ÷åòûð¼õóãîëüíèê, îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè ω è âïè-

ñàííûé â îêðóæíîñòü Ω, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêîâ.
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16.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà êîìïëåêñ-

íîìó ÷èñëó z = x + yi ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïëîñêîñòè Z ñ êîîð-

äèíàòàìè (x, y). Ïðè ýòîì ìîäóëü ÷èñëà z ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò Z
äî íà÷àëà êîîðäèíàò O, à àðãóìåíò ðàâåí îðèåíòèðîâàííîìó óãëó

ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è âåêòîðîì

−→
OZ, ò. å.

óãëó, íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îñü Ox,
÷òîáû ñîâìåñòèòü å¼ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ñ íàïðàâëåíèåì

âåêòîðà

−→
OZ. Îñè Ox è Oy íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé

îñÿìè.

16.1.1. (Çàãàäêà.) Âûÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñëîæåíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.

16.1.2. (a) Êàêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî iz èç ÷èñëà z?

(b) (Çàãàäêà.) Îáîçíà÷èì eiϕ := cosϕ + i sinϕ. Êàêîâ ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ íà eiϕ? À íà reiϕ, ãäå r� âåùåñòâåííîå

÷èñëî (ñì. îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû êîìïëåêñíîãî

÷èñëà â ï.4.5

(
) Âûðàçèòå ÷èñëî w, ïîëó÷åííîå èç ÷èñëà z ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî öåíòðà z0, ÷åðåç z, z0 è ϕ.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè (ñ ðàçëè÷-

íûìè öåíòðàìè) � ïîâîðîò èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

(e) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå (z3 − z1)/(z2 − z1) âåùåñòâåííî.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à 16.1.2 (b) ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ �îðìóë ñëîæåíèÿ. Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü íà-

îáîðîò: ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ãåîìåòðè÷åñêè, äîêàçàòü, ÷òî ïðè óìíî-

æåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû

ñêëàäûâàþòñÿ, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷èòü äîêà-

çàòåëüñòâî �îðìóë ñëîæåíèÿ, íå òðåáóþùåå ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ

ñëó÷àåâ.

16.1.3.

◦
Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè çàäà¼òñÿ �îðìóëîé z 7→

2z + 2?
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Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè òð¼õ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé

ïðÿìîé. Ïóñòü òî÷êè 0, 1 è i ïåðåõîäÿò â z0, z1, z2 ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ �îðìóëîé òðåáóåìîãî âèäà,

â êîòîðîé c = z0, a = (z1 + z2 − 2z0)/2, b = (z1 − z2)/2. Èç òîãî, ÷òî
z0, z1, z2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ñëåäóåò, ÷òî |a| 6= |b|.

16.1.7. Ïóñòü ε = cos 2π
n + i sin 2π

n . Òîãäà òî÷êè 1, ε, ε2, . . . , εn−1

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ñîãëàñíî ïðåäû-

äóùåé çàäà÷å ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíàìè äàííîãî ìíîãîóãîëü-

íèêà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè aεk + bε−k, k = 0, 1, . . . , n − 1. Çíà÷èò, öåíòð
k-ãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà zk óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó aεk+1 +
bε−k−1−zk = ε(aεk+bε−k−zk). Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî zk îáðà-
çóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ çíàìåíàòåëåì ε, ò. å. ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

16.2 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è êðóãîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå êðóãîâîé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå îáîáù¼ííûå

îêðóæíîñòè, íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì. Ïðîèçâîëüíîå îòëè÷íîå îò ïî-

äîáèÿ êðóãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê êîì-

ïîçèöèÿ èíâåðñèè è äâèæåíèÿ.

16.2.1.

◦
×åòâ¼ðêà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, z3, z4 óäîâëåòâîðÿåò ðà-

âåíñòâó

(z1−z3)(z2−z4)
(z1−z4)(z2−z3)

= 2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷åòâ¼ðêå òî÷åê ïëîñ-
êîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëàì z1, z2, z3, z4?

1) Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.

2) Îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà îäíîé îêðóæíîñòè.

3) Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 0z1z2 ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

0z3z4 (òî÷êà 0�íà÷àëî êîîðäèíàò).

16.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ êðóãîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàäà¼òñÿ äðîá-

íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé âèäà f(z) = (az + b)/(cz + d) èëè f(z) =
(az̄ + b)/(cz̄ + d), ãäå ad− bc 6= 0.

16.2.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ øåñòè ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B, C,
A′
, B′

, C ′
ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êðóãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâî-

äÿùèõ A â A′
, B â B′

, C â C ′
.
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Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûð¼õ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b, c, d, ãäå
a 6= d, b 6= c, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a, b, c, d) = (a−c)(b−d)

(a−d)(b−c) .

16.2.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííûõ âîñüìè ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B,
C, D; A′

, B′
, C ′

, D′
êðóãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå A â A′

,

B â B′
, C â C ′

, D â D′
, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′) èëè (a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′).

16.2.5. Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC è A′B′C ′
. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ òðåóãîëüíèê ABC â òðåóãîëüíèê,

ðàâíûé A′B′C ′
.

16.2.6. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ åãî âåðøèíû â âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà,

ïðè÷¼ì âñå ïàðàëëåëîãðàììû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêèõ èí-

âåðñèé, ïîäîáíû.

Ñì. òàêæå çàäà÷ó 14.10.4 (
) ï. ¾Èíâåðñèÿ¿.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

16.2.7. (a) Ïóñòü a, b, c�êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íå

ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êàì A, B, C; f(z) = (z−a)(z−b)(z−c).
Äîêàæèòå, ÷òî äâå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì ïðîèçâîäíîé

f ′(z), èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

(b)

∗
Ýëëèïñîì Øòåéíåðà òðåóãîëüíèêà ABC íàçûâàåòñÿ ýë-

ëèïñ íàèáîëüøåé ïëîùàäè, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Äîêà-

æèòå, ÷òî �îêóñû ýëëèïñà Øòåéíåðà ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì ïðîèç-

âîäíîé f ′(z).

16.2.8. Ïóñòü a, b, c�êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-

êàì A, B, C, ïðè÷¼ì |a| = |b| = |c| = 1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Z1,

Z2 èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

z1 + z2 + abcz̄1z̄2 = a+ b+ c.
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ñòîðîíàõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî äèà-

ãîíàëåé, çà èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ.

Äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà îòâåò î÷åâèäåí.

Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD äàííîãî ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêà, îòëè÷íîãî îò ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðèñ. 1.54 á ). Òîãäà

SABP + SCDP = SABQ + SCDQ = SABCD/2.
Åñëè òî÷êà M ëåæèò âíóòðè ABCD íà PQ, òî SAPM = SCPM

(òàê êàê òî÷êè A è C ðàâíîóäàëåíû îò PM) è SBPM = SDPM (òàê

êàê òî÷êè B è D ðàâíîóäàëåíû îò PM). Òàêèì îáðàçîì, SABM +
SCDM = SABP + SCDP + SAPM + SBPM − SCPM − SDPM = SABP +
SCDP = SABCD/2 = SADM + SBCM .

Åñëè òî÷êà M íå ëåæèò íà óêàçàííîì îòðåçêå, òî, äåéñòâóÿ àíà-

ëîãè÷íî, ïðîâåðÿåì, ÷òî óêàçàííîå â óñëîâèè ðàâåíñòâî íå âûïîë-

íÿåòñÿ.

17.3 Ïîñòðîåíèÿ. ßùèê èíñòðóìåíòîâ (2). À.À.�àâ-

ðèëþê

Ïðè èçó÷åíèè ìàòåðèàëà ýòîãî ðàçäåëà æåëàòåëüíî çíàêîìñòâî

ñ � 13 ¾Îêðóæíîñòü¿ è ðåêîìåíäîâàííîé â íåì ëèòåðàòóðîé.

17.3.1. (a) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ

äàí îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòå åãî ïîïîëàì.

(b) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ äàí

îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè óäâîéòå åãî.

(
) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ äàí

îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòå åãî íà n ðàâíûõ ÷à-

ñòåé.

Ñð. ñ çàäà÷åé 14.9.5 ï. ¾Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è ïðîåêòèâíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ".

17.3.2. Äàíû îêðóæíîñòü ω, å¼ äèàìåòð AB è òî÷êà X. Ñ ïîìîùüþ

îäíîé ëèíåéêè ïîñòðîéòå ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè X íà AB, åñëè
òî÷êà X ëåæèò

(a) íå íà îêðóæíîñòè; (b) íà îêðóæíîñòè.

17.3.3. Äàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êà X. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè

ïîñòðîéòå (âñå âîçìîæíûå) êàñàòåëüíûå, ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè X
ê îêðóæíîñòè, åñëè òî÷êà X ëåæèò



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 485

(a) âíå îêðóæíîñòè; (b) íà îêðóæíîñòè.

17.3.4. Ïðè ïîìîùè òîëüêî öèðêóëÿ ïîñòðîéòå îáðàç äàííîé òî÷êè

X ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè ω.

17.3.5. Äàíà îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè. Ñ ïîìîùüþ äâóñòîðîííåé

ëèíåéêè ïîñòðîéòå å¼ öåíòð. (Ñ ïîìîùüþ äâóñòîðîííåé ëèíåéêè

ìîæíî ïðîâîäèòü ïðÿìóþ ÷åðåç äâå òî÷êè, ïðîâîäèòü ïðÿìóþ, ïà-

ðàëëåëüíóþ ïðîâåä¼ííîé ðàíåå ïðÿìîé è îòñòîÿùóþ îò íå¼ íà ðàñ-

ñòîÿíèå, ðàâíîå øèðèíå ëèíåéêè, à òàêæå ïðîâîäèòü ÷åðåç äâå òî÷-

êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå øèðèíû ëèíåéêè, äâå

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî øèðèíå

ëèíåéêè.)

17.3.6. Äàíû ïðÿìàÿ l è îòðåçîê OA, åé ïàðàëëåëüíûé. Ñ ïîìî-

ùüþ äâóñòîðîííåé ëèíåéêè ïîñòðîéòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l
ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà OA è ñ öåíòðîì â òî÷êå O.

17.3.7. Ïðè ïîìîùè òîëüêî öèðêóëÿ ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, ïðî-

õîäÿùóþ ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè.

17.3.8. Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ

òð¼õ äàííûõ, ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà ïîñòðîåíèåì áóäåì íàçû-

âàòü íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ îïå-

ðàöèé:

� ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äâå äàííûå èëè

ðàíåå ïîñòðîåííûå òî÷êè;

� ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A è ðà-

äèóñîì BC, ãäå A, B, C �äàííûå èëè ðàíåå ïîñòðîåííûå òî÷êè;

� íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äàííûõ èëè ðàíåå ïîñòðîåííûõ

ëèíèé (ïðÿìûõ èëè îêðóæíîñòåé).

Â ïîñëåäóþùèõ òåîðåìàõ íèêàêèå äðóãèå îïåðàöèè íå ðàçðå-

øàþòñÿ (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çàäà÷, ãäå ðàçðåøåíà, íàïðè-

ìåð, îïåðàöèÿ ¾âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó óæå ïîñòðîåííîãî ìíî-

æåñòâà¿). Â ÷àñòíîñòè, åñëè èçíà÷àëüíî íå äàíû õîòÿ áû äâå òî÷êè,

íè÷åãî ïîñòðîèòü íåëüçÿ.



486 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

17.3.9.* Òåîðåìà. Îòðåçîê äëèíû a ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì

è ëèíåéêîé, èìåÿ îòðåçîê äëèíû 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñ-
ëî a ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé,
óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êâàäðàòíûõ

êîðíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

17.3.10.* Òåîðåìà (Ìîð�Ìàñêåðîíè). Ëþáîå ïîñòðîåíèå, îñóùå-

ñòâèìîå öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ìîæíî îñóùåñòâèòü îäíèì öèðêóëåì

(ïðÿìàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè ïîñòðîåíû äâå ðàçëè÷íûå ëå-

æàùèå íà íåé òî÷êè, ñì. [Fu87℄).

17.3.11.* Òåîðåìà (Øòåéíåð). Ëþáîå ïîñòðîåíèå, îñóùåñòâèìîå

öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ìîæíî îñóùåñòâèòü îäíîé ëèíåéêîé, åñëè

íà÷åð÷åíà îäíà îêðóæíîñòü è îòìå÷åí å¼ öåíòð (îêðóæíîñòü ñ÷è-

òàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè ïîñòðîåíû å¼ öåíòð è ëåæàùàÿ íà íåé

òî÷êà, ñì. [Smo℄).

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà.

17.3.12.

◦
Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè Ìîðà�Ìàñêåðîíè èØòåéíåðà, îïðå-

äåëèòå, êàêèå èíñòðóìåíòû íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà äàí-

íîé îêðóæíîñòè.

1) öèðêóëü è ëèíåéêà; 2) òîëüêî ëèíåéêà; 3) òîëüêî öèðêóëü.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

17.3.1. (a) Ïóñòü AB �äàííûé îòðåçîê. Âîçüì¼ì òî÷êó X âíå ïî-

ëîñû, îãðàíè÷åííîé äàííûìè ïðÿìûìè, è íàéä¼ì òî÷êè C è D ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ XA è XB ñ ïðÿìîé, îòëè÷íîé îò AB. Ïóñòü Y �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè ABCD. Òîãäà ïðÿìàÿ XY
äåëèò îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ïîïîëàì.

(b) Âîçüìèòå íà äðóãîé ïðÿìîé ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê è ðàçäå-

ëèòå åãî ïîïîëàì.

(
) Âîçüìèòå íà äðóãîé ïðÿìîé ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê è, ïîâòî-

ðèâ íåñêîëüêî ðàç ïðåäûäóùåå ïîñòðîåíèå, óâåëè÷üòå åãî â n ðàç.

17.3.2. Åñëè ïðÿìûå XA, XB âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü

â òî÷êàõ B′
, A′

, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA′
è BB′

� îðòî-

öåíòð òðåóãîëüíèêà XAB.
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[fest℄ Øåñòü �åñòèâàëåé (ìàòåðèàëû �îññèéñêèõ �åñòèâàëåé

þíûõ ìàòåìàòèêîâ). Êðàñíîäàð: �ÈÍÌÖ, 1996.

[Fu87℄ Ôóêñ Ä. Ïîñòðîåíèÿ îäíèì öèðêóëåì // Êâàíò. 1987. �7.

Ñ. 34�37.

[Smo℄ Ñìîãîðæåâñêèé À.Ñ. Ëèíåéêà â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîå-

íèÿõ. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1956.

18 Ñòåðåîìåòðèÿ

×óæáèíà òàê æå ñðîäñòâåííà îò÷èçíå,

Êàê òóïèêó ñîñåäñòâóåò ïðîñòðàíñòâî.

È.Áðîäñêèé.

18.1 Çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå

Ì.À.Êîð÷åìêèíà, È.À.Ïóøêàðåâ

Çàäà÷è î òðàåêòîðèÿõ ïðèäóìàíû ïî ìîòèâàì [Do, SE℄, à ìíîãèå

çàäà÷è î �èãóðàõ èç êóáèêîâ � ïî ìîòèâàì [Ag℄, ñì. òàêæå [R℄.

18.1.1 Ôèãóðû èç êóáèêîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè (îðòîãîíàëüíûå) ïðîåêöèè ïðîñòðàí-

ñòâåííîé �èãóðû � âèä ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà (ñì. ïðèìåð íà

ðèñ. 1.56).

18.1.1. Ñóùåñòâóåò ëè �èãóðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êóáîì, ïðîåêöèÿ êî-

òîðîé íà êàæäóþ ãðàíü íåêîòîðîãî êóáà ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé âñå-

ãî ýòîãî êóáà?

Èãðóøêîé áóäåì íàçûâàòü �èãóðó, ñêëååííóþ èç îäèíàêîâûõ

êóáèêîâ (ãðàíè ñêëåèâàþòñÿ öåëèêîì), åñëè èç êàæäîãî êóáèêà ìîæ-

íî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî, ïåðåõîäÿ èç êóáèêà â êóáèê òîëüêî

÷åðåç ñîïðèêàñàþùèåñÿ ãðàíè. Åñëè ó Âàñ åñòü êóáèêè, òî ïåðåä ðè-

ñîâàíèåì èãðóøêè ìîæåòå ñäåëàòü åå ìîäåëü.

18.1.2. (a,b) Íàðèñóéòå èãðóøêó ïî òð¼ì å¼ ïðîåêöèÿì íà ðèñ. 1.56.

(
) (Çàãàäêà) Îäíîçíà÷íî ëè èãðóøêà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî òð¼ì

å¼ ïðîåêöèÿì?
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�èñ. 1.56: Òðè ïðîåêöèè

�èñ. 1.57: Êëåò÷àòûå �èãóðû

18.1.3. (a) Èç êëåò÷àòûõ �èãóð íà ðèñ. 1.57 âûáåðèòå òðè, êîòîðûå

ìîãóò áûòü òðåìÿ ïðîåêöèÿìè îäíîé è òîé æå èãðóøêè (âðàùàòü

êëåò÷àòûå �èãóðêè íåëüçÿ). Íàðèñóéòå ýòó èãðóøêó.

(b) Äëÿ êàêîé-íèáóäü äðóãîé òðîéêè êëåò÷àòûõ �èãóð èç ïðè-

âåäåííûõ (íà Âàø âûáîð) îáúÿñíèòå, ïî÷åìó îíà íå ìîæåò îáðàçî-

âûâàòü íàáîð òðåõ ïðîåêöèé îäíîé è òîé æå èãðóøêè.

18.1.2 Òðàåêòîðèè

�èñ. 1.58: Ëèíèÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå
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�èñ. 1.59: Âîññòàíîâèòå ëèíèþ â ïàðàëëåëåïèïåäå ïî åå ïðîåêöèÿì

18.1.4. (a) Â ïàðàëëåëåïèïåäå ðàçìåðà 1×1×2 íàðèñîâàëè ëèíèþ,
ñì. ðèñ. 1.58 ñëåâà. Èçîáðàçèòå å¼ âèä ñïåðåäè è ñïðàâà.

(b,
) Âîññòàíîâèòå ëèíèþ â ïàðàëëåëåïèïåäå ðàçìåðà 1 × 1 × 2
ïî å¼ âèäàì ñïåðåäè è ñïðàâà, ñì. ðèñ. 1.59.

(d) (Çàãàäêà) Îäíîçíà÷íî ëè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèíèÿ ïî äâóì

å¼ ïðîåêöèÿì?

18.1.3 �èñîâàíèå

18.1.5. (a,b) Íà ïîâåðõíîñòè ñòåêëÿííîãî êóáà íàðèñîâàëè ëèíèþ,

ñì. ðèñ. 1.60 (ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ïî ïîâåðõíîñòè êóáà ïðîïîëç-

ëà óëèòêà, îñòàâëÿÿ çà ñîáîé çàìåòíûé ñëåä). Èçîáðàçèòå å¼ âèä

ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà.

�èñ. 1.60: Ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè ñòåêëÿííîãî êóáà

18.1.6. (a,b) Ïî âèäàì ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà íà ðèñ. 1.61 âîññòà-

íîâèòå ëèíèþ â êóáå (ò.å. ïðîõîäÿùóþ ïî ïîâåðõíîñòè èëè âíóòðè

êóáà; ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî êóá çàïîëíåí âîäîé è âíóòðè ïîëó÷èâ-

øåãîñÿ àêâàðèóìà èëè âäîëü åãî ñòåíîê ìîæåò ïëàâàòü ðûáêà).
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âèä ñïåðåäè âèä ñâåðõó âèä ñïðàâà

�èñ. 1.61: Ïðîåêöèè ëèíèè â êóáå

18.2 �èñîâàíèå. À.Á.Ñêîïåíêîâ (1-2)

Ïðåäìåò ìàòåìàòèêè íàñòîëüêî ñåðüåçåí, ÷òî ïîëåçíî

íå óïóñêàòü ñëó÷àåâ äåëàòü åãî íåìíîãî çàíèìàòåëüíûì.

Á. Ïàñêàëü.

Ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå íåîáõîäèìî â ðàçíûõ îáëàñòÿõ

çíàíèÿ è òåõíèêè, ïðåæäå âñåãî â ìàòåìàòèêå, ïðîãðàììèðîâàíèè

è �èçèêå. Áîëåå òîãî, ýòè íàóêè ÷àñòî ðàáîòàþò ñ ìíîãîìåðíûì

ïðîñòðàíñòâîì! Ïîýòîìó ïîëåçíî è ðàíî íà÷èíàòü ðàçâèòèå ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ, è íå ïðîïóñêàòü ýòî ðàçâèòèå, äàæå

åñëè íå ïîëó÷èëîñü íà÷àòü ðàíî. Ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðåäâàðèòåëüíûì óìåíèåì, à åãî ðàçâèòèå � îä-

íîé èç ñâåðõçàäà÷ øêîëüíîãî êóðñà ñòåðåîìåòðèè è äàæå áàçîâûõ

óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

3

Ïðè ýòîì ìíîãèå çàäà÷è â ýòîì òåêñòå ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå çàíè-

ìàòåëüíûìè, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèìè. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ

ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé ïî ñòåðåîìåòðèè. Îíè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ

6-11 êëàññíèêîâ íà êðóæêàõ ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿ â øêîëå

¾Èíòåëëåêòóàë¿ è ÌÖÍÌÎ, à òàêæå â Ìîñêîâñêîé ëåòíåé ìàòåìà-

òè÷åñêîé øêîëå. Áëàãîäàðþ À.È. Ñãèáíåâà çà îáñóæäåíèÿ.

18.2.1. Íàðèñóéòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

3

Íàïðèìåð, íåñêîëüêî ïåðâûõ çàíÿòèé êóðñîâ òîïîëîãèè íà ÔÈÂÒ è ÔÎÏÔ

ÌÔÒÈ îòâåäåíû íà òàêèå çàäà÷è [Ku℄. Èç ïðèâåäåííûõ íèæå çàäà÷ èñïîëü-

çóþòñÿ ëèøü íåìíîãèå, â îñíîâíîì ðàçáèðàþòñÿ ¾òîïîëîãè÷åñêèå¿ íàãëÿäíûå

çàäà÷è [Sk, �2℄, ñì. òàêæå [Fr℄.
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(a) ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì; (b) êâàäðàòîì;

(
) ïðàâèëüíûì øåñòèóãîëüíèêîì.

Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ íå ìîæåò áûòü

ïðàâèëüíûì n-óãîëüíèêîì ïðè n > 7. Îíî íå ìîæåò áûòü è ïðà-

âèëüíûì ïÿòèóãîëüíèêîì. Íî ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, íóæíû ìèíè-

ìàëüíûå çíàíèÿ ïî ñòåðåîìåòðèè.

18.2.2. Èç 27 îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ñîñòàâëåí êóá 3×3×3. Íàðèñóéòå
(a) åæà (ò.å. îáúåäèíåíèå öåíòðàëüíîãî êóáèêà è êóáèêîâ, èìå-

þùèõ ñ íèì îáùóþ ãðàíü);

(b) òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûêèäûâàíèè óãëîâûõ êóáèêîâ èç

êóáà;

(
) òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûêèäûâàíèè åæà èç êóáà.

18.2.3. Ìîæíî ëè ïðîñòðàíñòâî çàïîëíèòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ åæàìè?

18.2.4. Íàðèñóéòå ïðîñòðàíñòâåííóþ �èãóðó, òðè ïðîåêöèè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ (¾çàïîëíåííûìè¿, ò.å. äâóìåðíûìè) òðåóãîëüíèêîì,

êâàäðàòîì è êðóãîì, ñîîòâåòñòâåííî.

18.2.5. (a) Íàðèñóéòå ïåðåñå÷åíèå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ òåòðà-

ýäðîì, ïîëó÷åííûì èç íåãî ïîâîðîòîì íà 90◦ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð.

(b) Òî æå äëÿ îáúåäèíåíèÿ.

(
)* Íàðèñóéòå îáúåäèíåíèå êóáà ñ êóáîì, ïîëó÷åííûì èç íåãî

ïîâîðîòîì íà 60◦ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé äèàãîíàëè.
(d)* Äëÿ êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà ïðîâåäåì äâå ïàðàëëåëüíûå

åé ïëîñêîñòè, äåëÿùèå êàæäîå ðåáðî, íå ëåæàùåå â ýòîé ãðàíè, íà

òðè ðàâíûõ îòðåçêà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò òåòðàýäð ïðîâå-

äåííûå ïëîñêîñòè?

18.2.6. (a) Êàê íà äâóõ ãâîçäÿõ, âáèòûõ â ïëîñêóþ ñòåíó, ïîäâåñèòü

çàìêíóòóþ âåðåâêó (ñ òÿæåëîé ìåäàëüþ), ÷òîáû âåðåâêà íå ïàäàëà,

íî ïîñëå âûíèìàíèÿ ëþáîãî ãâîçäÿ ïàäàëà?

(b) Íàðèñóéòå â ïðîñòðàíñòâå òðè ðåçèíîâûå êîëüöà, êîòîðûå

íåëüçÿ ðàñöåïèòü, íî ïîñëå ðàçðåçàíèÿ ëþáîãî èç íèõ îíè ðàñöåï-

ëÿëèñü áû.
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18.3.21. (a) Óêàæèòå äâà âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà, êîì-

ïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå äðóãîå.

(b) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ, ñîõðàíÿþùóþ êîìïîçèöèþ, ìåæäó ìíî-

æåñòâîì âðàùåíèé äîäåêàýäðà è ìíîæåñòâîì ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê

ïÿòè ýëåìåíòîâ.

18.4 Ìíîãîìåðüå (4

∗
). À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

18.4.1 Ïðîñòåéøèå ìíîãîãðàííèêè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Þ.Ì.Áóðìàí, À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òî÷êå ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïàðó

÷èñåë � å¼ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî

âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî åñòü íà÷àëî êîîðäèíàò è îñè). Òåì

ñàìûì ïëîñêîñòü ìîæíî ïîíèìàòü ïðîñòî êàê ìíîæåñòâî âñåâîç-

ìîæíûõ ïàð (x1, x2) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî òð¼õìåð-

íîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæ-

íûõ òðîåê (x1, x2, x3). Íàêëàäûâàÿ íà ÷èñëà ðàçëè÷íûå îãðàíè÷å-

íèÿ, ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè

è ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêèõ �èãóð è òð¼õìåðíûõ òåë).

18.4.1.

◦
Äàíû òðè íàáîðà óñëîâèé íà ÷èñëà x1, x2, x3:

1) x1 = x2 = 2x3;

2) x1 + 2x2 + 3x3 = 0, 3x1 + 2x2 + x1 = 1;

3) x21 + x23 − 2x3 = −1.

Êàêèå èç íèõ çàäàþò ïðÿìóþ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Êîãäà èçìåðåíèé áîëüøå, ÷åì òðè, êîîðäèíàòíûé ïîäõîä ñòà-

íîâèòñÿ âåäóùèì: óäîáíî îïðåäåëèòü, ñêàæåì, ÷åòûð¼õìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4) èç
÷åòûð¼õ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ïóíêòå îòðåçêîì ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî [−1, 1] =
{x : |x| 6 1} ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1; êâàäðàòîì �

ìíîæåñòâî [−1, 1]2 = {(x1, x2) : |x1|, |x2| 6 1} ïàð ÷èñåë, êàæäîå èç

êîòîðûõ ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1; êóáîì �ìíîæåñòâî [−1, 1]3 =
{(x1, x2, x3) : |x1|, |x2|, |x3| 6 1} òðîåê òàêèõ ÷èñåë; ÷åòûð¼õìåðíûì

êóáîì �÷åòâ¼ðîê è ò. ä. Ñì. ðèñóíîê 1.65.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 511

18.4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå ñå÷åíèå (n + 1)-ìåðíîãî
êóáà, ïåðïåíäèêóëÿðíîå äèàãîíàëè è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó,

êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíî ¾çîíå¿ â n-ìåðíîì êóáå ìåæäó äâóìÿ

àíàëîãè÷íûìè ñå÷åíèÿìè. Òî÷íåå, ïóñòü Ln(a, b) = {(x1, . . . , xn) |
xi ∈ [0, 1], a 6 x1 + . . . xn 6 b}. Äîêàæèòå, ÷òî Ln+1(k, k) êîìáèíà-
òîðíî ýêâèâàëåíòíî Ln(k − 1, k). Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ n = 3, k = 2.

18.4.19. Ïóñòü (ãèïåð)ïëîñêîñòü

∑n
1 aixi = c, ãäå n > 2, ai > 0,

÷èñëà ai âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè, ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ

ðåø¼òêó, ñîñòîÿùóþ èç êóáîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçíèêàþ-

ùèõ ÷àñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ðàâíî

∑n
i=1 ai.

18.4.20. Äàí n-ìåðíûé êóá ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîîð-

äèíàòû âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû ±1. ×èñëî n ìû áóäåì íàçûâàòü

àäàìàðîâûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü íàáîð èç n ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè ±1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, 4, 8

õîðîøèå, à ÷èñëà 3, 5, 6 � íåò.

18.4.21. Äîêàæèòå, ÷òî àäàìàðîâî ÷èñëî, áîëüøåå 2, èìååò âèä 4k.

18.4.22. Äîêàæèòå ÷òî âñå ñòåïåíè äâîéêè � àäàìàðîâû ÷èñëà.

18.4.23. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 12 àäàìàðîâî.

18.4.24. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 20 àäàìàðîâî.

Î÷åíü âàæíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà: âåðíî ëè, ÷òî âñå ÷èñëà âè-

äà 4k àäàìàðîâû? Ñì. ïîäðîáíåå [GDI, ï. 7.2℄ è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè.

18.4.2 Ìíîãîìåðíûå îáú¼ìû

Îáú¼ì n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïëî-
ùàäè �èãóðû íà ïëîñêîñòè (ñì. ï. 26.5 ¾Ïðèíöèï Äèðèõëå è åãî

ïðèìåíåíèÿ â ãåîìåòðèè¿).

Îáú¼ìîì n-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ íà ìíî-
æåñòâå ìíîãîãðàííèêîâ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ V , óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� åñëè ìíîãîãðàííèê M1 ìîæíî äâèæåíèåì ïåðåâåñòè â ìíîãî-

ãðàííèê M2, òî V (M1) = V (M2);
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� V (M1 ∪M2) = V (M1) + V (M2)− V (M1 ∩M2);
� îáú¼ì ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà (n − 1)-ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè

ðàâåí íóëþ;

� îáú¼ì êóáà ñ ðåáðîì a ðàâåí an.
Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà è ïðè íåîáõîäèìîñòè âåðõíèå è íèæ-

íèå îöåíêè, ìîæíî íàéòè îáú¼ì ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà. Íàïðèìåð,

îáú¼ì n-ìåðíîé ïèðàìèäû çàäà¼òñÿ �îðìóëîé V = 1
nSh, ãäå S �

(n−1)-ìåðíûé îáú¼ì îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, à h� å¼ âûñîòà. Ìîæíî

òàêæå íàõîäèòü îáú¼ìû íåêîòîðûõ n-ìåðíûõ òåë (ò. å. îãðàíè÷åí-

íûõ ïîäìíîæåñòâ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà), íå ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãî-
ãðàííèêàìè.

18.4.25. Ó 100-ìåðíîãî àðáóçà (øàðà) ðàäèóñ ðàâåí 1 ìåòðó, à òîë-

ùèíà êîðêè � 1 ñì. Êàêîé ïðîöåíò åãî îáú¼ìà çàíèìàåò ìÿêîòü?

18.4.26. Äîêàæèòå, ÷òî â åäèíè÷íûé êóá äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè ìîæíî ïîìåñòèòü çäàíèå Ì�Ó, ò. å. ñóùåñòâóåò òð¼õìåð-

íàÿ ïëîñêîñòü, â ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ êóáîì ìîæíî ïîìåñòèòü ýòî

çäàíèå.

18.4.27. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü êðóã ðàäèóñà R.

18.4.28. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü øàð ðàäèóñà R.

18.4.29. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà R.

18.4.30. Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà 2015 ïðè
n → ∞?

Èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà R ðàâåí

Bn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
,

ãäå Γ(z) =
∞∫
0

yze−ydy, z > 0� çíàìåíèòàÿ ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.

Îíà äîîïðåäåëÿåò �àêòîðèàë íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü: Γ(k) =
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(k + 1)! ïðè öåëîì k è Γ(z) = Γ(z − 1)z. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîç-
âîëÿåò äîîïðåäåëèòü Γ(z) òàêæå è ïðè Re(z) < 0. Èçâåñòíî, ÷òî
Γ(x)Γ(1 − x) = π/ sin(πz), â ÷àñòíîñòè Γ(1/2) =

√
π/2.

18.4.31. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîãî øàðà åäèíè÷íî-
ãî îáú¼ìà.

18.4.32. Íàéäèòå îáú¼ì n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì ðåá-

ðîì. Íàéäèòå ðåáðî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì îáú¼ìîì.

(Îïðåäåëåíèÿ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñà è îêòàýäðà ïðèâåäåíû â ï. 18.4.1

¾Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå¿.)

Äèàìåòðîì îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâàM n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàçûâàåòñÿ sup{|XY |,X, Y ∈ M}, ãäå dist(X,Y )�ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè X è Y .

18.4.33. Íàéäèòå îáú¼ì n-ìåðíîãî îêòàýäðà ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì.

Íàéäèòå äèàìåòð n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì îáú¼ìîì.

18.4.3 Îáú¼ìû è ñå÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì x+ = max(x, 0) =

{
x ïðè x > 0,
0 ïðè x > 0.

Îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñ-

êîñòè, ëåæàùèõ ñòðîãî ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîé ïðÿìîé. Çà-

ìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòêðûòîé ïî-

ëóïëîñêîñòè è åå ãðàíè÷íîé ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

ax+ by+ c = 0, ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè (çàìêíó-
òóþ è îòêðûòóþ), êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâàì ax+by+c > 0 è ax+by+c < 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
îòêðûòîå è çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà ñëîâà ¾îòêðûòîå¿ è ¾çàìêíóòîå¿ áóäóò

îïóñêàòüñÿ, ïîñêîëüêó íåñóùåñòâåííî, êàêîå èìåííî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ.

18.4.34. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(a, b, d) ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íî-
ãî êâàäðàòà K = {(x, y) : 0 6 x, y 6 1} ñ ïîëóïëîñêîñòüþ ax+by 6 d,
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Êîìáèíàòîðèêà

20 Ïîäñ÷åòû â êîìáèíàòîðèêå

Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí â îñíîâíîì âîïðîñó ¾Ñêîëüêî ñóùå-

ñòâóåò îáúåêòîâ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè?¿. Â íåì ñîáðàíû ìàòåðèà-

ëû äëÿ ñàìîãî ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ïîäñ÷åòàìè â êîìáèíàòîðèêå.

Ïðîäîëæèòü èõ èçó÷åíèå ìû ðåêîìåíäóåì ïî ãëàâå 1 êíèãè [GDI℄.

20.1 Ïîäñ÷åòû ÷èñëà ñïîñîáîâ (1).À.À. �àâðèëþê, Ä.À.Ïåð-

ìÿêîâ

Ýòîò ïóíêò íå òðåáóåò íèêàêèõ çíàíèé è ïîäõîäèò äëÿ ïåðâîãî

çíàêîìñòâà ñ êîìáèíàòîðèêîé.

20.1.1. (a) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñèìïàòè÷íûì, åñëè â åãî

çàïèñè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ÷åòíûå öè�ðû. Âûïèøèòå âñå äâóçíà÷-

íûå ñèìïàòè÷íûå ÷èñëà è ïîäñ÷èòàéòå èõ êîëè÷åñòâî.

(b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ ÷èñåë?

(
) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ

åñòü õîòÿ áû îäíà ÷åòíàÿ öè�ðà?

(d) Êàêèõ ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ

åñòü åäèíèöà, èëè îñòàëüíûõ?

20.1.2. Èç äâóõ ìàòåìàòèêîâ è äåñÿòè ýêîíîìèñòîâ íàäî ñîñòàâèòü

êîìèññèþ èç âîñüìè ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòà-

âèòü êîìèññèþ, åñëè â íåå äîëæåí âõîäèòü õîòÿ áû îäèí ìàòåìàòèê?

559
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20.1.3. (a) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî

ïîëó÷èòü âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè öè�ð 1, . . . , 7.
(b) Èç öè�ð 1, 2, 3, . . . , 9 ñîñòàâëåíû âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà,

íå ñîäåðæàùèå ïîâòîðÿþùèõñÿ öè�ð. Íàéäèòå ñóììó ýòèõ ÷èñåë.

(
) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ

ïîâòîðÿþùèõñÿ öè�ð.

20.1.4. (a) Íà äâóõ êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò ÷åðíûé è áåëûé

êîðîëè. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîéòè ëþáûì êîðîëåì (êîðîëè äðóæàò,

òàê ÷òî ìîãóò ñòîÿòü â ñîñåäíèõ êëåòêàõ, íî íå â îäíîé è òîé æå).

Ìîãóò ëè â ðåçóëüòàòå èõ ïåðåäâèæåíèé âñòðåòèòüñÿ âñå âîçìîæ-

íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ êîðîëåé, ïðè÷åì ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó?

(b) Òîò æå âîïðîñ, åñëè êîðîëè ðàçó÷èëèñü õîäèòü ïî äèàãîíàëè.

20.1.5. (a) Íàéäèòå ñóììó âñåõ 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè
âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ öè�ð 4, 5, 5, 6, 6, 6.

(b) Íàéäèòå ñóììó âñåõ 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè âñåõ

ïåðåñòàíîâêàõ öè�ð 4, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 7.

20.1.6. (a) Òîìó Ñîéåðó ïîðó÷èëè ïîêðàñèòü çàáîð èç 8 äîñîê â áå-
ëûé öâåò. Â ñèëó ñâîåé ëåíè îí ïîêðàñèò íå áîëåå 3 äîñîê. Ñêîëüêî
ó íåãî ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?

(b) À ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü íå áîëåå 5 äîñîê?
(
) À ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî äîñîê?

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

20.1.1. Îòâåòû: (b) 2500; (
) 884 375; (d) â êîòîðûõ åñòü åäè-

íèöà.

(b) �åøåíèå (íàïèñàíî À. Êîëî÷åíêîâûì). Ïåðâîé öè�ðîé ñèì-

ïàòè÷íîãî ÷èñëà ìîæåò áûòü 2, 4, 6, èëè 8 � âñåãî 4 âàðèàíòà. Äëÿ

êàæäîé öè�ðû ñî âòîðîé ïî ïÿòóþ åñòü 5 âàðèàíòîâ: 0, 2, 4, 6, 8.

Çíà÷èò, âñåãî ñèìïàòè÷íûõ ÷èñåë 4 · 5 · 5 · 5 · 5 = 2500.

Ýòî ðàññóæäåíèå â êîìáèíàòîðèêå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ïðîèç-

âåäåíèÿ è ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ñòàòüå [Vi71℄.

(
) �åøåíèå (íàïèñàíî À. Êîëî÷åíêîâûì). Âû÷òåì èç îáùåãî

êîëè÷åñòâà øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë êîëè÷åñòâî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë,
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íåò). Åñëè íåò, òî ïðåäïîëîæèì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî

2007 /∈ X1 è ÷òî 2, . . . , 52 ∈ X1. Òîãäà äëÿ âñåõ j = 2, . . . , 52 ïåðåñå-
÷åíèå Xj∩X2007 äîëæíî ñîñòîÿòü ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ïðè÷¼ì

ðàçíîãî äëÿ ðàçíûõ j (òàê êàê ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ïî óñëîâèþ

èìåþò ðîâíî îäèí îáùèé ýëåìåíò). Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó

X2007 ñîñòîèò âñåãî èç 40 ýëåìåíòîâ, ÷òî ìåíüøå 51.

20.2.5. Îòâåò: äà.

20.2.6. Îòâåò: äà.

20.2.7. Îòâåò: (N + 1)!− 1.

20.3 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (2).Ä.À.Ïåð-

ìÿêîâ

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó è èñïîëüçîâàíèþ �îðìó-

ëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Îíà ïîçâîëÿåò îòâå÷àòü íà âîïðîñ

¾Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îáúåêòîâ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè?¿ âî ìíî-

ãèõ íåïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Ïîòðåáóþòñÿ áàçîâûå íàâûêè ðåøåíèÿ çà-

äà÷ ïî êîìáèíàòîðèêå. Â ÷àñòíîñòè, íóæíî óìåòü ïðèâîäèòü ñòðî-

ãèå äîêàçàòåëüñòâà ñ èñïîëüçîâàíèåì âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ñîîò-

âåòñòâèé, ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, ïîëåçíî ïðî-

ðåøàòü ï. 20.1 ¾Ïîäñ÷åòû ÷èñëà ñïîñîáîâ¿ èëè çàäà÷è èç ñòàòüè

[Vi71℄.

20.3.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî n,
÷òîáû

(a) è 1, è 2 íå îêàçàëèñü íà ñâîåì ìåñòå;

(b) ðîâíî îäíî èç ÷èñåë 1, 2 è 3 îêàçàëîñü íà ñâîåì ìåñòå;

(
) êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2 è 3 îêàçàëîñü íå íà ñâîåì ìåñòå;

(d) êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, 3 è 4 îêàçàëîñü íå íà ñâîåì ìåñòå?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(n) �óíêöèþ Ýéëåðà, ò. å. êîëè÷åñòâî ÷èñåë

îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n.

20.3.2. (a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 1001, íå äåëÿ-
ùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 7, 11, 13.
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(b) Íàéäèòå ϕ(1), ϕ(p), ϕ(p2), ϕ(pα), ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî, α >
2.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(n) = n
(
1 − 1

p1

)
. . .

(
1 − 1

ps

)
, ãäå n = pα1

1 ·
. . . · pαs

s �êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n.

20.3.3. (a) Íà ïîëó êîìíàòû ïëîùàäüþ 24 ì2
ðàñïîëîæåíû òðè êîâ-

ðà (ïðîèçâîëüíîé �îðìû) ïëîùàäüþ 12 ì2
êàæäûé. Òîãäà ïëîùàäü

ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ äâóõ êîâðîâ íå ìåíüøå 4 ì2
.

(b) Íà êà�òàíå ðàñïîëîæåíî ïÿòü çàïëàò (ïðîèçâîëüíîé �îð-

ìû). Ïëîùàäü êàæäîé èç íèõ áîëüøå òðåõ ïÿòûõ ïëîùàäè êà�òàíà.

Òîãäà ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè íåêîòîðûõ äâóõ çàïëàò áîëüøå îäíîé

ïÿòîé ïëîùàäè êà�òàíà.

(
)

∗
Òî æå, ÷òî â ï. (b), åñëè ïëîùàäü êàæäîé çàïëàòû áîëüøå

ïîëîâèíû ïëîùàäè êà�òàíà.

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è ñëåäóþùåãî òèïà: äàíû

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U è íàáîð ñâîéñòâ (ïîäìíîæåñòâ) Ak ⊂ U ,
k = 1, . . . , n. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñâîéñòâ Ak (ò. å. |A1∪ . . .∪An|), ëèáî êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî íè îäíî èç ñâîéñòâ

Ak (ò. å. |U − (A1 ∪ . . . ∪An)|). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ äâà âàðèàí-
òà �îðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (ñì. çàäà÷ó 20.3.5 (b)). Ïðè

ýòîì åñëè âî âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ ìíîæåñòâ íàáîðà ÷èñëî ýëåìåíòîâ

çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ïåðåñåêàåìûõ ìíîæåñòâ, òî �îðìóëó

ìîæíî óïðîñòèòü (ñì. çàäà÷ó 20.3.5 (a)).

20.3.4. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, A4 êîíå÷íîãî ìíîæå-

ñòâà U . Äîêàæèòå ðàâåíñòâà

(a) A1 ∪A2 = (A1\A2) ⊔ (A1 ∩A2) ⊔ (A2\A1);

(b) |A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|;
(
) |A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1| + |A2| + |A3| − |A1 ∩ A2| − |A2 ∩ A3| −

|A1 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|.
(d) Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â U , íå ïðèíàäëåæàùèõ íè îäíîìó èç

ïîäìíîæåñòâ A1, A2, A3, ðàâíî

|U |−|A1|−|A2|−|A3|+ |A1∩A2|+ |A2∩A3|+ |A1∩A3|−|A1∩A2∩A3|.



568 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

(e) Äëÿ k = 1, 2, 3, 4 îáîçíà÷èì

Mk :=
∑

16i1<...<ik64

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik |.

Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A, íå ïðèíàäëåæàùèõ íè

îäíîìó èç Ai, ðàâíî |U | −M1 +M2 −M3 +M4.

(f) Â óñëîâèÿõ ï. (e) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâ-

íî îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, ðàâíî M1 − 2M2 + 3M3 − 4M4.

20.3.5. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. �àññìîòðèì ïîä-

ìíîæåñòâà A1, . . . , An êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà U . Ïîëîæèì ïî îïðå-

äåëåíèþ

∣∣∣
⋂
j∈∅

Aj

∣∣∣ := U .

(a) Ïóñòü ÷èñëî α|S| :=
∣∣∣
⋂
j∈S

Aj

∣∣∣ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðà |S|

íàáîðà S ⊂ {1, . . . , n} èíäåêñîâ, à íå îò ñàìîãî íàáîðà. Òîãäà

|A1 ∪ . . . ∪An| =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
αk,

|U − (A1 ∪ . . . ∪An)| =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
αk.

(b) Îáîçíà÷èì Mk :=
∑

S∈(nk)

∣∣∣
⋂
j∈S

Aj

∣∣∣, ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâî-

äèòñÿ ïî âñåì k-ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.
Â ÷àñòíîñòè, M0 := |U |. Òîãäà

|A1 ∪ . . . ∪An| = M1 −M2 +M3 − . . .+ (−1)n+1Mn,

|U − (A1 ∪ . . . ∪An)| = M0 −M1 +M2 + . . .+ (−1)nMn.

(
) Íåðàâåíñòâà Áîí�åððîíè. Äëÿ ëþáîãî 0 6 s < n/2 ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

M1−M2+M3−. . .−M2s 6 |A1∪. . .∪An| 6 M1−M2+M3−. . .+M2s+1,

M0 −M1 +M2 − . . .+M2s > |U − (A1 ∪ . . . ∪An)| >
> M0 −M1 +M2 − . . .−M2s+1.
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(d) ×èñëî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî r èç ïîäìíîæåñòâ

A1, . . . , An, ðàâíî

n∑
k=r

(−1)k−r
(k
r

)
Mk.

20.3.6. Íà ïîëêå ñòîÿò 10 ðàçëè÷íûõ êíèã.

(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû íè

îäíà êíèãà íå îñòàëàñü íà ñâîåì ìåñòå?

(b) Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê êíèã, ïðè êîòîðûõ íà ìåñòå

îñòà¼òñÿ ðîâíî 4 êíèãè, áîëüøå 50 000.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å â îòâåòå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñóììû (àíà-

ëîãè÷íî �îðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé).

20.3.7. (a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 20 òóðèñòîâ ïî
5 ðàçëè÷íûì äîìèêàì, ÷òîáû íè îäèí äîìèê íå îêàçàëñÿ ïóñòûì?

(b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñþðúåêöèé f : Zk → Zn?

20.3.8. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, . . . , n. Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ

âûáðàòü k èç íèõ, ÷òîáû íèêàêèå äâà âûáðàííûõ ÷èñëà íå ñòîÿëè

ðÿäîì.

(b) Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü n ïàð âðàæäóþùèõ ðû-

öàðåé çà êðóãëûé ñòîë ñ íóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, ÷òîáû íèêàêèå

äâà âðàæäóþùèõ ðûöàðÿ íå ñèäåëè ðÿäîì.

20.3.9. Êóá ñ ðåáðîì äëèíû 20 ðàçáèò íà 8000 åäèíè÷íûõ êóáèêîâ,
è â êàæäîì êóáèêå çàïèñàíî ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì ñòîë-

áèêå èç 20 êóáèêîâ, ïàðàëëåëüíîì ðåáðó êóáà, ñóììà ÷èñåë ðàâ-

íà 1 (ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîëáèêè âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé). Â íåêîòî-

ðîì êóáèêå çàïèñàíî ÷èñëî 10. ×åðåç ýòîò êóáèê ïðîõîäÿò òðè ñëîÿ

1× 20× 20, ïàðàëëåëüíûå ãðàíÿì êóáà. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë

âíå ýòèõ ñëîåâ.

20.3.10.* Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ òðàìâàéíûõ áèëåòîâ,

â êîòîðûõ íåò äâóõ ñåìåðîê ðÿäîì è âñåãî

(a) íå áîëåå òðåõ ñåìåðîê;

(b) íå áîëåå ÷åòûðåõ ñåìåðîê;

(
) ñêîëüêî óãîäíî ñåìåðîê?
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20.3.11.* Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ �îðìóëó:

n! · x1x2 . . . xn = (x1 + x2 + . . . + xn)
n −

−
∑

16i1<i2<...<in−16n

(xi1 + xi2 + . . .+ xin−1)
n +

+
∑

16i1<i2<...<in−26n

(xi1 + xi2 + . . .+ xin−2)
n − . . .+ (−1)n−1

n∑

i=1

xni .

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

20.3.1. (a) Îòâåò: n!− 2(n− 1)! + (n − 2)!.

Óêàçàíèå. Âñåãî èìååòñÿ n! ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü íàøè ÷èñëà.

Âû÷òåì èç íèõ (n−1)! ñïîñîáîâ ïåðåñòàíîâêè, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 1
îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Âû÷òåì òàêæå (n − 1)! ñïîñîáîâ ïåðåñòàíîâêè,

ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 2 îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ïðè ýòîì (n− 2)! ñïîñîáîâ
ïåðåñòàíîâêè, ïðè êîòîðûõ îáà ÷èñëà 1 è 2 îñòàþòñÿ íà ìåñòå, ìû

¾âû÷ëè äâàæäû¿. Çíà÷èò, ÷èñëî (n − 2)! íóæíî äîáàâèòü, ÷òîáû

â èòîãå ìû ýòè ñïîñîáû ¾ïîñ÷èòàëè îäèí ðàç¿. Ïîëó÷àåì îòâåò:

n!− 2(n − 1)! + (n− 2)!.

Êîììåíòàðèé. Ýòî ðåøåíèå �îðìàëèçóåòñÿ �îðìóëîé âêëþ÷å-

íèé è èñêëþ÷åíèé 20.3.5, êîòîðóþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü è èñïîëü-

çîâàòü â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

20.3.2. (a) Îòâåò: 720.

Ïåðâîå óêàçàíèå. Äëÿ êàæäîãî j, äåëÿùåãî 1001, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Aj ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî 1001, äåëÿùèõñÿ íà j. Òîãäà

|Aj | =
1001

j
è Ap1 ∩ . . . ∩Apk = Ap1·...·pk

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pk. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
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23.1 Êîíñòðóêöèè

3

(1). À.Â.Øàïîâàëîâ

Åñëè íà âîïðîñ ¾Ìîæåò ëè?¿ âû ïîäîçðåâàåòå îòâåò ¾Ìîæåò¿,

òî ñòîèò ñïðîñèòü ñåáÿ: ¾Êàê òàêîå ìîæåò áûòü?¿. Óòî÷íèòå âîïðîñ:

¾Êàêèìè ñâîéñòâàìè ýòà êîíñòðóêöèÿ äîëæíà îáëàäàòü?¿. Äîïîë-

íèòåëüíîå çíàíèå ïîìîæåò ñèëüíî ñóçèòü êðóã ïîèñêîâ. Çàäàâàéòå

ñåáå âîïðîñû íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïîñòðîåíèÿ. Âû ñ óäèâëåíèåì

óâèäèòå, êàê ìíîãî êîíñòðóêöèé îêàæóòñÿ ëîãè÷íûìè è åäèíñòâåí-

íî âîçìîæíûìè.

×àñòî ïðèìåðîâ ìíîãî, à íóæåí òîëüêî îäèí. Èçáûòîê ñâîáîäû

ìîæåò ñáèâàòü ñ òîëêó: íåÿñíî, ñ ÷åãî íà÷èíàòü. Ïðèìåíèòå çäðà-

âûé ñìûñë, åñòåñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ. Îíè îãðàíè÷èâàþò ïîëå

äëÿ ïîèñêà ïðèìåðà, íî çàòî ïîèñê óáûñòðÿåòñÿ è îáëåã÷àåòñÿ. Âî-

îáùå, âàø îïûò ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì âû äóìàåòå. Îòâåòîì ìîæåò

îêàçàòüñÿ õîðîøî çíàêîìûé îáúåêò, ïðîñòî íàäî ïîñìîòðåòü íà íåãî

ïîä íóæíûì óãëîì.

23.1.1. Ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïî äâå ñòîðîíû, à òàêæå ðàâ-

íû âûñîòû, ïðîâåä¼ííûå ê òðåòüåé ñòîðîíå. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòè

òðåóãîëüíèêè ðàâíû?

23.1.2. Âåðíî ëè, ÷òî â âåðøèíàõ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïî-

ñòàâèòü ïî ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òîáû äëèíà êàæäîé ñòîðî-

íû áûëà ðàâíà ñóììå ÷èñåë â å¼ êîíöàõ?

23.1.3. Â êðóæêå ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà ðîâíî ïî 6 äðóçåé. Ìîæåò

ëè ó êàæäîé ïàðû ó÷àñòíèêîâ áûòü ðîâíî ïî äâà îáùèõ äðóãà?

Êîíñòðóêöèþ ñ áîëüøèì ÷èñëîì äåòàëåé ïðîùå ñòðîèòü èç îäè-

íàêîâûõ ¾êèðïè÷åé¿. Äàæå åñëè âñå îíè îäèíàêîâûìè áûòü íå ìî-

ãóò, ïîïðîáóéòå âçÿòü îäèíàêîâûõ ïîáîëüøå. Ìîæíî åù¼ âûáðàòü

äâà âèäà äåòàëåé è ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî íóæíî òåõ è äðóãèõ.

Íó, à åñëè äåòàëè ¾äëÿ ñáîðêè¿ çàäàíû è îíè ðàçíûå? Òîãäà ñòî-

èò ïîïûòàòüñÿ îáúåäèíèòü ýòè ÷àñòè â îäèíàêîâûå áëîêè, è ñòðîèòü

èç áëîêîâ.

23.1.4. Íàçîâ¼ì íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî çåáðîé, åñëè â åãî

çàïèñè ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå öè�ðû è ñðåäè öè�ð

2

Ýòà ïîäáîðêà çàäà÷ ñîñòàâëåíà ïî êíèãàì [Shap14℄ è [Shap15℄.
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åñòü íå ìåíåå òð¼õ ðàçëè÷íûõ. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü äâóõ 100-çíà÷íûõ
çåáð áûòü 100-çíà÷íîé çåáðîé?

23.1.5. �ðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè 3, 4 è 5 ðàçáèòû íà

åäèíè÷íûå êëåòêè. Â êàæäóþ êëåòêó âïèñàëè ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñ-

ëó. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êîëüöà øèðèíîé â îäíó êëåòêó, ïà-

ðàëëåëüíûå êàêîé-íèáóäü ãðàíè. Ìîæåò ëè ñóììà ÷èñåë â êàæäîì

òàêîì êîëüöå áûòü îäíîé è òîé æå?

Â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóþòñÿ ðàâíûå ÷àñòè, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü

�îðìó ÷àñòåé. Òóò ìîæåò ïîìî÷ü òàêîå ñîîáðàæåíèå: ÷àñòè çàâåäî-

ìî ðàâíû, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñèììåòðèåé, ñäâèãîì

èëè ïîâîðîòàìè. Òàê, äëÿ êâàäðàòà ïîïóëÿðíû ðàçðåçàíèÿ, ïåðå-

õîäÿùèå â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 90◦, à äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà � ïðè ïîâîðîòå íà 120◦. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îáúåêòîâ ïîèñê

ïðèìåðà íà÷èíàþò ñ ñèììåòðè÷íûõ èëè ¾ïî÷òè ñèììåòðè÷íûõ¿

êîíñòðóêöèé. Ñèììåòðèÿ è èäåÿ ¾ðàñïîëîæèòü îáúåêòû ïî êðóãó¿

ïðèìåíèìà è â íåãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

23.1.6. Ìîæíî ëè ð¼áðà êóáà çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè −6, −5, −4,
−3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, 5, 6 òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé òðîéêè ð¼áåð,

âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû, ñóììà áûëà îäèíàêîâà?

23.1.7. Êðóã ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé. Îáÿçàòåëüíî

ëè ãðàíèöà êàæäîé ÷àñòè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð êðóãà?

Åñëè ê êîíñòðóêöèè ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâà-

íèÿ, ïðèñìîòðèòåñü âíèìàòåëüíåå. ×àñòî ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ ìíè-

ìûå. Òàê, áîëüøîé ïåðèìåòð íå ïðîòèâîðå÷èò ìàëîé ïëîùàäè. Âî-

îáùå, ñëîâàì ¾ìíîãî¿, ¾ìàëî¿, ¾ñèëüíî¿ íóæíî óìåòü ïðèäàòü â ðå-

øåíèè òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ.

23.1.8.* Â ìîðå ïëàâàåò àéñáåðã â �îðìå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî 90% åãî îáú¼ìà íàõîäèòñÿ íèæå óðîâíÿ

âîäû è ïðè ýòîì áîëüøå ïîëîâèíû åãî ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ âûøå

óðîâíÿ âîäû?

23.1.9. Åñòü òðè èãðàëüíûõ êóáèêà ñ íåñòàíäàðòíûìè íàáîðàìè

÷èñåë íà ãðàíÿõ. Ñêàæåì, ÷òî êóáèê À âûèãðûâàåò ó êóáèêà B, åñëè
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ïðè èõ îäíîâðåìåííîì áðîñàíèè ÷èñëî íà A áóäåò áîëüøå ÷èñëà íà

B ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå 0,5. Ìîæåò ëè ïåðâûé êóáèê âûèãðûâàòü

ó âòîðîãî, âòîðîé � ó òðåòüåãî, à òðåòèé � ó ïåðâîãî?

(Ïðèâåä¼ì ðàâíîñèëüíóþ �îðìóëèðîâêó ýòîé æå çàäà÷è, íå èñ-

ïîëüçóþùóþ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè: äëÿ ïàðû êóáèêîâ A è B ñîñòà-

âèì 36 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (ãðàíü A, ãðàíü B). Çàìåíèì â êàæ-

äîé ïàðå ãðàíü íà ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ãðàíè. Êóáèê À âûèãðûâàåò

ó B, åñëè áîëåå ÷åì â ïîëîâèíå ïàð ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå âòîðîãî.)

Ïîìåøàòü ðåøèòü çàäà÷ó ìîãóò íåâèäèìûå áàðüåðû â ãîëîâå ðå-

øàòåëÿ. Åñëè î÷åâèäíîãî ðåøåíèÿ íå âèäíî, íàäî ðàñøèðÿòü ñïèñîê

âàðèàíòîâ, ïî âîçìîæíîñòè äî ïîëíîãî. Èíåðöèÿ ìûøëåíèÿ ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî êëþ÷åâîé âàðèàíò ïðîïóñêàþò ëèáî íå ïîäîçðåâà-

þò, ÷òî âàðèàíòîâ áîëåå îäíîãî. Ïðèìåíèòå ¾ìåòîä Øåðëîêà Õîëì-

ñà¿: îòáðîñüòå âñå íåâîçìîæíûå ñëó÷àè, òîãäà ïîñëåäíèé âàðèàíò

îêàæåòñÿ âîçìîæíûì, êàêèì áû íåâåðîÿòíûì îí íè êàçàëñÿ.

�èñ. 2.3:

23.1.10. Íà ñòîëå ëåæàò 9 ÿáëîê, îáðàçóÿ 10 ðÿäîâ ïî 3 ÿáëîêà

â êàæäîì (ñì. ðèñ. 2.3). Èçâåñòíî, ÷òî ó äåâÿòè ðÿäîâ âåñà îäè-

íàêîâû, à âåñ äåñÿòîãî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ. Åñòü ýëåêòðîííûå âåñû,

íà êîòîðûõ çà ðóáëü ìîæíî óçíàòü âåñ ëþáîé ãðóïïû ÿáëîê. Êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî ðóáëåé íàäî çàïëàòèòü, ÷òîáû óçíàòü, âåñ êàêîãî

èìåííî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ?

23.1.11. Ìîæåò ëè ïðÿìàÿ ðàçáèòü êàêîé-íèáóäü øåñòèóãîëüíèê

íà 4 ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà?
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�åäóêöèÿ � ýòî ñâåä�åíèå ñëîæíîé çàäà÷è ê áîëåå ïðîñòîé. Òàê,

åñëè ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ íå óäà¼òñÿ ñðàçó ïîñòðîèòü öåëèêîì,

ïîñòðîéòå å¼ íåîáõîäèìóþ ÷àñòü. Äàæå åñëè ýòó ÷àñòü íå óäàñòñÿ

ïîòîì äîñòðîèòü äî öåëîãî, ðåøåíèå óïðîù¼ííîé çàäà÷è ìîæåò ïî-

ñëóæèòü ðàçìèíêîé, ïîñëå ÷åãî âû âåðí¼òåñü ê ñëîæíîé çàäà÷å óæå

ñ íàêîïëåííûì îïûòîì.

23.1.12. Áàðîí Ìþíõãàóçåí ãîâîðèò, ÷òî ó íåãî åñòü ìíîãîçíà÷-

íîå ÷èñëî-ïàëèíäðîì (ò. å. îíî ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâî ñëåâà íàïðàâî

è ñïðàâà íàëåâî). Íàïèñàâ åãî íà áóìàæíîé ëåíòå, áàðîí ñäåëàë

íåñêîëüêî ðàçðåçîâ ìåæäó öè�ðàìè. Ëåíòà ðàñïàëàñü íà N êóñêîâ.

Ïåðåëîæèâ êóñêè â äðóãîì ïîðÿäêå, áàðîí óâèäåë, ÷òî íà êóñêàõ

ïî ðàçó çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . ., N . Ìîãóò ëè ñëîâà áàðîíà áûòü

ïðàâäîé?

Ïðè ïîñòðîåíèè êîíñòðóêöèè ìîæåò ìåøàòü íåîäíîçíà÷íîñòü

âûáîðà. Â óçêîì ìåñòå âñ¼ îäíîçíà÷íî èëè íåîïðåäåë¼ííîñòü ìè-

íèìàëüíà, ÷òî ñîêðàùàåò ïåðåáîð. Íà÷àâ ñ óçêîãî ìåñòà, ìû ëè-

áî áûñòðî ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ëèáî ïîñòðîèì áîëüøîé êóñîê

êîíñòðóêöèè. Êàê èñêàòü óçêèå ìåñòà? Ïðèñìîòðèòåñü: îíè ñëóæàò

ïðåïÿòñòâèÿìè ê ïîñòðîåíèþ êîíñòðóêöèè èëè êàæóòñÿ òàêîâûìè.

23.1.13. Çàïèñàâ ÷èñëà 1, 1
2 ,

1
3 , . . .,

1
10 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñî-

åäèíèòå èõ çíàêàìè ÷åòûð¼õ àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ðàâíÿëîñü 0. (Ñêîáêè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.)

23.1.14. Ñóùåñòâóþò ëè òðè ðàâíûõ ñåìèóãîëüíèêà, âñå âåðøèíû

êîòîðûõ ñîâïàäàþò, íî íèêàêèå ñòîðîíû íå ñîâïàäàþò?

23.1.15. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êàêîé-íèáóäü òðåóãîëüíèê íà ÷åòûðå

âûïóêëûå �èãóðû: òðåóãîëüíèê, ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ïÿòèóãîëüíèê

è øåñòèóãîëüíèê?

Ïðè ïîñòåïåííîì êîíñòðóèðîâàíèè ê ïðèìåðó èäóò ÷åðåç öå-

ïî÷êó âñïîìîãàòåëüíûõ êîíñòðóêöèé-çàãîòîâîê. Íà êàæäîì øàãå

î÷åðåäíàÿ êîíñòðóêöèÿ óëó÷øàåòñÿ äî ñëåäóþùåé. Â çàãîòîâêå

òðåáîâàíèÿ ê îêîí÷àòåëüíîé êîíñòðóêöèè âûïîëíåíû ëèøü ÷àñòè÷-

íî. Îñòàâëÿåì ïðèíöèïèàëüíûå óñëîâèÿ, âðåìåííî çàáûâàåì èëè

îñëàáëÿåì òåõíè÷åñêèå.
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23.1.16. Ìîãóò ëè â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå ñòîðîíû è âû-

ñîòû èçìåðÿòüñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàíòèìåòðîâ?

23.1.17. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàëèíäðîì, äåëÿùèéñÿ íà 6100.
(Íàïîìíèì, ÷òî ïàëèíäðîì � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïðè

çàïèñè åãî öè�ð â îáðàòíîì ïîðÿäêå.)

Íàêîíåö, ïðè êîíñòðóêöèè ïî èíäóêöèè ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ

ïîñòåïåííî, íî óæå çà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Òàêèì êîíñòðóê-

öèÿì ïîñâÿù¼í ï. 21.5 ¾Êîíå÷íîå è ñ÷¼òíîå¿.

Ïðîäîëæèòü çíàêîìñòâî ñ êîíñòðóêöèÿìè ìîæíî ïî ñòàòüå [GK℄

è êíèãàì [Shap14, Shap15, Shap08℄.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

�åøåíèÿ çàäà÷ è ïóòè ê ðåøåíèþ òùàòåëüíî ðàçäåëåíû. �å-

øåíèå � ýòî òî, ÷òî ðåøàþùèé çàäà÷ó â èäåàëå äîëæåí íàïèñàòü.

Ïóòü ê ðåøåíèþ äîëæåí îñòàòüñÿ â ãîëîâå, çäåñü îí ïîÿñíÿåò, êàê

ýòî ðåøåíèå ìîæíî áûëî ïðèäóìàòü. Â çàäà÷àõ íà êîíñòðóêöèþ

ðåøåíèå è ïóòü ê ðåøåíèþ îáû÷íî èìåþò ìàëî îáùåãî.

�åøåíèå â çàäà÷å íà êîíñòðóêöèþ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðè-

ìåðà, òî åñòü îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè, è äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî

îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Äëÿ íàøèõ çàäà÷ âòîðàÿ ÷àñòü

íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è îáû÷íî îïóñêàåòñÿ. Íî èíîãäà èç ìíîãèõ

âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ íóæíî åù¼ âûáðàòü òîò, äëÿ êîòîðîãî äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîùå.

23.1.1. Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.

�åøåíèå. �àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ACD è òî÷-

êó B íà ïðîäîëæåíèè îñíîâàíèÿ DC. Ó òðåóãîëüíèêîâ ABC è ABD
ñòîðîíà AB è âûñîòà AH îáùèå, ñòîðîíû AC è AD ðàâíû. Îäíàêî

ýòè òðåóãîëüíèêè íå ðàâíû: îäèí � ÷àñòü äðóãîãî.

Ïóòü ê ðåøåíèþ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî äâóì

ñòîðîíàì b, c è âûñîòå h, ïðîâåä¼ííîé ê òðåòüåé ñòîðîíå. Äëÿ ýòî-

ãî ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ l (íà íåé áóäåò ëåæàòü òðåòüÿ ñòîðîíà) è ïî-

ñòðîèì âåðøèíó A íà ðàññòîÿíèè h îò l. Äâå äðóãèå âåðøèíû òðå-

óãîëüíèêà äîëæíû ëåæàòü íà ýòîé ïðÿìîé íà ðàññòîÿíèÿõ b è c
îò òî÷êè A. Ïðîâåäÿ îêðóæíîñòè óêàçàííûõ ðàäèóñîâ ñ öåíòðîì



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 639

23.4.12. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî óãîëêîâ èç òð¼õ êëåòîê íóæíî

ðàçìåñòèòü â êâàäðàòå 8 × 8 êëåòîê, ÷òîáû â íåãî íåëüçÿ áûëî ïî-

ìåñòèòü áåç íàëîæåíèÿ íè îäíîé òàêîé �èãóðû?

23.4.13. Â êâàäðàòå 7× 7 êëåòîê íóæíî îòìåòèòü öåíòðû n êëåòîê

òàê, ÷òîáû íèêàêèå 4 îòìå÷åííûå òî÷êè íå ÿâëÿëèñü âåðøèíàìè

ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì êâàäðàòà.

Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ýòî âîçìîæíî?

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

23.4.1. Êàæäàÿ �èãóðà ¾äîìèíî¿ ñîäåðæèò îäíó áåëóþ è îäíó

÷¼ðíóþ êëåòêó. Íî â íàøåé �èãóðå 32 ÷¼ðíûõ è 30 áåëûõ êëåòîê

(èëè íàîáîðîò). Ïîäðîáíûé ðàçáîð ñì. â ñòàòüå [Soi℄.

23.5 Ïîëóèíâàðèàíòû
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(1). À.Â.Øàïîâàëîâ

Åñëè ñëîâî ¾èíâàðèàíò¿ îçíà÷àåò ¾íåèçìåííûé¿, òî ¾ïîëóèíâà-

ðèàíò¿ � íåèçìåííûé íàïîëîâèíó.

Áûâàåò òàê, ÷òî ìû ìåíÿåì êîíñòðóêöèþ, à êàêàÿ-òî ñâÿçàííàÿ

ñ ýòîé êîíñòðóêöèåé âåëè÷èíà ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî â îäíó ñòîðî-

íó, òî åñòü ëèáî òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ëèáî òîëüêî óìåíüøàòüñÿ.

Åù¼ âîçìîæíî, ÷òî ìû äåëàåì õîäû è â îäíó ñòîðîíó ìåíÿåòñÿ

âåëè÷èíà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîçèöèåé. Íàïðèìåð, ïðè èãðå â êðåñòèêè-

íîëèêè ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê ñ êàæäûì õîäîì óâåëè÷èâàåòñÿ.

Íà îãðàíè÷åííîé äîñêå èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî èãðà

çàêîí÷èòñÿ. Ïðè èãðå íà áåñêîíå÷íîé äîñêå èãðà ìîæåò íå çàêîí-

÷èòüñÿ íèêîãäà, íî çàòî ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ïîçèöèÿ íå

ïîâòîðèòñÿ, � âåäü ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê êàæäûé ðàç íîâîå!

×óòü áîëåå �îðìàëüíî: ïóñòü ìû ìåíÿåì êîíñòðóêöèè (èëè ïî-

çèöèè) ñ ïîìîùüþ ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé (èëè õîäîâ) è íàì óäà-

ëîñü ñâÿçàòü ñ êàæäîé êîíñòðóêöèåé/ïîçèöèåé âåëè÷èíó, çíà÷åíèå

êîòîðîé ïðè ëþáîì ðàçðåø¼ííîì ïðåîáðàçîâàíèè ëèáî íå ìåíÿåòñÿ,

ëèáî ìåíÿåòñÿ âñåãäà â îäíó è òó æå ñòîðîíó. Òîãäà ýòà âåëè÷èíà

7

Èäåéíûìè ïðåäøåñòâåííèêàìè ïîäáîðîê ¾Èíâàðèàíòû¿ è ¾Ïîëóèíâàðèàí-

òû¿ áûëè, ñðåäè ïðî÷åãî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàãðà�û êíèãè [KK08℄.
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íàçûâàåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòîì
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. Åñëè ïîëóèíâàðèàíò ìåíÿåòñÿ ïðè

êàæäîé îïåðàöèè/õîäå, îí íàçûâàåò ñòðîãèì, èíà÷å � íåñòðîãèì.

Â òèïîâûõ çàäà÷àõ ¾íà ïîëóèíâàðèàíò¿ äîêàçûâàþò íåâîçìîæ-

íîñòü à) ïîâòîðåíèÿ ïîçèöèé; á) áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà õîäîâ; â) ïî-

ñòðîåíèÿ êîíñòðóêöèé. Äëÿ ïîñëåäíåãî íàõîäÿò ïîëóèíâàðèàíò è ïðî-

âåðÿþò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé êîíñòðóêöèè èç èñõîäíîé ïî-

ëóèíâàðèàíò äîëæåí áûë áû ìåíÿòüñÿ íå â òó ñòîðîíó.

Íî êàê íàéòè ïîëóèíâàðèàíò? Íà÷íèòå ñ ïðîâåðêè òèïîâûõ âå-

ëè÷èí: ñóìì, ïðîèçâåäåíèé, ïëîùàäåé, ïåðèìåòðîâ è èõ êîìáèíà-

öèé. Åñëè êîíñòðóêöèÿ çàâèñèò îò öåëûõ ÷èñåë, òî ïîëóèíâàðèàí-

òîì ìîæåò áûòü ÍÎÄ èëè ÍÎÊ.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ âàæíî, ÷òî ïîëóèíâàðèàíò öåëî÷èñ-

ëåííûé è íå ìîæåò áûòü áîëüøå îïðåäåë¼ííîãî ÷èñëà.

23.5.1. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòü

âïðàâî, ââåðõ èëè âïðàâî-ââåðõ ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå

÷èñëî õîäîâ îí ìîæåò ñäåëàòü?

23.5.2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 99× 99 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà. Åñëè

â êàêîì-òî ðÿäó (ñòðîêå èëè ñòîëáöå) ñóììà îòðèöàòåëüíà, ðàçðå-

øàåòñÿ â ýòîì ðÿäó ïîìåíÿòü çíàêè âñåõ ÷èñåë íà ïðîòèâîïîëîæ-

íûå. Äîêàæèòå, ÷òî â èòîãå ìîæíî ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

òàêèõ îïåðàöèé.

Åñëè ïîëóèíâàðèàíò íå öåëî÷èñëåííûé, òî åãî îãðàíè÷åííîñòü

åù¼ íå ãàðàíòèðóåò îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà (íàïðèìåð, óáûâàþùèé ïî-

ëîæèòåëüíûé ïîëóèíâàðèàíò ìîã áû áåñêîíå÷íî äîëãî ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/n, . . .). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåêðàùåíèå

õîäîâ ãàðàíòèðóåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîçèöèé.

23.5.3. Äàíî 10 ÷èñåë. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî äâà íåðàâíûõ ÷èñ-

ëà çàìåíèòü íà äâà ðàâíûõ ñ òîé æå ñóììîé. Ìîæåò ëè ýòîò ïðîöåññ

äëÿ êàêîãî-òî èñõîäíîãî íàáîðà ÷èñåë

(a) ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî;

(b) çàöèêëèòüñÿ (òî åñòü ìîæåò ëè îäèí è òîò æå íàáîð ÷èñåë

âîçíèêíóòü äâàæäû)?

8

Ýòà �ðàçà íå ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì îïðåäåëåíèì ïîëóèíâàðèàíòà. Íî äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íå íóæíî.
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23.5.4. Ïî êðóãó âûïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

÷åòûð¼õ èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë a, b, c, d îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (a− d)(b−
c) < 0, òî ÷èñëà b è c ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

òàêóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Î÷åíü ÷àñòî ïîëîæåíèå, â êîòîðîì íåò ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé,

è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

23.5.5. Â êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû âïèñàíû ÷èñëà. �àçðåøà-

åòñÿ îäíîâðåìåííî ìåíÿòü çíàê ó âñåõ ÷èñåë íåêîòîðîãî ñòîëáöà èëè

íåêîòîðîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîêðàòíûì ïîâòîðåíèåì ýòîé

îïåðàöèè ìîæíî ïðåâðàòèòü äàííóþ òàáëèöó â òàêóþ, ó êîòîðîé

ñóììû ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå èëè ëþáîì ñòîëáöå íåîòðèöàòåëüíû.

Â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ïîëóèíâàðèàíòîì ÷àñòî ñëóæèò ÷èñ-

ëî êîìáèíàöèé, íàïðèìåð ïàð, òðîåê, ïîäìíîæåñòâ èëè ïåðåñòàíî-

âîê êàêîãî-òî âèäà.

23.5.6. Â òðèäåâÿòîì öàðñòâå âñå ãîðîäà ïîäíÿëè íàä ðàòóøàìè

�ëàãè � ãîëóáûå ëèáî îðàíæåâûå. Êàæäûé äåíü æèòåëè óçíàþò

öâåòà �ëàãîâ ó ñîñåäåé â ðàäèóñå 100 êì. Îäèí èç ãîðîäîâ, ãäå

ó áîëüøèíñòâà ñîñåäåé �ëàãè äðóãîãî öâåòà, ìåíÿåò ñâîé �ëàã íà

ýòîò äðóãîé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ñî âðåìåíåì ñìåíû öâåòà �ëàãîâ

ïðåêðàòÿòñÿ.

Íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè ñîçäàþòñÿ ¾ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî óëó÷øåíèÿ¿. Ìû áåð¼ì íåñîâåðøåííóþ êîíñòðóêöèþ è íà÷èíàåì

å¼ ïðåîáðàçîâûâàòü. Ïîëóèíâàðèàíò ãàðàíòèðóåò çàâåðøåíèå ïðî-

öåññà è äîñòèæåíèå íóæíîãî ý��åêòà â êîíöå.

23.5.7. Â ïàðëàìåíòå êàæäûé äåïóòàò èìååò íå áîëåå òð¼õ âðàãîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî òàê ðàçáèòü íà äâå ïàëàòû, ÷òî

ó êàæäîãî äåïóòàòà â åãî ïàëàòå áóäåò íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

23.5.8. Íà ïëîñêîñòè äàíî 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî

ïðîâåñòè 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè ðàçíûõ öâåòîâ.

Ïîëóèíâàðèàíò ìîæåò áûòü è íåñòðîãèì, ò. å. íå ìåíÿòüñÿ ïðè

íåêîòîðûõ õîäàõ. Òîãäà ïîëåçíî íàéòè åù¼ îäèí ïîëóèíâàðèàíò, êî-

òîðûé ñòðîãî ìåíÿåòñÿ êàê ðàç òîãäà, êîãäà ïåðâûé îñòà¼òñÿ íåèç-

ìåííûì.
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23.5.9. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòü

âïðàâî, ââåðõ, âïðàâî-ââåðõ èëè âïðàâî-âíèç ïî äèàãîíàëè. Äîêà-

æèòå, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ.

Åñëè è âòîðîé ïîëóèíâàðèàíò îêàçûâàåòñÿ íåñòðîãèì, òî ïðè-

õîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è òðåòèé, è ÷åòâ¼ðòûé è ò. ä. Â ýòîì ñëó-

÷àå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü íàáîðû çíà÷åíèé ïîëóèíâàðèàíòîâ

êàê ñòðîêè, óïîðÿäî÷åííûå ëåêñèêîãðà�è÷åñêè (êàê ñëîâà â ñëîâà-

ðå: ñðàâíèâàþòñÿ ïåðâûå ýëåìåíòû, ïðè ðàâåíñòâå � âòîðûå è ò. ä.

è òàê äî ïåðâîãî íåñîâïàäåíèÿ).

23.5.10. Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Âðåìÿ îò âðå-

ìåíè Ïåòÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïà÷êó èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäó-

ùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êàðòû ëåæàò ðóáàøêîé âíèç

(â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âûíóòü ïðîñòî îäíó êàðòó ðóáàøêîé âíèç), ïå-

ðåâîðà÷èâàåò ýòó ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò â òî æå ìåñòî

êîëîäû. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê Ïåòÿ âûáèðàåò ïà÷-

êè, â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò ðóáàøêîé ââåðõ.

Â çàêëþ÷åíèå � åù¼ íåñêîëüêî çàäà÷ íà ïîëóèíâàðèàíòû è èõ

êîìáèíàöèè.

23.5.11. Â ñòðîêå çàïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Êàæäóþ ñåêóíäó ðî-

áîò âûáèðàåò êàêóþ-ëèáî ïàðó ðÿäîì ñòîÿùèõ ÷èñåë, â êîòîðîé ëå-

âîå ÷èñëî áîëüøå ïðàâîãî, ìåíÿåò èõ ìåñòàìè è ïðè ýòîì óìíîæàåò

îáà ÷èñëà íà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñäåëàòü î÷å-

ðåäíóþ òàêóþ îïåðàöèþ áóäåò íåâîçìîæíî.

23.5.12. Ó Êàðëñîíà åñòü 1000 áàíîê ñ âàðåíüåì. Áàíêè íå îáÿçà-

òåëüíî îäèíàêîâûå, íî â êàæäîé � íå áîëüøå ÷åì ñîòàÿ ÷àñòü âñå-

ãî âàðåíüÿ. Íà çàâòðàê Êàðëñîí ìîæåò ñúåñòü ïîðîâíó âàðåíüÿ èç

ëþáûõ 100 áàíîê. Äîêàæèòå, ÷òî Êàðëñîí ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,

÷òîáû çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çàâòðàêîâ ñúåñòü âñ¼ âàðåíüå.

23.5.13. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçäå-
ëèòü îêðóæíîñòü íà òðè äóãè òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë íà ñîñåäíèõ

äóãàõ áóäóò îòëè÷àòüñÿ íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Åñëè íà äóãå íåò ÷è-

ñåë, òî ñóììà íà íåé ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.)
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24 Àëãîðèòìû

24.1 Èãðû (1)

9

.Ä.À.Ïåðìÿêîâ,Ì.Á.Ñêîïåíêîâ, À.Â.Øà-

ïîâàëîâ

Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè êðà-

ñèâûìè èäåÿìè òåîðèè èãð. Îáùèå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî òåìå

¾Èãðû¿ ìîæíî íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå êíèãè [GIF℄.

Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ

Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ ñòðàòåãèÿ â èãðàõ � ñèììåòðè÷íàÿ (à òàê-

æå å¼ îáîáùåíèå � äîïîëíÿþùàÿ). Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäóþùèõ çà-

äà÷ ïîëåçíî çíàêîìñòâî ñ ï. 23.2 ¾Èíâàðèàíòû I¿, ïîñêîëüêó ìíîãèå

ñòðàòåãèè â èãðàõ îñíîâàíû íà èíâàðèàíòàõ (ïðèìåð èíâàðèàíòà �

ñèììåòðè÷íîñòü ïîçèöèè).

24.1.1. (a) Äâîå ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò äîìèíîøêè íà øàõìàò-

íóþ äîñêó. Êàæäàÿ äîìèíîøêà ïîêðûâàåò ðîâíî äâå êëåòêè äîñ-

êè, êàæäàÿ êëåòêà ìîæåò áûòü ïîêðûòà íå áîëåå ÷åì îäíîé äî-

ìèíîøêîé. Ïðîèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ïîëîæèòü

î÷åðåäíóþ äîìèíîøêó. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? Êàê

îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

(b) Òî æå äëÿ äîñêè 8× 9.

Âîò ÷òî îçíà÷àþò âîïðîñû ýòîé çàäà÷è. Â îòâåòå íà ïåðâûé âî-

ïðîñ íóæíî íàçâàòü èãðîêà, êîòîðûé âûèãðûâàåò ïðè ëþáîé èã-

ðå ñâîåãî ïðîòèâíèêà. Â îòâåòå íà âòîðîé âîïðîñ íóæíî ïðèâåñòè

àëãîðèòì äåéñòâèé ýòîãî èãðîêà, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò âûèãðûø

(âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ). Âàæíî ÷¼òêî îòäåëÿòü ñàì àëãîðèòì îò

äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî àëãîðèòì ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëü-

òàòó.

Âòîðîé ïóíêò ýòîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñåãäà ñèììåòðè÷-

íîñòü ïîçèöèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò.

9

Ïîäïóíêòû ¾Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ¿, ¾Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé¿,

¾Ïåðåäà÷à õîäà¿ íàïèñàíû Ä.À.Ïåðìÿêîâûì è Ì.Á. Ñêîïåíêîâûì, ¾Èãðû-

øóòêè¿, ¾Èãðà íà îïåðåæåíèå¿, ¾Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà¿�À.Â.Øàïîâà-

ëîâûì, ¾Ñìåñü¿ � âñåìè òðåìÿ àâòîðàìè.
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24.1.2.

◦
(Çàãàäêà.) Ê êàêîìó ðåçóëüòàòó ïðèâåä¼ò ïîïûòêà ÷¼ðíûõ

çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íî êîïèðîâàòü õîäû ïðîòèâíèêà â îáû÷íûõ

øàõìàòàõ ïðè ïðàâèëüíîé èãðå áåëûõ? Âûáåðèòå âåðíûé âàðèàíò

îòâåòà:

1) ê íè÷üåé; 2) ê âûèãðûøó áåëûõ; 3) ê âûèãðûøó ÷¼ðíûõ.

Êëþ÷åâîé èäååé ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëüêî ñèììåòðèÿ, ñêîëüêî ðàçáè-

åíèå âñåõ âîçìîæíûõ ïîçèöèé íà ïàðû. Äîïîëíÿþùàÿ ñòðàòåãèÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà õîä ïðîòèâíèêà îòâå÷àòü õîäîì âî âòîðóþ

ïîçèöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû.

24.1.3. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò êîðîëü. Äâîå ïî î÷åðåäè õîäÿò

èì. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî êîðîëü îêàçûâàåòñÿ

â êëåòêå, â êîòîðîé ïîáûâàë ðàíåå. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå è êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Èãðà íà îïåðåæåíèå

Èãðà íà îïåðåæåíèå �ðàñïðîñòðàí¼ííûé ïðè¼ì â íåìàòåìàòè-

÷åñêèõ èãðàõ. Íî è â ìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ áûâàåò, ÷òî âûèãðûø

äîñòà¼òñÿ òîìó, êòî ïåðâûé ñóìååò çàíÿòü êëþ÷åâîå ïîëîæåíèå. Ïî-

ñëå ýòîãî, êàê ïðàâèëî, ðàáîòàåò äîïîëíÿþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

24.1.4. Åñòü 9 çàïå÷àòàííûõ ïðîçðà÷íûõ êîðîáîê ñîîòâåòñòâåííî

ñ 1, 2, 3, . . . , 9 �èøêàìè. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè áåðóò ïî îäíîé
�èøêå èç ëþáîé êîðîáêè, ðàñïå÷àòûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîðîáêó.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî ïîñëåäíèì ðàñïå÷àòàåò êîðîáêó. Êòî èç íèõ

ìîæåò âñåãäà âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?

24.1.5. Â îäíîì èç óãëîâ øàõìàòíîé äîñêè ëåæèò ïëîñêèé êàð-

òîííûé êâàäðàò 2× 2, à â ïðîòèâîïîëîæíîì � êâàäðàò 1× 1. Äâîå
èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ïåðåêàòûâàþò êàæäûé ñâîé êâàäðàò ÷åðåç

ñòîðîíó: Áîðÿ � áîëüøîé êâàäðàò, à Ìèøà�ìàëåíüêèé. Áîðÿ âû-

èãðûâàåò, åñëè íå ïîçäíåå 100-ãî õîäà Ìèøèí êâàäðàò îêàæåòñÿ íà

êëåòêå, íàêðûòîé Áîðèíûì êâàäðàòîì. Ìîæåò ëè Áîðÿ âûèãðàòü

íåçàâèñèìî îò èãðû Ìèøè, åñëè

(a) ïåðâûì õîäèò Áîðÿ;

(b) ïåðâûì õîäèò Ìèøà?
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Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà

Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà � òîæå âåñüìà ðàñïðîñòðàí¼ííûé ïðè-

¼ì â íåìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ íàêîïëå-

íèå îáû÷íî ñâÿçàíî ñ êàêèì-íèáóäü ïîëóèíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó äëÿ

èçó÷åíèÿ òàêèõ èãð ïîëåçíî çíàêîìñòâî ñ ï. 23.5 ¾Ïîëóèíâàðèàí-

òû¿. Ïðè ýòîì íàäî ïðèäóìàòü àëãîðèòì, âåäóùèé ê íàêîïëåíèþ

íåçàâèñèìî îò ñîïðîòèâëåíèÿ ñîïåðíèêà.

24.1.6. Ìèøà ñòîèò â öåíòðå êðóãëîé ëóæàéêè ðàäèóñà 100 ìåò-

ðîâ. Êàæäóþ ìèíóòó îí äåëàåò øàã äëèíîé 1 ìåòð. Ïåðåä êàæäûì
øàãîì îí îáúÿâëÿåò íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì õî÷åò øàãíóòü. Êàòÿ

èìååò ïðàâî çàñòàâèòü åãî ñìåíèòü íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-

íîå. Ìîæåò ëè Ìèøà äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû â êàêîé-òî ìîìåíò

îáÿçàòåëüíî âûéòè ñ ëóæàéêè, èëè Êàòÿ âñåãäà ñìîæåò åìó ïîìå-

øàòü?

24.1.7. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 1×100 000 (âíà÷àëå ïóñòîé) äâîå õîäÿò
ïî î÷åðåäè. Ïåðâûé ìîæåò çà õîä âûñòàâèòü äâà êðåñòèêà â ëþáûå

äâà ñâîáîäíûõ ïîëÿ äîñêè. Âòîðîé ìîæåò ñòåðåòü ëþáîå êîëè÷åñòâî

êðåñòèêîâ, èäóùèõ ïîäðÿä � áåç ïóñòûõ êëåòîê ìåæäó íèìè. Åñëè

ïîñëå õîäà ïåðâîãî îáðàçóåòñÿ 13 èëè áîëåå êðåñòèêîâ ïîäðÿä, îí

âûèãðàë. Ìîæåò ëè ïåðâûé èãðîê âûèãðàòü ïðè ïðàâèëüíîé èãðå

îáåèõ ñòîðîí?

24.1.8. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ëîìàþò ïàëêó: ïåðâûé íà äâå

÷àñòè, çàòåì âòîðîé ëîìàåò ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, çàòåì

ïåðâûé � ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè è ò. ä. Îäèí èç èãðîêîâ âû-

èãðûâàåò, åñëè ñìîæåò ïîñëå êàêîãî-òî èç ñâîèõ õîäîâ ñëîæèòü èç 6
êóñêîâ äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ìîæåò ëè äðóãîé åìó ïîìåøàòü?

Èãðû-øóòêè

Â èãðàõ-øóòêàõ ïîáåæäàåò âñåãäà îäíà èç ñòîðîí íåçàâèñèìî

îò å¼ æåëàíèÿ.

24.1.9. (a) Íà ñòîëå ëåæàò 2015 êó÷åê ïî îäíîìó îðåõó. Çà îäèí õîä
ðàçðåøàåòñÿ îáúåäèíèòü äâå êó÷êè â îäíó. Äâîå èãðàþùèõ äåëàþò
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õîäû ïî î÷åðåäè, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðûâàåò. Êòî

âûèãðàåò?

(b) Òî æå, íî ðàçðåøàåòñÿ îáúåäèíÿòü êó÷êè òîëüêî ñ îäèíàêî-

âûì ÷èñëîì îðåõîâ.

24.1.10. Äàíà êëåò÷àòàÿ ïîëîñà 1×N . Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ

èãðó. Íà î÷åðåäíîì õîäó ïåðâûé èãðîê ñòàâèò â îäíó èç ñâîáîäíûõ

êëåòîê êðåñòèê, à âòîðîé � íîëèê. Íå ðàçðåøàåòñÿ ñòàâèòü â ñî-

ñåäíèå êëåòêè äâà êðåñòèêà èëè äâà íîëèêà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî

íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå? Êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Êðîìå èãð-øóòîê áûâàþò è ïî÷òè øóòêè, ãäå âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ òàêîâà: åñëè åñòü âûèãðûø â îäèí õîä, åãî íàäî ñäåëàòü,

èíà÷å ìîæíî äåëàòü ëþáîé õîä. Èëè, íàîáîðîò: äåëàòü ëþáîé õîä,

êðîìå òåõ, êîòîðûå ïðîèãðûâàþò â îäèí õîä. Â òàêèõ èãðàõ âàæ-

íî äîãàäàòüñÿ, êîìó îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâèòñÿ âîçìîæíîñòü ñäåëàòü

âûèãðûøíûé õîä èëè êòî áóäåò âûíóæäåí ñäåëàòü ïðîèãðûâàþùèé

õîä, � è äîêàçàòü ýòî. Êðîìå òîãî, âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò

ñîñòîÿòü â äîñòèæåíèè ïîçèöèè, ïîñëå êîòîðîé èãðà ïðåâðàùàåòñÿ

â èãðó-øóòêó ñ íóæíûì èñõîäîì.

24.1.11. Â äåñÿòè êîðçèíàõ ëåæàò ÿáëîêè: 1, 3, 5, . . . , 19 ÿáëîê.

Ñíà÷àëà áåð¼ò îäíî ÿáëîêî èç ëþáîé êîðçèíû Âàñÿ, ïîòîì � �åíà,

ïîòîì Ë¼âà, ïîòîì îïÿòü Âàñÿ è ò. ä. ïî êðóãó. Ïðîèãðûâàåò òîò,

ïîñëå ÷üåãî õîäà â êàêèõ-òî êîðçèíàõ ñòàíåò ÿáëîê ïîðîâíó. Êòî èç

íèõ íå ìîæåò èçáåæàòü ïðîèãðûøà?

24.1.12. Èç ñïè÷åê ñëîæåí êëåò÷àòûé êâàäðàò 9× 9, ñòîðîíà êàæ-
äîé êëåòêè � îäíà ñïè÷êà. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè óáèðàþò ïî ñïè÷-

êå, íà÷èíàåò Ïåòÿ. Âûèãðàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà íå îñòàíåòñÿ

öåëûõ êâàäðàòèêîâ 1 × 1. Êòî ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû îáåñ-

ïå÷èòü ñåáå ïîáåäó, êàê áû íè èãðàë åãî ñîïåðíèê?

Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé

Îäèí èç óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ àíàëèçà èãðû� âûðàùèâàíèå

äåðåâà ïîçèöèé.
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24.1.13. Ôåðçÿ � â óãîë, èëè ¾öçÿíüøèöçû¿. Ôåðçü ñòîèò íà d1.

Äâîå ïî î÷åðåäè õîäÿò èì ïî íàïðàâëåíèþ ââåðõ, âïðàâî èëè âïðàâî-

ââåðõ. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò åãî íà h8. Êòî âûèãðûâàåò ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå è êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîäóìàéòå ñíà÷àëà íàä ñëåäóþùèì âîïðî-

ñîì.

24.1.14.

◦
Êòî âûèãðûâàåò â èãðå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò �åðçü ñòîèò íà êëåòêå f4? Âûáåðèòå âåðíûé âàðè-

àíò îòâåòà:

1) ïåðâûé èãðîê; 2) âòîðîé èãðîê.

Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé îçíà÷àåò ïîëíûé àíàëèç èãðû.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê áîëåå ñëîæíîé èäåå ïåðåäà÷è õîäà, êîòîðàÿ ïî-

ìîãàåò äàæå òîãäà, êîãäà äëÿ ïîëíîãî àíàëèçà íåò íèêàêîé âîçìîæ-

íîñòè.

Ïåðåäà÷à õîäà

24.1.15. Â äâóõõîäîâûõ øàõìàòàõ �èãóðû õîäÿò ïî îáû÷íûì ïðà-

âèëàì, òîëüêî çà êàæäûé õîä ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ðîâíî äâà õî-

äà îäíîé �èãóðîé. Öåëü èãðû� ñúåñòü êîðîëÿ ñîïåðíèêà. Ïðàâèëà

òðîåêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ïîçèöèè è 50 õîäîâ íå äåéñòâóþò

10

. Äî-

êàæèòå, ÷òî áåëûå â äâóõõîäîâûõ øàõìàòàõ ìîãóò èãðàòü òàê, ÷òî

çàâåäîìî íå ïðîèãðàþò (ò. å. ëèáî âûèãðàþò, ëèáî ñûãðàþò âíè÷üþ).

24.1.16.

◦
Ïðàâèëà øàõìàò áåç öóãöâàíãà

11

îòëè÷àþòñÿ îò ïðà-

âèë îáû÷íûõ øàõìàò òîëüêî äîáàâëåíèåì âîçìîæíîñòè ïðîïóñòèòü

ñâîé õîä äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ. Ìîãóò ëè ÷¼ðíûå âûèãðàòü ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå áåëûõ? Âûáåðèòå âåðíûé âàðèàíò îòâåòà:

1) ìîãóò; 2) íå ìîãóò.

10

Åñëè íå çíàåòå, ÷òî ýòî çà ïðàâèëà, èãíîðèðóéòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

11

Öóãöâàíãîì â øàõìàòàõ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîçèöèÿ äëÿ èãðîêà, â êîòîðîé

ëþáîé åãî õîä ýòó ïîçèöèþ óõóäøàåò.
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Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿù¼í ïðîñòåéøèì ïîíÿòèÿì è ïðèìåíå-

íèÿì òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Äëÿ åãî èçó÷åíèÿ íåîáõîäèìî çíàêîìñòâî

ñ îñíîâàìè êîìáèíàòîðèêè, íàïðèìåð ñ ï. 20.1 ¾Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ñïî-

ñîáîâ¿ è 20.3 ¾Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé¿ äàííîé êíèãè.

Êðîìå òîãî, çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé ïîëåçíî íà÷èíàòü

íà ¾�èçè÷åñêîì¿ óðîâíå ñòðîãîñòè, êàê â êíèãå [Shen℄,[Kolm℄. Çäåñü

æå ìû ñðàçó äà¼ì ¾ìàòåìàòè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ìû ïðè-

âîäèì ìíîãèå çàäà÷è íà ¾ïðàêòè÷åñêîì¿ ÿçûêå è ïîêàçûâàåì íà

ïðèìåðàõ, êàê èõ �îðìàëèçîâàòü. Ôîðìàëèçàöèþ îñòàëüíûõ çàäà÷

îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Òàêàÿ �îðìàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì

ðåøåíèÿ, îò êîòîðîãî ìîæåò çàâèñåòü îòâåò. Ñì., íàïðèìåð, çàäà÷è

25.2.7 (
),(d), 25.4.14, 25.3.5, [GDI, çàäà÷è 6.3.1.b è 6.3.3.
℄.

25.1 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (1).À.À. Çà-

ñëàâñêèé, À.Á.Ñêîïåíêîâ

�àññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, èìåþùèé m ðàâíîâîçìîæíûõ èñõî-

äîâ, íàïðèìåð áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè, âûòàñêèâàíèå êàðòû èç

êîëîäû è ò. ä. Åñëè èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå (íàïðèìåð, âûïàäå-

íèå øåñò¼ðêè, âûòàñêèâàíèå òóçà è ò. ä.) ïðîèñõîäèò â a èç ýòèõ

èñõîäîâ, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ñ÷èòàþò ðàâíîé p = a/m.

Ýòî ïîÿñíåíèå ïîëåçíî äëÿ íà÷èíàþùåãî, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Âîò ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

Âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî

P (A) = PM (A) := |A|/|M |.
Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìíîæåñòâî M �èêñèðîâàíî

è ïðîïóñêàåòñÿ èç îáîçíà÷åíèé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà äëÿ

âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Èõ ÷àñòî íàçûâàþò ñîáûòèÿìè.

25.1.1. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûòàñêèâàåòñÿ îäíà êàðòà. Íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îêàæåòñÿ

(a) ÷¼ðíîé ìàñòè; (b) òóçîì; (
) êàðòèíêîé;

(d) äàìîé ïèê; (e) êîðîë¼ì èëè áóáíîé.

Íàïðèìåð, â çàäà÷å 25.1.1 (ñ) ìíîæåñòâî M (¾âñåõ âîçìîæíûõ

èñõîäîâ¿) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êàðò â êîëîäå, à ìíîæåñòâî A
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(¾èñõîäîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàññìàòðèâàåìîå ñîáûòèå¿) � ñ ìíî-

æåñòâîì êàðòèíîê. Òàê ýòà è ìíîãèå äðóãèå âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è

ìîãóò áûòü ñòðîãî ñ�îðìóëèðîâàíû íà êîìáèíàòîðíîì ÿçûêå.

25.1.2. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ 3 ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ

(a) òð¼õ îðëîâ; (b) äâóõ îðëîâ è ðåøêè.

25.1.3. Ïàññàæèðó êóïåéíîãî âàãîíà óäîáíî, åñëè âñå åãî ïîïóò÷è-

êè îäíîãî ñ íèì ïîëà. Êàêàÿ ÷àñòü ïàññàæèðîâ èñïûòûâàåò óäîá-

ñòâà?

25.1.4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè áðîñàíèè äâóõ èãðàëü-

íûõ êîñòåé

(a) íà ïåðâîé âûïàäåò áîëüøå î÷êîâ, ÷åì íà âòîðîé;

(b) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ñîñòàâèò 2, 3, . . . , 12.

25.1.5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî îò 1

äî 105

(a) äåëèòñÿ íà 5; (b) äåëèòñÿ íà 7; (
) äåëèòñÿ íà 35.

(a

′
, b

′
, 


′
) Òî æå äëÿ ñëó÷àéíîãî öåëîãî ÷èñëà îò 1 äî 100.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç âûøåïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ ïîëåçíû

ñëåäóþùèå.

25.1.6. (a) Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Ïóñòü A∩B = ∅. Âûðàçèòå P (A∪
B) ÷åðåç P (A) è P (B).

(b) Âûðàçèòå âåðîÿòíîñòü P (A∪B) ÷åðåç P (A), P (B) è P (A∩B).
(
)Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Âûðàçèòå âåðîÿòíîñòü PM×N (A×B)

÷åðåç PM (A) è PN (B).
Êîììåíòàðèé: PM (A) = PM×N (A ×N) è PN (B) = PM×N (M ×

B).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ñèòóàöèþ ïðàâèëà óìíîæå-

íèÿ 25.1.6 (
). Ïîäìíîæåñòâà (ò. å. ñîáûòèÿ) A è B 6= ∅ êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà M íåçàâèñèìû, åñëè äîëÿ (ò. å. âåðîÿòíîñòü) ìíîæåñòâà

A ∩ B â B ðàâíà äîëå (ò. å. âåðîÿòíîñòè) ìíîæåñòâà A â M . Ïðè-

âåä¼ì ñèììåòðè÷íóþ ïåðå�îðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ ðàáîòàåò è äëÿ

B = ∅. Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè, åñëè

|A ∩B| · |M | = |A| · |B|.
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Îñíîâíîé ïðèìåð íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ � â ìíîæåñòâå âñåõ êëå-

òîê øàõìàòíîé äîñêè ïîäìíîæåñòâî êëåòîê â ïåðâûõ òð¼õ å¼ ñòðî-

êàõ è ïîäìíîæåñòâî êëåòîê â ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ å¼ ñòîëáöàõ, èëè,

áîëåå ñòðîãî, A×N è M ×B â M ×N .

25.1.7. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà? (Ìû íàçûâàåì çà-

âèñèìûìè ïîäìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåçàâèñèìûìè.)

(a) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4}.
(b) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

25.1.8. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ

÷èñåë îò 1 äî 105?

(a) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 7.

(b) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 21.

(
) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5.

(d) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 10, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7.

Ñì. êîìáèíàòîðíûå ïðèìåíåíèÿ, íàïðèìåð, â [GDI, ï. 6.2℄.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.1.3. Îòâåò: 1/8.

25.1.5. Îòâåòû: (a) 0,2; (b) 1
7 ; (
)

1
35 ; (a

′
) 0,2; (b′) 0,14; (
′) 0,02.

(a) �åøåíèå (íàïèñàíî Å. Ïàâëîâûì). ÏóñòüM = {1, 2, . . . , 105}�
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ, A = {5, 10, . . . , 105} = {x ∈
M : 5 | x}�ìíîæåñòâî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ. Òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ âåðîÿòíîñòü ìíîæåñòâà A ðàâíà P (A) = |A|
|M | =

⌊ 105
5

⌋
105 = 0,2.

25.1.6. Îòâåòû: (a) P (A ∪B) = P (A) + P (B);

(b) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);

(
) PM×N (A×B) = PM (A)PN (B).
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25.2 Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (1).À.À. Çà-

ñëàâñêèé, À.Á.Ñêîïåíêîâ

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 100 äåëèòñÿ íà 7, ðàâ-

íà 0.14 (çàäà÷à 25.1.5.b

′
). Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì

áðîñàíèè äâóõ ìîíåò áóäåò 0, 1 èëè 2 îðëà, ðàâíû 0.25, 0.5 è 0.25,

ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòî óäîáíî ñ÷èòàòü ¾ýëåìåíòàðíûìè¿ èñõîäàìè

èìåííî ¾äåëèìîñòü íà 7¿ èëè ¾âûïàäåíèå 0, 1 èëè 2 îðëîâ¿. Èíîãäà

òàêèå èñõîäû âîçíèêàþò è áåç ¾ðàçëîæåíèÿ â áîëåå ýëåìåíòàðíûå¿.

Äëÿ �îðìàëèçàöèè ñëåäóþùåå áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü

çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M è êàæäîìó m ∈ M ïîñòàâëåíî â ñî-

îòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî P (m), ïðè÷¼ì ñóììà âñåõ ýòèõ

÷èñåë ðàâíà 1. Òîãäà âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ñóììà

÷èñåë P (m) ïî âñåì m ∈ A. Òàêàÿ ïàðà (M,P ) íàçûâàåòñÿ (êîíå÷-

íûì) âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñð. [CLRS℄.

25.2.1. (Çàãàäêè) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ïðàâèëà

(a) ñëîæåíèÿ; (b) óìíîæåíèÿ

äëÿ âûøåïðèâåä¼ííîãî îáîáùåíèÿ.

Ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà M ñ óêàçàííûì îòîáðàæåíèåì

P : M → [0, 1] íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P (A ∩ B) = P (A) ·
P (B).

25.2.2. (a) Îäèí ñòðåëîê ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8, äðó-
ãîé � 0,7. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè, åñëè îáà ñòðåëÿþò
îäíîâðåìåííî.

(b) �àáî÷èé îáñëóæèâàåò òðè ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòè èõ îñòàíîâêè

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,1; 0,2; 0,15. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû âñåõ ñòàíêîâ.

(
)* Îòåö, ìàòü è ñûí óâëåêàþòñÿ øàõìàòàìè. Îòåö îáåùàåò

ñûíó ïðèç, åñëè îí âûèãðàåò äâå ïàðòèè ïîäðÿä èç òð¼õ, ñûãðàííûõ

ïîî÷åð¼äíî ñ îòöîì è ìàòåðüþ. Ñûí çíàåò, ÷òî îòåö èãðàåò ëó÷øå

ìàòåðè. Ñ êåì åìó âûãîäíåå èãðàòü ïåðâóþ ïàðòèþ?

25.2.3. (a) Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0,515. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 6 äåòåé íå áîëåå 2 äåâî÷åê.

(b)* (Çàãàäêà) Ñòàðèê ëîâèë íåâîäîì ðûáó ðîâíî òðèäöàòü ëåò

è òðè ãîäà. Êàæäûé äåíü îí ëîâèë ðîâíî 7 ðûá, êîòîðûõ êàê ðàç
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õâàòàëî íà óæèí. Æèâóùèé ó ñòàðóõè êîò-äîëãîæèòåëü åñò òîëüêî

ìàêðåëü, êîòîðàÿ ëîâèòñÿ âäâîå ðåæå îñòàëüíûõ ðûá. Â ðåçóëüòàòå

îí 700 ðàç îñòàâàëñÿ ãîëîäíûì. Ïëàâàåò ëè ìàêðåëü â ìîðå êîñÿêà-

ìè èëè ïîîäèíî÷êå?

Êîììåíòàðèé. Êîíå÷íî, òî÷íî îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âî-

ïðîñ íåâîçìîæíî. Îäíàêî ìîæíî îöåíèòü, êàêàÿ èç äâóõ ãèïîòåç

ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè. Ñð. ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë 25.5.3.b.

Ñõåìîé Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p (êàæ-
äîãî èñïûòàíèÿ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Zn

2 óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

äëèíû n èç 0 è 1, âìåñòå ñ �óíêöèåé P : Zn
2 → [0, 1], îïðåäåëåííîé

�îðìóëîé P (x) = p|x|(1− p)n−|x|
, ãäå |x| � êîëè÷åñòâî åäèíèö â íà-

áîðå x, ò.å. ÷èñëî óñïåõîâ äëÿ íàáîðà x. Ñõåìà Áåðíóëëè ÿâëÿþòñÿ
îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé, âîç-

íèêàþùåé âî ìíîãèõ çàäà÷àõ.

25.2.4. Â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p
íàéäèòå

(a) âåðîÿòíîñòü ðîâíî k óñïåõîâ;

(b) íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ÷èñëà óñïåõîâ.

Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó-

÷àé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M . (Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ m ∈ M ,

êðîìå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà, P (m) = 0.) Åù¼ áîëåå èíòåðåñíî ñëåäóþùåå
îáîáùåíèå.

25.2.5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ïðàâèëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò

(a) â òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ñðåäíèìè ëèíèÿìè;

(b) âî âïèñàííîì êðóãå.

(Ôîðìàëèçàöèÿ ïðèâîäèòñÿ ïîñëå óñëîâèé.)

Ïóñòü A ⊂ M �ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé (èëè ïëîñêîñòè, èëè ïðî-

ñòðàíñòâà), èìåþùèå äëèíó (èëè ïëîùàäü, èëè îáúåì). Íå âñå ïîä-

ìíîæåñòâà èìåþò äëèíó (èëè ïëîùàäü èëè îáú¼ì), ñì. çàìå÷àíèå

â ï. 26.5 ¾ïðèíöèï Äèðèõëå è åãî ïðèìåíåíèÿ â ãåîìåòðèè¿. Òîãäà

âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A â M íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P (A) = PM (A) := L(A)/L(M),
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ãäå L(A), L(M)�äëèíû (èëè ïëîùàäè, èëè îáúåìû) ïîäìíîæåñòâ.

Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî M �èêñèðîâàíî,

åãî ïîäìíîæåñòâà, èìåþùèå äëèíó (èëè ïëîùàäè, èëè îáúåìû), ÷à-

ñòî íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè.

25.2.6.* Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè ïðàâèë ñóììû è ïðî-

èçâåäåíèÿ äëÿ âûøåîïðåäåëåííûõ ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ âåðîÿòíîñòåé.

25.2.7.* (a) Äóýëè â ãîðîäå Îñòîðîæíîñòè ðåäêî êîí÷àþòñÿ ïå÷àëü-

íûì èñõîäîì. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäûé äóýëÿíò ïðèáûâàåò íà ìåñòî

âñòðå÷è â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó 5 è 6 ÷àñàìè óòðà

è, ïðîæäàâ ñîïåðíèêà 5 ìèíóò, óäàëÿåòñÿ. Â ñëó÷àå æå ïðèáûòèÿ

ïîñëåäíåãî â ýòè 5 ìèíóò äóýëü ñîñòîèòñÿ. Êàêàÿ ÷àñòü äóýëåé äåé-

ñòâèòåëüíî çàêàí÷èâàåòñÿ ïîåäèíêîì?

(b) Ñòåðæåíü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ëîìàþò íà òðè ÷àñòè. Ñ êàêîé

âåðîÿòíîñòüþ èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

(
) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé òðåóãîëüíèê ÿâ-

ëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì.

(d) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíàÿ õîðäà â êðóãå äëèííåå ñòî-

ðîíû âïèñàííîãî â ýòîò êðóã ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà?

Ïàðàäîêñàëüíî, ÷òî ó êàæäîãî èç ïóíêòîâ (
) è (d) èìåþòñÿ

ðàçíûå åñòåñòâåííûå �îðìàëèçàöèè, äàþùèå ðàçíûé îòâåò!

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.2.2. (a) Îòâåò: 1− (1− 0,7)(1 − 0,8) = 0,94.

(
) Îòâåò: ñ îòöîì.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 è p2 âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà îä-

íîé ïàðòèè ó îòöà è ó ìàòåðè ñîîòâåòñòâåííî: 0 < p1 < p2. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû 3 èç ñèìâîëîâ 0 è 1 (äëÿ
êàæäîãî k = 1, 2, 3 ñèìâîë íà k-ì ìåñòå �êîäèðóåò� ðåçóëüòàò k-
é ïàðòèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1(m) è P2(m) âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòà

m ∈ M â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâàÿ ïàðòèÿ èãðàåòñÿ ñ îòöîì è ñ ìàòåðüþ

ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëîì ïðîèçâå-

äåíèÿ 25.2.1. Â ÷àñòíîñòè, P1(111) = p1p2p1, P1(110) = P1(011) =
(1 − p1)p2p1, P2(111) = p2p1p2, P2(110) = P2(011) = (1 − p2)p1p2.
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×òîáû êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé áûëà ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ,

èçîáðàæàþùàÿ ðàçëîì òî÷êà â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå äîëæíà

ëåæàòü â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ñðåäíèìè ëèíè-

ÿìè. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/4.
(
) Ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ. Îòâåò: 12 ln 2 − 8. Êàæ-

äîìó ðàçëîìó ñòåðæíÿ èç ï. (b) ìîæíî ñîïîñòàâèòü òðåóãîëüíèê,

ñîñòàâëåííûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ êóñêîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûé òðå-

óãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, åñëè è òîëüêî åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äëèí

ëþáûõ äâóõ êóñêîâ áîëüøå êâàäðàòà äëèíû òðåòüåãî.

Âòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ. Îòâåò: 1/4. Êàæäîìó ðàç-

ëîìó ñòåðæíÿ èç ï. (b) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âñïîìîãàòåëüíûé òðå-

óãîëüíèê, âåëè÷èíû óãëîâ êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ êàê äëèíû ïîëó÷èâ-

øèõñÿ êóñêîâ. Ïðè ýòîì ñîñòàâèòü èç êóñêîâ òðåóãîëüíèê ìîæíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñïîìîãàòåëüíûé òðåóãîëüíèê îñòðî-

óãîëüíûé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà ïîëó÷åííîé â ï. (b) âåëè÷èíå.

(d) Åñëè ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè íà îêðóæíîñòè

êîíöû õîðäû, ïîëó÷àåì 1/3. Åñëè ñåðåäèíà õîðäû ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåíà â êðóãå, òî 1/4. À, åñëè çà�èêñèðîâàòü ïåðïåíäèêóëÿð-

íûé õîðäå äèàìåòð è ðàâíîìåðíî âûáèðàòü òî÷êó íà íåì, òî 1/2.

25.3 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü (1).À.À. Çàñëàâñêèé, À.Á. Ñêî-

ïåíêîâ

25.3.1. Ôåäÿ çíàåò îòâåòû íà 10 âîïðîñîâ èç 30. Áèëåò ñîñòîèò èç

äâóõ âîïðîñîâ. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ Ôåäÿ îòâåòèò íà îáà âîïðîñà?

25.3.2. (a) Â ÿùèêå ëåæàò êðàñíûå è ÷¼ðíûå íîñêè. Êàêîå ìèíè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî íîñêîâ ìîæåò áûòü â ÿùèêå, åñëè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî äâà ñëó÷àéíî âûòÿíóòûõ íîñêà êðàñíûå, ðàâíà 1/2?

(b) Òî æå, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ÷¼ðíûõ íîñ-

êîâ ÷¼òíî.

25.3.3.* (a) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òðå-

ìÿ ñëó÷àéíûìè âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà, áóäåò ïðÿ-
ìîóãîëüíûì; îñòðîóãîëüíûì; òóïîóãîëüíûì?

(b) Íàéäèòå ïðåäåëû ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè n → ∞. (Ïî-

äóìàéòå î ñìûñëå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñð. ñ çàäà÷åé 25.2.7 (ñ).)
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25.3.4. Äâà äâîðÿíèíà èç ñâèòû êîðîëÿ â îæèäàíèè âûõîäà åãî Âå-

ëè÷åñòâà ðåøèëè ñûãðàòü â êîñòè. Îíè ñäåëàëè îäèíàêîâûå ñòàâêè

è äîãîâîðèëèñü, ÷òî òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 10 ïàðòèé, ïîëó÷àåò

âñå äåíüãè. Ïðè ñ÷¼òå 9:8 ïîÿâèëñÿ êîðîëü è èãðó ïðèøëîñü çàêîí-

÷èòü. Êàê ñëåäóåò ïîäåëèòü äåíüãè?

Ýòî îäíà èç çàäà÷, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

(�åøèòü å¼ âàì áóäåò ïðîùå ïîñëå çàäà÷è 25.3.11.) Â XVII â. å¼

ïðåäëîæèë âåëèêîìó �ðàíöóçñêîìó ìàòåìàòèêó Áëåçó Ïàñêàëþ åãî

çíàêîìûé � îäèí èç òåõ äâîðÿí, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å. Ïàñ-

êàëü ïîíÿë, ÷òî ñëåäóåò ïîäåëèòü äåíüãè ïðîïîðöèîíàëüíî øàíñàì,

êîòîðûå èìåëè èãðîêè íà îêîí÷àòåëüíóþ ïîáåäó â ìîìåíò îñòàíîâ-

êè èãðû. Îí íàø¼ë ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòèõ øàíñîâ (äëÿ ëþáîãî

ñ÷¼òà). Äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèâîäÿùèé ê òîìó æå ðå-

çóëüòàòó, íàø¼ë äðóãîé âåëèêèé ìàòåìàòèê XVII â. Ïüåð Ôåðìà.

Èõ ìåòîäû îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ïîíÿòèè.

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A ïðè óñëîâèè ïîäìíî-

æåñòâà B, äëÿ êîòîðîãî P (B) 6= 0, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B).

ßñíî, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ïîäìíîæåñòâ A è B ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî

P (A|B) = P (A).

25.3.5. (a) Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñêå èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷¼ò-

íîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî ìåíüøå 5.

(b) Ïàðàäîêñ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè. Â ñåìüå äâà ðåá¼íêà. Èç-

âåñòíî, ÷òî îäèí èç íèõ ìàëü÷èê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âòîðîé ðåá¼íîê òîæå ìàëü÷èê. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè

ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè ðàâíû ïîëîâèíå è ÷òî ïîë âòîðîãî

ðåá¼íêà íå çàâèñèò îò ïîëà ïåðâîãî.)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íåçàâè-

ñèìîñòü è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

25.3.6. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé

èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè. Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå

ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì� 0,95. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ëàìïî÷êà ãîðèò.
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�åøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîáùàåò ñëåäóþùèé �àêò.

25.3.7. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè P : M → [0, 1] �
âåðîÿòíîñòíàÿ �óíêöèÿ, M = B1 ⊔ . . . ⊔ Bn è P (Bj) 6= 0 (ãîâîðÿò,
÷òî B1, . . . , Bn � ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé), òî

P (A) = P (A|B1)P (B1) + . . . + P (A|Bn)P (Bn).

25.3.8. Ïîáåäèòåëü â ïîåäèíêå äâóõ áîêñ¼ðîâ îïðåäåëÿåòñÿ áîëü-

øèíñòâîì ãîëîñîâ òð¼õ ñóäåé. Äâîå ñóäåé âûíîñÿò âåðíîå ðåøåíèå

ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à òðåòèé ãîëîñóåò, áðîñàÿ ìîíåòó. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñóäüÿìè âåðíîãî ðåøåíèÿ.

25.3.9.* Ïðàâèëà ðàñïðîñòðàí¼ííîé â ðÿäå ñòðàí èãðû ñëåäóþùèå:

èãðîê áðîñàåò äâå êîñòè. Îí âûèãðûâàåò, åñëè ñóììà âûïàâøèõ î÷-

êîâ ðàâíà 7 èëè 11, è ïðîèãðûâàåò, åñëè îíà ðàâíà 2, 3 èëè 12. Âî

âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí áðîñàåò êîñòè äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûèã-

ðàåò, âûáðîñèâ ïåðâîíà÷àëüíóþ ñóììó, èëè íå ïðîèãðàåò, âûáðîñèâ

7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà.

25.3.10. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé

èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè. Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå

ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì � 0,95. Êóïëåí-
íàÿ ëàìïî÷êà îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îíà âûïóùåíà ïåðâûì çàâîäîì.

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîáùàåò ñëåäóþùèé �àêò.

25.3.11. Ôîðìóëà Áàéåñà. Äëÿ ëþáûõ âåðîÿòíîñòíîé �óíêöèè

P : M → [0, 1] è ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ M âûïîëíåíî P (B|A) =
P (A|B)P (B)/P (A).

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäñòâèå �îðìóë 25.3.7 è 25.3.11:

P (X|A) = P (A|X)P (X)

P (A|B1)P (B1) + . . . + P (A|Bn)P (Bn)
.

25.3.12. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå áðàêîâàííîå, ðàâíà 0,04.
Åñëè èçäåëèå áðàêîâàííîå, òî îíî ïðîéä¼ò òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05,
à èíà÷å � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001) âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, äâàæäû âûäåðæàâøåå òåñò, áðàêîâàí-

íîå.
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25.3.13. Êîðîëü Àðòóð ïðîâîäèò ðûöàðñêèé òóðíèð ïî ñèñòåìå

ñ âûáûâàíèåì. Ñðåäè 2n îäèíàêîâî èñêóñíûõ ðûöàðåé äâà áëèç-

íåöà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü èõ âñòðå÷è.

25.3.14.* �àçáîð÷èâàÿ íåâåñòà. (Çàãàäêà.) Äåâóøêà âûáèðàåò ñå-

áå æåíèõà èç n ïðåòåíäåíòîâ, ïîî÷åð¼äíî äåëàþùèõ åé ïðåäëîæå-

íèå. Êàæäîå ïðåäëîæåíèå îíà ìîæåò ïðèíÿòü (òîãäà âñ¼ çàêàí÷èâà-

åòñÿ) èëè îòâåðãíóòü (îòâåðãíóòûé ïðåòåíäåíò ñ ïîâòîðíûì ïðåä-

ëîæåíèåì íå îáðàùàåòñÿ). Îíà õî÷åò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû âåðî-

ÿòíîñòü âûáðàòü íàèáîëåå äîñòîéíîãî æåíèõà áûëà íàèáîëüøåé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

îòâåðãíóòü ïåðâûå s(n) ïðåäëîæåíèé, à çàòåì ïðèíÿòü ïåðâîå ïðåä-

ëîæåíèå îò ïðåòåíäåíòà, ïðåâîñõîäÿùåãî âñåõ ïðåäûäóùèõ.

(b) Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå s(n).

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.3.1. Îòâåò:

3
29 .

�åøåíèå (íàïèñàíî Ï. Áåëîïàøåíöåâîé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 30.

Ýòî ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó âñåõ âîçìîæíûõ áèëåòîâ.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â M ðàâíî |M | =
(30
2

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàç-

ëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 10. Ìíîæåñòâî A ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó âû-

ó÷åííûõ Ôåäåé áèëåòîâ. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A åñòü |A| =
(10
2

)
.

Âåðîÿòíîñòü ïîäìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâå M åñòü ïî îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèå PM (A) = |A|/|M | =
(10
2

)
/
(30
2

)
= 10·9/2

30·29/2 = 3
29 .

25.3.2. Îòâåòû: (à) 4; (b) 21.

Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è b êîëè÷åñòâî êðàñíûõ è ÷¼ðíûõ
íîñêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü äâà êðàñíûõ

íîñêà ðàâíà

r(r−1)
(r+b)(r+b−1) . Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî 1/2 äëÿ áåñêîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà ïàð (r, b), íàèìåíüøèìè èç êîòîðûõ áóäóò (3, 1) è (15, 6).
Ïîäðîáíåå ñì. çàäà÷ó 1 èç êíèãè [Mo℄.

25.3.3.* (a) Îòâåò:

3
2n−1 ,

n−2
2(2n−1) ,

3(n−2)
2(2n−1) .

Óêàçàíèå. Ïåðâóþ âåðøèíó ìîæíî ñ÷èòàòü �èêñèðîâàííîé. Åñ-

ëè âòîðàÿ ïîïàäàåò â ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó, òî òðåóãîëüíèê òî÷-
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÷òî âåðîÿòíîñòü âûáðàòü íàèëó÷øåãî æåíèõà, îòâåðãíóâ k-ãî, ÿâëÿ-
åòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé îò k. Ïîýòîìó ïîêà ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòü
ìåíüøå âòîðîé, æåíèõîâ íàäî îòâåðãàòü, à êîãäà ïåðâàÿ âåðîÿò-

íîñòü ñòàíåò áîëüøå, íàäî ïðèíÿòü ïðåäëîæåíèå ïåðâîãî æåíèõà,

ïðåâîñõîäÿùåãî âñåõ ïðåäûäóùèõ.

(b) Åñëè íåâåñòà äåéñòâóåò ïî îïèñàííîé ñòðàòåãèè, òî îíà ïî-

ëó÷àåò ëó÷øåãî æåíèõà ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëî-

âèé: íîìåð k ýòîãî æåíèõà áîëüøå s = s(n) è ëó÷øèé èç ïåðâûõ

k − 1 æåíèõîâ ïîïàäàåò â ÷èñëî ïåðâûõ s. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâ-

íà

1
n

(
1 + s

s+1 + . . . + s
n−1

)
, ÷òî ïðèìåðíî ðàâíî

s
n ln(n/s). Ïîòîìó

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå s ïðèìåðíî ðàâíî n
e . Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü

âûáðàòü ëó÷øåãî æåíèõà ïðè áîëüøèõ n ïðèìåðíî ðàâíà

1
e (ñì.

[Mo, çàäà÷à 47℄, [GZ℄).

25.4 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (3).À.À. Çàñëàâñêèé,

À.Á.Ñêîïåíêîâ

25.4.1. (a) Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 5 ðàç. Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, 3, 4, 5
íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëî k îðëîâ.

(b) Ôåäÿ çíàåò îòâåòû íà 20 èç 30 âîïðîñîâ. Â áèëåò âõîäÿò 3

âîïðîñà. Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, 3 íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

Ôåäÿ ñìîæåò îòâåòèòü íà k âîïðîñîâ.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî M è äëÿ êàæäî-

ãî ýëåìåíòà m ∈ M çàäàíî ÷èñëî (âåðîÿòíîñòü) P (m) > 0, ïðè÷åì∑
m∈M

P (m) = 1. Cëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ξ : M →
Y (îáû÷íî Y = Z2,Z,Q,R,C, . . . � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî). �àñïðåäå-

ëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ pξ : Y → [0, 1],
çàäàííàÿ �îðìóëîé

pξ(y) :=
∑

ξ(m)=y

P (m).

Êîììåíòàðèè. Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

íå òðåáóåòñÿ çíàòü, íà êàêîì ìíîæåñòâå îíà îïðåäåëåíà. Äîñòàòî÷íî

çíàòü òîëüêî å¼ ðàñïðåäåëåíèå.
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Åñëè Y = R, òî �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

Fξ : Y → [0, 1], çàäàííàÿ �îðìóëîé Fξ(y) :=
∑

ξ(m)<y

P (m).

25.4.2. (a) Âàì ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ èãðà. Âû ïëàòèòå 2 êîí�åòû,

çàòåì áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü, è âû ïîëó÷àåòå ñòîëüêî êîí�åò,

ñêîëüêî î÷êîâ âûïàäàåò. Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(b) Ïðàâèëà òå æå, òîëüêî â ñëó÷àå âûïàäåíèÿ 1 î÷êà âû ïëàòèòå

100 êîí�åò. (Ó âàñ äîñòàòî÷íî êîí�åò, ÷òîáû çàïëàòèòü.) Âûãîäíà

ëè âàì ýòà èãðà?

(
) Âû êëàäåòå â áàíê 8 êîí�åò, ïîñëå ÷åãî áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ

êîñòü. Åñëè âûïàäàåò 2, 3 èëè 4 î÷êà, òî âû ïîëó÷àåòå íàçàä ñâîé

âêëàä ïëþñ åùå 1 êîí�åòó âäîáàâîê. Åñëè âûïàäàåò 5 èëè 6 î÷êîâ

(¾ðîñò ðûíêà¿), òî âû ïîëó÷èòå äàæå ïëþñ 2 êîí�åòû âäîáàâîê. À

åñëè âûïàäåò 1 î÷êî, òî ýòî ¾êðèçèñ¿, è âû òåðÿåòå âåñü ñâîé âêëàä.

Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(d) Â ðàñïðîñòðàí¼ííîé àçàðòíîé èãðå èãðîê ìîæåò äåëàòü ñòàâ-

êó íà îäèí èç íîìåðîâ îò 1 äî 6. Áðîñàþòñÿ 3 êîñòè, è åñëè âûáðàí-

íûé íîìåð âûïàë õîòÿ áû íà îäíîé, òî èãðîê ïîëó÷àåò ñâîþ ñòàâêó

ïëþñ ñòîëüêî æå çà êàæäîå ïîÿâëåíèå âûáðàííîãî íîìåðà. Âûãîäíà

ëè èãðà äëÿ èãðîêà?

25.4.3. (a) Cher
hez la femme. Íà ðóññêî-�ðàíöóçñêîé âñòðå÷å íå

áûëî ïðåäñòàâèòåëåé äðóãèõ ñòðàí. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó

�ðàíöóçîâ îêàçàëîñü áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ðóñ-

ñêèõ, è ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó æåíùèí îêàçàëîñü áîëüøå

ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ìóæ÷èí. Îáÿçàòåëüíî ëè íà âñòðå-

÷å áûëà �ðàíöóæåíêà?

(b) Äåíåæíûå êóïþðû ðàçíîãî äîñòîèíñòâà è ðàçíûõ ñòðàí óïà-

êîâàíû â äâà ÷åìîäàíà. Ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü êóïþðû ðàâíà 100 ðóá-

ëÿì. Îáùåå ÷èñëî êóïþð â ëåâîì ÷åìîäàíå áîëüøå, ÷åì â ïðàâîì.

Îáÿçàòåëüíî ëè â ëåâîì ÷åìîäàíå íàéäåòñÿ êóïþðà ñòîèìîñòüþ íå

áîëåå 200 ðóáëåé? (Ñð. ñ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà 25.4.4.
.)

(
)* Äëÿ ëþáûõ öåëûõ l, q > 0 ñóùåñòâóåò ãðà�, íå ñîäåðæàùèé
íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû ìåíåå l è êîòîðûé íåâîçìîæ-
íî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â q öâåòîâ.

Óòâåðæäåíèå 25.4.3.
 äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èçëàãàåìîé íè-

æå òåîðèè, ñì. [GDI, �6.3℄.
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Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ : M → Y íàçûâàåòñÿ ñóììà

Eξ :=
∑

m∈M
ξ(m)P (m).

Êîììåíòàðèé. Åñëè ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî, òî ýòî îïðåäåëå-

íèå íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Ñóììà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåò-

ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, òîëüêî êîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ó ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû íå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñóùåñòâóþò.

25.4.4. Ïóñòü ξ : M → R � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è a ∈ R.
(a) Ïóñòü ξ(m) = a äëÿ ëþáîãî m ∈ M . Íàéäèòå Eξ.
(b) Åñëè Eξ 6 a, òî ñóùåñòâóåò m ∈ M , äëÿ êîòîðîãî ξ(m) 6 a.

(
) Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà. P (|ξ| > a) 6 E|ξ|/a äëÿ ëþáîãî a > 0.
(Çäåñü ÷åðåç |ξ| > a ñîêðàù¼ííî îáîçíà÷åíî ñîáûòèå ξ−1(a,+∞).
Ñð. ñ çàäà÷åé 25.4.3.b.)

25.4.5. (a,b) Â çàäà÷àõ 25.4.1.ab íàéäèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîëè÷å-

ñòâà îðëîâ è ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

(
) Â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p
íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà óñïåõîâ.

25.4.6. Ïóñòü ξ, η : M → R � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

(a) E(aξ) = aEξ äëÿ ëþáîãî a ∈ R.
(b) E(ξ + η) = Eξ + Eη.
(
) Eξ =

∑
y∈Y

ypξ(y).

25.4.7. Íàéäèòå

(a) íàèáîëåå âåðîÿòíîå; (b) ñðåäíåå

÷èñëî áðîñêîâ êóáèêà äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé øåñòåðêè.

25.4.8. Êóáèê áðîñàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà, ìåíüøåãî 6,

íî íå áîëåå ÷åòûð¼õ ðàç. Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî áðîñêîâ.
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25.4.9. Êàæäàÿ èç äâóõ îäèíàêîâûõ êîëîä êàðò ïåðåòàñîâûâàåòñÿ,

è êàðòû ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðàìè âûêëàäûâàþòñÿ íà ñòîë. Íàéäèòå

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ïàð, êàðòû â êîòîðûõ ñîâïàäàþò.

25.4.10. Ïðåäïðèíèìàòåëè ïðåäîñòàâëÿþò âñåì ðàáî÷èì âûõîäíîé,

åñëè õîòÿ áû ó îäíîãî èç íèõ äåíü ðîæäåíèÿ. Îñòàëüíûå äíè ÿâëÿ-

þòñÿ ðàáî÷èìè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê íóæíî ïðèíÿòü íà ðàáîòó, ÷òîáû

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ðàáî÷èõ ÷åëîâåêîäíåé áûëî ìàêñèìàëüíûì?

25.4.11. Â ðÿä â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå âûïèñàíû m åäèíèö è n íóëåé.
Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ñåðèé èç k îäèíàêîâûõ öè�ð ïîäðÿä.

25.4.12. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûíèìàþòñÿ êàðòû äî ïåðâîãî òóçà.

Ñêîëüêî êàðò â ñðåäíåì áóäåò âûíóòî?

25.4.13. Ïî óçêîé äîðîãå â îäíîì íàïðàâëåíèè åäóò n ìàøèí. Âíà-

÷àëå ñêîðîñòè âñåõ ìàøèí ðàçëè÷íû. Êàæäàÿ ìàøèíà åäåò ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîêà íå äîãîíèò åäóùóþ âïåðåäè, ïîñëå ÷åãî

åäåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåäíåé ìàøèíû. Â ðåçóëüòàòå ÷åðåç äîñòàòî÷íî

áîëüøîå âðåìÿ ìàøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà íåñêîëüêî ãðóïï. Íàéäèòå

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ãðóïï.

25.4.14. (Çàãàäêà.) Ïëîùàäêà èìååò �îðìó êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé

350 ì. Ïðè èçìåðåíèè ñòîðîíû âåðîÿòíîñòü îøèáêè ±10 ì ðàâíà

0,16, ±20 ì� 0,08, ±30 ì� 0,05. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå èçìå-

ðåííîé ïëîùàäè.

Êîììåíòàðèé. Íà ñàìîì äåëå îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò

òîãî, êàê �îðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå èçìåðåíèÿ ïëîùàäè. Åñëè íåçà-

âèñèìî èçìåðèòü êàæäóþ èç ñòîðîí êâàäðàòà è ïåðåìíîæèòü ïî-

ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, òî ïî çàäà÷å 25.4.15.
 ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò

ðàâíî 3502 ì

2
. Åñëè æå èçìåðèòü òîëüêî îäíó ñòîðîíó è âîçâåñòè

ðåçóëüòàò â êâàäðàò, òî îòâåò áóäåò äðóãèì.

25.4.15. (a) (Çàãàäêà) Ìîæíî ëè âûðàçèòü Eξη ÷åðåç Eξ è Eη?
(b) Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Åñëè ξ(m), η(m) > 0 äëÿ

ëþáîãî m ∈ M , òî (Eξη)2 6 Eξ2Eη2.
(
) Ñîáûòèå ξ−1(y) = {m ∈ M : ξ(m) = y} â äàëüíåéøåì ñîêðà-

ù¼ííî îáîçíà÷àåòñÿ ξ = y. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ
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íåçàâèñèìûìè, åñëè ñîáûòèÿ ξ = x è η = y íåçàâèñèìû ïðè ëþáûõ

x, y ∈ Y , ò. å.

P (m ∈ M : ξ(m) = x è η(m) = y) = pξ(x)pη(y).

Íå�îðìàëüíî íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ îäíîé èç ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí íå âëèÿþò íà ðàñïðåäåëåíèå äðóãîé. Íàïðèìåð,

äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè ëþáûå äâå èç îïðåäåë¼ííûõ íà ìíîæåñòâå Zn
2

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi(x1, . . . , xn) := xi, i = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, òî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: Eξη = EξEη.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åíû ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòîâ, íà-

ïèñàííûõ Ò. ×åðãàíîâûì.

25.4.1. (a) Îòâåò: p(0) = p(5) = 1
32 , p(1) = p(4) = 5

32 , p(2) =
p(3) = 10

32 .

(b) Îòâåò: p(0) = 6
203 , p(1) =

45
203 , p(2) =

95
203 , p(3) =

57
203 .

�åøåíèå. Ìíîæåñòâî áèëåòîâ M � ýòî ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî-

÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 30. Òîãäà |M | =
(30
3

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷-

íûõ ÷èñåë îò 21 äî 30. Òîãäà P (A0) =
(10
3

)
/
(30
3

)
= 6

203 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷-

íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ äâà ÷èñëà ïðèíàäëåæàò {21, . . . , 30} è îäíî

÷èñëî ïðèíàäëåæèò {1, . . . , 20}. Òîãäà P (A1) = 20
(
10
2

)
/
(
30
3

)
= 45

203 .

Àíàëîãè÷íî P (A2) = 10
(20
2

)
/
(30
3

)
= 95

203 è P (A3) =
(20
3

)
/
(30
3

)
=

57
203 .

25.4.2. (d) Îòâåò: íåò.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ÷èñëî âûïàäåíèé âûáðàííîãî íî-

ìåðà. Òîãäà

pξ(0) =
53

63
, pξ(1) =

3 · 52
63

, pξ(2) =
3 · 5
63

, pξ(3) =
1

63
.

Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ïðè åäèíè÷íîé ñòàâêå

ðàâíî

2 · 3 · 52 + 3 · 3 · 5 + 4

63
≈ 0.92 < 1.
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25.4.15. (
) �åøåíèå.

Eξη =
∑

m∈M
ξ(m)η(m)P (m) =

∑

x∈X, y∈Y
xyP (ξ(m) = x, η(m) = y) =

=
∑

x∈X, y∈Y
xypξ(x)pη(y) =

∑

x∈X
xpξ(x)

∑

y∈Y
ypη(y) = EξEη.

25.5 Äèñïåðñèÿ è åå ïðèìåíåíèÿ (3).À.À. Çàñëàâñêèé,

À.Á.Ñêîïåíêîâ

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dξ = E
(
(ξ − Eξ)2

)
.

Êîììåíòàðèé. Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

áåñêîíå÷íî, òî äèñïåðñèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Â äàëüíåéøåì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

äèñïåðñèÿ ñóùåñòâóåò.

25.5.1. (a) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ÷èñëà óñïåõîâ äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè

èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.

(b) Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûïîëíåíî Dξ = Eξ2 −
(Eξ)2.

(
) Äëÿ ëþáûõ ëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû ξ, η âûïîëíåíî D(ξ+η) =
Dξ + Dη?

(d) Äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû ξ, η âûïîëíå-
íî D(ξ + η) = Dξ + Dη.

25.5.2. Êîîïåðàòèâ îòãðóæàåò æåëåçíûå áàëêè. Ñðåäíÿÿ äëèíà áàë-

êè 3 ì, äèñïåðñèÿ 0,09 ì2
. Ñêîëüêî áàëîê íàäî çàêàçàòü, ÷òîáû ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,999, õîòÿ áû 1000 èç íèõ èìåëè äëèíó

íå ìåíåå 2 ì?

25.5.3. (a) Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ è ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî

P
(
|ξ − Eξ| > t

)
6 Dξ/t2.
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(b) Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ÷èñëî óñïåõîâ
â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. Äëÿ
ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî

P
(
|ξ − np| > t

)
6 np(1− p)/t2

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòà-

íèé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò åãî

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ìàëà. Àíàëîãè÷íûé çàêîí ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî

äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè: åñëè íàáëþäàòü ìíîãî íåçàâèñèìûõ ðåàëèçà-

öèé ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî èõ ñðåäíåå àðè�ìåòè÷å-

ñêîå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò å¼ ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ. Ýòîò çàêîí ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïðîâîäèòü ñîöèîëîãè÷å-

ñêèå èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ íà îñíîâå îïðîñà íåêîòîðîãî êîëè÷å-

ñòâà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ëþäåé (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî, íî ñîñòàâ-

ëÿþùåãî ìàëóþ ÷àñòü âñåãî íàñåëåíèÿ) äåëàþòñÿ âûâîäû î ðàñïðî-

ñòðàí¼ííîñòè â îáùåñòâå òåõ èëè èíûõ ìíåíèé è ïðåäïî÷òåíèé.

25.5.4. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 25.2.3.b ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêðåëü ïëà-

âàåò

(a) ïîîäèíî÷êå; (b) êîñÿêàìè.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ãîëîäíûõ äíåé êîòà ìåíüøå

1000,

(a) áîëüøå 0.99; (b) ìåíüøå 0.0001.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åíû ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòîâ, íà-

ïèñàííûõ Ò. ×åðãàíîâûì.

25.5.1. (a) Îòâåò: np(1− p).

(b) �åøåíèå

Dξ = E(ξ − Eξ)2 = E(ξ2 − 2ξEξ + (Eξ)2) =
= Eξ2 − 2(Eξ)(Eξ) + (Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2.
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26.8 Ñîáåðè êâàäðàò (3*).Ì.Á. Ñêîïåíêîâ, Î.À. Ìà-

ëèíîâñêàÿ, Ñ.À. Äîðè÷åíêî, Ô.À. Øàðîâ

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿù¼í ðåøåíèþ òàêîé çàäà÷è (äëÿ íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ).

Çàäà÷à. Êîãäà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ äàííîìó, ìîæíî

ñîñòàâèòü êâàäðàò?

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ êðàñèâûìè ïðèìåíå-

íèÿìè àëãåáðû â êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, à èìåííî � ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé è ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî ïåðâîíà÷àëüíîå çíàêîìñòâî ñ ýòèìè òå-

ìàìè, ñì., íàïðèìåð, [Gu℄. Æåëàòåëüíî òàêæå ïåðâîíà÷àëüíîå çíà-

êîìñòâî ñ çàäà÷àìè íà ðàçðåçàíèå, ñì., íàïðèìåð, [Sa97℄.

Íàø ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðàçâèâàåò èäåè êíèãè [Ya68℄.

Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ� ýòî �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, èñ-

ïîëüçóþùàÿ ýëåêòðè÷åñêèå öåïè (õîòÿ áåç íå¼ ðåøàòü ïðîùå). Ïî-

çíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé è å¼ ïðèìåíåíèåì

ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî â ñòàòüÿõ [SPD, SMD℄. Óâëå-

êàòåëüíûé ðàññêàç îá èñòîðèè å¼ âîçíèêíîâåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü

â êíèãå [Ga99℄.

Íàâîäÿùèå âîïðîñû

� Ó ìåíÿ åñòü ìûñëü! � ñêàçàë óäàâ, îòêðûâàÿ

ãëàçà. �Ìûñëü. È ÿ å�å äóìàþ.

� Êàêàÿ ìûñëü?� ñïðîñèëà ìàðòûøêà.

� Òàê ñðàçó íå ñêàæåøü...

� Óõ òû! � ïîäïðûãíóëà ìàðòûøêà. �Îõ, êàêàÿ

õîðîøàÿ ìûñëü. À ìîæíî ÿ å�å òîæå íåìíîæêî ïî-

äóìàþ?

�.Îñò¼ð. Áàáóøêà óäàâà

26.8.1.

◦
Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõm è n èç íåñêîëüêèõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ m×n ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò? Âûáåðèòå âåðíûé
âàðèàíò îòâåòà:

1) âåðíî; 2) íåâåðíî.
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26.8.2. Äèçàéíåðó çàêàçàëè ðàìû äëÿ êâàäðàòíîãî îêíà. Íà ïðîåê-

òàõ (ðèñ. 2.37A, B) ïîêàçàíî, êàê äîëæíû ïðèìûêàòü ñò¼êëà äðóã

ê äðóãó è êàê îíè äîëæíû áûòü îðèåíòèðîâàíû (êîðîòêîé èëè

äëèííîé ñòîðîíîé ââåðõ). Ìîæíî ëè ñäåëàòü âñå ñò¼êëà â êàæäîé

ðàìå ïîäîáíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè?

A B

�èñ. 2.37: Ïðîåêòû îêîííûõ ðàì; ñì. çàäà÷ó 26.8.2

26.8.3. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà òðè ïîäîáíûõ, íî íåðàâíûõ

ïðÿìîóãîëüíèêà?

26.8.4. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 5 êâàäðàòîâ?

26.8.5. Âñå ïîëêè ó øêà�à íà ðèñ. 2.38C, êàê è âñå ëîñêóòêè, èç

êîòîðûõ ñøèòî îäåÿëî íà ðèñ. 2.38D� êâàäðàòíûå. ßâëÿþòñÿ ëè

êâàäðàòíûìè ñàìè øêà� è îäåÿëî?

26.8.6. Ìîæíî ëè çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè

êâàäðàòàìè, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ � öåëûå ÷èñëà?

26.8.7. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøå-

íèåì ñòîðîí 2 +
√
2? Òî æå äëÿ 2−

√
2, äëÿ 3 + 2

√
2 è äëÿ 3− 2

√
2.

26.8.8. ßâëÿåòñÿ ëè 1 +
√
2 ñóììîé êâàäðàòîâ ÷èñåë âèäà a+ b

√
2,

ãäå a è b ðàöèîíàëüíû?
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C D

�èñ. 2.38: Øêà� è îäåÿëî; ñì. çàäà÷ó 26.8.5

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå áóìàãè íàðèñîâàíî

ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêè. �àçðåøàåòñÿ ðàçðåçàòü ëèñò âäîëü

ëþáîãî îòðåçêà íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîòîì ïðîèçâåñòè òàêèå

îïåðàöèè ïî îòäåëüíîñòè ñ êàæäîé èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé è òàê

äàëåå. Åñëè òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü èñõîäíîå ðàçáèåíèå,

òî íàçîâ¼ì åãî òðèâèàëüíûì. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ íà ðèñ. 2.37

òðèâèàëüíûå, à íà ðèñ. 2.38 íåòðèâèàëüíûå.

Ñëåäóþùèå 4 çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà ðåøèòü äëÿ òðèâè-

àëüíûõ ðàçáèåíèé, à óæå ïîòîì ïîäóìàòü íàä ïðîèçâîëüíûìè ðàç-

áèåíèÿìè. Â ïîñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ áóäóò äàíû ïîäñêàçêè ê ðå-

øåíèþ ýòèõ òðóäíûõ çàäà÷.

26.8.9. Êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà

ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 1?

26.8.10. Êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà

êâàäðàòû?

26.8.11. Ìîæíî ëè êâàäðàò (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëü-

íèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

√
2? Òî æå äëÿ 1 +

√
2.
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Âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = a+ b
√
2 ñ ðà-

öèîíàëüíûìè a è b, íàçîâ¼ì õîðîøèìè.

26.8.12. (Îñíîâíàÿ çàäà÷à.) Ïðè êàêèõ õîðîøèõ x êâàäðàò ìîæíî

(òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

x?

Ïðÿìîóãîëüíèê èç êâàäðàòîâ.

Òû, äîðîãà, èäó ïî òåáå è ãëÿæó, íî ìíå äóìàåòñÿ,

Ìíå äóìàåòñÿ, â òåáå ìíîãî òàêîãî, ÷åãî íå óâèäèøü ãëàçàìè.

Óîëò Óèòìåí. Ïåñíÿ áîëüøîé äîðîãè

Â ýòîì ïîäïóíêòå ìû íàìåòèì íîâûé âàðèàíò ýëåìåíòàðíîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ 26.8.10 è 26.8.12. Â ýòîì ïîäïóíêòå ëàòèíñêèå áóêâû

a, b, c, d è ýòè æå áóêâû ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþò ðàöèîíàëüíûå

÷èñëà.

26.8.13. Ìîæíî ëè ïðÿìîóãîëüíèê 1 ×
√
2 ðàçðåçàòü íà êâàäðàòû

ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè? À ñî ñòîðîíàìè, êîòîðûå ëèáî ðàöè-

îíàëüíû, ëèáî èìåþò âèä b
√
2? À ñî ñòîðîíàìè, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîèçâîëüíûìè õîðîøèìè ÷èñëàìè? Òå æå âîïðîñû äëÿ ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ 1× (1 +
√
2 ) è 1× (2 +

√
2 ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèé åñòåñòâåííî èñ-

ïîëüçîâàòü ïëîùàäü è å¼ àääèòèâíîñòü: ïëîùàäü öåëîãî ðàâíà

ñóììå ïëîùàäåé ÷àñòåé. Âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñû

çàäà÷è 26.8.13 äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × (2 +
√
2 ) áåç ñëåäóþùåãî

îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ïëîùàäè (ìû îáîáùàåì ïîíÿòèå ïëîùàäè òàê,

÷òîáû ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñòàëà îòðèöàòåëüíîé, à ïëî-

ùàäè êâàäðàòîâ îñòàâàëèñü íåîòðèöàòåëüíûìè).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì x-ïëîùà-
äüþ (èëè ïëîùàäüþ �àìåëÿ) ïðÿìîóãîëüíèêà (a+ b

√
2 )× (c+d

√
2 )

÷èñëî (a + bx)(c + dx). ×èñëî s̄ := a − b
√
2 íàçîâ¼ì ñîïðÿæ¼ííûì

ê ÷èñëó s = a+ b
√
2.

26.8.14. Îáû÷íàÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà (a+b
√
2 )×(c+d

√
2 ) è

ñîïðÿæ¼ííîå ê íåé ÷èñëî � ýòî îäíè èç åãî x-ïëîùàäåé. ×åìó ðàâíî
x â êàæäîì èç ñëó÷àåâ?
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26.8.15. Íàéäèòå âñå ïðÿìîóãîëüíèêè âèäà (a+ b
√
2 )× (c+ d

√
2 ),

x-ïëîùàäè êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ x.

26.8.16. Àääèòèâíîñòü x-ïëîùàäè. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðå-
çàí íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ � õîðî-

øèå ÷èñëà, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R x-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà ðàâíà ñóììå x-ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå

îí ðàçðåçàí.

Óêàçàíèå. Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ ðàçðåçàíèÿ íà 2 ïðÿìîóãîëüíèêà.

26.8.17. �åøèòå çàäà÷è 26.8.10 è 26.8.12 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êî-

ãäà ñòîðîíû âñåõ êâàäðàòîâ è âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ

â ðàçðåçàíèè, � õîðîøèå ÷èñëà (ðàçðåçàíèå íå îáÿçàòåëüíî òðèâè-

àëüíî).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äåíà â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå

x-ïëîùàäè íàì óæå íå ãîäèòñÿ: âåäü îíà îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ

õîðîøèõ ÷èñåë, à òåïåðü ó íàñ â ðàçðåçàíèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü

êâàäðàòû ñ êàêèìè óãîäíî ñòîðîíàìè.

Â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê s0×
t0 ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè s1 × t1, s2 × t2, . . . , sN × tN , ïðè÷åì
s0 è t0 íåñîèçìåðèìû.

26.8.18. Îáîçíà÷èì

P = {s0, t0, s1, t1, . . . , sN , tN}.
Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèå ÷èñëà e1, e2, . . . , en ∈ P , ÷òîáû ëþáîå

÷èñëî p ∈ P åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå

p = as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . . + anen.

Óêàçàíèå. Íà÷íèòå ñ ïðèìåðà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.39.

Çà�èêñèðóåì íàáîð ÷èñåë s0, t0, e1, e2, . . . , en èç çàäà÷è 26.8.18.
Îí íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü y�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì y-ïëîùà-
äüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè

as0+bt0+a1e1+a2e2+ . . .+anen è cs0+dt0+c1e1+c2e2+ . . .+cnen

÷èñëî (a+ by)(c+ dy).
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1

2 +
√
2

1/3×
√
3

2/3×
√
3

1×(2+
√
2−

√
3)

�èñ. 2.39: Ê ïîñòðîåíèþ áàçèñà

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè y = x è õîðîøèõ íåñîèçìå-

ðèìûõ s0, t0 ýòî îïðåäåëåíèå íå âñåãäà ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ
x-ïëîùàäè âûøå!

26.8.19. Âû÷èñëèòå y-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà s0 ×
t0. ßâëÿåòñÿ ëè îíà íåîòðèöàòåëüíîé ïðè âñåõ y?

26.8.20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y y-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà s0 × t0 ðàâíà ñóììå y-ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà

êîòîðûå îí ðàçðåçàí.

26.8.21. Òåîðåìà Äåíà. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðà-

òû (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå), òî îòíîøåíèå åãî ñòîðîí ðàöèîíàëüíî.

26.8.22. Åñëè êâàäðàò 1× 1 ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè, îòíîøå-
íèå ñòîðîí êàæäîãî èç êîòîðûõ � õîðîøåå ÷èñëî, òî è ñàìè ñòîðîíû

âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � õîðîøèå ÷èñëà.

Îò ðàçðåçàíèé ê êîðíÿì ìíîãî÷ëåíîâ

Âîò èñïûòàíüå äëÿ ìóäðûõ,

Äëÿ ìóäðîñòè, íå ïðîéäåííîé â øêîëå...

Óîëò Óèòìåí. Ïåñíÿ áîëüøîé äîðîãè

26.8.23. Èç íåñêîëüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí r
ñîñòàâèëè ïðÿìîóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû ïîëó÷åííîãî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê P (r) : Q(r), ãäå P (x) è Q(x)�íåêîòî-

ðûå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

26.8.24. Ýòè ìíîãî÷ëåíû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî P (−x)/Q(−x) =
−P (x)/Q(x) ïðè âñåõ x è P (x)/Q(x) > 0 ïðè âñåõ x > 0.
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WHEN ANY GROUP OF N ELEMENTS IS CYCLIC? 1

V. Bragin, Ant. Klyachko and A. Skopenkov 2

We give a simple proof of the well-known fact: any group of n elements is cyclic if and only if n and φ(n)
are coprime. This note is accessible for students familiar with permutations and basic number theory. No
knowledge of group theory is required; a few necessary notions are introduced in the course of the proof.

Introduction
We call a group a nonempty family G of transformations (i.e. permutations or rearrangements)

of some set, which family is closed with respect to composition and taking inverse transformation
(i.e. if f, g ∈ G, then f ◦ g ∈ G and f−1 ∈ G). Common term: transformation group. Cf. [A,
comment to problem 5].

If a finite group G contains an element g such that G consists of all powers of g (i.e. G =
{g, g2, . . . , gn, . . . }, then group G is called cyclic.

We give a simple proof of the following well-known fact.

Theorem. Any group consisting of n elements is cyclic if and only if n and φ(n) are coprime.

Here φ(n) is the number of positive integers not exceeding n and coprime to n (the Euler
function). Note that n and φ(n) are coprime if and only if in the prime decomposition n = p1 . . . pk

(*) all pi are different and
(**) pi does not divide pj − 1 for any i and j.
Although we did not find such a proof in the literature, we do not claim any novelty. 3 One can

see from [BKKSS] (or from the complete Russian version of this text) how to invent this proof.

Proof of the “only if"part.
If g and h are transformations of disjoint sets M and N , then we can regard them as transformations

of M ⊔N and hence take their composition.
A cycle (a1, a2, ..., an) is the transformation of a set containing a1, a2, . . . , an that carries an to

a1 and ai to ai+1 for each i < n, whereas it carries every other element to itself.
If condition (*) above is violated, e.g., p1 = p2 = p, then the following group consists of n

elements and is not cyclic:
{
(1, 2, . . . , p)i ◦ (p+ 1, p+ 2, . . . , p+

n

p
)j | i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,

n

p

}
.

Assume that condition (**) above is violated, e.g., p1 divides p2 − 1. Denote by Zk the set
of residues modulo k with the summation and the multiplication operations. Then from the
primitive root theorem it follows that there is a ∈ Zp2 for which the powers a, a2, . . . , ap1 = 1 are
different. Denote by Gp1,p2 the group of transformations fk,l : Z

2
p2

→ Z
2
p2

defined by the formula

fk,l(x, y) := (akx, lx + y) for k ∈ Zp1 and l ∈ Zp2 .
4 Then the following group is not cyclic (it is

even nonabelian):
{
f ◦ (1, 2, . . . ,

n

p1p2
)j | f ∈ Gp1,p2, j = 1, 2, . . . ,

n

p1p2

}
. QED

Proof of the “if"part.
Denote by |X| the number of elements in a set X. Denote given group by G.
We use the induction on the number of prime factors of |G|. If |G| is a prime, then the “if"part

is implied by the following Lagrange Theorem.

1We would like to acknowledge M. Vyalyi, P. Kozhevnikov and K. Kohas for useful discussions.
2Homepage: www.mccme.ru/~skopenko. Supported by Simons-IUM Fellowship
3Although we do not use the Sylow theorems, our argument in the second case below is similar to their proof.

We do not use the notion of a quotient group, as opposed to more traditional proofs (see, e.g., [B]).

4In more advanced notation Gp1,p2
:=

{(
ak l
0 1

)
∈ Z

2×2

p2

∣∣∣ k ∈ Zp1
, l ∈ Zp2

}
.

1

http://arxiv.org/abs/1108.5406v3
www.mccme.ru/~skopenko
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The order ord a of an element a of a group with the identity element e is the minimal positive
integer n such that an = e. If the group is finite, it is clear that such n exists.

Lagrange Theorem (particular case). The number of elements of any finite group is
divisible by the order of any its element.

Proof. Denote the group by G. For each x ∈ G consider the set {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}. By
the definition of order these elements are different. Therefore this set contains ord f elements. If
xfk = yf l, then y = xfk−l. Therefore for different x these sets either coincide or are disjoint.
Thus |G| is divisible by ord f . QED

Now suppose that the number of prime factors in |G| is greater than one. We need the following
general version of the Lagrange Theorem.

A subgroup of a group G is a subset of G that is itself a group.

Lagrange Theorem. The number of elements of any finite group is divisible by the number
of elements of any subgroup.

Proof. Denote the group by G and the subgroup by {h1, h2, . . . , hm}. For each x ∈ G consider the
set {xh1, xh2, . . . , xhm}. This set contains m elements. If xhk = yhl, then y = xhkh

−1
l . Therefore

for different x these sets either coincide or are disjoint. Thus |G| is divisible by m. QED

A maximal subgroup of a group is a maximal by inclusion subgroup not coinciding with G
and containing more than one element. By the induction hypothesis and the Lagrange Theorem,
each maximal subgroup is cyclic.

For an element f of a group G let 〈f〉 be the set of all powers of f (including zero and negative
ones). The element f is called generating for the (cyclic) subgroup 〈f〉.

Suppose to the contrary that the group G is noncyclic. Then each element is contained in a
maximal subgroup.

Elements f, g of a group G are conjugate in G if g = b−1fb for some b ∈ G.

First case: generator f of some maximal subgroup is conjugate only to (some of) its powers.
Take h ∈ G \ 〈f〉. Let q be the minimal positive integer n such that hn ∈ 〈f〉. Such a q exists
because hordh ∈ 〈f〉.

Proof that |G| is divisible by q. Let ordh = qt + r be division of ord h on q with remainder r.
Then hr = hordh−qt ∈ 〈f〉 and 0 ≤ r < q. Hence r = 0 by the minimality of q. So ord h is divisible
by q. Therefore by Lagrange Theorem |G| is divisible by q. QED

Proof that fh = hf . Since hordh ∈ 〈f〉, using division with a remainder we obtain that By
the condition of the first case h−1fh = fk for some k ∈ Z. The inclusion hq ∈ 〈f〉 implies f =
h−qfhq = fkq (here the last equality holds for each q and is proved by induction on q). Therefore
kq ≡ 1 mod ord f . Hence k and ord f are coprime. By conditions (*),(**) and the Lagrange
Theorem |G| and ϕ(ord f) are coprime. Since |G| is divisible by q, numbers q and ϕ(ord f) are
coprime. So there are integers x and y such that qx + ϕ(ord f)y = 1. Thus k ≡ kqx+ϕ(ord f)y ≡ 1
mod ord f . Hence fh = hf . QED

Completion of the argument for the first case. Since fh = hf , the group G contains a subgroup

{f ihj | 1 ≤ i ≤ ord f, 1 ≤ j ≤ q}

of q ord f elements. Hence by condition (*) and the Lagrange Theorem ord f is coprime to q.
Since (fh)j = f jhj for each j, we obtain that ord(fh) is divisible both by q and by ord f . Hence
ord(fh) = q ord f . Thus ord(fh) = q ord f . Since the subgroup 〈f〉 is maximal, we have 〈fh〉 = G.
Thus G is cyclic. Contradiction. QED

Second case: generator of any maximal subgroup is conjugate not only to its powers.
The product of subsets X and Y of a group G is the set of all products xy, where x ∈ X

and y ∈ Y . If one of these subsets consists of only one element, e.g., Y = {y}, then we write Xy
instead of X{y}.

Assertion 1. Any maximal subgroup F contains the center

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag for any g ∈ G},
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i.e., the set of elements commuting with each element of the group.

Proof. Otherwise FZ is a larger commutative subgroup. By the maximality of F we have
FZ = G. Hence G is commutative. This contradicts to the assumption of the second case. QED

Assertion 2. The intersection of two maximal subgroups equals the center.

Proof. A nontrivial element of the intersection commutes with all elements of both subgroups.
Hence it commutes with any product of several multiples, each multiple being an element of one
of our subgroups. The set of such products is a subgroup. By the maximality of our subgroups this
subgroup coincides with the entire group. Therefore the intersection is contained in the center.

Assertion 1 implies the converse inclusion. QED

Conclusion of the proof of the second case: calculations. Recall that any element of G is
contained in certain maximal subgroup. By Assertion 2 for any non-central element such a
subgroup is unique. So the group is split into the center and disjoint union of complements
of maximal subgroups to the center. The number of elements in such complements are the same

for conjugate subgroups. Denote by F̂ the number of non-central elements of G in the union
of subgroups conjugate to given maximal subgroup F . Let F1, . . . , Fs be a maximal family of
pairwise non-conjugate maximal subgroups. Then

|G| = |Z|+
s∑

i=1

F̂i.

By the left inequality in the following Assertion 3 the number of summands is at most one; by
the right inequality one summand is also impossible. QED

Assertion 3. |G|/2 ≤ F̂ < |G| − |Z|.

Proof. A subgroup conjugate to a maximal subgroup is also maximal. (Indeed, if g−1Fg ⊂ F ′ ⊂
G, then F ⊂ gF ′g−1 ⊂ G.)

Consider the set
N(F ) := {a ∈ G : Fa = aF}.

Then the number of different subgroups conjugate to F (including F ) is |G|/|N(F )|.
(Indeed, the conjugation by each element of G takes F to a conjugate subgroup. If the conjugation

by two different elements u and v takes the F to the same subgroup, i.e., u−1Fu = v−1Fv, then
Fuv−1 = uv−1F . This means that uv−1 ∈ N(F ) or, equivalently, u ∈ N(F )v. Conversely, the
condition u ∈ N(F )v implies u−1Fu = v−1Fv. Clearly, |N(F )v| = |N(F )|. Therefore the number
of elements of G conjugation by which takes F to a given subgroup equals |N(F )|. Therefore the
number of different subgroups conjugate to F is precisely |N(F )| times less than |G|.)

We have N(F ) = F .
(Indeed, it is easy to verify that N(F ) is a subgroup. By the assumption of the second case

N(F ) 6= G. Since N(F ) ⊃ F , the maximality implies that N(F ) = F .)

The three statements just proved imply that F̂ = (|F | − |Z|)
|G|

|F |
= |G|

(
1−

|Z|

|F |

)
.

Since |G| > |F |, we have F̂ < |G| − |Z|.
By the assumption of the second case, Z 6= F . By Assertion 1 the center is a subgroup of F .

Hence by the Lagrange theorem |Z| divides |F |. Therefore F̂ ≥ |G|/2. QED
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КОГДА ЛЮБАЯ ГРУППА ИЗ N ЭЛЕМЕНТОВ ЦИКЛИЧЕСКАЯ? 5

В. Брагин, Ант. Клячко и А. Скопенков 6

Аннотация. Группой называется непустое семейство G перестановок некоторого множества,

замкнутое относительно композиции и взятия обратной перестановки. Приводится простое дока-

зательство ответа на следующий вопрос: для каких n в любой группе из n элементов найдется

перестановка g ∈ G, для которой G = {g, g2, . . . , gn}? Для понимания доказательства необходимо

знание основ теории чисел (включая теорему Ферма-Эйлера). Знаний по теории групп не требуется:

небольшое количество понятий, необходимых для доказательства, приведены.

It startled the well informed by being a new and fantastic
idea they had never encountered. It startled the ignorant by being
an old and familiar idea they never thought to have seen revived.

G. K. Chesterton. The Man Who Knew Too Much.
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1. Введение: зачем, для кого и как устроена эта заметка

Мы хотели бы привлечь внимание к теории групп широкого круга людей, включая учите-
лей, руководителей кружков и школьников, серьезно интересующихся математикой и про-
граммированием. В этой теории есть доступные и интересные им результаты-жемчужины.
Формулировки таких результатов кратки и используют лишь простейшие определения; до-
казательства красивы и похожи на решения сложных олимпиадных задач. К сожалению, в
бо́льшей части существующей литературы эти жемчужины погребены под огромным коли-
чеством немотивированного материала. На примере исследования просто формулируемого
вопроса мы покажем, как появляются некоторые основные понятия теории групп. Основные
идеи представлены на «олимпиадных» примерах: на простейших частных случаях, свобод-
ных от технических деталей. 7

5 Благодарим М. Вялого, О. Иванова, П. Кожевникова, К. Кохася, А. Сгибнева, Б. Френкина и А. Шеня
и за полезные замечания.

6Поддержан грантом фонда Саймонса. Инфо: www.mccme.ru/~skopenko
7Это не только делает материал более доступным, но помогает тем, кто привык к абстрактному изложе-

нию, развить математический вкус. Благодаря этому они смогут разумно выбирать проблемы для исследо-
вания и ясно излагать собственные открытия, не скрывая ошибок (или известности полученного результата)
за чрезмерным формализмом. К сожалению, такое (непреднамеренное) сокрытие иногда происходит с ма-
тематиками, воспитанными на чрезмерно формальных курсах.

www.mccme.ru/~skopenko
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Эта заметка предназначена для того, кому понятна и интересна формулировка вопроса,
сформулированного в аннотации. Мы приведем простое доказательство теоремы, отвечаю-
щей на этот вопрос. Оно не претендует на новизну, хотя мы не нашли такого доказательства
в литературе.

Заметка может быть интересна читателю, не знакомому с основами абстрактной теории
групп, но изучавшему перестановки и основы теории чисел. Например, по книгам [Al, KS,
V] и [GDI, п. 1.7, 1.8 и 1.9]. Она может быть интересна и читателю, знакомому с этими
основами, ибо ответ на сформулированный вопрос нетривиален. Такому читателю может
оказаться достаточным прочитать §3.

Эта заметка не должна быть единственным и даже первым шагом в теорию групп. В
миникурс «Рождение понятия группы» можно включить [GDI, п. 1.7, 1.8 и 1.9], [Z, глава 6],
[Z, глава 3, разделы «Малая теорема Ферма», «Квадратичные вычеты» и «Первообразные
корни»], [S08], [S15], данную заметку и другой материал.

Для понимания доказательства необходим опыт работы с перестановками и числами (вклю-
чая теорему Ферма-Эйлера). 8 Знаний по теории групп и опыта работы с определением аб-
страктной группы не требуется. Небольшое количество необходимых понятий вводятся (и
могут быть освоены читателем) в процессе доказательства.

Конечно, читателю, не знакомому с основами теории групп, нужно будет потрудиться,
чтобы самостоятельно доказывать тривиальные факты про эти понятия. Такие упражнения
— важная часть изучения этих понятий. Выполнять их интереснее ради красивых резуль-
татов, формулировки которых ясны и доступны неспециалисту (в частности, не используют
этих понятий), но в доказательствах которых эти понятия возникают. А не в процессе дол-
гого немотивированного изучения теории. Эта заметка будет особенно интересна читателю,
предпочитающему изучить доказательство красивого результата на несколько страниц, са-
мостоятельно разбираясь в деталях, чем прочитать сотню страниц более легкого материала,
не мотивированных таким результатом.

Опыт работы с абстрактными группами как раз появится при изучении данной заметки,
хотя в ней формально не используется этого понятия. Читатель увидит, что помимо всех
рассматриваемых объектов есть еще одно множество (на котором действуют перестановки).
Странным образом оно так никогда и не выходит из тени. В результате естественно возника-
ет общее понятие группы. Итак, данная заметка посвящена мотивировке важного общего
понятия группы (здесь оно не используется, но его и основы соответствующей теории можно
найти в [Al, K, KS]). 9 Поэтому усилия по изучению заметки будут сполна вознаграждены
тем, что вслед за великими математиками в процессе изучения конкретной задачи читатель
увидит, как естественно возникает важное понятие. Надеюсь, это поможет ему совершить
собственные настолько же полезные открытия (не обязательно в математике)!

Параграфы 2 и 3 формально независимы друг от друга.

8В частности, наше доказательство не привлекает явно понятия факторгруппы, в отличие от более тра-
диционных доказательств, см., например, [B]. Также, мы не используем теорем Силова, хотя наш разбор
второго случая похож на их доказательство.

9Добавление от А. Скопенкова. О необходимости мотивировок говорили классики математики [K], [P1,
Глава 2 ‘Математические определения и преподавание’], [P2, стр. 455-475], [A, стр. 49, комментарий к задаче
5]; см. также [Z, Философски-методическое отступление]. Процитируем В.И. Арнольда: ‘...Обычно опреде-
ляют группу как множество с двумя операциями, удовлетворяющими набору аксиом вроде f(gh) = (fg)h.
Эти аксиомы автоматически выполняются для групп преобразований. В действительности эти аксиомы
означают просто, что группа образована из некоторой группы преобразований забыванием преобразуемо-
го множества. Такие аксиомы, наряду с другими немотивированными определениями, служат математикам
главным образом для того, чтобы затруднить непосвященным овладение своей наукой и тем самым повысить
ее авторитет.’
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2. Как придумать

2.1. Постановка задачи. Общие замечания к формулировкам задач. Eсли условие задачи
является утверждением, то в задаче требуется это утверждение доказать. Если некоторая
задача не получается, то читайте дальше — соседние задачи могут оказаться подсказками.

1. Дано семейство G из 11 перестановок некоторого множества, замкнутое относительно
композиции и взятия обратной перестановки (т.е. если f, g ∈ G, то f ◦ g ∈ G и f−1 ∈ G).
Тогда найдется перестановка g ∈ G, для которой G = {g, g2, . . . , g11}.

2. Верен ли аналог предыдущего утверждения для аналогичного семейства G из n пере-
становок при n =

(7) 2,3,4,5,6,7 (ответ может быть разным для разных значений n);
(8) 8; (9) 9; (10) 10; (12) 12; (15) 15; (21) 21; (1001) 1001?

Основной Вопрос. Дано семейство G из n перестановок некоторого множества, за-
мкнутое относительно композиции и взятия обратной перестановки. Для каких n обяза-
тельно найдется перестановка g ∈ G, для которой G = {g, g2, . . . , gn}?

Группой называется непустое семейство G преобразований (т.е. перестановок) некоторого
множества, замкнутое относительно композиции и взятия обратного преобразования (т.е.
если f, g ∈ G, то f ◦ g ∈ G и f−1 ∈ G). 10

Если в конечной группе G найдется перестановка g, из всех возможных степеней которой
состоит G (т.е. G = {g, g2, . . . , gn, . . . }), то эта группа называется циклической. Примеры
циклических и нециклических групп Вы привели при решении задачи 2.

3. Для любого n имеется циклическая группа из n элементов.

2.2. План §2. Пункт 2.3 нужен только для мотивировки, задачи 6.c и п. 3.2. Пункт 2.4
подводит читателя к построению примеров, необходимых для ответа на основной вопрос,
т.е., к доказательству достаточности критерия, который мы нащупаем. (Немногие задачи в
пунктах 2.5-2.7, использующие пункт 2.4, можно пропустить, ибо эти задачи не касаются
основного вопроса.) А вот пункты 2.5-2.7 подводят читателя к необходимым условиям из
этого критерия. Пункты 2.4-2.7 интересны и сам по себе, независимо от основного вопроса.

Пункты 2.3, 2.4 и 2.5-2.7 формально независимы друг от друга. В пунктах 2.4-2.7 исполь-
зуется следующее определение и обозначение.

Циклом (a1, a2, ..., an) называется перестановка множества, содержащего элементы a1, a2, . . . , an,
которая переводит an в a1 и ai в ai+1 для любого i < n, а каждый из остальных элементов
переводит в себя.

2.3. Почему вопрос интересен. Теорема о первообразном корне. 11 Число g, для ко-
торого g1, g2, g3, . . . , gϕ(n) есть все вычеты по модулю n, взаимно простые с n, существует
тогда и только тогда, когда n есть либо 2, либо 4, либо степень нечетного простого, либо
удвоенная степень нечетного простого.

Поставленный вопрос касается аналога теоремы о первообразном корне для перестано-
вок. Впрочем, ситуация для перестановок не совсем аналогична: существуют циклическая
и нециклическая группы с одинаковым числом элементов.

В процессе изучения этого вопроса мы в основном будем работать преобразованиями,
забыв про множество, на котором они действуют. Такая ситуация часто встречается в мате-
матике и мотивирует следующее определение. Группы преобразований G и H множеств
M и N называются изоморфными, если существует биекция ϕ : G → H , для которой
ϕ(g1) ◦ ϕ(g2) = ϕ(g1 ◦ g2) при любых g1, g2 ∈ G. Важная тема в математике — классифи-
кация групп с точностью до изоморфизма. Ясно, что для любого n имеется циклическая

10Это определение равносильно обычному ввиду теоремы Кэли. Группы, определенные как здесь, обычно
называют группами преобразований.

11Операция умножения на множестве ненулевых вычетов по простому модулю имеет общее обобщение с
операцией композиции перестановок. Но для доказательства результата заметки не нужно понимать этого.
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группа из n элементов, ровно одна с точностью до изоморфизма. Поэтому вопрос о циклич-
ности любой группы из n элементов равносилен вопросу о единственности группы из n
элементов с точностью до изоморфизма.

2.4. Примеры групп. (1) Группа Sn всех перестановок n-элементного множества.
(2) Группа перестановок {id = (1)(2)(3)(4), (13)(24), (1234), (1432)} множества из четырех

элементов.
(3) Группа перестановок {(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)k}, k = 1, 2, . . . , 8, 8-элементного множества.
(4) Группа перестановок {(1, 2, 3)k(4, 5, 6, 7, 8)l}, k = 1, 2, 3, l = 1, 2, 3, 4, 5, 8-элементного

множества.

rotations
symmetries

2π/3

π
π/2

Рисунок: движения квадрата и куба
(5) Рассмотрим квадрат на плоскости и все движения плоскости, переводящие его в се-

бя. Это тождественное преобразование, 3 поворота и 4 симметрии. Всего 8 преобразований.
Возьмем группу из 8 перестановок множества вершин квадрата, происходящих при приме-
нении перечисленных восьми преобразований плоскости.

(6) Рассмотрим куб в пространстве и все вращения пространства (включая тождествен-
ное), переводящие его в себя.

(a) Возьмем группу из всех перестановок множества вершин куба, происходящих при
применении таких вращений.

(b) Возьмем группу из всех перестановок множества середин ребер куба, происходящих
при применении таких вращений.

Рисунок: граф K3,3

(0, 1)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 0)

b
a

e

c

d

f

(0, 1)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 0)

f1101(b)

f1101(a)

f1101(f)

f1101(d)

f1101(c)

f1101(e)

Рисунок: линейное преобразование f1101 : Z
2
2 → Z

2
2
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(7) Группа всех перестановок 6-элементного множества, являющихся изоморфизмами гра-
фа K3,3. (Изоморфизм графа G — такая перестановка множества его вершин, что для любых
двух вершин эти вершины соединены ребром тогда и только тогда, когда их образы при пе-
рестановке соединены ребром.)

(8) Рассмотрим множество Z
2
2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} упорядоченных пар вычетов по

модулю 2. Для любых четырех вычетов a, b, c, d по модулю 2 рассмотрим отображение fabcd :
Z
2
2 → Z

2
2, заданное формулой fabcd(x, y) = (ax+ by, cx+ dy). Среди всех таких отображений

выберем взаимно-однозначные. Они образуют группу.

4. (a) Любая группа содержит тождественное преобразование.
(b) Множество из примера 8 действительно является группой.

5. Какие из приведенных примеров групп являются циклическими?

6. (a) Cуществует нециклическая группа из 21 элемента.
(b) Cуществует нециклическая группа из 55 элементов.
(c) Если p и q простые числа и q − 1 делится на p, то существует нециклическая группа

из pq элементов.

2.5. Докажем и применим теорему Лагранжа.

7. Если количество перестановок в группе является простым числом, то эта группа цик-
лическая.

Порядком ord a = ordG a перестановки a в группе G называется наименьшее целое поло-
жительное n, для которого an = id (если такое n существует).

8. Пусть G — группа и f, h ∈ G.
(a) fn = id тогда и только тогда, когда n делится на ord f .
(b) Число ord h делится на наименьшее ordf h из целых положительных n, для которых

hn ∈ 〈f〉 := {f, f 2, f 3, . . . }.

9. (a) Найдите порядок каждой перестановки в группе S4.
(b) Любая перестановка конечной группы имеет (конечный) порядок.
(c) Если в конечной группе есть перестановка порядка 2, то число перестановок в группе

четно.
(d) Если в конечной группе есть перестановка порядка 3, то число перестановок в группе

делится на 3.
(e) Теорема Лагранжа. Число перестановок конечной группы делится на порядок любой

ее перестановки.
(Это ‘некоммутативная версия’ теоремы Ферма-Эйлера, а также подсказка к задаче 7.)

10. (a) Если число n четное составное, то существует группа из n перестановок, не явля-
ющаяся циклической.

(b) Если число n делится на квадрат простого, то существует группа из n перестановок,
не являющаяся циклической.

Группа G называется коммутативной, если xy = yx для любых x, y ∈ G.

11. (b) Любая циклическая группа является коммутативной.
(c) Верно ли обратное?

12. (a) Любая коммутативная группа из 10 перестановок является циклической.
(b) То же для 21 перестановки.
(c) То же для 1001 перестановки.
(d) Для каких n любая коммутативная группа из n перестановок является циклической?

13. Может ли в коммутативной группе из 10 перестановок быть две различных переста-
новки порядка 2?

(Это подсказка к задаче 12.a.)

14. * Для каких n любая группа из n элементов является коммутативной? (Решение этой
непростой задачи лучше отложить до разрешения основного вопроса.)
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Подгруппой группы G называется подмножество группы G, также являющееся группой.

15. Теорема Лагранжа. Число перестановок в конечной группе делится на число переста-
новок в любой ее подгруппе.

(Это подсказка к задаче 13.)

16. Пусть G — группа из 15 элементов и f, g ∈ G — элементы порядка 5.
(a) Множества {f, f 2, f 3, f 4} и {g, g2, g3, g4} пересекаются.
(b) Множества {f, f 2, f 3, f 4} и {g, g2, g3, g4} совпадают.
(c) Один из элементов f, g является степенью другого.
(d) В G есть элемент порядка 3.

17. Пусть G — группа из 15 элементов и f, g ∈ G — элементы порядка 3.
(a) Множества {f, f 2} и {g, g2} либо не пересекаются, либо совпадают.
(b) Если {f, f 2} 6= {g, g2}, то fg 6= gf .

2.6. Сопряжение. Цикличность любой группы из 15 перестановок вытекает либо из задач
16.c, 19.b, 20.c и 22.c, либо из задач 20.c и 21.d (второй способ сложнее, но его удобно
переносить на общий случай).

Перестановки f, g ∈ G называются сопряженными в группе G, если g = b−1fb для неко-
торой перестановки b ∈ G.

Рисунок: перестановка типа 〈1, 2, 3, 4〉

18. (a) Перестановка (n1+...+nk)-элементного множества, являющаяся композицией непе-
ресекающихся циклов порядков n1, ..., nk, называется перестановкой типа 〈n1, ..., nk〉.

Перестановки f и g сопряжены в Sn тогда и только тогда они одного типа.
(b) Пусть a и x — произвольные перестановки n-элементного множества. Тогда

xax−1 =

(
x(1) x(2) . . . x(n)

x(a(1)) x(a(2)) . . . x(a(n))

)
.

Иными словами, циклическое разложение перестановки xax−1 получается из циклического
разложения перестановки a заменой каждого элемента на его x-образ: если
a = Πq

j=1(ij1, ij2, . . . , ijsj), то xax−1 = Πq
j=1(x(ij1), x(ij2), . . . , x(ijsj)).

(c) Вращения куба вокруг больших диагоналей сопряжены.

19. Пусть G — группа, b, f ∈ G и k — целое положительное.
(a) (b−1fb)k = b−1fkb.
(b) Порядки сопряженных перестановок равны.

(c) Если b−1fb = fm, то b−1fkb = fkm и b−kfbk = fmk

20. Пусть G — группа из 15 перестановок, f ∈ G − {e} сопряжена только со своими
степенями и h ∈ G− 〈f〉.

(a) h−1fh = f .
(b) {f ihj | 1 ≤ i ≤ ord f, 1 ≤ j ≤ q} подгруппа в G.
(c) G = 〈f〉hord f .

Подгруппа группы G называется собственной, если она не совпадает ни с {id}, ни с G.

21. Пусть G — группа из 15 перестановок. Пусть любая перестановка сопряжена не только
со своими степенями.

(a) Любые две различные собственные подгруппы пересекаются только по тождественной
перестановке.

(b) С собственной подгруппой из s элементов сопряжено ровно 15/s различных подгрупп.

(c) Для числа F̂ нетождественных перестановок, сопряженных перестановкам данной соб-

ственной подгруппы, справедливы неравенства 7 < F̂ < 14.
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(d) Получите противоречие.

Через |X| обозначается число элементов в множестве X.

22. Для группы G и f ∈ G обозначим через
• cG(f) число перестановок, сопряженных с f (вместе с самой f).
• zG(f) число перестановок, коммутирующих с f (вместе с самой f).
(a) Найдите cS3

(f) и zS3
(f) для каждого f ∈ S3.

(b) cG(f)zG(f) = |G|.
(c) Если в группе из 15 перестановок нет перестановок порядка 5, то с каждой нетожде-

ственной перестановкой сопряжено ровно 4 других перестановки.

23. (Это подсказка к 21.b.) Для группы G и f ∈ G обозначим через nG(f) число переста-
новок, сопряжение f с которыми переводит f в ее степень:

nG(f) := |{b ∈ G : fb = bfk для некоторого k}|.

(a) Найдите nS3
(f) для каждого f ∈ S3.

(b) nG(f) ≥ ord f .
(c) nG(f) = ord f , если элемент f сопряжен не только со своими степенями и |G| = 15.
(d) Число различных подгрупп, сопряженных с 〈f〉, равно |G|/nG(f).

24. Если число перестановок в группе есть произведение pq простых чисел, p < q и q − 1
не делится на p, то эта группа циклическая.

25. Если G — группа из 1001 перестановки и f ∈ G − {e} сопряжен только со своими
степенями, то G циклическая.

2.7. Максимальные подгруппы и центр.

26. Пусть G — группа из 1001 элемента, не являющаяся циклической.
(a) Каждый элемент содержится в максимальной по включению подгруппе, не совпадаю-

щей со всей G. Такие подгруппы будем сокращенно называть максимальными подгруппами.
(b) Каждая максимальная подгруппа является циклической.

Максимальные подгруппы аналогичны собственным подгрупп, на рассмотрении которых
было основано доказательство для n = 15. Различные собственные подгруппы пересекались
только по единичному элементу. Доказать аналогичное утверждение для максимальные под-
групп при n = 1001 не получается. Как же устроено пересечение максимальных подгрупп?

27. Назовем коммутативизатором группы G множество

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag для любого g ∈ G}

тех элементов, которые коммутируют со всеми. (Мы надеемся, что использование слова
коммутативизатор вместо общепринятого центр более удобно для начинающих.)

(a) Найдите Z(Sn) для каждого n = 2, 3, 4, . . .
(b) Коммутативизатор группы является подгруппой.

28. Пусть G — группа из 1001 элемента, не являющаяся циклической. Пусть порождаю-
щий элемент любой максимальной подгруппы сопряжен не только со своими степенями.

(a) Любая максимальная подгруппа содержит коммутативизатор.
(b) Пересечение двух максимальных подгрупп равно коммутативизатору.
(c) Число различных подгрупп, сопряженных с максимальной подгруппой из s элементов,

равно 1001/s.

(d) Для числа F̂ элементов, сопряженных элементам максимальной подгруппы F и не

лежащих в коммутативизаторе, справедливы неравенства 500 < F̂ ≤ 1000− |Z|.
(e) Получите противоречие.

2.8. Указания, решения и ответы к некоторым задачам. 1. Аналогично решению
нижеприведенной задачи 2.7 для n = 3.
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2. (7) для n = 3. Пусть, напротив, имеется нециклическая группа G из трех перестановок.
Обозначим через a нетождественную перестановку в ней. Если a2 6= e, то перестановки
a, a2, a3 различны и группа циклическая. Если же a2 = e, то рассмотрим перестановку b ∈ G,
отличную от e и a. Тогда перестановка ab отлична от e, a, b. (Действительно, ab 6= a и ab 6= b
очевидно. Если ab = e, то b = a2b = a — противоречие.) Противоречие.

(10) Рассмотрим правильный пятиугольник на плоскости. Рассмотрим все движения плос-
кости, переводящие его в себя. Это тождественное преобразование, 4 поворота и 5 симмет-
рий. Всего 10 преобразований. Нужную группу образуют 10 перестановок множества вершин
правильного пятиугольника, происходящих при применении перечисленных десяти преоб-
разований плоскости. Эта группа нециклическая, поскольку для двух перестановок s и t,
«пришедших из симметрий», st 6= ts. А если бы s = gk и t = gl для некоторой перестановки
g, то st = ts.

Другое решение задачи 2.10. Оно более сложное, чем предыдущее, но зато может помочь
Вам в решении задачи 6. Рассмотрим перестановки r и s 5-элементного множества вер-
шин правильного 5-угольника, «сооответствующие» повороту на 2π/5 и симметрии. Тогда
r5 = e = s2 и sr = r−1s. Рассмотрим 10 перестановок rksl, k, l ∈ Z. Из соотношения sr = r−1s
можно получить, что это множество является группой. (Именно в этом отличие приводимого
решения от предыдущего — мы получили замкнутость относительно композиции и взятия
обратного не из геометрических соображений, а из комбинаторных. Поэтому появилась воз-
можность обобщать это доказательство на случаи, когда геометрической интерпретации не
видно.) Из этого же соотношения вытекает, что эта группа не является циклической.

2. Ответы: верен для n ∈ {2, 3, 5, 7, 15, 1001} и неверен иначе.
Доказательство верности для простых n аналогично приведенному для n = 7, а для n = 15

и n = 1001 намечено в задачах далее.
Доказательство верности для четных n > 2 аналогично приведенному для n = 10, а для

n = 21 намечено в задачах далее.

3. Множество степеней цикла длины n.

4. f ∈ G ⇒ f−1 ∈ G ⇒ ff−1 = e ∈ G.

5. Ответ: группы из примеров (1) для n = 2, (3) и (4) — циклические, а из остальных
примеров — нет.

6. (a) Искомая группа является группой некоторых перестановок 49-элементного множе-
ства Z

2
7. Для описания группы представим его элементы как пары (x, y) вычетов по модулю

7. Для любых целых неотрицательных k, l определим преобразование

fk,l : Z
2
7 → Z

2
7 формулой fk,l(x, y) := (2kx, lx+ y).

Проверьте, что
• таких преобразований ровно 21;
• они образуют группу;
• эта группа не является циклической (она даже не является абелевой).
Другое указание. См. другое решение задачи 2-10. Попробуйте сообразить, каким соотно-

шениям должны удовлетворять перестановки r и s, чтобы множество rksl, k, l ∈ Z, образо-
вывало бы нециклическую группу из 21 перестановки. А потом попробуйте придумать такие
перестановки.

(b) Воспользуйтесь тем, что 25 = 33−1. Для любых целых неотрицательных k, l определим
преобразование fk,l : Z

2
11 → Z

2
11 формулой fk,l(x, y) := (4kx, lx+ y).

(c) По теореме о первообразном корне существует элемент a ∈ Zq порядка p. Для любых
целых неотрицательных k, l определим преобразование fk,l : Z

2
q → Z

2
q формулой fk,l(x, y) :=

(akx, lx+ y). Нетрудно проверить, что
• таких преобразований ровно pq;
• они образуют группу;
• эта группа не является циклической (она даже не является абелевой).
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8. (a) Поделите n на ord f с остатком.
(b) Поделите ordh на ordf h с остатком.

9. (d) Пусть a — элемент порядка 3. Выпишем все элементы группы. Теперь будем по-
степенно зачеркивать их следующим образом: на каждом шаге выбираем произвольным
образом незачеркнутый элемент x и зачеркиваем три элемента x, xa, xa2.

При этом никакой элемент мы не зачеркнем больше одного раза.
(Действительно, предположим, что, например, зачеркиваемый элемент xa уже был за-

черкнут. Тогда либо xa = y, либо xa = ya, либо xa = ya2 для некоторого ранее выбранного
элемента y. Но тогда либо x = ya2, либо x = y, либо x = ya. Таким образом, элемент x уже
был зачеркнут. Противоречие. )

Значит, на каждом шаге зачеркивается ровно три новых элемента.
В конце будут зачеркнуты все элементы. Значит, число элементов группы делится на 3.
(e) Теорема Лагранжа. Для x ∈ G рассмотрим множество {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}. По

определению порядка указанные элементы различны. Значит, в этом множестве ord f эле-
ментов. Если xfk = yf l, то y = xfk−l. Поэтому для разных x эти множества либо не пересе-
каются, либо совпадают. Значит, |G| делится на ord f .

12. (a) Обозначим через p порядок неединичного элемента f . Если p = 10, то группа
циклична. Пусть теперь p < 10. По теореме Лагранжа p ∈ {5, 2}. Если есть элемент g
порядка 10/p, то G = {fg, (fg)2, . . . , (fg)10}. Иначе есть элемент g 6∈ {f, f 2, . . . , f p} порядка p.
Тогда {fkgl}k,l∈Z есть подгруппа из p2 перестановок. Противоречие с теоремой Лагранжа
(задача 15.b).

13. (a) Если f, g — такие элементы, то {e, f, g, fg} — подгруппа из 4 перестановок. Про-
тиворечие с теоремой Лагранжа (задача 15.b).

14. Все группы порядка n коммутативны тогда и только тогда, когда в разложении n =

pk11 . . . pkll числа n на простые сомножители ki < 3 и pi не делит p
kj
j − 1.

Доказывается это примерно так же, как и для циклических групп, но в случае 1 надо
воспользоваться тем, что любая конечная коммутативная группа раскладывается в прямую
сумму циклических подгрупп.

16. (a) Рассмотрим 25 элементов fkgl для 1 ≤ k, l ≤ 5. Так как в группе всего 15 элементов,
то существуют 1 ≤ k, l,m, n ≤ 5 такие, что (k, l) 6= (m,n) и fkgl = fmgn. Домножая на f−m

слева и на g−l справа, получаем fk−m = gn−l. Так как f и g — элементы порядка 5, то
множества {f, f 2, f 3, f 4} и {g, g2, g3, g4} пересекаются.

(b) По (a) эти множества пересекаются. Тогда существуют такие натуральные числа 1 ≤
k, l ≤ 4, что fk = gl. Так как НОД(k, 5) = 1, то существует такое целое число m, что 5 | km−1.
Тогда f = fkm = (fk)m = (gl)m = glm. Отсюда следует, что эти множества совпадают.

(c) Следует из (b).
(d) Следуют из (c). (Пункт (d) не нужен для решения основной задачи.)

17. (a) Аналогично 16.b.
(b) Иначе есть подгруппа из 9 элементов, что противоречит теореме Лагранжа.

20. (a) Используйте задачу 8.ab.
(b) Следует из (a).
(c) Докажите, что ord(fhord f) делится на q и на ord f .

18. Перенумеруем элементы множества так, чтобы f перешла в g. Эта перенумерация
задает требуемую перестановку b.

19. (a,d) Утверждения доказываются индукцией по k.

21. (d) Ввиду (c) F̂ = (s− 1)15/s = 15(1− 1/s).

22. (b) Для каждого b ∈ G проведите стрелку от f к b−1fb. Докажите, что если от f к g
есть хотя бы одна стрелка, то общее количество стрелок от f к g равно общему количеству
стрелок от f к f .
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(c) Из 17.b следует, что с f коммутируют только элементы e, f, f 2. Теперь по (a) cG(f) =
15/3 = 5.

23. (b) Ответ: n(e) = n((ijk)) = 6.
(c) Аналогично 22.

24. Аналогично разобранному случаю p = 3, q = 5.

25. Аналогично 20.

28. (d) Ввиду (c) F̂ = (|F | − |Z|)1001/|F | = 1001(1− |Z|/|F |).

3. Доказательство из Книги

3.1. Формулировка основного результата. Группой называется непустое семейство G
перестановок некоторого множества, замкнутое относительно композиции и взятия обратной
перестановки (т.е. если f, g ∈ G, то f ◦ g ∈ G и f−1 ∈ G).

Теорема (фольклор). Для любой группы из n перестановок найдется перестановка
g ∈ G, для которой G = {g, g2, . . . , gn}, тогда и только тогда, когда в разложении числа n
на простые сомножители n = p1 . . . pt

(*) все pi различны и
(**) pi не делит pj − 1 ни для каких i и j.

Заметим, что условие ‘(*) и (**)’ равносильно взаимной простоте n с φ(n). Здесь φ(n) —
количество целых чисел от 1 до n, взаимно простых с n (функция Эйлера).

Интересные частные случаи приведены в задачах 7, 24 и 6.c. Как его придумать, видно
из §2.

Если в конечной группе G найдется перестановка g, из всех возможных степеней которой
состоит G (т.е. G = {g, g2, . . . , gn, . . . }), то эта группа называется циклической.

3.2. Доказательство части «только тогда». Обозначим Z/k := {(1, 2, . . . , k)i | i = 1, 2, . . . , k}.
Несвязное объединение множеств M и N определяется как M⊔N := M×{0}∪N×{1}. Если

g и h — преобразования множеств M и N , то преобразование g ⊔ h несвязного объединения

M ⊔N определяется формулой (g ⊔ h)(x) :=

{
g(x) x ∈ M × {0} ⊂ M ⊔N

h(x) x ∈ N × {1} ⊂ M ⊔N
. Для групп G и

H , состоящих из преобразований множеств M и N , определим

G×H := {g ⊔ h : M ⊔N → M ⊔N | g ∈ G, h ∈ H}.

Если нарушается вышеприведенное условие (*), например, p1 = p2 = p, то в качестве нецик-
лической группы из n элементов можно взять группу Z/p× Z/n

p
. 12

Обозначим через Zk множество вычетов по модулю k с операциями суммы и произведе-
ния, известными из теории чисел. (Не путайте с группой Z/k, определенной выше!) Если
нарушается вышеприведенное условие (**), например, p1 делит p2 − 1, то существует вы-
чет a ∈ Zp2, для которого степени a, a2, . . . , ap1 = 1 различны. Это следует из теоремы о
первообразном корне (сформулированной в §1).

Обозначим через Gp1,p2 группу преобразований fk,l : Z
2
p2

→ Z
2
p2

, заданных формулой

fk,l(x, y) := (akx, lx + y) для k ∈ Zp1 и l ∈ Zp2 .
13 Тогда в качестве нециклической (даже

некоммутативной) группы из n элементов можно взять группу Gp1,p2 × Z/ n
p1p2

. 14 QED

12Т.е. группу
{
(1, 2, . . . , p)i(p+ 1, p+ 2, . . . , p+ n

p
)k | i = 1, . . . , p, k = 1, . . . , n

p

}
.

13 Научно говоря, Gp1,p2
=

{(
ak l
0 1

)
∈ Z

2×2

p2

∣∣∣ k ∈ Zp1
, l ∈ Zp2

}
.

14Т.е. группу
{
f ◦ (1, 2, . . . , n

p1p2

)j | f ∈ Gp1,p2
, j = 1, 2, . . . , n

p1p2

}
.
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3.3. Доказательство части «тогда». Через |X| обозначается число элементов в множе-
стве X. Обозначим данную группу через G. Используем индукцию по числу простых со-
множителей в n = |G|. Если сомножитель один, то часть «тогда» вытекает из следующего
частного случая теоремы Лагранжа.

Порядком ord a элемента a группы с единичным элементом e называется наименьшее
целое положительное n, для которого an = e. Если группа конечна, то ясно, что такое n
существует.

Теорема Лагранжа (частный случай). Число элементов конечной группы делится
на порядок любого ее элемента.

Доказательство. 15 Обозначим данную группу через G. Для любого x ∈ G рассмотрим
множество {x, xf, xf 2, . . . , xf ord f−1}. Из определения порядка вытекает, что указанные эле-
менты различны. Значит, в этом множестве ord f элементов. Если xfk = yf l, то y = xfk−l.
Поэтому для разных x эти множества либо не пересекаются, либо совпадают. Значит, |G|
делится на ord f . QED

Пусть теперь простых сомножителей в n = |G| больше одного. Нам понадобится следую-
щая общая версия теоремы Лагранжа.

Подгруппой группы называется подмножество этой группы, которое само по себе явля-
ется группой.

Теорема Лагранжа. Число элементов конечной группы делится на число элементов
любой ее подгруппы.

Доказательство. Обозначим данную группу через G, а ее подгруппу через {h1, . . . , hm}.
Для любого x ∈ G рассмотрим множество {xh1, xh2, . . . , xhm}. В этом множестве m эле-
ментов. Если xhk = yhl, то y = xhkh

−1
l . Поэтому для разных x эти множества либо не

пересекаются, либо совпадают. Значит, |G| делится на m. QED

Максимальной подгруппой назовем максимальную по включению подгруппу, не сов-
падающую со всей группой и содержащую более одного элемента. По предположению ин-
дукции и теореме Лагранжа каждая максимальная подгруппа является циклической.

Для элемента f группы G обозначим через 〈f〉 ⊂ G множество всех его степеней (в т.ч.
нулевой и отрицательных). Элемент f называется порождающим для (циклической) под-
группы 〈f〉.

Предположим противное, т.е. что группа G не является циклической. Тогда каждый эле-
мент f содержится в некоторой максимальной подгруппе (в максимальной по включению
подгруппе, содержащей 〈f〉).

Элементы f и g группы G называются сопряженными в G, если g = b−1fb для некото-
рого b ∈ G.

Первый случай: порождающий элемент f некоторой максимальной подгруппы сопря-
жен только с некоторыми своими степенями. Возьмем h ∈ G − 〈f〉. Обозначим через q
наименьшее из целых положительных n, для которых hn ∈ 〈f〉. Такое q существует, посколь-
ку hordh ∈ 〈f〉.

Доказательство того, что |G| делится на q. Поделим с остатком ord h на q: ord h = qt+r.
Тогда hr = hordh−qt ∈ 〈f〉 и 0 ≤ r < q. Поэтому ввиду минимальности q имеем r = 0. Т.е.
ord h делится на q. Значит, по теореме Лагранжа |G| делится на q. �

Доказательство того, что hf = fh. По условию первого случая h−1fh = fk для неко-
торого k ∈ Z. Значит, f = h−qfhq = fkq (последнее равенство верно для произвольного q и
доказывается индукцией по q). Поэтому kq ≡ 1 mod ord f . Следовательно, k и ord f взаим-
но просты. По теореме Лагранжа и условиям (*) и (**), |G| и ϕ(ord f) взаимно просты. Так
как |G| делится на q, то q и ϕ(ord f) взаимно просты. Следовательно, найдутся целые x и y,
для которых qx + ϕ(ord f)y = 1. Значит, k ≡ kqx+ϕ(ord f)y ≡ 1 mod ord f . Поэтому fh = hf .
QED

15Более подробно это доказательство (и его обобщение, см. ниже) изложено в [KS, стр. 64].
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Завершение разбора первого случая. Так как fh = hf , то в G есть подгруппа

{f ihj | 1 ≤ i ≤ ord f, 1 ≤ j ≤ q}

из q ord f элементов. Значит, по условию (*) и теореме Лагранжа ord f и q взаимно просты.
Обозначим g := fhord f . Так как gj = f jhj ord f для любого j, то ord g делится на q и на
ord f . Поэтому ord g = q ord f . Так как подгруппа 〈f〉 максимальна, то 〈g〉 = G. Значит, G
циклическая. Противоречие. QED

Второй случай: порождающий элемент любой максимальной подгруппы сопряжен не
только со своими степенями. 16

Произведением двух подмножеств X и Y группы G называют множество всевозмож-
ных произведений xy, где x ∈ X и y ∈ Y . Если одно из этих подмножеств состоит только из
одного элемента, например, Y = {y}, то для краткости пишут Xy вместо X{y}.

Центром группы G называют

Z = Z(G) := {a ∈ G : ga = ag для любого g ∈ G},

т.е. множество тех элементов, которые коммутируют со всеми.

(1) Любая максимальная подгруппа содержит центр.

Доказательство утверждения (1). Пусть, напротив, максимальная подгруппа F не со-
держит Z. Тогда FZ — бо́льшая подгруппа, чем F . Ввиду максимальности подгруппы F
имеем FZ = G. Значит, G коммутативна, т.е. G = Z(G). Поэтому порождающий элемент
любой максимальной подгруппы сопряжен только с собой. Это противоречит условию вто-
рого случая. QED

(2) Пересечение двух максимальных подгрупп равно центру.

Доказательство утверждения (2). Неединичный элемент в пересечении коммутирует с
элементами обоих подгрупп. Значит, он коммутирует с любым произведением нескольких
сомножителей, каждый из которых лежит в одной из наших подгрупп. Множество таких
произведений является подгруппой, содержащей обе максимальные подгруппы. В силу мак-
симальности наших подгрупп эта подгруппа совпадает со всей группой. Значит, пересечение
содержится в центре.

Из (1) вытекает обратное включение. QED

Завершение разбора второго случая: подсчет. Напомним, что любой элемент группы со-
держится в некоторой максимальной подгруппе. Ввиду (2) для любого нецентрального эле-
мента такая подгруппа единственна. Поэтому вся группа разбивается на центр и несвяз-
ное объединение дополнений максимальных подгрупп до центра. Количества элементов в
таких дополнениях одинаковы для сопряженных максимальных подгрупп. (Подмножества
F, F ′ ⊂ G называются сопряженными, если g−1Fg = F ′ для некоторого g ∈ G. ) Обозначим

через F̂ общее количество нецентральных элементов во всех максимальных подгруппах, со-
пряженных с максимальной подгруппой F . Обозначим через F1, . . . , Fs наибольший набор
попарно несопряженных максимальных подгрупп. Тогда

|G| = |Z|+

s∑

i=1

F̂i.

Ввиду левого неравенства в следующем утверждении число слагаемых не превосходит еди-
ницы, а ввиду правого — одного слагаемого тоже быть не может. QED

(3) |G|/2 ≤ F̂ < |G| − |Z|.

Доказательство утверждения (3). Подгруппа, сопряженная к максимальной, также мак-
симальна.

(Действительно, если g−1Fg ⊂ F ′ ⊂ G, то F ⊂ gF ′g−1 ⊂ G.)

16Вот план немного другого разбора второго случая, предложенный М.Н. Вялым. Сначала вводим мно-
жество N(F ) из доказательства утверждения (3) ниже. Доказываем, что N(F ) = F , см. там же. Тогда (1)
очевидно, так Z(G) ⊂ N(F ). Далее делаем то же, что и в приводимом разборе.



16

Рассмотрим множество
N(F ) := {a ∈ G : Fa = aF}.

Тогда число различных подгрупп, сопряженных с F (включая F ), равно |G|/|N(F )|. 17

(Действительно, сопряжение каждым элементом группы G переводит подгруппу F в одну
из сопряженных подгрупп. Если сопряжение двумя разными элементами u, v группы G пере-
водит подгруппу F в одну и ту же подгруппу, т.е. u−1Fu = v−1Fv, то (uv−1)−1Fuv−1 = F . Это
означает, что uv−1 ∈ N(F ) или, что то же самое, u ∈ N(F )v. Обратно, условие u ∈ N(F )v
влечет u−1Fu = v−1Fv. Ясно, что |N(F )v| = |N(F )|. Поэтому число элементов в G, сопряже-
ние с которыми переводит подгруппу F в данную фиксированную сопряженную подгруппу,
равно |N(F )|. Значит, число подгрупп, сопряжeнных к F , ровно в |N(F )| раз меньше, чем
элементов группы G. )

Имеем N(F ) = F .
(Действительно, N(F ) является подгруппой. По условию второго случая N(F ) 6= G. Так

как N(F ) ⊃ F , то в силу максимальности N(F ) = F .)

Ввиду трех доказанных утверждений F̂ = (|F | − |Z|)
|G|

|F |
= |G|

(
1−

|Z|

|F |

)
.

Так как |G| > |F |, то F̂ < |G| − |Z|.
По (1) центр является подгруппой в F . Значит, по теореме Лагранжа |Z| делит |F |. По

условию второго случая Z 6= F . Следовательно, |Z| ≤ |F |/2. Поэтому F̂ ≥ |G|/2. QED
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