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JOII JENHA TEOPEMA Y BE3H CA TPABOYTIIMM TPOYTJIOM

gp Llegxeini Apcnanazuh, Capajeso, BUX
Anuja Mumunazuh, Nykobing F, [lancka

Beh npu moMuc/u Ha paBOYIVIK TPOYrao OfiMax ce ceTuMo | ITuraropune’ Teopeme.
P

YV apasoynom whpoyiny ABC, keagpaiti najeehe cilipanuye (xuiioiienyse) c jegnax je
36upy Keagpaiiia gpyéux geejy cipanuya (kaiiieida) a u b, @j. ¢* = a* + b,

Wwme je nobuna no ITuraropu jep ce cMarpa ja jy je Iluraropa npsu jokasao. Hberos okas je
ymcTo reomeTpujcku. Muave 3a oy Teopemy cy npe Ilurarope 3uamu y Meconoramuju # Erunty
(ernnarcku Tpoyrao a = 3,b = 4, ¢ = 5). PenumMo jom # To 1a JaHaC NOCTOjH BHILE O] CTO JIOKa3a
I[Turaropute Teopeme. (O oBoMe norneaty (2], crpaua 52).

OnMax HaKOH JJOKa3HBarba OBe TeopeMe, (hopMyNHIIe ce U JoKa3yje H 00paT (KoHBep3uja) oBe
Teopeme. O6payTra [TnTaropuna Teopema riacu:

Axo je y nexom wmpoysny keagpaii najeche ciapanuye c jeguax 36upy Keagpama gpyux
geejy ciipanuya a u b, j. c? = a? + b?, maga Jje taaj wmpoyzao iipagoyanu.

OGe oBe TeopeMe ce HCKa3yjy Y BHLY JelHE TeopeMe KOja IIacH:

Tpoyzao ABC je fipasoyenu ako u camo axo 3a mweéose cilipanuye éaxcu ¢ = a® + b2,

Iokasyje ce Takohe f1a Baku u cnefieha Teopema:

Tpoyéao ABC je @ipasoyznu ako u camo ako eajcu jequaxoc:w a+b+c=4R+2r
(rme cy a, b, ¢ nyxuHe cTpaHuIa TPOYria, a ;2 U 7 NONYNPeYHHIIM OMICAHE i YIHCAHEe KPYXKHHIE
tor Tpoyrna). O foKa3y oBe Teopeme BupieTH (1], crpana 153.

Capa hemo ce 6aBHTH jOIL jeIHOM TEOPEMOM 3a IPaBOYIJIH TPOYrao Koja riacu:

Tpoyzao ABC je ipagoyznu axo u camo axo je wWaiyna jegHaKocii
sin’ a + sin® B8 + sin® =2,

2ge cy o, B u vy ynymipawrsu y2nosu iwioé wpoyana.

Teopema. Axo je Tpoyrao ABC npaBoyrii, OHjia BaXKH JEJHAKOCT
sin® a + sin? B + sin® y = 2.

JHoxas. Heka je Tpoyrao ABC npaBoyriu i Heka je Hip. 7y = 90°, ). siny = sin90° = 1.
Tapaje o + B = 90°, maje 8 = 90° — ausin B = sin(90° — ) = cos . Capa umamo fa je
sin? o + sin® B +sin’y =sina +cos?a+1=1+1=2 O

!Tluraropa, craporpuksy MareMaTHuap #3 6. Bexa nipe HOse epe.
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Ogaj noka3s je BeoMa jegHocTaBaH u Kparak. Ho, To Huje ciyyaj ca oka3oM oOpara oBe
TeopeMe ITo hieMo y HacTaBKy | mokasatd. [JaheMo HEKOMMKO HHTepecaHTHHX oKasa obpaTa
NPEeTXOJIHE TEOpeMe.

Teopema. AKo Baxu jequakoct sin o + sin® 8 + sin®y = 2, oupa je Tpoyrao ABC
NpPaBOYIJIH.

IIpsu gokas. [JokazaheMo ja BaXu jJeHAKOCT

(1) sin® & + sin? B + sin® v — 2 cos a cos B cosy = 2.

360r~y = 180° — (a + 3) umamo:

1—cos2a¢ 1-cos2B8 1-—cos2y
2 i 2 & 2

1
== (cos2a + cos 28 + cos 2(a + B))

sin® a +sin? B +sin’y =

_ % (2cos(a + B) cos(a — B) + 2 cos®(a + B) — 1)

wWlwr| W

= 5+ % — cos(a + ) (cos(a — B) + cos(a + B))

2 — cos(180° — 7) - 2cosa cos
2 + 2 cosacos 3 cosy,
a oaspe cieqn (1). Cramajyhn y (1) na je sin® a + sin? B + sin® y = 2 go6ujamo:

cosacosfBcosy =0,

a OBa je[HAKOCT je TayHa aKo je jefiaH Off yrnoBa ¢, 3 WiH -y mpas, Tj. ako je Tpoyrao ABC
TPaBOYTJIH. O

HApyéu gokas. 36or a + B + y = 180°, cnepu ja je y = 180° — (a + ), ma je

siny = sin(180° — (a + B)) = sin(a + B).

Haxkne,

(2) sin? a + sin? B + sin®y = 2 & sin® a + sin? B + sin®(a + B) = 2.
Kako je

(3) sin® o + cos? & + sin? B + cos® B = 2,
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u3 (2) u (3) pobujamo:

sin® & + cos? & + sin?(a + B) = sin® o + cos® a + sin® B + cos®

& (sinacos B + cosasin 8)? = sin® B + cos® B
& sin®acos? B + 2sinacos B cosasin f + cos? asin? § = sin® B + cos® B8
& sin® B(1 ~ cos? @) + cos® B(1 — sin” @) — 2sina cos B cosasin = 0
& sin? asin® 8 + cos® acos® B — 2sinasin fcosacos f =0
& (cosacosB —sinasinB)? =0
& cos’(a+p8)=0
& a4+ f=190°
majey = 180° — (a + ) = 90°, Te je Tpoyrao A BC npasoyrmu. O

Tpehu gokas. 360r v = 180° — (o + B) umamo fa je

sin o + sin? B + sin®y = 2
1 —sin?a+ 1 —sin? 8 —sin®(a+ B8) =0
cos® a + cos® B — (sina cos B + cosasin 8)% = 0

2 acos® B — 2sinacos Bcosasin f — cos® asin® B =0

cos? a + cos? 8 — sin
(1 — sin® B) cos® o — 2sin axcos B cos asin B + (1 — sin® &) cos® B = 0
cos® B cos® a — 2sin a cos asin B cos B + cos® a cos® f = 0

2cosacos B(cosarcos B —sinasin8) =0

tste

& 2cosacosfBcos(a+ 8) =0,
IIa Je OfjaBfie
cosaa=0 mma cosB=0 mm cos(a+p)=0,
).
a=90° wm =90° wm a4+ S =090°
Nakne, tpoyrao ABC je npaBoyriu. O

¥ oBa TpH 0Ka3a KOPHCTHIIH CMO OCHOBHY TPHIOHOMETPH]CKY HAEHTHYHOCT, alAluoHe dop-
Myne H (hopmyne 3a NpeTBapate 30Hpa (pasnuke) TPHrOHOMETPHjCKHX (DYHKUH]a Y MPoH3BOh. Y
HapejiHa iBa JOKa3a heMO KOpPHCTHTH CHHYCHY H KOCHHYCHY TEODEMY.

Yeitigpitiu goxas. [IpeTnocraBumo fia je sin? a + sin® B + sin? v = 2, TIpuMeHOM curycHE
Teopeme Ha Tpoyrao A BC' uMamo:

‘a _ .b _ .c —9R,
sinae sinf  sinvy
WITH . .
sinc _sinf _siny _ 1 —k
a b ¢ 2R 7
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rae je R nonynpeusHk onucane KpyxHuue tpoyrna. Opaspe je

sina = ak, sinf = bk, sinvy = ck,

naje
sin? o + sin® B + sin®y = 2
&k VPk 4 PR =2
o (@+P2+AkE=2
2
2
ek T a?+ b4t
Tako je cana
2a?
i 2 . oa27.2
sin“ a = a“k T ETRT &
na w3 sin® & + cos? o = 1 ciequ
2a? b? + ¢% — a?
(4) cosa=1-sina=1- °

B+ +cE @+t
M3 kocuHycHe TeopeMe NpaMekeHe Ha Tpoyrao ABC umamo

b + % — a? = 2bccosa,

na je us (4)
cos? o = 2bccosa
a4+ b2 42
Ananorno ce foGHja fia je
2accos 8 2ab cosy
2 2.
s f= H cos“y T 1 &

OpaBiie ce/ii la cy cos o, cos 3 M cOos -y HeHeraTHEHH jep je cos® o = 0, cos? 8 = Oucos?y = 0,
u Gap jenan of GpojeBa cos ¢, cos 3, cosy je MO3NTHBAH. AKO MPETIIOCTaBUMO fia je cos o > 0,
OHJia je

2be

cosx = m
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2, 2 .92 : b* + ¢* — a? .
Tapa u3 kocunycHe TeopeMe b® + ¢ — a? = 2bccosa, Tj. cos @ = —gp—» AMaMo fiaje:
L
2be b+t —at
a2+ b2 +c2 2be

(b + 2 + a.?](bz + % — a?) = 4b%c?

(% + ?)? — a* = 4b%c?

-2 -a*=0

(0% - - a®)(b® -2 +a?) =0

(b® — b — 2accosa)(b? + a® — a® — b% + 2abcosy) = 0
—4a®becos feosy =0

cosf=0Vcosy=0

B =090°V = 90°,

tess st

WTO 3Ha4H Jia je Tpoyrao A BC npasoyrmu.
AHanorso ce fokazyje ia je tpoyrao A BC npasoyrnu, ako je cos 8 > Ommacosy > 0. O

Ieitiu gokas. TIpuMeHOM CHHYCHE TeopeMe Ha Tpoyrao A BC fo6ujamo

(5) sin? a + sin? B +sin®y = 4—11%2-{.32—}—!:-24-62}.

Ynorpe6uhemo HEMpexTaH [okas, Tj. mpernocrasnhemo fa Tpoyrao ABC Huje MpaBOyIIIH.
Pasnukyjemo figa ciy4aja.

1° Jepan op yrnosa y Tpoyrny ABC je tyn. Hexa je na npamep o > 90° (BHJETH CIHKY).
Kako je BC < CD (jep je CD,360or <«CDB = 90°, xunoteny3a npasoyrior tpoyrna CBD),
nMaMo [ia je a < 2R naje n a? < 4R2, oHOCHO Ha OCHOBY KOCHHYCHE TEOpEMe:

b2 + ¢ — 2bccosa < 4R%, 1. b® +c* < 4R? (jepje cosa < 0).
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CaGupajyhu capa nejenakocty a® < 4R% ub? + ¢ < 4R?, jo6ujamo:
1
2 2 2 2 : 2 2 2
a*+b* +c <&R,n.aﬁﬁ1+ﬁ +¢°) < 2,
omHocHo 36or (5):
sin? o + sin? B + sin®y < 2,

LITO je CYNpOTHO MpeTnocTaBlH TeopeMe. [lakne, poyrac ABC nuje Tynmoyrau.

2° Hekaje tpoyrao ABC owrrpoyrnu, 1j. & < 90° (cnuka2). Hekaje Tauka D nujameTpanHo
cynpoTHa Tauka Tavkn A gator tpoyrna. Tagaje AD = 2R, ¥Ypegumo cnepiehe o3nake: BD = e
uCD = f. Tpoyrnoeu ABD u AC D cy npaBoyrnu, na npumeHom [TuTaropuse TeopeMe Ha BHX
no6ujamo; b2 + f2 = 4R? ne? 4 ¢? = 4R? u HakoH cabuparsa OBHX jeJHAKOCTH

(6) b? + ¢ +e* + f% = 8R2

Jame je yrao <BCD T1yn (jep je a owmrap yrao, a yersopoyraoc ABCD je Tetuhn) na je Ha
OCHOBY KOCHHYCHE TEOpeMe

e + f%2 — 2ef cos <BDC = a?
H YHBeHHIE Aa je cos <BDC = 90°:
e’ + 2 < a®
Capia u3 (6) ¥ ropre HejeJHAKOCTH CEeH

SR =P+ +e*+ 2 <t +*+ad° a® +b2 4+ %) > 2,

opHocHo 36or (5):
sin @ + sin? @ + sin®y > 2,

IITO je CYNpPOTHO npeTnocTasuy Teopeme. Jakne, Tpoyrao ABC muje owrrpoyrnn. U3 1° u 2°

cienu aa je tpoyrao A BC npasoyrnu. O
HAMOMEHA 1. OGpat faTe TeopeMe MOXEMO IoKa3aTH | KopucTehu opMynie 3a NOBPIIHHY

: L . . : :
Tpoyrna: P = ﬁabam'y = Ebcsma = Eacsmﬁ, OHOCHO Sinar = ——, sinff = !

siny = %, Kao 1 XepoHoB 00pasail 3a nospmuHy Tpoyrna P = +/s(s — a}(s — b)(s — ¢),

rae je s = (a + b + ¢) /2, xoju ce MoxKe 3aNHCATH H Y OONMKY

= é\/(aﬂ + b2 + ¢2)2 — 2(a% + bt + ).
HANOMEHA 2. [lokaxxumo Aa 3a omtpoyriu Tpoyrao A BC Baxku HejeHAKOCT:

9
(7) 2<sin2a+sin2ﬁ+sin2'yg4—.
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[oka3 ce Moxe cipoBecTH ynoTpe6oM HejegnakocTs (1) mcos acos B cosy < —. Ilocnenma

—
<NOOI

HEjeJIHaKOCT ce JIaKo JioKa3syje moMmohy HejeHakocTH cosa + cos B + cosy < 3 (mBanaect
floKa3a OBe HejelHaKOCTH ce Hanase y (3], ctp. 162-173). Haume, Ha OCHOBY HejeIHaKOCTH H3Meby
apHTMETHYKE U FEOMETPH]CKE CPEIMHE TPU MO3HTHBHA GPOja UMaMO Jla je

Ccos @ + cos [ + cos
3ﬂ ¥ > {/cosacos B cosy

3
cos @ + cos 3 + cos
& cosacosfBeosy < B 7)

3

3
&  cosacosfcosy < (%) [jepje cosa + cos B + cosy < g]
1
8

& cosacosfcosy <

Capa uMaMo

sin? o + sin? B + sin® v = 2(1 + cos acos B cos7) < 2 (1 + %) = 2,

Kaou

sin? & + sin? B + sin® y = 2(1 + cosa.cos B cos7y) > 2 & cosacosBcosy > 0,

LITO je OYHIVIEJHO Ta4HO jep Cy e, (3, -y ourrpH yrnoBH. JegHakoct y (7) BaXH aKo M CaMo aKo je
a=p=vy=60°

HANOMEHA 3. 3a tynoyriu Tpoyrao A BC' Baxu HejefIHaKOCT
(8) 0 < sin a + sin B + sin® v < 2.

Joxas. CurypHo je sin® a + sin? B + sin®~ > 0. ITomTo je jenan off yrnosa a, 3, y Tyn a
OcTasa iBa OIITpa, TO je cos acos B cosy < 0,ma u3 (1) amamo fa je

sin? a + sin? B + sin? 4 = 2(1 + cosacos B cosy) < 2.

JINTEPATYPA

[1] S. Arslanagié, Metodicka zbirka zadataka sa osnovama teorije iz elementarne
matematike, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2006.

[2] S. Arslanagi¢, Matematicka itanka 2, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2010.

[3] S. Arslanagié, Matematicka &itanka, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2008.

[4] J. Carstensen, A. Muminagi¢, P. Mladinié, Pravokutni trokut, HMD Zagreb, 2001.
[5] S. Mintakovié, M. Franié, Trigonometrija, Element, Zagreb, 1999.

CratujaTa nps nart e o6jaBena Bo cnucannero TAHI'EHTA na
JAM na CpoOuja Bo 2011/12 roguna




