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Cholesky dekompozicija

Magdalena Miki¢ } Suzana Miodragovi¢ '

Sazetak

U ovom ¢lanku promatramo Cholesky dekompoziciju matrice koja
je simetri¢na i pozitivno definitna. Navodimo algoritam za njezino

odredivanje i ilustriramo ga primjerima. Posebno isticemo primjenu
na rjeSavanje linearnih sustava.

Kljuéne rijedi: simetricne matrice, pozitivna definitnost, Cholesky dekom-
pozicija

Cholesky decomposition

Abstract

In this paper, we observe the Cholesky decomposition of a matrix
that is symmetric and positive definite. We provide an algorithm for
its determination and illustrate it with examples. We particularly emp-
hasize its application in solving linear systems.
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1 Uvod

Matri¢na dekompozicija predstavlja postupak rastavljanja matrice na pro-
dukt dvije ili vise matrica jednostavnije strukture. Potreba za efikasnim rje-
Savanjem sustava linearnih jednadzbi, analizom matrica i numerickih me-
toda dovela je do razvoja matri¢nih dekompozicija koje su potom postale
klju¢ne tehnike u suvremenoj linearnoj matematici, numerickoj matema-
tici, teorijskoj fizici itd. Neke od najpoznatijih matri¢nih dekompozicija su
LU dekompozicija, Cholesky dekompozicija, QR dekompozicija, SVD de-
kompozicija, a vie o njima moZe se pronadi u [2, 3,4, [8]]. U ovom radu
¢emo se posebno baviti Cholesky dekompozicijom.

Cholesky dekompozicija ili Cholesky faktorizacija je rastav hermitske
(simetri¢ne) pozitivno-definitne matrice na produkt donjetrokutaste ma-
trice i njezine konjugirano transponirane matrice. Ova dekompozicija je
dobila naziv po francuskom vojnom inZenjeru i matematic¢aru André-Louis
Choleskyju. Godine 1907. njemacki matematicar Otto Toeplitz je pokazao
da se hermitska matrica moZe zapisati kao umnoZzak donjetrokutaste ma-
trice i njezine konjugirano transponirane matrice, ali nije dao pravilo kako
odrediti tu matricu. Godine 1910. je to napravio Cholesky za realan slucaj,
a njegova ideja je prvi put predstavljena 1924. godine, ali samo u krugu
francuskih vojnih topografa. Metodu je ponovno ozivio britansko- ame-
ricki matematicar John Todd, koji ju je poducavao na svom tecaju nume-
ricke analize na King’s Collegeu u Londonu 1946. godine, ¢ime ju je u¢inio
Siroko poznatom. ViSe pojedinosti o Zivotu i radu André-Louis Choleskyja
moze se nadi i u knjizi [[I]], gdje je predstavljen i njegov neobjavljeni rad o
Cholesky metodi.

Danas je primjena Cholesky dekompozicije vrlo Siroka. Osim Sto se ko-
risti pri rjeSavanju sustava linearnih jednadZzbi, gdje se pokazala dvostruko
udinkovitija (kada je izvediva) od LU dekompozicije, primjenjuje se i kod
problema svojstvenih i singularnih vrijednosti, linearnog problema najma-
njih kvadrata, nelinearnoj optimizaciji i slicno. U ovom radu ¢emo nesto
viSe re¢i o primjeni u rjeSavanju linearnih sustava.

Najprije ¢emo navesti osnovne pojmove i tvrdnje vezane uz simetri¢ne
matrice i svojstvo definitnosti. Primjenom Gaussovih eliminacija izvest ¢emo
Cholesky dekompoziciju za simetri¢nu pozitivno definitnu matricu, doka-
zati njenu jedinstvenost i zatim pokazati da je postojanje dekompozicije ek-
vivalentno s posjedovanjem svojstva pozitivne definitnosti. Navest ¢emo
algoritam za odredivanje Cholesky dekompozicije, ukratko opisati njegova
svojstva ina primjeru pokazati kako primijeniti navedeni algoritam. Opisat
¢emo Cholesky metodu za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi i primje-
rom pokazati kako na taj nacin rjeSavamo sustav.
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2 Simetri¢ne matrice i definitnost

U ovom poglavlju ¢emo se ukratko podsjetiti definicija simetri¢ne matrice
kao i pozitivne definitnosti matrice te éemo navesti neka svojstva simetric-
nih pozitivno definitnih matrica koja su nam vazna za Cholesky dekompo-
ziciju. Pregled ovih osnovnih svojstava se moze naci u [2,16, 8} [7].

Definicija 2.1. Za matricu A € R"" kaZemo da je simetricna ako vrijedi AT =
A, to jest ako je ajj = ajj, za svakii, j=1,2,...,n.

Vazno svojstvo matrica jeste njihova definitnost. Buduéi da smo ve¢ nagla-
sili da se Cholesky dekompozicija moZe primijeniti kada je matrica sime-
tri¢na i pozitivno definitna, navodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 2.2. Simetricna matrica A € R™™" je

a) pozitivno definitna ako je xT Ax > 0 za svaki nenul vektor x € R".
b) pozitivno semidefinitna ako je xT Ax > 0 za svaki vektor x € R".
¢) indefinitna ako postoje vektoriy,z € R" takvi da je yT Ay < 0 < zT Az.

Simetri¢nost i pozitivna definitnost jedna su od najljepsih svojstava koje
matrica moZe posjedovati. Dok simetrija matrice pojednostavljuje razne
izraune s matricama, pozitivna definitnost, primjerice, osigurava nume-
ricku stabilnost pri rjeSavanju linearnih sustava. Odredivanje definitnosti
pomaze u predvidanju ponasanja sustava i algoritama te osigurava isprav-
nost i efikasnost njihovih rjeSenja.

VaZan kriterij koji daje nuZzan i dovoljan uvjet za definitnost matrice je tzv.
Sylvesterov kriterij. Prema ovom kriteriju je simetri¢na matrica A pozitivno
definitna ako i samo ako su svi njeni glavni minori[]pozitivni. ViSe o Syl-
vesterovom kriteriju, kao i sam dokaz tvrdnje, moZe se pronadi u [6]. Ek-
vivalentan uvjet za pozitivnu definitnost matrice je i da su sve njene svoj-
stvene vrijednosti realne i pozitivne. Prisjetimo se definicije svojstvene vri-
jednosti matrice.

Definicija 2.3. Neka je A zadana kvadratna matrica n-tog reda. Za skalar A ka-
Zemo da je svojstvena ili karakteristicna vrijednost matrice A ako postoji nenul
vektor x # 0 takav da je Ax = Ax. Nadalje, za takav vektor x kaZemo da je
svojstveni ili karakteristicni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A.

1Glavni minori matrice A € R"*" su determinante njenih glavnih podmatrica tj.

a1 a1z 413
ar1 4z a3
Az asy  as3

a1 an
Ay =an, By = , A3 = , oo, Ny =detA.
a1 A4
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Navedimo i dokazimo jos neke korisne tvrdnje, koje ée nam posluZiti prili-
kom konstrukcije Cholesky dekompozicije matrice. Dokazi ovih tvrdnji su
jednostavni i zanimljivi stoga ih navodimo za svaku tvrdnju.

Lema 2.1. Simetricna pozitivno definitna matrica A € R™*" ima pozitivne di-
jagonalne elemente.

Dokaz. Neka je A € R"™", A = |[a;j], simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica. Prema definiciji matrica je pozitivno definitna ako je xTAx >0
za svaki x € R™*", x # 0. Odaberimo x = ¢;, gdje je ¢; i-ti vektor kanonske
baze. Tada je a; = eiTAel- > 0, to jest dijagonalni elementi matrice A su
pozitivni. O

Lema 2.2. Neka je S € R" " reqularna. A € R"™" je simetricna pozitivno
definitna matrica ako i samo ako je matrica ST AS simetricna pozitivno definitna.

Dokaz. Neka je A € R™ " simetri¢na pozitivno definitna matricai S €
R™ " regularna. Simetri¢nost matrice S AS slijedi iz

(STAS)T = STATS = STAS.
Bududi da je S regularna, onda je y = Sx # 0, za svaki x # 0. Stoga vrijedi
xT(STAS)x = (Sx)TA(Sx) = yTSy > 0.
Za dokaz obrata koristila bi se matrica S~1. O

Lema 2.3. Ako je A € R™*" simetricna pozitivno definitna matrica i B bilo koja
glavna podmatrica od A, onda je B simetricna pozitivno definitna matrica.

Dokaz. Nekaje A € R"*" simetri¢na i pozitivno definitna i neka je B glavna
podmatrica od A reda m. Tada zasvakiy € R",y # 0izax € R", x =
(y",0)T vrijediy” By = xT Ax. Kakoje A pozitivno definitna, vrijedi x” Ax >
0, pa zaklju¢ujemo y* By > 0, odnosno B je pozitivno definitna. Simetri¢-
nost podmatrice B je ocita. O

Moze se, takoder, pokazati da je svaka pozitivno definitna simetri¢na ma-
trica punog ranga, to jest da je regularna matrica. Taj rezultat osigurava
postojanje rjeSenja kad god imamo sustav s pozitivno definithom matri-
com. Iz tog razloga u nastavku ne moramo posebno zahtijevati regular-
nost.

Lema 2.4. Akoje A € R"*" simetricna pozitivno definitna matrica, onda je A
reqularna.

Dokaz. Pretpostavimo da je A singularna. Tada je Ax = 0 zaneki x # 0,
$to povlaci xTAx = 0 za neki x # 0. To je u kontradikciji s pozitivnom
definitnosti matrice A. O
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3 Cholesky dekompozicija

Kako smo ve¢ ranije istaknuli, Cholesky dekompozicija predstavlja rastav
simetri¢ne pozitivno definitne matrice na produkt donjetrokutaste matrice
injezine transponirane gornje trokutaste matrice. Prvo éemo pokazati kako
koriste¢i poznate Gaussove eliminacije moZemo izvesti ovu dekompoziciju,
a zatim ¢emo navesti elegantan i konstruktivan dokaz koji potvrduje pos-
tojanje i jedinstvenost takve dekompozicije.

Neka je A € R"*" dana s

an 412 0

azy d - Ay
A p—

an1 Ap2 - AGnn

Pretpostavimo da je A simetri¢na pozitivno definitna matrica. Cilj je ma-
tricu A rastaviti na sljedeéi nacin:

a1 dip - A1y Ihn 0 -+ 07 [l Ly - I
A a1 dp - d2p B lipy I -+ 0 0 Ip --- Iy,
apl an2 -+ Aun Ly by -+ L 0 0 - I

Neka su uq,v; € R” vektori zadani s
uy = (0,m21,m31,...,mn1)T, 01 = (1,0,0,...,0)T

te M; € R"*" elementarna matrica koju odredujemo na sljede¢i nacin:

1 0 --- 0
_m21 1 ... 0
M1 =1 Mﬂ]? = . . . o
—y 0 - 1
pri ¢emu je my = Zi, i = 2,...,n. MnoZe¢i matricu A slijeva s M; i
11
zdesna s MlT dobivamo
a 0 0
0 o® o)
A® = My AMT = 2 ),
2 2
0 afﬁ) a,(m)
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gdje su al(jz) = a;; — mpayj, i,j = 2,...,n. Sada definiramo matricu M, €
R™" kao M = I — up0}, gdje su
up = (0,0,mz,...,mp)’, va =(0,1,0,...,0)7,
)

uz oznaku mj := %, i=3,...,n Tadaje
A2
a 0 0
0o a? o ..
3 3
A = MyADMT —— MyMyAMTME = | 0 0 o) o al) |
: : 3 o
0 0 ”;(13) e a,(m>
gdje su a(]?’) a(]z) - mizag), i,j =3,...,n. Postupak nastavljamo analogno

inakon n — 1 koraka dobivamo
. 2
My_1 -+ MoMyAMIME - MY | = diag (agy,a%2,...,a)) == D. (1)

Matrica D je dijagonalna matrica, pa je stoga i simetri¢na. Uo¢imo da sada
pozitivna definitnost matrice A osigurava da i dijagonalni elementi ma-
trice D budu pozitivni. Kako? Naime, prema lemi[2.2], uz oznaku S =
MlTMZT - ~MZ_1, matrica D = STAS je pozitivno definitna, a lema
tada povlaci da su njeni dijagonalni elementi pozitivni. Stoga mozemo de-

finirati
VD : —d1ag<\/ﬁ,\/;,.. \/g)

Tadaje D = v/D - v/D. MnoZe¢i jednakost (I)) slijeva s MflMgl x ~M;_11
izdesnas (MI )1 (MI)~1(MT)~! dobivamo

A=M Myt ML VDYD(Myg) e (M) (M)
Uvedemo li sljedece oznake

L:=M'M*' M *

n—1 D’

LT = VD(My )"+ (Mz) 1 (M),
matricu A moZemo zapisati na sljede¢i nacin

A=LLT.
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Uoc¢imo da je matrica L donjetrokutasta matrica kao umnozak n — 1 donje-
trokutastih matrica Mi_l,i =1,...,n — lidijagonalne matrice \/5 Jasno
je sada da je na ovaj nacin dobivena upravo Cholesky dekompozicija.

Cholesky dekompoziciju matrice moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku
na sljededi nacin

A=R'R,

gdjeje R = LT gornjetrokutasta matrica.

Lako se moZe pokazati da je ova dekompozicija matrice jedinstvena. Pret-
postavimo da su L i L regularne donjetrokutaste matrice takve da je

A=LLT =TLIT.

KakosuLiL regularne, postoje njihove inverzne matrice, pa mozemo pom-
noZiti prethodnu jednakost slijeva s L~! i zdesna s (L) ~!. Dobivamo

L'L=LT(Lh) 1

Matrica L je donjetrokutasta pa je donjetrokutasti i njen inverz. Isto tako
matrica (LT)~! je gornjetrokutasta, kao inverz gornjetrokutaste matrice.
Dakle, na lijevoj strani jednakosti imamo produkt dvije donjetrokutaste ma-
trice, 5to je ponovno donjetrokutasta matrica, a na desnoj strani imamo gor-
njetrokutastu matricu, kao produkt dvije gornjetrokutaste matrice. 1z tog
razloga, matrice s obje strane jednakosti moraju biti dijagonalne pa imamo

L-'L=¢g, LT(LT)"' =G.

MnoZenjem prve jednakosti slijeva s L i transponiranjem druge jednakosti
dobivamo

L=IG, L71L =aG.

Pomnozimo li drugu jednakost slijeva s L, imamo L = LG. Uvrstavanjem
ovog izraza u prvu jednakost slijedi da je L = LG?, to je moguce jedino
ako je G = I. Time je pokazana jedinstvenost prikaza.

Iz svega do sada smo vidjeli da se svaka simetri¢na pozitivno definitna
matrica na jedinstven na&in moze rastaviti na produkt LLT, gdje je L donje-
trokutasta matrica. MozZe se pokazati i obratno, da je svaka matrica oblika
LLT je simetri¢na i pozitivno definitna. U dokazu iduéeg teorema poka-
zat ¢emo upravo taj obrat, i ne samo to, na jo$ jedan elegantniji nacin, pri-
mjenom matematicke indukcije, pokazat ¢emo egzistenciju i jedinstvenost
Cholesky dekompozicije.

ZInverz donjetrokutaste matrice je donjetrokutasta matrica, a umnoZak donjetrokutastih ma-
trica je opet donjetrokutasta matrica.
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Teorem 3.1. A € R"*" je simetricna pozitivno definitna matrica ako i samo ako
postoji jedinstvena donjetrokutasta reqularna matrica L € R"*", s pozitivnim
dijagonalnim elementima, takva da je A = LLT,

Dokaz. Pretpostavimo daje A € R"*" simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica. Pokazat ¢emo postojanje matrice L indukcijom po redu matrice n.
Odaberemo li daje I;; > 0, zasvakii = 1,...,n, dobit éemo jedinstveni L.
Zan = 1imamo A = [a11]. A je simetri¢na i za a1; > 0 A je pozitivno
definitna. Tada je L = [,/a11] dobro definirana i vrijedi

A= [/ = LLT.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za matrice reda n — 1, to jest da za sve si-
metri¢ne pozitivno definitne matrice A reda n — 1 postoji jedinstveni rastav
u obliku A = LLT. PokaZimo da tvrdnja vrijedi za matrice reda n. Neka
je A simetri¢na pozitivno definitna matrica reda n. A moZemo rastaviti na
sljede¢i nacin

C[an Ap] _ [VE1 011 0] |yan Aﬂlz _
A=Jh a2l =g i var | =
Alz A22 \/TT I 0 A22 0 I
an A12T ]
% A A ’
Alz Ax + 1;1112
pri ¢emu vrijedi Ay = Ay — AbAr Prema lemi[2.2| matrica L ~O je
a1 : : 0 A22

simetri¢na i pozitivno definitna pa je prema lemi matrica Ay, takoder
simetri¢na i pozitivno definitna. Prema pretpostavci indukcije, za matricu
Ay, postoji matrica L takva daje Ay = LLT. Sadaje

a 0 A a 0 A
P [ -1 ) -
7z 1|0 LI 0 I 2= Ll | o LT
LLT.

Obratno, pretpostavimo da se A moze faktorizirati u obliku A = LLT, pri
¢emu je L donjetrokutasta regularna matrica. Primijetimo da je A sime-
tricna. Vrijedi

AT = (LLD)T = LLT = A,
Nekaje x € R" proizvoljan, x # 0. Matrica L je regularna pa za svaki x # 0
vrijedi Lx # 0. Tada vrijedi

xTAx = (xTL)(LTx) = (LT%)T(LTx) = |LxT|3 > 0
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paje A simetri¢na i pozitivno definitna matrica ﬁ O

Upravo dokazana ekvivalencija osigurava praktic¢an test za ispitivanje po-
zitivne definitnosti matrice koriste¢i Cholesky dekompoziciju. Dakle, uko-
liko postoji Cholesky dekompozicija matrice A, sa strogo pozitivnim kori-
jenima, onda je A pozitivno definitna. Ra¢unanje Cholesky dekompozicije
je puno brzi nacin provjere pozitivne definitnosti matrice, nego primjerice
ra¢unanje svojstvenih vrijednosti matrice.

Dokaz prethodnog teorema je konstruktivan i daje nam jedan nacin odredi-
vanja dekompozicije. Medutim, u nastavku ¢emo izvesti jednostavne for-
mule za ra¢unanje koeficijenata matrice L koriste¢i samo jednakost A =
LL, te navesti algoritam za njihovo ra¢unanje.

3.1 Algoritam

Pokazimo sada na primjeru kako jednostavno mozemo odrediti matricu L
direktno iz jednakosti A = LL.

Primjer 3.1. Nekaje A € R?*? simetricna i pozitivno definitna. Tada je moZemo
rastaviti na sljedeci nacin A = LLT, gdje je L € R**? donjetrokutasta matrica.
Odredimo koeficijente matrice L.

Imamo

[011 ‘112:| _ [111 0} {111 121:| _ { 12, Iy }

ax1 A b1 In| |0 Ix hily 13413,
Zbog simetrije matrice vrijedi a1 = ayp. Izjednacavanjem koeficijenata s lijeve i
desne strane dobivamo sljedece jednadzbe

=12 S _12 472
ann =1y, an =ap =i, an =10+,

iz kojih jednostavno slijede formule za koeficijente matrice L

an 2
lhh=+an, b= Ty’ lp = y/axn —15;.

Analogno, kao u prethodnom primjeru, moZemo izrac¢unati koeficijente za
matrice viSeg reda. Zahvaljujuci simetriji, dovoljno je promatrati samo do-
nji trokut matrice, to jest elemente za koje vrijedi i > j. Na taj nacin dobi-
vamo algoritam za odredivanje Cholesky dekompozicije.

3|| - ||2 ozna¢ava matri¢nu 2-normu. Detaljnije 0 matri¢nim normama moZe se pronaci u [5l].
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Cholesky algoritam:

Ulaz: A € R"*", simetri¢na i pozitivno definitna matrica
Izlaz: L € R"*", donjetrokutasta matrica s pozitivnim dijagonalnim ele-
mentima takva daje A = LLT

for j=1tondo

Algoritam se moze provoditi po retcima matrice, po stupcima matrice ili
koriste¢i podmatrice. Postoje razne njegove varijante, o ¢emu se vise moze
pronadi u [3]] i [4]. Njegova prednost je u tome $to je za pohranu potrebno
gotovo dva puta manje prostora, za razliku od LU dekompozicije. Dok
algoritam LU dekompozicije zahtjeva pohranu n? podataka, Cholesky al-

goritam, zahvaljujuéi simetriji matrice, zahtjeva pohranu % podataka.

Takoder, broj potrebnih aritmetic¢kih operacija iznosi priblizno %n:)’, sto je

otprilike polovina broja aritmetickih operacija potrebnih za LU dekompo-
ziciju. Razlog tomu je $to kod Cholesky dekompozicije odredujemo samo
jednu trokutastu matricu, dok kod LU dekompozicije moramo odrediti
dvije. Dakle, sloZenost algoritma je dva puta manja u odnosu na LU de-
kompoziciju pa je u slu¢aju simetri¢ne pozitivno definitne matrice uvijek
pogodnije koristiti ovaj algoritam. Nedostatak je taj Sto navedeni algoritam
moZzemo koristiti samo u slucaju realne simetri¢ne pozitivno definitne ma-
trice. Ukoliko matrica A nije pozitivno definitna, moglo bi se dogoditi da
se pod korijenom nade negativan broj ili da dode do dijeljenja s nulom. Na
to takoder treba obratiti pozornost kada radimo u aritmetici racunala, gdje
i u slucaju pozitivno definitne matrice moze doci do gresaka u zaokruzi-
vanju te se na taj na¢in moZze dobiti krivi zakljuc¢ak o definitnosti.

Napomena 3.1. Algoritam se iznimno moZe upotrijebiti i kada imamo pozitivno
semidefinitnu matricu, no u tom slucaju dekompozicija ne mora biti jedinstvena.
Dijagonalni elementi matrice L pritom mogu biti jednaki 0. Primjerice, matricu
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o

moZemo rastaviti na produkt donjetrokutaste i njoj transponirane gornjetrokutaste
matrice na sljede¢i nacin

0 of_| O 0 0 cose
0 1| |cosg sing| |0 sing|

Ocito je da ovakva faktorizacija nije jedinstvena, jer za razlicite vrijednosti kuta
¢ dobijemo razliCite matrice L. Vise o Cholesky dekompoziciji pozitivno semidefi-
nitne matrice moZe se pronaci u [4l].

Iako smo mi u ovom radu promatrali samo slucaj kada je matrica sustava
realna, Cholesky dekompoziciju je moguce naciniti i ako imamo matricu
s kompleksnim koeficijentima, to jest matricu iz C**". Tada matricu A €
C*" koja je hermitska pozitivno definitna, prema Cholesky dekompoziciji,
mozemo zapisati kao A = LL*, gdje je L* = LT kompleksno konjugirana i
transponirana matrica L. Buduéi da u slucaju matrice s kompleksnim ko-
eficijentima imamo kompleksne brojeve koriste se sli¢ne, ali prilagodene,
verzije algoritma.

Navodimo jedan jednostavan primjer Cholesky dekompozicije realne sime-
tricne matrice primjenom prethodno navedenog algoritma.

Primjer 3.2. Odredimo Cholesky dekompoziciju matrice

l6 8 4
A= |8 29 17
4 17 19

Uocimo najprije da je matrica A simetricna, odnosno vrijedi A = AT, Vrijedi

16 8 l6 8 4
A1:16>0,A2:‘8 29‘:400>0,A3= 8 29 17, =3600 >0
4 17 19

pa Sylvesterov kriterij povlaci da je ona i pozitivno definitna. Dakle, moguce je
odrediti njezinu Cholesky faktorizaciju. Koriste¢i gore navedeni algoritam dobi-
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vamo
hi = Ve =4,
1
In = I =2,
1
In = R =1,
ly = Jap—13 =5,
1
I = I (a32 — I31ly) =3,
133 = asz3z — l%l — l%z = 3,
iz ¢ega slijedi
4 0 0]
L=12 5 0
1 3 3

Cholesky dekompozicija matrice A je stoga dana s

4 0 014 2 1
A=LLT=1[2 5 0| |0 5 3
1 3 3/{0 0 3

3.2 Cholesky metoda

Kao sto smo ve¢ rekli, Cholesky dekompozicija svoju vaznu primjenu na-
lazi u rjeSavanju linearnih sustava. S obzirom na njezinu ucinkovitost, po-
sebno je vazna za numericko rjeSavanje sustava. Promotrimo sustav line-
arnih jednadzbi Ax = b, pri ¢emu je A € R"*" simetri¢na pozitivno defi-
nitna matrica. Tada matricu sustava A moZemo zapisati kao produkt LLT,
a zatim sustav rijesiti primjenjujudi algoritme za rjeSavanje supstitucijom
unaprijed i supstitucijom unazad. Dakle, provodimo sljedecée korake:

1) Prikazemo A kao LLT. Sustav je tada oblika LLTx = b.
2) Supstitucijom unaprijed rijesimo sustav Lz = b.
3) Supstitucijom unazad rije$imo sustav LTx = z.

Opisani postupak naziva se Cholesky metoda za rjeSavanje sustava linearnih
jednadZzbi. Pokazimo sada na jednostavnom primjeru kako mozemo lako
rijeSiti sustav ovom metodom.
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Primjer 3.3. Rijesimo sljedeci sustav linearnih jednadzbi

xx + 3x + bx3 = 3
3x1 + 45xp + 45x3 = 27
5x¢4 + 45x, + 75x3 = 35

Zapisemo li sustav u matricnom obliku Ax = b, gdje je

1 3 5 X1 3
A= 1|3 45 45|, x= |x|, b= |27],
5 45 75 X3 35

moZemo uociti da je matrica sustava simetricna. Dakle, vrijedi A = AT. Koristeci
Sylvesterov kriterij, provjerimo je li ona i pozitivno definitna. Imamo

L3 1 3 5
Ay =1>0, AZ:’3 45‘:36>0, Ay =13 45 45| =900 > 0.
5 45 75

Vidimo da su svi glavni minori matrice sustava pozitivni, odnosno matrica sustava
je pozitivno definitna. Dakle, moZemo napraviti Cholesky dekompoziciju matrice
A i sustav rijesiti Cholesky metodom. Odredimo koeficijente matrice L:

hh = Van=1,
1
by = ™ ~ay =3,
1
Iy = ™ -az1 =5,
by = \Jap—13 =6,
1
Iy = I (azx —I31l1) =5,

133 = \/1133—%1 _l§2 =b5.

Dobivamo
1 00 1 0 0]f1 3 5
L=13 6 0| i A=LLT=1|3 6 0| |0 6 5
5 5 5 5 5 5|0 0 5

Uvrstimo li A = LLT u sustav Ax = b, dobivamo LLTx = b. Oznacimo z =
LT x i najprije rijeSimo sustav Lz = b. Dakle, imamo
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1 0 0] [z 3
3 6 0| |z =127
5 5 5| |z 35

Sustav je donjetrokutasti i jednostavno ga rjeSavamo supstitucijom unaprijed. Sli-
jedi

z1 = b =3,
I
1
z; = f(bz —Iixy) =3,
2
1
z3 = f(b3 —I31x1 — Izpx0) = 1.
3

Sada rijesimo sustav LTx = z, gdje je z = (3,3,1)T. Imamo

1 3 5] [x 3
0 6 5| |x|=]3
0 0 5| |xs 1

Sustav je gornjetrokutasti i jednostavno ga riesavamo supstitucijom unazad. Do-
bivamo

_ o _1
x3 - 133 - 5/
1 1
- (2 —1 _ 1
X2 I (z2 — I3px3) 3
1
X1 = f(Zl —Ixp —I31x3) = 1.
11

T
Dakle, rjesenje zadanog sustava je x = (1, %, é) :
Kao 3to smo ve¢ spomenuli, Cholesky metoda se ¢esto koristi pri nume-
rickom rjeSavanju sustava linearnih jednadZzbi. U primjenama se nerijetko
javljaju veliki linearni sustavi, koji se rjeSavaju racunalno, gdje pak cesto
dolazi do greSaka u zaokruZzivanju. Ova metoda pokazuje se kao nume-
ri¢ki stabilna metoda. Ako pretpostavimo da smo rijesili sustav Ax = b
koriste¢i Cholesky metodu i za rjeSenje dobili &, pokazuje se da % zado-
voljava sustav (A + AA)% = b, pri éemu je ||[AA|2 < cnellAll2, gdje je cx
mala konstanta koja ovisi o 1, a € greska zaokruZzivanja. ViSe o stabilnosti
algoritma i analizi greSaka moZe se pronadi u [5]].
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