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ПРЕДГОВОР  
 

 

Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Математички талент С5 е продолжение на книгите Математички 

талент С1 – С4 и истата е наменета за талентираните ученици по математика од 

трета година од средното образование. Книгата, всушност, е првиот дел од 

збирката задачи за трета година и во овој дел се содржани 613 решени задачи и во 

три одделни дела се обработени Експоненцијални и логаритамски функции, 

равенки и неравенки, елчементи од теоријата на броеви и елементи оид рамнинска 

тригонометрија. Вториот дел всушност е продсолжение на соодветните делови од 

книгите Математички талент С1 и С2 и во него се обработени Ојлеровата 

функција, теоремата на Охлер, теоремата на Вилсон и се разгледани дополнител-

ни задачи од деливост, конфжгруенции, малата теорема на Ферма и диофантовите 

равенки.  

Како и во книгите Математички талент С1 – С4 и во оваа книга природата 

на задачите содржани во неа е таква што тие се посебно интересни за комисиите 

кои ги спроведуваат математичките натпревари. Притоа, задачите повторно не се 

систематизирани според степенот на натпреварувањето, туку тие се распределени 

по области. Така, на пример, задачите од тригонометријата се поделени во седум 

одделни целини, при што посебно внимание е посветено на примената на 

тригонометријата во решавање на триаголник, четириаголник, многуаголник и 

кружница и круг.   

Рецензентите, д-р Слаѓана Брсаковска, д-р Зоран Мисајлески и д-р Томи 

Димовски, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржината 

на книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

ноември, 2019 г.                 
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II  ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  

ФУНКЦИИ, РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ  

 
1.   ВОВЕДНИ ЗАДАЧИ  

 
1. Позитивните реални броеви a  и b  го исполнуваат равенството  

2 2log(1 ) log 2log2 1 log(100 ) loga a b b       . 

Пресметај го збирот a b . 

Решение. Имаме:   
2 2log(1 ) log(100 ) log log4 log10 loga b a b      

 
2 2log[(1 )(100 )] log40a b ab    

Бидејќи logy x  е монотона функција, од последното равенство следува 

равенството  
2 2(1 )(100 ) 40a b ab   .         (*) 

Бидејќи ,a b  , од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина  

следува имаме 21 2a a   и 2100 20b b  , при што и во двата случаја равенство 

важи ако и само ако 1a   и 10b  . Значи, ако 1a   или 10b  , тогаш  

2 2(1 )(100 ) 40a b ab   , 

што противречи на (*).  

Сега, 1, 10a b   и  1 10 11a b    .  

 

2. Во децималниот запис на бројот 20172  има m  цифри, а на бројот 
20175  има 

n  цифри. Определи го збирот m n . 

Решение. Ако во децималниот запис на бројот x  има m  цифри, тогаш точни 

се неравенствата  

1 logm x m   . 

Значи,  
20171 log2m m    и 20171 log5n n   . 

Со собирање на овие неравенства, добиваме  
2017 20172 log2 log5m n m n      , т.е. 2 2017m n m n     , 

од каде заклучуваме дека 2017 1m n   , односно 2018m n  .  

 

3. Најди природен број n , за кој 11n  има 22  цифри, а 12n  има 23  цифри.  

Решение. Најмалиот природен број со 22  цифри е бројот 2110 ; затоа имаме  
21 11 2210 10n   и  22 12 2310 10n  . 

Значи,  
21/11 210 10n    и  22/11 23/1210 10n  , 

т.е.  
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21/11 23/12
1 210 10x n x    . 

Со логаритмирање со основа 10 , од  

21
1 11

lg 1,(90) 190849 lg81x     , 

следува 1 81x  , т.е. 82n  , а од  

23
2 12

lg 1,91(6) 1,91908 lg83x     , 

следува 2 83x  , т.е. 82n  . Според тоа, 82n  . 

 

4. Реалните броеви , ,a b c  и x  се такви што loga x p , logb x q  и 

logabc x r . Пресметај ја вредноста logc x . 

Решение. Бидејќи logs m n  аско и само ако ns m , од дадените равенства 

следува px a , qx b , ( )rx abc . Од последните три равенства имаме 
1
pa x , 

1
qb x  и 

1
rabc x . Според тоа, 

1 1 1
p q rx x c x , т.е.  

( )1 1 1 pq r p q

r p q pqrc x x

 
 

  .  

Последното равенство го логаритмираме со основа c  и последователно добиваме  
( )

log log

pq r p q

pqr
c cc x

 

 ,  

( )
1 log

pq r p q
cpqr

x
 

 ,  

( )
log

pqr
c pq r p q

x
 

 .  

 

5. Определи ги 2log , log , loga ab ab
b b b  и 3log

ab
b , ако  

2 3log log log loga ab ab ab
b b b b   . 

Решение. За 1b  , равенството е точно за било кое a , затоа што сите логарит-

ми се еднакви на нула. За 0, 1b b  , дадениот услов може да го запишеме во 

обликот 1 1 1 1
log log 1 log 2 log 3b b b ba a a a  

   . Нека logb a x . Тогаш од последното 

равенство следува 1 1 1 1
1 2 3x x x x  

   , од каде наоѓаме 3
2

x   . Значи, бараните 

вредности се  

2 3
2 2
3 3

log ,log 2,log 2,log .a ab ab ab
b b b b       

 

6. Нека , , , \{1}x a b c   и 2b ac . Докажи, дека 
log log log

log log log
a a b

c b c

x x x

x x x




 . 

Решение. Користејќи ги својствата на логаритмите, изразот на десната страна 

го трансформираме на следниот начин:  
log log1 1

log
log log log log log log log log log log

log log 1 1 log log log log log log
log

log log log log

x x

x
a b x x x x x x x a

b c x x x x x c
x

x x x x

b a b
x x a b a b c b a x a
x x c b a c b x c

b c bc b




  

  




    . 
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Од условот 2b ac , забележуваме дека b c
a b
 , па и log logb c

x xa b
 . Конечно, по 

кратењето добиваме  
log log log

log log log
a b a

b c c

x x x

x x x




 . 

 

7. Докажи дека  
log log log

log
log log log log log log a b c

abc

N N N
a b b c c a N

N N N N N N
 

      .   

Решение. Користејќи ги својствата на логаритамската функција имаме  

2 2

log log log log log log

log log log log log log

log ( log log log ) log 1

log log log log

log log log log log log abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc abc

abc abc abc

N N N N N N
a b b c c a a b b c a c

N a b c N

a b c

N N N N N N
  

  

   

 

       

 

2

log log log

log log log

log log

log log log log

log
.

abc abc abc

abc a a a

N N Nabc abc abc abc
N N Na b c

a b c

N N N N

N

 

 

 
 

 

 

8. Определи ги сите цели броеви x , за кои 2
2log ( 4 1)x x   е исто така цел 

број.  

Решение. Целите броеви x  за кои 2
2log ( 4 1)x x   е определен се  

( ,2 5 ,2 5 , )x      . 

Нека n  е цел број за кој постои x  таков што  

2
2log ( 4 1)x x n   . 

Тогаш  
2 4 (1 2 ) 0nx x    ,          (1) 

 од каде добиваме 1/ 2 2 5 2nx    , односно  

2 5 2nx     или  2 5 2nx    . 

Бидејќи x , постои k  така што 25 2n k  . Значи, доволно е да ги 

определиме сите n  за кои 5 2n  е точен квадрат. Ќе разгледаме неколку случаи.  

а) Ако 0n  , тогаш 22 5n k  , односно 21 2 ( 5)n k  . Но, 22 ( 5)n k   е 

парен број, па според тоа последното равенство не е можно. 

б) Ако 0n  , тогаш 2 6k  , т.е. 5 2n  не е точен квадрат. Значи и овој случај 

не е можен.  

в) Ако 0n  , тогаш 5 2n  е непарен, па затоа 2 1k m   за некој m . Сега 

лесно се добива дека  

  2( 1) 2 1nm m    .           (2) 

Ако 1n  , тогаш 22 1n   е рационален број и равенството (2) не е можно за 

ниту еден m .  

Ако 2n  , тогаш 22 1n   е непарен број а ( 1)m m  е парен, па равенство меѓу 

нив не е можно.  
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Ако 2n  , тогаш 2 25 2 9 3   . Со замена во (2) ја добиваме квадратната 

равенка  
2 4 5 0x x    

чии решенија се 1x    и 5x  . Не е тешко да се провери дека за најдените вред-

ности за x , 2
2log ( 4 1)x x   е цел број и во двата случаи и тој е еднаков на 2 .  

 

9. Докажи дека за позитивните броеви ,a b  и c  такви што 2 2 2 ,a b c   

1c b   и  1c b   важи log log 2log logb c c b b c c ba a a a      .  

Решение. Заради 
2 2 2 2c a b b    и позитивноста на броевите ,a b  и c  

добиваме c b . Значи 0c b  , 1c b   и 1c b  , па постојат logc b a  и 

logc b a . Со логаритмирање со основа a  на равенството 
2 2 2a c b   добиваме  

2 2 2log log ( )a aa c b  , 

односно 

2 log ( ) log ( )a ac b c b                                        (1) 

Тогаш   

log ( ) log ( )1 1
log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

(1)
2

log ( ) log ( )

log log

2log log .

a a

a a a a

a a

c b c b
b c c b b c c b b c c b

c b c bb c c b

a a

a a

  
      

   

   

  

  

               . 

11. Пресметај ја вредноста на изразот: 

3

3 3 3
3 3

пати

log log .... 3

n

 . 

Решение. Изразот 

3

3 3 3

пати

.... 3

n

 ќе го запишеме во видот   

1 1 11
2 13 3 3 3

3 3 3

3 3 3 33 3 33 3 33

пати ( 1) пати ( 2) пати

.... 3 .... 3 .... 3 ... 3 3 3
n

n n

n n n




    

      . 

Сега, од својствата на логаритмите добиваме 

3

3 3 33
3 3 3 3 3

пати

log log .... 3 log log 3 log(3 log 3) log3 ( )
n n n

n

n n
  



           . 

 

12. За кој природен број n  е исполнето равенството  

17 5 38 17 5 38 20
n n

    . 

Решение. Бидејќи 

17 5 38 17 5 381 1
1445 144417 5 38 17 5 38 17 5 38

17 5 38, 

  
      
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па со смената 17 5 38
n

x    добиваме 1 20
x

x   , т.е. 2 20 1 0x x   , а отту-

ка 1,2 5 2x   . Понатаму, од 17 5 38 1   следува 17 5 38 1,nx    па затоа 

5 2x   , т.е. 5 2.x    

За 5 2x   , имаме: 

3( 5 2) 5 5 3 5 2 3 5 4 8 17 5 38            

па од 3( 5 2) ( 5 2)n    следува 3n  .  

 

13. За реалниот број 0a   определи ја вредноста на збирот  

3 4 12 4 4 8 2 2 2 2
log log log log log log ... log logn nS a a a a a a a a         , 

каде n .  

Решение. За секој 1,2,...,k n , од својствата на логаритмите имаме   

log 1 1
22 log 2log 2

log loga
k k

aa

a

k k
a a   . 

Според тоа,  

1
21 1 1

2 2 22 2 1 ( 1)
log log log log logk k

k k k k
a a a a a

 
  , 2,3,...,k n , 

од каде добиваме  

2 2 21 1 1
2 2 21 2 2 3 ( 1)

21 1 1 1 1
21 2 2 3 3 4 ( 2)( 1) ( 1)

log log ... log

( ... ) log .

n n

n n n n

S a a a

a

  

     

   

     
 

Заради равенствата  
1 1 1

( 1) 1k k k k 
  , 2,3,4,...,k n , 

имаме 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 ( 2)( 1) ( 1) 2 2 3 3 4 2 1 1

11

... 1 ...

1 .

n n n n n n n n

n
n n

        



               

  
. 

Ако замениме во последниот израз за S , добиваме  
21
2logn

n
S a . 

 

14.  Докажи дека 

2 2 3 1

211 1 1
2log log log log log log

... (log )
n n

x x x x x x

n
x

a a a a a a
a





  
    . 

Решение. Од log logk
x xa k a  следува  

2 2 3 1

2

1 1 1

log log log log log log

1 1 1
log 2log 2log 3log ( 1) log log

1 1 1 1
1 2 2 3 ( 1)(log )

2 211 1 1 1 1 1
1 2 2 3 1 2

...

...

( ... )

(log ) ( ... ) (log ) ,

n n
x x x x x x

x x x x x x

x

a a a a a a

a a a a n a n a

n na

n
x xn n

a a

  

   

   




   

   

   

       
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што и требаше да докажеме. 

 

15. Докажи дека за секој природен број 2n   важи равенството  

3
2 3[log ] [log ] ... [log ] [ ] [ ] ... [ ]n

nn n n n n n       . 

Решение. Прво да забележиме дека  

[log ]m n k    log 1mk n k      1 1
1

lognk k
m


     

1 1
1k kn m n   . 

За {2,3,..., }m n  изразот [log ]m n  прима вредности од 1 до 2[log ]n . Според тоа,  

1 12
1

[log ]

2 1

[log ] ([ ] [ ])k k

nn

m
m k

n k n n 

 

   . 

Меѓутоа, бидејќи за 2logk n , важи 
1 1

1[ ] [ ] 1k kn n    добиваме  

1 12
1

1 1
1

[log ]

2 1

1

2

2

[log ] ([ ] [ ])

[ ] [ ] [ ]

[ ].

k k

k n

nn

m
m k

n

k

n
k

k

n k n n

n n n n

n





 





 

  



 





 

 

16. Определи го збирот  
2

log
log

n
d A

d


  

каде 1n   и { | , | }A d d d n  .  

Решение. Нека 1 2, , ,...,o md d d d  се сите различни делители на бројот n , при 

што  

0 1 21 ... md d d d n       

 Ако бројот 2m l , т.е. бројот на делители на бројот n  е непарен број, тогаш 

исполнети се равенствата  
2

0 2 1 2 1 2 2 2 ....l l l ld d d d d d d n       

Според тоа,  
2

2 2 2
0 1 2 2 2 1log log log

0

2
0 2 1 2 1 1 1log

2
0 2 1 2 1 1 1log

2
log

log log ( log log ... log log log )

( log log log log ... log log log )

( log log ... log log )

( log l

l

k l l ln n n
d A k

l l l l ln

l l l l ln

n

d d d d d d d

d d d d d d d

d d d d d d d

n

 
 

  

  

      

       

    

 

 

2log2 log

log log
og ... log log ) 2 1ldl n

l n n

l

n n d l      

 

Ако 2 1m l  , т.е. бројот на делители на бројот n  е парен број тогаш испол-

нети се равенствата 

0 2 1 2 1 2 2 2 3 1 2....l l l l l l ld d d d d d d d d d n          . 

Според тоа  
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2 1
2 2

0 2 1 1 2 1 2log log
0

2
0 2 1 1 2 3 1 2log

2
log

log ( log log log log ... log log )

( log log ... log log )

( log log ... log ) 2( 2).

l

k l l l ln n
k

l l l l l ln

n

d d d d d d d

d d d d d d d d

n n n l



  


   

      

    

     



 

 

 

 

2.   ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  

РАВЕНКИ И СИСТЕМИ РАВЕНКИ  

 
1. Во множеството реални броеви 

да се реши равенката  
| | 1

2 2
2 (| 1| | 1|)x x x     . 

Решение. Ќе ги разгледаме графи-

ците на функциите  

2 xy   и 1

2 2
(| 1| | 1|)y x x    . 

Бидејќи  

1, 1 0 1, 1
| 1|

( 1), 1 0 ( 1), 1

x x x x
x

x x x x

      
   

        
 

и 

1, 1 0 1, 1
| 1|

( 1), 1 0 ( 1), 1

x x x x
x

x x x x

     
   

       
, 

добиваме  

2

1 1

2 2 2

2

, ( ,1)

(| 1 | | 1 |) , [ 1,1]

, (1, ).

x

x

x

y x x x

x

  



      

  


 

Од друга страна  

| | 2 , 0
2

2 , 0.

x
x

x

x
y

x





 
  

  

 

Случај 1. Ако 1x   , тогаш 
| | 1 1

2 2
2 2x x     . Според тоа, за 1x    

равенката  нема  решение.  

Случај 2. Ако 1x  , тогаш 
| | 1 1

2 2 2
2 2x x x     . Според тоа, и за 1x   

равенката  нема  решение.  

Случај 3. Ако [ 1,1]x   равенката го добива обликот 
1
2| |2 2x   , чии решенија 

се 1
1 2

x   и 1
2 2

x   .  

y

1

0,5-1 1

0,7

x0-0,5
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2. Да се реши равенката 
22 1( 2) 9x xx x     . 

Решение. Бидејќи 
2 2 71

2 4
2 1( )x x x      за секој реален број x , добиваме 

дека дефиниционата област на дадената равенка е множеството реални броеви.  

Нека 
1

( )
x

f x x


 , 
2

( ) 2g x x x    и ( ) 3h x  . Тогаш дадената равенка можеме 

да ја запишеме во облик 

( ( )) ( ( ))f g x f h x         (1)  

Понатаму нека 1 21 x x   тогаш имаме 

1 2 21 1 1
1 21 1 2( ) ( )

x x x
f x x x x f x

  
    , 

па следува дека функцијата f  е растечка на множеството вредности што ги 

примаат функциите ( )g x  и ( )h x . Според ова и (1)  мора да важи ( ) ( )g x h x  од 

каде добиваме 2
2 3x x    т.е. 2

1 0x x    односно ги имаме решенијата 

1 5
1,2 2

x   .  

 

3. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 3 4 6 9 1x x x x x      

Решение. Нека 2x a  и 3x b . Равенката се трансформира во  

2 21 0a b a b ab      , 

која е еквивалентна со равенката  
2 2 2(1 ) ( ) ( 1) 0a a b b      . 

Од последната равенка следува 1a b  , од каде добиваме 0x  .       

 

4. Во множеството реални броеви реши ја равенката 

4 9 2 6x x x   . 

Решение. Имаме 
2 24 9 2 6 2 3 2 2 3x x x x x x x        . Последната равен-

ка ќе ја поделиме со 2 3x x  и добиваме 32
3 2

( ) ( ) 2x x  . Сега воведуваме смена 

2
3

( )x t  и добиваме 1 2
t

t   , каде 0t  . Понатаму добиваме 
2 2 1 0,t t    

односно 2( 1) 0t   . Значи, 1t  , од каде за x  добиваме 
02 2

3 3
( ) 1 ( )x   , односно 

0x  . 

 

5. Реши ја равенката  
1
29 6 4

xx x 
  . 

Решение. Имаме:  
1
2 3 2

2 3

23 3
2 2

9 6 4 9 6 2 4 ( ) 1 2 ( )

( ) ( ) 2 0.

xx x x x x x x

x x


         

   

 

Со смената 3
2

( )xt  , ја добиваме квадратната равенка 
2 2 0t t   , чии што 

решенија се 1 1t    и 2 2t  . Бидејќи 0t  , добиваме 2t  , од каде 3/2log 2x  .       
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6. Реши ја равенката  

  
4

42 2 2 2( 5 8 5 6 ) ( 5 8 5 6 ) 2
x

x xx x x x x x x x


             

Решение. Нека  

22 2( 5 8 5 6 )
x

A x x x x       и 22 2( 5 8 5 6 )
x

B x x x x      . 

Тогаш 4

2
2

x
A B   и 22

x

AB  . Освен тоа 0A  , 0B  , така од 
2

A B AB   следува 

A B . Но ова е еквивалентно со 0x   или 2 5 6 0x x   , па затоа решенијата 

се 0, 2  и 3.  

 

7. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

1

( 3 8 )
( 3 8 ) 6 0

x

x


     

 Решение. Воведуваме смена ( 3 8 )xy    и равенката го добива обликот  

1 6 0
y

y    , т.е. 2 6 1 0y y   . 

Решенија на последната квадратна равенка се 1 3 8y    и 2 3 8y   .  Не е тешко 

да се провери дека 
2

1
1 y

y  . Според тоа, важи  

( 3 8) 3 8x   , т.е. 2x  .  

Од друга страна,  

11

3 8
( 3 8 ) 3 8 (3 8)x 


      , т.е. 2x   .  

Не е тешко да се провери дека 1 2x   и 2 2x    се решенија на почетната равенка.  

 

8. Во множеството реални броеви реши ја равенката:  

3 3
4 43 33 3 3 3 1000

x x
x x       . 

Решение. Дадената равенка ќе ја трансформираме во облик  

3

3

1 1

3
3

27(3 ) 81(3 ) 1000
x

x x

x     , 

а потоа со смената 33x y , во обликот  

3

3 1 127( ) 81( ) 1000
yy

y y    . 

Сега воведуваме нови смени, 1
y

y z  ; бидејќи  

3

3 3 31 1 1( ) 3( ) 3
y yy

y y y z z       , 

равенката ја трансформираме во обликот  
327( 3 ) 81 1000z z z   , 

од каде што наоѓаме 10
3

z  . Враќајќи се на старите смени добиваме дека 

решенијата на почетната равенка се 1 3x   и 2 3x   .  
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9. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
5 4 342 4 256 3 16x x x    . 

Решение. Ако 0x  , десната страна на равенката е помала од 3, а левата 

поголема од 
4256 , па затоа равенката нема решение 0 0x  . 

Нека 0x  . Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина, 

применето два пати, добиваме    
5 42 325 4 5 4

3

3 5 4 3 3

4 2 32

2 32 4

2 4 256 2 2 2 3 2

3 2 3 2 3 16 .

x x
x x x x

x x x x

 

 

      

     

 

Во последните неравенства знак за равенство важи ако и само ако 
5 42 32x x  , 

т.е ако и само ако 2x  . Значи, 2x   е единствено решение на дадената равенка.    

 

10. Да се реши равенката 
612 4

2 2 2 2x x x   .  

Решение. Ќе воведеме смена 12x t , 0t  , при што 12 x t , 34 x t , 26 x t . 

Притоа добиваме:  
3 2

2 2 2 2t t t   . 

Бидејќи 2t  и 
3

2t
,  и t  и 3t  се ненегативни реални броеви, од неравенството  меѓу 

аритметичка и геометриска средина добиваме  
3

3 3 2
22 2 2 2 2 2 2 2 2

t t
t t t t t



       . 

Равенство е исполнето ако и само ако 
3

2 2t t  и 3t t . Во двата случаи добиваме 

решенија се 1 0t  , 2 1t  , 3 1t   . Јасно е дека 3t  не може да биде решение.  

Сега, решенија на почетната равенка се 1 0x   и 2 1x  .  

 

11. Реши ја равенката  
2

20 10 2x x  . 

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  

 
2 21

1 1

2 10 1

(2 10 ) 1.

x x x

x x x

 

 

 

 

 

Имаме две можности 1 0x   или 12 10 1x x   . Во првиот случај го добиваме 

решението 1 1x   , а во вториот случај добиваме 20 2x  , од каде го добиваме 

решението 2 20log 2x  .  

 

12. Реши ја равенката 
2

2log ( 1)
5x

x
x


 . 

Решение. Ако равенката ја квадрираме, добиваме  
2

2log ( 1) 2 2( ) 5x
x

x


 , 
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т.е. 
2

22log ( 1)
25x

x
x


 . Од равенството 

2
2log ( 1)2( ) 25x

x
x


  и бидејќи logaa b b , 

добиваме 2 1 25x   . Решенија на квадратната равенка се 1 26x   и 2 26x   . 

Очигледно е дека единствено решение е 26x  .  

 

13. Реши ја равенката  

4 23 32 4
x x

 . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна последователно со равенките  

4 23 2 32 (2 )
x x

 ;  4 23 2 3
x x

  ;  4 23 2
x x    и  34 2 log 2x x  . 

Воведуваме смена 2x y , 0y   и означуваме 2log 3 a , 0a  , со што ја доби-

ваме равенката 2 0y y a   , чии решенија се 
1 1 4

1/2 2

ay   . Бидејќи 0y  , 

задоволува само решението 
1 1 4

2

ay   . Од 
1 1 4

2
2x a  , добиваме  

1 1 4
2 2

log ax   , 2log 3a  . 

 

14. Определи ги позитивни решенија на равенката  
1 1x xx x x   . 

Решение. Бидејќи 0x  , дадената равека последователно можеме да ја запи-

шеме во облик  
2 1x x xx x x x   ,  

2 1( ) 0x x xx x x x    ,  

( 1) ( 1) 0x x xx x x x     

( 1)( ) 0x xx x x   ,  

1( 1)( 1) 0x xx x x    .  

Бидејќи 0x  , решение на последната равенка е унија од решенијата на равенките  

  1 0xx              (1) 

и  

  1 1 0xx    .           (2) 

Решение на (1) очигледно е 1x  . Ако 1x  , тогаш 1 1x xx   , а ако 1x  , 

тогаш 1 1x xx   . Значи, единствено решение на равенката (1)  е 1x  .  

Равенката (2) ќе ја запишеме во облик 1 1xx   . Бидејќи 0x  , ако логарит-

мираме ќе добиеме 1log log1xx   , т.е. ( 1) log 0x x  , од каде добиваме 1x  .  

Според тоа, единствено решение на почетната равенка е 1x  .  

 

15. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои равенката  

225 ( 1)5 6 3 0x xa a a      

има единствено решение.  
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Решение. Воведуваме смена 5 0xt    и равенката ја запишуваме во обликот 

2 2( 1) 6 3 0t a t a a     . Решенијата на последната равенка се 1 3t a  и 

2 1 2t a  . Почетната равенка има единствено решение ако е исполнет еден од 

условите 1 2 2 10 , 0t t t t     или 1 2 0t t  . Од првиот услов добиваме 0a  , 

од вториот добиваме 1
2

a   и од третиот услов добиваме 1
5

a  . Според тоа, 

бараните вредности се 1 1
5 2

( ,0] { } [ , )a     .  

 

16. Определи ги сите сите вредности на реалниот параметер p  така што равен-

ката  

( 1)4 4 2 ( 2) 0x xp p       

има барем едно решение.  

Решение. Равенката 2x a  има решение ако и само ако е 0a  . Ако вовееме 

смена 2x t , тогаш дадената равенка се сведува на квадратна равенка  

2( 1) 4 ( 2) 0p t t p     . 

Сега, почетната равенка има решение ако и само ако квадратната равенка има 

позитивно решение.  

Ако 1p  , квадратната равенка се сведува на линеарна равенка и нејзино 

решение е 3
4

0t   . Ако 1p   оваа равенка е квадратна и нејзината дискрими-

нанта е 16 4( 1)( 2) 4(2 )( 3)p p p p      . За ( , 3) (2, )p      оваа равенка 

нема решение.  

 Значи, останува да разгледаме кога [ 3,2]p  .  

 1 Ако (1,2]p , тогаш 1 0p   , па квадратната равенка има барем едно 

позитивно решение ако и само ако 
2 (2 )(3 )

1
0

p p

p

  


  кое е еквивалентно со  

2 (2 )(3 ) 0p p     

што е точно.  

2  Ако е [ 3,1)p  , тогаш 1 0p   , па квадратната равенка има барем едно 

решение ако и само ако 
2 (2 )(3 )

1
0

p p

p

  


  кое е еквивалентно со  

2 (2 )(3 ) 0p p    . 

Последното неравенство е точно ако и само ако ( 2,1)p  .  

Конечно, почетната равенка има барем едно решение ако и само ако  

( 2,1) {1} (1,2] ( 2,2]p      . 

 

17. Во множеството на реалните броеви реши ја равенката  

2 2
1997 1997log ( 1 ) log ( 1 )x x x x      

Решение. Нека 0x  . Тогаш 
2 1 1x x   , па затоа  
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2log( 1 ) 0x x   . 

Од друга страна 
2

2 1

1
1 1

x x
x x

 
    , што значи 

2log( 1 ) 0x x   . Според 

тоа, не постои реален број 0x  , кој е решение на дадената равенка. Аналогно се 

покажува дека не постои реален број 0x   кој е решение на дадената равенка. Со 

непосредна проверка наоѓаме дека единствено решение на равенката е 0x  . 

 

18. Колку реални и различни решенија има равенката 
2 2

2log (40 5 2 ) 3xx x x     ? 

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  
2 2 340 5 2 2x xx x      
2 25(8 ) 2 (8 ) 0xx x     

2(8 )(5 2 ) 0xx    

Оттука: 

1, 2x 8 2 2    ,    3 2log 5x  . 

Бидејќи 5
2 2

8 0 log 5 8,      следува дека сите корени на равенката се 

различни, па заклучуваме дека дадената равенка има три различни и реални корени.  

 

19. Реши ја равенката  

2log
1

2
)312(

)44(log



x

xx
. 

Решение. Користејќи ги особините на логаритамската функција  

aa
b

b
log

1log  , a
b ba log  и dcdc aaa loglog)(log  , 

дадената равенка ќе ја запишеме во облик: 

 2 1
2 2 2log (2 4) log 2 log (2 3)x x x      2 1

2 2log (2 4) log [2 (2 3)]x x x    

Воведуваме смена yx 2  и равенката го добива обликот  

2
2 2log ( 4) log [ (2 3)]y y y     2 4 (2 3)y y y    .  

Квадратната равенка 0432  yy  има решенија 11 y  и 42 y . Равенката 

12 x  нема решенија, а равенката 42 x  има решение 2x . Со замена на 

2x  во почетната равенкадобиваме дека 2x  е решение на почетната равенка.  

 

20. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
1 1

2 2log (9 7) 2 log (3 1)x x     . 

Решение. Имаме: 

 1 1
2 2log (9 7) 2 log (3 1)x x      

 
1 1

2 2 2log (9 7) log 4 log (3 1)x x     , 

 
1 1

2 2log (9 7) log 4(3 1)x x     
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 1 19 7 4(3 1)x x     

 2 2 13 7 4 3 4x x      / 9  

 23 12 3 27 0x x     

 1/2(3 ) 6 36 27 6 3x       

 3 3x       1x   

 3 9x       2x  .  

Следствено, решенија на дадената равенка се броевите 1  и 2 .  

 

21. Реши ја равенката  

5 5log 6 log
5 6 6

x
x    . 

Решение. Равенката има смисла за 0x  . Од 5

5

log
6 log 6

log
x

x   следува  

6 5 5log log 6 logx x  , 

па затоа  

5 6 5 6 5 5log 6 log log 6 log log 6 log
(6 ) 6 6

x x x
x


   . 

Понатаму,  
1 1

55 5 52 2
loglog log log

6 6 (6 ) 6
xx x x

   . 

Значи, дадената равенка е еквивалентна со равенката  

5 5log log
6 5 6 6 0

x x
    , 

од каде добиваме со смената 5log
6 0

x
t   ја добиваме равенката 2 5 6 0t t   , 

чии решенија се 1 6t   и 1 1t   . Значи, 5log
6 6

x
 , па затоа 5log 2x  , т.е. 

25x  .  

 

22. Реши ја равенката  

1 1
4 4

2 3 33
42

log ( 2) 3 log (4 ) log ( 6)x x x      . 

Решение. Дадената равенка има смисла ако 2, 4 0, 6 0x x x      , т.е. ако 

( 6, 2) ( 2,4)x     . При овој услов дадената равенка последователно е еквива-

лентна на равенките  

1 1 1
4 4 4

1 1
4 4

3log | 2 | 3 3log (4 ) 4log ( 6)

log 4 | 2 | log (4 )( 6)

4 | 2 | (4 )( 6)

x x x

x x x

x x x

     

   

   

 

Ако ( 6, 2)x   , добиваме 4( 2) (4 )( 6)x x x     , од каде следува 1 33x   . 

Ако ( 2,4)x  , добиваме 4( 2) (4 )( 6)x x x    , од каде следува 2x  .  

 

23. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
7

4 6
log 2 log 0x x   . 
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Решение. Дадената равенка е определена за 0x   и 1x   и таа е еквивалентна 

со равенката 
2

71
6log 2

log 2 0
x

x    , т.е. со равенката   71
2log 2 6

log 2 0
x

x    .  

Воведуваме смена log 2x t , со што последната равенка се трансформира во 

равенката 26 7 3 0t t   , чии решенија 1
1 3
t   и 3

2 2
t   . Конечно, со замена во 

log 2x t  добиваме 8x   и 
3 2
2

x   , и како 8 и 
3 2
2

 се позитивни броеви различни 

од 1 заклучуваме дека тие се решенија на почетната равенка.  

 

24. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

3loglog 33 9x x
x  . 

Решение. Дефиниционата област на равенката е 0x   и 1x  . Логаритмираме 

со основа 3 и последователно ги добиваме еквивалентните равенки  

3log 3 log
3 3log (3 ) log 9x x

x    2
3log 3 (log ) 2x x  

3

21
3log

(log ) 2
x

x  . 

Воведуваме смена 3log x u , односно 3ux  , со што равенката го добива обли-

кот  
21 2 0

u
u    3 2 1 0u u    2( 1)( 1) 0u u u    . 

Решенијата на оваа равенка се 1 1u  и 1 5
2,3 2

u   , а решенијата на почетната 

равенка се 1 3x   и 
1 5

2
2,3 3x

 

 , бидејќи 1 2,x x  и 3x  припаѓаат на дефиниционата 

област.  

 

25. Реши ја равенката  

4
6 42log ( ) logx x x  . 

Решение. Дефиниционата област на равенката е (0, ) . Значи решенијата на 

равенката мора да бидат во тој интервал. Дадената равенка ја трансформираме во 

видот 4 1
6 42

log ( ) logx x x  , односно 4
6 4log ( ) logx x x  . Да ставиме 

4y x . Добиваме 2
6 4log ( 1) logy y y  . Означуваме 2

4logb y . Тогаш  

2 2 24 (2 ) ( 2 )( 2 ) 0b b b by y y y       . 

Но 4 0y x  , па мора 2 0by   , т.е. 2by  . Сега почетната равенка го добива 

видот 6log 2 (2 1)b b b  , односно 2 (2 1) 6b b b  . Ако поделиме со 2b  добиваме  

  2 1 3b b           (1) 

Ако 0 1b   имаме 13 3
2 2

3 2 2 (( ) 1) 2 ( 1) 1b b b b      , равенство не е можно. 

Ако 1b  , аналогно 3 2 1b b  . 

Ако 0b  , ставајќи b a   каде 0a  , (1) преминува во 1 1

2 3
1

a a
  , односно 

3 6 2a a a  . Но 3 6 3 2a a a a    за 0a  , па равенството не е можно. 
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Останува 1b  , т.е. 6log ( 1) 1y y   . Оттука ( 1) 6y y    или 2 6 0y y   . 

Заради 0y   добиваме 2y  . Бидејќи 4x y  следува 16x  .  

 

26. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 4
3
2

log log loga a a
x x x   . 

 Решение. Прв начин. Ако го искористиме равенството 
lg

lg
log

B
A A

B  , добиваме  

4

44

lg 4lg lg 4

lg 4lg lg
log log

x x x
a aa a a

x x     и 
2

2 42 2 4

lg 2lg lg 2

lg 2lg lg
log log

x x x

a aa a a
x x    . 

Според тоа, од дадената равенка последователно добиваме  

4 4 4
4 2 3

2
log log log

a a a
x x x   . 

4

4 2

3
2

log x x
a x

  ,  

4
3 3

2
log

a
x   

3 6x a  

2x a .  

Втор начин. Слично како и во претходниот случај, користејќи го равенството  
1log logm aa m

x x  последователно добиваме  

31 1
2 4 2

log log loga a ax x x   ,  

3 3
4 2

loga x  ,  

log 2a x  ,  

2x a .  

 

27. За реалниот број 0, 1a a   дадена е функцијата 2( ) log loga a
f x x x  . 

Во зависност од вредноста на параметарот a  реши ја равенката  

2( ) 2 ( )f x a a f x   . 

Решение. За да равенката има решение треба да бидат исполнети условите 

0, 1a a  , 0x   и 2x a a  . Имаме  

2 2

31 1
2log 2log

( ) log log log log log
xx

a a a aa aa
f x x x x x x       . 

Од 2( ) 2 ( )f x a a f x    следува  

23 3
2 2

log ( ) 2 loga ax a a x    , т.е. 2 2log ( ) loga ax a a x   , 

од каде ја добиваме квадратната равенка 2 2 0x x a a     чии решенија се 

1x a  и 2 1x a  . Лесно се гледа дека првото решение има слисла за секој 

позитивен број a  освен за 1a  , а воторото за (0,1)a .  

 

28. Докажи дека производот на корените на равенката  
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2016log 20162016
x

x x , 

е природен број. Која е последната цифра на тој број? 

 Решение. Дадената равенка ја логратимираме со логаритам со основа 2016 и 

последователно добиваме  

2016log 2016
2016 2016log [ 2016 ] log

x
x x  

2 1
2016 20162

(log ) 2016(log )x x  . 

Воведуваме смена 2016logt x  и ја добиваме равенката 
2 1

2
2016 0t t   . Според 

Виетовите правила, за збирот на корените 1t  и 2t  на последната равенка е  ис-

полнето 1 2 2016t t  . Во тој случај решенија на почетната равенка се 1
1 2016

t
x   

и 2
2 2016

t
x  , а за нивниот производ добиваме  

1 2 1 2 2016
1 2 2016 2016 2016 2016

t t t t
x x


   , 

кој е природен број.  

Јасно, последната цифра на бројот 20162016  е 6.  

 

29. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

1 1
8 4

8log (2 ) 4log log 0x x x   . 

Решение. Ако искористиме дека  

1 1 1 1
8 8 8 2

1 1
3 3

log (2 ) log 2 log logx x x     , 1 1
4 2

1
2

log logx x  и 1
2

1
8 3

log logx x  , 

тогаш равенката ја запишуваме во обликот: 11
22

22log log 1 0x x   . Решенијата на 

последната равенка се 1
2

1
1 2

log x   и 1
2

2log 1,x   од каде добиваме 1
1

2
x   и 

2 2.x   

 

30. Реши ја равенката  

10 10log log 4
4 32 0

x
x   . 

Решение. Дадената равенка е определена за 0x  . За 0x  , 10log x  можеме 

да го запишеме во облик  

4

4

log
10 4 10log 10

log (log )(log 4)
x

x x  , 

од каде добиваме  

10 4 10 10 104log (log )(log 4) log 4 log 4log
4 4 (4 )

x x x
x   .  

Сега, равенката можеме да ја запишеме во облик  

10 10log log
4 32 4 0

x x
   ,  

10log
2 4 32 0

x
   ,  

10log 24 4
x
 ,  

10log 2x  .  

Значи, решение на равенката е 100x  .  
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31. Реши ја равенката   
1 1

1
6 6log (3 4 2 9 ) log 5x x

x

 
     . 

Решение. За 0x   равенката не е дефинирана. За 0x   воведуваме смена 
1
x

y  ,  при што равенката го добива обликот  

6 6log (3 4 2 9 ) log 5y y y     ,   

6 6 6log (3 4 2 9 ) log 6 log 5y y y     ,  

6 6log (3 4 2 9 ) log 5 6y y y     ,  

па затоа  

3 4 2 9 5 6y y y     ,  

22 2
3 3

3 ( ) 2 5 ( ) 0y y     , 

Воведуваме смена 2
3

( )y t , при што добиваме 23 5 2 0t t   . Решенијата на 

последната квадратна равенка се 1 1t   и 2
2 3

t  .   

За 1 1t  , ја добиваме равенката 2
3

( ) 1y  , од каде имаме 0y   и во овој случај 

немаме решение, бидејќи 1 0
x

   за секој реален број x .  

За  2
2 3

t   ја добиваме равенката 2 2
3 3

( )y   која има единствено решение 1y  . 

Решение на равенката 1 1
x

   е 1x   .  

Значи, единствено решение на почетната равенка е 1x   .  

 

32. Реши ја равенката  
2 2

3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x      . 

Решение. За дефиниционата област во која ги бараме решенијата на равенката 

мора да важи  
22 1 0, 3 4 0, 6 11 4 0x x x x        и 2 1, 3 4 1x x   , 

од каде го добиваме интервалот 1
2

( , )  . Забележуваме дека  

26 11 4 (2 1)(3 4)x x x x      

и  тогаш равенката последователно е еквивалентна на равенката  

3 4 2 12log (2 1) log (2 1)(3 4) 4x xx x x       

3 4 2 1 2 12log (2 1) log (2 1) log (3 4) 4x x xx x x         

3 4 2 12log (2 1) log (3 4) 3x xx x       

3 4

1
3 4 log (2 1)

2log (2 1) 3
x

x x
x


 

   .  

Воведуваме смена 3 4log (2 1)xu x  , односно (3 4) 2 1ux x    и дадената равен-

ка го добива видот 12 3
u

u   , од каде ја добиваме равенката 
22 3 1 0u u   , чии 

решенија се 1 1u   и 1
2 2

u  . Од 1 1u   добиваме 3 4 2 1x x   , односно 3x   . 
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Но, 3x    1
2

( , )  , што значи дека 3x    не е решение на почетната равенка. 

Од 1
2 2

u   ја добиваме равенката 23 4 (2 1)x x    која е еквивалентна на равен-

ката  
24 4 3 0x x   . Решенија на последната равенка се 1 1x    и 3

2 4
x   од кои 

само второто е во дефиниционата област.  

Конечно, единствено решение на дадената равенка е 3
4

x  .  

 

33. Да се реши равенката  
2 2

3 7 2 3log (9 12 4 ) log (6 23 21) 4x xx x x x       , 

каде што 3 7x  и 2 3x  се позитивни реални броеви и различни од 1 ).  

Решение. Од 3 7 0x  , 2 3 0x  , 3 7 1x  , 2 3 1x   следува дека решение 

на равенката може да биде  реален број 3
2

( , 1) ( 1, )x      . Бидејќи  

2 29 12 4 (2 3)x x x     

26 23 21 (2 3)(3 7)x x x x     ,  

дадената равенка може да се запише во обликот  
2

3 7 3 72[log (2 3)] 3log (2 3) 1 0x xx x       

од каде што добиваме  

3 7log (2 3) 1x x   ,  3 72log (2 3) 1x x   , 

т.е. 1 24, 2x x     и 1
3 4

x   . Бидејќи 3
2

( , 1) ( 1, )x      , следува дека 

решение на равенката е 1
3 4

x   .  

 

34. Реши ја равенката  27
3log 1027 .

x
x x   

Решение. За 0,x   ќе ја логаритмираме равенката со основа 3. Користејќи ги 

својствата на логаритми добиваме: 
10

27 3 27

3

log log3 10
3 3 3 3 33

10 101
27 3 3 3 33 3log 3

10 101 1
3 3 3 3 33log 3 3 3 3

2 2
3 3 3 3

log (27 ) log ( ) log 3 log ( ) log

3 log log log 3 log log

3 log log 3 log log log

9 (log ) 10 log (log ) 10 log 9 0

x

x

x x
x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

    

       

       

        

 

Решенијата на последната квадратна равенка по 3log x  се 3log 1x   и 3log 9x  , 

од каде добиваме 3x   и 
93x  . 

 

35. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои што равенката 

2log 2log 6logx ax a x
a a a   има барем две решенија во интервалот [ , )a  .  

Решение. Допустливите вредности се 
20, 1, 0, 1, 1x x a ax a x     . За 1a   

секој 0x  , 1x   е решение на равенката. Ако 1a  , воведуваме смена logxt a  
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и ја добиваме равенката 61 2
1 2t t t 

  , чии решенија се 1t   и 2
3

t   . 

Соодветните вредности за x  се x a  и 
3 2

1

a
x  . Бидејќи 

3 2

1

a
a  кога 1a  , 

добиваме дека во овој случај решенијата се 1a  .  

Конечно, бараните вредности на параметарот a  се (0,1]a .  

 

36. Реши ја равенката 4 4 4 4log log log logx a
a x a xa x

ax ax a    , каде a  е 

позитивен реален број различен од 1. 

Решение. Да забележиме дека 1x   и 0x   (за да постои 4logx ax ). Со 

преоѓање на логаритми со основа a  равенката ќе се трансформира во   

4 1 14
log log

log (1 ) log (1 )
a a

x
a ax a x

ax a    , 

и со понатамошни трансформации го добива обликот:  

2 2(log 1) (log 1)

4log 4log
a a

a a

x x

x x
a

 
  . 

Оттука log 0a x   (заради ненегативноста на подкореновите изрази). Последната 

равенка е еквивалентна (заради 1x  , односно log 0a x  ) со       

 | log 1| | log 1| 2 loga a ax x a x            (1)  

За да ја решиме равенката (1) ќе разгледаме два случаи: 

)i  Нека lg 1a x  , тогаш равенката преминува во следната равенка:  

log loga ax a x . 

Одовде добиваме решение, 
2

1
ax a . Натаму, заради lg 1a x   добиваме дека 1a  .  

)ii  Нека сега 0 log 1a x  . Тогаш равенката (1) преминува во следната ра-

венка: 2 2 logaa x . Тогаш нејзино единствено решение е 

1
2

2
ax a . Овде да 

забележиме дека условот 0 log 1a x   ќе биде исполнет само ако 1a  . Но за 

1a   добиваме 2 1x  , па тоа не е решение на дадената равенка, затоа за 

решението на равенката 2x  важи истото како и за 1x , т.е. е решение за почетната 

равенка само ако 1a  . На овој начин ги исцрпевме сите можности (бидејќи 

lg 0a x  ). Останува дека почетната равенка при 1a   има две решенија 

1
2

2

1 2, aax a x a  , додека за 0 1a   равенката нема решение.  

 

37. Определи ги вредностите на параметарот   за кој равенката  

2 1
6log (9 4 )x x x   

има  

 а) две реални решенија 

 б) едно реално решение 

За определените вредности на   најди ги тие решенија 
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Решение. Равенката е еквивалентна на равенката 2 19 4 6x x x  , т.е. на 

равенката 
23 2

2 3
( ) 4 ( ) 1 0x x    . Ако воведеме смена 3

2
( )x t , тогаш 2 1

3
( )x

t
  и 

равенката го обива обликот 2 14 1 0
t

t     , т.е. обликот  

  2 24 0t t    .          (1) 

Почетната равенка има реални решенија ако и само ако последната равенка има 

реални решенија. Послената равенка има реални решенија ако само ако 
21 16 0D     . Ќе разгледаме два случаи.  

Ако 21 16 0   , т.е. 1
4

   , тогаш (1) го добива обликот 24 4 1 0t t    која 

има решение 1
2

t  . Во тој случај 3 1
2 2

( )x   и почетната равенка има решение 

3
2

log 2x   .  

Ако 21 16 0   , т.е. 1 1
4 4

    , тогаш (1) има ве реални решенија  

21 1 16
1 2
t     и 

21 1 16
2 2

t    . 

Биејќи 1 2, 0t t  , равенките 
21 1 163

2 2
( )x     и 

21 1 163
2 2

( )x     имаат реални 

решенија  

2

3
2

1 1 16

2
logx     и 

2

3
2

1 1 16

2
logx    ,  

кои се решенија на почетната равенка.  

 

38. Определи ги сите вредности на параметарот k  за кои равенката  

log( ) 2log( 1)kx x   

има точно еден позитивен корен.  

Решение. Равенката можеме да ја запишеме во облик  
2log( ) log( 1)kx x  . 

Ако антилогаритмираме ќе добиеме 2( 1)kx x  , односно  

  2 (2 ) 1 0x k x    .          (1) 

Решенија на последната се 
2 ( 4)

1/2 2

k k k
x

  
 . Равенката има реални решенија, 

ако и само ако ( 4) 0k k   . Неравенството е исполнето за 0k   или 4k  .  

Ќе разгледаме три случаи: 

1. Ако 0k  , тогаш решенијата се негативни.  

2. Ако 4k  , тогаш равенката има два реални различни корени.  

3. Ако 4k  , тогаш дискриминантата на квадратната равенка е 0D  , па ра-

венката (1) има еден реален позитивен корен 1x  .  

Не е тешко да се провери дека за 4k    позитивен корен на равенката е 1x  . 

 

 39. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  
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log 2log 1

2.

y xx y

x y

 


 
 

Решение. Нека logyt x ; тогаш првата равенка гласи 2 1
t

t   , од каде што 

добиваме 1 2t   и 2 1t   .  

Од log 2y x  , добиваме 2x y . Од втората равенка, 2x y   и 2x y  

следува дека 2y  , зошто 1y    не се зема како решение. Значи, едно решение е 

4x   и 2y  .  

Од log 1y x    добиваме дека 1
y

x  . Од ова и втората равенка следува дека 

2 1y    ( 0y  ). Значи, второто решение е 2 1x    и 2 1y   .   

 

40. Да се реши системот равенки  

2 2| log ( ) | | log ( ) | 3

3

x y x y

xy

   



 

Решение.Од 3xy   заклучуваме дека 0x   и 0y  , или 0x   и 0y  . Од 

дефинираноста на 2log ( )x y  и погоре кажаното следува дека , 0x y  .  

Исто така, 1x y  , бидејќи x  или y  е поголемо од 1 , кое се добива од 

позитивноста на x  и y  и од 3xy  .  

Од сето тоа следува дека дадениот систем е еквивалентен со системот  

2 2log ( ) | log ( ) | 3

3

x y x y

xy

   



 

Ако е 0 1x y   , тогаш горниот систем се трансформира во системот  

8
x y

x y




 , 3xy  , 

и решавајќи го него го добиваме решението 3 21 21
7 3

( , ) .  

Ако 1x y  , се доаѓа до системот  

2 2 8, 3x y xy   , 

и решение на овој систем кој ги задоволува условите 1x y   и , 0x y  , е 

3, 1x y  .   

 

41. Реши го системот  

2 2

1

3 2 3 3 0

3 3 4

x y x y

x y

 



    


 

. 

Решение. Ќе воведеме смена 3 ,3x yu v  , каде , 0u v  . Системот добива 

облик  

2 2 2 3 0

3 4,

u v uv

u v

   


 
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односно  

2( ) 2 3 0

3 4.

uv uv

u v

   


 

 

Првата равенка ја решаваме како квадратна по uv , од каде се добиваат две ре-

шенија 1uv   и 3uv   . Заради , 0u v  , понатаму го разгледуваме само решение-

то 1uv  . За да се добијат вредностите за ,x y , потребно е да го решиме системот  

1

3 4

uv

u v




 
. 

Решенијата на системот се решенија на квадратната равенка (4 3 ) 1 0v v   , 

односно 1 1v   и 1
2 3

v  . Тогаш соодветните вредности за u  се 1 1u   и 2 3u  . На 

крај, со решавање на системите  

3 1

3 1

x

y

 




 и 
1
3

3 3

3

x

y

 




, 

се добиваат решенијата на почетниот систем ( , ) {(0,0),(1,1)}x y  . 

 

42. Да се најдат сите реални броеви a  и b  

1

1

2 2

| |
y

y

x

x
a

x y b





 

  

           (1) 

при условот 0x  , има единствено решение.  

Решение. Нека 
2S     е множеството парови ( , )x y  што го задоволу-

ваат системот (1) при што 0x  . Од 
2 2x y b   следува дека 0b  . Ако 

( , )x y S , тогаш и ( , )x y S  , што значи дека за системот (1) да има единствено 

решение, при услов 0x  , мора да биде 0y   и 0a  . За 0a   и 1b   системот 

(1) има решенија ( ,0)b , (1, 1)b , (1, 1)b  . Според тоа, системот (1) има 

единствено решение, при услов 0x  , за 0a   и 0 1b  , и решението е ( ,0)b .  

 

43. Реши го системот равенки  

y x

x y

x y

p q

 




 

при што 0x  , 0y  , 0p   и 0q  .  

Решение. Да ги логаритмираме двете равенки од системот: 

lg lg

lg lg

y x x y

x p y q





. 

Од втората равенка добиваме: 
lg

lg

qx
y p
   , т.е.  

  x y  , 0  .           (*) 

Ќе разгледаме два случаи: 
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)i Ако p q  системот има бесконечно многу решенија од видот x y .  

)ii Ако p q  тогаш заменувајќи го x  од (*) во првата равенка од системот, 

добиваме: 1x

  , 

1
1y   .  

 

44. Реши го системот равенки  

1 1

:

yx

y px

a a

nb b n


 


 

. 

Решение. Ќе сметаме дека , ,a b n  се позитивни броеви. Системот можеме да го 

запишеме во облик  
1 1

1 1
1

1

1

x y

yx
x

p

a

n b















. 

Ќе разгледаме два случаи и тоа 1a   и 1a  .   

Случај 1. 1a  .  Од првата равенка имаме 1 1 0
x y
  ,  т. е.  1 1

x y
 .  За било која 

вредност на b ,  во тој случај,  од втората равенка имаме  

                                  
1

1x
p

n


 .           (1) 

Сега имаме два подслучаи, и тоа  

а) 1n  , и тогаш 1 0
x

p  , т.е. 1
p

x   и тогаш решение на системот е 1
p

x y     

б) 1n  ,  и тогаш  решение на равенката (1) е 1
x

p  .  Во тој случај решение 

на системот се сите подредени парови ненулти броеви ( , )x y  за кои 1 1
x y
 .   

 Случај 2. 1a  . Во овој случај решение на првата равенка се било кои реални 

броеви ( , )x y , т.е. 1 1
x y
  . Во тој случај втората равенка можеме да ја запишеме 

во облик  

                            
1 11
y xx

p
n b


 .           (2)  

Во овој случај ќе ги разгледаме следните подслучаи: 

а) 1b  , 1n  . Во овој случај 1 1
x y
   и 1

x
p  , т.е. решенија на системот 

се сите ненулти подредени парови реални броеви ( , )x y .   

б) 1b  , 1n  . Тогаш равенката (2) го добива обликот 
1

1x
p

n


 , и во овој слу-

чај добиваме 1 0
x

p  , т.е. 1
p

x  . Во овој случај решение на почетниот систем е

1 , \{0}
p

x y  .   

в) 1b  , 1n  . Равенката (2) го добива обликот 
1 1

1 y xb


 , од каде добиваме 
1 1 0
y x
  . Според тоа, во овој случај решение на почетниот систем се сите подре-

дени парови ( , )x y  од ненулти реални броеви x  и y ,  за кои што 1 1
x y
 .   
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г) 1b  1n  .  Во овој случај решенија се 
1

ln

ln ln p

y

nb

b n
x


 .   

 

45. Нека a  и b  се рационални броеви такви што 1a  , 0b   и bab a  и 

3ba
b

a . Определи ги вредностите за a ?  

 Решение. Прв начин. Со логартимирање на дадените равенки со основа a  

добиваме  

log log b
a aab a  и 

3log log ba
a ab

a  

1 loga b b    и 1 log 3a b b   

log 1a b b   и log 1 3a b b    

Сега од последните две равенки следува дека 1 1 3b b   , т.е. 1
2

b  . Со замена во 

равенката bab a  добиваме 
1
21

2
a a  , т.е. 2 4a a .  Бидејќи 1a   добиваме дека 

4a  .  

Втор начин. Од 
3ba

b
a  следува дека 1 3bb a   . Ако замениме во bab a  ќе 

добиеме 2 3b ba a  . Од условот 1a   добиваме 2 3b b  , 1
2

b  . Сега ако заме-

ниме во bab a  имаме 
2
a a , од каде добиваме дека 4a  . 

 

46. Реши го системот равенки   

lg lg

lg lg

( ) ( )m n

x y

mx ny

n m

 




. 

Решение. Со логаритмирање на равенките на системот добиваме  

lg lg

lg lg

lg( ) lg( )

lg lg

m n

x y

mx ny

n m

 




,  

т.е.   

2 2(lg ) lg (lg ) lg lg lg

(lg ) lg (lg ) lg 0

m x n y n m

n x m y

   


 

 

Воведуваме смени lg x u  и lg x v  и го добиваме системот  

2 2lg lg lg lg

lg lg 0

u m v n n m

u n v m

   


 

 

 чие решение е lgu m  , lnv n  . Според тоа, lg lgx m   и lg lgy n  , па 

затоа 1
m

x   и 1
n

y  .  

 

47. Реши го системот равенки  

2

3 2 576

log ( ) 4

x y

y x

  


 

. 
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Решение. Од втората равенка на системот имаме: 4( 2 )y x  , т.е. 4y x  . 

Заменуваме во првата равенка и  добиваме 43 2 576x x  , т.е.  26 36 6x   , од 

каде наоѓаме 2x  .  

Конечно,  2x   и 2 4 6y    .   

 

48. Да се реши системот равенки  

  
2

6

(6 )

4 log 9 8 .

x yx x

x x y

 


  

         (1)  

Решение. Системот можеме да го запишеме во облик   

2

6

36

4( 2 ) log 9.

x yx

x y x

 


  

 

Ако првата равенка ја логаритмираме со логаритам со основа 6 , добиваме  

6

6

( 2 ) log 2

4( 2 ) log 9.

x y x

x y x

 


  
 

Ако воведеме смени 62 ,logx y u x v   , системот ќе го добие обликот  

  
2

4 9.

uv

u v




 
             (2) 

Од првата равенка имаме 2
u

v   и ако замениме во втората равенка добиваме 

24 9
u

u   . Решенија на равенката 24 9 2 0u u    се 1 8u   и 2 1u  . Според тоа 

решение на системот (2) се 1
1 1 4

8,u v   и 2 21, 2u v  . Значи, ги добиваме 

системите  

  
1

6 4

2 8

log

x y

x

 




  и   
6

2 1

log 2.

x y

x

 



        (3) 

Решение на првиот систем од (3) е 4 41
1 1 2

6, ( 6 8)x y    а решенија на вториот 

систем од (3) е 35
2 2 2

36,x y  .  

Не е тешко да се провери дека тоа се решенија и на почетниот систем.  

 

49. Реши го системот равенки  

log

log
log

p

p

m n

xx
p y y

x y 






. 

Решение. Првата равенка на системот ја логаритмираме со логаритам со 

основа p   и добиваме  

log logn
p pm

x y .         (1) 

Втората равенка од системот ќе ја запишеме во облик  
log

log
log log

p

p

x

p p y
x y  , 
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и ако од (1) замениме во последната равенка, последователно добиваме  

log

log
log log

n
pm

p

yn
p pm y

y y  ,  

( 1) logn n
pm m

y  ,  

log n
p n m

y


  и 
2

( )
log n

p m n m
x


 . 

Конечно, решение на системот е 

2

( )
n

m n mx p  , 
n

n my p  .  

 

50. Определи ги сите решенија на системот равенки  

log log 110

1000

y xx y

xy

  




. 

Решение. Воведуваме ознаки lg yA x  и lg xB y . Ако последните две равен-

ства ги логаритмираме и ги искористиме својствата на фукцијата lg , добиваме  

lglg lg lg lgyA x y x    

lglg lg lg lgxB y x y   , 

т.е. lg lgA B . Бидејќи функцијата lg  е монотоно растечка, следува дека A B . 

Сега, ако во првата равенка на системот воведеме смена 
lg xt y , добиваме дека 

2 lg xt y , и заради претходно добиеното равенство имаме 2 lg yt x .  

Првата равенка од системот го добива обликот 2 110 0t t   . Нејзини 

решенија се 1 11t    и 2 10t  . Бидејќи 0t  , добиваме дека единствено решение 

е 2 10t  . Тогаш lg 100yx  , и ако логаритмираме добиваме lg lg 2x y  .  

Ако пак втората равенка од системот ја логаритмираме, добиваме 

lg lg 3x y  , односно го добиваме системот  

lg lg 3

lg lg 2

x y

x y

 


 
 

Според тоа, lgu x  и lgv y  се решенија на квадратната равенка 2 3 2 0w w  

, а нејзини решенија се 1 1w   и 2 2w  . Значи,  

lg 1

lg 2

x

y





 или 

lg 2

lg 1

x

y





. 

Конечно, системот има две решенија 10, 100x y   или 100, 10x y  , кои се 

решенија и на почетниот систем.  

 

51. За кои вредности на параметарот a  системот  

| | 2

2 2

2 | |

1

x x y x a

x y

    


 

 

има единствено решение.  
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Решение. Ако 0 0( , )x y  е решение на системот равенки, тогаш и 0 0( , )x y е ре-

шение. Ако a  е вредност на параметарот за кој системот има единствено ре-

шение, тогаш 0 0x x  , односно 0 0x  .  

Ако замениме во системот, добиваме  

2

1

1

y a

y

 




. 

Од втората равенка имаме 1y   , па според тоа за a  , од првата равенка на 

последниот систем, добиваме две решенија 0a   и 2a  .  

Ќе разгледаме два случаи.  

а) 0a  . Во тој случај системот го добива обликот  

| | 2

2 2

2

1

x x x y

x y

   


 

. 

Од втората равенка е јасно дека | | 1x   и | | 1y  . При [ 1,1]x   имаме  

2| | | | (1 | |) 0x x x x    , | |2 1x   

па според тоа, од првата равенка 1y  . Но од условот | | 1y   (кој е исполнет за 

решенијата на системот), добиваме 1y  . Од втората равенка добиваме 0x   и 

тоа е единственото решение.  

 б) 2a  . Во тој случај  

| | 2

2 2

2 | | 2 0

1

x x x

x y

    


 

. 

Во овој случај не е тешко да се провери дека освен (0, 1) , решенија на системот 

се и (1,0)  и ( 1,0) . Значи, за 2a   системот има повеќе од едно решение.  

 Конечно, системот има едно решение за 0a  . 

 

52. Во множеството позитивни реални броеви реши го системот равенки 

y

z

x

x z

y x

z y

 








 . 

Решение. Прв начин. Од zy x  добиваме zy yy x z  . Натаму zyy z , т.е. 

xyz xy z y  , па оттука 1xyz  . Ако ги помножиме равенките од дадениот систем 

добиваме 1y z xz y z xyz  . Имаме две можности или 1x   или 1x  . 

1) Ако 1x   добиваме 1 1yz    и 11 1xy z   . 

2) Да претпоставиме дека 1x   и нека 1x  . Тогаш од 1xyz   добиваме 

1yz  . Заради 1zy x   мора 1, 1y z   или 1, 1y z  . Првата можност от-

паѓа заради 1yz  . Ако важи 1, 1y z   тогаш имаме 1yx z  , а од друга стра-

на заради 1, 1x y   важи и 1yx  . Значи и втората можност отпаѓа. 
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Ако 1x  , тогаш од 1xyz   следува 1yz  . Бидејќи 1zy x  , мора да важи 

1, 1y z   или 1, 1y z  . Заради 1yz   првата можност отпаѓа. Нека важи 

1, 1y z  . Од 1, 1x y   следува 1yx  . Од друга страна 1yx z  , па и 

втората можност отпаѓа. 

Останува дека единствено решение на системот е 1x y z   . 

Втор начин. Со замена на z  во од првата во втората и третата равенка 

добиваме  

( )

( ) .

yx

y x

y x

x y

 

 

 

Ако ги логаритмираме двете равенки од системот имаме  

lg lg

lg lg .

yx y x

xy x y

 




. 

Со замена на lg x  од првата во втората равенка ќе добиеме lg lgyxyx y y . 

Ако lg 0y  , тогаш 1y   па и 1x z   

Ако lg 0y  , тогаш 1yxyx  , односно 1 1y

y
x   , односно 

1
1yx y 


 . Ако заме-

ниме во равенката lg lgyx y x  добиваме 
1

1 1lg lg

y

y yy y y 
 

 . Оттука, заради 

lg 0y  , имаме 1 1
1

y

y

y
y 



  . Но последново равенство не е можно, бидејќи ле-

вата страна е позитивен, а десната негативен број.  

Значи единствено решение на системот е 1x y z   . 

 

53. Најди ги сите вредности на a  за кои што секое решение на системот равенки  

2
3

3

log 1

3 log 1,

x a y

x a y

  


 

 

го задоволува условот 1x y  . 

Решение. Со замена на x  во втората равенка добиваме  

  

2
3

2
3

1 log

( 3 ) log 0

x a y

a a y

  


 

   `      (*) 

Ќе разгледаме три случаи: 

1) 0a  . Во овој случај 1x  , а y  , па следува 1x y  , т.е. условот е 

исполнет. Значи, 0a  . 

2) 3a   . Во овој случај го добиваме системот  

31 9log

0

x y

y

 



 

чие едно решение, на пример 3, 10y x   го задоволува условот 1x y  , но 

решението 1
3
, 8y x    не го задоволува условот 1x y  . Значи, 3a   .  
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3) 0a   и 3a   . Тогаш од 3log 0y   следува 1y  , а од првата равенка на 

системот (*) добиваме 21 0 1x a    , па и во овој случај 1x y  .  

Следствено, бараните вредности за a  се \{ 3}a  .  

 

54. Одреди ги сите вредности на параметарот k , така што равенката 

log 2log( 1)kx x   има точно еден корен.  

Решение. Равенката има смисол за 1x    и 0kx  . Ја трансформираме во 

видот 2log log( 1)kx x  , т.е. во видот 2( 1)kx x  , од каде добиваме  

  2 ( 2) 1 0x k x          (*) 

Последната равенка има точно еден корен, ако 

0D  , т.е. 2( 2) 4 0k    ,  т.е.  за  4k   и 0k  . 

Но, поради 0kx  , следува 0k  . Равенката (*)  

- за 4k   има две реални решенија; 

- за (0,4)k  нема реални решенија 

- за 4k   има точно едно решение, бројот 1 

- за 0k   има две решенија.  

Во последниот случај треба да провериме дали и двете решенија ја задоволуваат 

почетната равенка (во овој случај 1 0x   ).  

Триномот 2( ) ( 2) 1f x x k x     ќе има точно еден корен меѓу броевите 1  и 

0, ако важи ( 1) (0) 0f f   . Бидејќи ( 1) 1 2 1f k k       и (0) 1f  , следува 

0k  .  

Конечно, дадената логаритамска равенка има точно еден корен за 4k   и 0k  .  

 

 

 

3.   НЕРАВЕНКИ  
 

1. Да се реши неравенката   
6 2

2 2
log 2x

x



  

Решение. Дадената неравенка е еквивалентна со неравенката 6 2
2

4x
x



 , а таа е, 

пак, еквивалентна со неравенката  

2(6 2)( 2) 4( 2)x x x    , 

т.е. со неравенката  
2 3 10 0x x   , 

од каде што добиваме дека ( , 5) (2, )x     .  

 

2. Реши ја неравенката  

2log (3 2 ) 1
x

x  . 

Решение. Јасно, 0x   и 3 2 0x  . Дадената неравенка е еквивалентна со 

неравенската  

1- 0

x

y
)0( k

xky log
)1log(2  xy
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2 2
2log (3 2 ) log

x x
x x  . 

Ќе разгледаме два случаи: 

 1) Ако 20 1x  , т.е. ( 1,1) \{0}x  , тогаш неравенката се сведува на систе-

мот неравенски  

2

3 2 0

3 2

x

x x

 


 

 

кој множеството ( 1,1) \{0}  нема решение.  

 2) Ако 2 1x  , т.е. ( , 1) (1, )x     , тогаш неравенката се сведува на 

системот неравенски  

2

3 2 0

3 2

x

x x

 


 

, 

за кој на интервалот ( , 1) (1, )     решение е интервалот ( 3, 1)   

Конечно, решението на почетната неравенка е интервалот ( 3, 1)  .   

 

3. Реши ја неравенката 1
2

lg 2 0,5lg(3 5)x x    . 

Решение. Прво да определиме кои вредности може да ги прими x , односно да 

ги определиме дефиниционите области на изразите во неравенката. Имаме 

2 0x   и 3 5 0x   и решение на овој систем е 2x  . Сега ќе извршиме некои 

трансформации на неравенката. Ако ја помножиме со 2 добиваме  

2lg 2 lg(3 5) 1x x    , т.е. lg( 2) lg(3 5) 1x x    . 

Користејќи го својството на логаритмот lg lg lga b ab   за , 0a b   ја добиваме 

неравенката lg( 2)(3 5) lg10x x   . Бидејќи функцијата lg  е растечка добиваме 

( 2)(3 5) 10x x   . Решение на последната неравенка е 11
3

( ,0) ( , )   , но имај-

ќи предвид дека 2x   решението на почетната неравенка е интервалот 11
3

( , ) .  

 

4. Реши ја неравенката 2
3log ( 4 3) 0x x x    .  

Решение. За 0 3 1x    и 2 4 3 1x x    функцијата 2
3log ( 4 3)xy x x    

монотоно опаѓа и прима негативни вредности. Од 0 3 1x    добиваме (3,4)x  

а од 2 4 3 1x x   , ( ,2 2) (2 2, )x      . Пресекот на овие два интерва-

ли е интервалот (2 2,4) .  

За 3 1x  , т.е. 4x   и 20 4 3 1x x     функцијата монотоно расте и добива 

негативни вредности. Од 20 4 3 1x x     го добиваме системот неравенки 

2

2

4 3 0

4 2 0

x x

x x

   


  

, 

чие решение е (2 2,1) (3,2 2)   . Но, бидејќи 4x   заклучуваме дека во овој 

случај неравенката нема решение.  
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Следствено, решение на неравенката е интервалот (2 2,4) .  

 

5. Реши ја неравенката: 
2 2

1 1

2 3 2 1x x 
 .  

Решение. Левата страна на неравенката е определена и е позитивна за секој 

реален број x , а десната страна е определена за секој број 2x   , при што 

изразот може да добие и негативни вредности. Тогаш 

1) Ако десната страна на неравенката е негативна, т.е. ако 22 1x  , тогаш  

решение на дадената неравенка е 2x   .  

2) Ако 2x    тогаш дадената неравенка е еквивалентна со неравенката 

2 22 3 2 1x x   , т.е. неравенската 
22 4 2 4 0.x x     Воведуваме смена 2x t , и 

ја добиваме неравенката 
2 4 4 0t t    т.е. неравенката 2( 2) 0t   . Единствено 

решение на последната неравенка е 2t  , па затоа во овој случај единствено 

решение на почетната неравенка е 1.x   

Конечно,  решението на почетната неравенка е ( , 2) {1}.x     

 

6. Реши ја неравенката: . 

Решение. Дадената неравенка ја запишуваме во обликот  

, т.е.  

Воведуваме смена,  и тогаш , па затоа неравенката го добива 

обликот  

 . 

Решението на последната неравенка е , од каде добиваме . 

Но , па затоа  

      

од каде што следува .  

 

7. Реши ја неравенката  

 

Решение. Решенијата на неравенката ќе ги бараме во интервалот . При 

тоа, дадената неравенка последователно е еквивалентна со неравенките  

  

 

 

Бидејќи , од последната неравенка добиваме , од каде 

ја добиваме неравенката , чие решение е . Непосредно се про-

верува дека најденото решение е решение и на почетната неравенка.  

1 21
222 2 1

xx
x



 

1 1
2

1 1
2 2 1x x

 
 

1 1
22 2 2x x 

1
22 x y

1
22 x y

2 2 0y y    ( 1)( 2) 0y y  

1 2y  
1
21 2 2x  

1
22 0x 

1
22 2x   1

2
1

x
  1 2

2
0x

x
 

1
2

( ,0) ( , )x   

2 22 3 2 4 2x x x x   

[0, )

2 24 2 3 2 2 0x x x x    

2 24 2 4 2 2 2 0x x x x x x      

(4 2 2 )(2 2 ) 0x x x x   

2 2 0x x  4 2 2 0x x  

2 x x  [0,4]x
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8. Реши ја неравенката 2 1 12 2 2 2ax a ax ax a     , каде a  е реален параметар.  

Решение. Воведуваме смена 2 0ax y   и ја добиваме неравенката  

2 12 (2 1) 2 0a ay y    , 

чии решенија се 1
2

[ ,2 ]ay  кога 1a    и 1
2

[2 , ]ay  кога 1a   . Според тоа,  

1) Ако 1a    имаме 12 2 2a ax   , т.е. 1a ax   , од каде добиваме 

11
a

x    .  

2) Ако 1a    имаме 12 2x  , т.е. 1x  .  

3) Ако 1 0a    имаме 12 2 2ax a   , т.е. 1 ax a   , од каде добиваме 
1 1
a

x   .  

4) Ако 0a  , тогаш решение е секој реален број x .  

5) Ако 0a   имаме 12 2 2ax a   , т.е. 1 ax a    од каде добиваме 
1 1
a

x   .  

 

9. Реши ја неравенката  

4
2

2 1
2 1

log log 0x
x

x





 . 

Решение. За да изразот на левата страна е дефиниран потребно е да важи
2 1
1

0x
x



 , 2 1
2 1

log 0x
x



 , 4
2

0x   и 4
2

1x  . Според тоа, потребно е да важи 

2 1
1

0x
x



 , 2 1
1

1x
x



 , 4
2

0x   и 4
2

1x  , од каде добиваме дека 2 1
1

1x
x



 , 4
2

0x   и 

4
2

1x  , па затоа (( 4, 1) (2, )) \{ 2}x      .  

Ќе разгледуваме два случаја и тоа кога 4
2

0 1x   и кога 4
2

1x  .  

Во случајот кога 4
2

0 1x  , т.е. кога 4 2x     последователно важи  

02 1 4
2 1 2

2 1
1

3
1

log ( )

2

0.

x x
x

x
x

x

 














 

Значи, 1 0x  , т.е. 1x    па затоа во овој случај решение е ( 4, 2)x   .  

Во случајот кога 4
2

1x  , т.е. кога 2x    последователно важи  

02 1 4
2 1 2

2 1
1

3
1

log ( )

2

0.

x x
x

x
x

x

 














 

Значи, 1 0x  , т.е. 1x   .  

Конечно, решение на задачата е пресекот на почетните услови со унијата на 

добиените решенија, па затоа (( 4, 1) (2, )) \{ 2}x      .  
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10. Докажи, дека секое решение на неравенката 2
3 5log (2 3) log (4 9) 2x x     

го задоволува и неравенството 
2 2 2

5 5 3 3log (4 9) log (100 225) 2log (2 3) log (2 3)x x x x        

Решение. Второто неравенство го трансформираме до облик  
2 2 2

5 5 3 3log (4 9) log (25(4 9)) 2log (2 3) log (2 3)x x x x        

2 2 2
5 5 3 3log (4 9) (2 log (4 9)) 2log (2 3) log (2 3)x x x x         

За дефиниционата област на функциите, во двете неравенства треба да важи 

3
2

2 3
2

2 3 0 2 3 0

2 3 04 9 0

xx x

xx x

     
   

       

 

односно 3
2

( , )x  . Нека 3
0 2

( , )x    е решение на првото неравенство. Нека 

3( ) log (2 3)u x x   и 2
5( ) log (4 9)v x x  . Од првото неравенство, за 0x  важи  

0 0( ) ( ) 2u x v x           (1) 

Со воведените ознаки, второто неравенство го добива обликот  
2( ) (2 ( )) 2 ( ) ( )v x v x u x u x     

односно 
2 22 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0v x v x u x u x     

и последователно е еквивалентно на неравенствата  
2 22 ( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) ( ) 4 4 0v x u x v x u x u x        

2 2( ) ( ( ) 2) 2( ( ) ( ) 2) 0v x u x u x v x            (2) 

Останува само да провериме дали неравенството (2)е точно за 0x . Бидејќи 

2
0( ) 0v x   и 2

0( ( ) 2) 0u x   , а од (1) имаме 0 0( ) ( ) 2u x v x  , ако ги собереме по-

следните три неравенства го добиваме неравенството (2). Според тоа, 0x  го задо-

волува второто неравенство.  

 

11. Нека a  и b  се реални броеви поголеми од 1. Определи ја најголемата 

вредност на реалниот број c  за кој е точно неравенството  

1 1
3 log 3 loga bb a

c
 

  . 

Решение. Нека 1 1
3 log 3 loga bb a

A
 

   и logax b . Тогаш 1logb x
a  , па затоа 

0x   и  
1

2
3

8 ( 3)(3 1)6 1 81 1 1
3 1 3 ( 3)(3 1) ( 3)(3 1) ( 3)(3 1) 3 3

x x xx x x x
x x x x x x x x

A
   

       
       .  (1) 

Нека 0   е произволно мал број. Тогаш за 
4 5 2 (2 4 )(2 )

3
x

    


  важи 

8
( 3)(3 1)

x
x x 

  . Според тоа, за доволно голем x  изразот 8
( 3)(3 1)

x
x x 

може да се 

направи произволно мал број, па затоа најголемата можна вредност на c  е 1
3

.  
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12. Определи ги вредностите на реалниот параметар a  за кои секое решение 

на неравенката  
2

2 2(log ) ( 2)log 1x x x x     

е решение и на неравенката  
22 2x x a  . 

Решение. Првата неравенка има смисол за 0x   и е еквивалентна на нера-

венката 2 2(log 1)(log 1) 0x x x    . Имаме  

2log 1 0x   кога 0 2x   и 2log 1 0x   кога 2x  ,  

2log 1 0x x    кога 0 1x   и 2log 1 0x x    кога 1x  .  

Споредувајќи ги знаците на двата множители, заклучуваме дека решенијата на 

оваа неравенка се [1,2]x .  

Ставаме 2 0xy    и втората неравенка го добива обликот  

2( ) 4 0f y y ay    .         (1) 

 Освен тоа, [1,2]x  е еквивалентно на [2,4]y . Според тоа, секое решение на 

првата равенка е решение на втората равенка кога секој број [2,4]y  е решение 

на (1). За квадратната неравенка (1) тоа е еквивалентно со (2) 0f   и (4) 0f  , од 

каде наоѓаме 4a   и 5a  . Конечно, бараните вредности се [4, )a  .  

 

13. Во мнжеството реални броеви реши ја неравенката: 
14 2 2

2 4
| | 1

x x

x

 


 . 

Решение. Имаме  
14 2 2

2 4
1

x x

x

 


  и 

14 2 2

2 4
1

x x

x

 


  , 

односно  

4 3 2 2

2 4
0

x x

x

  


  и 4 2 6

2 4
0

x x

x

 


 . 

Воведуваме смена 2 0xt    и добиваме  
2 3 2

4
0t t

t
 


  и 
2 6

4
0t t

t
 


 , 

односно  
( 1)( 2)

4
0

t t

t

 


  и 

( 3)( 2)

4
0

t t

t

 


 . 

Решенијата на овие неравенки се (0,1) (2,4)t   и (0,3) (4, )t   . Двете 

неравенки се задоволени за (0,1)t , па затоа решението на почетната неравенка е 

( ,0)x  .  

 

14. Реши ја неравенката: 9 515 4 25

9 815 15 25
0

x x x

x x x

   

    
 . 

Решение. Неравенката ќе ја запишеме во обликот 
23 3

5 5

23 3
5 5

( ) 5 ( ) 4

( ) 8 ( ) 15
0

x x

x x

  

   
 . Воведу-

ваме смена 3
5

( )x t  и последната неравенка ја запишуваме во облик 
2

2

5 4

8 15
0t t

t t

 

  
 , 
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т.е. 
( 1)( 4)

( 3)( 5)
0

t t

t t

 

  
 , па затоа 

( 1)( 4)

( 3)( 5)
0

t t

t t

 

 
 . Решение на последната неравенка е 

множеството (0,1) (3,4) (5, )   . Според тоа, решение на почетната неравенка е 

множеството  

3 3 3
5 5 5

( , log 5) (log 4,log 3) (0, )x     . 

 

15. Во рамнината одреди го множеството точки ( , )M x y  чии координати го ис-

полнуваат неравенството log (log ) 0x y x  . 

Решение. Од дефиницијата на логаритaмска-

та функција имаме 0x   и 0y  . Од друга 

страна од особините на логаритамската функци-

ја добиваме  
1

log
log

x
y y

x  . 

Сега неравенството го добива обликот  
1

log
log ( ) 0

x
x y

 ,  

log 1 log log 0x x x y  ,  

log (log ) 0x x y  .  

Случај 1. 0 1x  . Тогаш log 1x y  , од каде што следува 0 y x  .  

Случај 2. 1x  . Тогаш 0 log 1x y  , од каде што следува 1 y x  .  

Конечно, бараното множество е 1 2M M M  , каде  

1 {( , ) | 0 1,0 }M x y x y x     , и 2 {( , ) | 1,1 }M x y x y x    . 

 

16. Определи ги вредностите на реалниот параметар a  за кои решенијата на 

системот неравенки  

1
3

1
3

2
log 3

log (3 6 ) 3

log (3 18) 5

a

x

x

a x

x

    



  


 

формираат интервал со должина 1
3

.  

Решение. Првата неравенка има смисла за 0a  , 1a   и 3 6x a . При овие 

услови таа последователно е еквивалентно на неравенките   

1 1
3 3

1 2
3

2

2

3 6

33 6

2 2

log (3 6 ) log 3

log 3

3

3 6 3 27 0

x

x

x

a

a

xa

a

x x

a a x

x

a a





   

 



   

 

Ставаме 3 0xy    и последната неравенка го добива облик 2 26 27 0y ay a   , 

од каде добиваме 9y a , т.е. 3log 9x a .  

O x

y

1
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Втората неравенка на системот последователно е еквивалентна на неравенките  
5

5

0 3 18 3

0 3 (3 18) 3

18 3 27

x x

x x

x

  

  

 

 

па затоа 3(log 18,3)x . Бидејќи 1
3 3

3 log 18   (провери!), добиваме дека условот 

на задачата е еквивалентен со 1
3 3

3 log 9a  , од каде добиваме 3 9a  .  
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III  ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ   

 
1.  ОЈЛЕРОВА ФУНКЦИЈА  

 

1. Ако 2,n n  , тогаш ( )n  е парен број. Докажи!  

Решение. Нека 2kn m , 1k   и m  е непарен број. Тогаш  

1( ) (2 ) (2 ) ( ) 2 ( )k k kn m m m        , 

па затоа ( )n  е парен број. Понатаму, ако kn p m , p  е непарен прост број и 

NZD( , ) 1p m  , тогаш  

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( )

k k k k

k

n p m p m p p m

p p m





        

  
, 

па затоа ( )n  е парен број.  

 

2. Дадено е ( )m . Пресметај (2 )m .  

Решение. Ако m  е непарен број, тогаш NZD(2, ) 1m  , па затоа  

(2 ) (2) ( ) ( ).m m m       

Ако m  е парен број, тогаш 2km p  и 12 2km p , каде p  е непарен број, па 

затоа  

1 1 1 1 1
2 2

(2 ) (2 ) (2 ) ( ) 2 (1 ) ( ) 2 2 (1 ) ( )

2 (2 ) ( ) 2 (2 ) 2 ( ).

k k k k

k k

m p p p p

p p m

              

      

 

 

3. Во множеството  реши ја равенката (3 5 ) 600m n  .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
1 13 5 2 4 600m n     , 

т.е. на равеката  
1 1 23 5 3 5m n    . 

Во множеството  решение на последната равенка е 2, 3m n  .  

 

4. Во множеството  реши ја равенката ( ) 11424n  , ако 2 2n p q  и p  и q  

се прости броеви.  

Решение. Од 2 2n p q , каде p  и q  се прости броеви следува дека равенката  

( ) 11424n   е еквивалентна на равенката  

5( 1)( 1) 2 3 7 17pq p q      . 

Со непосредна проверка добиваме дека решенија на последната равенка се 

7, 17p q   и 17, 7p q  , па затоа 2 27 17 14161n   .  

 

5. Реши ја равенката 
2

( ) nn  .  
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Решение. Јасно n  мора да е парен број. Нека 2an r , каде r  е непарен број и 

aN . Равенката добива облик 1 12 ( ) 2a ar r   , од каде следува 1r   и 2an  , 

a .  

 

6. Реши ја равенката 
3

( ) nn  .  

Решение. Нека 2 3a bn r , каде r  е природен број кој не е делив со 2 и со 3 и 

,a b . Равенката добива облик 1 1 12 3 (3 1) ( ) 2 3a b a br r     , од каде следува 

1r    и 2 3 ,a bn  ,a b .  

 

7. Реши ја равенката 2
3

( ) nn  .  

Решение. Бројот 2
3
n  треба да е природен број, па затоа 3 | n . Нека 3kn m , 

каде 1, 1k m   и NZD(3, ) 1m  . Тогаш  

1( ) (3 ) (3 ) ( ) 2 3 ( )k k kn m m m         , 

па ако замениме во дадената равенка добиваме  
1 2

3
2 3 ( ) 3k km m   , т.е. ( )m m  , 

од каде следува 1m  . Конечно, решенија на дадената равенка се броевите од 

облик 3 ,kn k  .  

 

8. Реши ја равенката (2 ) (3 )n n   .  

Решение. Нека 2 3a bn r , каде , 0a b  , 1r   и NZD( ,6) 1r  . Со замена во 

дадената равенка последователно добиваме  
1 1(2 3 ) (2 3 )a b a br r    ,  

 1 1(2 ) (3 ) ( ) (2 ) (3 ) ( )a b a br r         

2 (3 ) (2 ) 2 3a b a b     .  

Ако 0b  , тогаш последната равенка го добива обликот  

12 2 3 (2 ) 2 3a b a b      , т.е. 2 3 (2 )a a  , 

што е противречност. Според тоа, 0b   и го добиваме равенството 2 2 (2 )a a  , 

т.е. 12 (2 )a a   , кое е исполнето за секој 1a  . Значи, решение на задачата е 

2an r , каде a  е произволен природен број и r  е произволен природен број 

заемно прост со 6.  

 

9. Пресметај го збирот 2(1) ( ) ( ) ... ( )ap p p     , каде p  е прост број.  

Решение. Имаме  
2 1

2 1

(1) ( ) ( ) ... ( ) 1 ( 1) ( 1) ... ( 1)

1 1 ... .

a a

a a a

p p p p p p p p

p p p p p p





            

        
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10. Ако n  е парен совршен број, тогаш 1 1( ) 2 (2 1)p pn     , за некој прост 

број p . Докажи!  

Решение. Парен природен број n  е совршен ако и само ако има облик  

12 (2 1)p pn   , 

каде 2 1p   е Мерсенов прост број. Според тоа,  
1 2

2 1 1 1

( ) (2 ) (2 1) 2 (2 1 1)

2 2(2 1) 2 (2 1).

p p p p

p p p p

n  

   

       

    
 

 

11. Во множеството природни броеви реши ја равенката ( (3 )) 2k k   .  

Решение. Имаме 1(3 ) 2 3k k   , па затоа  

1 1( (3 )) (2 3 ) (2) (3 ) 2k k kd k          

и со замена во равенката добиваме 2 2kk  , т.е. 12kk  . Но, 12kk  , за 1,2k   

и 12k k  , за 3k  , добиваме дека решенија на дадената равенка се 1k   и 

2k  .  

 

12. Најди ги сите природни броеви од облик ,kn p k   и p  е прост број 

такви што ( ( )) ( ( ))n n     . 

Решение. Нека ,kn p k   и p  е прост број. Имаме ( ( )) ( 1)kp k      и 

1 1( ( )) ( ( 1)) ( ) ( 1) ( 1)k k kp p p p p k p             , па од  условот на задачата 

добиваме ( 1) ( 1)k k p     . Но, ( 1)k k    и ( 1) 1p   , па затоа последното 

равенство е можно ако и само ако ( 1) 1p    и ( 1)k k   , од што следува дека 

1 1p   , т.е. 2p   и 1q k   е прост број. Конечно, решение на задачата е 

12qn  , каде q  е прост број.  

 

13. Нека ,a b , NZD( , ) , NZS( , )a b d a b m  . Докажи, дека  

( ) ( )ab d m   .  

Решение. Ако еден од броевите a  или b  е еднаков на 1, тогаш тврдењето е 

очигледно. Нека , 1a b  . Имаме  

1 2
1 2 ... kaa a

k
a p p p  и 1 2

1 2 ... kbb b
k

b p p p  

каде 1 2, ,..., kp p p  се различни прости броеви и 0, 0i ia b   и 1i ia b  , за 

1,2,...,i k . Тогаш  

1 2
1 2NZD( , ) ... knn n

k
d a b p p p  , 1 2

1 2NZS( , ) ... kmm m
k

m a b p p p  , 

каде  

min{ , } 0, max{ , } 1, 1,2,3,...,i i i i i in a b m a b i k     . 

Имаме  
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1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

11 1
1 21 2

( ) ( ... )

... ( 1)( 1)...( 1)

k k

k k

a ba b a b
k

a ba b a b
kk

ab p p p

p p p p p p

 

    

  

   
 

и  

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

11 1
1 21 2 1 2

11 1
1 21 2

11 1
1 21 2

( ) ... ... ( 1)( 1)...( 1)

... ( 1)( 1)...( 1)

... ( 1)( 1)...( 1)

k k

k k

k k

n mn n m m
kk k

m nm n m n
kk

a ba b a b
kk

d m p p p p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

 

    

    

    

   

   

 

па затоа ( ) ( )ab d m   .  

 

14. Докажи, дека ( ) ( ) 2n n n   , при што знак за равенство важи ако и само 

ако 1n   или n  е прост број.  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... kaa a

k
n p p p . Имаме  

11 11 2
1 21 2

1 2 1 2

( 1)( 1) ( 1)1 2
1 2

1 1 1
1 2

1 2

1

11 11 1 1
1 2 1 1 1

(1 )(1 )...(1 )1 1 1

(1 )(1 )...(1 )

(
1

( ) ( ) ... (1 )(1 )...(1 ) ...

[(1 )(1 )...(1 ) ]

2 (1

aa a k
kk

k k

aa a k
k

k
p p pk

pp paa a
k p p p p p p

p p p

p p p

a

n n p p p

n

n p

 

    

 

  

  

  

 

         

    

  2 ( 1)1) ( 1)
2)(1 )...(1 ) 2 ,kaa

k
p p n

  
  

 

при што знак за равенство важи ако и само ако 1n   или n  е прост број.  
 

15. Ако n , тогаш 
|

( )
d n

d n  , при што сумирањето е по сите позитивни 

делители на n . Докажи!  

Решение. Нека 
|

( ) ( )
d n

f n d  . Функцијата ( )f n  е мултипликативна, односно 

( ) ( ) ( )f nm f n f m , за секои m  и n  такви што NZD( , ) 1m n  . Нека p  е прост 

број и 1а  . Тогаш 

|

( ( ) (1) () ( ))
a

a a

d p

f p d p p       

2 11 ( 1) ( ) ... ( ) .a a ap p p p p p         

Според тоа, ако 1 2
1 2 ... kaa a

k
n p p p , тогаш 

1 21 2
1 2 1 2) ( ) ( )... ( ) ..( .k ka aa a a a

k k
f n f p f p f p p p p n   .  

 

16. Докажи, дека постојат бесконечно многу природни броеви k  такви што 

равенката ( )n k   нема решение.  

Решение. Нека 2 7 , 1mk m   . Ако 1 2
1 2 ... taa a

tn p p p , тогаш  

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

11 1
1 21 2

( ) ... (1 )(1 )...(1 )

... ( 1)( 1)...( 1).

t

t

t

aa a
t p p p

aa a
t t

n p p p

p p p p p p
 

    

   
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Ако најмалку два од простите броеви 1 2, ,..., tp p p  се непарни, тогаш 4 | ( )n , па 

затоа ( )n k  . Ако 2a bn p , каде 3p  , тогаш  

1 11 1
2

( ) 2 (1 )(1 ) 2 ( 1)a b a b

p
n p p p        

и лесно се покажува дека и во овој случај ( )n k  .  

 

17. Определи ги сите природни броеви n  такви што ( ( )) ( )n n n    , каде 

( )k  е бројот на природните броеви помали или еднакви на k  и заемно прости со 

k .  

Решение. За функцијата ( )k  важи (1) (2) 1     и ( )k  е парен број ако 

2k  . Освен тоа,  

2 ( ), ако  е парен
(2 )

( ), ако  е непарен.

k k
k

k k


  


     (1) 

Нека n  е решение. ќе разгледаме два случаја.  

Прв случај. Ако n  е парен број, тогаш 2sn m , каде ,s m  и m  е непарен 

број. Ако замениме во условот последователно добиваме  

1 1

( (2 )) (2 ) 2 ,

(2 ( )) 2 ( ) 2 .

s s s

s s s

m m m

m m m 

   

    
 

Ако 1m  , тогаш последното равенство го добива видот 1 1(2 ) 2s s    и 

единствена можност е 1s  , од што следува 2n  . Ако 1m  , тогаш ( )m  е 

парен број и од (1) следува  
1 12 ( ( )) 2 ( ) 2

( ( )) ( ) 2 .

s s sm m m

m m m

     

   
 

Но, ( )m m  , за секој 1m  , па затоа ( ( )) ( ) ( ) ( ) 2m m m m m       , што е 

противречност.  

Втор случај. Ако n  е непарен, тогаш ( ) 1n   или ( ) 2sn k  , каде ,s k  и 

k  е непарен број.  

Случајот ( ) 1n  , доведува до (1) 1 2n     , што е противречност.  

Ако ( ) 2sn k  , каде ,s k  и k  е непарен број, тогаш со замена во условот 

добиваме  

1

(2 ) 2

2 ( ) 2 .

s s

s s

k k n

k k n

  

  
 

Но, n  е непарен број, па последното равенство е можно ако и само ако 1s k  , 

што значи 3n  .  

Конечно, 2n   и 3n   се единствени решенија на задачата.  

 

18. Определи ги сите природни броеви m  и n  за кои важи ( ) 1nn m  .  

Решение. Ако 1n  , тогаш 2m  . Нека 1n  . Од условот ( ) 1nn m   следу-
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ва дека NZD( , ) 1m n  . Нека 1 2
1 2 ... k

k
n p p p

 
  е каноничното разложување на n . 

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека 1 2
1 2 ... k

k
p p p

 
   .  

Прв случај. Нека 2k  , За 2
2 ... k

k
t p p


  имаме ( ) ( )1 ( 1)n tm m M    , каде 

( )tM m . Бидејќи t  е делител на ( ) 1tm  , заклучуваме дека 1
1M p


 , што е 

противречност бидејќи 1 1( )
1 11tp t m M p
      .  

 Втор случај. Нека 1k  , т.е. n p , каде 2  . Тогаш 1( ) ( 1)n p p    и за 

2 ( 1)t p p   имаме ( ) 1 ( 1)n tm m M    , каде tM m . Бидејќи 1p  е дели-

тел на 1tm  , заклучуваме дека M p  и како во претходниот случај добиваме 

противречност.  

Трет случај. Нека n p  е прост број. Тогаш ( ) ( ) 1n p p     . Ако 2p  , 

тогаш 3m  . Ако 2p  , тогаш 1 2p s  . Сега, од ( 1)( 1)s sp m m    следува, 

дека 1 1sm   , т.е. 1s   и 2m  . Тоа значи, дека 3p  .  

Конечно, бараните вредности се ( , ) (1,2), (2,3), (3,2)n m  .  

 

19. Ако n  е сложен природен број, тогаш ( )n n n   . Докажи!  

Решение. Нека n  е сложен  и 1 2
1 2 ... kaa a

k
n p p p  е неговот канонично прет-

ставување. Тоа значи дека n  има прост множител jp n , па затоа важи  

1 2

1 2

11 1 1 1 1 1 1
1 2( ) ... (1 )(1 )...(1 ) (1 ) (1 )k

k j

aa a
k p p p p n

n p p p n n n n
 

           . 

 

20. Нека n  е непарен природен број таков што броевите ( )n  и ( 1)n   се 

степени на бројот 2 . Докажи, дека 1n  е степен на бројот 2 или 1 5n  .  

Решение. Ако 
1

i
k

r
i

i

n p


  е каноничното претставување на бројот n , тогаш 

1

1

( ) ( 1)i
k

r
ii

i

n p p




   , па бидејќи ( )n  нема други степени освен бројот 2, мора да 

важи 1ir   и 1 2 ib
ip    за секој i  и некои ib . Но, бројот 2 1ib

  може да биде 

прост само ако бројот ib  е степен на бројот 2, добиваме дека 
22 1

ci
 , за некои 

различни ic .  

Нека претпоставиме дека бројот 1n  не е степен на бројот 2. Бидејќи бројот 

( 1)n   е степен на бројот 2 следува дека сите непарни прости делители на бројот 

1n  се од облик 
22 1

di
 . Според тоа,  

2

1

(2 1)
ci

k

i

n


   и 
2

1

1 (2 1)
d jl

j

n


   , 
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при што сите ic  и jd  се различни меѓе себе. Без ограничување на општоста 

можеме да сметаме дека 1 2 ... kc c c    и 1 2 ... ld d d   .  

За секои , ,m M m M  , со едноставна индукција се докажува дека важи  

12 2 2 2 2

12 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 1 2

2 2 2 1 2 2 1

m i m M m

m i m M m

M

i m





  

 

    . 

Оттука добиваме  
1 12 2

1 12 2

2 1 2

2 2 1

2 2
c c

c c

c cn



   и 
1 12 2

1 12 2

2 1 2

2 2 1

2 1 2
d d

d d

d dn



   , 

каде 
1

2 i

k
c

i

c


   и 
1

2 j
l d

j

d


  . Од горните неравенства следува дека c d . Ако 

1 1d c , тогаш 
1 12 2

1 12 2

2 2 1

2 1 2

d c

d c





 , па затоа 1n n  , што е противречност. Според тоа, 

1 1d c , па тогаш  

1 12 2

1 12 2

2 1 2

2 2 1

1 2 2
d c

d c

d cn n



    , 

па затоа  
1 12 2

1 12 2

1 2 1 2 1

2 2

d c

d c

n
n
    . 

Но, 
12 22 1 1

c

n a    , за 
122

d

a  , па затоа  
2 2

3 3

( 1)( 1)1 111 1
a an a a

n n a a

        , 

од каде следува 
3

2

2

1
1 a

a a
a n

 
   . Единствена можност е 2a   и 5n  .  

 

21. Докажи, дека за секој природен број m  постои природен број n m  таков 

што декадниот запис на 5n  се добива од декадниот запис на 5m  со додавање на 

неколку цифри од лево.  

Решение. Прво ќе докажеме, дека ако бројот 5m  има k  цифри, тогаш k m . 

Навистина, ако го претпоставиме спротивното, тогаш 1k m  , па како секој број 

со k  цифри е поголем или еднаков на 110k  добиваме 1 110 10 5 10k m m k    , 

што е противречност.  

Ако најдеме n  таков што 5 5n m  се дели со 10k , тогаш последните k  цифри 

на 5n  се совпаѓаат со бројот 5m , т.е. 5n  се добива од 5m  со додавање на неколку 

цифри од лево. Бидејќи броевите 2 и 5 се заемно прости, заклучуваме дека бројот 

(2 )5 1
k   е делив со 2k , каде ( )x  е Ојлеровата функција. Тогаш бројот  

(2 ) (2 )5 5 5 (5 1)
k km m m     

е делив со 5k  и со 2k , т.е. се дели со 10k . Значи, (2 )kn m   е бројот со 

саканото својство.  
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2.  ТЕОРЕМА НА ОЈЛЕР   

 
1. Даден е природен број 1n  . Докажи, дека постојат n  последователни 

природни броеви чиј производ е делив со сите прости броеви помали или еднакви 

на 2 1n  и не е делив со ниту еден друг прост број.  

Решение. Ако бројот 1n  е сложен, тогаш броевите 2, 3,...,2 1n n n    го 

имаат саканото својство. Навистина, нивниот производ очигледно е делив со сите 

прости броеви од интервалот [ 2,2 1]n n  , но не е делив со простите броеви 

поголеми од 2 1n . Освен тоа, за секој прост број p n  меѓу множителите имаме 

полн систем на остатоци по модул p , па значи производот е делив со p .  

Ако 1n  е прост број, тогаш тој е непарен и 2n  е парен, што значи дека е 

сложен број. Сега да ги разгледаме броевите 3, 4,...,2 2n n n   . Како и 

претходно, лесно се гледа дека нивниот производ P  е делив со сите прости 

броеви од интервалите [1, ]n  и [ 3,2 2]n n  , но не е делив со простите броеви 

поголеми од 2 1n  (бидејќи 2 2n  е сложен). Освен тоа P  е делив со 
2 2

2
1 nn   .  

 

2. Докажи, дека 3402 1  не е прост број.  

Решение. Од теоремата на Ојлер следува  
10 (11)2 2 1(mod11)  . 

Значи,  
340 10 34 342 (2 ) 1 (mod11)  , т.е. 34011| (2 1) . 

Според тоа, 3402 1  не е прост број.  

 

3. Докажи, дека за секој природен број n  бројот 15n  е делител на 2 51 2
n

N   .  

Решение. Од теоремата на Ојлер имаме 
14 5 (5 ) 12 2 1(mod5 )

n n n    . Значи, 

15n  е делител на 
2 5 2 5(2 1)(2 1)

n n   . Двата множители во последниот производ 

се заемно прости и 
2 55 | (2 1)

n   (провери!), па затоа 
1 2 55 | (2 1)

nn   .  

 

4. Ако NZD( , ) 1,  2p q p  , тогаш низата 
1

{ , }
np

qn
n


  содржи бесконечно 

многу цели броеви. Докажи!  

Решение. Од NZD( , ) 1p q   следува NZD( , ) 1kp q  , за секој k . Значи, за 

секој природен број k  ќе важи ( )| 1k qq p   . Нека 
( ) 1k qp

k q
n

 
 . Тогаш важи  

( )

( )

1

n nk k
k

k q
k

p p n k q

qn p
p



 


  . 

Бидејќи 2p  , за доволно големо k  ќе важи ( )kn k q  .  
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5. Нека NZD( , ) 1a n   и ( )b c k n   . Докажи, дека b ca a  е делив со n .  

Решение. Според теоремата на Ојлер важи ( ) 1(mod )na n  , па затоа  

( ) 1(mod )k na n  . 

Последната конгруенција ја множиме со ca  и добиваме  

( ) (mod )k n c ca a a n  , т.е. ( ) (mod )c k n ca a n   . 

Но, ( )b c k n   , па затоа (mod )b ca a n , што значи | ( )b cn a a .   

 

6. Нека a  и b  се природни броеви за кои важи  

NZD( ,2013) NZD( ,2013) 1a b   

и a b . Докажи дека бројот 1200 1200a b  има најмалку три прости делители. 

Решение. Од 2013 3 11 61    следува  

1 1 1
3 11 61

(2013) 2013 (1 )(1 )(1 ) 1200       . 

Од теоремата на Ојлер следува  
1200 (2013) 1(mod 2013)a a   и 1200 (2013) 1(mod2013)b b  . 

Затоа 12002013 | 1a   и  12002013 | 1b  . Според тоа, 1200 12002013 | a b , што значи 

дека простите броеви 3, 11 и 61 се делители на 1200 1200a b .  

 

7. Определи ги последните две цифри во декадниот запис на бројот 42137 .  

Решение. Бидејќи NZD(137,100) 1  од теоремата на Ојлер следува  

(100)137 1(mod 100)  . 

Но, 2 2100 2 5 , па затоа  

1 1
2 5

(100) 100(1 )(1 ) 40     , 

од што следува дека 40137 1(mod 100) . Од друга страна 137 37(mod100) , па 

затоа 2137 1369 69(mod 100)  . Конечно,  

42137 69(mod 100)  

што значи дека последните две цифри на бројот 42137  се 6 и 9.  

 

8. Определи го остатокот од делењето на бројот 76 150(12371 34)  со 111.  

Решение. Бидејќи NZD(12371,111) 1 , од теоремата на Ојлер следува  

(111)12371 1(mod 111)  . 

Понатаму, 111 3 37  , па затоа (111) (3 1)(37 1) 72     . Според тоа,  

7212371 1(mod 111) . 

Исто така, 12371 50(mod111) , па затоа  

2 212371 50 58(mod 111)   и 4 212371 58 34(mod 111)  . 

Оттука,  
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7612371 34(mod 111)  и 7612371 34 68 43(mod 111)    . 

Но, NZD(43,111) 1 , па затоа од теоремата на Ојлер следува дека  

7243 1(mod 111) , 

што значи  
14443 1(mod 111) . 

Од друга страна  
243 1849 38(mod 111)   ,  

4 243 38 1444 1(mod 111)    и  

643 38 73(mod 111)    

што значи дека  
76 150 150 144 6(12371 34) ( 43) 43) 43) 73(mod 111)     .  

Конечно, бараниот остаток е 73.  

 

9. Определи ги сите природни броеви во чиј декаден запис се појавува само 

цифрата 9 и кои се деливи со 7.  

Решение. Бараните броеви се до облик 10 1n  . Најмалиот број n  за кој 

10 1 0(mod 7)n   , односно 10 1(mod 7)n   е бројот (7) 6  . Значи, 6 ,n k  

k . Конечно, бараните броеви имаат 6k  цифри и сите цифри им се еднакви на 

9.  

 

10. Нека n  е непарен природен број. Докажи, дека 12 (2 1) 1(mod9)n n   .  

Решение. Имаме (9) 6  . Бидејќи n  е непарен број важи 6n q r  , 1,3r   

или 5. Од теоремата на Ојлер следува 62 1(mod9) , па затоа 62 1(mod9)q   што 

значи дека  
62 2 2 (mod9)n q r r   и 1 6 1 12 2 2 (mod9)n q r r     . 

Според тоа,  
1 12 (2 1) 2 (2 1)(mod9)n n r r    , 

па затоа доволно е да докажеме дека  
12 (2 1) 1(mod9)r r   , за 1,3r   и 5, 

што се проверува непосредно.  

 

11. Нека n  е природен број кој не е делив ниту со 2, ниту со 3, ниту со 5. Дока-

жи, дека бројот со ( )n  цифри, кај кој сите цифри се единици, е делив со n .  

Решение. Бидејќи NZD(10, ) 1n  , од теоремата на Ојлер следува конгруенци-

јата ( )10 1 0(mod )n n   . Бројот ( )10 1n   има ( )n  цифри и сите цифри се 

деветки. Но, NZD(9, ) 1n   и ако конгрунцијата ја поделиме со 9 добиваме број со 

( )n , кај кој сите цифри се единици и кој е делив со n .  
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12. Докажи, дека последните 2k  цифри на бројот 
2 14 5 2 22 2
k k k    се нули.  

Решение. Броевите 2 и 5n  се заемно прости и 1(5 ) 4 5n n   , па од теоремата 

на Ојлер следува  
14 52 1(mod 5 )

n n  . 

Ако во горната конгруенција ставиме 2n k , добиваме  
2 14 5 22 1(mod 5 )
k k  , 

па затоа 
2 12 4 55 | (2 1)
kk   , од што следува 

2 12 2 2 4 52 5 | 2 (2 1)
kk k k   , односно . 

2 12 4 5 2 210 | (2 2 )
kk k k   , што значи дека последните 2k  цифри на бројот 

2 14 5 2 22 2
k k k    се нули.  

 

13. Нека a  е природен број. Определи го остатокот при делењето на бројот 

100a  со 125.  

Решение. Ако NZD( ,5) 5a  , тогаш 100125 | a . Ако NZD( ,5) 1a  , тогаш  од 

теоремата на Ојлер следува  
2100 4 5 (125) 1(mod 125)a a a    . 

Конечно, бараните остатоци се 0 и 1.  

 

14. Најди го остатокот при делењето на збирот  
100 100 100 1001 2 3 ... 1997S       

со 125.  

Решение. Имаме  
3 3 1

5
(125) (5 ) 5 (1 ) 100      . 

Од теоремата на Ојлер добиваме: ако NZD( ,5) 1a  , тогаш 100 1 (mod 125)a  , а 

ако NZD( ,5) 1a  , тогаш 5 | a  и 1005 | a , т.е. 100 0 (mod 125)a  . Останува да 

пресметаме колку броеви од 1 до 1997 не се делливи со 5. Бидејќи 1997
5

399  
 

, 

такви броеви вкупно се 1997 399 1598  . Според тоа 

100 100 100 1001 2 3 ... 1997 1598 98 (mod 125)S        , 

т.е. бараниот број е 98.  

 

15. Определи ги сите природни броеви 1n   за кои бројот  

1 2 ( 1)n n nn    

е делив со n .  

Решение. Сите непарни броеви поголеми од 1 го задоволуваат условот на 

задачата. Навистина, ако 2 1n t  , тогаш 1
2

n t   е природен број и за 

1
2

1,2,..., nk   важи | ( )n nn k n k  . Значи, (|1 2 1)n n nn n   .  
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Нека сега n  е парен број и нека 2s m n , m  е непарен број. Бидејќи 2ss  , 

заклучуваме дека за парни k  важи 2 |s nk , а за непарните k , чиј број е 
2
n , од 

теоремата на Ојлер имаме 
1

2 1(mod 2 )
sk s

 , па затоа и 1(mod 2 )n sk   и оттука  

2
1 3 ...  ( 3)  ( 1) (mod 2 )n n n n snn n       . 

Според тоа, од  

2 4 ... ( 2) 0(mod2 )n n n sn      

добиваме  

2
1 2 ...  ( 2)  ( 1) (mod 2 )n n n n snn n       . 

Ако сега претпоставиме, дека |1 2 .. ( 1)n n nn n   , тогаш бидејќи 2 |s n , ја до-

биваме конгруенцијата 
2

0 (m 2 )odn s  од која следува 
2

2 |s n , што противречи на 

2 ,  sn m m  е непарен број. Конечно, ако n  парен број, тогаш  

1 2| ( 1)n n nn n   .  

 

16. Докажи дека ако a  и b  се заемно прости природни броеви, тогаш постојат 

цели броеви m  и n  така што 1(mod )m na b ab  .  

Решение. Нека ( )m b   и ( )n a  , каде   е Ојлерова функција. Од тео-

ремата на Ојлер имаме ( ) 1(mod )m ba a b  . Значи, 1(mod )m na b b  , т.е. важи 

| 1m nb a b  . На ист начин добиваме 1(mod )m na b a   односно | 1m na a b  . 

Но, a  и b  се заемно прости, па затоа | 1m nab a b  , т.е. 1(mod )m na b ab  .  

 

17.  Докажи дека постои природен број 2n   таков што 1991|199...991

n

. 

Решение. Имаме  

1 1 1 10 1
10 1

1 1 1

199...991 1 10 9(10 10 ... 10) 1 10 9 10

10 10 9 2 10 9.

nn n n n

n

n n n

   


  

          

     

 

Нека 1800 2n k  . Бидејќи 1 1
11 181

(1991) (11 181) 1991 (1 )(1 ) 1800         , од 

теоремата на Ојлер следува  
1 1800 3 1800 3

(1991)

199...991 2 10 9 2 10 9 2 10 2000

2000 ((10 ) 1) 2000 (1 1) 0(mod1991)

n k k

n

k k

  



        

      

 

т.е. 1991|199...991

n

.  

 

18. Докажи, дека ако n  е непарен природен број, тогаш 
!| 2 1nn  . 
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Решение. Ако n  е природен број, тогаш ( ) | !n n . Навистина, за 1n   тоа е 

очигледно, а ако 1n   и 1 2
1 2 ... k

k
n p p p

 
  е каноничното разложување на n , каде 

1 2 ... kp p p   , тогаш 

1 2 11
1 21 2

1
( ) ... ( 1)( 1)...( 1) | !k

kk
n p p p p p p n

   
     , 

бидејќи 1 2 11 1
1 2 ... |k

k
p p p n

  
, а 1k kp p n   , па затоа  

1 21 1 ... 1kp p p       

се различни природни броеви помали од n  т.е  

1 2( 1)( 1)...( 1) | ( 1)!kp p p n    . 

Сега, бидејќи n  е непарен природен број, од теоремата на Ојлер имаме 

( )2 1(mod )n n  . Според тоа,  

!
( )! ( )2 (2 ) 1(mod )
n
nn n n  . 

 

19. Докажи, дека за секој природен број s  постои природен број n  кој се дели 

со s  и чиј збир на цифри е s .  

Решение. Нека s  е даден природен број, 2 5s t  , каде ,   се цели нене-

гативни броеви, а t  е природен број кој не се дели ниту со 2, ниту со 5. Од 

теоремата на Ојлер следува ( )10 1(mod )t t  . Нека  

( ) 2 ( ) ( )10 10 10 10( )t t s tn       . 

Бројот n  се дели со s , бидејќи 2 5 |10    и бидејќи |t s  добиваме  

( ) 2 ( ) ( )10 10 10 0(mod )t t s t s t      . 

Од друга страна, јасно, збирот на цифрите на бројот n  е s .  

 

20. Нека k  и n  се природни броеви такви што 12nk  . Докажи, дека бројот 

2 2 21 2 ...
n n n

k    е делив со 2n  ако и само ако 12 1nk   .  

Решение. Нека 12nk   е таков природен број што бројот  

2 2 2( , ) 1 2 ...
n n n

S n k k     

е делив со 2n . Бидејќи 
2(2 )

n

i  е делив со 
22

n

, доволно е да ги разгледаме само 

непарните собирци во ( , )S n k . Ако j  е непарен, тогаш од теорема на Ојлер сле-

дува 
12 1(mod 2 )

n nj


 , па затоа 
2 1(mod 2 )

n nj  . Тогаш  

1
2

( , ) [ ](mod 2 )nkS n k  . 

Јасно, 1
2

[ ] 2nk  , при што знак за равенство важи само ако 12 1nk   .  

 

21. Нека k  е природен број и m  е непарен цел број. Докажи, дека постои 

природен број n  таков што 2k
 е делител на 

nn m .  
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Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по k . За 1k   можеме да 

земеме произволен непарен број n . Нека 0n   е таков што 0
0 (mod2 )
n kn m . 

Јасно, 0n  е непарен број.  

Ако 0 1
0 (mod2 )
n kn m  , тогаш нема што да докажуваме. Во спротивно ќе 

докажеме дека бројот 0 2kn n   го има саканото својство.  

Имаме 0
0 2
n kn m d  , каде d  е непарен број и затоа бројот 

0
0 2 2 ( 1)
n k kn m d     е делив со 

12k
. Од теоремата на Ојлер следува дека 

2 11(mod2 )
k kn  . Затоа  

0 0 00 0 0 0

0 0

12 2
0 0 1 0

1
0 0

( 2 ) ( ) 2

2 2 ( 1)2 (mod 2 ).

k k n n nn n n nn k k

n nk k k k

n n n n n n n n

m n m n m





      

      
 

Според, 
10(mod2 )n kn m   , па од принципот на математичка индукција 

следува тврдењето на задачата.  

 

22. Докажи, дека за секои природни броеви m  и n  постојат бесконечно многу 

заемно прости природни броеви a  и b  такви што a b  е делител на 
a bam bn .  

Решение. Ако 1m n  , тогаш условот е исполнет за секои два заемно прости 

броеви a  и b . Нека 2mn  . Бидејќи  

( ) ( ) [( ) ]a a b a b a a bn am bn a b n a mn n      , 

доволно е да докажеме, дека постојат бесконечно многу парови заемно прости 

броеви a  и b  такви што a b  е делител на ( )a a bmn n   и NZD( , ) 1a b n  .  

Нека p a b   е прост број. Треба да докажеме дека постојат бесконечно 

многу парови ( , )p a , каде p  е прост број и 1 1a p   , такви што p  е делител на 

( )a pmn n .  

Од теоремата на Ферма следува дека ако 1 2(mod 1)a a p  , 1 21, 1a a  , 

тогаш 1 2( ) ( ) (mod )
a a

mn mn p .  

Според тоа, доволно е да докажеме дека постојат бесконечно многу прости 

броеви p  и природни броеви a  такви што p  е делител на ( )amn n .  

Нека претпоставиме, дека постојат само конечно многу прости броеви 

1 2, ,..., rp p p  кои се делители на броевите од видот ( )amn n . Тогаш  

1 22
1 2( ) ... r

rmn n p p p
  

  ,         (1) 

каде i  се ненегативни цели броеви. Понатаму, за  

1 2
1 21 2 ... ( 1)( 1)...( 1) 2r

r ra p p p p p p
  

      

имаме  
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1 2
1 2( ) ... ra

rmn n p p p
  

          (2) 

каде i  се ненегативни цели броеви.  

Ако ip  е делител на n , тогаш од (2) и 2a   следува дека i
ip


 е делител на n , 

па затоа i
ip


 е делител на 2( )mn n . Сега, од (1) следува дела i i   . Ако ip  не 

е делител на n , тогаш ip  не е делител и на m . Значи, 
1

NZD( , ) 1i
ip mn
 

  и 

бидејќи 
1

( )i
ip
 

  е делител на 2a   од теоремата на Ојлер следува, дека  

12( ) ( ) (mod )ia
imn n mn n p
 

   . 

Но, 
1i

ip
 

 не е делител на 2( )mn n , па затоа од претходната конгруенцуја следу-

ва дека 
1i

ip
 

 не е делител и на ( )amn n . Според тоа, i i   . Од досега изнесе-

ното следува дека  

1 2 1 2 2
1 2 1 2( ) ... ... ( )r ra

r rmn n p p p p p p mn n
    

     , 

што противречи на 2a  . Конечно, од добиената противречност следува дека 

постојат бесконечно многу прости броеви p  и природни броеви a  такви што p  е 

делител на ( )amn n .  

 

23. Даден е природен број a . Докажи, дека  

а) за секој прост број p  постојат бесконечно многу природни броеви n  такви 

што | np a n ,  

б) за секој прост број p  постојат бесконечно многу природни броеви n  такви 

што 2 | np a n .  

Решение. Очигледно а) следува од б), но ќе дадеме одделни докази за двете 

тврдења. Јасно, ако |p a , тогаш доволно е да ги земеме природните броеви n  кои 

се деливи со 2p , а такви има бесконечно многу.  

а) Малата теорема на Ферма дава идеја да бараме n  таков што се исполнети 

конгруенциите 0(mod 1)n p   и 1(mod )n p  , бидејќи тогаш важи 

1(mod )na p  и 1(mod )n p  , па затоа 0(mod )na n p  . Од кинеската теорема 

за остатоци следува дека постојат бесконечно многу такви броеви n . Од 

0(mod 1)n p   следува ( 1)n s p   и тогаш од 1(mod )n p   добиваме 

1(mod )s p , т.е. 1s kp  . Според тоа, ( 1)( 1), 0n p kp k     е цел број.  

б) Ако ја искористиме теоремата на Ојлер за  
2( ) 2 21(mod ), ( ) ( 1)pa p p p p      

за најдените вредности во а) добиваме  
( 1) 1 2 1 21 1(mod )n kp p p pa n a a kp kp p a kp p p            . 

Според тоа, доволно е да избереме k  таков што 
1 1 1(mod )

pa
p

k p
    и да доби-
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еме 20(mod )na n p  .  

 

24. Нека се a  и n  природни броеви. Докажи дека постои природен број m  

таков што n  е делител на ma m .  

Решение. Ако 1a  , тогаш можеме да земеме 1m kn   и притоа лесно се 

проверува дека важи | mn a m .  

Ако 2a  , со индукција по n  ќе докажеме дека за секој пар ( , )a n  постојат 

бесконелно многу броеви кои го задоволуваат условот на задачата.  

Ако 1n  , тогаш тврдењето е очигледно.  

Нека 1n   и нека тврдењето е точно за сите броеви помали од n . Нека  

1 2 1 2
1 2 1 2... ...k l

k l
a p p p q q q

    
  и 1 2 1 2

1 2 1 2... ...k s
sk

n p p p r r r
    

 , 

каде , ,i i ip q r  се прости броеви такви што i jq r  за секои ,i j , а , , ,i i i i     се 

природни броеви. Нека  

1 2
1 2 ... k

k
b p p p

 
  и 1 2

1 2 ... s
sc r r r

  
 . 

Тогаш n bc  и NZD( , ) 1a c  . Ако 1c  , за m kn  и доволно голем k  важи 

| mn a m  (сите прости делители на n  учествуваат во факторизацијата на бројот 

a ). Ако 1c  , тогаш важи 1 ( )c c   , па од индуктивната претостака постојат 

бесконечно многу t  такви што ( ) | tc a t  . Според тоа, | 1
ta tc a   . Како во 

случајот 1c   за доволно големо t  важи | tb a , па затоа  

| ( 1)
t tt a t a tn bc a a a a    , 

за доволно големо t .  

 

 

 

3.  ТЕОРЕМА НА ВИЛСОН  

 
1. Нека p  е прост број. Докажи, дека за секој 0,1,2,...,k   1p   важи  

!( 1)! ( 1) 0(mod )kk p k p     . 

Решение. Да означиме !( 1) ( 1)k
ka k p k     . Имаме  

1
1 !( 1)! ( 1) ( 1)!( 2)! ( 1)

!( 2)![ 1 1]

!( 2)!

k k
k ka a k p k k p k

k p k p k k

k p k p


           

      

  

 

па затоа 1 0(mod )k ka a p  , за 0,1,2,..., 2k p  . Но, од теоремата на Вилсон 

следува дека 0 ( 1)! 1 0(mod )a p p    , со замена за 0k   во претходната кон-

груенција добиваме 0 1 0(mod )a a p  , т.е. 1 0(mod )a p . Повторувајќи ја по-

стапката за 1,2,..., 2k p   добиваме 1 0(mod )ka p  , што и требаше да се до-

каже.  
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2. Нека p  е прост број и 1 2 1, ,..., pa a a   се последователни природни броеви. 

Определи го остатокот од делењето на бројот 1 2 1... pa a a   со бројот p  .  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

1 2 1... pa a a    . Ако еден од овие броеви е делив со p , тогаш бараниот остаток 

е 0. Нека ниту еден од броевите 1 2 1, ,..., pa a a   не се дели со p . Ако 1 (mod )a r p  

и 2 1r p   , тогаш 2 1 1p r p      и притоа важи 1 0(mod )p ra p   , што е 

противречност. Според тоа, имаме  

1 1(mod )a p , 2 2(mod )a p , ..., 1 1(mod )pa p p   , 

па затоа ако ја искористиме теоремата на Вилсон добиваме  

1 2 1... ( 1)! 1(mod )pa a a p p     .  

 

3. Докажи, дека ако p  е непарен прост број, тогаш  

а) 
1

22 2 2 21 3 5 ... ( 2) ( 1) (mod )
p

p p


       ,  

б) 
1

22 2 2 22 4 6 ... ( 1) ( 1) (mod )
p

p p


       .  

Решение. Од теоремата на Вилсон имаме  

1 2 3 ... ( 2)( 1) 1(mod )p p p        .       (1) 

Понатаму, за секој 1,2,3,..., 1i p   важи  

( )(mod )i p i p   . 

Ако ги замениме 
1

2

p
 парните броеви на левата страна на (1) ја добиваме конгру-

енцијата  
1

22 2 2 21 3 5 ... ( 2) ( 1) 1(mod )
p

p p


         

и ако последната конгруенција ја помножиме со 
1

2( 1)
p

 , добиваме дека е точна 

конгруенцијата под а). Аналогно, ако ги замениме 
1

2

p
 непарните броеви на лева-

та страна на (1) ја добиваме конгруенцијата 
1

22 2 2 22 4 6 ... ( 1) ( 1) 1(mod )
p

p p


         

и ако последната конгруенција ја помножиме со 
1

2( 1)
p

 , добиваме дека е точна 

конгруенцијата под б).  

 

4. Низата 2{ }n nx 
  е определена со 2 31, 1x x   и  

2 3
1 1( 1)( 2) ( 1) ( 1)n n nn n x n n n x n x         , за 3n  . 

Докажи дека nx  е цел број ако и само ако n  е прост број.  

Решение. Со смената n nnx y  дадената релација го добива видот  

2 2
1 1( 2) ( 1) ( 1)n n nn y n n y n y       , 

што е еквивалентно на  
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2( 1)
1 12

( )
n

n n n nn
y y y y


 
   . 

Оттука, со индукција лесно следува дека  

1 ( 1)( 1)! ! ( 1)!n ny y n n n n         и ( 1)! 1ny n   .  

Според тоа, ny
n n

x   е цел број ако и само ако | ( 1)! 1n n  , што според теоремата 

на Вилсон значи ако и само ако n  е прост број.  

 

5. Нека 0 1 1, ,..., pa a a  ; 0 1 1, ,..., pb b b   се две пермутации на броевите 0,1,..., 1p , 

каде p  е прост број број. Со 0 1 1, ,..., pr r r   ги означуваме остатоците од делењето 

на броевите 0 0 1 1 1 1, ,..., p pa b a b a b   со бројот. Докажи, дека броевите 0 1 1, ,..., pr r r   

не формираат пермутација на броевите 0,1,..., 1p .  

Решение. Нека 0 1 1, ,..., pr r r   е пермутација на броевите 0,1,..., 1p . Тогаш во 

пермутациите 0 1 1, ,..., pa a a   и 0 1 1, ,..., pb b b   бројот 0 треба да се наоѓа на исто 

место, бидејќи во спротивно ќе добиеме дека за некои i j  важи 0i jr r  . Без 

ограничување на општоста можеме да земеме дека 0 0 0a b  . Тогаш 0 0r   и 

1 2 1, ,..., pa a a   и 1 2 1, ,..., pb b b   се пермутации на броевите 1,2,..., 1p . Од 

теоремата на Вилсон следува  

1 2 1

1 2 1

1 2 1

... 1(mod ),

... 1(mod ),

... 1(mod ).

p

p

p

a a a p

b b b p

r r r p







 

 

 

 

Затоа  

1 2 1 1 2 1

1 1 2 2 1 1 1 2 1

1 ( 1)( 1) ( ... )( ... )

( )( )...( ) ... 1(mod ),

p p

p p p

a a a b b b

a b a b a b r r r p

 

  

   

   
 

што е противречност.  

 

6. Нека , 1,2,...,22ia i   се 22 последователни природни броеви. Докажи, дека 

тие не може да се поделат во две групи така да производот на броевите од едната 

група е еднаков на производот на броевите од другата група.  

Решение. Во 22 последователни природни броеви само еден е делив со 23, па 

затоа доколку бараната поделба е можна меѓу дадените броеви ниту еден не е 

делив со 23. Нека претпоставиме дека  

1 2 1 2
... ... , 22

t si i i j j jM a a a a a a N s t     , 

каде 1 2 1 2, ,..., , , ,...,t ti i i j j j  е пермутација на броевите 1,2,...,22. Тогаш  

2
1 2 22... 22!(mod23)M MN a a a    

и од теоремата на Вилсон следува дека 2 1(mod23)M   . Последното меѓутоа не 

е можно, бидејќи од NZD( ,22) 1M   и од теоремата на Ферма следува дека  

22 111 ( 1) 1(mod23)M     . 
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7. Докажи, дека за 5n   бројот 
( 1)!

( 1)
[ ]

n

n n




 е парен.  

Решение. Прв начин Ако 
( 1)!

( 1)

n

n n
N




 , тогаш 

( 1)! !
1

( 1)!
n n

n n
N n




    . Ако 5m   

е произволен сложен број, тогаш бројот 
( 1)!m

m


 е парен број. Значи, ако n  и 1n  

се сложени броеви, тогаш N  е парен број. Останува да го разгледаме случајот 

кога еден од броевите n  и 1n  е прост. Нека, на пример, n  е прост број. Тогаш 

1n  е сложен број, па затоа бројот !
1

n
n

 е парен. Имаме 
( 1)! !

1
[ ] [ ] ( 1)!

n n
n n

N n



    , 

па затоа доволно е да докажеме дека 
( 1)!

[ ]
n

n


 е парен број. Од теоремата на Вилсон 

следува дека | ( 1)! 1n n   и бидејќи ( 1)! 1n   е непарен број добиваме дека 

количникот 
( 1)! 1n

n

 
 е непарен број. Понатаму, 

( 1)! ( 1)! 1 1n n

n n n

  
  , па затоа 

( 1)! ( 1)! 1
[ ] 1

n n

n n

  
   е парен број.  

Втор начин. Да означиме 1 7p n   . Тогаш 1p   е сложен број и нека 

1 ,1 , 2p ab a b p     . Според тоа, 1p   е делител на ( 2)!p  , бидејќи ( 2)!p   

ги содржи различните множители 2 и 
1

2

p
. Нека ( 2)! ( 1)p k p   . Бидејќи 7p  , 

меѓу броевите од 2 до 2p   има барем два парни броја. Нека l  е најголемиот 

природен број таков што 2 | 1l p  . Тогаш множеството 
1

2
{1,2,..., 2}\{2 , }

l

plp


  

содржи барем еден парен број. Сега, од равенството ( 2)! ( 1)p k p   , изборот на 

l  да е најголемиот природен број таков што 2 | 1l p   и фактот дека меѓу броевите 

од 2 до 2p   има барем два парни броја, заклучуваме дека k  е парен број. Тоа 

значи дека 2( 1)! ( 1) (mod )p k p k p     и од теоремата на Вилсон следува дека 

1(mod )k p  . Значи, постои природен број m  таков што 1k mp   и како k  е 

парен број заклучуваме дека m  е непарен број. Добиваме  

2

( 1)! ( 2)! ( 1) 1 1
( 1) ( 1)

n p k p mpk
p p p p p p pn n

m
   

 
      , 

па затоа 
2

( 1)!
[ ]

n

n n




 е непарен број. 

 

8. Нека 5n   и 2 b n  . Докажи, дека  

( 1)!
[ ] 0(mod 1)

n

b
b


  . 

Решение. Ако 1b n  , тогаш  

( 1)!
1 2 ... ( 1)( 1)...( 1)

n

b
b b n


        

и очигледно 
( 1)!

( 1) |
n

b
b


 . Нека b n . Ако n  е сложен број и не е квадрат на 

прост број, тогаш n ac , каде 2 2a c n     и тогаш  

( 1)!
1 2 ... ( 1)( 1)...( 1)( 1)...( 1)

n

n
a a c c n


          
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пак е цел број и се дели со 1n . Нека 2n p , каде p  е прост број. Од 5n   

следува 2p   и затоа 2 1p n  . Тогаш   

( 1)!
1 2 ... ( 1)( 1)...(2 1) 2 (2 1)...( 1)

n

n
p p p p n


            

пак е цел број и се дели со 1n . Останува да го разгледаме случајот кога n p  е 

прост број. Од теоремата на Вилсон имаме ( 1)! 1(mod )p p    и како 

1 1(mod )p p    добиваме ( 2)! 1(mod )p p  , т.е. ( 2)! 1p up   , uN . Ако 

помножиме со 1p   добиваме  

( 1)! (1 ( 1)) 1p p u p     , т.е. 
( 1)! 11 ( 1)
p

p p
u p


    . 

Според тоа,  
( 1)!

[ ] ( 1)
p

p
u p


  , т.е. 

( 1)!
[ ] 0(mod 1)

p

p
p


  . 

 

9. Ако p  е прост број, тогаш 3 2 2| ( !)p p p . Докажи!  

Решение. Имаме  
2 2 2( !) ( ! )( ! ) [( 1)! 1][( 1)! 1]p p p p p p p p p         .    (1) 

Од теоремата на Вилсон следува дека ( 1)! 1p pn   , за некој природен број n  и 

ако замениме во (1) добиваме  
2 2 3( !) [( 1)! 1]p p p n p    , 

што значи дека 3 2 2| [( !) ]p p p .  

 

10. Нека p  е прост број. Докажи, дека:  

а) ( 1)! 0(mod )pa a p p   ,  

б) ( 1)! 0(mod )pa p a p   .  

Решение. а) Од теоремата на Вилсон имаме ( 1)! 1 0(mod )p p   , па затоа  

( 1)! 0(mod )a p a p   . 

Понатаму, 0 (mod )pa a p  , па сега тврдењето следува ако ги собереме 

последните две конгруенции.  

б) Тврдењето следува од конгруенициите  

( 1)! 1(mod )p p    и (mod )pa a p . 

 

11. Природниот број 2p   е прост ако и само ако  

( 2)! 1 0(mod )p p   . 

Докажи!  

Решение. Според теоремата на Вилсон и пример 4.8 добиваме дека природ-

ниот број p  е прост ако и само ако  

( 1)! 1 0(mod )p p   , 

што значи ако и само ако  

( 2)!( 1) 1 0(mod )p p p    , 
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односно ако и само ако  

( 2)! [( 2)! 1] 0(mod )p p p p     , 

од што следува тврдењето на задачата.  

 

12. Докажи, дека постојат бесконечно многу сложени броеви n , за кои бројот 

! 1n   има барем два различни прости делители.  

Решение. Нека 5p   е прост број, 2n p   и нека ! 1 ( 2)! 1N n p     . Од 

теоремата на Вилсон имаме ( 1)! 1(mod )p p    и бидејќи  

( 1)! ( 1)( 2)! ( 2)!(mod )p p p p p        

добиваме дека ( 2)! 1(mod )p p  . Според тоа, |p N . Нека претпоставиме дека 

N  нема друг прост делител, т.е. дека ,mN p m  . Тогаш 1(mod 1)N p   . Од 

друга страна, од 5p   следува 
1

2
2 2

p
p


   , па затоа 2 и 

1

2

p
 се различни 

множители на ( 2)!p   и тогаш 
1

2
2 1

p
p


    е делител на ( 2)!p  . Оттука следува 

дека 1(mod 1)N p   , што противречи на 1(mod 1)N p  . Значи, N  има прост 

делител различен од p , т.е. N  има барем два различни прости делители.  

На крајот, да избереме p  од видот 3 2, 1k k  . Како што е познато, постојат 

бесконечно многу прости броеви од овој вид. Тогаш 3n k  е сложен број и твр-

дењето е докажано.  

 

13. Докажи дека n  е делител на бројот 
3

1

!
n

r

N r r




   ако и само ако n  е прост 

број.  

Решение. Од ! ( 1)! !r r r r     следува  

3

1

! (2! 1!) (3! 2!) ... (( 2)! ( 3)!) ( 2)! 1
n

r

N r r n n n




              , 

т.е. ( 1) ( 1)! 1n N n n     . Понатаму, бидејќи NZD( , 1) 1n n  , добиваме дека n  

е делител на N  ако и само ако n  е делител на ( 1)n N , т.е. ако и само ако n  е 

делител на ( 1)! 1n n   . Значи, n  е делител на N  ако и само ако n  е делител на 

( 1)! 1n  , т.е. ( 1)! 1(mod )n n   , што според теоремата на Вилсон значи ако и 

само ако n  е прост број.  

 

14. Докажи дека секој прост број од облик 4 1p k   може да се претстави 

како збир од квадрати на два природни броја. 

Решение. Од теорема на Вилсон имаме ( 1)! 1(mod )p p   , па ако искорис-

тиме дека (mod )p i i p   , за
1

2
1,2,...,

p
i


   и 

1

2 2( 1) ( 1) 1

p

k



    , добиваме  

1

2

1 1

2 2

1 12 2

2 2

1 1 ( 1) 2 ( 2) ... ( )

( 1) (1 2 ... ) (( )!) (mod )
p

p p

p p

p p p

p


 

 

          

     

. 
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Според тоа конгруенцијата 2 1(mod )x p   има решение 
1

0 2
( )!

p
x


 . Понатаму, 

од лемата на Туе следува дека постојат природни броеви ,a b p  такви што 

0ax b  или 0ax b  е делив со p , т.е. 0 (mod )ax b p  или 0 (mod )ax b p  , што 

значи дека 2 2 2
0 (mod )a x b p . Според тоа, 2 2 2 2 2

0 ( 1) (mod )b a x a a p     , т.е. 

2 2|p a b  и како 2 2 20 2( ) 2a b p p    , заклучуваме дека 2 2p a b  .  

 

15. Докажи, дека за секој непарен прост број p  при делење на броевите  

2 2p   и 1 1 1
2 3 1

( 1)!( 1 ... )
p

p p


       

со 2p  се добива ист остаток.  

Решение. Имаме  

1 1
( 1)( 2)...( 1)

( )!
1 1

2 2 (1 1) 2 ( )
p p

p p ipp p
i p i

i i

p
 

  


 

       . 

Нека x  е остатокот при делењето на бројот 
1

( 1)( 2)...( 1)

( )!
1

p
p p i

p i
i


  




  со p . Треба да 

докажеме дека остатокот при делењето на бројот  

1
11 1 1

2 3 1
1

( 1)!( 1 ... ) ( 1)! ( 1)
p

i

p
i

p p i







          

со p  исто така е еднаков на x .  

Имаме  

1
( 1)( 2)...( 1) ( 1)!

( )!
1

( 1)! (mod )
p

p p i p

p i
i

x p p


    




  , 

од каде, согласно со теоремата на Вилсон добиваме  

1

1

{( 1)( 2)...( 1) ( 1)( 2)...( 1)} ( 1)! (mod )
p

i

p p i p p p i x p x p




            . 

Од друга страна, од теоремата на Вилсон следува  
1 1

1

1 1

1
( 1)!1

1

1
1 1

1

{( 1)...( 1) ( 1)( 2)...( 1)} {( 1)...( 1) ( 1) ( 1)!}

( 1)

( 1)! ( 1) (mod )

p p
i

i i

p
pi

i
i

p
i

i

p i p p p i p i i

p i p

 


 







 



            

 

  

 





 

Според тоа, 
1

1

1

( 1)! ( 1) (mod )
p

i

i

p i x p






   .  

 

16. Определи ги сите функции :f  , за кои ( !) ( )!f n f n  за секој n  

и m n  е делител на ( ) ( )f m f n  за секои , ,m n m n  .  
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Решение. Нека f  е функција која ги задоволува условите на задачата. Прво, 

нека претпоставиме дека постои 2a   таков што ( )f a a . Тогаш !, ( !)!,...a a  се 

фиксни точки за f . Според тоа, постои растечка низа 0{ }n na   од фиксни точки на 

f . За секој природен број ka n  е делител на бројот ( ) ( ) ( )k kf a f n a f n   , за 

секој k  и тој исто така е делител на ( )f n n  за секој k . Оттука следува дека 

( )f n n  за секој n .  

Сега да претпоставиме дека f  нема фиксни точки поголеми од 2. За простиот 

број 3p   имаме ( 2)! 1(mod )p p  , па затоа ( 2)! (1) (( 2)!) (1)f p f f p f     е 

делив со p . Јасно, (1) 1f   или 2. Бидејќи 3p   и p  е делител на ( 2)! (1)f p f 

важи ( 2)f p p  . Од теоремата на Вилсон следува дека ( 1)! (1)p f   не е делив 

со p , па затоа добиваме дека ( 2) 2f p p   . Од друга страна 3p   е делител на 

( 2) (1) ( 2) 1f p f f p     . Според тоа, ( 2) (1)f p f   или ( 2) 2f p p   . Би-

дејќи 2 2p  , вториот случај не е можен, па затоа ( 2) (1)f p f   за секој прост 

број 3p  . За произволен природен број n  бројот 2p n   е делител на 

(1) ( )f f n  и последното важи за сите големи прости броеви. Според тоа, 

( ) (1)f n f , т.е. f  е константа. Непосредно се проверува дека таа константа е 1 

или 2.  

Значи, решенија на задачата се функциите ( ) 1, ( ) 2f n f n   и ( )f n n , за n .  

 

17. Нека A  е бесконечно подмножество од множеството природни броеви. 

Определи ги сите природни броеви n  такви што за секој a A  важи  

1 1 ! ( 1)! 1!... 1| ... 1n n n na a a a a a         . 

Решение. Да означиме 1( ) ... 1n nP x x x x      и  

! ( 1)! 1!( ) ... 1n nQ x x x x     . 

Нека ( ) ( ) ( ) ( )Q x C x P x R x  , каде ( )C x  и ( )R x  се полиноми со целобројни кое-

фициенти и deg degR P . Од условот на задачата следува ( ) | ( )P a Q a , па затоа 

( ) | ( )P a R a , за бесконечно многу цели броеви a . Бидејќи за доволно голем број a  

важи | ( ) | | ( ) |R a P a , заклучуваме дека ( ) 0R a  . Значи, ( )R x  има бесконечно 

многу нули, па затоа ( ) 0R x   и ( ) | ( )P x Q x .  

Лема. Нека 0 1 0, ,..., nk k k  . Полиномот 1( ) ... 1n nP x x x x      е делител 

на полиномот 01( ) ...nk kk
Q x x x x     ако и само ако 0 1{ , ,..., }nk k k  е потполн 

систем на остатоци по модул 1n .  

Доказ. Нека ir  е остатокот при делење на ik  со 1n . Бидејќи 1 1nx    е дели-

тел на i ik r
x x  за секој i , следува дека 

1 1
1

( )
nx
x

P x
 


  е делител на 1( ) ( )Q x Q x , 

каде 01
1( ) ...nr rr

Q x x x x     и приота важи 1degQ n . Ако ( ) | ( )P x Q x , тогаш 

1( ) | ( )P x Q x , т.е. 1( ) ( )Q x cP x  за некоја константа c , а тоа важи ако и само ако 

1c   и 0 1{ , ,..., } {0,1,2,..., }nr r r n . ■  
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Од лемата следува дека бараните броеви се оние броеви за кои {0,1!,2!,..., !}n  е 

потполн систем на остатоци по модул 1n .  

Ако 3n   и 1n  е сложен број, тогаш ! 0(mod 1)n n  , па условот не е 

задоволен. Ако 1 3n p    е прост број, тогаш според теоремата на Вилсон 

( 1)! 1(mod )p p   , од каде следува ( 2)! 1 1!(mod )p p    и повторно условот не 

е исполнет. Остануваат случаите 3n  . Со непосредна проверка се добива дека 

1n   и 2n   ги задоволуваат условите на задачата.  

 

 

4.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  

 
4.1.  ДЕЛИВОСТ  

 
1. На бројот 123 допиши му го бројот што е еднаков на производот на неговите 

две последни цифри; на така добиениот број допиши му го бројот што е еднаков 

на производот на неговите две последни цифри итн. Која цифра стои на 1995-то 

место? 

Решение. Да ги напишеме првите неколку цифри на бараниот број, ќе го 

означиме со N : 

123618864248326122483261224832N   

Забележуваме дека после деветтата цифра групата цифри 24832612 периодично се 

повторува. Значи по деветте први цифри се повторува период од осум цифри.  

За да ја најдеме цифрата која стои на 1995-то место, треба од бројот 1995 да 

одземеме 9 а добиената разлика да ја поделиме со 8 (бројот на цифрите на пе-

риодот). Остатокот од тоа делење ни го одредува бројот на цифрата од периодот. 

Бидејќи 1995 9 1986 8 248 2     , следува дека на 1995-то место ќе се наоѓа 

втората цифра од периодот, т.е. цифрата 4. 

 

2. Докажи, дека за секој природен број n  постои природен број N  таков што 

за секој природен број [2,1389]b  збирот на цифрите на бројот N  запишан во 

броем систем со основа b  е поголем од n .  

Решение. Бројот 1(1389!) 1nN    го има саканото својство. Навистина, за 

секој [2,1389]b  бројот 1N   е делив со 1nb  , па затоа последните 1n  цифра 

на бројот 1N   запишан во систем со основа b  се нули. Значи, последните 1n  

на бројот N  запишан во систем со основа b  се 1b  и нивниот збир е еднаков на 

( 1)( 1)n b n   .  

 

3. Колку најмногу елементи може да има подмножество на множеството 

1,2,3,..{ .,2017}  такво што за секои два елементи a  и b  на тоа подмножество 

бројот a b  не е делив со бројот a b ? 

Решение. Во подмножеството не смее да има последователни броеви a  и 

1b a   бидејќи 1 е делител на a b . Во подмножеството не смее да се a  и 

2b a  , бидејќи 2 е делител на 2 2a b a   . Значи, од три последователни 

броеви во подмножеството се наоѓа најмногу еден број.  Затоа, бидејќи 
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2017 3 672 1    подмножество со саканото својство може да има најмногу 673 

елементи. Подмножеството 1,4,7,...,2014,2{ }017A   кое се состои од броевите 

кои при делење со 3 даваат остаток 1 има 673 елементи. За било кои два елементи 

,a b A  бројот a b  е делив со 3, а бројот a b  при делење со 3 дава остаток 2, 

па затоа a b  не е делител на a b .  

 

4. Докажи дека за секој природен број 2n  , постојат различни природни 

броеви 1x , 2x ,..., nx , такви што  

1 2

1 1 1 1
2013

...
nx x x

    . 

Решение. Задачата ќе ја докажеме со математичка индукција. Имаме   
1 1 1 1 1 1 1

2013 3 671 674 3 671 3 674 671674
( )

  
    , 

равенството важи за 2n  . Нека тврдењето важи за n k , односно постојат 

различни природни броеви 1x , 2x ,..., kx , такви што  

1 2

1 1 1 1
2013

...
kx x x

    . 

Тогаш   

1 2

1 1 1 1 1
2013 4026 2 2 2

...
kx x x

     . 

Јасно 2013ix   односно 2 4026ix   за 1,2..,i n  и 12x , 22x  , ..., 2 kx  се различни 

природни броеви. Значи, тврдењето важи и за 1n k  . Конечно, од принципот на 

математичка индукција тврдењето важи за секој природен број n .  

 

5. За позитивните рационални броеви  и  е исполнето равенството  

. 

Докажи дека  е рационален број.  

Решение. Равенството  можеме да го запишеме во видот  

, 

односно  

. 

Тогаш  

. 

Сега  

, 

Бидејќи , добиваме , односно .  

 

6. Најди ги сите трицифрени броеви кои се еднакви збирот на факториелите од 

нивните цифри! 

Решение. Имаме  

100 10 ! ! !a b c a b c       

! ! ! 1000 max( , , ) 6a b c a b c      

,a b c

1 1 1
a b c
 

2 2 2a b c 

1 1 1
a b c
 

ac bc ab 

0ab ac bc  

2 2 2 2 2 2 22( ) ( )a b c a b c ab ac bc a b c          

2 2 2 2( ) | |a b c a b c a b c       

, ,a b c  | |a b c    2 2 2a b c   
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бидејќи 7! 1000, 6! 1000  . Понатаму, бидејќи 4! 4! 4! 99    од ! ! ! 99a b c    

следува дека еден од а, b или с мора да е 5 или 6. 

Ако еден од броевите е 6, ! ! ! 6! 720a b c    , па мораме да го исклучиме 6. 

Тогаш max( , , ) 5a b c  . Има три можности: 

а) 5 да е на местото на стотките: 5bc, но не може. Најголемиот број што се 

добива е 5! 5! 5! 360 500    . 

б) 5 да е на местото на десетките: а5c. Најголем таков број е 4! 5! 5! 264   , па 

на местото на стотките би бил 1 или 2, т.е. 

150, 1! 5! 0! 150

151, 1! 5! 1! 151

152, 1! 5! 2! 152

153, 1! 5! 3! 153

154, 1! 5! 4! 154

155, 1! 5! 5! 155

254, 2! 5! 4! 200

255, 2! 5! 5! 255

  

  

  

  

  

  

  

  

 

в) 5 да е на местото на единиците: аb5. Ако е 1 или 2 на место на стотки, тогаш 

исто како во б) се покажува дека важи само за  1! 4! 5! 145   .  

 

7. За произволни природни броеви m  и n , постои природен број k , таков што  

  
2( 1 ) 1

n

m m k k     .        (1) 

Докажи! 

 Решение. За природниот број m  имаме: 

2 2 2

2

2 2

( 1 ) ( 1) 2 1 ( )

1 4 ( 1) 2 1 4 4

(2 1) (2 1) 1 1 ,

m m m m m m

m m m m m m m

m m l l

      

        

       

 

каде 2(2 1)l m  . Според тоа,  

1 12 2 2 2( 1 ) [( 1 ) ] ( 1 )
n n n

m m m m l l
 

        . 

Изразот од десната страна на последната низа равенства е од ист облик како и 

изразот на десната страна, со тоа што степенот е 12n . Повторувајќи ја оваа по-

стапка уште ( 1n )-пат ќе го добиеме равенството (1).  

 

8. Дадени се n  различни природни броеви 1 21 ... 2010na a a     , при што 

збирот на секои 1n  од овие броеви е делив со 1n . Определи ја најголемата можна 

вредност на n .  

Решение. Од условот на задачата и од равенството  

1 2 1 2[( ... ) ] [( ... ) ]k j n j n ka a a a a a a a a a            

следува дека ( 1) | ( )k jn a a  , за секои k  и j . Освен тоа  
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2
1 1 1 2 2 12009 ( ) ( ) ... ( ) ( 1)n n n n na a a a a a a a n             . 

Според тоа, 1n  е делител на 2009 и е помал од 45, бидејќи 245 2025 2009  . 

Значи, најголемата можна вредност на n  е 42, при што за 42n   можеме да ги 

земеме следниве броеви 1 41( 1)ka k   , за 1,2,...,41k   и 42 2010a  .  

 

9. За кои природни броеви n  бројот 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3)n n n n       е делив со 

10? 

Решение. Прв начин. Имаме  
2 2 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 4 12 14 (2 3) 5n n n n n n n            , 

па дадениот број е делив со 10  ако и само ако бројот 2(2 3)n  завршува на 

цифрата 5. Тоа е можно ако 2 3n  завршува на 5, односно 2 3 10 5n k    каде 

што 0,1,2,...k   Оттука 5 1, 0,1,2,...n k k    Значи бројот  

2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3)n n n n       

е делив со 10  ако и само ако n  е од облик , 0, 1, 2,k   т.е. ако n  

завршува на 1 или 6. 

Втор начин. Дадениот број да го трансформираме на следниов начин 
2 2 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 4 12 14 2(2 6 7)n n n n n n n n            , 

па оттука следува дека дадениот број е делив со 10 ако и само ако бројот 
22 6 7n n   е делив со 5.  

- Ако 5n k  тогаш 2 22 6 7 5(10 6 1) 2n n k k      , па не е делив со 5. 

- Ако 5 1n k   тогаш 2 22 6 7 5(10 10 3)n n k k      и е делив со 5. 

Слично се проверува дека и за 5 2n k  , 5 3n k   и 5 4n k   бројот 

22 6 7n n   не е делив со 5. 

Според тоа само за броевите од облик 5 1n k   дадениот број е делив со 10. 

Трет начин. Да го трансформираме изразот на следниов начин 
2 2 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 4 12 14 4( 3 1) 10n n n n n n n n             . 

Овој број е делив со 10 ако и само ако 2 3 1n n   е делив со 5, односно ако 

( 3)n n  завршува на 4 или 9. Последново е можно ако n  завршува на 1 или 6, 

односно ако 5 1n k  , 0,1,2,...k   

 

10. Докажи дека вредноста на изразот  
5 4 3 2 2 3 4 53 5 15 4 12x x y x y x y xy y      

не е еднаква на 33, за било кои вредности на x  и y  од множеството цели броеви.  

Решение. Полиномот можеме да го запишеме во облик  
4 2 2 4( , ) ( 3 )( 5 4 )P x y x y x x y y    ,  

2 2 2 2( , ) ( 3 )( )( 4 )P x y x y x y x y    ,  

( , ) ( 3 )( )( )( 2 )( 2 )P x y x y x y x y x y x y      .  

15 k



Теорија на броеви 

  71  

Цели броеви x  и y  за кои што ( , ) 33P x y   не исполнуваат ниту едно од равен-

ствата x y , x y  , 2x y , 2x y  , 3x y  , бидејќи тогаш ( , ) 0 33P x y   .  

Нека ,x y  се цели броеви за кои ( , ) 33P x y  . Бројот 33 можеме да го запишеме 

во облик 33 1 3 11   . Бидејќи еден множител на 33 е 1, имаме пет можности за 

линеарните множителите на ( , )P x y , и тоа  

3 1x y  , 1x y  , 1x y  , 2 1x y  , 2 1x y  . 

Доволно е да разгледаме еден од овие случаи, на пример 2 1x y  . Притоа 

2 1x y   и  

1x y y   ,  

3 1x y y   ,  

2 4 1x y y   ,  

3 5 1x y y   ,  

Ако 0y  , тогаш 1,2 1,3 1,4 1,5 1y y y y y      се пет по парови различни цели 

броеви, па според тоа 33 би имал пет различни делители што не е можно. Ако 

0y  , тогаш 33 би имал само еден делител 1 што не е можно.  

Останатите случаи 3 1x y  , 1x y  , 1x y  , 2 1x y   се разгледуваат 

аналогно и се доаѓа до слична противречност. На потполно ист начин се разгле-

дуваат случаите 3 1x y   , 1x y   , 1x y   , 2 1x y   , 2 1x y    и се 

доаѓа до противеречност. 

Значи, такви цели броеви x  и y  не постојат.   

 

11. Докажи дека за произволни цифри , 0a b  , постои сложен број од облик 

...aaaa ab .  

Решение. Ако {2,4,6,8}b , тогаш 2 | ...aaa ab , без разлика колку е бројот на 

цифри a , па бројот ...aaa ab  е сложен број . Ако 5b  , тогаш 5 | ...aaa ab , па 

бројот ... 5aaa a  е сложен.  Ќе ги разгледаме одвоено случаите кога {1,3,7,9}b .  

 Ако 3b   или 9b  , тогаш броевите од облик 

3

...

k

aaa ab , за 1,2,3,...k   се де-

ливи со 3.  

Ако 7b  , тогаш  7 |111111 , па според тоа 7 | 7aaaaaa . Уште повеќе 

6

7 | ... 7
k

aa a , за 1,2,....k  . Значи, броевите од облик 
6

... 7
k

aa a  се сложени броеви.  

 За секој {1,2,3,...,9}a  постои k  така што 1| ...

k

a aaa a . Според тоа, бројот 

1

... 1

k

aaa aa



 е сложен.  

 

12. Најди ги цифрите , , , ,x y z t u , ако важи равенството  

xy ztu xyztu  . 

 Решение. Прв начин. Имаме 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 72 

100 10( )xy ztu z x t y u       

100 10( ) 999xyztu z x t y u xy      . 

Нека 100 10( )z x t y u a     , xy b , тогаш 999a a b  , т.е. 2 999a a b  , 

па затоа  

  
( 1) ( 1)

999 27 37

a a a a
b

 


                       (1) 

и како 99,xy b   добиваме ( 1) 99 999a a   , т.е. 314a  . Но a  е трицифрен 

број ( 0, 0)x z  , па значи 110 314a  .  Броевите a  и 1a   се заемно прости, 

па од (1) заклучуваме дека тие припаѓаат на множеството 

{4 37,5 37,6 37,7 37,8 37}     . 

Оттука следува дека: 

{148,149,185,186,259,260,296,297}a  

Од овие броеви само бројот 297  е делив со 33 27 , па наоѓаме дека 
297 298

999
88b   . 

Тогаш 297 88 209,ztu a b     па бараните цифри се:  

8x y  , 2z  , 0t  , 9u  . 

Втор начин. Нека xy a , ztu b , тогаш: 

a b ab  , 1000ab a b   

2 22( 500) 0a b a b b      

2 2( 500) 500 999a b b     

999 ( )(1000 ) (1000 )b a b a b c c       

каде што c a b   е некој трицифрен број. Бидејќи производот (1000 )c c  е де-

лив со 999 27 37,   а броевите c  и 1000 c  немаат заеднички делители еднакви 

на 3  и 37,  тогаш еден од нив е делив со 999  или еден е делив со 27  а другиот со 

37. Првиот случај не е можен, бидејќи броевите c  и 1000 c  се троцифрени. Во 

вториот случај имаме две можности: 

1) 27c k , 1000 37c l  ( , )k l . Оттука добиваме 27 37 1000k l   и за-

клучуваме дека бројот l  при делење со 9  дава остаток 1 , т.е. 9 1l m  . Тогаш

27 37 9 37 1000,k m      т.е. 3 37 107.k m  Од последната равенка заклучуваме 

дека бројот m  при делење со 3  дава остаток 2 , т.е. 3 2m n  , па имаме 

3 37 3 74 107k n    , т.е. 37 11k n  . Оттука, бидејќи 0k  , 0n  , наоѓаме: 

0, 11n k  , а тогаш 297c a b   .Следствено, 

2 2( ) 297 88209xyztu a b     

и со проверка утврдуваме дека равенството 88 209 88209   е точно.  

2) Ако 1000 27 ,c k  37 ,c k на сличен начин добиваме дека 1000 297c  , 

703c   и 
2 2 51319xyztu c  . Но, 51 319 51319  .  

Значи, условот на задачата го задоволуваат само цифрите: 

8, 8, 2, 0, 9x y z t u     . 
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13. Нека p  е прост број таков што сите цифри му се единици. Докажи дека 

бројот на цифрите на бројот p  е прост број.  

Решение. Прв начин. Нека p  е број таков што сите цифри му се единици и 

нека бројот на цифрите му е сложен, т.е. е mn  каде што , 2m n  . Тогаш  

1 1 ( 1) 1

2 1 2 ( 1)

(1 10 ... 10 ) 10 (1 10 ... 10 ) ... 10 (1 10 ... 10 )

(1 10 10 ... 10 )(1 10 10 ... 10 )

n n n n m n

n n n n m

p    

 

            

        
 

Бидејќи , 2m n  , добиваме дека p  е сложен број. Значи, ако p  е прост број таков 

што сите цифри му се единици, тогаш бројот на цифрите на p  мора да е прост.  

Втор начин. Нека 11...11

a

p   е прост број и нека , , 1a mn m n  . Имаме  

1 210 1 10 1 10 1
9 9 9

11...11 ((10 ) (10 ) ... 10 1)
a mn m m n m n m

a

          . 

Бидејќи 1m   имаме 10 1 9m    и 9 10 1m  . Оттука следува дека p  е сложен 

број, што е спротивно на претпоставката. Значи a  е прост број. 

 

14. Ако n  е природен број поголем од 2, докажи дека меѓу дропките 
3 11 2, , ,..., n

n n n n
  има парен број нескратливи дропки. 

Решение. Ако k  е природен број, 
2

1 nk   и k
n

 е нескратлива дропка, тогаш 

NZD( , ) 1k n  . Но, тогаш и  

NZD( , ) NZD( ( ), ) NZD( , ) 1n k n n n k n k n      , 

т.е. дропката n k
n
  е исто така нескратлива и 

2
n n k n    . Значи за секоја 

нескратлива дропка k
n

, за 
2

1 nk   постои единствена нескратлива дропка n k
n
 . 

Притоа важи k n k
n n

 , бидејќи во спротивно добиваме 2n k  и 
2

k n
n n
  е 

скратлива со 2n  . Значи, добиваме дека бројот на нескратливи дропки е парен.  

 

15. Нека природниот број n  е таков што 1d  и 2d  се делители на 
2n  и 

1 2d n d  . Докажи, дека 2 1 4 1d d n   .  

Решение. Ако 1d n k  , тогаш од 2 2 2 2|n k n n k k     следува дека 

2|n k k , па затоа 
2 0k k n   , т.е. 

2 4 11
2 4

( ) nk   , од каде добиваме 

1 4 1

2

nk    . Аналогно, за 2d n s   следува дека 
2 0s s n   , од каде 

добиваме 1 4 1

2

ns   . Тогаш 2 1 4 1d d s k n     , при што знак за равенство 

важи ако и само ако ( 1)n k k  .  

 

16. Определи ги сите парови природни броеви ( , )a b  такви што 
2

2 32 1

a

ab b 
 е 

природен број.  
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Решение. Нека 2 2 3(2 1),a k ab b k    . Од 2 32ab b  следува 2b a . Од 

друга страна, ако b a , тогаш 2 2 2 (2 ) 1b a b a b    , па затоа во овој случај 

2b a .  

За дадени вредности на b  и k , бројот a  е корен на квадратната равенка  

2 2 32 ( 1) 0x kb x k b    .       (1) 

Оваа равенка има две решенија 1 2 0,a a  . Нека 1 2a a . Од Виетовите правила 

имаме 2
1 2 2a a kb  , па затоа 2

1a kb . Повторно од Виетовите правила следува  

3 3

2
1

( 1) ( 1)
20

k b k b

a kb
a b

 
     

и од претходно изнесеното добиваме дека мора да важи 22b a  или 2 0a  .  

Ако 2 0a  , тогаш 1b   и 1 2a k . Ако 22b a , тогаш ако во равенката (1) 

ставиме 2x a  и 22b a  добиваме 2
2k a , па наоѓаме дека 

2 4
1 2 2 22 8a kb a a a    .  

Конечно, од претходно изнесеното следува дека единствени решенија се  
4( , ) {(2 ,1), ( ,2 ), (8 ,2 ) | }a b t t t t t t t   . 

Непосредно се проверува дека овие парови навистина се решенија на задачата.  

 

17. Нека p  е прост број и 2 2{ | , }X p n n n p    . Докажи, дека множе-

ството X  содржи два различни елементи x  и y  такви што 1x   и |x y .  

Решение. Нека [ ]m p , 2x p m   и 2| |y p m x   . Тогаш  

2 2( ) (2 1 )y m x m x x m x       , 

па затоа |x y . Освен тоа, од 2 2( 1)x m p m     следува дека 2 1x m  , т.е. 

0y  . Исто така, m x  бидејќи 2p m . Освен тоа, y x , бидејќи во спротивно 

0x   или 2x m , од каде добиваме 2p m  или ( 2)p m m  , т.е. 1m   и 3p  . 

Од досега изнесеното следува дека ,x y X  и |x y . Ако 1x  , тогаш задачата е 

решена. За 1x   следува дека m  е парен број и затоа 22 ( 1)m p m    е делител 

на 2 21m p  . Останува да забележиме дека 22m m , бидејќи во спротивно 

2m   и 21 2 5p    .  

 

18. Нека p  е природен број, таков што 2 1p   е прост број. Докажи дека 

збирот на позитивните делители на бројот 12 (2 1)p pn     кои се помали од n  е 

еднаков на n .  

Решение. Ќе воведеме ознака 2 1pq   . Бидејќи 12pn q  и q  е прост број, 

делители на бројот n  кои се помали од него се  1 21,2,...,2 , ,2 ,...,2p pq q q  . Збирот 

степените на бројот 2 e  
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1 11 2 3 ... 2 (2 1)(1 2 3 ... 2 ) 2 1p p pA q               , 

 а збирот на останатите броеви е  
2 2 1 12 ... 2 (2 1)(1 2 ... 2 ) (2 1) 2p p p pB q q q q q q q                . 

За нивниот збир имаме A B q n q n     , што требаше да се докаже.  

 

19. Дали постои природен број n  кој е делив со точно 2000 различни прости 

броеви, таков што бројот 2 1n   е делив со n ?  

Решение. Со индукција по k  ќе докажеме дека за секој k  постои kn   

кој има точно k  различни прости делители и важи | 2 1kn
kn   и 3 | kn .  

За 1k   бројот 1 3n   го задоволува условот. Нека претпоставиме дека 1k   и 

3a
kn m , каде 3 | m , па m  има 1k   прости делители. Тогаш бројот 

13 3a
kn m  има точно k  прости делители и 

3 2
2 1 (2 1)(2 2 1)k k k kn n n n

      е 

делив со 3 kn , бидејќи 
2

3 | 2 2 1k kn n
  . Ќе земеме прост број p  кој не е делител 

на kn  и нека 1 3k kn pn  . Доволно е да се земе p  така што 
3

| 2 1kn
p   и 

| 2 1kn
p  .  

Последното е можно, бидејќи за секој природен број 2a   постои прост број 

p  кој е делител на 3 21 ( 1)( 1)a a a a     , но не е делител на 1a  . Навистина, 

од 2 1 ( 1)( 2) 1a a a a       следува дека 2NZD( 1, 1) | 3a a a    и 

2 23 | 1a a  , па за p  може да се земе било кој прост делител на бројот 2 1a a   

поголем од 3.  

 

20. Да се определат рационалните вредности на x , за коишто бројот 

28 2 3x x   е квадрат на рационален број.  

Решение. Да го разложиме дадениот израз: 

  28 2 3 (2 1)(4 3)x x x x     .         (1) 

За рационални вредности на x  двата множители на десната страна се 

рационални броеви. Производот на овие два рационални броја е квадрат на 

рационален број, ако и само ако постојат рационални броеви ,d u  и v  така што:  

  
22 1x du   и 

24 3x dv  .          (2) 

Решавајќи го (2) како систем од равенки по непознати x  и d  се добива  

  
2 2

5

2u v
d


  и 

2 2

2 2

31
2 2

u v

u v
x 


 .          (3) 

Бидејќи u  и v  се рационални, а 2  е ирационален, изразот што се јавува како 

именител е 0  ако и само ако 0u v  . Значи, единствен недозволен избор на u  и 

v  е 0u v  . За секој друг избор на рационални броеви u  и v  рационалниот број 

x (одбран како во (3)) ги задоволува барањата на задачата и притоа важи  

2 2

2 25

2
8 2 3 ( )uv

u v
x x


    . 
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21. Определи ги сите прости броеви p  и q  за кои бројот 1 1q pp q   е точен 

квадрат на природен број.  

Решение. Лесно се гледа дека 2p q   е решение на задачата. Нека 

1 1 2q pp q x   , x  и p  е непарен број. Тогаш 1p   е парен број и важи  

1 1

2 21 ( )( )
p p

qp x q x q
 

    . 

Ако 
1 1

2 2NZD( , )
p p

d x q x q
 

   , тогаш d  е степен на p  и е делител на 2x . 

Но, p  е непарен број, па ако 1d  , тогаш |p x , од каде следува дека 
1

2|
p

p q


, т.е. 

|p q . Значи, p q  и добиваме дека 1 22 pp x  , што не е можно.  

Според тоа, 1d   и 
1 1

2 2 11,
p p

qx q x q p
 

    . Оттука, следува дека  

1

2 12 1
p

qq p


  , 

што кога q  е непарен број не е можно, бидејќи десната страна ќе се дели со 4, а 

левата не. Значи, 2q   и  

3

2 3 22 1 ( 1)( 1)
p

p p p p


      . 

Меѓутоа, 2NZD( 1, 1) 1p p p    , па затоа 1 1p   , т.е. 2p  , што е противреч-

ност.  

 

22. Да се докаже дека ниту еден член од низата 1 1 2a   , 2
2 1 2 2a    ,…, 

21 2 2 ... 2n
na      , … не може да се претстави како квадрат, куб или некој 

повисок степен на природен број.  

Решение. За n -тиот член на низата имаме: 2 11 2 2 ... 2 2 1n n
na        . 

Да претпоставиме дека m
na b , каде што , \{1}m b , т.е.  

12 1m nb   .           (1)  

Од (1) следува дека бројот b  е непарен. Ќе покажеме дека m  не може да биде 

парен број. Навистина, ако е 2m k  би добиле  

2 11 2 2k nb     

( 1)( 1) 2(2 1)k k nb b     

што претставува контрадикција, бидејќи левата страна се дели 4 а десната само со 

2. Значи, m  е непарен број. Тогаш 
11 2m nb   , т.е.  

1 2 2 1( 1)[( ) ... ( ) 1] 2m m nb b b b b         . 

Изразот во средната заграда е непарен број, бидејќи секоја разлика  
1 2 2( ),..., ( )m mb b b b    

е парeн броj. Од друга страна, пак, бројот 12n  нема непарен фактор, што е про-

тивречност. Значи, m
na b , за b .  
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23. Нека 1 21, 3a a   и 2 1( 3) ( 2)n n na n a n a     , за секој 1,2,...n  . Опре-

дели ги сите броеви n  за кои na  е делив со 11.  

Решение. Од рекурентната врска следува дека ако два последователни члена 

на низата се делат со 11, тогаш сите следни членови се делат со 11. Со непосредна 

проверка се добива дека 10a  и 11a  се делат со 11, а меѓу членовите 1 2 9, ,...,a a a  

само 4a  и 8a  се делат со 11. Според тоа, na  се дели со 11 за 4, 8n n   или 

11n  .  

 

24. Определи ги сите парови прости броеви p  и q  за кои 2 3| 1p q   и 

2 6| 1q p  .  

Решение. Ако 3p  , од 2 6 3| 3 1 2 7 11q      следува 2q   и тоа е едно 

решение на задачата. Нека 3p  . Од 2NZD( 1, 1) 1q q q     или 3, заклучуваме 

дека 2 | 1p q   или 2 2| 1p q q  , при што и во двата случаја важи p q . За 

1p q   го добиваме решението 2, 3p q  . Нека сега 2q p  .  

Да го разгледаме условот 2 6 2 2| 1 ( 1)( 1)( 1)( 1)q p p p p p p p        . Би-

дејќи NZD( , 1) NZD( , 1) 1q p q p     добиваме 2 2 2| ( 1)( 1)q p p p p    . Освен 

тоа, 2 2 2NZD( 1, 1) NZD( 1,2 ) 1p p p p p p p        , па затоа 2 2| 1q p p   

или 2 2| 1q p p  . Првото не е можно бидејќи 2 2 21p p p q    , а од второто 

следува 2 2 2( 2) 1p q p p     , т.е. 3 3 0p  , што е противречност.   

 

25. Природните броеви , , , , ,a b c p q r  се такви што 2 2 2a b c   и 2 2 2p q r  . 

Дали ap bq cr   е прост број? 

Решение. Нека претпоставиме дека ap bq cr   е прост број. Тогаш 

NZD( , , ) 1a b c  , т.e. NZD( , ) 1a b   и NZD( , , ) 1p q r  , т.e. NZD( , ) 1p q  . Но тогаш  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

2 ( )( )

2 ( ) .

ap bq cr ap bq cr ap bq cr

a p abpq b q a b p q

a q aqbp b p aq bp

      

     

      

 

Според тоа 2| ( )ap bq cr aq bp   . Но бидејќи ap bq cr   е прост број добиваме 

дека |ap bq cr aq bp   . Ќе разгледаме два случаи: 

Случај 1. 0aq bp  . Бидејќи ( , ) 1a b   и ( , ) 1p q   добиваме a p , b q . Но 

тогаш  
2 2 2 2 2 22ap bq cr a b c c c c        . 

Значи, 2 | ap bq cr   и 
2 |c ap bq cr  . Но 3ap bq cr   , па затоа ap bq cr   

не е прост број.  

Случај 2. 0aq bp  . Во овој случај  
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| | max , } max{ , }max{ , }ap bq cr aq bp aq bp a b p q cr ap bq cr          . 

Заради добиената контрадикција и во двата случаи, бројот ap bq cr   е 

сложен број.  
 

26. Нека  и  се прости броеви, бројот  е делив со  а бројот  е 

делив со . Докажи дека . 

Решение. Прв начин. Од ,  и  е прост сле-

дува дека  или . Ако  тогаш . Но и 

 па 1p q  . Значи  што не е можно. Значи 

, т.е. постои природен број  така што . Да претпоста-

виме 2r  . Значи 
2 1 1 ( 1) ( 1)q q rp rp r r r p r           ,   т.е.   . 

Бројот  е делител на десната страна па следува  односно постои приро-

ден број , таков што 1r sq  . Сега имаме 2 1 ( 1)q q p sq    , односно 

  2 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)q q p sq sq sq p sq sq              

и оттука  

. 

Според тоа . Ако  тогаш постои природен број a  така 

што 1sq aq   односно 1 ( )a s q   што не е можно. Уште  е прост па  следува 

дека броевите  и  се заемно прости и добиваме дека ( 1) | ( 1)sq q s   . Но 

тогаш 1 1q s sq    , односно q sq s   што не е можно бидејќи  и  се 

природни броеви. Останува 1r   односно 2 1q q p   . 

Втор начин. Од | ( 1)q p   следува дека постои природен број m  така што 

, т.е. 1p mq  . Од 3| ( 1)p q   следува дека постои k  така што 

, односно . Оттука следува дека  или 

2| ( 1)p q q  , (бидејќи p  е прост број). Исто како претходно добиваме дека не 

може да важи | ( 1)p q  , па мора . Значи постои n  таков што 

2 1q q np   . Ако во последново равенство го замениме равенството 1p mq   

по средувањето добиваме 2 (1 ) 1 0q mn q n     . Тоа значи дека при досегаш-

ните претпоставки равенката 2 (1 ) 1 0x mn x n      има решение  и тоа е при-

роден број, па дискриминантата на равенката мора да е ненегативна и да биде 

квадрат на природен број. Имаме 
2 2 2( 1) 4(1 ) ( 1) 4( 1) ( 1)D mn n mn n mn          . 

Од друга страна  2 2 2 22 4 3 (2 4) 3D m n mn n m n n m        . Ако 1m   тогаш 

1p q   и  не е делив со . Значи 2m   и 

тогаш (2 4) 3 3 0n m     од што следува 2 2 2( (2 4) 3) ( )D m n n m mn     . 

p q 3 1q  p 1p 

q 21p q q  

3| ( 1)p q  3 21 ( 1)( 1)q q q q     p

| ( 1)p q 
2| ( 1)p q q  | ( 1)p q  1q p 

| ( 1)q p  1 1 1 2q p q q      

2| ( 1)p q q  r
2 1q q rp  

21 ( 1)r q q r p    

q | ( 1)q r 

s

2 2( 1)( 1) 1 1 ( 1)p sq q q sq q q sq q q s            

( 1) | ( 1)sq q q s   | ( 1)q sq 

q

q 1sq 

s q

1p mq 

3 1q kp  2( 1)( 1)q q q kp    | ( 1)p q 

2| ( 1)p q q 

q

3 3 3 21 ( 1) 1 3 3 2q p p p p        p
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Според тоа 2 2( 1) ( )mn D mn   , па мора 2( 1)D mn   а тоа е можно само за 

1n  . Значи 2 1q q p   .  

 

27. Определи ги сите природни броеви n  за кои 12n  е делител на ! !7 3n n .  

Решение. Нека ! 2kn m , каде m  е непарен број, а k  е ненегативен цел број. 

Тогаш  
1 1! ! 2 2 2 2 2 27 3 (7 ) (3 ) (7 3 )(7 3 )(7 3 )...(7 3 )

k k k kn n m m m m m m m m m m 

        . 

Бидејќи  
1 12 2 2 27 3 7 3 ... 7 3 2(mod4)

k km m m m m m 

        и 7 3 4(mod8)m m   

заклучуваме дека 2 ! !2 | (7 3 )k n n  , но 3 ! !2 | (7 3 )k n n  . Затоа, 1 2n k   , т.е. 

1k n  .  

Од друга страна, ако 1
02 2 ,t tn t   , тогаш  

2 2

1
2 22 2 2 2 2

[ ] [ ] ... [ ] ... (1 ) 1
t t t

n n n n n nk n n            . 

Според тоа, 1k n   и 2tn  , 0t .  

 

28. Докажи, дека постојат само конечен број тројки природни броеви ( , , )a b c  

такви што 2009( )abc a b c   .  

Решение. За секои природни броеви ,x y  и z  постојат 6 нивни пермутации. 

Според тоа, доволно е да докажеме дека постојат конечен број тројки a b c   за 

кои 2009( )abc a b c   . Имаме  

2009( ) 2009 3 6027abc a b c a a      , 

од каде следува 6027bc  . Јасно, имаме конечен број парови ( , )b c  за кои 

6027bc  . Бидејќи 
2009( )

2009

b c

bc
a




 , добиваме дека за секој таков пар постои нај-

многу еден природен број a  за кој 2009( )abc a b c   .  

Конечно, постојат конечен број тројки со саканото својство.  

 

29. Ако n  е природен број поголем од 2 , докажи дека меѓу дропките 1 2, ,
n n

3 1,..., n
n n

  има парен број нескратливи дропки. 

Решение. Ако k  е природен број, 
2

1 nk   и k
n

 е нескратлива дропка, тогаш 

NZD( , ) 1k n  . Но, тогаш и  

NZD( , ) NZD( ( ), ) NZD( , ) 1n k n n n k n k n      ,  

т.е. дропката n k
n
  е исто така нескратлива и 

2
n n k n    . Значи за секоја 

нескратлива дропка k
n

, за 
2

1 nk   постои единствена нескратлива дропка n k
n
 . 

Притоа важи k n k
n n

 , бидејќи во спротивно добиваме 2n k  и 
2

k n
n n
  е скратли-

ва со 2n  . Значи, добиваме дека бројот на нескратливи дропки е парен.   
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30. Определи ги сите подредени тројки ( , , )m n p  позитивни рационални броеви 

такви што броевите 1 1 1, ,
np pm mn

m n p    се цели.  

Решение. Да означиме a mnp . Броевите 1 1 1, ,a a a
mn np pm
    се цели, па затоа и нив-

ниот производ 
3

2

( 1)a

a
k


  е цел број. Значи, a  е решение на равенката  

3 2(3 ) 3 1 0x k x x     . 

Оттука следува дека ако , ( , , NZD( , ) 1)
q

r
a q r q r   , тогаш , |1q r , па затоа 

1a  . Според тоа, 1 2 2a a mnp   , па затоа 12 a
mn

p   е цел број. Аналогно 2m  и 

2n  се цели броеви, па бидејќи 2 2 2 8m n p   , единствени решенија ( , , )m n p  се 

тројките 1
2

(1,1,1), (1,2, )  и 1 1
2 2

(4, , )  со нивните пермутации.  

 

31. Нека n  е природен број  таков што 24 | 1n . Докажи, дека збирот на сите 

позитивни делители на бројот n  е делив со 24.  

Решение. Ако 24 | 1n , тогаш 24 1n k  , за некој природен број k . Нека a  и 

b  се комплементарни делители на бројот n , т.е. 24 1ab n k   . Тогаш броевите 

a  и b  не се деливи со 2 и со 3, бидејќи десната страна не последното равенство 

не е делива со 2 и со 3. Да го разгледаме производот   
2 2( ) 1 24 ( 1)( 1) 24a a b a ab a k a a k          . 

Бројот a  не е делив со 2, па затоа броевите 1a   и 1a   се последователни парни 

броеви и нивниот произво е делив со 8. Од друга страна, еден од броевите 

1, , 1a a a   е делив со 3, а како бројот a  не е делив со 3, заклучуваме дека произ-

водот ( 1)( 1)a a   е делив и со 3. Според тоа, 24 | ( )a a b . Од NZD(24, ) 1a   

следува 24 | a b , што значи дека збирот на комплементарните делители е делив 

со 24.  

Ако n  не е точен квадрат, тогаш ги комбинираме позитивните делители на 

бројот n  кои се помали од n  со нивните комплементарни делители кои се по-

големи од n  и добиваме дека во овој случај збирот на сите позитивни делители 

на бројот n  е делив со 24. Ако n  е точен квадрат, т.е. 
2 24 1a k  , тогаш од прет-

ходните разгледувања следува дека 8 | ( 1)( 1) 24 2a a k    , што е противречност.  

 

32. За природниот број n  ќе велиме дека е лош. Ако не може да се претстави 

во облик 
2

2

1

1

x

y
n 


  за некои природни броеви ,x y . Докажи, дека множеството 

лоши броеви е бесконечно.  

Решение. Доволно е да докажеме, дека секој број од видот 2n p , каде p  е 

непарен прост број е лош. Нека го препоставиме спротивното, т.е. 
2 2 2( 1) 1y p x    за некои природни броеви x  и y . Тогаш само еден од 

броевите 1x   и 1x   е делив со p .  
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Ако | 1p x  , тогаш 2 | 1p x  , т.е. 2 1x kp  , за некој природен број k . Затоа  

2

2 2 2 21 ( 1) 1 ( 2) 1 2 1x

p
y x k kp k p k         . 

Но,  
2 2 2 2 2 2 22 1 2 1 ( 1)k p k p k k p kp kp        , 

што не е можно.  

Ако | 1p x  , аналогно добиваме  

2 2 2 21, 2 1x kp y k p k      и 2 2 2( ) ( 1)kp y kp   , 

што повторно не е можно.  

 

33. Нека n  е парен природен број кој нема множител точен квадрат поголем 

од 1, k  е цел број, а p  е прост број таков што 2p n , p  не е делител на n  и p  

е делител на 2n k . Докажи, дека постојат различни природни броеви , ,a b c  

такви што n ab bc ca   .  

Решение. Бидејќи n  е парен број, 2p   и исто така p  не е делител на k . Без 

ограничување на општоста можеме да сметаме дека 0 k p  . За a k  и 

b p k   од равенството n ab bc ca    следува  

2( )n k p k n k
p p

c k
     . 

Според тоа, c  е цел број и останува да докажеме дека 0c   и ,c a b . Од 

2n
k

k n p   , следува 2n k pk  , па затоа 0c  .  

Ако c a , тогаш 
2n k

p
k k   , т.е. (2 )n k p k  . Бидејќи n  е парен, добиваме 

дека и k  е парен, па затоа 4 | n , што противречи на условот дека n  нема множи-

тел точен квадрат поголем од 1. Ако c b , тогаш 2 2n p k   и повторно бидејќи 

n  е парен, а p  е непарен следува дека k  е непарен. Сега, 2 2n p k   е делив со 

4, што е противречност.  

Според тоа, , ,a b c  се различни природни броеви за кои важи равенството 

n ab bc ca   .  

 

34. Докажи дека ако n  е непарен природен број, тогаш бројот  

1 2 ...n n n
ka k     

е делив со 1
2

( 1)k k   за секој природен број k . 

Решение. Нека k  е парен број. Тогаш: 

2

2

2 2 2 2

1 2

1 2

1 2 ... ( ) ( 1) ... (1 ) (2 ( 1) ) ... (( ) ( 1) )

( 1) ( 1) ... ( 1)

( 1)( ... )

k

k

n n n n n n n n n n nk k k kk k k

k b k b k b

k b b b

               

      

    

 

и 
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2

2

2 2

2 2 2

1 2 2

1 1
1 22 2

1 2 ... ( ) ( 1) ...

(1 ( 1) ) (2 ( 2) ) ... (( 1) ( 1) ) ( )

... ( )

(2 2 ... 2 ( ) 2 )

k

k

n n n n nk k

n n n n n n n nk k k

n nk

n nk k

k

k k k

kc kc kc k

c c c k 

       

            

     

     

 

па затоа тврдењето е точно. Слично, кога k  е непарен број се докажува дека ka  се 

е делив со 1
2

k  и со k .  

 

35. Докажи дека за секој природен број n  бројот 2 1 4 15 2 2n n n     е делив со 

23.  

Решение. За 1n   добиваме  

2 1 4 1 3 5 25 2 2 5 2 2 161 7 23n n n          , 

т.е. тврдењето од задачата е точно.  

Нека n k  е природен број за кој што е точно тврдењето на задачата, т.е. 

2 1 4 15 2 2 23k k k M     , за некој M  .  За 1n k   добиваме 

  

2( 1) 1 ( 1) 4 ( 1) 1 2 1 4 1

2 1 2 1 4 1

2 1

5 2 2 25 5 2 2 2 2

23 5 2(5 2 2 )

23(5 2 ),

k k k k k k

k k k k

k M

        

   



       

    

 

 

па затоа 2( 1) 1 ( 1) 4 ( 1) 123 | 5 2 2k k k       .  

 Конечно, од принципот за математичка индукција, следува дека  
2 1 4 123 | 5 2 2n n n    , за секој природен број n . 

 

36. За секој природен број, бројот 5 (5 1) 6 (3 2 )n n n n n    е делив со 91. Дока-

жи! 

Решение. Ќе воведеме ознака  

5 (5 1) 6 (3 2 ) 25 5 18 12n n n n n n n n n
na         ,  

1 2 2 125 25 18 ... 25 18 18n n n n
nb            ,   

1 2 2 112 12 5 ... 12 5 5n n n n
nc           ,  

 1 2 2 125 25 12 ... 25 12 12n n n n
nd            и  

1 2 2 118 18 5 ...18 5 5n n n n
ne

           

Имаме  

1 2 2 1

1 2 2 1

25 5 18 12 (25 18 ) (12 5 )

(25 18)(25 25 18 ... 25 18 18 )

(12 5)(12 12 5 ... 12 5 5 )

7( )

n n n n n n n n
n

n n n n

n n n n

n n

a

b c

   

   

        

        

       

 
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односно 7 | 5 (5 1) 6 (3 2 )n n n n n   .  

Од друга страна  

1 2 2 1

1 2 2 1

25 5 18 12 (25 12 ) (18 5 )

(25 12)(25 25 12 ... 25 12 12 )

(18 5)(18 18 5 ...18 5 5 )

13( )

n n n n n n n n
n

n n n n

n n n n

n n

a

d e

   

   

        

        

      

 

 

односно 13 | 5 (5 1) 6 (3 2 )n n n n n    

Конечно, од NZD(7,13) 1  следува 91 7 13 | 5 (5 1) 6 (3 2 )n n n n n     . 

 

37. Определи ги сите цели броеви a  такви што 9 4
6

a
a



 е рационален број.   

Решение. Нека 9 4
6

pa
a q



 , каде ,p q  и NZD( , ) 1p q  . Ако го квадрираме 

последното равенство последователно добиваме  
2

2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

2 2

9 4
6

2 2 2 2

2 2 2 2

6 4

9

54 6 58

9

58

9

9 4 6

(9 ) 6 4

6 .

pa
a q

p q

q p

q p q

q p

q

q p

aq q ap p

a q p p q

a

a

a




 



 







  

   





 

 

Од a  следува дека 2 2 29 | 58p q q . Понатаму, од NZD( , ) 1p q  , следува 

2 2NZD( , ) 1p q  , па затоа 2 2 2NZD(9 , ) 1q p q  . Според тоа, 2 29 | 58p q , што 

значи дека (3 )(3 ) | 58q p q p  , односно (3 )(3 ) {1,2,29,58}q p q p   . Решавајќи 

ги добиените системи равенки добиваме дека само решението на системот  

3 1

3 29

q p

q p

 


 
 

е во множеството природни броеви, т.е. 14, 5p q   и притоа 44a   .  

За вака определениот цел број 44a    важи 9 4 400
6 50

9 0a
a



   , што значи де-

ка тој е единствено решение на задачата.  

 

38. Нека ,m n  и p  се непарни броеви. Докажи дека 
( 1)

1

pn
m

k

k




  е делив со n .  

Решение. За секој непарен број s  и секои природни броеви a  и b  важи  

1 2 3 2 2 1( )( .... )s s s s s sa b a b a a b a b ab b            , 
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т.е. | s sa b a b  . Понатаму, бројот на собироци во 
( 1)

1

pn
m

k

k




  е парен, па затоа  

1
2
( 1)( 1)

1 1

[ (( 1) 1) ]

pp nn
m m p m

k k

k k n k



 

      . 

Од претходните разгледувања следува дека ( 1) 1| (( 1) 1)p m p mn k n k      , за 

1
2

1,2,..., ( 1)pk n  . Понатаму, бидејќи p  е непарен број, повоторно од 

претходните разгледувања следува дека ( 1) 1n n    е делител на | ( 1) 1pn n  . 

Конечно,  
1
2
( 1) ( 1)

1 1

| ( 1) 1| [ (( 1) 1]

p pn n
p m p m m

k k

n n k n k k

 

 

        , 

што и требаше да се докаже.   

 

39. Нека n  е природен број. Ако a  и b  се природни броеви поголеми од 1 и 

такви што 2 1nab   , докажи дека бројот ( ) 1ab a b    е од видот 22 m k , каде k  

е непарен природен број, а m  е природен број.  

Решение. Нека 12 1ra a   и 12 1sb b  , каде 1a  и 1b  се непарни природни 

броеви и , 1r s  . Тогаш  

1 1 1 1 1 12 1 (2 1)(2 1) 2 2 2 1n r s r s r sab a b a b a b          

па затоа 12 | 2r sb  и 12 | 2s r a , што е можно ако и само ако r s . Според тоа,  

2
1 1( ) 1 ( 1)( 1) 2 rab a b a b a b       , 

каде 1 1a b  е непарен природен број.  

 

40. Со ( )w x  да го означиме најголемиот непарен делител на природниот број 

x . Ако a  и b  се заемно прости природни броеви такви што ( 1)a b w   и 

( 1)b w a   се степени на  бројот 2, докажи дека и броевите 1a   и 1b  исто така 

се степени на бројот 2.  

Решение. Ќе ја користиме вообичаената ознака 2 ||r x  ако 2 |r x  и 12 |r x
 . 

Парот ( , )a b  кој ги задоволува условите ќе го нарекуваме ( , )k l  решение ако 

2 || 1k a   и 2 || 1l b .  

Да разгледаме некое ( , )k l  решение. Нека 2 1ka c  , 2 1lb d   и  

( 1) 2 1 2k ma w b c d       и ( 1) 2 1 2l nb w a d c      .   (1) 

Ако 1c  , тогаш и 1d   (и обратно), па тогаш NZD( , ) NZD(2 1,2 1)k la b    . Не-

ка претпоставиме дека , 1c d  . Од (1) следува 2 || 1 2 'k kd b   и 2 || 1 2 'l lc a   

за некои непарни броеви ', 'a b , па со замена во (1) добиваме 2 ' ' 1 2l m ka b     и 
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2 ' ' 1 2k n lb a    . Оттука повторно 2 || ' 1k a   и 2 || ' 1l b  , па претходните равенки 

даваат  

' 1

2
' ( ' 1) ' 2

l

m k lba w b a        и ' ( ' 1) 2n k lb w a     . 

Според тоа, парот 1 2 1 2

2 2
( ', ') ( , )

k l

k l k l

a ba b
 

     исто така е ( , )k l  решение и притоа 

важи ' , 'a a b b  . Дефинираме низи { },{ }n na b  со  

1 1,a a b b   и 
1 2 1 2

1 1
2 2

,
k l

n n

k l k l

a b
n na b

 

   
   .  

Од претходните разгледувања следува дека секој пар ( , )i ia b  е ( , )k l  решение и 

2 1, 2 1k l
n na b    , за некој n . Оттука со едноставна индукција наоѓаме  

( )2 1

2 1
(2 1)

n k l

k l

ka







  , 

( )2 1

2 1
(2 1)

n k l

k l

lb







  . 

Но, NZD( , ) 1a b  , па затоа мора да е 1n  , т.е. 2 1, 2 1k la b    , што и тре-

баше да се докаже.  

 

41. Најди ги сите парови природни броеви ( , )a b  такви што 
2 ( )a b a

b a




 е квадрат 

на прост број.  

Решение. Нека 
2 ( ) 2 , ,

a b a

b a
p a b




   и p  е прост број. Имаме 

2 2

2 2

( )a a p

a p
b




 

. Ќе разгледаме два случаи:  

1) Ако NZD( , ) 1a p  , тогаш 2 2 2 2NZD( , ) | 2a p a p   и 2 2NZD( , )a p a  1  

од каде следува дека задачата нема решение бидејќи 2 2 2a p  , па b  не е 

природен број.  

2) Ако NZD( , ) 1a p  , тогаш ,a kp k  , па затоа  

2 2 2

2 2 2

( 1) ( 1)

( 1) 1

kp p k kp k

p k k
b

  

 
  . 

Од b  следува 2 2NZD( 1, 1) | 2k k   и 2NZD( 1, ) 1k k  , што значи 

дека 2( 1) | 2k p , односно 2 1 {1,2, ,2 }k p p  .  

- Ако 2 1 1k   , тогаш 2 2k  , што не е можно.  

- Ако 2 1 2k   , тогаш 2 3k  , што не е можно.  

- Ако 2 1k p  , тогаш ( 1)( 1)k k p   , од каде добиваме 2, 3k p  , 

па затоа 6, 10a kp b   .  

- Ако 2 1 2k p  , тогаш ( 1)( 1) 2k k p   . Бидејќи 1k   и 1k   се со ис-

та парност и бидејќи десната страна е делива со 2, заклучуваме дека 

1k   и 1k   се последователни парни броеви, па затоа еден од нив е 

делив со 4, а другиот со 2. Според тоа, левата страна е делива со 8, а 

десната не се дели со 8, што значи дека во овој случај задачата нема 

решение.  
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Конечно, единствено решение е ( , ) (6,10)a b  .  

 

42. Дадени се цел број 3k   и низа { }na , за која 2ka k  и  

1 11, ако  и се заемно прости

2 , во спротивен случај,

n n
n

a a n
a

n

 
 


 

за секој n k . Докажи, дека бројот 1n na a   е прост за бесконечно многу броеви 

n .  

Решение. Нека 2la l  за некој l k  и да испитаме што станува со низата 

малку после la . Лесно се гледа, дека ако p  е најмалиот прост делител на 1l   

(таков p  постои, бидејќи според условот 1 1 2l k    ), тогаш  

1, ако 1 ,
NZD( 1, )

,ако .

i p
l i

p i p

 
  


 

Според тоа,  

1, ако 1 ,
NZD(2 2, 1)

,ако ,

i p
l i l i

p i p

 
     


 

што значи дека  

1

2 1, ако 1 ,

2 2 2, ако .
l i

l i i p
a

l p i p
 

   
 

  
 

Според тоа, 2 2 2l pa l p      и 1 2( 1)l pa l p     , па затоа  

1 2 2( 1) (2 2)l p l pa a l p l p p            

е прост број. Освен тоа, од претходните разгледувања следува дека 2la l  за 

бесконечно многу вредности на l . Според тоа, постојат бесконечно многу l k  

за кои 2la l  и 1 2l p l pa a p      е најмалиот прост делител на 1l  .  

 

43. Природните броеви a  и b  го задоволуваат равенството  

3 24a a b  . 

Докажи, дека бројот a  е од видот 22 ,t t .  

Решение. Нека 
2u  е најголемиот точен квадрат кој е делител на a  и нека 

2a qu , при што сите прости множители на q  се различни. Тогаш  

2 2 4 2( 4)qu q u b   

па затоа 2 2|u b , од каде заклучуваме дека |u b . Нека b ru . Ако замениме во 

последното равенство добиваме 2 4 2( 4)q q u r  . Бидејќи сите прости множители 

на q  се различни, од 2|q r  следува дека |q r , што значи 2 2|q r , т.е. 2 4| 4q q u  . 

Според тоа, 4q  , па затоа 1q   или 2q  . За 1q   важи 
4 24u r  , што не е 

можно, бидејќи не постојат два точни квадрати кои се разликуваат за 4. Значи, 

2q  , што и требаше да се докаже.  
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44. Докажи дека постојат бесконечно многу сложени природни броеви n  такви 

што n  е делител на 
1 13 2n n  .  

Решение. Нека ,x y . Ако |x y , тогаш 3 2 | 3 2x x y y  , па затоа бројот n  

ќе го побараме во облик 3 2s s . За да важи 1 13 2 | 3 2s s n n   , доволно е да важи 

| 1s n , т.е. доволно е да важи | 3 2 1s ss   . Нека 2ts  . Бидејќи за секој приро-

ден број t  важи 2tt  , добоваме | 2ss . Значи доволно е 22 | 3 1 3 1
tt ss    . 

Последното ќе го докажеме со математичка индукција. За 1t   тврдењето очи-

гледно важи. Нека претпоставиме дека 22 | 3 1
tt  . Имаме,  

12 2 23 1 (3 1)(3 1)
t t t

    . 

Според индуктивната претпоставка првиот множител на десната страна на 

последното равенство се дели со 2t , а вториот множител е парен, добиваме дека 
11 22 | 3 1

tt   , па од принципот на математичка индукција следува дека 22 | 3 1
tt  , 

за секој природен број t . Значи, за бројот 2 23 2
t t

n    важи 1 1| 3 2n nn   . Меѓу-

тоа, за 2t   важи  
1 1 1 12 2 2 2 2 23 2 (3 2 )(3 2 )

t t t t t t   

     

и очигледно тоа е сложен број. Според тоа, постојат бесконечно многу сложени 

природни броеви n  такви што n  е делител на 
1 13 2n n  .  

 

45. Нека n  е природен број. Докажи, дека од множеството {1,2,3,4,...,2 }n  

може да избереме најмалку 12n n   броеви такви што за секои два избрани 

броеви x  и y бројот x y  не е делител на xy .  

Решение. Од множеството {1,2,3,4,...,2 }n  ги избереме непарните броеви 

1,3,5,...,2 1n   и сите степени на  бројот 2,4,8,...,2n
.  

Можни се три случаи.  

Случај 1. Ако 2 1x a   и 2 1y b  , тогаш  

(2 1) (2 1) 2( 1)x y a b a b         

е парен број, а  

(2 1)(2 1) 2(2 ) 1xy a b ab a b        

е непарен број. Според тоа |x y xy  .  

Случај 2. Ако 2kx   и 2my  , при што k m , тогаш  

2 2 2 (2 1)k m k m kx y      , а 2k mxy  . 

Бројот x y  има непарен делител, а xy  нема непарен делител, па затоа |x y xy  .  

Случај 3. Ако 2kx   и 2 1y b  , тогаш 2 2 1 2 1kx y b b       е непарен 

број. Бројот 
12(2 ) 1kx y b     е непарен број, а најголемиот непарен делител 

на 2 (2 1)kxy b   е 2 1b . Според тоа |x y xy  .  
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Значи, од множеството {1,2,3,4,...,2 }n  може да се изберат 12n n   елементи 

1,3,5,...,2 1n  , 2,4,8,...,2n
 за кои е исполнет условот од задачата.  

 

46. Определи ја максималната вредност за k  таква што меѓу k  избрани еле-

менти од множеството {1,2,3,....,2 }n  не постојат два броја такви што едниот од 

нив е делител на другиот.  

Решение. Секој природен број може да се претстави во облик 2a c  каде a  

и c  е непарен број.  

Нека 1 2, ,..., ka a a  се природни броеви од множеството {1,2,3,....,2 }n  . Секој од 

нив може да се запише во облик 2 in
i ia b , каде ib  е непарен и 1 2 1ib n   .  

Ако 1k n  , тогаш според принципот на Дирихле постојат ,i j , 1 i j k    

такви што i jb b b  . Можни се два случаи.  

Случај 1. i jn n .  Во овој случај 2 2 | 2 2j j i i
n n n n

j j i ia b b b b a    .  

Случај 2. i jn n . Во овој случај 2 2 | 2 2j ji i
n nn n

i i j ja b b b b a    .  

Според тоа, за максималната вредност на k  имаме k n . Ако избереме било 

кои k ,1 k n   броеви 1 2, ,..., ka a a  од множеството { 1, 2,...,2 }n n n  , тогаш меѓу 

нив не постојат два броја такви што едниот е делител на другиот. Навистина, ако 

1 2, { , ,..., }kn p n l a a a    и n p n l   , тогаш 2 2
1

1 2n l n n
n p n p n

  

    , односно 

n l
n p



 не е природен број.  

Значи, најголема вредност е k n .  

 

47. Нека ,a m  и n  се природни броеви, каде a  е парен и m n . Докажи, дека 

еден од броевите 
1 21, 1, 1,..., 1m m m m na a a a       е заемно прост со секој од 

останатите броеви.  

Решение. Со k  да го означиме најголемиот степен на бројот 2 кој е делител на 

некој од броевите , 1,...,m m n . Нека претпоставиме дека постојат два броја кои се 

деливи со 2k . Овие броеви можеме да ги запишеме во видот 12k t  и 22k t , каде 

1 2t t  се непарни броеви. Но, тогаш бројот 1 22 ( 1) 2k kt t   е делив со 12k , што 

противречи на изборот на k .  

Според тоа, постои број ,r m r n   кој е делив со 2k  и сите други броеви не 

се деливи со 2k . Ќе докажеме дека бројот 1ra   е заемно прост со секој од оста-

натите броеви. Нека p  е прост делител на 1ra  . Бидејќи a  е парен, добиваме 

дека p  е непарен и тогаш p  не е делител на 1ra  . Ако l  е степенот на a  по 

модул p , тогаш l  е делител на 2r  (бидејќи 2 1ra   е делив со p ), но не е делител 

на r  (бидејќи 1ra   не е делив со p ). Според тоа, l  е делив со 12k .  
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Нека претпоставиме дека p  е делител на 1sa   за r s . Тоа значи дека l  е 

делител на 2s , т.е. 2k  е делител на s , што е противречност.  

Докажавме, дека секој прост делител на 1sa   не е делител на ниту еден од 

останатите броеви, т.е. бројот 1ra   го има саканото својство.  

 

48. Нека 1a   е дадени природен број. Низата 1 2, ,..., ,...na a a  е определена со  

1 2 2 1, , ,n n na a a a a aa a      за 1n  . 

Докажи, дека постојат бесконечно многу прости броеви такви што секој од нив е 

делител на барем еден член од дадената низа.  

Решение. Со индукција по m  ќе докажеме дека за секои два природни броја n  

и 2m   важи  

1 1n m m n m na a a a a    .        (1)  

Ако за некој 2m   равенствот важи за секој n , тогаш  

1 ( 1) 2 1 1

1 1 1

1 1

1 1

( )

( )

,

m n m n m n m n

m n n m n

m m n m n

m n m n

a a a a a a

a aa a a a

aa a a a a

a a a a

     

  

 

 

  

  

  

 

 

со што доказот е завршен.  

Од рекурентната зависност следува 1NZD( , ) 1n na a    за секој 2n  . Сега од 

(1) следува дека NZD( , ) NZD( , )n m m m na a a a  . Оттука со индукција следува дека 

за секои два броја m  и n  важи NZD( , )NZD( , )m n m na a a . Сега задачата следува 

непосредно. Ако 1 2 ... ...kn n n     е бесконечна низа од по парови заемно про-

сти природни броеви, тогаш  

NZD( , )NZD( , ) 1
i j i jn n n na a a a   , 

т.е. 
1 2
, ,..., ,...

kn n na a a  се по парови заемно прости броеви, па затоа прости броеви 

кои се нивни делители има бесконечно многу.  

 

49. Докажи, дека за секој природен број 4a   постојат бесконечно многу при-

родни броеви n  кои се делители на 1na  , но не се деливи со квадрат на прост 

број.  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Нека 3p   е непарен делител на бројот b . Тогаш постои непарен прост 

број q  таков што | ( 1) 1pq b  , но |q b .  

Доказ. Ако b pc , тогаш  

1 2

( 1)2

2

1

2

( 1) 1 (( 1) ( 1) ... ( 1) 1)

( )

( ( ) 1)

,

p p p

p p

p

b b b b b

b Bb b p

bp b Bc

bpd

 





         

  

  


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и останува да избереме прост делител q  на d . Да забележиме дека d  е непарен, 

бидејќи ако b  е парен, тогаш 1d bK   е непарен, а ако b  е непарен, тогаш 

( 1) 1pb   е непарен, па затоа d  е непарен. Јасно, | ( 1) 1pq b  , но |q b . ■ 

Сега, ќе докажеме дека ако 2 1ka   , тогаш постои низа 1 2, ,...p p од непарни 

прости броеви таква што ако 0 1p   и ако 0 1... 1np p p
nP a  , тогаш 1 | 1p a   и 

1 |n np P , но 1 1|n np P  , 1n  .  

Нека 1p  е непарен прост делител на 1a   и нека веќе сме ги избрале броевите 

1 2, ,..., kp p p . Ако ја примениме лемата за kb P  и kp p , наоѓаме непарен прост 

број 1kp   кој е делител на kP , но не е делител на 1kP  .  

Понатаму, бидејќи 1kP   е делив со броевите 1 2, ,..., kp p p , но не е делив со 

1kp  , заклучуваме дека 1kp   е различен од броевите 1 2, ,..., kp p p . Според тоа, 

броевите од видот 1 2... kp p p  го имаат саканото својство од условот на задачата.  

Ако 2 1la   , 2l  , тогаш 2 2 1ma    и осатнува да ги помножиме со 2 

најдените броеви за бројот 2a .  

 

50. Нека ,a b  и c  се природни броеви такви што барем еден од нив е заемно 

прост со останатите два. Докажи, дека постојат природни броеви ,x y  и z  такви 

што a b cx y z  .  

Решение. 1) Нека NZD( , ) NZD( , ) 1a b a c  . Тогаш NZD( , ) 1a bc   и затоа по-

стојат цели броеви u  и v  такви што 1ua vbc  . Според тоа, a  е делител на 

1vbc  . Ако 1k   е природен број таков што a  е делител на v k  , тогаш a  е 

делител на 1kbc , т.е. 1kbc at  . Тогаш за 2 , 2 , 2t kc kbx y z    имаме  

12 2 2 (2 )b c kbc kbc kbc t a ay z x      . 

2) Нека NZD( , ) NZD( , ) 1c b c a  . Тогаш NZD( , ) 1c ab   и како во 1) следува 

дека постои природен број k  таков што c  е делител на 1kab , т.е. 1kab ct  . 

Тогаш за 2(2 1) , (2 1) , (2 1)a kb a ka a tx y z       имаме  

12 (2 1) ( 1) (2 1)a b a a kab a kab a kab cx y z        . 

 

51. Определи ги сите природни броеви a  и b  такви што 2 2| , |a b b a  и 

21| 1a b  .  

Решение. Нека 
2b ca . Од условот на задачата следува 2 4|b ca a  и 

1| 1a ca  , а тоа е еквивалелнтно со 3|c a  и 1| 1a c  . Нека ( 1) 1c d a   , 

0d  . Од 3 1(mod 1)a a    следува 
3

1(mod 1)a
c

a   , т.е. 
3

( 1) 1a
c

e a   , за 

некој e . Според тоа, 3 ( ( 1) 1)( ( 1) 1)a e a d a     , од каде после множењето и 

скратувањето со 1a   добиваме  
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2 1 ( 1) ( )a a de a e d      . 

Оттука добиваме 2 1 3(mod 1)e d a a a      , па затоа  

( 1) 3e d k a    , 2 ,de a k k    .       (1) 

Можни се следниве три случаи:  

1) { 1,0}k  . Во овој случај од (1) следува | | 1de e d   , што е можно само 

за 0d  . Сега 1c   и 
2b a , па затоа 2( , ) ( , )a b t t , t .  

2) 1k   . Од (1) следува 1a d  . Сега 
2c a  и 

2 3b a , па затоа 

2 3( , ) ( , )a b t t , t .  

3) 0k  . Од (1) следува 
2 3 2a d d   . Сега  

3( 1) 1 ( 1)c d a d      и 2 4( 1) ( 2)b ca d d    . 

Значи, 
22d t  , за некој t , па затоа 2 2 2 2( , ) ( ( 1), ( 1) ), 2a b t t t t t    .  

52. Нека 2p   е прост број таков што 3 | 2p  . Докажи, дека најмногу 1p   

елементи на множеството  
2 3{ 1| , , 0 , 1}S y x x y x y p        

се деливи со p .  

Решение. Од 2(mod3)p   следува дека броевите 3 3 30 ,1 ,..., ( 1)p   даваат раз-

лини одстаоци при делење со p . Навистина, ако 3 3(mod )a b p , тогаш со степе-

нување на 
2

3

p
 добиваме 2 2(mod )p pa b p  . Но, 1 1(mod )p pa b p  , па затоа 

(mod )a b p . Според тоа, за секој {0,1,2,..., 1}y p   постои точно еден елемент 

2 3 1ys y x S     делив со p . Меѓутоа, 2 3 2 3
1 31 0 1 0 3 2 1s s        , па за-

тоа меѓу елементите 0 1 1, ,..., ps s s   има најмногу 1p   различни.  

 

53. Нека c  е природен број. Низата 1 2, ,...a a  е дефинирана со  

2 3
1 1, n n na c a a a c    , 

за секој природен број n . Определи ги сите вредности на c  за кои постојат при-

родни броеви 1k   и 2m   такви што бројот 2 3
ka c  е еднаков на m тиот сте-

пен на некој природен број.  

Решение. За 1k   од рекурентната врска добиваме  

2 3 2 2
1 1 1 1 1( )( 1)k k k k k k k k k k ka c a a a a a a a a a a               .   (1) 

Нека претпоставиме дека 1| k kd a a   и 1| 1k kd a a   . Тогаш | 2 1kd a   и 

1| 2 1kd a   . Но, од рекурентната релација следува  

2 3
12(2 1) (2 1) 4 1k ka a c     , 

па затоа 3| 4 1d c  , а оттука следува дека | 2 1nd a  , за секој n k . Според тоа, 

1| 2 1 2 1d a c   . Меѓутоа, тогаш 
3 2| 2(4 1) (2 1)(4 2 1) 1d c c c c      , т.е. 1d  .  
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Сега ако 1k ka a   е m ти степен, од (1) следува дека и 1k ka a   е m ти 

степен. Постапката ја продолжуваме е заклучуваме дека 2
2 1 ( 1)a a c c    е m

ти степен, па од 2NZD( , 1) 1c c   следува дека 2c  и 1c  се m ти степени. Ме-

ѓутоа, c  не може да биде m ти степен, па затоа m  мора да биде парен број и 

уште повеќе 2m  . Значи, 1c  е точен квадрат. Конечно, ако 1c  е точен ква-

драт, тогаш и 2 2 3
1( 1)c c a c    е точен квадрат.  

 

54. Определи го најголемиот природен број n  за кој постои множество при-

родни броеви 1 2{ , ,..., }na a a  такво што 

1) броевите , 1,2,...,ia i n  се сложени,  

2) броевите , 1,2,...,ia i n  се по парови заемно прости,  

3) 21 (3 1) , 1,2,...,ia n i n    .  

Решение. За секој 1,2,...,j n  со jq  да го означиме најмалиот прост делител 

на ja . Нека 
1
max i

i n
q q

 
 . Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 

тој максимум се достигнува за 1i  , т.е. 1q q . Очигледно,  

2 2 2
1 1(3 1) nn a q p    , 

каде np  е n тиот прост број. Затоа треба да важи 3 1np n  . Лесно се докажува, 

на пример со индукција, дека 3 1np n   за 15n  . Затоа 14n  . На пример, мно-

жество кое ги има саканите својства и содржи 14 елементи е множеството 
2 2 2 2

14{2 ,3 ,5 ,..., }p . Според тоа, најголемиот природен број со саканите својства е 

бројот 14n  .  
 

55. За природниот број n  ќе велиме дека е специјален ако ако постојат при-

родни броеви , ,a b c  и d  такви што 
3 3

3 3

2

2

a b

c d
n 


 .  

а) Докажи, дека постојат бесконечно многу специјални броеви.  

б) Докажи, дека бројот 2014 не е специјален.  

Решение. а) Ако земеме ,a nc b nd   добиваме дека 
3 3 3 3

3 3 3 3

3 32 2

2 2

a b c d

c d c d
n n 

 
  , 

што значи дека за секој n  бројот 3n  е специјален.  

б) Нека претпоставиме дека 
3 3

3 3

2

2
2014 a b

c d




 , за некои природни броеви , ,a b c  и 

d , т.е. дека 3 3 3 32 2 19 53( 2 )a b c d     . Без ограничување на општоста можеме 

да земеме дека NZD( , , , ) 1a b c d  . Имаме 3 0, 1, 7, 8(mod19)x     , па затоа 

3 32 0(mod19)a b   ако и само ако 19 | ,a b . Но, тогаш од 3 3 319 | 2a b  следува 

дека 2 3 319 | 2c d , од каде следува 19 | ,c d , што противречи на NZD( , , , ) 1a b c d  .  

 

56. Да се докаже дека за секој природен број 1k  , збирот 1 1 1 1
2 3 4

...
k

    , не 

е природен број.  
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Решение. Нека n  е најголемиот природен број за кој 2n  е делител на некој од 

броевите 2,3,4,...,k . Ако 2n  е делител на два од тие броеви, тогаш тие броеви се 

од облик 2n p  и 2n q  за p  и q  непарни броеви. Бидејќи меѓу секои два непарни 

природни броеви постои парен број, следува дека меѓу 2n p  и 2n q , па значи и 

помеѓу 2,3,4,...,k , постои природен број од облик 2n r  за r  парен број. Според 

тоа 12n  е делител на некој од броевите 2,3,4,...,k . Значи, постои само еден број 

од броевите 2,3,4,...,k  кој е делив со 2n . Нека m  е тој број. Најмалиот заеднички 

содржател на броевите 2,3,4,...,k  е од облик 2n s , каде што s  е непарен број. 

Нека 2n s
i i

x  , за 2,3,4,...,i k . Тогаш ix  е парен број за секој i m  и mx  е 

непарен. Дадениот збир е  

1 2 ...1 1 1 1
2 3 4 2

... k

n

x x x A
k Bs

  
      , 

каде што A  е непарен, а B  е парен природен број. Според тоа, тој збир не е 

природен број.  

 

57. Нека n  е сложен природен број и нека 1 2, ,..., md d d  се сите негови дели-

тели. Докажи, дека  

2

log
1

log 1
m

m

k
n

k

d


 . 

Решение. Да забележиме дека делителите на бројот n  можеме да ги групира-

ме во парови чиј производ е еднаков на n . Без ограничување на општоста нека 

1 21 ... md d d n     . Тогаш  

1 2 1 1 1, ,..., ,...,m m k m k md d n d d m d d n d d n      . 

Ако ги помножиме последните равенства добиваме  
2 2 2 2
1 2 3 ... m

md d d d n . 

Според тоа,  

2 2 2 22 2 1 1
1 2 1 2 3

log log log log
1

log log( ... ) log( ... ) log 1
m m m m

m
m

k m m
n n n n

k

d d d d d d d d n


    . 

 

58. Определи ги сите природни броеви n  за кои 28 ( ) 27 ( )f n f n , каде со 

( )f n  е означен бројот на сите различни природни делители на n .  

Решение. Очигледно 1n   и нека 1 2
1 2 ... ra a a

rn p p p  е каноничното 

разложување на n . Тогаш даденото равенство можеме да го запишеме во видот  

1 2

1 2

2 1 2 1 2 1 33
1 1 1 2

... ( )r

r

a a a

a a a

  

  
    .        (1) 

Понатаму, 
2 13

2 1
2i

i

a

a




   за секој ia  при што знак за равенство на левата страна 

важи само кога 1ia  . Тогаш од (1) следува дека 
33 3

2 2
2 ( ) ( )r r  , од каде 
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заклучуваме дека 2 3r  .  

За 3r   имаме 1, 1,2,3ia i  , од што го добиваме решението 1 2 3n p p p  каде 

1 2,p p  и 3p  се различни прости броеви.  

Нека 2r  . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

1 2a a , од каде следува 1 2

1 2

2 1 2 1

1 1

a a

a a

 

 
 . Тогаш од (1) добиваме  

2 1 2 1 2 2

2 1 2 1 2 2

2(2 1) 2 1 2 1 2 1 2 1 2 13 23
1 1 1 2 1 1 1

( ) ( )
a a a a a a

a a a a a a

     

     
      . 

Од последните неравенства лесно следува дека 23 5a  . Во секој од случаите 

2 3,4,5a   добиваме линеарна равенка по 1a  при што ги добиваме решенијата 

1 2( , ) (13,3)a a   и (7,4) , т.е. 13 3
1 2n p p  и 7 4

1 2n p p , каде 1p  и 2p  се различни 

прости броеви.  

 

59. За еден природен број ќе велиме дека е силен, ако е делив со квадратот на 

секој свој прост делител (за бројот 1 ќе сметаме дека е силен). Бројот на силните 

делители на еден број ќе го нарекуваме сила на тој број. Колку последователни 

природни броеви најмногу можеме да избереме така што ниту еден од нив да нема 

сила која е делива со  

а) 2,     б) 3 и     в) 2015?  

Решение. Еден природен број е силен ако секој негов прост делитеч е барем на 

втор степен. Ако каноничното разложување на еден број е 1 2
1 2 ... kss s

k
p p p , тогаш 

неговата сила е еднаква на 1 2... ks s s , бидејќи за степенот на неговиот делител kp  

има ks  можни избори (0,2,..., ks ).  

а) Ако избереме 8 последователни броеви, тогаш некој од нив ќе биде делив со 
22 , но нема да биде делив со 32 , па така неговата сила ќе биде делива со 2. 

Постојат 7 последователни природни броеви, секој од кои има сила која не е 

делива со 2, на пример 29, 30, 31, 32, 33, 34 и 35.  

б) Ако избереме 16 последователни броеви, некој од нив ќе биде делив со 32 , 

но нема да биде делив со 42 , па така неговата моѓ ќе биде делива со 3. Постојат 

15 последователни природни броеви, секој од кои кои има сила која не е делива со 

3, на пример 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 и 23.  

в) Ако избереме 32 14 52 3 5   последователни броеви, тогаш меѓу нив има број 

m  од видот 31 13 52 3 5m A   , каде при делење со 30 бројот A  дава остаток 1, 7, 

13, 17, 23 или 29. Тогаш A  не е делив со 2, 3 и 5, па така моѓта на m  е делива со 

5 13 31 2015   .  

Од друга страна интервалот 31 13 5 31 13 5(31 2 3 5 ,37 2 3 5 )       содржи 

32 14 52 3 5 1    последователни природни броеви. Нека претпоставиме дека меѓу 

нив постои природен број n  чија моќ е 2015. Бидејќи 5 511 37 5  , бројот n  не 

може да е од видот 31 13 52 3 p , каде p  е прост број поголем од 7. Од друга страна, 

31 13 5 31 13 55 2 3 7 31 2 3 5        и 31 13 5 31 13 511 2 3 7 37 2 3 5       , па затоа n  не 

може да е делив со 31 13 52 3 5  . Исто така, бидејќи 18 183 2 37  , бројот n  не може 
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да е од видот 31 13 53 2 p  , каде 5p  .  

Сите од останатите можности за добивање на сила 2015 доведуваат до зна-

чително поголеми броеви. Значи, можеме да избереме 32 14 52 3 5 1    броеви.  

 

60. Позитивни рационални броеви a  и b  се запишани како децимални броеви. 

Познато е дека најмалата периода и на двете дропки е со должина од 30 цифри, а 

во децималниот запис на бројот a b  најмалата периода е со должина од 15 

цифри. Кој е најмалиот природен број k  за кој најмалиот период во децималниот 

запис на бројот a kb  исто така може да е со должина од 15 цифри?  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме, дека броевите 

, ,a b a b  се често периодични, т.е. периодите започнуваат одма по децималната 

запирка. Навистина, множењето со степен на бројот 10 не ја менува периодата.  

Ќе го искористиме следново познато тврдење: децималниот запис на рацио-

нален број r  е чисто периодичен со периода T  (не задолжително минимална) ако 

и само ако r  е од видот 
10 1T

m


, за некој цел број m .  

Во случајов имаме 
3010 1

ma


  и 
3010 1

nb


 , за некои цели броеви m  и n . Освен 

тоа, броевите 
3010 1

m na b 


   и 

3010 1

m kna kb 


   се децимални броеви со периоди 15, 

т.е. можат да бидат запишани како обични дропки со именители 1510 1 . Тогаш, 

така може да се запише и нивната разлика 
30

( 1)

10 1
( 1)

k n
k b




  . Според тоа, бројот 

( 1)k n  се дели со 510 1 , а бројот n  го нема тоа својство, бидејќи во спротивно 

бројот b  ќе има периода 15. Заклучуваме дека бројот 1k   се дели со некој прост 

делител на бројот 1510 1 . Најмалиот таков делител е 7. Значи, 1 7k   , т.е. 6k  .  

Еден пример за броеви, кои го задоволуваат условот при 6k  , се добива, ако 

15

1

10 1
a b


   и 

15

2

10 1
6a b


  . Тогаш 

15

8

7(10 1)
a


  и 

15

1

7(10 1)
b


 . Јасно, најмалите 

периоди на a b  и 6a b  се со должини 15. На читателот му оставаме за вежба 

да провери дека, најмалите периоди на a  и b  се со должини 30.  

 

61. Нека 0a  и na  се различни делители на природниот број 1m  , а низата 

природни броеви 0 1 2, , ,..., na a a a  е таква што важи  

1 1| |i i ia a a   , за 0 i n  . 

Ако 0 1NZD( , ,..., ) 1na a a  , докажи дека низата содржи член кој е помал од m .   

Решение. Да ги разгледаме два најмали (различни) членови на низата p  и q . 

Ако min{ , } 1p q  , тврдењето тривијално важи. Затоа нека претпоставиме дека 

, 1p q  .  

Лема 1. Постојат индекси k  и l  за кои ,k la p a q   и | | 2k l  .  

Доказ. Нека ,k la p a q  , k l . Да претпоставиме дека 2r l k   . Со 

индукција по r  ќе докажеме дека за некој ,i k i l   важи { , }ia p q . Бидејќи 
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3 2 1| |k k ka a a p     , добиваме 3 1 2k k ka a a    . Слично, 3 1 2l l la a a    . 

Нека maxm i
p i q

a a
 

 . Јасно, 2 2k m l    , т.е. 6l k  , а исто така  

2 1 1m m m ma a a a      и 1 1 2m m m ma a a a     . 

Според тоа, низата '{ }ia  дефинирана со '
i ia a , за i m  и '

3i ia a  , за i m  ги 

задоволува условите на задачата. Притоа важи '
ka p  и '

3la q  , па од индуктив-

ната претпоставка (бидејќи ( 3) 3l k   ) важи ' { , }ia p q , за некој , ( 3)i k i l   . 

Тогаш { , }ia p q  или 3 { , }ia p q  , со што доказот е завршен. ■ 

Лема 2. За секој , (0 )i i n   постојат 0,i ix y   такви што i i ia x p y q   и 

NZD( , ) 1i ix y  .  

Доказ. Ги разгледуваме векторите (1,0)kv   и (0,1)lv   и за секој i  дефи-

нираме  
'

2 1i i i i iv v v      ако '
2 1i i i i ia a a    , ( ', { 1,1}i i    ). 

Со едноставна индукција се добива  

i i ia x p y q  .            (1) 

Бидејќи  
' '

1 2 2 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i i i i i i i i i ix y x y x y y x x y x y x y                    

и слично  
'

2 2 1 1( )i i i i i i i i ix y x y x y x y        

имаме  

1 1 2 2, { 1,1}i i i i i i i ix y x y x y x y       , за 0 i n       (2) 

па затоа NZD( , ) 1i ix y  . Останува уште да докажеме дека , 0i ix y   за секој i . 

Нека претпоставиме дека 0ix  , за некој i k  (случајот 0iy   и/или i l  е 

аналоген) и да го разгледаме најголемиот таков i . Од 0ia   и (1) следува 0iy  . 

Од (2) и  

1 2 1 2, 0 ,i i i i i i i ix y x y x y x y      

следува дека 1 2, {(0,1),(1,0)}i iv v   , а тогаш мора да биде (1, 1)iv    , т.е. 

| |ia p q  . Меѓутоа, бидејќи p  и q  се заемно прости броеви поголеми од 1, 

важи max{ , } | | { , }p q p q p q   , што противречи на изборот на p  и q . ■ 

Нека 0 nm da ea  . Според лема 2 важи 0 0 n nm dx p dy q ex p ey q    , при 

што 0 0NZD( , ) NZD( , )n ndx dy ex ey , бидејќи заради 0 na a  важи 0

0

n

n

x x

y y
 . Оттука 

следува дека 0| ( )np dy ey , па затоа 0dy p  или ney p . Конечно, m pq , па 

затоа min{ , }p q m .  
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4.2.  КОНГРУЕНЦИИ И МАЛА ТЕОРЕМА НА ФЕРМА  

 
1. Дали постои природен број за кој збирот на цифрите на неговиот квадрат е: 

а) 80;          б) 81 ? 

Решение. a) Имаме  ( ) mod3a S a  за секој природен број a  (каде со ( )S a  е 

означен збирот на цифрите на бројот a ). Бидејќи квадрат на природен број може 

да дава само остаток 0 или 1 по модул 3, а  2 80 2 mod3a    добиваме дека не 

постои полн квадрат со збир на цифри 80. 

б) Постои. Таков е на пример 111111111.  

 

2. Определи ги сите цели броеви n  за кои постои цел број m  таков што 

2 1n n   е делител и на 14 5m  и на 20 3m .  

Решение. Од условот на задачата следува дека 2 1n n   е делител на  

10(14 5) 7(20 3) 71m m    . 

Бидејќи 
2 2 51

2 4
1 ( ) 2n n n        и 71 е прост број, можни се три случаи 

2 1 1,n n     1 или 71. Во првиот и вториот случај 1,0,1n    и 2 (тврдењето 

важи за секој цел број m ). Во третиот случај решенија на равенката 2 1 71n n    

се 9n    и 8n  . Тогаш 14 5 0(mod71)m  , после множењето со 5 е еквива-

лентно со 25(mod71)m  , а 20 3 0(mod71)m   после множењето со 32 е еквива-

лентно со 25(mod71)m  . Според тоа, сите броеви кои при делење со 71 даваат 

остаток 25 го задоволуваат условот на задачата.  

Конечно, 9, 1,0,1,2,8n     се решенија на задачата.  

 

3. Определи го најмалиот природен број M  за кој бројот 2012 може да се 

запише како збир на кубови на M  цели броеви.  

Решение. Нека бројот 2012 е запишан како збир на кубови на M  цели броеви. 

Лесно се проверува дека за произволен цел број x  важи  

3 0,1x   или 1(mod9) . 

Од друга страна 2012 9(mod9) , па затоа 4M  . Но, едно можно претставување 

на 2012 како збир на четири кубови е  
3 3 3 32012 ( 4) 5 ( 25) 26      , 

па затоа 4M  .  

 

4. Нека 9 7 5 313 82 321 1
630 21 30 63 35

( )P x x x x x x     . Докажи дека за секој цел број 

x  важи ( )P x  . 

Решение. Прв начин. Имаме  
( 4)( 3)( 2)( 1) ( 1)( 2)( 3)( 4)

2 5 7 9
( )

x x x x x x x x x
P x

       

  
 . 

Сега броителот содржи 2, 5, 7 и 9 последователни цели броеви па е делив со 2, 5, 7 

и 9. Значи ( )P x   за секој цел број x . 

Втор начин. Ќе го трансформираме дадениот израз во обликот  
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8 6 4 230 273 820 576
2 5 7 9

( ) x x x xP x x    
  

 . 

Броевите во именителот се по парови заемно прости, па ( )P x  ќе биде цел број за 

секој цел број x  ако ( )x Q x  е делив со 2, 7, 7 и 9, каде  

8 6 4 2( ) 30 273 820 576Q x x x x x     . 

Ќе ги разгледаме пооделно сите четири случаи. 

1  Деливост со 2. Ако 2 | x , тогаш, јасно 2 | ( )xQ x . Ако, пак, 2 не го дели x , 

тогаш 1(mod2)x  . За ( )Q x  имаме ( ) 1 30 273 820 576 0(mod2)Q x       (при-

тоа и (1) 0Q  ), односно 2 | ( )Q x , па и 2 | ( )xQ x . 

2  Деливост со 5. Ако 5 | x , тогаш е јасно. Затоа нека 5 не го дели x . Можни 

се слениве случаи: 

1) 1(mod5)x    и тогаш ( ) 1 30 273 820 576 0(mod5)Q x       ,   

2) 2(mod5)x    и тогаш 8 6 4 2( ) 2 30 2 273 2 820 2 576 0(mod5)Q x          ,  

па и овде 5 | ( )xQ x . 

3  Деливост со 7. Ако 7 | x  повторно следува заклучокот. Во спротивно имаме 

1) 1(mod7)x    и тогаш ( ) 1 30 273 820 576 0(mod7)Q x       ,   

2) 2(mod7)x    и тогаш 8 6 4 2( ) 2 30 2 273 2 820 2 576 0(mod7)Q x          , 

па и овде 7 | ( )xQ x . 

3) 3(mod7)x    и тогаш 8 6 4 2( ) 3 30 3 273 3 820 3 576 0(mod7)Q x          , 

па и овде 7 | ( )xQ x . 

4  Деливост со 9. Ако 9 | x , јасно е. Во спротивно: 

1) 1(mod9)x    и тогаш ( ) 1 30 273 820 576 0(mod9)Q x       ,   

2) 2(mod9)x    имаме ( ) 0(mod9)Q x  ,па 9 | ( )xQ x  

3) 3(mod9)x   , па како и претходно ( ) 0(mod9)Q x  ,па 9 | ( )xQ x , 

4) 4(mod9)x   , па заради (4) 0Q   имаме ( ) 0(mod9)Q x   и 9 | ( )xQ x .  

Со тоа се исцрпени сите случаи па следува 630 | ( )xQ x  за секој цел број x . 

 

5. Даден е прост број 3p  . Дали броевите 1,2,..., 1p  можеме да ги поделиме 

(разбиеме) на две непразни множества така што збирот на броевите во едното и 

производот на броевите во другото множество да даваат ист остаток при делење 

со p ?  

Решение. Ќе докажеме дека постојат два ненулти остатоци a  и b  по модул p

, такви што нивниот производ е конгруентен со збирот на останатите ненулти 

остатоци по модул p . За збирот на остатоците имаме  

( 1)

2
( )(mod )

p p
a b a b p


     , 

па затоа нашиот услов е еквивалентен на  

( )(mod )ab a b p   , 

т.е. на  
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( 1)( 1) 1(mod )a b p   . 

Бидејќи 3p   постојат ненулти остатоци m  и n  такви што 1(mod )mn p  и 

m n . Освен тоа, јасно е дека , 1(mod )m n p , па затоа можеме да избереме 

1a m   и 1b n  .  

Според тоа, бараното разбивање можеме да го направиме.  

 

6. Нека a  е природен број и p  е прост број. Докажи, дека постојат бесконечно 

многу природни броеви n  такви што 
np na p  има барем два различни прости 

делители.  

Решение. Ако |p a , тогаш ( 1)
np n na p p pA   , каде A  е природен број и 

тврдењето очигледно важи. Затоа нека претпоставиме дека NZD( , ) 1a p  .  

Нека p  е непарен, n pk  и 
1

,
np ka x p y


  . Тогаш  

1 2 2 1( )( ... )
np n p p p p p pa p x y x y x x y xy y             

и да претпоставиме дека овој број има не повеќе од еден прост делител, т.е. дека е 

еднаков на tq  за некој прост број q  и некој природен број t . Очигледно q p . 

Од |q x y  следува дека (mod )x y q   и тогаш  

1 2 2 1 1... (mod )p p p p px x y xy y py q          

не е делив со q , што е противречност.  

Нека 2p   и 
224 2, , , 2

n kn k k a u v


     . Тогаш  

2 4 4 2 2 2 22 4 ( 2 )( 2 )
n na u v u uv v u uv v        . 

Двата множители на десната страна се заемно прости и поголеми од 1, па значи 

имаат различни прости делители.  

 

7. Докажи, дека постојат бесконечно многу прости броеви p  од видот 

4 1,k k   такви што p  е делител на 2 1q   за некој прост број.  

Решение. Нека 1{ }n nq 
  е низата прости броеви. Да означиме 2 1nq

nQ   . Да 

забележиме дека NZD( , ) 1m nQ Q  , за m n . Навистина, ако d   е делител на 

mQ  и nQ , тогаш d  е делител на 
NZD( , ) 12 1 2 1 1m nq q

    , па затоа 1d  .  

Не е можно сите прости делители на nQ  да се конгруентни со 1 по модул 4, 

бидејќи во тој случај ќе имаме 1(mod4)nQ  , што противречи на 

2 1 3(mod4)nq
nQ    . Според тоа, nQ  има барем еден прост делител np  од 

видот 4 1,n n np k k   . Освен тоа, кога m n , од NZD( , ) 1m nQ Q   следува 

n mp p . Така добивме бесконечна низа 1{ }n np 
  од различни прости броеви кои 

ги задоволуваат условите на задачата.  

 

8. Определи ги сите природни броеви n  такви што 3( 39 2) ! 17 21 5nn n n      
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е точен квадрат. 

Решение. Нека означиме 3( 39 2) ! 17 21 5n
na n n n      .  

Ако 4n  , тогаш 8 | !n . Уште повеќе, 5 5 (mod8)n
na   .  

Ако n  е парен број, тогаш 5 1 (mod8)n  , па 6(mod8)na  . Но, сите точни 

квадрати имаат остатоци 0, 1 или 4 при делење со 8. Значи, ако 4n   и n  е парен, 

тогаш na  не е точен квадрат. 

Нека 7n  . Јасно 7 | !n . Тогаш 5 (mod7)na  . Од друга страна остатоците на 

точните квадрати при делење со 7 се 0,1,2
 
 или 4. Значи, na  не е точен квадрат за 

7n  . Па, од претходната дискусија останува да провериме за 1n  , 2n  , 3n   

и 5n  . 

Ако 5n  , 5
5 2 1 5 2 (mod5)a     . 

Бидејќи остатоците на точен квадрат при делење со 5  се 0, 1 или 4, 5a  не е 

точен квадрат. 

За 3n  , имаме 3 3 (mod7)a  , па 3a  не е точен квадрат. 

За 2n  , имаме 2 1 5 2 (mod4)a    , па 2a  не е точен квадрат. 

За 1n  , 1 (1 39 2) 1 17 21 5 400a         . 

Значи, само за 1n  , na  е точен квадрат.  

 

9. Нека p  е прост број и 1 2 2 1, ,..., pa a a   се различни природни броеви од 

интервалот 2[1, ]p  чиј збир е делив со p . Докажи, дека постојат природни броеви 

1 2 2 1, ,..., pb b b   такви што ниту еден од нив не е делив со p  и за кои  

1) Во записот на секој од нив во броен систем со основа p  се среќаваат само 

цифрите 0 и 1,  

2) Збирот 1 1 2 2 2 1 2 1... p pa b a b a b     е делив со 2012p .  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме за произволен природен број n . За таа 

цел прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Ако 1 2 1, ,..., px x x   се природни броеви кои не се деливи со p , тогаш за 

секој r , 1 2r p    можеме за избереме неколку од нив чиј збир при делење со 

p  дава остаток r .  

Доказ. Да ставиме 0 0S   и да претпоставиме дека сме нашле , 0 2k k p    

збирови 0 1, ,...., kS S S  во секој од кои учествуваат само броеви од 1 2, ,..., kx x x  и 

кои при делење со p  даваат различни остатоци. Го додаваме бројот 1kx   и да ги 

разгледаме збировите  0 1 1 1 1, ,....,k k k kS x S x S x      кои при делење со p  

даваат различни остатоци. Ако претпоставиме дека тие остатоци се пермутација 

на 0 1, ,...., kS S S  и собереме почлено ќе добиеме 1( 1) 0(mod )kk x p  , што не е 

можно. Според тоа, добивме барем еден нов остаток и така по индукција ќе ги 

добиеме сите можни ненулти остатоци. Со тоа лемата е докажана. ■ 

Сега тврдењето следува по индукција. Бидејќи збирот на дадените броеви е 
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делив со p , имаме база на индукцијата.  

Нека претпоставиме дека постојат броеви 1 2 2 1, ,..., pb b b   кои ги задоволуваат 

условот и такви што 1 1 2 2 2 1 2 1... n
p pa b a b a b p A      каде 1n   и p  не е 

делител на A . Бидејќи во интервалот 2[1, ]p  има точно p  броеви кои се деливи 

со p , добиваме дека меѓу броевите 1 2 2 1, ,..., pa a a   има барем 1p   кои не се 

деливи со p . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека тоа се 

броевите 1 2 1, ,..., pa a a  .  

Согласно лемата, без ограничување на општоста можеме да земеме дека за 

броевите 1 2, ,..., ka a a  е точно дека збирот 1 2 ... ka a a A     е делив со p . Сега, 

ако ставиме ' , 1,2,...,n
i ib b p i k     и ' , 1, 2,...,2 1i ib b i k k p     , тогаш 

новите броеви го задоволуваат условот и 1 1 2 2 2 1 2 1... p pa b a b a b     е делив со 

1np  .  

 

10. Определи го бројот на природните броеви a  кои се помали од 2003  и за 

кои постои природен број n  таков што 2003 33 | n a .  

Решение. Ќе докажеме дека бараните броеви имаат еден од следниве облици 

9 1k  , 33 (9 1)k   или 63 (9 1)k  .  

Нека претпоставиме дека 3 не е делител на a . Бидејќи 3 0, 1(mod9)n   , 

заклучуваме дека 1(mod9)a   .   

Обратно, нека 1(mod9)a   . Бидејќи 31 1  и 32 1  се деливи со 9, следува 

дека постои n  таков што 3 , 2s s   е делител на 3n a  и 13s  не е делител на 

3n a , т.е. 3 3sn a t  , каде 3 | t . Ќе докажеме дека бројот 1
1 2 3sn n t    е 

таков што 3
1n a  е делив со 13s . Имаме  

1 3 2 2 1 2 3 3 3( 2 3 ) 3 (2 1) 4 3 8 3 .s s s sn t a t n nt t            

Бидејќи 3 не е делител на n , заклучуваме дека 22 1n   е делив со 3. Освен тоа 

2 1 1s s    и 3 3 1s s   , па затоа 3
1n a  е делив со 13s . Продолжувајќи на ис-

тиот начин ќе добиеме дека постои природен број pn  таков што 
2003 33 | pn a .  

Ако 2003a   е делив со 3, тогаш 3sa b , каде 6s  . Тогаш 3  е делител на n

, т.е. 03pn n , каде 1p   и 03 | n . Ако 3p  , тогаш 9 33 | n  и 93 | a , па затоа 

2003 33 | n a . Според тоа, 1p   или 2p  , од каде следува дека 3s   или 6s  , 

соодветно.  

Во првиот случај добиваме дека 2000 3
03 | n b , каде 3 | b  и 27 2003b  . Сега, 

како и претгходно заклучуваме дека 1(mod9)b   .  

Во вториот случај добиваме дека 1997 3
03 | n b , каде 3 | b  и 729 2003b  . Сега 
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како и претходно заклучуваме дека 1(mod9)b   .  

Бројот на природните броеви 1(mod9)b    такви што 2003, 27 2003b b   

или 729 2003b   е еднаков на 2 222 1 445, 2 8 1 17       или 1, соодветно. 

Според тоа, постојат 445 17 1 463    броеви со саканото својство.  

 

11. Определи ги сите природни броеви m  кои имаат точно три различни 

прости делители p , q  и r , такви што: 

а)  1|p m , 1|qr m ,      б) 1 |q m  , 1 |r m  , 3 | q r .  

Решение. Бројот m  можеме да го претставиме во облик a b cm p q r . Броевите 

q  и r  не можат да бидат 2, бидејќи 2 1 1   е делител на секој природен број, од 

каде следува дека се непарни, то ест 1qr   е парен, па мора m  да биде парен, т.e. 

2p  . 

Од NZD( , 1) 1 NZD( , 1)q qr r qr     и 1|qr m , следува дека 1 2aqr  , од 

каде 1 2kqr    за некој природен број k a . Ова значи дека бројот 2 1k   има 

точно два делители. Бројот k  може да се претстави во облик 2tk s , каде t  е 

најголемиот степен на 2  во k , а s  е најголемиот непарен делител на k . Ако 

1s  , тогаш: 

2 2 2 1 2 2 22 1 (2 ) 1 (2 1)((2 ) (2 ) ... (2 ) 1)
t t t t tk s s s          . 

Последното е можно само ако  

22 1
t

q   , 
2 1 2 2 2(2 ) (2 ) ... (2 ) 1

t t ts sr        

или обратно, но тогаш 
21 2 |

t

q m   или 
22 |

t

p m , што противречи на условите 

на задачата.  

Следува дека 1s  , то ест 2tk   е степен на 2  и 
22 1

t

qr   , то ест 
22 1

t

  е 

производ на два прости броеви. За 0t   имаме 22 1 3
t

   и ова очогледно не е 

случај, па затоа 1t  . Од  
1 1 1 12 2 2 2 2 2 22 1 2 1 (2 ) 1 4 1 1 1 1 1 2(mod3)

t t t t t               ,  

следува дека 3 | q  и 3 | r . Ако (mod3)q r , тогаш 1(mod3)qr  , па мора едниот 

да е конгруентен со еден, а другиот со два, но тогаш нивниот збир е делив со три, 

што противречи на последнит услов од задачата, т.е. број кој ги задоволува 

дадените услови не постои.  

 

12. Определи го најмалиот природен број кој е делив со 2009 и чиј збир на 

цифри е еднаков на 2009.   

Решение. Бидејќи 2009 223 9 2   , бараниот број има барем 224 цифри. Ќе 

разгледуваме 224-цифрени броеви 223 222 1 0...x c c c c . Јасно е дека 223 2c  . 

Притоа, ако 223 2c  , тогаш 222 221 1 0... 9c c c c      и 
2233 10 1x    , а овој 

број не е делив со 
22009 7 41  , бидејќи 1(mod7)x  .  
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Нека 223 3c  . Тогаш 
223399...989...9 4 10 10 1ix      , за некој i . Бидејќи 

510 1(mod41)  имаме 10 1,10,18,16 или 31(mod41)i  , за 0,1,2,3,4(mod5)i  , 

соодветно и оттука следува 2234 10 10 1 22 10 (mod41)i ix       , т.е. x  никогаш 

не е делив со 41.  

Нека 223 4c  . Меѓу цифрите 222 221 1 0, ,..., ,c c c c  се наожаат две осумки или 

една седумка, додека сите останати се деветки. Во секој случај  
2235 10 10 10 1 38 (10 10 )(mod41)i j i jx         . 

Од претхoдните разгледувања имаме 10 10 38(mod41)i j   ако и само ако 

( , ) (0,4)i j   или (4,0)(mod5) . Притоа i j  и , 220i j  .  

Да ставиме 220j   и 4(mod5)i  . Треба да избереме i , ако постои, така што  

2 223 220 13 107 | 5 10 10 10 1 5 10 10 10 1 31 10 (mod49)i i ix             . 

Лесно се добива дека 10 31(mod49)i   ако и само ако 7(mod42)i  , што заедно 

со 4(mod5)i   ја дава единствената можност 49i  . Според тоа, бараниот број е  

170 49

49989...9989...99x  . 

 

13. За природниот број n  велиме дека има својство P  ако важи: Ако n  е де-

лител на 1na   за некој цел број a , тогаш и 2n  е делител на 1na  .  

а) Докажи дека секој прост број има својство P .  

б) Докажи дека постојат бесконечно многу сложени броеви кои го имаат 

својство P . 

Решение.  а) Нека n p  е прост број и  нека | 1pp a  . Од малата теорема на 

Ферма имаме (mod )pa a p , па затоа 1 (mod )pa a p  . Според тоа, за секој 

природен број k  важи 1(mod )ka p , па затоа 2 11 ... 0(mod )pa a a p     . 

Сега имаме | 1p a   и 2 1|1 ... pp a a a     , од каде следува дека  

2 2 1| ( 1)(1 ... ) 1p pp a a a a a       , 

што и требаше да се докаже.  

б) Нека 1 2... kn p p p  е производ на k  различни прости броеви и нека | 1nn a  .  

Јасно, | ( ) 1
n
pi ip

ip a  , па од а) следува дека 
2 | ( ) 1 1

n
pi ip n

ip a a   . Но, броевите 

1 2, ,..., kp p p  се заемно прости, па затоа  

2 2 2 2
1 2 ... | 1n

kn p p p a   . 

Сега тврдењето на задачата следува од бесконечноста на множеството просѕи 

броеви.  
 

14.  Нека 1 2, 5p p   се прости брoеви за кои важи 1 26 | p p . Докажи дека  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

p p p p p p p p p p p p
A

     
       

е сложен број. 
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Решение. Бидејќи секој прост број поголем од три е од облик 6 1k   и како 

1 26 | p p , заклучуваме дека едниот број е од облик 6 1m , а другиот е од облик 

6 1n . Значи, 1 2 1(mod6)p p   , т.е. 1 2 1 6p p s  . Имаме  

1 2 1 2 1 21 6 1 6 51 6 1 ( 1) 1 1 0(mod7)
p p p p p p s          , 

а од малата теорема на Ферма за {2,3,4,5,6}a  добиваме  

1 2 1 2 1 2 1 22 3 4 5 6 1 6 2 6 3 6 4

6 6 6 6

2 3 4 5 2 3 4 5

2 (2 ) 9 (3 ) 64 (4 ) 625 (5 )

2 9 64 625 0(mod7)

p p p p p p p p s s s s

s s s s

             

       

    

 

Конечно, од претходноте разгледувања следува дека 7 | A  и како 7A   заклу-

чуваме дека A  е сложен број.  
 

15. Нека , , ,...,a b c k  се природни броеви такви што  

| 2 1, | 2 1,..., | 2 1b c aa b k   .  

Докажи дека ... 1a b c k     . 

Решение. Нека p  е најмал прост делител на  2 1b   и нека претпоставиме дека 

1b  . Јасно, 2 1(mod )b p . Од  малата теорема на Ферма следува 12 1(mod )p p  .  

Ако NZD( , 1)A b p  , тогаш 2 1(mod )A p . Од | 1A p   следува 1A p p    , 

а од |A b  следува дека | 2 1cA  . Ако q  е прост делител на A  добиваме дека пос-

тои прост делител q p  на 2 1c  . Продолжувајќи ја постапката добиваме дека 

постои прост делител r  на 2 1b   и притоа важи ...r q p   , што противречи на 

претпоставката дека p  е најмал прост делител на 12b .  

Конечно, од добиената противречност следува 1b  . Сега од | 2 1ba   

заклучуваме 1a  , од што последоватечно следува 1k   итн.  

 

 

4.3.  ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  
 

1. Најди ги целобројните решенија на равенката 1 1
5 5

5x y    . 

Решение. Прв начин. Изразите во корените треба да се ненегативни па 
1 1
5 5
,x y   . Но x  и y  треба да се цели броеви па 1, 1x y  . Исто така треба 

1
5

5x    и 1
5

5y   , односно 1
5

5x    и 1
5

5y   . Но x  и y  се цели 

броеви па 5x   и 5y  . Сега да претпоставиме дека x y  (случајот x y  ќе 

биде аналоген со претходниот). Нека y x t  . Притоа {1,2,3,4,5}x  и 

{0,1,...,5 }t x  . Ја добиваме равенката 1 1
5 5

5x x t      односно 

1 1
5 5

5x t x     . Со двапати квадрирање и средување на добиените изрази 
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последната равенка се трансформира во 
2 10 29

20
t tx   . Имајќи предвид дека 

0 4t   со проверка добиваме дека 220 | 10 29t t   само ако 1t  . Тогаш 1x   и 

2y  . Значи добивме дека ако равенката има решенија тие мора да се 1, 2x y   

или 2, 1x y   (случајот x y ). Со проверка добиваме дека тие се навистина 

решенија на почетната равенка. 

Втор начин. На ист начин како во првиот начин на решавање доаѓаме до 

заклучокот 1 5x   и 1 5y  . Потоа проверуваме дали паровите ( , )x y  каде 

, {1,2,3,4,5}x y  се решенија на равенката. Притоа заради симетричноста на x  и 

y  во равенката доволно е да ги провериме случаите кога x y . Добиваме дека 

решение е само парот (1,2)  . Заради симетричноста на x  и y  решение ќе биде и 

парот (2,1) . 

Трет начин. На ист начин како во претходните решенија изведуваме закучок 

дека 1x   и 1y  . Значи 2x y  . Ако ја квадрираме почетната равенка 

добиваме 271 1
5 5 5

2 ( )( ) ( )x y x y      , па бидејќи левата страна е позитивна 

мора да е и десната. Оттука следува дека 27
5

x y  , односно 5x y  . Добивме 

2 5x y   . Со проверка на сите случаи, т.е. за 2, 3, 4,x y x y x y       

5x y   и за сите ненегативни цели броеви што можат да ги примат x  и y  во 

тие случаи, добиваме дека единствени вредности на x  и y  кои се и решенија на 

равенката се (1,2)  и (2,1) .  

 

2. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

3xyz yzt xzt xyt xyzt     . 

 Решение. По делење на равенката со xyzt  добиваме 31 1 1 1 1
x y z t xyzt
     . За-

ради симетрија, без губење од општост, претпоставуваме дека  

  x y z t             (1)  

од каде следува 1 1 1 1
x y z t
   . Добиваме 34 1 1 1 1 1 1

x x y z t xyzt
       , од каде 

следува 4x  .   

Случај 1. Нека 3x  . Тогаш равенката е од облик  

3 3 3 3 3yz yzt zt yt yzt     , 

 односно
 
3( ) 2 3yz zt yt yzt    . По делење на оваа равенка со yzt  добиваме 

3 91 1 13( ) 2 2, 2,
y z t xyzt y
       

од каде 4y  . Можни вредности за y  се 3 и 4. 

а) За 4y   добиваме  

31 1 243(4 4 ) 8 3,12( ) 5 3,12( ) 5 5, 5
z t zt z

z zt t zt z t zt            ,
 

од каде 4z  . Од (1) следува 4z   и равенката го добива обликот 

12(4 ) 20 3,t t    односно 8 45t  , па t  не е природен број. 

 б) За 3y  , добиваме 
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  61 1 13(3 3 ) 6 3, 3( ) 1,3( ) 1 1, 1, 6
z t zx z

z zt t zt z t zt z             .  

Можни вредности за z се 3,4,5 .  

Нека 3z  . Тогаш 3(3 ) 3 1t t    што не е можно.  

Ако 4z  , тогаш 3(4 ) 4 1, 11t t t    .  

Ако 5z  , тогаш 3(5 ) 5 1, 7t t t    . 

Решенија се четворките (3,3,4,11) , (3,3,5,7) . 

Случај 2. Нека 2x  . Тогаш равенката е од облик  

2 2 2 2 3yz yzt zt yt yzt     ,  

т.е.  

2( ) 3yz zt yt yzt    ....         (2)  

Тогаш секој од броевите , ,y z t  е непарен.  По делење на оваа равенка со yzt  

добиваме 31 1 12( ) 1 1
y z t xyzt
      од каде 6 1

y
 , односно 6y  .  

а) Ако 5y   тогаш (2) е од облик 2(5 5 ) 5 3z zt t zt    , т.е. 10( ) 3 3z t zt   . 

Оттука 31 110( ) 3 3
z t zt
     значи 31

20z
 , односно 6z  . Единствена можност е 

5z  . Добиваме 10(5 ) 15 3t t   , односно 5 47t   од каде t  не е природен број. 

б) Ако 3y  , (2) е од облик 2(3 3 ) 3 3z zt t zt    , односно 6( ) 3z t zt   . 

Тогаш 31 16( ) 1 1
z t zt
    , од каде 12 1

z
 , односно 12z  . Можности за z се 

3,5,7,9,11 .  

Ако 3z  , тогаш 6(3 ) 3 3t t   , од каде 3 15t   , односно 5t    .  

Ако 5z  , тогаш 6(5 ) 5 3t t   , 27t    .  

Ако 7z  , тогаш 6(7 ) 7 3t t   , 39t  .  

Ако 9z  , тогаш 6(9 ) 9 3t t   , од каде 3 51t  , односно 17t  .  

Значи во овој случај решенија се четворките (2,3,7,39) , (2,3,9,17) . 

Случај 3. Нека 1x  . Тогаш равенката е од облик 3yz yzt zt yt yzt     , 

односно 3yz zt yt   . Од (1) добиваме 3 3yz  , односно 1yz  , од каде 1y   и 

1z  . Тогаш 1 2 3t  , односно 1t  . Решение е четворката (1,1,1,1) . 

Конечно, решенија на почетната равенка се (3,3,4,11) , (3,3,5,7) , (2,3,7,39) , 

(2,3,9,17) , (1,1,1,1)  и сите нивни пермутации. 

 

3. Најди двоцифрен броj, такoв што производот на тoj броj со нeговата цифра 

на десетките е трицифрен број, кој што се запишува со цифрите на двоцифрениот 

број.  

Решение. Прв начин. Ако двоцифрениот број е xy , тогаш производот xy x , 

може да биде еднаков на xxx , xxy , xyx , xyy , xyy , yxx , yxy , yyx  или yyy . Но 

имајќи го предвид очигледното неравенство 100xy  , т.е. 100xy x x  , заклучу-

ваме дека x  не може да биде цифрата на стотките. Затоа ги разгледуваме само 

преостанатите четири можности.  

1) Ако xy x yxx  , тогаш 
210 100 11x xy y x   , т.е. 
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  210( 10 ) (11 )x y x y           (1) 

Десната страна на равенката (1) ќе биде делива со 10 само ако 5x   или 11 5y  . 

Ако 5x  , тогаш 10(25 10 ) 5(11 )y y   , т.е. 19 39y  , што не е можно. Ако 

11 5y  , т.е. ако 6y  , тогаш 210( 60) 5x x  , т.е. 22( 60)x x  . Бидејќи x  е 

цифра, последната равенка е можна само ако 2 60 0x   , т.е. 8x  . Значи, 

{8,9}x . Со проверка добиваме дека 8x  .  

2) Равенката xy x yxy   ја запишуваме во видот 100xy x y xy   , т.е. 

( 1) 100xy x y  , која очигледно нема решение, бидејќи левата страна не може да 

биде деллива со 100.  

3) Равенката xy x yyx   ја трансформираме во видот  

  2( 1) 10(11 )x y y x           (2) 

Левата страна на равенката (2) ќе биде делива со 10 само ако 5x   или 1 5y   . 

Ако 5x  , тогаш 5( 1) 10(11 25)y y   , односно 21 49y  , што не е можно. Ако 

1 5y   , т.е. 6y  , тогаш од (2) добиваме  

25 10(66 )x x  , т.е. 22(66 )x x  . 

Но, последната равенка нема целобројни решенија.  

4) Равенката xy x yyy   ја запишуваме во видот 3 37xy y y    , од што заклу-

чуваме дека {37,74}xy . Но, очигледно овие броеви не го задоволуваат условот 

од задачата.  

Значи, единствено решение е бројот 86.  

Втор начин. Од условот xy x n   следува дека n  е трицифрен број, чии 

цифри се x  или y . Ќе докажеме дека цифрата на стотките на бројот n  може да 

биде само y . Очигледно е дека 100xy  , т.е. 100xy x x  , па следува дека x  не 

може да биде цифра на стотките на бројот n . Значи, ако постои таков број n , 

тогаш неговата цифра на стотките е y . Од горното неравенство следува дека 

y x . Понатаму, бидејќи за 3x  , следува (10 ) 10x y y y   , заклучуваме дека 

3x  . Бројот 210xy x x xy    треба да завршува или на x  или на y . Тоа, пак 

значи дека производот xy  треба да завршува или на x  или на y . Имајќи ги 

предвид условите 3x   и x y , тоа е можно само за броевите 53, 62. 64, 75. 86 и 

95. Со проверка се заклучува дека барањата на задачата ги задоволува само бројот 

86.  

 

4. Реши ја во  равенката 

2 2

3
7

x y

x xy y



 
 . 

Решение. Ако 0,x   тогаш 7
3

,y   т.е. равенката нема целобројно решение. 

Значи 0x   и аналогно 0.y   За 0x y   имаме  
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  2 23 3 3 7 7x xy y x y     

  2 23 (3 7) 3 7 0x y x y y     . 

Равенката ќе има реални решенија, ако 0D  .  

2 2 2(3 7) 12(3 7 ) 27 126 49 0D y y y y y          

Оттука 21 14 3 21 14 3

9 9
[ , ]y   . Од y  и 0y  ,следува {1,2,3,4,5}y . Треба 

2 ,D k k   .  

1  Ако 1y  , тогаш 227 126 49 148D k      .  

2  Ако 2y  , тогаш 2193D k  .   

3  Ако 3y  , тогаш 2184D k  .   

4  Ако 4y  , тогаш 2121 11D   .  

5  Ако 5y  , тогаш 24 2D   .  

Ако 4y  , тогаш од равенката 23 19 20 0x x    наоѓаме 4
1 3

x   и 2 5x  , па 

едно решение е парот (5,4) . Слично, за 5y   добиваме 4x  . 

Следствено, множеството решенија е {(5,4),(4,5)} .  

 

5. Најди ги сите цели броеви m  и n   за кои важи 
2 4

1
( ) nm

n m
n m

 
  . 

Решение. Прв начин. Најпрво да забележиме дека ако равенството важи за парот 

( , )m n  тогаш важи и за парот ( , )n m  затоа што равенството може да се запише и во 

обликот 
2 4

1
( ) nm

n m
n m

 
  . Сега 1 0m n   , па множејќи го равенството со 

1m n   го добиваме равенството 2 2( )( 2 ) 0m n m m mn n n      , односно 

2( )(( ) ) 0m n m n m n     . Оттука 0m n   или 2( )m n m n   .  

-   За 0m n   добиваме m n   па во овој случај деденото равенство важи за 

сите парови ( , )k k , k . 

- За 2( )m n m n    имаме 0m n  . Да ставиме m n s  . Тогаш 2m n s  , па 

добиваме 
( 1) ( 1)

2 2
,

s s s s
m n

 
  . Притоа заради 1 0m n    добиваме 1s   . Значи 

во овој случај равенството важи кога едниот од броевите ,m n  е од облик 
( 1)

2

s s
 а 

другиот 
( 1)

2

s s
 за 1s    (притоа 2 | ( 1)s s   и 2 | ( 1)s s   па 

( 1) ( 1)

2 2
,

s s s s 
 ). Коне-

чно равенството е исполнето ако 

     ( 1) ( 1)

2 2
( , ) {( , ) , ( , ) | , \{ 1,1}}

s s s s
m n k k k s

 
     . 

Втор начин. Исто како при првиот начин на решавање се доаѓа до равенството
2 2( )( 2 ) 0m n m m mn n n       и оттука:  

1) За 0m n   добиваме m n   па во овој случај деденото равенство важи за 

сите парови ( , )k k , k . 
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2) Равенството 2( )m n m n    го трансформираме во 2 2(2 1) ( ) 0n m n m m     . 

Последната равенка да ја разгледаме како квадратна равенка по n . Според тоа постојат 

цели броеви кои го исполнуваат равенството 2( )m n m n    ако и само ако  

2 2(2 1) 4( ) 8 1m m m m       

е квадрат на цел број т.е. ако 28 1m k  , k . Оттука 28 | ( 1)k  , па 8 1k r   

или 8 3k r  .  

Ако 8 1k r   тогаш 28 1 (8 1)m r    па 2 (4 1)m r r  . Заменувајќи го m  во 

2 2(2 1) ( ) 0n m n m m      и решавајќи ја равенката по n  добиваме две 

можности за n  а тоа се 
2

1 8 6 1n r r    и 2
2 8 2n r r  . 

Аналогно постапуваме и за случаите  8 1k r  , 8 3k r   и 8 3k r   и ги 

добиваме соодветните облици за n  и m .  

Конечно паровите броеви ( , )m n  за кои важи равенството се добиените во 1. и 2. 

 

6. Нека p  е прост број. Определи ги сите цели броеви x  и y  такви што  

3 2 2(2 ) ( )x y p x x y   . 

Решение. Нека 2x y A   и x y B  . Дадената равенка е ексвивалентна на 

равенката 3 2 2 ( )A p B A B  , од каде следува дека |p A . Нека 1A pA , каде 1A  е 

цел број. Тогаш 3 2
1 1( )pA B pA B  , од каде следува дека |p B  (во спротивно ле-

вата страна не е делива со p ). Нека 1B pB , каде 1B  е цел број. Тогаш ја добиваме 

равенката 3 2
1 1 1 1( )A B pA B  , која е од ист вид како равенката 3 2 2 ( )A p B A B  , 

па затоа можеме да ја продолжиме постапката. Јасно, ако 0A   постапката 

продолжува бесконечно, т.е. A  треба да биде произволен број пати делив со p , што 

не е можно. Според тоа, 0A B  , од каде добиваме 0x y  .  

 

7. Во множеството прости броеви реши ја равенката 5( )pqr p q r   . 

Решение. Ќе претпоставиме дека p q r p   . Без ограничување на општоста 

можеме да претпоставиме дека p q r  . Бидејќи 5  е прост број, некој од 

броевите , ,p q r е еднаков на 5 . Секој од случаите 5p  , 5q  , 5r   ќе го 

разгледаме одделно. 

а) Ако 5p  , тогаш равенката го добива обликот 5 5(5 )qr q r   , која што 

можеме да ја запишеме во облик  

( 1)( 1) 6 1 6 2 3q r       . 

При тоа, можни се следните случаи: 

1 1

1 6

q

r

 


 
   

1 2

1 3

q

r

 


 
   

1 3

1 2

q

r

 


 
   

1 6

1 1.

q

r

 


 
 

Решение на првиот систем е 2q  , 7r  , кое не го задоволува условот p q . Во 

овој случај равенката нема решение. Решение на вториот систем е 3q  , 4r   
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кое не ги исполнува условите p q  и r  е прост број. Решение на третиот систем 

е 4q  , 3r   кое не ги исполнува условите q  е прост број и p r . Решение на 

четвртиот систем е 7q  , 2r   кое не го исполнува условот p r . Значи, во овој 

случај равенката нема решение. 

 б) Ако 5q  , тогаш равенката го добива обликот 5 5( 5 )pr p r   ,  која што 

можеме да ја запишеме во облик  

( 1)( 1) 6 3 2 1 6p r       . 

Слично како и под а) ги добиваме системите равенки  

1 1

1 6

p

r

 


 
   

1 2

1 3

p

r

 


 
   

1 3

1 2

p

r

 


 
   

1 6

1 1.

p

r

 


 
 

Првиот систем има решение 7 5p q    и 2 5r q    што е спротивно на 

претпоставката. Вториот систем има решение 4p  , 3r   кое не е решение на 

равенката бидејќи p  не е прост број. Третиот систем има решение 3p   и 4r   

кое не е решение на почетната равенка, бидејќи r  не е прост број. Четвртиот 

систем има решение 2p   и 7r   кое е решение на почетната равенка. 

в) Ако 5r  , тогаш равенката го добива обликот  

5 5( 5)pq p q   , 

која како и во претходните случаи може да се запише во облик ( 1)( 1) 6p q   . 

Во овој случај како и под а) не може да се најде решение на равенката кое ги 

исполнува горните претпоставки.  

Во останатите случаи, т.е. кога два од простите броеви се еднакви меѓу себе, 

доведуваат до квадратни равенки кои немаат решенија во множеството прости 

броеви. Ист е и случајот кога сите три се еднакви меѓу себе.  

Ако решенијата ги разгледуваме како подредени тројки ( , , )p q r  равенката 

има шест решенија и тоа (2,5,7) , (2,7,5) , (5,2,7) , (5,7,2) , (7,2,5)  и (7,5,2) . 

 

8. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
3 ( )(3 1)x x y xy   . 

Решение. Прв начин. Ако ставиме x y z  , после смената во дадената 

равенка ја добиваме равенката  
2 3( 1) ( )z z y   .           (1) 

Ако 1z  , тогаш 0y  . Бидејќи броевите z  и 2 1z   се заемно прости, следува 

дека 3z a  и 2 31z b  , каде ,a b . Оттука добиваме 2 3 3( ) 1a b  , што не е 

можно (докажи!). Ако 1z   , ставаме t z   и (1) го прима видот 2 3( 1)t t y  , 

па според претходно изнесеното повторно немаме решение. Според тоа, 0,z 

1, 0z y    и добиваме дека решенија на дадената равенка се ( , ) (0,0), (1,0),x y 

( 1,0) .  

Втор начин. Нека 0,x x y  . Бидејќи броевите x  и 3 1xy   се заемно прости 

добиваме, дека x  е делител на x y , т.е. x  е делител на y . Ставаме x ky , каде 
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k . Заменуваме во дадената равенка и добиваме 2 2(1 )(3 1)k ky x   . Ако 

1k   или 0k  , десњната страна на последната равенка е негативна, што не е 

можно. За 0,1k   ги добиваме решенијата ( , ) (0,0), (1,0), ( 1,0)x y   .  

 

9. Определи ги сите природни броеви m  и n  такви тшо  

2 2 3( )( ) 2( )m n n m m n    .        (1) 

Решение. Нека m  и n  се природни броеви кои го задоволуваат условот (1), 

кој е еквивалентне на условот  
2 2 2 2 2 2 3( ) ( ) 8( )m n n m m n n m m n          

т.е. на условот  
2 2 2 2 2( ) ( ) [8( ) ( 1) ]m n n m m n m n m n         . 

Од последното равенство следува дека 28( ) ( 1)m n m n     е точен квадрат. Но, 

m n , па затоа 2 2( 1 2 ) 8( ) ( 1)m n s m n m n        , за некој природен број s . 

Тогаш ( 1 ) 2( )s m n s m n      и бидејќи 1m n s m n     , заклучуваме дека 

2s  . Според тоа, 1s   и оттука следува дека 3m n . Но, сега левата страна на 

(1) е поголема од 3 327m n , додека десната страна е еднаква на 316n , што е про-

тивречност. Според тоа, не постојат природни броеви кои го задоволуваат условот 

(1).  

 

10. Докажи дека равенката  
3 3 3( ) ( ) ( ) 30x y y z z x      , 

 нема решение во множеството на целите броеви. 

Решение.  Нека , ,a x y b y z c z x      . Тогаш 0a b c    и: 

3 3 3 3 3 3 2 230 ( ) 3 3 3 ( ) 3a b c a b a b a b ab ab a b abc               . 

Дадената равенка се сведува на системот 

0

10

a b c

abc

  



 

Оттука следува дека , , 1, 2, 5, 10a b c     . Без губење од општоста може да 

претпоставиме дека | | | | | |a b c  , па оттука лесно се гледа дека системот нема 

решение во множеството на целите броеви. 

 

11. Определи го најмалиот природен број n  за кој постојат природни броеви 

,a b  и c , ниту еден од кои не е точен квадрат и такви што  

3 3 3 3 2013na b c abc    . 

Решение. Лесно се докажува дека левата страна на даденото равенство е 

делива со 9, што значи дека равенката нема решение за 1n  .  

Нека 2n  . Имаме  

2 2 2 3 32013 (3 11 61) , 3 2 1      и 3 3 311 61 8 4 1 3 8 4 1        . 

Ќе искористиме и дека  
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3 3 3 3 3 3 3 3 3( 3 )( 3 ) 3a b c abc x y z xyz u v w uvw          , 

каде , ,u ax by cz v ay bz cx w az bx cy         . Ако го примениме ова равен-

ство прво за (8,4, 1)  и (4,8, 1) , а потоа за добиената тројка (65,0,56)  и (2,1,0)  

добиваме  
3 3 265 56 (11 61)    и 3 3 3 2130 177 56 3 130 177 56 2013       . 

 

12. Определи ги сите парови природни броеви ( , )a b  такви што a b  е прост 

број и ab  е квадрат на природен број.  

Решение. Нека p  е прост број таков што a b p   и нека 2ab k , каде 

, ,a b k . Ако во 2ab k  замениме a b p   добиваме 2( )b p b k  . Последна-

та равенка ќе ја помножиме со 4  и истата можеме да ја запишеме во обликот  
2 2 2 2(2 ) 4 (2 2 )(2 2 ) .b p k p b p k b p k p          

Но, 2 2 2 2b p k b p k      и од тоа што p  е прост број, добиваме дека  

22 2b p k p    и 2 2 1b p k   . 

Собирајќи ги последните две равенки добиваме  

24 2 1b p p   , т.е. 
1 2

2
( )

p
b


 , 

па според тоа 
1 2

2
( )

p
a b p


   .  

Конечно, за секој непарен прост број p  подредениот пар природни броеви  

1 12 2

2 2
( , ) (( ) , ( ) )

p p
a b

 
  ги задоволува условите на задачата.   

 

13. Докажи, дека равенката 2 5 4m n   нема решенија во множеството цели 

броеви.  

Решение. Од условот следува дека n  е природен број и 2n  , т.е. доволно е 

да бараме решенија во множеството рприодни броеви. Лесно се проверува дека 

можните остатоци на квадрат на еден природен број при делење со 11 се 0, 1, 3, 4, 

5 и 9, т.е. 2 0,1,3,4,5,9(mod11)m  . Аналогно 5 0,1,10(mod11)n  , па затоа 

5 4 6,7,8(mod11)n   . Од горните конгруенции следува дека 2 5 4(mod11)m n  , 

што значи дека дадената равенка нема решенија во множеството цели броеви.  

 

14. Докажи дека равенката n n nx y z  , n N  нема решенија во множеството 

природни броеви, такви што z n . 

Решение. Нека x y . Тогаш важи z y , z x  и  

1 2 2 1 1 1( )( ) ( )n n n n n n n n nx z y z y z z y zy y z y nx nx                , 

односно x n , па z n , што противречи на условот на задачата.  

 

15. Определи ги сите прости броеви p  за кои бројот 2 1p p   е точен куб.  

Решение. Равенката 2 31p p b    можеме да ја запишеме во видот  
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2( 1) ( 1)( 1)p p b b b     . 

Од b p  следува дека 2| 1p b b  , т.е. 2 1b b kp    и 1 ( 1)p k b   , за некој 

цел број p . Уште повеќе 3k   бидејќи 2 1b b   е непарен број. Според тоа  

1p kb k    и  

2 2 2 21 ( 1) ( 1) 0b b kp b k b k k               (1) 

што е квадратна равенка по b . Нејзината дискриминаната  

2 2 2 4 2( 1) 4( 1) 6 4 3D k k k k k k          

мора да е точен квадрат. Сега од 2 2 2 2( 3) ( 2)k D k    , следува 2 2( 3)D k  , 

па затоа 3k  . Конечно, од (1) следува 7b   и 19p   и тоа е единствено ре-

шение.  

 

16. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 2 25 2 2 3 0a b c cd d     . 

Решение. Јасно, едно решение на дадената равенка е 0a b c d    . Нека 

претпоставиме дека дадената равенка има некое дрго решение. Без ограничување 

на општоста можеме да претпоставиме дека NZD( , , , ) 1a b c d  . Дадената равенка е 

еквивалентна на равенката  
2 2 2 22( 5 ) (2 ) 5a b c d d    .        (1) 

Ќе разгледуваме конгруенции по модул 5. Притоа да забележиме дека за секој 

p  важи 2 0,1p   или 4(mod5) . Од (1) следува дека  

2 22 (2 ) (mod5)a c d  . 

Ако 2 1(mod5)a  , тогаш 2(2 ) 2(mod5)c d   што е противречност.  

Ако 2 4(mod5)a  , тогаш 2(2 ) 3(mod5)c d   што е противречност.  

Значи, 2 0(mod5)a   и тогаш 2(2 ) 0(mod5)c d  , од каде следува дека 

0(mod5)a   и 2 0(mod5)c d  . Воведуваме замени 5a x  и 2 5c d y  , со што 

ја добиваме равенката  
2 2 2 22(5 ) 5x b y d   . 

На потполно ист начин како и претходно заклучуваме дека 0(mod5)b   и 

0(mod5)d  , а потоа од 2 5c d y   следува дека 0(mod5)c  . Според тоа, важи 

5 | NZD( , , , )a b c d , што е противречност. Конечно, од добиената противречност 

следува дека единствено решение на почетната равенка е 0a b c d    .  

 

17. Дали постои правоаголен триаголник чии должини на катетите се природ-

ни броеви, а неговата хипотенуза има должина 20172016 .   

Решение. Нека претпоставиме дека таков триаголник постои, т.е. дека постојат 

природни броеви a  и b  такви што  

2 2 2017 2(2016 )a b  . 
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Бидејќи 5 22016 2 3 7    од претходното равенство следува  

2 2 20170 8068 40342 3 7a b    .       (1) 

При делење со 4 квадрат на природен број дава остаток 0 или 1, па како десната 

страна на последното равенство е делива со 4, добиваме дека броевите a  и b  се 

парни. Со аналогни размислувања добиваме дека двете страни на равенството 

треба да се деливи со 4n , па како 20170 100852 4 , заклучуваме дека 
100852 ,a m  

100852b n . Сега равенството (1) го добива обликот  

2 2 8068 40343 7m n   .         (2) 

Значи, 2 23 | m n , па оттука со едноставни разгледувања добиваме дека 3 | m  и 

3 | n , од што на потполно иста начин ако и погоре добиваме дека 
40343 ,m u  

40343n v . Сега равенството (2) го добива обликот  

2 2 40347u v  . 

Аналогно заклучуваме дека 2017 20177 , 7u s v t  , па затоа од последнот раве-

нство добиваме 2 2 1s t  , што не е можно во множеството природни броеви.  

Според тоа, не постои правоаголен триаголник со саканото својство.  

18. Во множеството на природни броеви реши ја равенката 

2 2 2 2336x y z    

Решение. Да забележиме дека ако една подредена тројка е решение на ра-

венката тогаш и секоја нејзина пермутација е решение.  Нека x , y  и z  е решение 

во  на равенката. Ќе докажеме дека x y z x   . Нека x y . Можни се след-

ниве случаи.  

1) x z         2) x z         3) 1z x         4) 1z x   

Случај 1. Ако x z , тогаш 2 2 2 3 2x y z x     но 2336 не е делив со 3. 

Случај 2. Ако x z , тогаш x z k  , k N , па имаме  

52 2 2 2 (2 2 1) 2336 2 73x y z z k        , 

но 73 не е од облик 2 2 1k  . 

Случај 3. Ако 1z x  , тогаш 22 2 2 2x y z x    не е делив со 73, а 2336 е 

делив. 

Случај 4. Ако 1z x  , тогаш 1z x m   , m , па  

1 52 2 2 2 (1 2 ) 2336 2 73x y z x m       , 

но 73 не може да се претстави како 1 2m . 

Значи, можеме без губење на општоста да претпоставиме дека x y z  . Тоа 

значи дека y x n   и z x n h   , ,n h , па имаме 

52 2 2 2 (1 2 (1 2 )) 2336 2 73x y z x n h        , 

од каде следува 5x  , 8y   и 11z  .  

Конечно, решенија на равенката се сите пермутации на подредената тројка 

(5,8,11) . 
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19. Равенката 1 2 22x y z    да се реши во множеството прости броеви.   

Решение. Равенката ќе ја трансформираме во обликот 1 2 22x z y   , т.е. во 

обликот 12 ( )( )x z y z y    . Од последната равенка,  јасно е дека 2kz y   и 

12x kz y    ,  0 1k x k    , каде што k  е некој цел број. Од системот равенки  

1

2

2

k

x k

z y

z y  

  


 

 

добиваме 12 2k x kz    ,  12 2x k ky    .  Ако 1 1k   ,  тогаш броевите z  и y ,  

y z  се два парни броја и тие не може да бидат истовремено прости.  Заради тоа 

1 0k   ,  т. е.  1k  .  Во тој случај 12 1xz   ,  12 1xy   .   

Кога x  е природен број,  тогаш броевите 1 1 12 1 , 2 , 2 1x x x     се три после-

дователни природни броеви.  Заради тоа еден од нив е број кој е делив со 3 .  Би-

дејќи 12x  е парен број,  еден од броевите 1 12 1 , 2 1x x    е делив со 3 .  Според 

тоа,  13 | (2 1)x   или 13 | (2 1)x  .   

Бројот 12 1x   е прост и делив со 3 ,  ако 12 1 3x   ,  т. е.  1 1x  .  Во овој 

случај 12 1 1xy    ,  кој не е прост број.  Значи,  овој случај не е можен.   

Бројот 12 1x   е прост и делив со 3 ,  ако 12 1 3x   ,  т. е.  1 2x  ,  3x  .  

Во овој случај 3, 3, 5x y z   ,  и тоа е единствено решение.   

 

20. Во множеството на целите броеви реши ја равенката  
3 2 3 2( 1)( ) ( 1)( )y xy x x y x xy y x y         . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во обликот  
22

2 2

11 yx

x x y y x y
x y



   
   , 

при што случаите 2x x y   и/или 2y y x   се елементарни и треба оделно да 

се разгедаат. Ако y x , тогаш 
2 1x  , од каде ги добиваме решенијата (1,1)  и 

( 1, 1)  . За | | 1x   и/или | | 1y   ги добиваме уште и решенијата (0,0), (0,1),  

( 1,0), (1,2)  и ( 2, 1)  . Сега, нека | |,| | 2x y   и x y .  

Нека 0k x y   , 
22

2 2

11 yx

x k y k
k



 
  . Очигледно и двете дропки се меѓу 0 и 1, 

што значи, дека 1k   и 
22

2 2

11

1 1
1

yx

x y



 
  . Но, сега и двете дропки се од интервалот 

1
2

( ,1)  што е противречност.  

Нека 0t y x    и да ја запишеме равенката во видот  

2 2

1 12 t t

t x t y
t  

 
   . 
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Ако истовремено 
2t x  и 2t y , тогаш 2 22( ) 2y x t x y    , па затоа 

2 2( 1) ( 1) 2x y    , што не е можно бидејќи | |,| | 2x y  . Според тоа, една од 

дропките помала или еднаква на нула. Но очигледно другата е помала или еднаква 

на 1t  , што значи дека нивниот збир е помал или еднаков на 1t  , што е 

противречност.  

 

21. Во множеството на целите броеви реши ја равенката   
2 1 23 1 2a cb   . 

Решение. Да го разгледаме прво случајот 0a  . Јасно 0c   при што 0c   

повлекува 0b  . Добиваме дека решенија се ( ,0,0)a  за произволен ненегативен 

цел број a . Од равенството 2 1 23 1 2a cb    следува дека b  е непарен цел број. 

Левата страна можеме да ја запишеме во обликот 
2 1 2 2 1 23 1 (3 1) ( 1)( 1)a ab b b b       . 

За десната страна од последното равенство забележиме дека ( 1)( 1)b b   е делив 

со 8, а 2 1 2(3 1)a b   е делив со 4 но не и со 8. Затоа 2 4c  , т.е. 2c  . Но, тогаш 

2 1 23 3a b  , па 0a   и 1b   . 

 Да го разгледаме сега случајот 0a  . Повторно 0c   при што 0c   

повлекува 0b   и тогаш a  може да е произволен негативен цел број. Затоа да се 

ограничиме на случајот 0c  . Доволно е да го разгледаме случајот 0b  . 

Ставајќи d a  , диофантовата равенка од условот на задачата го добива обликот 

2 1 2(2 1)3c d b  , 

при што b , c  и d  се природни броеви. Значи b  е делив со 3, од што следува 

дека c  е парен број.  

Од досега изнесеното следува дека 3db x , 2c y , за некои природни броеви 

x  и y . Диофантовата равенка се сведува до обликот 

1 2 24 4 1y y x     . 

Според тоа, 1x y  . Имено, за 2y   добивме дека 2 5(mod 8)x  , што не е мож-

но. Значи во овој случај единствените решенија се ( ,3 ,2)aa  , каде a  е 

произволен негативен цел број. 

 Множеството M  од сите решенија на дадената диофантова равенка е  

{( ,0,0) } {( , 3 ,2)| {0}}aM a a a a       . 

  

22. Во множеството цели ненегативни броеви реши ја равенката  

7 2 5 1x y    . 

Решение. За 3y   ги добиваме решенијата (0,0) и (2,2). Нека 3y  . Разгле-

дувајќи ги остатоците по модул 4 заклучуваме дека x  е парен, а разгледувајќи ги 

остатоците по моул 3 заклучуваме дека y  е парен.  

Значи, 1 1 1 1 12 , 2 , , , 1x x y y x y y    . Од таблицата на остатоците  
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n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

49 (mod125)n   49 26 24 51 1  49  26  24  51  1 

заклучуваме дека мора да важи 1 2 210 5,x x x   .  

Сега равенката го добива видот  

2 110 5
49 1 2 25

x y
   , т.е. 2 12 15(49 ) 1 2 25

x y
   , 

од каде следува дека бројот 5 4 3 249 1 (49 1)(49 49 49 49 1)        мора да е 

делител на бројот 12 25
y

 . Значи, 4 3 249 49 49 49 1     треба да е степен на 

бројот 25, што не е точно, бидејќи  
4 3 2 4 3 249 49 49 49 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 5(mod25)              . 

Значи, единствени решенија на дадената равенка се (0,0) и (2,2). 
 

23. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равенката  
2015 2015(2 1) 2 2 1x y    . 

Решение. Јасно, за 1x   решенија на дадената равенка се (0,2015)  и (1,2016) .  

Нека 1x  . Од 20153 | 2 1  следува  

2015 2015 2015(2 1) 2 2 5(mod9)x    , 

па затоа 2 4(mod9)y  , од каде добиваме дека 6 2y k   за некој k . Сега, по 

модул 13 имаме  
20152 7(mod13)  и 6 22 (2 ) 2 4(mod13)y k    , 

па така добиваме 8 6 4(mod13)x    . Меѓутоа, 8x  дава еден од остатоците 1, 5, 8, 

12  по модул 13, па затоа последната конгруенција не е можна.  
 

24. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
5 4 2013y zx   . 

Решение. Сведуваме по модул 11 и добиваме 5 4 0(mod11)yx   , при што 

важи 5 1(mod11)x   , па мора да важи 4 1(mod11)y   . Конгруенцијата 

4 1(mod11)y    не важи за ниту еден y , а додека конгруенцијата 4 1(mod11)y   

важи ако и само ако 5 | y .  

Воведуваме смена 54
y

t   и ја добиваме равенката 5 5 2013zx t A B    , каде 

NZD( , ) 1x t  , A x t   и 4 3 2 2 3 4B x x t x t xt t     . Понатаму, од  

3 2 2 3 4( 2 3 4 ) 5B A x x t xt t t      

следува дека 4NZD( , ) NZD( ,5 ) | 5A B A t . Меѓутоа, 5 | 2013z
 , па затоа мора да 

важи NZD( , ) 1A B  . Според тоа, zA a  и zB b , за некои природни  бореви a  и 

b  такви што 2013ab  . Од друга страна, од неравенството 
4 41

16
A B A  , кое се 

докажува со едноставна примена на неравенствата меѓу средините, добиваме 
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4 41
16

a b a  , т.е. 
5 51

16
2013a ab a   . Оттука следува 5 8a  , што не е 

можно бидејќи 2013 нема делители во интервалот [5,8] .  

 

25. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
23 5x y z  . 

Решение. Прво да забележиме дека 2 | z , па затоа  

24 | 3 5 ( 1) 1(mod4)x y xz      , 

од каде следува дека x  е парен број, т.е. 2x k . Сега равенката го добива видот  

(3 )(3 ) 5k k yz z   , 

па затоа 3 5k nz   и 3 5k y nz   , за некој цел број 0n  . Ако ги собереме по-

следните две равенства добиваме 5 5 2 3n y n k    и бидејќи 2 3k  не е делив со 

5, следува дека 0n  , односно  

1 5 2 3y k   . 

Нека претпоставиме дека 2k  . Тогаш 9 | 5 1y  , од каде следува 3(mod6)y  . 

Но, тогаш 32 3 5 1 5 1 0(mod7)k y      , што не е можно. Според тоа, 1k  , од 

каде следува дека единствено решение на дадената равенка е ( , , ) (2,1,2)x y z  .  

26. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
2 19y xx y xy    . 

Решение. Од малата теорема на Ферма следува (mod )yx x y , па од дадената 

равенка добиваме 19(mod )x y  , т.е. | 19y x . Слично, со сведување по модул 

x  дпбиваме | 19x y  . Бидејќи равенката нема решение за x y , од овде следува 

дека | 19xy x y  . Притоа 19 0x y    не е можно, бидејќи тогаш x  мора да 

биде парен, т.е. 2x  , но тогаш 21y   не е прост број. Значи,  

| 19 | 19xy x y x y      , т.е. ( 1)( 1) 20x y   . 

Останува да испитаме неколку случаи:  

1) 2, 19x y  ;   2) 3, 7x y  ;   3) 3, 5 7y x     4) 2, 5 19y x   .  

Со непосредна проверка наоѓаме дека (2,3)  и (2,7)  се единствени решенија на 

дадената равенка.  

 

27. Докажи дека постојат бесконечно многу подредени двојки од цели броеви 

( , )x y  кои се решенија на равенката ( 1) (1 ) 1xx x y    . 

Решение. Равенката ја доведуваме во обликот  

( 1) ( 1) 0xx xy x      .       (1) 

Нека p  е произволен прост број. Бидејќи NZD( , 1) 1p p  , користејќи ја малата 

теорема на Ферма се добива ( 1) ( 1) (mod )pp p p   . Значи, за произволен прост 

број p , постои природен број pk  така што  
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( 1) ( 1)p
pp k p p     .       (2) 

За x p и користејќи го (2), равенката (1) се сведува на  

( 1) ( 1) 0pk p p py p      , 

односно се добива  

( ) 0pp k y  .           (3) 

Од 0p   следува 0pk y  , односно py k  . Значи секој подреден пар 

( , )pp k , каде p  е прост број, а pk  се добива со горенаведената конструкција е 

решение на равенката (1). Од бесконечноста на множеството на прости броеви 

следува дека постојат бесконечно парови што ја задоволуваат равенката. 

 

28. Нека ,a b  и k . Докажи, дека ако равенката k ka x b y a b    има 

решение подреден пар ( , )x y  од последователни цели броеви, тогаш | |a b  е 

точен k  ти степен.  

Решение. Нека равенката има решение од видот ( , 1)x x . Тогаш  

( 1)k ka b a x b x     

1 2 2 1( )[ 1 ( ... )].k k k k kb a b x a a b ab b               (1) 

Нека претпоставиме дека броевите a b  и 1 2 2 11 ( ... )k k k kx a a b ab b          

имаат заеднички прост делител p . Тогаш | kp b , па затоа |p b . Но, |p a b , што 

значи дека |p a . Сега, од | , |p a p b  и 1 2 2 1| 1 ( ... )k k k kp x a a b ab b          

следува |1p , што е противречност. Значи, a b  и 1 2 11 ( ... )k k kx a a b b        

се заемно прости, па од (1) следува дека секој од овие два броја е k  ти степен со 

точност до знак.  

 

29. Да се најдат сите парови природни броеви ( , )m n  такви што 3n mm n  .  

Решение. На почеток да забележиме дека m  и n  се со различна парност. Ако 

m  и n  се со иста парност, тогаш n mm n  е парен број, па не може да е еднаков 

на 3.  

Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. Нека m  е непарен а n  е парен број. Тогаш 1(mod4)nm  , од каде 

добиваме  

3 1 3 2 2 (mod 4)m nn m       .       (1) 

Од друга страна 2n k  и ако 1m  , тогаш (2 ) 2m m m mn k k   и  

12 2 2 2(2 1) 0(mod )m m m m mn k k n      , 

што противречи на (1). Значи 1m  , па според тоа 1 0 3n mm n    . Значи, во 

овој случај равенката нема решение.  

Случај 2. Нека m  е парен а n  е непарен, т.е. 2m p  и 2 1n k   каде k  и p  

се природни броеви. Тогаш  
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2 2

2 2( 1) 2( 2) 2

1 (2 1) 1 [(2 1) ] 1

[(2 1) 1][(2 1) (2 1) ... (2 1) 1]

4 ( 1)

m p p p

p p

n k k

k k k k

k k B

 

      

         

 

 

 Значи, 1(mod8)mn   од каде што добиваме  

  3 3 1(mod8) 4(mod8)n mm n     .         (2) 

Ќе покажеме дека 1n  . Ако 2n  , тогаш  

24 (2 ) 4 2 4 4(2 1) 0(mod8)n n n n n nm p p p        . 

Од добиената противречност со (2) следува 2n   и бидејќи n  е непарен 

добиваме 1n  . 

Сега јасно е дека 4m   и единствено решние на равенката е 4, 1m n  .  

 

30. Во множеството природни броеви реши ја равенката 
m nmnm n . 

Решение. Ако ( , ) {( , ) | }m n k k k  , тогаш важи 
m nn mm n . Нека m n . Со 

проверка се утврдува дека за 1, \{1}m n  ; за 2, 3m n   и за 2, 4m n   

важи 
m nn mm n . Да ја разгледаме низата 

2

2n

n
n

a  , за \{1,2,3,4}n . Бидејќи 

2
1

2

2

( 1)
1n

n

a n
a n




  , за 3n  , добиваме дека 

5

2 2

2 2

5
1

n

n
  , односно 22n n . Според тоа 

за 2m   и \{1,2,3,4}n  важи 
m nn mm n . Останува да го разгледаме случајот 

3 m n  . За k  дефинираме низа 
( )m

m k

m k
k

m
b




 , \{1,2}m . Тогаш  

1 1
1

(1 ) (1 ) 3 1
m m

k m k m

k

b

b m m m
 

 
    , 

па за 3 m n   се добива  
1

1

(1 )( 1) 3 1
mmm

m

n m

mn
m mm m 


    , 

односно m nn m . Од m n  и последново неравенство следува 
m m nn n mm n n  . 

Почетната равенка е симетрична во однос на m  и n , па ако n m  според горната 

дискусија следува дека 
n mm nn m .  

Значи, ако ,n m , тогаш 
n mm nn m  ако и само ако m n . 

 

31. Во множеството природни броеви реши ја равенката 3 3 2015mn   .  

Решение. Имаме 2015 5 13 31   . Понатаму, од 33 1(mod13)  следува  

33 1(mod13)k  , 3 13 3(mod13)k   и 3 23 9(mod13)k  . 

Од овие можности остаток за 3n  при делење со 13 е само 1, па затоа 3m k . То-

гаш  
3 3 2 25 13 31 (3 ) ( 3 )( 3 3 )k k k kn n n n        . 
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Од друга страна,  
2 2 2( 3 ) 3 3k k kn n n    , 

па затоа треба да ги провериме само случаите  
2 23 1, 3 3 2015k k kn n n      и 2 23 5, 3 3 403k k kn n n     . 

Ако го изразиме n  преку 3k  и замениме, добиваме квадратни равенки по n . 

Лесно се добива дека решение имаме само во вториот случај: 14, 2n k  , што 

значи дека дадената равенка има единствено решение 14, 6n m   

 

32. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
4 4 4 3

2
[ 1] [ 2] ... [ ] 1n n     . 

Решение. Нека 4 4 4[ 1] [ 2] ... [ ]na n    . Треба да ја решиме равенката  

3
2

1na n  .           (1) 

Да забележимке дека 4[ ] 1k   за 1 16k  . Затоа за 1 15n   важи na n . 

Значи, меѓу овие броеви нема решенија на дадената равенка. Понатаму, 4[ ] 2k   

за 16 81k  . Затоа за 16 80n   важи 15 2( 15) 2 15na n n     . Според тоа, за 

16 80n   равенката (1) има решение ако 3
2

2 15 1n n   , од каде добиваме 

32n   и тоа е единствено решение на задачата. Други, поголеми решенија нема 

бидејќи по 81n   кога бројот n  се зголемува за 1, вредноста на левата страна се 

зголемува најмалку за 3, а вредноста на десната страна се зголемува за 3
2

, па затоа 

левата страна ќе биде се поголема од десната.  

 

33. Определи ги сите цели броеви x , за кои 2
2log ( 4 1)x x   е исто така цел 

број.  

Решение. Цели броеви x  за кои изразот 2
2log ( 4 1)x x   е определен се:  

( ,2 5 ,2 5 , )x      . 

Нека n  е цел број за кој постои x  така што  

2
2log ( 4 1)x x n   . 

Тогаш  

  2 4 (1 2 ) 0nx x             (1) 

од каде добиваме 1/2 2 5 2nx    .  

Бидејќи x , постои k  така што 25 2n k  . Значи, доволно е да ги 

определиме сите n  за кои 5 2n  е полн квадрат. Ќе разгледаме неколку случаи.  

а) Ако 0n  , тогаш 22 5n k  , односно 21 2 ( 5)n k  . Бројот 22 ( 5)n k   е 

парен, па според тоа последното равенство не е можно.  

б) Ако 0n  , тогаш 2 6k  , т.е. 5 2n  не е полн квадрат. Значи и овој случај 

не е можен.  
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в) Ако 0n  , тогаш 5 2n  е непарен, па затоа 2 1k m   за некој m . Со 

алгебарски трансформации добиваме  

 2( 1) 2 1nm m    .          (2) 

Ако 1n  , тогаш 22 1n   е рационален број и равенството (2) не е можно за ниту 

еден m . Ако 2n  , тогаш 22 1n   е непарен број а ( 1)m m  е парен, па ра-

венство меѓу нив не е можно. Ако 2n  , тогаш 2 25 2 9 3   . Со замена во (2) ја 

добиваме квадратната равенка 2 4 5 0x x    чии решенија се 1x    и 5x  . Не 

е тешко да се провери дека за најдените вредности за x , 2
2log ( 4 1)x x   е цел 

број и во двата случаи е еднаков на 2 .  

 

34. Најди ги сите природни броеви n  за кои равенката 1 1 1
x y n
   има точно пет 

решенија ( , )x y  во множеството природни броеви. 

Решение. Равенката можеме да ја запишеме во облик  
2( )( )x n y n n   . 

Ако n  е прост број, тогаш делители на 2n  се 1,n  и 2n . Тогаш можни се след-

ните случаи: 

2

1x n

y n n

 


 

    
x n n

y n n

 


 
    

2

1

x n n

y n

  


 

 

2

1x n

y n n

  


  

   
x n n

y n n

  


  
    

2

1.

x n n

y n

   


  

 

Последните три системи немаат решенија во множеството природни броеви, а пр-

вите три системи имаат решенија:  
2 21, ; 2 , 2 ; , 1x n y n n x n y n x n n y n          . 

Значи, n  не може да е прост број.  

Нека n  е сложен број кој има два различни прости множители p  и q , т.е. 

n pq . Равенката го добива обликот 2 2( )( )x pq y pq p q   .  

Делители на бројот 2 2p q  се : 2 2 2 2 2 21, , , , , , , ,p p q q pq p q pq p q . Сега се обиваат 

следните системи: 

2 2

1x pq

y pq p q

 


 

  
2

x pq p

y pq pq

 


 

   

2

2

x pq p

y pq q

  


 

      

2

x pq q

y pq p q

 


 

  

2

2

x pq q

y pq p

  


 

  
x pq pq

y pq pq

 


 
 

2x pq p q

y pq q

  


 

  
2x pq pq

y pq p

  


 

  
2 2

1

x pq p q

y pq

  


 

 

Сите имаат решение во множеството природни броеви. Значи, n  не може да има 

два различни прости делители.  
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Аналогно се разгледува и случајот кога n  има повеќе од различни прости 

делители.  

Нека n  е квадрат на прост број, т.е. 2n p . Тогаш, делители на 2 4n p  се: 

2 3 41, , , ,p p p p . Сега се можни следните системи: 

2

2 4

1x p

y p p

  


 

 

2

2 3

x p p

y p p

  


 

 

2 2

2 2

x p p

y p p

  


 

 

2 3

2

x p p

y p p

  


 

 

2 4

2 1

x p p

y p

  


 

  

кои имаат решенија  

 

2 4 2 2 3 2 2 2

3 2 2 4 2 2

1, ; , ; 2 , 2 ;

, ; , 1

x p y p p x p p y p p x p y p

x p p y p p x p p y p

         

       
 

Системите  

2

2 4

1x p

y p p

   


  

 

2

2 3

x p p

y p p

   


  

 

2 2

2 2

x p p

y p p

   


  

 

2 3

2

x p p

y p p

   


  

 

2 4

2 1

x p p

y p

   


  

  

немаат решение во множеството прирони броеви.  

Аналогно се докажува дека случајот кога , 3kn p k   не е можен.  

Значи, бараното множество е 2{ | и е прост број}n n p p   .  
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III  ТРИГОНОМЕТРИЈА  

 
1.  ТРИГОНОМЕТРИСКИ ФУНКЦИИ   

 
1. Колку е sin( ) , ако sin sin a    и cos cos b   .  

Решение. Имаме  

2 2

2 2

2sin cossin sin

cos cos 22cos sin
tga

b

 

 

  

 
   . 

Бидејќи  

2

2

2

2tg

1 tg
sin






  , 

добиваме дека  

2

2 2 22

2

22tg 2

1 ( )1 tg
sin( )

a
b

a
b

ab

a b



  
    . 

 

2. Докажи, дека не постои природен број 2n   таков што функцијата  

( ) cos( 1) cos( 2) ... cos( )f x x x x n     

е периодична.  

Решение. Нека претпоставиме дека за некој 2n   функцијата ( )f x  е пери-

одична со период 0T  , т.е. дека важи ( ) ( )f x T f x  , за секој x . Тогаш 

( ) (0)f T f n  . Но, за да биде  

( ) cos( 1) cos( 2) ... cos( )f T T T T n n      

мора да важи  

cos( 1) cos( 2) ... cos( ) 1T T T n    . 

Оттука следува дека 2T k   и 2 2T l  , каде ,k l , па затоа важи 2 l
k



 , што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека не 

постои 2n   таков што функцијата ( )f x  е периодична.  

 

3. Докажи дека sin1  е ирационален број.  

Решение. Да го претпоставиме спротивното, т.е. дека sin1  е рационален број 

и нека sin1
p

q
 , каде што p  и q  се цели броеви ( 0q  ). Тогаш и  

2 2cos 1 1 sin 1   и 
2 2cos2 cos 1 sin 1  , 

ќе бидат рационални броеви. Слично добиваме дека 
2cos4 2cos 2 1  , cos8  и 

2cos 16  се рационални броеви. Меѓутоа, од  

3

2

2 6 2 2

cos30 cos(32 2 ) cos32 cos2 sin 2 sin32

(2cos 16 1)cos2 2 cos16 cos8 cos4 cos2 cos 1 sin 1

    

      
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би имале дека рационален број е еднаков на ирационален број, што не е можно. 

Следува, sin1  е ирационален број.  

 

4. Нека   е остар агол таков што важи 3
5

cos  . Докажи, дека   не е од 

облик r , каде r  е рационален број.  

Решение. Доволно е со индукција по n  да докажеме дека tgn  може да се 

прикаже во облик n

n

p

q
, каде ,n np q   се такви што 3(mod5),np   4(mod5)nq  . 

Оттука следува дека tg 0n  , т.е. n m   , каде m .  

За 1n   имаме 3
4

tg  , па тврдењето важи. Нека тврдењето важи за некој 

природен број n , т.е. нека постојат ,n np q  со споменатите својства. Тогаш  

4 3tg tg

1 tg tg 4 3
tg( 1) n n

n n

p qn

n q p
n

 

   
    . 

Ако 1 2(4 3 )n n np p q   , 1 2(4 3 )n n nq q p   , тогаш 1 1,n np q    и  

1 2(4 3 ) 2(4 3 3 4) 3(mod5)n n np p q         и  

1 2(4 3 ) 2(4 4 3 3) 4(mod5)n n nq q p        ,  

со што доказот е завршен.  

 

5. Пресметај sin18 . 

Решение. Имаме  

sin72 2sin36 cos36 4sin18 cos18 cos36  . 

Но, sin72 cos18 , па, значи,  

4sin18 cos36 1 .         (1) 

Користејќи го идентитетот 2cos sin sin( ) sin( )      , имаме  

  2cos36 sin18 sin54 sin18 cos36 sin18    ,  

т.е.  

2(cos36 sin18 ) 1  .        (2) 

Од (1) и (2) добиваме: 5 1

4
sin18  .  

 

6. Пресметај sin cos
sin cos

x x
x x



 ако sin cos 0,4x x  .  

Решение. Нека sin cos
sin cos

x x
x x

A 


 , тогаш  

2 2

2 2

1 2 0,42 sin cos 2sin cos
1 2 0,4sin cos 2sin cos

9x x x x

x x x x
A

  
  

   , 

а оттука 3A   .  

 

7. Пресметај го остриот агол   (не користејќи таблици), ако се знае дека  

ctg 2 2 3 6     . 

Решение. Имаме постапно 
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3 2 105 15
2 2 2 2

2 1 15 75
2 2 2 2

2sin cos( 2 1)( 3 2)( 2 1) 3 2 sin 60 sin 45 15
22 1 2 1 sin 45 sin30 2sin cos

ctg 2 2 3 6 2( 2 1) 3( 2 1) ( 2 1)( 3 2)

ctg .
    

  

           

     
 

па 7 30'  .  

 

8. Пресметај го аголот   ако е  

ctg =2+ a b c    

ctg2 2 a    

каде што , ,a b c  се природни броеви, кои не се деливи со 4 , а a  и bc  се 

ирационални броеви.  

Решение. Со замена на ctg  и ctg2  во формулата  

2ctg 1

2ctg
ctg2




   

добиваме 4 2 5a bc b c a     . Бидејќи , ,a b c , тогаш разликата 

4 a bc  е цел број. Да претпоставиме дека таа разлика е различна од нула, т.е. 

4 2a bc r   ( 0r  ). Со квадрирање добиваме 
216 4 4a bc r r bc   , од каде 

што следува дека bc  е рациоанлен број за 0r  , што е во спротивност со 

претпоставката дека bc  е ирационален број. Значи, 0r  , па имаме  

4

5

a bc

b c a

 


  
,  т.е.  (4 ) 4(5 )c b b   . 

Бидејќи 0b   ( b ) и не е деллив со 4 , добиваме  

  4
4

4
b

c


   

од каде што добиваме дека 3b   или 5b   или 2b   или 6b  .  

За b  еднакво на 3  или 5 , a ; за 2b   добиваме 6c   и 3a  , а за 6b   

добиваме 2c   и 3a  . Овие тројки ги задоволуваат условите на задачата, па 

ctg 2 3 2 6      и ctg2 2 3   , од каде што 2 arctg(2 3) 15    , т.е. 

7,5  . (Види ја претходната задача.) 

 

9. Одреди ја најмалата и најголемата вредност на функцијата  

3sin 4cosy x x  . 

Решение. Имаме  
3 4
5 5

3sin 4cos 5( sin cos )

5(sin cos cos sin ) 5sin( ).

y x x x x

x x x

   

    
 

Бидејќи 
2 23 4

5 5
( ) ( ) 1  , постои агол   таков што 3

5
cos  , 4

5
sin  . Следствено, 

min 5y   , 3
2

x   , 4
5

arcsin   и max 5y  ,
2

x   , 4
5

arcsin  .  
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10. Одреди ги максималната и минималната вредносt на функцијаtа 
2( ) sin sin 1f x x x   . Во кои точки се достигнуваат?  

Решение. Функцијата ја трансформираме на следниов начин 
2 2 2 31 1 1

4 4 2 4
( ) sin sin 1 (sin sin ) 1 (sin )f x x x x x x           . 

Според тоа максималната вредност функцијата ќе ја достигне кога 1
2

sin x   е 

максимално, т.е. кога  sin 1x  . Значи максимумот се достигнува во точките од 

множеството 
2

{ 2 | }k k     и тој изнесува 
2 31

2 4
(1 ) 3   . Минимумот ќе се 

достигне кога 
21

2
(sin )x   минимално, т.е. кога 1

2
sin 0x   . Тој се достигнува во 

точките од множеството 

6 6
{ 2 | } { 2 | }k k k k           

 и тој изнесува 3
4

. 

 

11. За броевите a  и b  е исполнето равенството 2 2 1a b  . Определи ја 

најголемата вредност за 3 3a b b a .  

Решение. Бидејќи 2 2 1a b  , постои [0,2 )   така што cosa    и 

sinb   . Тогаш изразот 3 3a b b a  го добива обликот  

3 3 3 3 2 2cos sin sin cos sin cos (cos sin )a b b a           . 

Според формулате за двоен агол sin2 2sin cosx x x  и 2 2cos2 cos sinx x x  , 

добиваме  

  
3 3 1 1

2 4
sin 2 cos2 sin 4a b b a      .  

Изразот 1
4

sin 4  достигнува најголема вредност 1
4

, на пример за 
8
  . Во тој 

случај  

4
1 cos 2 2

8 2 4
cosa

     

4
1 cos 2 2

8 2 4
sinb

     

 

12. Најди ги сите вредности на k , за кои што функцијата  

2( ) (2sin cos 1)y x k x x     

не прима поголеми вредности од 3. 

Решение. За функцијата 

 

2 2

22

( ) 2sin cos 1 2sin 1 sin 1

(sin 2sin 1) 3 3 sin 1

f x x x x x

x x x

      

       
 

имаме: 

  

2
max 2

2
min 2

( ) 3 (1 1) 3

( ) 3 ( 1 1) 1

f f

f f





    

       
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Според условот треба   3k f x  , тогаш: 

1) за 0k   тврдењето е точно 

2) за 0k   добиваме: max 3, 3 3, 1.k f k k     Па во овој случај: 0 1k  . 

3) за 0k   добиваме: min 3, ( 1) 3, 3.k f k k      Па во овој случај: 

3 0k   .  

Конечно, добиваме дека [ 3,1]k  . 

 

13. Ако 
2

0 ,      и 2 2sin sin sin( )    , тогаш 
2
  . Докажи!    

Решение. Бидејќи 
2

, (0, )   добиваме дека sin ,sin ,cos , cos 0     . 

Равенството 2 2sin sin sin( )     го запишуваме во следниот еквивалентен 

облик  

(sin cos )sin (cos cos )sin       . 

Ако sin cos 0   , тогаш и cos sin 0   . Значи,  

sin cos

cos sin .

  

  
 

Ако овие две равенства ги квадрираме и ги собереме добиваме 1 1  што е против-

речност. Аналогно се исклучува и можноста да е sin cos 0   . Затоа, единстве-

на можност останува да е sin cos 0   , а од ова следува дека 
2
  .  

 

14. Определи ја најголемата вредност на изразот sin(cos ) cos(sin )x x . За кои 

вредности на x  таа се достигнува.  

Решение. Тригонометриската функција cos x  прима вредности во интервалот 

[ 1,1] . На овој интервал тригонометриската функција sin  монотоно расте. Според 

тоа, најголема вредност на првиот собирок sin(cos )x  е sin1  и таа се достигнува 

во точките во кои cos 1x  , т.е. во точките 2x k  , k .  

Најголема вредност на вториот собирок е 1  и таа се достигнува во точките во 

кои sin 0x  , т.е. во точките x l  , l .  

Збирот на двата собироци ќе биде најголем ако постојат точки во кои и двата 

собироци достигнуваат најголема вредност. Пресек на множествата {2 | }k k   

и { | }l l   е множеството {2 | }k k  . Во точките на ова множество изразот 

достигнува најголема вредност и таа е еднаква на 1 sin1 .  

 

15. За кои вредности на реалните броеви a  и b  функцијата  
2

2

sin sin

cos cos
( ) x a x b

x a x b
f x  

 
  

е константна, во нејзината дефинициона област? 

Решение. Да претпоставиме дека ( )f x k , за секој x  од дефиниционата 

област. Да означиме 
2

tg xt  . Тогаш 
4 3 2

4 2

2 (2 4) 2

(1 ) (2 2) 1

bt at b t at b

a b t b t a b
k

    

      
 , односно  

4 3 2( ( 1) ) 2 2( ( 1) 2) 2 ( ( 1) ) 0ka k b k t at k b k t at ka k b k                
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за секој t , освен можеби за оние t  за кои  

4 2(1 ) (2 2) 1 0a b t b t a b        . 

Последното е можно ако  

( 1) 0ka k b k    , 0a  , ( 1) 2 0k b k      и ( 1) 0ka k b k    . 

Заменувајќи 0a   во горните равенства добиваме дека 1k    и 1
2

b   . Значи за 

0a   и 1
2

b    добиваме  

2

2

2sin 1 cos2
cos22cos 1

( ) 1x x
xx

f x 


     , за секој 

 2 1

4
\{ | }kx k   . 

 

16. Нека   е произволен агол, а   и   се остри агли. Докажи дека постои 

агол x  за кој 
sin sin

1 cos cos cos
sin x

 

  



  
 . 

Решение. Доволно е да докажеме дека 
sin sin

1 cos cos cos

 

  



  
 е вредност од интер-

валот [ 1,1] , што ќе значи дека таа вредност соодветствува на вредност на sin x  за 

некој агол x . Од условот на задачата, односно од тоа што   и   се остри агли 

важат следниве неравенства: cos 0,  cos 0 , а оттаму и cos cos 0   . Во 

исто време заради ограниченоста на функцијата cos x  важи cos 1  . Ако го 

помножиме неравенството cos 1   со cos cos 0    добиваме  

cos cos cos cos cos        , 

односно  

cos cos cos cos cos          .        (1) 

Понатаму,  

sin sin cos cos cos( ) 1           ,  

па од (1) следува  

0 sin sin 1 cos cos 1 cos cos cos               , 

а оттука  

sin sin

1 cos cos cos
0 1

 

  



  
  , 

што и требаше да се докаже. Значи постои агол x  за кој 
sin sin

1 cos cos cos
sin x

 

  



  
 . 

 

17.  Определи ја најголемата вредност на функцијата  

2 2

1

9 6 21
( ) cos2x

x x x
f x x

  
     

на интервалот (0, ) . 

Решение. Најголема вредност на третиот собирок е 1  и таа се достигнува за 

секој цел број x . Понатаму, 
2 9

1

9
x

x

xx 
  и ако искористиме дека  9 9

3 3
2 6x x    

добиваме 
2 9

1 1
69

x

x

xx 
  . Во последново неравенство знак за равенство се достиг-

нува за 9
x

x  , т.е. за 3x  . Значи, најголема вредност на првиот собирок е 1
6

 и се 
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достигнува за 3x  . За вториот собирок имаме 
 2 2

1 1 1
126 21 3 12x x x   

   и 1
12

 се 

достигнува за 3x  .  

Според тоа, за 3x   сите три собироци достигнуваат најголема вредност и таа 

изнесува 51 1
6 12 4

1   . 

 

18. Определи го множеството точки во рамнината за кои изразот 
2 2

x y

x y




 

достигнува најголема вредност.  

Решение. Изразот 
2 2

x y

x y




 можеме да го запишеме во облик  

2 2 2 2 2 2

x y yx

x y x y x y



  
  . 

Постои   така што 
2 2

cosx

x y
   и 

2 2
sin

y

x y
  . Сега, треба да го опреде-

лиме максимумот на cos sin  . При тоа 

2 4 4 4
cos sin cos cos( ) 2cos cos( ) 2 cos( )            . 

Најголема вредност за изразот се добива кога 
4

cos( ) 1  . Според тоа, 

најголема вредност се добива за 2
4

n


     , n . Тогаш добиваме  

2 2

2 2

2
2

2
2

x

x y

y

x y





 


  


      

,

0,

0.

y x

x

y

 



 

. 

Значи, множеството точки за кои се достигнува најголемата вредност на изразот 

се точките од правата y x   која лежи во четвртиот квадрант, со исклучок на 

точката (0,0) .  

 

19. Определи ги сите реални броеви a  и b  така што за секој 5 7
4 4

[ , ]x    важи  

cos 1 sin2 1 sin2x a x b x    . 

Решение. Ако 5 3
4 2

[ , )x   , тогаш sin 0x   и cos 0x   па и sin cos 0x x  . На 

овој интервал функцијата tg x  расте, па важи 5
4

tg tg 1x   , што е еквивалентно 

со sin cosx x . Ако 3
2

x  , тогаш sin 1 0 cosx x    , и sin cos 0x x  . Ако 

3 7
2 4

( , ]x   , тогаш sin 0x  , cos 0x  , односно sin cosx x  и sin
cos

tg 1x
x

x    , т.е. 

sin cosx x  . Со тоа докажавме дека на интервалот 5 7
4 4

[ , ]   важи 

sin cos 0x x   и sin cos 0x x  . Според тоа  

1 sin2 | sin cos | cos sinx x x x x      и 

1 sin2 | sin cos | sin cosx x x x x      . 
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Значи равенството од задачата се сведува на равенството  

cos ( )cos ( )sinx a b x a b x    . 

Последново равенство важи за секој 5 7
4 4

[ , ]x    ако и само ако  

1

0

a b

a b

 


 
 

т.е. ако и само ако 1
2

a   и 1
2

b   .  

 

20. Да се докаже дека: ако сумата  

1 1 2 2cos( ) cos( ) ... cos( )n na x a x a x       

при 0x   и 1x x k   , k  е еднаква на нула, тогаш таа е нула за секој  x .  

Решение. Од условот на задачата, за 0x  , добиваме  

  1 1 2 2cos cos ... cos 0n na a a          (1) 

Нека 1x k  ; тогаш имаме  

1 1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 1

cos( ) cos( ) ... cos( )

( cos ... cos )cos ( sin ... sin )sin

( sin sin ... sin )sin 0

n n

n n n n

n n

a x a x a x

a a x a a x

a a a x

      

         

        

 

 Но 1sin 0x  , од каде добиваме  

  1 1 2 2sin sin ... sin 0n na a a       .   (2) 

Сега, за произволен реален број x , ќе имаме  

1 1 2 2

1 1 1 1

cos( ) cos( ) ... cos( )

( cos ... cos )cos ( sin ... sin )sin 0.

n n

n n n n

a x a x a x

a a x a a x

      

          
 

 

21. Нека 1 2, ,...., na a a   и нека  :f   е функција дефинирана со  

32

2 1

cos( ) cos( )cos( )
1 2 2 2

( ) cos( ) ... n

n

a x a xa x
f x a x



 
      . 

Докажи дека, ако 1 2( ) ( ) 0f x f x  , тогаш постои m , така што 1 2x x m   . 

Решение. Користејќи cos( ) cos cos sin sini i ia x a x a x   , функцијата ќе ја 

трансформираме во облик  

2 2

1 1

cos sincos sin
1 12 22 2

( ) cos (cos .... ) sin (sin ... )n n

n n

a aa a
f x x a x a

 
         

или уште повеќе ( ) cos sinf x A x B x  , каде  

2

1

coscos
1 2 2

cos .... n

n

aa
A a


     и 2

1

sinsin
1 2 2

sin ... n

n

aa
B a


    . 

Ќе покажеме дека 2 2 0A B  . 

Нека 2 2 0A B  . Тогаш 0A B  , па затоа ( ) 0f x   на целото множество 

реални броеви. Специјално за 1x a   добиваме  

12 1

1

cos( )cos( )
1 2 2

0 ( ) cos0 .... n

n

a aa a
f a




      , 

односно     
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12 1

1

cos( )cos( )

2 2
.... 1n

n

a aa a



    , 

па затоа  

12 1

1 2 1 1

cos( )cos( ) 1 1 1 1
2 22 2 2 2

1 | 1| | .... | ... 1 1n

n n n

a aa a
  


            ,  

што е противречност. Од добиената противречност следува 2 2 0A B   и функ-

цијата може да ја запишеме во облик  

2 2 2 2

2 2( ) ( cos sin )A B

A B A B
f x A B x x

 
   . 

Нека   а гол таков што 
2 2

sin A

A B
   и 

2 2
cos B

A B
   . Тогаш  

2 2 2 2( ) (sin cos cos sin ) sin( )f x A B x x A B x        . 

Ако сега 1 2( ) ( ) 0f x f x  , ќе добиеме 1sin( ) 0x   и 2sin( ) 0x  , од каде 

мора 1x k    и 2x j   , за ,k j . Конечно 1 2 ( )x x k j m      , каде 

m k j   , што и требаше да се докаже.  

 

22. Нека   21f t t t   . Пресметај ја вредноста на изразот 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f y f z f z f x  , 

ако 0x  , 0y  , 0z   и важи 1xy yz zx   . 

Решение. Воведуваме смени  

ctgx   , ctgy    и ctgz   , 

каде што 
2

, , (0, )   . Од условот на задачата, следува равенството    

ctg ctg ctg ctg ctg ctg 1        , 

кое што е еквивалентно со равенството  

tg tg tg tg tg tg                         (1) 

Ќе докажеме дека     . Да забележиме, од 
2

, , (0, )    следува дека 

(tg tg ) tg 0    . Од (1) ги добиваме следните еквивалентни равенства:    

tg tg tg (1 tg tg ) 0        

1 tg tg1
tg tg tg

0
  

  
   

ctg ctg( ) 0     

 
sin( )

sin( )sin
0



 
                                         (2) 

Но, аглите 
2

, , (0, )   , па од (2) следува дека     .   

Со смената ctgx    и имајќи предвид дека sin 0  , функцијата го добива 

видот  
2

2

2 2

2sin2 cos 1 cos1
sin sin sin 22sin cos

( ) 1 ctg ctg tgf x


 

   
  

          . 
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Аналогно се добива 
2

( ) tgf y


  и 
2

( ) tgf z


 . Конечно, ако искористиме дека 

2 2 2

     и 
2 2

tg ctg
  , за вредноста на дадениот израз добиваме 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tg tg tg tg tg tg
2

tg (tg tg ) tg tg

tg tg (1 tg tg ) tg tg

tg ctg (1 tg tg ) tg tg 1.

f x f y f y f z f z f x
   

   

    

    


    

  

  

   

 

  

23. Нека 
2

(0, )  и 3
5

cos  . Докажи, дека   не е од облик r , каде r  е 

рационален број.  

Решение. Доволно е со индукција по n  да докажеме дека tgn  може да се 

прикаже во облик n

n

p

q
, каде ,n np q   се такви што 3(mod5),np   4(mod5)nq  . 

Оттука следува дека tg 0n  , т.е. n m   , каде m .  

За 1n   имаме 3
4

tg  , па тврдењето важи. Нека тврдењето важи за некој 

природен број n , т.е. нека постојат ,n np q  со споменатите својства. Тогаш  

4 3tg tg

1 tg tg 4 3
tg( 1) n n

n n

p qn

n q p
n

 

   
    . 

Ако 1 2(4 3 )n n np p q   , 1 2(4 3 )n n nq q p   , тогаш 1 1,n np q    и  

1 2(4 3 ) 2(4 3 3 4) 3(mod5)n n np p q         и  

1 2(4 3 ) 2(4 4 3 3) 4(mod5)n n nq q p        ,  

со што доказот е завршен.  

 

24. Дали може 31
9 2

( ) ( , )f x  , каде ( ) tg3 ctg2f x x x  ? 

Решение. Дефиниционата област на функцијата е  
(2 1)

2 6
\ (( | ) { | })

kkD k k
     . 

За x D  функцијата tg x  е дефинирана и 2 1 1
3 3

tg (0, ) ( , )x   . Од 
2

2 tg

1 tg
tg 2

x

x
x


 , 

3

2

3tg tg

1 3tg
tg3

x x

x
x




  добиваме 

2 2

2

(3 tg )(1 tg )

2(1 3tg )
( )

x x

x
f x

 


 . Значи, доволно е да ја разгле-

даме функцијата 
(3 )(1 )

2(1 3 )
( )

a a

a
g a

 


  на множеството 1 1

3 3
(0, ) ( , )  . Ако 1

3
(0, )a , 

тогаш 2 5 0a a  , т.е 23 4 3 9a a a    . Оттука следува 
(3 )(1 ) 3

2(1 3 ) 2
( )

a a

a
g a

 


  . 

Ако 1
3

( ,1) (3, )a   , тогаш ( ) 0g a  , а ако [1,3]a , тогаш 1
9

( )g a  . Значи 

1 1
9 3

( ) ( , )f x  , за секој x D .  
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25. Докажи, дека меѓу било кои четири броја од интервалот 
2

(0, )  можеме да 

избереме два броја, да ги наречеме x  и y , такви што  

2 28cos cos cos( ) 1 4(cos cos )x y x y x y    . 

Решение. Даденото неравенство последователно е еквивалентно на неравен-

ствата  
2 2

2 2 2 2

8cos cos (cos cos sin sin ) 1 4cos 4cos

8cos cos 8cos cos sin sin 4cos 4cos 1 0

x y x y x y x y

x y x y x y x y

   

    
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1
2

1
2

8cos cos 4cos 4cos 2sin 2 sin 2 1 0

2(4cos cos 2cos 2cos 1) 2sin 2 sin 2 1 0

2(2cos 1)(2cos 1) 2sin 2 sin 2 1 0

cos2 cos2 sin 2 sin 2

cos(2 2 ) .

x y x y x y

x y x y x y

x y x y

x y x y

x y

    

     

    

 

 

 

Според принципот на Дирихле во еден од интервалите 
6 2 3 3 2

(0, ), [ , ), ( , )      се нао-

ѓаат два од четирите броја. Нека тоа се броевите x  и y . Тогап важи 
3

| 2 2 |x y    

и 1
2

cos(2 2 )x y  , со што тврдењето е докажано.  

 

26. Ако n  е природен број, тогаш cosnx  може да се изрази како полином по 

cos x  од n -ти степен. Докажи! 

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со математичка индукција. Притоа, ќе ги 

користиме формулите 

  cos( ) cos cos sin sin       

  1
2

sin sin [cos( ) cos( )]      .  

Од тригонометријата ни се познати формулите  

  cos1 cosx x   

  2cos(2 ) 2cos 1x x    

  3cos(3 ) 4cos 3cosx x x   ,  

т.е. тврдењето е точно за 1n  , 2n   и 3n  .  

Да претпоставиме дека cosnx  може да се изрази како полином по cos x  со 

степен n  за секој 1,2,3,....,n k . Тогаш, за cos( 1)k x  ќе имаме: 

cos( 1) cos cos sin sink x kx x kx x      

1 1
2 2

cos( 1) cos cos cos( 1) cos( 1)k x kx x k x k x        

1 1
2 2

(1 )cos( 1) cos cos cos( 1)k x kx x k x      .    (*) 

Бидејќи по претпоставка, cos( 1)k x  и coskx  можат да се изразат како полиноми 

по cos x  со степени 1k   и k  соодветно, следува дека според (*), и cos( 1)k x  

може да се изрази како полином по cos x , со степен 1k  .  
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Според принципот на математичка индукција следува дека тврдењето е точно 

за секој n .  

 

27. Докажи, дека за секој природен број n  бројот 
2 3

cos
n




 е ирационален.  

Решение. Имаме  
3 2 3cos3 cos 3cos sin 4cos 3cosx x x x x x    , 

па затоа  

1

3

2 3 2 3 2 3
cos 4cos 3cos

n n n

  

  
  .         (*) 

За 1n   бројот 3

2 3 6 2
cos cos 


   е ирационален. Нека n  е најмалиот број за 

кој 
2 3

cos
n




 е рационален. Тогаш од (*) следува дека бројот 

12 3
cos

n




 е рациона-

лен, што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека 

12 3
cos

n




 е ирационален број за секој n .  

 

 

28. Да се испита дали е рационален бројот  
3 5 7 9

18 18 18 18 18
sin sin sin sin sin        . 

Решение. Бидејќи 3 1
18 6 2

sin sin    и 9
18 2

sin sin 1   , доволно е да се прес-

мета само производот 5 7
18 18 18

sin sin sin    . Имаме: 

2 4
18 18 18 18

18

2 2 4 4 4 8
18 18 18 18 18 18

8 8
18 18 18

2cos sin cos cos5 7 2 4
18 18 18 18 18 18 2cos

sin cos cos sin cos sin 1
82cos 4sin 8sin

sin sin sin sin cos cos

.

   



     

  

      

  

     

   

 

Според тоа,   
3 5 7 9 1

18 18 18 18 18 16
sin sin sin sin sin          

и тоа е рационален број.  

 

29. Дадени се позитивни броеви ,a b  и c . Определи ги тројки позитивни брое-

ви ( , , )x y z  такви што  

x y z a b c      и 2 2 24xyz a x b y c z abc    . 

Решение. Втората равенка да ја запишеме во обликот 
2 2 2

4a b c abc
yz zx xy xyz
    , т.е. 

во обликот 2 2 2
1 1 1 1 1 1 4x y z x y z    , каде 1 1 1, ,a b c

yz zx xy
x y z   . Јасно, 

1 1 10 , , 2x y z  . Ако оваа равенка ја разгледуваме како квадратна по 1z , нејзината 

дискриминанта е 
2 2
1 1(4 )(4 )D x y   , па затоа има смисла да земеме 1 2sinx u  и 

1 2siny v , 
2

(0 , )u v   . Добиваме  

1
1 1 12

( ) 2(cos cos sin sin ) 2cos( )z x y D u v u v u v       . 
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Сега 2 sin , 2 sin , 2 (cos cos sin sin )a yz u b xz v c xy u v u v    , па равенката 

x y z a b c      го добива обликот  

2 2( cos cos ) ( sin sin ) 0x v y u x v y u z     , 

од каде добиваме 1 1
1 12 2

sin sin ( ) ( )b a

z z
z x v y u y x x y      , односно 

2
a bz  . Аналогно добиваме 

2
b cx   и 

2
c ay  .  

Навистина, подредената тројка 
2 2 2

( , , ) ( , , )b c c a a bx y z     ги задоволува двете 

равенки.  

 

30. Нека tg  и  tg  се реални корени на квадратната равенка 2 0x px q   . 

Кои услови треба да ги исполнуваат p  и q , за да важи 60 180k    .    

Решение. Нека важи 60 180k    ; тогаш tg( ) 3  , т.е.  

  
tg tg

1 tg tg
3

 

  
 .         (1) 

Со примена на Виетовите врски за решенијата на квадратната равенка, добиваме 

tg tg p      и  tg tg q   , па, со замена во (1) се добива  

  ( 1) 3p q  .          (2) 

Покрај овој услов, дискриминантата на квадратната равенка мора да е ненега-

тивна, т.е. мора 2 4 0p q  . Ако во овој услов, замениме p  од (2), добиваме  

23 10 3 0q q   . 

Решението на ова неравенка е 1
3

q  , т.е.  

   3q  .            (3) 

Значи, p  и q  мора да ги задоволат условите (2) и (3) .  

Обратно, ако p  и q  ги задоволуваат условите (2) и (3) , тогаш дискриминан-

тата на квадратната равенка ќе биде позитивна и ќе постојат реални решенија кои-

што, секако, се еднакви на tg  и tg  за погодно избрани   и  . Но, според Вие-

товите врски, и со оглед на (2), се добива дека tg  и tg  го задоволуваат равен-

ството (1), од каде што tg( ) 3  , т.е. 60 180k    .   

  

31. Пресметај го tg3  ако е познат sin 2 .  

Решение. Прво, за секој реален број t  важи 

2 2 2

2 3 2 3

3

sin3 sin(2 ) sin 2 cos sin cos2

2sin cos sin (cos sin )

3sin cos sin 3sin (1 sin ) sin

3sin 4sin

t t t t t t t

t t t t t

t t t t t t

t t

   

  

    

 

 

Да ставиме 2t    и sin2b   . Тогаш од последното равенство имаме  

  3sin6 3 4b b   .                     (1) 
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 Од друга страна за секој реален број y  важи  

sin
2

cos
2 2 2 2

2 2 22sin
2 2 2 2

2cos
2

2
2sin cos 2tg

2 2 sin cos tg 1
1

sin 2sin cos

y

y y y y

y y y y

y

y y
y

 


    . 

Да ставиме 6y    и tgx   . Од последното равенство добиваме  

  
2

2

1
sin 6 x

x
  .     (2) 

Од (1) и (2) добиваме 
2

32

1
3 4x

x
b b


  , односно 3 2 3(3 4 ) 2 (3 4 ) 0b b x x b b     . 

Оттука  
3 2

3

1 1 (3 4 )
1

(3 4 )

b b

b b
x

  


  и 

3 2

3

1 1 (3 4 )
2

(3 4 )

b b

b b
x

  


 . 

Имајќи предвид дека tgx    и sin 2b    ја добивме бараната врска меѓу tg3  

и sin 2 .  

 

 

2.  ТРИГОНОМЕТРИСКИ ИДЕНТИТЕТИ  

 

1. Докажи го идентитетот 1 sin 2 sin cos
cos2 cos sin

  
  

 


 . 

Решение. Користејќи ги формулите за тригонометриски функции од двоен 

агол и основното тригонометриско равенство, добиваме: 
22 2

2 2

(sin cos )1 sin 2 sin cos 2sin cos sin cos
cos2 (cos sin )(sin cos ) cos sincos sin

.
       

       

   
  

    

 

1. Ако 2 2 2 21, 1m n p q     и 0mp nq  , определи ја вредноста на  

mn pq . 

Решение. Нека sin , cos , sin , cosm n p q        . Тогаш  

0 cos( )mp nq    . 

Сега за mn pq  имаме:  

1
2

sin cos sin cos (sin 2 sin 2 ) sin( )cos( ) 0mn pq              

 

2. Ако е исполнето равенството 
cos( ) cos( 2 ) cos( 3 )cos x x xx

a b c d

    
   , докажи 

дека a c b d
b c
  .  

Решение. Бидејќи 
cos( 2 )cos xx

a c

 
 , т.е. cos : cos( 2 ) :x x a c   , добиваме дека  

[cos cos( 2 )]: cos( 2 ) ( ) :x x x a c c       . 

Од последното равенство следува  
cos cos( 2 ) cos( 2 ) cos( )x x x x

a c c b

     


  .       (1) 

Понатаму, cos cos( 2 ) 2cos cos( )x x x      , па затоа од (1) следува  
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2cos cos( ) cos( )x x

a c b

  


 , т.е. 2cosa c

b
   . 

Аналогно се докажува дека 2cosb d
c
   , од каде следува дека a c b d

b c
  .  

 

3. За реалните броеви , (0, )x y   е исполнето равенството  

cos2 cos cos2 cos cos cosx y y x y x   . 

Докажи дека x y .  

Решение. Даденото равенство последоватечно е еквивалентно со равенствата  

2 2

2 2

cos (1 cos 2 ) cos (1 cos 2 ) 0

cos sin cos sin 0

cos cos cos cos cos cos

cos cos (cos cos ) cos cos

(cos cos )(cos cos 1) 0.

y x x y

y x x y

y x x y y x

y x x y y x

y x x y

   

 

  

  

  

. 

Но, , (0, )x y  , па затоа cos cos 1 0x y    и од последното равенство добиваме  

  cos cos 0y x  ,           (1) 

т.е. cos cosx y . Функцијата ( ) cosf t t  на интервалот (0, )  е монотоно опаѓач-

ка, па равенството cos cosx y  е можно само ако x y .  

 

4. Ако sin sin a    и cos cos b   , тогаш  

2 2

2 2
cos( ) a b

a b




    и 

2 2

2sin( ) ab

a b
  . 

Докажи! 

Решение. Користејќи ги идентитетите 
2

2

2

2

1 tg

1 tg
cos

x

x
x




  и 2

2

2

2 tg

1 tg
sin

x

x
x


 , за 

x  добиваме  

2

2

2

2

1 tg

1 tg
cos( )








  , 2

2

2

2 tg

1 tg
sin( )






  .       (1) 

Доволно е да ја пресметаме вредноста на 
2

tg


. Ако ги искористиме формулите 

за збир на два синуси,  

2 2
sin sin 2sin cos

 
   , 

и збир на два коснуси,  

2 2
sin sin 2cos cos

 
   , 

добиваме: 

2 2

2 2

2sin cossin sin

cos cos 22cos cos
tga

b

 

 

  

 
   . 

Ако замениме во (1), добиваме: 
2

2
2 22

2

2 2 22

2 2

11 tg

1 tg 1
cos( )

a

b

a

b

b a

b a





 

 
     и 2

2 2 22

2 2

22 tg 2

1 tg 1
sin( )

a
b

a

b

ab

b a



  
    . 
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5. Нека 
2

, , (0, )    и  cos tg   , cos tg    и cos tg   . Докажи, дека  

5 1

2
sin sin sin       . 

Решение. Од условот на задачата следува  
2 2 2

2 2 2 1 2 2cos
2cos 2sin

sin cos2 1 cos1 1 1

1cos cos sin 2cos 11
cos 1 1 1 1 1.






   

   
           

 Воведуваме смена 2cos t   и ја добиваме равенката 2 1 0t t    чии решенија 

се 1 5
1/2 2
t   . Бидејќи 2cos 0  , добиваме дека 2 1 5

2
cos    . Според тоа, 

2 2 23 5 5 1

2 2
sin 1 cos ( )       . Бидејќи 

2
(0, ) , добиваме дека 5 1

2
sin  

Аналогно се докажува дека 5 1

2
sin sin     . 

 

6. Изрази го tg ctgx x  преку m , каде sin cos
sin cos

x x
x x

m   

Решение. Ако го квадрираме равенството sin cos
sin cos

x x
x x

m  , добиваме  

 
2 2

2 2

2 2sin cos sin 2sin cos cos 1 2sin cos
sin cos (sin cos ) (sin cos )

( )x x x x x x x x
x x x x x x

m       .  (1) 

Од друга страна  
sin cos 1
cos sin sin cos

tg ctg x x
x x x x

x x    . 

Според тоа, за да се пресмета tg ctgx x , доволно е да се пресмета вредноста на 

sin cosx x . Ако воведеме ознака sin cosx x t  и замениме во (1), добиваме  

2

4(1 2 )2 t

t
m


 ,  

2 2 8 4 0m t t   .  

Од последната квадратна равенка добиваме  

2 2

2 2

8 64 16 4 2 4
1/2

2

m m

m m
t      . 

Значи, имаме две решенија  
2

24 2 4
tg ctg m

m
x x

 
   и 

2

24 2 4
tg ctg m

m
x x

 
  . 

 

7. Одреди ги tg , tgx y  и tg z , ако tg : tg : tg : :x y z a b c  и x y z    . При-

тоа , , , , ,a b c x y z  се позитивни реални броеви. 

Решение. Од tg : tg : tg : :x y z a b c , x y z     и , , , , ,a b c x y z  се позитивни 

реални броеви добиваме дека tg , tg , tg 0x y z  (навистина ако два од тие броеви 

се негативни, на пример tg x  и tg y , добиваме дека 
2

,x y   што не е можно. Исто 

така не е можно и трите броеви да се негативни како и само еден да е негативен 

заради tg : tg : tg : :x y z a b c ). Нека сега tg x ka , tg y kb , tg z kc ; 0k  . 

Тогаш 
tg tg

1 tg tg
tg tg( ( )) tg( )

x y

x y
z x y x y



 
         
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и оттука tg tg tg tg tg tgx y z x y z     . Со замена на tg x ka , tg y kb , 

tg z kc  во последното равенство добиваме 3( )k a b c k abc   , односно 

a b c
abc

k   . Значи  

tg a b c
abc

x a   , tg a b c
abc

y b    и tg a b c
abc

z c   . 

 

8. Поедностави го изразот 1 sin 1 sin
1 sin 1 sin
   
   

 . 

Решение. За 
2

,k k      дадениот израз е еднаков на 

2 2

2 2

(1 sin ) (1 sin ) |1 sin | |1 sin |

|cos | |cos |1 sin 1 sina

       

   
   . 

За секој   важи 1 sin 0    и 1 sin 0   . Затоа изразот го добива следниов 

облик 1 sin 1 sin 2sin
|cos | |cos | |cos |
    

  
  . Ако

2 2
( 2 , 2 )k k       , k  тогаш cos 0  , 

па изразот е еднаков на 2 tg . Ако, пак, 
2 2

[ 2 , 2 ]k k       , k  тогаш тој е 

еднаков на 2tg  .  

Изразот не е дефиниран за 
2

k    , k .  

 

9. Докажи го идентитетот 8cos20 cos40 cos80 1 .  

Решение. Прв начин. Имајќи го предвид идентитетот 2sin cos sin 2    , 

имаме: 

sin 20 cos 20 cos 40 cos80 2sin 40 cos 40 cos80

sin 20 sin 20

2sin80 cos80 sin160 sin 20

sin 20 sin 20 sin 20

8cos 20 cos 40 cos80 4 2

1.

 

   

. 

Втор начин. Ја користиме формулата 1
2

cos cos [cos( ) cos( )]       и 

добиваме: 

8cos 20 cos 40 cos80 4cos 20 [cos 40 cos120 ]

4cos 20 cos 40 4cos 20 cos120

4cos 20 cos 40 4cos 20 ( sin 30 )

2(cos 20 cos60 ) 2cos 20

2cos60 2 0,5 1.

 

 

  

  

   

 

 

10. Докажи дека важи 3

8
sin 20 sin 40 sin80    . 

Решение. Со помош на тригонометриски трансформации добиваме  
1 1
2 2

3 31 1 1 1
2 2 2 4 2 8

sin 20 sin 40 sin80 (cos 20 cos60 )sin80 (cos 20 sin80 cos60 sin80 )

( (sin100 sin 60 ) sin80 ) ((sin100 sin80 ) )

           

         
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што требаше и да се докаже.  

 

11. Пресметај ја вредноста на изразот  
2 2sin ( ) sin( )cos( ) cos ( )a b c      , 

ако tg  и tg  се решенијата на квадратната равенка 2 0ax bx c   .   

Решение. Ако tg  и tg  се решенијата на равенката 2 0ax bx c   ,  тогаш 

точни се равенствата  
2tg tg 0a b c   , 2tg tg 0a b c   , tg tg b

a
    , tg tg c

a
    

Затоа  

tg tg

1 tg tg 1
tg( )

b
a

c
a

b
c a

 

   
    . 

Според тоа,  

2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

21

1 tg ( )

21

1 ( )

( ) ( )

( ) ( )

sin ( ) sin( )cos( ) cos ( )

cos ( )[ tg ( ) tg( ) ]

[ tg ( ) tg( ) ]

[ ( ) ]

.

b
c a

b b
c a c a

c a ab b c b a c c a

c a b c a

a b c

a b c

a b c

a b c

c



 

 

    

  

          

        

      

  

 

 

 

12. Нека sin cos 0x x   и 1 1 0a b ab  , каде 1 1, , ,a b a b  , и  

1

1

cos( )

cos( )

ax

x b




 ,  

sin( )

sin( )

x a
x b




 . 

Докажи дека  

1 1

1 1

cos( )
aa bb

ab ba




  . 

Решение. Користејќи ги адиционите формули за sin( )x y  и cos( )x y , со 

елементарни трансформации дадените равенства може да се запишат во облик  

1 1(cos cos sin sin ) (cos cos sin sin )b x x a x x     , 

(sin cos cos sin ) (sin cos cos sin )b x x a x x     . 

Двете последни равенства може да се преуредат на слениот начин: 

sin ( cos cos ) cos ( sin sin )x b a x b a     , 

1 1 1 1cos ( cos cos ) sin ( sin sin )x b a x a b     . 

Ако двете равенства ги помножиме, добиваме  

1 1

1 1

sin cos ( cos cos )( cos cos )

sin cos ( sin sin )( sin sin )

x x b a b a

x x a b b a

    

    
. 

Од условот sin cos 0x x  , ако скратиме, добиваме  

 1 1 1 1( cos cos )( cos cos ) ( sin sin )( sin sin )b a b a a b b a         . 

Ако во последното равенство се ослободиме од загради, и добиеното равенство го 

преуредиме, имаме 
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2 2 2 2
1 1 1 1(sin cos ) (sin cos ) ( )(cos cos sin sin )a a b b ba ab           , 

1 1 1 1( )cos( )a a b b ba ab    ,  

што и требаше да се докаже.  

 

13.  Докажи дека 
3 1

5 5 2
cos cos   . 

 Решение. Имаме 

2 2 2 4
5 5 5 5 5

5 5 5 5

3 3 3 21 1
5 5 2 5 5 2 5 5 5 5

cos sin cos sin sin 1
5 5 2sin sin 2sin 2sin

cos cos 2cos( ( ))cos( ( )) 2cos cos

2sin cos .
    

   

       

 

    

    
 

 

14. Ако за острите агли  ,   и   важи cos tg   , cos tg    и cos tg   , 

докажи дека 5 1

2
sin sin sin       . 

Решение. Од дадените равенства добиваме  
2 2 2

2 2 2 1 2 2cos
2cos 2sin

sin cos2 1 cos1 1 1

1cos cos sin 2cos 11
cos 1 1 1 1 1






   

   
            . 

Одтука 
4 2cos cos 1 0   , т.е. 2 1 5

2
cos    , па од 

2cos 0  , следува 

2 1 5

2
cos    . Од тука 2 2 23 5 5 1

2 2
sin 1 cos ( )       , и бидејќи   е остар 

агол, следува дека 5 1

2
sin   . Аналогно се добива 5 1

2
sin sin     .  

 

15. а) Докажи, дека  

tg3 tg tg(60 ) tg(60 )x x x x     . 

б) Пресметај  

tg 20 tg 40 tg60 tg80   . 

Решение. а) Имаме  
32 tg 3tg tg

32 21 tg 1 tg

2 tg 2 2 21 tg 2 tg
21 tg 21 tg

tg
tg 2 tg 3tg tg

1 tg 2 tg 1 3tg1 tg
tg3

x x x

x x

x x x

x x

x
x x x x

x x xx
x



 

 

 


 

 
     

и  

2 3

2 2

tg 60 tg tg 60 tg

1 tg 60 tg 1 tg 60 tg

3 tg 3 tg

1 3 tg 1 3 tg

3 tg 3tg tg

1 tg 1 3tg

tg tg(60 ) tg(60 ) tg

tg

tg .

x x

x x

x x

x x

x x x

x x

x x x x

x

x

 

 

 

 

 

 

      

  

  

 

Конечно, од еднаквоста на десните страна на двете низи равенства следува 

бараното равенство.  
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б) Ако во равенството под а) ставиме 60x   добиваме  

2

tg 60 tg 20 tg 40 tg80

tg 60 tg 20 tg 40 tg 60 tg80

3 tg 20 tg 40 tg 60 tg80 .

  

   

   

 

 

16. Ако 
2
   , докажи дека  

tg tg tg tg tg tg 1        . 

Решение. Од равенствата  
tg tg

1 tg tg
tg( )

 

  
    и 1

2 tg
tg( ) tg( ) ctg


        

добиваме 
tg tg 1

1 tg tg tg

 

   
 . Оттука следува  

tg tg tg tg tg tg 1        . 

 

17. Аглите ,   и   се такви што 60    и 60   . Докажи дека вред-

ност на изразот  

tg tg +tg tg tg tg        

не зависи од ,   и  .  

Решение. Воведуваме ознака tg a  . Имаме  

tg tg60 3

1 31 tg tg60
tg tg( 60 ) a

a

 

 
      и 

tg tg120 3

1 31 tg tg120
tg tg( 120 ) a

a

 

 
     . 

па затоа  

2 22

2

2 2 2

2 2

22 2

2 2 2

3 3 3 3

1 3 1 3 1 3 1 3

3 33

1 3 1 31 3

( 3)(1 3) ( 3)(1 3) 3

1 3 1 3

3(1 3 )8 3

1 3 1 3 1 3

tg tg + tg tg tg tg

3,

a a a a

a a a a

a a a aa

a aa

a a a a a a a

a a

aa a

a a a

a a   

   

 

 

     

 

 

  

         

  

 

    

 

што и требаше да се докаже.  

 

18. Докажи го равенсвото: 

2

cos11 1 1

cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89 sin 1
...    . 

Решение. Имаме: 

1 1 1

cos0 cos1 cos1 cos 2 cos88 cos89

sin1 sin1 sin1

cos0 cos1 cos1 cos 2 cos88 cos89

sin(1 0 ) sin(2 1 ) sin(89 88 )

cos0 cos1 cos1 cos 2 cos88 cos89

sin1 ( ... )

...

...
  

   

   

   
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sin1 cos0 cos1 sin 0 sin 2 cos1 cos 2 sin1 sin89 cos88 cos89 sin88

cos0 cos1 cos1 cos 2 cos88 cos89

cos1

sin1

...

tg1 tg 0 tg 2 tg1 ... tg89 tg88

tg89 tg 0 tg89 ctg1 ,

     

      

    

 

од каде се добива бараното равенство. 

 

19. Пресметај ја вредноста на изразот  
sin3 sin6 sin3 cos3 cos6 cos3
sin sin 2 sin cos cos2 cos

... ...x x nx x x nx
x x nx x x nx
       . 

Решение. Користејќи ја адиционата теорема  

 cossincossin)sin(   

 добиваме  

sin 3 sin 6 sin 3 cos3 cos6 cos3
sin sin 2 sin cos cos 2 cos

sin 3 cos3 sin 6 cos6 sin 3 cos3
sin cos sin 2 cos 2 sin cos

sin 3 cos cos3 sin sin 6 cos 2 cos6 sin 2
sin cos

... ...

[ ] [ ] ... [ ]

x x nx x x nx
x x nx x x nx

x x x x nx nx
x x x x nx nx

x x x x x x x
x x

A

 

       

      

 

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

sin 3 cos cos3 sin
sin 2 cos 2 sin cos

sin(3 ) sin(6 2 ) sin(3 )

sin cos sin 2 cos 2 sin cos

sin 2 sin 4 sin 2 sin 2 sin 4

2sin cos 2sin 2 cos 2 2sin cos sin 2 sin 4

...

...

...

x nx nx nx nx
x x nx nx

x x x x nx nx

x x x x nx nx

x x x x x

x x x x nx nx x x



  

 

    

     
1
2

sin 2

sin 2
...

2 2 ... 2 2 .

nx

nx

n

n

 

    

 

 

20. Пресметај го за произволен агол  , збирот  

2 2 2sin sin ( 1 ) .... sin ( 179 )     . 

Решение. Користејќи ги идентитетите  

sin( 90 ) cos

sin( 91 ) cos( 1 )

............................................

sin( 179 ) cos( 89 )

   

    

    

 

за збирот, ќе го означиме со S , добиваме  

2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin sin ( 1 ) .... sin ( 179 )

(sin cos ) (sin ( 1 ) cos ( 1 )) .... (sin ( 89 ) cos ( 89 ))

1 1 1 ... 1 90.

S         

                

     

 

 

21. Да се пресмета  
1(2cos 1)(2cos2 1)...(2cos2 1)nA x x x    . 

Решение. Нека 1
2

cos x   . Тогаш левата и десната страна на равенството ќе 

ги помножиме со 2cos 1x , и притоа ќе ги користиме равенствата  
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2 2 2 2 2

2 2

4cos 1 4cos 2 1 4cos 2cos 2sin 1

2(cos sin ) 1 2cos 2 1

x x x x x

x x x

       

    
,  

или  

  
2 24cos 1 2cos 2 1ax ax   ,  

па ќе имаме: 
2 1

1

2 1

(2cos 1) (4cos 1)(2cos 2 1)...(2cos 2 1)

(2cos 2 1)(2cos 2 1)...(2cos 2 1)

(4cos 2 1)(2cos 4 1)....(2cos 2 1) ... 2cos 2 1

n

n

n n

x A x x x

x x x

x x x x







    

   

      

 

од каде што следува 2cos 2
2cos 1

n x
x

A


 .  

Ако 1
2

cos x   , тогаш ( 2)nA   .  

 

22. Докажи, дека за секој природен број n  важи  

( 1)2cos cos ... cos 0
n

n n n

      . 

Решение. Да означиме 
( 1)2cos cos ... cos
n

n n n n
S

      . Последното равенст-

во го множиме со 
2

2sin 0
n
   и добиваме  

( 1)2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

( 1) ( 1)

2 2

(2 3)2 3 5
2 2 2 2 2

2sin 2sin cos 2sin cos ... 2sin cos

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )

... sin( ) sin( )

sin sin sin sin ... sin sin

n
nn n n n n n n

n n n n n n n n

n n

n n n n

n

n n n n n

S
      

       

    

    

   

        

    

       
(2 1)

2

(2 1)

2 2 2 2 2 2
sin sin sin sin( ) sin sin 0.

n

n

n

n n n n n n

 

               

 

Според тоа, 
2

2sin 0nn
S   и бидејќи 

2
2sin 0

n
   добиваме дека 0nS  , што и 

требаше да се докаже 

 

23. Докажи, дека  
3( 1)1 3

2 2 2 2

3
2 2

3sin sin sin sin3

4sin 4sin
1

sin

nn n n

x x

n x x x x

k

kx

  



  ,  

за секој 2
3

\{ | }mx m  . 

Решение. Ако \{2 | }k k   , тогаш важи  

2 2

(2 1) ( 1)

2 2 2 2

2 2

(2 1) (2 1)1 1
2 2 22sin 2sin

1 1 1

cos cos sin sin

2sin sin

sin 2sin sin (cos cos )

.

n nn

n n n
k k

k k k

k k
 

    

 

   

  



    

 

  

 

Одовде и од равенството 34sin 3sin sin3     следува бараното равенство.  
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24. Докажи дека  

1 1

1 1

sin( )
1 2 2 3 1 cos cos tg

tg tg tg tg ... tg tg n

n

a a
n n a a

S a a a a a a n




 

      , 

каде што 1 2 1, ,..., ,n na a a a   се последователни членови на артиметичка прогресија 

со разлика  . 

 Решение.Имаме  

1

1

tg tg
1 1 tg tg

tg( ) k k

k k

a a
k k a a

a a 




 
  , 1,2,3,...,k n , 

т.е.  

1tg tg
1 tg

tg tg 1k ka a
k ka a  
 

  , 1,2,3,...,k n . 

Собирајќи ги овие равенства за k  од 1  до n  добиваме  

1 1 1 1

1 1

tg tg sin( )

tg cos cos tg
k n

n

a a a a

a a
S n n 



 

 
    . 

 

25. Докажи, дека  
2 2 1 1tg 2 tg2 2 tg2 ... 2 tg2 ctg 2 ctg2n n n n         ,   (1) 

за секој n  и за секој  . 

Решение. Лесно се докажува дека ctg tg 2ctg2x x x  , за секој x , т.е.  

tg ctg 2ctg2x x x  , за секој x .        (2) 

Сега, ако во (2) последователно ставиме 
2,2 ,2 ,...,2nx       и добиените равен-

ства ги помножиме со 
21,2,2 ,...,2n

, соодветно, ги добиваме  равенствата  

2 2

2 2 2 2 3 3

3 3 3 3 4 4

1 1

tg ctg 2ctg 2

2 tg 2 2ctg 2 2 ctg 2

2 tg 2 2 ctg 2 2 ctg 2

2 tg 2 2 ctg 2 2 ctg 2

......................................................

2 tg 2 2 ctg 2 2 ctg 2 .n n n n n n 

    

    

    

    

    

   

Конечно, ако ги собереме горните равенства, добиваме дека за секој n  и за 

секој   важи (1)  

 

26. Докажи, дека за секој природен број n  поголем од 1 важи  

tg

tg
tg tg 2 tg 2 tg3 ... tg( ) tg

nx

x
x x x x nx x nx n              (1) 

за секој x  за кој сите собирци се дефинирани и tg 0x  .  

Решение. Ќе користиме математичка индукција.  

За 2n   имаме  
2

2

2 tg

1 tg
tg tg 2

x

x
x x


   и  

2 2

2 2 2 2

tg 2 2 tg 2 2 2 tg 2 tg2
tg tg (1 tg ) 1 tg 1 tg 1 tg

2 2 2
x x x x

x x x x x x

 

   
       ,  
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т.е. равенството (1) важи. Нека претпоставиме дека за n k  важи  

tg

tg
tg tg 2 tg 2 tg3 ... tg( ) tg

kx

x
x x x x kx x kx k         . 

Тогаш за 1n k   имаме  

tg tg

1 tg tg

tg

tg

1
tg

tg( ) tg tg

tg tg( )

tg( ) tg tg

tg

tg tg 2 tg 2 tg3 ... tg( ) tg tg tg( )

tg tg( )

(tg tg tg tg tg( )) ( 1)

( tg tg ) ( 1)

( t
kx x

kx x

kx

x

x

kx x kx x

x kx x

kx x kx x

x

x x x x kx x kx kx kx x

k kx kx x

kx x x kx kx x k

x kx k



 

 



 

          

    

       

    

 

tg( )

tg

g tg ) ( 1)

( 1),
kx x

x

x kx k

k


  

  

 

т.е. равенството (1) важи.  

Конечно, од принципот на математичка индукција следува точноста на тврдењето.  

 

27. Пресметај го збирот 1 2S S S  , каде  што 1S  и 2S  се зададени со  

2 44
tg1 tg 2 tg 44

1 2 44
1 log 2 log 2 log 2

...S      и  

46 47 89

tg 46 tg 47 tg89

46 47 89
2

log 2 log 2 log 2
...S      

Решение. Користејќи го својството за логаритми log logk
x xa k a , збирот  

2 44 46 47 89
tg1 tg 2 tg 44 tg 46 tg 47 tg89

tg1 tg 2 tg 44 tg 46 tg 47 tg89

tg1 tg 2

1 2

46 47 891 2 44
log 2 log 2 log 2 log 2 log 2 log 2

46 47 891 2 44
log 2 2log 2 44log 2 46log 2 47 log 2 89log 2

1 1
log 2 log 2

... ...

... ...

..

S S S 

       

       

  
tg 44 tg 46 tg 47 tg89

1 1 1 1
log 2 log 2 log 2 log 2

. ... .    

 

Користејќи го својството 1
log

log
x

aa
x , збирот го доведуваме до  облик 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

log tg1 ... log tg 44 log tg 46 ... log tg89

log tg1 log tg89 log tg 2 log tg88 ... log tg 44 log tg 46

log (tg1 tg89 ) log (tg 2 tg88 ) ... log (tg 44 tg 46 )

log (tg1 ctg1 ) log (tg 2 ctg 2 )

S      

      

      

    2

2

... log (tg 44 ctg 44 )

44log 1 0.

  

 

 

 

28. Пресметај ја вредноста на изразот  

tg5 tg20 tg20 tg65 tg65 tg5  . 
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 Решение. Последователно добиваме  

sin 5 sin 20 cos 25 sin 20 sin 5

cos5 cos 20 sin 25 cos 20 cos5

sin 5 sin 20 cos 25 s

cos5 cos 20 sin 25

tg5 tg 20 tg 20 tg 65 tg 65 tg5 tg5 tg 20 tg 20 tg(90 25 ) tg(90 25 ) tg5

tg5 tg 20 ctg 25 (tg 20 tg5 )

( )

      

  

  

 

1
2

1
2

in 20 cos5 sin 5 cos 20

cos 20 cos5

sin 5 sin 20 cos 25 sin 25

cos5 cos 20 sin 25 cos 20 cos5

sin 5 sin 20 cos 25 sin 5 sin 20 cos 25

cos5 cos 20 cos 20 cos5 cos 20 cos5

(cos15 cos 25 ) cos 25

(cos15 cos 25 )





 



 

  

 
1
2

1
2

(cos15 cos 25 )

(cos15 cos 25 )
1






 

 

29.  Да се пресметаат изразите: 

а) log tg1 log tg2 log tg3 ... log tg88 log tg89      

б) log tg1 log tg2 log tg3 ... log tg88 log tg89     .  

Решение.  
а) Нека дадениот израз го означиме со A . Користејќи го својството за збир на 

логаритми: 

1 2 3 1 2 3log log log ... log log( ... )n na a a a a a a a     , добиваме 

log(tg1 tg2 tg3 ... tg88 tg89 )

log[(tg1 tg89 )(tg2 tg88 )(tg3 tg87 )... (tg44 tg46 ) tg45 ]

log[(tg1 ctg1 )(tg2 ctg2 )(tg3 ctg3 )... (tg44 ctg44 ) tg45 ]

log[1 1 1 ... 1] 0

A      

      

      

     

 

б) Да го означиме изразот со B . Користејќи дека log tg45 log1 0  , добиваме 

0B  .  

 

30. Определи ги сите вредности што може да ги прими изразот  
3 5

7 7 7
cos cos cos ,n n n n     . 

Решение. Од cos ( 1)kk   , за секој k , за 7n k  добиваме  

3 53 5
7 7 7

cos cos cos ( 1) ( 1) ( 1) 3( 1)n n n nn n n            . 

Ако 7 | n  имаме  

7

7

6 1
7 7

7 7

3 5 3 51
7 7 7 7 7 7 7 7 72sin

2 4 2 6 41
7 7 7 7 72sin

sin sin( ) ( 1)

22sin 2sin

cos cos cos (2sin cos 2sin cos 2sin cos )

(sin sin sin sin sin )

n

n

n n n

n n

n n n n n n n n n

n n n n n

n





  

 

        

    

 

    

    

  
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Значи,  
3 5 1 1

7 7 7 2 2
{cos cos cos | } { 3,3, , }n n n n        . 

 

31. Пресметај ја вредноста на збирот  
2018

1

tg tg( 1)
n

n n


 . 

Решение. Од 
tg tg

1 tg tg
tg( )

x y

x y
x y




   следува 

tg tg

tg( )
tg tg 1

x y

x y
x y




  . Ако во послед-

ното равенство ставиме 1x n   и y n  добиваме  

tg( 1) tg

tg1
tg( 1) tg 1

n n
n n

 
   . 

Според тоа,  

2018
tg 2 tg1 tg3 tg1 tg 2019 tg 2018

tg1 tg1 tg1
1

tg 2019 tg1 tg 2019

tg1 tg1

tg tg( 1) 1 1 ... 1

2018 2019.

n

n n
  





       

   


 

 

32. Пресметај го производот  

(1 tg1 )(1 tg2 )...(1 tg44 )(1 tg 45 )    . 

Решение. Имаме  

tg( )(1 tg tg ) tg tg       . 

Затоа, ако 45  , тогаш 1 tg tg tg tg     , што значи  

(1 tg )(1 tg(45 )) 1 tg tg(45 ) tg tg(45 ) 2            . 

Според тоа,  

23

22 пати

(1 tg1 )(1 tg 2 )...(1 tg 44 )(1 tg 45 )

(1 tg 45 ) (1 tg1 )(1 tg 44 ) (1 tg 2 )(1 tg 43 ) ... (1 tg 22 )(1 tg 23 )

2 2 ... 2 2 .

    

           

    

 

 

33. Определи ги сите природни броеви k  такви што  

3
4

sin cos cos sin sin( 1)k kx kx x kx k x    

за секој x .  

Решение. За 1k   даденото равенство го добива обликот 3
4

sin 2 sin 2x x  и 

очигледно дека тоа не важи за секој x . Нека 1k  . За 
k

x   добиваме 

3
4

sin sink

k k
  . Понатаму, sin 0

k
  , па затоа од последното равенство следува 

1 3
4

sink

k

   . За 
2k

x   добиваме 3
2 4 2

cos cosk

k k
  . Но, 

2
cos 0

k
  , па затоа од 

последното равенство следува 
1 3

2 4
cosk

k

   . Според тоа,  
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1 1 1 1 1 13 3
4 2 2 4 2

sin 2 sin cos 2 sink k k k k k

k k k k

            , т.е. 
1 1

2
2 sin 1k k

k

    , 

од каде бидејќи 
2

sin 0
k
  , добиваме 1

2 2
sin

k
  . Последното равенство важи само 

за 3k  .  

Ќе докажеме дека за 3k   даденото равенство важи за секој x . Последо-

вателно добиваме  
3 3 3 3 3 3

2 2

31
2 4

sin cos3 cos sin 3 sin (4cos 3cos ) cos (3sin 4sin )

3sin cos (cos sin )

3 sin 2 cos 2 sin 4 .

x x x x x x x x x x

x x x x

x x x

    

 

  

 

 

34. Пресметај 7 7sin cosx x , ако sin cosx x a  . За кои вредности на a  

задачата има смисла? 

Решение. Прв начин. Со квадрирање на условот добиваме: 

  2 2 2sin cos 2sin cosx x x x a   ,  

  
2 1
2

sin cos ax x  .  

Значи, sin x  и cos x  се решенија на квадратната равенка  
22 1
2

0ay ay    ,   т.е.  2 22 2 1 0y ay a    . 

Од 0D   добиваме 2 24 8 8 0a a   , 2 2a  , | | 2a  . Значи задачата има 

смисла за 2 2a   .  

Нека sin x p , cos x q , тогаш p q a  , 2 2 1p q  , па имаме: 

7 7 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

4 2 2 4 2 2 4 4 3 3

4 4 3 3

2 2 2 2 2 3 3

2 2 3 3

2 2 3 3

( )( )

[ ( ) ( ) ( ) ]

[(1 )( ) ]

[(1 )(( ) 2 ) ]

[(1 )(1 2 ) ]

(1 2 )

p q p q p p q p q p q p q pq q

a p p q q p q pq p q p q

a pq p q p q

a pq p q p q p q

a pq p q p q

a pq p q p q

         

       

    

     

    

   

 

Ако искористиме дека 
2 1
2

apq  , по средувањето ќе добиеме: 

7 7 6 4

8
sin cos ( 7 7 7)ax x a a a     . 

Втор начин.  
7 7 7 6 5 2

4 3 3 4 6

7 5 5 2 2 3 3

3 3

sin cos (sin cos ) 7sin cos 21sin cos

35sin cos 21sin cos 7sin cos

7sin cos (sin cos ) 21sin cos (sin cos )

35sin cos (sin cos )

x x x x x x x x

x x x x x x

a x x x x x x x x

x x x x

    

  

    

 

 

Од sin cosx x a  , следува 
2 1
2

sin cos ax x  , и  
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2 33 3 3 3 1 3
2 2

sin cos (sin cos ) 3sin cos (sin cos ) 3 a a ax x x x x x x x a a          

2 5

5 5 3 3 3

2 2

2 3
5 21 5

2 4

sin cos (sin cos ) 5sin cos (sin cos )

10sin cos (sin cos )

1 3
5 10( ) ...

2 2

a a a

x x x x x x x x

x x x x

a a a
a  

    

 

 
    

 

По заменување на овие вредности во почетното равенство (и при подолги пресме-

тувања), конечно се добива  
7 7 6 4

8
sin cos ( 7 7 7)ax x a a a     . 

 

35. Одреди sin x , ако 

10 10 1
5

sin cosx x  . 

Решение. Прв начин. Бидејќи 
2 1 cos2

2
sin xx  ,   

2 1 cos 2
2

cos xx   

па ставајќи cos2x y , добиваме: 

  
1 15 5 1

2 2 5
( ) ( )

y y 
  ,  

  
5 5 32

5
(1 ) (1 )y y     

  
2 3 4 5 2 3 4 5 32

5
1 5 10 10 5 1 5 10 10 5y y y y y y y y y y             

  4 225 50 11 0y y    

од каде што 
2 11

5
y   , 

2 1
5

y  . Задоволува само второто решение, т.е. 

2 1
5

cos 2x  ,   5

5
cos 2x    

Тогаш  
5

5
1 ( )2 5 5

2 2
sin x

    , т.е. 5 5

2
sin x  . 

Втор начин. Нека  
2sin x a ,    2cos x b , 

тогаш  

  10 10 5 5 4 3 2 2 3 4sin cos ( )( )x x a b a b a a b a b ab b          

Бидејќи 1a b  , добиваме  
5 5 4 3 2 2 3 4

2 2 2 2 2 2 2( ) ( )

a b a a b a b ab b

a b a b ab a b

      

    
 

Од 1a b   следува 2 21 2a b ab   , т.е.  
2 2

5 5 2 2 2

2 21
5

1 2

(1 2 ) (1 2 )

5 5 1.

a b ab

a b ab a b ab ab

a b ab

  

     

  
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Нека ab t , тогаш 225 25 4 0t t   , а оттука 4
1 5
t  , 1

2 5
t  , т.е. 4

5
ab  , 1

5
ab  . 

Сега ги решаваме системите равенки  

4
5

1a b

ab

 




    и   
1
5

1a b

ab

 




 

Првиот систем нема реални решенија, а од вториот добиваме 5 5

10
a  . Тогаш  

2 5 5

10
sin x   , т.е. 5 5

10
sin x   . 

 

 

3.  ТРИГОНОМЕТРИСКИ РАВЕНКИ, СИСТЕМИ  

РАВЕНКИ  И НЕРАВЕНКИ  

 
1. Да се реши равенката  

5 2
1 sin sin 0x x   . 

 Решение. Функцијата sin  прима вредности од интервалот [ 1,1] . Според тоа, 

за   

5 2
sin sin 1x x    , 

потребно е и доволно е едниот множител да е еднаков на 1 , а другиот да е еднаков 

на 1 . Можни се два случаи, т.е. потребно е да се решат следните два системи 

5

11

sin 1

sin 1

x

x





 


 

 и 
5

11

sin 1

sin 1

x

x





  




. 

Од првиот систем добиваме 

5 2

11 2

2

2

x

x

k

l

 

 

   


   

, ,k l . 

 Според тоа,  

3
2

9
2

10

22

x k

x l





   


   

, ,k l  

од каде имаме 3 9
2 2

10 22k l       , односно 6 22 10l k    , т.е. 3 11 5l k  .  

Последната равенка можеме да ја запишеме во облик 5( 6) 11( 3)k l   . Бидејќи  

(5,11) 1  добиваме 6 11k n   и 5 3l n  . Сега  

3 3
2 2

10 10(6 11 ) (61,5 110 )x k n n           . 

Со потполно аналогни пресметки за вториот систем добиваме  

(6,5 110 )x n   , n . 

Значи, решенија на системот  се  

(61,5 110 )x n   , n  

(6,5 110 )x n   , n . 
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2. Реши ја равенката 
2

sin cos 0xx  . 

Решение. Имајќи го предвид равенството 
2 2

sin 2sin cosx xx  , добиваме  

 
2 2 2

2sin cos cos 0x x x   

1
2 2 2

2cos (sin ) 0x x   . 

)i  Од 
2

cos 0x   следува 
2 2
x k   , k , т.е. (2 1)x k   , k .  

)ii  Од 1
2 2

sin x    следува 7
2 6

2x m   , m , 11
2 6

2x n   , n , т.e.  

  
3

(12 7)x m   , m ; 
3

(12 11)x n   , n .  

 

3. Реши ја равенката  

sin2 cos( ) 2.x x y             (1) 

Решение. Бидејќи sin 2 1x   и cos( ) 1,x y   за секои реални броеви ,x y , од 

(1) следува sin 2 1x   и cos( ) 1.x y   Така го добиваме системот  

2
2 2 ,

2 ,

x k k

x y m m

    


   

 

од каде наоѓаме 
4

x k     и 
4

(2 )y m k     , за ,k m .  

 

4. Реши ја равенката  
1

16
cos cos2 cos4 cos8x x x x  . 

Решение. Од дадената равенка последователно добиваме  

16 16
2 2

15 17
2 2

16cos cos 2 cos 4 cos8 1

2cos sin 2cos 2 2cos 4 2cos8 sin

2sin 2 cos 2 2cos 4 2cos8 sin

2sin 4 cos 4 2cos8 sin

2sin8 cos8 sin

sin16 sin

2sin cos 0

sin cos 0

x x x x

x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

x x

 



   

   

 









 

Равенката 15
2

sin 0x   има решенија 15
2
x k  , k , т.е. 2

15
kx  , k .  

Равенката 17
2

cos 0x   има решенија 17
2 2
x k   , k , т.е. 2

17
kx   , k . 

Решенија на почетната равенка се 2
15
kx  , k  и 2

17
kx   , k , каде 

15k s  и 2 1 17k s  , s . 

 

5. Реши ја равенката  

sin sin2 sin3 1 cos cos2x x x x x      

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 154 

2

sin sin3 sin 2 1 cos2 cos

2sin 2 cos sin 2 2cos cos

(2cos 1)(sin 2 cos ) 0

cos (2cos 1)(2sin 1) 0.

x x x x x

x x x x x

x x x

x x x

    

   

  

  

. 

Според тоа, решение на почетната равенка е унијата од решенијата на равенките 
1
2

cos 0,cosx x    и 1
2

sin x  .  

Решенија на равенката cos 0x   се 
2

x k   , k .  

Решенија на равенката 1
2

cos x    се 
3

2x k    , k .  

Решенија на равенката 1
2

sin x   се 
2 3

2x k     , k .  

Значи, множеството решенија на равенката е  

   
2 2 3 3

{ | } { 2 | } { 2 | }k k k k k k                . 

 

6. Реши ја равенката  

cos cos2 cos4 cos8 cos3 cos5 cos6 cos7x x x x x x x x       , 

а потоа за најмалото позитивно решение a  пресметај ја вредноста на изразот  

cos cos2 cos4 cos8a a a a   . 

Решение. Користејќи ја формулата 2cos cos cos( ) cos( )       равен-

ката се трансформира во еквивалентната равека cos13 cos21x x , односно во ра-

венката sin4 sin17 0x x  . Множеството решенија на последната равенка е  

17 4
{ | } { | }k kk k    . 

Најмалото позитивно решение е 
17

a   и за таа вредност имаме  

17

17

sin( )sin16 1
16sin 1616sin

cos cos2 cos4 cos8 a
a

a a a a





   . 

 

7. Реши ја равенката  
2 2 2cos cos 2 cos 3 1x x x    

Репение. Дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
2 2 2 2 2 2

2

cos cos 2 cos 3 1 2cos 2cos 2 2cos 3 2

cos2 cos4 cos6 1 0 cos4 2cos4 cos2 1 0

2cos 2 2cos2 cos4 0 cos2 (cos2 cos4 ) 0

cos cos2 cos3 0

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x

       

        

     



 

Оттука следува дека решенијата на почетната равенка се  

2
x k   , 

4 2
kx     и 

6 3
kx    , k . 

 

8. Реши ја равенката  
2 2 2tg ( ) ctg ( ) 1 2x y x y x x      . 

Решене.  За левата страна на равенката имаме 
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2 2 2

2

tg ( ) ctg ( ) (tg( ) ctg( )) 2 tg( )ctg( )

(tg( ) ctg( )) 2 2

x y x y x y x y x y x y

x y x y

         

     
   (1) 

Притоа равенство во (1) важи ако и само ако tg( ) ctg( )x y x y   . Десната страна 

на равенката може да се запише во облик 

                           2 2 21 2 2 (1 2 ) 2 (1 ) 2x x x x x          ,                      (2) 

Равенство во (2) важи ако и само ако 1 0x  . Според тоа, почетната равенка има 

решенија ако и само ако  

                        2 2tg ( ) ctg ( ) 2x y x y      и  21 2 2x x   , 

т.е.  tg( ) ctg( )x y x y    и 1x   . Од првата равенка добиваме tg( ) 1x y   , т.е. 

4 2
kx y     , k  и како 1x   , добиваме дека решенијата на дадената ра-

венка се  1x   , 
4 2

1 ky     , k .  

 

9. Реши ја равенката  
5 5 4sin cos sin 2x x x   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
5 5 4sin cos 2 sinx x x   .         (1) 

Од 5 2cos cosx x  и 5 2sin sinx x  следува дека  

5 5 2 2sin cos sin cos 1x x x x    . 

и како 
42 sin 1x  , добиваме дека равенката (1) е еквивалентна на системот 

равенки:  

5 5

4

sin cos 1

2 sin 1

x x

x

  


 

          (2) 

Од втората равенка на системот (2) имаме sin 1x   . Ако sin 1x   , тогаш 

5cos 2x   што не е можно. Затоа sin 1x   и притоа добиваме 
5cos 0x  , од каде 

следува 
2

2 ,x k   за k . 

 

10. Реши ја равенката   

3 41 3sin 3 1 cosx x    . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во видот  

3 41 3sin 1 cos 3x x    . 

Имаме sin 1x  , па затоа 
3sin 1x  , односно 

31 3sin 4x  . Понатаму, cos 0,x 

т.е. 
4cos 0x  , па затоа 

41 cos 1x  . Според тоа,  

3 43 1 3sin 1 cos 4 1 3x x       ,  

од каде следува дека  
31 3sin 4x   и 

41 cos 1x  , 

односно sin 1x   и cos 0x  , па затоа 
2

2x k   , k . 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 156 

11. Определи го најмалото позитивно решение на равенката  
2 2sin sin 2 sin ( 2 )x x x x      . 

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  

2 2 2 2

2 2

2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

2 2 2 2

( 2 )

2 2

sin sin 2 sin ( 2 ) 0

2sin cos 2sin cos 0

4sin sin sin 0.

x x x x x x x x

x x x

x x x x

x

       

  

      

 

 

 

Бидејќи 
2( 2 ) 2

02
sin 0 2 2 1 1 2 ,

x x
x x k x k k

 
          , заклучуваме 

дека најмалото позитивни решение на 
2( 2 )

2
sin 0

x x 
  е 3 1 . Аналогно најмалѕ-

те позитивни решенија на 
2

2
sin 0x   и sin 0x   се 2  и 1. Според тоа, 

најмалото позитивно решение на дадената равенка е 3 1 .  

 

12. Реши ја равенката  

tg( ) ctg( ) tg( ) ctg( )x y x y x y x y        

и скицирај го множеството нејзини решенија.  

Решение. За да се tg( )x y  и tg( )x y  дефинирани, не смее да биде 

2
,x y k k     . За да се ctg( )x y  и ctg( )x y  дефинирани не смее да биде 

,x y k k    . Од овде следува дека 
2

,kx y k   . Дадената равенка 

последователно ја трансформираме на следниов начин  

2 2 2 2

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

sin( ) cos( ) sin( ) cos( )

cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )

sin( )cos( ) sin( )cos(

tg( ) ctg( ) tg( ) ctg( )

ctg( ) tg( ) ctg( ) tg( )

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

   

   

     

  

      

      

  


)

cos(2 2 ) cos(2 2 )

sin(2 2 ) sin(2 2 )

ctg(2 2 ) ctg(2 2 ).

x y

x y x y

x y x y

x y x y



 

 


  

 

Според тоа, 2 2 2 2 ,x y x y m m      , 

односно 
4

,my m  . Условот кој на 

почетокот го определивме преминува во 

4 2
,m kx k     , односно за парно m  имаме 

2
,lx l  , а за непарно m  

имаме 
4 2

,lx l    . Конечно, множеството решенија е  

2 2 4 2 4 2
{( , ) | , \{ | }} {( , ) | , \{ | }}k l k lx k x l x k x l              . 

Множеството решенија е прикажано на горниот цртеж.  

 

13. Реши ја равенката cos sin 1n nx x  , каде n природен број. 
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Решение. За 1n  , равенката последователно е еквиваленѕна на равенките 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

cos sin 1

cos sin 2sin cos sin cos

2sin (sin cos ) 0.

x x x x x x

x x x

x x 

   

 

 

Значи, 
2

sin 0x   или 
2 2

sin cosx x  , па решенија се 2x k   или 
2

2x k    , 

k .  

За 2n  , равенката е еквивалентна на равенката 2 2cos sin 1x x  , т.е. на 

равенката cos2 1x  , чии решенија се x k  , k . 

Нека 2n   и нека sin 0,cos 0x x  . Да забележиме дека во тој случај 

| cos |,| sin | (0,1)x x   и дека 2 2| cos | cos ,| sin | sinn nx x x x  . Тогаш 

2 2cos sin | cos sin | | cos | | sin | cos sin 1n n n n n nx x x x x x x x        , 

што е противречност, па затоа не е точно дека sin 0,cos 0x x   не е точна, што 

значи дека за 2n  , мора барем една од функциите да прима вредност 0. 

Ако n е парен број, тогаш равенката cos sin 1n nx x   има решение за sin 0x 

cos 1x   , а тоа е можно само за x k  , k  и тоа се истите решенија како во 

случајот кога 2n  .  

Ако n е непарен број, равенката cos sin 1n nx x   има решение во случај кога 

cos 1x  , sin 0x   или cos 0x  , sin 1x   . Притоа се добиваат истите решенија 

како во случајот кога 1n  , т.е. 2x k   или 
2

2x k    , k . 

 

14. Реши ја равенката  

2

2 1
2

2cos( (1 ))
x

x x    . 

Решение. Имаме 
2

2cos( (1 )) 2x    и 
2

2 1 2
x

x   , па затоа мора да важи 

2

2 1 2
x

x   , од каде добиваме 1 0
x

x   , т.е. 1x   . Ако 1x  , тогаш 

2
2cos( (1 )) 2cos 2x      , што значи дека во овој случај немамерешение на 

почетната равенка. Ако 1x   , тогаш 
2

2cos( (1 )) 2cos0 2x    , што значи дека 

1x    е единствено решение на почетната равенка.  

 

15. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
2 6 cos( ) 9 0x x xy   . 

Решение. Равенката ја трансформираме во обликот  
2 2( 3cos( )) (3sin( )) 0x xy xy   . 

Последното е можно ако и само ако 3cos( ) 0,x xy   sin( ) 0xy  . Од sin( ) 0xy   и 

основниот тригонометриски идентитет следува cos( ) 1xy   , т.е. следува системот  

3cos( ) 0

cos( ) 1

x xy

xy

 


 
. 
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Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. Ако cos( ) 1xy  , тогаш од првата равенка добиваме 3 0x  , однос-

но 3x   . Според тоа, cos( 3 ) 1y  , т.е. cos(3 ) 1y   од каде добиваме 2
3
ky  , 

k . Значи, решенија во овој случај се 2
3

{( 3, ) | }k k  .  

Случај 2. Ако cos( ) 1xy   . Тогаш од првата равенка добиваме 3 0x  , од-

носно 3x  . Според тоа, cos(3 ) 1y   , т.е. 3 (2 1)y k   , од каде добиваме 

(2 1)

3

k
y

 
 , k . Значи, решенија во овој случај се 

(2 1)

3
{(3, ) | }

k
k

 
 .  

Конечно, решенија на равенката се 
(2 1)2

3 3
{( 3, ) | } {(3, ) | }

kk k k
     .  

 

16. Реши ја равенката  
2 2(3sin 3cos 5 ) 37(1 )x x y y    . 

Решение. Имаме: 

3

3

2 3

3

3sin 3 cos 3(sin cos ) 3(sin tg30 cos )

sin( 30 ) 2 3sin( 30 ) 2 3 .

x x x x x x

x x t

    

    
. 

Заменувајќи го овој резултат во равенката добиваме: 

 2 2(2 3 5 ) 37(1 )t y y   ,  

2 2 212 20 3 25 37 37t ty y y    ,  

2 212 20 3 12 37 0y ty t    ,  

2 210 3 300 144 444
1/2 12

t ty    ,  

21
1/2 6

(5 3 111( 1)y t t   .  

Бидејќи sin( 30 )t x  , т.е. | | 1t  , заклучуваме дека равенката има реални 

решенија само ако 1t   или 1t   , од што следува: 5 3
1/2 6

y t .  

Ако 1t  , т.е. sin( 30 ) 1x  , тогаш: 

  30 90 360x k    , 60 360x k   , 5 3

6
y  ,  

ако 1t   , тогаш 240 360x k   , 5 3

6
y   .  

Следствено, решенијата на равенката се: 

60 360x k   , 5 3
1 6

y  , ( )k  

240 360x m   , 5 3
2 6

y   , ( )m .  

 

17. Реши ја равенката 

2 21 1
2 2

cos sin 2x x    . 

Решение. Прв начин. Со квадриање на равенката добиваме: 
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2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2
cos sin 2 ( cos )( sin ) 4x x x x        

  
2 21 1

2 2
( cos )( sin ) 1x x   . 

Со уште едно квадрирање и средување имаме: 

  
2 2 1

4
cos sinx x   

  2 24cos sin 1x x   

  2sin cos 1x x    

  sin2 1x    

Оттука: 

  
2

2x k   , т.е. 
4

(2 1) ,x k k   . 

Втор начин. Со квадрирање и средување добиваме: 

  
2 21 1

2 2
( cos )( sin ) 1x x    

  
2 23 1

2 2
( sin )( sin ) 1x x    

  4 24sin 4sin 1 0x x    

  2 2(2sin 1) 0x   

  
2 1

2
sin x  , 2

2
sin x    

  
4 2

x m   , m . 

Трет начин. Со квадриарање и средување имаме: 

  
2 21 1

2 2
( cos )( sin ) 1x x    2/ ,    

 1 cos2 1 cos21 1
2 2 2 2

( )( ) 1x x     

  (2 cos2 )(2 cos2 ) 4x x   ,     24 cos 2 4x   

  2cos 2 0x  , cos2 0x         
4 2

x k   , k . 

 

 18. Да се реши равенката  
2 2 2sin sin 2 sin 3 1x x x  .    (1) 

Решение.Користејќи ја формулата  
2 1

2
sin (1 cos2 )    , 

равенката (1) се трансформира во  

  
22 cos2 cos4 2cos 3 2x x x    ,   (2) 

а потоа, имајќи предвид дека  

2 2
cos cos 2cos cos

 
   , 

од (2)  добиваме  
22cos3 cos 2cos 3 0x x x   , 

т.е.  

  ( cos cos3 )cos3 0x x x   .    (3) 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 160 

Бидејќи cos3 cos 2sin2 sinx x x x   , равенката (3) добива вид  

sin sin2 cos3 0x x x  , 

па   

sin 0x  , sin2 0x  , cos3 0x  .    (4) 

Решенијата на првата, втората, третата равенка од (4) се соодветно:  

x k  , 
2

x k  , 
2

(2 1)x k   , ( k ),  (5) 

па тоа се сите решенија на дадената равенка (1).  

 

19. Одреди ја најголемата вредност на функцијата 
2( ) 3 2f x x x    на множе-

ството решенија на равенката 22cos cos4 0x x  . 

Решение. Да го одредиме прво множеството на решенија на равенката.  

Користејќи ја тригонометриската трансформација 21 cos2 2cosx x  ,  равенката 

се сведува до облик 21 cos2 2cos 2 1 0x x    , односно 2cos2 2cos 2 0x x  . 

Последното е еквивалентно со cos2 (1 2cos2 ) 0x x  , а решенијата тогаш се 

добиваат од  

1) cos2 0x   
2

2 (2 1)x k    
4

(2 1)x k   , за k . 

2) 1
2

cos2x   
3

2 (2 1)x k    
2 6

x k     . Последното може заради 

произволноста на k  да се запишше во облик 
3

x k   . 

Значи множеството решенија на равенката е зададено со 

4 3
{(2 1) } { }M k k k k       . 

Да ја разгледаме функцијата 
2( ) 3 2f x x x   . За неа е точно дека темето и е во 

точка ( 1,4)T  , истата расте на интервалот ( , 1)  , а опаѓа на ( 1, )  . Тогаш за 

најголемата вредност на множеството М, функцијата ќе ја разгледуваме како 

растечка функција на ( , 1)M    , а потоа како опаднувачка на ( 1, )M    .  На  

( , 1)M    , точка во која функцијата достигнува најголема вредност е 
3
 , а на 

( 1, )M     точка во која функцијата достигнува најголема вредност е 
4
 . 

Останува да се споредат уште 
22

3 3 4
( ) 3f        и 

2

4 2 4
( ) 3f       . Бидејќи 

3 4
( ) ( )f f    , најголемата вредност на функцијата на множеството решенија на 

равенката се достигнува во 
3
  и изнесува 

22
3 3 4

( ) 3f       . 

 

20. Реши ја равенката: 
23 2cos( ) sin ( )2 2

2 2 2
3 2 cos

x y x y x y
x x

   
    . 

Решение. Бидејќи 
1 cos( )2

2 2
cos

x y x y  
  и 2 2sin ( ) 1 cos ( )x y x y     равен-

ката можеме да ја трансформираме во следната  

 
2 2 2cos ( ) (2 3 2 )cos( ) 2 3 2 0x y x x x y x x           .             (1) 

Да ставиме cos( )t x y   и 
22 3 2s x x    . Тогаш ја добиваме равенката 
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2 0t ts s   , т.е. 
22 4

2 4
( )s s st   . Последнота равенка има решение само ако 

2 4 0s s  , т.е. 0s   или 4s  . Но 

2 2 23 2 ( 2 1) 1 3 4 ( 1) 4x x x x x            , 

па 2 4 0s    . Од друга страна 22 3 2 2s x x     , па не е можно 4s  . 

Значи, 0s  . Од 20 2 3 2x x     добиваме 1x  . Заменувајќи во (1) ја доби-

ваме равенката 2cos (1 ) 0y  . Нејзино решение е 
2

1y k    , k  односно 

2
1 ,y k k     . Значи решенијата на почетната равенка се паровите ( , )x y  од 

обликот 
2

(1,1 ),k k    .  

 

21. Реши ја равенката  
2 2 2sin 4 cos 2sin4 cosx x x x  . 

Решение. Прв начин. Равенката е еквивалентна со 
2 2 4 4 2sin 4 2sin4 cos cos cos cosx x x x x x    ,  

т.е.  
2 2 2 2(sin 4 cos ) cos (cos 1)x x x x   . 

 Десната страна е ненегативен број а левата е непозитивен па равенство е можно 

ако 2sin 4 cos 0x x   и 2 2cos (cos 1) 0x x  . Од втората равенка добиваме 

cos 0x   или cos 1x   или cos 1x   .  

Ако cos 0x   добиваме 
2

x k   , k  и тоа ја задоволува и првата равен-

ка;  

Ако cos 1x  следува 2 ,x k k    но тоа не ја задоволува првата равенка; 

Ако cos 1x    тогаш (2 1) ,x k k     но и тоа не ја задоволува првата ра-

венка. 

Конечно решение на почетната равенка се броевите 
2

x k   , k . 

Втор начин. Да ја запишеме равенката во следниот облик 
2 2 2sin 4 2sin4 cos cos 0x x x x   . 

Оваа равенка можеме да ја разгледуваме како квадратна по sin 4x  и таа има 

реално решение ако нејзината дискриминанта е ненегативна, т.е.
4 24cos 4cos 0x x   или 4 2cos cosx x . 

1) cos 0x  , тогаш 
2

x k   , k , па тоа е решение на равенката; 

2) cos 0x   можеме да ја поделиме неравенката со cos x  и добиваме 2cos 1x 

. Ова е можно само ако cos 1x    или ,x k k   . Но со замена во почетната 

равенка добиваме 1 0  што е контрадикција.  

Според тоа решенија на почетната равенка се броевите 
2

x k   , k . 

Трет начин. Нека sin4 cos 0x x  . Равенката да ја поделиме со sin4 cosx x  и 

добиваме 
2 2sin 4 cos

2sin 4 cos
cosx x

x x
x  . Од друга страна важи неравенството
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2 2sin 4 cos
2|sin 4 | |cos |

1x x
x x



  се добива од 2(sin 4 cos ) 0x x   и 2(sin 4 cos ) 0x x  ), и равен-

ство се достигнува за | sin 4 | | cos |x x . 

Ако sin 4 (0,1]x  и cos (0,1]x  добиваме 

2 2 2 2sin 4 cos sin 4 cos
2sin 4 cos 2|sin 4 | |cos |

cos 1 cosx x x x
x x x x

x x 


     

па cos 1x  . Тогаш 2x k  , k  но со проверка добиваме дека не е решение на 

равенката. 

Ако sin 4 (0,1]x  и cos [ 1,0)x   имаме | sin 4 | sin 4x x  и cos | cos |x x   па 

важи  

  
2 2 2 2sin 4 cos sin 4 cos

2sin 4 cos 2|sin 4 | |cos |
cos 1 cosx x x x

x x x x
x x 


      ,  

и сега cos 1x   . Тогаш (2 1) ,x k k     но и ова не е решение на почетната 

равенка. 

Ако sin 4 [ 1,0)x   и cos (0,1]x  слично добиваме cos 1x   . 

Ако sin 4 [ 1,0)x   и cos [ 1,0)x   имаме 

  
2 2 2 2sin 4 cos sin 4 cos

2sin 4 cos 2|sin 4 | |cos |
cos 1 cosx x x x

x x x x
x x 


    , 

па заклучокот е ист како во првиот случај. 

Останува sin4 0x   или cos 0x  . Ако sin4 0x   тогаш од почетната равенка 

добиваме дека и cos 0x   па 
2 2

(2 1) ,x l l l       . За овие вредности на x  

исполнето е и равенството sin4 0x  . Аналогно заклучуваме и ако cos 0x  . 

Според тоа решение на равенката се броевите од облик 
2

,x l l    . 

 

22. Реши ја равенката 1
4

sin sin 2 sin3 sin 4x x x x . 

Решение. Десната страна на равенството, според формулата за двоен агол, 

можеме да го запишеме во облик  1 1
4 2

sin 4 sin 2 cos2x x x , па според тоа, равен-

ката ќе го добие обликот  

  2sin sin2 sin3 sin2 cos2x x x x x ,  

  2sin sin2 sin3 sin2 cos2 0x x x x x  ,  

  sin2 (2sin sin3 cos2 ) 0x x x x  .  

Ако го искористиме идентитетот 2sin sin3 cos2 cos4x x x x   и замениме во по-

следната равенка, добиваме  

sin2 (cos2 cos4 cos2 ) 0x x x x   , т.е. sin2 cos4 0x x  . 

Од последната равенка, добиваме sin 2 0,x  2 ,x k  k  или cos4 0,x   

2
4 ,x p   p .  

Значи, решенија на равенката се 
2

,kx k   и 
4 8

p
px

   , p .  

 

23. Да се докаже дека целобројните решенија на равенката  
2cos2 cosx x    

се парни броеви.  
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Решение. Решенијата на равенката го задоволуваат условот 2 2 2x x k     , 

k . Според тоа, решенијата на равенката се решенија на квадратната равенка  

2 2 2 0x x k   . 

Решенијата на последната равенка се  

1/2 1 1 2x k    . 

Решението x  е цел број ако и само ако 1 2k  е цел број. Бројот 1 2k  е непарен 

број, па според тоа 1 2k  е непарен број, од каде добиваме дека x  е парен број.  

 

24. Реши ја равенката 2 31 4 3x x x   . 

Решение. Дефиниционата област на равенката 3 3

2 2
[ ,0] [ ,1]x   , па може-

ме да ставиме смена sinx t , каде 
3 3 2

( ,0) ( , )t      . Тогаш ја добиваме 

равенката 2 31 sin 4sin 3sint t t   . Од друга страна 

        

2 2 2

2 3 2 3 3

sin3 sin(2 ) sin 2 cos cos2 sin 2sin cos (cos sin )sin

3sin cos sin 3sin (1 sin ) sin 4sin 3sin .

t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t

      

       
 

Според тоа почетната равенка се трансформира во | cos | sin3t t  . Заради 

cos 0t   за 
3 3 2

( ,0) ( , )t       и sin( ) sint t    ја добиваме равенката  

cos sin( 3 )t t  . 

Натаму 
2

cos sin( )t t  , па имаме 
2

sin( 3 ) sin( ) 0t t    . Ако десната страна ја 

трансформираме со примена на тригонометриската формула за разлика од синуси 

добиваме  

4 4
2cos( 2 )sin( ) 0t t      . 

Според тоа, 
4

cos( 2 ) 0t    , па затоа 
4 2

2t k      , k . Оттука 
8 2

kt     . 

Бидејќи 
3 3 2

( ,0) ( , )t       добиваме 1 8
t    или 3

2 8
t   (за 0k   или 1k  ). 

Натаму имаме  

4
1 cos 2 2

1 1 8 8 2 2
sin sin ( ) sinx t

            и  

4
1 cos 2 23

2 2 8 2 8 8 2 2
sin sin sin ( ) cosx t

           . 

Слично, од 
4

sin( ) 0t     следува 
4

t k    , k . Оттука 
4

t k    . Бидеј-

ќи 
3 3 2

( ,0) ( , )t       добиваме 3 4
t    (за 0k  ), па затоа  

2
3 3 4 4 2

sin sin ( ) sinx t         . 

Така, решенија на дадената равенка се 1 2,x x  и 3x . 

 

25. За кои вредности на a  равенката  

21 sin cosax x   
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има единствено решение?  

Решение.Од дадената равенка и од 
2sin 0ax  , cos 1x  , добиваме

2sin 0ax   

и cos 1x  , од каде што се добива дека ax k  , 2x k  , каде што  k  и m  се 

цели броеви.  

Ако a  е ирационален број, тогаш од 2a m k   се добива m k r  , па даде-

ната тригонометриска равенка ќе го има единственото решение 0x  .  

Ако a  е рационален број, од ax k   и 2x m  , јасно дека равенката ќе има 

бесконечно многу решенија.  

Според тоа, равенката ќе има единствено решение ако a  е ирационален број.  

 

26. За кои вредности на параметарот a  равенката  

2

2
sin sin sin ( )b cbx cx x a   

има решенија.  

 Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  

cos( ) cos( ) 1 cos( ) 2b c x b c x b c x a       , 

cos( ) 1 2b c x a   .           (1)  

Од својствата на тригонометриските функции, за да равенката (1) има решение, 

потребно и доволно е да 1 1 2 1a    , т.е. 1 0a   .  

Значи, равенката има решение ако и само ако [ 1,0]a  .  

 

27. Определи ги вредностите на параметарот   за кои равенката  

1 1
sin cosx x

    

има решение x  во интервалот 
2

(0, ) . 

Решение. За 
2

(0, )x  , cos x , sin 0x  , па затоа 0  . Дадената равенка е 

еквивалентна со равенката sin cos
sin cos

x x
x x
   . Последната равенка ја квадрираме и ја 

добиваме равенката 
2

21 sin 2

(sin cos )

x

x x

   , т.е. равенката 
2

4(1 sin 2 ) 2

sin 2

x

x


  .  

Според тоа  
2 2(sin 2 ) 4sin 2 4 0x x    . 

Воведуваме смена sin 2x t  и ја добиваме квадратната равенка 2 2 4 4 0t t    , 

чии решенија се 
2

2

2 2 1
1/2t  


 . За 

2
(0, )x  , sin 2 0x  , па според тоа треба да го 

избереме решението 
2

2

2 2 1
1t

 


 .  

Бараните вредности за   се решенија на неравенката 
2

2

2 2 1 1 


 , од каде 

наоѓаме дека 2 2  .  

 

28. Определи ги сите целобројни вредности на параметарот a , за кои равенка-

та  
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2 23sin 4sin cos 5cosx x x x a      (1) 

има реални решенија, а потоа реши ја за најмалата позитивна вредност на 

параметарот a .  

Решение. Равенката (1)  може да се напише во обликот  

  2 2 2 23sin 4sin cos 5cos (sin cos )x x x x a x x      (2) 

За x k   добиваме 3a   . За x k   равенката (2) е еквивалентна со равенката  

  2(3 )tg 4tg 5 0a x x a     ,    (3) 

која што има реални решенија за 
2 8 11 0D a a     , т.е. за [4 5 ,4 5 ]a   , 

од каде што се добива дека {2,3,4,5,6}a .  

Значи, равенката (1) има реални решенија за { 3,2,3,4,5,6}a  .  

 

29. За кои вредности на параметарот a  равенката  

6 6
cos( )cos( )mx mx a     

има решение. За најдените вредности на a  кои се решенијата на равенката? 

Решение. Користејќи го идентитетот  
1
2

cos cos [cos( ) cos( )]      , 

равенката можеме да ја запишеме во облик  

  1
2 6 6 6 6
[cos( ) cos( )]mx mx mx mx a           ,  

  2
6

cos2 cos 2mx a  ,  

  4 11
2 2

cos2 2 amx a    .  

Равенката 4 1
2

cos2 amx   има решение само ако 4 1
2

1 1a   , односно 31
4 4

a  

. Во тој случај решенија се 4 1
2

2 arccos amx  , односно 4 11
2 2

arccos a
m

x  .  

 

30. Најди ги сите позитивни решенија на равенката 2 2 sin( ) 1 0x x ax   , каде 

a  е реален параметар. 

Решение. Нека x  е позитивно решение на равенката. Бидејќи 0x  , равенката 

можеме да ја запишеме во облик  
2 1
2

sin( )x
x

ax    

За 0x   не е тешко да се докаже дека 
2 1
2

1x
x
   и равенство се достигнува ако и 

само ако 2 1x  , т.е. 1x  . Од друга страна | sin | 1ax  . Според тоа,  

2 1
2

sin( )x
x

ax    

ако и само ако 1x  , и sin 1a   . Значи равенката има решение 1x   за 

2
2 ,a k k     .   

 

31. Определи ги вредностите на реалниот параметар a  за кои равенката 
2cos2 cos2 2 2 2x xa     
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има решение.  

Решение. Ставаме 
2cos2 xt  . Тогаш 1 2t   и од 21 cos2 2cosx x   следува 

дека дадената равенка има решение ако и само ако равенката 2( ) 2 0f t t at     

има решение во затворениот интервал [1,2] . За секој a  последната равенка има 

две реални решенија со различни знации условот е исполнет кога (1) 0 (2)f f  . 

Оттука добиваме дека [ 1,1]a  .   

 

32. Одреди го множеството решенија на равенката 
25 5 1 3cosx x y   . 

Решение. Бидејќи за секој x  важат неравенствата 5 0x   и 5 0x  , од 

неравенството 1 2
a

a   , за 0a  , при што знакот за равенство важи ако и само 

ако 1a  , заклучуваме дека  

5 5 1 3x x   .    (1) 

Слично, од условот 2cos 1y   имаме  

  23cos 3y  .     (2) 

Неравенките (1) и (2) истовремено се задоволени ако и само ако  

5 1x   и 2cos 1y  . 

Оттука следува дека 0x  , y k  , k .  

Следствено, бараното множество решенија е: {(0, ) | }M k k   .  

 

33. Пресметај cos2 ,  ако   е решение на равенката  

2tg tg 1 0x a x   ,  0a  . 

Решение. Ако   е решение на равенката 2tg tg 1 0x a x   ,  тогаш  

2tg tg 1 0a   ,  

2 2

2

sin sin cos cos

cos
0a   


 . 

1 sin cos 0a    , 
2sin 2
a

  .  

Бидејќи 2cos2 1 sin 2     ,  имаме 
2
4cos2 1
a

    .   

 

34. Реши ја равенката:  

2 3log (1 ) logx x  . 

Решение. Ако ставиме 3log x y , тогаш 3yx  , па равенката го добива видот: 

2log (1 3 )y y  , т.е. 2 1 3y y   

Оттука 3 1
2 2

( ) ( ) 1y y  . Ставајќи 
3

2
sin60 , 1

2
cos60  имаме  
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(sin60 ) (cos60 ) 1y y  . 

Последното равенство е можно само за 2y  . Значи, 3log 2x  , т.е. 9x  .  

 

35. Во множеството реални броеви x  и y  реши ја равенката  

  
2 2

2 1 1
2

cos ( ) 2 2
log (cos ( ) )

xy y y
xy

 
   

Решение. За да биде изразот на левата страна добро дефиниран треба 

2
xy k   , k Z . Бидејќи 

2

2 1

cos ( )
cos ( ) 2

xy
xy    следува дека  

2

2 1
2 2

cos ( )
log (cos ( ) ) log 2 1

xy
xy    . 

Но 
2 2

1 1

2 2 ( 1) 1
1

y y y   
  , па равенство ќе важи само ако 1

cos( )
cos( )

xy
xy   и   

2

1

( 1) 1
1

y 
 . Од втората равенка имаме 1y  , а од првата x k  , k . Значи, 

решенија се сите парови ( ,1)k , каде што k .  

 

36. Реши ја равенката   
| | 22 cos lg(1 | |) 0x y x y     . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик   
| | 22 lg(1 | |) cosx x y y    . 

За произоволни ,x y , имаме | | 0x   и 21 | | 1x y   , од каде следуваат 

неравенствата | |2 1x  , 2lg(1 | |) 0x y   , cos 1y  . Според тоа  

| | 2cos 1 2 lg(1 | |)xy x y     .        (1) 

Во (1) знак за равенство важи ако и само ако cos 1y   и | | 22 lg(1 | |) 1x x y    . 

Од равенката cos 1y  , добиваме дека решенија се 2y k  , k .  

 Понатаму, бидејќи | |2 1x   и 2lg(1 | |) 0x y    од | | 22 lg(1 | |) 1x x y     сле-

дува    
| |2 1x  ,               (2) 

  2lg(1 | |) 0x y   .           (3) 

Сега од (2) добиваме | | 0x  , односно 0x  , па затоа од (3) следува 1 | | 1y  , 

односно 0 0 0 2y      .  

 Конечно, единствено решениа на почетната равенка е 0x y  .  

 

37. Да се најдат сите вредности на m  од интервалот ( 1,1)  за кои равенката  

sin sin 24 2 1 0x xm m     

има решенија.  

Решение. Да ставиме 
sin2 xy  . Така ја добиваме равенката  

  
2 2 1 0y my m    .           (1) 
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Дискриминантата 
24 3D m   на равенката (1) за ( 1,1)m   е позитивна, што 

значи дека за секој ( 1,1)m   равенката (1) има реални решенија. Решенијата се  

24 3
1/2 2

m my    . 

Од sin2 0xy    следува дека решение може да биде само 
24 3

1 2

m my    . За 

( 1,1)m   имаме 
2 24 3m m  , што значи дека 1 0y  . Сега 

2sin 4 3

2
2 x m m   , 

т.е. 
24 3

2 2
sin log m mx    , па затоа  

  
2

2sin log ( 4 3 ) 1x m m     ,        (2) 

За равенката (2) да има решение, потребно е да биде исполнето  

2
21 log ( 4 3 ) 1 1m m       , 

т.е.  

21 4 3 ) 4m m     , 

а тоа е задоволено за секој 1 13 1 13

4 4
[ , ]m     .  Следствено, дадената равенка 

има решение за секој 1 13

4
( 1, ]m    . 

 

38. Определи ги вредностите на параметарот a  за кои равенката  

cos 1 cos3 3x x a   

има точно едно решение во интервалот [0, ] .  

Решение. Воведуваме смена cos3 xt   и ја добиваме равенката 2 3 0t at   . 

Почетната равенка има едно решение во интералот [0, ]  ако и само ако равенката 

2( ) 3 0f t t at     има единствено решение во интервалот 1
3

[ ,3] .  

Понатаму, од 2 12D a   добиваме 2 3a    и тогаш решенијата се 3 . 

Бидејќи 1
3

3 [ ,3] , заклучуваме дека 2 3a   е решение на задачата.  

Ако 1
3

t   е решение, тогаш 28
3

a   и тогаш другото решение е 1
3

9 [ ,3]t   . 

Тоа значи дека 28
3

a   е решение на задачата.  

Ако 3t   е решение, тогаш 4a   и тогаш другото решение е 1
3

1 [ ,3]t   . Тоа 

значи дека 4a   не е решение на задачата.  

Ако решението е во интервалот 1
3

( ,3) , тогаш треба да биде 1
3

( ) (3) 0f f   , од 

каде добиваме 28
3

(4, )a .  

Конечно, бараните вредности на параметарот a  се 28
3

{2 3} (4, ]a  .  

 

39. Реши ја равенката 2sin sin
log 2log 1x x

a  , каде a  е реален број. 

Решение. Од особините на логаритамската функција имаме  
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2 2

2
2 2

log 2 log

log sin log sin
1

a

x x
 , т.е. 2

2
2

log

2(log sin )
1

a

x
 . 

Бидејќи 0a  , равенката го добива обликот  

2
2 2(log sin ) logx a , 

2 2log sin logx a  , 

  2log
sin 2

a
x


 .     (1) 

Имаме два случаи: 

а) 2log 0a  , па според тоа 2log
2 1

a
 , и равенката (1) нема решение.  

б) 2log 0a  , па според тоа 2log
2 1

a
 , и равенката (1) има решение  

log2

1 arcsin 2 2 ,
a

x k k     и 2log
2 arcsin 2 2 ,

a
x k k


     . 

Ако 1a  , тогаш sin 1x  , што не ги исполнува условите на дефинираност на 

логаритамската функција. 

 

40. Определи ги решенијата на системот  

sin( ) 0

sin( ) 0

x y

x y

 


 
 

за кои што важи 0 x    и 0 y   .  

Решение. Решенија на првата равенка се x y k   , k , а решенија на вто-

рата равенка се 1x y k   , 1k  . Според тоа, системот е еквивалентен на 

системот  

1

x y k

x y k

  


  
, 1,k k  . 

Решенија на последниот систем се 1 2
( )x k k    и 1 2

( )y k k   , 1,k k  . Од ус-

ловите 0 x    и 0 y   , добиваме  10 2k k    и 10 2k k   . Очигледно е 

дека можни вредности за k  се 0,1,2k  .  

- за 0k  , добиваме 1 0k  ;  

- за 1k  , можни вредности за 1k  се 1 1,0,1k   ; 

- за 2k  , добиваме 1 0k  .  

Според тоа, бараните решенија ( , )x y  се: (0,0) , (0, ) ,
2 2

( , )  , ( ,0) , ( , )  .  

 

41. Определи ги решенијата на системот  

3

3

cos 2cos , 

sin 2sin .

x y

x y

 

 

  

за кои што 
2

, (0, )x y  .  
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Решение. Јасно, sin y , cos 0y   па затоа важи 2sin
sin

2sinx
y

y  и 2cos
cos

2cosx
y

y . 

Ако ги собереме последните две равенки добиваме sin cos
sin cos

2x x
y y
  , однсоно  

sin( ) sin2x y y  . Од последната равенка следува 
3

2 2
2sin cos 0

x y x y 
 . Понатаму, 

од 
2

, (0, )x y  , добиваме дека 
2 4 4

( , )
x y     и за да 

2
sin 0

x y
  мора да е x y . Со 

замена во втората равенка на системот 3sin 2sinx x , па како sin 0x   од п-

оследната равенка следува 1

2
sin x  , што заедно со 

2
(0, )x   дава 

4
x y   . Oд 

друга страна, од 
2

, (0, )x y  , добиваме дека 
3

2
(0, )

x y
   и за да 

3

2
cos 0

x y
  мора да 

е 3x y   . Според тоа, ако повторно ја искористиме втората равенка на систе-

мот, добиваме 3sin3 sin( 3 ) sin 2siny y x y    , т.е. 3 33sin 4sin 2sin yy y  , па за-

тоа 3sin 2siny y . Сега на потполно ист начин како и погоре добиваме 1

2
sin y   и 

4
y  , па затоа 

4
3yx   . 

 

42. Реши го системот равенки  

2

1

cos 2

xy

x y z




  

. 

Решение. Од првата равенка на системот следува дека x  и y  се со исти знаци. 

Понатаму, од 20 cos 1z  , за секој z , следува 22 cos 1x y z    . Но, x  и 

y  се со исти знаци, па 1x y   заклучуваме дека тие се позитивни. Сега, од нера-

венството меѓу аритметичка и геометриска средина и од равенството 1xy  , сле-

дува 2 2x y xy   . Од друга страна 22 cos 2x y z    , па затоа 2x y  . 

Според тоа, го добивме системот  

1

2

xy

x y




 
. 

кој има единствено позитивно решение 1x y  . Сега, од втората равенка на по-

четниот систем добиваме 2cos 0z  , чии решенија се 
2

z k   .  

Конечно решенија на почетниот системот се 
2

{(1,1, ) | }k k    .  

 

43. Реши го системот равенки   

tg tgx y m

x y n

 


 
 

Решение. Од првата равенка следува 
sin( )

cos cos

x y

x y
m


  и ако замениме од втората 

равенка добиваме  
sincos cos n

m
x y  .               (1) 
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Од друга страна користејќи го идентитетот  1
2

cos cos cos( ) cos( )x y x y x y     и 

втората равенка на системот добиваме  

          1
2

cos cos cos cos( )x y n x y   .      (2) 

Сега, од (1) и (2) следува  

 sin 1
2

cos cos( )n
m

n x y   , 

од каде добиваме  
sincos( ) 2 cosn
m

x y n   , 

односно  
sin2 arccos(2 cos )n
m

x y k n    . 

Од последната равенка и втората равенка на системот го добиваме решението на 

системот  
sin

2

sin
2

arccos(2 cos )

arccos(2 cos ).

n n
m

n n
m

x k n

y k n

   

   
 

Јасно, системот има решение ако и само ако sin| 2 cos | 1n
m

n  .  

 

44. Во зависност од реалниот параметар a  реши го системот равенки 

3 2 2 3arcsin 7

2 arcsin 6

5 2 arcsin 6 2

x

x

x

y z

y z

y z a

    



   

    

 

Решение. Со воведување смената 2xX  , Y y , arcsinZ z , системот 

станува линеарен по , ,X Y Z  и неговото решение е 1X a  , 5Y  , 2Z a  , па 

дадениот систем е евивалентен со 2 1x a  , 5y  , arcsin 2z a  . Па, следи 

дека ако 
2

( , 1] ( 2, )a       , системот нема решение, а ако 
2

( 1, 2]a    , 

постои единствено решение  

2log ( 1)x a  , 5y  , sin( 2)z a  .  

 

45. Реши го системот равенки  

2 1
4

sin sin

tg tg 3 2 2

x y

x y

 

  

. 

Решение. Од втората равенка на системот имаме  
sin sin

cos cos
3 2 2

x y

x y
   

1 4
cos cos 2 1

(3 2 2)
x y 

   

2 1
4

cos cosx y  .  

Значи системот го обликот  
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2 1
4

2 1
4

sin sin

cos cos

x y

x y





 

 


. 

Ако од првата равенка на последниот систем ја одземеме втората равенка 

добиваме  

  1
2

cos( )x y  ,      (1) 

а ако двете равенки ги собереме добиваме  

  
2

2
cos( )x y  .      (2) 

Од (1) и (2) имаме,  

  
3

4

2

2

x y k

x y k





     


    

, k    (3) 

Ако равенките од (3) ги собереме добиваме  
1
2 3 4

( )x p     , p  

а ако ги одземеме   
1
2 3 4

( )y s     , s . 

 

46. Да се реши системот равенки  

4

cos cos sin( )

| | | |

x y x y

x y 

  


 

 

Решение. Ќе ги користиме идентитетите 

2 2
cos cos 2sin sin

x y x y
x y

 
    и 

2 2
sin( ) 2sin cos

x y x y
x y

 
  . 

При тоа ќе разгледаме четири случаи и тоа  

а) 0, 0x y  , б) 0, 0x y  , в) 0, 0x y  , г) 0, 0x y   

Случај а) Втората равенка во овој случај го добива обликот 
4

x y   , при 

што 
4

, (0, )x y  . Првата равенка го добива обликот  

  
8 2 4 8 8

2sin sin sin 2sin cos
x y      ,  

  
2 2 8

sin sin( )
y x    .  

Од последната равенка имаме 3
2 8

2
x y

k
    , k , односно 3

4
4y x k    . Од 

последната равенка и од равенката 
4

x y   , добиваме 2 4y k   , 

2 4
2 (0, )y k     за k . Според тоа во овој случај равенката нема решение. 

Случај б) Во овој случај втората равенка го добива обликот 
4

x y    , 

односно 
4

y x   . Првата равенка го добива обликот  

  
2 2 2 2

2sin sin 2sin cos
x y y x x y x y   

 ,  
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2 8 2

sin (sin cos ) 0
x y x y    .  

Од последната равенка добиваме 
2

sin 0
x y

  или 
2 8

cos sin
x y  . Од равенката 

2
sin 0

x y
  добиваме 

2

x y
k


  , односно 2x y k   , k . Од последната 

равенка и равенката 
4

x y     добиваме 
4

2 2y k   , т.е. 
8 4

(0, )y k    , за 

0k  . За 
8

y  , добиваме 
8

x   . Од равенката 
2 8 2 8

cos sin cos( )
x y      , 

имаме 3
2 8

2
x y

k
    , т.е. 3

4
4x y k    . Од последната равенка и равенката 

4
x y     добиваме 2 4y k   , односно 

2 4
2 (0, )y k    , k . Според 

тоа во овој случај равенката нема решение.  

Случај в) Се разгледува аналогно како и случајот а) и се покажува дека во 

овој случај равенката нема решение. 

Случај г) Се разгледува аналогно како и случајот б) и се покажува единствено 

решение во овој случај е 
8 8

,x y    .  

 

47. Реши го системот равенки  

2

2

2 2

cos ( ) cos( ) 1 0

10 0.

x yz

x y z z

    

   

 

Решение. Бидејќи 
2

2
cos ( ) 0x   и 1 cos( ) 0yz   , од првата равенка следува 

дека 
2

cos 0x   и cos( ) 1yz  . Според тоа, 2 1x p   и 2yz q , каде ,p q .  

Ако 0q  , тогаш од втората равенка на системот следува 10z   , па сега 

повторно од втората равенка на системот следува дека 0y  . Според тоа, во овој 

случај решенијата на системот се ( , , ) (2 1,0, 10),x y z p p    .  

Ако 0q  , тогаш во втората равенка на системот ставаме 2 1x p   и 
2q

z
y   и 

ја добиваме равенката 2 2 210 4(2 1) 0z z p q    . Последната равенка има реални 

решенија ако 2 2100 16(2 1) 0p q   , т.е. 2(2(2 1) ) 25p q  . Оттука следува дека 

| 2 1| 1p   и 1q    или 2q   . Во овие случаи решенијата се  

2

2 2

5 25 4
( , , ) ( 1, , 5 25 4 )

q

q
x y z q

  
     . 

 

48. Во множеството реални броеви реши го системот:  

2 2

2 2

2 2 201 1

sin cos

202 21 1

sin cos

sin cos

sin cos .

x
x yx y

y

x yy x

x y

y x





    


    


 

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
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2 2

2 2 21 1 1
|sin cos |sin cos

|sin 2 | 231
2 2|sin 2 | 2|sin 2 |

23 25
2 4

(sin )(cos ) (| sin cos | )

( )

(1 )

x xx x

x

x x

x x x x   

  

  

 

и аналогно  

2 2

2 2 251 1
4sin cos

(sin )(cos )
y y

y y   . 

Ако ги помножиме равенките на системот добиваме  

2 2 2 2 2

2 2 2 21 1 1 1

sin cos sin cos ( )
( sin cos )( sin cos ) 2

xy

x y y x x y
x y y x


       . 

Ако го искористиме неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 

добиваме дека левата страна на последното равенство е поголема или еднаква на  

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 21 1 1 1

sin cos sin cos

2 2 2 21 1 1 14
sin cos cos sin

454
2 ( )

2 sin cos 2 sin cos

4 (sin )(cos )(cos )(sin )

4 ( ) 10 20 .

x y y x

x x y y

xy

x y

x y y x

x x y y



     

     

   

 

Сега од горното равенство следува дека секаде во последната низа неравенства 

важи знак за равенство, од каде следува дека x y  и | sin2 | | sin2 | 1x y  , т.е. 

4 2
kx y     .  

Непосредно се проверува дека овие вредности се решенија на дадениот систем.  

 

49. Ако неравенката cos cos3 1a x b x   нема решение, тогаш | | 1b  . Докажи! 

Решение. Нека ( ) cos cos3f x a x b x  . Тогаш ( ) 1f x   за секој x . Според тоа 

( ) ( ) 1f a b      , (0) 1f a b   , т.е. | | 1a b  . Од друга страна 

3 2
( ) 1af b    , 2

3 2
( ) 1af b    , 

па според тоа 
2

| | 1a b  , т.е. |2 | 2b a  . Користејќи ги добиените неравенства 

имаме:  
1 1 1 1
3 3 3 3

| | | 3 | | 2 | (| | | 2 |) (1 2) 1b b a b b a a b b a            . 

 

50. Реши ја неравенката  

2
1 ctg ctg


   . 

Решение. Бидејќи 
2

2

2

ctg 1

2ctg
ctg






  , дадената неравенка добива облик  

2

2

2

ctg 1

22ctg
1 ctg





 
  . 

Ако 
2

0 ctg


 , од горната неравенка се добива следнава неравенка  
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  2 2

2 2 2
2ctg ctg 1 2ctg

  
   , т.е. 2

2
(ctg 1) 0


    

која важи за секој  .  

Ако 
2

ctg 0

 , од неравенката (1) се добива следнава неравенка 2

2
(ctg 1) 0


  , 

којашто важи само за оние   за кои 
2

ctg 1

 , но за тие   не е 

2
ctg 0


 .  

Според тоа, решенијата на дадената неравенка се оние   за кои 
2

ctg 0

 , т.е. 

2 2 ,k k k      .  

  

51. Реши ја неравенката  
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 996 996tg ctg tg ctg ... tg ctg 1992x x x x x x       . 

Решение. Бидејќи  
2 2 2 2 2(tg ctg ) tg ctg 2ctg tg tg ctg 2           

тогаш левата страна на неравенката го добива обликот  
2 2 2

1 1 2 2 996 996

2 2 2
1 1 2 2 996 996

(tg ctg ) (tg ctg ) ... (tg ctg ) 2 996 1992,

(tg ctg ) (tg ctg ) ... (tg ctg ) 0

x x x x x x

x x x x x x

        

      
 

Оттука за секој 1,2,3,...,996i   следува tg ctg 0i ix x  , т.е. tg =ctgi ix x , односно 

2tg 1ix  , т.е. tg 1ix   или tg 1ix   , па добиваме  

4 2i ix k   , ik  , 1,2,3,...,996i  . 

 

52. Реши ја неравенката 
2 2sin cos4 3 4 8x x    .  

Решение. Да ставиме 
2sin4 x y  , тогаш  

2 2

2sin

cos 1 sin 4 4

4

4 4
x

x x

y

     , 

па неравенката го добива обликот  
43 8
y

y    , 0y  . 

Оттука следува дека  
2 8 12 0y y   , 0y  , 

од каде што добиваме 2 6y  , т.е.  

2sin2 4 6x  .          (1) 

Бидејќи 20 sin 1x   , следува дека  

  
2sin1 4 4x  .          (2) 

Од (1) и (2) добиваме  
2sin2 4 4x  , 

од каде што следува  

21
2

sin 1x   , т.е. 
2

2
| sin | 1x   . 
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Последната равенка е еквивалентна со неравенките 2
2

sin x    или 2
2

sin x  , 

од каде што добиваме 4 1 4 3
4 4
k kx   .  

 

53. Реши ја неравенкаtа 2 cos tg 6 cos tg 3 0x x x x    , ако 0 2x   . 

Решение. Дадената неравенка е еквивалентна со неравенката 

2 cos (tg 3) (tg 3) 0x x x    , 

односно (tg 3)( 2 cos 1) 0x x   .  

1) Имаме tg 3 0x   и 2 cos 1 0x  . Имајќи во предвид дека 0 2x    

неравенството tg 3 0x   важи за  

4 3
3 2 3 2 3 2 3 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x               

(цртеж 1-а)). Слично, неравенството 2 cos 1 0x  , односно 2
2

cos x   , важи 

за  
3 3 5
4 4 4 4

(0, ) ( ,2 ) (0, ) ( ,2 )x            

(цртеж 2-а)). Според тоа во овој случај 4 3
3 2 3 2

( , ) ( , )x      . 

2) Имаме tg 3 0x   и 2 cos 1 0x  . Неравенството tg 3 0x   важи за 

  3 4 3
3 2 3 2 3 2 3 2

(0, ) ( , ) ( ,2 ) (0, ) ( , ) ( ,2 )x                   

  

crte` 1-a)

3tgx 3tgx

crte` 1-b)

y=co
sx

2

2
y

4
3

2
3

2


2

2
cos x

0

x

y

2

4
5



y=
co

sx

2
2

y

4
3

2
3

2


2

2
cos x

0

x

y

2

4
5



crte` 2-a) crte` 2-b)

y=
tg

x

3y

3


2
3

2


0 x

y

2

3
4

y=
tg

x

3y

3


2
3

2


0 x

y

2

3
4
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(цртеж 1-б), а неравенството 2 cos 1 0x   е исполнето за 3 5
4 4

( , )x    (цртеж 2-

б). Значи, во овој случај 3 5
4 4

( , )x   . 

Конечно, решение на дадената неравенка е 3 5 4 3
3 2 4 4 3 2

( , ) ( , ) ( , )x         . 

 

 

4.  РЕШАВАЊЕ НА ТРИАГОЛНИК  

 
4.1. ВОВЕДНИ ЗАДАЧИ  
 

1. Определи ги тангенсите од аглите во еден триаголник, ако тие се цели бро-

еви.  

Решение. Нека ,   и   се аглите во триаголникот, за кои без ограничување 

на општоста можеме да претпоставиме дека     . Тогаш 
3

(0, ] , па според 

тоа tg (0, 3] . Бидејќи tg  е цел број, добиваме дека tg 1  . Затоа   

tg tg

1 tg tg
1 tg tg( ) tg( )

 

  
          . 

Од последното равенство имаме tg tg 1 tg tg      , кое може да се запише во 

облик (tg 1)(tg 1) 2    . Сега, очигледно tg 1 1   и tg 1 2   . Значи, бар-

аните тангенси се tg 1  , tg 2   и  tg 3  .  

 

2. Центарот O  на кружницата k  лежи на хипотенузата AB  од правоаголниот 

триаголник ABC  и ги допира катетите AC  и BC  во точките D  и E  соодветно. 

Пресметај ги аглите на триаголникот ако 1BE   и 3AD  .  

Решение. Правите AC  и BC  се тангенти кон кружницата, па според тоа 

OE BC  и OD AC . Понатаму, DOE DCE , како агли со нормални краци. 

Во четириаголникот OECD  сите агли се прави и две соседни страни се еднакви 

OE OD , што значи дека OECD  е квадрат.  

Триаголниците BEO  и ODB  имаат 

еднакви агли па според тоа тие се 

слични. Од сличноста добиваме  

OE AD

BE OD
 , 

односно 3
1
r

r
 , 2 3r  . Значи, радиу-

сот на кружницата k  е еднаков на 

3r  . Од триаголникот ODA , доби-

ваме  

3

3
tg OD

AD
OAD   . 

Според тоа 30OAD  . Значи, 

30BAC  , 60ABC   

 

A B

C

O

E

D

rr

k
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3. Во правоаголниот триаголник ABC  на катетата AC  е избрана точка M  

така што 2AM MC . Определи го најмалиот агол на триаголникот ABC , ако M

лежи на симетралата на хипотенузата AB . 

Решение. Со O  ќе ја означиме средината на 

хипотенузата AB . Од условот на задачата правата ОМ  

е симетрала на AB . Јасно е дека триаголникот OMA  е 

сличен со триаголникот BCA  (имаат исти агли). Ќе 

воведеме стандардни ознаки AB c , BC a , CA b . 

Tогаш, повторно од условот на задачата, 1
2

ОА c  и 

2
3

AM b . Заради горната сличност имаме  

AOAM

AB AC
    

2 1
3 2
b c

c b
    2 21 2

2 3
c b     

2

2

3
4

b

c
 . 

 Но, триаголникот ABC  е правоаголен, и затоа 
2

2

2 3
4

cos b

c
   , 

3

2
cos  30  . 

Значи, аглите во триаголникот се 30 ,60 ,90 , а најмалиот меѓу нив има 30 .       

 

4. Даден е остроаголен ABC  со висини 1 1( )AA A BC  и 1 1, ( )BB B AC . 

Кружницата со дијаметар 1 1A B  ја сече отсечката AB  во точки M  и N  ( M  е 

меѓу A  и N ). Ако 1 12 2AB AM BA BN   , докажи дека ABC  е рамнокрак.  

Решение. Четириаголникот 1 1A B MN  е тетивен, па затоа 1 1 1A B M A NB    

и 1 1 1B A M B MA   . Нека P  и Q  се проекциите на 1B  и 1A  врз AB  

соодветно, направи цртеж. Лесно се гледа дека 1 1 1cos cos cosPM B M A B      и 

1 1 cos cosQN A B   , т.е. MP QN . Сега, од 1 cosAB AB  , 2cosAP AB  , 

1 cosBA AB  , 2cosBQ AB   и од условот следува  

2 22 cos cos 2 cos cosAB AB AB AB          

(cos cos )(2 cos cos ) 0      . 

Но, 2 cos cos   , па затоа cos cos   , т.е.    , што и требаше да се 

докаже.  

 

5. Нека ABC  е правоаголен триаголник и нека R  е радиусот на опишаната 

кружница, а r  радиусот на впишаната кружница. Ако 5
2

R
r
 , определи ги острите 

агли на триаголникот. 

Решение. Да забележиме дека 
2 2

2 ctg ctgR AB r r
   , види цртеж. Од ова 

добиваме 
2 2

ctg ctg 5
   . Уште имаме дека 

2 2 4

   , па 
2 2

ctg( ) 1
   . Од ова 

имаме  

2 2

2 2

ctg ctg 1

ctg ctg
1








 . 
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Односно, имаме 
2 2

ctg ctg 6
  . Па 

2
ctg   и 

2
ctg


 се корени на равен-

ката 2 5 6 0x x   . Од ова доби-

ваме дека 
2

ctg 2   и 
2

ctg 3

 . 

Од ова имаме  
2

2

2

ctg 1 3
42ctg

ctg





    

и слично 4
3

ctg  .  

Конечно, 3
4

arcctg   и 4
3

arcctg  се бараните агли.  

 

6. Ако за ABC  важи  

23 48 23 48

2 2 2 2
(sin ) (cos ) (sin ) (cos )

   , 

каде   и   се аглите при темињата A  и B , соодветно, пресметај го односот 

:AC BC .  

Решение. Ќе докажеме дека    , т.е. : 1AC BC  . Нека претпоставиме, дека 

   . Тогаш 
2 2 2

0
    . Бидејќи sin x  и cos x  се соодветно растечка и 

опаѓачка функција на интервалот 
2

[0, ] , добиваме дека важи  

2 2
0 sin sin

   и 
2 2

0 cos cos
   . 

Според тоа,  

23 23

2 2
0 (sin ) (sin )

   и 
48 48

2 2
0 (cos ) (cos )

   . . 

Ако ги помножиме последните неравенства, добиваме  

23 48 23 48

2 2 2 2
(sin ) (cos ) (sin ) (cos )

   , 

што противречи на условот на задачата. Случајот     се разгледува аналогно. 

Според тоа,    , т.е. : 1AC BC  .  

 

7. Даден е рамнокрак триаголник ABC , AB AC . Симетралата на аголот 

ABC  ја сече страната AC  во точка D . Ако важи 2BC AB AD  , пресметај ги  

аглите на триаголникот. 

Решение. Нека BC a , AB AC b   и AD p .  Од условите во задачата го 

добиваме системот  

2

b pa
b p

a b p



 





 

(втората равенка важи бидејќи AD  е симетрала на аголот ABC ). Тогаш  

( )
2

b b p

p
b p


  , 2 22 2b bp p  , 

A

B

C

O

H
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односно 2 2( ) 3b p p  . Значи, (1 3)b p   и (3 3)a p  . Бидејќи 

(3 3)( 3 1)3 3 3

2 2(3 1) 22(1 3)
cos a

b
ABC

 


    , 

следува 

30ABC ACB   и 120CAB  . 

 

8. За аглите , ,    на ABC  важи cos 2sin sin 1    . Докажи, дека ABC  

е рамнокрак.  

Решение. Бидејќи 180 ( )    , добиваме cos cos( )    . Според тоа, 

за ABC  важи  

cos( ) 2sin sin 1

cos cos sin sin 2sin sin 1

cos cos sin sin 1

cos( ) 1.

     

      

    

  

 

Последното равенство е исполнето ако и само ако 2 ,k k     и како   и 

  се агли на триаголник мора да важи 0k  , т.е.    . Според тоа, ABC  е 

рамнокрак.  

 

9. Во правоаголен триаголник со катети a и ,b a b , важи равенството  

 1
2 2

lg lg lg lg2a b a b    . 

Определи ги аглите на триаголникот. 

Решение. Даденото равенство е еквивалентно на равенството  

2 2
lg lga b ab  , 

па затоа 

2 2
a b ab  

2 22
4 2

a ab b ab    2 24 0a ab b   .  

Јасно 0a b   и ако поделиме со 2b  добиваме квадратна равенка по a
b

 во 

облик 
2( ) 4 1 0a a

b b
   , чии решенија се 2 3a

b
  . Но 1a

b
 , па затоа 

2 3a
b
  . Од друга страна tga

b
  , па затоа 

2 2

2 tg 2(2 3) 1
21 tg 1 (2 3)

sin 2
 

   
    . 

Можни се две решенија по   како агол во правоаголен триаголник и тоа 75   

или 15  , но како a b  мора и    , односно 75   и 15  .  

 

10. Во триаголникот ABC  должината на висината CH ( H AB ) е еднаква на 

половина од должината на страната AB  и важи 75BAC  . Определи го аголот 

ABC .  

Решение. Во триаголникот ACH  имаме 75  , 90AHC  , па затоа

  15AHC   .  
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Воведуваме ознаки AH x  и 

CH d . Тогаш 2AB d , а од 

триаголникот ACH  имаме  

tg x
d

  , т.е. tg15x d  . 

Од друга страна  

3 2
3

2 23

3

tg 45 tg30

1 tg 45 tg30

1 (3 3)3 3

3 3 3 ( 3)1

12 6 3

6

tg15 tg(45 30 )

2 3 .





 

 



  

  

  

 

Од триаголникот BCH  имаме  

31 1
2 32 (2 3) 32 tg15

tg d d
d x d d


  

     . 

Бидејќи 90  , добиваме дека 30  , што и требаше да се определи.  

 

11. Да се определат аглите на триаголникот, кај кој висината и тежишната 

линија, повлечени од исто теме, го делат аголот при тоа теме на три еднакви 

делови.  

Решение. Според ознаките на црте-

жот, ќе имаме tgm
h

x ; 2tg
c m

h
x


 , т.е. 

4
cm  . Понатаму, од триаголникот 

HBC  имаме 3
4

tg 2 c
h

x  , па како  

2

2 tg

1 tg
tg 2

x

x
x


  

ќе имаме 
2 2

8 3
416

ch c
hh c

 , т.е. 3

4

ch  . Значи, 3

4 3
m c
h h

tgx    , или 30x  . Конеч-

но, за аглите на триаголникот добиваме: 90C  , 60A  , 30B  .  

 

12. Да се определат аглите на триаголникот, кај кој висината, симетралата на 

аголот и тежишната линија, повлечени од исто теме, го делат аголот при тоа теме 

на четири еднакви дела.  

Решение. Јасно е дека (види цртеж)  

2HT BH AH  . 

Од друга страна имаме  

tg2HT h x , tg3BH h x , tgAH h x ,  

па, значи,  

3tg tg3 tgx x x  ,  

2sin 2 sin3 cos sin cos3
cos2 cos3 cos

x x x x x
x x x

 ,  

2sin 2 sin 2
cos2 cos3 cos

x x
x x x
 ;  

A B

C

H

s
d

2d

a
b

cA B

C

H T

x x x

m
2

c m

h

2

c

a

b

cA B

C

H T

x x x

h

2

c

x

D
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Очигледно дека 0 ,90x  , што значи дека sin2 0x  , па имаме  

2cos3 cos cos2x x x , 

т.е. cos4 0x  , 
2

4x  . Следствено, имаме: 90C  , 67,5A  , 22,5B  .  

 

13. Висината CD  на триаголникот ABC  го дели ACB  во однос 2 :1 , а 

основата AB  во однос :m n k  ( 1k  ). Најди го синусот на помалиот агол при 

основата и допустливите можни вредности на k .  

Решение. Бидејќи    , треба да го одре-

диме sin (види цртеж). Без ограничување на 

општоста земаме AD m , DB n , па имаме 

sin h
b

  .  

Да ги изразиме h  и b  преку m  и n , имајќи 

предвид дека 2ACD   , BCD   .  

Од правоаголните триаголници ACD  и 

BCD  имаме tg2 m
h

  , tg n
h

  . Ако овие вред-

ности ги замениме во формулата за двоен агол, 

добиваме: 
2

2tg

1 tg
tg2



 
  , т.е. 

2

2

2

1

n
h

n

h

m
h


 . Оттука 

22

2
mn

m n
h


 . Овој израз е позитивен 

ако 2 0m n  . Но, по услов, :m n k , т.е. m nk , па следува: 2 0nk n  , т.е. 

2k  .  

Од триаголникот ADC  го одредуваме 2b : 
22 ( )2 2 2 2

2 2

m m nmn
m n m n

b m h m


 
     . 

Тогаш: 
2

2( )
sin h mn m

b m nm m n 
    .  

 

14. Дали постои триаголник, таков што за неговите агли ,   и   е точно ра-

венството  

tg tg +tg ctg +ctg ctg       .      (1) 

Решение. Нека постои триаголник со агли ,   и   за кои е исполнето ра-

венство (1). За било кој  , k    ваѓи 1
ctg

tg


  . Користејќи го идентитетот 

2ctg 1

ctg
ctg 2 =




  и равенството    , имаме  

         1 1 1
ctg ctg ctg

ctg +ctg ctg 0
  

      ,  

         
2 2 2ctg 1 ctg 1 ctg 1

ctg ctg ctg
+ 0

  

  
   

         ctg2 ctg2 ctg2 0     

  ctg2 ctg2 ctg[2 (2 2 )] 0      .       (2) 

Од идентитетите  

 

h


2

a
b

m nA B

C

D
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ctg[2 (2 2 )] ctg(2 2 )       и 
ctg2 ctg2 1

ctg2 ctg2
ctg(2 2 )

 

 
   , 

ако воведеме ознаки ctg2 x   и ctg2 y  , и замениме во (2) добиваме  

1
0

xy

x y
x y




   . 

Последното равенство можеме да го запишеме во облик  

2 23
2 4

( ) 1 0
y

x y    .        (3) 

Не постојат реални броеви за кои е исполнето равенството (3), па затоа не постои 

добиваме дека не постои таков триаголник за кој е исполнето равенството (1).  

 

15. За аглите ,   и   од еден триаголник е исполнето равенството  

sin3 sin3 sin3 0    . 

Определи барем еден од нив.  

Решение. Левата страна можеме да ја запишеме во облик  

  

3( ) 3( ) 3 3

2 2 2 2

3( ) 3( ) 3[ ( )] 3

2 2 2 2

3( ) 3( )3 3 33
2 2 2 2 2 2

sin3 sin3 sin3 2sin cos 2sin cos

2sin cos 2sin cos

2cos (cos cos ) 4cos cos cos

   

    

   

    

 

    

 

Но бидејќи sin3 sin3 sin3 0    , добиваме 
3 33
2 2 2

cos cos cos 0
   , и барем 

еден од множителите 
3 33
2 2 2

cos , cos , cos
   е нула.  

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 
3

2
cos 0


 . Но 

тогаш 
3

2 2
(2 1)k

   , за k Z . Бидејќи   е агол во триаголник, добиваме 0k   и 

3
  .  

Значи, еден агол во триаголникот е еднаков на 
3
 .  

 

16. Нека , ,    се агли на триаголник за кои е исполнето равенството  

cos3 cos3 cos3 1    . 

Докажи дека еден од нив е тап агол и пресметај го збирот на двата остри агли.  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека за 

аглите се исполнети неравенствата     . Тогаш   и   се остри агли а   е 

аголот за кој треба да докажеме дека е тап.  

Даденото равенство ќе го запишеме во облик  

cos3 cos3 1 cos3     . 

При тоа,  
23 3 3

2 2 2
2cos ( ) cos ( ) 2sin     . 

Бидејќи , ,    се агли во триаголник, имаме    . Според тоа 

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

sin sin ( ) sin[ ( )] cos ( )          

од каде добиваме  
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23 3 3
2 2 2

cos ( ) cos ( ) cos ( )     , 

3 3 3
2 2 2

cos ( ) [cos ( ) cos ( )] 0      , 

33 3
2 2 2

cos ( ) sin sin 0
    , 

Сега имаме три можности, и тоа  

а) 3
2

sin 0  . Бидејќи 
2

0    , добиваме 3 3
2 4

0    , па според тоа 

3
2

sin 0  . Значи, овој  случај не е можен.  

б) 3
2

sin 0  . Бидејќи 
2

0    , добиваме 3 3
2 4

0    , па според тоа 

3
2

sin 0  . Значи и овој случај не е можен. 

в) 3
2

cos ( ) 0  . Бидејќи   и   се остри агли во триаголник, добиваме 

3
2 2

( )   , од каде добиваме 
3
  .  

Значи, триаголникот е тапоаголен, во кој тапиот агол е 120   и збирот на 

острите агли е 60  .  

 

17. Во рамнокрак триаголник ABC , со агли при основата AB  од 50 , е избра-

на точка D , таква што 30ABD   и 10BAD  . Определи го аголот BCD .  

 Решение. Ако AC BC  и 50BAC ABC   тогаш 80ACB  , а од 

условите 30ABD   и 10BAD   следува 20DBC   и 40DAC  . Да 

ставиме BCD   , тогаш 80ACD   .  

Нека , ,P Q R  се подножја на нормалите од точката D  соодветно на страните 

BC , CA , AB ( направи цртеж), тогаш од правоаголните триаголници CDP  и 

CDQ  имаме: sina CD  , (80 )b CD   т.е.  

 
sin(80 )

sin
b
a




         (1)  

 Слично, од правоаголните триаголници ADQ  и ADR , односно BDR  и BDP  

добиваме: sin 40

sin10

b
c
  и sin30

sin 20

c
a
 , а оттука 

1
2

2sin 20 cos20sin 40 sin30

sin10 sin 20 sin10 sin 20

b b c
a c a


     , 

т.е.  

 cos20

sin10

b
a
          ( 2)  

Од (1)  и (2)  следува: 

sin10 sin(80 ) sin cos20    

2sin10 cos(10 ) 2sin cos20    

sin(10 10 ) sin(10 10 ) sin( 20 ) sin( 20 )          

sin( ) sin( 20 )    

Бидејќи 90  , следува 20   , т.е. 10  .  
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18. На страната BC  на правоаголникот ABCD  ( AB BC ) избрана е точка K  

таква што 4BK KC , а на страната CD  избрана е точка M  таква што 

4CM MD . Пресметај го односот :AB BC  кога KAM  прима најголема можна 

вредност. 

Решение. Нека точките K  и M  се такви да 4BK KC  и 4CM MD . Нека 

,BAK MAD    и KAM  прима најголема можна вредност. Да го означи-

ме односот кој го бараме со :AB BC x  ( 0x  ). Јасно   прима најмала вред-

ност, односно tg( )  е најмал ( 090 ,   па tg( ) 0  ). Имаме 

4
5 4 1

5
tg

BCBK
xAB AB

     и 
1
5 1

5
tg

ABMD

AD BC
x    . 

Сега имаме  
4

5 5

4
5 5

tg tg 25 4
1 tg tg 21 5 51

tg( ) ( )
x

x

x
x

x
x

 

   
     ,  

па од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина добиваме 

25 50 204 2
21 5 5 21 5 21

tg( ) 2 x
x

       . 

Најмалата вредност за tg( )  е 20
21

tg( )  , а се достигнува кога 4
5 5

x
x
 , 

односно за 2 4x  . Добивме 2x  , од каде бараниот однос е : 2 :1AB BC   и во 

овој случај аголот KAM е најголем.  

 

19. Докажи дека:  tg10 tg40 tg60 tg70   . 

 Решение. Да конструираме рамностран три-

аголник ABC  со страна со должина 2 . Нека 

M  и N  се средини на страните AB  и AC , со-

одветно. Над страната BC  конструираме рам-

нокрак триаголник BCD  со агли на основата од 

10  и да ја продолжиме BD  од страната на D  

до пресекот со MC . Пресечната точка да ја оз-

начиме со G  (види цртеж). Потоа, да конструи-

раме кружница k  со центар D  и радиус BD  и 

нека { }k AD P  . Тогаш  

60 10 70MBG     и 1MB  , 

па затоа  

tg70 tg60MG MC CG CG     . 

Освен тоа 20CDG   и 140DCG  , па затоа 20DGC  . Тоа значи дека 

триаголникот DCG  е рамнокрак и DC CG . Натаму, DC DP DN NP   . За-

ради 1BN   и 10DBN   следува tg10DN  .  

Од 80PDC   добиваме 1
2

40NBP PDC  . Затоа tg40NP  . Конечно 

добиваме  
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tg70 tg60 tg60 tg60 tg10 tg40MG CG DN NP         . 

 

20. Докажи дека:   sin70

2cos50 cos70
tg30


 . 

Решение. Да го разгледаме рамнокракиот триаголник ABC  во кој 1CA CB   

и 50CAB ABC  .  

Над страната BC  да го конструираме ра-

мностраниот триаголник BCE . Тогаш  

1BC CE EB    и 

60BCE CEB EBC   . 

Нека точката D  е подножјето на нормалата 

повлечена од E  на AB  и нека CF  е виси-

ната на триаголникот ABC  (види цртеж). 

Лесно се докажува дека  

20CAE AEC  , 70EBD   и 30EAD  . 

Натаму имаме  

cos50 AF

AC
 , т.е. cos50AF FB  , sin 70 ED

EB
 , 

т.е. sin70ED  , cos70BD   и на крајот 

sin70

2cos50 cos70
tg30 ED ED

AD AF FB BD  
   . 

 

21. Докажи дека:  tg45 tg60 tg70 tg80 tg85    . 

Решение. Од цртежот гледаме дека  

 

GE GF FE FC FE CA FE CD DA FE         .    (1) 

Од правоаголниот триаголник BCD  имаме 2 2 1 2BC CD     и 3BD  , па 

затоа 1CE  . Натаму, од триаголникот ABD  имаме 
3

tg70 AD AD

BD
  , од триагол-

никот CEF  следува дека 
1

tg80 EF EF

EC
EF   , а од триаголникот CEG  доби-

ваме  
1

tg85 EG EG

EC
EG   . Конечно, од добиените равенства и од (1) следува   

tg85 tg45 tg60 tg70 tg80    ,  

 

22. Точката A  лежи во внатрешноста на агол од 60  и од неговите краци е 

оддалечена на растојание a  и b . Колку е оддалечена од темето на аголот? 
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Решение. Нека темето на аголот е O  а неговите краци се полуправите l  и m . 

Точките B  и C  се подножја на нормалите спуштени од точката A  на краците l  

и m  соодветно (види цртеж), при што AB a  и AC b . Воведуваме ознаки 

AOB   и AOC  . Бидејќи триаголниците OAB  и OAC  се правоаголни, 

имаме 90OAB    и 90OAC   . Ако  OA x , тогаш од триаголникот  

OAB  имаме   

cos(90 ) sina AB
x OA
     , 

а од триаголникот OAC  имаме  

cos(90 ) sinb AC
x OA
     . 

Од системот равенки  

sin

sin

a
x

b
x

  


 

, 

ако го искористиме условот дека 60 AOB AOC     и во втората 

равенка замениме 60   , добиваме  

  3 1
2 2

cos sinb
x
   .          (1) 

Бидејќи sin a
x

   и 
2 22 2cos 1 sin 1 ( ) x aa

x x

       , ако замениме во (1) ја 

добиваме равенката 
2 23 1

2 2

x ab a
x x x

  , чие решение е 
2 2

3
2 a ab bOA x    . 

 

23 Даден е ABC  со центар на опишаната кружница O  и симетрала на агол 

,AD D BC . Правата l  минува низ точката O  и е паралелна со AD . Докажи, 

дека l  минува низ ортоцентарот на ABC  ако и само ако ABC  е рамнокрак со 

основа BC  или 120BAC  .  

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за ABC . Без ограничување 

на оштоста можеме да сметаме, дека    . Ако ||OH HD  ( H  е ортоцентарот на 

ABC ), во OHC  имаме 
2

90HOC     (имаме 90  ) и  

(90 ) (90 )OCH       , 

добиваме 
2

90OHC   . Значи, 2

2

cos

cos( )

OC

CH




 .  

Од друга страна, имаме 2 cosCH R   и затоа  

2 2 2
cos( ) 2cos cos 2cos cos( )         

од каде добиваме  
3

2 2 2 2 2
cos( ) cos( ) cos( ), cos( ) 2cos( )cos               . 

Од последното равенство имаме 
2

cos( ) 0   или 1
2

cos   , па затоа     или 

120  .  

a

l

m

AB

C
O

b


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Доказот во обратната насока е едноставен. Обиди се самостојно да го изведеш.  

 

24. Квадратот на симетралата на аголот во даден триаголник е еднаков на 

разликата од производот на страните на триаголникот кои го формираат аголот и 

производот на должините на отсечките на кои е разделена третата страна на 

триаголникот со симетралата. Докажи!  

Решение. Нека CAB    и AD  е симетрала на 

аголот   која опишаната кружница околу триаголникот 

ABC  по втор пат ја сече во точката N (види цртеж). 

Отсечките BC  и AN  се тетиви кои што се сечат во 

точката D  па според тоа  

BD DC AD DN   .   (1) 

Ќе воведеме ознаки AAD s , 'BD c  и 'DC b , и  ќе 

ги користиме стандардните ознаки за триаголник AB c  

и AC b . Во тој случај равенството (1) го добива 

обликот ' ' Ac b s DN   . Триаголниците ABN  и ADC  се слични, бидејќи 

2
BAN DAC  

 
( AD  е симетрала на аголот  ) и DNA BCA  како агли 

над ист кружен лак BA . Според тоа,  

: : : ( )AD AB AC AN AC AN ND   ,     (2) 

и според воведените ознаки имаме : : ( )A As c b s DN  , каде As  е должина на 

бараната симетрала AD . Од последното равенство добиваме 2
A As s DN bc   . 

Од равенството (1) добиваме  
2 ' 'A As bc s DN bc b c     ,         (3) 

што и требаше да се докаже.  

 

25. Даден е ABC  со ортоцентар H  и тежиште G . Нека тежиштето G  

припаѓа на кружницата со дијаметар CH .  

а) Докажи, дека четириаголникот ABGH  е тетивен.  

б) Определи ја максимално можната вредност на ACB .  

Решение. а) Очигледно ABC  е остроаго-

лен, H  е внатрешна трочка и ќе го разгледаме 

нетривијалниот случај, кога G H . Ако 

CG AB M   и AH BC P  , тогаш M  е сре-

дина на AB  и P  и G  лежат на кружницата со 

дијаметар CH . Така добиваме  

180PGC PHC AHC ABC     

и затоа четириаголникот MBPG  е тетивен. 

Затоа  

BGM BPM ABC   

и  

90 180BAH BGH BAH ABC     , 

што значи дека четириаголникот ABGH  е тетивен. 

2



2



A

B

C
D

c b

'c
'b





As

N
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б) Прв начин. Ако G H , тогаш 60ACB  . Нека G H  и O  е центарот а 

опишаната кружница околу ABC . Тогаш точките ,H G  и O  лежат на 

Ојлеровата права и G  ја дели HO  во однос 2 :1 . Во случајот O  е надворешна 

точка за отсечката HG , т.е. O  р надворешна точка за кружницата опишана околу 

четириаголникот ABGH . Тогаш  

2 180AOB AHB ACB ACB    , т.е. 60ACB  . 

Според тоа, бараната максимална вредност за ACB  е 60  и се достигнува 

единствено кај рамностраниот триаголник.  

Втор начин. Од BGM ABC  следува, дека ~MBG MCB . Тогаш  
22

3
MCMB MG MC    

и од формлата за тежишните линии во триаголникот, при стандардни ознаки го 

добиваме равенството 2 2 22a b c  . Така добиваме, дека   
2 2 2 2 2

1
2 4 2

cos a b c a b
ab ab

ACB      , 

па затоа 60ACB  .  

 

26. За страните , ,a b c  на остроаголниот триаголник ABC  е исполнето 

равенството 3a b c  . Определи го производот  

2 2
ctg ctg

 . 

Решение. Нека r  е радиусот на впишаната кружница во ABC , чиј центар е 

точката O . Допирните точки со ,BC CA  и AB  ќе ги означиме со ', ', 'A B C  (види 

цртеж). Бидејќи , ,AB BC CA  се тангенти на впишаната кружница, исполнети се 

равенствата ' 'AC AB x   и ' 'BC BA y  . Ако полупериметарот на 

триаголникот е 
2

a b cp   , тогаш  

  x p a  , y p b  .         (1) 

Полуправите AO  и BO  се симетрали на аглите   и   соодветно. Од 

правоаголните триаголници 'AC O  и 'BC O  имаме  

  
2

ctg x
r

  ,
2

ctg
y

r


 .         (2) 

Според Хероновата формула, ( )( )( )P p p a p b p c     и од P pr , добиваме  

  
2

( )( )( ) ( )( )( )2 2( )
p p a p b p c p a p b p cP

p pp
r

     
   .       (3) 

Од (1), (2) и (3) добиваме  

  
2

( )( )

2 2 ( )( )( )
ctg ctg

xy p a p b p p

p a p b p c p cr

 
   

          (4)  

Од равенството 3
2 2

2a b c c cp p c      ,  со замена во (4) имаме  

2
2 2 2

ctg ctg 2c
c c




  . 

 

27. Над секоја од страните на рамностран триаголник како над основа кон над-

ворешноста на триаголникот се конструирани рамнокраки триаголници, чии кра-
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ци се еднакви на a . Да се пресмета аголот на основата на рамнокраките триагол-

ници, ако плоштината на така добиениот шестаголник е еднаква на 
2k .  

Решение. Плоштината на добиениот шест-

аголник е  
2

1 1

2 2

3 3

2 4

4 3 cos3 2 cos sin
2 4

2 2(3sin cos 3 cos )

a v a

aa a

P

a

  

 

 

    

 

и од условот 
2P k  ја добиваме равенката  

2 2 2(3sin cos 3cos )k a    , 

која е еквивалентна на равенката  
2 2 2 2 2(sin cos ) (3sin cos 3cos )k a      . 

Последната равенка ја делиме со 
2cos   и ја добиваме равенката  

2 2 2 2 2tg 3 tg 3 0k a a k    .      (1) 

Бидејќи 
2

(0, ) , добиваме дека корените на равенката (1) треба да се реални и 

барем едниот од нив да е позитивен. Корените на равенката (1) се реални ако и 

само ако 
4 2 2 44 4 3 9 0D k k a a     , т.е. ако и само ако 

2 223 3 3

2 2

a ak   , од 

што следува   
22 3 3

2
0 ak  .           (2) 

Да забележиме дека збирот на корените на равенката (1) е 
2

2

3 0a

k
 . Понатаму, 

можни се два случаи:  

- Ако производот на корените е негативен, односно 
2 2

2

3 0k a

k

  , тогаш 

равенката (1) има еден позитивен корен. Од последното неравенство 

добиваме 
2 2 3k a  и ако го земеме предвид условот (2) добиваме дека 

при 
2 20 3k a   равенката (1) има еден позитивен корен.  

- Ако производот корените е ненегативен, односно 
2 2

2

3 0k a

k

  , тогаш 

равенката (1) има два ненегативни корени. Од последното неравенство 

добиваме 
2 2 3k a  и ако го земеме предвид условот (2) добиваме дека 

при 
22 2 3 3

2
3 aa k   равенката (1) има два ненегативни корени. Да 

забележиме дека за 
22 3 3

2

ak   добиваме 1

3
tg  , па е 

6
   што значи 

дека шестаголникот е правилен. Ако 
2 2 3k a , тогаш tg 0   или 

tg 3  , при што и во двата случаи се добива рамностран триаголник.  

 

 

v

a

1a



1a
1a

aa

a

aa





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28. Над отсечката BC , како основа, во раз-

личните полурамнини конструирани се рамно-

краките ABC  и DCB , пришто 90DBA  . 

Нека M  е средината на основата BC . Нека E  e 

точка од страната AB , P  е на отсечката MC  и 

F  е на полуправата AC  така што C  е меѓу A  и 

F , пришто  

EDB PDA FDC  . 

Докажи дека P  е средина на отсечката EF  и 

DP  и EP  се заемно нормални.  

Решение. Нека EDB PDA FDC    . 

Триаголниците EDB , PMD  и FCD  се право-

аголни и оттука: cos CDBD MD

ED PD FD
    . Тогаш, 

од BD CD  следува дека ED FD , па DFE  е рамнокрак. Уште,  

FDE FDC CDE EDB CDE CDB     , 

па ~DCB DFE , со коефициент на сличност cos .  

Oд PDE PDM MDE EDB MDE MDB     , следува дека DP  е 

симетрала на FDE , па затоа DP  и EF  се заемно нормални. Од тоа што DM  е 

висина во DCB , DP  е симетрала на FDE  и cos MD

PD
  , следува дека DP  е 

висината во DFE  па затоа P  е средина на отсечката EF .  

 

29. Во еден триаголник дадени се две страни a  и b  ( a b ). Да се најде 

третата страна ако е познато дека a ba h b h    каде што ah  и bh  се висините 

спуштени на a  и b  соодветно.     

Решение. Нека   е аголот меѓу стра-

ните a  и b ; тогаш имаме  

sin sina b b a      

( )sin ( )a b a b     

( )(sin 1) 0a b     

sin 1 0   ,  

од каде  што следува 90  , т.е.  

2 2c a b  . 

 

30. Даден е правоаголен триаголник 

ABC  со катети AC b  и BC b . Низ 

темето C  да се повлече права, таква што 

збирот од растојанијата од темињата A  и 

B  до оваа права да е најголем.     

Решение. Правата што треба да се 

повлече низ темето C , наполно е опреде-

A

B Ca

b

bh
ah



90 

A

BC

'B

'A

ad

bd



A

B
C

F
D

M P

E

 

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лена со аголот   што таа права го зафаќа со катетата AC (види цртеж).  

Од правоаголните триаголници ACB , 'AA C  и 'BB C  добиваме tga b  , 

sinbd b   и cosad a  . Затоа имаме:  

cos( )sin
cos cos

sin cos tg sin cos

( sin cos )

a bd d a b b b

b b


 

       

   
. 

Според тоа, a bd d  ќе биде најголем ако cos( ) 1  , т.е. за    .    

 

31. Тежишните линии at  и bt  во триаголникот ABC  образуваат агли со 

страната AB  чиј збир е 60 .  Пресметај ја плоштината на триаголникот ,ABC  ако 

3.a bt t   

Решение. Прв начин. Бидејќи 1
3ABTP P  имаме:  

1 2 2
2 3 3

3 3 sin120ABT a bP P t t      ,     

32
3 2

3 1.P      

Втор начин. Нека 1 ,aAA t  1 .bBB t  

По услов 1 60 ,BTA   како надворешен за 

ABT  и еднаков на 1 1.   Имаме: 

1

1
2BAAP P  и 

1

1
2BAA aP t h   

(види цртеж). Триаголникот 2BTA  е право-

аголен, па добиваме  

2
3

sin 60
b

h

t
  т.е. 3

3
.bh t  

Тогаш: 

  
1

3 3

3 3
2 3 1.BAA a a bP P t h t t          

Трет начин.  Нека 2 2 ,BA AA  тогаш 2BTA  е правоаголен, со остри агли од 

60  и 30 ,  т.е. 2 30 ,TBA   па следува:  

1 1 2 1
2 2 2 3 3

,b bTA BT t t       

2 22 1 1
2 3 3 3

( ) ( ) ,b b bBA t t t      

1

1
2

3
2 1.BAA a a bP P t BA t t        

 

32. Дали постои остроаголен ABC  со радиус на опишаната кружница една-

ков на 1 таков што множеството 2 \{ , , }A B C  е унија на отворени кругови со ра-

диуси поголеми од 1?  

Решение. Ќе докажеме дека не постои триаголник со саканото својство. Нека 

претпоставиме дека таков триаголник постои. Тогаш постои отворен круг со 

радиус поголем од 1, кој го содржи ортоцентарот H  на триаголникот и не ги 

A B

1A
2A

hT
1B

C

1 1

60


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содржи точките ,A B  и C . Според тоа, отсечките ,AH BH  и CH ја сечат 

границата на кругот (која е кружница), на пример, соодветно во точките 1 1,A B  и 

1C . Бидејќи  

1 1 1 1 1 1 1 1180 180B AC B A C B HC BAC B AC      , 

добиваме 1 1 1 1sin sinB AC B A C  и затоа  

1 1 1 1

1 1 1 1 11 1 1 1 1sin sin
2 2

B C B C
A B C AB CA B C A BC

R R   . 

Аналогно 
1 1 1AB C ABC ABCR R R  , со што добиваме противречност:  

1 1 1
1 1A B CR  . 

 

33. Должините на катетите на еден правоаголен триаголник се a  и b . Прес-

метај ја должината на симетралата на правиот агол. 

Решение. Нека ABC  е правоаголен триаголник и нека правиот агол е во 

темето C  и AC b , BC a  се неговите катети.  

Нека CL  ( L AB ) е симетралата на правиот агол (види цртеж), а 1P  и 2P  се 

плоштините на триаголниците CAL  и CLB  соодветно.  

Ако l CL , имаме  

21
1 2 4

sin 45P bl bl  , 

21
2 2 4

sin 45P al al  , 

Бидејќи 1 2P P P  , добиваме   

2 21
2 4 4

ab al bl  , 

односно 2ab
a b

l


 . 

 

34. Нека AH , BK  и CL  се висини на произволен триаголник ABC . Докажете 

дека  

AK BL CH AL BH CK HK KL LH        .      (1) 

Решение. Нека аглите при темињата , ,A B C  на дадениот триаголник се , ,    

соодветно. Тогаш  

| cos |AK AB  , | cos |AL AC  , 

(знакот за апсолутна вредност е за случај кога   е тап агол). Според тоа, 

AB
45

C

L

45

A

B CH

L
K A

B CH

K

L
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триаголникот AKL  е сличен со триаголникот ABC  со коефициент на сличност 

| cos | , па значи,  

| cos |KL BC   . 

Ставајќи ги во равенствата (1) соодветните изрази за останатите отсечки, кои 

учествуваат во равенствата, се добива дека сите три разгледувани производи се 

еднакви на  

| cos cos cos |AB BC CA      . 

 

35. На страните на ABC  се избрани точки ,P BC Q AC   и R AB  такви 

што PQ AC  и PR AB . Определи ја големината на BAC  ако  

PCQ PBR PQRP P P  . 

Решение. Прв начин. Да означиме CP x  и BP y . Тогаш  

2 sin cos

2 2

CQ PQ x
CPQP

  
   

и аналогно 
2 sin cos

2

y
BPRP

 
  (направи цртеж). Освен тоа  

sin sin sin sin

2 2

PR PQ QPR xy
PQRP

   
   

од каде наоѓаме  
2 2sin cos sin cos sin sin sinx y xy         . 

Сега од 2 2sin 1 cos     и cos cos sin sin cos( ) cos            добиваме 

cos (1 cos sin sin ) 0      . Бидејќи вториот множител во последното равенство е 

секогаш позитивен следува cos , т.е. 90  .  

Втор начин. Нека ( )QX X PR  е визина во PQR . Од PBR PQRP P  следува 

дека QX BR . Тоа значи дека RBXQ  е паралелограм и затоа ||BX RQ . 

Аналогно, ако , ( )RY Y QP , тогаш ||CY RQ  . Значи, ||BX CY . Останува да 

забележиме дека X  и Y  се во иста полурамнина во однос на правата BC  и 

единствена можност е точките , ,X Y P  да се совпаѓаат. Тоа значи, дека 

90QPR  , па затоа 90BAC  .  

 

36. Во остроаголен ABC  со ортоцентар H , симетралата на ACB  ја сече 

HM , каде M  е средината на отсечката AB , во точка T .  

а) Докажи, дека 
2cos

1 cos
HT

TM



 
 , каде ACB  .  

б) Ако P  е подножјето на нормалата повлечена од точката T  кон страната 

BC , определи ја големината на HPC .  

в) Докажи, дека H  лежи на отсечката чии крајни точки се подножјата на 

нормалите повлечени од точката T  кон страните AC  и BC .  

Решение. а) Нека K  е средината на лакот AB  кој не ја содржи точката C . 

Тогаш KM AB  и ~CHT KMT  (направи цртеж). Според тоа,  
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2 cos 2cos

cos 1 cos

RCHHT
R RTM KM

 

   
   . 

б) Ако Q  е подножјето на нормалата повлечена од M  кон BC , тогаш Q  е 

средина на 1BA  ( 1AA BC ). Тогаш 
1

PQ MT

PA TH
 , па затоа 12 cos

1 1 cos

BA
PA



 
 . Бидејќи 

1 1 ctgHA BA  , од 1PHA  добиваме дека 1 2
tg tgHPA


 , па затоа 

1 2
HPC HPA


  .  

в) Ако R  е подножјето на нормалата повлечена од точката T  кон правата AV , 

како под б) наоѓаме 
2

HRC


 . Тогаш од четириаголникот RHPC  добиваме 

180PHR  .  

 

37. Пресметај ја плоштината на рамнокрак 

триаголник со крак 10cm , ако висината и симе-

тралата на аголот, повлечени од едно теме на 

основата зафаќаат агол од 12 . 

Решение. Лесно се воочува дека постојат два 

различни триаголника што ги исполнуваат условите 

на задачата. Затоа ќе разгледаме два случаја. 

)i  Симетралата на аголот кај темето A  е по-

блиску до врвот C  на ABC , т.е. точката L  е ме-

ѓу точките C  и H  (цртеж 1). Тогаш од ABH  

имаме:  

2
( 12 ) 90    ,   т.е.  68 ,   

а потоа лесно наоѓаме дека 44  . Во овој 

случај плоштината на ABC  е:  

1
2

sin 50sin 44P b b      

)ii  Точката L е меѓу B  и H  (цртеж 2), тогаш 

од ABH  имаме:  

2
( 12 ) 90 ,     52   т.е.  76 .   

За плоштината на ABC  во овој случај добиваме 

50 sin76P   .  

 

38. Низ тежиштето на рамностран триаголник минува произволна права. 

Докажи дека збирот од квадратите на растојанијата од темињата на триаголникот 

до таа права не зависи од изборот на правата. 

Решение. Да воведеме ознаки како на цртежот и 

нека 'A TA   . Бидејќи триаголникот е рамно-

стран имаме 360
3

120ATB ATC CTB     и 

AT BT CT R    - радиусот на опишаната круж-
A B

C

A

B

T
C

p






A B

C

L

H



2

 



crte` 1



L

H

C

BA

2

 



crte` 2
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ница околу ABC . Натаму 

' 180 ' 180 ' 120 60BTB A TA ATB A TA         

и 

' ' 120 (60 ) 60CTC CTB B TB       . 

Од триаголниците ' , 'ATA BTB  и 'CTC  имаме ' sin sinAA AT R    , 

' sin(60 ) sin(60 )BB BT R     и ' sin(60 ) sin(60 )CC CT R    . 

Сега 

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 23 3
2 2 2

' ' ' (sin sin (60 ) sin (60 ))

(sin 2sin 60 cos 2sin cos 60

(sin cos ) a

AA BB CC R

R

R R

       

   

    

 

(бидејќи
22 32

3 4 3

aaR а   ). Бидејќи R  е константа за рамностраниот триаголник 

следува дека и збирот на квадратите е константен т.е. не зависи од аголот  .    

 

39. Во рамнокрак триаголник аголот при основата е еднаков на  . Пресметај ја 

должината на основата на триаголникот ако висината повлечена кон основата е за 

m  поголема од радиусот на впишаната кружница.  

Решение. Нека ABC  е триаголник со основа AB  во 

кој BAC   . Од темето C  повлекуваме нормала CD ,

CD h , која во исто време е и симетрала на BCA . 

Нека симетралата на аголот BAC  и симетралата CD  се 

сечат во точката O  која е центар на впишаната 

кружница. Допираните точки на впишаната кружница k  

со страните ,AB BC  и CA  ќе ги означиме со , ,D M N  

соодветно. Должината на радиусот на кружницата е 

ON r OD   и 
2

OAN OAB   .  

Триаголниците CON  и ACD  се слични (имаат по еден прав агол и агли со 

заемно нормални краци). Во ONC  имаме, NOC   , CO h r m    и ON r , 

па според тоа  

cos cosr ON OC m     . 

Триаголникот ADO  е правоаголен, еден негов остар агол е 
2
  и една негова 

страна е cosOD m  . Бидејќи  
2

ctgAD

OD

 , добиваме  

2 2 2
ctg cos ctga AD OD m     . 

Конечно, должината на основата е 
2

cos ctga m   .  

 

40. За триаголникот ABC  важи: 5AB  , 8BC  , 120  . Правата низ темето A  

што е нормална на страната AB  и правата низ темето C  што е нормална на BC  

се сечат во точка D . Пресметај ја должината на отсечката CD .  

A B

C

O

MN

D

2


2



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Решение. Од условите во задачата следува дека 

60ADC  . Нека правата CM  е нормална со AB , 

M AB  и нека правата CN  е нормална со AD , 

N AD . Тогаш, 30NCD  , 60CBM   и 

30MCB  . Оттука, 1
2

sin30 8 4BM BC      и 

затоа  

5 4 9NC AM AB BM      . 

Конечно, од правоаголниот триаголник NCD  имаме  

3

2

9

cos30
6 3NCCD    . 

 

41. Даден е триаголник ABC  и точка D  на страната BC . Нека 1 DAB   и 

2 CAD  . Докажи, дека  

1 2 1 2sin( ) sin sin

AD AC AB

   
  . 

Решение. Имаме  
1 1 1

1 2 1 22 2 2
sin( ), sin , sin .ABC ABD ADCP AC AB P AB AD P AD AC              

Бидејќи ABC ABD ADCP P P  , добиваме  

1 1 1
1 2 1 22 2 2

sin( ) sin sinAC AB AB AD AD AC            . 

Ако последното равенство го поделиме со 1
2

AB AC AD   го добиваме бараното 

равенство.  

 

42. Даден е остроаголен триаголник АВС со висини 1ВВ  и 1СС  повлечени во 

темињата В и С, соодветно. Нека М е центарот на впишаната кружница во 

триаголникот 1 1АВ С , а Т е допирната точка на впишаната кружница во 

триаголникот АВС со страната АВ. Докажи, дека МТ r , каде r е радиусот на 

впишаната кружница во триаголникот АВС.  

Решение. Нека О е центарот на впи-

шаната кружнива во триаголникот АВС, а 

K е допирната точка на впишаната круж-

ница во триаголника 1 1АВ С со страната 

АВ. Тогаш ОТ r , 1МK r  и М лежи на 

АО. Бидејќи 1 1 ~АВ С ABC  со коефици-

ент на сличност cos , CAB  , важи 

1 cosr r  . Но,  

2 2
ctg cos ctgAT r r    , 

па затоа  

2
ctg (1 cos ) sinKT AT AK r r       . 

Од правоаголниот триаголник MKT наоѓаме 
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2 2 2 2 2 2cos sin( ) ( )MT MK KT r r r         , 

т.е. MT r .  

 

43. Нека M  е точка на страната AB  на триаголникот ABC . Изрази го 

растојанието меѓу ортоцентрите на триаголниците AMC  и BMC  преку c AB  и 

CMA   .  

Решение. Нека H  и 1H  се ортоцентрите на триаголниците AMC  и BMC  

соодветно (види цртеж) и нека  c AB  и CMA   .  

)i  Од сличноста на правоаголните три-

аголници ADH  и AEM  следува  

AHD AME   , 

па  

ctgHD AD   .   (1) 

)ii  Од сличноста на праваоголните три-

аголници BFM  и 1BDH  следува 

 1BH D   ,  

па  

1 ctgDH DB     (2) 

Од (1) и (2) добиваме  

1 ctg ctgHD DH AD DB       

1 ( + )ctg ctgHH AD DB c     .  

 

44. Во остроаголен триаголник ABC  висините 1AA  и 1BB  се сечат во точката 

D . Определи го односот на радиусите на кружниците опишани околу триаголни-

ците ABC  и ABD .  

Решение. Нека k  е опишаната кружница околу триаголникот ABC . Низ 

точката A  ќе повлечеме дијаметар 2d R  и нека 2A  е втората негова крајна 

точка. Триаголникот 2ABA  е правоаголен при што 2AA B   . Тогаш  

2
22

sin sinAB AB
R AA

AA B    , 

т.е. 
2sin

AB R

 .  

Нека 1k  е опишаната кружница 

околу триаголникот ADB , која има 

радиус r . Да забележиме дека  

1 1 180ADB A DB    . 

Низ точката A  ќе повлечеме дијаме-

тар на 1k  и нека 3A  е втората негова 

крајна точка. Триаголникот 3AA B  е 

правоаголен, при што 3 2AA d r   и 

A

B

C

D

1A

1B



k
1k

1H

H

E

M
BA

C





F

D
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3AA B   . Според тоа,  

3
32

sin sinAB AB
r AA

AA B    , т.е.  
2sin

AB r

  . 

Значи, 
2sin 2sin

: : 1AB ABR r
 

  . 

 

45. Во остроаголниот триагоник ABC , пресекот на висините е точката H . 

Докажи дека радиусите на опишаните кружници околу триаголниците ABH , 

BCH  и ACH  се еднакви меѓу себе.  

Решение. Тврдењето на задачата следува од претходната задача, меѓутоа овде 

ќе дадеме уште едно решение на оваа задача.  

Нека точките 1 1 1, ,A B C  се подножја на висините повлечени од темињата 

, ,A B C , соодветно. Нека 1 1 1( , )k O R , 2 2 2( , )k O R , 3 3 3( , )k O R  се опишаните кружни-

ци околу триаголниците , ,AHB BCH AHC , соодветно. Низ точката H  во кружни-

ците 1k  и 3k  повлекуваме дијаметри 1HP  и 2HP  соодветно (види цртеж).  

Триаголниците 1AA C  и 1CC A  се складни, бидејќи имаат по еден прав агол и 

еден заеднички агол BAC . Според тоа, HBA ACH . Од еднаквост на пери-

ферни агли над ист лак во кружницата имаме 3AP H ACH  и 1APH ABH . 

Триаголниците 3P AH  и 1P AH  се правоаголни. Според тоа  

1 1
12

sin sin sinAH AH
R HP

AP H ABH ACH    , 

3 3
32

sin sin sinAH AH
R HP

AP H ACH ABH    . 

Од последните равенства добиваме  

1 3sin sin
2 2AH AH

ABH ACH
R R   , 

т.е. 1 3R R . Слично се добива и равенството 1 2R R .  
 

A B

C

1O

2O
3O

H

1A

1B

1C

1k

2k
3k

3P

1P
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46. Плоштината на рамностран триаголник впишан во кружница е 2m .  

Определи го радиусот на кружницата.   

Решение. Нека темињата на рамностраниот три-

аголник се ,A B  и C  и нека тој е впишан во кружница 

k  со центар во точката O  (види цртеж).  Точката O  е 

центар и на впишаната и на опишаната кружница за 

триаголникот ABC .  Триаголниците ABO , BCO  и 

CAO  се рамнокраки и складни, бидејќи AB BC CA   

и AO BO CO  . Бидејќи  

BOC COA AOB     и  

360BOC COA AOB   ,  

добиваме дека 120  . Ако должината на страната на триаголникот е AB BC  

CA a  ,  тогаш од условот на задачата 
2 23

4

a m ,  од каде добиваме дека 

4

2

3

ma  .  Отсечката 1CC  е висина во триаголникот,  па според тоа 1OC  е нормала 

во рамнокракиот триаголник повлечена од O  врз основата. Според тоа 

1 1 2
60AOC BOC    . Значи,  1 30OAC  .  Од правоаголниот триаголник 

1AC O  добиваме дека  

2 cos30
a

r
 , т.е. 

2
4 32 2

3

2

42
33 3cos30

3

m
a a

ar m     . 

 

47. Правата симетрична на тежишната линија во однос на симетралата на 

аголот повлечена од исто теме ја нарекуваме симедијана. Докажи, дека ако ''A  е 

пресечната точка на симедијаната соодветна на темето A  на ABC  со страната 

BC , тогаш  
2

2

''

"

BA AB

CA CA
 .           (1) 

Решение. Нека AM  и "AA  се тежишната линија и симедијаната повлечени од 

темето A  , соодветно и Ah  е висината повлечена од темето A . Имаме  

1 1
2

1
2

1
2

2
" "sin "

si

"" "

n

A

A

BA BA AABAABA BA AA

MC AM ACMC AM AC
MA

h BAA

h MAC
C

P

P








      

и  
1 1
2 2

1 1
"

2 2

sin

sin "" "" "

A BMA

CAAA

BABM h BA AMPBM BA AM
PCA AA ACCA h A C

M

A AA CA

  

 
     

Ако ги помножиме последните две равенства и зе-

меме предвид дека BM MC  го добиваме равен-

ството (1).  

 

48. Во правоаголен триаголник должината на хипотенузата е еднаква на a , а 

должината на симетралата на еден негов остар агол е еднаква на 
3

a .  

A B

C

O

r r

2
a

2
a

1C

r
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Пресметај ја плоштината на триаголникот.  

Решение. Нека BCA  е правоаголен триаголник (правиот агол е во темето C ) 

при што AB a . Нека AK  е симетрала на A  при што 
3

aAK   (види цртеж).  

Триаголниците BCA  и KCA  се правоаголни со хипотенузи еднакви на 

AB a  и 
3

aAK   соодветно. Ако CAB   , тогаш 
2

CAK  , па според тоа  

cosm
a
   и 

3
2

cos
a

m  , 

каде m AC . Значи,  

cosm a   и 
23

cosam  , 

од каде последователно добиваме  

23
cos cosaa  

 

1 cos
2 2

3cos cos      ,  

односно  
26cos cos 1 0   . 

Воведуваме смена cos t   и ја добиваме квадратната равенка 26 1 0t t   , чии 

решенија се 1
1 2
t  , 1

2 3
t   . Јасно, 1

2
cos   односно 60  , па затоа 

3

2 2
sin60 ,a aBC a AC     и 

2 3

8

a
ABCP  . 

 

49. Докажи дека во секој остроаголен триаголник важи  
2cos cos cos sr
R

a b c    , 

каде , ,a b c  се страните, , ,    се аглите на триаголникот, ,r R  се радиусите на 

впишаната и опишаната кружница, соодветно, а s  е полупериметарот на триагол-

никот.  

Решение. Нека O  е центарот на опишаната круж-

ница на триаголникот. Важи  

ABC AOB BOC AOCP P P P   ...         (1).  

Од триаголникот ABC  имаме дека 1

2

ch
AOBP  , каде 

1 cos
h

R
  , при тоа користејќи дека 2AOB    како 

централен агол за аголот   над ист кружен лак. Значи, 

cos

2

cR
AOBP


 . Аналогно се добива дека  

cos
2

aR
BOCP   и 

cos

2

bR
AOCP


 . 

Ако уште земеме предвид дека ABCP sr   и замениме во (1) се добива  

cos coscos
2 2 2 2

( cos cos cos )
cR bRaR Rsr a b c

        , 

односно    

A

B

C

K

a

3

a
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2 cos cos cossr
R

a b c    , 

што требаше да се докаже.  

 

50. Даден е триаголник ABC  и точка P  во неговата внатрешност. Нека 

1{ }AP BC A  , 1{ }BP AC B  , 1{ }CP AB C  .  

Докажи дека  

1 1 1 1 1 1AC P BA P CB P BC P CA P AB PP P P P P P      

 Решение. Нека е даден триаголникот како на цртежот. Тогаш  

1 1 sinAC PP PA PC    , 
1 1 sinBA PP PB PA    , 

1 1 sinCB PP PC PB    . 

Понатаму,  

1 1 sinBC PP PB PC    ,  

1 1 sinCA PP PC PA    , 

1 1 sinAB PP PA PB    ,  

па равенството е еквивалентно на  

1 1 1 1 1 1sin sin sin sin sin sinPA PC PB PA PC PB PB PC PC PA PA PB                     

што е точно равенство.  

 

51. Нека D  и E  се подножните точки на висините спуштени соодветно од 

темињата A  и B  на ABC , F  е пресечната точка на симетралата на аголот 

аголот во темето C  со страната AB , а ,O I  и H  се соодветно центарот на 

опишаната кружница, центарот на впишаната кружница и ортоцентарот на ABC . 

Докажи дека, ако 2CF CF

AD BE
  , тогаш OI IH .  

Решение. Нека , , , , cBC a AC b ACB CAB CF s       . Бидејќи 

ABC AFC BFCP P P  , направи цртеж, следува дека  

1 1 1
2 2 2 2 2

sin sin sinc cbs as ab
 
   , т.е. 2

2 cosab

c a b
s




 . 

Понатаму, од sinAD b   и sinBE a   следува  

2 2

2 2

2 cos 2 cos 1 1
( )sin ( )sin sin sin

( )
a bCF CF a b

a b a b a b a bAD BE

 

      
      . 

Оттука и од условот на задачата следува 1
2 2

sin

 , т.е. 

3
  . Нека правата CF  ја 

сече опишаната кружница околу ABC  во точката M . Тогаш OM AB . Но, 

како CH AB  следува дека OMC MCH , т.е. OCM MCH .  

Од HCE , бидејќи 
2 2 2

( )EHC ECH          добиваме дека 

sin
CECH


 . Од BCE  следува 
sin

cos 2 cosaCE R


    , па ко е 
3
   добиваме 

CE R .  

Оттука следува дека триаголниците CHI  и COI  се складни, па затоа OI IH , 

што и требаше да се докаже.  
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52. Правоаголен триаголник има плоштина S  и остар агол  . Колку е 

растојанието од неговото тежиште до хипотенузата? 

Решение. Нека ABC  е правоаголен триагол-

ник со хипотенуза 2AB c . Ако CD  е неговата 

тежишна линија, а T  неговото тежиште (види 

цртеж), тогаш AD BD CD c    и 1
3

TD c . 

Нека CF  е висина во триаголникот, а E AB  

е таква што TE AB  (треба да ја определиме 

должината на TE ). Триаголниците DFC  и DET  се слични, па според тоа 

1
3

TE CF . Во триаголникот CFA  имаме sinCF b  , а од триаголникот ABC  

имаме 2 cosb c  , па според тоа  

2 sin cosCF c   . 

За плоштината на триаголникот е исполнето  

  
21 1

2 2
2 sin sin 2 sin cosS ba b c bc c         .  

Според тоа 
2sin cos

Sc
 

 , од каде добиваме    

  
2sin cos

2 sin cos 2 sin cos 2 sin cosSCF c S
 

         ,  

  
1 1

2 sin cos sin 2
3 3

TE S S      

 

53. Во триаголникот ABC  впишана е кружница со центар во точката O , која 

страната AB  ја допира во точката D . Нека S  е средина на отсечката CD . 

Докажи дека правата OS  ја преполовува страната AB . 

Решение. Нека правата OS p  ја сече страната страната AB  во точката L

(види цртеж). Треба да докажеме дека 1
2

AL AB . Од цртежот и условите на за-

дачата очигледно е дека SOD SKC  (признак АСА). Оттука следува дека 

CK r , KH h r  . Понатаму, од сличноста на триаголниците LHK  и LDO  

следува  

: :LH LD HK DO . (1) 

Ако ставиме x AL , 1AH b , тогаш зна-

ејќи дека AD s a   ( s -полупериметарот 

на ABC ), имаме:  

1LH b x  , LD s a x   , 

па (1) добива вид 

1 1
b x h r h

s a x r r

 
 

    (2) 

За односот h
r

, од познатите формули за 

плоштина на триаголник: 
2
hcP   и P rs , 

добиваме  



AB

C

ct

at
T

ED F

H

O

S

D L

p

K

AB

C

a

k

b

x
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2
2

P
c

P
s

h s
r c
  .            (3) 

Ако (3) го замениме во (2) добиваме  

1 2 21
b x s s c a b

s a x c c c

  
 

    , 

од каде што  

1

1

1

( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )( ) .

b x c a b s a x

b c cx a b s a a b x

a b c x a b s a b c

    

     

     

 

Од косинусната теорема за ABC  и правоаголниот AHC  следува 

  
2 2 2

1

2
cos

b b c a
b bc

    , т.е. 
2 2 2

1 2
b c ab c   .  

Тогаш од  
2 2 2

2 2

2 2 2 2 21
2

2

( ) ( )

( )

( )

b c a b c a

c

a b c x a b c

ab ac a b bc ab b c a

a b c

       

        

  

 

следува дека 
2
cx  .  

 

54. Даден е триаголник ABC  и точките , ,M N P  на страните , ,AB BC CA  соод-

ветно, такви што важи : : :AM AB BN BC CP CA k   . Определи ја вредноста на 

k, за која плоштината на триаголникот MNP   е најмала.  

Решение. Да ги означиме плоштините на триаголни-

ците , ,AMP MBN NCP  со 1 2 3, ,P P P  соодветно (цртеж 

десно).  Нека 4P  е бараната плоштина на триаголникот 

MNP . Од условот на задачата следува :AM AB k , од-

носно  

: ( ) (1 )

: : (1 ).

AM AM MB k k AM kMB

AM MB k k

    

  
 

Аналогно,  

: : (1 )BN NC k k   и : : (1 )CP PA k k  . 

Ако со P   ја означиме плоштината на триаголникот ,ABC  тогаш: 
1

1 2

1
2

sin

sin
(1 )

AM APP AM AP
P AB ACAB AC

k k
  

  
      , 

каде 
1

1 1

11
1

kPC
kAP

AP AP

AC AP PC
k


 

     . Аналогно се добива и дека  

32 (1 )
PP

P P
k k   . 

Сега  

1 2 34 1 21 3 1 3 (1 ) 3 3 1
P P P PP P

P P P
k k k k

  
         . 
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Ако 4P  прима најмала можна вредност, тогаш и дропката 4P

P
 прима е најмала 

можна вредност и обратно. Квадратната функција 4 23 3 1
P

P
k k    има минимум 

во темето на параболата со апциса 3 1
2 3 2

k 


   . Значи, бараната вредност на 

параметарот k е 1
2

k  .  

 

55. Од точка во внатрешноста на рамностраниот триаголникот ABC  се по-

влечени нормали кон страните ,AB BC  и CA . Должините на нормалите се ед-

накви на , ,m n p , а должината на страната на триаголникот ABC  е еднаква на a . 

Определи го односот на плоштините на триаголникот ABC  и триаголникот чии 

темиња се подножјата на нормалите.  

Решение. Нека P  е произволна точка во внатрешноста на рамностраниот 

триаголник ABC  и точките ,K L  и M  се подножјата на нормалите повлечени од 

точката P  кон страните ,AB BC  и CA , соодветно. Бидејќи  

90PKB PLB PLC PMC PMA AKP      , 

четириаголниците ,AKPM BLPK  и CLPM  се тетивни. Понатаму, аглите на три-

аголникот ABC  се еднакви на 60  и па затоа од тетивните четириаголници 

следува   

120KPL LPM MPK   . 

Од PK p , PL m  и PM n  добиваме дека  

31
2 4

sin120LPKP mp mp   , 

 31
2 4

sin120LPMP mn mn   ,  

 31
2 4

sin120MPKP np np   .  

Плоштината на триаголникот KLM  е еднаква на  

3

4
( )KLM KPL LPM MPKP P P P pm mn np         . 

Но, плоштината на триаголникот ABC  е 23

4ABCP a  , па затоа  

23
2

4

3

4
( )

ABC

KLM

aP a
P pm mn nppm mn np



   
  . 

 

56. Даден е ABC , ,BAC CBA     и S  е центарот на опишаната круж-

ница околу ABC . Нека правата CS  ја сече правата AB  во точка D , која се 

наоѓа меѓу точките A  и B . Докажи, дека  
cos( )

cos( )
| |SD

SC




 . 

Решение. Бидејќи SC SA  важи : :SD SC SD SA , а од триаголникот ADS  

следува  

: sin : sinSD SA DAS ADS . 
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Аглите на ABC  да ги означиме со ,   и  . Ако   

или   не е остра агол, тогаш точката D  не е меѓу 

точките A  и B . Разликуваме три случаи.  

Прв случај. ABC  е остроаголен. Од 2ASB   ,  

бидејќи ABS  е рамнокрак добиваме  

90DAS BAS    . 

Аголот ADS ADC  е надворешен за триагол-

никот BCD , па затоа  

(90 )ADS ADC DBC BCD      .  

Според тоа, 

sin : sin sin(90 ) : sin( (90 )) cos : cos( )DAS ADS          

Бидејќи 180 ( )     важи cos cos(180 ( )) cos( )       , па затоа  

: cos( ) : cos( )SD SC     . 

Втор случај. ABC  е правоаголен со прав агол во темето  . Тогаш точката D  

се совпаѓа со средината на хипотенузата, па затоа 0SD  . Истовремено 

90  , па затоа cos( ) 0  . Во овој случај двете страни во бараното 

равенство се еднакви на нула, што значи дека тоа важи.  

Трет случај. ABC  е тапоаголен со тап агол во 

темето  . Тогаш 360 2ASB    , па од рамно-

кракиот триаголник ABS  заклучуваме дека  

90DAS BAS    . 

Аголот ADS  е надворешен за триаголникот 

ADC , па затоа  

(90 )ADS CAD ACD     . 

Затоа  

sin : sin sin( 90 ) : sin( (90 )) cos : cos( )DAS ADS          . 

Од 180 ( )     следува : cos( ) : cos( )SD SC    . 

 

57. Нека M  е точка од страната AB  на триаголникот ABC . Изрази го растоја-

нието меѓу ортоцентрите на триаголниците AMC  и BMC  преку AB c  и 

CMA   . 

Решение. Нека H  и 1H  се ортоцентрите 

на триаголниците AMC  и BMC , соодветно 

(види цртеж). Од сличноста на правоаголните 

триаголници ADH  и AEM , следува дека  

AHD AME   .  

Затоа ctgHD AD   . Од сличноста на 

правоаголните триаголници BFM  и 1BDH  
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 следува дека 1BH D   , односно 1 ctgDH DB   . 

Значи,  

1 1HH HD DH   ( )ctgAD DB  ctgc   . 

 

58. Во рамностран триаголник со страна a  впишани се три еднакви кружници, 

такви што попарно се допираат и секоја од нив допира две страни од триагол-

никот. Да се најде должината на радиусот на кружниците.  

Решение. Нека 1 2 3, ,O O O  се центрите на впи-

шаните кружниците 1 2 3, ,k k k  во рамностраниот 

триаголник ABC , кои имаат еднакви радиуси. 

Нека допирните точки на кружниците со страните 

на триаголникот ABC  се 1 2 1 2, , , ,A A B B  1 2,C C  

(види цртеж).  

Бидејќи BC  е тангента на кружниците 1k  и 2k

што ги допира во 1A  и 2A , и од 1 1O A   2 2O A r , 

добиваме 1 2 ||O O BC  и 1 1 2 2,O A O A BC . Од ра-

венството 1 2 2O O r , имаме 2
1 2

a rBA  . Од 

складноста на триаголниците 1 1BA O  и 2 1BC O , добиваме 2 1 1 1C BO A BO , а 

заради равенството 2 1 1 1C BO A BO  60  имаме 2 1 1 1 30C BO A BO  . Од 

правоаголниот триаголник 1 1BA O  (со агли 30 ,60 ,90 ) ги добиваме равенствата  

2
2 ctg30

a r

r



 , т.е.  
42( 3 1)

( 3 1)a ar


   . 

 

59 (теорема на Бабилиер). Нека , , , ,a b cR r r r r  и се радиусите на опишаната, 

впишаната и припишаните кружници на ABC . Докажи дека  

4a b cr r r R r    , 

 Решение. Од познатите формули  
P

a s a
r


 , P

b s b
r


 , P

c s c
r


 , P sr  

каде s  е полупериметар на триаголникот, т.е. 
2

a b cs   , следува равенството 

1 1 1( )a b c s a s b s c
r r r P

  
     , 

и по средување на последниот израз, го добиваме равенството  
2 2

1 [3 (2 2 2 ) ] ( )s s
b c P P

r r r s s a b c bc ac ab s ab bc ca              . 

Заради равенството 
2 2 4ab bc ca r s Rr      (Докажи!) добиваме  

2 2 2( 4 ) ( 4 ) 4s s
a b c P sr

r r r s r s Rr r r R r R           . 

 

60. Во триаголникот ABC  аголот при темето C  е прав. Точките D  и E  

припаѓаат на катетата CA , при што отсечките BE  и BD  го делат аголот при 

1k

2k

3k

A B

C

1A

2A
1B

2B

1C 2C

1O3O

2O
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темето B  на три еднакви дела. Ако BD b  и BE a , да се пресмета односот на 

плоштините на триаголниците DBC  и EBC .  

Решение. Триаголниците BCD  и BCE  се правоаголни (види цртеж) со 

хипотенузи еднакви на BD b  и BE a  соодветно. Јасно е дека  

cos cosBC BD b     
2 2

2

cos2 cos2 (cos sin )

(2cos 1).

BC BE a a

a

      

 
 

Од равенката  
2(2cos 1) cosa b   , 

односно  
22 cos cos 0a b a   , 

добиваме  

2 28

4
cos b b a

a

   .     (1) 

Од 
2

BC CD
BCDP   и 

2
BC CE

BCEP   добиваме BCD

BCE

P CD
P CE

 . Од правоаголниот 

триаголник BCE  имаме sin 2CE a  , а од правоаголниот триаголник BCD  

добиваме sinCD b  . Според тоа  

  sin
sin 2 2 cos

BCD

BCE

P b b
P a a


 

  .    (2) 

Ако од (1) замениме во (2) добиваме  

2 2

sin 2
sin 2

8

BCD

BCE

P b b
P a

b b a




 
  . 

 

61. Аголот C   во ABC  со правите 

p  и q  е поделен на три еднакви дела. 

Правите p  и q  ја сечат правата AB  во 

точките D  и E . Пресметај ги должините 

CE  и CD  ако  : :CE CD m n ( )m n  и 

AC b , BC a , ( )a b . 

Решение. Нека пресечните точки на да-

дените прави со страната AB   се D  и E , 

при што CD y  и CE x  и x m
y n
 , ( )m n .  

Ако 3   ,  тогаш ACD DCE ECB    . Според тоа јасни се равенствата 

1 1
2 2

sin sin 2ABC ADC DBCP P P by ay      

1 1
2 2

sin 2 sinABC AEC EBCP P P bx ax      

1 1 1
2 2 2

sin sin sinABC ADC DEC EBCP P P P by yx ax        

Од првото и третото равенство имаме 2 cos ( )ay x a y   , а од второто и третото 

равенство 2 cos ( )bx y b x   . Од последните две добиени равенства имаме 





A

B

C D E

b a

 

xy
ab

A
D

B

C

E
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( )

2
cos

x a y

ay


   

и ако замениме во второто равенство добиваме  
2 2( ) ( )bx a y ay b x   . 

Ако го решиме системот  

2 2( ) ( )

x m
y n

bx a y ay b x   




 

во кој непознати се само x  и y  добиваме 

2 2( )

( )

ab n m

n mb an
x




 ,

2 2( )

( )

ab n m

m mb an
y




  . 

 

62. Определи го триаголникот со најголема плоштина, ако должините на не-

говите страни , ,a b c  го задоволуваат условот: 1 2 5 6a b c      .  

Решение. Прво ќе го определиме триаголникот со најголема плоштина со стра-

ни ,a b  и c  за кој се исполнети условите 1 2 5a b    . Нека аголот што го за-

фаќаат страните a  и b  е  . Тогаш плоштината на триаголникот е 1
2

sinP ab  . 

При фиксни a  и b , најголема вредност P  има за sin 1  , т.е. 90  . Значи 

триаголникот кој има најголема плоштина при фиксни a  и b  е правоаголен и 

неговата најголема плоштина при ограничувањата 1 2 5a b     е за 2a   и 

5b   и таа изнесува 5P  . Во тој случај c  е хипотенуза на правоаголен триагол-

ник и 2 2 2 22 5 29c a b     .  

Конечно, бидејќи 5 29 6  , добиваме дека бараниот триаголник е правоаго-

лен со катети 2  и 5 .  

 

63. Во внатрешноста на рамностраниот ABC  е избрана точка P  тавка што 

3, 4PA PB   и 5PC  . Пресметај ја плоштината на ABC .  

Решение. Нека при ротација 

со центар во C  и агол 60 , 

слика на точката A  е точка A , а 

на P  е P , додека слика на B  е

A . Тогаш  

5CP CP   , 3A P AP     и 

4AP BP   . 

Од 5CP CP    и 60PCP  , 

следува дека PCP  е рамно-

стран и затоа 5PP  .  Бидејќи 

3AP  , 4AP   и 5PP   следува дека APP  е правоаголен. Понатаму, важи 

BCP ACP  и BPA AP A  . Од 2 60 120BAA     и 90PAP   следува  

120 90 30BAP P AA     , 30AA P P AA     , 180 30AP A   , 
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односно 150AP A   . Тогаш: 

25 3 25 33 4sin150 3 4
2 2 4 4

9.

ABC ABP BCP APC A AP ACP APC

A AP APCP

P P P P P P P

P P

  

 
  

     

      
 

 

64. Висината и симетралата повлечени од темето на правиот агол имаат 

должини 3 и 4 соодветно. Определи ја плоштината на триаголникот.  

Решение. Триаголник 

BCA  е правоаголен со те-

ме на правиот агол во точ-

ката C . Нека CD  и CL  се 

висина и симетрала на 

правиот агол (види цртеж).  

Точките E  и K  се 

подножја на нормалите 

спуштени од точката L  

кон катетите BC  и AC  

соодветно. Бидејќи 

||LE KC , ||LK CE , 

90ECK   и 45ECL LCK   четириаголникот LECK  е квадрат во кој CL  

е негова дијагонала.  

Триаголниците LEC  и LKC  ре рамнокраки и правоаголни во кои 

хипотенузата им е еднаква на 4CL  . Затоа  

2
2

sin 45 4 2 2LE LK CL    . 

Со стандардните ознаки за страните на триаголникот BC a  и CA b , добиваме  
1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2 2( )ABC ACL LCBP P P AC KL BC LE a b a b            . 

Од друга страна  

2 21 1 1
2 2 2

3ABCP ab ch a b     . 

Од равенството 1
2

2( )ab a b  , добиваме 1

2 2
a b ab  . Според тоа од равен-

ството 2 2 3ab a b    имаме  
2 22 2 2 2 2 21
82 2

9( ) 9[( ) 2 ] 9[( ) 2 ] 9( 2 )a ba b a b a b ab ab ab ab         . 

Сега, од 
2 22 2

8
9( 2 )a ba b ab   добиваме 144ab  , па затоа  

1 1
2 2

144 72ABCP ab   . 

 

65. Низ центарот O  на впишаната кружница во правоаголниот триаголник 

ABC  ( 90 )C   и средината S  на катетата  BC  е повлечена права, која ја сече 

катетата AC  во точката M .  

Докажи дека 
2

: tgAM MC  .  

A B

C

DL

E

K
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Решение. Нека , ,E F K  се допирните 

точки на впишаната кружница ( , )k O r  со 

страните ,BC  ,CA AB  соодветно (види 

цртеж). Од правоаголните триаголници 

,MSC MOF  и OSE  имаме 

90

90

OMF MOF

SMC MSC

  


 

 

Оттука MOF OSE , па следува дека триаголниците MOF  и OSE  се слични, од 

што добиваме 

: :MF OF OE SE ,   OE OF

SE
MF  . 

Нека s  е полупериметарот на ABC ,  тогаш: 

AK s a  ,  BE s b  ,  CF s c  . 

Имајќи предвид дека 
2

a b cr   , добиваме: 

2( )2 2 2 2 2
4

2 2

22 ( ) 2 2 2

2 2( )2

( ) ( )
( ) 2 .

a b c

a a b c

r r r a b c ab ac bc c ac ab bc

a r c b c br a

c c a b c a

c b

MF

c a c a b b b a b c b r

 

 

        

   

  



    

            

 

Тогаш за AM  и MC  наоѓаме: 

( 2 )AM AC CF FM b b r r r         

2
a b cMC AC AM b r b s a          

Бидејќи од AKO  е
2

tg OK r
s aAK




  , следува  
2

tgAM r
s aMC




  . 

 

66. Нека O  е центарот на опишаната кружница околу ABC , а D  е средината 

на AB . Нека E  е тежиштето на ACD . Докажи, дека правата CD  е нормална на 

OE  ако и само ако AB AC .  

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за елементите на триаголник. 

Ќе докажеме дека скаларниот производ на векторите OE  и CD  е нула ако и само 

ако AB AC . Бидејќи E  е тежиштето на ACD , добиваме 
3

OA OB OCOE    и 

2
CA CBCD  . Освен тоа,  

| cos |OD R  , | 90 |OAC OCA   ,  

| 90 |OAB     и | 90 |OCB   .  

Пресметуваме:  

sinOA CA Rb   , 

sin( )OA CB Rb    , 

sinOC CA Rb    , 

sinOA CB Ra    ,  

C





A B
K

O

E

S
F

M
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cos sinOD CA Rb    , cos sinOD CB Ra    .  

Ако искористиме дека sin sinb a   , добиваме  

6 ( ) ( )

(sin( ) 2cos sin sin )

(sin( ) 2cos sin sin( ))

2 (sin cos cos sin ) 2 sin( ).

OE CD OA OC OD CA CB

Ra

Ra

Ra Ra

     

      

       

        

 

Според тоа, скаларниот производ OE CD  е еднаков на нула ако и само ако 

sin( ) 0   , т.е. ако и само ако    , што значи ако и само ако AB AC .  

 

67. Во триаголникот ABC  висината BM  е дијаметар на кружница k , која 

страната AB  ја сече во точката K  а страната BC  во точката L . Ако A    и 

C    колку е односот на плоштините на триаголниците KLM  и ABC .  

Решение. Од условот на задачата BM AC , 

CAB   , ACB   . Точките K  и L  се пресеци 

на кружницата k , со дијаметар BM , со страните 

AB  и BC  соодветно (види цртеж).  

Ако ,BM h  тогаш од правоаголните триагол-

ници CMB  и BMC , имаме  

ctg , ctgAM h CM h     

и  

1 1 1
2 2 2

sin( )21 1
2 2 sin sin

( )

( ctg ctg ) .

ABCP P AM BM CM BM BM AM CM

h h h h


 

      

    
 

Триаголниците BMA  и BMC  се правоаголни, па според тоа  

90ABM   , 90CBM    , 

а од тоа  што триаголниците BKM  и BLM  се исто така правоаголни, имаме 

BMK   ,  BML   . 

Сега, cosKM h  , cosLM h  , и од LMK   , добиваме  

21 1
2 2

cos cos sin( ) cos cos sin( )KLMP h h h        . 

Конечно,  
21

2

sin( )21
2 sin sin

cos cos sin( )

1 1
4 4

cos cos sin sin

(2sin cos )(2sin cos ) sin 2 sin 2 .

KLM

ABC

hP

P h


 

  
     

       

  

68. Точката M  од страната AB  на ABC  е таква што радиусите на впишани-

те кружници во AMC  и BMC  се еднакви. Центрите на кружниците се означе-

ни со 1O  и 2O , а нивните допирни точки до страната AB  со M  и Q , соодветно. 

Познато е дека 
1 2

6ABC

PQO O

P

P
 .  

90 90 



A

B

C

 

k

M

K

L


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а) Докажи, дека 10 5 7( )CM AB AC BC   .  

б) Определи го односот AC BC

AB

 .  

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за 

страните на триаголникот. Нека радиусите на двете 

кружници се r .  

а) Бидејќи 
2

( )a b c
ABCP r CM    и  

1 2 2 2

2 2

( ) ( )

( )

MB CM a MA CM b
PQO O

c a b

P r MQ MP r

r CM

   



   

  
 

точно е равенството  

2 2 2
6( )a b c c a bCM CM       

кое е еквивалентно на даденото равенство.  

б) Прво ќе докажеме дека ( )CM p p c  , каде 
2

a b cp   . Ако AMC   , 

тогаш  

2
2 2 sin

(ctg tg ) rPM QM r
 


     

и затоа  

2 2
2 sin ( )sin ( ( ))sinc a br PQ CM CM p c          . 

Исто така, имаме  

( ( ))sin

2
( ) ( )

CM p c
ABCP r p CM p CM

  
    . 

Бидејќи 
sin

2

c CM
ABCP

 
 , добиваме дека ( ( ))( )CM p c p CM c CM     , што е 

еквивалентно со ( )CM p p c  .  

Затоа 10 5 7( )CM a b c    и 
2

4 ( )( )CM a b c a b c     . Ставаме CM
c

m  и 

a b
c

n   и го добиваме системот равенки 

2 2

10 5 7

4 ( 1)( 1) 1.

m n

m n n n

 


    

 

Овој систем има решенија 3 5
8 4

( , ) ( , )m n   и 52
3 3

( , ) ( , )m n  . Затоа бараниот однос е 

5
4

 или 5
3

.  

 

69. Нека O  е центарот на опишаната  кружница околу рамнокрак ABC  со 

основа AB . Правата AO  ја сече страната BC  во точка D . Познато е дека BD  и 

CD  се природни броеви, а AO CD  е прост број. Определи ги овие броеви.  

Решение. Да означиме , ,AO R BD b CD c    и OD d . Бидејќи CO  е 

симетрала на агол во ACD  важи d c
R b c
 . Од друга страна, ако правата AO  ја 

сече опишаната кружница во точка E , тогаш од својството на секантите AE  и 

BC  следува ( )( )R d R d bc   .  
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Ако во последното равенство заменима cR
b c

d


 , добиваме  

2( )2

2

b c c

b c
R




 . 

Нека 1 1NZD( , , ), NZD( , ), ,b c bR
k k k km

k b c R m R b     и 1
c

km
c  . Тогаш  

2 2
1 1 1

1 1

( )2
1 2

m b c c

b c
R




 . 

Бидејќи 1NZD( , ) 1m R   и 1 1 1 1 1 1 1 1 1NZD( 2 , ) NZD( 2 , ) NZD( , ) 1b c b c b c c b c       

добиваме 2 2
1 1 1 1( )R b c c   и 2

1 12m b c  . Според тоа, 1c  е точен квадрат, на 

пример 2
1c n . Тогаш  

2
1c kmc kmn  , 2 2

1 ( 2 )b kmb km m n    и 2 2
1 ( )R kR kn m n   . 

Бидејќи 
2 2

1 sin b c m
R n

BAC    , заклучуваме 2 2n m n  . (Обратно, при 

овој услов триаголникот постои и е остроаголен, т.е. правата AO  го сече кракот 

BC .) Во случајов 2n  . Бидејќи 2 2( )R c kn m n mn     е прост број, добиваме 

дека n  е прост број, 1k   и 2 2 1m n mn   , т.е. ( 1)( 1) ( )m m n m n    . Можни 

се два случаја:  

1) 1m nl   и тогаш ( 2) 1l nl nl n    , т.е. 
2

1 2

1

l

l l
n 

 
 . Последниот број е 

негативен за 2l  . Затоа 1l   и оттука 1n  , што е противречност.  

2) 1m nl   и тогаш ( 2) 1l nl ml n    , т.е. 
2

2 1

1

l

l l
n 

 
 . Последниот број е 

помал или еднаков на 1 за 3l  , а за 1l   е еднаков на 1 . Останува 2l   

и оттука 3, 5, 35n R c m b      и 45c  .  

 

 
4.2. ПРИМЕНА НА СИНУСНАТА И КОСИНУСНАТА ТЕОРЕМА 
 

1. Даден е остроаголен ABC и точки ,M N  и P  од отсечките ,AB CM  и BN , 

соодветно. Ако AM BM , CN BN  и APC BPC , докажи дека 

PAC MCA .  

Решение. Од синусната теорема за CPB  и CPA  имаме  

sin sin
a CP
CPB PBC

  и 
sin sin

b CP
CPA PAC

 . 

Ако ги поделиме горните равенства наоѓаме sin sina PBC b PAC . Од друга 

страна AMC BMCP P  следува дека sin sina NCB b NCA . Од CN BN  следу-

ва дека PBC NBC NCA   и од горните две равенства добиваме  

sin sinPAC NCA . 

Бидејќи ABC  е остроаголен, добиваме PAC NCA MCA  .  

 

 2. Во триаголникот ABC , 
7

A  , 2
7

B   и 4
7

C  . Докажи дека 1 1 1
a b c
   

каде AB c , BC a  и CA b .  
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 Решение. Според синусна теорема за ABC  имаме  

sin sin sin
2a b c

A B C
R      2 sin , 2 sin , 2 sina R A b R B c R C    

Равенството 1 1 1
a b c
   кое треба да го докажеме е еквивалентно со равенството  

2 4
7 7 7

1 1 1

sin sin sin  
            (*) 

Од друга страна  

 

2 4 3 3 3
7 7 7 7 7 7

2 4 2 4 4 34
7 7 7 7 7 7 7 7 7 77 7

sin sin 2sin cos sin sin1 1 1

sin sin sin sin 2sin cos sin sin sin sinsin sin

     

          

 

    
       

Според тоа и почетното равенство е исполнето.  

 

3. Докажи дека  

3

8
sin 20 sin 40 sin80   . 

 Решение. Да го разгледаме триаголникот ABC  со агли 20A  , 100B   и 

60C   и 1BC   (види цртеж).  

Нека точките D  и E  лежат на страните AC  и AB , соодветно, така што 

1DC ED BC BD     и 1AE  . Сега имаме  

      

1
2

1 2cos 40

2( cos 40 )

2(cos60 cos 40 )

2 2 cos50 cos10

4 sin 40 sin80 .

AB AE EB   

 

 

   

  

        (1) 

Со примена на синусната теорема на триаголникот ABC  добиваме 1

sin60 sin 20

AB  , 

од што следува  

sin 60

sin 20
AB  .                      (2) 

Од (1) и (2) добиваме  

sin60

sin 20
4 sin 40 sin80 4 sin 20 sin 40 sin80 sin60         

    3

2
4 sin 20 sin 40 sin80      

    3

8
sin 20 sin 40 sin80    .  

 

4. Докажи дека  

cos15 sin15

cos15 sin15
3


 . 

 Решение. Да го разгледаме правоаголниот три-

аголник ABC  со 15A   и 90C   и 1AB   

(види цртеж). Тогаш sin15a BC   и cos15b AC  . На AC  и на нејзиното 
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продолжение да земеме две точки M  и N  така што CM CN a  . Сега, 

AN a b   и AM b a  , па затоа 30ABM   (Докажи!). Со примена на 

синусната теорема на триаголниците ABM  и ABN  добиваме 
sin15 sin30

BM AM  и 

sin15 sin120

BN AN , па заради BM BN  следува  

sin120

sin30 sin120 sin30 sin120 sin30

AN b a b a b aAM
b a

  


     
3

2

1
2

cos15 sin15

cos15 sin15
3


  . 

 

5. Во рамнокракиот триаголник ABC , аголот кај темето C  е еднаков на 20 . 

Точките M  и N  се избрани на AC  односно BC , така што 60ABM   и 

50BAN  . Најди го аглот BMN .  

Решение. Прв начин. Повлекуваме отсечка AP , така што 60BAP   (види 

цртеж 1). На таков начин добиваме два рамнострани триаголници ABS  и MPS , 

па затоа 

  AB BS             (1) 

  MS MP            (2) 

Од рамностраниот ANB ( 50A N  ) следува  

  AB BN             (3) 

Од (1)  и (3) следува дека BS BN , т.е. SNB  е рамнокрак, со агли 80 ,80 ,20 . 

Ќе покажеме дека SPN PSN . Имаме  

20

20

50 60

20

50
60

20

20

50 60

crte` 1 crte` 2 crte` 3
A A AB BB

CC C

M M M

N
N N

p

S

P

D

K

 

180CPM MPS SPN   , 

180MSP PSN NSB   ,  

80 60 180SPN   , 

60 80 180PSN   ,  

40SPN  , 40PSN  . 
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Оттука следува дека  

NS NP             (4) 

Од (2) и (4) следува дека MN  е симетрала на страната SP  од рамностраниот 

MPS , т.е. симетралата на SMP . Според тоа, бараниот агол е 30BMN  .  

Втор начин. Повлекуваме BD , така што 20ABD  (види цртеж 2). Тогаш, 

80ADB DAB  , а оттука  

  AB DB .            (1) 

Од рамнокракиот ANB ( 50A N  ) следува  

  AB NB             (2) 

Од (1) и (2) следува DB NB , а поради 60DBN  , следува дека DBN  е 

рамностран, и затоа  

  DN DB            (3) 

Од рамнокракиот BMD ( 40B M  ) следува  

  DB DM .           (4) 

Понатаму имаме: 

180ADB BDN NDM    

80 60 180NDM   ,  

  40NDM  .           (5) 

Од (3), (4) и (5) следува дека MND  е рамнокрак, со агли 40 ,70  и 70 .  

Бидејќи 40BMD  , следува дека 70 40 30BMN    .  

Трет начин. Низ A  повлекуваме права ||p BC , нанесуваме AK BN  и 

L p AK   (види цртеж 3). Ќе покажеме дека ALK BMN  . Имаме  

50ABK  , 20LAK  , 30ALB  . 

Применувајќи ја синусната теорема за триаголниците ABM  и ABL  добиваме: 

  sin80 2sin 40 cos40

sin 40 sin 40
2 cos40AB ABBM AB      

  
sin50 cos40

2 cos40
0,5sin30

AB AB
BM AB

 
    ,  

па BM AL . Според признакот САС, ALK BMN  , од каде што следува дека 

30BMN  .  

Четврт начин. Да ставиме AC BC b  ; тогаш 2 sin30BN AB b   (бидејќи 

ANB  е рамнокрак), и 
2cos20

bBM   ( BCM  е рамнокрак), од каде што следува  

  4cos20 sin10 1 2sin10BN

BM
   .  (1) 

Понатаму имаме (1 2sin10 )CN b BN b    , а оттука  

  1 2sin10CN

AC
      (2) 

Од (1) и (2) следува BN CN

BM AC
 , т.е. ~BMN CAN , па затоа  
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80 50 30BMN CAN    . 

 

6. Во рамнокрак триаголник ABC , со основа AB , е повлечена бисектриса 

AD . Правата низ D  и нормална на AD  ја сече AB  во точката E . Најди AE , ако 

1BD  .  

Решение. Прв начин. Нека AD  е симетрала 

на аголот кај темето A  и нека DE AD (види 

цртеж 1). Опишуваме кружница околу правоагол-

ниот AED , со центар во O , тогаш  

2
2 2

AO OE OD r

EOD EAD 

  

    
 

(како централен агол над ист лак). 

Оттука следува дека OBD  е рамнокрак, т.е. 

1OD BD  , па имаме  

2 2 2 1 2AE AO OD     . 

Втор начин. Нека DE  ја сече AC  во точката 

F , тогаш AD  е и висина и тежишна линија на 

AEF , па следува дека тој е рамнокрак триагол-

ник, т.е. AE AF . 

Нека || ,FL AB  тогаш BED LFD  (според признак ACA , бидејќи ,DE DF  

BED LDF  како накрсни и DBE DLF  како наизменични).  

Од складноста на овие триаголници следува дека  

1DL BD  ,   2BL  . 

Бидејќи AE AF  и AF BL , следува дека 2AE  .  

Трет начин. Според синусната теорема 

за BDE  од 1BD   (цртеж 2) имаме  

2
sinsin (90 )

BD DE
 
  , т.е. 

2

sin
2cos

2sinDE


   . 

Слично, од ABD  наоѓаме  

2
sin sin

AD BD


 , т.е. 
2

sin
2sin

2cosAD


    

На крај, според Питагоровата теорема од 

правоаголниот AED  наоѓаме: 
2 2 2 2 2

2 2
4cos 4sin 4AE AD DE       ,  

т.е. 2AE  .  

Четврт начин. Од триаголникот ABD  и 1BD   (види цртеж 2) според синус-

ната теорема наоѓаме: 

  
2

sinsin

DB AD
 
 ,  т.е.  

2
2cosAD   . 

Од правоаголниот триаголник AED  добиваме 
2

cosAD AE  . Оттука заклучуваме 

дека 2AE  . 

A B

C

D

E

F L

O

2




1



2




crte` 1

A B

C

D

E

90
2




1



2


crte` 2
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 Петти начин. Нека ||DG AB  и нека: AE x , AB a , AC BC b  , 1BD  , 

1DC b   (види цртеж 3), тогаш AED AFD , според ACA  (бидејќи AD  е 

заедничка страна, 
2

EAD FAD    и аголот кај D  е прав). Оттука следува 

дека ED DF , т.е. D  е средина на EF . Бидејќи 

||DG AE , следува дека DG  е средна линија во 

AEF , т.е.  
1
2 2

xDG AE  . 

Според теоремата за симетралата AD  на аголот 

кај темето A  во ABC  имаме: : :AB AC BD CD ,  

: 1: ( 1)a b b  , т.е.  

1
b

b
a


      (1) 

Од сличноста на триаголниците ABC  и GDC  

имаме : :AB GD BC DC ,  
2

: : ( 1)xa b b  , т.е.  

2 1
x b

b
a


     (2) 

Од споредбата на (1) и (2) заклучуваме дека 
2

1x  , т.е. 2x  . Да забележиме дека 

до ист резултат доаѓаме, ако симетралата AD  ја сече отсечката AB .  

Шести начин. Нека ||DF AC  (види 

цртеж 4), тогаш FDB  е рамнокрак т.е. 

1FD BD  . Понатаму  

2
ADF DAC   , 

како наизменични, па следува дека 

ADF  е рамнокрак, т.е. 1AF DF  . 

Бидејќи  

90EDF    и 90FED   , 

следува дека и EDF  е рамнокрак, т.е. 

   1EF DF  . 

Оттука: 1 1 2AE AF FE     .  

 

40. Докажи дека 
2 2

2

sin( )

sin( )
a b

c

 


 , каде , ,a b c  се должини на страните на три-

аголник, а   и   се неговите агли. 

Решение. Ќе ја трансформираме левата страна на равенството 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

sin( ) sin( )sin( ) (sin cos sin cos )(sin cos sin cos )

sin( ) sin ( ) sin ( )

sin cos sin cos sin cos sin sin sin sin sin cos

sin sin

sin (cos sin ) sin (sin co

          

  

           

 

     

 



 

2 2 2 22

2 2 2 2

s ) sin sin sinsin

sin sin sin sin

   

   
  

 

A
B

C

D

E

F

G

2
 1



a

1-b

crte` 3

crte` 4

A B

C

D

EF



1



2


2




2

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Ако ја искористиме синусната теорема, имаме sin
sin

a
c



  и 

sin

sin
b
c




 , од каде со 

замена се добива бараното равенство.  

 

7. На страната BC  на триаголникот ABC  редоследно лежат точките , ,N L M , 

при што N  е најблиску до B  и AN  е висина, AL  симетрала на CAB  и AM  е 

тежишната линија. Нека NAB LAN MAL CAM   . Определи ги аглите на 

триаголникот ABC .  

Решение. Од синусната теорема, приме-

нета на ALM  добиваме  

sin sin
AM AL

ALM AML
 .  (1) 

Од условот на задачата следува  

4
sin 90ALM    и 

2
sin 90AML   , 

ABL  е рамнокрак и AB AL c  . Со 

замена во равенството (1) добиваме  4

2

cos

cos

c
AM






 . Од друга страна, точката M  е 

средина на страната BC , па затоа 2ABC AMCP P  , односно 

1
2 4

sin sinbc AM b      . Од последните две равенства добиваме   

4 4

2

2sin cos

cos
sin ,

 


  т.е. 2

2

sin

2 2 cos
2sin cos





     

па затоа 
2 1

2 2
cos   . Сега лесна се добива дека  

90  , 
4 4

90 , 90        . 

 

8. Во правоаголен триаголник 

ABC ( 90 )C  , правата што ми-

нува низ средината на хипотенузата 

и центарот на впишаната кружница 

ја сече катетата AC  во точка N  под 

агол од 75 . Одреди ги острите агли 

во ABC .  

Решение. Ако O  е центар на впишаната кружница, тогаш 
2

45
 

  и 

2
180 135AOB

 
   . Заради претходното 

2
180 (75 )AON    , 

2
180 75AOM AON     , 

2
135 60BOM AOM     . За AOM , 

според синусна теорема 
2 2

sin sin(75 )

OM AM
 
  т.е. 2

2

sin(75 )

sin
AM OM






 . За BOM  

според синусна теорема  
22

sin(60 )sin

OM BM
 
 , т.е. 2

2

sin(60 )

sin
BM OM






 . Точката M  е 

средина на отсечката AB , па затоа AM BM , т.е. 

2



O

A BM

N

C

2



75



2

 2


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2 2

2 2

sin(75 ) sin(60 )

sin sin
OM OM

 

 

 
 .   

Ако во последното равенство замениме 
2 2

45
   , добиваме  

2 2 2 2
sin(75 )sin(45 ) sin(60 )sin

       

Користејќи адициони теореми добиваме 

cos120 cos(30 ) cos60 cos(60 )      

cos(60 ) cos(30 ) cos60 cos120 1           2sin 45 sin(15 ) 1     

 2sin 45 sin( 15 ) 1    2
2

sin( 15 )     15 45    

Значи, аглите на триаголникот се 60  , 30  . 

 

9. Во рамнокрак триаголник ABC , со 100ACB  , дадена е точка D , таква 

што 20BAD   и 30ABD  . Најди го BCD .   

Решение. Ако ја примениме 

синусната теорема за триаголни-

ците ABD , BCD , CAD  (види цр-

теж), добиваме  

sin30

sin 20

AD

BD
 , sin

sin10

xBD

CD
 ,  

sin 20

sin(100 )

CD

AD x
 .  

Множејќи ги овие равенства, 

добиваме  

sin30 sin

sin10 sin(100 )
1 x

x
 ,  

sin10 sin(100 ) sin30 sin

2sin10 cos( 10 ) sin

sin(10 10 ) (10 10 ) sin

sin(20 ) 0,

x x

x x

x x x

x

 

 

     

 

 

од каде што, поради 0 100x   следува 20x  .  

 

10. Докажи дека  

sin( ) sin( ) sin( ) 0a b c        , 

каде , ,a b c  се должини на страни на триаголник, а , ,    се соодветните агли.  

Решение. Од синусна теорема имаме  

sin sin sin
a b c
  
  , 

од каде добиваме  
sin

sin
b
a




  и 

sin

sin
c
a




 . 

Според тоа  

20 30

A B

C

D

x

20

10

1C

1A

1B

2crte`



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 222 

sin sin

sin sin

sin

sin( ) sin( ) sin( )

[sin( ) sin( ) sin( )]

[sin( ) sin( ) sin( )]

[sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )] (*)

b c
a a

a

a b c

a

a
 

 



        

        

        

            

 

За аглите на триаголникот , ,    исполнето е равенството     . Бидејќи 

1
2

sin sin [cos( ) cos( )]x y x y x y    , и     ,      ,      

добиваме  
1 1
2 2

sin sin( ) [cos( ) cos( )] [cos( 2 ) cos( 2 )]                

1 1
2 2

sin sin( ) [cos( ) cos( )] [cos( 2 ) cos( 2 )]                  

1 1
2 2

sin sin( ) [cos( ) cos( )] [cos( 2 ) cos( 2 )]              . 

Ако замениме во (*) добиваме: 

2sin

2sin

(*) [cos( 2 ) cos( 2 ) cos( 2 )

cos( 2 ) cos( 2 ) cos( 2 )]

0 0.

a

a





        

        

  

 

 

11. Докажи дека   
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

sin sin sin
0

a b c  

  
   , 

каде , ,    се агли во триаголник а ,a b  и c  се соодветните страни. 

 Решение. Од синусната теорема имаме 
sin sin sin

a b c k
  
   , па  

2 2 2sin( ) sin( ) sin( ) 2 2

sin sin sin sin sin

2

sin

2 2 2

2

2

(( ) sin sin( ) ) sin sin( )

( ) sin sin( )

sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )

[sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )]

[

a b c a b

c

k k k

k

k

  

    



 



        

  

           

           



2

2

sin (sin cos cos sin ) sin (sin cos cos sin )

sin (sin cos cos sin )]

[sin sin cos sin cos sin sin sin cos

sin cos sin sin sin cos sin cos sin

0 0.

k

k

             

      

            

           

  

 

 

12. Нека O  е центарот на опишаната кружница, а T  тежиштето на триа-

голникот ABC , кој не е рамностран. Докажи дека OT  е нормална на тежишната 

линија 1CC  ако и само ако за страните на триаголникот важи 
2 2 2

2BC CA AB  . 
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Решение. Нека   е аголот на триаголникот кај темето C , нека R  е радиусот 

на опишаната кружница и нека , ,a b c  се страните , ,BC CA AB  соодветно, на 

триаголникот ABC . Тогаш, 
2 2 22 2

1 4
a b cCC   , 1 cosOC R   и 2 sinc R  . Ако 

OT  е нормално на 1CC , бидејќи T  ја дели 1CC  во однос 2:1, добиваме дека 

2

1
2 42

9

CC
R OT   и 

2

1
22 2

9
cos

CC
R OT   , од каде со одземање се добива 

2

12 2

3
sin

CC
R   , односно 

2 2 2 22 21
4 3 4
c a b c   , т.е. 

2 2 22c a b  . Обратно, нека X  

е проекцијата на точката O  на 1CC  и нека 1 1:C X CC k . Тогаш,  

2 22 2
1(1 )R OX k CC   , 

2 22 2 2
1cosR OX k CC   , 

од каде со одземање и со користење на равенството 
2 2 22c a b   се добива  

2 2 22 22( )2 2 3
4 4 4

sin (1 2 ) (1 2 )
a b cc cR k k
 

      , 

т.е. 1
3

k  , односно X T .  

 

12. Точката D  на страната AB  на ABC  и точката E  на отсечката CD  се 

такви што 2AD BD , AED ACB  и 2 BED ABC . Докажи, дека ABC  е 

рамнокрак.  

Решение. Нека ADC  , направи цртеж. При стандардните ознаки за аглите 

на ABC , од синусната теорема следува, дека 
2

sin sin
sin 2sin

,AE BE

AD BD 

 


  , па затоа  

2
2sin

sin
AE

BE




 .           (1) 

На полупрата ED  постои единствена точка F  таква што EAF   . Тогаш 

AFE   , што значи дека четириаголникот AFBE  е тетивен. Повторно од си-

нусната теорема следува дека 
2

sin sin
sin sin( )

,AE BE

FE FE 

 
 

  , па затоа  

2

2

sin sin( )

sin

AE

BE


 


 .          (2) 

Сега од (1) и (2) добиваме  

2

2 2
sin sin cos sin( )

 
     . 

Десната страна на последното равенство е еднаква на 
sin (sin sin )

2

  
, па затоа за 

sin
sin

x 


  добиваме 22 1x x  , т.е. 1x   или 1
2

x   . Но, 0x  , па затоа 1x  , 

што значи    , т.е. ABC  е рамнокрак.  

 

14. Тангентите на опишаната кружница околу остроаголниот ABC  повлечени 

во точките A  и B  се сечат во точката D . Ако M  е средината на страната AB  

докажи дека, ACM BCD .  
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Решение. Од синусната теорема за триаголниците 

AMC  и BMC  следува  

sin( )sin
sin sin

,
ACMACMAM BM

CM CM



 
  . 

Оттука, бидејќи AM BM , добиваме  
sin( )sin

sin sin

ACMACM 

 
 , т.е. 

sin sin

sin sin cos
tg ACM

 

  
 .      (1) 

Од синусната теорема за триаголниците ADC  и BDC  

добиваме  
sin( )sin

sin( ) sin( )
,

BCDBCDBD AD

CD CD



 
  . 

Оттука, бидејќи AD BD , добиваме 
sin( )sin

sin sin

BCDBCD 

 
 , т.е.  

sin sin

sin sin cos
tg BCD

 

  
 .         (2) 

Од (1) и (2) следува tg ACM  tg BCD . Понатаму, бидејќи и двата агли се 

остри, а функцијата tg  строго монотоно расте на интервалот  
2

(0, )  следува 

ACM BCD .  

 

15. Од сите триаголници ABC  со фиксна големина   на аголот BAC  и 

фиксна должина a  на страната BC , најголем периметар има рамнокракиот три-

аголник со основа BC . Докажи!  

Решение. Нека R  е радиусот на опишаната кружица околу триаголник кој ги 

задоволува условите на задачата. Од синусна теорема следува дека 
2sin

aR


 , што 

значи дека должината на радиусот на опишаната кружници околу било кој 

триаголник кој што ги исполнува условите на задачата е константна. Периметарот 

на троаголникот ќе биде најголем кога збирот AB AC  е најголем. Сега, прво од 

синусна теорема, а потоа од адиционите формули следува  

2 2

2 2

2 2

2 (sin sin ) 4 sin cos

4 sin(90 )cos

4 cos cos .

AB AC R R

R

R

 





   

 



   

 

 

 

 

Но, R  и   се константни, па затоа збирот AB AC  ќе биде најголем кога 

2
cos

 
 ќе биде најголем, што значи кога 

2
cos 1

 
 . Според тоа, збирот 

AB AC , т.е. периметарот има најголема вредност кога   , односно кога 

ABC  е рамнокрак триаголник со основа BC .  

 

16. Нека , ,a b c  се страните, а , ,    соодветните агли во триаголникот ABC  

со плоштина P . Докажи дека  
2 2 2(sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) 12a b c P          . 
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Решение. Ќе ги прегрупираме собироците на левата страна од равенството во 

облик  
2 2 2 2 2 2( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 )a b b c c a         . 

Со примена на синусната теорема и формулата за синус од двоен агол, ќе ги 

трансформираме збировите во заградите. Од 
sin sin

a b
 
 , т.е. sin sina b   , со 

замена, првиот збир го добива обликот    
2 2 2 2sin 2 sin 2 2 sin cos 2 sin cos

2 sin cos 2 sin cos

2 (sin cos sin cos )

2 sin( ) 2 sin( )

2 sin 4 .

a b a b

ab ab

ab

ab ab

ab P

      

    

    

     

  

 

Аналогно, добиваме 2 2sin 2 sin 2 4b c P     и 2 2sin 2 sin 2 4c a P   . Според 

тоа,  
2 2 2 2 2 2( sin2 sin2 ) ( sin2 sin2 ) ( sin2 sin2 ) 12a b b c c a P          , 

што и требаше да се докаже.  

 

17. Катетите на правоаголниот триаголник имаат должини a  и b . Пресметај ја 

должината на симетралата на правиот агол. 

Решение. Ќе разгледаме произволен триаголник ABC , во кој што BAC    

и AD  е негова симетрала, при што 'BD c , 'DC b , AB c  и AC b  (види 

цртеж). Ако воведеме ознаки BDA    и ADC   , од триаголниците BDA  и 

ADC , според синусна теорема добиваме  

2
sinsin

BD AB
 
  и 

2
sinsin

DC AC
 
 ,   (1) 

односно  

 
2

'
sinsin

c c
 
  и 

2

'
sinsin

b b
 
 .    (2) 

Од равенството 180  , користејќи ги адиционите 

теореми, добиваме  

sin sin(180 ) sin180 cos cos180 sin sin         , 

па од равенствата (2) имаме  

2 2
sin sin' '
sin sin

c b
c b

 

 
   . 

Да забележиме дека ако a  е должината на третата страна, тогаш ' 'b c a  . 

Ако ' 'c b
c b

n    е коефициентот на пропорционалност, тогаш ' , 'c nc b nb  , од 

каде се добива nc nb a  , т.е. a
b c

n


 , па според тоа ' , 'ac ab
b c b c

c b
 

  . 

Во наредниот дел, користејќи го првиот дел на оваа задача и претходната 

задача 891 ќе ја пресметаме должината на симетралата на правиот агол во пра-

воаголен триаголник ABC , при што ќе претпоставиме дека правиот агол е кај 

темето C (види цртеж). Во овој случај  

2



2



A

B

C
D

 

c b

'c
'b





As
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  ' ca
a b

a


 , ' cb
a b

b


 ,   (3) 

каде c AB  е хипотенузата на правоаголниот 

триаголник, и  

  2 ' 'Cs ab a b  .   (4) 

Ако во (4) ги замениме (3) и ја искористиме 

Питагоровата теорема, добиваме: 
2 22 2 2 2

2 2 2 2

( )2 2

( ) ( ) ( ) ( )
(1 )

a b cc c a b
C

a b a b a b a b
s ab ab ab ab

 

   
      . 

Конечно, 2ab
C a b

s


 .  

 

18. Во внатрешноста на триаголникот ABC  избрана е точка M  така што  

MAB MBC MCA    . 

Докажи дека  

2 2 2 2

1 1 1 1

sin sin sin sin   
   . 

Решение. Имаме ABC ABM BCM CAMP P P P      . Натаму важи  

1 1
2 2

sin(180 ( )) sinABMP MA MB MA MB        

1 1
2 2

sin(180 ( )) sinBCMP MB MC MB MC          

1 1
2 2

sin(180 ( )) sinCAMP MC MA MC MA       , 

па оттука за плоштината на триаголникот ABC  добиваме  

1
2

( sin sin sin )P MA MB MB MC MC MA        . 

Сега да ја примениме синусната теорема 

на триаголникот CAM :  

sin sin

sinsin(180 ( ))

MA

AC

 

 
  , 

односно 
sin

sin
MA b




 . Слично ако ја при-

мениме синусната теорема на триаголни-

ците ABM  и BCM  добиваме 
sin

sin
MB c




  

и 
sin

sin
MC a




 . Последниве три равенства 

ги замениме во изразот за плоштината на триаголникот ABC  и добиваме  
2 2 2

2 2 2

sin sin sin1
2 sin sin sin sin sin sin

sin sin sin1 1 1
2 sin 2 sin 2 sin

( sin sin sin )P bc ac ab

bc ac ab

  

     

  

  

    

  

 

Но, за плоштината P  на триаголникот ABC  важи  
1 1 1
2 2 2

sin sin sinP bc ac ab      , 

па затоа  

A

B

C

Cs

D

a

b

'b

'a



Тригонометрија 

  227  

2 2 2sin sin sin

sin sin sin sin sin sin
P P PP

  

     
   .  

Делејќи го последново равенство со 2sinP   го добиваме бараното равенство. 

 

19. Должините на страните на остроаголниот триаголник ABC  се a , b  и c , а 

растојанијата од центарот на опишаната кружница до страните a , b  и c  се x , y  

и z , соодветно. Докажи дека 
4

abcayz bzx cxy   . 

Решение. Нека 1C , 1A  и 1B  се среди-

ните на страните AB , BC  и CA , соодвет-

но, O  е центарот на опишаната кружница и 

,   и   се аглите во триаголникот ABC . 

Триаголниците ABC  и 1 1 1A B C  се слични, 

со коефициент на сличност 2 и затоа  

1 1 1 4 16
ABCP abc

A B C R
P   , 

каде R  е радиусот на опишаната кружница 

околу триаголникот ABC . Бидејќи x , y  и 

z  се растојанијата од центарот на 

опишаната кружница до страните a , b  и c

, имаме 1OA x , 1OB y  и 1OC z . Од 

тетивноста на четириаголниците 1 1CB OA , 1 1AC OB  и 1 1BA OC  следува дека  

1 1 180B OA    , 1 1 180C OB    и 1 1 180A OC   . 

Тогаш: 

1 1 1

sin(180 ) sin(180 ) sin(180 ) sin sin sin

2 2 2 2 2 2

xy yz zx xy yz zx
A B CP

     
       

Од синусната теорема имаме: 
2

sin a
R

  , 
2

sin b
R

   и 
2

sin c
R

  . Заменувајќи ги 

во горното равенство добиваме  

1 1 1 2 2 2

xyc yza zxb
A B C R R R

P    . 

Тогаш  

16 4 4 4

xyc yzaabc zxb
R R R R
    

и оттука се добива бараното равенство.      

 

20. Тангентата t  во точката B  кон опиша-

ната кружница k  околу триаголникот ABC   ја 

сече правата AC  во точка M Определи го AM

MC
 

ако AB

BC
k .  

Решение. Ако триаголникот ABC  е рамно-

крак со AB BC , тогаш 1AB

BC
 . Правата која 

минува низ B  и е нормална на тангентата t  

A B

C

1A1B

1C

O

x
y

z
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повлечена во B  минува низ ценарот на опишаната кружница и е нормална на 

отсечката AC . Според тоа ||t AC  и t AC   (види цртеж. Затоа овој случај не 

го разгледуваме (не ги исполнува условите од задачата).  

Без ограничување на општоста ќе претпо-

ставиме дека AB BC  (цртеж десно). Нека X  

е точка од тангентата t  така што B  е меѓу M  

и X  (види цртеж). Аглите ACB  и MBA  се 

еднакви , како перифериски агол над кружен 

лак и агол меѓу тетива определена со крајните 

точки на кружниот лак и тангентата во една од 

крајните точки на лакот. Од исти причини точ-

но е и равенството XBC CAB . Според тоа 

sin sin(180 ) sin sinMBC CBX CBX CAB    .    (1) 

Од синусната теорема за триаголникот ABC  имаме  

sin sin sin
BC BA BA

CAB BCA MBA
  .         (2) 

Од формулите за пресметување на плоштина на триаголник и од равенствата  (1) и 

(2), имаме 
1 2
2

1 2
2

2 2

2 2

sin sin
sinsin

2sin
sin

1 .

MBA

MBC

MB BA MBAP MBA BCMA BA
P MBCMC BAMB BC MBC BC

MBA BCBA BA
BACBABC BC

k

 

 
  

   

 

 

21. Даден е остроаголен триаголник ABC . Нека M  и N  се внатрешни точки 

на страните AC  и BC , соодветно, а K  е средината на отсечката MN . Кружни-

ците опишани околу триаголниците CAN  и BCM  се сечат во точката D . Докажи 

дека правата CD  минува низ центарот O  на опишаната кружница околу триагол-

никот ABC  ако и само ако симетралата на страната AB  минува низ точката K .  

Решение. Нека O  е центарот на 

опишаната кружница опишана околу 

триаголникот ABC , а 1C  е пресекот 

на правите CO  и AB . Лесно се до-

кажува дека важи равенството  

1

1

sin 2
sin 2

AC B
ABC

 . 

Со P  да го означиме пресекот на 

правите CD  и AB . Ќе докажеме дека 

симетралата на страната AB  минува 

низ точката K  ако и само ако 

sin 2
sin 2

BAP
ABP

 , со што задачата е решена.  

Нека 1 1 1, ,M N K  се ортогоналните проекции соодветно на точките , ,M N K  врз 

правата AB . Симетралата на страната AB  минува низ K  ако и сако ако 

1 1AM BN , што е еквивалентно со  
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cos
cos

BAM
ABN

 . 

Понатаму, од  

BND DNC MAD    и NBD CMD AMD    

следува дека триаголниците AMD  и NBD  се слични. Затоа,  

AM MD

BN BD
 . 

Од синусната теорема следува  

sin
sin

ACDMD
BCDBD

 . 

Од друга страна, според синусната теорема за триаголникот APC  добиваме  

sin sin
CPAP

ACP A
 , 

а за триаголникот BPC  имаме  

sin sin
CPBP

BCP B
 . 

Од досега изнесеното следува  

sin sin sin sin
sin sin sin sin

ACP B MD B AM BAP
BPC ABP BD A BN A

   .  

Од последната релација и од cos
cos

BAM
ABN

  добиваме  

sin cos sin sin 2
cos sin sin 2sin

AM B B B BAP
A A ABP BN A

   , 

што и требаше да се докаже.  

 

22. Во триаголник ABC  со страни ,a b  и c , впишана е кружница. Допирните 

точки на кружницата со страните на триаголникот определуваат триаголник EFG . 

Пресметај ја плоштината на EFG , ако плоштината на ABC  е P . 

Решение. Нека се R  и r  радиусите на опишаната и впишаната кружница во 

ABC соодветно, а O  центарот на впишаната кружница. Нека е 1P  е плоштината 

на EFG . Важи  

2

1

1 1 12
(sin sin sin )

EOF FOG GOE

r

P P P P  

     
 

Oд друга страна  

1 180   , 1 180    и 1 180    , 

па затоа  
2

1 2
(sin sin sin )rP     . 

Користејќи ja синуснатa  теорема добиваме  
2 2

1 2 2 2 2 4
( ) ( )a b cr r

R R R R
P a b c      . 

Ако се искористат уште и познатите равенства 
4 2

, ,abc a b c
R

P P rs s      се 

добива 
32

1
P

sabc
P  .  

 

23. На страната AB  на ABC  избрани се точки M  и N  при што M  е меѓу 
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A  и N . Правата низ M  паралелна со AC  ја сече опишаната кружница околу 

MNC  во точката P , а правата низ M  паралелна со NC  ја сече опишаната 

кружница околу AMC  во точката Q . Аналогно правата низ N  паралелна со 

BC  ја сече опишаната кружница околу MNC  во точката K  и правата низ N  

паралелна со MC  ја сече опишаната кружница околу BNC  во точката L .  

а) Докажи, дека точките ,P Q  и C  лежат на една права.  

б)  Докажи, дека точките , ,P Q K  и L  лежат на една кружница ако и само ако 

AM BN .  

Решение. а) Имаме  

QCA QMA CNA   и PCN PMN NAC  . 

Според тоа,   

180

QCP QCA ACN NCP

CNA ACN NAC

  

   
 

т.е. точките  ,P Q  и C  лежат на една права.  

б) Нека ACM    и NCM   , а 1R  и 

2R  се радиусите на опишаните кружници околу 

AMC  и MNC , соодветно. Од синусната 

теорема следува  

1 1

1 2

1 2

2 sin 2 sin ,

2 sin 2 sin ,

2 sin , 2 sin .

QC R QMC R

CP R PMC R

AM R BM R

  

  

   

 

Според тоа, QC CP AM BM   . Како во а) се докажува дека точките ,L C  и K  

лежат на една права, а на потполно ист начин како погоре се докажува дека 

KC CL AN BN   . Бидејќи кружницата опишана околу MNC  минува низ ,K C  

и P , не е можно правите PQ  и KL  да се совпаѓаат. Според тоа, точките , ,P Q K  

и L  лежат на една кружница ако и само ако QC CP KC CL    ако и само ако 

AM BM AN BN    ако и само ако AM MN BN MN    ако и само ако AM BN .  

 

24. Даден е рамнокрак триаголник ABC  со краци AC  и BC  и агол меѓу нив 

од 20 . На кракот CA  е нанесена отсечка CM AB . Да се најде големината на 

аголот ABM . 

Решение. Прв начин. Нека a  е симетрала на страната BC (види цртеж 1). 

Тогаш ( )aD A  , ( )aB C  , ( )aC B  , па ABC DCB . Понатаму, 

CM CD  и 80 20 60DCM DCB MCB     . Тоа, пак, значи дека 

триаголникот CDM  е рамностран. Правата s   симетрала на CMD , па 

30CMS AMB  , од каде добиваме 70ABM  .  

Втор начин. Да го означиме бараниот агол со x (види цртеж 2) и да ја 

примениме синусната теорема за триаголниците ABM  и BCM . Последователно 

добиваме: 
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sin80 sin(100 )

MB AB

x
 ;  

sin 20 sin(80 )

MCMB

x
 ;  

sin(80 )sin 20

sin80 sin(100 )

x

x




 ;  

cos(10 )2sin10 cos10

cos10 cos(10 )

x

x




  

(cos cos10 sin sin10 )2sin10 cos cos10 sin sin10x x x x    

2sin10 (cos10 sin10 tg ) cos10 sin10 tgx x     

1
2

1
2

2cos10 ( sin10 ) sin30 sin10

2sin10 (sin10 ) sin10 sin30
tg ctg10 ctg20 tg70x

 

 
    ,  

т.е. 70x  . 

 

25. Нека I  е центарот на впишаната кружница во ABC  и 1 1,A B  и 1C  се 

центрите на опишаните кружници околу ,BIC CIA  и AIB , соодветно. Докажи, 

дека  

а) Правите 1 1,AA BB  и 1CC  се сечат во една точка.  

б) 1 1 1

2

A B C

ABC

P
R

P r
 , каде R  и r  се радиусите на впишаната и опишаната кружница 

на ABC , соодветно.  

Решение. а) Имаме  

1180 180 2
1 2 2

180
2

.

BC I BAI

BAC

BIC

IBC BCI

 



 

  

 

Според тоа, точките 1, ,C I C  лежат на една права. 

Аналогно и правите 1AA  и 1BB  ја содржат точката 

I .  

б) Бидејќи 1 2BC I BAI BAC  , заклучу-

ваме дека 1C  лежи на кружницата опишана околу 

ABC  и е средина на лакот AB  кој не ја содржи 

20

80
80 x

crte` 2

A B

C

M

20

80

crte` 1
A B

C

M

s
60

30

S

D

x

100 x
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точката C . Аналогно важи и за точките 1A  и 1B . Тогаш  

1 1 1 1 2 2 2
90C A BA BC ABC CBA A BC B         

и од синусната теорема добиваме 1 1 2
2 cos BA C R . Аналогно, 1 1 2

2 cos AB C R . 

Бидејќи 1 1 1 2
90 CA C B   , добиваме дека  

1 1 1

2

2 2 2
2 cos cos cosA B C

A B CP R . 

Сега бараното равенство следува од познатата формула 
( )

2
cos

p p aA
bc


 , 

аналогните формули за другите агли, Хероновата формула и 4 ,abc RP P pr  .  

 

26. Во остроаголен ABC  со плоштина 1 избрани се точки 1 ,A BC 1 ,B CA

1C AB  така што 1 1 1CC B AA C BB A    , каде   е остар агол. Отсечките 

1 1,AA BB  и 1CC  се сечат во точките ,M N  и P .  

а) Докажи, дека центарот на опишаната кружница околу MNP  се совпаѓа со 

ортоцентарот на ABC .  

б) Ако 2 3MNPP   , определи го аголот  .  

Решение. а) Нека  

1 1 1 1,AA BB M CC BB N     и 1 1CC AA P  . 

Ќе ги користиме стандардните ознаки за аглите на 

триаголникот. Имаме  

1 ( )PMA B BC         

и аналогно MNP    и NPM   . Според тоа, 

~ABC MNP .  

Нека H  е ортоцентарот на ABC . Од равен-

ството 1 1 1 90HCC HBB HAA     следу-

ва дека четириаголниците , ,ABMH BCNH ACHP  се тетивни. Според тоа,  

90HMA HBA    и 180 90HPM APH ACH     , 

од каде следува дека H  е центар на опишаната кружница околу MNP .  

б) Докажавме дека точките , ,A B M  и H  лежат на една кружница. Од 

синусната теорема имаме 
sin(90 ) sin(180 )

cMH

 
 , т.е. 2 cosMH R  . Ако земеме 

предвид дека MH  е радиус на опишаната кружница околу MNP  добиваме дека 

коефициентот на сличност за MNP  и ABC  е 2cos . Според тоа, 

24cos 2 3 2cos2 3        и како 0 2 180    добиваме 2 150  , 

т.е. 75  .  

 

27. Симетралите на ,BAC ABC  и ACB  во ABC  ја сечат опишаната 

кружница околу триаголникот во точките 1 1,A B  и 1C , соодветно. Страната AB  ги 

сече правите 1 1A C  и 1 1A B  во точките P  и Q , соодветно, а страната AC  ги сече 
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правите 1 1B A  и 1 1B C  во точките R  и S , соодветно.  

а) Докажи дека висината во CRQ  повлечена во темето R  е еднаква на 

радиусот на впишаната кружница во ABC .  

б) Докажи, дека правите ,MQ NR  и SP  се сечат во една точка.  

Решение. а) Ако RT  е висината во CRQ  

повлечена во темето R , тогаш  

sinRT CR  .      (1) 

Од синусната теорема за 1B RC  следува  

1 12 2 2

2 2

sin 2 sin sin

cos cos

B C R
CR

 

 
   

каде 1R  е радиусот на опишаната кружница 

околу ABC . Со замена во (1) добиваме  

1 2 2 2
4 sin sin sinRT R

  . 

Но, 1 2 2 2
4 sin sin sinr R

  , каде r  е радиусот на 

впишаната кружница во ABC , па затоа RT r .  

б) Аналогно на а) висината повлечена од N  во BNP  е еднаква на r , што 

значи дека NR  е паралелна со BC  и е на растојание r  од неа. Според тоа, 

I NR , каде I  е центарот на впишаната кружница во ABC . Аналогно се 

докажува дека I  лежи на правите MQ  и SR .  

 

28. Нека O  е центарот на опишаната кружница околу остроаголниот ABC . 

Права која минува низ O  ги сече страните AC  и BC  во точките D  и E , 

соодветно и ја сече опишаната кружница околу ABO  во точка P  (внатрешна за 

ABC ) различна од O . Точката Q  припаѓа на страната AB  и важи 
AQ DP

QB PE
 . 

Докажи, дека 2APQ CAP .  

Решение. Да означиме ,PAD    QPA    и 

BAC   . Од  

2APB    и DAP EBP APB ACB      

следува  

PBE     и 2BPQ    . 

Бидејќи APD BPE   90   , добиваме  

90ADP      и 90BEP   .  

Од синусната теорема применета на триаголни-

ците APD  и PBE  следува  

sin cos sin 2

sin( )cos( ) sin(2 2 )
DP DP PA PB PA PA

PE PA PB PE PB PB

  

   
       . 

Од друга страна  

sin

sin(2 )

AQ AQ AP BP AP

QB AP BP QB PB




     . 
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Сега условот 
AQ DP

QB PE
  се сведува на (2 ) ( )f f   , каде  

sin(2 )

sin
( ) sin 2 ctg cos2

x

x
f x x


     . 

Јасно, функцијата f  строго опаѓа на интервалот (0,2 ) , па мора да важи 

2   .  

 

29. Точката M  припаѓа на страната AB  на ABC  и е таква што 2BM AM , 

75ACM   и 120BMC  . Да се пресметаат аглите на ABC .  

Решение. Прв начин. Бидејќи аголот BMC  е надворешен за AMC  (види 

цртеж 1) , следува дека 120 75 45    .  

На правата CM  да определиме точка E , таква што CE AE , т.е. ACE  да биде 

рамнокрак, со основа AC  и агли при основата од 75 . Тогаш 

30MAE MEA  , т.е. AEM  е рамнокрак со краци AM ME . Нека D  е 

средина на MB ; тогаш од условот на задачата 2BM AM , следува дека 

AM MD DB  . Поради 60DME   и MD ME  следува дека MDE  е 

рамностран, т.е. MD DE . Од DE DB  следува дека триаголникот BDE  е 

рамнокрак, со агол при темето D  од 120 , односно агли при основата 

30DBE DEB  . Сега е јасно дека и триаголникот ABE  е рамнокрак, со 

агли при основата AB  од 30 , па AE BE . Но, поради AE CE , следува дека 

BE CE  и уште 90BEC  , т.е. BCE  е рамнокрак правоаголен триаголник со 

агли при основата BC  од 45 .  

Тогаш аглите во ABC  се:  

45  , 45 30 15     и 45 75 120    . 

Втор начин. Очигледно е 60AMC  , па 45  . Согласно синусната 

теорема, за AMC  добиваме 
sin 45 sin75

MC AM , т.е.  

2
2 sin 75

AMMC  .           (1) 

Користејќи ја истата теорема за BCM , добиваме 
sinsin( 75 )

MCBM


 , т.е.  

120

60

75









A

B
C

M

D

E

120

75

 

A B

C

M

75 

crte` 1 crte` 2
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sin

sin( 75 )

BM
MC




            (2) 

Од (1) и (2), земајќи го предвид условот 2BM AM , добиваме  

  
2sin 2

sin( 75 ) 2sin 75




 .          (3) 

Ако од триаголникот BCM  го изразиме   преку   ( 135    ), и замениме во 

(3), ќе добиеме  

2sin(135 ) 2

sin( 75 ) 2sin 75




 , 

од каде што, по упростувањето ќе добиеме 120   и, конечно 15  .  

Значи аглите во триаголникот ABC  се: 45  , 15  , 120  .  

 

30. Нека ,a b  и c  се должини на страни на триаголник. Определи го аголот 

спроти страната со должина c , ако е исполнето равенството 
3 3 3 2a b c
a b c

c 
 

 .    

Решение. Даденото равенство ќе го запишеме во обликот 
3 3 3 2 3 3 3 3 2

2 2 2

( ) ( )

( )( ) ( )

a b c c a b c a b c c c a b

a b a ab b c a b

          

     
 

Бидејќи a  и b  се должини на страни во триаголник, имаме 0a b  , па затоа 

2 2 2c a ab b   . Од косинусната теорема имаме дека 2 2 2 2 cosc a b ab    . Од 

последните две равенства следува  1
2

cos   , односно 
3
  .     

 

31. Должините на страните триаголникот ABC  се , ,a b c  и 60A   (со 

стандардни ознаки). Докажи дека  
3 1 1

a b c a b a c   
  . 

Решение. Даденото равенство е еквивалентно со  

  3( )( ) ( )[( ) ( )]a b a c a b c a c a b         

  2 23 3 3 3 ( ) ( )a ab ac bc a b c a a b c          

  2 2 2 23 3 3 3 2 3 2 3a ab ac bc a b c ab bc ac          

2 2 2a b c bc   .         (1) 

Според косинусна теорема, за триаголникот ABC  имаме  

  
2 2 2

2cos( )BC AB AC BAC   ,  

  2 2 2 2cos60a b c    

  2 2 2a b c bc   .         (2) 

Од (1) и (2) го добиваме тврдењето на задачата.  

 

32. Даден е ABC . Нека I  е пресечната точка на симетралите AE  и BD  на 

внатрешните агли при темињата A  и B , ( ,E BC D AB  ). Ако ABI CDIEP P , 

определи ја најголемата можна вредност на ACB .  
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Решение. Ќе ги користиме стандардните 

ознаки за ABC . Од условот следува дека  

ABD ABI AID CDIE AID AECP P P P P P     , 

т.е. CEAD

AC BC
 , од каде добиваме c b

a c b c 
 , т.е. 

2ab c . Сега, од косинусната теорема следува  
2 2 2 2 2

1
2 2 2

cos a b c a b ab
ab ab

ACB       . 

Според тоа, 60ACB   и знак за равенство 

важи кога ABC  е рамностран.  

 

33. Даден е ABC  за кој 3, 4AC BC   и 60ACB  . Нека ,CL L AB  е 

симетралата на ACB  и O  е точка од отсечката CL . Ако M  е подножната точка 

на нормалата повлечена од O  кон BC  и AM BO , определи ја должината на 

отсечката CO .  

Решение. Од AM BO  (направи цртеж), следува 
2 2 2 2

AO BM AB OM   , 

па затоа  
2 2 2 2 2

AN ON BM AB OM    . 

Но, ON OM , па затоа 
2 2 2

AB AN BM  . Сега, од косинусната теорема имаме  
2 2 23 4 2 4 3cos60 13AB        

и ако CN CM x  , тогаш 3 , 4AN x BM x    , од каде следува  

2 2 213 (3 ) (4 ) 7 6 0x x x x        . 

Корените на последната равенка се 1 и 6. За 6x   точката O  е надворешна за 

отсечката CL  и затоа 1x  . Тогаш 2 3

3cos30

xCO   .  

 

34. Во триаголникот ABC точката О е центарот на опишаната кружница околу 

триаголникот, точката М е средината на страната АВ. Опишаната кружница околу 

триаголникот АМО ја сече страната АС во точка К. Ако 3, 4AK MK   и 

45AOM  , тогаш  

а) определи ги должините на страните АС  и ВС ;  

б) определи ја должината на страната АВ . 

Решение. Од условот на задачата 45AOM   следува, дека 45ACB   или 

135ACB  . Од тоа што ОМ е симетрала на АВ, следува дека ОК е симетрала на 

АС. 

а) Од досега изнесеното наоѓаме дека  

2 2 3 6AC AK      и 2 2 4 8BC MK      

(MK е средна линија). 

б) За страната АВ ја применуваме косинусната теорема и добиваме  

Ако 45ACB  , тогаш 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       , т.е. 100 48 2AB   .  
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Ако 135ACB  , тогаш 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       , т.е. 100 48 2AB   .  

 

35. Докажи дека во секој триаголник важи 2 2
2

( ) 4 tg ,a b c P   

 

каде , ,a b c  се 

должините на страните на триаголникот,   е аголот помеѓу страните b  и c  и P  е 

плоштината на триаголникот.  

Решение. Од косинусна теорема имаме 

2 2 2 2 2 1 cos
sin

2 cos ( ) 2 (1 cos ) ( ) 4a b c bc b c bc b c P  


            . 

Од друга страна, имаме  

2

2

2 2

2sin1 cos
sin 2sin cos 2

tg


 

  


  . 

Конечно, од добиените две равенства следува бараното равенство. 

 

36. Нека ,a b  и c  се должини на страни на триаголник. Определи го аголот 

спроти страната со должина c , ако е исполнето равенството 
3 3 3 2a b c
a b c

c 
 

 .  

Решение. Даденото равенство последователно е еквивалентно со равенствата  

        

3 3 3 2

3 3 3 3 2

2 2 2

( )

( )

( )( ) ( ).

a b c c a b c

a b c c c a b

a b a ab b c a b

    

    

    

 

Бидејќи a  и b  се должини на страни во триаголник, имаме 0a b  , па  
2 2 2

3
2 cosc a b ab    .        (1)   

Од косинусна теорема имаме  

  2 2 2 2 cosc a b ab    .       (2) 

Сега, од (1) и (2) добиваме 
3

cos cos   , т.е. 
3
  .   

 

37. Нека за аглите ,   и   во триаголникот ABC  важи равенството  

2 2 2sin sin sin

sin sin
1

  

 
 . 

Пресметај го аголот  . 

 Решение. Применувајќи ги синусната и косинусната теорема даденото равен-

ство го трансформираме на следниов начин  
2 2 2

2 2 22 2 24 4 4

2 2

2 cos1 2cos

b c a

R R R

b c
R R

a b c bc
bc bc

 
   


     . 

Според тоа, 1
2

cos  . Бидејќи   е агол во триаголник добиваме 
3
  . 

 

38. Пресметај го аголот   во триаголникот ABC , ако 31 1
a c b c a b c   

  , каде 

, ,a b c  се должините на страните на триаголникот ABC  наспроти темињата 

, ,A B C , соодветно, а   е аголот кај темето C .   
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Решение. Го множиме равенството 31 1
a c b c a b c   

   со 0a b c    го и до-

биваме еквивалентното равенство 3a b c a b c
a c b c
   
 

  , т.е. 1b a
a c b c 

  . Последното 

равенство го множиме со ( )( ) 0a c b c    и го добиваме еквивалентното равен-

ство 2 2 2b bc a ac ab ac cb c       , т.е.  

2 2 2c b a ab   .           (1) 

Од друга страна според косинусна теорема имаме 2 2 2 2 cosc a b ab    , а заради 

(1) добиваме 1
2

cos   , од каде добиваме дека 60  .  

 

39. Нека се b CA  и c AB  страни на триаголникот ABC  и al  е должината 

на симетралата на аголот при темето A . Докажи дека ако важи 1 1 1

ab c l
  , тогаш 

120BAC   . 

Решение. Нека D  е пресечната точка на симетралата на внатрешниот агол кај 

темето A  и страната BC . Тогаш, : :BD DC c b  (од својство на симетрала на 

агол). Од косинусната теорема применета на триаголниците ABD  и ADC  

добиваме: 
22 2

2
2 cosa ab l bl DC    и 

22 2

2
2 cosa ac l cl BD   , па ако првото 

равенство го помножиме со 
2c , а второто со 

2b , а потоа ги одземеме, ќе добиеме 

2 2 2

2
( ) 2 cos ( )a al c b bcl c b   . Ако c b , добиваме 2

2cos1 1

ab c l



  , па од условот 

на задачата следи 1
2 2

cos   , а бидејќи   е агол во триаголник, следи 120   . 

Ако b c , од условот на задачата добиваме дека 2 ab c l  , па 1
2 2

cos   , 

односно 120    и во овој случај.  

 

40. За страните cba ,,  на триаголникот ABC  исполнето е равенството  

222 5acb  . 

Докажи дека cb tt  .  

Решение. За дадениот триаголник, според 

косинусна теорема имаме  

cos2222  bccba , 

т.е. 2 2 25 5( ) 10 cosa b c bc     . Од равенст-

вото од условите на задачата имаме  

   cos2 2  bca .        (*)      

Ако ја примениме косинусна теорема на триаголниците ABB1  и ACC1  ги доби-

ваме равенствата  

2 2 2 2 2 2
(*)

2 4 8 3 3
4 4 4

cosb c b a c a
bt c bc           

2 2 2 2 2 2
(*)

2 4 8 3 3
4 4 4

cosc b c a b a
ct b bc           



T

1C

1B

A B

CD

a

b

c
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Со примена на овие две равенства за триаголникот 1CTB , бидејќи ctCT
3
2  и 

btTB
3
1

1  ,  добиваме  

2 2 2 2 2 2 2 22 2 23 3 3 3 12 3 15 92 1 4 1
3 3 9 4 9 4 36 36 2

( ) ( ) ( )b a c a b c a b b
c bt t           

т.е. 
2 2 22 1

3 3 2
( ) ( ) ( )b

c bt t  . Значи, 1CTB  е правоаглен,  т.е. BTCT  .   

 

41. Триаголникот ABC  е зададен со: 3AB  , 4BC  , 120  . Правата низ 

A  што е нормална на AB  ја сече правата низ C  што е нормална на BC  во 

точката D . Пресметај ја должината на отсечката CD .  

Решение. Прв начин. По услов е: AD AB , CD BC . Ако ||BE AD , 

||EF AB (види цртеж 1), тогаш: CD CE ED  . Бидејќи четириаголникот ABCD  

е тетивен, следува 60D  . Но тогаш 60BEC  , од каде што: 

4

3
tg30CE BC   . 

Од DEF  имаме sin 60EF

ED
 , од каде што: 6

3sin 60

EFED   . Според тоа,  

6 104

3 3 3
CD CE ED     . 

Втор начин. Четириаголникот ABCD  е тетивен (види цртеж 1). За да ја 

најдеме должината на отсечката CD , доволно е да го одредиме дијаметарот BD  

на опишаната кружница околу четириаголникот ABCD . Според косинусната 

теорема за ABC  добиваме: 

2 2 23 4 2 3 4 cos120 37AC        , т.е.е 37AC  . 

Но, 2 sinAC R  , 37 2 sin120R , а оттука 2 37

3
2BD R  . Од Питагоровата 

теорема за BCD  добиваме 
2 2 2 100

3
CD BD BC   . Значи, 10

3
CD  .  

Трет начин. Нека точката P  е пресек на правите BC  и AD . Тогаш 30P 

(види цртеж 2), па од правоаголните триаголници ABP  и CDP  добиваме: 

2 6BP AB  , 10PC  , 2PD CD , па според Питагоровата теорема за PCD  

имаме: 
2 2 2

PC CD PD  , т.е. 
2 2210 4CD CD  , па затоа 10

3
CD  .  

Четврт начин. Нека Q  е пресек на правите AB  и CD . Тогаш 30Q  (види 

цртеж 2), па од правоаголниот триаголник BQC  имаме:  

2 8BQ BC  , 2 28 4 48CQ    , 4 3CQ  . 

Од правоаголниот AQD , бидејќи 2DQ AD , добиваме:  

2 2 2
DQ AD AQ  , т.е. 

2 2 24 11AD AD  ,  

од каде што 11

3
AD  , 22

3
AD  . Тогаш: 10

3
CD DQ CQ   .  



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 240 

  Петти начин. Бидејќи 10CP  , 4 3CQ  (од претходните две решенија), од 

сличноста на BQC  и DPC  добиваме:  : :BC CQ DC CP , т.е.

4 : 4 3 :10CD , од каде што 10

3
CD  .  

Шести начин. Нека 1CC AB , 2CC AD  (види цртеж 3). Тогаш правоагол-

ните триаголници 1 2,BCC DCC  имаат по еден остар агол 30 , па имаме  

1
1 2

2BC BC  , 2 1 5C C AC  , CD x  и 2 2
xC D  . 

Значи,
2 2 2

2
5 ( )xx   , т.е. 23 100x  , 10

3
x  ,  односно 10

3
CD  .  

Седми начин. Нека 2 ||BS CD , 2 ||DS BC  

(види цртеж 4). Тогаш четириаголникот 

2BCDS  е правоаголник, па важи  

2 1 1 2 CD BS BS S S   .  (*) 

Правоаголните триаголници 1ABS  и 2 1DS S  

имаат по еден остар агол од 30 , па имаме: 

1

sin 60AB

S B
    6

1
3

S B  , 

и  

1 2

2

tg30
S S

S D
    4

1 2
3

S S  . 

Имајќи го предвид (*) добиваме: 10

3
CD  .  

 

42. Да се изразат преку  страните ,a b  и c  на триаголникот: 

а) неговите тежишни линии,  

б) неговите симетрали на агли.  

Решение. а) Ќе ја најдеме тежишната линија at , а аналогно и за bt  и ct . Нека 

D  е точка, таква што четириаголникот ABCD  е паралелограм (види цртеж). Овој 

паралелограм е со страни ,b c  и дијагонали ,  2 aa t , па имаме  

2 2 2 24 2( )aa t b c   , т.е. 
2 2 2 21

4
(2 2 )at b c a   . 

crte` 1 crte` 2 crte` 3

A

A

AB

B

B

C

C

C

DD D

O

P

Q

1C

2C

30

30

120120

120

60

30

30

crte` 4

A B

C

D

2S

1S

30

120
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б) Ќе ја најдеме само симетралата as  на аголот  . Точката M  ја дели страната 

b  во однос :c b , т.е. : :BM MC c b , од каде што добиваме: 

  ac
b c

BM


 , ab
b c

CM


 .         (1) 

Нека AMC   (види цртеж). Според косинусната теорема, од триаголниците 

ACM  и ABM  добиваме: 

22 2 2 cosa ab s CM s CM     

22 2 2 cosa ac s BM s BM    . 

Ако првата од овие равенки ја помножиме со BM , а втората со CM  и ги 

собереме, ќе добиеме  
2 2 2 ( ) ( )ab BM c CM s BM CM BM CM BM CM      , 

па, заменувајќи ги BM  и CM  од (1), добиваме 

2

2 2 2

( )
[( ) ]bc

a
b c

s b c a


   . 

 

43. Дадени се пет отсечки, така што од секои три од нив може да се состави 

триаголник. Докажи дека барем еден од тие триаголници е остроаголен. 

Решение: Нека должините на дадените отсечки се , , ,a b c d  и e , при што 

a b c d e    . Да претпоставиме дека ниту еден од триаголниците кои се 

добиваат не е остроаголен. Ако искористиме дека за триаголник кој не е 

остроаголен, со страни x y z  , од косинусната теорема важи  

2 2 2 2 22 cosz x y xy x y       

(   не е остар, па cos 0  ), добиваме релации  

2 2 2 2 2 2 2 2 2, ,e d c d c b c b a      . 

Со собирање на последните три неравенства се добива  
2 2 2 2 2 2 22 2 ( )e a b a a ab b a b        , 

 односно e a b  , што е противречност на условот дека од отсечките со должини 

,a b  и e , може да се состави триаголник.  

Конечно, од добиената противречност следува дека барем еден од триаголни-

ците да е остроаголен.  

 

A B

C D

A B

C

at as



a

b

c

a
b

c

S
M

crte` 1 crte` 2
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44. Даден е правоаголен ABC  со прав агол во темето C  и AC BC . Ако M  

е средината на висината ,CH H AB  и 120AMB  , определи го односот 

:AC BC .  

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за ABC . Прво  

2 sin120ABC ABMP P AM BM   , 

па затоа 
3

abAM BM  . Од косинусната теорема за ABM  следува  

2 2 2

2 2

2 cos120

,

AB AM BM AM BM

AM BM AM BM

   

   

 

па затоа  

2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 23 3
2 2( )

( ) ( )

2 2 .a b

a b

AM BM AB AH HM BH HM

AH BH HM h


     

    
 

Според тоа, 
2 2

2 2

3

3 2( )

ab a b

a b
 , т.е. 

22( ) 3 3 2 0b b
a a

   . Но, b a , па од последното 

равенство следува 3 3 11

4
:AC BC  .  

 

45. Точката  на страната  во рамностраниот  е таква што 

односот на радиусите на впишаните кружници во  и  е еднаков на 

. Определи ја вредноста на изразот .  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека . 

Нека  и  е бараниот сооднос (направи цртеж). Од формулата 

 следува, дека  

, т.е. . 

Од друга страна, од косинусната теорема следува , а според условот 

имаме . Тогаш  

, 

па затоа , т.е. .  

 

46. Во правоаголен триаголник правата што минува низ средината на 

хипотенузата и низ центарот на впишаната кружница, ја сече катетата под агол од 

75 . Одреди ги острите агли на триаголникот.  

Решение. Нека M  е средина на хипотенузата на правоаголниот ABC , O  е 

центар на впишаната кружница во него, а N  пресек на AC  со MO  (види цртеж). 

По услов 75AMN  .  

За ABO  важи 135AOB  , бидејќи 
2 2

45
   . Понатаму,   

M AB ABC

AMC BMC

1CM

BM
 1CM

BM


1AB 

,BM x CM y  k

P sr

21
1

x yx
x x y

k
 
 

 2(( 1) 1) ( 1) 2 1k x y k x kx     

2 2 1y x x  

( 1)y k x 

2 2( 1) ( 1)( 1) ( 1) 2 ( 1) 2y y k x x k x k k y y k             

2( 2)( 1) 0k y   2k 
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2
75AOM    

како надворешен за ABO ;  

2 2
135 (75 ) 60BOM       . 

Со примена на косинусна теорема за 

триаголниците AMO  и MBO  

добиваме: 

2

2

sin

sin(75 )

OM

AM




 , 2

2

sin

sin(60 )

OM

MB




 . 

Бидејќи AM MB  и 
2 2

sin sin(45 )
   , добиваме  

2 2 2 2
sin sin(60 ) sin(45 )sin(75 )       , 

од што со примена на адиционите теореми наоѓаме 2
2

sin( 15 )  , па затоа 

15 45  . Следствено, бараните агли се: 60  , 30  .  

 

47. Нека O  е центарот на впишаната кружница во правоаголниот триаголник 

ABC ( 90C  ). Изрази го радиусот R  на опишаната кружница околу 

триаголникот ABO , преку a OA  и b OB . 

Решение. Од 90   следува 
2 2

45
   , 

а оттука: 

180 45 135AOB    . 

Прво ја пресметуваме страната AB  по косинусна 

теорема за триаголникот ABO : 

 

 
2 2 2 2 22 cos135 2AB a b ab a b ab      , 

   2 2 2AB a b ab   .  

Нека S  е центарот на опишаната кружница k  

околу триаголникот ABO  (види цртеж), тогаш:  

SA SB SO R   . 

Во кружницата k , од односот на централниот и периферниот агол, имаме: 

2ASO ABO  , BSO   . 

Тогаш: 

90ASB ASO BSO     , 

што значи дека ABS  е рамнокрак правоаголен, па имаме  

2 21 1
2 2

2R AB a b ab    . 

 

48. Да се докаже дека постои единствен триаголник чии страни се последова-

телни природни броеви и еден од аглите е двапати поголем од еден од  пре-

останатите два агли.  

75

A B

C

N

M

R
RR

O

A B

C

a b

S
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Решение. Нека страните на триаголникот се 1a n  , b n  и 1c n  ; тогаш 

    , па можни се следниве случаи: ( )i 2   , ( )ii 2   , ( )iii 2   . Ќе ги 

разгледаме посебно сите три случаи.  

( )i Според синусната теорема, имаме  

1
sin sin
n n
 
 , 1

sin sin 2
n n
 
 , 1

sin 2sin cos
n n
  
 , 

од каде што добиваме  

2 1
cos n

n
  .           (1) 

Според косинусна теорема, имаме  

2 2 2( 1) ( 1) 2 ( 1)cosn n n n n       , 

т.е.  

  4
2( 1)

cos n
n



  .          (2) 

Од (1) и (2) го добиваме равенството 4
2 1 2( 1)

n n
n n


 
 , т.е. 2n  , па страните на 

триаголникот се 1a  , 2b  , 3c  , што не е можно, зошто a b c  .   

( )ii Слично како во (1), користејќи ги синусната и косинусната теорема, 

добиваме  
2

2

1 2
2 2( 1)

cos n n
n n

 


   , 

т.е. 2 3 1 0n n   , чии што корени не се природни броеви.  

( )iii Во овој случај го добиваме равенството  

1 4
2( 1) 2( 1)

n n
n n
 
 

 , 

т.е. 5n  , па страните на триаголникот се 4, 5, 6a b c   .  

 

49. Одреди правоаголен триаголник кај кој аголот меѓу тежишните линии на 

катетите достигнува најголема вредност.  

Решение. Нека AC b , BC a . Ако ја примениме косинусната теорема на 

ADT , добиваме 
2 2 2

2 cosAT DT AT DT AD      , т.е.  

22 24 2 1
9 3 3 4

cos ( ) ( ) bAE DT AE BD             (1) 

Со замена на равенствата 
22 2

4
aAE b   и 

22 2

4
bBD a   во (1) добиваме 

2 2 2 2 2 21 2
9 9

(4 )(4 ) cos ( )b a a b a b       

т.е. 
2 2

2 2 2 2

2( )

(4 )(4 )
cos

a b

b a a b



 
       (2) 

од каде следува дека  

2 2 2 2

2 3

( 4 )(4 )
sin 1 cos ab

a b a b 
    

 

 (3) 



at

bt

A

B

CD



T

E
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Од (2) и (3) добиваме дека 
2

3

2
tg ab

c
  . Ако во последното равенство замениме 

sina c   , cosb c    добиваме 3
4

tg sin 2   . Најголемата вредност на tg  (а 

со тоа и за   се достигнува за sin 2 1  , т.е. за 
4
  . Значи бараниот триа-

голник е рамнокрак правоаголен триаголник.  

 

50. Во триаголникот ABC  симетралата на ACB  ја сече страната AB  во точ-

ката D . Определи ја должината на страната AC  ако ,CB CD  4AD   и 3DB  .  

Решение. Нека , ,BAC ABC ACB     . Со примена на синусната 

теорема на ABC  добиваме 
sin sin
BC AB
 
 , а со примена на ACD  добиваме 

2
sin sin

CD AD


 . Но, CB CD , па затоа од последните две равенства следува 

2
sin sin

AB AD


 . Понатаму, ако се земе предвид дека 
2 2

sin 2sin cos
 

  , од последното 

равенство добиваме 
2

2 cosAB AD


 . Понатаму, ако земеме предвид дека 4AD   

и 7AB AD DB   , од последното равенство добиваме 
2

7 2 4cos


  , т.е. 

7
2 8

cos

 . Според тоа, 

2 17
2 32

cos 2cos 1


    .  

Понатаму, од синусната теорема приме-

нета на триаголниците ADC  и BCD  следува  

2 2

sin sin

sin sin

ADC BDCAC BC

AD BD 
   , 

па затоа : : 4 :3AC BC AD BD  . Затоа мо-

жеме да земеме 4AC x  и 3BC x . Сега, од 

косинусната теорема применета на ABC  

добиваме  
2 2 2

2 cosAB AC BC AC BC      , 

па затоа  
2 2 2 17

32
7 (4 ) (3 ) 2 4 3x x x x      , 

од каде добиваме 2 4x  , т.е. 2x  . Конечно, 4 2 8AC    .  

 

51. Нека , ,a b c  се страни на триаголник, 2s  е периметарот на триаголникот, 

P  е неговата плоштина и a c , b c . Докажи дека, триаголникот е правоаголен 

ако и само ако ( )( )s a s b P   .  

Решение. Левата страна на равенството, користејќи ја косинусна теорема,  ќе ја 

запишеме во облик: 
1 1
4 4

2 2 2 2 21 1
4 4

( )( ) ( )( ) ( ( ) )( ( ) )

( ( ) ) ( 2 )

s a s b b c a a c b c a b c a b

c a b c a b ab

           

      
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1 1
4 2

(2 2 cos ) (1 cos )ab ab ab     

 
Бидејќи 1

2
sinP ab  , равенството ( )( )s a s b P    е исполнето ако и само ако 

1 cos sin    , т.е. 
2cos cos 0    . Бидејќи 0 180   , добиваме cos 0  , т.е. 

90  .  

 

52. Во ABC  симетралата на аголот при темето C  ја сече страната AB  во 

точката D . Нека BC a  и AC b  и ab
a b

CD


 . Определи го ACB .  

Решение. Прв начин. Нека , ,    се големините на аглите при темињата 

, ,A B C  на ABC , соодветно. Нека n AD , m BD  и AB c . Од својството на 

симетралата на аголот на триаголникот следува : :m n a b . Но, m n c  , па 

затоа ac
a b

m


 . Сега од косинусната теорема, применета на BCD ,  следува  

2 2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )
cosa c a b a b

a ba b a b
a

 
    , т.е. 

2 2 2 2 2( ) 2
2 ( ) 2 ( )

cos
a b c b a ab c

c a b c a b

    
 

   . 

Но, од косинусната теорема применета на ABC  имаме 
2 2 2

2
cos a c b

ca
   , па затоa 

2 2 2 2 22
2 ( ) 2

a ab c a c b
c a b ca
   


 , од каде добиваме 2 2 2a b ab c   . Повторно од косинусна-

та теорема за ABC  следува 1
2

cos     , па затоа 120  .  

Втор начин. При ознаки како во првиот начин аналогно докажуваме дека
ac

a b
m


  и bc

a b
n


 . Понатаму, бидејќи ab

a b
CD d


   со замена во формулата на 

Стјуарт 2 2 2( )b m a n c d mn   , после средувањето добиваме 2 2 2a b ab c   , од 

што како и во првиот начин заклучуваме дека 1
2

cos    , т.е. 120  .  

Трет начин. Нека , ,    се големините на аглите при темињата , ,A B C  на 

ABC , соодветно.  

Имаме 
2

BDC


  . Од синусната теорема применета на BCD  следува 

2
: sin : sin( )ab

a b
a




   , т.е. 

2

sin

sin( )

b
a b 



 
 . Понатаму, sin

sin
1 1a b a

b b
 


    , па за-

тоа 2
sin( ) sin

sin sin
1


 
 

  , т.е. 
2

sin( ) sin sin


    . Сега, бидејќи  
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sin sin(180 ) sin( )      , 

од последното равенство и адиционите формули добиваме  

2 2 2
sin( ) sin sin( ) 2sin( )cos

  
       . 

Понатаму, 
2

sin( ) 0


  , бидејќи во спротивно ќе важи 
2

180


  , што не е 

можно. Конечно, од последното равенство следува 1
2 2

cos

 , па затоа 

2
60


 , т.е. 

120  .  

Четврт начин. Нека , ,    се големините на аглите при темињата , ,A B C  на 

ABC , соодветно. Нека n AD , m BD  и AB c . Од својството на симетралата 

на агол следува : :m n a b . Но, m n c  , па затоа ac
a b

m


 . Од синусната 

теорема применета на BCD  следува 
2

sin : sin :ac ab c
a b a b b



 
   . Од синусната 

теорема применета на BCD  следува 
sin

sin
c
b




 , што заедно со горното равенство 

дава 2
sin sin

sin sin




 
 , т.е. 

2 2 2
sin sin 2sin cos

  
   . Не е можно 

2
sin 0


 , бидејќи 

тогаш 0  , па затоа од последното равенство следува 1
2 2

cos

 , т.е. 

2
60


 , 

односно 120  .  

 

53. Ако аглите во триаголникот ABC  се 80   и 60  , тогаш за неговите 

страни важи равенството 2 ( )a b c c  . Докажи!  

Решение. Прв начин. Да повлечеме 

права CD  која гради 40ACD   (ви-

ди цртеж). Тогаш 60  , па CDA  е 

рамнокрак, со AD AC b  . Очиглед-

но ~ABC CBD  (имаат еднакви аг-

ли); оттука: 

: :AB BC CB BD  

: : ( )c a a b c  ,  

или 2 ( )a b c c  .  

Втор начин. Од косинусната теорема имаме:  
2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

a b c bc

c a b ab

   

   
 

Со собирање на овие две равенства добиваме: 

  

2 2 2 2 2 2

2

2

2 ( cos80 cos 40 )

2 2 ( cos80 cos 40 )

(2cos 40 1) cos 40

a c a b b c b c a

b b c a

b c a

        

   

   

 



40 40

100 80 60

a

b

b A B

C

D
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22 cos 40 cos40b c c a             (*) 

Од синусната теорема имаме:  

sin sin80 2sin 40 cos40
sin sin 40 sin 40

2cos40a
c




    , т.е. 
2

cos40 a
c

 . 

Заменувајќи ја оваа вредност во (*) добиваме 
2

2 24
2 a a

cc
b c c a   , а оттука 

2( )b c c a  .  

Трет начин. Нека AD x  е симетрала на аголот 

1
3 2

S ca  (види цртеж); тогаш: 

~ABC DBA  

: :AC BC DA BA  

: :b a x c  
bc
a

x  .  

Но, AD CD , бидејќи ACD  е рамнокрак, со агли од 

40  при основата AC , па 
2bc a bc

a a
BD a x a      . За 

отсечките BD  и CD , што симетралата AD  на аголот 

  ги отсекува на страната BC , важи: 

: :AC AB CD BD  

: : ( )b c x a x   

2

: :bc a bc
a a

b c   

2 2 2a b b c bc   

 

54. Да се докаже дека во било кој триаголник ABC  е точно равенството  
2 2 2

2 2 2

tg

tg
a c b

b c a

  
  
 . 

( , ,a b c  и ,   се стандардните ознаки за должините на страните и големините на 

аглите на триаголникот). 

Решение. Од косинусна теорема имаме  
2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

b a c ac

a b c bc

   

   

, 

од каде што имаме  
2 2 2

2 2 2

2 cos ,

2 cos .

a c b ac

b c a bc

   

   

 . 

Според тоа  
2 2 2

2 2 2

2 cos cos

2 cos cos
(*)

ac aa c b
bc bb c a

  
  

    

Според синусна теорема имаме sin
sin

a
b




 . Според тоа  

tgcossin
sin cos tg

(*)


  
  , 

што и требаше да се докаже.  

40

40

40

80

60

x
a x

x

A B

C

D

b
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55. Во рамнокрак триаголник ABC  важи 1AC BC  . За која вредност на 

ACB  , изразот 
2

2

ABC

AB
P

g 


  достигнува најмала вредност.  

 Решение. Од косинусната теорема имаме 
2

2 2cosAB    , а за плоштината на 

триаголникот важи  

sin1
2 2

sinABCP AC BC


     . 

Тогаш добиваме  
2(4 2cos ) 4(2 cos )

sin sin
( )g

   

 
   . 

Ќе воведеме смена 
2

tg xx   пр што важи 
2

2

1
sin x

x
  , 

2

2

1

1
cos x

x




   и добиваме 

22(1 3 )
( )

x

x
g g x


  . Но, (0, )  , односно 

2 2
(0, )

  , па затоа 0x   и притоа важи 

0.g   

Ќе ја одредиме најмалата вредност која ја достигнува функцијата ( ) ,g x  

(0, )x  . Нека ming y . Ќе определиме за која вредност на x  истата се достиг-

нува. Значи, ја решаваме равенката 
22(1 3 )

( )
x

x
y g x


  , односно равенката 

26 2 0x yx   . Последната равенка треба да има реални корени, па затоа  дис-

криминантата  е ненегативна, т.е. 0D  . Тогаш  

2 48 0 4 3y y     или 4 3y  . 

Бидејќи 0g   го разгледуваме само случајот 4 3y  . Значи, најмалата вредност 

која функцијата може да ја достигне е 4 3y   и истата се достигнува кога 

26 4 3 2 0x x   . Од последната равенка наоѓаме 3

3
x   и притоа соодветниот 

агол на триаголникот е 
3
  . Бидејќи триаголникот е рамнокрак, добиваме дека 

тој е рамностран.  

 

56. Нека , , , ,a b cR r r r r  и се радиусите на опишаната, впишаната и припишаните 

кружници, а , ,    се аглите на ABC . Докажи дека  

а) cos cos cos 1 r
R

      

б) cos cos cos 1ar

R
      ,  

в) cos cos cos 1br

R
     ,  

г) cos cos cos 1cr

R
     .  

 Решение. Ќе ја докажеме точноста на равенството под б). Од 4abc RP  имаме 

4
abc

P
R   и ако замениме во равенството  

cos cos cos 1ar

R
      , 
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добиваме  

4

4

cos cos cos 1

cos cos cos 1

a

abc
P

a

r

r P

abc

      

      

 

односно го добиваме равенството  

2 ( cos cos cos 1) 8 aabc Pr      . 

Нека 2 ( cos cos cos 1)L abc       и 8 aD Pr . Од косинусна теорема имаме  

2 2 22 cosbc a b c     , 2 2 22 cosac b a c     ,   2 2 22 cosab c a b     , 

па затоа   

2 22

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 3 2 2 3

2 2 2 2

8 ( )8

( ) ( ) ( ) 2

( ) ( 2 )

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ]

( )( )( ) 2 (2 2 )(2 2 )

8 ( )( ) 8ar s aP
s a s a

L a a b c b a b c c a b c abc

a a b c a b c bc b b c bc c

a a b c b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c s s b s c

s s b s c


 

           

         

           

         

      ( ) 8 .a a ar s a r Pr D  

 

 

57. Дадени се пет отсечки, така што од секои три од нив може да се состави 

триаголник. Докажи дека барем еден од тие триаголници е остроаголен. 

Решение. Нека должините на дадените отсечки се , , ,a b c d  и e , при што 

a b c d e    . Да претпоставиме дека ниту еден од триаголниците кои се 

добиваат не е остроаголен. Ако искористиме дека за триаголник кој не е 

остроаголен, со страни x y z  , од косинусната теорема важи  

2 2 2 2 22 cosz x y xy x y       

(   не е остар, па cos 0  ), добиваме релации  

2 2 2 2 2 2 2 2 2, ,e d c d c b c b a      . 

Со собирање на последните три неравенства се добива  
2 2 2 2 2 2 22 2 ( )e a b a a ab b a b        , 

односно e a b  , што е противречност на условот дека од отсечките со должини 

,a b  и e , може да се состави триаголник. Јасно , мора барем еден од триагол-

ниците да е остроаголен. 

 

58. Односот на радиусот R  на опишаната кружница и радиусот r  на 

впишаната кружница во триаголник ABC  кој е рамнокрак е k . Пресеметај ја 

вредноста cos  ако со   е означен аголот при основата на ABC .  

Решение. Нека O  е центарот на впишаната кружница во ABC , 1 1 1, ,A B C  се 

допирните точки впишаната кружница со страните на триаголникот и R
r

k . Од 

1AOC  имаме 
2 2 2

tgr r  . Од друга страна од синусна теорема имаме  

  
sin

2c R

  
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sin(180 2 )

2c R
 

  

  
2

sinc R   

Тогаш  

  
2

sin 2 tgr R    

  
2

2 2

1 1 1
2cos (1 cos )2sin cos tg 4sin cos

R
r       
    

  2 cos (1 cos ) 1R
r

     

  22 cos 2 cos 1 0k k   .  

Со решавање на последната квадратна равенка добиваме  

  
2 22 4 8 2 2 2

4 4
cos k k k k k k

k k

      ,  

односно 
2 21

2 2
cos k k

k

   .  

 

59. Триаголникот ABC  е остроаголен. Докажи дека броевите 

а) cos , cos , cosa b c    

б) sin , sin , sina b c    

се страни на некој триаголник.  

Решение. а) Нека 1 1 1, ,AA BB CC  се виси-

ните во ABC  (види цртеж), тогаш од пра-

воаголните триаголници 1ABB  и 1ACC  

имаме: 

1 1: : cosAB AB AC AC    

т.е.  

1 1: :AB AC AB AC  

па следува дека 1 1 ~AB C ABC .Тогаш 

1 1 : cosB C BC   ,   т.е.  1 1 cosB C a  . 

Аналогно докажуваме дека 1 1 cosA B c  , 1 1 cosA C b  , па значи 1 1 1A B C  е 

тој чии страни се броевите: cos , cos , cosa b c   . 

б) Според косинусна теорема имаме  
2 2 2 2 cosa b c bc     

Бидејќи триаголникот ABC  е остроаголен, следува  

cos 0     и  2 2 2a b c  . 

Нека R  е радиусот на опишаната кружница околу триаголникот ABC , тогаш  
2 2 2

2 2 2
a b c
R R R
   

Според синусната теорема имаме: 

2
sina

R
  ,  

2
sinb

R
  ,  

2
sinc

R
   

па добиваме  

 
r

O

A B
2
c

2
c

1C

a
a



1B
1A

C

A B

C

1C

1B

1A


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sin sin sina b c    . 

Аналогно докажуваме дека 

sin sin sinb a c      и sin sin sinc a b     

од каде заклучуваме дека постои триаголник, чии страни се броевите: 

sin , sin , sina b c   . 

 

60. Докажи дека за произволна точка P  која припаѓа на впишаната кружница 

на рамностраниот триаголник ABC  важи равенството  

 
22 2 2 5

4
aPA PB PC   ,        (1) 

каде a  е должина на страната на триаголникот. 

Решение. Да воведеме ознаки како на цртежот: 

,AB BC CA a   3

3
,aIA IB IC    3

6
;( )aIP r P k    и BIP   . 

Ако ја примениме косинусната теорема на ,AIP BIP  и CIP , последователно, 

добиваме: 
2 2 2

2 cosPA IP IA IP IA AIP    , 

2 2 2
2 cosPB IP IB IP IB BIP    , 

2 2 2
2 cosPC IP IC IP IC CIP    , 

а отткука заради  

6 3
3, 3a aIP r IA IB IC     , 

120 , ,

120

AIP BIP

CIP

   

 
 

(бидејќи 120AIB BIC AIC   ) 

по собирањето на горните три равен-

ства имаме: 
2 2 2

2

2 2

2 2 2 0 0

12 3 3

2 2 0

4

25 5
4 5

3 3 3 [cos(120 ) cos cos(120 )]

(2cos120 cos cos )

( cos cos )

a a a

a

a a

PA PB PC

a a

a

            

    

     

  

што требаше да се докаже. 

 

61. Во триаголникот ABC точката О е центарот на опишаната кружница околу 

триаголникот, точката М е средината на страната АВ. Опишаната кружница околу 

триаголникот АМО ја сече страната АС во точка К. Ако 3, 4AK MK   и 

45AOM  , тогаш  

а) определи ги должините на страните АС  и ВС ;  

б) определи ја должината на страната АВ . 

Решение. Од условот на задачата 45AOM   следува, дека 45ACB   или 

135ACB  . Од тоа што ОМ е симетрала на АВ, следува дека ОК е симетрала на 

АС. 
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а) Од досега изнесеното наоѓаме дека 2 2 3 6AC AK      и 

2 2 4 8BC MK      (MK е средна линија). 

б) За страната АВ ја применуваме косинусната теорема и добиваме  

Ако 45ACB  , тогаш 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       , т.е. 100 48 2AB   .  

Ако 135ACB  , тогаш 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       , т.е. 100 48 2AB   .  

 

62. Триаголникот ABC  е зададен со: 12AB  , 15AC   и 18BC  ; AD  е 

симетрала на A . Најди го односот 1 2:r r , каде што 1r  и 2r  се радиусите на 

впишаните кружници во триаголниците ABD  и ACD .  

Решение. За да ги одредиме радиусите 1r  и 2r  на триаголниците ABD  и 

ACD  (види цртеж), треба да ги најдеме страните на тие триаголници. Бидејќи 

AD  е симетрала на A  имаме: 

: :AB AC BD DC  

12 :15 :BD DC  

(12 15) :15 ( ) :BD DC BD    

27 :12 18: BD  

од каде што добиваме 8BD  .  

Тогаш, 18 8 10DC BC BD     . Да ја 

пресметаме сега должината l  на отсечката AD . 

Од косинусната теорема за триаголниците ABD  

и ACD  имаме: 
2 2 212 8

2 212
cos l

l
  

 
 , 

2 2 215 10
2 215

cos l
l

  
 

 ,  

од каде што по изедначување на десните страни наоѓаме 10l  .  

Сега ги пресметуваме плоштините 1P  и 2P  на триаголниците ABD  и ACD  по 

Хероновата формула: 
12 8 10

1 2
15s    ,  1 15 3 7 5 15 7P       

10 10 15 35
2 2 2

s    ,  75 735 15 15 5
2 2 2 2 2 4

P      .  

На крајот ги одредуваме радиусите 1r  и 2r : 

1

1

15 7
1 15

7
P

s
r    , 2

2

15 7
2 14

P

s
r    

и конечно наоѓаме дека 1 2: 14 :15r r  .  

 

63. Околу рамностраниот триаголник ABC  опишана е кружница. Докажи дека 

за секоја точка M  од лакот AB , на кој не припаѓа точката C , важи 

MA MB MC  . 

Решение. Прв начин. Да ја примениме косинусната теорема на триаголниците 

AMC  и MBC . Добиваме 

2 2 2
2 cosAC AM MC AM MC AMC      и 

2



A
B

C

D

1r

2r
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2 2 2

2 cosBC MB MC MB MC CMB     . 

Бидејќи  

60AMC ABC BAC CMB     

(периферни агли над ист кружен лак) добиваме 
2 2 2

AC AM MC AM MC      и  

2 2 2
BC MB MC MB MC    .  

Одземајќи ги последниве две равенства и имајќи 

предвид дека AC BC , добиваме  

                
2 2

0 ( )AM MB MC AM MB     .                  (1)  

Ако 0AM MB  , равенството (1) го делиме со AM MB  и добиваме 

0 AM MB MC   , односно AM MB MC  . 

Ако 0AM MB  , тогаш CM  минува низ центарот S  на опишаната круж-

ница, па важи 1 1
2 2

2ASM ASB AMC AMS    . Според тоа триаголникот 

ASM  е рамнокрак со основа SM . Но SM SA , па тој е и рамностран. Слично, и 

триаголникот MSB  е рамностран. Според тоа MC MS MS MA MB    . 

Втор начин. Нека AOM . Тогаш  

120AOB BOC COA   , 120MOB  ,   

240 ,MOC   
180

2
,MAO AMO


    

180 (120 ) 60

2 2
,MBO BMO

  
    и  

180 (240 ) 60

2 2
MCO CMO

  
   . 

Сега да ја примениме синусната теорема на триаголни-

ците ,MOA MOB  и MOC , соодветно: 

180

2

sin
sin

MA R


 2 2 2 2

180
2 22

2sin cos 2sin cossin

2sin(90 ) cossin

2 sinMA R R R R
   

 

 


     ,  

180 (120 )

2

1

sin(120 ) sin

MB R
 


120

2
2 sinMB R


   и 

180 (240 )

2

sin(240 ) sin

MC R

 
  

240

2

sin(240 ) 60

2
sin(90 )

2 cosMC R R


 



   . 

Според тоа  

120 120

2 2 2 2120

2 2 2 2

60 60 601
2 2 2 2

2 (sin sin ) 4 sin cos

4 sin 30 cos 4 cos 2 cos .

MA MB R R

R R R MC

   
  

  

   

   

 

 

64. Нека 1 1,AA BB и 1CC  се висини во триаголникот ABC ( AC BC ). 

S

A B

C

M

A B

C

M

O


R

R R
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Определи го аголот ACB , ако 1 1 1 1AA C BB C . 

Решение. Без ограничувањена општоста можеме да претпоставимедека 

AC BC . Нека 'A  е симетрична точка на точката A  во однос на симетралата 

1CC , а I  е пресек на симетралите на аглите на триаголникот. Следствено, 

1 1 1 1 1'IA C IA C IB C  . 

Од последните равенства, добиваме дека четириаголникот 1 1'IA B C  е тетивен и 

според тоа  

  1 1'CA CB CI CC   .        (1) 

Ако воведеме стандардни ознаки BC a , CA b , AB c ,од особини на 

симетрали на агли имаме 

1' ab
b c

CA CA


  , 1
ab

a c
CB


 , 

2

1
a b a b c

a b c a b
CI CC CI ab  

  
   . 

Ако замениме во равенството (1), имаме  
ab ab a b c

b c a c a b
ab 

  
 , 

кое е еквивалентно со равенството  

  2 2 2a b ab c   .          (2) 

Од друга страна пак, од косинусна теорема имаме  
2 2 2 2 cosc a b ab    .        (3) 

Од (2) и (3) имаме 1
2

cos    , односно 120  .  

 

65. Докажи дека 
22 2 21 1 1

2 2 2
cos cos cos s

a b c abc

     , 

каде , ,    се агли во триаголник, , ,a b c  се соодветните страни, а s  е полупе-

риметарот на триаголникот. 

Решение. Ако го искористиме идентитетот за двоен агол 
2 1 cos

2 2
cos    , за 

, ,     , десната страна на равенството ќе го добие обликот: 

1 cos 1 cos2 2 2 1 cos1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

cos coscos1 1 1 1 1
2 2

cos cos cos1 1
2 2

cos cos cos

( ) ( )

(*)

a b c a b c

a b c a b c

bc ac abbc ca ab
abc abc

       

 

   

    

     

  

 

A B

C

I

O

1C

1B
'A

1A
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Ако за триаголникот ја искористиме косинусна теорема 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos ,

a b c bc

b a c ac

c a b ab

   

   

   

 

односно  
2 2 21

2
cos ( )bc b c a    , 

2 2 21
2

cos ( )ac a c b     и 
2 2 21

2
cos ( )ab a b c    , 

и замениме во (*), добиваме: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

222 2 2 2
2

2 2 21 1
4 4

( )( )2 2 2
4 4

(*)

.
a b c

bc ca ab b c a a c b a b c
abc abc

a b ca b c ab bc ac s
abc abc abc abc

 

         

     

 

   

 

 

66. За ABC  со ортоцентар H  важат равенствата  

2 2 2
7AH BH CH    и 3AH BH CH   . 

а) Определи го радиусот на опишаната кружница околу ABC .  

б) Определи ги страните на ABC  со максимална плоштина.  

Решение. а) Ако ABC  е остроаголен, тогаш од косинусната теорема за 

AHB  следува  
2 2 2

2 cos( )AB AH BH AH BH      . 

Бидејќи 2 sinAB R   и 2 cosCH R  , добиваме 
2 2 24AB CH R   и затоа  

2 2 224 AH BH CH
R

R AH BH CH      . 

Тогаш 34 7 3R R  , т.е. ( 1)(2 1)(2 3) 0R R R    , од каде наоѓаме 3
2

R  .  

Ако ABC  е тапоаголен, аналогно наоѓаме  

2 2 224 AH BH CH
R

R AH BH CH       

и затоа  
34 7 3R R  , т.е. ( 1)(2 1)(2 3) 0R R R    . 

Бидејќи 23 (2 )AH BH CH R    , заклучуваме дека 1R  . Егзистенцијата на 

ABC  со 3
2

R   и 1R   следува од б).  

б) Со P  да ја означиме плоштината на ABC . Од 
4

AB BC CA
R

P    следува  

2 2 22 2 2

2

(4 )(4 )(4 )2

16

R AH R BH R CH

R
P

  
 . 

Ако ставиме 
2 2 2 2, , , 4x AH y BH z CH t R     добиваме  

3 27 ( | ) 92

4

t t t zy yz zt

t
P

   
 . 

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека x y z  . Тогаш 7
3

x   и 

затоа  
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2( 3) ( 1)9 (7 ) 15 15
x x

x x
xy yz zx x x

 
        , 

При што знак за равенство важи за 3x  . Затоа 
3 22 7 15 9

4
t t t

t
P    . Бидејќи 3

2
R   и 

1R  , заклучуваме дека max 8P   и оваа вредност се добива за остроаголен три-

аголник со 3
2

R  , 3, 1AH BH CH   . Конечно страните на овој триаголник 

се еднакви на 8 , 6  и 6 .  

 

67. Даден е четириаголник ABCD, таков што  

5 2, 5 3, 2, 4AB BC DC AD  = =  и 2 7AC  . 

а) Определи ги аглите на четириаголникот. 

б) Определи ја должината на отсечката која ги поврзува средините на дија-

гоналите на четириаголникот. 

Решение. а) Од косинусната теорема, за ABC  и ACD , добиваме  

1

2
cos ABC  , т.е. 45ABC  ,  

1
2

cos ADC   , т.е. 120ADC  , 

2

7
cos ACD  , т.е. 3

7
sin ACD  , и  

3

2 7
cos ACB   , т.е. 5

2 7
sin ACB  .  

Затоа  

3

2
cos cos cos sin sinBCD BCA ACD BCA ACD      , т.е. 150BCD  . 

Конечно, 45BAD  . 

б) Нека M , N и F се средините на отсечките AC , BD и AB, соодветно. Бидејќи 

NF и MF се средни линии во ABD  и ABC , соодветно, добиваме дека ||NF AD , 

2NF   и ||MF BC , 5 3

2
MF  . Тогаш ( , ) 90MFN AC BC   и од Питаго-

ровата теорема за MFN  наоѓаме 1
2

44 10 3MN   .  

 

68. Нека X  е произволна точка од хипотенузата AB  на правоаголниот 

триаголник ABC , при што AX m , BX n и CX d . Докажи дека  

2 2 2 2 2 2a m b n c d  . 

 Решение. Бидејќи cosb
c
  , според косинусната теорема за триаголникот 

ACX (направи цртеж) имаме  
22 2 2 2 2 2 2 22 cos 2 b mb

c c
d m b mb m b mb m b          . 

Од равенството m n c  , добиваме n c m   и  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( 2 )

2 ( ) 2

a m b n a m b c m a m b c mc m

a m b m b c cmb m a b b c cmb

       

       
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22 2 2 2 2 2 2 2 2 222 ( )mb
c

m c b c cmb c m b c d        

што и требаше да се докаже.  

 

69. Во било кој триаголник односот меѓу најмалата висина и најмалата би-

сектриса е поголем од 2
2

. Докажи! 

Решение. Најпрво ќе докажеме: Ако ,a b  и c  се страни во триаголник и 

a b c  , тогаш a b ch h h  , каде ,a bh h  и ch  се висините во триаголникот 

спуштени кон ,a b  и c , соодветно. Навистина, за плоштината на триаголникот 

имаме 
2 2

a bah bh
P   , т.е. 

b

a

ha
a b b h

ah bh   . 

Значи 1b

a

h a
h b
  , па b ah h . 

Аналогно се докжува и c bh h .  

Значи на помала страна во три-

аголникот одговара поголема ви-

сина (соодветна на страната). Ќе 

докажеме дека аналогно тврдење 

важи и за бисектрисите: на поголе-

ма страна во триаголникот соодвет-

ствува помала бисектриса. Нека ,a b  и c  се страни во триаголник и a b c  . 

Тогаш a b ch h h  . 

Ќе го докажеме следново тврдење: 

За бисектрисите важат равенствата 
2 2

2

(( ) )2

( )

bc b c a
a

b c
s

 


 ,  

2 2

2

(( ) )2

( )

ac a c b
b

a c
s

 


   и   

2 2

2

(( ) )2

( )

ab a b c
c

a b
s

 


 . 

Доказ.  Нека as  ја сече страната BC  во точка 2A  (види цртеж 1). Плоштината 

на триаголникот 2ABA  е 1 2
sinaP cs  , а плоштината на триаголникот 2AA C  е 

2 2
sinaP bs  . Плоштината на триаголникот ABC  е sinP bc  . Бидејќи 

1 2P P P    добиваме 

2
sin ( )sinabc s b c    , 

т.е. 
2

sin

( )sin

bc
a b c

s





 . Значи ,  

2 2 2

2

2sin cos 2 cos

( )sin

bc bc

a b cb c
s

  

 
  . 

Со квадрирање на ова равенство 

добиваме 
2 2 2 22 2 1 cos

2 2
( ) cos ( )bc bc

a b c b c
s   

 
   .  

Од косинусната теорема за триагол-

BA



C

1C2C

1B

2B
1A

2A

as
bs

cs

ah

bh
ch

a
b

c
crte` 1

BA 

C

DE

cs ch
ab

c

 

crte` 2


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никот ABC  имаме 
2 2 2

2
cos

b c a

bc

 
   и со замена во 2

as  добиваме 
2 2

2

(( ) )2

( )

bc b c a
a

b c
s

 


 . 

Аналогно се докажува и за 2
bs  и 2

cs .  

Натаму имаме     
2 2 2 2

2 2

2 2

(( ) ) (( ) )2 2

( ) ( )

2 2 2 3 3

( ) ( )

( ) ...

( ( ( ) 2 ( ) ))

c a c b b a b c
b c

a c a b

bc

a b b c

s s a

a c b a c b a c b c b

   

 

 

   

       

 

Бидејќи a b c   следува 0c b  , па 2 2 0b cs s  . Заради , 0b cs s   добиваме 

b cs s . Аналогно се докажува дека a bs s . Со тоа тврдењето за бисектрисите е 

докажано. 

Сега во триаголникот ABC , при претпоставка дека a b c  , најмалата висина 

е ch  и најмалата бисектриса е cs . Тогаш и     , каде  ,   и   се аглите во 

триаголникот ABC  спротивни на ,a b  и c  соодветно. Според тоа аглите   и   

се остри. Триаголникот CED  е правоаголен, па и CED  е остар. Имаме 

180

2 2 2
180 180 180 90CED CBE BCE

  
         . 

Заради 90     добиваме 
2

45


  и оттука 90 45CED  . Функција-

та sin x  е растечка за 
2

[0, ]x  , па  

2
2

sin sin 45c

c

h

s
CED   . 

Со тоа тврдењето на задачата е докажано за a b c  . 

 

70. Пресметај ја страната c  на , ако се дадени: 20a  , 15b   и 

90  . 

Решение. Според тангенсната теорема, имаме  

2

2

tg

tg

a b
a b








 , т.e. 
2

tg 4520 15
20 15 tg






 , 

од каде што наоѓаме  

180

2 2 2

2

tg tg tg(90 )

ctg 7,

  



  

 

 

па тогаш  
2

2
2

22

2

ctg 1 7 1 24
257 1ctg 1

cos




 


    . 

Конечно, според косинусната теорема имаме  

  2 2 2 2 2 24
25

2 cos 20 15 2 15 20 49c a b ab           ,  

од каде што добиваме 7c  .  

 

ABC



 

A B

C

c

20a 

15b 

D
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71. Докажи, ако во триаголникот ABC  важи 90  , тогаш  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) .a b a b c    

Решение. Според тангенсната теорема добиваме: 

2

2

2 2 2 2 2 2

2 2

2

tg sin(45 )(90 2 ) sin 45 cos cos45 sin

2 cos(45 ) cos45 cos sin 45 sintg

cos sin( 90 )cos sin cos cos

cos sin cos coscos sin( 90 )

tg tg( 45 )

a c b b c a
ac bc

a

a b
a b





   

   
   

    

    

     

   
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )
,

c b b c a
ac bc

b a c b a b c a

b a c b a b c a

   

    

    


 

па затоа: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )b a c b a b c a b a c b a b c a             

2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 0a b b c b a b a c a      , 

2 2 2 2 4 4 2 22b c a c a b a b    , 

2 2 2 2 2 2( ) ( )a b c a b   . 

 

72. Нека M  е тежиштето на ABC . Докажи дека ако 2AMB ACB , тогаш  

а) 
4 4 4 2 2

AB AC BC AC BC     и  

б) 60ACB  .  

Решение. а) При стандардните ознаки за елементите на триаголникот имаме  
2 2 2 2 2 25

122 sin
ctg

ABC

a b cAM BM AB
PAM MB AMB

AMB   


  . 

Бидејќи 
22cos 1

2sin cos
ctg2



 
  , условот 2AMB    добива вид  

2 2 25 1
3 cos

2cosa b c
ab

 


          

2 2 2 2 2 2

2 2 2

5 2
3

a b c a b c ab
ab ab a b c

   

 
       

2 2 2

2 2 23
a b c ab

ab a b c

 

 
         

2 2 2 4 2 2( ) 3a b c a b           

4 4 4 2 2c a b a b   .  

б) Лесно се проверува дека 4 4 2 2 2 2 2( )a b a b a b ab     , за секои , 0a b  . 

Тогаш од а) следува дека 2 2 2 2 22 cosa b ab c a b ab       , па затоа 1
2

cos   , 

т.е. 60  .  

 

73. Нека AM  и BN  се тежишни линии на триаголникот ABC , а T  е нивната 

пресечна точка. Најди ја должината AB , ако BC a , AC b  и точките , ,M T N  

и C  лежат на иста кружница.  
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Решение. За одредување на страната AB c  доволно е да го одредиме аголот 

  (страните a  и b  се дадени).  

Според косинусната теорема за триаголниците ABC  и ABT  (види цртеж), 

имаме  
2 2 2 2 cosc a b ab      (1) 

2 22 2 cosc AT BT AT BT           (2) 

Бидејќи 180   , следува  

cos cos    . 

Да ги одредиме прво AT  и BT . По 

теоремата за степен на точка во однос 

на кружница имаме: 

AN AC AT AM   , 
2

2 3bb x x  , 

x TM  , 
2 3

bx  , 

па затоа      

3
2 bAT x  .     (3) 

Аналогно наоѓаме дека 
3

aBT  . Од (1), (2) и (3) следува  

2 22 2

3 3 3
2 cos 2 cosb a aba b ab       , 

т.е. 
2 2

4
cos a b

ab
  . Сега од (1) наоѓаме: 

  
2 22 2 2

4
2 a b

ab
c a b ab    ,   

од каде добиваме:
2 2

2
a bc  .  

 

74. Кружница низ темето A  на ,ABC AB AC  ги сече страните AB  и AC  

во точките M  и N , соодветно и ја сече страната BC  во точките P  и Q  така 

што Q  е меѓу B  и P . Определи го BAC  ако ||MN AC , ||NQ AB  и BP AB

CQ AC
 .  

Решение. Прв начин. Нека ,BC a CA b   и 

AB c . Од степенот на точка во однос на кружница 

имаме BA BM BP BQ   , а од паралелноста следува 

BM BP
c a

 . Оттука 
2c
a

BQ   и аналогно 
2b
a

CP  . 

Според тоа, 
2 2 2 2

,a b a c
a a

BP CQ    и условот 

BP AB

CQ AC
  го добива обликот  

2 2 2 2( ) ( )b a b c a c   , т.е. 
2 2 2( )( ) 0b c a b c bc     . 

Бидејќи b c , имаме 2 2 2 0a b c bc    , па од косинусната теорема следува 



 2

a

2

a

2

b

2

b

A
B

C

M
N

T
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1
2

cos BAC   , т.е. 120BAC  .  

Втор начин. Бидејќи четириаголникот AMPN  е тетивен трапез, тој е 

рамнокрак, т.е. AM NP . Исто така, ако T MP NQ  , добиваме дека AMTN  е 

паралелогра, па затоа AM NT . Значи, NP NP  и аналогно MQ MT . Значи, 

TPN  и TMQ  се рамнокраки слични триаголници, па затоа  

TNTP

TQ TM
 .           (1) 

Од друга страна, од синусната теорема следува 
sin sin sin sin

,
NQ CQMP BP

   
   и бидејќи 

sin

sin
BP AB

CQ AC




  , заклучуваме дека MP NQ . Оттука о од (1) следува дека  

TN

TM
TM TQ TM TQ     , т.е. ( )( ) 0TM TN TM TQ   . 

Нека претпоставиме дека TM TN . Имаме, MQ NP  и NA MA . Од првото од 

овие равенства следува дека ||MN PQ  и тогаш од второт следува дека AB AC , 

што е противречност.  

Според тоа, TM TQ , т.е. MTQ  е рамностран триаголник, од каде следува 

дека 120BAC MTN  .  

 

75. Права, која минува низа центарот I  на впишаната кружница во ABC , ја 

сече опишаната кружницата во точките F  и G  и впишаната кружница во точките 

D  и E , при што D  е меѓу I  и F . Докажи, дека 2DF EG r  , каде r  е 

радиусот на впишаната кружница во ABC . Кога важи знак за равенство?  

Решение. Ќе докажеме дека степенот на центарот I  

на впишаната кружница во однос на опишаната 

кружница е еднаков на 2Rr . Ако L  е средината на 

лакот AB  (види цртеж), тогаш од 
2

LIA LAI


   

следува LI LA . Од синусната теорема за ACL  

следува дека 
2

2 sinLI LA R


   и ако искористиме дека 

2
sin

rCI


 , добиваме 2CI LI Rr  . Оттука следува дека 

2FI GI Rr  . Пресметуваме  

2

2

( )( )

( )

2 .

FD EG FI r GI r

FI GI r FI GI r

Rr rFG r

   

    

  

 

Неравенството 2FD EG r   е еквивалелнтно со 

неравенството 2R FG , кое очигледно важи. Знал за 

равенство важи ако и само ако FG  е дијаметар.  
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76. Впишаната кружница во ABC  се допира до страните AC  и BC , 

AC BC , во точките P  и Q , соодветно, а припишаните кружници кон AC  и 

BC  се допираат до AB  во точките M  и N , соодветно. Ако точките , , ,M N P Q   

лежат на една кружница, определи го ACB .  

Решение. Симетралата на AB  и симе-

тралата на ACB  се сечат во средината 

D  на лакот AB   од опишаната кружница 

околу ABC , кој не ја содржи точката C . 

Бидејќи  

AM BN CP CQ p c       

условот на задачата е еквивалентен  на 

DM DP . Од косинусната теорема има-

ме   
2 2 2

2

2 2 2

2

2 cos

2 cos

DP DC CP DC CP

DM DA AM DA AM





   

   

 

и ако ги одземеме последните равенства, добиваме  

2
2( )cosDC DA p c


    . 

Од теоремата на Птоломеј имаме 
( )a b DA

c
DC


 . Бидејќи 

2
2 cosc DA


 , заклучу-

ваме 
2 1

2 2
cos


 , т.е. 90  .  

 

77. Во остроаголен триаголник ( )ABC AB BC  со агол   при темето A , точ-

ката E  е Ојлеровиот центар, а точката P  припаѓа на отсечката AE . Ако 

ABP ACP x  , докажи дека 90 2x    .   

Решение. Прв начин. Нека K  и L  се 

средините на страните AC  и AB , соод-

ветно, O  е центарот на опишаната круж-

ница околу ABC  и ,M AC N AB   се 

точки такви што ||PM EK  и ||PN EL . 

Имаме  

180 2 90 .

PMC EKC LKC LKE

CBO

  

     
 

Нека 'C  е симетричната точка на точката C  во однос на симетралата на от-

сечката MN   ( 'C B , бидејќи AB BC ). Точките , ,B P N  и 'C  припаѓаат на 

иста кружница, бидејќи 'NC P NBP x  . Оттука следува дека  

' 2 90x CBP PNC PMC      , 

од каде следува тврдењето на задачата. 

Втор начин. Од синусната теорема на Чева за точката P  во ABC  следува  
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sin( )sin sin
sin sin sin( )

xCAE PBC
EAB PCB x




  . 

Од друга страна, од истата теорема за точката E  во AKL  следува  
cos( )sin sin

sin sin cos( )
CAE AKE
EAB ELA




  . 

Од последните две релации следува  

1
2

0 sin( )cos( ) sin( )cos( )

(sin(2 ) sin( ) sin(2 ) sin( ))

sin( )cos(180 2 ),

x x

x x x x

x

       

            

     

 

од каде следува 90 2x    .  

 

78. Во остроаголен ,ABC CA CB , точките 1A  и 1B  се допирните точки на 

припишаните кружници кон страните CB  и CA , соодветно и O  е центарот на 

впишаната кружница. Правата CO  по вторпат ја сече кружницата опишана околу 

ABC  во точка P , а нормалата на правата CP  во повлечена во точката P  ја сеча 

правата AB  во точката Q . Докажи, дека правите QO  и 1 1A B  се паралелни.   

Решение. Нека K CO AB   и AKC   . Нека M  и N  се пресечните точки 

на QO  со BC  и CA , соодвето. Од APB  и синусната теорема добиваме  

2 2

sin(90 ) cos

sin sin

AQ

PQ  

 
  .    (1) 

Од правоаголниот KPQ  наоѓаме  

1
sin

KQ

PQ 
 .        (2) 

Од (1) и (2) следува  

2

cos sin

sin

AQ

QK 

 
 .      (3) 

Од AKC  и својството на симетралата на 

агол следува дека  

2
sin

sin
KO AK

OC AC




  .      (4) 

Ако ја примениме теоремата на Менелај за AKC  и правата OQ  добиваме  

1
AQ KO CN

QK OC NA
   . 

Ако во последното равенство замениме од (3) и (4) наоѓаме 1
cos

CN

NA 
 , па затоа 

1
1 cos

CN

CA  
 , т.е. 

2

2

2 sin

22cos
2 tg

R
CN R



 
  . Аналогно наоѓаме 

2
2 tgCM R  . Според 

тоа,  

2

2

tg

tg

CN

CM




 .             (5) 

Од друга страна, знаеме дека 1 2
ctgB C p a r     и 1 2

ctgA C p b r


   . 
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Конечно, ако го искористиме (5) добиваме  

1 2 2

1 22

ctg tg

tgctg

B C CN

A C CM



 
   , 

па затоа правите MN  и 1 1A B  се паралелни, т.е. правите QO  и 1 1A B  се паралелни.  

 

79. Дадедн е разностран триаголник ABC . Нека   и   се аглите при темиња-

та A  и B , соодветно и нека симетралите на овие агли ги сечат спротивните 

страни на триаголникот во точките D  и E , соодветно. Докажи, дека остриот агол 

меѓу правите DE  и AB  е помал или еднаков на 
| |

3


.  

Решение. Како и обично да 

означиме ACB   , BC a , 

CA b  и AB c , при што без 

ограничување на општоста можеме 

да земеме дека a b  и    . Нека 

F  е пресечната точка на правите 

DE  и AB , а   е аголот меѓу овие прави. Од cBD
bDC

  и CE a
cEA

  добиваме 

ac
b c

BD


 , ab
b c

DC


 , ab
a c

CE


  и bc
a c

EA


 . Сега од теоремата на Менелај за 

правата DE  и триаголникот ABC  следува bc
a b

AF


  и ac
a b

FB


 . Понатаму, од 

синусната теорема применета на триаголниците FEA  и FDB  следува  

sin( ) sin
sin sin

bc
a b

bc
a c

FEA a cFA
EFA a bEA





 
 

     и  

sin( ) sin
sin sin

ac
a b

ac
b c

FDB b cFB
DFB a bDB





 
 

    ,  

од што добиваме  

2

2 2
sin sin( ) sin( ) 2sin cos sin( 2 )

  
         . 

Оттука следува 
2  

, т.е. 
3  

.  

 

80. Впишаната кружница k  во ABC  ги допира страните BC  и AC  

соодветно во точките D  и E . Правата која минува низ точката D  и е нормална 

на BC  ја сече k  во точка P  поблиска до A . Правата AP  ја сече BC  во точката 

M . Нека N  е точка од отсечката AC  таква што AE CN  и BN  ја сече k  во 

точката Q  поблиска до B  и ја сече AM  во точката R . Докажи, дека ABR  и 

четириаголникот PQMN  имаат еднакви плоштини.   

Решение. Нека правата која минува низ точката P  и е паралелна на правата 

BC  ги сече правите AB  и AC  соодветно во точките 'B  и 'C . Јасно, правата 

' 'B C  е тангента на кружницата k . Нека Y  и Z  се произволни точки на правата 

BC , а 'Y  и 'Z  се пресечните точки на правата AB  соодветно со правите  AY  и 

AZ . Ако '
ah  и ah  се соодветно висините на ' 'AB C  и ABC , тогаш 

' 'AB C ABC  и ' 'AY Z AYZ , па затоа  
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'
' ' ' 'a

a

hB C Y Z
hBC YZ

  .    (1) 

Со , , , ', 'a b c a b  и 'c  да ги означиме соод-

ветно должините на станите , , ,BC AC AB

' ',B C 'AC  и 'AB , а со s  и 's  полупери-

метрите на ABC  и ' 'AB C . Имаме, 

' ' ', ' ' ' 'B P PC a c B P b PC     , па затоа 

' ' 'PC s b  . Сега од (1) следува  

' '

' '
'

PC a
aMC

a b s b
a a

MC a a s b BD 

 

    
. 

На продолжението на страната AC  преку 

точката C  избираме точка X  таква што 

CX MC . Од сличноста на APE  и 

AMX  следува s aAP AE
aAM AX

  . Сега, од теоремата на Менелај за AMC  и 

правата BN  наоѓаме 1CNAR MB

RM CB NA
 , па затоа  

a s c aAR
s c s a s aRM


  

  , т.е. aAM
s aRM 

 . 

Оттука RM AP , па затоа AR PM . Аналогно добиваме RB QN . Ако   е 

аголот меѓу страните AR  и BR , тогаш  
1 1
2 2

sin sinARB PQMNP AR BR PM QN P      . 

 

81. Нека ABC  е триаголник при што точките 1 1,A B  и 1C  се средини на стра-

ните ,BC  CA  и AB  соодветно. Нека P  е точка од опишаната кружница k  околу 

триаголникот ABC . Правите 1 1,PA PB  и 1PC  ја сечат по вторпат кружницата k  

во точките ', ', 'A B C  соодветно. Нека точките , , , ', ', 'A B C A B C  се по парови раз-

лични, и правите ', 'AA BB  и 'CC  формираат триаголник. Докажи дека плошти-

ната на тој триаголник не зависи од изборот на точката P . 

Решение. Нека 0 0 0, ,A B C  се точки на пресек на правите ', 'AA BB  и 'CC  (види 

цртеж). Ќе покажеме дека 
0 0 0

1
2A B C ABCP P . Ќе го разгледаме шестоаголникот 

' 'ABCC PA . Според теоремата на Паскал, пресеците на спротивните страни се 

сечат во точки кои припаѓаат на една права. Според тоа, точките  

1'AB C P C  , 1'BC PA A   и 0' 'CC AA B   

лежат на една права. Според тоа, точката 0B  лежи на средната линија на 1 1A C  на 

триаголникот ABC . Аналогно, точката 0A  припаѓа на средната линија 1 1B C  и 0C  

припаѓа на средната линија 1 1B A  на триаголникот ABC  (види цртеж).  

 Отсечките AC  и 1 1A C  се паралелни, па според тоа, триаголниците 0 0 1B C A  и 

0 1AC B  се слични. Од сличноста добиваме  
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0 0 1 0

0 1 0

B C A C

AC B C
 .   (1) 

Аналогно, од тоа што 

1 1||BC B C , добиваме дека 

триаголниците 1 0 0B A C  и 

1 0A BC  се слични. Според тоа, 

од сличноста добиваме  

1 0 0

1 0 0 0

A C BC

B C A C
 .   (2) 

Од (1) и (2) добиваме дека  

0 0 0

0 0 0

B C BC

AC A C
 , 

кое е еквивалентно со равен-

ството:  

0 0 0 0 0 0B C A C AC BC   . 

Според тоа,  

0 0 0 0

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 2

sin sinA B C ABCP B C A C A B C AC BC AC B P     . 

Точката 0C  припаѓа на средната линија 1 1B A  на триаголникот ABC  од каде што 

добиваме дека 1
0 2

( , ) ( , )d C AB d C AB , со ( , )d X YZ  е означено растојанието од 

точката X  до правата YZ . Тогаш  

  
0 0 0 0

1 1 1
02 4 2

( , ) ( , )A B C ABC ABCP P AB d C AB AB d C AB P      .  

Десната страна на последното равенство не е во зависност од точката P . Значи, 

независност од изборот на точката P  имаме 
0 0 0

1
2A B C ABCP P .  

 

 

 

5.  РЕШАВАЊЕ НА ЧЕТИРИАГОЛНИК    
 

1. Точката K  лежи на страната BC  на квадратот ABCD , а бисектрисата на 

аголот KAD  ја сече страната CD  во точката L . Докажи дека DL KB AK  . 

Решение. Ако страната на квадратот е a , тогаш, според ознаките на цртежот, 

од триаголниците ABK  и ADL  имаме: 

  sin2 2 sin cosa AK AK       и  

  cosa AL  , 

а оттука: 

cos 2 sin cosAL AK     

2 sinAL AK                     (*) 

Од истите триаголници имаме: 

  cos2BK AK     и 

  2sin 2 sinDL AL AK    . 

Конечно: 

A

B

C

1C

1B
1A

'A

'B
'C

A

B

C

P

k



2




90



A B

CD

K

LM
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2 2 2 2

2 2

2 sin cos2 2 sin cos sin

(sin cos ) .

DL BK AK AK AK AK AK

AK AK

      

   
 

 

2. Нека  е внатрешна точка на конвексен четириаголник  со плошти-

на  таква што . Докажи, дека  е квадрат 

со центар .  

Решение. Имаме  

 

Тогаш од горното неравенство следува дека  и четирите си-

нуси се еднакви на 1. Според тоа, четириаголникот  е квадрат со центар 

.  

 

3. Во внатрешноста на квадратот ABCD  е избрана точка P  така што 

15PAB PBA  .  Докажи дека триаголникот PCD  е рамностран.   

Решение. Триаголникот ABP  е рамнокрак,  па затоа не-

говото теме P  припаѓа на симетралата MN  на страните 

AB  и CD  на квадратот (види цртеж). Според тоа, триагол-

никот DCP  е рамнокрак, PC PD . Нека  

PCD PDC   . 

Ако должината на страната на триаголникот е a , тогаш 

MP PN a  .  Од правоаголниот триаголник PMB  имаме 
2

tg15aMP  , а од пра-

воаголниот триаголник PNC  имаме 
2

tgaMN   .  Ако замениме во равенството 

MP PN a  ,  добиваме 
2 2

tg15 tga a a   ,  т. е.   

1

3

1

3

1tg45 tg30 3 1 3 3

1 3 1 3 11 tg45 tg30
tg 2 tg15 2 2 2 3

  

  
           . 

Јасно, 60   и триаголникот PCD  е рамностран.   

 

4. Во квадратот ABCD  со страна 1, точката M  е средина на страната CD , а 

N  е подножје на нормалата повлечена од A  на BM . Докажи дека страните на 

триаголникот MNA  се однесуваат како 3: 4 :5 . 

Решение. Прв начин. Нека MN x , AN h , 1AD  , 1
2

DM  , тогаш (види 

цртеж):  

 

2 2 5

2
MB MC BC   ; 5

2
MA MB   

O ABCD

P
2 2 2 2

2OA OB OC OD P    ABCD

O

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2( )

sin sin

sin sin

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 .

ABCD AOB BOC COD DOA

ABCD

P P P P P

OA OB AOB OB OC BOC

OC OD COD OD OA DOA

OA OB OB OC OC OD OD OA

P P

   

   

   

       

 

OA OB OC OD  

ABCD

O

A

B C

D

15

15

P
M N




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5

2
BN MB MN x    . 

Од AMN  добиваме 
2 2 2

AN AM MN  , 

т.е. 
2 25

4
h x  . Од ABN  добиваме  

2 2 2
AB AN NB  , 

2 25

2
1 ( )h x    

2 25 5
4 4

1 5x x x      

Оттука 3 5

10
x  , а потоа 2 5

5
h  , па тогаш  

3 5 2 5 5

10 5 2
: : : : 3 : 4 : 5MN AN AM   . 

Втор начин. Нека страната на квадратот ABCD  е a , MAN    и AMB    

тогаш 
2
aMC MD  , па од складноста на триаголниците AMD  и BMC  следува 

AMD BMC     (направи цртеж). По Питагоровата теорема од AMD  

наоѓаме  

22 5

4 2

aaAM a   , 5

2

aBM AM  , 

2 16 3
2 25 5

sin sin( ) cos 1 sin 1 .          
 

Според синусната теорема за MNA  имаме: 
3 54

2 5 5 5
: : sin : sin : sin : : 3: 4 :5MN NA AM      . 

 

5. Три квадрати , ,ABCD BEFC EHKF  со страна a  формираат правоаголник со 

страни a  и 3a . Докажи дека DBA DEA DHA  .  

Решение. Ќе воведеме ознаки DBA   , DEA    и DHA   . Од право-

аголниот триаголник DAB  имаме  

tg a
a

  , т.е. tg 1  . 

Од правоаголниот триаголник 

DEA  имаме  

2
tg a

a
  , т.е. 1

2
tg  , 

а од правоаголниот триаголник 

DAH  

3
tg a

a
  , т.е. 1

3
tg  . 

Од друга страна,  
1 1
2 3

1 1
2 3

tg tg

1 tg tg 1
tg( ) 1 tg

 

    
      . 

Бидејќи 
2

, , , (0, )    , имаме    , односно  

DEA DHA DBA  . 

 

A B

CD

E

F

H

K

  



A B

CD M

N
1

5,0

  

 


x

h

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6. Од темето A  на квадратот ABCD  кон внатрешноста се повлечени две полу-

прави коишто зафаќаат агол од 45 . Едната од нив ја сече страната BC  во точ-

ката E , а дијагоналата BD  во точката P , а другата полуправа ја сече страната 

CD  во точката F  а дијагоналата BD  во точката Q . Докажете дека плоштината 

на триаголникот APQ  е еднаква на плоштината на четириаголникот PQFE . 

Решение. Точките , ,A B E  и Q  лежат на една 

кружница, бидејќи отсечката EQ  од точките A  и B  

се гледаат под еднаков агол од 45 . Бидејќи 

90ABE  , добиваме дека и 90EQA  . Оттука е 

јасно дека 45QEA  , па, значи, триаголникот 

AQE  е рамнокрак и правоаголен со прав агол во Q . 

Според тоа:  

  2AE AQ  .     (1) 

Аналогно се покажува дека  

  2AF AP  .     (2) 

Со 1P  и 2P  ќе ги означиме плоштините на триаголниците AQP  и AEF  соод-

ветно. Тогаш, со оглед на (1) и (2), добиваме  
1

1 2

1
2

2

sin 45 1
2sin 45

AP AQP

P AE AF

 

 
  . 

Значи 1 22P P , од каде што следува дек аплоштината на триаголникот APQ  е 

еднаква наплоштината на четириаголникот PQFE .   

 

7. Даден е квадрат ABCD . Точките M  и N  припаѓаат на страните BC  и CD , 

соодветно и се такви што 60BMA NMC  . Определи го MAN .  

Решение. Прв начин. Нека a  е должината нa страната на квадратот ABCD . 

Бидејќи ABM  е „половина од рамностран триаголник“ важи 3AB BM , т.е.  

3

aBM   и 2

3
2 aAM BM  . 

Бидејќи MCN  е половина од рамностран триаголник важи  

3

2

3

,

3 3 ,

2 2 .

a

a

CM BC BM a

CN CM a a

MN CM a

   

  

  

 

Нека точката X  е подножјето на нормалата 

повлечена од точката N  на отсечката AM . 

Од равенствата 60BMA NMC  , сле-

дува  60XMN AMN  . Затоа MNX  

е „половина од рамностран триаголник“, па 

важи 
3

, 3aMX a NX a a    . Конечно,  

45 45

A B

CD

P

Q

F

E
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2

3 3
( ) 3a aAX AM XM a a a       . 

Според тоа, AX XN , т.е. ANX  е 

рамнокрак правоаголен триаголник (со 

прав агол во темето X ). Затоа 

45XAN  , т.е. 45MAN  .  

Втор начин. Нека a  е должината нa 

страната на квадратот ABCD . Бидејќи 

ABM  е половина од рамностран триа-

голник, важи 3AB BM , т.е. 
3

aBM  . 

Бидејќи MCN  е „половина од рамно-

стран триаголник“ важи  

3

aCM BC BM a     и 

3 3CN CM a a   . 

Значи, 2 3DN CD CN a a    . Нека E  е точка на отсечката AM  таква 

што AE AB . Бидејќи 60BMA   и 30BAM  , во рамнокракиот ABE  

важи 180
2

75BAEABE   . 

Нека F  е подножјето на нормалата повлечена од точката E  кон страната AB . 

Бидејќи 30EAF  , заклучваме дека AFE  е „половина од рамностран триагол-

ник“, па затоа важи 
2
aEF   и 3

2
3 aAF EF  . Значи, 3

2

aFB AB AF a    . 

Но, 2AD a EF   и (2 3) 2DN a FB   , па затоа правоаголните триаголници 

AND  и EBF  се слични. Според тоа,  75AND  , што значи дека  

75 30 45MAN BAN BAM AND BAM       . 

Трет начин. Нека a  е должината нa страната на квадратот ABCD  и нека T  е 

подножјето на висината повлечена од темето A  кон страната MN  во AMN . Од 

60BMA NMC   следува 60AMT  .  

Понатаму, равоаголните триаголници 

ABM  и ATM  имаат еднакви агли и заед-

ничка хипотенуза AM , па од признакот 

АСА следува дека тие се складни. Значи,  

AT AB  и 30MAT MAB  . 

Понатаму триаголниците ADN  и ATN  се 

складни, бидејќи и двата се правоаголни, 

имаат заедничка хипотенуза AN  и важи 

AT a AD  . Затоа TAN DAN . Спо-

ред тоа,  
1 1
2 2

1
2

45 .

MAN MAT TAN BAT TAD

BAD

   

 
 

Четврт начин. Нека a  е должината ан страната на квадратот ABCD . Бидејќи 
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ABM  е „половина од рамностран триаголник“, важи  3AB BM  т.е. 

3

aBM  . Бидејќи MCN  е „половина од рамностран триаголник“  важи 

CM BC BM    
3

aa   и 3 3CN CM a a   . Според тоа, 

2 3DN CD CN a a    . Нека P  е точка на страната AD  таква што 

60DNP  , т.е. DNP  е „половина од рамностран триаголник“ (направи 

цртеж). Тогаш 3 2 3 3DP DN a a    и 2 4 2 3NP DN a a   . Понатаму, 

(2 3 3 ) 4 2 3AP AD DP a a a a a       , па затоа NP AP . Сега, бидејќи 

30NPD  , т.е. 150NPA  , добиваме дека 15NAP  . Конечно, 

60 15 45MAN MAD NAP     .  

Петти начин. Нека x BM  и y CN . Од условот на задачата имаме 

30MAB CNM  . Тогаш 3

3
tg30 x

a
  , па следува дека 3

3

ax  . Значи, 

3

3
(1 )CM a x a    . Слично, 

3

3
(1 )3

3
tg30

a

y


  , од каде ( 3 1)y a  . Нека 

E  е подножјето на нормалата повлечена од N  кон страната AB . Јасно е дека  

(2 3)AE DN a y a     . 

Ако бараниот агол го означиме со  , тогаш од AEN  

имаме 1

(2 3) 2 3
tg( 30 ) a

a  
   . Од адиционите фор-

мули имаме 
3

3

3

3

tg 1

2 31 tg



 
 . Оттука следува tg 1  , па 

затоа 45  . 

 

8. Околу даден правоаголник со страни a  и b , опишан е друг правоаголник 

чија плоштина е 2m . За кои вредности на параметарот m , во зависност од  a  и b , 

може да се опише правоаголникот? 

Решение. Нека   е аголот меѓу страните на  правоаголниците ABCD  и 

1 1 1 1A B C D . За должините на страните на  опишаниот правоаголник 1 1 1 1A B C D  има-

ме:  

1 1 1 1 sin cosA D AA AD a b     ,  

1 1 1 1 cos sinA B BA BB a b     . 

Од условот за плоштината имаме:     
2 ( sin cos )( cos sin )m a b a b     , 

а со средување на изразот се добива  
2

2 2
sin cos m ab

a b




   , т.е. 

2

2 2

2( )
sin 2

m ab

a b




  . 

Тогаш, услов задачата да има решение ќе биде 

0 sin 2 1   , односно решавајќи ја неравенката, го 
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добиваме бараниот услов 
2

a bab m   .   

 

9. Точките M  и N  се средини на страните AB  и BC  на квадратот ABCD . 

Отсечките CM  и DN  се сечат во точка P . Докажи дека AP AB .  

Решение А. Прво ќе покажеме дека CM DN  (види цртеж 1). Бидејќи пра-

воаголните триаголници MBC  и NDC  се складни (САС), следува дека: 

BCM CDN    и CMB DNC  , 

и притоа 90  . Но, 90PCD   , па затоа PCD   , т.е. PCD  е 

правоаголен, со прав агол во темето P , т.е. CM DN .  

Понатаму можеме да продолжиме на неколку начини: 

Прв начин. Ја продолжуваме страната CM  преку M  до пресекот R  со DA . 

Од AM DC  и 1
2

AM DC  следува дека AM  е средна линија на RCD , т.е. A  

е средина на DR . Тогаш, во правоаголниот RPD  отсечката AP  е тежишна 

линија над хипотенузата и е еднаква на половина од неа, т.е. AP AB .  

Втор начин. Нека Q  е средина на страната CD  (види цртеж 1). Тогаш 

четириаголникот AMCQ  е паралелограм. Од SQ PC  и QD QC  следува 

DS SP , т.е. S  е средина на DP . Освен тоа AS DP . Значи, AC  е висина и 

тежишна линија на APD , па тој е рамнокрак и следува: AP PD , т.е AP AB .  

Трет начин. Четириаголникот AMPD  е тетивен, па затоа ADM APM , 

како периферни агли над тетивата AM . Понатаму, од складноста на триагол-

ниците ADM  и CDN  следува дека ADM CDN   ; т.е. APM   . Тогаш, 

од 90ADP    и 90APD    следува APD ADP . Значи, APD  е 

рамнокрак, т.е. AP AD , или AP AB .  

Решение Б. При ротација на квадратот околу неговиот центар O  за 90 , (види 

цртеж 2) отсечката CM  се пресликува во отсечката DN , па следува дека 

CM DN . Тогаш CP  е висина над хипотенузата DN  во правоаголниот DNC , 

чии катети се однесуваат како 1: 2 . Од ~DNC CNP  следува дека 1
2

CP DP . 

Од правоаголниот CDP  имаме:  





90 

A M B

N

CD a

O P

A

BC

D

M
Q

N

P

S

R






 





crte` 1 crte` 2
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DC a , 
2 22 1

4
DP a DP  , 2

5

aDP  ; 1
2 5

sin CP DP
aCD

    . 

Според косинусната теорема за APD  добиваме: 

2 2 2 2 2 224 1
5 5 5

2 sin(90 ) 2 aAP AD DP AD DP a a a a          . 

Значи, AP AB .  

 

10. Докажи дека од сите правоаголници впишани во полукружница, најголема 

плоштина има оној чии страни се однесуваат како 2 : 1. 

Решение. Прв начин. Плоштината на правоаголник 

впишан во полукружница со радиус r  е  
22 cos sin sin2P r r r       

(притоа 
2

0    ) . Центарот O  на кружницата е на 

половината од едната страна на правоаголникот. Макси-

мална плоштина ќе се добие кога sin2 1   и таа ќе биде 2
maxP r . Тогаш 

4
  , 

па триаголникот OBC  е рамнокрак правоаголен. Според тоа : 2 :1AB BC  . Значи 

од сите правоаголници впишани во полукружница најголема плоштина има оној 

чии страни се однесуваат како 2 :1 . 

Забелеша. Во кружница најголема плоштина има квадратот. 

Втор начин. Нека кружницата има дијаметар AB , 

центар O  и радиус R  и нека страните на правоаголни-

кот се x  и y . Тогаш неговата плоштина е P xy  и 

2
xEO OF  . Аголот AHB  е периферен над дијамета-

рот AB  па 90AHB  . Отсечката HE  е висина во 

правоаголниот триаголник AHB  па 
22 2

2 2 4
( )( )x x xy AE EB R R R       . 

 Според тоа плоштината на правоголникот е 
22 2 2 21
4 2

(4 )xP x R x R x    . Да 

го примениме неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина за 

броевите 2x  и 2 24R x . Добиваме 2 2 2 2 2 2 21
2

(4 ) ( 4 ) 2x R x x R x R     . Сега 

за плоштината имаме 
2 21

2
2

P R R  . Равенство се достигнува за 2 2 24R x x  , 

односно за 2 22x R  и тогаш 2 2 2 21
2

2 (4 2 )P R R R R    па ја добиваме макси-

малната плоштина. За втората страна на правоаголникот добиваме 
2 2 22 2 2

4 2 2
x R Ry R R     , па 2 2 22 2 4x y y   , односно 2x y .  

Трет начин. Точката O  е средина на отсечката AB  

и нека R  радиусот на кружницата и ,EF HG a 

EH FG b  . Тогаш имаме  
2 2 22 2 2

2
( )aR OG OF FG b      

B

D

A

C

O

r

 r cos

r
si

n


E F

y

2
x

G

A

H

BO2
x

R

E F

G

A

H

BO

R



Тригонометрија 

  275  

и плоштината P  на правоаголникот е 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( ) 2 ( )

( ) ( 2 ( ) ) ( )

a a a a

a a a a

P ab b b b b

b b b R b

          

         
 

 и таа достигнува максимум кога 
2

2
( )ab  достигнува минимум, односно за 

2
0ab  . Значи 2a b . Според тоа од сите правоаголници впишани во полу-

кружница најголема плоштина има оној кај кој страната што лежи на дијаметарот 

е двапати поголема од другата страна. 

Четврт начин. Да воведеме ознаки како на црте-

жот. Тогаш плоштината P  на правоаголникот е 

2P xy  и 2 2 2y R x  . Значи  

2 2 4 2 22 2P x R x x R x     . 

Плоштината е максимална кога 4 2 2x R x   е макси-

мално. Со трансформирање добиваме  
2 2 2 2 24 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
( ) ( 2 ( ) ( ) ) ( ) ( )R R R R Rx R x x R x x x x             . 

 Според ова најголема вредност се добива кога 
22 2

2
( )Rx   е најмало а тоа е за 

22

2
0Rx   , т.е. за 2

22

RRx   . Но тогаш 
2 22 2 2 2

2 2
R Ry R x R     , па доби-

ваме y x . Значи : 2 :1EF FG  , па најголема плоштина има правоаголникот чии 

страни се однесуваат како 2 :1  и поголемата страна лежи на дијаметарот. 

 

11. Даден е ромб ABCD  со 90BAD    . Нека M  е средината на страната 

CD  и , ( )BP AM P AM  . Определи ги односот :BP PD  и BPD .  

Решение. Нека O  е пресекот на дијаго-

налите AC  и BD . Од  

90APB AOB   

следува дека четириаголникот ABOP  е 

тетивен. Тогаш  

180POD POB PAB PMD    , 

па затоа четириаголникот DPOM  е тети-

вен. Од PDO PMO  и PBO PAO  

следува, дека ~BDP AMO . Освен тоа, 

OM  е средна линија за ACD , па затиоа  

2
180BPD AOM     и 

2
: : : 2cosBP PD AO OM AC AD    . 

 

12. Во паралелограм со страни a  и b  и остар агол   конструирани се си-

метралите на внатрешните агли. Одреди ја плоштината на четириаголникот 

определен со симетралите. 

Решение. Ако a b , тогаш дадениот паралелограм е ромб, па бараната 

плоштина е 0, бидејќи тогаш симетралите на аглите DAB  и BCD  ја содржат 

E F

y

G

A

H

BO

x

R y

x
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дијагоналата AC , а останатите две симетрали ја содржат дијагоналата BD , па 

сите четири симетрали се сечат во една точка. Да претпоставиме дека a b  и 

нека BAD  . Нека M  е пресечната точка на симетралите од A  и D , N  

пресечна точка на симетралите од D  и C , P  пресечна точка на симетралите од 

B  и C , а Q  пресечна точка на симетралите од A  и B . Четириаголникот MNPQ  

е правоаголник, затоа што збирот на аглите кои лежат на една страна кај парале-

лограмот е 180 , па нивните симетрали се сечат под агол од 90 . Па бараната 

плоштина е  

2 2 2 2

2

2 2

( )( ) ( sin sin )( cos cos )

( ) sin cos

P MN MQ DN DM AQ AM a b a b

a b

   

 

       

 
 

 

13. Во паралелограмот ABCD  важи 2 .AC AB  Докажи дека аголот меѓу 

дијагоналите на паралелограмот е еднаков на аголот меѓу неговите страни.  

Решение. Прв начин. Нека во пара-

лелограмот ABCD  (види цртеж) е: 

,AB CD a   ,BC AD b   

,AOD BOC    ;BAD    

тогаш:  
2 2 2 22( );AC BD a b    

22 2 22 2 2 ;a BD a b     

2 .BD b  

1 1
2 2

sin 2 2 sin sin .ABCDP AC BD a b ab           

sin sin .ABCDP AB AD ab      

Оттука следува: sin sin   . Бидејќи 0 90    и 0 90    следува 

   .  

Втор начин. Од сличноста на триаголниците ABC  и ABO  (во нив аголот 

BAC   е заеднички и уште : : 2AC AB AB AO  ) следува дека ABC 

AOB , а тогаш и COB BAD .  

 

14. Остриот агол на паралелограмот е  , а растојанијата од точката на пресек 

на неговите дијагонали до неговите страни кои почнуваат од исто теме се m  и n . 

Определи ја плоштината на паралелограмот и должината на неговите дијагонали.  

Решение. Нека ABCD  е пара-

лелограм и O  е пресечна точка на 

неговите дијагонали. Нека ON  и 

OM  се нормалите повлеќени од 

O  кон AB  и AD , соодветно при 

што важи  

ON p  и OM m  и BAD   . 

m

p

M

NKA B

CD

O



 

O

D C

BA
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Ако DK  е висината на паралелограмот (види цртеж), тогаш 2 2DK ON p   

(точката O  на исто растојание од AB  и CD .  

Од правоаголниот триаголник AKD  имаме  

sinDK

AD
  , т.е. 

2

sin

p
AD


 . 

Аналогно добиваме 2
sin

mAB


 . Според тоа P AB DK  , односно  

42
sin sin

2
pmmP p

 
  . 

Од триаголникот ABD , според косинусната теорема добиваме  
2 2 2

2 cosBD AD AB AD AB      , 
22

2 2

2 4 24 2
sin sinsin sin

2 cos
p pm mBD

  
      , 

2 2 2 cos

sin
2

m p mp
BD

  


 . 

Аналогно од триаголникот ABC  во кој 180ABC   , имаме  

2 2 2 22 cos(180 ) 2 cos

sin sin
2 2

m p mp m p mp
BD

     

 
  . 

 

15. Во еден паралелограм, од средината на поголемата страна, страната 

паралелна на неа се гледа под агол  . Пресметај ја плоштината на паралело-

грамот ако должините на неговите страни се a  и b , ( a b ).  

Решение. Нека ABCD  е паралелограм 

во AB a b BC    и нека E  е средина на 

AB .  

Од условот на задачата имаме 

DEC   , триаголниците AED , DEC  и 

EBC  имаат иста висина, и од тоа што E  е 

средина на AB , добиваме  
1
2AED EBC DECP P P  . 

Ако воведеме ознаки DAE    и 180EBC   , тогаш според косинусна 

теорема имаме  
2 2 2 2 22 cos 0,25 cosDE AD AE AD AE b a ab          

2 2 2

2 2 2 2

2 cos(180 )

0,25 cos(180 ) 0,25 cos

CE EB BC CB BC

a b ab a b ab

    

       

 

Ако ги собереме двете последни равенства добиваме  
2 2 2 22CE DE b a    

Од друга страна според косинусна теорема за DEC , имаме  

2 2 2 2 22 cos 2 2 cosDC DE EC DE EC b a DE EC          . 

Сега, од DC a  добиваме  



A B

CD

E



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 278 

2 2 2 22 0,25 4
2cos 4cos

b a b aDE EC
 

 
   . 

Конечно,  
2 2 2 22 0,25 41

2 2cos 4
2 2 sin sin tg

b a b a
ABCD DECP P DE EC

 


         . 

 

16. Над страните на ABC  со плоштина P  се конструирани ромбови ,ABDE  

BCGF  и CAIH  така што , ,ABE BAC BCG CBA CAI ACB   . Дока-

жи, дека збирот на плоштините на трите ромба е поголем или еднаков на 6P  и 

дека знак за равенство важи ако и само ако ABC  е рамностран.  

Решение. Со , ,    да ги означиме аглите на триаголникот ABC , а со ,aP  bP  

и cP  плоштините на ромбовите ,BCGF CAIH  и ABED , соодветно. Тогаш  

2 2 2sin , sin , sina b cP a P b P c      .  

Користејќи ја синусната теорема  

sin sin sin
2a b c R

  
   , 

каде R  е радиусот на опишаната круж-

ница околу ABC , добиваме  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 21
2

sin sin sin

( ).

a b c

a b b c c a
R R R

R

P P P a b c

a b b c c a

      

  

  

 

Сега од неравенството меѓу аритметич-

ката и геометриската средина следува  

32 2 2 2 2 23 3a b b c c a a b b c c a abc      , 

па ако го искористиме претходното равенство добиваме  
2 2 21 1

2 2
( ) 3 6a b c R R

P P P a b b c c a abc P        . 

Јасно, во неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина знак за 

равенство важи ако и само ако 
2 2 2a b b c c a  . Ако 

2 2 2a b b c c a  , тогаш важи 

2a bc  и 
2ab c , од каде добиваме 

3 3a b bc , т.е. a c , па затоа a b c  . 

Обратно, ако a b c  , тогаш 
2 2 2a b b c c a  , па затоа 6a b cP P P P   .  

 

17. Ако четириаголникот ABCD  е паралелограм, тогаш  
2 2 2 2 2 2

AB BC CD DA AC BD     . 

Докажи! 

Решение. Прв начин. Ако AB CD a  , ,AD BC b   BE CF h  , 

BF CE x   (цртеж 1), тогаш од правоаголните триаголници AFC , BFC , BED  

и BCE  имаме  

2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )AC a x h a ax x h        
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2 2 22AC a ax b             (1) 

2 2 2

2 2 2

( )

2 ( )

BD a x h

a ax x h

  

   

 

  
2 2 22BD a ax b             (2) 

Од (1) и (2) следува: 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

.

AC BD a b

AB BC CD DA

  

   

 

Втор начин. Нека ,AB CD a   

,AD BC b   ,A    180 ,B    

(цртеж 2), тогаш според косинусната 

теорема за триаголниците ABC  и ABD  

имаме: 

2 2 2

2 2

2 cos (180 )

2 cos

AC a b ab

a b ab

   

   

 

 
2 2 2 2 cosBD a b ab     

од каде што со собирање добиваме: 
2 2 2 2 2 22 2 2 2 .AC BD a b a b AB BC CD DA          

 

18. Ако збирот на квадратите на страните на еден конвексен четириаголник е 

еднаков на збирот на квадратите на неговите дијагонали, тогаш тој четириаголник 

е паралелограм. Докажи! 

Решение. Прв начин. Нека K  и L  се средини 

на дијагоналите AC  и BD  соодветно, на четири-

аголникот ABCD  (види цртеж). Ќе ја користиме 

формулата за пресметување на тежишна линија 

на триаголник преку неговите страни: 
2 2 21 1 1

2 2 4ct a b c   , 

за триаголниците ABD  и BCD : 

     
2 2 2 21 1 1

2 2 4
AL a d f   , 

  
2 2 2 21 1 1

2 2 4
CL b c f   , 

  
2 2 2 2 2 2 21

2
( )AL CL a b c d f      . 

Слично, за триаголникот ACL  добиваме: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

2 2 4 4
( ).KL AL CL AC a b c d f e          

Бидејќи  2 2 2 2 2 2a b c d f e     , следува 0KL  , т.е. дијагоналите се преполову-

ваат, па четириаголникот ABCD  е паралелограм. 

a

b h

x



D

F

CE

B
A

crte`  1

a

b

D C

BA


180

crte`  2

d

a

b

c

e

f

A B

C
D

K L
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Втор начин. Нека O  е пресекот на дијагоналите на четириаголникот ABCD . 

Применувајќи ја косинусната теорема на триаголниците , ,AOB BOC COD  и 

DOA  добиваме 

2 2 2 2 cosa x n xn    ,  2 2 2 2 cosb n y ny    ,  

2 2 2 2 cosc m y my    , 2 2 2 2 cosd x m xm    . 

Собирајќи ги овие равенства имаме  
2 2 2 2 2 2 2 22( ) 2cos ( )a b c d x y m n mx my ny nx            . 

Од условот на задачата следува дека 

   2 2 2 2 2 22( ) 2cos ( ) ( ) ( )x y m n mx my ny nx x y n m            . 

Трансформирајќи го последново равенство имаме 
2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 2( )( )cos 0x xy y n mn m m n x y          , 

односно  
2 2( ) ( ) 2( )( )cos 0x y m n n m x y        . 

Да претпоставиме дека 0x y   и 0n m   (размислувањето е аналогно ако 

0, 0x y n m    , само работиме со y x  и m n ) и нека KO x y   и 

OR n m  . Точката K  лежи меѓу A  и O , а точката R  меѓу B  и O . Да ја 

примениме косинусната теорема за триаголникот KOR :  

2 2 2( ) ( ) 2( )( )cosKR x y n m x y n m        . 

Од последното и од равенството  
2 2( ) ) ( ) 2( )( )cos 0x y m n n m x y         

добиваме дека 0KR  . Значи K  и R  се поклопуваат, па 0x y   и 0n m  . 

Значи x y  и m n , па дијагоналите во четириаголникот се преполовуваат. 

Следува дека тој е паралелограм. 

Трет начин. Нека четириаголникот е ABCD . Имаме  

2 2 2 2 2 2
AC BD AB BC CD DA     

2 2 2 22 2( ) ( )AB BC BC CD AB BC CD DA       . 

Со средување на последното равенство добиваме  
2 22 2 | | | |AB BC BC CD DA BC       . 

Натаму 2 2 2 2| | | | ( ) | |DA BC DC CB BA BC     , па го добиваме равенството  

2 22 2 ( ) | |AB BC BC CD DC CB BA BC         . Ако го извршиме квадрирањето 

во 2( )DC CB BA  , равенството го добива обликот 

2 22 2 | | | | 2 2 2AB BC BC CD CD BA DC CB DC BA CB BA                , 

односно 2 20 | | | | 2CD BA DC BA     . Оттука 20 ( )BA DC  , односно BA CD , 

па четриаголникот ABCD  е паралелограм. 

 

19. Помалата основа на рамнокрак трапез има иста должина h  со неговата 

висина. Остриот агол на трапезот е еднаков на  .  
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Определи го неговиот периметар.  

Решение. Нека ABCD  е рамно-

крак трапез со основи AB  и CD  и  

висина h DE  спуштена од темето 

D  врз поголемата основа (види цр-

теж). Бидејќи DAB   , добиваме 

sinh DE
c AD
    и cosx AE

c AD
   .  

Бидејќи 
sin

hc


  и cos
sin

AE x h 


  , добиваме  

2

2

2 2

cos cos
sin sin sin sin

2cos1 cos
sin 22sin cos

2 2 2 2 ( 1)

2 ( 1) 2 ( 2 (ctg 1)

h hL c a b h h h h

h h h


 

 
   

  


         

    
 

Значи, 
2

2 (ctg 1)L h   .  

 

20. Нека ABCD  е рамнокрак трапез  ( ||AD BC ) со агол 
3
  на поголемата 

основа AD  и дијагонала 3AC  . Една точка M  е на растојание 1  од A  и на 

растојание 3  од D . Да се најде MC .  

Решение. Од  

3 1 2AD MD AM      

и 
3

sin 3AD    следува дека 

2AD   и 
2

ACD  . Значи, 

точката M  лежи на правата AD  и 

е на растојание 1 и 3 од A  и D  

соодветно. Од правоаголниот 

триаголник ACD  следува дека 

1CD  . Од овде, пак, следува дека 1BC   и  

2 231
2 2

(1 2 ) ( ) 7MC      . 

 

21. Висината на еден рамнокрак трапез е h , а аголот меѓу дијагоналите спроти 

неговите краци е еднаков на  . Колку е должината на средната линија на 

трапезот? 

Решение. Нека ABCD  е рамнокрак трапез со 

основи AB  и CD  и 1DD h  е негова висина 

(види цртеж). Со O  ќе го означиме пресекот на 

дијагоналите AC  и BD . Од условот на задачата 

имаме COB   .  

 Аголот COB  е надворешен агол за 

триаголникот BOA , од каде што добиваме  

2
OAB OBA   . 

A

BC

D M
3


2


2



h

h

A B

CD

E

F

OM N

1D



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 282 

 Ако ,O EF AB CD   и ,E AB F CD  , тогаш 

1
1 2

D E DF  и  1
2

EB AB  . 

 Сега, за средната линија на трапезот имаме  
1 1 1 1

1 12 2 2 2
( ) ( )m a b AB CD AB CD D E EB D B          

Од триаголникот 1D BD  имаме 1 1 2
ctgm D B D D h    . 

 

22. Периметарот на рамнокрак трапез е два пати поголем од должината на 

впишаната кружница во него. Определи ги аглите на трапезот.  

 Решение. Нека ABCD  е рамнокрак трапез, во кој е 

впишана кружница k  која има два пати помала 

должина од периметарот на трапезот. Нека допирните 

точки на кружницата k  со страните , , ,AB BC CD DA  

на трапезот се , , ,K L M N , соодветно (види цртеж). 

Тогаш  

NA AK KB BL x     и LC CM MD DN y    . 

Ако a  и b  се должините на основите а c  должината на бочната страна, тогаш 

2a x , 2b y  и c x y  .Нека точката E  е подножје на висината спуштена од 

темето D , тогаш 2h r DE  , каде h  е должина на висината на трапезот, а r  е 

радиусот на впишаната кружница. Од друга страна AE x y  . Од правоаголниот 

триаголник AED , имаме  

2 2 2 2(2 ) ( ) ( ) 4r h x y x y xy      . 

Според тоа, r xy , и 2 2kL r xy    . Периметарот на трапезот е 

4 4TL x y  . Од условот на задачата 2T kL L , добиваме x y xy   . Ако 

DAB  , тогаш  
2 2 2sin

xy xyh
c x y xy 

     . Конечно, 2arcsin


  .  

 

23. Во трапез е впишана кружница со радиус r . Пресметај ја плоштината на 

трапезот, ако аглите при поголемата основа се   и  .  

Решение. Нека AB  е поголемата основа на трапезот ABCD  и DAB   , 

ABC   . Впишаната кружница k  има радиус r (направи цртеж). Ако DP  и 

CQ  се висини на трапезот, тогаш  

  2DP CQ r  .            (1) 

 Од тоа што k  е впишана кружница во трапезот, имаме  

  AB CD AD BC   .         (2) 

 Од правоаголните триаголници APD  и CQB  имаме  

sinDP

AD
  , 2

sin
,rAD




 
  sin

CQ

BC
  , 2

sin
rBC


 . 

 Сега, од (2) и претходните равенства имаме  
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1 1
sin sin

2 ( )AB CD r
 

    и 
22 1 1 1 1

2 2 sin sin sin sin
2 ( ) 2 ( )AB CD rP h r r

   
      . 

 

24. Нека ABCD  е рамнокрак тангентен трапез, при што впишаната кружница 

ги допира краците BC  и AD  во точките L  и K  соодветно. Пресметај ја 

плоштината на трапезот, ако   е аголот меѓу дијагоналите и KL m .  

Решение. Во рамнкрак тангентен трапез со основи a  и b  и крак c  исполнето 

е равенството 2a b c  . Ако E  е пресек на дијагоналите на трапезот и 1h  и 2h  

се висини на триаголниците ABE  и ECD  спуштени од темето E  соодветно, 

тогаш  1 2h h  е висина на трапезот. Нека 1E AB  и 2E CD  се подножја на 

висините спуштени од точката E . 

Ако   е аголот кај темето B  во трапезот,  

тогаш      

sin h
c

             (1)  

Од друга страна, од правоаголните триаголници 

1AE E  и 2DE E  имаме 1

2
2

ctg
a

h   и 2

2
2

ctg
b

h  , т.е. 

1 2 2
ctgah   и 2 2 2

ctgbh  , соодветно. Според тоа    

1 2 2 2 2 2 2 2 2
ctg ctg ctg ctga b a bh h c              (2)  

Од (1) и (2) добиваме дека 
2

sin ctg   . Ако r  е 

радиусот на впишаната кружница со центар O , 

тогаш од правоаголниот триаголник ONL  имаме  

2

2
sin

m
m m

r r h
    , т.е.   

sin
mh


 . 

Конечно,   

2

2 3

2 sin sin 2ctg sin
tga b m m mP h c m



 
 

      . 

 

25. Во трапезот ABCD  со основи AB  и CD , 90DAB   и 30ABC  , 

центарот на кружницата k  лежи на основата AB  и ги допира ,AD DC  и CB . 

Пресметај ја плоштината на трапезот ако радиусот на кружницата k  е r .  

Решение. Нека N  и M  се допирните 

точки на k  со BC  и CD  соодветно, а E  

е подножје на нормалата повлечена од 

темето C  врз основата AB . Јасно,   

h EC OM ON r    , 

каде h  е висина на трапезот.  

Триаголникот CEB  е правоаголен, со 

еден остар агол 30EBC  , па според 

тоа  

ctg30EB

EC
 , ctg30 3EB CE r   . 

k

A B

CD

O E

M

N
r

r

r

2h

1h

A B

CD
b

a

cc



2


2


A B

CD

O

N
LK





2
m
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Од правоаголниот триаголник BNO  добиваме 1
2

sin30ON

OB
  , па затоа 

2 2OB ON r  . Сега за должината на основата AB  имаме  

2 3a AB AO OB r r r      , 

а за должината на основата DC  имаме  

3 3 (3 3)b DC AE AB EB r r r        . 

Значи, 
3 (3 3) 2 6 3

2 2 2

r ra bP h r r
     . 

 

26. Докажи дека во трапез со основи a  и 2 2 ,BA AA , висина h , агол меѓу кра-

ците   и нормални дијагонали, важи равенството 1 1 1( )ctg
h b a
   . 

Решение. Нека ABCD  е трапез со 

нормални дијагонали и нека ,AB a

,CD b .CM h   

Ако ||DE BC , тогаш .AE a b    

Ако  

,AD d  ,BC DE c   ,SA x  

,SB y SC z   и SD u  

(види цртеж), тогаш според косинусната 

теорема за AED  имаме: 

2 2 2( )

2
cos

c d a b

cd

  
   

Понатаму: 1
2

( ) sinAEDP a b h cd    , т.е. 
( )

sin
a b h

cd


  , па затоа  

2 2 2( )

2( )
ctg .

c d a b

a b h

  


   

Од правоаголните триаголници , ,ABS BCS CDS  и DAS  имаме: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , ,a x y c y z b x u d x u        , т.е. 2 2 2 2c d a b   , 

па добиваме: 

  
   

2 2 2 2( )

2

aba b a b

a b h h a b
ctg

  

 
    

  1 1 1( ) .a b
h ab b a

ctg ctg       

 

27. Даден е рамнокрак трапез со основа AD  

така што  

AB CD a  , AC BD b   и BC c . 

Нека M  е произволна точка од лакот BC  од 

опишаната кружница околу трапезот ABCD . 

Изрази го  

BM MC

AM MD




, 






A

BC

D

a
ab

c

M





c

S

a b E M B

z

h

y

u


b CD

d

A

x

c
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преку ,a b  и c .   

Решение. Нека R  е радиусот на опишаната кружница околу трапезот ABCD ; 

да означиме  

BAC   , ABC   , BAM   . 

Од синусната теорема добиваме  

2 sinBM R  ,    2 sin( )MC R    

2 sin( ( )) 2 sin( )AM R R        

2 sin( ) 2 sin( )MD R R       . 

Користејќи го тоа добиваме  

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2sin cossin sin( )

sin( ) sin( ) 2sin cos

2sin cos( ) 2sin cos sin
sin( ) sin2sin( )cos( ) 2sin( )cos

2 sin
2 sin[ ( )] 2 sin

BM MC

AM MD

R c
R R

 

 

   

   

 
  

 
    


   

 

  

  .
a b

 

 

28. Дијагоналата AC  на конвексниот четириаголник ABCD  минува низ сре-

дината S  на дијагоналата BD . Ако AB AD , тогаш кој од аглите BCA  или 

DCA  е поголем? 

Решение. Да ја повлечеме симетралата s  на от-

сечката DB . Заради AB AD  добиваме дека s  ја сече 

правата AB  меѓу точките A  и B . Според тоа 

90BSA   , каде 0  . Значи BSA  е тап, па и 

DSC  е тап. Оттука следува дека правата s  ја сече 

правата DC  меѓу точките D  и C , па DC BC . 

Отсечката CS  е тежишна линија на триаголникот 

DCB  па добиваме дека плоштините на триаголниците 

DCS  и SCB  се еднакви. Оттука 

  sin sinDC CS DCS BC CS BCS     ,  

односно, користејќи дека DC BC , добиваме 

sin sinDCS BCS . Аголот DSC  е тап, па аголот DCS  е остар. Според тоа 

добиваме дека DCS BCS , односно DCA ACB . 

 

29. Нека ABCD  е конвексен четириаголник со плоштина еднаква на 
2 2

4
AB CD . 

Докажи, дека ако AD BC , тогаш AD BC .  

Решение. Нека  

, , , , ,AB CD E AEB AB a CD b CE x DE y         и AD BC z  . 

Ако ги одземеме равенствата  
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) 2( )( )cos

2 cos ,

a x z y z x z y z

b x y xy

       

   
 



A

B

C

D
s
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добиваме 2 2 2 ( )(1 cos )a b z x y z       . Ако знакот е негативен, тогаш 

z x y x   , па значи D  е меѓу A  и E , што противречи на првото равенство. 

Според тоа,  
2 2sin sin

2 2 4 2
(( )( ) ) ( ) ctga b

ABCD ABE CDEP P P x z y z xy z x y z             , 

од каде следува дека 
2

ctg 1  , т.е. 90  .  

 

30. Даден е конвексен четириаголник ABCD  таков, што  

, 3AD BC AB CD   и 2( ) 0C D A B    . 

Определи ја разликата A B .  

Решение. Бидејќи  

sin sin 2 sin sinABCDDA AB A BC CD C P AB BC B CD DA D        , 

од , 3AD BC AB CD   следува дека  

3sin sin 3sin sinA C B D   , 

т.е.  

2 2 2 2
sin cos 3sin cosC D C D B A B A    . 

Понатаму, 180C D  , бидејќи во спротивно од AD BC  ќе следува дека 

ABCD  е паралелограм што противречи на 3AB CD . Сега, од  

360A B C D     

следува дека  

2 2
cos cos 0C D B A    , 

па затоа  

2 2
sin 3sinC D A B  . 

Бидејќи 2( ) 0C D A B    , добиваме дека  

2 2 2
2sin cos 3sinA B A B A B   . 

Но, A B , па затоа 
2

2cos 3A B  , т.е. 60A B  .  

 

31. Даден е тетивен четириаголник ABCD . Нека ,P Q  и R  се подножјата на 

нормалите повлечени од точката D  на правите ,BC CA  и AB , соодветно. 

Докажи, дека PQ QR  ако и само ако симетралите на аглите ABC  и ADC  се 

сечат на правата AC .  

Решение. Ако симетралите на аглите ABC  и ADC  

ја сечат отсечката AC  во точките K  и L , соодветно, 

тогаш важи AB AK

BC KC
  и AD AL

DC LC
 , па затоа K L , што е 

еквивалентно со AB AD

BC DC
 . Од друга страна, точките P  и 

Q  лежат на кружницата со дијаметар CD , па затоа 
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2
sin sin BC AD

r
PQ CD PCQ CD ACB    , па значи важи PQ QR , што е 

еквивалентно со AB AD

BC DC
 .  

 

32. Нека O  е пресечната точка на дијагоналите AC  и BD  на конвексниот 

четириаголник ABCD . Правата која минува низ O  и центарот на опишаната 

кружница околу CDO  ја полови отсечката AB , а правата низ O  и центарот на 

опишаната кружница околу ABO  ја полови отсечката CD . Докажи дека 

||AB CD .  

Решение. Нека , ,BAO ABO DCO       и CDO  . Ако M  е 

средина на AB  од првиот услов следува дека 

, 90   , 90AOM    и 90BOM    . То-

гаш од синусната теорема добиваме дека  

sin
cos

sin
cos

sin

sin

AO

AM

BO

BM

AO

BO










   , 

каде AMO  . Според тоа,  

sin cos sin cos     .   (1) 

Аналогно, од вториот услов добиваме  

cos sin cos sin     .   (2) 

Ако од (1) го одземеме (2) добиваме  

sin( ) sin( )    . 

Но,        , па затоа     . Сега, од      заклучуваме 

дека    , т.е. ||AB CD .  

Да забележиме, дека тогаш sin 2 sin2   , па затоа     или 
2
  . Тоа 

значи, дека ABCD  е рамнокрак трапез или трапез со нормални дијагонали, при 

што и во двата случаја условот е исполнет.  

 

33. Дали може четириаголник со страни 8, 9, 10 и 11 да има плоштина 

поголема од 100? 

Решение. Нека ABCD  е било кој четириаголник кој е конвексен и кој има 

должини на страни , , ,a b c d  (види цртеж). Тогаш ABCD ABD BCDP P P  . Но,  

1 1
2 2

sinABDP ad ad   , 

па, значи,  
1
2

( )ABCDP ad bc  . 

 Во нашиот случај, за плоштината 

P , на четириаголникот со страни 8, 9, 

10, 11, добиваме 91P  , што значи 

дека плоштината на кој било 

четириаголник со страни 8, 9, 10 и 11 

не може да е поголема од 100.  

 

a

b

c

d

A B

C

D
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34. Да се пресмета плоштината на конвексен четириаголник со дадени дија-

гонали 1d  и 2d  и агол   меѓу нив.  

Решение. Нека е даден кој било четириагол-

ник ABCD  и нека O  е пресек на неговите дија-

гонали. Да ставиме:  

, , , ,OA a OB b OC c OD d AOB       и 

180BOC   . 

Очигледно е дека  

ABCD ABO BCO CDO DAOP P P P P    . 

За плоштините на триаголниците ќе имаме: 

1
2

sinABOP ab  , 1 1
2 2

sin(180 ) sinBCOP bc bc    , 

1
2

sinCDOP cd  , 1 1
2 2

sin(180 ) sinDAOP ad ad    , 

па ќе добиеме: 
1 1 1

1 22 2 2
( )sin ( )( )sin sinABCDP ab bc cd da a c b d d d           . 

Забелешка. Ако дијагоналите на четириаголникот се заемно нормални, тогаш 

sin 1  , па за плоштина на четириаголникот со заемно нормални дијагонали се 

добива познатата формула 1 2

2

d d
P  .  

 

35. Низ темињата A  и B  на рамностраниот триаголник ABC  конструирани 

се нормали p  и q  на AB , во истата полурамнина во која се наоѓа триаголникот 

ABC . Низ темето C  повлечена е произволна права која ги сече p  и q  во точките 

M  и N , соодветно. Симетралата на отсечката MN ја сече правата AB  во точката 

S .  

a) Докажи дека триаголникот MSN  е рамностран 

б) Плоштината на триаголникот MSN  изрази ја преку должината на страната 

на триаголникот ABC  и аголот ACS . 

Решение. а) Триаголникот MSN  е рамнокрак, 

па доволно е да се докаже дека 060CMS  . 

Четириаголникот ASCM  е тетивен, MAS   

90MCS  , па 60SMC SAC  , па три-

аголникот MSN  е рамностран. Да ги означиме 

ACS    и должината на страната на три-

аголникот ABC  со a . 

б) AMS   , бидејќи четириаголникот 

ASCM  е тетивен. Од триаголникот MAC , сп-

оред синусната теорема имаме: 

sin30 1
2 2sin30 sin(60 ) sin(60 ) sin(60 )

MC AC MN a aMC 

  
     

 

sin(60 )

aMN


  . 

Значи,  

a
b

c

d

A B

C

D
O

180 


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2 2

2

3 3

4 4sin (60 )

MN a
MSNP


  . 

 

36. Аглите на еден триаголник се ,   и  . Висината на триаголникот спуш-

тена од темето B  има должина H  и е дијаметар на  кружницата k . Пресеците на 

кружницата k  со страните BA  и BC  се поврзани со краевите на висината. 

Определи ја плоштината на добиениот четириаголник.  

Решение. Нека ABC  е триаголник во кој , ,    се негови агли и BN H  е 

негова висина. Нека O  е центар на кружницата k  со дијаметар BN  при што 

k AB E   и k CB D  .  

Четириаголникот BDNE  е тетивен. Според тоа  

180DNE EBD   

и 

1 1
2 2

1
2

sin sin(180 )

sin ( )

DNEB BDE DNEP P P BD BE ND NE

BD BE ND NE

      

    
 

Од триаголникот BDN , бидејќи 90DBN CBN    , имаме  

cos(90 ) sinBD H H      

sin(90 ) cosDN H H      

Од триаголникот BEN , бидејќи 

90EBN ABN   ,  

имаме  

cos(90 ) sinBE H H     

sin(90 ) cosEN H H    .  

Сега,  
2 2 21 1

2 2
sin ( sin sin cos cos ) sin cos( )P H H H           . 

 

37. Да се докаже дека од сите четириаголници со страни , , ,a b c d , тетивниот 

има најголема плоштина.  

Решение. Нека ABCD  е произволен конвексен четириаголник (види цртеж); 

тогаш за неговата   плоштина P  ќе имаме  

2 sin sinABD BCDP P P ad bc     , (1) 

Според косинусната торема, ќе имаме  

2 2 2 22 cos 2 cosa d ad b c bc       , 

т.е.  
2 2 2 21

2
( ) cos cosa d b c ad bc      .    (2) 

Ако ги квадрираме равенствата (1) и (2), а 

потоа ги собереме добиваме: 

  
2 2 2 2 2 2 2 21

4 2
4 ( ) ( ) 4 cosP a d b c ad bc abcd


       ,  

a



e b

c

d

D

B

C

A

90 90 



A

B

C

D

E

N

 

k


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или  

2 2 2 2 2 2 2

2

2

2

16 4( ) ( ) 16 cos ...

( )( )( )( ) 16 cos .

P ad bc a d b c abcd

a b c d a b c d a b c d a b c d abcd





       

              
 

Ставајќи 2a b c d s    , добиваме  

  2 2

2
( )( )( )( ) cosP s a s b s c s d abcd


      .     (3) 

Плоштината на четириаголникот ABCD  ќе биде најголема во случајот  

2

2
cos 0


 , 

т.е. 180  , што претставува потребен и доволен услов четириаголникот да 

биде тетивен.  

Значи, плоштината на тетивен четириаголник со страни , ,a b c  и d  е дадена со 

формулата  

  
2 ( )( )( )( )P s a s b s c s d     .       (4) 

 

38. Нека ABCD  е конвексен четириаголник со плоштина  

1
2

( )P AB BC CD DA    . 

Докажи дека четириаголникот е тетивен. 

Решение. Нека должините на страните на четири-

аголникот ги означиме како на цртежот. Нека 

ABC   и CDA  . Тогаш за плоштината на чети-

риаголникот ABCD  имаме  

1
2

( sin sin )P ab cd   . 

Од условот на задачата добиваме  

2 sin sinab cd P ab cd ab cd       , 

a равенство се достигнува ако и само ако sin 1   и 

sin 1  , односно 
2
    . Од ова следува тврдењето 

на задачата. 

 

39. Во конвексен четириаголник ABCD  важи AD CD  и 90ADC  . Ако 

, ,AB a BC b BD d    и ABC   , докажи дека  

2 2 22 2 sind a b ab    . 

Решение. Прв начин. Нека E  е 

точка таква што триаголникот 

BDE  е рамнокрак правоаголен со 

прав агол во темето D , а A  и E  

се од сита страна на правата BD . 

Тогаш 2BE d  и важи  

90EDA ADB BDC   . 

Бидејќи CD AD  и DE DB , од 

A

B

C

D

a

b

c

d
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признакот САС следува дека триаголниците EDA  и BCD  се складни. Затоа важи 

AE b .  

Понатаму, имаме  

360 360 90 .EAB EAD DAB DCB DAB ADC ABC           

Конечно, од косинусната теорема применета на триаголникот ABE  следува  
2 2 2 2 22 2 cos(90 ) 2 sind a b ab a b ab        . 

 

40. Во конвексен четириаголник ABCD , за кој важи BCD CDA , симе-

тралата на аголот ABC  ја сече отсечката CD  во точка E . Ако 90AEB   тогаш 

AB AD BC  . Докажи. 

 Решение. Нека 90AEB  . Бидејќи аго-

лот BEC  е остар, постои точка F  на стра-

ната AB  така што BEF BEC . Тогаш 

BCE BFE  и затоа BFE BCE  и 

BC BF . Од синусната теорема за AFE  

имаме 
sin sin

AE AF
AFE AEF

 , а од синусната те-

орема за AED  имаме 
sin sin

AE AD
ADE AED

 . 

Оттука следува: 

sin(90 ) sin(90 )sin
sin sinsin(180 )

sin sin
sin sin

.

BEF BECAEF
AFE EFBAFE

AED AED
ECB ADE

AF AE AE AE

AE AE AD

 


  

  

 

Конечно, AB AF FB AD BC    .  

 

41. Нека Ѕ е пресекот на дијагоналите на конвексен четириаголник ABCD . 

Определи го аголот помеѓу дијагоналите на четириаголникот ако е познато дека 

30SAB SBC   и 45SCD SDA  . 

Решение. Од синусната теорема применета на секој од триаголниците ACD, 

ABC и ABD дадени на цртежот, ги добиваме следниве равенства 

sin(180 ) sin

sin 45 sin 45

xAC x

AD


  , 

sin( 30 ) sin( 30 )

sinsin(180 )

x xAB
xAC x

 


   и 

sin 45

sin(150 )

AB

AD x
 . 

Со замена во  

ACAB AB

AD AC AD
  , 

ја добиваме равенката  

sin( 30 )sin 45 sin
sinsin(150 ) sin 45

x x
xx




  , 

еквивалентна со  
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2sin 45 sin(150 )sin( 30 )x x   , 

односно со равенката  

1 1
2 2

(cos120 cos(180 2 ))x     

Последната равенка се сведува на 1
2

cos2x   , чии решенија се 60x   или 

120x  . Значи, помалиот агол помеѓу дијагоналите изнесува 60x  .  

 

42. Даден е конвексниот четириаголник ABCD . Точките M , N , P  и Q  кои 

припаѓаат на страните , ,AB BC CD  и DA , соодветно, ги делат тие страни во ист 

однос. Пресметај го тој однос така што плоштината на четириаголникот MNPQ  е 

најмала. 

Решение. Нека 
DQBN CPAM

MB NC PD QA
k    . Ако  

,AB a  ,BC b  CD c  и ,DA d  

тогаш  

1
k

k
AM a


 , 1

1k
MB a


 , 

1
k

k
BN b


 , 1

1k
NC b


 , 

1
k

k
CP c


 , 1

1k
PD c


 , 

1
k

k
DQ d


  и 1

1k
QA d


 . 

Плоштината на четириаголникот MNPQ  ќе биде најмала ако збирот од 

плоштините на триаголниците ,QAM MNB  и PDQ  е најголем. 

2

2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

sin sinsin sin
2 2 2 2( 1)

1
2( 1)

sin sin sin sin

( )

2

QAM MNB NCP PDQ

k k k k
k k k k k k k k

ab bck ad cd

k

k
ABCD ABCD

k

P P P P P

d a a b b c c d

P P

       

  





   

                 

   

  

 

бидејќи 2( 1) 4k k  . Значи за 1k  , 1
max 2 ABCDP P , па според тоа четириагол-

никот MNPQ  има најмала плоштина кога точките , ,M N P  и Q  се средини на 

соодветните страни. 

 

43. Точките , ,A B C  и D  лежат во една 

рамнина. Докажи дека AC BD  ако и само 

ако  

  
2 2 2 2

AB AD CB CD   .    (*) 

Решение. Правата BD  ја дели рамни-

ната во која лежат точките на две полурам-

нини. Без ограничување на општоста ќе 

претпоставиме дека точките A  и C  лежат 

во различна полурамнина. Случајот кога 

лежат во иста полурамнина се разгледува 

аналогно (види цртеж 2).  

 Нека BD AC  (види цртеж 1). Бидејќи 

A

B

C
D

O


crte` 1

M

A

B

P

C

Q

N

D






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A  и C  припаѓаат во различни полурамнини, отсечките AC  и BD  се сечат, и 

нека AC BD O  .  

Според Питагорина теорема  
2 2 2

AB AO OB  , 
2 2 2

BC BO OC  ,  

2 2 2
CD CO OD  ,

2 2 2
DA DO OA   

Сега  
2 2 2 2 2 2 2 2

AB CD AO OB CO OD BC AD        

или  
2 2 2 2

AB AD CB CD   . 

Обратно, да претпоставиме дека 
2 2 2 2

AB AD CB CD   . 

Ќе воведеме ознака AOB  . Според 

косинусна теорема имаме  

 
2 2 2

2 cosAB AO OB AO OB       

 
2 2 2

2 cosBC BO OC BO OC       

 
2 2 2

2 cosCD CO OD CO OD       

 
2 2 2

2 cosDA DO OA DO OA      .  

Од (*) имаме 

( ) cos 0AO OB BO OC CO OD DO OA           

и бидејќи изразот во заградите е позитивен, добиваме cos 0  . Но, 0     , па 

според тоа 
2
  .  

 

44. Четириаголникот ABCD  е опишан околу кружница со центар O . АКо P  е 

проекцијата на O  врз дијагоналата AC , докажи дека APB APD .  

Решение. Ќе го искористиме следново тврдење: Ако 

, ,    и   се агли такви што sin sin sin sin      и 

180     , тогаш     и    .  

Со , , ,M N R S  да ги означиме допирните точки на впи-

шаната кружница на страните , , ,AB BC CD DA , соодвет-

но. Тогаш точките , , , ,A M O P S  лежат на кружница со 

дијаметар AO  и 
2 2

ASAMAPM APS   . Аналогно имаме CPR CPN  и 

затоа SPR MPN .  

Од синусната теорема за BPM  и BPN  следува  

sin sin
sin sin

MPB BPNBNBM
PMB BNPBP BP

    

и затоа sin sin
sin sin

MPB PMB
NPB PNB

 . Бидејќи  

A

B

C

D

crte` 2
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180 180

180 180

PMB AMP AOP

PNB CNP COP

   

   

 

добиваме sin sin
sin sin

MPB AOP
NPB COP

 . Аналогно се добива дека sin sin
sin sin

SPD AOP
RPD COP

  и 

останува да го примениме горното тврдење за аглите  

, ,MPB NPB SPD       и RPD  . 

Добиваме MPB SPD  и затоа  

APB APM MPB APS SPD APD     . 

 

45. На дијагоналата BD  на трапезот ABCD , ||AB CD , земена е произволна 

точка M . Докажи, дека растојанието меѓу центрите на опишаните кружници 

околу ABM  и CDM  не зависи од изборот на точката M .  

Решение. Нека 1O  и 2O  се центрите на 

опишаните кружници околу ABM  и CDM , 

соодветно.  

Да означиме ABM CDM   . Тогаш  

1
1 12

90 90O MA AO M     

и аналогно 2 90O MC   . Оттука добиваме 

1 2O MO AMC . Од синусната теорема 

следува  

1 1

2 2

2 sin

2 sin

O M O MAM

CM O M O M




  . 

Според тоа, 1 2~AMC O MO  со коефициент на сличност 2sin . Оттука 

добиваме  

1 22 sinAC O O ABD , 

т.е. 1 2 2sin
ACO O


  не зависи од изборот на точката M .  

 

46. Во четириаголникот ABCD  страните AD  и BC  не се паралелни. Ди-

јагоналите AC  и BD  се сечат во точката E . Точките F  и G  ги делат соодветно 

страните AB  и DC  во однос AD

BC
.  

Ако точките ,E F  и G  се колинеарни, до-

кажи дека четириаголникот ABCD  е тетивен  

Решение. Од теоремата на Менелај, при-

менета на триаголниците BCD  и ABC  сле-

дува  

1, 1CG CEDE BX AF BX

GD EB XC FB XC EA
       

при што { }BC FG X  . Ако го искристиме 

условот на задачата DGAF AD

FB GC BC
  , после 

делењето на горните две равенства добиваме  
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2

2

AF GDDE EA AD

EB CE FB CG BC



 
  .    (*) 

Од триаголниците ADE  и BCE  имаме:  

sin sin sin sin sin sin
, BC ECAD AE ED BE

AED EDA EAD BEC BCE CBE
     

односно  
2 2sin sin sin sin

sin sin sin sin
, .AD DE AED AED BE CE BEC BEC

EDA EAD BCE CBE
AD BC     

 
   

Сега ако ги поделиме последните две равенства и ја искористиме (*) добиваме 

sin sin
sin sin

1 BCE CBE
EDA EAD




 , од што последователно следува  

cos( ) cos( )EDA EAD BCE CBE    

( )EDA EAD BCE CBE    .  

Освен тоа, важи  

EDA EAD BCE CBE    

па затоа важи EDA BCE  или EDA CBE  . Вториот случја го отфрламе 

заради претпоставката дека страните AD  и BC  не се паралелни.  

Значи, четириаголникот ABCD  е тетивен.  

 

47. Четириаголникот ABCD  има заемно нормални дијагонали AC  и BD  и е 

впишан во кружница со центар O  и радиус 1 .  

а) Определи го збирот на квадратите на страните на четириаголоникот. 

б) Пресметај ја плоштината на четириаголникот ABCD , ако кружница со 

центар S  е впишана во ABCD  и 1

3
OS  . 

Решение. а) Да ги означиме аглите BAC  и 

DAC  со   и  , соодветно. Од синусната теорема 

за триаголникот ABC  имаме 
sin sin

2BCAB
ACB 

  . 

Значи, 2sinBC    и 

2sin 2sin

2sin(90 ) 2cos

AB ACB ADB 

   
. 

 Слично, 2sinDC    и 2cosAD   . Тогаш: 

2 2 2 2 2 2 2 24(cos sin sin cos ) 8AB BC CD DA         . 

б) Бидејќи четириаголникот е тангентен важи AB CD BC DA   , односно 

2(cos sin ) 2(sin cos )     . Оттука, следува cos(45 ) cos(45 )    и 

затоа     или 90  . Во првиот случај важи: AB AD  и BC DC  и 

90ADC ABC  , а во вториот случај AB BC  и DC AD  и DAB   

90DCB  . Во двата случаи се добива делтоид, и затоа центрите O  и S  лежат 

на дијагоналата во однос на која делтоидот е осно симетрична фигура. Натаму, ќе 

го разгледуваме првиот случај. Нека правата DS  ја сече опишаната кружница 

околу делтоидот во точка Y . Тогаш,  и затоа AY CY . Оттука, следува дека 
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триаголникот OSY  е правоаголен, па 

1

3
tg SO

OY
SYO   , односно 30SYO  . 

Тогаш, 30ODS   и 

45 30 75

DAC DAO ADO

ADS SDO

 

 

  

 

а 15DCA  . Конечно, 

2

2cos75 2sin 75

2sin150 1.

ABCD ACDP P AD DC  

 

 

 

 

48. Даден е конвексен четириаголник ABCD  за кој најкратката страна е Ab  и 

најдолгата страна е ( )CD AB CD . Докажи дека на отсечката CD  може да се 

избере точка E  со следново својство: за секоја точка P E  од отсечката CD  

должината на отсечката, која ги поврзува центрите на кружниците опишани околу 

триаголниците APD  и BPE , не зависи од изборот на точката P .  

Решение. Ќе докажеме, дека бараната точка E  е пресечната точка ма правата 

CD  и правата која минува низ точката B  и е паралелна на AD . Прво ќе 

докажеме дека E  лежи на отсечката CD . Од условот имаме AB AD  и 

BC CD , па затоа ABD ADB  и CBD BDC . Значи 

ABC ABD DBC ADB BDC ADC     . 

Аналогно, BAD BCD  и тогаш  

ABC BAD BCD CDA   , т.е. 180ABC BAD  .  

Лесно се гледа дека 180ABC BAD  , бидејќи во спротивно четириаголникот 

ABCD  ќе биде паралелограм. Оттука добиваме, дека E  лежи на отсечката CD .  

Ќе докажеме, дека за произвол-

на точка P  од отсечката CD , раз-

лична од E , е исполнето равен-

ството 1 2O PO APB , каде 1O  

и 2O  сесоодветно центрите на 

кружниците опишани околу 

триаголниците APD  и BPE .  

Прв случај. Ако 90ADP  , 

тогаш 90BEC   и точките 1O  и 

C  се од различна страна на правата PA , а точките 2O  и C  се од различна страна 

на правата PB  (цртеж горе). Тогаш  

1 290 90APO ADP BEC BPO     , 

па затоа 1 2O PO APB .  
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Втор случај. Ако 90ADP  , ана-

логно на првиот случај (сега точките 

1O  и C  се од иста страна на правата 

PA , а точките 2O  и C  се од иста стра-

на на правата PB , цртеж десно), 

повторно имаме 1 2O PO APB . 

Од синусната теорема добиваме  

1 1

2 2

2 sin

2 sin

O P ADP O PAP

BP O P BEP O P
  , 

па затоа 1 2APB O PO . Според тоа,  

1 2 1 2sin
AB AB

ADCAP
O O O P  , 

што значи дека 1 2O O  не зависи од изборот на точката P .  

 

49. Права p  допира кружница k  опишана околу четириаголник ABCD . Со 

K  да ја означиме допирната точка на правата и кружницата. Познато е дека 

правите AC  и BD  на правата p  отсекуваат исечок симетричен во однос на 

точката K . Докажи дека и правите AB  и CD  на правата p  отсекуваат исечок 

симетричен во однос на точката K . 

Решение. Ги воведуваме ознаките , ,AC p N BD p M AB p F      , 

CD p R  , FK x , RK y , , ,FBM BFK KRC       и BAC  . 

Јасно ABD   , ACD   , RCN    и BAC  . Од степен на точка во 

однос на кружница имаме 
2

NC NA NK  ,  
2

MB MD MK   и бидејќи MK NK , 

следува  

  NC NA MB MD   .          (1) 

Од синусната теорема, применета на RNC , NFA , MRD  и FMB  добиваме  

sin

sin
( )MC b y




  ,  

sin

sin
( )NA b x




  ,  

sin

sin
( )MB b x




  ,  

sin

sin
( )MD b y




   

Соодветно. Со замена во (1) добиваме  
sin sin sin sin

sin sin sin sin
( )( ) ( )( )b y b x b x b y

   

   
     , 

и бидејќи 
sin sin

sin sin
0

 

 
 , имаме  

( )( ) ( )( )b y b x b x b y     , 

од што следува дека x y , што и требаше да се докаже.  

 

50. Да се најде четириаголникот ABCD  со најголема плоштина кој што ги 

исполнува условите 6AB CD   и  8BC DA  . Колку изнесува таа плоштина?  

Решение. Нека должините на страните на четриаголникот ABCD  се AB a ,

BC b , CD c  и DA d , неговите агли се A   , B   , C    и D   , 

а неговата плоштина е P . Јасно,  
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1 1
2 2 2

sin sin ab cd
ABC ACDP P P ab cd        

    1 1
2 2 2

sin sin ad bc
ADB DCBP P P ad bc         

( | sin | 1  , | sin | 1  , | sin | 1   и | sin | 1  ). Но тогаш  

( )( )

2 2
2

a c b dab bc cd daP
     , 

т.е. 
( )( )

4

a c b d
P

 
 . Според 

тоа, 6 8
4

12P   .  

Равенство се достигнува 

ако и само ако 

sin sin sin sin 1          

т.е. 

2
        . 

Во тој случај четириаголни-

кот ABCD  е правоаголник 

со страни 3  и 4 . 

 

51. Даден е четириаголник ABCD, таков што  

5 2, 5 3, 2, 4AB BC DC AD  = =  и 2 7AC  . 

а) Определи ги аглите на четириаголникот. 

б) Определи ја должината на отсечката која ги поврзува средините на 

дијагоналите на четириаголникот. 

Решение. а) Од косинусната теорема, за ABC  и ACD , добиваме  

1

2
cos ABC  , т.е. 45ABC  ,  

1
2

cos ADC   , т.е. 120ADC  , 

2

7
cos ACD  , т.е. 3

7
sin ACD  , и  

3

2 7
cos ACB   , т.е. 5

2 7
sin ACB  .  

Затоа  

3

2
cos cos cos sin sinBCD BCA ACD BCA ACD      , т.е. 150BCD  . 

Конечно, 45BAD  . 

б) Нека M , N и F се средините на отсечките AC , BD и AB, соодветно. Бидејќи 

NF и MF се средни линии во ABD  и ABC , соодветно, добиваме дека ||NF AD , 

2NF   и ||MF BC , 5 3

2
MF  . Тогаш ( , ) 90MFN AC BC   и од Питаго-

ровата теорема за MFN  наоѓаме 1
2

44 10 3MN   .  

 

52. Определи ги сите четириаголници ABCD  за кои должината на искршената 

линија ABDC  е е еднаква на L  и кои имаат најголема плоштина.  

A

B

CD

A

B

CD

a a

b b

cc

d
d








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Решение. Нека плоштината на четириаголникот ABCD  има максимална 

вредност за некои AB x , BD y  и CD z , x y z L   . Да забележиме дека  

1 1
2 2

sin sinABCD ABD DBCP P P AB BD ABD BD BC BDC      . 

Очигледно е дека за да ABCDP  е макси-

мална потребно е  

sin sin 1ABD BDC  , 

т.е. 90ABD BDC  . Но, тогаш  

2 2

2

1 1 1 1
2 2 2 2

21
2 4 4 2

21
2 4 2

( ) ( )

( 2 )

[ ( ) ],

ABCD

L L L

L L

P xy yz y x z y L y

y y

y

     

   

  

 

од каде е очиглено е дека P  е максимално ако 
2
Ly   и во тој случај 

2

8
L

ABCDP  .  

Сега е јасно кои ќе бидат бараните четириаголници.  

 

53. Конвексен четириаголник  впишан е во кружница. Тангентите во 

темињата  и  се сечат во точка , која не лежи на правата  и притоа 

важи . Докажи дека  минува низ средината на отсечката . 

Решение. Нека пресечната точка на правта PB со опи-

шаната кружница околу ABCD  е E. Од  

 и  

следува дека . Ако со O го означиме центарот на 

кружницата тогаш триаголниците OPD и OPE се складни. 

Затоа,  

.  

Бидејќи  и , имаме  и од 

 следува дека триаголниците APD и BPC се 

слични, односно . Од друга страна,  и  

 

па триаголниците APB и DPC се слични, од каде што . Значи,   

. 

Тогаш 

, 

односно . Тогаш висините на триаголниците ABD и CBD, спуштени 

кон заедничката страна BD се еднакви, односно BD  минува низ средината на 

отсечката AC.  

 

ABCD

A C P DB
2

PA PD PB  BD AC

2
PA PD PB 

2
PA PE PB 

PD PE

APD APO DPO CPO EPO CPE CPB     

PA PC
2

PA PD PB  PA PD

PB PC


APD CPB

AD AP

BC BP
 PA PB

PD PC


APB APD DPE BPC DPB DPC    

AB BP

DC PC


1AB AD BP AP

DC BC PC BP
   

1
2

1
2

sin sin sin
sinsinsin sin(180 )

1ABD

CBD

AB AD BADP BAD BAD
P BADBADCD BC DCB BAD



 
   

ABD CBDP P

A

B C

D

'A

'C
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54. Дијагоналите на четириаголникот ABCD  се заемно нормални и меѓу себе 

еднакви. Најди ги аглите во четириаголникот, ако 

   1AB  ,   2BC  ,    3CD  . 

Решение. Прв начин. Користејќи ги ознаките на цртежот и Питагоровата тео-

рема за правоаголните триаголници OAB , OBC  и OCD , имаме:  

2 2 2
1 21AB d d     (1) 

2 2 2
2 32BC d d      (2) 

2 2 2
3 43CD d d       (3) 

Ако од збирот на (1) и (3) го одземеме равен-

ството 2, добиваме  
2 2 2 22 2

1 41 3 2AB CD BC d d AD         

т.е. 2AD  .  

Бидејќи дијагоналите се меѓу себе еднакви, заклучуваме дека триаголниците 

ABD   и BAC  се складни (ССС); од исти причини ,ACD BDC   па имаме:  

 2 1   ,  1 2   ,  1 2   ,  2 1   , 

т.е.     и    , па четириаголникот ABCD  е рамнокрак трапез, чии 

дијагонали се меѓусебно нормални. Затоа  

2 1 45     и 1 2 45    . 

Слично,  

1 2 90    и 2 1 90    . 

Од синусната теорема за ABC  имаме 

2 1
sinsin 45 

   т.е. 1
1 2

sin   , 

па затоа 1 30  . Значи, 1 2 30    , па затоа 75C D  . Од 

2 190 60      заклучуваме дека 105A B  . 

Втор начин.Според ознаките на цртежот и условот AC BD  следува: 

1) од ABM  : 2 2 2 2 2( ) 2 1,d x y x y d d x        

2) од BCM :  2 2 2,x y   

3) од CDM : 2 2 2 2 2( ) 2 3.x d y x y d d y        

Понатаму добиваме 
2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 2 2

( ) ( )

1 2 3 2.

AB CD BC x y d d x d y

d x d y

AD

      

   

    

 

  2 .AD   

Од AD BC  следува 
2 2

AD BC , па затоа   

2 2 2 2 22 2 2d x y dx dy x y      , 0d x y     

xd-

y
1 2

3

yd -

x
A

B

C

D

M


1d

3d

1

2

3

2d

4d

A B

C

D

O

1
2 1

2

1
2

1

2
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т.е. 1 x y  . Конечно AM BM . Од  

2 2 2 21 ( ) 2AB d x y y      

следува 2
2

,y d x    y AM BM  . Конечно, x CM DM  . Според тоа, 

2 2 2x y  , т.е. 
2 31

2 2
2x    , па затоа 6

2
x  . Оттука  6 2

2
.d x y     

Од складноста на триаголниците ABC  и BAD  (ССС) и триаголниците BCD  и 

ADC  (ССС) следува BAD ABC  и BCD ACD .  

Според косинуснста теорема за ABC  добиваме: 

2 2 ( 3 1) 2 (4 2 3)2

2 2
( ) 2 3AC

 
    ; 

2 2
2 3 2 cos 1 2 2 2 cosAB BC ABBC ABC ABC          

2 3 3 2 2 cos ABC    ; 

2(1 3)

4
cos ABC


  

Значи, 105ABC BAD  , па затоа 75BCD ADC  . Следствено, 

бараните агли во четириаголникот ABCD  се: 105 ,105 ,75 ,75 .  

 

55. Нека ABCD  е конвексен четириаголник, за кој важи 2, 3AB AD   и 

BAD BCD . Определи ги должините на страните BC  и CD , ако е познато, 

дека тие се природни броеви.  

Решение. Нека ,BC CD y  и BAD BCD   . Од косинусната теорема 

следува, дека 2 2 2 22 3 12cos 2 cosx y xy       , па затоа  

2 2 13 2( 6)cosx y xy     .     (1) 

Прв случај. Ако 6xy  , тогаш од 2 2 13x y   добиваме дека 2, 3x y   или 

3, 2x y  . Во првиот случај ABCD  е делтоид, а во вториот е паралелограм  

Втор случај. Нека 6xy  . Ако x y , тогаш  

2 2 2 1 2( 6) 13 2( 6)cos 13x y xy xy xy         , 

што противречи на (1).  

Според тоа, 3x y  . Нека ,CBD ABD    и ADB   . Од синусната 

теорема следува, дека  

3
sin sin sin

x BD
  
  . 

Бидејќи 3x  , добиваме дека sin sin   . Сега, од      следува дека    . 

Од друга страна, од 2 3AB AD    следува дека    , па затоа  

2 2          , 

што е повторно противречност.  

Трет случај. Нека 6xy  . Од (1) следува, дека  

2 2 13

2( 6)
1 1

x y

xy

 


    
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па затоа | | 1x y   и 5x y  . Бидејќи ,x y , добиваме дека 1, 3x y   или 

3, 1x y  . И во двата случаја од (1) добиваме, дека 1
2

cos  .  

Ако 3y  , тогаш CAD ACD . Бидејќи BAD BCD , добиваме, дека 

BAC   BCA , т.е. AB BC , што е противречност.  

Во случајот 3, 1x y   добиениот четириаголник ABCD  е конвексен. Треба 

да провериме, дека 180ADC   и 180ABC  . Од косинусната теорема доби-

ваме, дека 7BD  . Според тоа, ABD  е остроаголен, а 90BDC  . Оттука 

следува 180ABC  . Исто така,  

32
sin sinADB BDC

  

и затоа sin sinADB BDC . Бидејќи првиот агол е остар, а вториот е тап 

следува дека нивниот збир, т.е. мерниот број на ADC  е помал од 180 .  

 

56. Најди го CAD  во четириаголникот ABCD , ако:  

50BAC  , 60ABD  , 20CBD  , 30BDC  . 

Решение. Прв начин. Од ABC  добиваме дека 50ACB  . Значи, AB BC . 

Повлекуваме AE  така што 60BAE  (види цртеж 1), тогаш ABS  е рамнокрак, 

па имаме AB AS , т.е. BC BS , од каде што следува дека CSB  е рамнокрак, 

со агли при основата од 80 . Ќе докажеме дека DSE  е рамностран.  

Од BCD  имаме: 130BCD  ; оттука 50SCD  . Понатаму и 

50DCE  . Во ABE  имаме:  

180 (60 80 ) 40BEA     , 

а исто така и 40ESC  . Значи, EC SC , па следува дека DCE DCS . 

Конечно, DE DS , па како 60DSE   добиваме дека DSE  е рамностран. Од 

складноста на триаголниците ASD  и BSD  (САС) следува дека  

20SAD SBE  , 

6050

30

20


A B

C

D E

S

6050

30

20

A B

C

D

S

80

70

50

crte` 1 crte` 2
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па бидејќи 10CAE   заклучуваме дека 30CAD  .  

Втор начин. Лесно утврдуваме дека: 70ASB  , 50ACB  , 80DSC  , 

(види цртеж 2). Со примена на синусната теорема за триаголниците ABC  и BCD  

добиваме: sin80

sin50

AC

BC
 , sin30

sin 20

BC

DC
  од каде што следува  

  sin80 sin30

sin50 sin 20

AC

DC
 .         (1) 

Слично, од SCD  добиваме 

  sin 70

sin30

DC

CS
 .           (2) 

Ќе покажеме дека десните страни на (1) и (2) се еднакви, т.е. дека нивната разлика 

е еднаква на нула. Имаме: 
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1
4 4

1 1
4 2

sin 70 sin 20 sin50 sin 30 sin80 cos20 sin 20 sin50 sin 30 sin80

sin 40 sin50 sin30 sin80 ( (cos10 cos90 ) (cos50 cos110 ))

(cos10 cos50 cos110 ) (2cos60 cos50 cos50 )

(2 cos

R    

     

    

  50 cos50 ) 0 

 

Тогаш од (1) и (2) следува 

  DS AC

CS CD
 .           (3) 

Триаголниците ACD  и DCS  имаат заеднички агол при темето C , па имајќи го 

предвид равенството (3) следува дека тие се слични, од каде што следува 

еднаквост на соодветните агли, т.е. 30CAD CDS  . 

 

57. Од точка D  на страната AB  на остроаголен ABC  се повлечени нормали 

кон страните BC  и AC , чии подножја се точките M  и N , соодветно. Ако 1H  и 

2H  се соодветно ортоцентрите на MNC  и MND , докажи дека плоштината на 

четириаголникот 1 2AH BH  не зависи од положбата на точката D  на страната AB .  

Решение. Од условот следува дека точките 

, , ,N D M C  лежат на кружница со дијаметар CD . 

Нека O  е центарот на оваа кружница и нека P  е 

неговата проекција на отсечката MN . Познато е 

дека во секој триаголник растојанието од било кое 

негово теме до ортоцентарот на триаголникот е два 

пати поголемо од растојанието од центарот на опи-

шаната кружница до спротивното на тоа теме 

страна. Во конкретниот случај имаме 1 2CH OP  и 

2 2DH OP , па затоа 1 2CH DH . Понатаму, 1CH  

и 2DH  се нормални на NM , па затоа 1 2||CH DH , 

што заедно со 1 2CH DH  повлекува дека четириаголникот 1 2CH H D  е парало-

грам. Затоа 1 2H H CD . Ако означиме ADC   , тогаш 1
2

sinABCP AB CD  
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од една, а од друга страна 
1 2

1
1 22

sinAH BHP H H AB   . Затоа,  

1 2

1 1
1 22 2

sin sinAH BH ABCP H H AB AB CD P       , 

што и требаше да се докаже.  

 

58. Симетралата на аголот при темето A  на остроаголниот ABC  ја сече 

страната BC  во точка D , а опишаната кружница околу ABC  ја сече во точка 

E  различна од A . Нека F  и G  се подножјата на нормалите повлечени од 

точката D  кон страните AB  и AC , соодветно. Докажи, дека плоштината на 

четириаголникот AEFG  е еднаква на плоштината на ABC .  

Решение. Плоштината на ABC  е еднаква на 1
2

sinAB AC  , каде BAC  . 

Понатаму, дијагоналите на четириаголникот AFEG  се заемно нормални па затоа 

неговата плоштина е еднаква на 1
2

AE FG .  Според 

тоа, доволно е да докажеме дека  

sinAB AC AE FG    .   (1) 

Сега, AD  е симетрала на аголот при темето A , па 

затоа важи CAD EAB  и ACD AEB , како 

периферни агли над иста тетива. Според тоа, 

~ACD AEB , од каде следува AB AD

AE AC
 , т.е.  

AB AC AD AE   .     (2) 

Но, FG  е тетива на кружница со дијаметар AD , над која лежи перифериски агол 

GAF  , па затоа sinFG AD  . Конечно, ако (2) го помножиме со sin  и го 

искористиме последното равенство го добиваме равенството (1).  

 

59. Даден е триаголник ABC . Тоичките D  и E  лежат на симетралите на 

страните AB  и BC , соодветно, при што D  е внатрешна за ABC , а E  е 

надворешна за ABC  и ADB CEB . Ако AE  ја сече отсечката CD  во точка 

O  докажи дека триаголникот ACO  и четириаголникот DBEO  имаат еднакви 

плоштини.  

Решение. Од сличноста на рамнокраките триаголници 

ABD  и ABE  следува CBAB

DB BE
 . Бидејќи ABC DBE  

добиваме дека ABC  е сличен со DBE  со коефициент 

на сличност 1
2cos

 каде   е аголот при основата на 

триаголниците ABD  и CBE . Оттука ACB DEB   . 

Имаме  
1 1
2 2 2cos

sin( ) sin( )a
ACEP AC CE b


        

и  
1 1
2 2 2cos

sin( ) sin( )b
EBDCP CB DE a


       . 

Конечно, од последните две равенства следува ACE EBDCP P , од што следува 

тврдењето на задачата.  
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60. Во триаголник ABC  припишаната кружница наспроти темето A  ги допира 

правата AB  во точката P  и правата AC  во точката Q , а припишаната кружница 

наспроти темето B  ги допира правата AB  во точката M  и правата BC  во 

точката N . Нека K  и L  соодветно се подножјата на нормалите повлечени од C  

кон правите MN  и PQ . Докажи, дека четириаголникот MKLP  е тетивен.  

Решение. Аглите на триаголни-

кот да ги означиме со , , .   Бидеј-

ќи 
2

90KMP


  , доволно е да 

докажеме дека 
2

90KLP


  .  

Нека I  е центарот на впиша-

ната кружница во триаголникот 

ABC  и D  е допирната точка на 

впишаната кружница со AB . Од 

||CK IB  и ||CL IA  следува 

KCL AIB . Понатаму, од 
2

b c aCN AD     и 
2

KCN


  следува  

2 2 2 2
cos cos cos cosCK CN AD AI

     . 

Аналогно 
2 2

cos cosCL BI
 , па затоа CK AI

CL BI
 . Според тоа, триаголниците KCL  

и AIB  имаат по две пропорционални страни и агол меѓу нив е еднаков, па затоа 

тие се слични. Од сличноста на овие триаголници следува 
2

KLC ABI


  , па 

затоа 
2

90KLP KLC CLP


    .  

 

 

 

6.  РЕШАВАЊЕ НА МНОГУАГОЛНИК   
 

1. Шестаголник ABLCDK  е впишан во кружница. Правата LK  ги сече 

отсечките , , ,AD BC AC BD  соодветно во точките , , ,M N P Q . Докажи, дека  

NL KP MQ KM PN LQ     . 

Решение. Да означиме  

2 2 2 2 2 2
sin , sin , sin , sin , sin , sinLC AK CKAB BL DK LD AKs t u v w x       ,  

(направи цртеж). Имаме  

1
NL KP MQ MQ DQNL NC t u v x s wKP AK

v s u w x tKM PN LQ NC NP AK KM DQ LQ

 

 
             . 

 

2. Даден е конвексен шестаголник. Секоја од трите прави кои ги поврзуваат  

средините на спротивните страни го дели шестаголникот на два дела со еднаква 

површина. Докажи дека трите прави се сечат во една точка. 

Решение. Нека средините на страните AB, BC, CD, DE, EF и FA на шестагол-

никот се 1 1 1 1 1, , , ,A B C D E  и 1F , а пресечните точки на 1 1 1 1,A D B E  и 1 1C F   соод-
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ветно со 1 1 1 1,B E C F  и 1 1A D  се K, L и M. без губење на општоста може да се 

претпостави дека 1 1F K F L . Тогаш важи:  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 3

4 5 6

1 6 5 4 1 2 3 4

6 5 2 3

, , ,

, , ,

2 2 2 2

AA K BA K BB K CB K CC K DC K

DD K ED K EE K FE K FF K AF K

AA D EF A BCDD

P P P P P P P P P

P P P P P P P P P

P P

P P P P P P P P

P P P P

     

     



      

  

 

1 1 1 1F KE F B CC KP P           (1) 

аналогно и:  

1 1 1 1B CC L E FF LP P           (2). 

Од (1) и (2) следува  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1F KE F B CC K B CC L E FF L F KE FP P P P P     

Значи, точките K и L мора да се совпаѓаат, т.е. правите се сечат во една точка.  

 

3. Правилен шестаголник со плоштина  е впишан во конвексен многуагол-

ник со плоштина . Докажи, дека . Кога важи знак за равенство?  

Решение. Нека правилниот шестаголник е  и дожината на него-

вата страна е . Да конструираме шест рамнострани триаголници , 

, каде , надворешни за  шестаголникот. Тогаш за секој 

 постои права  која минува низ , но не содржи внатрешни 

точки ниту на шестаголникот, нуту на опишаниот многуаголник. Со , 

 да ја означиме пресечната точка на  и , соодветно. Тогаш 

опишаниот многуаголник се содржи во многуаголникот .  

Точката  е внатрешна за , па затоа . Имаме  

 

при што знак за равенство важи ако и само ако . (Тука го 

искористивме неравенството .) Според тоа,  

 

Но,  

, за , 

па затоа  

H

P 3
2
HP 

1 2 3 4 5 6A A A A A A

a 1i i iA A B

1,2,3,4,5,6i  7 1A A

1,2,3,4,5,6i  il iA

iM

1,2,3,4,5,6i  il 1il 

1 2 3 4 5 6M M M M M M

iM 1i i iA A B 1 60i i i iM A A   

2 2 2
1

1
1 1

sin sin(60 )
182sin( 60 ) 2(ctg ctg(60 ))

(tg tg(60 )),i i

i i i
i i i i

a a a
A A M i iP 


 

 


     
     

160i i  

1 1( )( ) 4, 0, 0
x y

x y x y    

2

1 2 6 1

2

6 6

... 18
1 1

6

8
1

(tg tg(60 ))

(tg tg(60 )).

i i i

a
M M M A A M i i

i i

a
i i

i

P P H P H

H

 
 



       

    

 



tg tg(60 )

1 tg tg(60 )
tg60 tg tg(60 )

 

  
    0 60  
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, 

со што е неравенството е докажано.  

 

4. Ако конвексниот петаголник ги задоволува условите  

1) Сите внатрешни агли се еднакви, и  

2) Должините на сите страни се рационални броеви,  

докажи, дека петаголникот е правилен.  

Решение. Нека 1 2 3 4 5A A A A A  е дадениот петаголник и нека 1
,i ii

A A a

  

6 1( )A A . Должините на проекцијата на петаголникот на правата нормална на 

страната 1 2A A  е еднаква на 2 3sin72 sin36a a , а исто така е еднаква и на 

5 4sin72 sin36a a , па затоа 4 3 2 52( )cos36a a a a   . Но, 1 5

4
cos36   е 

ирационален број, па затоа мора да важи 4 3a a . Аналогно се добива дека 

4 5 1 2a a a a   , што значи дека петаголникот е правилен.  

 

5. Правилен петаголник е впишан во 

кружница со радиус 1. Докажи дека 
2 2 5a d  , каде d  е должина на неговата 

дијагонала, а a  е должината на неговата 

страна.  

Решение. Нека петаголник ABCDE  е 

впишан во кружницата k  со центар во O  и 

радиус 1. Триаголникот AOB  е рамнокрак 

со основа AB a , а триаголникот COA  е 

рамнокрак со основа AC d . Краците на 

двата триаголници се еднакви на 1.  

Аголот при врвот на триаголникот BOA  

е 72  а аголот при врвот на триаголникот COA  е 144 . Од косинусната теорема 

за триаголниците BOA  и COA  имаме  

2 2 21 1 2cos72 2 2cos72a      , 
2 2 21 1 2cos144 2 2cos36d      . 

Од последните две равенства имаме  
2 2

2cos18 sin18 sin54

cos18

sin36 cos36 sin 72

cos18 cos18

4 2(cos36 cos72 ) 4 4sin18 sin54

4 2

4 2 4 4 1 5.

a d     

 

      

 

 

6. Во кружница со радиус R  е впишан петаголник ,ABCDE  таков што 

.AB BC DE R    Точките M  и N  се средини на отсечките CD  и ,EA  соод-

ветно. Докажи дека триаголникот BMN  е рамностран.  

22 3 3 3
8 4 2

6tg60 aa HP H H     

A

B

C

D

E

O

k

a

d

1

1

1
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Решение. Прв начин. Очигледно е дека триаголниците ,ABO BCO  и DEO  се 

рамнострани, а CDO  и AEO  се рамнокраки (види цртеж). Ќе докажеме дека  

ANO OMC . 

Нека 2 ,AOM    а 2COD   . Тогаш за полниот агол со теме во O  имаме:  

2 2 60 60 60 360     , 

т.е. 90 .   

Значи, триаголниците ANO  и OMC  се 

правоаголни со еднакви хипотенузи и 

еднакви остри агли, па затоа тие се складни. 

Оттука:  

  CM ON .          

Сега ќе докажеме дека .BCM BON  Има-

ме: 

1) BC BO R   

2) ,CM ON   според     

3) 60 90 60 ,BCM BON       

Оттука: ,BM BN  и .CBM OBN      

За триаголникот BMN  да биде рамностран, треба уште да докажеме дека 

60 .MBN   Имаме:  

60 60 .MBN OBN CBO CBM        

Значи, триаголникот BMN  е рамностран. 

Втор начин. Како и во претходното решение заклучуваме дека 90 .   

Тогаш: cos , cosOM R ON R     и 150MON  . Според косинусната теорема 

за триаголниците ,MON BOM  и BON  добиваме: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 3

2

2 2 2 3

2

2 3

2

cos cos 2 cos cos cos150

(cos cos (90 ) 2cos cos(90 ) )

(cos sin 2 sin cos )

(1 sin 2 ).

MN R R R

R

R

R

     

       

      

  

 

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 31
2 2

2 23 3

2 2

2 3

2

cos 2 cos cos (60 )

(1 cos 2cos cos60 cos 2cos sin 60 sin )

(1 cos 2 cos 2 sin cos )

(1 sin 2 ) (1 sin (180 2 ))

(1 sin 2 ).

MB R R R

R

R

R R

R

    

      

       

      

  

 

A

N





B C

M

O

D





E
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2 2 2 2 2 2 3

2
cos 2 cos cos(60 ) (1 sin 2 ).MB R R R R         

Значи, ,BM MN NB   па BMN  е рамностран. 

 

7. Нека 3n   е природен број. Во кружница е впишан n аголник 1 2... nA A A . 

Докажи, дека постојат три темиња 1 2, , { , ,..., }nA B C A A A  за кои важи  

2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 1... ...i i nAB BC CA A A A A A A A A        . 

Решение. Ако 3n  , тогаш тврдењето е три-

вијално. Нека 4n  . Секој конвексен n аголник 

има барем еден внатрешен агол кој не е помал од 

90 . Навистина, збирот на внатрешните агли на 

n аголникот е еднаков на ( 2) 180n  , па затоа 

постои барем еден агол кој не е помал од  

2 2 1
2

180 (1 ) 180 (1 ) 180 90n
n n
         . 

Нека тоа е XYZ . Тогаш дадениот n аголник со 

поврзување на темињата X  и Z , т.е. со отфрлање 

на XYZ  можеме да го редуцираме на ( 1)n  аголник. Тврдиме дека збирот на 

квадратите на страните на новодобиениот ( 1)n  аголник не е помал од збирот 

на квадратите на страните на почетниот n аголник. Навистина, бидејќи аголот 

при темето Y  е поголем или еднаков од 90 , од косинусната теорема следува  

2 2 2 2 2
2 cosXZ XY YZ XY YZ XYZ XY YZ      . 

Се додека е можно, со новодобиениот многуаголник ја повторуваме постапката, 

притоа исфрлајќи едно теме со агол поголем или еднаков на 90 , се додека не до-

биеме триаголник ABC . Неговите темиња , ,A B C  го задоволуваат неравенството 

на задачата.  

 

8. Определи го најголемиот реален број a  со својство: постои конвексен 

шестаголник ABCDEF  чии страни се со должина 1 и точки 1 1 1 1 1, , , ,A B C D E  и 1F  

во внатрешноста на ABCDEF , за кои секоја од отсечките 1 1 1 1 1, , , ,AA BB CC DD EE  

и 1FF  има должина a  и никои две од тие отсечки немаат заедничка точка која е 

внатрешна и за двете отсечки.  

Решение. Да ги разгледаме збировите  

1 1 1 1 1 1, , ,A AB B BA B BC C CB C CD D DC    

1 1 1 1,D DE E ED E EF F FE   и 1 1F FA A AF .  

Бидејќи збирот на аглите во шестаголник е 720 , заклучуваме дека барем еден од 

овие шест збирови е помал или еднаков на 120 . Без ограничување наопштоста 

можеме да земеме дека 1 1 120A AB B BA  . Тогаш правите 1AA  и 1BB  се 

сечат во точка X  која е во иста полурамнина со шестаголникот ABCDEF  во 

однсо на правата AB  и 60AXB  . Бидејќи отсечките 1AA  и 1BB  немаат 
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заедничка внатрешна точка, добиваме дека барем една од отсечките AX  и BX  

има должина поголема или еднаква на a . Од друга страна, секоја од тие отсечки 

има должина помала или еднаква на дијаметарот на кружницата, од која отсечката 

AB  се гледа под агол 60 . Затоа, дијаметарот на кружницата е еднаков на 

2

3sin 60

AB  , што значи дека 2 32
33

a   .  

Да разгледаме правилен шестаголник ABCDEF . Нека  

1 ,A AF FD  1 ,B BF AE   1 ,C CA BF 
 

1 ,D DB AC 
 1E EC DB   и 1F FD EC  . 

Отсечките 1 1 1, , ,AA BB CC  1 1,DD EE  и 1FF  имаат еднакви должини и никои две од 

нив немаат заедничка внатрешна точка. Бидејќи 1 120 90 30FAA    , од 

1FAA  добиваме 2 31
1 3cos30

AA   . Според тоа, бараната најголема вредност е 

2 3

3
a  .   

 

 

 

7.  РЕШАВАЊЕ НА КРУЖНИЦА И КРУГ    
 

1. Дадени се две концентрични кружници со центар O  и радиуси R  и 2R . 

Тетивата повлечена во произволна точка M  на внатрешната кружница ја сече 

надворешната кружница во точките A  и B . Од точката A  е повлечена тангента  

AN  кон внатрешната кружница, каде N  е допирната точка. Пресметај ја плош-

тината на фигурата ограничена со тетивите AN  и AM  и лакот MN .  

Решение. Триаголниците OAN  и 

OAM  се правоаголни со заедничка хи-

потенуза AO  и катети ON OM  па 

затоа тие се складни (види цртеж). 

Понатаму,  

2 2

2 2(2 ) 3.

AN AM AO ON

R R R

  

  

 

Од друга страна 3

2
sin AON  , што 

значи 
3

AON  . Конечно, бараната 

плоштина е 
2

2
33

2 2 3
2( ) (3 3 )

RR R RP


    . 

 

2. Во кружница со радиус R , определи го централниот агол на кој му со-

одветствува кружен отсечок со следново својство: тетивата на отсечокот е еднаква 

на периметарот на кружницата со најголем радиус која е впишана во него.  

O
N B

M

R

R2

A

P





Тригонометрија 

  311  

Решение. Нека AMB  е бараниот кружен отсечок и нека AOB   . Јасно е 

дека 
2

AOM  . Од степен на точка во однос на кружница имаме  

   MN NF AN NB   .      (1) 

Нека r  е радиусот на кружницата која што е впишана 

во отсечокот. Тогаш 2l r  , AN NB r    и 

2MN r , 2 2NF R r  . Бидејќи 
2

sinr
R
  , добиваме 

2
sin

rR


 . Според тоа,  
2 2

sin sin
2 2 2 ( 1)rNF r r

 

     . 

Ако замениме во (1), добиваме 
2

2 2 2

sin
4 ( 1)r r



    , 

т.е. 
2

4
2 4

sin  


 . Конечно, 

2

4

4
2arcsin 


  .  

 

3. Нека ABC  е триаголник таков што AB AC . Нека D  е пресечната точка 

на тангентата на опишаната кружница околу ABC  во точката A  и правата BC . 

Нека E  и F  се точки соодветно на симетралите на отсечките AB  и AC  такви 

што BE  и CF  се нормални на BC . Докажи дека точките ,D E  и F  се 

колинеарни.  

Решение. Доволно е да се докаже 

дека DB BE

DC CF
 . Нека 1B  и 1C  се 

соодветно средините на страните AC  

и AB . Од сличноста на триаголниците 

DBA  и DAC  следува  

DB DA AB

DC DC AC
  , 

па затоа 
2

2

DB AB

DC AC
 . Од друга страна, имаме 1

cos 2sin

BC AB
ABE ABC

BE    и, слично, 

2sin
AC

ACB
CF  . Според тоа, 

2

2

sin

sin

AB ACBBE AB

CF AC ABC AC
  .  

 

4. Две кружници 1k  и 2k  соодветно со центри 1O  и 2O и радиуси 1  и 2  се 

сечат во точките A  и B , при што 2 1 2O O  . Нека AC  е тетива во 2k  чија 

средина лежи на 1k . Определи ја должината на AC .  

Решение. Средината на AC  да ја означиме со X , а пресечната точка на 2O X  

и 1k  со Y . Тогаш 2O X AC  и затоа AY  е дијаметар на 1k , т.е. 1O AY . Значи, 

2 1O O  е тежишна линија во 2YO A , па затоа  

2 2 2 2 2

1 2 2 2 216 4 2 2 2O O O A O Y YA O Y     , 

т.е. 2 2 2O Y  . Останува да ја пресметаме висината во 2YO A . Бидејќи  

22 22 2 (2 2) 2
2 42 2 2

cos YO A
 

 
   , 
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добиваме  

2 14
2 2 4

sin 1 cosYO A YO A   . 

Сега, од равенството  

2 2 2 22 sinYAOP AY AO YAO AX YO     

добиваме 14
4

AX  , па затоа 14
2

2AC AX  .  

 

5. Во кружница со радиус 21  се повлечени три меѓусебе еднакви тетиви, кои 

со своите пресеци се поделени на три еднакви дела.Пресметај ја должината на тие 

тетиви.  

 Решение. Нека 3AB CD EF t   , тогаш 2EM CM t  . Триаголникот 

PQM  е рамностран (види цртеж) па следува дека 120EMD  . Со примена на 

косинусната теорема за EMD  добиваме:  
2 2 2 22 cos120 7ED EM DM EM DM t       

Според синусната теорема, пак, за CED  има-

ме:  

  
3

2
2 sin60 2 21 63ED R     

Тогаш од 27 63t   добиваме  

3t  ; 9AB CD EF   . 

Значи, секоја тетива е еднаква на 9.  

 

6. Нека k  е кружница со дијаметар AB  и t  е тангентата на k  во точката A . 

Нека P k  и N  е ортогоналната проекција на точката P  на правата t . Определи 

го ABP  за кои изразот PN PB  има најголема можна вредност.  

Решение. Да означиме 2AB R  и ABP   . Тогаш триаголникот ABP  е 

правоаголен и важи  

2 cosPB R   и 2 sinPA R  .  

Понатаму,  

90PAN PAB

PBA

 

  
 

па затоа 

2

sin

2 sin sin

2 sin

PN PA PAN

R

R



  

 

 

Ја бараме најголемата можна 

вредност на изразот  
2

2

2 cos 2 sin

2 (1 cos cos ).

PN PB R R

R

   

   
 

Последната функција е квадрат-

x2x

120

60

S

O

F

BA

C

D

E

21

P Q

M
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на по променлива cos [ 1,1]   и нејзиниот максимум се достигнува во темето на 

параболата, т.е. за 1
2

cos  . Според тоа, бараниот агол е 60  .  

 

6. Во кружница со радиус r  се повлечени две тетиви: AB m  и AC n , при 

што 2 2 24m n r  . Пресметај ја должината на тетивата BC .  

Решение. Прв начин. Ако m n , тогаш 2m r . Тетивите AB  и AC  се стра-

ни на впишан квадрат, а оттука 2BC r .  

Нека m n . Ја конструираме прво тетивата AC , тогаш помалата тетива можеме 

да ја нанесеме на двете страни од на AC , т.е. добиваме AB  и 1AB , (види цртеж 1). 

Едно решение е очигледно: ако AB AC , тогаш  

2 2 2 2 2 24BC AB AC m n r     , 2BC r . 

Второто решение го добиваме од 1AB C . Очигледно 

2 2 22 2 2
1 1 1 1( ) 2 2 2 cosB C OC OB OC OB OB OC r r          

Понатаму, од рамнокракиот 1B OC  следува дека 180 4    ; тогаш  

2 2 22 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
1

( )2 2 2 2 2 2

4 4 4

2 2 cos4 2 (1 cos4 ) 4 cos 2

4 (cos sin ) 4 ( )
n mn m

r r r

B C r r r r

r r


       

     
 

Следствено, 
2 2

1 2
n m

r
B C  .  

Втор начин. Нека BC x  (види цртеж 2). По косинусната теорема за 1AB C  

добиваме  

  2 2 2 2 cosm x n xn    .         (1) 

Потоа од правоаголниот триаголник ABC  наоѓаме  

  
2

cos n
r

              (2) 

Со замена на (2) во (1) добиваме квадратна равенка по x  

2 2 2 2 0rx n x n r m r    , 




2



m

m

n

B C

1BA





m

m

n

B C

1B

A



x

m

K D O

crte` 1 crte` 2
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чија дискримананта е: 

4 2 2 2 4 2 2 2 2 44 ( ) ( )( )D n r n m n n m n m m        , 

а решенија се 
2 2

1 2
2m n

r
x r  ;  

2 2

2 2
n m

r
x  . 

Трет начин. Првото решение 1 2B C r  е очигледно. Да го одредиме второто 

решение. Повлекуваме 1B D AC  и AK BC  (види цртеж 2).  

Нека 1B C x , тогаш DC x , AD m , 
2

2
m

r
BK KD  , а оттука  

2 2 2 2 2 2 2 24 2 2
2 2 2 2

2 2 m r m m n m n m
r r r r

x DC r           (за n m ). 

 

8. Полукружница со избор на две точки на неа е разделена на три дела, така 

што должините на тетивите, на секој од деловите, се однесуваат како 1: 2 :1. 

Определи ја местоположбата на двете точки.  

Решение. Нека избраните точки се D  и C

(види цртеж), и ако воведеме ознаки AD a , 

DC b  и CB c , тогаш од условот на задача-

та имаме : : 1: 2 :1a b c  . Отсечките OE и OF  

се висини во триаголниците AOD  и DOC  

соодветно. Ако воведеме ознаки AOD x  и 

DOC   , тогаш  

2

2 2
sin

a
x a

R R
   и 2

2 2
sin

b
b

R R


  . 

Бидејќи : 1: 2a b  , добиваме 
2 2

sin : sin : 1: 2x a b

  , 

                                    
2

sin 2sin
2

x
 .                         (1)  

Од условот на задачата AOB COB x  , па според тоа  

2AOD DOC COB x x x        , 

т.е. 2x   . Од равенството (1) и последното равенство, добиваме  

  2
2 2 2

2sin sin sin cosx x x
       .                 (2) 

Од идентитетот 
2 2

2 2
cos cos sinx xx    и равенството (2), добиваме  

2

2 2
2sin 2sin 1 0x x    . 

Ако воведеме смена 
2

sin x t , ја добиваме квадратната равенка  

22 2 1 0t t    , 

чии решенија се 2 4 8 1 3
1/2 4 2
t       . Значи,  

1 3

2 2 3 6 4 12 12
sin sin sin 2cos sin 2 sinx            . 

Конечно, 
12

2arcsin( 2 sin )x  , 
12

4arcsin( 2 sin )  .  

 

A B

CD

E

F

O
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9. На полукружница со дијаметар со должина AB d  дадени се точки C  и D  

такви да важи BC CD a   и DA b , каде ,a b  и d  се различни природни 

броеви. Определи ја најмалата можна вредност на бројот d .  

Решение. Јасно е дека ,a b d . 

Од BC CD  следува BAC   

CAD   . Понатаму, триаголни-

кот ADB  е правоаголен, па важи 

cos2AD b d   . Слично, од пра-

воаголниот триаголник ABC  доби-

ваме sinBC a d   . Користејќи 

го идентитетот  
2cos2 1 sin     

добиваме  
2

2
1 2b a

d d
  , т.е. 2 22bd a d  . 

Ќе докажеме дека d  не може да биде прост број. Во спротивно, од последното 

равенство следува 
2| 2d a  и како според условот на задачата 2d   добиваме 

2|d a . Но, d  е прост број, па затоа |d a , што не е можно бидејќи a d .  

Ако 2d p , каде p  е прост број, добиваме 
2 22bp a p  . Сега 

2|p a , т.е. 

|p a , па затоа p a  (следува од 2a d p  ). Меѓутоа, тогаш и b p , што 

противречи на условот a b .  

Првиот број кој не е прост и не е од видот 2p , каде p  е прост број е бројот 8. 

За 8d   добиваме 28 2 64b a  , т.е. 24 32b a  . Според тоа, бројот a  е парен и 

како 0b   добиваме дека може да биде 2a   или 4a  . За 2a   добиваме 7b  , 

а додека за 4a   добиваме 4b  , што според условот на задачата не е можно.  

Конечно, најмалата можна вредност на бројот d  е 8.  

 

10. Кружница со радиус 1R  е впишана во остар агол  . Друга кружница со 

радиус 2R  го допира едниот од краците на аголот   во истата точка како и 

првата кружница и го сече другиот крак на тој агол во точките A  и B , а притоа 

центрите на двете кружници лежат внатре во аголот  . Докажи, дека  

2 2
2 1 1 22 2 2

4cos ( )( cos sin )AB R R R R     . 

Решение. Нека 1O  и 2O  се центрите на првата и втората кружница, точката P  

е теме на дадениот агол, т.е. APD    , D  е допирната точка на кружниците, E  

е пресекот на правите 1 2O O  и AB , а S  е средината на отсечката AB  (види 

цртеж).  

Очигледно 2SO E   , како агли со нормални краци, па затоа  

2 2 cosO S O E        (1) 

Точката 1O  лежи на симетралата на APD , па затоа  
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1 2
ctgPD R  .      (2) 

Во EPD  важи  
2

11 2

2
2 2

(2) 2 cos2tg
1 costg 1 tg

tg
RR

DE PD R


 




     .  (3) 

Од (3) следува  
2 2

1 1 22 2
2 cos 2 cos cos

2 2 2cos cos

R R R
O E DE O D R

  

 
     , 

па заради (1) добиваме  
2

2 2 1 22
cos 2 cos cosO S O E R R     .     (4) 

Од правоаголниот 2AO S  и (4) добиваме  

2 2 2

2 2AS AO O S  , т.е. 
2 22 2 2 21

2 2 2 1 24 2
(2 cos cos )AB R O S R R R       

од каде после средувањето наоѓаме  

2 2
2 1 1 22 2 2

4cos ( )( cos sin )AB R R R R     . 

 

11. Точката P  лежи во внатрешноста на кружницата k . Низ P  повлекуваме 

две заемно нормални тетиви. Во која положба збирот од должините на овие тети-

ви е најмал, аво која е најголем и колкави се екстремните вредности, ако радиусот 

на кружницата е R , а растојанието од точката P  до центарот на кружницата е d  

( 0 d R  )? 

Решение. Нека O  е центар на дадената кружница, 

нека  , 
2

0     е аголот меѓу OP  и тетивата со 

должина 1( )t  , нека долината на втората тетива е 

2 ( )t  , нека 1S  и 2S  се средините на тетивите соод-

ветно, и нека 1 2( ) ( ) ( )S t t     . Тогаш,  

1
2( ) 2

12

t
R OS


  , 2

2( ) 2
22

t
R OS


   

и бидејќи 1 sinOS d  , 2 cosOS d  , добиваме де-

ка  

2 2 2 2 2 2( ) 2( sin cos )S R d R d       , 

односно  

42 2 2 4 2 2 2

4
( ( )) 4(2 2 sin 2 )dS R d R R d       . 

Овој израз достигнува најмала вредност, кога sin2 0  , односно кога 
2

{0, } , 

т.е. кога една од тетивите минува низ центарот на кружницата и тогаш збирот на 

тетивите е 
2 2( ) 2( )S R R d    . Овој израз достигнува најголема вредност, 

кога sin2 1  , односно кога 
4
  , т.е. кога тетивите формираат агол 

4
  со OP  и 

тогаш збирот на тетивите изнесува 
22

2
( ) 4 dS R   .  
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12. Во кружен исечок OAB  со централен агол 60  и радиус r  да се впише 

правоаголник со дијагонала d  и една негова страна да лежи на OA .  

Решение. Нека е CDEF  бараниот право-

аголник впишан во кружниот исечок и нека 

точката E  е на лакот AB , (цртеж десно). Да 

означиме AOE x  . Од косинусната 

теорема применета на EOC  добиваме  

22 2 2 cosd r OC OCr x   .   (1) 

Понатаму, 3

3
sin ctg60 sinrOC r x x   и 

ако замениме во (1) последователно доби-

ваме  
222 2 2 2 3

3 3
sin sin cosrrd r x x x   , 

222 2 2 2 2 2 2 2 3

3 3
(sin cos ) (sin cos ) sin sin cosrrd x x r x x x x x     ,  

222 2 2 2 2 22 3

3 3
( )sin sin cos ( )cos 0rrd r x x x d r x      ,  

2 2 2 2 2 2(4 3 )tg 2 3 tg 3 3 0r d x r x r d     .        (2) 

Од 
3

(0, )x  , следува tg (0, 3)x . Да означиме  

2 2 2 2 2 2( ) (4 3 ) 2 3 3 3f t r d t r t r d     . 

a) Равенката (2) има едно само решение ако (0) ( 3) 0f f  , односно ако 

2 2 2 2(3 3 )(3 4 ) 0r d r d   , од што следува дека 3

2

r d r  .  

б) Равенката (2) иа две решенија ако се исполнети условите  

i) 
4 2 2 2 212 4(4 3 )(3 3 ) 0D r r d r d     , т.е. 7 13 7 13

6 6
r d r     ,  

ii) 
2 2 2 2 2 2(4 3 ) (0) (4 3 )(3 3 ) 0r d f r d r d     , т.е. d r   или 2

3

rd  ,  

iii) 
2 2 2 2 2 2(4 3 ) ( 3) (4 3 )(9 12 ) 0r d f r d r d      т.е. 3

2

rd   или 2 3

3

rd  , и  

iv) 1 2

2
0 3

t t
  , т.е. 

2

2 2

3

4 3
0 3r

r d
  , што значи d r .  

Од i)-iv) наоѓаме дека равенката (2) има две решенија за  

7 13 3

6 2

rr d    .  

И во двата случаи, решавајќи ја равенката (2) прво го определуваме аголот x , а 

потоа го коструираме бараниот правоаголник.  

 

13. Дадени се кружниците  и , кои се сечат во точките  и 

, при што  и . Правата  ја сече  во точките  и 

, а  ја сече во точките  и  (  е меѓу  и , а  е меѓу  и ). 

Правата  ги сече кружницата  во точката  и правата  во точката , а 

1 1 1( , )c O r 2 2 2( , )c O r A

B 2 1r r 1 2 90O AO  1 2O O 1c C

D 2c E F E C D D E F

BE 1c K AC M

x


60

O
C D

A

EF

B

r

d

r


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правата  ги сече кружницата  во точката  и правата  во точката . 

Докажи, дека .  

Решение. Нека , ,  и . То-

гаш и аналогно . Од друга страна  

и . 

Сега од  и  соодветно добиваме, дека  

и . 

 

Според тоа,  и аналогно . Од 

последните две равенства следува . Останува да забележиме, дека 

 и значи . Според тоа,  

. 

 

14. Две кружници со радиуси R  и r , r R  се допираат од внатрешната 

страна. Најдете ја страната на рамностраниот триаголник ако се знае дека едно 

негово теме е допирната точка на кружницата, а другите две темиња лежат на 

кружнiците, по едно на секоја.  

Решение. Бидејќи кружниците се допираат, допирната точка и нивните центри 

лежат на една иста права. Имаме 90ACD ABE  . Ќе разгледаме два случаи: 

)i бараниот триаголник ABC  е на една страна од дијаметарот (напарави 

цртеж). Имаме,  

2AD r , 2AE R , 
2 3

cos( )aAB
RAE

   , 
2

cosa
r
  . 

Значи,  

2

2

3 31 1
2 3 2 2 2 2 2 4

cos( ) cos sin 1a a a
R r r

        , 0 90   . 

Бидејќи, 2r R  добиваме  

BD 2c L AF N

2

1

r LNKF
r KM LD
 

1 1P AO c  2 2Q AO c  1ACO   2AFO  

AFL ABD ACD    ACK  

2APB   2AQB  

MKC CKE

sin

cos( )

CK
KM






sin( )

cos

CK
KE






sin( )cos( )

sin cos
KE

KM

 

 
 sin cos

sin( )cos( )
LN

LD

 
 



sin 2
sin 2

LNKE

KM LD




 

ABP ABQ 90
1 22 2

sin 2 , sin 2AB AB
r r
   

1

2

sin 2
sin 2

r LNKF
r KM LD




  
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2

2

3

4 2 2 4
1a a a

r R r
   , 

односно  

2 2

3rR

R Rr r
a

 
 .           (1) 

)ii бараниот триаголник ABC  е поделен од дијаметарот (направи цртеж). Сега 

60  , 
2

cosa
R
  , 

2
cosa

r
  . Значи,  

2

2

3 31 1
2 3 2 2 2 2 2 4

cos( ) cos sin 1a a a
R r r

        , 0 90   . 

Од 2r R  го добиваме (1).  

 

15. Во кругот k  кој има радиус R  впишани се три кружници ( 1 2,k k  и 3k ) кои 

имаат еднакви радиуси, ја допираат кружницата k  и се допираат помеѓу себе. Да 

се пресмета плоштината на криволиниската фигура која е заградена со помалите 

кружни лаци од кружинците 1 2,k k  и 3k , а се ограничени со нивните допирни 

точки.  
Решение. Центрите на две впишани кружници и 

нивната допирна точка се колинеарни, како и 

центарот на кружницата k , центарот на кружницата 

ik  и нејзината допирна точка со кружницата k , за 

1,2,3i   (види цртеж). 

Нека , ,A B C  се центри на впишаните кружници 

1 2 3, ,k k k  соодветно, а точките , ,K L M  се допирни 

точки на кружниците 1k  и 3k , 1k  и 2k , 2k  и 3k  соод-

ветно. Нека r  е должината на радиусот на впишаните 

кружници. Тогаш 2 , 2AB r BC r   и 2CA r , односно триаголникот ABC  е 

рамностран. Бидејќи 60ABC BCA CAB   , и впишаните кружници имаат 

еднакви радиуси, па според тоа кружните исечоци ,ALK BML  и CMK  имаат 

еднакви плоштини. Доволно е да се пресмета плоштината на триаголникот ABC  и 

плоштината на еден од кружните исечоци. Затоа ќе го пресметаме радиусот на 

впишаните кружници.  

Нека O  е центар на кружницата k , A  е центар на кружницата 1k  и D  е 

нивната допирна точка (види цртеж). Ако R  е радиусот на впишаната кружница, 

тогаш OA R r  . Од правоаголниот триаголник OKA  во кој аглите се еднакви на 

30  и 60 , имаме cos30AK

OA
 , т.е.  

3

2
r

R r
 , од каде добиваме 3(2 3)r R  . 

Плоштината на рамностраниот триаголник е 
2(2 ) 3 2

4
3

r
P r  , а плоштината 

на еден кружен исечок е 21
6

3S r . Според тоа плоштината на бараната фигура 

е еднаков на  
2 2 2

2 2
( 3 ) 3 (2 3) ( 3 )Q P S r R        . 

1k

2k

3k k

O

A

BC

D

K

L

M
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16. Нека K  е пресечна точка на две кружници со центри M  и N . Точките A  

и B  лежат на првата и на втората кружница, соодветно и 90AKB  . Докажи 

дека вредноста на  изразот 
2 2 2

AN BM AB   не зависи од изборот на точките A  

и B .  

 Решение. Нека K  е пресечна точка на кружниците 1 1( , )k M R  и 1 2( , )k N R ,

90AKB   и C  и D  се пресечните точки на правите AK  и BK  со кружниците 

1k  и 2k , соодветно (види цртеж).  

Ако со S  ја означиме средината на 

отсечката ,AB  тогаш: 

1
2

SM BD , 1
2

SN AC  

како средни линии во триаголниците ABD  

и ABC .  

Ќе ја користиме формулата за пре-

сметување на тежишна линија на триаголник 

преку неговите страни: 

  
2 2 2 21

4
(2 2 )at b c a   . 

За триаголниците ABC  и ABD  имаме: 

2 2 2 21
4

2 2 2 21
4

(2 2 )

(2 2 )

AN AB AC BC

BM AB BD AD

  

  

 

Бидејќи: 

22BC R , 12AD R , 2AC SN , 2BD SM , 

90MSN   и 
2 2 2 2SM SN MN d   , ( MN d ) 

добиваме: 
2 2 2 2 2 2 22 21

1 22

2 2 2 21
1 22

2 2 2
1 2

( )

4( )

2

AN BM AB AB AC BD R R AB

SN SM R R

d R R

       

   

  

 

 

17. Дадени се три колинеарни точки 

,A B  и M  такви што M  е меѓу A  и B . На 

кружницата k  со дијаметар AB  земена е 

точка N  различна од A  и B . Докажи, дека 

вредноста на изразот 
tg

tg

ANM

MAN
 не зависи од 

изборот на точката N .  

Решение. Нека BAN    и ANM    

(цртеж десно). Бидејќи триаголникот ABN  

е правоаголен имаме  

 




M
N

D

S

K

A

B

C

1k 2k
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tg sin cos
tg cos sin

sin(90 )sin

sinsin(90 )

sin sin
sin sin

sin sin
sin sin

.

ABN
BNM

ABN
BNM

  
  













 

 

 

 

 

Од синусната теорема за триаголникот ANM  следува 
sin

sin
AM

MN




 , а од истата 

теорема за триаголникот BMN  следува sin
sin

ABN MN
BNM BM

 . Конечно,  

tg sin sin
tg sin sin

ANM ABN MNAM AM
MAN BNM MN BM BM




     , 

а ова очигледно не зависи од изборот на точката N .  

 

18. Помалиот од аглите на правоаголниот триаголик е еднаков на  . Низ 

средината на помалата катета и средината на хипотенузата е повлечна кружница 

која ја допира хипотенузата. Да се најде односот на плоштините на кругот и 

триаголникот.  

Решение. Нека ABC  е правоаголен триагол-

ник, со теме на правиот агол во точката C , а 

помалиот од острите агли нека е A   . Точките 

E  и D  се средини на помалата катета BC  и 

хипотенузата BA  соодветно, а F  е средина на 

отсечката ED . Правите l  и m  се симетрали на 

AB  и ED  соодветно. Пресекот O  на овие две 

прави е центарот на кружницата k , со радиус 

r OD OE  . При тоа EDB CAB   , како 

агли со паралелни краци, и FOD CAB    

како агли со нормални краци. Ако CA b , тогаш 

од тоа што ED  е средна линија на триаголникот добиваме 
2
bED  , а бидејќи F  е 

средна точка на ED , добиваме 
4
bFD  .  

Од правоаголниот триаголник DOF  имаме  

4 sin
b

r
   , т.е. 

4sin
br


 , 

а од правоаголниот триаголник BED  имаме  

2

2

tg
a

b
  , т.е. tga b  . 

Плоштината на триаголникот ABC  е 
21

2 2
tgab

TP b   , а плоштината на 

кругот е еднаква на 
2

2

2

16 sin

b
kP r 


   . Конечно, 

3

cos

8sin

k

T

P

P
 


 .  

 






O

A

B

C

E D
F

4
b

b

a

2
a

2
b

l

m

k
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