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CratujaTa nps nart e o6jasena o cnucannero TAHI'EHTA na
JAM na Cpouja Bo 1999/00 ronuna

IBA YOIIIITEIHA IITOJIEMEJEBE
TEOPEME

Bopusoj Cyboruh
'mvuaszuja “J. J. 3maj”, HoBu Cax

Teopema IITonemeja 0 KOHBEKCHOM YETBOPOYIVIY YIMCAHOM y KPYXXKHULY A06po je
HO3HATA CPeNHOMKONIMMA KOjH Ce MPUIPEMajy 3a pa3Ha MATeMAaTUYKAa TaKMHUYEHa.
ITa unak, u Behuuu o4 BUX je HENO3HATA YMEHEHUIA A je Ta TeopeMa CaMO CHeNu]jalan
ciyyaj nocebue BpcTe cTaBoBa, craBoBa tuna Kejsuja niau Bpermuajaepa. To ynpaso

KEIMMO Ja Pa3MaTpaMoO Yy HapeIHOM TEKCTY.

[ItonemejeBa TeopemMa riacu:

Y CBaKOM TETHUBHOM YE€TBOPOYIJY, NPOU3BOX AHjaroHaja jeJHAK je
36upy NPOM3BOAA HACOPAMHHUX CTPAHHULA.

PasmorpuMo Teopemy kKoja mpexncrasiba yonmreme Iltomemejese teopeme. Y moj
ce TOBOPHM O YeTUPH KPY)KHHMIE, KOje M3HYTpa (Cmoisa) ZOAMPY]Y HAATY KPYKHULY
Y TeMEeHMMa KOHBEKCHOI YeTBOPOYIJIA YNMCAHOT y Ty KPYXKHHULY. ¥ JOry pacTojama
nameby asa temena A u B urpa caga TarestHo pacrojame d(ka,kp) msejy oaro-
Bapajyhux kpyxuuna ki, kg, Tj. pacrojame uamehy ase Tauke Aoaupa HUXOBE 3a-

jeAHMYKe TAHTeHTe Ca KpykHunama (Buau ci. 1).

Cn. 1 Cn. 2

Teopema. Ako kpysxauue ka, kg, ke, kp zoaupyjy kpyxuuny k uzayrpa (cmomsa)
y taukama A, B,C,D komBekcror 4erBopoyraa ABCD ynucaror y k, oHza cy
TAHPeHTHA pacTojama KPYKHHNA NOoBe3aHa cregehom pemanujom

d(kAa kB)d(kC’ kD) o d(k’B$ kC)d(kDi kA) = d(kA’ kC)d(kB, kD) (1)
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[TpumeTumo aa y 0BOj TeopeMu CBe MAM Heke ofn kpywxkauna ka, kg, ke, kp mory
6uTu pamgujyca Hyna, rj. Ttadke. lpyruMm peumma, Tadka Koja Npumaga k mocmarpa
ce Kao “Hyla Kpy:XHMIA" Koja AOAMPYje K ¥ TOj TAYKH.

Hapenena Teopema ce nasusa Kejaujesa. Onmrtujy dopmynanmjy Kejsujese Teo-
peMe NOBE3aHY Ca OPHjeHTHCAHMM KPY:HULAMA HelieMo pasMaTpaTi y OBOM YIAHKY.

Ia 6ucmo morazanu Kejaujesy Teopemy, pemumo majnpe caegelin sagatax.

3anarak. Jara je kpyxuauna k(O, R) u ase kpysxuuue ka(Oy,r) 1 kg(Oz,72)
KOje u3HyTpa JoAuPYjV Kpy:xkuuny k(O, R) pegom y raukama A m B. Hapasutn
taHregTHO pacrojame d(ka, kg) momohy myxune ay:xm AB n nonynpeunura R,
Ty, Ta.

Pememe. Hexka 3ajelHMYKA CIOJbAIIKBA TAHCEHTA HoOupYje ka ¥ Ay, a kg y Tadkn
By (Bumom ca. 2).

Tanma je d*(ka, k) = A\ B} = 0,03 — (11 — r2)*®. Ha ocunoBy xocumycue Teopeme
je
0102 = (R=m)’+(R—m)* — 2R —1)(R - rs)cosg,
AB? = 2R®—-2R%cosey,
rae je ¢ = LAOB. Ilocne enumunauuje 0102 u cos @ U3 HABEACHHUX je AHAKOCTH CJIEIH
2 2 2 2 AB?
ABf =—(ry —12)" +(R—m )"+ (R—=12)" ~2(R—m)(R—12) |1 - 557 )

OJaKJie HAKOH jeIHOCTABHMX eJMMHHALMja q00Hujamo:

d(kakp) = SR TNE-72), (2)

YHME je 3aJATAK pemeH. (|

Jokaxumo caga Kejsujepy Teopemy. Y nHmuUMO y Kpy&HEULY k 9eTsopoyrao ABCD
U KOHCTPYHUIIUMO 4 Kpysxuuue ka, kg, ke, kp koje moaupyjy k M3HyTpa y Taukama
A B,C,D (cn. 1). Taga no gpopmynu (2) mmamo na je

dlkaks) = o VR-TIE-Ta),

dkake) = Z2R=TIE-7s),

dlkoka) = S VBT XR- ) 3)
dko.ka) = AR TaE- 1),
d(kp.kg) = ffq—B R R =),

dlkp,ke) = SR r(R=73)
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3a yerBopoyrao ABCD saxu IITtonemejeBa Teopema:
AB-CD + BC-DA = AC - BD. (4)

Y wapas d(ka, kp)d(kc,kp)+d(kp, kc)d(kp,ka)—d(ka, ke)d(kp, kp) cTaBumo oaro-
Bapajyhe m3pase u3 (3) u uckopucrumo (4). ITocne ynpomhasama BuauMo aa je Taj
u3pa3 jefHaK HyJIHu, YUMe Ce 3aBpmasa Joka3 jeaHakoctu (1).

Ako zmBe KpyxHuue kg4 ¥ kg cnosma goampyjy Kpyskauny k, oHja je

d(kaks) = Z2EFEFTS),

na ce jegHakocT (1) MOke JOKA3aTH M y CAy4dajy KaJa CBe YETHUPH KPY’KHMUIE CHOJbA

JOAMPY]Y KpyKHULY k.
[MTpumenumo Teopemy Kejauja y pemaBamy HEKuX 3ajaTaka.

3agarak 1. Y kpyxkauny k ynucan je jegnaroxparxm Tpoyrao ABC (AC =
BC). Y oacevak AB koju He caap»ku TPOYrao, YIUCaHA je NPOU3BOJbHA KPYKHANA
ky. JlokazaTu na je myxuna t OACeuka TAHreHTe KOHCTpyucaHe u3 temena C Ha
Kpy:kEUNY ki TakBa aga He 3aBucu ox uzbopa xpyxuuue k). Halin t.

Cn. 3

Pememe. ITocmarpajmo yerupu kpyxeune A, B, C, ky, rae temena A, B, C tpoyraa
cMaTpaMo 3a JereHepucane kpyxuuune noaynpedauxa 0 (cia. 3) ¥ NpUMEHMMO HA HBUX
Kejsujesy teopemy. O3nauumo ca M tauky moaupa kpyxeune ky ca AB. Iobujamo

AB-t=AC-BM +BC-MA =AC(BM + MA) = AC - AB,
jep je
AC = BC,
omakne je t = AC. O

3anmarak 2. Y kpyxeEunu k KOHCTpyHCcaHa je teruBa AB m Ha my opTor-
onasan npeurnk CD. Hexa kpyxmuga k, goaupyje msayTpa Kpy:REHULY Kk Yy
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rauku D. Y oacevak ABC ynucana je npouspossHa KpyxHuna k. okazatn
Ja TAHC@HTHO pacTojame Kpy>xkauna ky u ky me 3asucu o n3bopa kpy>xunne k.

Cn. 4

Pememe. PazaMoTpUMO 4eTHpPH KpYKEMLE (ABe O BHUX Cy HyJa-KpyXHUNEe) A,
ki, B, ko. Heka k) momupyje rerusy AB y tauku M. Tana no Kej3ujesoj reopemu
nobujamo

AM -d(B,k;) + BM -d(A,k;) = AB - d(ky, k2).
Amu, d(B,k;) = d(A,k2), na je
(AM + BM)d(A, ky) = AB - d(ky, k2),
oxaxkie je d(ky,ks) = d(A, k2). ]
3anarak 3. Jara je kpyxuauna k ca npeuankom AB u tauka C € AB. Kon-

crpyucane cy gBe kpyxHune ky u ky ¢ npeurnnuma AC u CB u muxoBa 3ajes-
HUYKa YHYTpalllka TAHFEHTa KOoja cede Kpy>xuuny k y rauxkama M u N. Yemy




https://matematickitalent.mk/

Jjé jeanaxo TaHreHTHO pacrojame t xkpyxeuga ky u ko ?

Pemere. IlocmaTpajmMo wernpu xpyxkaune ky, M, ks, N (cn. 5) u Ha BUX npHU-
menuMmo Kejsujery Teopemy. dobujamo:

MC -NC+MC-NC = t-MN,
IMC? =t-2MC,

ogarnae jet = MC. O

3anarak 4. Tpyu jegware xpyxuune ky, ks, k3 moaupyjy ce ase mo gse Men-
jyco6u0 m uzRyTpa Zomupyjy kpyxuuny k (ca. 6). M3 mpomssomre Tauke M,
KOHCTDYHCAHEe Cy TaHreHTe Ha cBe Tpu kpyxuuine. Jowxasarw nga je 36up ama
OJCeYKa TAHTeHTH on Tavyke M no Tavakxa momupa jeanaxa Tpelem omcedxy.

Cn. 6
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Pememe. O3raunmo TaHreHTHA pactojama d(ki, k;) (i,7 € {1,2,3},1# j) cat, a
u Tayky M cmaTpamo Kao Hyna-kpy:kHuny. IIpu Tom nonoxkajy tauke M Hamazmmo:

ety bty =Ty,

rpe je t; =d(ki, M) 3ai€ {1,2,3}, 1j. t; +t3 =1>.

3anmarak 5. Y kpyxkuuuu k monynpeuynnka R xoHcTpyucan je npednuk AB,
KOju je momesseH HA Tpu jeaHaka gena taykama M wu N. Kpyxuaumge ky n ky
youcase cy y (opMHpaHe MOJIYKPYKHULE H ZOAUPY]Y NpedYHuK y Taykama M u
N. H3zpayyHaATH TAHFEHTHO pacTojame Kpy:kanua ky u ks.

~1

Cn.

Pememe. IlocmaTpajmo verupu kpyxuuue Ay, A, ko, B (ca. 7). Ilo Kejsujesoj

TEOPEMHU je
2 2
(?) b (%.QR) = d(ky, k) - 2R.

Onasne Hasma3zuMo Ja je

d(k,.kg)l—;)-R. B

3anarak 6. Y kpysxuuny k ynucan je jegnaxoxpaxu tpoyrao ABC (CA =
CB). ¥ ¢popmupane cermenre ca ocaosama C A, BC, AB koju nexe BaH Tpoyria
ABC, ynucane cy kpyxuune ky, ks, k3 xoje goaupyjy ocHOBe cermeHara y -
XOBUM cpexuHama. [loka3aTH Ja je TAHTEHTHO pacTojame KpyXuuma ky u ko
JeAHaKO TaHTeHTHOM pacTojamy Kpykauna ky u kj.
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Cn. 8

Pememe. Heka je CA = BC = b. Paamorpumo wyetupu kpyxaune kp,C, ke, ks
(cm. 8) u npumernMo Ha Bux Kejsujesy rteopemy. Hobujamo

b b
= -d(ky, ks) + B d(ks. k1) = d(ki, k2) - b.

Anm, d(ky, k3) = d(ks, k), ma je b-d(ka, ks) = d(ks, k1) - b, Tj. d(k1,k2) = d(ky, k3).
|

Jeano apyro yonmrewe [ITomemejere Teopeme, He Mame BaXxHO 01 Kej3ujene, je
cneneha

Teopema Bpermnuajnepa. Heka cy a, b, ¢, d pegom crpanune KOHBEKCHOT Y€TBO-
POVLIa, m N BEeroBe JUjaroHaie, a a U 7 ABa BEroBa CyOpoTHA yrma. lana
BAXKH jeqHAKOCT

m*n® = a®c® + b*d® — 2abed cos(a + )

(kOCHMEYCHA TeopeMa 3a YeTBOPOYrao).

Hasemliemo npa nokaza oBe TeopeMe, jelaH MIAHMMETPHJCKM M ApyrH momoly
koMmnnekcHux bpojesa. akne, y osom apyrom mokasy aarebpa "nomazke” reomeTpuju.

Jloxa3 1. Heka je y xorBekcHOoM YeTtBopoyrny ABCD (cn. 9) |AB| =a, |[BC|=b,
|ICD| =¢, |DA| =m, |BD| =n.
Koucrpynmumo Ha crpagn AB cnoska AAKB cnugan AACD Tako ma je

LBAK = (DCA, LABK = (CAD
, a Ha-c'rpann AD romcrpyumumo AAMD cnuyag AABC, tako pa je LDAM =
{BCAwu {ADM = (CAB. U3 oarosapajyhe camyroctn nobujamo:

ac bd ad

AK| ==, |AM| ==, |KB|=|pM|=2.
m m m
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OcumM TOra,
LKBD + (MDB = (CAD + (ABD + /BDA + {CAB = 180°,

1j. werBopoyrao K BDM je napanenorpam. To 3maun na je |KM| = |BD| =n. Ann,
LKAM = a + vy. Ilo kocunycHOj Teopemu 3a AN AM umamo:

. acH 2 bd\ 2 acy [ bd
i = (—) + (—) —2(—) (—) cos(a + v),
m e T m.
omakne ogMax nobujaMo TpaskeHy jeaHAKOCT. O
Ykonuko je a + v = 180°, mobujamo m2n? = a?e? + b?*d? + 2abed, nanm m*n® =

(ac + bd)*, a omaBme mn = ac + bd, mro u jecre Iltonemejepa Teopema, jep je 3a
a + v = 180° wersopoyrao ABCD Terusan.

Lokaz 2. Jloka:KUMO NPBO Ja AKO CY u,V, W, Z KOMOJEKCHU Dpojesu Takpu 1a je
u+v+w+z=0,onm je [uw —vz|* = lu+v|*|v + w|?. 3aucra, umamo na je

luw —vz| = luw +v(u+v+w)| =|u+o - |v+w.

. . — —
Heka komnnexcau 6pojesu w, v, w, z peioM OArOBAPA]y BEKTOPUMA AB, BC, CD,DA.
Tana je [+ v|%|v +w|? = m?*n® n

Juw — vz = (ww — v2) (T — 77) = [uw|? + |vz|* — (wwdZ + TOVZ).
Kaxko je [uw|? = a®c? u |vz|? = bd?, tpeba moxazatu ga je
uwTz + wwvz = 2abed cos(a + 7).

HoBoJHO je DPOBEPHUTH Ia je apryMmedT Opoja wwvs jeanar (o + ). [Ipumerumo ga
je apryment 6poja ut (ogHOcHO WwZ) jeAHak yray usmeliy BekTopa u,v (w, z), Jakme o
(omsOCHO ), na Tepheme cuenu. O

Teopema Gpermuajenepa ce MO¥ke KOPUCTUTH ¥ PA3HUM FeOMETPHjCKUM 34 TAITHMA.
Hapenumo jemal npumep.

3agparak 7. (Teopema [Tomneja) Heka je ABC jegmaxocrpanudan Tpoyrao, M
HNpPOHM3BOJ/BHA TAYKA DABHM KOja HE JIEKHM Ha KPYKHHIH OMHCAHO] OKO TpOYria
ABC. orasaTu ga nocToju Tpoyrao yHje cy crpane jeauaxe |MA|,|MB|,|MC]|.

Pememe. Axo je MB majseha oxg anyswu MA,MB,MC, npuMeEHEMO Teopemy
Bpermuajnepa na wersopoyrao ABCM. Hobujamo (nocne ckpahusama) ga je

|MB|*> = |MA] + |MC|2 = 2|]M A| - MC| cos(£A + 60°),

Tj. |MB| < |MA|+ |[MC|, jep je LACM # 120°, nomro Ttauka M He Jexu Ha
KPY’KHHMIH ONUCAaHOj oko Tpoyriaa ABC. O




