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ПРЕДГОВОР  
 

Ниедно истражување на човекот не може да се 

нарече вистинска наука ако не е поткрепено со 

математички доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата 

во науките каде што нема примена на ниту една 

математичка дисциплина, т.е. кои не се поврзани со 

математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

Книгава Математички талент 7 е наменета за талентираните ученици 

по математика од основното образование и на извесен начин е 

продолжение на книгите Математички талент 1, 2, 3, 4, 5 и 6. Меѓутоа, 

сметам дека оваа книга ќе биде интересна и за наставниците кои дел од 

своето слободно време го посветуваат на математички надарените уче-

ници, како и за бројните вљубеници во математиката. Книгата, всушност, е 

збирка од 427 решени задачи во која во два одделни дела се обработени 

задачи од алгебрата и теоријата на броеви, приспособени за децата кои 

учествуваат на националните и меѓународните олимпијади за ученици до 

15,5 годишна возраст.  

Рецензентот д-р Сава Гроздев, придонесе со своите сугестии и 

забелешки да се подобри содржината на книгава, за што посебно му 

благодарам.  

И покрај вложениот напор, не можeм да се ослободам од впечатокот де-

ка се можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како 

и отстранување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сум 

благодарен на секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ми биде особена чест и задоволство ако оваа збирка при-

донесе учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако 

математиката им стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторот  

ноември, 2019 г.                 
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I   АЛГЕБРА  
 

I.1  ТРАНСФОРМАЦИИ, ИДЕНТИТЕТИ И ФУНКЦИИ  

 

1. Во низа се запишани броевите од 1 до 9 така што збирот на секој број 

на непарна позиција со неговите соседи (сосед) е еднаков на S . 

Определи ги сите можни вредности на S .  
 

2. Четворица играчи 1 2 3, ,A A A  и 4A  со седум коцки за не лути се човече 

ја играат следнава игра: 1A  ги фрла седумте коцки и потоа на секој од 

останатите тројца играчи му исплаќа k  ти дел од сумата која тој 

играч ја има во моментот, каде k  е збирот на паднатите броеви на 

седумте коцки, потоа истото го прават играчите  2 3,A A  и 4A . На 

почетокот сите имале еднакви суми пари, а откако сите ги фрлиле 

коцките по еднаш, се покажало дека сумите кои ги имаат играчите се 

однесуваат како 3:3:2:2  (сумата на 1A  спрема сумата на 2A  спрема 

сумата на 3A  спрема сумата на 4A ). Определи го збирот на паднатите 

броеви на секој играч.  
 

3. Ако , ,a b c  се реални броеви такви што  

0a b c    и 
4 4 4 50a b c   ,     (1) 

пресметај ја вредноста на изразот ab bc ca  .  
 

4. Нека , ,a b c  се различни реални броеви за кои постојат реални броеви 

x  и y  такви што  

3 3 30, 0, 0a ax y b bx y c cx y         . 

Докажи, дека 0a b c   .  
 

5. Нека n  е природен број. Природните броеви , , ,a b c d  се помали или 

еднакви на n , при што d  е најголемиот меѓу нив и важи  

2 2 2( )( )( ) ( ) ( ) ( )ab cd bc ad ac bd d a d b d c       .  (1) 

Докажи, дека d a b c   .  
 

6. Разложи го на множители изразот  

3 3 3( 2 3 ) ( 2 3 ) ( 2 3 )a b c b c a c a b        . 
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7. За реалните броеви , ,a b c  и d  важи  

3 3 3 3

0

0.

a b c d

a b c d

   

   
 

Докажи, дека збирот на некои два од овие броеви е еднаков на 0.  
 

8. Определи ги сите реални броеви , , ,a b c d  такви што  

20a b c d     и 150ab ac ad bc bd cd      . 
 

9. Нека n  е природен број, 

2

44...44

n

A   и 88...88

n

B  . Докажи, дека бро-

јот 2 4A B   е точен квадрат.  
 

10. Даден е 2013-аголник 1 2 2013...A A A . Неговите темиња се означени со 

броеви, така што збирот на броевите со кои се означени било кои 9 

последователни темиња е константен и е еднаков на 300. Ако е 

познато дека темето 13A  е означено со бројот 13, а темето 20A  со 

бројот 20, да се определи со кој број е означено темето 2013A .  
 

11. За секој подреден пар природни броеви ( , )m n  дефинираме операција  

* | 37 29 |m nm n   . 

а) Дали постои подреден пар ( , )m n  таков што * 2014m n  ?  

б) Определи ја најмалата вредност на изразот *m n .  
 

12. Дадени се броевите 1, 3, 5, 7 и 9. Нови пет броеви добиваме така што 

произволни четири броја , , ,a b c d  од претходната петорка ги заме-

нуваме со броевите 
2 2 2 2

, , ,a b c d a b c d a b c d a b c d             , а петтиот 

број останува непроменет. Дали со повеќекратно повторување на оваа 

постапка може да се добијат следниве пет брови:  

а) 0, 2 , 4, 6, 8,  

б) 3, 4, 5, 6, 7? 
 

13. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 1abc  . Докажи, дека нај-

многу два од броевите 1 1 12 , 2 , 2
b c a

a b c    се поголеми од 1.  

 

14. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 
2 2 2

1 1 1 0
bc a ca b ab c  

   . До-

кажи, дека  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
0a b c

bc a ca b ab c  
   . 
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15. Определи ја вредноста на изразот  

2 2 2( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c b c a c a b

a c b c b a c a c b a b
w

     

     
   . 

 

16. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што ( )( )( ) 0abc a b b c c a    . 

Ако  

10071 1 1
1008

( )( )
a b c

a b c     , 

докажи дека  

( )( ) ( )( ) ( )( )
2017ab bc ca

b c c a c a a b a b b c     
   . 

 

17. Нека  

1 1 1
12 3 4 19971998

...A
  

     и 1 1 1
10001998 10011997 19981000

...B
  

    . 

Докажи, дека A
B

 е природен број.  

 

18. Пресметај го збирот  

4 4 4
20091 2

41 1 4 2 1 4 2009 1
...

     
   . 

 

19. а) Дадени се реални броеви ,a b  и c  такви што a b c
b c a
  . Докажи, де-

ка a b c  .  

б) Определи ја вредноста на изразот x y , ако 
6 15

3 2 5

y x yx
y x y x




   и 

изразот 24 36 8x y    прима најголема вредност.  
 

20. Докажи, дека за секој природен број 5n   постојат природни броеви 

p  и q  такви што важи 2 2 4| 2 | 9p q n n   .  
 

21. Дали постојат ненулти реални броеви 1 2 10, ,...,a a a  за кои  

1 2 10 1 2 10

1 1 1 1 1 1
1 2 10 1 2 10( )( )....( ) ( )( )....( )

a a a a a a
a a a a a a       ? 

 

22. а) Определи ги сите цели броеви x , за кои е исполнето равенството 

2 2| 1| | 4 | 3x x x    .  

б) Определи ги сите цели броеви x  и a , за кои е исполнено 

равенството 2 2| 1| | 4 |x x ax    .  
 

23. Дадена е равенката  

| 4 2 | | 1|x x a x     .      (1) 

а) Реши ја равенката (1) за 5a  .  
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б) Определи го бројот на решенијата на равенката (1) во зависност од 

вредноста на параметарот a .  
 

24. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои системот  

2(| | | | 2) 1

5

x y

y ax

  

 
        (1) 

има точно три решенија.  
 

25. Нека p  е реален параметар таков што системот равенки  

2 2 2( ) ( 1)

| 1| | | 1

p x y p xy

x y

   


  

 

има најмалку три различни реални решенија. Определи го p  и реши 

го системот за тоа p .  
 

26. Определи ги сите парови реални броеви ( , )x y  такви што  

| | | | 1340x y   и 3 3 32010 670x y xy   . 
 

27. Нека a  е позитивен реален број таков што 3 6( 1)a a  . Докажи, дека 

равенката 
2 2 6 0x ax a     нема решенија во множеството реални 

броеви.  
 

28. Реалните броеви , ,a b c  се такви што равенката 
3 2 0x ax bx c     

има три реални корени. Докажи, дека ако 2 0a b c     , тогаш 

барем еден од тие корени лежи во интервалот [0,2] .   
 

29. Даден е полиномот ( )M x ax b  , каде a  и b  се параметри. Реши ја 

равенката  2 ( ) 2016M x x  , ако 2 2 1
4

( ) ( ( ))M x M x  , за секој x. 

 

30. Нека ( )p x  е квадратен полином, за кој | ( ) | 1p x   за { 1,0,1}x  . 

Докажи, дека 5
4

| ( ) |p x   за секој [ 1,1]x  .  

 

31. Нека ( )P x  е квадратен трином со водечки коефициент 1 таков што 

полиномите ( )P x  и ( ( ( )))P P P x  имаат заеднички корен. Докажи, дека 

(0) (1) 0P P  .  
 

32. Во тетратките на Петар и Киро се запишани по два броја: на почето-

кот 1 и 2 кај Петар, и 3 и 4 кај Киро. Во секоја минута Петар формира 

квадратен трином ( )f x  чии корени се броевите запишани во неговата 
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тетратка, а Киро квадратен трином ( )g x  чии корени се запишани во 

неговата тетратка. Ако равенката ( ) ( )f x g x  има два различни ре-

ални корени, тогаш едно од момчињата го заменува својот пар броеви 

со тие корени (во спротивно ништо не се случува). Ако во некој 

момент се појави бројот 5 во тетратката на Петар, кој е другиот број?  
 

33. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 2 2 2

1 1 1 1
2008

2008

6024

.
x y z

x y z

x y z

   



  


  

 

 

34. Нека a  и функцијата :f   е таква што  

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f a y f y f a x     , за секои ,x y   

2) 1
2

(0)f  .  

Докажи, дека constf  .  
 

35. Дадена е низата 1 2, ,..., ,...na a a  за која важи 1 0a   и 1 4 3n na a n    . 

Определи го општиот член на низата во функција од n .  
 

36. Определи ја вредноста на изразот  

(...(((2*3)*4)*5)*...)*1995  

каде 
1

*
x y

xy
x y




  за произволни позитивни броеви x  и y .  

 

37. Во научниот музеј се закачени портрети на научници кои живееле ме-

ѓу 1600 и 2008 година, секој од кои не живеел повеќе од 80 години. 

Васко ги помножил годините во кои тие се родиле, а Петар ги помно-

жил години во кои тие починале. Се покажало, дека бројот кој го до-

бил Петар е 5
4

 пати поголем од бројот кој го добил Васко. Определи 

го најмалиот број портрети.  
 

38. За секој реален број x  определуваме број ( )f x ax b  . Определи ја 

разликата b a  ако е познато дека за секој x  е исполнето равенството  

( 1) 4 ( 4)f x f x x    . 
 

39. Определи ги сите функции ( )f x ax b   такви што  

2( ( )) (| | | | 2) 6f f x a b x b b     , за секој x . 
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40. Дали постои функција :f    таква што  

3( ) (2 ( ) ( )) ( ( ))x y f yf x f y x f yf x   ,    (1) 

за секои ,x y  .  
 

41. За секој природен број дефинираме  

24 4 1

2 1 2 1
( ) n n

n n
f n  

  
 . 

Пресметај го збирот  

(1) (2) ... (40)f f f   . 
 

42. Низата { }na  е зададена со 1

1

1
1 2 2 1

, , 1m

m

a
m ma

a a m

 
   . Пресметај го 

збирот 1 2 ... ka a a   , за произволен k .  

 

 

I.2  ЕЛЕМЕНТАРНО ДОКАЖУВАЊЕ НА НЕРАВЕНСТВА   

 

1. Нека x  и y  се реални броеви такви што 2017 2017 2016 2016x y x y   . 

Докажи, дека  

2018 2018 2017 2017x y x y   .      (1) 
 

2. Нека a  и b  се позитивни реални броеви такви што 1a b  . Докажи 

дека  

1a b b aa b a b  . 
 

3. Определи ја најмалата вредност на изразот x y z  , ако , ,x y z  се 

реални броеви такви што 4, 5, 6x y z    и 2 2 2 90x y z   .  
 

4. Нека ,x y  и z  се реални броеви такви што , , 1x y z  . Докажи, дека  

2 2 2 2( 2 2)( 2 2)( 2 2) ( ) 2 2x x y y z z xyz xy         . 
 

5. а) Докажи, дека ако , [0,1]a b  и 1a b  , тогаш 
2 2 1a b  .  

б) Секои два од броевите , ,x y z  не се разликуваат за повеќе од 1 и 

96xy yz zx   . Определи ја најмалата и најголемата вредност на 

изразот 2 2 2A x y z   .  
 

6. Определи ја најголемата можна вредност на изразот  
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2 2 2 2( )M a b a b  , 

ако 0a  , 0b   и 2a b  . Кога таа се достигнува?  
 

7. Докажи, дека ако 1x y z   , тогаш важи 2 2 2 1
3

x y z   . Кога важи 

знак за равенство?  
 

8. Нека x  и y  се позитивни реални броеви такви што 3 3 4x y xy  . 

Докажи дека  

а) 4x y  ,  

б) 2 2 8x y  .  
 

9. Ако за позитивните реални броеви a, b, c и d се исполнети условите 

, докажи дека  

.        (1) 

 

10. Нека , ,x y z  се реални броеви такви што  

2 2 2 2 1x y z xyz    . 

Докажи дека  

(1 )(1 )(1 ) 4 4x y z xyz     . 

Кога важи знак за равенство?  
 

11. Нека , , , (0,1)a b c d . Докажи, дека  

1 ab bc cd da ac bd a b c d          . 
 

12. Секои два од реалните броеви 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a  се разликуваат барем за 

1. За некој реален број k  се исполнети равенствата  

1 2 3 4 5 2a a a a a k      и 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 2a a a a a k     . 

Докажи, дека 2 25
3

k  .  

 

13. Позитивните реални броеви 1 2, ,..., na a a  и k  се такви, што  

2 2 2 2
1 2 1 2... 3 , ... 3n na a a k a a a k         и 3 3 3 3

1 2 ... 3na a a k k     . 

Докажи, дека разликата на некои два од броевите 1 2, ,..., na a a  е пого-

лема од 1.  
 

14. Нека , ,a b c  се различни реални броеви.  

1) Пресметај ги вредностите на изразите  

а) 1 1 1 1 1 1ab bc bc ca ca ab
a b b c b c c a c a a b
     
     

     .  

9 3ac bd ac 

2

( )( ) 3
4( )

ab cd ad bc

ac bd

 



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б) 1 1 1 1 1 1ab bc bc ca ca ab
a b b c b c c a c a a b
     
     

     .  

2) Докажи го неравенството  
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 3

2( ) ( ) ( )

a b b c c a

a b b c c a

  

  
   . 

Дали може да важи знак за равенство?  
 

15. Нека , , 1x y z    се реални броеви. Докажи, дека  

22 2

2 2 2

11 1

1 1 1
2

yx z

y z z x x y

 

     
   . 

 

16. Докажи, дека за секој природен број 1n   се точни неравенствата  

2 2 2
1 1 2 1 1
2 2 21 1 1

... n
nn n n  

      . 

 

17. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 1abc  . Докажи дека  

2 2 2
1 1 1

1 1 1
1

a a b b c c     
   . 

 

18. Нека 2n   е природен број и нека за позитивните реални броеви 

0 1, ,..., na a a  важи  

1 1 1 1( )( )k k k k k ka a a a a a       ,  

за секој 1,2,..., 1k n  . Докажи, дека 1
1n n

a


 .  

 

19. Нека 1 2 2014, , ,...,d a a a  се реални броеви такви што  

1 2 3 2014| 1| | 2 | | 3| ... | 2014 |a a a a d          

и 1 2 2014...b b b    се броевите 1 2 2014, ,...,a a a  подредени по 

големина. Докажи, дека | | 2k ka b d  , за 1,2,...,2014k  .  
 

20. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што  

1 1 1
x y z

x y z     . 

Докажи, дека  

3 2
x y z xyz

x y z
 

    . 

 

21. Нека  

1 1 1 1 1 1
3 3 6 3 6 19961997

2

1 1 1

1 1 1 ...
1 ...S


      

     . 

Докажи, дека 1001S  .  
 

22. Нека , ,a b c  и d  се позитивни реални броеви такви што  
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1a b c d    . 

Докажи, дека  

3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
1
84 ( ) 4 ( ) 4 ( ) 4 ( )

a b c d

a b c b c d c d a d a b       
    . 

 

23. Докажи, дека за секои позитивни реални броеви , , ,a b c d  е точно 

неравенството  
4 4 4 4

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 4
a b c d a b c d

a a b ab b b b c bc c c c d cd d d d a da a

  

           
    . 

 

24. а) Докажи, дека  

22 2

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)
1

yx z

x y z  
          (1) 

за секои реални броеви , ,x y z  такви шту ниту еден од нив не е 

еднаков на 1 и за кои важи 1xyz  .  

б) Докажи, дека знак за равенство важи за бесконечно многу тројки 

рационални броеви , ,x y z  такви што ниту еден од нив не е еднаков на 

1 и за кои важи 1xyz  .  
 

25. Нека ,x y  и z  се позитивни броеви.   

а) Докажи, дека 23( ) ( )xy yz zx x y z     .  

б) Определи ја најмалата вредност на изразот  

1 4
xy yz zx x y z

A
   

  . 

 

26. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 2 2 22 2

2( )
y z x yz x

x y z
x y z

      . 

 

27. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи, 

дека  

1 1 1( 1 )( 1 )( 1 ) 1
b c a

a b c       . 

 

28. Дадени се реални броеви 1 2 3, , 1a a a   и 1 2 3S a a a   . За 1,2,3i   

важи 
2

1
i

i

a

a
S


 . Докажи, дека  

1 2 2 3 3 1

1 1 1 1
a a a a a a  

   . 

 

29. Нека , , (0,1)x y z  се такви што  
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(1 )(1 )(1 )xyz x y z    . 

Докажи дека најмалку еден од броевите (1 ) , (1 ) , (1 )x y y z z x    е по-

голем или еднаков на 1
4

.  

 

30. Докажи, дека ако a  и b  се реални броеви поголеми од 1 , тогаш  

6 6 4 41 1 1 1
1 1 2 2

a b ab a b
a b

   
 

   . 

Кога важи знак за равенство?  
 

31. Определи ја најголемата можна вредност на збирот z x  ако броевите 

, ,x y zt  ги задоволуваат условите  

2 2

2 2

4

9

6.

x y

z t

xt yz

 

 

 

 

 

32. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

1a b c   . 

Докажи, дека  

1 1 16 2 2( )a b b c c a a b c
b a c b a c a b c

           . 

 

33. Нека , ,x y z  се ненегативни реални броеви такви што  

4x y z   . 

Определи ја најмалата вредност на зиразот  

2 1 2 1 2 1x y z     . 
 

34. Нека , ,x y z  се ненегативни реални броеви такви што  

4x y z   . 

Определи ја најмалата вредност на изразот  

2 1 3 1 4 1x y z     . 
 

35. Определи ја 2005-тата цифра после децималната запирка на бројот 

a , каде  

2005

0,444...444a  .  

 

36. Докажи дека  

1 1 1 1 1
1 2013 2 2012 3 2011 2012 2 20131

... 1
    

      . 
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I.3  ПРИМЕНА НА НЕРАВЕНСТВАТА МЕЃУ СРЕДИНИТЕ  

 

1. Нека S е множество од n различни реални броеви, а SA  е множеството 

од аритметичките средини на паровите броеви од S. За дадено 2n   

определи го најмалиот можен број елементи во множеството SA .  
 

2. Определи ја најмалата вредност на изразот  
6 61 1

6

3 31 1
3

( ) ( ) 2

( )

x x

x x

x x

x x
A

   

  
 , 0x  . 

 

3. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

1ab bc ca   . 

Докажи, дека  

1 1 1 3( )
a b c

a b c     . 

Кога важи знак за равенство?  
 

4. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 1abc  . Докажи го неравен-

ството  
2 2 2

1 1 1
2

a b c
a b b c c a

 
  

   . 

Кога важи знак за равенство?  
 

5. Нека x  и y  се ненегативни реални броеви такви што 1x y  . Опре-

дели ја најмалата и најголемата вредност на изразот 

( , ) 1 1A x y x y y x    . 
 

6. Нека x  и y  се реални броеви такви што  

(4 3 ) (4 3 ) 3x x y y xy    . 

Докажи, дека  

16
9

0 x y   . 

 

7. Нека ,x y  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

4 3 24 4 5 1 12x y x y xy     . 
 

8. Нека , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што 3a b c   . 

Докажи, дека  

2 2 2
3
21 1 1

a b c

b c a  
   . 
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9. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви, за кои е исполнето неравен-

ството  

2 2 2 2( ) 4a b c a b c      . 

Докажи дека  

2 2 2
1 1 1

( ) ( ) ( )
3ab bc ca

a b b c c a

  

  
   . 

 

10. Нека , ,a b c  се позитивни броеви. Докажи дека 

2
271 1 1

( ) ( ) ( ) 2( )b a b c b c a c a a b c    
   . 

 

11. Нека , 1,2,..., , ( 2)ia i n n   се позитивни броеви такви што 
1

1
n

i
i

a


 . 

Докажи дека  

1 2

2 3 1 3 1 2 11 ... 1 ... 1 ... 2 1
... n

n n n

aa a n
a a a a a a a a a n            

    . 

 

12. Докажи, дека за секој природен број n  е исполнето неравенството  

2 2(2 3 1) 6 ( !)n nn n n   . 
 

13. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

1 1 1
1 1 1

1
a b c  
   . 

Докажи дека  

2 2 2(1 )(1 )(1 ) 125a b c    . 

Кога важи знак за равенство?  
 

14. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

2 2 21 1 1 3a b c
b c c a a b
  
  

   . 

 

15. Нека 1 2 2017, ,...,x x x  се позитивни реални броеви такви што 
2017

1

1i
i

x


 . 

Определи ја најмалата константа K  таква што  

22017

1
1

1i

i

x

x
i

K




 . 

 

16. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

1 1 1 1
a b c
   . 

Докажи, дека  
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81 1
( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1) 4a b c a b c     

  .     (*) 

 

17. Нека , ,a b c  е позитивни реални броеви, такви што 1a b c   . Дока-

жи дека важи неравенството  

1 1 1

( 2 )( 2 ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )( 2 )
3

a b b a b c c b c a a c     
   . 

Кога важи знак за равенство?  
 

18. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви чиј збир е еднаков на 1. До-

кажи дека важи неравенството 

3 3 31 1 1 1a b c b c a c a b         . 
 

19. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што  

3a b c   . 

Определи ја најмалата можна вредност на изразот  

1 1 1
( 2) ( 2) ( 2)
a b c

a a b b c c
  
  

  . 

 

20. Определи го најголемиот реален број k , за кој неравенството  

( )( )( ) ( )( )a b c a b c b c a
b c a b c a a b c

k k k         

е исполнето за произволни позитивни реални броеви.  
 

21. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 2 2( ) ( ) ( )
0

a b b c b c c a c a a b

a b b c c a

  

  
   . 

 

22. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што  

3xy yz zx xyz   . 

Докажи, дека  

2 2 2 2( ) 3x y y z z x x y z      . 

Кога важи знак за равенство?  
 

23. Докажи, дека за позитивните реални броеви , , , ,a b c d e  важи неравен-

ството  

4 4 4 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )b c d e a a b c d e
a b c d e b c d e a
         . 

 

24. Определи ја најмалата вредност на изразот 
2 23 2

9 32

y z
x y z

x    , каде ,x y  

и z  се позитивни реални броеви.   
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25. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи, 

дека  

1 1 1
1 1 1

1
a b b c c a     

   . 

 

26. Докажи, дека за секои реални броеви ,x y  и z  важи 

2 2 2 2 2 2

2 2 22 1 2 1 2 1
0

y x z y x z

x y z

  

  
   . 

 

27. Нека , ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што  

3a b c abc   . 

Докажи, дека  

1 1 1
a b c

a b c     . 

 

28. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што ( ) 3abc a b c   . 

Докажи, дека  

( )( )( ) 8a b b c c a    . 
 

29. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи, 

дека  

5 5 2 5 5 2 5 5 2
1 1 1 1

a b c b c a c a b     
   . 

 

30. За позитивните реални броеви , ,x y z  важи 2, 3x y   и  

11,x y z   . 

Докажи, дека 6xyz  .  
 

31. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

( )( )( ) 1a b b c c a    . 

Докажи, дека  

3
4

ab bc ca   . 

 

32. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 3
2

( ) ( )a b c a b b c c a
b c a c a b

       . 

 

33. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

2 2 2

2 2 22 2 2
0a bc b ca c ab

a bc b ca c ab

  

  
   . 

 

34. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што  

a b c abc   . 
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Докажи, дека  

2 2 2 3a b c abc   . 
 

35. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 2017abc  . Дока-

жи, дека  

2 2 2 2 2 2 2017

a b ca b b c c a

a b b c c a

   

  
   . 

Кога важи знак за равенство?  
 

36. Нека , ,a b c   се такви што  

2 2 2 3a b c   . 

Докажи дека  

2 2 2 2 2 2
1

3 ( ) 3 ( ) 3 ( )

a b c
abcc a ab b a b bc c b c ca a     

   . 

Кога важи знак за равенство? 
 

37. Нека , , , ,a b c d e  и f  се реални броеви такви што  

2 2 2 2 2 2

10

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 6.

a b c d e f

a b c d e f

     

           
 

Определи ја најголемата вредност која може да ја прими бројот f .  
 

38. Дадени се позитивните реални броеви , , ,a b c d  такви што  

2( )a b c d abcd    . 

Докажи, дека  

2 2 2 2a b c d abcd    . 
 

39. Определи ја најголемата вредност на изразот a b c abc   , каде ,a b  

и c  се ненегативни броеви такви што важи  

2 2 2 4a b c abc    . 
 

40. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви за кои важи 1.abc  До-

кажи, дека  

1 1 1 1
2 1 1 1

( ) 3
a b c

a b c
  

      .     (1)
 

Кога важи знак за равенство? 
 

41. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

2
272 2 2

( ) ( ) ( ) ( )a a b b b c c c a a b c    
   . 

 

42. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  
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43. Нека ,a b  и  се позитивни реални броеви такви што . Докажи 

го неравенството  

5 4 3 2 5 4 3 2 5 4 3 2

2 2 2

( 1)( 1)( 1)

8( 1)( 1)( 1)

a a a a a b b b b b c c c c c

a a b b c c

               

      
 

Кога е исполнето равенство?  
 

44. Нека , ,a b c се позитивни реални броеви такви што .Докажи 

дека  

. 

Кога важи знак за равенство? 
 

45. Докажи дека за , ,a b c  позитивни реални броеви е точно неравенството  

2 2 2 12(16 8 17)(16 8 17)(16 8 17) 2 ( 1)( 1)( 1).a b b c c a a b c           

Кога важи знак за равенство? 
 

46. Нека , ,x y z се позитивни реални броеви.  Докажи, дека 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
3
22 2 2

xy yz zx

x y z y z x z x y     
   .  

Кога важи знак за равенство? 
 

47. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што  

2a b c abc    .        (1) 

Докажи, дека  

1 1 1
2ʘ b c

b c a  
   . 

Кога важи равенство? 

 

 

 

I.4  ПРИМЕНА НА НЕРАВЕНСТВОТО НА  

КОШИ-БУЊАКОВСКИ-ШВАРЦ  

 

1. Определи ги сите броеви  и  такви што  

. 
 

2. Нека  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  


