;“—LEQ,Q

el

//';’Q \/E—E MQ&QU.&_Q & ﬁ____.,_[

HAVYM LIUEJTAKOCKU
XVBKO MANEBCKHU

’MW/%Q/CLU !

U4~—40?§ T el T T \

MATEMATUKA

~CO 3BVPKA 3ADAUM

(HPMI?QI_[HO_.
- MATEMATUYKA
CTPYKA)

ﬂ

L JIPOCBETHO ﬁEJIou
CKOILJE, 1989



Ypenmk:
Kupir MMJIYEB

PenenzenTy:

A-p Homio JMMOBCKM, poueHT Ha IIpupogHo-MaTeMa-
TuKu daxkyarer — Cromje

T'one MOIIKQOCKM, caMOCTOEH IIE€MarolrKy COBETHUK BO
rPAafACKMOT 3aBOA 3a IIKOJCTBO — IHTHm.

Bunjara BUTAHOBA, npodecop BO yYIUDMIIHMOT LEH-
Tap ,,JaHe CaHgaHcknu' — Ctpymmna.

Co pemenne Ha PemyGavaKMOT mefaromkyk coser 6p.
13-135/1 on 29. 06.1989 rox. ce omobpysa ymorpebara Ha
OBOj y4eOHMK.



BOBE[]

VyebHuKoB € pabOoTeH Taka LITO CO Herosa roMoL Ke MoxXeil 1

CaMoCTojHO ga joarall J0 3Haewera 10 Matemartyka LWTO ce npeasun-
AeHn ga rv. CTekHell BO oBaa roguHa.
' Tyka Ke ce CpETHelll Nnak CO MHOXKECTBOTO Ha MpUPOAHNTE
6poesu, LennTe, paynmoHanHuTe U peasHnte 6poesu, CTeneHnTe 1 Ko-
pennTe, Ke v npoluMpuLl 3Haerara 3a HUB n Ke ce 3anosHaell co
HEKOW HUBHM HOBY CBOjCTBA M npumenn. Mcto Taka Ke HaywiL HoBU
noumu u hakTH Of MaremarudKata forvka, Koja uma MHaky: ronema
npuMeHa BO MateMaTvukara, CeKojHEBHNOT XKNBOT U ocob6eHO BO KOMIl-
jyTepckuTe Hayku.

Martepujanor Wro Ke ro usyWysail e pasfesneH o HeTipy TeMu
KOMILITO NpeTcTaByBaar 3a0KPyKeHu Lie/TnHHN. Cexoja TeMa, nak, e pas-
JieneHa Ha OAPeAeH 6poj nekumy Ko, MCTO Taka, npercrasysaar 3a0-
KDYXEeHWU LiesmHn. TemuTe ce OSHa4eHu CO PUMCKUTE 6poesun og | Ao
IX a nexynnte co 6pojkara Ha Temara N pegHnoT 6poj Ha nekuyujata Bo
Temara. Taka, ll. 6 3Ha4u WwecTara. NeKkymja of sTopara remMa.

Cekoja 0ff NeKuuTe € pasgeneHa Ha noMmany Aenosu — eauHKH,
WTO ce O03Ha4YeHu co ronemu 6yksu &. ©. ;‘bu ‘. U Ttne op cBoja
CTpaHa npeTcTasyBaar 3a0KPyXeHN Lie/nHA. Bo cekoja og H4B NPBO
ce BosegyBa HOBOTO W/IM Ce noTceTyBa 3d HEKOj MouM LITO € U3YHy+
BaM ropaHo, 1oToa ce Jasa npumep M ce NocTaseHy 3afjaqmn 3a camo-
cTojHa pabota. Ha kpajoT of neKuyujata ce fgasaar 3afgaqu of cute
eAUHKY, CO 4Yve pellaBare Ke Ce 3a0KpyXy NMpeaBUAEHOTO BO JIeKLy-
jata. Mery Tve 3agauy, BO rnoBeKke Crly+as, nMa 1 3aga4qv BO Keajpar-
uuwa. Ha HuB 06pHHM noce6HO BHUMaHne. Tne HajdecTo He ce BO BpCKa
CO OHa LUTO Ce U3ywyBasno BO fageHara siekymja, Ho ce npeasnien 3a
noTCeTyBare Ha OHa LUTO CH ro u3yvyBan nopaxo, a Wro Ke ce npu-
MeHyBa BO HapepfHara fekunja. '

Ha kpajoT 0f cekoja Tema uma 3ajaqy 3a nosTopyBae 1 yTsp-
AyBame Ha yWeHOToO BO Temara. Jlokonky Hekoja 0 HUB He MoXell
BegHaw fa ja pewui, yTspan OA Koja nekuuja e v rnornepaj ro Hanu-
LaHOTO BO BPCKa CO T0a, Kako 1 gafieHnTe npumepy. '

Ha ogpgennm mecTa BO y4ebHMKOB Ke o0, cperHels sHakor @. Ha
7oa MecTo ce gasa ogpejeHo ynarcTso. He 6p3aj co HeroBoTO KOpH-
cTewe; NpPBO Jo6PO pasMuciim BO Bpcka cO 6apaHoTo. Kaj ogpepexu
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COAPXUHU WITN Kaj HEKOM 3afaqy e CTaBeH 3HaKoT * (sBesguyka). Osaa
marepuja unm 3afja4a ce of nocsIoXeH Kapaktep. Hus He mopa ga ru
obpaboTyBaLL [OKO/IKy CMeTaLLl feKa ce npeTelky 3a Tebe.

Ha kpajot of ywebrukos ce pgagewn OA4roBopn WM ymarcrsa
CKOpO Ha cuTe nocTasenn npatlama wnv 3agaqu. loxenHo e npeg ga
o norneAxeLL o0f4roBopOT MUK PELUEHNETO, NPEKy CaMOKOHTPO/Ia, Aa ce
yBepuLL BO TOYHOCT ‘Ha peleHneTo. CaMo Ha TOj Ha4yuH Ke CTeKHell
.camogosepba Bo cebe 3a cosnagyBare Ha fafeHa marepuja.

Huz yvebHukoB uMa n TeKcToBM Of MCTOpUjaTa Ha MaTemaTika-
Ta. [Ipeky HUB Ke MoXell fa cornegalu feka Taa ce cosfasana [onro
Bpeme u of ronem 6poj fiyfe, a HOBOTO ceKorall [oarano Kaxko peayn--
Tar Ha norpebute Ha 4YOBEKOT.

AsTOpUTE



~

§
i

_BaXKM caMO efiHa Of MOXKHOCTUTE: Ja € BUCluUNuUll WK [ia € HeBUCTIUNUTL. _

ENEMEHTU Of1

MATEMATUYKATA
NOrnKA

TTIABA I

MaTemaTmukarta noruka e efHa o NOHOBUTE PaHKM Ha Mmartema-
TukaTta. Taa MHory 6p30 Ce pasBuBa M UMa rofieMo 3Hadere, npep ce,
3a ocoBpemeHyBate Ha camaTa MaTemaruka WM ONWTO BO HayxaTa,
0CO6GEHO BO KOMNjyTEPCKUTE HayKu.

L1. MCKA3H

@ YecTonmaTi BO MaTeMaTMKaTa Cu ce cpeKaBajl CO pedeHMI Of

©  BumoT: ,, Tpy niyc Ier e egHAKBO CO OCyM‘‘ KOja CO ITOMOIH Ha

cmGoit ce sammuyBa: ,,3 + 5 = 8“. Co Hea e MCKazxKaHO TBPAEHE IITO €

BUCcTHENTO. VI O pevemmnara: , Pekata Bapgap mmiysa uuz Turtos Bemec*

€ MCKaXXaHO €HO TBpAeIbe IIITO € MCTO Taka BucTHMHKUTO. Ho, co peuenyia-

ta: ,,Pexara Bapaap mumyBa mm3 IITum* e MCKazKaHO €HO TBPAEH-E IITO
He € BUCTMHUTO.

. JleknapaTMBHHMTe (PacKa3HWTe) PEYCHMIN, HSFOBOPEHIfSUBI—3altiIma—-

'mr}aa KOM MMa CMMCJIA JAa ce IOCTAaBM IIPANIAILeTO JaJiM € BUCTUMHUTO MIM
€ HeBMCTMHMTO TOa UITO € MCKaxaHO CO HMB, MMaaT IocebHa BaiKHOCT BO
MaTeMaTMEaTa. TakKBMTE pDEYEHMIPI ce HapedeHM MCKaszM. 3a CeKOj McKaz

Taka, cmoMHaTHUTe TPM Pe€YeHMIM Ce JMCKasM, a €Be YIITe Hexom{y
IIpMMepM 3a MCKa3u:

a) 6 e mapen 6poj.
6) Cromje e rmaped rpaj Ha CP Maxenomga
B) 5+2>1.

On oBme MCKa3M BUCTMHUTH Ce JICKa3MTe ITof a) u 6).
Ha 3abenexime neka He cekoja nemapamna pedeHuiia e JCKas.
Ha dpumep, He Ce VICKA3M PEeYEHNIMTE:

a) Ilpsenarta 6oja e HajupuBiIeyHa. (3a eoHy e Toa BUMCTMHMTO, a 3a
IPYTH He e.)

6) KBagparoT ce cRapas cO TPMATOJEHMKOT. (Hema cMIea.)

B) 2r + 1 = 5. (3a eAHM BPeRHOCTM Ha X € BUCTMHMTO, a 3a Ipyru He
€, Ha IpuMmep, 3a x = 2 ce gobmsa 2 - 2 + 1 = 5 mITO € BMCTHMHM-
TO,a3ax = 0 ce nobusa 2 - 0 + 1 = 5 HITO € HEBMCTUHMTO.)

Micro Taka He ce MCKa3M: NpalllasiHM, 3aNOBEJHM U Pa3HM ,,3KeJI6eHu"

pevernmia (kKako: , JiMam Xxenba HaKpcHMTEe arylM fa ce efHaKBu®, ,,Caram
2+3 nma e 5, ,,Mucaam neka V0,9 e 0,3“ u ca.).

.
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Jda HamoMHMMe Jeka pedeHuiaTta: ,2r +1=5 3a x =3“ Ke uu
3Ha4YM MCTC IUTO M pedemmuara ,,.2 - 3 + 1 = 5; criopex Toa, Taa e McCKas,
BO CIy9ajOB — HEBMCTHUHHAT.

1. Onpemm Koy of clefHyBe peuyeHMIN Ce MCKA3HU:

a) Koukara yma 8 remina. 6) Dams 4 > 37
B) Miciam geka 4 > 3. r) 4 > 3.
D 2r+6 = 8 3ax=2. flrx+4=17

2. YTBpIM KOM OF CaemriiBe nckasm ce BUCTVMHMUTH:
a) 7 e gerrapen 6poj. 6) 5152 :24 = 173
B) 30 —10 - 2 = 40. r) 2r—3 =5 zax =4,
n) VImMHAEHCKOTO BOCTaHMe ce KpeHa Bo 1903 romuHa.

@ Vickasure HajuecTo Ke rm o3HawyBame co mMaymre GYKBM OX Jia-
o THMHMIATal p,q T, S, t,... HuB rm BuxaMe ucKazEm OyKBu I
HCKa3HM npomenmmn Haramy, mamecTto »P € O3Haka 3a uckas“ ke se-
JoMe KpaTKo ,,p € McKasz“.

JazeH Mcra3 p Moxe zma Ouge WM BMCTMEMT JUIM HEBUCTMHUT. 360-
POBMTE ,,BUCTHHMT" (TOYEH) J1 , HEBUCTMHMT® (HETOYEH) Ce BMKAaT BMCTH-
HMTOCHM BPEAHOCTH J THE COOABETHO C€ O3HadyBaar <o cumbGosmre T (Te)M
1 ("e Te).

Hamecro pevernmara: ,,Jickasor p e BuctuaMT" Ke 3amumryBame

(ce wra: Tay of Ile e Te; 3HAKOT T e OykBa ox rpykara asbyka mro ce
BYUEA ,,'ray“), ‘f/)

/a KOTa MCKAa30T P € HEeBICTHMHNUT:

“ t (p) = 1 (ce umra: Tay ox me e He Te).
Ha mpumep, axKo co p ro o3HadyMe MCKa3oT: ,,5 > 0%, Toramwx 1t (p) =
= _.;C____,—\
Moxe Aa ce 3amiire ¥ T (5>0) T, S

0P e MCKa30T ,,3 < 1%, Toraur T (p)

3. Heka ce majieHM MCKa3uTe:
p: Pexara Bapaap mHyBa HM3 CKormje.
q: 10 e mapern 6poj.
r: 908 e Henmapen 6poj. D o ~
Onpemt Ha IITO € €MHAKBO T [(p) T(QHu T (7).
4. Oppem Ha IITO € €XHAKBO: v -
a)T(2+9=11). 6)t(3216:8 = 42). B)t(3x+2=53a x=0).
r) © (KymaHOBO MMa ImoMasnky xurteiayu o Crorje).

E@ Oxn nBa mazeHM ycKasa, CO IOMOLI Ha CBP3HMLMTE: ,u*, ,JuDi',
o ,aKo... Toramr, ,aKo M caMO aKo‘ ¥ Heraumjara ,,He*“, MO-
xeMme aa popmMypaMe HOBM JeKJAPATMBHM pPedeHlM, HADEYCHM CHOMEHM

PevdeHMIM.
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Cekoja Of TMe CJIOXKEHM pedeHyp, KaKo ITO Ke ByjMe MOAOLHA,
MOKe 7a Ce CMeTa 3a JMCKa3. BakBuTe MCKa3yu ce BMKAaT CIOXKEHM MCKa3u.
Omuro, 3a efeH MCKa3 Ce BeJy feKa € CHI0XKeH MCKa3, aKO BO Hero ce

jaByBaaT HEKOM OF CIIOMHATHTe CBP3HMIM WM Herawujarta He. Vickas, max,
IITO He COApPYM HUTY efleH Of THe CBP3HMIM MJIM HeralpfjaTa He, ce BMKA
IpPOCT WM elleMeRTapeH ucka3. Ha npumep, uckasure:

a) Tpu e Hemapen 6poj. 6) Tpm e moroyeMm OX ABa.
ce eJIEeMeHTapHM MCKa3y, a MICKa3uTe:

B) Tpu e HerrapeH 6poj u Tpu e morojieM ox, ABa.
r) AKO BpHe JOXKJ, TOralll yaMIaTa € MOKpa
ce CJIOXKEHM MCKa3M.

5. Ogm wmckasure: ,,5>3“ u ,,5 =3+ 2% copmupaj HEKOJKY CJIO-
FEHW MCKa3y.
JacHo e mexa ciomeHMOT Mckas Ke Omame v BMCTUHMT MIDM HEBUCTH-

HuT. HeroBata BMCTMHMTOCHA BDPEIHOCT 3aBMUCH Off BUCTMHMTOCHMTE BpeA-
HOCTM Ha MCKa3}uTe Off KOYM € COCTaBeH ¥ O] CBP3HMKOT IIITO IIPUTOA € YIIo-
TpebeH.

3a CJ0XKeH WMCKa3 COCTAaBEH Of ABa JCKa3a p M g MOXHM Ce CaMo
CJEeNHMBE YeTMPH KOMOMHAImM o HMBHMTE BMCTMHMUTOCHM BPEAHOCTH ™.

tE)=T, t@=XTT T
TE)=T, (@ =4
TP)=4L, T@Q=THn
Tp) =L, T() =L
m, Bexon
6. Y;spzm _KOM Ox cilefHMBE PeYEHMUM Ce UCKA3M.
a) 3 e npupozeH 6poj, . 6) 2x > x.
B) Konxy e 3 + 5? r) Jamze 3 + 5 = 8?
x) Xoarara 6oja e HajmpujaTHa. f)3+5=28.

e). KpyroT mocTojaHo 1iera BO INapKOT.

7. YTBpmM KOM OFR CIENHIMBE MCKA3M Ce BHUCTUHMTH:
a) 10+ 5 -2 =30. 6) 10+ 5-2=20.
B) 612 :3 = 24. r) XueaTa e MeTax.
n) 36MpoT Ha aryMTe BO TPUAroJHMKOT e 180°.

8. Ogppem Ha 1ITO e eNHAKBO:
ayT(8—4-2=8) ‘ 6)T(2r>x3ax = 0).
B) T (dujaronammure Ha pom6oT ce exHakeu mefy cebe).

"9 | Xon ox 6poemure: 1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 29, 31, 33 ce mpocTn?

10.]}a) Tanu 6pojor 35 e mesmms co 7?

6) Hamu 6pojor 35 e mesmB co 67



B) IlITo 3maun 6pojor a aa e genms co G6pojor b?
r) Hanm 6pojor 7 e genuren Ha 357
) ITto 3Haum 3ammcor 8 | 247

11.| Hajmu: a) H3J (8, 12). 6) H3C (8, 12). B) H3C (8,712, 20).

Ogx mucxasaure p: ,,5 € HenmapeH 6poj‘‘ u q: ,,6 e cxomen 6poj*‘, warrpapyu emHa:

a) cocraBHa (T.e. KOHjYHKTHBHA) peYeHMIIA,
6) pasmenma (T.e. MMCjYAKTHBHA) peyenuIa,
B) oJpevHa (T.e. HETATHMBHA) PEYEHMUA.

1.2. KOHJYHKIIMJA. IMCIYHKIIMJA. HETAITMJA

@ Bo oBaa xekiyja Ke ce 3arosHaeme CO CJIOXKEHM MCKA3M IITO Cce
0 nobmBaar co ynorpeba Ha CBP3HMKOT ,,1“, OHOCHO ,,JiD1".

AKO p Mq ce MCKa3sy, Torall MoxeMme fia popMupame:

a) cocTaBHa peveHMUaA ,,p M{‘, IUTO Ce BMKA M KOHjyHKOMja Ha D U g
6) paszenmHa pewemmna ,,p wimd‘, IITO Ce BUKA ¥ AMCjyHENMja Ha

png.

KoHjynxumjata ,p n g Ha ABa UCKa3a p U ¢ e UCKAa3, BUCTUHUT Kora
obaTta Uckasa p, g Ce BUCTUHUTW, A HEBUCTMHUT — Kora 6apem epgHuoT
Of, HAB € HEeBUCTUHMUT.

KonjyuxkupmjaTra Ha MCKa3uTe p, ¢ ja O3HadyBaMe C€O:

PAGQ

IIpuvep 1. Mcxas p: Pexaiia Bapdap mumysa wusz Cxoiije.

Hcxaz q: 3 - 4 = 12.

HuBHaTa KoOHjyHKipfja, T.e. MCKa30T p A q: ,Pexkata Bappap
myuHyBa Hu3 Cxomje m 3 - 4 = 12‘ e BucTMHMT MCKa3, 3amTo obata
MCKasa p, q Ce BUCTMHMTH.

Ilpumep 2. p: 412, q:3>5,

Konjyuximjata p A q: (4 | 12) A (3 > 5) e HeBMCTMHMT MCKa3,
3alUTO He € BUCTMHMT MCKa30T ¢, T.e. T(3 > 5) = L,

1. Opmpemyt ja BMCTMHMTOCHATA BPERHOCT HA CJEIHMBE CJIOXKEHM
MUCKa3N:
a) Bpojot 12 e nesmms co 3 u 4 e Aerren Ha 12.
6) 22=4u23=6
B) 6 | 16 » H3C(6, 8) = 24.
r)3>5nun3 <2



3aBKCcHOCTA Ha BMCTMHWTOCHATa BpEeHOCT Ha KOHJYHEIMjaTa p A g
O BUCTMHITOCHMTE BPEQHOCTM Ha P M § MOXE Ja Ce Haae IperjieqHo Cco
cienHaBa Tabmmma. (Baxeute Tabsips ce HapeyeHM BUCTMHMTOCHM TaGum-

mu).
Bo mpBurOT pef, 38 IOKPAaTKo,
p q D AQq 3amiyBaMe:
T T T P9 P AYG
T L 4
HaMeCTo:
4 T 1
+ L 1 t® 1@, (P A9

COOIBETHO.

HceroTo Ke ro xopmcTMMe ¥ HaTaMy, BO IPYIMTe BMCTMHUTOCHM Ta-
6.

2. Bp3 ocHoBa Ha Tabmmiata, Moxe za ce sarame: T A T = T.
3amaum Ha IOTO € effHaKBo: a) T A 1, 6)L A T B) L AL.

* 3a rpazerme Ha KOHjyHKIMja OF IBa MCKa3a, IIOKpaj CBP3HMKOT ,u",
BO OOMYHMOT TrOBOp Ce KOpMCTaT M Apyru cBpzkmim. Takra, Mckasor 2 + 3
= 5u 5 > 3, MoxKe Aa ce 3ammille Kako: ,,2 + 3 =5,a5 >3 ,2 +3 =
5, m0 5 > 3%, ,,2 + 3 = 5, makap mTo 5 > 3“ u ca. Hue Ke ro xopucrume
Haj49ecTo CBP3HMKOT ,u. * '

69, Oucjyrkunjara ,,p UnNu ¢ Ha ABa UCKasa p, ¢ € UCKas, BUCTUHUT Kora
6apeM egHUOT Of UCKA3UTE P, ¢ € BUCTUHUT, @ HEBUCTUMHUT Kora obarta
CE& HEBUCTUMHUTU.

JucjyHRIMjaTa Ha MCKa3uTe P M ¢ ja o3nauysame cop V g

BucrusmTocHara tabmua : |

Ha MICjyHKIpfjaTa e: : P q PVyg
T T T
T L1 T
L T T
L L 1

IIpumep 3. p: Oxpud e 2pad so CPM.
q: INoemaiia ,,Cepoapoiti’ ja nauvwaa Kociia Payun.
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Jucjyaxiptjata p v q: ,,OXpug e rpag Bo CPM@noemaTa ,,Cepaa-

por“

ja narmman Kocra PaipH‘ e BUCTMHMT MCKa3s, 3allITO MCKAa3OT

P e BUCTMHMT, T.e.T(p) = T.

ITpumep 4. (624 : 3 =28) V (2- 7 = 9).

OBaa micjyHKIpIja € HEBMCTMHMTA, 3aIUTO ABeTe HEej3MHM CO-

CTaBKM C€ HeBMCTVMHNTHK.

3.

HazmeHn ce uckKasure:
p: 21 e mpoct 6poj.
g: 21 e gemapeH 6poj.
r: 21 e mermus co 1.

ObpazyBaj I ClOMeHMTe MCKasu: a) p v ¢, o) pvy rmu
B) 7 V g, a 11I0TOa Ofpemy I'M HMBHNUTE BUCTMHWMTOCHM BPEIHOCTH.

TlorceTy ce Kago ce zanmurysa co 360poBu mckasor: ,,3 =< 4“u
YTBpIM OaJiM € Toa BMCTMHMT JCKa3.

Co 360poBu TOa Ha ce 3ammurysa: ,,3 e IOMaJ of 4 mma 3 e en-
HakoOB co 4. (OBoj cioxeHn uckas e TodeH OmmejKm emmmor of
MICKa3MuTe Off KOM € COCTaBEH € BMUCTMHMAT.)

Bamamny ro co 360poBU MCKaA30T
a) 7 =< 8; 6) 9 =9
¥ OfpenM ja HeroBaTa BUCTMHMTOCHA BPeIHOCT.

3abenemra. Vickazute ,5 e mpoct Gpoj wm 5 e HemapeH 6poj“ u
»WIM 5 e npoct 6poj mam 5 e HemapeH 6poj ce pazvpfdHM M MMaaT pas-
JUYHM BUCTMHUTOCHM BpemHoctu. JIckazor ,yum p wim ¢ ce BMKa yUITe
MCKIyYHA AMCJYHKIMja; TOj € BUCTMHMT CaMO BO CJIy4ajoT KOra emZHMOT OX
MCKa3uTe e BUCTMHMT, a APYIMOT e HeBMCTMHMT. TakKa MCKasoT ,wm 5 e
npoct Opoj wim 5 e HenapeH 0poj e HeBMCTHMHMT MCKa3 JOAEKa MCKAa30T:
,»,D € mpocT 6poj mau 5 e Henaper 6poj‘‘ € BUCTMHUT MCKA3.

D.

AKo p e uckas, Toram M peuenunara: ,He p“ e mcka3 Koj ce

BHKa Heranuja Ha JICKa30T p M Ce O3Ha4dyBa

1 p (ce uura: ,,He p‘‘ uau: ,,He € TOYHO AeKa p“‘);

IIpuToa Herarmja'ra 7P € BMCTMHUT MCKa3 TOrall KOora MCKAa30T p € HeBU-
CTHMHNT, & HeBYCTMHNMT — KOra MCKa3oT P e BUCTMHUT.
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Hpumep 5. Ja gopaupane Heayuja 00 ucxasuive:

p: 8 e nmapen 6poj. (BucTysnT HUCKa3s)

q: Pexara CaBa MuHyBa Em3 Benrpaf. (BucTiomT Eas)

r: 3 = 4. (HeBMCTMHUT MCKa3)

Pemrenne:

“1p: Heé e TouHO meKa 8 e mapeH 6poj. (HesuctmanT ucka3s) (Moxe na

ce Kaxe 1 Baka:1p: 8 He e mapes 6poj.)

1q: Pekara CaBa He MyuHyBa Hu3 Benrparz. (HeBMCTUHMT MCKa3)

ar: 3 # 4. (BMCTMHEMT MCKa3)

6. Mzppimm Heralmja Ha CJeJHMBE JCKa3M, a II0TOA OApenH ja HMBHaTa
BMCTHMHMTOCHA BPEIHOCT: :

‘a) 3% oxm 200 e 6. 6) | —3| =3.
B) Konkara uma 8 pabopu. r) 26 e mess co 4.
U:.; BexOHn

7. Oppenu ja BUCTHMHMTOCHATa BPENHOCT HA CJIEAHMBE KOHJYHKIDMM:
a) Bpojor 5472 e nenms co 3 i Opojor 5472 e pequs co 4.
6) Bpojor 3810 e memm= co 3 u co 5.
B) Bpojor 5967 e memms co 13 m ¢co 9.

8. O,erm‘l ja BUCTMHUTOCHATA BPEAHOCT Ha CjeXHMBe MCKa3n

R R R SR I MRS
3335 35 38 35 48 35 38
4 8 4-8 "4 8 45 4 8 3 5 4 8 4-5
n)(--->1)v(§—->0)‘

9. Hamemn ce uckasure p:3 127, q:3135 u 7:3]|24. ObGpasysaj M MCKasure:
a)pvg 6) T AP ¥ B)gQAP, & IOTOA ONpems I HUBHUTE BUCTUHUTOCHM
BpEHOCTH.
10. Opnpean Koy Off CAeNiBe MCKA3M Ce BUCTUHMTH:
a) 525. 6) 7<8. B) 102 8.

11. Bammy TAKBM ABa MCKA3a IITO HMBHATA KOH]yHKIpIja fa € HeBUCTHMHMT JCKE3, 2
HMBHATA DMCjyHKIMja BHMCTHHMT MCKa3.

12. Hanpasu Heralmja Ha CJIeHMBE MCKa3y, a IOTOA ONpenesm ja HMBHaTa BUCTUHM-
TOCHa BPEJHOCT:

a) XKusaTa e MeTadn. 6) 3 =»5.

B) 8% oxn 100 e 8. ) (=3) (—5) = —~15.
13. VYcramoBM KOM Of CJeHMBE VICKa3M ¢e BUCTHMHUTH!

a) 8=8. - 6)7 (7 > 8).

B)1(x —2=5 3ax =4). r)71@2x >x 3ax =0).

11



14| HoTcern ce 3a nerpmvamsuTe 6pOEBM U PEINM IM CHEAHMBE 3aMaTN:

a) 36,25 + 8,3. 6) 28,35 — 7.4. B) 3,48 - 10.
r) 234,38 :100. x) 37,25 - 0,01. f) 384,25:0,1

15.

Ozx nckasure p: , Koxe e 6paryuyes Ha Croxe* u q: , Koxe u Croxe ce ponHMHM*

Hampaey CJIOXKEHA peweHMIa CO IIOMOII Ha CBP3HMKOT a) ,,AKo0 ..., Toram",
6) ,,aK0 ¥ caMoO axo‘‘.

L3. MMILIMKAITUJA. EKBUBAJIEHIIMIA ‘

@n I[:a pasrjenaMe aBa mpuMmepa.

IIpumep 1. Bo gpcka co yuenuxoti H, dadenu ce dsa uckasa:

p: Yuenuxo@w H cexozaw e 006po #0020%sen 3a wac.
q: Yuenuxot H dobusa oghanba 00 HacTia8HUKOM,

On oBme pBa MckKasa Moxeme na ja HallpaBuMe CcJIefHaBa CJIOXKEHA

YCJIOBHA peYeHMIIa:

»AKO y4eHMKOT H cekoram e Rob6po NOATOTBEH 3a 4Yac, TOTAII TOj

(yeenuxor H) mobusa rnodanba ox HACTABHMKOT.

Iipumep 2. p: Yemupuazoanuxom ABCD e upasoazoanux.

q: Jujazonarutlie Ha wetliupuazoarnuxoiti ABCD ce ednaxsu.
IBaTa McKasa MoxkeMe Ha IH CBp3eMe BaKa:

»AKO deTupuaromauxor ABCD e IpaBoOaroJHUK, TOralll HETOBM—~
Te mMjaroHaJp1 ce emHaKBM' .

Cioxenure pedenmim O OBME JBa IIpMMepa muMmaar cbopma

»AKO p, Toraur g“.
Peyermyim co TakBa cdopma ce cpekasaar MHOI'Y 4eCTO BO MaTeMaTH-

Karta. Tue ce HapeKyBaaT MMIIIIKALAN. ‘

Mmnaukaumja Ha UckasuTe p M ¢ Ce BUKA WCKA3OT, O3HAYEH CO CYM-
6ONOT p => g, KOJWITO € HEBUCTUHUT KOTA P € BUCTUHMT M q € HeBu-
CTUHUT, @ € BUCTUHUT BO CUTE APYrU CRyYam.

UckasoT p => g ce ywura:

»AKO p, Toraw q“, ,,Of4 p crneaysa g** UTH. -

12

Buctumrrocnara tabioma 3a UMIIIMKAIpijaTa e:

p q P=>g¢g
T T T
T 1 1
1 T T
1 L T




Bo ymmumraipjara p =>q MCKa30T P Ce BMKA IPETNOCTAaBKA, A MCKa-
30T q 3aKJY4OK.

IIpumep 3. Ja ja odpebu.ue BuUCIURUITOCHATA 8PeOHOCTE Ha ucKazofl:

3 3 :
2 = 2 > nc.
,»AKO 1= 0,75, Toram i 0

VicKa3oT e BMCTMHWT, 3aILITO ¥ IIPETIIOCTABKATa M 3aKJIYy4OKOT BO MM-
mmKamyjara ce BucTvEMTH. (OBa OfrOoBapa Ha IPBMOT PeX O BUCTMHWUTO-
cHata Tabsoma.)

1. yTBpI[M KOM O CJIeIHMBE MMILJMKAIDM Ce BUCTHMHMTIM:

a) Axo 13,55 - 10 = 135,5 roramr 13,55 : 10 = 1,355.
6) Axo 32 = (—3)?, Toram 3=-3.

B) Axko 4 | 10, Toram 4 | 100.

r) AX02 + 3 = 4, Toramx 4 + 6 = 8.

2. JapmeHM ce MCKRa3uTe
p: 2| 52. g: 4] 52. r: 8|52

Bammunt ™ MCKasuTe p =>q, @ => T U T => ¢ U OAPEIM TH
HMBHWUTE BUCTMHUTOCHM BPDEIHOCTN.

3abenemxa. Vimmumkaipfjata ,,AK0 p, Toram g BO MareMaTHKaTa ce
MCKAaXKyBa M Ha CIEeTHWBE HAYWMHM: ‘

1) ox p caexysa g,

2) p ro NOBJIEKYEa (¢,

3) p e mOBOJIEH YCJIOB 34 g,
4) ¢ e moTpeben yciuoB 3a P,
5) g, caMo0 aKo p; M 1p.

3. Hanenwm ce MCKa3uTe P M q:
a)p: 24=3-8, q:8|24; 0)p:1>3 g 3 =0;.
B) p: 5|7, q: 5]35.
dopMypaj ™M MMIUMKAIDMATE P =>q, ¢ => p ¥ CIOpPEeM T HUB-
HUTe BUCTMHMTOCHM BPeTHOCTH.
(Mvmmkammjara g => p ce BUKA o0paTeH MCKa3 OJ MCKas3oT
p =>q)

@n Pevernnm on o6aMKOT
,»D aKO M caMO axoq™

ce cpekaBaaT MOIIHe 4ecTO BO MaTeMaTukara. Tue ce HapeKyBaaT €KBU~-
BaJICHIMMH.

13



ExsmBaneHumja Ha ABa uckasa p, g C€ BMKA UCKA30T, O3HA4YEH CO CUM-
60n0T p <=> g, KOJWTO e BUCTUHUT KOra uckaswre p ¥ ¢ ummaat ucra
BUCTMHWTOCHA BPEAHOCT, @ HEBUCTMHUT KOra p ¥ q uMmaar CnpOoTUBHW
BUCTUHUTOCHW BPEAHOCTW.

Uckasor p <=>>q ce yuTa:

,»P KO U Camo aKo g, ,,p € eKBUBANEHTHO CO g UTH.

BucturmrocHaTa Tabmiua 3a eKBMBaJeHIM}aTa e:

P q bP<=>4q
T T T
T L 1
L T L
L L T

Hpumep 3. Mckazowi: ,,2°=8 axo u camo axo 23 =2 - 2 - 2% e puciiunuil
uckas 6udejkuv(2®=8) =T ut(22=2-2-2) =T,
Iipumep 4. Mcxazoi: ,(—3) (-4 = — 12 axo u camo ako 3 - 4 = 12“ e
HEBUCTUNUTE, budejku T((~ (-9 =-12) =
at(3-4=12 =
4. YTBpIV KOM OX CJAEAHMBE €KBHBAJCHIDIM Ce BUCTMEITH:
a) 53 = 5 - 3 aKo M camo aKo 43 = 4 - 3.
6) (—2) (—3) = 6 ako u camo ako (—2) 3 = — 6.
B) 20 — 21 = — 1 ako u camo ako 30 — 31 = 1.
ry2%-32="72akoumcamoago 23 - 32=2-2-2 -3 - 3.

5. Oznpeny Koy Of CIeIHMBE VICKA3U Ce€ BUCTHHMTH:
a) (2 > 3)<=>(3 > 2).
6) (2 > 3)<=> (4 > 6).
B) (23 = 32)<=> (8 = 9).

3abenemka 1. EgxBuBajnieHIjara ,,p aK0O ¥ CaMO ako g‘, BO MaTeMa-
TMKATa Ce MCKaXyBa M Ha CJeJHVBe HaUWHM!

1) p Toramr ¥ caMO TOraIll Kora g,
2) p e eKBMBAJIEHTHO CO Q,
3) p e morpebex M NOBOJIEH YCJOB 34 .

bu Hda Cce IoTceTuMe. Kaj 6poeBute, cO IOMOILII Ha CMETKOBHATA OIIe-

pammja: cobupame, ofzeMame, MHOKEIHE WM JeJIeibe, Of] ABA Aa-

ZIexy O6poja mobuBame HOB 6poj. Taka, of aBa nazeny 6poja a u b ce gobusaaT

Gpoesure @ + b, a — b, a - b unu a : b. lpuroa: +, —, - ¥ : ce 3HaIM 3a

CIIOMHaTUTe omnepaiyii. Tue ce BMKaaT yiure u Gnnapnn onepamm, 3aIITO
mBHMOT 6poj ce nobuea ox nBa mamenm Opoja. |
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W xaj mckazwuTe, CO IIOMOLI HA: KOHJYHKIpAja, AUCjyHKIDja, MMILIMKAIpja
MM eKBMBaJIeHOM]ja, O ZBa AaleHM MCKasa Aob6uBaMeé HOB MCKa3. 3aroa u
HJMB I'¥M HapeKyBaMe OIepalyMy €O MCKa3¥ MM JOrMuku omepamun. Taka,
aKO p M g Ce [afieHU MCKa3W, TOralml HCKasM ce M: p A ¢, p v g4, p => g,
p <=> q. Tyka, cumboaure, A , v , =>, <=> ce BUKAAT 3HAYU 3a AO2UHKU-
me onepayuu, COOABETHO: KOHJYHKIM]A, AMCjyHKIMja, MMILIMKAL¥ja X KBYBa-
Jeruyja. VI osue ce GuuapHy onepayy. (301To?)

W merammjara e jJormuka onepanuja. Ho, TyKa, HOBKOT MCKa3 ce qobusa
caMO OZ efeH JaAeH MCKa3 M 3aToa HeraipijaTa Cce BMKA YIITE M yHapHa
omepanuja. :

P

[ﬁ: Bex6u

6. Ozxpe,m ja IIPEeTIIOCTABKATa ¥ 3aKJIY4YOKOT BO CJAeTHUBE MMILDAKAUUN:

a) Ako 6 | 54, roram 3 | 27.
6) Axo 6pojoT n e mapes, Torawr 6pojoT 7 + 1 e Hemapesw.

7. HaneHm ce uMCKa3uTe p:-%— <2uq: §-< 1.

Barou M McKazure a)p=> g u 6) ¢ => p u oxpeaM ja HMBHATA BUCTHMHUTO-
CHa BDEIHOCT. '

8. YTBpmM KoM Of ClefHMBE MCKa3M Ce BUCTUHUTHU:

a) (~5) 3 = ~ 15 ako u camo ako 5 (-3) = — 15.

6) 32 ~23 =1 axo u camo ako 3 — 2 = 1.

B) 35 34 =35*4 ako u camo ago 23- 25 =28

r) 375,46 : 10 = 3754,6 ako u camo axo 375,46 - 10 = 37,546.
) 6| 35 ako u camo ako 7 | 35.

9. Ogpenu Ha LITO € eAHAKEO:
a)r (3>2 <=>2>3).
6) x (42 = 8 <=>32 = 6).
B)T (24 :6 =4 <=>6 - 4 = 24).

10. YTBpmi KOI. OXf CHERHMBE MCKAa3M Ce BUMCTMHMTH:

a)0=1mu1=2. 6) Ako 0 = 1, Toram 1 = 2.
B)O = 1lmwml =2 r)0=laxonca1vzoaxol=,2.

11. YTBpmm Kou on clefHMBe MCKa3y Ce BUCTHHMTIS

a) Axo 36 e geame co 8, Toramr 36 e menus co 4.

6) 36 e meouB co 8 u 36 e aenms co 4.

B) 36 e mesmB co 8 ako u caMo ako 36 e memus co 4.
r) 36 e mesmB co 8 ik 36 e menus co 4.

&) 36 He e mesuB co 8.

f) 36 He e mesms co 4.

l 12.| IToTceTn ce INTO € TOA anCOJyTHA BPERHOCT Ha 6POj M YTBPAM KOM Of CIENHMBE
' MCKa3M ce BMCTHHMTH:

a) |5] = 5. 6)|-5]| = 5. B)|-3]-13|=09.
) [-38]-{-3]|=09. mnlo| =0 f|-1]=-1
13. Onpem'
a) Konky e 10% ox 100. 6) Konky e 5% ogm 200.
B) Konxky e 7% og 20. r) Konky e 15% ox 400.
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L4. MICKA3HM ©OPMVYJN

@u Hega Hyu ce nafery, Ha IIpUMep, MCKa3UTe:
p: Bpojot 12 e aesmms co 3.
q:Bpojor 12 e zems co 2.
r: Bpojor 12 e zmesms co 6.
On =MB, KaKO INTO HM € IIO3HATO, MOXKE ha ce obpasyBaar ciomemn
MCKa3¥ KaKo:

a) Bpojor 12 e gems co 3 nma Bpojor 12 e nemvco 2 (vyg.

6) Axo 6pojor 12 e mesme co 6, Toram 6pojor 12 e memms co 2
(r => g).

B) Bpojor 12 e gems co 6 ako u camo axo 6pojoT 12 e memmim
co 3 (p <=>g).

Ho, co momom Ha uckasure p, ¢ u r MOXRaT na ce obpasysaar u mo-
CIOXKEMM MCKa3u Of MCKasuTe IoZ a), 0) u B). Ha npumep:

r) Axo 6pojor 12 e gesme co 6 Toramr 615g)j0T 12 e perms
co 3w co 2, Toa co cymbosr MoxKe Ja ce 3ammiiie:
r=>( V q).
a) AKoe12nenn3c03M12enenrmc02,Toram 12 e
Aesme co 6. Toa co cuMBosmn MoxKe za ce 3ammre:
PAND => g
Ha ja omgpemsme BMCTMEITOCHATA BPeZHOCT Ha MCKa30T mof r). Jcka-
3UTE D, @ M T Ce BUCTHMHMTH. AKO BO 3amMuCOT 7 => (p v @ ™™ 3aMenyMe
HUBHMTE BMCTUHMTOCHM BpemHocTy, Ke ro nobmeme 3ammcor T=> (TvT)

Co kopucTeme Ha BUCTMHMTOCHMTE TabiMI1 3a IMCjyHKIMja ¥ MMILIMKA-
Mja, HerocpemHo ce nobuea

(T=>(TVT)) =(T=>7T) =T.
3Haw, ako T (p) =T,t(q) =Tnu T (r) =T, Toram i:( r=>(pvgqg) =T
1. Onpenn ja ﬁncmrmrocna'ra BPEIHOCT Ha JICKAZOT nox x).
EBe ymire nekosKy BakByu u3pasn:

a) p<=>pvV r 6)Ip=>gq B)Ppy g <=>q vy p.
r) 1(p v g.

Cure oBue 13pasy ce HoGMeHM KaKO pesysTaT Ha CBp3yBakhe (Ha MIO-

/ 3BOJIEH Ha4MH) Ha ¥MCKasmm OykBm (p, q, 7,...) u 3Hammre T nu L, co
\é IIoMOIII Ha cuMb0JMTe Ha Joryrgfdrre omeparmu (A,V , =>,<=>u 1)

‘v 3arpagu. BakBurte uspasm ce BAKaaT ucKazmm dopmyan.

3ameure on BumoT
dopMysm. 3omrro?

JlecHO ce youysa meka JiCcKazsHuUTe dopmyms ce gobmusaar Ha cifueH
HawWEH Kako u anrebapckure uspasu. Bo anrebpara Bo VII OXAeJIeHuIe, I10-
Kpaj u3pasuTe of BUZOT a + b, 5 —Ta, a + b : ¢, 8 —a + b) : ¢, 3a amre-
bapcku nzpasmu ru npudatieme u Gpoesure 5, 3, a, b u cor.

PA 9 =>,p<=>qA u ciI me ce VICKa3HM
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Mcro rtaka, u TyKa, KoHcTaHTuTe T M L M mckasmmre GyKBM (P, q,
7,...) Ke rm cmerame 3a mcrazmi Gopmyn.

Cnopex ceTo gocera KaxaHO 3a MCKasHa (OpPMyJa, MOXeMe fa ja Ha-
IeMe cjefHaBa AedymHuipija:

1°. KoHCcTaHTUTE T U L U UCKasHUTe 6YKBU P, @, 7, ... CE€ UCKAa3HM
thopmynn.

2°. AKO A ¥ B ce WcKasHu cbo_pMynM,'roram n cumbonute (A) A (B),
(A) V (B), (4) => (B) (A)|<=> (B), AA) ce nckasHn dopmynm.
3°. EpHa nocnegosaTenHocT of cumbomnmM e uckasHa ¢opmyna camo

Toraw kora e pobueHa Bp3 OcHoBa Ha 1° M KOHe4yeH 6poj natu
‘' MpUMeHyBaH-e Ha 2°.

JlecHo ce IOKaxKyBa, Bp3 OCHOBa Ha JeduHMIDMjaTa, AeKa CJIeTHMBE
TIOCJIeROBATEJIHOCTY of cuMOony ce MCcKaszHM pOpMymL:

aypV T 6) (pV Qg =>r

B) ( p) =>gq
r)(p=>q <=>({P AT NP Ag =>({V)

Ha npuwmep, mog 6) e uckasHa GopMysaa 3aToa IITO MOXKe Aa ce 3eMe
P V g Karo mcyKas A, a r Kako Mcka3 B. Bp3 ocHoBa Ha 2° A => B e

uCKa3Ha QopMyJia, a cropes Toa M (p V q) => r e ucKaszHa ¢opMyJia.

2. ITokaxy 30LITO TOCIENOBATEIHOCTA TIOf T) e MCKa3Ha GOopMyJIa.
3. Ompenu Kom ox u3pasure ce MCKa3sHU popmym

a) (p) =>¢q 6)p A g => BJ(p A g =>p
3aememka. 3a cumGosmiTe AL,V , =>, <=>un 7 e npudareno

. JIOTIYKNTE Ollepalmu Ja ce M3BPIUYBAaT II0 CIENHMOB PeNOCel: IPBO
(ako mMma), moToa A, ma V, => u Ha Kpajor <=>. Toa nomara zxa I'u
IDaIyBaMe MCKa3sHUTe POPMYJIM CO LUTO [IOMAJIKY 3arpaji.

IIpumep 1. Mcxazomw: ,,Axo 3 > 0, flioeaws 3 =2 + 1 u 3 # 2 + 1
CO UCKA3HA POPMYAA MONcE Oa Ce 3aTUULE HA CACOHUO8 HAUUH:

Kagemrop:3>0, g:3=2+1.

BucTunuTOCHaTa BpemHOCT Ha 0BOj McKa3 e L. (Obpazmoxmu!)

4. 3amuuuy ro co NOMOII Ha MCcKaszHa GopMyJa uMCKazor: AKo 3 He
e npoct 6poj '3 He e maped 6poj, Toram 3 e croxKen 6poj.
SamMumi efieH MCKas INTO MOXe Ja Ce€ NPEeTCTaBy €O MCKAa3HATA

- opmya:

a)p =>(q A7) 6) p =>q) AT
B)(D A @ <=> (g A p). )PV (1p) <=>p.

2 MartemMaTika 32 | roguHAa IPUPOKHO MaTeM. CTPYKa 17



IIpumep 2. [Jadena e ucxkasnatia dopsyna

P =>(gAg . 1
xade WO P U q Ce UCKA3U, YUU BUCTLUHUTLOCHU 8peOHOCTUU He
eu 3naeme. Jla ja oOpedume suciiuHuiiocraiia 8pedHOC Ha

08aa UCKA3HA POPMYAQ 3a CUTLe MONCHU KOMOUHAUUU HA BU-
ciiunuliocHullie 8pedHoCliu 00 uckaznuille 6yxsu p u g.

Toa Moxkeme za ro HanpaBuMe IIpErJeZHO CO IIOMOII Ha BUCTH-

HocHaTa Tabimua Ha oBaa dopmyrna. Ese ja Taa rabmua, Ha-
paBeHa IIOCTAIIHO.

Taba. 1
P q q g A Qq p=> ( qAQ)
T T 1 L L
T £ T 1 1
L 4L T 1 T

Bo HIPBUOT pen on Ta6.7mua'ra, BO IIPBUTE YEeTHPM KOJIOHM Ce 3aIln-

LIaHM MCKasHuTe GopMyIM o KON € cocTaBeHa MCKasHara ¢opmyaa (1), mo
PENoCHea0T 10 KOj ce ¥M3BeAyBaaT OIlepanyuTe.

6. CocraBu BucTMHMTOCHA Tabamua Ha MCKasHaTa opMyJa
a)p Ap; ‘B p=>¢q <=>(1p v q.

ITpu pemraBamero Ha 3amayarta 6, cuTrypHO I cocTaBu Tabs-

o LUTe:
Tagn. 2
a h o
)PP P | pAp
13 1 1
1 T 1
B)(p =>¢9 <=>(1p.v 9.
Tabi. 3
p q p { p=>¢ || PVvq |[p=>q<=>Tpvg
|
i
T T 1 T T T
T 1 L L 1 T
1 T T T T T
L Ll T T T T

18



Oz oBue Tabmmim u ox TabIpiTe BO IPMMEPOT 2 MOXKEI Ja yOHMII
JeKa HEROM Off McKa3EMTe (OpPMyaM Ce CeKOTall BMCTMHMTHM, 34 CUTe
MOXKHM KOMOMHAIMM Off BUCTMHMTOCHMTE BPEIHOCTM Ha MCKa3HMTE IIPO-
MEHJIMBM LITO Ce CONP3KAT BO HMB, HEKOM CE€ CEKOTrall HeBMCTUHUTH, a
HEKOM OJf HMB BO OAPEHEHM CJyday ce BUCTMHMUTHM, & BO IPYIM HEBMCTHMHM-
™. '

Vckazuure opMyJnf IITO Ce CEKOTalll BUCTMHMTH, KAKO BO 3af. 4 6),
(Tab. 3), ce BMKaaT TaBTOXOIMM, MCKa3HMTe (POPMYyJDI IUTO C€ CEROTALI
HEBUCTMHMTHM, KaKO BO 3aA. 4 a) (Tab. 2), ce BuraaT KOHTpagMKmumu, a
McKasHMTe GOPMyYJM KAaKO BO IPUMEPOT 2 KOWM Ce 33 elHM BPeJHOCTH Ha
YICKa3HUTe NPOMEHJMBY BMCTMHMTHM, a 3a APYTM HEBMCTMHMTM Ce€ BMKAaT
HEYTPaJTHM MCKa3HM HOPMYJIA.

7. Ogpemy om KaroB BMI e CeKOja O CiIeZHMBE MCKa3HM hOopMyJIi:
apVv g <s=>qyvop. 6)p=>1p v q.

Ilornenaj rv BUCTMHMTOCHMTE BDEIHOCTM Ha MCKA3HMUTeE (bopmyam
P =>qu 1p v q (Tab6. 3). IllTo 3abenexysaru?

CurypHo 3abenmexa feKa TMe MMAaaT eHAKBY BUCTMHUTOCHM BPEIHO-
CTM 32 CeKOja MOXKHa KOMOuHalMja Ha BMCTMHUTOCHMTE BpPETHOCTM Ha
HMBHMUTE MCKA3HM IIPOMEHJMBY. 3a TAaKBM ABE MCKa3HM (QOPMYJM Ce Beim
IleKa ce eKBMBAJEHTHM MCKa3zHM (opMyJIn.

Ilornenaj ro peurenmero Ha 3ajagara 5. IOX a) U YTBPJIM JeKa p v q
MQV P ce eKBMBAJICHTHM MCKAa3HU POpMYJIIA.

JlecHO ce youyBa JieKa aKO JBE EKBMBAICHTHM MCKa3HM dopmysm ce
CBp3aT CO 3HAaKOT 3a eKBMBaJIeHIMja Ke ce mobyue TaBTONOrMja, T.e. aKoO A
u B ce exBuBaseHTHM MCKa3HM (opMysyu Toramr A <=> B e TaBTOJOIHMja.

8. Onpemn xou og 'cnem{mse MCKa3HM HOPMYyaU Ce eKBUBAJIEHTHM:
£ (e VveupAig 6) 7(p AYu TPATGQ

AKo nBe MCKasHM OpMyJM Ce E€KBMBAJIEHTHM, TOTAlll HAMECTO ef-
HaTa o, HMB, MOXKe Ja ce 3eMe jApyrara.

[l@o Bexomnu

9. Bammum ro co moMomr Ha popMysia MCKasoT: ,AK0 5>3 u 5 >2, roramr 5 =
3+2umm5=2+3.

10. 3amanm ¥cKa3s LITO MOXKe fa ce NpeTcTaBy CO MCKa3Ha dopMmyJas:
apV g<=>ryir 6)p=>1p v 19

11. Oxpemm ja BUCTMHMTOCHATaZ BPEJHOCT HA MCKAa3HaTa opMyna:
AP A Q) <=>1pVag ako T(P) =T, aT(q) = L.

12. CocTaBu ru BUCTHMHMTOCHMTE Tabimum Ha CclemHMBe UCKA3HM (POPMYJIDL.

a)p=>1pvg : 6) p vg<=>q vp.
B) pA g =>p. ) r=>p vq
D PpAg<=>mpvig ) (p =>q) <=>(1g =>p).
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13. Onpery Kom ORf CleNHMBe MCKA3IHM (POPMYJIM Ce TABTOJNOTMM:

a) -‘(p A-'p) 6) e =>p (VAT

B @ AP =>q)=>q. ) (@A @ =>q)=>p.
14. ° Onpenst Xou OX cirelHNMBe UCKAZHM DOPMYJINL CE eKBUBAICHTHI:

a)p A q) nip A, 6) (P AQ) map yg.

B)pV:,‘(q/\T) nEVva APV T) P =>¢ up Ag.

15. Ognpenu xou oI MCKa3HMTe DOPMYJIM Ce TABTOJIOTIIL;

a) p =>q <=>q \" p. 6) p=>q <..—_>1p' vV q.
B) p =>q <=>7p A q, ) p=>q <=>q=>p,

16. IToxaxy AeKa Ce eKBMBAJEHTHM CIeXHMBe bopmysm:
Pp<=>qu{=>q) A (g =>p).

L5. JIOTMYKM 3AKOHU

@ Bo mmmarata neximja meraxmEaBme A€Ka efHa MCKaszHa ¢op-

® Myna mMoxe na Oume TaBTONOrMja, KOHTpaIMKIMja MM Hey-

TpaJHa ¥cKaszHa opmyna. Ox cute oBue BUAOBY DOPMYJIH, TABTOJOTVGITE

umaat nocebHo 3Hademe. Cekoja TaBTOJOIYja € HeKOj JOrMIKM 3aKOH D1
3aKOH HA MHCJIEHETO.

Taka, co TasTosMOrMjaTa
1°. PAGQ <=>qgAD

€ MCKaxaH KOMyTaTMBHMOT 3aKOH Ha KOHjyHKIMjaTa, a CO TAaBTOJOTMjaTa
2°, PpVg<=>gqvp

€ MCKaxaH KOMyTaTMBHMOT 3aKOH Ha JMC]yHKIMjaTa.

3HauM, ¥ Kaj JOTMYIKNUTE Oreparym KOHjyHKIMja anjynmmja Baxku
KOMYTaTMBHMOT 3aKOH. ‘

Criopen Toa, clenrmBe mapoBy pewenmps MMaaT ueTo 3HaYeme.
a) 5 empocer 6poj | 5| = 5; "0) 23 =32wm 8 = 9;
| 5| =.5u 5 e npoer 6poj. - 8 =9 mpr 23 = 32,

JlecHo ce moKaxKyBa jfieKa MCKa3HATA dopmyiia
P =>q<=>4q=>p

He e TaBTOJOIMja, IUTO 3HAWM JleKa JIOTMYKATa omepalyja MMILIMKaIlja He
e KOMyTaTUBHA.

1. Tlorkaxkm neka clemHyuBe JMCKa3Hu GOPMYJM Ce TABTOJIOTIDA, T.e.

JIOTMYKY 33aKOHM (3aKOH 32 acCOLMjaTMBHOCT Kaj KOHJyHKIpfjaTa M

IMCjyHKIMjaTa) :

¥ PANQY AT<=>DPAGAT

4°. Pv@vr<=py (qvrm.
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EBe yiuTe HeKOJKY JIOTMYKYM 3aKOHM.

5°. P V 1 p — 3aKOH 3a JCKJIYYyBake Ha TPETOTO.

6°. T(p A-1p) — 3aKOH 3a HEIIPOTUBPEYHOCT. .

. pA(@vr<=>({®Ag V(p A7) - mcTpubyTBeH
33KOH Ha KOHjyHKI[MjaTa cIIpeMa IMCjYHKUMjaTa.

8. pvVv@AN<=>(QVg A(pV r)- omctpubyrusen
3aKOH Ha JIMCJyHKIMjaTa clpeMa KOHjyHKUMjaTa.

9°. p=> 9 <=> (Ip V g — 3aKOH 3a 3aMeHa Ha MMILII-
Rammjara.

Bp3 ocHOBa Ha 0BOj 3aKOH HaMecTO Aa KaxeMe ,,AKO BpHe HOXKJ,
TOralul AyBa Berap', HMe MoxeMme Ja peueme: ,He BpHe X0Xx miam xyBa

BeTap‘.
10°. ~( 1p) <=> p — 3aKOH 3a ABOjHA Heraumja.
11° 1(p A @ <=>1p Vv 1q

} 3akom4 Ha le MopraH.
12°. I(pv @ <=> p A ¢

2. Vsepim Heramyja Ha ciefHMBE MCKA3U:
a) 5 e rnapen 6poj u 5 e mpoct 6poj.
6) 3emjaTa e nuaHera Mim 3emjaTa e see3fa.

@ Criopen JOrMYKMOT 3aKO0H 11° HeTaipfja Ha MCKa30T a) of 3aja-
4aTa 2 e: ,,5 e Henmapen 6poj mm1 5 He e mpoct 6poj“.

Cropen sormukmoT 3akoH 12°, Heraumja Ha nckasoT 6) ox 3ama-
yaTta 2 e: ,,.3eMjara He e ILIaHeTa 1 3eMjaTa He e sBe3zma‘.

3. Vi3Bpmm Heraimmja Ha CJIeNHVMBE UCKA3M:
a) 8 e cnoxeH 6poj u 8 e menmm co 2.
6)2 =3mwm3 =2+ 1

Ipumep 1. [a ja @w@pancgopmupane gopuyaaida: (p =>q)
Pemenue:

TP =>¢ <=> (7 p Vg <> TpA1g<=>p A g

4. Kou 3aKOHM Ce MCKOPMCTEHM IPM OBaa TpaHcdopMaipja?
2
Qs Jlormuro caexcrso. Ja pa3srnenaMe HeKOJKY MMITIMKALN.
1) Ako3 +4 =17, toram 3 = 7 — 4.
2) Ao 8 — 3 = 5, Toram 2 > 0.
3) Axo 6pojoT 516 e memas co 4, Toram Gpojor 516 e ZemB co 2.
4) Axo 6pojor 470 e mesmB co 10, Torawmr 6pojoT 875 e menus co 5.

Cure oBMe MMILIMKAIDM ce BucTMHMTH. Ho, Kaj MMIIJMMKalMMTe ITOX
1) 1 3) MMa HeIUTO KapaKTepPUCTHYHO (LITO o HeMa Kaj MMILIMKAUMUTE
oz 2) u 4)). Kaj HMB 3aKIIyIOKOT OMPEKTHO CIE€yBa OX IPETIOoCTaBKaTa I
TOj € BUCTMHMT CEKOraul Kora e BMCTMHMTA NperrniocraBkara. Bo Toj cayyaj
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ce BEJIM JeKa 3aKJYyYOKOT JIOFMYKM CJIeayBa o1 HpeTHoCTaBKaTa. 3a ceKoja
BaKBa mvmmﬂ{aqnja YIITE C€ BEJIM A€KaA € JOrM4YKO CJIEeNCTBO.

Cekoja TeopemMa MOXKe Oa Ce 3alMille BO BMA Ha MMINDIKAIDIja

p => ¢ IIpu LITO P € YCJIOB HA TeopeMaTa, a § 3aKJYY0K Ha TEOpPEMATa.
Kaj cexoja TeopeMa 3aKIY4OKOT JIOTHYIKN CJIefyBa Of YCJIOBOT.

EBe Heronky Teopem:

a) ARO elleH YeTHPUATrOJHMK ABCD € IIpaBOaroJIHMK, TOrall Hero-
BUTe AMjaTOHAM Ce eNHAKBYM Mefy cebe.

6) Axo a e gesuB co 6, Torall a e AemuB co 3.

B) AkKo x ='y, Toramt xr? = y2.

Cexoja TEOpEMA € €QHO JOTHYKO CICACTBO.
e

Omuto, BO MMILIMEAIMjaTa p =>>q 3a MCKA30T g Ce BeJM AEKa JIo-

IMYKN caeAyBa (W, CaMoO, CJIeLyBa) OJf MCKA30T P aKO ¢ € BUCTHMHUT CEKO-
Talll KOra e BMCTMHMT MCKa3oT p. IIpuToa, MMIDIRaipjata p =>ge JO-
TMYKO CJIEACTBO M BYCTMHUT JICKAa3.

22

EBe yITe HEeKOJKY JIOTMYKM CJIELCTEA.

a) AKo 8 —2 = 6, Toramr 8 = 6 + 2.

6) Axo rpee COHINE, TOTAIl € JeH.

B) AKOx = 1, Toramt x + 5 = 6.

r) Ako AABC e mpaBoarojied cO OpaB aroix Bo temMero C, Toraim
c2=qa2+ b2

bgBexﬁn

5. Kopucrejku ro KoMyTaTMBHMOT 3aKOH 3a KOHJyHKUMjaTa OFHOCHO 32 HMCjyHKIM-
jaTa, 3amvum1 eKBMBaJIEHTEH JICKA3 CO CJETHMOB: ‘
a) 5 e mpoct 6poj u 9 e Henapen 6poj.
6) 34,55 : 10 = 3,455 mun 34,55 : 10 = 345,5.
6. 3amuum ro: a) acouMjaTMBHMOT 3aKOH 3a JMCjyHKIMjaTa;
6) nnc'rpnéymm-mor 3aKOH Ha xo:-x]ymmmara cIpeMa JMCjYHKIpjaTa;
B) 3aKOHOT 33 3aMeHa Ha MMILIMKALjaTa.

7. Co KOj eKBMBaJIEHTEH MCKa3 MOXKe I3 Ce 3aMEeHM MCKAZ0T: ,»AKO 36 e genus co 6,
Toram 36 e gemus co 3“?

8. Msepmm Herammja Ha cienHUBeE MCKAa3wM
a) 9 e cnoxen 6poj u 9 = 9.
6) 5>3mm5 =3+ 2.
B) Xupara He e Meras i KupaTa He € BO TeyHa cocTtojba.

9* Vnpoctu ja dopMymaTaq(ip A 779g) CO KOPMCTEXe Ha 3aKOHOT 3a ABOjHaTa He-
ramymja u efieH ox 3akoEuTe Ha Jle Mopras.

10* BunoBMe JeKa Bp3 OCHOBA Ha 3aKOHOT 3a 3aMeHa HAa YMILIMKAIyMjaTa p =
Moxe fa ce 3amery co1p  g. Co mro Ke ce 3aMeHM MMILIMEAaIMjaTa 1p =>
Bp3 OCHOBA Ha TOj 3aKOH M 3aKOHOT Ha ABOjHaTa Herammja?

>q
q

11 V'rnp,ma KO¥ OR CJIe[HMBe PEeHeHMIDL ce MCKa3n:

.a)x + 3 =8; ) 6) x+3 =83azx = 0;
B)3z+1>0 zax =1; r) T'pagor z e morojyem ox Ckomje.



12.] Ouenm najm e BUCTHMHMTO:

a) 3a cexoj mpuponeH 6poj x, * > 3.

6) 3a Heroj npupogen 6poj x, T > 3.

B) 3a cekoj mpupogen 6poj x, * + 1 = 3.

r) ITocTow nmpuponer 6poj * TakoB WTO T + 1 = 3.

&) Cure rpanosu Bo CPM ce noromemyt ox 400 000 xumrens.

L6. ITIPEINKATHU. KBAHTOPU

' IIpu pemaBamero Ha 3afagara 1l oxm MMHaraTa JeKuuja Cu-
@u IyPHO yTBpAM AeKa pedeHuuara: ’

il + 3 =8« (1)
He e MCKaa3. HO, O IIOPAaHO IIaK 3HAa€Me ZAeKa PeYeHMIIaTa
X +3=83zax =0 2)

(KojalrrTo 3HaUM MCTO HMITO M pedeHuuara ,,0+3=8%) e uckas (HeBMCTHMHMT).

Peuernmiata (1) e co nmpomermymBa x. 3a ceko] peasieH Opoj x Taa
cTaHyBa McKa3. JicTo Taka ¥ pedeHMIaTa

,Tpamor x e morosnem ox Ckomje* 3

€ pedeHMIIa CO IPOMeHJIMBa. AKO Ha MeCTOTO Ha X CTaBMMe KOj 6mio rpax

Taa Ke crare mckas. BakBuTe pedeHMIM ce HapedyBaaT UCKA3HU PYHKYUU
nm dpeduxaiiiu. OMIIITO:

Mckasna cdyHkuuja unu npeaukay e peuyeHuua co NpoMeHnuBa, Ko-
jalwTo crtaHyBa MCKas 3a CeKOja BpPefHOCT Ha npomeHnusBara of
Hekoe AafdeHo MHoXecTBo D. [puToa, MHOXECTBOTO D ce BUKa aedu-
HuuMOHA O6GNacT Ha NPeaVKaToT, a efleMeHTUTEe Ha TOa MHOXECTBO —
AONYWTEHN BPEAHOCTN Ha NpoMeHnuBaTta.

EBe HeROJIKY NPUMepK Ha MPEIMKATH:

a)x—5=0, rEN (D =N).
6) = =2, zER\ {0). D =R\ {0}).
B)x_1>1,.‘rER\{l} (D =R\ {1}).

Cure oBMe NpeMMKaTH ce CO efHa npomeHmsza Ho, Mox(eme na 360-
pyBame ¥ 3a npeauxamu co 0se, mpu uau noeexe npoMEHAUBU.

Ha mpumep, ¥ ClIeqHMBE DEYEHMIM Ce IPeIKaTh:

1) x +y = 2,x, y € R (co 1Be IPOMEHIBMN).

2) a? + b2 = c?, a, b, ¢ € N (co Tpu IPOMEHINBH).

3y x—y+z=t xy 2 t<E Q(co geTMPK NPOMEHIIVBHA).
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3a mpemuKaTHTEe CO €qHA NIPOMEHJMBA YIUTEe Ce BelM JeKa ce C¢o
RXOJGKHMHA efNeH, 33 Tye CO fBe NPOMEHIMBM — CO JNOJZKMHA - IBA, MTH.
. IIpemmkatute ke ™M o3HauyBaMe CO TOJEMMTE GyKBM O JIaTMHMIIATA
P, @ R, S... co o3HayyBame Ha IPOMEHJIMBUTE BO 3arpaay; Taka, CO
P(x), Q(x)... — mpemRaTnTe CO AOJKMHA efeH, co P(x, y), Qa, b)... —
OpesMEaTUTE CO NOJIKWHA ABa, UTH. '
Ha mpmmep, mnpemukaror ,.r—y =5, &, y EZ* e co AOKMHA ABa U
MoxkeMe Aa 3armureme: P(x, y):x —y =5,x, yEZ.

IIpemmkaror P(x, y) 3a x = 8 m y = 3 (ce muurypa: P(8, 3)) mpemm-
HyBa BO MCKa30T: P(8, 3) : 8 —3 =5 (BMcTHMHMT UCKA3).

JIa 3abenexuMe feKa pasenxuille, HepasenKuilie M cucliemuiie pa-
8eNKU, 0OHOCHO HepasenKu Ce HajBazKHWUTE NpMMepy Ha NPEeIuKaTH CO KoM
ke ce cpekaBame HaTamy.

1. Opmpemyt Kom ox CIemuMBe pPedeHMI Cce MpeIuKaTy BO MHOKe-
CTBOTO Ha TIPUPOAHUTe GPOeBM M €O KOja JMOJKIMHA:

a) 3z > 9. "6) 2xr —y = 1. _
B) 2xr —y = 2. r) x2 + y% + z2 = 25.
I) ,.& e npoct 6poj*. fHx—~y=5z3axr=3ny = 2.

2. Bo MHOXeCTBOTO Z ce JaZeHu IpeMIKATHATE:
P(x) : x¥4 =95,Qx ¥y rx -5 =y, Rlx,y 2 : -y = z
Onpeny ja BMCTMHMTOCHATA BPEAHOCT HA MCKa3MTe:
P(5), @G, 2) u R(3, 4,5), R(-3, 2, -5).

6 BupgoBme feRa JafieH Npemykar co ZedummimoHa obsacr D, 3a
o  HEKOM BPeJHOCTM Ha IPOMEHJIMBATA CTaHyBa BUCTMHMT MCKa3,
a 3a ApyrM — HeBUCTHMHMT MckKa3. CeKoja BpeAHOCT Ha NIPOMEHJIMBATA
(mpoMeHJMBHITE) 32 KOja NIPEAMKATOT CTaHyBa BMCTMHMT MCKa3 Ce BMKA
pemenue Ha mpeamkaToT. MHOXecTBOTO, Mak M C D o cure TakBU Bpel-
HOCTM Ce BMKa MHOMKECTBO pemneHMja Ha TOj IpeAUKAaT.

IIpyvepn.

a) MHodcecligBoWio pewenuja Ha APeduKail@ols T < 5, x €N, e mHo-
aectisoio M = {1, 2, 3, 4).
0) Mnowectisoiio pewenuja na Gpedurainioil
rt+y=4, x, y&€N.
e mHoXecTBOTO M = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}.
3. Oppemy ro MHOXKECTBOTO pellleHMja HA CIERHMOB [IpeIyKar:
a)3<x<6,rcN; 6).7cy=6,:c,y€N;
B) 2r = 3, x € Z; r)2r =3,z € Q.
Heka ce pagenyu mpeaumratvire P(x):ix >3 u Q (x) : 2x+1< 2. JTecHo ce
yoyyBa icKa H peYeHHHNaTa ) '
_ (x>3) A (2xr < 2)
e IpeawKar, T.e. TegKa n P(x) A Q(x) e mpemukar.
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Boommto, ako P(x) u Q(x) ce Xom OMiIO IpeiuKaTH, TOTalll
IIpeIuKaTH ce M: .
P@x) A Qx), P(x) Vv Q(x), Px) => Q(x), Px) <=>Q(),
IP(x), 1Q(x).
4. aneau ce npézmxam're Px) :x2 —x=6u Qx): x < 3.
Oxpemm ja BMCTHMHMTOCHATA BPEOHOCT HAa MCKA3UTE:.

a) P(3) A Q(1); 6) P(5) v Q(0);
) P(8) => Q(3); 1) 1P(7).

N Hexa mu e mamen mpegmraror: ,,x > 5“ Toj cramysa uckKa3 3a

oZpeneHM BPeTHOCTM Ha IpoMeHaMBaTa r. Ha npumep, ucxas e-

»L > 5 3ax = 6“. Ho, 0BOj MpeIMKaT MOXe Ja CTaHEe MCKAa3 M CO yIoThe-
fara Ha 360poBuTE: ,,ceKO]“ U ,,Heko]. Ha npumep, uckasu ce:

a) 3a cekoj peasen 6poj x, x > 5.
6) 3a Hekoj peasen 6poj x, x > 5.
Vickazor nmox a) e HeBHMCTMHUT, Ouaejku uma peasmy DpoeBu X 3a KOM
He e x > 5. Ha mpumep, 3a £ = 1 ce gobmea 1 > 5 miTo He e BUCTMHMTO.

Mckasor nmon 6) e BueTmHMT, OMnejku HaBMcTHHA IOCTOM peaseH 6poj x 3a
Koj * > 5; Ha nipumep, 3a x = 10.

Mcxkazor mox a) MoXKe yUITE fa ce 3allMIle M Ha cJleTHMBe HAYMHI:

a’) 3a koj 6uno peanes 6poj x, x > 5.
a”) 3a cute peasuu 6poeBn X, x > 5.
a’”’) 3a mpou3BoJIeH peaneH O6poj x, & > 5.
Jickazor oz 6), mak, MOxKe Ja Cce 3aIlMIlle HA CJeOHMBE HAYMHM:

6’) BapeMm 3a efieH peaiyeH 06poj x, x > 5.

_ 6’’") ITocron peaser 6poj x 3a KOj x > 5,
36opoBure ,,cekoj‘ (koj bmao, cure) u ,,Hekoj‘ (bapeMm 3a ezneH, IO-
CTOM . .. 3a KO]) ce BMKaaT KBaHTM(dUKaTopu y1 KsaHTOpH. ITopams HuB-

HaTa dyecTa ynotpefa BO MaTeMaTMKaTa 3a HMB Ce KOPMCTAT IoceOHM CymM-
oo,

3a 360poT ,,ceK0j“, KOj yuIiTe ce BUKA YHHBep3ajieH KBaHTHM(UKaTOp,
ce xopucTy cumboroT V (cBpTreHO A — moderHara OyKBa OJ TepMaHCKMOT
36op Alle wrro zmauyu cute), a za 36opor ,,Hekoj* cumbosor I (cBPTEHO
E — noyernara OykBa on Es gibt DIITO 3Ha4M e€r3ucTpa, INOCTOM; 3aTOa Ce
BUKA er3MCcTeHIMjaJdeH KBaKTOD).

Taka, uckaszor: ,,3a ceroj mpupozes 6poj x, x = 1 co IOMOLI Ha
cuM60JD1 ce 3aIMIIyBa HA CIEAHVOB HAYMHS

(VxEN) (x=1).

Wcxkasor, mak: ,Ilocron & B0 N, LUITO € pellleHne Ha paBeHKaTa I + 1= 5
co moMoI Ha cuMOO0IIM ce 3anuIuyBa)

(3x €EN) (x + 1 = D).
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K,

i

5. 3amm ri co IIOMOII }_Ié cuM60J01 CIIeTHMEE MCKA3M:
a) 3a cekoj mpupogneH 6poj X, x + x = 2z.
6) 3a ceroj npupogeH 6poj x, x > 0.
B) Ilocrou nen 6poj x urTo e pemenue Ha paBeHxaTa 2x — 3 = 6.
r) 3a Koj 6mio peanen 6pojz, * +1 =1+ x.

6. 3ammum ri co moMour Ha 360poBy cleHMBe UCKA3MN:
(VTEN) (x +5=17). 6)(3xEN) (2r -1 > 0)

Kor: cakaMme na moTeHIMMpaMe JieKa IIOCTOM €feH M CaMO efeH (Wm1
IOCTOM T "YHO efieH) ejeMeHT ce Kopucty cmmbosor 3!,

Ha apuwmep, uckazor: ,IlocTom emeH u camo efeH IpupoaeH 6poj x
LIITN e pelleHye Ha paBeHKaTa T — 5 = 3“ co cumbosm ce 3ammurysa
(A'xrEN) (x-5 = 3).

Ja HamoMuaume: cumbomare V, 3 1 3! ceroramr ce yuorpebyBaar co
pOMEHJIIBA. ‘ ’

" HeKa HU e JaJeH MCKA3OT:
a)3acekojxr o N, x + 2 = 2.

HeramyjaTa Ha 0BOj JICKa3 MOXKe Ja ce HAIPaBy Ha JBa HAYMHA.
a’) Hezacegojx og N,z +x =2r u
a”) INocTon x ox N 3a KOj He e TOYHO JleKaA X + ¥ = 2r .

Cnopep; a“)axo e JajeH uCKasoT (Vv x €EN) (x + x = 2x), Toraur He-
roeara Heramuja e: (3 x EN) Tz + = = 2x).

WM 3a koj 6un0 mpemuxar P (x):
(V) Px) <=> (3P (.
Herampjara, mak, Ha ucKasor (3x) P (x) e ( v P (z), T.e.

3> Py <=>( V) P (z).

Ha npmep,_.nerajmjaTé Ha MCKas3o0T: ,,3a HeKoj x of R, x + 1 = 3“ e:
»3a cexoj x ox R He e TouHO feKa x + 1 = 3“ wmr ,,3a Cekoj x on,R R

x + 15 3« ‘
1. 3ammuym ja HeralyjaTa Ha CleSHMBE MCKA3K (a, y EN):
a)(Va (a+2=2+q).
6)(3y (y+1=0).

[E:Bemﬁu

8. Onpem Xom of ceNHMBE PeHeHMIY Ce IPeIMKaTH:

a) x e npapeH 6poj, x € N.
6) 3r — 1 =93z3azx = 4.
B) Enementor x e merasn, x e eJleMEHT OX EPMONUMIHMOT CHCTEM.
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9.

10.

1.

12,

13.

14.

15.

16.

e YA

18.

B0O MHOXeCTBOTO Ha peajyHuTe 6p0€BM ce JajeHn _npenmxamfre:
P(x):8 —x =5

Qx,y):2x ~3y =4

R(a, b, c) : a2 + b% = ¢2

Oxpenu ja Bmc'rmm'rocaa'ra‘ BPEeIHOCT Ha MCKa3uTe:

a) P(3); 6)Q (3,0); =B)IP (8),

T) R(5, 12, 13); )P @3)=>Q(3,4).

Oxpeny ro MHOXKECTBOTO pellleHMja Ha IIpeIuKaTOT:

a):c—3=1;6):rl6;3)2Ix,xanemox€{1,2,3,4}.

Hajom 6apeM Tpu pemenMja Ha IIPeIMKaTOT, NedMHMPAH BO MHOMXECTBOTO Ha

peanHnTe 6poeBK
Plx,y) :x2—x +2=y.

Oxpenu ja BUCTMHMUTOCHATA BPEXHOCT Ha ciemEMBe MCKasy (T, y € N):
a) IlocTom x TakoB miTo x2 — x = 0,

6) 3a HekOj x, x ~ 1 = 3.

B) 3a CeKOj T ITOCTOM Y TAKOB IUTO X + Yy = 5.

Bo Bpcka co MHOXKECTBOTO A .= {2, 4, 6, 8, 10, 12} oxpemu KoM Of CIeTHMBE

MCKa3n ce BUCTHUHMTI:

a) CeKoj eJleMeHT o7 MHOXeECTBOTO A e mapeH Gpoj.

6) ITocTom emeMeHT BO MHO2XECTBOTO A IUTO € HemapeH 6poj.
B) Koj 6110 eJleMeHT 0 MHOXKECTBOTO A e ZeJuB co 4.

r) BapeM eneH esemMeHT OX MHOXKECTBOTO A e JenuB co 9.

n) Hekoj enemeHT Of MHOzKeCTBOTO A € moman ox 8.

3ammm T ¢O NMOMOII Ha cuMO0M caemHMBE MCKA3N:

a) 3a xoj 6mio npupogen 6poj a, ¢ + 10 = 10 + a.
6) Tloctou men 6poj T mITO € pemleHye Ha HepaBeHKara 2x + 1 > 0.

Bammy 1 co 360POBK CleXHMBE MCKA3N:

a) (VaEN) (@ + 1 > 0).
6)(3xEN) (x — 3 = 5).

Sarpmn jé HeramyujaTa Ha CJIegHMBe MCKa3u:
a) Cekoj nmpupozeH 6poj x e naper 6poj.
6) TlocTon puponaeH 6poj x wro e maped 6poj.

WsBpiun Heralmja Ha ClefJHMBe MCKa3N:
a)(Wz€N) (z +1>2)
6)(IzEN) (x + 3 =3 + x).

Opnpeny Xoja of cilefHMBe eKBMBaJICHIIDA € BUCTURNUTA (T € MpUpOneH 6poj):

a) AV x) (x—2 =0) <=>(Iz) I(x -2 = 0).
6) AV ) (x—3=05)<=>(J (x-3#5).
B) W3z (x+ 1=3)<=>(3 N x+1=23).
r) (3 (x+1=3)<=>(Vz(x+1*3).

h I}
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L7*. ENEKTPUYHA CKJIOIIOBM CO ITPEKVHYBAYM

@ Ha npr. 1 e mamero emmo crpyjmo xomo co M3BOpD Ha CTpPYyja,
~-H! efleH INpeKMHyBad M eflHa CBeTMJIKA. CBeTwiIKaTa ke cBetn aKro,
IIPERMHYBAYOT € BRIY4YeH (UPT. 2a), a HeMa Ja CBET KOTa MPEeKMHYBaYOT

He e BRuIy4eH (upT. 26).
_,//-E \ /,
‘ /
L | L
8)
Hpr. 1 pr. 2

I/,
)

W\
7

a)

Iiprexxor 2 Ke ro yrpocTiMe co Toa wmTo Ke ro memymrmve uzsopor
Ha CTpyja ¥ cBeTmnkaTa, a Ke ru 3a7IpXXMMe CaMO IIPEKMHyBadMTe (UpT.
3a), 6). Oeme wemu ke ™ Hapeueme €JICETPMMHY CKJOIIOBM JIJIM CaMO
CKJIONIOBHM. i

~O- 0
a) ‘ )

pr. 3

Eznen npexvmyBay Moxe na e BRIy4eH W ma He e BrRIy4yen. Ha mpr.
3 a) IPeRUHYBAYOT € BO XOPU3OHTAJHA IOJOXKGA ¥ HU3 CRIIOIOT TeYye
CTpyja, a Ha upr. 3 6) e BO BepTHMKAIHA II0OJI0XK6a ¥ He Teue crpyja. OBa Hu
‘AaBa upeja efHa MCKa3Ha NMPOMEHIMBA [a ja 3aMeHMMe CO €llcH ITpEeKUHY-
Bay. IIpuroa, ako yckasor e mucTimmT, ke My NPUADYXNMEe NPEeKMEYyBaq
BO Xopu3oHTasdHa moxoxba (©), a aro e HeBMCTHMHUT — IIPpeKUHyBa4Y BO
BepmKajHa nojoxba (O).

Ha npr. 4 e gazen enen €JICKTPMYEeH CKJION CO ABa IIPEeKMHyBada IIITO

Ce IIOCTaBeHN BO CepMja ¥ ce O3HaYeHM CO MCKa3HuTe 6YKBY P ¥ q.

Lpr. 4

Bo rom c.uyqan. En3 criomor Ke rewe crpyja? Curypmo — camo BO
CIy4ajoT KaKo Ha IPT. 5, T.e. KOTa tP)=Tu (@) =7T.

[

(—— ()
o T

Hpr. 5
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AKo cJIy9ajoT KOra Tede CTpyja BO CKJIONOT ro npudatime KakKO BK-
‘CTMHMTOCHA BPeJHOCT T ., TOrail JIECHO Ce yodyBa AeKa BaKBMOT pPacIiopen
Ha NPEeKMHyBaIMTe BO CKIONOT (BO Ccepyja) MOXKe Ja ce HMpuGpATM KaRO JIy-
cTpaiMja 3a KOHjyHKIMjaTa Ha MCKasMUTe P I g.

Ha upt. 6 ce mpercraBeEM APYIUTe COy4Yayi HA BUCTHHUTOCHMUTE
BPEAHOCTH P ¥ ¢ ¥ BMCTMHMTOCHATA BPEeAHOCT Ha CKJIOIOT BO IIEJOCT.

3 T 1
St — D ——p
Ipr. 6

1. Ha npr. 7 e gafieH efeH eJeKTPMUYEH CKJOI €O ABA IIpeKHyBada
CBp3aHM IapaJIelHo. :

—@—

(p)
o/
pr.7
a) Oppemy Bo Kom cayday HM3 cKJaonor Ke rege crpyja.
6) Ozxpem Ha Koja Jormygka olrepauyja I oAroBapa OBOj CKJIOIL
CurypHo yTBpAm neka CKJIOIIOT OF LPT. 7 I OATOBapa Ha MMMCjyHKIpI-
jaTa Ha McraszuTe p U q.

2. IlpercraBy r Kako Ha IpT. 6 pa3HMTe CIyuam Ha BUCTMHIITO-
CHMTe BPeHOCTM HA MICKa3uTe P U q.

HMa ro pasrmiegaMe CKJIOHOT Ha upr. 8. Hu3 ckiomor ke Teue
@D cTpyja RKora t (p) = L (mpT. 9a)), a Hema za Tewe Kora T P)=T
(opT. 96). ' .

a) ()]
lpr. 8 Ipr. 9
3. Haupr.10e majen efeH enexTpuIeH CRJIONI CO [Ba IPEeKMHY-
Bada. ITorazkm co LpTeXM ZeKa TOj OATOBapa Ha MMILIMKALM-
jatap => q.

® S
T

Ipr. 10 Lpr. 11 .
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4. Ha erBuBaseHUMjaTa p<=>>q OArosapa CKJION KaKO Ha IpT.

11. IIpercraBy I CO CKJIONOBY pa3HuTe CIydIay Ha “BUCTHHIATO-
CHM BPEJHOCTM Ha P M q.

Co naBame BpeIHOCTM Ha p, TIOKaX¥ JeKa CO IpT. 12 6) e Imper-
CTaBeHa HeTraIjaTa Ha MCKasoT p ('r e 1p).

fp\
\_

a ()]

Hp'r 12

O Ha up'r 13 e NIpMKaxRaH c.nyqa]o'r Kora t(p) = T. Bo CKJIOIIOT
IIOR a) Tedye CTPYja, a BO CKJIONOT NoZ 6) He Teue cTpyja.

T : T
&— S g

a)

Ilpr. 13 5

E@ Vicrazaure opMysi MOKAT Aa ce IpPeTCTaByBaaT CO IIOMOII Ha

O emdexTpuwEm crionoBn. Ha Toj Hawm, BO oxmeNEM ciydan

MOXe€ MHOTYy TIOJIECHO Ja C€ YTBPAH 3a KOH Bpenﬂoc'm Ha TIPOMCHIIUBHTE
MCKa3HaTa (pOpMYJIa € BUCTUHMT MCKAa3. o

EBe HeroaKy npumMepn.
1) Ha upr. 14 -a) e mayctpmpaHa co CKJION MCKasHaTa (opMyia

PAgAT. JlecHO ce BOOUyBa NeKa OBOj MCKas ke Ouae BMCTMHMT KOra cCuTe .
TPYM MCKa3W MCTOBPEMEHO Ce BUCTMHMTH (IpT.. 14 6)

T T T
Iy o\ N\ 2\ N\ 1
—(—— oo
a) | Lpr.14 : 5)

2) Ha mpr.15a) e MIYCTPHpaHa €O CKION HCKasHaTa (popMyna
pyvqVr. Jlecuo ce BOOYYBa JieKa OBOj MCKa3 € BMCTMHWUT Kora Gapem egmen
Ol OBJM€ TPM MCKa3y & BUCTMEMT (UPT. 15 6).

O ® @p

000

a) Hpr. 15 5)
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6. MWaycTpmupaj rm CO CKIOI cne;&me JMCEa3HM cbbpmy.rm:
a)pA @ Vs 6) @ V r)As
7. Ha npr.16 a) CO eJeKTpUdYEeH CKJON € JUIyCTPpUpaHa MCKa3HaTa

dopmyna p A 1¢ A 7.  Onpems Koja MCKa3HAa dopmyna e
IpeTcTaBeHa Co enex'rpnqrm're CRJIONOBM Ha 1pT.16 6) 1 B).

HpT 16
Co 'eleKTpUYHM CKJOIOBY MOXKAT Ja Ce MIYCTpMpaaT M eRBMBa-
JIEHTHM MCKa3HU Q)opmy.nn
Ha npumep, €O eJEKTPHYHHTE CKIONMOBH Ha HpT. 17 ce WiycTpHpaHH
eKBMBAJIeHTHMTE GopMym (P V q) Vr u p VvV (@ V 7). 3a Baksure
CKJIONOBYM C€ BeJDM NeKa ce eKBMBaJIeHTHH.

) I\
\P) P~ |
e ﬁ foemna—
I e O e (&) |
N L
~ Upr. 17

8. Ogppeny Koy MCKa3HA dbopMyIt ce MWIyCTPUPAHM CO TOMOII Ha
€JIEKTPMIHMNTE CKJIOITOEM Ha npT.18. laimt ce THe EKBMBAJICHTHM?

—(p)

N | Lo
| O ®
a) o)
IIpr. 18
[E Bexou
9. Onpemy KoM MCRasHM (OpMYImI ce WIYCTPMpaHM CO €IEKTPMIHMTE CEJIONOBM HA
opr. 19. .
oo —o{ g1
O ®
a) )

pr. 19



10. WMnycrpupaj I co eXeKTPHMIHN CKJIONOBY MCKa3EMTE (POPMYaM: -
ayp =>qAr 6)p A (g V i)
11. Oppems 3a Koy BUCTHHITOCHM BPENHOCTM Ha McKasHuTe GyxByu ckmomor Ke yma

BUCTMEMTOCHA BPERHOCT T , OFHOCHO KOra Hu3 Hero Ke Tewe crpyja

NP Al

a) 6)

12. Oppemn 3a KOM BPERHOCTM Ha MCKA3HMTE NPOMEHIMBY P M g C€ BHCTIEMTH
CleHMEBE CKIIONOBH.

= | 2

IIpT. 21

3AJAYM 3A IOBTOPYBAKE U YTBPAYBABE — I

1. Ompermn KOy OF CHSAHMBE PEYCHMIM Ce MCKA3N:

a) 2r + 1 = 3. 6) 8-4-2=0
B) Mucnam neka 8 > 6. r) 2xr >3 3ax = 0.

2. Ompezu Ha IITO € eNHAKBO:

a)T(8-3 -2 =15). 6)t2x >x3ax =1)
B)t(E > 1) r) (32 = 23).

3. O,z(pezm KO} Of CIeIHMBE MCKa3U Ce BMCTHMHNTH:

a) Bpojor 625 e xesms co 5 u 6pojor 625 e meaus co 2.
6) 3 e mpocr 6poj u 3 e Henapen 6poj.

B) 64E N u 64 e gemme co 5.

r) KusaTa e MeTaJ ¥ XMBaTa e BO BPCTa COCTOj6a.

4. JHanenu ce ucgasure p: ,Ilpuien e noroseMm ox Kapagapum -u q: ,, KaBagapuu e
norozem on Cxomje, 3ammmm ru mckasure a) p A g u 6) pv g a MOTOa OfperH
TY HMBHMTE BUCTHMHMTOCHM BPEAHOCTH. T -
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5. Oxmpems KoM OR CHeHMBe MCKA3¥ Ce BUCTUEATH:

a) Axo 5 + 3 = 8, Toram 8 > 5.
6) Ako 5 + 3 = 8, Toram 8 < 3.
B) Ako 3 + 4 = 5, Toramz 5 > 4

r) Axo 3 + 4 = 5, Toram 6 < 4.

6. Ozpenmy Xou of clefHMBe MCKa3y Ce BUCTUHMTH:

a)3<8 u 3]8.
6) 3 <8wumu3| 8.
B) Axo 3 < 8, roram 3 | 8.

7. Ognpepy Ko 0f CIeZHMBE MCKA3¥ C€ BUCTHMHUTHU:
a) 3 > —3 axo u camo ako —3 < 3.
6) 2° = 6 arko u camo ako 23 = 32 - 3.
B) (=3) - 4 = =12 ako u camo ako (—3) (—4) = 12.
r) MTun e moronem oa Cronje ako ¥ camo axo Mmmor e HajroyeM rpax Bo CPM.
8. Ognpemy KoM oxn ciemHMBe MCKA3¥ Ce BUCTMIDATIH:

a) 22 =4u32=6.

6) 22 = 4 uun 32 = 6.

B) Axo 22 = 4, toram 32 = 6,
r) 22 =4 axo u camo axo 32 =6.

9. Ogpenyu KoM of CleNHMBE MCKA3Y CE BUCTUHITH:
a) 7 He e mapen 6poj. ’
6) He e BucTHHA geka 5 e npocT 6poj.
B) 3 + 4 He e elHaKOB Ha 8.
10. CocraBu BMCTMHMTOCHA TabiMua 3a McKa3HATA dopmyna(p A q => p.

11. Kou mcrasnu GopMyM ce BMKaaT TaBTOJOTHN?

12* VnpocTy ro, Bp3 ocHOBA Ha 3aKOHOT Ha ABOjHaTa Heraimja, uckaszoT: ,He e Bu-
CTMHA Zeka 8 He e mapen Gpoj“.

13. 3a xou ox sormukuTe oneparmu: KOHjyHKIMja, AMCIyHKLMA, VIMILIMKALMja U eK- -
BYBAJIEHIM]a BaXX¥ KOMYTATHMBHIOT 3aKOH?

14* M3ppim Herammja Ha MCKasuTe:

a) (Yzx € %) (3z2+ 1 # 0). 6) (3x €ER) =2+ 1 < 0).

15. Maycrpupaj ja a) gucjyskimjara, 6) MMIMKaImjaTa, B) dopMymatap v (g A r)
€O ENICKTPHYEH CKJION. :
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TIXABA II 1 - TEOPEMA.
METOM HA
JOKAXYBAHE

Muorynatu pocera cu ce- CPETHyBa/l CO [OKaXyBate Teopemy,
ocobeHo BO reometpujara. [lputoa 3axknyqounte Gune wussefyBaHun
criopeq npasuna WTo 6use npughateny nHTynTusHo. Cera, Bp3 0CHOBa
Ha M3yWeHUTE eNTeMeHTH Of maTtemaTudykarta /1orvka, TakeuTe npasuna
Ha 3aK/yWyBare MOXeMe [a MM KOPACTUME EKCIITMUATHO (T.e. jasHo)
hopmMyIMpanHn.

OBge Ke i pasrAefjlaMe U OCHOBHATE METOAN 3a A[OKaXyBame
Teopemy. HusHara npuMeHa Ke ja nyctpupame rnpeky AoKkaxysare Ha
Hekou efHOCTaBHHM, MO3HATU TEOoPeMU Of reoMeTpuja.

1. MATEMATUYKM IIOMMHA U TBPAEIBA

IpeuyEn M K3BENEHM NOMMM MaTeMaTuKaTa ¥M3ydyBa pasHu
@b MaTeMaTydky objerTu: mHodceciigo, 6poj, WouKa, WPUAZOAHUK,
aapaaeasoetpanm, Kako M UAAPANEAHOCT HA ipasu, craadnocli Ha Wpua-
‘20AHUYU, eOHAKBOCTL HA MHOJNCECULBA VI MHOTY APYTH IIOMMH.
3HauemeTo Ha OfpeeH MaTeMaTHIKM oMM OOIHHO ce o6jacHyBa CO
HeKOja pedeHMIla, CO ITOMOLI Ha APYr¥ IOMMM “VOIIITO 3Haudema BeKe ce
nozHaTH. Ja ce IoTceTHMe HA TOA CO NMPUMED.

Mpumep 1. Jujametliap Ha KPYICHUYA e Weuusa WO MUHYBA HU3 YeHIa-
POW HA KPYICHUUAULA.

Co oBaa pedeHmua ce IpaBsy ,,IOTOBOP® Koe Aa 6ye 3HaYeHeTOo, T.€.
KaKBa na Guie compsKMHATa Ha 300pOT AMjaMeTap; cO Hea Ce jaBa OArOBOp
Ha opamamero: ,,IITo e mujamerap?* IpuToa, NOMMOT HMjamMeTap ce obja-
CHyBA CO TIOMOIL Ha IIOMMOT TeTVBa KOJIITO IO CMeTame 3a II03HaT.

PeuennmaTa co Koja Ce OCMMCIYBa eleH IOMM J Ce COLNEAyBa Hero-
BaTa COApIKMHA IIPEKy APYTH, Beke TO3HATH ITIOVMMM, ce BUKa Aedummnuja
Ha TOj MoMM. '

Taga, pedeHMIaTa Off IpuMepor 1, e nedurmIpa Ha TIOMMOT Mjame-
tap. IIpuToa, IIOMMOT TeTuBA € meMHEMpaIEM MOMM 32 [IOMMOT [ijaMeTap

(T.e. ,,qujamerap‘ e medmHENpPAH IOMM CO ITOMOUI Ha MOMMOT TeTUBA).

Peuenmnara, nag: ,Teiusa Ha KpyHHUYa € OomWceura “uu KpajHu
TouKY aeXealll Ha KPYIeHUyaia® TPETCTaByBa neduHMINIja HA IIOMMOT
TeTMBa MY MITO AepMEMPaYKH € TIOMMOT OTCedKa.
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1. VMlckaxm ja gedpmHMIBIjaTa HA TOMMOT:

a) IapaJjeyorpam; 6) weTHpHATOIHUK;
B) OTCeYKa, I) reoMeTpHucKa Qurypa. -

Iloroa, 3a CeKOj Of HMB OofpeI¥t TO AePMHMPAIKIOT IIOUM.

Moxeme fa 3abenexume Aexa Bo JedMEVMINMjaTa Ha MOMMOT IyfjaMe-
Tap e ynorpebeH IOMMOT TeTMBa; 3a AedMHMpALe Ha IIOMMOT TETMBA, IaK,
yIoTpeGeH e IIOMMOT OTCeYKa, a 3a OTCeYKa — IIOMMOT reoMerpyucka ¢ury-
pa. | - |
[ Toa ynorpebyBame Ha ,,[T03HAT IIOMM'‘ He MOXe 7a Of BO HeJOIJeq,
Ha HEKOe MEeCTO Ja IpecTaHe. 3aToa, HEKOM INOMMM MoOpa Ja ce
3eMaaT Kako modyerHn.. Hue ru BMKaMe OPBMMHM UM OCHOBHM IOMMM.
3a mMB He ce AaBa jedMHMINMja, a TME Ce KOPMUCTAT 3a AedyHMpaibe Ha
OPYTY IIOVIMM. :

Bo reomerpujaTa (ITO ja M3ydyBaMme), 3a NMPBMYHM Ce 3eMaaT ITOMMM-
Te: WouKa, Upasa, PaMHUKa U paciiojarue. ViMa ¥ IpyTrM NMPBUYHM IIOMMMI
LIITO Ce KOPMCTAT BO MaTeMaTHKATa OIIILTO: sHoxdceciiso, 6poj 1 Ap.

ITomvmre 1mTo ce pedmumMpaar ce BHKAAT uspenesn monmm. Taxsu
ce, Ha MpMUMep: KPyKHMIIA, A¥MjaMeTrap, HapaaesorpaM u ap.

2. Hapemu ABAa M3BEOEHM ITOMMM M MCKazRKJ I'M HUBHUTE ,ZIe(pI/IHMI.U/I.VI

@ IlpsiraEM M u3BemeHM TBpAewma. Bo MaTeMaTMKara Ha CeKOj
o d4ekop cpekaBame peueHMINI CO KOM Ce MCKarXKyBa HEKAaKBO CBOj-
CTBO JUIM BPCK2 Ha MAaTEMATHMYKM NOMMN. 32 TAaKBHUTE PEYEHWIN, MCKA-~
FAHM €O 300pOBM WBL cO cMMBOIMA, Ce BEJM JleKa ce MaTeMaTHIEM TBpPXe-
Ba. EBe HEEOJIKY TaKBY TBpAEHA.

IIpumep 2.

a) Hu3 nBe TOYKM MMHYBa TOYHO efHa IIPABA.

0) ARO efleH YeTHPMATOJHMK € TEeTVBEH, TOralll HerOBUTE CIPOTMBHN
arJ1 ce CyIJieMeHTHIN.

B) Bo paMHOKpak TpMAroJMHMK arjpiTe CIPOTH KpaLyTe ce efHaKBMU
Mefy cebe.

r) Ako enex 6poj e mesmB co 5, Torall HeroBaTta HociegHa mmdpa
Mopa 1a e 5. ' '

TBpremwara a), 6) 1 B), Karo 1ITO ™M € JoOpO MO3HATO OX IIOPAHO, Ce
BYICTMEIITH, T.€. TOYHM (& caMoO T), € HETOYHO).

Buctumnrure TBpAema ce mocefHO BaKHM BO MaTeMaTMKATa. 3aToa,
33 CEeKOe MaTeMaTHM4KO TBPAEH-e ce IOCTaByBa 3ajayaTra fJa Cce YCTAaHOBU
HeroeaTa BUCTMHMTOCT. Kora BMCTMHMTOCTa Ha €QHO TBPAEI-E Ce YCTaHO-
BY, OOMUHO Ce Be/M JleKa TOA TBPAeHme € JOKaXKaHO.

Buctaunutgociia Ha e0no malllemaliuuko Wspoerse ce cmeilia dexa é
ycuwanosena, axo Woa Wepderse e 006UEHO KAKO 102uUYKa Tocaeduia oo
Opyeu maiemaliuuky Wepoersa 4uja WOwHOCHL UPeWToono e yclanose-
Ha.
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Op mpyra cTpaHa, IIaK, CEKOe Of OBue TBpAeHa Tpeba Oa e JIOTMUKA
mocyemina of IpYyTHM TOYHM TBpZAewa. Ho, Toa He MoxKe Aa Oy BO HemO-
TIIen.

ITopagu Toa, ce moafa J0 caMYHA CUTYAaIpija KAaKO Ka) MaTeMaTIKNUTe
TIOVIMIL: . HEKOV MAaTeMaTuYKM TBpHAEHa Mopa Ja ce mpudarar 3a Tourm 6e3
Iokaz, T.e. 6e3 za ce Hapa Te Aa ce JIOTMEKM ITOCIHIEIMINM OJf APYIL¥M TBpAE-
Ba. Tue cayzRaT Kako IOjHOBHM TBpJeEa €O 4YKuja IIOMOII ce M3rpamysa
HEeKOja MaTeMaTMdKa Teopuja.

MaTeMaTHUYKKMTEe TBpAeHa wITO ce nmpudakaaT 3a Toumm 6e3 JoKa3 ce
BMKaaT NOPBMYHM TBpAema WM aKcMoMu. MaTeMaTM9KO TBpAeHe, IaK,
ILITO IIPeTCTaByBa JIOTMYKA IIOCHEMALA Of JPyTH TOUHM TBpAema (T.e. wija
TOYHOCT Ce JOKaXKyBa), Ce BUKAa M3BeAEHO TBPJAEH-€ I TeopeMa.

Ha apumep, TBpHAeHmeTO IIOA a) BO IPMMEPOT 2 e aKcuOMa, a TBpPAe-
wmeTo nox 6) e Teopema. IlITo e TBpAEweETO 10x B)?

3. Kako riracu arcmoMaTa 3a MapaJiellHi MpaByu?

4. 3amMium gBe TeOpeMy BO BPCKa CO Hapasiesorpam.

[@m Bexon

5. Kou moumit ce BMKAAT IMPBMYHM, a Kou u3Befern! HaBemn 1o asa mpumepa.
6. 3ammuy ja gedmEMUMjaTa HA TIOMMOT.
a) cuMeTpasia Ha OTcedKa, §) TeRWIIHA JIMHK]a.
IloToa, ogpemys ro AedMHMPAYKIOT TIOMM.
7. IIto e a) TexxsmuTe, 6) OPTOLGHTAP Ha TPMATOJHMK?
8. Koy MaTeMaTu4KyM TBpAeHa Ce BUKAAT IPBMIHM (MIM AKCHOMM), & KOU U3BENEHM
(s Teopemnr)? HaBemu 110 efied mpuMep..
9. 3ammum egHa JOTMYKA NOCIEIMIA OF TBPAEHETO:
»Ha egHa mpaBa Jsexar 6e30poj MHOry TOWKM, a MMa TOYKM LITO He JIeKAT Ha
rpaBsarTa‘’.
10. Jlayt e TeopeMa CIHEIHOBO TBPIEH:E:
a) BO cexoj MpaBOaroXHMK OMjaroHaJiTe ce 3a€MHO HOPMAaJEM.
6) Bo ceKoj mapajesorpaM arjmre IITO JieXXaT Ha 1CTa CTPaHa ce CyTJIeMeHTHN.
11. | 3amwaumu xBe TeopeMy (UITO CH I¥ M3YHyBad IIOPAHO).

II.2. TEOPEMA. BUJIOBY TEOPEMMU

@ VciaoBHa 1 Kateropwdaa ¢opma. Bo 3amawara 11 ox Mmmararta
O JeKIja CexaKo 3amyina Hekoja Teopema. Mefy MHOryTe Teo-
peMy MITO IV 3HAEII, CUTYPHO TH € [IO3HaTa M ClIefHABA!

Ipumep 1. Axo “elWupuUatoAHuKod e pomudb, Wozaw Hezosullie JujazoHaau
ce 3aeMHO HOPMAAHU.

Bo oBaa TeopeMa ce pasriefyBa, IIPBO, MaTeMaTHYKMOT 00jeKT qeru-
PMATOJHMK IIPY YCJIOBOT: ,TOj HEeTHPHMATONHMK &a e pom6“, a moroa 3a
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TaKBUOT HETVPMATONHUK Ce TBPYM HEKa: ,MMa 33€MHO HOPMAJIHM jaro-
HaJm“.
Ominrro, Bo ceroja Teopema MOpa ga e jacHO MCKAaXKaHO:

— IIOZ KON yCJIOBY Ce pasriefyBa HEKO] MaTeMaTH4KM 06jexT (o1 06-
JEKTH); THe YCJIOBM Ce BMKAaT HpPETIOCTABKM Ha TeopeMara;

— IITO Ce TBPAM 3a TOj 00jeKT, T.e. KOe HETOBO CBOJCTBO Ce COTJIenyBa;
TO2 € 3aKJy4O0K HAa TeopeMara.

Taxa, BO IpuMepoT 1, YCIOBOT ,,YETHPHATOTHUKOT € pomb6“ e mperrio-
CTaBKa, a NeJIOT ,,HETOBUTe NMjarOHaMM Ce 3a€MHO HOPMAJHMU" e 3aKJIyI0K
Ha TeopeMarTa.

1. Koja e mpernmocraBkara, a KOj 3aKJIY4OKOT Ha Teopemara nog 6) Bo
NIpMMEPOT 2 OO MMHATaTa JeKIpja iA Ha TeopeMmara HOX B) BO MC-
THOT IIpyMep ty

Teopenmire ce ucKaxyBaaT HajuecTo Bo (hOpMa Ha MMILIMKALWMja:
b =>gq,

T.€. CO ycioBHA peweHmma ,,Axo ... @Wozawi ...“; BO TOj caydaj ce Beim
A€Ka TeopeMaTa e JMCKaxaHa BO ycihosHa ¢opma. Toramr JecHO ce yo-
1yBa JleKa p € NPeTIoCcTaBKaTa, a ¢ € 3aKJIy4OKOT Ha TeopeMara.

ITpumep 2. Bo Teopemara:

»AKO Wpae3olll e pammoxpax, Woraus Hezosuile Oujazoranu ce eo-
HaKsu

— TIPeTIIOCTaBKAaTa € P TPale30T € PAMHOKPAK,
— 3aKJIy4YOKOT € . HEeTOBMTE AMjarOHasy ce enNHaKBM.

2. Vicraxwu emHa TeopeMa BO ycJaOBHA ¢GopMa ¥ onmpemi T'M IPETIIO-
CTaBKaTa M 3aKJy4OKOT Ha Taa TeopeMa.

yO‘IYBaH:eTO Ha IPEeTIIOCTaBKUTE M 3aKIy4YOKOT MOXKe Ja 61/.[118 IIoTre-
LOTKO KOTra TeopeMara € JMCKazKaHa IIoOMHaxKy, a He CO yCJIOBHA pPedYeHMIla.

ITpmmep 3. Bo Teopemara:

»Aujaronanuiie Ha Tapasenorpamoill 3aemHo ce ipenioaosysaadi’,

— TPETIocTaBKaTa €: ,,pasiefyBaHyoT 00jeKT e mapasemorpam’;
— 3aKJIYy4JO0KOT €: ,,HETOBUTE IMjaroHaJoi 3aeMHO ce IPEIIoJIOByBaaT .

3. Koja e npetnocraBrara, a Koj 3aKIy90KOT Ha TeopeMara:
1w 30UPOT Ha sHATEPeWHUITE Azt HA WPpUaZ0AHUKOW e 180°“?

Bo caysanre xora Teopemara e mcRaxKaHa co ,»,KaTeropy4Ha‘ pegeHu-
ma, T.e. ,,6e3ycmoBHO, ce Bexs nera Taa Teopema e NpeTcTaBeHa BO KaTe-
ropiyna dopma. Bo Taksa ¢opma e ucrakana TeopeMaTa Of IIPUMEPOT

3 u Teopemara ox 3agauara 3.
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Edna uctiia ieopema moxce O0a ce upelicliasu 6uao 80 YycaosHa, 6uno
80 KaulezopuxHa popma.

Ha npuMep, ycaoBHAaTa ¢opMa Ha TeopeMara of 3ajadara 3 e:

,,AKO efleH MHOTYarojIHMK € TPMaroJHMK, TOraml 304pOT Ha HeroBuTe
BHATpeIH aram e 180°.“

KareropiysHaTa ¢opMa, IIaK, Ha TeopeMaTa Of MpuMepor 2 e:

,,BO paMHOKpaK Tparnes3 [ujaroHaimre ce emmaksn’ (wm: , JdujaroxHa-
JJATe HAa PaMHOKpPAaK Tpalle3 ce-eJHaKBu).

4. Vcraxu ja IluraropoBaTa TeopeMa:

a) Bo Kareropydxa ¢popma, 6) BO ycioBHA GopMa.

IIupekTHa M obOpaTHa Teopema. IIpM pasIiefyBameTo Ha efHa
o TeOpeMa, YeCcTOIAaTM € Of MHTepec Ja ce Hane OAroBOp M Ha
npamameTo: ,, Jaau sawu obpailiHoo?
Hmeno, HeKa e gpajeHa TeopeMa CO IIPETIIOCTABKA P ¥ 3AKIYy4OK (¢,
MCRaxkKaHa (Ha IIpuMep) BO yCJIOBHa dopMa:

p=>q

ARO mpeTmocTaBRaTa M 3aKIYYOKOT CM TM Pa3MeHAT yJaorure, ce Robmsa
MMIIIMKaUMjaTa:

q =>p;
3a Hea Cce BeJM feKa € o0paTHO TBRpAeme Ha JaZieHarta TeopemMa p => (.

Iipumep 4. 3a ;reopema'ra:

»AKO WPUAROAHUKOWL e PAMHOKDpax, Woaws Moj usma 08a edHAK8U
azau,

obpaTHOTO TBpAEHE e:

»AKO WPUALOAHUKOUL UMA 08A eOHAKBU Aau, Wozaw WOj e PaMHo-
Kpax.“

Bo 0BOj mpumep, 1 06paTHOTO TBpAEH-€ € TOYHO, T.€. ¥ Toa e TeopeMa.
ObpaTHOTO TBpACH-€ Ha BalleHa TeopeMa He Mopa Ja € TOYHO.

Ilpmmep 5. 3a Wieopemaiia 00 Apumepol 1, oOpa@noiWO Wepoere e:

»AK0 Odujazonanullie 80 UeWUPUAZOAHUKOWE CE€ 3IAEMHO HOPMALHU,
wWozawi Woj 4eWUPUALo0AHUK e POME®,

Bo oBoj mpumep, o6paTHOTO TBpPAEH-€ He € TOYHO (3allTo, Ha IIpUMep,
¥ JeJITOMAOT IO MMa TOa CBOjCTBO, a He € poMb).

Axo of6paTHOTO TBpZAEHmE Ha eHA TeoOpeMa € TOYHO (KaKo BO IpyuMe-
poT 4), Toralll 3a HEro Ce Bejm JleKa € o0paTHa TeopeMa Ha JajeHara. 3a
Za ce pasTpaHidaT OBMe MIBe TeopeMy, AafieHaTa OOMYHO ce BMXa M-
PeKTHa TeopeMa.
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5. DopMmysmpaj ro 06paTHOTO TBPAEHE HAa TeOPEMaTa:

a) Axo eden welllupuazoanux e Welusen, WOAUL He208u ke cipo-
WusKnu azau ce cyinemeninu.

6) Axo yupaiia Ha edunuyulie Ha eden 6poj e 5, Wozaw Woj 6poj e
deaus co 5. '

Hasms 1obueHoTO TBpHEmE € Teopema?

JAMpeKTHaTa TeopeMa ¥ Hejsumata ofpaTHa MOXe Jla ce 3amMmar
3ae/HO, Ha moceben Hawiw. Taxa, muperTHata u obpaTHaTa TeopeMa Of
IpUMEPOT 4 MOXKe Ja Ce 3armIarT:

a) ,,AKO TpMaroJHMKOT e PAaMHOKpaxK, TOrall TOj MMa JBa egHaKBM
art, u obparro®, ((p =>q) A (g => p)), Wiy, BO BMJ Ha eKBMBAJICHI]ja:

6) ,,Tpuarommmxor e PaMHOKPaK aKO0 M caMO aKC¢ MMa /JBa e€JHAKBU
arm (p < = > g). :

6. ammm ja Bo BuA Ha eKBMBAJICHIMja IMpeKTHaTa M obpaTHaTa
TéopeMa 3a TeTMBEH YeTUPMArOoJHMK (337, 5 a)).

E@ ITorpeben u noposen yearos. IlopaHo cIOMHaBMe ZieKa 3aKJIyd0-
o KOT ¢ Ha JlaZieHa TeopeMa p = > q JIOTMYKN CJIEAYBa Of IpeT-
II0CTaBKara p, T.e. TeOpeMaTa p = > q e JOTMYKO CJIEACTBO.
IIpermocraBkara p ce BuKa, yuITe, AOBOJIEH YCIOB 3a 3aKJIYYOKOT g,
4 3aKNIYYOKOT ¢ Ce BMKa HOTPeOeH YCIOB 3a IpeTIIOoCTABKaTa p.
Croopen Toa, Teopemara p => g, HamécTo »AKO p, Toram q“, Moxe na
Cce MCKazKe ¥ Baka:

1°. ,osorer ycaos 3a q e p“ wimt:
»D € 0ososeH ycaos 3a §°;

2°. ,, ITowpeben ycaos 3a p e q° wmr:
»Q e dolipeben ycaoe 3a p“.

IIpumvep 6. Teopemara op IpyMepoT 1, BO Taa cMucaa, MoXe fa ce
MCKazke M Baka:

a) ,,JJosoren ycaos 3a dujazonaruilie Ha eden ueliupuazoanux da ce
SAEMHO HOPMAAHU U 4eTUUPUALOAHUKOW Oa 6ude POME™.

6) ,,[ompe6en ycaos 3a eden “elupuazoanux da 6ude pomb e nezo-
sutlle dujazonaau da ce 3aemHo HOPMAAHUS,

Ha 3abenexmume nera moBoJEHMOT YCJIOB BO elHa TeopeMa He Mopa Ja
e norpebeH, T.e. He Mopa jJa e HEONXOAEH (TaKa, YeTUPUMATOJIHMKOT He
Mopa za e poMb 3a ma MMa 33eMHO HOPMAJIHM Jyjaronaim), a noTpeGHMOT
YCJIOB He MOpa Za e JOBOJEH (3AllTO MMa HeTUPMATOIHMIDA CO 3aeMHO
HOpMAaJIHY IMjaroHalM, a CelaK He ce POoMGOBMH).
1. Teopemara: , Haxpcruiie azau ce ednareu’ MCKaXM ja co TepMm-
HITE IOBOJIEH YCJIOB 1 110Tpeber ycioB.

® Vicraxwu ja, IpBO, BO ycIoBHA hopMa.
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Bo cayuaj gora Baxkm u obpaTHaTa TeopeMa g => p, YJOTHTe HA P U
g ce pa3MeHeTH, I1a ¢ € AOBOJEH yCJIOB 3a p, a'p € notpeben ycios 3a q.
Ilopamu Toa, aKO ¥MMaMe TeopeMa BO (opMa Ha eKBUBAJIEHIMjA P <=> (,
TOraill p € moTpedeH M AOBOJIEH YCIOB 3a ¢, a g € norpebeH ¥ JOBOJIEH
yciaoB 3a p. 3aToa, TakBara TeopeMa MoxeMe Ja ja MCKazkeMe Ha cJael-
HMOB HAYUMH: ' .

3ﬁq-H0Tpe6eH ¥ TOBOJIEH YCJIOB 32 P € g

Taka TeopeMmaTa of IPMMepOT 4 MOXe Jia Ce (bOPMyMpa M HA CI€/A-
HMOB HaYMH:

[
IIpumep §. , [Toiipebern u 008OAEH YCAO8 3Q eden Wpuazoanux oa Gude
L] -
s paMHOKpax e Woj 0a uma 08a eOHAKBU AZAU.

8. Co IIOMOII Ha TEpMMHOT ,,IoTpebeH ¥ OBOJIEH yCJIOB* MCKaXM ja
TeopeMaTa 3a AMjarcHa/DITe Ha DAaMHOKpaK Tpanes (mpumep 2). Hamm
MOXKe CO OBOj TEpMMH fa Ce MCKaxKe TeopeMara 3a AMjarOHAJMTe Ha POM-
6ot (upmmep 1)? '

3abenemxa. AKO CO efHA TeopeMa ce faBa morpebeH ycioB 3a HeKOj IoMM, TOTall Taa ce
BUKAa TeopeMa-CBOjCTEO (33 COOZ[BETHMOT I[OMM), a 2aKO CO Hea Ce JCKakyBa JOBOJEH
yCJIOB 3a HEKOj IToMM, TOTall Taa Ce BMKa TeopeMa-HpU3HAK (3a Toj mommM); Teopema, IaK,
coO KOja ce MCKaxXyBa NHOTpefeE U JOBOJEH YCJIOB Ce BMKA TeopeMa-KapaKTepHCTITIHO CBOj-
CTBO (Ha COOABETHMOT IIOMM).

Hpmep]. Teopemai@ia @) 00 GPUMEPOTH § e Weopema-IPUIHAK (36 HOPMAAHOCH Ha Oujazo-

HaAuTie Ha wewlupuazoaHuk),a 6) e Weopema-ceojcuuso (3a Uoumoui pomb); weopema-
wia 0 Upumepows § e WeopemMa-KapaKuepUCInu4HoO C80jCUIB0 (3a PAMHOKPAK wpuazoa-
HUK).

lTl‘g Bexomu

9. Oppeny T NPETHOCTABKMTE ¥ 3aKJy<OKOT Ha TeopeMara:

a) Ako efeH 6poj e JeJMB co ABa M CO TPM, TOTAII TOj € AEJNMB ¥ CO ILUIECT.
6) ArJiM co 3aeMHO HapaJiesHK Kpaly ce eJHAKBU MJIM CyILIeMEHTHM.

10. Bo xakBa ¢dopma e MCKAKaHA TeopeMmaTa of 3ad. 9 a), omHocHo 6)? Mckamwu ja
Taa TeopeMma BO ApyraTta ¢dopma. :

11. MsBepu enHa TeopeMa M MCKAXM ja ¥ BO yCIOBHA ¥ BO KaTeropiiHa ¢dopma.

3a Teopemyre Of 3amadure 12 — 15 OArOBOPM HAa CIEXHMBE Npalnaiba, OTHOCHO
MCIIONIHM TU ciefHuBe Gapama:

a) Bo xoja ¢opma e MCKaxKaHa TeopemaTa? VICKaxM ja BO Apyrara dopma.

6) opmymmpaj To 0GPaTHOTO TBPALHE; fAiM M TOA & Teopema?

B) dopMympaj ja co IOMOII Ha TePMUHOT ,,JOBOJICH yCcJoB'.

r) ®opmynmpaj ja co MOMOII HA TEPMIHOT ,,JIOTpebeH yCJoB*.

#) Manu KoBoEMOT yeuos e morpeGen? Jlams TOTPe6HMOT YCJIOB € ROoBOJeH?

f) ARo e mMoxHO, GopMyMpaj ja CO TOMOII HA TEPMMHOT ,,aKO0 U camo ako“, a
[OTOa CO TEPMMHOT ,,[I0TpebeH M NOBOJEH ycaos*

12. Axo fBa arda ce HaIOpeXHY, TOTAlll THE Ce CYIIICMEeHTH.

13. HausMemyuHyTe ariyf IPYM TPAHCBEP3aJaTa Ha JiBE NapajelHy Npasy cé eqHaKBi.

14. Bo paMHOKpaK TPHMaroJHMK, BMCHHATA M TeXRMIUIHATA JOHMja IIOBJEeYEeHN OX
BpBOT ce coBnafaar. :

15. Axo eneH 6poj e gems co 6, Toramr Toj 6poj e menuB co 3.
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I1.3. ITPABUJIA 3A U3BEIYBAKE 3AKJIYYOLM — 1

Cekoj ox Hac ox mckyerBo mpudaka mexa mcrazor: »AKO BpHe
@D AOXKJ, TOraul yJIMIlaTd € MOKpa‘ e BMCTMHUT McKa3. Vicro Taxa,
Of BMCTUMHMTUTE WMCKa3M: ,,AKO BpHe JOXKA, TOTAIl yJoMIatra e MOKpa“ mu
»BPHE TOXI“, JIeCHO ce npudaka nexa cieyBa 3aKIy4oKoT: ,,YJmuaTa e
MOKpa“.
Toproto, BO mIeMa, ce 3armmIyBa Baka:
1) Ako BpHe moxn, Toram ysmara e MOKpa u
2) Bpse goxn,

3axayvwox: Yimmara e MOKpa.

ARO CcO p ro O3HauMMe MCKAa30T: ,BpHe moxxn“, a co g MCKa3oT:
,,YMIaTa e MOKpa“, TOrair FOPHOTO- MOXKEMEe A IO 3amMIIEMe CO CUM-
60JD1 Ha caemHMOB HAUMH:

P =>q) Ap =>¢g 1)

3a #a yTBpAMME XeKa Off P => q M P CleAyBa 3aKIYHOKOT ¢, AO-
BOJIHO € Aa YTBpAMMe JieKa MCKa3HaTa dopmyaa (1) e TaBTOJOTMja.
Toa ro yrBpAyBamMe cO creHaBa BUCTVHMTOCHA Tabima

Pl 9| p=>gq b =>qAp b =>9 Ap =>gq
T T T T T
T 1 1 A T
1 T T 14 T
1 4 T .L T

3Haun, uckasHata opmyma (1) e TaBTOJIOTHja, a CO TOA M JIOTMYKM
3aKO0H.

Vickaznara ¢opmyna (1) ymrre ce 3ammiIyBa BO BMA Ha IHIeMa Ha
CeTHMOB HAYMH:

3ammpkata Bo 6pourenor ro 3aMeHyBa CBP3HMKOT
4", a rpobHara upra 360por »»BARIYYOK' MM ,,CIIe-
nyBa“

p=>4qp
q

Toa e emmo mpaBmmo 3a u3BexyBame 3aKJIyYOIl1; Ce BUKA MOJyC HO-
HeHC (modus ponens) Wi IpaBIIO 3a OAfeMyBame.

HMckasure p => g u p ce Buxaar IPETHOCTAaBKM, a MCKa30T ¢ — 3a-
KIYYOK.

EBe ymrre emen IpMMep 3a npuMeHa Ha OBAa NPABMIIO 3a U3BENyBaIse
3aKIY 40,

1. Axro 3 654 e meys co 9, Toramr 3 654 e mesms co 3.

2. 3654 e gesmz co 9.

3axaywox: 3 654 e mesmB co 3.
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Hexka 110BTOPHO o MMaMe MCKa30T: ,,ARKO BpHe JOXK], TOTAlll yimiaTa
e MOKpa‘“, HO M MCKa30T: ,,YJuijaTa € Mokpa“. Jlajm MOXe OX OBME IBa
JCKa3a Ja ce U3BeJe 3aKJIYYOK JeKa BpHe 0K, T.e. AL O P => g M ¢
caenyBa p?

OunryienHO e fieKa He MoXe OuzaejKu ysmiata Moxe Aa Oufe MOKpa,
a Jla He BpHe NOXJ (HaBOZeHETa CO IPCKAJKA).

Coopexn Toa, mremara

D %> q, 9
b

He e IMPaBMJIO 33 M3BEAyBake 3aKJydoly. Toa MOXKe Ja Ce IIOTBPAM CO TOA
orTo McKasHata ¢opMmyaa (p => q) A ¢ => p He € TaBTOJOryja. IIpo-
Bepu! :

1. Ogxpemu Koy Of ceNIDBe NBa M3BENEHM 3AKIYHOIM € IPABMIICH:
a) 1. Akox = 1, rorama? = 1
2. x=1

Baxayuox: 2 =1

0) 1. ARo x = 1, roram x? = 1
2. x2=1

3axayuwox: x =1

6 Ia BumMMe, cera, AAaJiM € HPABMJIHO M3BeJeH CJHENHMOB 3aKJy-
o YOK.

1. AKo BpHe JOXJ, TOraul yJIKUIIaTa € MOKpa
2. Yaunara He e MOKpa

3axaywox: He BpHE ROXKA,.
JlecHO ce youyea JeKa 3aKIy4OKOT € NPABMJIHO M3BeeH.

IIa BMOMMe, OIIILTO, AaJDM OF TOYHOCTA HA MCKasuTe P => g M 1q
clemyBa JeKa € TOYEH 3aKJIY4OKOT 1P, T.e. Jadu € TaBTOJIOrMja MCKa3HaTa
¢opmysia

© =>q) A g == Tp. 2)
Ia ja cocTaBuMe Hej3uHATa BUCTMHUTOCHA Tabimina
Pl q| w |19 | p=>q]|(p=>qA1q [(P=>g A1g =>p
T T L L T 4 T
T 1 4 T L AL T
1 T T 4 T 1 T
1 4 T 1 T T T
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3Hawy, ¥CKa3HaTa (hopMyJa (2) e TaBTOJIOIMja, a CIOPER TOa, U mpa-
BWJIO 32 M3BeAyBambe 3aKIy9I0Ipl.
Opa npaBunc ce BHKA MOAYC ToleHc (modus tolems) # ¢¢ meMa ce

IIPeTCTAaBYRa HA CJIENHMOB HAYMH:

P =>4q 19
“p

EBe eneH mpymep 3a W3BeAyBambe 3aKIY4YOK BP3 OCHOBa HA OBa Ipa-
BIJIO. '

1. Ago uemmpuarommror ABCD e mpasoaromsmk, toramm AC = BD

2. AC# BD

Baxayvwox: Yernpuarommror ABCD He e npaBoaroJIHMK.

2. Ogpeny Kom Of CIIefHMBE 3aKJIy4OLM Ce NPABUJIHO M3BEREHN:

a) 1. Ako AABC e paMHOKpaK, Toram TO] ¥Ma JBa €HHaKBH ariM.
2. A ABC meMa nBa arjia egHaKBMH. '

Saxaywox: AABC mHe e PaMHOKpAaK.

6) 1. Ako x = 2, Toram x? = 4,
2. x2# 4.

3axaywox: x * 2.

3. Yrepmu jgam e TpaBMAHO M3BEREH 3aKIYyYOKOT BO CJIENHMOB
ciIy4aj: :
1. ARo BpHe LOXKJ, TOrali yioflaTa € MOKpa.
2. He BpHE 10XKI.

3axaywox: YimuaTa ie e MOKpA.

CurypHO yTBpAM AeKa 3aKIY4OROT He € NPaBWJIHO M3BeleH, 6umejKu
Moxe 3 Ouae ymmuuara Mokpa u 6e3 na BpHe HOXKA. Ormrro, meMara *

LS
p =>4, 7p
q
He e TIPaBMJIO 3a M3BeAyBame 3aKIydOIM, 3aINTO MCKazHaTa (opMyJa

® =>q) Ap =>1q

He e TaBToJoruja. Ilposepn! -
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buBexﬁu

VTBpIM KoM O CleNEMBE 3aKJIyHomM (3am.4-11) ce NPaBMIHO M3BENEHM M Bp3 OCHOBa
Ha Koe IPaBUJIO.

1. Axo 6pojor a 3aBpiIyBa CO HyJa, TOTAI @ € JeJMB CO 5.
2. BpojoT & 3aBpIyBa €O HyJa.

3axaywox: Bpojor a e neshms co 5.

1. Axo Gpojor a 3aBpIIyBa CO HyJa, TOTAall & € AeJI:B CO 5.
2. Bpojor a e xeJmB co 5.

3axaywox: Bpojor a zaBpIryBa co HyJa.

1. Axo 6pojor a 3aBpIIyBa CO HyJa, TOTAII d € TeJIMB CO 5.
2. BpojoT a He e gems co 5.

Baxayvox: Bpojor ¢ He 3aBpIIyBa CO HyJa.

1. Axo 6pojor a 3aBpuryBa €O HyJa, TOTall @ € JelMB CO 5.
2. BpojoT a He 3aBpIIyBa CO HyJa.

3axaywox: Bpojor a He e gemms co 5.

1. Axo gerupuaromHuKoT ABCD e pom6, Toram HeroBuTe IMjaroHa M ce 3aEMHO
HOPMAJIHM.
2. Yerupuarommmror ABCD e pomb.

3axayvox: OujaroHamuTe Ha YeTMpUaroJaEnMKoTr ABCD Ce 3aeMHO HOPMAJIHIL.

1. Ago wernpuaronEuxor ABCD e pom6, Toram Heroeure AyujaroHas ce 3aeMHO
HOPMAJIHNA.
2. Yerupuaroamikor ABCD He e pom6.
Vi

3axayvwox: Oujarosasmire Ha YeTMpuarosmmxor ABCD He ce 3aeMo HOPMAJIHN.

10. 1. Axo wermpuaromEngor ABCD e powmb, mramlﬂerosm'e JMjarOHAJM Ce 3aeMHO

11.

12.
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HOPMAaJIHHA.
2. JlnjaroHaimmre Ha 9eTparoJEmkoT ABCD He ce 3aeMHO HODMAJIHN.

3Baxayvox: Yemupnarommror ABCD He e pomb.

1. Axo gwetupuaronsmuxor ABCD e pom6, Toral HeroeuTe AMjaroHaJM Ce 33€MHO
HOPMAJHHA.
2. InjaronamiTe BO wWeTHpmaroJHMKoT ABCD ce 3aeMHO HOPMAJTHM.

Baxaywow: Yerupnaronmuror ABCD e pom6.
Onmpemt KoM o clemHNBe UCKa3Hy (HOpMYIDL ce TaBTOJOIMIL.
a. p=>q) A(@=>r=>@p=>r1)

6. p =>q)=>(1p => 1q)
B. (p =>q) => (7q => "Tp)



11.4. HPABI/IJIA 3A U3BEIVBAKBE 3AKJIYIOIN -2

' IIpu pemraBameTo Ha 3amawata 12 og MMHATATa JIEeKIMMja CHU-
@n I'YPHO yTBp® AeKa MCKa3HaTa popMyia

(P=>9 A(@=>1) =>@=>1 @

e TaBTOJIOTMja. W Taa e €IHO IIPaBKJIO 3a M3BEAYBAKE€ 3aRIydOIDL, KOe Cce

BUKa XMHOTETWYeH CWIormsaM. JickasuaTa ¢opMysaa MOXKe Ha Ce 3armiiie
€O TIOMOIII Ha IIeMaBa

p=>qq=>r
p=>r . )

EBe efen npmMep 3a NpyMeHaTa Ha 0Ba IIPABIIO.

1. Axo 36upor Ha mmdpure Ha Gpojor 8 766 e meimB co 9, Toramr
6pojor 8 766 e memms co 9.

2. Axo 6pojor 8 766 e gesmB co 9, Toram 6pojot 8 766 e memms co 3.

3axaywox: Aro 36upor Ha muppuTre Ha 6pojor 8 766 e mermB co
9, Toranr 6pojor 8 766 e memB co 3.

OBa npasuio Moxe fa ce obomnTy u 33 nmoBeke mcxaszu:

P=>p,pP;1=>D,, - Pp =>¢
p=>gq ®)

OBa mpasuyio mma ocobeHo 3Hauere ITpyu JOKaXyBame Ha TeOpeMI.
Tara, gecTo Hye He MOXKeMe [MPEKTHO A3 HOKaXeMe JEKa € BUCTMHWTA
MMIUIMKAlHjaTa p => ¢, HO MOXeMe, Ha NPHUMep, fa YTBPIHMME [EKa Cé TOYHH
HMIUTHKAUMHTE P => p; p; => p; ¥ p, =>¢, BP3 OCHORa Ha (3) ja yTBpiyBa-
M€ BHCTHHHTOCTa HA p => gq.

Ha 3abenexnMe nexa ako, Bo ¢opmynarta (1) 3HAKOT => ce 3aMEHH cO

<=3, ce [o6HBa TAaBTOJIOTHja; TAa €, HCTO TaKa, MPaBMIO 3a u3BeyBame 3aKiHy-
YOIH. '

@ Ilpn pemaBamero Ha 3agmauaTta 12 ox MmHaTaTa JeKipija cy-
o TYPHO yTBpM AeKa M ucKasHata gopmysa

(p =>¢q => (g => -p) @)
e TaBToJoruja. VM Toa e emHo mpaBmMyIo 3a M3BEAYyBab€ 3aKIYyY0Ili, KOe ce

BYXa IPaBWiIo HA KoHTpamosymuja. Co IeMa ce IPeTCTABYBA Ha CIIEHMOB
Ha4yH; ’

p =>9
g =>1p (5)
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Ipumepu: a) AX0o BpHe JOXKJ, TOTAIl YJIMIIATa € MOKpA.

Baxaywox: Ako ymuiaTa He e MOKpa, TOTalll He BpHE HOXKK.

6) Axo ueTupmaromHuroT ABCD e mpaBOaroJHMK, TOTall
AB = CD.

3axayvwox: Aro AB # CD, roramr tIe'I'MpMari).r_rmzn&:o'r ABCD
He e IpaBoaToJHUK.

ITpu pemraBameTo Ha 3aflauaTa 12 CMIYpHO yTBpIpL AeKa MCKazHaTa

dopmyna (p => q) => (1p => g) He e TaBproaoruja. Criopen Toa, me-
MarTa

p =>4q
po=>1q
He € IPaBujIO 3a M3BEAYBakEe 3aKIy4dOIpL.
1. Oppepy xoy of cIeFHMBE 3aKJIy4OIlM Ce IIPAaBMIHO M3BEACHN:

a) Axo 6pojoT a 3aBpIIyBa CO HyJa, TOTall @ € AeJHB CO 5.

3axayuwox: Axo OpojoT a He 3aBpIIyBa CO HyJa, TOTalll a He e
AeJIMB co 5.

a) Ago 6pojoT a 3aBplIyBa CO HyJa, TOTAlll @ € JeJduB CO 5.

3axaywox: Aro GpojoT a He e JeymB CO 5, TOTAIll @ He 3aBp-
IIyBa Ha HyJa.

. IIpaBumaTa 3a u3BeXZyBame 3aKJIyIOLM: MOOYC HOHEHC, MOOYC Wo-
aene, Tudolleluten CUL0ZU3AM M TPasuaotlio Ha KOHWPARo3uyUja MMaaT
rojemMa MpMMeHa IPM CEeKOjAHEBHOTO KOMyHMImpame Mefy iyfero. 3a
4oBEeK KOJIITO yMee Ja TI'M MHNpyMeHyBa MNpasMyiaTa 3a 3aKIy4yBaibe,
OOMYHO ce Beym JeKa JIOTMYHO pacyAyBa.

OBme IpaBMJIa MMaaT rojieMa IIpMMeHa M BO MaTeMaTukaTa, ocobeHo
IpHM JOKaxXyBameTo Ha Teopemy. Co HMBHATa HelocpefHa IIPMMEHa IIO-
BeKe Ke ce cpeTHemr noHaramy. :

u Bexon

Op;pe)m KOM OJ CJeJHMBE 3aKJIyHOLM Ce MNPaBUJIHO M3BEAEHM I Bp3 OCHOBa Ha
KO€ IIpaBuJO.

2. 1. Axo 6pojoT a e mapes, Torami @ € AeJAB. CO 2.
2. Bpojor a e mapeH.

3axayvox: BpojoT a e aenus co 2.

3. 1. Axo 6pojoT a e mapeH, Toram 6pojoT a e gemB co 2.
2. Bpojor a He e qemus co 2.

Saxaywox: BpojoT ¢ He e mapen 6poj.
4. 1. AKo x = b, Toramx x2 = 25.
2.x # 5.

Baxayvox: x2 #* 25,
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5. 1. ARox = 7, Toram x? = 49. -
2. x2# 49,

3axaywor: x # 7.

6. 1. Axo 6pojoT a e nenuB co 8, Toram a e KeJUB CO 4. -
2. Axo 6pojoT a e memuB co 4, TOTAalI ¢ e ZeiME co 2.

3axayqox: Axo 6pojoT a e mesuB co 8, TOrall g e Iexus co 2.

7. Aro wetupuaronsugor ABCD e AEeJITOMA, TOTAIl HEroBMTe IMjaroHATH ce
32eMHO HODMAaJIHM

3axay4ok: AKO BO 9ETHPHATOJIHMKOT ABCD IHjarOHAJHTE HE CE 3a€MHO HOPMANHH,
TOrall TOj HE € NEeNTONN.

8. Ago wermpuarommrkor ABCD e AEJTOUE, TOTALI HErOBMTE AMjaroHaJui ce 3aeMHO
HOPMAaJIHM

3axayyox: AKO YeTHpHaronHukor ABCD He e ReNTOMJ], TOTAlll HETOBUTE [HjarOHANH
. HE C€ 33EMHO HOPMAJTHH.

9. | Hoxaxu ja Teopemara:
a) ,,Harpceure aram ce emHaxeun™.
6) ,.JujaronamnTe Ha MPaBOArONHMKOT Ce eHAKBY mefy cebe“.

II.S%,III/IPEKTHM METOINM HA IOKAXYBAWE

Meton co manpenysame (WM CHHTETIIEH MeTOxX). HJa ce gokazxe
@D efHa TeOpeMa 3HaYM Ja Ce YCTAHOBYM TOYHOCTA HA HEj3VMEMOT
3aKIy¥oK CO IIOMOLI Ha JIOTMYKM PacyAyBaka, IIPM IINTO Ce KOPHCTAT;
IIPETIIOCTABKNUTE Ha TeopeMara, AeMHMIDM, APYTH TBpAEHA uMja TOYHOCT
IPETXOQHO € yCTAaHOBEHA M NpaBMJIaTa 33 U3BeAyBame 3akuydomm. ([Ipn-
70, 0Ce0HO e BaXKHO IPETIIoCTaBKaTa Aa 6ye BUCTMHMT MCKas3.)
Co nmoxasm Ha Teopemy cu ce cpeKasaiy u zocera. 3a Aa ce moTceTmMe
Ha Toa, Ke ro mpociefume IOKa30T Ha eXHA €HOCTARHA TEOpEeMa ILITO TH e
IIO3HAaTa Of IIOPaHo. '

IIpimep 1. Axo wetupuazoanuxoli ABCD e pomb, Wozaw Hezosuilie du-
jazonaau ce 3aeMHO HOPMAAHU.

3Haun, .

Hazeso e (p): ,,Yemupuazoanuxows ABCD e poab6“ (upr. 1)

Tpeba gma ce moraxke (g): »Adujazonaauiie na ABC Ce 3AeEMHO HOp-
MaaAHu”. 4

Ke Tpraeme of mpermocraBRaTa

D c p. Kopuerejkn ro u upr. 1, moxeme

Aa pacynyBaMe Ha CJIEJHMOB HauWH:

L1. ,,ARKO eleH 4eTUPMAroJHMK e

& pomM0, Toram TOj e mapasenorpam‘
(crropez medbumanrjaTa Ha pomo).

2. ,Yerypuaromamror ABCD e

A B pom6” (p)
Jaxayuox: » 1 eTUPHUATOTHMKOT
Ipr. 1 ABCD e napaxesorpam® (ry.
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II.1. ,AKO elleH YeTMPMATOJHMK € IIapajeiorpaM, TOTAlll HeTOBMTe mija-

TOHAJIM 3aeMHO ce IIPelloJIOByBaaT" (Toa € IIOpaHo AOKarKaHa Teope-
Ma).

2. ,,YeTMpMaroJHiMKOT ABCD e mapaJenorpamM® (crioper 7,).

3axayvwox: Hujarosaymre Ha pombor ABCD 3aeMHO ce npeno.nosy—
Baar (co ToukaTa %, T.e. ,AS = CS uBS = DS« (r 2

Imm.1. ,,Axo coo;:Be'nm're CTPaHyM Ha J(Ba TPMAroJHNMKA Ce eAHAKBM, TOTall
e ce cRIamau’ (Toa e mpusHakor CCC).
,Coomseraure crpam Ha A ASD u ACSD ce egHaksu‘
(cnopen v, u SD — 3aem0MiKa) (1))
3axaywok: ,ANASD = ACSD” (rs;)

IV.1. ,,AKo0 zmBa TpMaTOIHMKA CE€ CKJIAAHM, TOTAIll COOABETHMUTE arili MM ce
egHaKBN' (cropen medMHMIDIjaTa 3a CKIATHOCT).

2. ,AASD = A . CSD* (cropen 1; . ~
3a7c./zyu01c ,,CoonBeTHnTe arsmM UM ce €QHAKBNM  (Na, CIELM]asHO, ¢,
—tf,z)- (7'4)

V.1. ,,AK0 [iBa HamopefqHy ariM Ce eNHAKBM, TOralll THe Ce HpaBy arim
(Toa e mopaHO AOKaXKaHa TeopeMa). -
2. ,,Hamopenmure armu ¥, u ¢, ce eqHakBu'‘ (Cropen 7, ¥ IPT. 1).
3akayuwox: ,, ¢, ¥ ¥, ce mpaeu arma® (vs)
Toa 3Haum geka: AS L SD, r.e. mujaroHamste AC u BD ce 3aeMHO
HOpPMAJIHM (& TOA € 3aKJIYYOKOT q).

Op pacynyBsamarta [-V (B0 KoM TO KOpMCTEBME NPaBUIOTO MOILYC IIO-
HeHC), ce xobmuBa cienHaBa HM33a MMILIMKAIIA:

P =>Ty, Ty =2>Ty T =273 ‘]'3=>"'4

. (1)

H =T 7'5=>q

(cure THE ce TouHM). Bp3 OCHOBa HA IPABMIIOTO WITO IO HApPEKOBME XMIIO-

TeTMHeH CMJIOTM3aM (BO NperxojHaTa JeKIyja), MOXKEeMe Aa 3aRIyduMe
JeKa e TOYHa M MMILIMEaIMjaTa

P =>4q.

Oxn TouHOCTa Ha p => q M P, CIOPeN IIPaBUJIOTO MOAYC IIOHEHC, 3aKTIy-
yyBaMme AeKa e TOYeH ¥ 3aKJIY4OKOT g.

Co Toa, Teopemara e JOKaXKaHa.

ITpu mokaKyBal-€TO Ha OBaa TeOpeMa TPTHaBMe Of IPeTIIoCTaBKaTa
,yetupuaromHukoT ABCD e pom6* M, HemocpexHO, IO HEKOJIKY de-
KOpH, CO IIOMOIII Ha Hmu3ara (1), ,,cTMrHaBMe 70 3aKIYyYUOKOT g.

3a moka3s 7o6mer Ha 0BCj HauwuH (,,0f IIPETIIOCTABEATa KOH 3aKJyd40-
KOT“) ce Bely [EKa € A0Ka3 CO HapeNyBame M CMHTeTWIeH METON Ha
IOKaXXyBame.
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1. Torazxu ja Teopemara:

»AKO sucunailia u Wercuwnaila AUHUja, TOoBAeYeHU 00 edHO
Weme Ha WPUALOAHUKOW Ce cosfaiaalli, Wozaus WPUALOAHU~
KOl e pamMHOKpax™.

3aberemxra. Bo mpakTuKa, ZOKa30T Ha exHa TEOpeMa Ce 3aIaIyBa
[IOKPATKO, 3allITO OARENHN YEeKOpH ,ce moxpasbupaar”.

, 6 Merox co Bpakame (uim aBaamTHdeH meron). Teopemure Moxe
D i@ cé NOKaXyBaaT M Ha APYT Ha4YMH — CO TPrHyBame OX 3a-
Kay4okoT. Toa ke ro maycrpupame co efen apuMmep.

Ipmmep 2. | Axo eden Wipatie3 e pamnoxpax, Wozaws oujazonaauiie Ha
Woj Wpaies ce ednarxsu.

Hazneno e (p): ,,Tpasezow ABCD e pamroxpax (upr. 2).
Tpeba na ce poxaxe (g) : ,Jujazonasutiie AC u BD ce ednaxeu:

AC = BD”.

Ke rpreeme, cera, og 3aKIy90-
KOT g, a Ke ce ogHecyBame Rago Teo-
beMaTa fa e AOKaxXaHa (3HAYM, KAKO
Aa e ycTaHOBeHa BMUCTMHMTOCTA Ha
3aRJIY4HOKOT q) u Ke ru mcrmrysame
(T.e Ke Bpumme ,,amanusa“)Ha omye
TOYHM TBPAEHA, IUTO IIPETCTABYBAAT
AOBOJHH yCJHOBM 3a ¢. O HMB ro
u3bupame , HajcoomeBeTHOTO M 3a
HEr0 ja NOBTOpYyBaME TrOpHAaTa IoO-
cranka. Ilocrankara ja mpomomxy-
BaMe cé JozeKa He ,,CTHrHeMe b (o}
NIpeTHoCcTaBKaTa p.

3Hauy, HeKa € TOYEH 3aKJIYYOKOT, T.e.
g: AC = BD.
Bapame gosonen ycnos s;, 3a g; enen TakoB ycnos e
§; A ABC = A BAD

(AC u BD Ke 6unar emHakeym Kago COOZBETHN CTPaHM NPU Taa CRIIALHOCT).
3a pa 6une HCIOMHETO 5;, IOBOJHO € fa GHIe HCIOMHETO

s,: AD = BC,
a 3a 5, IOBOJIHO € p: TPANe30T fa € paMHOKpaK.
Taka, ja noGuBMe HM3aTa MMILIMRAIYDL:
$4 2>, 82 =>81, P => 8,
i, ,,JIpeypeneHa‘: .
P =>8,58,=>s,5, =>q. 2)
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Bp3 OCHOBa Ha NPaBMJIATA XMIIOTETWIEH CMIIOIU3aM M MOXYC IIOHEHC, MO-
aceme 0a cMmemame Oexa TeopeMara e JoKaxKaHa.

Oxn oBOj mpuMep 3aKIydyBaMe JeKa HEKOM TeopeMy MOmeMe Ja i
IOKa¥XKeMe CO HEeIlOCPeNHO KOpUCTeHe Ha IIPETIIOCTABKMTE, HO CETA TPIHY-
BajKM O 3aKJYYOKOT. 3aToa BaKBHOT [OKa3 ce BHKAa MOKa3 €O Bpakame
(O 3aKJIyYOKOT KOH IIPETIIOCTABKATA) MM AHAJIUTHYEH METOJ Ha JOKaXKy-
Bame.

2. Co noMOIN HA aHAMUTMYKMOT METOX, JOKaXKM ja TeopeMaTa of Ipu-
mepor 1.

Enen doxas co #Hanpedysarse  (Of IIPETIICCTABKATA KOH 3aKJIY4OKOT)
MoOXKe IIIeMaTCKM Zia ce IIPeTCTaBy BakKa:

P=E>Tyr, =>T, ..., 1, =>G,
a dokas co 6pa76arbe (OJJ; 3aKJIIY4YOKOT KOH ITPETIIOCTaBKaTa):
q <= Sy 83 <= 89, --+ sn<=py

IIpH INTO P € YCJIOBOT, & ¢ € 3aKJY4OKOT Ha TeOpeMara.

W enmyoT m EPYrMOT METOX Ce OJJMKyBaaT CO TOa LITO Ce€ CIPOBeny-
BaaT cO AMPEeKTHO KOpMUCTeHe Ha HPETIOCTaBKUTE, I1a IIOpajy Toa Tue ce
BMKAaT AMPEKTHM METOAM Ha JTOKaXKyBaibe.

bgBemﬁn

3. IIro 3Hayy Toa ,5a Ce ZOKaxe efHA Teopema'*?
4. 3a Ko0j Zoka3 ce BeIM Jexa e:
a) co HampenyBame?
6) co Bpakame?
B) AMpPEKTeH?
5. Joraxwu ja coO CMHTETHIHMOT METOJ, TeopeMaTa:
,,36MpOT HA BHATPELTHMTE arif BO TPMATONHMKOT € 180°
6. Jlogaxy ja CO aHAJMTIIHMOT METOJ TeopeMara:
,,Bo mapasesiorpam IujaroHayMTe 3a€MHO Ce IPEMNOJNOBYBaaT".

II.G??/IH,IH/IPEKTHI/I METOIN HA JOKAXKYBAIGE

@ Enxen apyr, MHOTY 4eCcTO IIpMMeHYBaH M IIIONEH HAaYMH Ha JO-

D KaxyBame TEOpEMM € T.H. MeTOX Ha MHAUPEKTHO JOKaXKyBame.

Toj ce cocTon BO cleXHOBO: HaMeCTO fAa Ce NOKaXKyBa JafleHaTa TeopeMa,

D => g, ce yCTaHOBYBa BUCTMHMTOCTA Ha HEKOja APyTra MMILIMKAUMja, €KBH-

BaJIeHTHA CO JaJleéHaTa; Ha TO) Ha4MH Ce 3aKJy4dyBa 3a TO4HOCTA Ha MMILIN-

Kanujata p => g Ha IIOCPE[ICH, MHIMPECKTECH HAa4YHH, T.C. RaficHaTa TeopeMa ce

[OKaXyBa ,,MHIMPEKTHO”. 3aToa TMe ce HapedeHM MHAMPEKTHH KOKa3M, T.€.
Ha4MHOT Ha AOKAXKyBakbe — UHJIMPEKTEH METOX.
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WsmuperTHNTE NOKAa3M JIOTMYKM ce GasupaaT Ha CJeqHMBe IPaBUJIA
Ha 3aKJIy4yBalbe, T.e. Ha TAaBTOJOIMM OF CJICHNHMOB BUI: '

(A) (p => g <=>(1q =>7p) (xoHTparno3MIMja)
®B) (p => g <=> (p A 1q =>"p) (ROHTPaWKIja)
B) (p => q <=> (p A ¢ => 71 A ") (KOHTPaIMKII]a)

CymrmvHaTa Ha MHAMPEKTHMOT JOKa3 HA TeopeMu p => ¢ IpK Koj ce
KOPMCTH IIPaBIJIOTO Ha KOHTpamo3uipja (A) ce cocToy BO CIERHOBO:

TprHyBaMe OX Heraimjata g Ha 3aKJIyHOKOT (; aKO ycreeMe naa
,,CTUTHeMe" 1o 1P, T.e. aKO OKaxeMe JleKa € TOYHO TBPJAEHETO
g => 7p, Toram cMeTaMe JieKa CMe ja oKaxalie TeopeMarta p => q,
3alTO TBpAcHATa P => q M 1 =2>1D Ce €KBMBAJEHTHNA.

Cexro]j zoKaz of 0BOj BMJA Ce BMKa M0OKa3 OX COPOTHBHOTO.

3a mnyctpainja, Ke pasraename eme mpuMep.

Hpmuep 1. Ta ja mokazkeMe TeOpeMaTa:

»»AKO ©ellupuazoanuKotll e Gapanenozpar, @ozaul cumelipasuiie Ha
ipusenaliutlie azau Ha ucWia clipana 00 WOoj “elUPUAZOAHUK Ce
cewali o0 4pas az04’.

D o
M
Y 3a JOoKaxyBammeTo Ha Teope-
<h /1 MaTa l'ie ce IOTIIOMAaraMe co IprT. 1,
A B Ha KOj € IIpeTcTaBeH IapaJjeyiorpaMm
ABCD wu cumerpammte AM u BM Ha
Upr. 1 armmTe o ¥ 3 COOABETHO.

Iageno e (p): Yetiupuazoanuxeti ABCD e AAPANENOIPAM.
Tpeba ma ce pmokazxke (q): Cuselliparutlie AM u BM na azauiie o u B3

ce cewaill W00 @pag azon, W.e. <M = ¢= 90°

Ja IpeTriocTaByuMe XEKa € TOYHO:
(7q): ¢ #* 90°.

3Haeme zgexa 30mpor Ha armmre Bo koj Omsto Tpuarosmmk e 180° (mo-
pPaHo AOKazxKaHA TeopeMa); 3aToa, '

¢, B = 180°
2+2+y 180°,

=}

Ia [opaay g, TOYHO e:

‘ . é o
(): 5+ 5 + 90°,

Ox (t;) cnenysa feka € TOYHO

(t): a + B # 180°.
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Armrre o ¥ 3 ce CIIDOTMBHM aIyIM HAa TpaHCBep3anaTa AB of mpasure
AD u BC, na wopanu (t,), no6HBaMe fieKa € TOYHO

t,): AD ¥ BC, .
a of (t;) ¥ medMHMIMjaTa Ha [IapayIeIoTpaM CleAyBa JeKa € TOYHO
( *p): Yemupuazoanuxomwi ABCD wue e Aaparenospam.

Criopen mpaBMJIIOTO 3a TPaH3UTMBHOCT Ha MMILIMKaIpIjaTa (T.e. X¥IIo-
TETHIHMOT CIJIOTM3aM) 3aKJIydyBaMe ReKa e TOYHA MMILIMKAaLpjaTa

nq => 1p,
a CHopex IIPaBMJIOTO Ha KOHTPAIIO3MIpMja — AeKa € TOYHA p => q.
Co Toa TeopeMara e moxazKaHa.

1. Co momolmr Ha foKa3 of CIIPOTMBHOTC, MOKAaXM ja TeopeMaTa:
WHujazonasume 8o deamoudom ce 3aemro HOpMAARU”.

Apyr BuA MEAVDEKTHM HOKA3M ce T.H. JOKA3M CO AOBeLyBame X0 mpo-
THBPEYROCT (WM JOBeAyBame O arcypx). HMBHMTe JOrMYKM OCHOBM
JIeKaT BO TaBronormmre (B) u (B), RommuTo Bo cefe copp®aT HeKOj el
WITO IIpeTcTaByBa KOHTPazuMKIMja (Ha IIpuMep, Bo (B) ro mMaMe XejoT
T A 77 — TO] € MAEHTWIKNM HEBMCTMHUTA (OpMyJa, T.e. IIPOTHBPEYHOCT), IIa
OTTaMy M MMETO Ha OBMe JOKa3M.

Cyurrmnara Ha JorasuTe co HOBeNyBame IO IIPOTUBPEYHOCT € BO
CJIETHOBO:

Axo o7 HerampjaTa Ha 3aKIYYOROT (T.e. Of 19) ¥ OF yCIIOBOT (T.e. OX

D) Ha TeopeMaTa ciemyBa

a) Tp (T.e. Herammjata Ha YCJIOBOT P) MM

0) HeKOj HEeBMCTMHMT MCKa3 (MCKa3 ILTO IPOTHMBpEYN HAa HEKOoja ak-

CHMOMAa WJIM TeopeMa),
Toramr co Toa € AOKaxaHa TeopeMaTta, 3amTo Bo ofara ciayuaja ce moafa
AO 3aKJIy9OKOT A€KA: ,,He € BYCTHHA leKa ¢ He € TOYHO*, Of LITO CJeayBa
AeKa MCEKA30T ¢ e TOYeH.

Ipumep 2. Ja ja goxaxeme TeopeMara:

»AXo tpasutlie a, b, ¢, sexcalli BO ucwia pamnuna Gpu wiko a | b u
C ja ceve a, Woraws C ja ceue u dpasaiia b*.

3Hauy, najieHo e:
c »a | bucka“ pekas p);
Tpeba ja ce qokaxe:
¢ A b (ckas q).

Heka M e mpeceunaTa Toura Ha
~ ¢ u a (upr. 2). Ja npernocraBume
N b AeKa € TOYHA Heraipfjara Ha MCKa30T
~ g, e g ,c || b Ox p u g cae-
N AyBa neKa e TO4eH ¥ucKasor 1 ,,Hus
\\ Toukara M 1mTOo He NexERM Ha HajzeHa
npaBa b MuHyBaaT ABe mpaBK a M C,

Tpr. 2 napaJjensy Ha b
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Ozn npyra ctpaHa, Hve 3HaeMe A€Ka e TOYEH MCKAZOT: »H¥3 Kanema
TOYKa (M) mITO He JexXM Ha XafieHa mpasa (®) mEyBa emHa u caMo exua
1[paBa, IapajenHa Ha AafieHaTa (Toa e MO3HATATa aKCHMOMA 33 NAPAJIENIHN
NpaBy) IITO e HeralMja Ha MCKa30T 7.

SHaw, of TOYHOCTa Ha HCKA3oT p A 7q ja mobmBame TouHOCTa Ha
MCKa3oT r A 7. Crnopey TaBTosorujaTa (B), TO49eH e 3aKJAYYOKOT q Ha Jxa-
JeHaTa TeopeMa.

2. Co posegysame 5o IIPOTHBPETHOCT, NOKAXM ja TeopeMara:

»AKO @, b, ¢ ce Tpu mpaBu of emma pammmia IT, mpu mro a || b
ubllec roramua | c”

6.:Bex6n

3. Kou norasy ce MHIAP eKTEN ?

4. Koja e cymrrumaTa Ha:
a) AOKa30T O CIPOTMBHOTO?
6) XoKasoT co ZoBeiyBame KO IpoTUBpPeYHOCT?

5. Co mEmpexrTen Merox, KOKAZM ja Teopemara:

»CeKoja Toura ox cumerpamata ma €fHA OTCeYKa € eXNHAKBO OfAJIedeHa Of
KpajHMTe TOYKM Ha OTCeyKara‘’.

o

6. | Bo AABC ma upr. 3 Tougata M e cpe-
AvHa Ha crpaHata AC u MN || AB, MP
I BC. Hokasxu nexa N e cpemyma ma BC
(r.e. BN°= NC u nexa P e cpemma ma
AB (re. AP = FB).

Ipr. 3

7. | a) o e cpexna mymuja Ha TPUATOJIHMK?
6) HMoxamu jmera cpenmara mmmja MN Ha Tpuarommmxor ABC (upT. 3) e
l1apayeiiia co crpaHata AB M e egHakea co IONOBHMHATA On Taa CrpaHa, T.e.
MN | AB, MN = % AB.
® Mcxopuern ja 3agazara 6.

I1.7. 3ATAYM 3A AOKAXYBAKE TEOPEMU

3agaua 1. He ypw@m. 1, odcewkutme AN wu BM ce Wemcuwinu aunuy na
AABC (mi.e. AM = MC u BN = NC), a Wwouxaiia T e nusruoia ipecex.

Ha ce doxaxce dexa

AT =

- AN.

w| o
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Upr. 1 . Ipr. 2

Pemenme. JJa ja o3Ha4YmMMe CO P cpenyHaTa Ha OTCEdYKaTa AT, a co @
— cpemuuaTa Ha BT (UpT- 2) u aa ™ youume A MNT n A QPT.

Otceuxara MN e cpemua imeuja Ha A ABC, a-PQ e cpefHa JMEMja HA
AN ABT, ma

1 —
MN || AB u MN = 5-AB, a PQ |AB n PQ =5 AB.

DO

3uauyu, MN | PQ un MN = PQ. Ilotoa:,
<1 = 43 ommocHO L2 = <4,

KaKo HaW3MeHMIHM arjii Ha TpaHCBep3axara AN ommocHo BM ox mapa-
snemmure mpasy MN u PQ. Of Toa cienysa JieKa.

AMNT = AQPT
(cmoper ipusHagor ACA).

Oxn_cknagHoCTa Ha A MNT n A QPT cnemysa JiekKa PT = TN a 6u-
zejku AP = PT (1o ycioB), clleflyBa AeKa:

—_ — — —_ 2
AP = PT = TN, oguocHo AT =3’ AN.

3anaua 2. Ja ce mokaxe JexKa filexcuwiruiie Auruu Ha WPUAZLOAHU-
xoili ce cexaill 80 e0Ha WOYKA (HapeueHa TeXHMUITE HA TPUATOXHMEKOT).

Pemenne. HeKa TeXVIIIHATE JIMHWNA AN u BM on A ABC ce cedat BO
Tourkara T, a Aa IperIocTaBMMe, IIaK, N€Ka rexymmyre mmor AN u CL
ce ceuat Bo Todkara Ty (UPT. 3).

Ia rt™ youmMme, Cera,
A PRT, u ALNT,, Kage mto P
e cpemuHa Ha oTceuraTta AT, a
R e cpemma Ha CT;. Kako BO
3agjagata 1, JlecHo Ke 3arimy-
qMe JeKa:

« APRT, = ALNT,,

on kaje mro Ke nobueme:

2. AN
3

AT, =
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—_— 2 ___ :

AKO ro cniopefmMe 0BOj pe3yJarar co pesyirator AT = 3" N (ox 3amagarta
1), ke nobueme neka AT = AT1. Ho, 6ugejku T u Ty ce TOYKM OF TeXRMIII-
Hara JmEMja AN, cienyBa neka paBeHcTBOTO AT = AT, e MOXKHO caMo
ako T = T,.

Co Toa pmokaxkaBMe JeKa TeXMIIHMTE JOHMM BO (KOj 6510) Tpmaros-
HMK Ce CceYyaT BO €HAa TO4YKa, IITO € OfjajiedeHa O CeKoe TeMe 3a JABe
TPeTUHKN OZ AOJ/DKMHATA HA COOJBETHATA TEXMIIHA JIMHM]A.

20AHUK ce cexalli 80 e0Ha, Woxxa (Taa e mMeHTAp HAa OUMIOAHATA KPYZKHMIA
OKOJIy TPMAaTOJHMKOT).

{ .
Q) MCKOPMCTM T'O CBO]JCTBOTO Ha CHMMETpAaJla Ha OTCEYKa.

3amava 3. Jla ce qoKaxe HeKa dpasuilie wilio ce oupedenerHu cO 8u-
cunuiile Ha Wpuazoanukoll ce cexaill 80 edna ucilia WouKa, HapedeHa
OpTOIEHTap.

Pemenwe. Hu3 Temmara A, B 1 C na AABC ce mOBJeYeHM IIpaBy,
INTO Ce NapaJIeTHM Ha CIPOTMBHMTE CTPaHM; Tie Io o0pasyBaaT IIOMOII-
miot AA,;B,C; (upt. 4). ’ '

Hda ro pasrnemame AA,BC u
AABC. Aro mpaBata BC ja zememe
Kako TpaHCBep3aja Ha IapaJjei-
Hure npasun AB u A,B,, Toram B, =
B Kaxo Hau3MEHMYHM arJM; MCTO
Taka, akKo ucrara npasa BC ja ze-
MeMe Kako TpaHCBep3ajia Ha Iapa-
JaenepuTe npaeu AC u A,C,, Toramu
Y, = Y Kako Hau3MeHu4dHy aram. Ilo-
pamu Toa wTo B = B,, Y = y; U WO-
pamu Toa 1mTO oTceukara BC mm e
3aefHMYKa CTpPaHa, CIOpeXN IpM3Ha-
xKor ACA, Ttpuarommmmre ABC n
Hpr. 4 A,BC ce crnmagam, Off Kaje ILUTO cie-

‘ IyBa mexka AB = CA,.

1. lokaxku neka cumeiliparuiie Ha cilipanuiie Kaj xoj 6uro Wpua- Z

AHAJIOTHO ce JOKaxyEa .M CKJIAFHOCTA Ha Tpuaromsmmre ABC un
AB,C, or gaze mTto nobusame nexka AB = CB;.

On AB | A;B; n AB = CA,, AB =CB, (v.e. oTceurata AB e IONOBMHA
o5 oTcedKaTta A;B;), sarmy4dyBame Aexa AB e cpepna smHuja Ha LA B,Cy.
3uauan, A, B u C ce cpemmun Ha crpauure B;C;, C,A; u A;B; na AA,;B,C,.

Cera, JecHO Cce 3aRJydyBa AeKa NPaBuTe LUTO Ce ONpeHesIeHM CO BM-
curmTe Ha AABC,BO 1MCTO BpeMe ce ¥ CyMeTpaidyX Ha CTPaHMTE Ha
AA;B,C,; Bupejkw, mak, oBMe IIOCJIEXHNMBE Ce CedaT BO efHA MCTA TOYKA,

cleyBa JeKa M IIPaBUTE OIIPENEJIEHM CO BUCHMHMTE Ha TPMATOJHMKOT Ce ce-
HaT BO €JHa HMcTa TO4YKa.

cexdw 80 eOna uciia WoxKa (Taa € MEeHTap HAa BINMIIAHATA KPyXHMIA Ha
TPHMATOJTHMKOT).

MCKOPMCTI/I ro CBOjCTBOTO Ha cuMeTpaJia Ha aroJ.

2. lokaxy peka cumelipasuiie wa aauide 80 WPUALOAHUKOW Ce E}
=
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Texuirrero, OpTOIEHTAPOT, LEHTAPOT Ha OIMNIAHATA M LEHTapoT Ha
BIDAIIIAHATA KPYRKHWIIA Ce BMEKAaaT (WeTupy) 3HAYajHM TOYKM Ha Tpua-

TOJIHMKOT.
3}. /I[oxaxn RieKa ILTOLITIHITE Pl u P, Ha 7Ba TpPMAaroJHMKA ILITO
MMAaaT eAHAKBM BMCHMHM CTOjaT BO MCT pa3Mep KaKO ¥ COONBETHMTE CTPaHM

G, M a,, T.e.
/ P,: P,=a,:

3apaua 4. Ha upli. 5, xpayuilie Ha LCSD ce apeceveru co dapanen-
Hullle Gpasu AB u CD. Ila ce dokaxce dexa:

S4 : SC = SB : SD.

Pemesmne: Ox npt. 5 Moxeme za
M3BJIEYEME HEKOM 3aKJIIyIOLM:

1° Tpuarommmmre ABC un ADB
¥MaaT 3aefHWYKa CTpaHa, a BHUCHU-
HMTE CIIyHITEHM Ha Taa CTpaHa MM ce
enHakBu (6buzejku AB || CD), ma cmo-
pen Toa Ke MMaaT M emHAKBM ILIOIII-
Ipr. 5 THHY, T.e. P, = P,

2° Tpuarommamre SAB u ACB MMaaT ucTa BUCHMHA (PacTOjaHMETO OF

B g0 mpasara mTo MuHEyBa HM3 S, A ¥ C), ¥ HMBHWTe IUIOIITVHM M COOX-
BeTHMTe cTpaHM Ke ja o6pasypaaT cirexsaBa mporopipija:

P,:P,=SA:AC. ¢Y)

3° Tpuaromamre SAB n ADB uMaar ucra BucKHa (PacTOjaHMeTO Of
A po mpaBata mTo MuHYBa HM3 S, B u D), na

P,: P; = SB : BD. )]
Bunejku P2 = P,;, oz (1) u (2), Beguaiu ciexysa:
SA : AC = SB : BD, ®3)

T.€. OTCEYRKMTE :_S_Z., }.TC, o—STE u Eb Ce IIPOIIOPIMMOHAJHIA.

Ox (3) Mmoxe ga ce zobue cremEaBa M3BefieHa IIPOIOpPLMja:
SA: (SA + ACQ) =SB : (SB + BD),
OIHOCHO: '
SA : SC = SB : SD. @)
4. Bo BpcKa co HpT. 5 (M ycaoBuTe Ha
3aga4ara 4), JOKaxM JleKa:
AB:CD =SA:SC
® Iloneuyt mpasBa AE, mapanemHa
co SD (upr. 6).

56



3amaua 5. Joxaxu Oexa, axo dse pasauumu @pasu oflicexysaaili Ha
Kpayulie Ha eder a0 GPOUOPYUUOHAAIHU OMlceury, Wozaws Wue Ipasu ce
dapaseanu mety cebe.

Ha npr. 7 kpaiure Ha S ce mpecedenn co npasute AB u CD u mpu-
Toa SC: SA = SD : SB.

Huz tourara C ce moBjJexysa IpaBa INTO e MapajiejlHA CO IpaBaTa
AB u mITo 10 cede APYIMOT Kpax BO ToukaTa Df, T.e. AB | CD.

Toram, cropes HpeTXOfHATA 3aKada, MMaMe:
SC:SA =8D’: :575,
OX Kafe LITO COrJIACHO CO NPETIIOCTABKATA, CIIEAYBa:
SD‘: SB = 5D : SB,
oxmocHo SDF = 3D u D = D;f smaum AB | CD.

- Itpr. 7 ‘ IIpr. 8

1 -
TBpaewara coppxamu BoO 3agaunte 4 1 5 ce mosHaTy Kako TaxecoBu
TeOPpeMH 3a IPONIOPLMOHAJIHM OTCEYKH .

. 9. Heka a, b, ¢ ce gamemm orceuxmn. Koncrpympaj orceyra x, TakBa
mwroa:b=c:xl L

6. Koncrpympaj oTceukax =ab , kage mroa u b ce AaleH OTCEYKMN.

Pe:a=b:x, e =1,

Bexomn

7. Koy 0f 3Ha4YajHMTe TOIKM HA TPHMATOJNEMKOT MOMKAT Jla JIeXKAT HAIBOP OX TPMAroJ-
HUROT?
8. CumerpamaTa Ha arQuIOT IIPM OCHOBATA Ha PaMHOKDAaK TPMATOJHMK € eZHAaKBa CO
ocHoBaTa. OZpemy Iy arybiTe Ha TPMATOIEMEOT.
9. MogRaxm Aexa TexMIIHaTA JUEMja Ha IIPABOATOJIEH TPMATOJIHNK, IIOBJEYeHa on
NPaBMOT aroJi € efHaKBa Ha IOJOBMEATA ox Hea.
10. JJoraz®M XeKa BUCHHATA HA PAMHOKPAKHMOT IIPABOATOJEH TPMAroJXHMK CIIyIITeHa
OX TEMETO Ha NPAaBMOT arojyl € ABAITaTH ITOMANA OX Hea.
11. Konerpynpaj ja orceugara:

a? _
Az =g Ox=g

(%7.9)
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12. Joamsu JeKa BO NapajeyorpaM CHOPOTMBHWTE aril, Iap [o Iap, ¢e eJ(HaKBu.

13. JlokasKu fleKa: aKO BO efleH IapajesiorpaM JABa COCERHM arjni ce eHaXBM, TOTAIII
cyTe HEroBM ariy ce IpaBu.

14. Joxaxu AeKa, aKO BO efeH IlapajesorpaM ABe COCENiM CTpami ce efHAKBM, TOTAI
CHTe HErOBM CTPaHM Ce efHAKBHU.

3AJAYM 3A IOBTOPYBAILE M YTBPAYBALE — II

1. Vicraxu ja AeduHMIILaTa Ha II0MMOT:
a) cumeTpaya Ha arol; 0) BICKMHA HA TPMAT OJIEIK.
Oxnpemy 1o Je@UMEMPATKIOT II0MM.

2. Vckamu efHA JOIMUKA IlOCkHeMIia Ha TBpAemero: ,,Ceoj mapaiesnorpaM, co eiHa
cBOja mjaroHaza e TOfiesieX Ha JBA CKJATHM TPMATOJHMKA .

3. Teopemarta: ,,Bo KBaZapoT mjaroHaJuTe ce cedaT BO e[[HA TOYKA M Ce IPEIoJIoBy-
BaaT" MCKaXM ja BO ycioBHA ¢dopma. Oxpem ja IPEeTHOCTABKATA U 3AKIy4OKOT Ha
TeopeMara.

4. Tagena e TeopemaTa: ,, AKO efieH I€TMPUATOIHMK € NPaBOATOIHMK, TOrali HeroBuTe

TMjaroHaM cé eHaRBH
a) VMckaxyu ja BO KaTeropuiHa Qopma.
6) dopmyimpaj ja TeopemaBa BO TepMIGIATE HA ,,IOBOJNEH yeaos®, ,moTpebe
ycaos*.
B) ®opMyimpaj ro 06paTHUOT MCKA3; AAIH T0j e Teopema?
r) Mamt noTpeSHMOT yenoBs e RosojeH? Jlaumt ZOBOJNHMOT YCIOB € norpeben?
5. JlameHa e Teopemara: ,JlujaroHajure Ha IIapajeIOrpaMOT 3AEMHO Ceé NPEIOIOBY-
BaaT".
a) Koja e IpeTrocTaBKaTa, a KOj 3aKIyI0KOT Ha TeopemaTa?
6) Mckaxu ja BO ycaoBHa pOpMa M CIOPemM IO OATOBOPOT OX a).
B) PopMyupaj ro 0GpaTHMOT UCKA3 U COriedaj AeKa TO] € TeopeMa.
r) dopmymipaj I IMpEKTHara ¥ obpaTHaTa TeopeMa 3aefHo, CO IIOMOLI Ha ,,aK0 M
caMo ako‘‘. ‘
1) dopMympaj I ZupeKTHarta ¥ ofpaTHaTa TeopeMa 3aefHO, CO IOMONI HA ,,0-
TpebeH ¥ JoBOMEH yCHOB.

6. Mcrurte Gapama ox 3agada 5 3a [Inraroposara Teopema: , KBazparoT Ha XuIOTEHY-
3aTa Kaj MPaBOArojieH TPMATOJHMK € effHAKOB CO 30MpOT Off KBafpaTuTe Ha KaTeTH-

@

‘re’,

7. * ExHa ucra TeopeMa Moxe ga Guze TeopeMa-CBOjCTBO 3a €fIeH II0VM, a TeopeMa-
IPU3HAK 32 APYT IOMM.
Kaksa e TeopeMara Of 3afadaTa 4 3a IOMMOT: a) IPABOATONHMK, 6) eTHAKBOCT Ha
IMjaroHa;Iy Ha IeTMPUATOJHMKOT?

[+ ]

. * Hapeqy1 mpyuMep Ha Teopemyt: a) — cBOjCcTBaA; 0) — NpM3HAIM; T} — KapakTepu-
CTITIHM CBOjCTBA.
VTBpMM KOM OZ CIeAHMBE 3aKNydoIpl € MPABMJIHO MSBEACH X BP3 OCHOBa Ha Koe€
mpasuio (9 — 17).
9. 1. Aro yermpuaronaukor ABCD e IpaBOaroJHMK, TOraml HETOBMTE IvjaroHanmu
ce egHaxBy Mefy cebe.
2. YerupuarommkoT ABCD He e IpaBOaroJHUK..
3axaywox: JujaroHanure BO detumpuaromsuxor ABCD He ce efHaxen mefy
cebe.

10. 1. AKo CTpaHaTa Ha efleH KBaJpaT € 8 cm, TOralll HeroeaTta IUIOIITHHA € 64 cm?2.

2. TlxourmiEaTa Ha KBazpaToT He e 64 cm?
Baxayuwox: CTpaHaTa Ha KBagpaToT He € 8 cm.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17,

18.

19.

20.

21.
22.

1. AKO eleH MHOTYAroJHMK e HeTaroHuK, Torau 10j uMa 5 IjaroHasm.
9. MHOTYaroJHMKOT € HeTaroJK.

3axaywox: MHOryaroJIHMKOT MMa 5 nujaroHaIm.

1. Axo 6pojor a 3aBpuiysa Co 5, Toraml a € AeMMB Co 5.
2. Bpojor a e gesms co 5.
Baxaywox: Bpojor a 3aBpmiyBa co 5.

1. Axo 6pojor a 3aBpmiyBa €O 5, TOraul TOj € AeJmMB cO .
2. Bpojor a He € ZeB €0 5.
Baxaywox: Bpojor a He 3aBpumIyBa €O I.

1. Ao Bo AABC y = 90°, toram c? = a? + b%
2. ¢c2# g2+ b2 -

. Baxayuox: Bo AABC v # 90°
1. Axo Bo AABC i( # 90°, Toram c¢2

2. Bo AABC y * 90°
3axayuox: ¢2# a? + b

a? + b2

Axo uetupuaronsEmror ABCD e KBafpar, TOrall HeroBuTe ZMjarOHaJM Ce 3aeMHO
HOPMAJIHIA.

3axayuox: AXKO BO UYeTHPHUATOJHMKOT ABCD pujaromammuTe HE Ce€ HOPMAJHy Mery
ceBe, Toramr TOj He e KBajgpar.

1. Axo 27 | @, Toram 9 | a.
2. Ako 9| a, Toram 3 | a.
Baxaywox: Axo 27 | a, Toram 3 | a.

Co mOMOIII Ha AMpEeKTeH MeToX, AOKAaXM ja Teopemara: ,Bo mapajerorpam crpo-
TUBHMTE CTpaHy, ap II0 Tap ce egHaKBH .

Jokaxu ja Teopemara:

a) ,,Bo mapanexorpaM [AjarOHAJTMTE 32€MHO Ce IPENOI0BYBaaT".

6) ,,CpenHaTa JofHMja Kaj TPare30T e TMapaJesiHa CO OCHOBMTE ¥ €IHAKBa CO. HMB-
HMOT IOJTy30Mp*’.

KaKOB MeTOJ Ha AOKaxyBame ynoTpebu?

Co IIOMOII Ha MEHIMPEKTEH METOJ, HOKAXKM ja TeopeMaTa:

,,ARKO Tpame30T e DaMHOKpAaK, TOTAalll arJuTe Py OCHOBATA Ce eAHAKBM mefy
cebe'’.

Bo KOj TPMATOIHMK CHUTe 3HA4ajHyu TOYKH Ce cosrniafaar?

3a AABC ce 3Hae gexa o = 70° u 8 = 50°. Hajam 1 arjorre mery:
a) CyMeTpasuTe Ha arjure Ha ANABC.
6) BUCHHMTE Ha TO] TPUATOTHHK.

C oo 23. Joxaxy nexa TeXMIIHATA JIMHM)a Ha IIpa-
BOAroJieH TPMaroJIHMK, IOBJe4YeHa of Te-
MeTO Ha NpPaBMOT arod, ro Aeiny Toj Tpua-
rOJIHMK Ha IBa PaMHOKPaKM TPMATOJEVLIA.

24. Ha nuprt. 1, AABC e npasoaroseH, a CD e
HEroBa BMCHMHA. JIOKaxkM JeKa:

= ¢p, b? = cq, h? = pq
(Esraudosu fieopenmu).
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TNABA I . NPNPOOHU
N UENN BPOEBU

Bo npsata rnasa, Mefy Apyroto, ce NOTCeTM Ha HEKOM CBOjCcTBA
BO BpCKa CO NMPUPOARHNTE, LieNInTe U MOoONLuTO, 3a payuoHanH1Te 6poe-
Bu. OBfe Ke Hanpasume KDATOK MPErfief] Ha OHa LUTO CH rO U3ywyBan
nopaHo 3a osue 6poeBy, a Ke N3BpLUMME W OBPEfdeHN NpompyBara u
AOMO/HYBarba, KOMLUTO Ce MHOTY BaXKHW 3@ HaTaMOLIHOTO W3yvyBare
Ha MaremarTnkara v HejaunHaTa npuUMeHa BO NMpaKkTuKara.

II.1. ITIPMPOIHM BPOEBU. COEUMPALE ¥ MHOXEILE

@ IIpupomre 6poeByu HacraHaje Of MOTpebuTe Ha HOBEKOT 3a
\ ] -

Opoewe. Co npupogen 6poj ce ucraxysa pe3yaraToT ox Opoe-
HETO Ha eJIeMEeHTUTE Ha JaZeH0 HElPa3HO KOHEYHO MHOIKECTEO.

ITpupomiure GpoeBu ce: 1, 2, 3, 4,... MHOXeCTBOTO Ha TIPUPOJHA- .
Te 6poeBu ro o3HauyBame co N; 3Hauwy,

N=1{1,23,4,..)

Cekoj npuponen 6poj uma caexbenuk. Taka, ciexbenmk Ha 6pojor 1
e Opojor 2, crenberyk Ha 2 e 6pojor 3 urH. Co Toa, npupoguuTe GpOEeBI:
Ce NogpenyBaar I10 ToJIeMIfHA:

1<2<3 <4< ...

Bpojor 1 e majmammor npuponen 6poj, a Hajrojem pypoznex 6poj ke mo-
crou (6mpejKn: KoMKy u ronem mpMpomeH 6poj ma ce 3amMucsi, HEroBMOT
cnenbenmk Ke 6uzne morosem og Hero).

1. Jamn cexoj mpupomer 6poj e crembenMr Ha HEKO] TIpMPOJEH
6poj? ’
IIpupomante 6poeBM ce IpETCTAByBaaT reOMETPUCKMA Ha CIIQXHUOB

HauyH. Ce n30upa mpasa p u Ha Hea jBe TOuKM: () (ITO4eTHa TOYKA) U A,
KaKo Ha 1prT. 1.

O A B C D M.
oo :
P 1 2 3 4 m
Iprt. 1
Otceyxara OA ce 3eMa 3a eQunuuHa Mepa 4 ce HaHeCyBa XECHO O
To4KaTa A; Taga ce pob6uBaar TourmTe B, C, D, ... wrn. TouygaTa A ce

3emMa 3a camra Ha Opojor 1, Toukata B — Ha 6pojor 2, Tourata C — ma 3
uTH. IIpogonxysajkn Taka, MoxeMe na 3aMuciIAMe IeKa KOj GO0 IpHUpO-
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nen Gpoj m ke mMa 3a cBoja covKa ompefesena Touka M Ha Ipasara p.
SammryBame:
A1), B(2), C3), D@, . . ., M(m),

U BeyMMe fleka M e camra ma mpupogauor 6poj m, a 6pojot m — KoOp-
AuHATA Ha TO4Karta M. *

Ha upr. 1 npasara p e Haco4eHa ox Tougara O KOH ToYkaTta A; 6u-
mejku Ha Hea ce mpeTcraBeHy 6poeBM, Taa ce BuKa GpojHA OCKa MM KOOp-
IMHATHA IpaBa.

Touxara O (uprT. 2) ce 3ema 3a cauxa Ha Gpojor 0 (myna). BpojoT 0
He I'o CMeTaMe 3a IIPUPOoAeH Opoj. :

) : L *
2 m n p
uprT. 2

—

0] A

+

0 1

MHOXeCTBOTO YUK €JIEMEHTM Ce CHUTe npupoxun O6poesu u Gpojot
HyJa, o o3HavyBame co Ny; 3naum, N, = {0, 1, 2, 3,...}.

Kora ce paboru 3a reomerpucko mpercraBysame Ha NIPUPOTHNUTE
6poeBwn, "ecTo ce Besy, Ha nupumep, ,,rodxkara 3, , royrara 12%, , rouxara
m* uTH. HamecTo ,,6pojor 3“, ,,6pojor 12, »0POjoT M UTH. coopxBeTHO.

Bo Taa cvucaa, 6pojor m e moman on GpojoT n aKO M caMO aKO TOY-
KaTam € JeBo ox TouKara n (UPT. 2); ce o3HauyBa: m < n. 3a 6pojor n,
IIaK, KOJIITO € JeCHO OX M, Ce BeJIM /ieKa e IOroJeM OX m; ce O3Ha4yBa
n>m.

Ha 6pojuara ocka GpojoT Hysia ce Haofa JIeBO Of CEeKO] IpHpOmeH
6poj u 3atoa ce 3ema 6pojoT Hysma ma e moman oxn xoj 6mmo mpuponen
6poj, Te. 0 < 1, 0 < 2 nuTH.

2. Oppeny Ha mITO e egHAKBO: ,
a) (0 < 4); 6) t (12 > 18); B)T(1<0 V 2 > ().
Bo mpsaTa riaBa ce IOTCeTMBME ¥ Ha penaipjaTa <; TaRa, m < pn
O3HAYyBa: m <n V m = n.
3. IlTo o3HauyBa n = m?
4. Kou ox crnemiume uckrasm ce BMeTHITH:
a) 5=<8; 6) 3=3; B) 1 (10 <7); r) 1(15 = 20)?
@ Ja ce morcerme Ha cobupameTo M MHOKEmETO Ha TIIPMPOTHN
o OpoeBn.

Hobpo ™ € IIO3HATO meka 36upoT Ha Kom 6uio aBa npuponau 6poja
€ npuponer 6poj 1 neka 3za xou 6uso a, b, c € N Wounu ce caednuse dse
pasenctusa:

(D) a+ b = b + a (xoMyTaTBeH 3aKOH 3a cobupamsero),
(@M @+b)+ c=a+ b+ c) (acommjaTusen 3aKOH).
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IIpBOTO PaBEHCTBO O3HA4YyBa HEKa 36upOoT He ce MEHyBa ako cobupo-
IpTe M M pa3MeHaT Mecrarta. Ha mpmmep:

548 =13 u 8+5 =13, Te 5+8 = 8+5.

BpoOTO pPaBEHCTBO O3HadyBa HAeKa pesyNTaTOT € MCT, HE3aBMCHO ox
Toa Ha KOj of ABaTa HauMHA ke ce rpymmpaar cobmporpire. Tlopamm TOQ,
36MpoT OR TPM coGupoim a, b, ¢ MOxeMe Za ro 3amyueme 06e3 3arpaam:

a+b+ c Te.

a+b+jc = (@+b)+tc = at+ (b+o).

Ha npumep:
3+5+6 = (3+5)+6 = B8+ 6 = 14,
3+5+6 = 3+(B+6) = 3+11 = 14.

AcOLMjaTMBHMOT 3aKOH OBO3MOXKYyBa M npecMmeryBame 36up OX noeeke co-
Gupom, co rpymmupate. Ha npumep:

9+ 6+8+4+1 = 2+6)+(@+H+1 =8+ (12+1) =21
9+ 6+8+4+1 =2+ @B+8)+(@+1) =2+14+5=2L

Ao @ e jmameH IpupogeH 6poj, Toramr u 36mpor atat...+a
(b cobuporm, b = 2) mpeTcTaByBa Heroj mpupoger 6poj; Toj 6poj ce BuKa
npou3pop Ha GpoeBuTe ¢ ¥ b M Ce O3HAUYBa CO 4 - b wm co ab (T.e. Ge3s
Toura, Kora 3a OpoeBuTe LITO Ce MHOXKAT e ynorpebeHa OykBeHa O3HAaKa).
3Hauw, o gedumamja, -

ab =a+at...Ta b= 2. @)
\___.T———/

b cobuporm

Bo paBercTBOTO (1) MOXKEMe Ja AOITyIITHME H b = 1; mpuroa ce 3eMa
AeKa:

.(IlI)('fVaEN) (@-1=a=1"-a)

T.€. egMHMIIATA HE Bijae Ha IIPOMBBOILOT, [la 3aToa Ce BeamMm JAA€Ka e Hey-
TpaJjien eJeMeHT 3a MHOZKEBETO.

BJ Bpcka cO MHOXKEHETO, 3a KOM 6mno a, b, ¢ €N, TodrM ce cJen-
HMBEe paBeHCTBA:

(IV) ab =ba (xomyilailiuger 3GKOH 30 MHONerwello),

(V) (ab)c =a(bc) (acoyujatuusen 3aK0H)-

Ha dpumep: a) 12 -4 =48u4 - 12 =48, 1e. 12 - 4 =4 - 12;
6) 45 -3=20-3=60,4-(5-3)=4"15= 60,
Te (4-5)°3=4"-(5"3)
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ITopamm cBojerBoTo (IV), MpOM3BOZOT HA TP MHOXKMTEMM a, b, ¢ Mo-
XKeMe Jla To nmuiryBaMe 6e3 3arpamu, kaxko abe, T.e.

abc = (ab)c = a(bo).

5. Mcxaxu ro co 36opoBu:
a) KOMYyTaTUMBHMOT 3aKOH 338 MHOKEHETO,
6) acoIMjaTMBHMOT 3aKOH 33 MHOKEHETO.

AcoImjaTMBHMOT 33aKOH 33 MHOXKEReTO MOoxKeMe Aa o IpoLIMpuMe 3a
mpom3BoJeH 6poj -MHOZKMTEID.

6. IIpecmeraj ro nmpomM3BOIOT
a) 4 - 125 - 8 Ha HEKOJKY HA4MHH, _
6) 50 - 15 - 4 - 6 Ha HajeEHOCTABEH HAYMH.

bu CO6MpaH>ETO M MHOZKEIHEeTO T CBp3yBa CJIEIHOEO CBOjCTBO:

(VI) 3a xou 6umo a, b, ¢ € N, ToYumu ce paBedcTBara
cfa + b) =ca + cb, (@ + b)c = ac + be

2)

HapedyeHM JIeB OZHOCHO JeCeH IUCTPUOYTMBEH 3aKOH HAa MHOMKEHETO
ciapema cobupamero. Ilopamt KOMyTaTMBHMOT 3aKOH 3a MHOXKEHETO, ke
BeJIMMe CaMO ,, JUCTPUOYTMBEH 3aKOH' Ha MHOXKEH-eTO CcIipeMa cobmpame-
TO.

7. Hcgaxy ro co 360poBu JeCHMOT IMCTpMOyTMBEH 3aKOH Ha MHO-
FKEHEeTO ClipeMa coOupameTo.

IncTpubyTHBEMOT 3aKOH JIECHO ce IpolmpyBa M 3a noseKe ox nBa
yneHa Bo 30upor. Ha npumep:

@+ b+cyd = ad + bd + cd.
8. Bps ocHoBa Ha AMCTPUOYTHMBHMOT 3aKOH, AOKaXKM JeKa:

@+ b)-(c+d) =ac + ad + bc + bd.
® 3amenn ro ¢ + b wum b + d co egua 6ykBa, Ha npuMep a + b = s.

Cobupamero u MHO)KCH:GTO Ha Ipupormuu O6poeBu, KaKo IITO 3Haell
Of IIOPaHO, C€ HNPOIIMPYBAaaT HAa' MHOXKeCTBOTO N, Ha TOj Ha4YMH IUTO na
BaxaT cuTe cBojctBa (I) — (VI) 3a ememenTture om N, u, ymiTe, cleIHMUBE
IBe: 3a cexoj a € Ny, A

(VIDa + 0 =0+ a =0,

W.e. nyaaila xaxo cobupox He saujae Ha 36upoi M 3aTOA Ce BEM AeKa
HyJIaTa e HeyTpaJieH eJeMeHT 3a coOMpameTo 1

(VIII) a - 0 = 0 - a = 0.
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I

10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

24

BexOn

Bammum ru co 360poBu creAHMBE MCKA3N:
a) 15 < 18, 6) 30 > 50, B) 20 < 25, r) 10 = 10.

Barpmum ro TaberapHO MHOXECTBOTO!:
aA)A={z|xENAXT<T] 6)B={x|zENA 8<zx <12}

Hanpasu Heralmja Ha CeKoj Off MCKa3uTe BO 3ajavara 10 u sarmm ro co cumbo-
an. Koja on Tve Herarmyu e TodYeH ucKa3?

OJIpemx KOM O CJIegHMBe MCKa3M Ce BUCTMHWTA:

a) (YrEN)(n=>1) 6) (3nE€N) (» < 10),
) (ymEN) (InEN) (m <n), r) (3In€EN) (r <0).

Samanms 1o co cumboayu McKa3oT:

a) Cekoj npuponen 6poj e rnoronem ox HyzaTa.
6) Iloctou mpupogeH 6poj moroxem ox 1 000 000.
B)- ITocron mpupoxneH 6poj nomaxn ox 1.

IpumeryBajkn I KOMyTaTMBHOCTA M acOUM]ATHBHOCTA Ha cobupamero, nmpecMe-
Taj:

a) 43 + 32+ 17 + 48, 6) 47 + 41 + 35 + 59 + 13.

Hasuaueumor 36up o enHakBu cobupoly NpeTcTasy ro KaKO IPOM3BOR OX ABa
Bpoja u mpecmeraj ro ‘

a) 52 + 52 + 52 + 52, 6) 138 + 138 + 138 + 138 + 138.

IIpecmeraj:

a)3 +4-5+2 6) 3+ 17) -8 +8, B) (6 + 3) - (3 + 2),
r)4+@ - 7+2)-5+1, 12 @+5+7)-4-(6+1-2)-5.

Co npyumMeHa Ha MMCTPUBYTHBEMOT 3aKOH, TPeCMeTaj:

a) alb+c) + @ + b)e, 6) @b+c)d + c,

B) (@ + b)(a + c), r){@ +c)@+ b+ c).

VizBneun 3aeTHMYKM MHOMMTEN:

a)5-a+5-b =10, 6) ac + bc + am + bm.

Ilpecmeraj Ha nBa HaymMHa: 1) co MHOXKeme, 2) C0‘M3BJIEKyBaH:.e 3aeMHM KN
MHOMMTEN

a)7-6+6-6+7-9+4-17, 6)7-6+6-4+5"6.

Onpems KoM of ciaeqHMBE MCKa3yu Ce BUCTHMHUTH:
a) 7T -3 €N, 6) 3 — 7 E'N, B) 606 € Ny,
r) 3:6 €N, n) 12 :4 €N, ) 0 :2 € Np.

Hajon ro ocTaTOKOT Npy HeJEHweTO €O 4 Ha ciaefHuBe mpuponsu Gpoemm: 10, 15,
17, 24, 200, 3281.

Onpeny xou Of cllefHMBe PaBeHKY HeMaaT pelueHMe BO MHoxkecTBoTo No.
a)3+2r=x+1, 6) 2(1 + 3x) = 2 + 3. Byx:3=T7—=x.
HaneHo e MHoxecTBOoTO M = {1, 2, 3}, BamuuiM rm cuTe MOAMHONKECTBA HA MHO-

xectBoTO M. (BHyMaBaj, ¥Ma ocyM NogMHOMKecTBa). AKo A u B ce MOAMHOXKECTBa
ox M, yTBpa» nanu ce noOAMHOXKecTBa og M: a) AUB, b ANB.



II1.2. OI3EMABE M NEJEBE HA IIPYPOIHM BPOEBU

Onzemame. 3agayara: ,JafeH e 36upor Ha ABa mpupogmyu 6poja
@o .Y egHuOT cobupOK, a ce Hapa Apyruor cobupok”, e obpaTtha 3a-
Aada on cobupameTo, Koja ce BMKA OA3€Mam-e Ha IIPUPORHMTE 6pOeBH.
IloonpeneHo, neka a u b ce Aagenu mpupomuu 6poesn. a ce oxzeme
6pojoT b ox 6pojoT a 3HauM na ce Hajhe mpupoxeH 6poj ¢, TAKOB IITO pa-
BEHCTBOTO C + b =a ja crame TodeH mucka3. Ilpuroa, Gapammor Gpoj ce
3anmyMIuyBa Kako a — b, T.e. a —b = ¢ u ce BuKa pa3amka Ha GpoeBute a
unb. '
Ho, 3a nagesm a, b € N, pazmmgara a — b He e CeKOraul oIpeneseHa.
Ha dpumep, 32 a =5 u b =7 He mocToM npuposeH Opo] ¢, TAaKOB IUTO
¢+ 7 =05 na 6buge ToueH MckKa3l. Bo Toj caydaj ce Benm JeKa pasyiMKaTa
5 — 7 He e npupojgeH 6poj, T.e. He nocTou (8o N).

1. 3ammny HeKOJKY Pas3iMKY IITO NOCTOjaT M HEKOJKY — IUTO He
nocTtojar (Bo N).

2. 3Bammm ro ycaoBoT 3a a, b €N npu xoj pasmrara a —b € N.

3. Bo mmoxkectBoTO D = {1, 3, 5, 7, 9} e‘onpezxe.ueua MCKa3HaTa
dyurimja P(x) :x—-6EN. 3amauy ro MHOMXKECTBOTO Ha Hej-
3UHMTE pellleHuja.

Koza a, b, a~ b€ N, @Wozaw 3a cexoj c € N ce Wounu pasencilisailia

(@ — b)e = ac — be, cla — b) = ca — cb,

(1)

W.e. MHONCEH WO e OuclpubylusHno u cipema 003emarelio.

Onzemamero Bo N, ce AepuHMpa Ha MCT HauMH KakKo Bo N.
Taka, Ha npumep, paBeHcTBoTO ¢ + 13 = 13 cTaHyBa TOYeH McKas 3a
¢ =0, na umame: 13 — 13 = 0.

N 1yxa, kora @, b, a-bEN, Baxar paseHcrsata (1) 3a CceKoj
¢ € N,.

4. Ilpu koj ycaoB 3a a, b € Ny Baxu: a— b € No?

Henemwe. JleseweTo Ha NPUPORHM 6poOeBM MMa MCT ONHOC KOH

O MHOXKEIETO KaKo OJI3eMarero KOH cobupameTo. ViMeHO, CO ge-

JIEETO Ce pelllaBa eJleflHaBa 3ajaya, ofpaTHa Ha MHOXKEWEeTO: ITO3HAT e

[POM3BONOT Ha JBA MHOXNUTeNa M eNHMOT Of HuB, a ce 6apa APYrMOT
MHOKITEJL.

IToompeneno, Heka @ u b ce pamenwm npuponan 6poeBu. Ma ce mo-
mean 6pojoT a co 6pojor b 3HauMm Aa ce Hajoe TakKoOB npuponer 6poj c, 3a
KO] PaBEHCTBOTO b - ¢ = a CTaHyBa TOYEH MCKA3. Ilpuroa, bapaumor 6poj ¢
Cé 3anMiilyBa Kako a:b, T.e. a:b = ¢ 1 ce BUKa KOIMYHMK Ha OpoeBuTE
a ub.
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‘Ho, 3a magenn a, b € N, KOJMYHMKOT a : b He e cekoramr onpeneseH.
Ha npumep, 3a a =5 u b =7, He mocTou npupopeH 6poj ¢, TakKoB IUTO
7+ c¢=35 ma 6unme ToueH McKa3. Bo TOj cay4a] ce Beym AeKa KOJDIMYHMKEOT
5 : 7, ve e mpupozgeH 6poj, T.e. He mocTou (Bo N).

5. 3amMiimM HEeKOJKY KOJMYHMIM ILUTO IIOCTOjaT ¥ HEKOJKY — ILITO
He IIOCTOjarT.

Bo cixyuanTe Kora KoynrgeEmMImMTe @ C, b c, (@+ b): cu(a —b): c mo-
cTojaT, TOYHM Ce€ paBeHCTBaTa

(@+b):c =a:c+b:eg {a—-b):c =a:c—b:ec (2)

IIpBOTO OX OBMe paBeHCTBa Ce BMKA AeCeH AMCTPUOYTHMBEH 3aKOH Ha
HeJieibeTo cIpema cobdupamwero. Kako ce BuKa BTOPOTO?

Hdenemwe co ocratok. IIpu Jjenewmero Ha upupomuu Opoesn,

Da 3Haelll feKa KOJMYHMKOT a @ b BO HeKOM ciiydyay He e NPUPOAEH

6poj, kako Ha npumep 17 :5, 30:8. Ho, ycro Taka 3HaeIl LeKa ¥ BO
TaKBM CIIy4ay Ce BPIIIM JeJiele IITO Ceé BMKA JeJieke CO QCTATOK.

Ha npumep, ako ro nogemmme Opojor 17 co Bpojor 5, ke mobmeme

KOJDMYHMK 3 1 ocTaTok 2; Hamecro 17 : 5 = 3 (co oCTAaTOK 2) ce 3amMIIyBa

17 =3 -5+ 2.

Ommito, 3a kKou 6uso mameny upmpoxuu Gpoesu a u b, moctojat en-
HO3HAYHO ompefenenyu Opoesn k, 7 € Ny, Taka UITO

= kb + 7, 0<r<hb. 3)

OBa ce BuMKa OCHOBHO IPaBWIO 3a jejeme CO OCTAaToK, ITpu 1uTo k ce
BMKa KOJWYHUK, 2 7 — OCTATOK Off NeJIeHeTO Ha a ¢o b.

Ha npumep, npu genemero Ha Bpoesmurte 13, 20, 24, 2 co Hpojor 3,
Bp3 ocHOBa Ha (3), ce nobusa:

13 =4-3+1, 20=6-3+2 24=8-3+0, 2=0-3+ 2,

Axo efeH mpupogeH 6poj a ce mozem co emeH npuponeH Opoj b u
npuroa ce gobue ocraTok r = 0, Toram, cniopex (3)

a =k - b 3a Hekoj k € N.

Bo T0j caryydaj ce Besm meka a e mesmB co b wum ZieKa @ € coxpikarenx Ha b.

Ha upumep, OpoeBute 20 m 52 ce compkaTesmM Ha 4, 3aIluTo:
20 =54 u 52 =13 - 4. Cogpxatenn Ha OGpojoT 4 ce u: 4, 8, 12 wutH.
MHoxkecTBOTO O cyuTe coppxxaTeny Ha O6pojor 4 e:

(4,8,12,16,...) = {4k | KEN}.

6. 3amauy ro MHOXKECTBOTO COXpIKaTesyu Ha 6pojorT 5.
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Hawmecro ,,a e cogpxaTen na b* ce Beym yurre ,.b e qemmren Ha a“ 3a
koe BeKe 3Haemr fieka ce osHauyBa co b | a. 3uagy,

bla<=>aq =kbaa Heroj k € N.

Taxa,5[103am'r010=2-5,a12|963am'1'096=8-12.

7.

Ompem: ro MuOXecTBOTO pewrernja Bo N Ha npemiraror
P(x):x| 14.

Cekoj mpupozen 6poj n mrro e me;ms co 6pojor 2, Te. n = 2k 3a
_Heroj k €N, ce Buka mapem Opoj. Axo, nag, n ue e AemMB €O .2, Toraiu
TOj Ce BMKa HemapeH opoj mrro ce sammuysa n =2k + 1, k € N,,.

IEBexﬁu

8.

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

Bo mHoxecTBOTO D = {12, 14, 16, 18, 20} ce onpenmeneHy MCKa3tiTe by =R
a)x—16€N;6)z—14=10;3)a:—y=6.
Hajmr ro mroxecrsoTo pelenja Ha ceKoja of HMB.

- Ilpecmeraj ja co u3BeKyBame MHOXWTeN Ipex 3arpazy BpefHOCTa Ha ¥#3pasoT:

13 -24 +7-13 -29 -.13. .
3armin ro MHOZKECTBOTO OCTATOIN Off AENCHEeTo Ha npupoxamTe Gpoesu co 6.
3aImMIN 1o MHOKECTBOTO coppxkarenyu Ha 6pojor 6.

OApezyt ro MHOMKECTBOTO O CHTe 3aCTHIYKY coppmxaTesnr Ha OpoeBure4 u 6. Koj e
HAJMaIMOT 3aeHIIRN coppmxares Ha 4 u 6, T.e. H3C (4, 6) = ?

Onpems ro mMrozecTBOTO perrenyja Ha mpexmraToT P (x) : x| 18, x € N

Haupraj ro rpagor na penamsjara ,, . .. e meaures Ha . ..“ Bo MHOKecTBOTO M =
{4, 6, 8, 10, 12, 16} n YTBpIM Aami Taa benammja e pedireKCHBHA M TPARIUTHEBHA,
Oxnpem1 xou o cremabe PaBeHK) HEMAAT pellleHMe BO MHOXeCTBOTO Ny
a)3+ 2r =x + 1. 6) 2(1 + 3x) = 2 + 3x. B x:3="7-x

Hageno e mzoxectsoro M = {1, 2, 3}. Bammmy T cure TIONMHOXECTBA Ha MHOIMKe-
crBoro M. (BrymMaBaj, uMa ocym MOAMHOXECTBA.) AKO A U B ce mogMHORecTBa ox
M, yTBpIVM nasmu ce moaMHOXecTBa ox M: a) AUB. 6) A NB.

Hajmt ro BajronemsfoT 3aegmmagy remrren (H3M) Ha Gpoesure:

a)4mu6. 6)12mu36. B)15mK,24. -

III.3. OIEPALIMN, TPYIIOUIM

@ IIpu cobupamero Ha mpupomsm GpoeBu peKOBMEe AeKa 36mpoT
0

Ha Kom 60 aBa mpupommu Gpoja e mpupomer 6poj. 3Haum, co-

Oupamero MoxkeMe na TO cMerame 3a NIPaBMIIO, CHOPEX KOe Ha CeKOoj IIo-
ApeNieH nap OpMpoxHy 6poesu My e NPUAPY:KEH TOYHO IO efeH IPUPOTEH
6poj. BeKe 3Haer meka uCTOTO BaXM M 33 MHOMKEHETO. .

Bo axrefpata ce moIIHe BaxXHM NpaBwiaTa CcriopesKoM Ha cexoj mo-
APEEH IIap €JIEMEHTH OXf eQHO MHOXKECTBO My Ce IPUAPYKyBa TOYHO IO
€IeH eJIEMEeHT Off JICTOTO MHOXecTBO. CeKoe TakBO ITPABMIIO Ce BMKA oOIe-
pamMja BO TOa MHOIKECTEO. .

Cnopen Toa, cobupamero u MHOKEHBETO Ha IPUPOXEM GPOEBM ce orre-
pawm B0 MHOXKecTBOTO N. Bemmamr moxeMe ma mcrakHeme HeRa onzeMa-

5.
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BETO M IeJIeHReTd Ha Hpupopuu 6poesyu, BO oBaa CMICIIA, He Ce OIepalpm1
Bo N. (Bomro?)

3a pazmmrata a — b Ha jxBa mpupomEm 6poja peKoBMe AE€Ka BO HEROU
cIy4ay e IpuponeH Gpoj, a Bo HeKOM — He €. 3aToa ce BeJM YIUTE JAEKa
olzeMamero € Jenymaa omepamdja B0 N. Bo taa cMmena, 3a cobupamero
MOIKe [a ce KaxXke JeKa € IOTNOJHa omlepaiyja 8o N,

1. Jam pedemero Ha NDpHpoxaM 6poeBM € MOTNOJMHA MM AeIyMHA

onepaipja Bo N7

Hpumep 1. Ja uciuiiane daau cobupar-elio Ha Gpupoonu bpoesu e ole-

payuja 80 MHONMeCiBoWO Ha Gapruilie 6poesu, P = {2, 4, 6, 8,...}.

Pemenne. JlecHO ce yodyBa AeKa 30upoT Ha Kom Guno xBa napHM
Opoja e nmapen 6poj; Ha mpumep, 2 + 4 = 6, 4 + 8 = 12 urH. OmIITO,
ako @, b € P, Toram mocrojar m, n €N, Takeyu IUTO

‘a =2m, b = 2n;

a+b=2m+2n = 2(m+ n).

Bupejku 2(m + n) e napen 6poj, caenysa nekaa + b € P, mrro Tpe-

6aire 1 ma moraxkeme.

3a cobupamero perROBMe AeKa € omepampja BO MHOXeCTBOTO N.
Yire ce Bem JeKa MHOXKecTBOTO N e 3aTBOpeHO BO OJHOC Ha oreparm-
jara cobupame. Y mHOKecTBOTO P 0f mpymmepoT 1 e 3aTBOPEHO BO OZHOC
Ha onepaimjaTa cobuparme Ha npupomuu Gpoesn.

2, McrmTaj masof MHOXXeCTBOTO P = {2,4,6,8,..}) e 3aTBOPEHO BO
OAHOC Ha MHOMKEIETO Ha IPUPOREM GpoeBn.

3. Mam mmoxecTBOTO A = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} e 3aTBOpEHO BO
ONHOC Ha omeparmjaTa cobuparme Ha mpupoxuu Gpoesu?

@ Ommurro, 3a mMOMMOT onepanuja MoXeMe Ja ja AameMe clemHaBa
o nedummprja:

Heka G e pgafieHo HenpasHo MHOXecTBO. Onepauuja BoO MHOXECTBOTO
G e ceKkoe NpaBuNO UMK 3aKOH = Cnopeq, KOj Ha € e K O j noapeaeH nap
eneMmeHTh T, y € G My ce nNpuapyXXyesa TOYHO NO eAeH enemeHT z og G.
Ce zanuuysa:

Ty = 2

MoxeMe fa peyeMe yIITe KA omepamyja BO €JHO MHOIKecTBO G e
CceKoe IpeciMKyBame o G X G Bo G.

3a o3HaYyBame ollepallMy ce KOpMCTAT PasHM 3HAINM, KAaKO Ha IIpH-
Mep: =, 0, +, -, A u Op.
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Ipumep 2. Ja @posepune daau 80 mHoxeciisomo A = {1, 2, 3, 4} e ode-
payuja credH080 Apasuo o:

xoy = min {x, y,},

T.e. X 0y € NoMayMoT Ox Opoesure X, y Kora £+ y, a £ oy e Koj 6mio
ox xBara O6poja xora x = y.

Taga, 102 =min {1, 2}=; 302 =2; 303 =min {3, 3} =3; ura
4. Hajm: 201,203,402, 404.

“Axo mpoBepkraTa ja M3BpUDIMe A0 Kpaj, Ke BuIapMe neKa Ha CEKO]
eneMeHT (T, y) €A X A cO MPaBUJIOTO 0 My € IPMAPYXKEH TOYHO IIO
elieH eJeMeHT 2 € A. 3Ha4dM, JafleHOTO IPaBKJIO € olleparpfja BO MHO-
JKECTBOTO A, T.e. A e 3aTBOPEHO BO OJHOC Ha HPaBUJIOTO o.

Pesyarature Ha omepaiujaTa o MOXKeMe [a TM IPUKAIKEMe CO CJjie-
AuaBa Tabesa:

of1 23 4

11111

211 2 2 2 ITpuroa, 3a x oy Tpeba: x aa ce 3eMe OX mpBaTa KO-
3|1 2 3 3 JoHa (Ipen BepTMRANHATA ILPTa), a4 Yy — OX HpBara
411 2 3 4 pemma (Haj XOpM3OHTAJIHATA HPTA).

OBaa Ttabena ce BMKa KeJMeBa ImiemMa Ha orrepaipfjaTa o.

5. Ilposepu naysm e omepammja Bo A ={1, 2, 3, 4} npasuyoTro
x » y = max{x, y}, (T.e. x*»y e moroxemMuoT of bpoesure x, y
Kora r# y, a £y e Koj 6buro ox asata Kora x = y). HanpaBM
KeJMeBa LIeMa.

b Cekoe HempasHO MHOXecTBO G, 3ae[JHO CO HEKOja HeroBa oOIe-
o pammja *, ce BuKa rpymomp. O6M4HO ce 3ammiryBa Kako IIORpe-
IeH 1ap, (G, *).

Taxa, Ha npuMmep, (N, +) u (N, ) ce rpynionay. Ipyrions € 1 napor
(4, o), Kafie TO A M 0 Ce Off IPUMepPOT 2, a He e rpymous mapor (N, —)
(r.e. N co omzemamerTo).
6. Jamm mapor (N, :) e rpymona?
EBe yiiTe efieH IpyuMep Ha Irpymoung,.
IIpumep 3. Hexa M; = {0, 1, 2, 3, 4} e mnoxwecimsotio ociliaoyu Gpu de-

aerwelio Ha GpupodHuiie 6poe3u co 6pojoill 5 u Hexa e dadero Upa-
suaoio ® :

a®b=c
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npu 1rro a, b € Ms, a ¢ e 0CTaTOROT IIpy AeJelmeTo Ha 36upoTr a + b
co 5. Taxka,

2® 3=0,3amr02+3=5=1-5+0;

3® 4 =2,z3amr03+4=T7T =15+ 2;

2@® 2 =4, zamro02+2=4 = 05+ 4; uTH.

CroposenyBajkn ja mocramkaTta A0 Kpaj, JiecHo Ke ce yBepume peka
a® b € M, 3a cekon a, b € M. Cnopen 103, (M, ®) e rpynoua.

Onepamyjata @ ce BMKa cobMpame IO MOAYJ 5; IIOHEKOrail ce 3a-
mauysa Kako @ ;. Kemmesara mema Ha TPynouaoT (M4, @) e npercraBe-
Ha co meMara 2.

®0 12 3 4 ©012 3 4
0012 3 4 0/0 00O0O
111 2 3 40 1/01 2 3 4
2123401 210 2 41 3
3134012 310 3 14 2
440123 410 4 3 21
IMlema 2 IMeMma 3

7. Heka M,=1{0, 1, 2, 3} u Heka @ e cobupame mo moxyx 4. Ilo-
Raxyu nexa (M,, ©) e rpynoua u HpeTcTaBM IO CO KeJMeBa
mema.

8. Hera M;={0, 1, 2, 3, 4} u Herka O e npasmiroro: a O b = ¢ ako
M CaMO aKO C € OCTATOKOT Of AejleHeT0 Ha IIPOM3BOXOT a - b co
5.
a) Yeepu ce meka O e onepamyja Ha M;.
6) IToxaxwm gexa rpymouzoT (Ms, ©O)e npercraBeH co Iemara 3.

Omepamprjata O ce BMKa MHOXKeme II0 MOAYX 5, a ce O3HAYyBa M CO
Os.

3abenemra. VM3ydyBameTo Ha MHOXKECTBA CO HEKOM HVMBHM OINepaIpmM
€ TJIaBeH IIpPeAMET Ha coBpeMeHaTa ajirebpa. CeKoe HeIpa3HO MHOIKECTBO,
3ae[HO CO HEKO} HETOBM ollepalyy, efHa JupM moBeKe, ce BMKa aaredap-
CKa CTPYKTypa. '

Taka, ceroj rpymnouz (G, =) e axrebapcka CTpPyKTypa €O emHa -ollepa-
mja. MaoxecTBOTO N, makK, 3aefH0 co omepaipmrre cobuparme 11 MHOXKERE,
T.e. TpojraTta (N, +, ), e anrebapcka cTPyKTypa CO ABE OIIe€pay.

I.Tzu Bexo6nu

9. TIposepu namM JaAeHOTO MHOZKECTBO € 3aTBOPEHO BO OAHOC Ha cobupamero (+) Ha
npupoznay GpoeBn:
= {3, 6,9, 12,...}.

B ={1,2,3,...,100).
C = |zE€E NA x> 10j. D =

,27
fr |x €N A x e mpoc? 6poj)}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15

IIposepyu nam: e rpymonzs BO OFHOC Ha MHOZKEHETO (-) MHOIKECTBOTO:
A ={0,1). B ={0, 1, 2).
C =33k kENA k < 10}. " D ={3k|kEN).

Hexka M; = {0, 1, 2}, a @ u ® ce coozBeTHO: cOBUpatbe ¥ MHOXKEmE IO Moxya 3.
VBepu ce geka (M,, @) u 01,, ©) ce IPYDOMIM ¥ COCTABY 'l HVBHUTE IITEMIL.

Heka G = (1, 2, 3, 4} u » e mpaBwytoTO: @ % b = H3X @, b). Cocrasyu ja xe-
JmeBaTa mema Ha (G, *).

ITokaxxu nera (N, o), Kaie mrTo ¢ o b = H3C @, b), e rpynonuz. Janu e rpy~
noun 1 (G , o), kage o G = {1, 2, 3, 4}?

HeraM = {1, 2, 3} m P, = {X | X C M}. Iloxaxu nexa ce TpyTIONmL:
a) By Y). 6) (B, N). B) (P, \).

a) Kaxo ce Buxa Gpojor —5 3a 6pojor 5?
6) Kouxky e: |3]; |— 4|7

IIl.4. ITEJY BPOEBY

@ Bo III.3 cnomuaBme npexa pazimkaTa of ABa npupoguu Gpoja He
a

4 -7,

Mopa na e npupozneH 6poj. Ha apumep, pasmgure: 1 — 2, 1 — 3,
9 -9 ne ce npupomumu Gpoeru. Co nen pa3ymKara Ha Kou 6mio pBsa

npupozany 6poja xa 6une 6poj, MHOKecTBoTO N Ce npomypyBa (Kago IITO
TH € IIO3HaTO o VI onnmeseHye) co HOBM eJIeMEeHTH:

E

0 (xak0o pa3;mmMrRa Ha KOM OMJIO ABa eNHAKEU npupomuau Opoery,
Kako Ha npumep: 2-2, 9-9 u 1p.); :

1 (xaxo pasimra: 0-1, 1-2 u cx.);

2 (kaxo paszmka: 0-2, 1-3 u cxn.);

3 (xako pasymka: 0-3, 4-7 u cJ1.); UTH.

JIEMEHTHTe — 1, — 2, —3,... I'M BMKaMe HeraTMBHM IeJH OpoeBmn.

Osne 6poeBn mozxeme Aa I'M NpeTcTaBMMe TeOMeTPMCKY, Ha GpojHaTa ocka,
KaKO CHMMETPMYHM CIMKM Ha IIPUPOIHUTE. Gpoesu Bo omioc Ha ToukaTa 0,
KaKO IUTO e MPMKaxkKaHO Ha UPT. 1:.—1 e cuMeTpuuHaTa CiMKa Ha Gpojor
1, -2 e cumerpuynaTa camka Ha 6pojoT 2 MTH.
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MEHOKECTBOTO Off CUTe TpMpOomEl Opoesy, HyJara ¥ HEraTHMBHMTE
nenu OpoeBM IO BUKAMe MHOMKECTBO Ha NeimTe GpoeBu 1 TO O3HAYY-
BaMe co Z; 3Ha4u

z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Ipupommure 6poesn 1, 2, 3,... ' O3HaYyBaMe ¥ CO +1,+2,+3,... u ™M
BUKaMe MO3UTHBHM meam Opoesn. HyrnaTa He e Hy TIOSUTVMBEH HM HEraTi-

BeH 6poj.

1. Koja e cumeTpuyHaTa CIMKa Ha 6pojot
a) 2, 6) 4, B) — 2, r) 0,

BO ORHOC Ha Toukarta 0 Ha mpr. 17

CyuMeTpuyHATA CIMKA Ha LeanoT 6poj a ce BMKA CHPOTHBEH opoj
Ha a. Taga, crpoTuBHMOT 6poj Ha 2 e -2, Ha 4 e —4, Ha 3 e 3 wrH.
Ormmrro, cripoTUBHMOT 6poj Ha 6pojor a ce o3HaYyBa CO —d.

IIo3HATO TM € Of IIOpaHO AeKa ANCOJYTHA BPEXHOCT Ha Lea 6poj
a, WITO ce O3HAaYyBa co la|, € caMuoT 6pOj aKO TO] e MO3UTVBEH MM HYJIa,
a e CIIPpOTMBHMOT O6pOj aKO JazeHuOT Opoj e HeraTUBeH, T.e.

{a, ako a =0,

la| = —a, ako a < 0.

Ha npumep, |8 = 8 3amrro 8 e mo3uTHBEH, a | -4| = 4 zamTo —4 e
HeraTUBEH.
2. Hajau lal 3a a = 5; 7; —5; —12.

Onepampure cobupaise ¥ MHOXKeme Ha NpwpomHu OpoeBn ce
5  IpoumpyBaaT BO Mx-}é)ﬁec'mo'ro Z Taxka IUTO M BO HEro Jna

m "\_ Baxart csojerBara () — (VII) ox 1.1)a n:
= |

(IX) 3a cexoj yea 6poj a da ce Wounu pasenciisaiia

a+ (—d)-= (=a) + a = 0.

CeojerBoTo (I) cera MoxeMe fia IO 3aIMMIIIEME BaKa:
(I) 3a xou 6uao a, b € Z. wWouno € pasencilsoinio

‘a+b=b+a.

3. 3Banuim I';M ¥ APYTUTe 3aKOHUTOCTH (D) — (VIO) 3a Z.

OcCHOBHMTE TIpaBMJIa 3a CMeTame CO LeauTe 6poesu ™ ce XOGPO mMO3-
HaTi Of Topaso. OBie Ke ce morcerviMe Ha HMB; ITPUTOA, BO THE npaBMia,
m u n Ke uy o3HauyBaaT npupomHu GpoeBu WM HyJa.
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Cobupame

1° = (-m) =m, — (+m) = —m.

2° (+m) + (+n) = +(m+n).

3 (-m) + (; n) = — (m+ n).

4° (+m) + (—n) = +(m-n) 3a m > n.

5° (;i-m) t(-n) = -(n-m)zam<n.

Ha ﬁpu.ugp: —(=7) = 7; —(+8) = —8; (—8) + (-5) = —(8+5) = —-13;
FH+ (7)) =—(7T-4)=-3.
4. IIpecmertaj:
a) (+8)+ (+12), 6) (+18) + (—15), B) (—13) + (-16),
r) (-25)+ (+14), n) (+17) + 0, £) 0+ (—1).

MuHOoOXewe

6° (+m).- (tn) = +(m-n).
7° (-m) - (=n) = +(m-n).

8° (tm) - (-n) = —(m-n).

Ha apusmep: (—5) - (—8) =+ (5 - 8) = + 40 = 40;
+3) (—9=-@3-9)=-2T.

5. Ilpecmeraj:
a) (+5) - (+9), 6) (-3) - (-5), . B) (+4) - (-6),
) (=2) - (+8), m) (+3) -0, £) 0 - (=3).

Onzemamero Ha mem GpoeBu ce gedurEypa co Homoui Ha cobmupa-

BeTo: 3a Koy 6o a,b € Z crtaBame

a-b =a + (-b)

T.e. HA HAMaJIEHUKOT a MYy Ce [0/jaBa CIPOTMBHMOT GpOj OX HaMaJMTENOT
b. ITopamy Toa ce Bem [OeKa OA3EMAa-ETO BO Z € MHBep3Ra (um oOpaTHA)
omepaimja Ha coOMpamero.
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INpumep 1. a) 9-7=9+ (—T) =+ (9 —7) =2 (ce xopucilu pasu-

aoto 4°).

6) 3-8 = 3+(~-8) = —~(8~3) = — 5 (ce xopuciGu 5°).
IIpecmeraj:
a) 12-16, 6) 8- (-5), B)-—4 — (— 5).

Hpumep 2. [la apecneiliane:
a) (D) - (IN+ N—-(+2)=-5+9-7-2=-6+T+2)+ 9=

4

=~14+9=—(14-9)=—5

6) 2)+ (7-3'5)—(-6) * (<2) = (-2)+ (T—-15) — (6 - 2) =

=—2+(8)-12=-2-8-12 = —(2+8+12) = — 22.

7. Ilpecmeraj:

a)((=3) +7) - ((2) + (4).
6) (10-4-3)-(13-(7-2) - 4 + 8 - (-3)).
B) ((3) - (+7) + ((-4) - (-5) + (8 —6)) - 3 -5).

8. Bunosme neka napor (N,+) e rpymonsa, a mapor (N,-) He e rpymona,.

IIpoBepn pasm ce rpynouzu a) (Z,+), 6) (Z,’) u B) (Z,-).

[.l@uBezxﬁn'

9.

10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

Bamauyu ro crapoTMBHEMOT 6poj Ha: 1, 7, — 5.
Hajms |a| 3a a = 8: 15; 0; — 8; — 20.

ITpecmeraj:

a) — (+9). 6) —(—9). , B) (— 9) + (+ 4).
) (—9)+ (-9 (-6 -+ (—4+ (—7+3).

npgme-iaj: a) 14 — 17; 6) 10 — (— 4); B) — 13 — (— 20).
TIpecmeraj:

2) 3 (-5 —6 (~4). 6) 7—((—4) (=3) ~ (+3) (+6).

B) (—6) —(8—2-5)— (=3)(=2) +7—3-2.

3a xoj 6poj k n3paszor 2k + 1 e exHaros co — 7?

Penmr r caemEMBe 3ajady CO IOMOUI Ha paBeHky u Ha Gpojrara ocka: Koj 6poj
Tpeba ma My ce nomane Ha 6pojoT:

a) 4, 3a ga ce gobue — 3;

6) — 5, 3a ga ce gobue 6;

B) — 5, 3a aa ce gobue — 6?

Ha ce Hajme MHOXKECTBOTO peIeHyja Ha MCEKa3HaTa GyHKImMja A(X, y) : x -y =3
onpeneseHa 8o Z.

Konky pememuja yma mcrasHara dymmpga B(z, y):x + y =3, pasrienyBaHa:
a) Bo MmHOXKecTBOTO N, 6) BOo MHOXKecTBOTO Z?



18. Noxaxu Aeka:  a) [-al =lal; 6)la-bl=lal-1bl; B) lea — bl =|b —al.

19 | Cornenaj mexa za rpymouzor (Z, +) ce To4HU PaBeHCTBATa:

ayx+y=y+tzx 6) @+ty)+z =x+y+2)

3a Kou 60 T, ¥, z €Z. Janu TMe ce TOTHM 3a rpymousot (Z, —)?

I.5. IIOMM .3A TPYIIA

@ Exua ox OCHOBHWTE 3afjaui IITO Ce IpOydyBa BO BPCKa CO
o - emua anrebapcKa CTPYKTypa, € Npallamero: Kakeyu CBOj-
cTBa MMa Taa CTPYKTypa.

Ha npymep, rpymouaoT (Z, +) ™ ¥Ma CIefiHMBE CBOJCTBA!
Hx+y=y+ x,(2)(x +P+z=x+ @ +2:;03)x t0= 0+x=x
3a KOM 6u10 x, y, 2z € Z. Ilopagu TOa, 3a TPYIOMAOT (z, +) BeyDIME

mega: 1) e KOMyTaTHMBEH, 2) e acommjaTuBeH, 3) ¥Ma HeyTpa-
JIeH eJIeMeHT.

Ormrro, 3a efien rpyroux (G, ») ce Beau AeKa:

1° ¢ KOMYTATHBEH, aKO omepammjara * € KOMyTaTMBHA, T.€.
T*xYy =Y*T 3a Kou 6wno x, y € G;

9° e acomMjaTMBeH (DM € moXyrpyna), aKo onepamsjara = €
acolMjaTBHA, T.€.

@+y)*rz = T+ (y »2) 33 Koy 6uo x, y, 2 €G;

3° yMa HeyTpalleH eJieMeHT, aKO TOCTOM EJIEeMEHT € € G TakoB
IIITO '
r*e = exx =x3acekojrEG.

1. VrBpau Kou Of cBojeTBarta 1° — 3° I yMa IpYyIIONZOT:
a) (N, +). 6) (Z, ?). B) zZ, -

2. Hega A ={.. , 0,2 4,. }TeA—{ZkaEZ}
ITokaxxku Jxexa rpynom:o'r A4, +) e xomy'ra'rmaen aconuja-

THUBEH M ¥Ma HEeyTPpaJI€H €JIEMEHT.

IIpumep 1. Hapow (Z, +), xade WO * e UPasusolzo:
a*b =a+b+ 1,

e ezpyiioud. (Bowmo?). la uctuitiame KOU 00 csojciisaiia
1° — 3° 2u uma Woj tPYHEOUO.
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Pemenne. Hexka a, b, ¢ ce xou 6110 nest 6poesn. Mimame:
asb =a+b+1=b+a+1 = bxa;
@«b)*xc= (@ + b+D)sc=@+b+1)+c+1=
=a+@G+1l+c)+1 =asxb+c+ 1) =
=a % (b =*c)

LWITO 3HA4M REeKa TPYIOUAOT (Z, *) € KOMyTaTMBEH M acolMjaTnBeH.
(IIpuroa rm KopuCTMMe KOMYTATMBHOCTA M acoIMjaTMBHOCTA Ha CO-
Gupamero Ha nesmt Gpoern).

Cera, ma BumMe nasm (Z, *) ¥Ma HEyTpaJIeH eJIEMEHT.

AxRo rpynongor (Z, *) uMa HEyTpaJIeH eJIeMeHT, Ke ro o3Haumme
CO e, TOramr TOj Tpeba Aa ro MCIIONHYBA YCIOBOT:

ase =a,Teat+e+1 =q 1)
(ce pa3bupa u: e +a = a) 3a cexoj a €Z. Ce riefa feKa paBeHCTBOTO
(1), moroNMKy e = —1, e TOYHO 3a ceroj a €Z. Toa 3Ha4ym xgega
e = — 1 e HeyTpajieH eJleMeHT Ha TPYTIOMAOT (Z, *).

3. YrBpau gexa c'rpyx;rypa'ra (Z, 0), xKage ITO X o ¥y = x + y -2 e rpy-
Iouz, a mOTOa MCIMTAj KoM of cBojcTBaTa 1° — 3° i yma.,

Axo enen rpymouzn (G, ») e KOHEeYEH, IITO 3HA4YM aKO MHOXKe-
CTBOTO G € KOHEYHO, TOrami CBOjCTBOTO Ha KOMYTaTUBHOCT ¥ IIO-
CTOCISeTO Ha HeyTpaJeH eJleMeHT MOXe Ja Ce YTBPAM Of Ke/meBaTa
IIeMa Ha TOj rpynoua. Jla ro corsienaMe Toa Ha CJIETHMOB npumep.

Hpwumep 2. I'pyaoudom (S, »), S={0, 1, 2, 3}, = ry=lr—yle
upetictiagern co wemaa 1, a epyaoudom@ D , o), D = {1, 3, 6, 9},
Toy = H3N(x, y) e upeiiciiiasen co wemailia 2. :

*]J 0o 1 2 3 1 3 6 9
0 [0_ 1 2 3 ly1 11 1.
11 >0 1 2 3{1 1 3 3
212 1 0 \(D 6| 1 3 6 3
313 2 @ "o 9|1 3 3 9
IMema 1 IMema 2

a) Ha memara 1, co mcmpermmara JMHVja € O3Ha4deHa MAMjaroHa-
Jlata Ha Taa imeMa. Coryienaj KakByu ce Mefy cebe eJeMEHTHTE IITO Ce Cl-
MeTPIYHM BO OZHOC Ha Taa AyujaroHaja.

CurypHo yTBpAM neKa Tie ce eTHAKBM Mery ceGe. IIpoBepu maJjos e Toa
CIy4aj 1 co BTOpATa IIIeMa.

JoKONKY BO KemeBaTa mema Ha €IleH TPYIOMI, eJeMEHTHTe IITO ce
CHMMETPUIHI BO OXZHOC Ha IMjaroHaJaTa ce €AHAKBY, TOj IPYIIONT € KOMy-
TATMBEH. YTBDP/¥ 30WITO € TOA Taka (3a0KpyReHMTE eeMeHTH BO IIemaTa
ce ZoOmery Kako: 3 +2 =11y 2+3 = 1).

3HauM, rpymoumre (S, *) n (D, o) ce KoMyTaTVBHN.
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6) JOKOJKy BO KelmeBaTa IlleMa Ha efeH IPYNoMA ¥MMa eIHa pemiia
JICTOBETHA €O PeayuliaTa Haji XOPM3OHTAJHATA LPTa ¥ efHa KOJOHAa MCTO-
BeTHa CO KOJIOHATa IIITO € JeBO Of BepTMKANHATA IPTa, TOTAaill TPYTIOMAOT
¥Ma HeyTpaJleH eJeMeHT ¥ TOa e eJeMeHTOT Ha Koj My Ipumala Taa peau-
11a, OAHOCHO KOJIOHA.

Onpermu pmams ¥Ma HeYTpajeH eJNeMEeHT CeKOj Of TIpymowumire
(S, *) nu (D, o) u ako uMa, K0j € TOj.

CeRako yTBpAM fAexa TIpymoumoT (S, *) 1Ma HeyTpajleH eJleMeHT
¥ Toa e HyJara, fofeka (D, o) HeMa HEyTpaJeH eleMeHT.

4. Vcmrraj ganv e KOMyTaTMBEH ¥ JaJM ¥MMa HEyTpajdeH eje-
MeHT rpynonaoT (M ,©), xage mro Ms={0, 1,2, 3, 4} u O
e MHOXembe II0 MOAYJ 5. '

3aGenemka. VcimMTyBameTo Ha acOMjaTMBHOCTA 06MYHO € IOKOMILI-
KyBaHO, 3aToa LITO ¥Ma MHOIY TPOjKM 3a mcmurysame. Ho, ako Hajmeme
Gapem enHa TPOjKa BPEAHOCTY 32 IPOMEHIMBUTE X, ¥, Z 32 KOja PABEHCTBOTO
2° He e WMCIIOJHETO, TOTAall TPYIIOMAOT He e acouyjaTueeH. Taka, IPYNOMAOT
(S, * ) o Ip¥MepOT 2 He e acouujaTuBeH, Ounejky, Ha Ipumep,

(1*2)*3#1=*(2*3). IIposepnu!

@n 3a TpymouauTE IUTO MMaaT HEYTPAJICH €JICMEHT MOZKe Ja ce BOBE-
e TIOMMOT 32 MHBEP3E€H €JIEMEHT.

4° Heka (G, *) e IDYIOME CO HEYTPAJEH eleMeHT €. 3a eeH
ereMeHT £ € G ce BelM JieKa € MEBepP3UOIIeH, aKO IOCTOM
EG TaROBIITO L *+ X' = T'» T = €.
Bo T0j cnyyaj ce Bemm nexa ' e MHBep3eH eJIeMeHT Ha I.

Ilpumep 3. Bo epyaoudoi (Z, +) Meyiiparen enemenii e 0. Ha
ycriTaMe Aajli eTeMEeHTOT 3 uma unsep3en 80 (Z, +).

Pemenue. Criopexn 4°, Tpeba fa Hajmeme ejeMeHT X' € Z, TaKOB 1ITO
3+ x =0 (mx + 3 = 0). OBaa paBeHKa 1o x’ uMa pemenye 80 Z : x’
= - 3. Toa 3Haunu fexa 6pojor 3 mma MHBEp3eH esneMeHT BO (Z, +) u Toa €
6pojor — 3. Bpojor -3 ce BuKa ¥ cnpoTuBeH 3a Gpojor 3.

5. Tlokaww fieka BO Tpymouuor (Z,+) CEeK O] eNEMEeHT e yRBep3ViOuieH.
6pojor 1. Jamu GpojoT 3 yuMa MHBEpP3eH €JIeMeHT BO TPYHOMIOT
(Z, )? '

6. Tpynouzor (Z, - ) ¥Ma HeyTpaJeH eJeMeHT — T0a € 6pojor 1. Jaan
6pojoT 3 MMa MHBEP3EH eJeMeHT BO IPyHounuoT (Z, «)?

AcoumjaTMBHMTE TPYNIOMAN CO HEyTpaJieH eleMeHT, BO KO¥ CEeKOj

O ejleMeHT ¥MMa MHBEP3EH €JIEMEHT,MMaaT I0CebHO 3Hademe M ce

BMKaar rpymu. Taxos e, Ha npumep, rpynougor (Z, +). IlooppeneHo, 3a nou-
MOT TpyIla MOKeMe fa ja AajeMme cleiHasa aeduHuimja:
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EgeH rpynoug (G, *) ce Buka rpyna, ako r'v UCroNHyBa yCrnoBuTe:
(G,) (G, *) e acoyunjaTuseH rpynoug (T.e. e nonyrpyna).

(G,) (G, *) ma HeyTpaneH enemMeHT.

(G5) Cekoj enemeHT BO (G, *) UMa UHBEP3EH ENEMEHT.

I

AKO e ucCroJHer yiaTe 1 yCJaoOBOT!:

(G,) Fpynonpot (G, *) e KOMyTaTUBEH,
Toraw 3a rpynata (G, *) ce Benu geka e KOMyTaTuBHa
rpyna nnu abenosa rpyna.

Bexke sHaeme neka rpynomunot (Z, +) ©u ucnoaHysa yciosure (G;) —
(G); cnopen T0a, T0j € KOMyTatTMBHA rpyna. [pymoupmor (N, +), maxk, He e
TpyHa 3alITO HEMa HeyTpalleH eJIeMeHT, T.e. He T0 MCIOJHyBa ycaosor (G,),
IIa CIopex Toa Hy ycJaosor (Gs).

7. Tpynougor (Z, *) He e Ipyma, a u rpynounor (S, *) ox TIpUMEpOT 2
He e rpymna. 3oiTo?

Ilpumep 4. Ja ucaufllame daau e KomyWaliusna 2pyiaa zpyaoudo
(Z, ), axb=a+ b+ 1.

Pemenue. Bo npmvrepo'r 1 yTBpauBMe IeKa OBOj IDYIOMA € KOMYTaTH-
BEH, aCOLMjaTMBEH M MMa HeyTpaJleH elIeMeHT, e = — 1, T.e. I'M MCIIOJHyBa
yenosure (Gj), (G2) 1 (G,). Ocrarysa aa ro nposepume ycaoBor (Gs): masm
3a KOj 6o a € Zmocron @' € Z, takoBmroa x @’ = -1 (u @’ x a =-1),
T.e.

at+tad+1l=—-1ma’ +a+1=-—1).

’

Opaa paBeHka mo 4’ mMa pemrerme BO :Z: a4’ = —2 — a, mITO 3Ha4M
zexa 6pojoT — 2 — a e MHBEp3eH exeMeHT Ha Gpojor a Bo (Z, *). Copex Toa,
(Z, *) e ROMyTaTMBHa IpyIIa.

8. ITokaxu geka rpynongor (A, +) ox 3amavara 2 e KOMyTaTHBHA IPy-

1a. _

Ha nanromueme. Ycaosure (G;) — (G;) ce BUKaaT akCHOMM 3a rpyna. Tue
ce OCHOEBHM TBpPAEIba 3a CeKOoja rpyna, HO He Ce eVHCTBEHM — MMa U OPYIH
TBPZIEEba IITO Ce A06MBaaT Ox OBMe aKCHMOMM M Ce TOYHM BO CEKOja rpyma.

Toa ce TBpAema IITO Ce JOKAaxyBaiT; TAKBUTE TOYHM TBDPHEHA CE BMKAaT
TEoOpeMH 3a rpyNdTe.

Taka, Ha IpyUMep, TEOpEMM 3a TPYIMTe Ce:

T.1. Cekoja rpyna mMa TOYHO elleH HeyTpaJeH eJleMeHT.

T.2. Ceroj exeMeHT O AafieHa IPyIla ¥Ma TOYHO €/leH MHBEDP3€H eje-
MEHT. :
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T.3. Bo cekoja rpyna (G, =), 3a Kou 6110 magery eleMeHTH a, b € G,
paBeHKaTa T *a = b (110 x) OFHOCHO a * ¥ = b (110 y) MMa pelre-
mie Bo G. Toa pelrenne e gageHo €O (bopmy.na'ra x=bs+a, oni-
HOCHO ¥ = a’ * b ¥ e eqMHCTBEHO.

OBlMe TeopeMyt ce JOKaXyBaaT CaMO CO TOMOII HAa aKCHOMITeE
(G) — (Gy).

Ox ucTopujaTa HAa MaTeMaTMKaTa

IToumor rpyma e efieH of HajsaxkEuTe BO amrebpara, a Teopu-
jara Ha rpymiTe e egHA OX HajMOKHMTe MOeu BO MOAepPHATA MaTeMa-
muka. Co momorn Ha rpymmre e ofjacHera cTpyKTypara Ha OpojHuTe
cucremy: (T.e. HAa MHOXecCTBaTa OpoeBy CO HMBHMTE olepamymM), OT-
KpHMeHa € M3HEHaAyBadyKa CJIMYHOCT Mefy OCHOBHUTE CTPYKTYPM BO
anrebpara ¥ reomerpujaTa, a objacHeTH ce M HeKoM (PM3MIKM 1I0jaBH,
KaKo ILTO € OJHECYBAameTO Ha eJEKTPOHNUTE BO ATOMOT.

IToumor rpyma, BO HerosaTa Ma-
TeMaTHMYKa CMMCIA, 32 IpBHAT 6mJ
ymotpeber on 21-ropuiuHmoT dpaHITy-
cKM MareMmarudap EBapmer Tasoa
(1811 — 1832), BO HeroBMOT I'PO3HM-
JaBO Hamkpaban ,,TeCTaMeHT,
HOKTa Ipen HeropaTa CMpT (Ha JBO-
60j). Henoro na Tasoa MmMa OrpoMHO
3HaYeme BO BpPCKa co ImpobJsemoT 3a
peunmBocT Ha T.H. ajnrebapckm pa-
BEHKM, HO € YIITe IIOBaxXHO IIopaau
Herosara OIIIITa uzjeja.

E. Tanoa
(1811 - 1832)

ba Bexon

9. Kou ox ceojersara 1° - 3° ru mma rpynon,ud'r:
a) N,*), a b = 2ab; 6) (N,0),x0y =x+ 5y.

10. Hexa S = {2, 4,8,16),ax *+y = H3C (x, y) mx v y = H31 (x, y). IToxamu gexa
(S, *) n (S, o) ce TpymIOMAM M MCHMTA] OO HMBHMUTE IIEMM KOM Of cnojcmg'ra 1° - 3°
uMa CeKoj Of HuB.

11. VMcrmrraj sany e rpyna Bo ofHOC Ha cobupamero Ha nesm Gpoesu:
a) A={3k|kEZ}. 6)B ={-6,—-3,0,3, 6}.

79



12. TToxaxy feka e KOMyTaTMBEA Ipyma Ipymommot (Ms, @), xaze mrro M, = {0, 1, 2,
3,4),a ® e cobupame mo MOXyx 5. (32 aCOIFjaTMBHOCTA MPOBEPY CaMO HEKOJKY
cay4qan). ) :

13. Cornenaj nexa (M, ©), xage mro Ms = {0, 1, 2, 3, 4} u O e MHOXeHe II0 MOXYJ
5, € KOMyTaTMBHA HOJyIpyHa co efuHMua. (3a acouyujaTMBHOCTA HaIrpaBM CaMo
HEKOJIKYy IIpOBEDKMN.)

14. Vcmnraj manm e Ipyna Bo OFHOC Ha MHOMEISETO HA Heiyi GPOEBM CNeNHOBO MHO-
xeerBo: a) G={-1,1}; 6) H={-1,0, 1}.

15. Mcrmnrraj gamm e KOMyTaTHBHR Ipyna (Z, +), @ » b=a+b-1.

16*. Bo rpymaTta Z,*) ox 3amazara 15:

a) mpecmeraj: 2 =1, 0+ 1,00,
6) Hajm ro MHBep3HMOT eJleMeHT Ha: 1, 0, 4.
B) pElDi I'M paBeHEMTE: 3 s T =4, 2 »x = 1.

I1.6. IIPCTEHOT HA IUEJUTE BPOEBU

@ Bo III.2 ru HaBenoBMe cBOjcTBaTa Ha cob6MpameTo M MHOMKEHETO
0 nHa npupoxEu Opoeen. Cure Te CBOjCTBa BaxKaT 3a co0upamero
u muoxemero Bo Z, Ho, Tyka BazxkaT ¥ APYIUTE CBOjCTBa IITO C€ BO BPCKa
co 6pojor 0 u co cuporusHMTe GpoeBu Ha naxerm Opoesn. la Im 3amm-
IIeMe CUTe TUe CBOjCTBA Ha €RHO MECTO:

Aj;at+b=b+a (KOMYTaTMBHOCT Ha COOMpameTo).
A,:@a+b)tc=a+(b+o (acommjaTuBHOCT Ha cobupamero).
Ajia+0=a (0 e HeyTpaJieH eJIeMeHT 3a cobupameTo).
Ajjat (—a)=0 (— a e cIIpOoTHBEH eJIEMEHT Ha a).
Aj:a-b=b-a (ROMYTaATHBHOCT Ha MHOZKEHETO).
Ag:(@-b)-c=a-(b- c) (acoipfjaTHBHOCT Ha MHOXKEHLETO).

A :(@+b)c=a-c+b-c (mecTpubyTMBHOCT HA MHOXEHETO CIpeMa

. cobupameTo).
Ag:ia-l1=a (1 e HeyTpaZeH eJIEMEHT 33 MHOXKEHETO).

(OBme paBeHcTBa ce TOUHM 3a KoM 6mio a, b, ¢ ox Z)

Taga, MHOXeCTBOTO Z 3aef{HO CO orepaipmTe cobupame M MHOXEHe
MOXKe [ja Ce pasrjiefyBa Kako ainrebapcka CTpyKTypa CO ABe omepaipy, (Z,
+, '), BO KOja BaxkaT cBojcTBaTa A, — Ag.

Vima u apyru anrebapcky CTPYKTYPH INTO TM MCIOJHYBaaT yCJOBHUTE
A~ A,

IIpummep 1. [a 20 paseinedame mroxceciisgoWio 00 dapruillie yeau 6poesu,
P ={..,—4,—-2,0,2, 4,...}. 3HaeMe Aexa 30MpOT Ha ABaA NapHU
nesm Gpoja e mapes 6poj u 3a Hero BazxaT cBojetBaTa A, — A, Mcero
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TaKa, MpoM3BOAOT Ha fABa mHapEu Opoja e mapeH Opoj, mpm ImITo
BaxkaT cBojctBaTa As — A7. Bo MHOXecTBOTO P HeMa HeyTpaJieH elre-
MEHT 33 MHOXKEHeTO. 3HauM, 3a CTpyKTypara (P, +, -) BaxkaT CBOj-
crBata 41 — A,

1. Tlokaxu meka u muoxecrsoro S = {...,-6,-3,0,3,6,...} i
WCIOJHyBa ycaoBure A; — A; BO OgHOC Ha coﬁnpame'ro ¥ MHOXeHmhe-
TO Ha ey OpoeBi.

2. Kon ox yciosure A; — A, He TM MCIOJHYBa CTpyKTypaTa (N,+,-)?

Cexoja ctpyktypa (P, + ) co zgBe omepampmt + (,,cobupame’) u
- (,,MHOXKeHe") MTO TM MCIOJHyBa ycJaoBure A; — A, ce BIMKa HIpPCTeH, a
caMKTe YCJIOBM Ce BMKAaT aRCHOMM 3a NPCTEH. AKO € MCIIOJHETa ¥ aKCHo-
MaTa Ag, (P, +, -) ce BMKa OpCTeH CO eAMEMDA.

Coopeg Toa, (Z, + ‘) e npcreH co emummia. Ctpykryparta (P, +, *) ox
IIpPMMepPOT 2, IaK, € IIpcTeH 6e3 emMHMUIA.

3. Ilokaxu fera (M; D;0;) e mpcreH co epyrmua. (3a aucTpubyTns-
HOCTa HaIIpaBy IIPOBepKa 3a HEKOJIKY CJIydan.)

Bo Bpcra co rpymougure (P, +) un (P, -) pa3srienaj rm agcuomirre (110
rpymn): A, — Ay, A, — A, u A, TlITo cormenyBam?

CurypHo cornefa nexka: rpymouzor (P, +), mopamy aKCHOMMTE

— A, e KOMyTaTHBHA Ipyla, IpDynouzoT (P, -), nopamr A; — A, e KoMy~
Ta'm:BHa noyrpyna, a A, O3HadyBa JeKa MHOXKEHETO € zmc'rpMGymBHo
cpema cobupamero. Criopen Toa, MOXKeMe Jla KaxkeMe ¥ HeKa:

EAHO MHOXECTBO P e NpCTeH BO OAHOC Ha fABe (Herosu) onepauuv, +
W -, aKO ce UCMONIHETN CNefHuBE YCNOBM:

(ﬂl) rpynougort (P, +) e KomyTaTUBHa rpyna,

(M,) rpynomgoT (P, *) e kOMyTaTUBHa nonyrpyna,

(M;) MHOXetbeTO ( - ) e ancTPUbYTUBHO cnpema cobupareTo (+).

4. IToxaxmy ziexa Tpojkata (Ms, @ , ©), Kage mro M; = {0, 1, 2, 3, 4},
a® u O ce cobupame 1 MHOKEHE 10 MOZXYJI 5, € IPCTeH CO eAMHMILA.
(3a nucrpubyTHBHOCTA HaPaBy IPOBEPKa CaMO Ha HEKOM cJydan.)

3aGenemra. Bo IpCTeHOT Ha nesmiTe 6poeBy, TOUHM ce cnemEIBe
TBPJEHA:
T.1. (3axoH 3a KpaTeme cOGMPOK)

(Va b,c&€&ZY(@+ c=b + c=>a=b).

T.2. (PemnuBocr na pasenkn). Cexoja paBeHKa
x+a=5»
(o x) yMa eAVMHCTBEHO pelleHne BO Z; Toa e:
x=b+t(—a)=>b—a
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' T.3. (IIlpaBmaa 3a 3ngnﬁ). 3a xou 6mi0 a, b € Z, TOYHM ce paBEeHCTBaTa:

8 ~(—)=a & — (@ + by = )+ (- b
B)a-0=0. r))(_(‘;).b)=_((a-b)=a:(—b). -
m(—a) - (—b)y=a-b. . . :

Cure oBMe TBpAEHa Cce TOYHM BO KOj 6wio npcren (P, +, ). Tue ce

HOKaxXyBaaT cO KOpMCTeHe Ha arcuomure A, — A, ¥ CO IOPaHO AOKaZKaHU
TeopeMi.

6:1 IIpupomyre 6poeBy, KaKO IITO 3Haell, Ce MOXPEeIeHN BaKa:

1<2<3<4< ...

Axo op npupozneHn 6poj n oazeMeMe eIMHMLA, ke mobmeme moman
6poj, n —1<n Taka, 3 -1=2<3, 2—-1=1<2. AKO TpomoJXKMMe
TaKa, CO og3eMarbe Ha efMHuua, Ke nobueme: 0 <1, -1 < 0, -2 < —1 uTH.
3aToa, nemiTe 6poeBy MoOxXeMe Ja IM MOAPEAMME Ha CJEIHVOB HaYMH:

.3 <-2<-1<0<1<2<... Q)

3amucor a < b (a, b € Z) ce yuTa MCTO KAKO Kaj npupomn're 6poeBu: a e
poman ox b wiu b e moronem ox a (b > a).
5. Tlompeaw ru mo rojemMuHa GpoeBuTe: 2, 5, -6, 0, -3.

6. Bo mmozxecrBoto A = {3, —4, 2, -5} e 3ajajgena pejanmjata
.. ..e ToMax of ...“. Haupraj ro Hej3uHmoT rpad u mpoBepu
JaJm € TPaH3UTHBHA.

7. Hexa a u b ce gagenu uean 6poeBn. Ko MOKHOCTKA 32 HUBHOTO
criopefyBasse 1ocrojaT?

8. Ilpoeepm mamm: 2<3=>2+c<3+c3a ce{1, 5, 0, —4}.

9. IIpoBepy CO HEKOJKY IpUMEpH Aalu
a<b=>a- 5<p -5(abeZ).

Co OBMe IIPMMEpPH CUTYPHO Ce [IOTCeTH 3a HeKOM CBOJCTBA HA penaiy-
jaTa: ,,<“ BO meamuTe 6poeBy IITO cera ke rm ucKaxkeme OITILITO.

3a Ko 6uno a, b ¢ € Z, BaKaT cnegHuse CBOjCTBA
(3axoHu):

S;: M a =b, wm ¢ <b, uim a >b (prx0T0MMja).
S, (@ <b) A (b <c)=>a < c (TPaH3UTUBHOCT).

Sz;a<b=>at+c<btc (MOHOTOHOCT cnpema
cobupar-eTo).

Sg (@ <b) A(c >0 =>ac < bc (MOHOTOHOCT
cnpema MHOXEHETO).
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Axo a > 0, roraiu 6pojoT a e nmo3utuBeH, a ago q@ < 0, Toramr Toj e
neraTuseH. CeKoj mosutuBer 6poj e moromeM ox CeKO] HeraTMBeH, a Hy-
J1IaTa € rpanuua Mefy MO3UTMBHUTE M HeTaTMBHUTE GpPOEBy.

3HauuTe = u < ce ynorpefyBaaT u Kaj neimre 6poeByu. 3amucoT a < b
O3Ha4YyBa ,,a € IIOMaJIl MJIM €JHAKOBR Ha b‘. AHa}JIorHo 3aa=b. Akoaz= 0,

TOrai BeJmMe JleKa 6pOjoT @ e HeHeraTuBeH.
10. Ogpexan ja BucTvHMTOCHATA BPEeIHOCT Ha MCKa3uTe:
a) -5 <0, 6) =5 <0 =>-(-5) >,
B) (4 <5) A (3<0)=>4"- (=3)>5 - (-3).

HOOHIIITO, TOYHM Ce CJaenHUBe TBPpAEHa:

o Ja— . —_—
I". Axo ¢ e newatliusen 6poj, wWoraw ~c e aosutliusen, i.e.

c<0=>->0.

o Ju— —_ J— .
2° Axo edno HEPABEHCUIBO Ce UOMHONU CO Herailiuger 6poj, wozaw
SHAKOW Ha nepasencitisotio cllanysa cupoiiugen, T.e.

‘(a<b)/\(c<0)=>(a-c>b-c).

OBne TBpAema ce Kopucrar Opy peraBameTro HEpaBE€HKN.

Ipumep 2. Ja 2u pewune nepasenxuilie:
a)x — 5 < 4, 6) 2 ~x>3.

Pemesme. a) t — 5+ 5<4 + 5 (ua nBere CTpaHu fojxaBame 5)
x <9,
6) 2 — x > 3; nogasame (—2) on mBere cTpamm:
2 —~xr+ (-2)>3+ (-2);2+ (-2)=0,3 + (-2) =1, na
—x > 1; cnopen T. 1
r<-1.

11. Pemm ru nepaBenxure:
a)x+5>1, 6) 3-x <2

E@u Bexbu

12. IToraxu meKa e NMPCTeH MHOXKECTEOTO P = {5k | k €Z) BO omHOC Ha cobupamero u
MHOXKEmeTO Ha nemu 6poesn.

13. CocraBu Tabmvma 3a cobupame @ u Tabmuma 3a MHOKeEme © mo momyx 4 BO
M. ={0, 1, 2, 3}. ITogaxyu Ha HEROM IIpUMMEPH HNeKa BaiXKM acoLujaTMBHOCTA Ha
COBMPAILETO ¥ MHOMKEH-eTO, KaKO ¥ JMCTpUbYTMBHOCTa Ha O cipema @ . IIro
MOZKeIll 1a 3aKJIYIMIl 3a TPpojrata (My, @ , O)?
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14. CBepy ro M3pa3oT KOJKY INTO € MOXKHO:
a) -y z+—x) Y 6) (a+2b)c+(c—a)b-—(c—b)a.

15. IIpecMeTaj ja BpemHOCTa HA u3pa3oT:

a) 2rxr+5y—93ax=—4y=3
6) (2z—y)-(:c—y)—3ysa:c=2,y=—3.

16°*. [oxaxy cO CHUTE HEOIIXOAHM IeKOPHU gega:a+x =0 =>x=-a
17. TToppesy Iy N[O TONeMMHA 6poesnre: 5, —3, 2, -1, 0, —5.

18. Hampasu Heraipfja off MCKa3uTe: a) 5<1,6) 3>2.

19. 3a Koy BpeAHOCTH Ba a U b ox 7, e TOYHO HEPABEHCTBOTO @ - b > 0?

20. Penmu ru HepaBeHKHTE:
a) 3+x>-3; 6) 1—x<6.

21. Nokaxu ja Teopemara: a < b=>a—-b<0.

I.7. JEJMBOCT HA IIPUPOTHUTE BPOEBU

@ Penanujara 32 JeNHBOCT. Bo nexmmjara III.2 ce morceTBMe Ha
0  pDoMMOT 3a REJMBOCT Ha IpupopHuTe 6poeBy, Ipyu IITO PEKOBME
neka: npupoaHuoT 6poj b e xenus o IPMPOAHNOT 6poj @, aKO IIOCTON IPUpPO-
zeH 6poj k, TakoB LITO:

b=k-a M

Bo T0j ciyuaj BedmMe U JieKa @ € JleJMTeN Ha b u zamMuIyBaMe:

a|b. 2)

TepMuHUTE: @ € MHOXKMTEN BO b n b e coppxaren Ha 4, JCTO Taka, ce yuorpe-
6ysaaT HamecToO ,b e Aexus CO a”.

IIpumep 1. a) 5| 10, sawio 10 =2 - 5. '

6) 3|7 (amraj: 3 He e .jeIMTE] HA 7), 3aIITO HE MOCTON
npupones 6poj k, TagoB mrro 7 =3 - k.

1. Onpemy Kou OF CIeJHMBE VICKa3y Ce BYUCTVHITI:
a) 13| 52; 6) 48] 12; B) 9.479; r) 17417.

Iemmresm Ha Gpojor 6 ce: 1, 2, 3, 6 u Apyru Kejmren1 HEMA. Cogp=xa-
Temu, IakK, Ha 6 ce: 6, 12, 18, 24 u ymiTe MHOTY APYTH. Cexkoj npupozen 6poj
uMa KOHeweH 6poj aesmrenn, a 6e36poj MHOry COApKATENN. IIpuToa, axko

6pojor e pasmudeH of 1, Toram Toj uMa Gapem ABa AesmTENA: 1 u ca-
Muot Toj 6poj.

84



2. Hajau i cure pemiTesm Ha OpojoT:
a) 7, - 6) 15; B) 24.

HOTO&, HaBeM HEKOJIKY HETOBM COXPKAaTEeJI.

Co ycmoBor (1), T.e. co (2), medmHupana e penammja ,e geauTena Ha‘
BO MHOXecTBOTO N Ha mpupopmure GpoeBy, HapedeHa ¥ pejamuja 3a Je-
JmBoct 5O N.

IIpmmep 2. Jla udposepusme Oaau peaayujaiia ,.e O0eaus co“ uma
Hexoe 00 csojclisaiia:

a) pedIeKCHBHOCT: a | a 3a ceroj a EN;

6) cumerpuyHOCT: a |b => b a;

B) aHTMCHMMETPUYHOCT: (a | b) A (b|a) => a =b;
r) TpausumsHOCT: (2| b) A (b|c) => (a]c).

Peienite. JlecHo ce yBunysa mexa OATOBOPOT € IIOTBPAEH 3a a), B) 1 T),
a oxpeueH 3a 6).

a)a=1-a,naala 3acekoja € N, re. penawyjata | e pediexcus-
Ha. ’
6) Pesmamujara | He e cumeTpuuHra; Ha npumep: 4 | 12, Ho 12 [ 4.
B)Onalbu b|acnexysa neka b = ma u @ = nb 3a Hexon n,m N,
na b = mnb, ox Kage wro 1 = mn; nocIEAHOBO PaBeHCTBO e Mc-

MIOIHETO caMo 3a m = n = 1, na a = b. 3raun, penanujara | e antn-
CMMETPHUYHA.

r) PemauujaTa | € u TpaH3MTMBHA.

Haencruna, on npermocraskure a | b u b| ¢ cinenyea nexa nocrojar
npuponuy 6poesyu m u n, TakBy WTo b = mae u ¢ = nb. Ilopaxu Toa,

=nb =n(ma) = (nm) a, 1. a|c.
Oxn npumepor 2 3akiIydyyBame zeka pernanmjara e geauren Ha” Bo N e:
pediieKCHBHA, aHTVCHMETPUYHA ¥ TPAH3UTHBHA. Crnopen T0a, Waa e peaayu-
Ja 3a Hodpedysarve na muoxeciieoio N.

Ha ce norcetnme ymre Ha HEKOJIKY CBOjCTBa Ha HEJIMBOCTA BO MHOMKE-
cteoTo N, ’

T.1. | Ako a e genuten Ha 6poeBute b u-c, Toraw Toj e AenuTen v Ha
HUBHWOT 36Mp, T.e.
@ald) A @ale) = al(+c).

Hoka3. Ox npetmrocTaBkMTe @ | b 1 a | ¢ caenyBa Jexka:
b =ma u c = na, 3a nexou m, n,

na
btc=ma + na=(m+ n)a,

HITO 3HAYM fexa a | b + c.
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OBaa TeopeMa MOXKe fia Ce IMPMMEHM BO CIyday KaKO CIETHMOB:
8720031848, ma 8|7248.

3. Co nomonr Ha T.1, mokazxmu fneka 7 | 3 542.
4. ,quam aeka:

@B Aale)Ap>c)=>alb-c).

AKO g e penuten Ha 36mpoT b + ¢ n Ha egHMOT cobupok (b), Toraw

T.2.
a e AenuTen v Ha gpyrmot cobupok (c), T.e.

al(b+c)Af(a|b)=>alc

Hogaz. b+ c = maAb =na=>na+c = ma =>
=>c¢ = ma —na =>c=im—n)a;

3Ha4Y, a e JeJIMTeN M Ha C.

@ Pa3znoxyBame Ha NPOCTH MHOXMuTenu. PeKOBMe feKa CEeKOj Ipu-
O popmex 6poj, morosem oz 1, uma 6apem nsa pnenurena. Ha upumep,
6pojor 5 mma TouHO ABa Aesmrena: 1 u 5, a 6pojor 9 yma Tpu AesmTenn: 1,
3 u 9. Bpojor 24, nax, umMa ocym aemnresm: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 un 24.

Cexkoj mpupogeH 6poj p mTo ¥Ma TOYHO ABa Aexurena (1 u p) ce Buka
npoct 6poj. IIpupogunre 6poesy,nakK, IITO MMaaT [IOBEKE OF ABa AeJHfTeNa
ce BMKaaT CJIOMeHN GpoeBu. "

Taxa, GpoeBure 2, 3, 5, 7 ce npocty, a 4, 6, 8, 9 ce croxemn. Bpojor
1, max, He e Hy IIPOCT HU CJIOXKEH.
5. 3aIMIni I IIPBUTE AECeT:
a) mpocty GpoeBy; 6) cimoxenu Gpoesi.

IIpoctuTe 6poeBM ce MHOTY BaXKHM BO apUTMETHKAaTa.

Taxa, cexoj Upupoden 6poj a > 1 uma 6apem eden deauiilen wuio e UpoCcwi
6poj. Yuite noBeke, HMBHATa BaiKHOCT MOXKe Za Ce cOIjeda Of CJIeZHOBO
TEpAEH-€¢ HApe4YeHO OCHOBHA TEOpeMa Ha apUTMeTHKATAa:

Cekoj npupogeH 6poj a > 1 e wnu npocT 6poj Wi Moxe fa ce npet-
CTaBM Kako NMpov3Bog of npoctu 6poesw; Toa npeTcTaByBare € ef-
HO3HA4HO, aKO He ce 3eMe NpeABuA PacnopeaoT Ha MHOXWUTenuTe.

-
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Co cum6omy1, Toa MOXe fa ce 3anMiIe Baka:

a, Y
a =p11p: .pkk

Kane wTo pi Ps, - - ., pr MefycebHO ce pasimruem mpoctu 6poesw, a a,
Oz, - . . y0 Ce UpUPOOHU Opoesu.

Ha @pumep, 70 = 2 - 35 = 2 - 5 - 7. Bo 0B0j cirywaj BemMMe Aexa
Gpojor 70 e pa3;ioxeH Ha IPOCTH MHOMKMTETH. '

IIpumep 3. Zla 20 pasroxcune 6pojoii 90 na EPOCHIU KHONCUITEAU.

Huanme:
90=9-10=3-3-2-5=32-2-5,
90 =5-18=5-2-9=5-9. 32

Bo mocareanoro pasnoxysame Ha 6pojor 90 TprHyBaMe of HajMaiDfOT
IpocT zeymrren (2), 3a 45 — mak of Hajmammor (3) utH. Toa pPa3ioxXyBame
ce 3arauysa o6MIHO BO BepTHMRATHA Tabiuiua, Ha CIETHVMOB HAMME:

90| 2

45} 3

15| 3 9‘0=2-3-3-5=2-32'5._
5[5

1

6. Pa3jioxm ro Ha NMPOCTH MHOXKMUTE DA 6pojor 3 850, co momom Ha
BepTMKasHa Tabioara. :

3abexemxa 1. Ha mcr Haume Kago Bo N ce Aedyrmpa penamyja 3a
ASJMBOCT ¥ BO MHOXeCTBOTO Z Ha nesmrre Gpoesn. VimeHo, 3a emer mexn
6poj a+# 0 ce Beyu fleKa e menmTenx ma nemnor 6poj b, ako mocrom mexn
6poj k, TakoB mrTo b = ka; ce O3Ha4yBa, MCTO TaKa, co a | b.
Ha apunep: a) 8 | (—24), zamrro ~24 = {-3) - 8;
6) —15| (—90), samrro ~90 = 6 - (—15);
B) 5|0, 3amTo 0 =0 - 5,

7. Ko on cBojerBara a) — 1) ox OpuMeEpoT 2 TM MMa AEJMBOCTA
BOZ?

(D Bmvmasaj 3a B) ! Ha apunsep, 5| (—5) u —5 | 5, Ho 5% — 5.
3abesemka 2. MHOXKeCTBOTO OX IPOCTH GpoeBy € GeCKOHeTHO.

Vimeno, na mpeTnmocTaBMMe KA MMa CaMO KOHEYEH 6poj mpocTn
Opoesu u Heka THe cuTe ce: Dy Py -5 Dy; A2 TO popmupame 6pojor a
mTo € 36up ox 6pojor 1 u mpom3Box Ha THe npocti 6poesn, T.e.

a=1+pp,...p,.
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BabenexyBaMe AeKa'a He € AeMMB HM CO P3, HM CO D,, ..., HA CO Py
(ciopexa T.2). Crniopen Toa, Koj G0 mpocT pemiTen p Ha a e mpoct 6poj

LITO € pa3nrieH Of P,, P, - - -, Px- BuAejkn a e wm npoct 6poj wmm mma
IMpOCT HessaTell p , cilefyBa AeKa IIOCTOM IPOCT 6poj pasimieH OX Pi, Pa,
- Dy

bn Bexonu

8. Bo mmoxectsoTo 1) A = {4, 6, 12, 24}, 2) B = {4-4, 4, 6, —6, 12} najeHa e penamy-
jaTa ,,e Aexwren mHa'‘. Hanpraj ro rpadoT Ha Taa penamyja ¥ yTBpAM Ry € Taa:
a) pednexcusHa, 6) cMMeTpyuHa, B) aHTMCUMETPUIHA, I) TpaH3UTUBHA.

9. Hexa a, b, m, n ce npupozam Gpoepy. Joxaxu neka:
aymlaAnib => mnlab;
6) mlavm|b => m|ab;
By m|laA mlb => m|ax+ by 3a xou 6wio x, y EZ.

10. Joxaxu neka 3a Koj 6uno n EN:
a) 2{n(n+ 1); 6) 6[27*+ 21 B) 8| (2k+ 1)2—-1.

11. Jloxaxu neKa e genmsa co 8:
a) pasJofxaTa of KBaZpaTmuTe Ha JBa IOCTENOBATENIHM HemapHu Opoesu;
6) IPOMBBOZOT OF ABA IOCJTEAOBaTeNHN TapEM Gpoesy. ‘

12. Pa3s0Ru TO Ha MPOCTY MHORUTENY, CO ITOMOLI Ha BepTMKaaHa tabmmua, 6pojoT:
a) 198; 6) 819; B) 9180.

13*. Co xoj 6poj Tpeba ma ce mOMHOXM OpojoT
a) 150; 6) 12 600; B) 6552,
3a ga ce fobue monH xBagpat?

14*. Mamm penaiyjara | (,,e fejnrrexn Ha ) e:

a) eKBMBAJIeHTHOCT, 6) IOApeAyBame
BO MHOZKECTBOTO Z Ha ueymre 6poeBn? 3omro?

15 | Bpojor 458 Mome nma ce IpercTaBM cO IIOMOII Ha cTeneEmre o 10 Baka:
458 =4 - 102+ 5 - 101+ 8. IIpercrapu I Ha Toj HauuH OGpoeBUTE:

a) 3572; 6) 702 034; B) —m — ;
) ) Geaataoian (meTimcper 6poj

IIpy IITO ap € IMdpaTa Ha eNMHIIPITE, 4; € UudpaTa Ha AeCeTKUTE MTH.).

MICTOPUCKA BEJIEIIKA 3A ITPOCTUTE BPOEBU

IIpocture GpoeBu Cuie mpeAMer Ha IPOydyBambe YIITE BO CTapuoT
Bek. Taka, Ha IpuMep, TBPAECHETO JE€KAa MHOIRECTBOTO IPOCTY OpPOEBM €
OeckKoHeuHO, € JOKaxaHO Bo EBrimposure ,,Enementn’ — HajzHawajHOTO
JIeI0 IO MaTeMaTHKAa Off Toa BpeMe.

Ilocrojar romeMm Opoj eNHOCTABHM TBpAeHa BO BPCEA CO IIPOCTH
OpoeBy, IITO HMKO] Aocera He ycrneal HM Aa M AOKazxKe, HM 7@ TH mobue.
EBe HeKOJKY IIpUMepH. '
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1. ITapoBuTe mpoct 6poeBM IITO Ce Pa3aMKyBaaT 3a 2, ce BMKAAT
Omr3mamyn. Taksy ce: 3 u 5, 5 1 7, 11 u 13, 17 u 19, 29 u 31, 41 u 43 n
Ap. Cé yirre He ce 3Hae JaJDI MHOXKECTBOTO G/ni3HaIM e HECKOHEYHO My €
KOHEYHO.

2. MaremaTigapor Xpucryjad I'ongbax Bo 1742 rogmeHa My ro mo-
craBua Ha JI. Ojiep ciaemHOBO mpamrame: ,Jlam cekoj naped 6poj moro-
JeM Of 2 MOXe Jla ce u3pasu Kako 36up ox aBa mpoctyu 6poja?‘ (Ha mpu-
Mep: 4=2+2;6=3+3;,8=3+5;10=3+7=5+5;12=5+17) Oxn-
FOBOPOT HAa OBa IIpalllaihbe c YLITE He € II03HAT.

3. Ppanuyckmor maremaridap Iljep Pepma (1601 — 1665), Bo 1637
TOIVHA, 3amMilall Ha MapririiTe Of e€fHA CBOja KHUTA: ,,... HE € MOKHO:
KyGOoT Ha efleH (npupomen) 6poj xa ce mpercraBu Kaxo 36mp of KyGopure
Ha ABa Opoja, 4eTBPTMOT CTelmeH Of efeH Gpoj Kago 36mup of YeTBPTUTE
cTenmeHM Ha fgBa Opoja u, OIINTO, KOj OMJIO CTEIleH TIOTOJIEM Of ABa KAKO
306Mp ox ABa TaKBu cTemeHM. 3a TOa OTKPMB HABUCTMHA IPEKPACeH ZIOKA3,
HO MapruHaBa e MHOIy MaJja 3a Aa ro cobepe”.

OBa TBpAelme € II03HATO KAakKo
nocjxerra (JUIM rojieMa) TeopeMa Ha
Pepma. IIOKOHIM3HO, Taa TBpPAU
JeKa:

»AKO 1>2, Woeaw He WocHiojald HeHYyA-
Wy yeau bpoesu x, y, z WaKeu wio:

Ayt =2

M 1nckpaj MHOry Haopu BO

: TexoT Ha noBeke ox 300 romrmu,

Hjep depma (1601~ 1665) HMKO] yILITe He ycIleas Aa I'o AOKazKe

(mm« ma ro mobue) oBa TBpHEH-E.

Cemak, oBaa TeopeMma € MOLIHe 3HA4YajHa, 34IITO ob6MaMTe Taa fa ce jJoKa-

e, ZioBeJle 10 OTKP¥Balb€ HOBM BAIKHM METOLM ¥ PE3yJTaTH BO TeOpyjaTa
Ha OpoesnuTe. .

Bo Bpcka co mpoctuTe 6poeBH, II03HATA € M CeAHABA TeopeMa, Ha-
pedena mana teopema Ha Pepma: ,,Axo p e #pocii 6poj U G e 3aeMKO
ipocii co p, MWoaw ocWaOKoW 00 Oeaerellio Ha aP™ co p e 1%; co
crumboums: ’

(p e apocm) A (e, p) =1 =>pla' — 1.
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I1.8. IIPM3HAIIM 3A OEJUBOCT. H3C

IIpussamm 3a JeJXMBOCT. Ke ce MOTCeTHMe, NPBO, KaKo ce Ipo-
@D BepyBa AaJ nazeH 6poj e mesms co 2, 3, 4, 5, 9, 10.

3a Toa Ke HM momorse mpercraByBamkeToO Ha OpoeBmMTe CO IIOMOII Ha
crenesnre of 10, kako BO 3agavara 153 ox mmHaraTa Jekwyja. Ha dpusep,
6pojoT 2 745 MozKeMe Aa ro NpeTcTaBMMe BaKa:

2745 = 2-10%+ 7 - 102+ 4 - 10+ 5.

Ha T0j Hawi MOZKe 73 ce IpercTaBy Koj 6uio npupogen 6poj

a=a,qa,, -.. a‘Qalao (n+* 0):

a=a, 10" + a,,10"" + ...+ a,* 102+ a;- 101+ @, (1)

'

Kajne 1IITO a, C¢ emumITe, (l:l — AECETKUTE, a, — CTOTKMTE UTH.

Cekoj cobupok o mecHara crpaHa Ha (1), IIO‘IHYBajkﬁ oxn HAeceTKuTe
HajeBo (T.e. a4, 10, a, - 102 uTH.), e gexmB co: 2, 5 u 10. ITopagn Toa, a
Bp3 ocHeBa Ha T.2 op IIL.7, mmame:

1° 2|a <=> a, e dapen.
2°. 5|a <=> aoéOquu 5.

3°. 10]a <=> gqe 0.

1. Mcraxmu 1 co 360poBu TBp,zer,a'ra 1°,2°wm 3° IITO Ce 3anMIIaHEu
co cymboun. :

2. lanenn ce OpoeBuTte: 18, 425, 630, 803, 3 740. Kou ox HmB ce
AexmBy co a) 2, 6) 5, B) 10?

Tepaemara 1° — 3° ce HapeueHN HpuM3HanM (VWD1 KPUTEPUyMM) 3a Je-
JmBocT co 2, 5, 10 coomBeTrHO.

Bpojor a ox (1) MoxkeMe fa ro 3ammamiemMe ¥ Baka:

a = a,+ 10a, + 100a, + 1000a, + ... +.10"a,
=a, + (a3 + 9a,) + (@, + 99a,;) L ...+ (ap + (10"— 1)an)
=(@+ta,ta,+...+ap+9- (a+11a2+111a3 Ll

Bropuotr cobupor ox mociemumor 36up e nemue co 3 u co 9. ARO u
IIPBUOT COBMPOK e mesms co 3, ogHOCHO co 9, Toram 1 6pojoT a e ZenmB co
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3, omHOCHO co 9 (30m'ro") Kaxo IUTO TieAamMe, NPBHOT cObMpPOK e 36npo'r
Ha mmpure ox Gpojor a, ma cropex Toa:

4°. 3| @, T T@ao<=>3| (@, + ...+ a; + a).
5% 9|Tn . T Tigo<=>9|(@,+ ...+ a; + ap).

WMcraxu i co 360poByu oBMe mMpM3HAIPL 332 AeJMBOCT €O 3 i 9.

3. Nagerm ce Gpoesure: 597, 4 109, 89 235, 403 101. IIpoBepn xou
Ol HMB ce Jenuey co 3, a Koy co 9.

4. lanenu ce 6poesure: 536, 7328 u 2 814. Tue Moxar aa ce nper-
cTaBaT Baka:

536 =5-100+ 36, 7328 ="173"-100+ 28,
2814 =28 - 100 + 14.

Co nomonr Ha T.1 ox II7 YTEpIM KoM ox manenuTe Gpoesyu ce

JemiBy co 4.
5. Moraxu mexa: Gpojor a =a, . . G,0,00 € JleMB CO 4 aKo ¥ caMo
aKo e sieqms co 4 Gpojor (i)oplvmpan OZ mocyienHuTe NBe IMdpyM Ha

a, T.e.

6° 4] a, ... ;a0 <=> 4| aya,.
(ITpusnax 3a deausocti co 4).

®a=a, . q,- 100 + aja,

@ Hajman 3aeaEmukM coapmarel. ITorpebara ox Hajman 3aen-
WRy coppxaren (H3C) Ha xBa mmm noseke 6poesn ce jaByBa
Ha moBeke MecTa, a ocoGeHo TIpu cobupame aponku. da ce moTcertume wMa

-HaorameTto H3C.

IIpsmep 1.

Conpz=xarem Ha 8 ce: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, .
Compxareimnt Ha 12 ce: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, .
Saemuraxy conpxaTtemm Ha 8 u 12 ce: 24, 48, 72, .

HajmMamor 3aemmraxm cozxpikaTen Ha obara 6p01a e 24; zamuimyBsame
KpaTKo:
H3C(8, 12) =
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Hajma.n 3aeqEMuKK coapxarea (H3C) ma asa wmm roBeke GpoeBu ce
BMKa HajMaJmoT Gpoj IMITO e coppIKaTes] HA CEKOj of Aaxenure Gpoesi.

3a maym Gpoeen, H3C moxkeMe JIecHO jJa IpecMeTaMe HariaMer.
Ha @pumep:
a) H3C4, 6) = 12, 6) H3C®, 6, 9) = 36.

ARo GpoeBuTe ce IOroJIeMy), OGMYHO I'M Pa3jOKyBaMe Ha NPOCTY MHOXKM-
TeJn.

IIpumep 2. H3C (180, 126) = ?

.180=2-2-3-3-5=22:32-5;
126=2-3-3-7T=2-3%2-17; H3C(180, 126) =22-32-5- 7 =1 260.

Bupauyn, H3C Ha gBa Opoja e emHAKOB CO IIPOM3BOAOT Off CTENEHMTE
Ha CyUTe HVBHM IIPOCTY MHOXKNMTENM, IpM INTO 3a IOKa3aresa Ha CeKOj Of
IIPOCTHTE MHOXKMTEJN Ce 3€Ma IIOroJieMMoT Of ABarTa.

TlocTankaTa 3a Haofame H3C Ha noseke GpoeBy € aHAJIOTHA.

Ipumep 3. H3C (120, 90, 96) = ?

120 =22-3 - 5,
90=2-32-5 ..
96 = 2 - 3; H3C (120, 90, 96) = 25- 32- 5 = 1 440,

PaznoxyBamero Ha 6poeBuTe 06IIHO Ce BPLIM MCTOBPEMEHO 3a CUTE
HMB, BO BepTuKaiHa Tabioiua. :

Tagra, 3a 6poesuTe OF NPMMEPOT 2 OFHOCHO 3a 3, MMaMe:

a) 180,126 | 2 6) 120, 90, 96 | 2
90, 63| 2 60, 45,481 2
45, 633 30,45,24 | 2
15, 213 15, 45,12 | 2
5 7|5 15,45, 6| 2
1, 7117 15,45, 3|3
1, 1 515, 1|3
5 5 1|5
1, 1, 1
H3C (180, 126) = 22 - 32- 5 - 7 H3C (120, 90, 96) = 25- 32 - 5.
6. Hajms: a) H3C(72, 96), 6) H3C(90, 45, 126).
bu Bexou
7. Kou oz HaBeneHuTe OGPOEBM Ce AeIMBU
a) co 2:46, 225, 113, 1 130; 6) co 5:95, 115, 151, 1 510;
B) co 3:174, 378, 8 301, 4 185; r) co 10:485, 3 700, 901."
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8. VMckaxu ro NpM3HAKOT 3a AeJMBOCT €O 9 M IPOBePHM KOy OX AaseHwuTe GpoeBu He
ce meauBy co 9:
423, 679, 92 518, 7 200.

9. VicKaky ro NpM3HAKOT 32 JEJIMBOCT CO 4 ¥ MpoBepu KOM OF JAajieHuTe OpoeByu e
neaus co 4: 728, 84 342, 13 132.

10. Jorkaxu geka:
6la <=> (2]a) A@|a)

Kopucrejku ro Toa, npoBepu KoM Of ciefHEnBe Gpoesu ce aemmyu co 6: 432, 315,
8 346, 3 206.

11*. VizBeny npu3HaK 3a JeaMBOCT CO 8.

® a=a,...aap=4a,...as: 1000 + azaa,

12. Sammny HEKONKY COApZKAaTellM Ha:
a) 16, 6) 18; B) 16 u 18 (zaemmraxu); koj e H3C Ha 16 u 18?7

13. IIpecmeraj ro Hanamer H3C Ha 6poepure:

a) 6,9; 6) 30, 45; B) 4, 6, 10;
r) 15, 20, 30; ) 7,12; f) 4,5, 1.
14. Hajmt H3C nHa:
a) 144, 240; 6) 40, 60, 95; B) 120, 70, 180.

II.9. HAJTOJEM 3AETHNMYKU NEJIUTEJ

Cure gemremm Ha 6pojor 12 ce: 1, 2, 3, 4, 6 u 12, a Ha 6pojor

o0 18 ce: 1, 2, 3, 6, 9 u 18. aemuuuky geymresnt uMm ce 1, 2, 3 u 6,

a Hajroxemmor Mefy H¥B € 6. 3Hauu, TOj € HaAjrOJEMIOT 3AeHMIKM Hejni-
Tes1 Ha OpoeBute 12 1 18; Toa ro o3HadyBaMe Baka:

H37(12, 18) = 6.

Hajroaem 3aemEnIEM JemTe] Ha ABa Npuponmi 6poja a u b ce BuKa
HajroseMmoT npupozges 6poj wTo e nemmren Ha obara G6poja a u b; TOj ce
o3unauyBa KpaTtro: H3]l @@, b).

IIpnmep 1.

a) H30(14, 21) =1, 6). H3[(9, 16) = 1.

Axro H3] ox nsa 6poja e 1, roram 3a Tme 6poeBu ce Benm geKa ce

3aemuo npocru. Ha mpumep, Opoesure 8 1 35 ce 3aeMHO HIpPOCTM, 3AIITO
H37T 8, 35) = 1.

1. 3arommy ™ cute gemmrerm Ha 30 u Ha 42. TToroa, Hajay ro HUB-
mmor H3 .
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2. Hega H3/(a, b) = d. Jlokaxku nexka: '

a) (aals ble N) (a' = da17b=db1);
6) cd =>(cla) A (c]b);
B)d=a <=>a|b.

Osme ceojerBa Ha H3J[ ce KOpMCTAT 4eCTO NPH PellIaBame 3azatin 3a
nemBocT. Jla 3abenexyume nera Gpoeswure a, ¥ b, BO 3ajadara a) ce 3ae-
MHO npocry, T.e. H31 (a4, b,) = 1 (3omro?).

3a mam Gpoesn, H3]] mMoxeMe JileCHO Ja ro IpecMeTaMe HallaMmerT.
Ha npumep,

H3(6, 9) = 3, H3.(S, 10) = 2.

AKo GpoeBuTe Cce IOTOJIeMyf, TOTalll HMB OOMYHO I'M PA3JIOXKyBaMe Ha
IIPOCTM MHOZKMTEJI.

Mpumep 2. H31(126, 180) = ?

126
180

2321, _
22-32-5; H3J[(126, 180) = 2 - 3% = 18.

Buaun, H3JI 09 dsa 6poja e ednakos co GPOuU38000W 00 clieuenulne
Ha 3aedHuuxuilie Gpocliu mroxcuiieau, pu WO 3a doKasaiiea na céxoj
APOCT MHONCUTTen 20 3emanme Tomaauolll 00 0satia aoKasatiena.

3. H371 (150, 360) = ?

Iocrankara 3a Haofame H3]] ox noseke 6poeBu e aHaJIOrHA.

IIpumep 3. H3] (120, 180, 96) = ?

120 = 23-3 - 5,
180 = 22-32-5, - -
96 = 25-3; . H3] (120, 180, 96) = 22 3 = 12.

OnpenyBamero Ha H3]Jl ox aBa w1 noseke 6poeBu MOXKe fa ce Ha-
IpaBy ¥ CO IOMOII HA BEPTUKAJHA Tabmmuiia Ha CIENHMOB HAYMH!

120, 180, 96 | 2 1°. Tamewuure 6poeBu I'1 JleJoiMe CO
60, 90, 48 |2 HMBHMOT HajMaJ 3aefHIMIKN Je-
30, 45, 24 |3 JyTeN, pasinrdeH O 1; BO mpuMe-
10, 15, 12 POB, Toa e Hpojor 2.

H374(10, 15, 12) =1
2°, Jobnennre KOMMYEMIDL (BO HpuU-

mepoB: 60, 90 m 48) ™ gems-
Me CO HMBHMOT HajMaJ 3aeQHNYKM AeJBLTeN, pa3inrdeH of 1; BO IIpMMEpPOB
Toa e mak Opojor 2.
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3°. OBaa MoOCTamKa Ce IPOXOJIKYBa c® fofieKa He nobumeme KO-
HMIL IITO ce 3aeMHO6 mpocty 6poeBy; BO IpuMepoB, Toa ce Opoe-
Bute 10, 15, 12.

»

4°. H3J ox manemmre O6poesu Ke Gume mpomsBopoT o 6poeBure IIITO
ce JIeCHO Off BEpTHKAJHATA LpPTa.

3uaun, H3] (120, 180, 96) = 2 - 2 - 3 = 12.
4. H3X (90, 135; 315) = ?

Haorfamero Ha H3J[ ox aBa 6poja Moxe na Ouae NpUJDIMIHO Ha-
o mopHA 3afada BO cJydam Kora Tme OpoeBM ce rojemy, KaKo Ha

npumep:
H3]I (48 552, 63 294) = ?

MefyToa, mocTou IocTamka, criopen koja H3Jl ox aBa 6poja Moxe fa ce
Haje co moManiky TpyA. Taa mocTamka IOTEKHYBa Of CTApOrPYKMOT Mare-
maTrqap EBR/MA M 3aTOa IO HETO ce BuKAa EBKIMI0B ajropuMram.

EBRJIMIOBMOT anropuTaM e 3aCHOBAaH HAa OCHOBHOTO IPaBuMJIO 3a Ae-
neme (popmynara (7) Bo MI.2), MOTOYHO Ha CJIEAHOBO TBPAEHE!

T4 Heka a, b ce npupoaHu 6poesun U r e OCTAaTOKOT of pene-
s HeTo Ha a co b. Toraw:
H3A (a, b) = H3[ ®, r). 1)

okaz. Jla ro ozHauume H3J (a, b) co d u aa ro nogemme a co b:

a=bgq+r, 0<r<b. : 2)

Buneikn d | @ n d | bg, ox (2) e jacso aeka d | r (3omro?). 3Haum d e 3aen-

HIYEM JeymTen Ha b u r. Ounraenso, d e H3]] Ba b u r (3alITO aKo THe

61 MMaJse 3aeqHMYKNM JeJIiTel INTO € IorojeM of d, Torail Toj, Imopam

(2), o1 Omn gesmren ¥ Ha a (30IITO?), a TOA MNPOTHMBPEYM HA IPETIIOCTAB-
. kaTa gega d e H31] Ha a u b).

Ipumep 4. a) H3]I (48, 40) = H3]J (40, 8) (3amrro 48 = 40 - 1 + 8),
6) H3J (190, 45) = H3]I (45, 10) (3amTo 190 = 45 - 4 + 10),
B) H3J (50, 75) = H3J, (75, 50) (zamTo 50 = 0 - 75 + 50).

OCTaTOROT 7 IIpH JEJIEHeTO Ha a co b e moman ox b, ma 6poesure b
r BO (popMmysaTta (2) ce nmomasmt of a u b. Co Toa 3azadara ja cBexyBaMme
Ha npecMeryBatbe H3] Ha xBa momasms Gpoesn.

Taa IoCTamKa ja IpPOAONEKyBaMe Ce ROAeKa. He pojaeMe o Gpoesn
TaKBY IITO IIOMAJBIOT Aa € Aeymireda Ha morojemmor. Toramr Toj mmomai
6poj e H3I Ha mamesmre 6poeBu a 1 b; CeKako AeKa MOXKe Jia Cce CHyIn
T0j ma 6uzme 1, a Toa 3HauUM feKa OpoeBmTe g M b ce 3aeMHO IIPOCTH.
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pumep 5. H3] (165, 45) = ?

Pemenue. IIpu genemero Ha 165 co 45, ce nobusa ocrator 30, T.e.

165 = 45 - 3 + 30;
IpuToOa:
45 = 30 -1+ 15,
30 = 15 - 2.

3Haunu, 15 e geymren Ha 30, T.e. 15| 30, ma roj e Gapamor H3], T.e.
H3J[ (165, 45) = 15.

5. Hajmn H3] (963, 657).

; Ke pasrienaMe yiuTe efeH Ipimep.

Hpumep 6. H3TT (444, 318) = ?

444 = 318 -1+ 126
318 = 126 -2+ 66
126 = 66-1+ 60
66 = 60-1+ 6
60 = 6 - 10; H3X (444, 318) = 6.

ARO TprHeMe Of 4eTBPTOTO paBeHcTBO: 66 = 60 - 1 + 6 u ako ja
IPONOJDKMME HU3AaTa paBeHCTBA ,Harope‘, Ke mobueme:

6 = 66—60-1=066—(126—66-1) =—126+ 2 - 66 =
=126+ 2 - (318 — 126 - 2) =2 - 318 —5 - 126 =
= 2318 —5 - (444 — 318) = —5 - 444 + 7 - 318;
3HA4N,
6 =—5- 444+ 7 - 318,

T.€. HAjrOJIEMMOT 3aemHy4KY AeymTel Ha OpoeBure 444 u 318 e mpercraBeH
Kago 36Mp of HMBHM conpiXaTein (Ce Beay yINTe: KaKO HMBHA JIMHeapHA
romOuuanuja co KoepymmeHTn —5 u 7).

Bp3s ocHoBa Ha EBK/moBaTa IIOCTallKa, MOXKeMe Jla 3aKjIydume
JeKa Toa BazKM OIILIITO:

Ako d = H3[] (a, b), Toraw nocrojaT uenu 6pPoesu x,, Yo,
T.2. TaKBW LUTO:

d = xpa + yob. . ’ (3)

Cnemjaszo, ako OpoesBurte a u b ce 3aeMHo npocty, T.e. H3] (a, b)
= 1, Toraul IoCTojaT Ty, Yo < Z, TAKBM IIITO:

rea + Yo = 1. (4).
6. Hajmm ro H3]T (840, 329), a moroa mpercraeu ro Bo obixor (3).
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- [ﬁ: Bex0bu

7. Hajmu ro manamer H3Jl ox coemmos ap Gpoesu:

a) 8, 6; 6) 20, 30; B) 12, 35; r) 15, 45;
I 18, 24; T) 48, 64; e) 36, 39; x) 39, 49.
8. IIpecmeraj ro H3C u H31 ma pamemmre Gpoesu CO . Pa3jIOXyBalke Ha IPOCTH
MHOZKMTeJ1:
a) 72, 96; 6) 36, 48, 60; B) 120, 150, 270.
9. Hajau ro H3J co nomormr ua BepTHKaNIHa Tabimira 3a 6poesure:
a) 135, 180; : 6) 120, 150, 270; B) 63, 135, 315.
10. Co momom Ha EBRJmMuoBKOT anropuraM, Hajou ro H3]I Ha 6poesure:
a) 21, 35; 6) 126, 216, B) 1001, 7 655;
r) 48 552 63 294; I 72 135, 45 360.

11*. 3amm ro
a) H3] (21, 35) Bo obsmmot 21 - z, + 35 - Yor
6) H3JX (1001, 7 655) Bo obimmroT 1 001xe + 7 655y,.

12. Bpoesure x,, y, Bo (3) ¥ (4) He ce emHO3HATHO OIpenieIeHy; Ha IpyuMep:-

H3I (12, 8) =4; 4=3:12-4-8=5-12-~7.38.
Hajm tpu pasmraan néposn 1ems 6poesy x, , Y, TAaKBYU LITO:
a) H31 (6, 4) = 6r, + 4y,; 6) H31 (8, 7) = 8z, + Ty,

13. Jokaxu ja TowHOCTA Ha obpaTHaTa yMIumRanyja on 6) Bo sagagata 2, T.e. ago d
= H3]J (@, b), roraur .

(cla)A(clb) =>c|d.
Vicrazmm ro co 3GopoBM OBa TBpJEILE.

14% Jamr 21n + 4 u 14n + 3 VIMAAT 3aeMHMYKM REIATEN pasiifdeH of 1, ako n e
npuponeH 6poj,

(D Ynotpe6u ro EBRmposioT anropyuTam.

15*. Jokaxy nexa ce 3aeMHO mpocty 6poesure 9n + 31 1 2n + 7 3a CeKoj n €N.

16. | Kon on Gpoesure: 13, 21, 29, 42, 51, 64 uMaar ucTn OCTaTOI IIPU OEeNereTo co 3?

I1.10. KOHI'PYEHIIA

@ OcHoBrHOTO IpaBmo 3a mememe Ha npupogun 6poeBu IITO TO
~+0 pasraefaBme Bo II1.2 Baxku i 3a JenemeTo Ha et 6poeBmn.

Vmeno, axo a e uexn 6poj u m e npuponer 6poj, ‘Toram mocrojar en-
HO3HAYHO OnpefResers eyt GPOEBM q ¥ 7, TAKBY IITO:

a=mq+r, 0<7r<m; (1)

¥ TYyRa g ce BMKaA KOJIMYHHNK, a T — OCTATOK O] NeleHeTo Ha a CO m.
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Iopapu Toa, cekoj men 6poj a MoxKe fja ce MPETCTaBM CaMO Ha efleH O]
cleqHMBe HAYVHN:

a=m:-q, a=mqg+ 1, a=mq+2,..., a=mq+ (m — 1), (2)

T.e. OCTATOKOT Of AeJIel-erTo Ha a4 cO m MoxXe fa Oufe caMo efieH Off 6poe-
BUTE:

0,1,2,..., (m—1). 3)

1. Heka m = 4. Kou ce ocrarommre o AelemeTo co 4, Ha 6poesure:
a) 21, 49, -3, —31, 6) 8, 20, —36; B) 3, 31, —21, —49.

O BmmMaBaj: OCTATOKOT T, cropex (1), Mopa na € HEHeraTuMBeH
6poj.

Bo 3agagara 1, cure 6poesu mox a), Ipu AelewmeTo co 4, AaBaaT ocTa-
Tox 1, a cute 6poesyu mox B) AaBaaT ocraToxk 3. Moxxeme Za cMeraMe JeKa:
oHVIe Iiesy GpOoeBy HITO TP NeJIeeTo CO 4 masaat MCT OCTATOK, ,,CE cBp3a-
K" mefycebHo, T.e. I€Ka ,Ce BO pemamuja’”.

OBa corJefyBame IITO € BO BpPCKa €O ceojcrsoTo (2), T.€. (3), ja HaMeT-
HyBa cJefHaBa

Nedmnmmuja. Heka a, b ce mems Gpoesu u m e mpuposieH 6poj. 3a a
¥ b ce By IeKa ce KOHIPYEHTHM IO MOAYX M, aKO a ¥ b IIpy AelemeTo
€O M ¥MAaT MCTU OCTaTOIH, T.€.

a=mq, + 1 ub=mg,+r 4)
CrumMbomraHO, TOa ce O3HAYyBa BaKa:
a =b (mod m) (5)
M ce UMTAa: ¢ € KOHIPYEeHTHO CO b 1o MOXyd m.
IIpumep 1.

a) 21 =49 (mod 4) 3amuto0 21 =4 - 5+ 1m49=4-12+1
6) 29=-3 (mod 4),3amr0 29 =4 - 7T+ 1u-3=4-(-1) + 1.
B) 37T=9 (mod 7), 3amro 37T=T7-5+2m9="7 -1+ 2.

‘1) 37 =9 (mod 6),3amrr0 37=6 - 6+ 1,2a9=6--1+3

(T.e. ocTaToTEe HE MM Ce eHaKBMH).

Cumbomnor 37 =9 (mod 6) ro uurame: 37 He e KOHIPYEHTHO €O 9 HO
Moaya 6.

2. Iamenn ce 6poesure: 39, 54, 67, —23, —30. Komu ox HuB, 1Ba IO
IBa ce KOHrpyeuTHM Mefy cebe mo moxyn: a) 7, 6) 67

@ IIpBo, Hajau I OCTATOLYATE IIPY JeJIeHero co 7, OAHOCHO co 6.
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Co nmedrmomnnrjata (4) e onpefeneHa penamuja Bo MHOXKecTBOTO Z Ha
nespite OpoeBM IITO Ce BMKA KOHIPYeHIMja mO MOXyX m. Taa M uma

CJIeTHMBE CBOjCTBa: _
a) pedaercusHocT: a = a (mod m), 3a cexoj m €Z;
6) cumerpwaHoCcT: @ =b (mod m) =>b =aq (mod m);
B) TPaH3UTMBHOCT: ¢ =b (mod m) A b=c (mod m) =>
a =c (mod m).

Croper Toa:

T.1. KonrpyeHuwja no mogyn m e pe;iaqwja 33 eKBUBANEHTHOCT BO
MHOXeCTBOTO Z Ha uenure 6poesu.

3. OGpa3znoxm rm cBojeTBaTa a) — B).
® Jickopuern ja medwmranrjaTa 3a KOHTPYeHIja.

PenaimmjaTa KoOHTpyeHImfja 1o MOZy1 m HM HaBa efHa BpCKa Mefly
AajieH 6poj a ¥ HErOBMOT OCTATOK T IPK HeIEHeTO CO M.

Ha apuwmep, ocTaTrogot on mememero Ha 45 co 7 e 3, a ¥ OCTATOKOT
On menemero Ha 3 co 7 e, meTo Taka, 3, ma:

45 =3 (mod 7).

O‘-II’[I‘JIG,ZH—IO € I€Ka BaXXM ¥ OIIIITO:

T.2. | AkKOa =mq + r, 0 <r <m, TOraw
a =r (mod m).

4. Heka 6pojor a e nemme co m. Jokaxu meka:

a =0 (mod m).

6 Co penampfjaTa KOHTpyeHIWIja IO MOAYJ 7, MHOIKECTBOTO et
o Opoesn ce pazbuBa Ha m Kaacu €KBMBAJIEHTHHN - €JIEMEHTH; THe

Ce BUKaaT ¥ KJacH OCTATOLM IO MOIYJX M.

Taka, Ha mpMMep, KIacuTe OCTATOLM IO Moxnya 4, ce:

I xiaca: ...—8 —4 0 4 8 12 16 ...
I xmaca: c..=T7T -3 1 5 9 13 17...
I xmaca: ...—6 -2 2 6 10 14 18 ...
IV xnaca: ...—5 —1 3 7 11 15 19...
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Bo mpeara Kjaca BJeryBaaT omHyme Ijesm OpOeBM 3a KOM OCTATOKOT
upu menemero co 4 e 0; Bo BTOpaTta — GpoeBuTe 3a KOM OCTaTOKOT € 1, BO
TperaTa — OHME 32 KOM OCTATOKOT e 2, a BO JUeTBpTaTa — OHME 33 KOM

OCTaTOKOT € 3.
IobyBameTo Ha KJIACHUTE OCTATOINI IO MOAYJ 4 MOXKeMe Za ro Iper-
CcTaBMMe HarJIegHo, KaKo Ha IpT. 1. -

o+
~N4

—t—t + } i}

-5 -4 -3 -2 _4 o 1 2 3 4 5
Lpr. 1 '

ViMeHO, aKO KpyKXHMUATa (LITO € TIoxeNeHa co Toukn 0, 1, 2, 3 Ha 4e-
TP €NHAKBYM LEJIOBM) ce TpKayza Io O6pojHaTa ocKa (uMja efMHMYHA Mepa

€ eqHaKBa Ha ‘% oA, AOJIZKMHaTa Ha prmmua'ra), TOrai:

— To4ykaTa 0 ox Xpyzxkmmijata ke ru , gompe’ cuTe TOYKM IITO I'M IIPET-
cTaByBaaT GpoeBMTe OF IpPBaTa Kjaca,
— TougRaTa 1 — cuTe TOYKM — Of BTOpaTa Kjaca WTH.

5. 3amupi ™M KJacuTe OCTaToLM
a) mo mogya 3;  6) mo MOZy 6.

IOa pasrienaMe HeKOJKy OpoeBy of McTa Kjaaca OCTa G: . II0 MOAYJ 4,
Ha npumep 17, 5, — 7 (ox II knaca rope); Toa 3Ha4UU JeKa:

17 = 5 (mod 4), 17T = - 7 (mod 4), - T =5 (mod 4).
JlecHo ce 3abexexxyBa meKa:
17=54+4-3 1T=-7+4-6, -7T=5+4"(-3).

Toa Bazk¥ M OIIIITO:

T.3. a=b(mod m)=>(3cEZL)a=b + me.

Ke morameme, ymITe, meka:

T.4. [ea 6poja a n b ce KOHIPYEHTHU NO MOAYN M ako U camo
aKko m e AefniMTen Ha HWBHaTa pasfnunka, T.e.
a=b(mod m) <=>m|a—b.

Iokaz: Heka a = b (mod m). Toram Baxu (4), Te. a = gm+ r i
b=g,m+r,naa~b=m- (q;,~q,). 3Ha4uu, m | a - b.
O6paTHo, Heka m | a~ b. Toram1 a - b = km 3a Hexo] k€ Z, T.e.
b + km. Axko, cera b mma oCTaTOK 7, T.€. b = gm + r, Toram:

)
I

a=b+km=gmn+r+km=(q+km+r

100



3Hay,
m). O.

M a ¥ b MMaaT MCT 0CTATOK r Ipy JeJIemEeTO co m, ma a = b (mod

-

6. Kopucrejku ro tepgemero T.4, mpoBepu xou o mamermre 6poes,
ABA 110 1Ba, C€ KOHTPYeHTHM o moxya 7 : 39, 25, 22, — 3.

7.

IIpoBepy gamr € TouHo:
52 418 = 52 386 (mod 16).

ba Bexon

8. Kou on mazervre 6poeBw mMaar mery OCTaTOLM IPU OEJEEHEeTO CO 6:

10.

11.

12,
13.

46, 25, — 17, 67, — 8?

. yTBpm{ KON O CIeJHMBE MCEA3U Ce TOYHM:

a) 15 = 3 (mod 6); 6) 14 = — 2 (mod 6);
B) 50 = 18 (mod 17); 1) 67 = — 11 (mod 13);
m 27 = 11 (mod 2);  £) 325 = 100 (mod 9).

Og 32 E5(moc19)u5§f13(mod9)
IITO MOMKeIn A3 3aKMyuwMIn 3a 32 u — 137

Harermo e :a =b (modm) uc=b (mod m). Nanu moxeme na 3aKIyIMe geKa
a = ¢ (mod m), 3omrro?

3amnmmy ri Kaacure 0CTaTOMM MO MOAyx: a) 5; 6) 2; B) 1.
Hoxaxu ja TowHOCTA Ha CIETHOBO TBPACH-E:

a =b (mod m) =>a~b =0 (mod m).

14.

Vicrazor 26 = 8 (mod 6) e BucTIEDLT. IIpoBepn kKoM OF clemENBe MCKasyM ce By-

CTVHWUTHN.

) 26 + 2 =8+ 2 (mod 6); 6) 26 — 2= 8 — 2 (mod 6);
B) 26 - 2 =8+ 2 (mod 6); r)26:258:2(mod6).

15.

1]

Mcrasure 15 = 7 (mod 4), 2 = 6 (mod 4) ce BuCTHEIMTIH. IIpoeepn ja BucTumICTO-

CTa Ha CJleZHVBE MCKA3M:

a)l5+2=17+ 6(mod4); 6)15-2=7 - 6 (mod 4);

B) 15-2 =7-6 (mod 4); B) 16z + 2y = Tz + 6y (mod 4)
3a gKou 6o x, y € Z.

OI.11. CBOJCTBA HA KOHTPYEHIIMM M IIPMMEHA

@. IIpu pemaBamero Ha 3agaumre 14 u 15 O MMHATaTa JIeKIpija,
Q

CHTYPHO HACeTV NeKa KOHIPYCHIMMTE IO AaZeH MOXYJ JMMAaT

HEKOM CBOJCTBA, aHAJOTHYM Ha CBOjCTBATA Ha PaBeHCTBO: KOHTDYeHIujaTa
He ja MeHyBa CBOjaTa BMCTMHMTOCT aKO XBeTe HEj3MHM CTPaHM ce HaroJe-
MaT, HaMaJaT MJDI aKO Ce ITOMHOXKAT CO eNeH VCT 6poj.

Yire noseKe, fBe KOHTPYeHIpIM 1O MCT ZaZleHE MOAYJ MOXKe Ja ce
»cobupaar®, ,omzemaar, »MHOZKAT", , cTeNleHyBaaT“, Bo mrro ke ce yBe-
pyMe IIOROJy, CO HapeTHITe TeopeMIi.
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T.1. Hekaa =b (mod m) u ¢ = d (mod m). Torau:

a)a + c=b+ d(modm);
6)a—c =b-d (mod m);
B)a-c=b - d(modm.

Ilogas. Ox a = b (mod m) u ¢ = d (mod m), cnopen T.4 oz MmHATATa
JeKIMja, caefyBa AeKa m ja—bum]c—d, Te.

a—b=mq1nc—d=mq2. (1)

ITopamu Toa:
)

a) (@—b) + (c—d) =mgy + mg, =m(g, + q)

(@a+ ¢ —(b+d) =m - (q, +qz),
Te.m | (@ + ¢ — (b + d), a Toa, criopex T.4 3Hauy AeKa:

a+ c=b+ d(modm.

BYOx (1):a=b+ mg,uc=d+ mq,mna
ac = bd + mbg, + mdq, + m?qiq,,
ac - bd = m - (bg: + dq; + mq.q: ),
T.e. m | ac — bd, MITO 3HAYM AeKa AC = bd (mod m).

1. Vickaxy ¥ co 360pOByM CBOjCTBAaTa &) —'B) ¥ ZOKaXXKM 0 TBPJAEHETO
6).

2. Heka a = b (mod m). JJoRaxu JeKa:
a) a2 = b? (mod m); 6) a3 = b3 (mod m).
® TIpumenm ja T.1 B), semajkn ¢ =a, d = b.
Basxky ¥ nOOMILTO:
T.2. Axo a = b (mod m), Toraur 3a Koj 6uio n €N,
a”= b" (mod m).
Taka, Ha mpyumep, 10 = 1 (mod 9), na 106 = 16 (mod 9),
T.e. 1000000 = 1 (mod 9.
Hpumep 1. Jla 20 najdeme OCTAOKOW 00 Oeneroelllo HA 6pojo 45 co 9.

‘Pemrenme. Ke ro mobapame OHOj CTeIeH O 4 11I1TO e KOHrpyeHTeH co 1
o Moxya 9. 3a Taa mexa Ke ja uckopmcTmMe 3ajataTa 2, r.e. T.2 a ke Tpr-
HeMe 0] OuYMIJIeAHATa KOHTPyeHIja

4 = 4 (mod 9);
42 = 7 (mod 9), 3awTo 42 = 16 9 -1+ 1,
4351(mod9),3am'1‘043=64=9-7+1.
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Buzejkn 56 = 18 - 3 + 2, mocxemmara Kom‘pyemmja‘ ke ja creneny-
Bame co 18 u ke gobueme

454 =1 (mod 9).
Axo, cera, T IIOMHOXMMe MefycebHO:
45 =1 (mod 9 un 42 = 7 (mod 9),
ke nobmeme: _
4% - 42=1"-17(mod 9), 1.e.4*= 7 (mod 9).
3HauM, OCTATOKOT Of ZENIEHeTo Ha 6pojoT 456 co 3 e 7.
3. Hajm1 ro octaTokoT of meiemeTo Ha Bpojor 755 co 16.

3abenemka. Ceojcrara B0 T.1 ce TowmM X Kora OpojoT Ha cobuporps-
T€, OXHOCHO MHOXKMUTEINTE, € IOTOJEM Of IBa.

6 Konrpyemmmre Moxe fa ce MCKOPMCTAT M 3a nobuBame paszHu
o KpUTepuyMu 3a HemmBocT. ITpuroa ce KOpMCTHM CIENHOBO CBOj-
CTBO:

T.3. Ako a = b (mod m), Toraur 3a kKo G0 Cp C1r ..., Cn € Z Baxmu:
Co+ cia+ ca2+ ...+ ca" = Co + b+ b2+ ..+ b" (mod m).

Hasuemnna, ox

1=1(modm)),
a =b (mod m),
a? = b2 (mod m),

a”™ =b" (mod m).

MHoxejKu 13, 110 pex, co: cg €y, ¢ - -/ Cy ; cobupajku ru (a Toa moxe
Aa ce Hantpaeyu cropex T.1), Ke gobueme meka:
Cot Ca+ ca%...+c,a" =co+cb+ c,b2+ ...+ ¢, b" (mod m).

IIpmvep 2. Ja najoeme Kpuiiepuys 3a deausocii co 9.

Pemrenne. IlopaHo cnoMHaBMe xeKa CEKOj NPUPOXEH 6poj

@ = .- 3010y BO NEKaleH CUCTEM Ce 3alMINyBa BO 0GIIIKOT:
a=a,+ a0+ a, 102+ - -+ g, 10",

1a 3aToa € 3rOAHO ha I'M OfpeAMMe OCTATOLMTE Ha cTemenuTe of 10 co 6po-
joT 9. 3aroa:

1 =1 (mod 9

10 =1 (mod 9)

102 =1 (mod 9)

16" =1 (mod 9), 3a cekoj n € N.
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AXoO OB¥e KOHIpyeHImM T¥ IIOMHOXKMME, II0 Pel: IpBaTa — Co mdpara
Ha eVEVITATE ao, BTOpaTa — co ImdpaTa Ha p;ece'rm're ai, ..., IocjenHara
— ¢co an , u i cobepeme, ke nobueme:

a=a,+ a, 10 + @102+ ... + a, 10" =a0+ a,+ ...+ an (mod9)
OrTyRa ce riefia fieka 6pojoT a u 36MpOT Of HerosuTe IWMGpPHM MMAAT MCT:
OCTaTOK IIpM AEJIEEHeTO co 9, IIa aKo 9 | @ + a; + ... + ay), TOTAII
u9la.

4. IIpoBepyu Kauay e #eyms co 9 Opojort:
a) 45 328 671; ©) 57 402 628. A
Bo ofmpedeH ciy4daj Hajay TO OCTATOKOT.
IIpmmep 3. [la mpoBepuMe Jaim, 3a cekoj n € N, u3pa3or:
42"+3 + 29 7+l + 92"+ 1 ¢ mesue co 13.

Pemenne. I'nemame nexa 42 = 3 (mod 13) n 29 =3(mod 13), a 9 =
- 4 (mod 13). Ke ce obugeme na Ha]neme HEKOj CTeIleH of 9 mro e, UCTO
Taka, KOHTPyeHTeH co 3 110 MOXYJ 13 (ma cure Tpu KoHrpyeHinm Ke umaar
, TPOjKa“ Ha fecHaTa cTpaHa); Toa e 92 = 3 (mod 13).

Cera, Bp3 ocHOBa Ha T.2, ke mmame:

42n+3 = 3n+3 (mod 13) —A,
297:.-!- 1 = 3n+ 1 (mod 13), 4/',/’0'?_’ ~at
(92" - 9=3"- 9 (mod 13) T3 g4+ &

WU UM ek g "‘Jff'?
na,gﬁm Hobueme:
427+3 4+ 29"+ 1 4 921 =13 - 3"*1 (mod. 13).
Bupejku 13 + 3"+ 1 =0 (mod 13), c.JIe,ﬁ;yBa JeKa u
427+3 + 29"+1 4 921 = ( (mod 13),

T.e. mameHMOT M3pa3 e AeJmB co 13.

IIpumep 4. Ja JoRazkeMe JIeKA:
57 | 7**2+ 8 Y n &€ N,

Pemenne: Ke mocTarmMe Kako BO IPETXOAHVOT IIPUMED:

7 =17 (mod.57),
2 = 7 (mod 57).

Orryka ce noOmea

qr+t2 = qn+2 (mod 57):
(83" - 8 ="1" - 8 (mod 57),

é - ma, co cobupame: |
N2 . l:f_j

@D+ 82"“;.?” (7% + 8) (mod 57),
3 T.e @ 1
O w2 78 + g F_,;jo (mod 57). o E
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3Hayn, TaxeHNOT u3pa3s e nesmB co 57 3a cekojn € N.

ITpumep 5. [la doxaxneme dexa, 3a cexoj n € N. __L 1%
‘ qs 3 n
611}(n2+ )= 7 "+Mn .

Pemenwe. 3uaeme mexa IIpH eJeleTo Ha K0j 6mio 6poj n co 6 ce jo-
GuBa octartok 0, 1, 2, 3, 4 wan 5, Te.
n=6q,n=6q+1,n=6q+-2,n=6q+ 3, n = 6g + 4,
n = 6g + 5, .

1) Ako n = 6q, Toram TBpAEmeTO BO 33Ka4aTa € TOYHO (3omrroy);

2) ago n = 6g + 1, Toramr:

n =1 (mod 6),
oxn Kane‘m'ro:
' n5 =1 (mod 6), 11n13-= 11 (mod 6),

fa n15 + 11n13@12(mod 6); 3HauM, TBPAEHETO € TOYHO M BO OBOj caygaj; _

.3) agKo n = G_qv-‘f- 2, TOrarm:

(mod 6), n¥5 = 215 (mod 6), 11233 = 11 - 213 (mod 6), ma D =
- nP % 11mB =212 39 (mod 6); 3Ha4YY TBPAEHETO € TOYHO -

Ha™mer Hawme ce mpoBepyBa [ieKa TBDPIEHETO € TOYHO ¥ BO caydanure

Kora n e of obymxor 6q + 3, 6 + 4, 6g + 5.

5. JoKax¥ ZieKa TBPAEHETO Of NPMMEPOT 5 € TOYHO KOTa n € Of
obmxor 6g + 5.

E@cl Bezxﬁln

6. Vicrazor 24 = 3 (mod 7) e Toden. O6pa3I0EHM ja TOIHSCTA HA MCKA3MTE:
a)~24 =-3(mod 7); OB)(VcEZ)(c-24=c- 3 (mod"); B) (Vc,, ¢, €Z)
(€24 + c242 =c¢; = 3 + ¢; - 32 (mod 7).

7. Co moMoII Ha KOHTPYEHIUNI, M3BeAM KPUTEPUYM 3a HeJMBOCT CO 3.

8. UsBemu EKpuTepuyM 3a XenmsocT co 11. Co momomr Ha TOj KPHUTEpIyM, IpOBEpM
faym e gesmB co 11 6pojoT:
a) 12 359 632; ©) 31458 625.

- 9. Hajm ro oCTaTOXOT 0f AeJlelero Ha Gpojot:

a) 699 ¢co 7; 6) 8% co 5.

10. Joraxu JleKa 3a-cexoj n € N:
a) 7372 +:51"1 1 30m,
6) 11 | 473 4 52+1 4 ggn )

11. lonz_ixm AeKa 3a ceroj n € N:
a) 31| 5™ + 621, 6) 9| 64" + 5%,

12. Joraxmu geKa 3a cexoj n € N:
41n"-n% 6)6|n*+ 50
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13. Jloxazm zeKa, 3a cexoj n € N, 0CTATOROT Of AelleeTo Ha 4" + 15nco 9 e 1.
® 43 21(mod 9),a motoa ucnuraj san = 3k, n = 3k + 1, n = 3k + 2.

14. Hajmu ro oCTAaTOKOT OJ feeHheTo Ha najeruTe Opoesu:
a) 3555 co 10; 6) 222555 + 55522 co 7;
B)* 14256 ¢co 17.

15.* Hega a, b, ¢ ce eyt 6poesy i m e NpupofieR 6poj. Jokaxu Jeka:
., Axo H3X (¢, m) = 1 u ca = cb (mod m), Toram a = b (mod m)*‘, (T.e. BaxX¥ 3a-
KOHOT Ha KpaTele kaj KoHrpyeHwnm). Ilokaxi gmeka Toa He e TOYHO ako H3J
(c, m) > 1.

3AJTAYM 3A IIOBTOPYBAGLE M YTBPIAYBAIGE — I

1. 3amany ro MHOKECTBOTO cofpIXaresm Ha Gpojor 5 ommcHo ¥ TabipraHo.
2. Ofpemt ro MHOMKECTBOTO Off CUTe 3aefHIIKM CONpIKATent Ha Gpoesure 6 u 8.

3. Hajau ro MHOXECTBOTO pemleHmja Ha MCKa3HaTa QyHRmmja P (x, y): x -y = 2,
omnpefesieHa Ha MHOMKECTBOTO D = {1, 3, 5, 7}

4. Nagmeno e mmoxectsoro A = {1} U {x |z ENAx > 5}. laqm A e rpymoun BO
oNHOC Ha: a) MHOXeReTo, §) cobypamero Ha Ipuponsy Gpoesn?

5. JlameHO e MHOIKeCTBOTO M = {6, 8, 12, 24} u mpaBuJaTa * M o, OMpEAENECHN 32 M
co: x»y = H3[(x, y), (xoy = H3C x, y). Vcmrraj pamu e rpymomy mapoT M,*),
ofHOCHO (M, o. BO IIOTBpAIEH Ciy4aj, COCTABM ja KeJMeBara LIeMa.

6. Bammmu To co cuMBOIIL MCKA3OT: ,,3a cexo] mex Gpoj a mocrom men 6poj b,
KOjIITO My e CIipoTMBeH Ha 6pojor a.“ :

7. Hajagu ro MHOXKECTBQTO pememja Ha IpeapKaToT A (T, y): x - y = 5 onpenenexr
B0 Z. .

8. JlameHo e mHomectBOoTO S= {7k | k € Z). Viemmraj tH cBOjCTBATa Ha rpynonmiATe
(S, + ) u(S, ') , u yTBpAM JATM HEKO] OF HMBE e TPYIA.

9. Kako MoXe 0F LIeMaTa Ha efeH KOHedeH IPyNOMZ Aa ce YTBP/M Hami MMA HEY-
TpajieH eJleMEeHT? -

10. Vemrraj nami e mperen Mmoxectoro P = {2k | k € N} Bo ogHoc Ha onepawymre
cobyparbe U MHOZeHe Ha Ieim Gpoesn.

11. Bo muoxecTroTo M = {10, 20, —30, ~5, —2} e 3ajajeHa penamnmjara ,,<". Haup-

Taj To HejauHMOT rpad ¥ yTBPIM Kamu e: a) pedaexcuBHa, 6) TPaHIUTMBHA, B) CH-
MeTpMIHA.

12. Ompeay ro MHOXKECTBOTO pelleHNM]a Ha MCKasHaTa QyHKIpja Plx, y:x -y =0,
onpeneneHa 80 Z.

13. Penm ja Hepaseskara 7 — & < — 2.

14. Vicrmraj e i Ha3HAYEHOTO TPABMIIO s € onepalpja BO JafNEeHOTO MHOZKECTBO.

) A={5"|nEN}a)zsy =z + ¥;0) Ty = Ty .

2)B = {1,2,3,4}, a)x*y =H3I(x,y); 6)xxy =H3C (642)]

3) C = {4,6,8,9,10, 12,...} — MHOXECTBOTO Ol CUTe CIOXEHM 6poeBy,
a)xxy =x - Y; OB)xwy =T +y.

15. Bo 3amauuTe a) — €) yBepyu ce eKa FAZEHOTO MHOXECTBO € IPYIIONK BO OTHOC Ha
HA3HAYEHOTO IIPABWIO « M MCIATAj KOM OR CBOjCTBATA: KOMYTaTMBHOCT, acomja-
TUBHOCT, HEyTPAJIEH eJeMEHT Y [oCeayBa TOj IPymou: s

mP={2kl|ke€ Z},x.y=-"—2‘-i

a)N,z»y =1+x+y pg)N :c-y=1+€.12 P Z, xay = j
. ) sxay = |z-y |
)N, zsay =1+ 2 -y pZLaey=x+y+ xy. e) N, sy = maz {z, y).



16.

17.

Bo 3apauure a) — B) coctaBM ja KenmesaTa 1eMa Ha rpynougor (G+), a mortoa
CIIOpEeA IeMaTa, Ofpems Tany € KOMyTaTMBEeH M BajM MMa HEeyTpaJieH eJIeMEHT.

a) G ={2,4,6,8}, zxy = z. )G = {2, 4, 6, 8}, x+y = H2I (z, y).
6) G = {2,4, 6,8}, zsy = y. n)'G = {2, 4, 6, 8}, zey = max{z, v}.
B)G = {2,4,6,8)}, x5y =6

Vicrrraj nasmr e rpyma rpynouznor (G, ).

/
3)G ={2%k|k€EZ} xry=x+y+ 2 O‘,fr
(fj;))

6) G =Z, zay =x+y+zxy (B 3a5A
B) G = {3k | k€ Z), zey =2 ’

1)G =Z,z+y =|z-y| (& 32an.@/1‘*)). ' O’ 4['

18.* TIoramy mexa MHOMXecTBOTO G = {1, 5, 7, 11} (6poesn, 3aemHO mpocTn co 12) e

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

TpyIla BO OJHOC Ha MHOXEReTo 1o Moxys 12. (3a acompsjaTMBHOCTa — IpPOBEpU He-
KOJIKY, Caydan.)

Pemmu ja mo x paBenraTta asx = b, Kaje IITO:

a) *» e cobupame BoZ u:a =5, b = 3. )

6) ¥ e omepammjata H3C Bo Nu:a = 6, b = 24.

B) * e onmepamyjara H3C Bo Nu:a = 6, b = 10.

r) * e onpexnexera Bo N co: xsy = max {x, y} m:a = 5, b = 4.
&) * e onepawjara s BoMg u:a = 3, b = 0.

TIposepy nams e mpeTeH BO OZHOC Ha COGMPAETO M MHOMKEIETO Ha uesm 6poeBy
MHOXeCTBOTO:

a)P={4k | kEL); 6)P={TklkEZY B P={3k|kEN)

Jlokazxm neka 3a ceroj n € N:
a)2|n2-n; 6)6|n3~n; B)30|nS—n.

Jorazxku nexa:
a) ako n e HemapeH, Toram 8 | n2 — 1.
6) ako m M n ce HermapHY, Torami m2 + n? e MapeH, HO He e JeJMB €O 4.

JloRazKM neKa:
(pmqcempoer) A(plg =>p=q.

Co mro ce nagsojysa 6pojor 1 of Apyrute mpupoxry 6poesu?
Habpoj m cure Taksu HeroBu 0co6eHOCTH LUTO TM 3HaEI.

Hoxazu meKa, 3a ceroj n € N, u3pa3or Bo clrexmBe 3a5ady € CIOXKEH 6poj:
a)y(n+ 1)2—-(n-1)2 Bfr+ 1) (m~2)+ (n + 2) (» + 3).
6) (n + 1)3 + n3+ (n — 1)3.

Hajmu ro majmammor uetnpuimdppen 6poj Kojmrto nogenex co 3, 4, 5, 6 u 7 xasa
OCTaTOK 2.

Hogazm nera 3a ceroj n € N uzpazor:

10" + 2 10" + 8
=2 02

€ mpuponeH 6poj. |

®a) 10"+ 2=10...02, 1+ 2 =3 e menus co 3.
IIpecmeraj ro H3] (216, 288, 372)

aj) co pasJIoXyBambe Ha IIPOCTY MHOMXWTENH,

6) co EBrmmoByor anropuram

Hajmu 10, npeo d = H3]I (216, 288), a motoa H3J (d, 372).

a)
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29.* Jloxaxy XeKa, 3a Koj 6uzxo n € N, mspasure:
n-—6 n—-35
15 " T
He Ce MICTOBpeMeHo uean 6poesn.
®n—-6=15-a,n-5=24-b;3 - (8b—5a = 1.

30. Hajau 6poj Koj npu neiermeTc co 3 AaBa OCTATOK 1, a Ipu fenemero co 37 AaBa
ocTaTok 33.

31. Bammm ro H3J (14, 35) Bo obimkor l4x, + 35y, Hajau ABa TaKBM Da3IDIIHYU
TIAPOBH X;, Yo

32.* 3a H3] u H3C ox asa 6poja a, b BaxM PaBeHCTBOTO

H3M (e, b) - H3C (a, b) =a - b.

Kopmcerejku ro Toa (sum moMHAKY), pemy ro Bo N CHEJHMOB CHCTEM DaBEHKM:
a) H3X (e, b) = 13 6) ab = 20.
H3C (a, b) = 1989; H3C (a, b) = 10.

i

33. Hajmr ™1 x  y, aKO ce 3Hae Jexa:
a) 11 | 123x456; 6) 45 | 257x14y. .

34.* Hajmx xpuTepuyM 3a memBocT co 6pojoT 7. IToroa, IpoBEPH ARaJ ce AeMBy co
7 Opoesirre:

a) 367892; 6) 4 283 914.

35. Jlorammu aeka 3a cekoj n EN: ]
a)6|n3+ 17n; 6) 142" + 2n+1 4 gn+2
B6|ln@r+ 1) (Mm+1); *@+ 5|0+ 3n-10

36. Hajou ro ocTaTOKOT OF JNeJEEKETO Ha:
a) 111° co 100; 6) 7100 + 11190 + 17 co 13;

B) 8™% + 921 ¢ 73.
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PEANHWN BPOEBW.
MPUBEVDKHW BPEAHOCTM

FNABA IV

Co BoBeayBarbeTo Ha.Lenute 6poeBu HUe o NPoLWVpUBME NOUMOT
3a 6poj, a Co Toa M 3roNneMMBME MOXKHOCTUTE 3a pellaBarbe Ha HeKou
npobnemu wWTo He MOXea fAa Ce pelaT BO MHOXECTBOTO Ha NpUPOA-
HWTe 6poesu. Ho, 1 oBa npowmpyBaibe He e JOBOMHC 3a pewaBare Ha
oAAenHn npobnemn of HaykaTa, TeXHMKaTa U CEKOjAHEBHUOT >XMBOT,
0COGEHO Tue WTO Ce CBP3aHW CO MepereTo Ha BenudvHu. 3atoa ke
U3BpWKME HOBU NpOLIMPYBaH-a Ha NOUMOT 6poj. Taka ke Apojaeme go
MHOXECTBOTO Ha pauuoHanHuTe 6poeBu, a NOTOA U 4O MHOXKECTBOTO
Ha peanHuTe 6poesu.

IV.1. MHOXECTBOTO HA PAIIMOHAJHUTE BPOEBU

@ Aponkn. BugoBme Aeka HeJemero BO MHOMKECTBOTO 7, He e ce-

© KOraumr BO3MOXKHO, T.e. KOJIMYHMKOT a:b Ha mBa uesm Opoja

a, b (b= 0) camo Bo HeKOM cay4au e e 6poj. Co mpyru 360-
poByM, paBeHKaTa (110 x)

b-r=aqa (1)
uMa pelreHne BO Z caMO 3a HeKOM BPENHOCTM Ha a u b.

Ha npumep, paBenxara 2 - x = 10 uma peiuenne 3a r = 5, noxeka
paBeHkara: 4 - r = 3 Hema pellesye 8o Z.

3a ma mozxke pasenkara (1) xa uma peurenme 3a Kou 6uno a, b €Z,
ce BOBeAyBa HOB Bl GpOeBM, HapeueHH ApOnKy. VIMeHO, CeKOj KOMMIHMK
a:b,b* 0,ce cmera 3a 6poj, KOjIUTO Ce BMKa NpomKa u ce 03Ha4YyBa CO
% ; 3HAYM: ‘ : '

a:b (@ b€ Z b= 0 (2)

2
b

z
- ~ 2 -3
Taka, aponki ce: 10 8,15 ¢ 7 0

3
3 13 g T,a '35’ § He ce mpomku.
a

Bo gponkara p » KaKO IITO 3Haerd, 0pojoT a ce BuKa 6poure,. Gpo-
joT b MmemmTen Ha APOIIKaTa, a upTaTa LITO I'M Pa3ZfBOjyBa 4 u b ce BMKA
ApoOHa upra.

MHO}KeCTBOTO ol curte APOIIKM Ce BMKA MHOXXECTBO Ha palmMoHaJHMUTE
Gpoesu 1 ce ozHauysa co Q. 3uaun:

Q={%Ia,b€2, b= 0).

Cekoj enemeHT Ha Q T.e cexoja ApOIKa, Ce BMXA panMOBajIeH 6poj.
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2

IIpuroa, pamoHaanuTe 6poesy co MMeHMTeN 1, KaKO Ha IpUMep 1
—— , IPMPOJHO € Jja I'M cMeTaMe 3a ILeay 6poeBy (3alrro, Ha NPUMep,

A
— 4
-4 :1 = —4 utH.). 3aT0a ce 3eMa

=]
1
o

(VaEZ)

Criopen Toa, cekoj uena 6poj e u paumonasen 6poj, t.e. Z C Q.
6 12 -30 6
-, —, —— {(3amro 3 =

Ho, mems 6poeen ce, na apuﬂep, u npomm're:3, YR

6:3 = 2 urH.). OuUIIEnHO e AeKa ceKoj Iex Opoj Moxe 1a ce [IPeTCTaBK BO
BUJ Ha ApPONKa Ha pasiuyHy HauvEy. Ha npumep, 6pojoT 2 Moxkeme Aa ro

IIpeTcraBuMeE CO:

a -
Ommro, HonIKaTa 3 e nex Opoj xora a e Jesmus co b.
1. IIpercTasy rv BO BMA Ha JpONKa ciaemmuse 6poesn:

a)3; 6)—4; =B 100; 1) -—1.

2. Op;pezm KOM O cJIegHMBe MCKa3U Ce BUCTMHUTHU:

. 1 -3
a)NC Z; G)EEZ; B)TEQ‘; r) 10 & Q.

Ensageoct Ha aponkwu. IIlpy nenemeTo Ha 1eini 6poeBM YecTo ce

a CJIydyBa O pa3jiM4HM IIapPOBH Ha noﬁneme UCT KOJMYHMK, KaKO

Ha IpumMep:
6:3 =2, 10 : 5 = 2, 14 : 7 = 2.
OBHe KODfIHMIM MOXKeEMe Ja TM 3amuileMe KakKo APOIKKM u, Oumejkm ce

emHakByY Mefy cebe, MOXXeMe HMB Ja I'M M3eNHaYMMe:
6 10 6 14 10 14
375 3" 5T .
3a cexoe Of Tue paseHcTBa 3abemexyrame meka: 6 - 5 =3 - 10,6 - 7
=3-14,10-7 = 5- 14, T.e. IPOM3BOAOT Ha OPOMTENOT OA emHATa M VMEHNM-

TEJIOT Of JpyraTa APOIKa € €JHAKOB CO MPOM3BOAOT Of MMEHWTEJOT Ha
npBaTa 1 GPOMTENOT Of BTOPaTa APOIKA.
Taa uaeja ce KopucTy 3a fAedmHMpame €MHAKBOCT Ha DalMMOHAJIHN

C
— Cce eNHaKBM aKoO M caMoO akKo

Opoesu. a
Pamronanuure 6poesu £ u
ad = be. Co cumbonn:
a ¢
== <=>ad = bc. '
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Taka, Ha npuMep, aponkuTe E nu E ce efHAKBM, 3allITO
3-8=24=6-4. 6 8
3. Vcrmmraj panu ce eHaKkBY APOIKMTE:
2 3 -9 6 4 15
1% 99 PP g
Uckaxu ja co 360poBu popmynara (3).

a)

Mcermnraj ja BUCTMHMTOCTA Ha CIEHMBE MCKAZM:

3 -6 12 18 126 188
Vg5 ° 3 =13’ SETENET I

E@ IlpomvpyBame ¥ CKpaTyBame Ha JDOIKMH. Kaj mponxure ce
L/a MOIITHE BaXKHM ¥ IIOMMMTE NPOIUMDYBaKe M CKpaTyBamke Ha
IPOIIKH. ‘

: a

Ja ce mpommpyu emHa APOIKa p 3HauUM Jla ce MOMHOXKM ¥ Gponu-
TEJIOT ¥ VMMEHMTEJIOT co efieH uct 6poj k, pasmryeH ox HyJa; nobueHaTa
a-k
b -k

IpoIIKa € eHaKBa €O zajieHaTa, 3amTo a - (bk) = b - (ak).

3Hauwy, 3a cexkoj k € Z, k * 0, BaKy PaBEHCTBOTO

a_a-k
b™b &k 4)

a-k
bk

Ce Bemn nexa e nobueHa oj MPOIIMPYBAMLETO Ha JpomKara % co b6pojor k.

OBa cBOjeTBO ce BMKa mpommpyBame Ha APONKM; 33 JPONKaTta

IIpumep 1. a) Ha ja upowupume dpouxaiia -g co 9.

15 - 3
6) Hponkara 0 € NPOMIMpYBatbe Ha APONKATa ° , 3aIlTO:
2

w

5 1

-9 1

o

3_
-

o
<

6. Ilpomnxara Npoimpyu ja co -4, aKo:

a
b
a)a =5b=3 6)a=4b=— 11, B)a=-5 p=-—3

PasenctBoTO (4), 3anumano so ofpaTHa Hacoka, Ke 1579203

ek
bk —

@b k<SZ b0 k= o0) (5)

ol Q
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Co oBa PaBE€HCTBO € MCKaxXaHO eIqHO ApPYyTro CBOjCTBO Ha IPONKHMUTE: esda
ApPOIIKa Heé C€ MEHyBa axko 6pOMTeJ'IOT 1 MMEHMTEJIOT Ce IIoJesaT CO eleH

et 6poj IuTo. e memmren M Ha Opourenor u Ha uMenuTesoT. Toa CBOJCTBO
Ce BMKAa CKpaTyBame Ha JpOIKH.

18
Ilpumep 2. Ja ja cxpamume opouxaiiia 57°

Pemenme. [IporikaTta MoxeMe Aa ja CKpaTMMe CQ 2; Torali

18 18:2° 9
24 79492 T 12

Ho, moxxeMe na ja ckpatume u co 3; Taka,

18 18:3
24 7 9243

8

ITox cxpaTyBame Ha (HeHyJTa) APOIKa OBMYHO Ce MMUCJIM Hejlerhe Ha
OpouTenoT M MMEHMTENOT CO HMBHMOT HAjroJIeM 3aefHMYKM [eMTes
(H31). Bo T0j cayuyaj GpouTesoT ¥ MMEHMTENOT “a AobueHaTa APONKaA ce
3aeMHO IpocTy OpPOeBM U Taa ce BUKA HeCKPATIMBA JPONKA.

Bo ropmmor npumep H3J (18, 24) = 6(18=2:32=3 "6,
24 = 23-3 =4 - 6). I[lo mesemero co 6, mobusame

18  18:6 _

24 24:6

2

|

IobyueHaTa APOIIKa Z € HeCKpaTImBa (momeka 3a g Ce BeJm JEKa e

CKPAaTJHBa APONKA).

7. YTBpIOM KoM OZ CJIeNHMBE APOIKY Ceé HeCKpPaT/MBM:

7 15 18
a) _6’ 6)_87 B ﬁ

8. CkpaTu ™ gpomkuTe:

12 -9 35 - 162
3)67 6) B)__—77

39’ ) =Tgg°
IIpommpysamero Ha JpPONKM HM OBO3MOXKYBAa JABe Wi noseke

APONIKM CO Pa3JjiM4YHV MMEHMTEeNM Ja I'M CcBeJieMe Ha APOIIEM CO eXHaKBU
VIMEHUTEIN.

IIpumep 3. [a 2u csedeme na uciti umenuiliea Opouxuiie:
3,5 ,1
4°% 73
Pemenne. H3C (4, 6, 3) = 12, na agponkmure Ke rm mpoumpuMe Taxa
ILITO MMeHuTe/DiTe Za MM Ompmar 12.

3_9 5
2 127 6

Do

_8‘
12

n

oS
wl -3
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9. CeBemyt ™1 Ha €THAKOB MMEHUTE APOIIKuTE:

5 4 7 1
93 1273

Ha zabenexime neka 'Moxeme xa ja nzbermeme ynorpeGaTa Ha Hera-
THBHEM MMeHNTexu.' Bo IponKka co HeraTMBeH MMeHMTeI MOKeMe 6pourenor
¥ VMEHNMTEJIOT &a I IIOMHOXMME co (—1).

Ha npumep, 19 _ 15'(‘1)=—15.—4= —4'(—1)=§m‘H
-8 -8-(-1 8’ -6 -6-(-1 6
[E Bexon
10. YrtBpay panu ce egHAKBM CReAHMBE JAPOITKH:
, 15 12 6 10 25 -12 22
—_— —>3— ; B) 1 —.
SETRTREL T “18 33
11. 3a xou BPEJHOCTY Ha @ JafeHMOT U3Pa3 He ¢ Jponxa:
a 4 R a+ 2 ?
a) 6) —_— B) :
a+3 afa ~ 1) .az—4-

a .
12. Jiponxara 5 mpoumpy ja Co 7, ako:
a)a=4,b=-5; 6)a=-2b=11L

13. Cxpatu ru apomxure:

\ 12 6 15 ) 108 =77
a) — —_— B) —~— ¢ — .
8’ Y%’ 126° " a3
14. Ckpat ru gpongure:
6-20-21 24 - 150 - 60
) ———— —_—
25-14+9 80 -27 125

15. Csemu ™ Ha ucT wMenuren AponKuTe:
3 5 5 11 7
a) =, —; 6) — —, —.
_)8’6' BTARTHr

IV.2. OIIEPAITMM CO APOIIKI

@ Cobupame u oxzemame Apomku. 30Mp ma gBe APOIIKK CO MCTH
=] a C .
VIMEHMTEeNN, Ha IIPMMeED p ¥ p - © Aponka unj 6pourexn e 36upor
on OpouTe/mMTe, a MMEHUTES e MMEHUTENOT Ha Te APOIIKH, T.e.

a+c
b

+

Qo0

a
b

(1)
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IIpumep 1.

2+3

13 -4 13+ (—4)
- Ll )

; 6) 5+ 8

a) = +

TN
g w
Il
-l o

=3
-3

Ago, nax, aponkure iuro Tpeba ma rm cobepeMe mMaaT PAIDIYHYU
MMeHMTeNMM, Toraul MpBo Ke ru mpommvpmuMe A0 3aeaHMYKM MMEHMTEN, a
roroa ke ru cobepeme Kako morope. Ilpuroa, ofudso, ro 6apame HajMma-
JMOT 3aemHmyky cogpxkaren (H3C) Ha uMMeHUTes/DITE, KOJIHTO TO BUKaMe
HajMaJ 3aeJHUYKY MMEHMUTEJ.

7 5 7-3 5-4 21 20 41
IIpumep 2. — L = 2T f o =2
pimep 878~ 4 24 ~ 22 T34 T3g
5 -8 5-5 —8-4 25 —32 —7
R —_— —_— o - — —_— e —.
Ilpmmep 3 13 -+ 5 50 50 =5 + 5 55

Ommuro, cobupaieTo Ha APONKMTE MOXKeMe Aa I'o BpIIMME IO CIei-
HaBa dopmya:

_ ad + be

. ¢
d bd

a
b

)

Ilonekoram pponkwuTe I'M IMIIyBAME KaKO MEITAHWU APOIKMA W

obpaTtHo.

IIpumep 4. % =% +% =5+—;- =5-1-1,’— (6es 3HAKOT +).
4 4 21 4 25

iIIpumep 5. 37—3"‘7—_7*'77'——7

Kaxko mro criomuasMe, Koj 6mro nex 6poj @ ro cMerame 3a AponKa —

ApomnKara % . Crropen Toa, Gpojor 0 e mpomkara KOjallITO e eJRaKBa

T )
co 5 3a cexoj nex 6poj b * 0. Toj 6poj e HeyTpasen esemeHT 3a cobupa-
HeTO Ha JIPOIKK. 3a CeKoja APOIKa T pamm

b
a a 0 a+0 a
U Y Sy il 3
anrnezmo, cnpo'rm;na nponxa Ha p;ponxa'ra % e %a M

& —a¢ a+(-a) 0 _
N Syl
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~-a
3aroa, MO NPUMEPOT Ha IeymATe 6poeBn, Hamecro —§ 90iuHO mauyBame

a
-~ , T.e. ’

b

Q-

)

a
)

Axcromumre (4;) - (A,) Kommrto Baxar 3a cobupame mean 6Gpoesu
(IIL.6), Baxar u 3a cobupame aponkyu — co MaJKy TPyYZA, BO TOa MOXKeMe
JIECHO Ra ce ysepume. Cropen Toa, Baxu TeOpeMaTa:

T.1. MuoxectBOTO Q Ha paunonanuure 6poesyu e rpyna BO OZHOC Ha
omepauyjara cobupame Ha OPOIIKIL.

- ITopaan Toa, oxzemamero Mmoxe 72 10 nechMHMpPaMe Kako obpatHa ome-
Pauyja Ha cobupamero: IIpBaTa AponKa (HaMaJeHMKOT) Ke ja cobepeme co
CIpOTHBHATA Ha BTOpaTa APONKA (Hamamiresor), T.€.

a4’ (3)

DOCHEeTHMOT 36Mp, IIaK, 3HaeMe Kako Ja ro IIpecMeTramMe.

Hpumep 6. 5 2 5 jﬁ_§+ﬁ=l-
t 3T 1T 3Tt

Ce pasbupa, npu nparTiuymmre [IpecMeTyBara, 10 u3bupame moKycuor
HaT: BegHAII HaolaMe 3aeTHMYKM MMEHMTENT M BplMMe ofzeMame Ha 6po-
uremre. Taka, 32 TOPHMOT npumep [IOCTaIlyBaMe BaKa:

5 _2_15 8 7
4 3 12 12713
i. IIpecmeraj:
8 .3 _4 1igd ol 5
D5tz 023 *35 ~ 23
: 6 M=uoxeme nponkm. IIpousson Ha mBe mpomEM % n (ci_ € IPOoIKa
[u}

41j -Opourern e mpomzeox Ha Gponremsre a u ¢, Mmemmren e Ipon-
3BOZOT Ha yMMeHuTeswmre b u d, T.c.

=]
o

a.
b

Ul o
o
sh
C
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Tipumep 7. 3 ~5-12 60

4 25 4-25 100
5 1

TIpuToa, pe3ynraroT obu4HO TO CKpaTyBaMme (aKO e CKpaT/Ba ApOm-
Ka) Ipej [1a TO ¥3IBPIIMMEe MHOKEHEeTO.

4 25 4-25 22-52 5

IIpumep 8. 3' 15 5:12— 5 923 3

ARO effHa JPONKa ja IOMHOXMME CO 6pojoT 1, Toraumr pesyaraToT Ke
Onpe mazeHaTa ApOIIKA:

a-1
b-1

-1 =

1
1

o'l R

a _a
b b

3Haun, 6PojoT 1 e HeyTpayleH eleMEHT 3a MHONKEHeTO Ha JPONKM.

3a onmepaiprjaTa MHOXKEeHR€ Ha APOIKM, OIpefeseHa co dopmynaTa (4),
BazKaT MCTHUTe cBojcTBa (As — (Ag) KaKO 32 MHOXKEHETO Ha LeJTe 6poe-
pu. TIpoBepkaTa MOxXe Aa ce u3spnm 6e3 TemkoTiy. Ha npumep:

a c e a cf + de a - (cf + de acf + ade
@y: 2. E+H=2.4 o (dtd) ad -
b d f b df bdf bdf
acf ade ac ae

e

_ C

_— __E._+f_ ,
bdf bdf = bd bf b d b f

T.e. BaXM IMCTPUOYTUBHMOT 32KOH Ha MHOXKEHETO clipeMa cobupameTo Ha
LIPOIIKH.

On Toa M Bp3 OCHOBa Ha Teopemara T.l 3akiaydyyBaMme JA€Ka BaXxM
cieqHaBa TeopeMa:

T.2. CrpyrTyparta (Q, + , °) € KOMyTaTMBEH IIPCTEH CO eAMHMIIA.

Ila pasriefaMe yIITe HEKOJKY IPUMEPH.

- o 64 15 6:4-15 _2-3-2:2-3-5 4
puMepu. 9. 59 "7 " 5.9- 14 5-3-3-2-7 1
10 (E_Z).L(li_l) 3 _.3.3_3

“\37%8/ 2 \% 6/ 2 6 2 4

_ a .
eneme Ha Apomkn. Jla ce mope/nt €nHA ApOIKa z co pmpyra

x
bu IpPOIIKa Eci_( % # 0) 3HauM fa HajaeMe TpeTa ApomKa —, TaKBa

IIITO TTPOM3BOROT CO BTOpaTa, Aa ja mame MpBaTa ApOIKA. 3HATM:

]

@y

<L=>

ol R
Lo

E .
b (5)
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x . -
He e remxo ga ce yeepume mexa za 7 MOXKeMe Jla ja 3eMeMe Apor-

Karaﬂ,r.e.
be
T _a-d
y b-c
HaBucrima,
T a_a-d c_a-d-c__a
'y d b-cd b-c-d b’

x
Tpeba camo na objacmmme meka — HaBMCTMHA € NPONKA, & 3a TOA € HO-
BOJIHO N2 yBMIpIMe JleKa Opojor y = b - ¢ e passmrden op Hyna. Ho, 3 e

c
JpomKa, ma b # 0, a 3 II0 IIPeTIIOCTaBKa He € HyJa, ra ¢ * 0 . 3Haum,
b.c#0. '

xr ad
3Hauy, paBeHKaTa BO (5) CTaHyBa BMCTMHWT MCEKAa3 32 — = — . Moxe
y be
ad
Ad Ce JMOKaXKe N€Ka He II0CTOM ApYyra APONKa, Pa3jmMyHa Off — , IIITO IO
MMa TOa CBOjCTBO. be

W Taka, ABe Aponky MoXeMe Aa IOZe/IIMeE, CEKOTAIl KOTA NEJIATEIOT
€ PasJDI4eH Of HyJa, IIO CJIEAHOBO IIPAaBILIO:

¢.c_a-d (f_;&o)
5'd"v-¢c| \d (6)
. 5 25 5-6 5-2-3 3
Mpmwep 11 &) 4 =735 =53 55 ~15
-2 4 -2 4.3 12
6) 4:— =2 =
V4ig=yig s =gy =5 =6

. 1
2. TIIpecmeraj: a) 1:5; 6) 1:-?;; B) 1:2 (a_;é o)

Qo

Bo npetxonHara 3agaua 3a B) CHTYPHO f06u:
1 a_1-b _b

- )
Jponkara % Ce BMEA penMIpo4YHA BPETHOCT Ha Jponkara % .
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3. Hajm1 ja pemympodHaTa BpegHOCT Ha O6pojor

2 -4
a) — s 6) — -~ B)2. r)— 1.
) 3 )=~ ® )
Ilpasmroro (6) MoxkeMe fAa ro 3ammireMe M Baka:
a c_ad
b'd b ¢’

a Toa 3HaYM JIeKa Jeaerwellio Ce u3Bpwiysa Waxa wilo deaenuxoili Ke ce
TOMHONU CO peyudpounatiia 8pedHOCii 00 deauiienoill.

Ia pasriefaMe ymiTe HEKOJKY IIDMMeEPHM 3a Jlelielkhe JPOIIKH.
IIpumepn:

. 5 4 9\.(6 5y -3 1 _-3 6 _ .

12. (%‘%Hl"§)=(a’€)'(‘6“3)=“€-%‘-—s-r— 3

13. (2_2).(1'_;)= b2-a? . b-a _(-a)btae) ab

a b/ \a b ab ab ab b—a

IIpnroa mpermocTaByBaMe eKa CHUTE WMMEHMTEJIM Ce Pasymf4ym1 Of
HyJa, T.€. CUTe OIPOIIKM MMaaT CcMMcJa.

Ce pasriegyBaar u ZPONKM 49ij OPOMTEN M MMEHMTEJ C€ APOIKM; THE
ce BMKaarT JBojHM aponku. Ha mpumep,

=b+a

Q..In|0‘ID

e mBojHa mpomka. Toa, BCYIIHOCT € caMO Apyra O3HaKa 3a Jejeme Ha
IpomKa co pponka. Taka, nmame:

i
o &
Il
o-IQ
SR K"

2.
b

Q. oiO‘IQ
1l
o &
Ul O

3HauM, JdsojHaiia Opouka ja iUpeiigopame 80 OBUwHA OpPOUKA, HUUJ
6pouilien e Upou38000iL 00 ,,HAO0BOPEULHUTTE ‘UAEHOBU, A UMEHUULEAOW €
Upou3so0oww 00 ,,8HAWPeWHUTE YAeH08U KA 080jHalla OpouKa.

[E, Bexon
IIpecmeraj ru u3pasure BO 3agauuTe 4 — 10.
3 +4 5) 5 2 1
. a) -+ - — - ==
oGty 13 13 ® 775
2 +4 6) 4 4 | 23 15
-+ = - = - B) 2—~1—-
a7 73 6 7 8 6
3 5 7 5 9 17 13 5
a) -+ — — - _———t —
6 )4 3 6 6 9

118 .



1 a a +2 b 3)4 _9 +.1
T A3y 953y 3 1075
s 5 10 12 3+1 6
O ) T ) (7 -+ );
4 g -4 -6 2 1
Z. — B)\1~— -z
% ow i, 0Tz 1(1-5)1(5-5)
3 5 3 2
-=1 -t - (z-2):2
2 4 6 2 3
10. a) 3 6) 5 B) 33
— 14+--— -5
2 16 4 3
11. Peum ja paBenkara (o x):
5: 3=17 6) 1+ 3 > B) > 2":1
a)sx -3 =T, ) :1,'——4; 4 3 2

12.* Nloraxu meka 3a Koy GuiIo pamproasmy 6poesu p u g:

ap+q€Q 6)p-~g€Q; B p-gEQ.
Ynarcrso. CraBu p = g ngqg= EC Kaze mrro a, b, ¢, d ce memu 6poesn (b, d # 0) u
MCKOpMCTY I popmysmTe (2) ~ (4).

13.* Joraxku Aera 3a xou 6mio auuoné.m—m 6poeBn A, B mocton alMOHaJeH Opoj
X, TAKOB IIITO:

A+x=8B

>

T.¢. eKa paBeHkara A + x = B e pennmBa BO MHEOIKECTBOTO Q 3a CeKoj map
A,B€E€Q,

14.* Toxaxmu mexa PaBeHKaTa A - x = B e pemummBa BO MHOXKECTBOTO Q 2a xou 6mm0
A,BEQu A+ 0.

IV.3. IIOJIETO HA PAIIMOHAJIHUTE BPOEBU

- Ilomm 3a mowe. 3a o3HauyBame Ha pamoramEn 6poesn, mocera
‘ a c .
® ynorpeGyBaBme 10 mBe 6yKBM, KaKo 3 3 ntH. MefyToa, moHe-
KOramr e 3TOfHO f1a ce KOPMCTH ¥ caMO efHa Gyxsa: P, ¢, 7, 4, MTH.
Taka, 3a fa ro mcraxkeme KOMyTaTMBHMOT 3aKOH Ha cobupamero Ha

pauMOHaIHM 5p0€BI/I, MOXK€EMe a 3aruiieMme:
Vp,g€Q) p+tg=q+p
M, 3a IU’ICTpMﬁ}’TI’[BHMOT 3daKOH Ha MHOXEH-€TO crrpeMa COﬁMpa}BETO:
(Vp,q, r€Q) p - (g + 1) =pqg + pr.

Bo mperxomaara JIEKIMja YTBPIMBME [EKa COBMPAMbeTO M MHOMKEHETO
Ha pampoHangHM OpoeBM I'M MMaaT MCTO Taka cBojcrBaTta A; — Ag ox IL7,

T.€. CTPYKTypaTa (Q, + , ' ) € KOMyTaTUBEH IIPCTEH CO eMMENOIa. YIrre mo-
Beke, co paBencrBoTO (7) oz II.2 yTEpmMBME HeKa:
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'AQ: Cekoj paipoHaneH 6poj, pasinrdeH Of HyJa, ¥Ma MHBEP3EH eJie-
MEHT BO OJHOC Ha MHOXKEILETO, T.e.

(Vr€Qr=0)@re€Q rr=rr=1

OunriemHo, BO MHOXeCTBOTO Q BazKM ¥ CJIETHOBO CBOJjCTBO:

A,o: HeyTpamemor elleMeHT 3a MHOXEHETO (EAMHMIATA) € Pa3JoIueH
OZ, HEYTPAJHMOT eJIEMEHT 3a cobupameTo (HysaTa). :

Cexoe MmoxkectBOo P, co mBe omepamymt + u -, T.e. anrebapckaTa
cTpykTypa (P, +, *), 3a Koja ce mcmoJsmeTH ycioeure A; — A 105, C€ BMKA
mojIe, a caMyMTe yCJIOBM Ce BMKAaaT aKCHOMM 3a INOJIe.

Taka, MmHOxecTBOTO Q € mojJe BO OXHOC Ha OIepaiymTe cobupame u
MHOXKEHe Ha PalMOHAJIHM OpPOEBH.

3a exeH rpymoug (P, +), cBojerBara Ay — A, O3HauyBaaT JeKa TOj e
KOMyTaTHBHa Ipymna. 3a rpymonzgor (P, -), kage mrro P* = P \ {0}, ycino-
BuTe As, Ag, Ag M Ay O3HAYYBaaT AeKa TOj € KOMyTaTHBHA rpyna. ¥YcjoBoT
4, maK, O3HAYyBa JeKa MHOXEHeTO € IMeTpubyTMBHO cripema cobupame-

TO.
Criopez Toa, nedimrnnpsjaTa 3a moJje MOXeMe Za ja MCKaxkeMe M HOKy-

CO, Ha CJIEeaHVMOB HaYMH:

Enmmo mMuOXecTBO P € Iojle BO OZHOC Ha ABe omepaipm + (,,cobmupa-
Be“) u * (,MHOXeRe ') aKo Ce MCIIOJIHETH CIeTHMBE YCIJIOBMK:

(N, rpynonpoT (P, + ) e KOoMyTaTuBHa rpyna,

(Mg rpynougoT (P",9 € KOMyTaTMBHA rpyna, npu wTo P* e MHOXe-
CcTBOTO P 6e3 HeyTpanHuoT enemeHT 0 3a cobuparbeTo,

(M;) BadkM AMCTPUOYTUBHMOT 3aKOH Ha MHOXEHETO cripeMa cobupatrse-
TO.

O4unrnenHo, ceKoe IIojie € KOMyTAaTMBEH IIPCTEH CO eMENMIla, HO Toa e
noforaTa CTPYKTypa OTKOJKY IIPDCTEH, IOpajp arcuomarta As (T.e. CEKOj
HEHYJITH €JIEMEHT MMa MHBEP3eH BO OFHOC Ha MHOKEIHETO).

IIpmmep 1. Ha 20 pazzaedame mnoxcecuisowo
M, ={0,1,2, 3,4}

U onepaiprre cobupame @ 1 MHOXeme O 0 MOAYJI 5.

Kesmerute memn Ha rpymonmnre (Ms, @) n (Ms, ©O) ce:

2 3 4 ©1io0 1 2 3

®

(o]

[
NS

B W -
oo
N =W o

0
1
2
3
4

WMo
W= Oo
O W
O b N
N = O w
WO
WrH= B NO
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ITopamo yTBpAMEBME J€Ka:

1) rpynouznor (Ms, @) e KOMyTaTMBHA TpyIa,

2) mHOXecTBOTO M5 = {1, 2, 3, 4) e KOMyTaTMBHA Ipyma BO OHOC
Ha omepammjaTa O (cexoj 7 EM; vmMa mHBep3er r’ EMY ),

3) omeparprjata © e mtcTpubyTvBHA cripeMa @ (Ha OpuMep:
20 (3®3) = 201 = 2; 2039203 =191 = 2; HTH.)

3uaun, ycaosure (II,), (I13%), (II;) ce wmcrmomHeTw, ma crpykTypaTa
(Mg, ®, ©) e nore.

1. IToraxu nexa MHoxecTBOTO M, = {0, 1, 2} e mose BO omHOC Ha COb¥M-
pamero ® u MmEHOXewmero O mo moxmyn 3. :

Iloxpenysame B0 MHOXECTBOTO Q. IIpn paborata co mpomkwure,
@D Kako mro crioMHaeme Bo IV.1,moxeme na ce orpammumme camo

) 3
Ha APOIIKM CO IIO3MTUBHM MMeHVMTe. Ha dpumep, HAMeCTO AponKaTta :_—4,

: -3 -
MOXeMe, Aa ja pasrjefyBaMe ApONKAaTa 4 » VMeHo, —32 = T3 3aIrro
. — 5 -
3 -4 =12 =(4) - (-3). UcTo Taka = = 7 W
Omurro, cekoj pammoraren 6poj r = ‘bi (@, b€z b+# 0) moxxeme na
ro 3amyaireme BO o0JMKOT
m
Tr =—
n

1)

Kazte mro n e npupoaex 6poj, a m e uen 6poj. Cnopexn Toa:

Q= {’%lmEZ,AnE‘.N},

TakBuor 3amyc Ha palMOHAJIHMTe 6p0€BM € 3rofleH 3a HMBHOTO CIIO-

belyBaibe, T.e. 32 BOBeAyBake pejlalja 3a NOApeayBakhe BO MHOKECTBOTO
Q. ' ‘

3a paxmonam-mo'r‘ﬁpoj r= %1 fn €Z, n € N) BepiMe meka e:

— HO3MTHBEH, aKO M > 0; mamyBame: r > 0;
— HeraTHBeH, aKo m < 0; mmauysame: r < 0.

Ha mpymep, Gpojor E € IIO3UTHBEH (§ > 0), zamro 2 > 0, a Gpojor

3
~ '~ 3
4 © Herammsen (—i < 0), zaurro —3 < 0. U gponxara = © Heratue-
3 -3 -3
Ha, 3aIT0 —, =~ , a € HeraTMBHA.

-4 4 4 ,

Ke BeMMe JeKa PaIMOHAJHMOT 6poj p e moroseM OfF palpMoOHAI-

H1oT Opoj q u Ke mamysame p >g,ak0 p—q > 0, ap e moMan ox q u ke
mauyBaMe p < q, ako p — q < 0. Co cum6boimn:
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(2
p >q <=>p-g>0,
p <gq <=>p-q < 0.

3

Ilpumep 1 . Jla aposepuse x0j 6poj e Tozoaem:

Huame: — —

0,

<
3 5 3
a Toa, criopex (3), 3HaYM JeKa vy < 5 T.€. s € IIOTOJIEM Of i

2. YTBpAM KOj OX JaZeHMUTEe PalMOHANHM 6poeBy e IoroJieM:

3 4 -5 -8 21 32
Azuy O gu—g B u g5

IIpuvep 2. [a 2u nodpedume no zonemuna bpoesuiiie:

4 2 8 -6
5 3’710 15
3a Taa e, cure oBMe GPOEBM Ke I CBeJeME Ha 3aeTHMYKY MMe-
HuTten 30:
24 20 24 32 30
307 30 230 30 30

Cera, oBue JleCcHO Ke I'1 IOApPEAVME:
=32 =20 24 24 30
™30 <730 <30 30 <30
3Haunu, gagerure 6poeBu Tpeba Aa ru nojpemiMe BaKa:

16 -2 8 _ 4
5<3 <15~ 5<1

3. Ilogpemn rm mo rosieMyHa 6poeBuTe:
1 -2 =3 11 3 =3 3
a) = = A’ 2,_‘ A3 TH 'l ) i’
'3 T 2% 935 5 303
On medmmnnrjara Ha MO3UTMBEH OJHOCHO HeraTMBEH PaIpOHAJEH 6poj
cJenyBa JleKa 3a CeKoj 7 € Q BazKu:

mwmr>0mwmr =0wmr < 0.
Co Toa MHOXeCTBO Q ce pa3buBa Ha TpM nqea: MHOXKECTBO TO3UTHBHM
pamoHamHM 6poeBr, Q*, MHOXKECTBO HETATMBHM pPAaINVIOHAJHM OpoeBn,
Q~ u HyJgaTa, T.e. ‘
Q=Q*U{0}UQ.
4. YTBpaY KOj Off CIIefHMBE JICKa3M € BIUCTVHMT:

a) QfC @;6)QNQ~={0}; Q" NQ =g e CQ U0
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Paiyponamnure 6poeByu, Kako u LeimTe 6poesByu, MoxeMe Aa I IpeT-
cTaByBaMe reoMeTpuCKy, Ha OpojHa ocka. Ha upr. 1 ce ImpeTCTaBEHM M 3a-

OMIIAHY HEKOJIKY palmoHaNHu 6poeBn: — g, EEEY 1

23" 3
L 1 1 P | [ L | P
T | T LB 1 1 | 1 ] ot
3 -2.& -1.1 0 L1 27 3
2 2 3
Lpr. 1

. > 2 5

5. IlpercraBu ru Ha GpojHa ocka Opoesure: 2, 3 51 - —-

3

OuuraesnHo, CEKOj MO3UTUBEH palpoHasieH 6poj e IIorojgeM of CeKoj He-
ratuBeH. JleCHO ce MOKaXXyBa LeKa IOZPEAyBameTo BO Q TI'M MMa MCTUTE
cBojerBa (S, — (S,) Kako noapenyBamerd Ha Heimre 6poesyu Bo (IIL.6).

NmeHo, 3a kou 61no p,q,r € Q BaXKu:

(SH)unup > guinp = gunup < g (TpPUXoTOMM]a)
S)p < g A g <r =>p <r (TpaH3UTUBHOCT)

(S;) p < g => p+r < g + r (MOHOTOHOCT cripema
cobupareTo).

(S) (Vs € Q) [p < g => ps < gs] (MOHOTOHOCT
cnpemMa MHOXeHeTo).

Ia ro moKazkeMe, Ha MpPUMeED, CBOjCTBOTO (S

Ilo mpernocraBRa, p < g u ¢ < 7, a TOa cuopeA (3) 3HauMu AeKa p ~ ¢
<0ug-r <0 Bugefkup-r =p-r+q-q=mP-9 +(g-17 <0,
Te.p—1 <0, on (3) cnenyBa feka p <.

AHAaJIOTHO ce JOKaXKyBa TOYHOCTA ¥ Ha JPYTUTe TPU CBOjCTBA.

Ilosne, BO KOe eJIeMEHTHTE ce IIOApPefeHy TaKa IUTO Ja BaXKaT yCJIOBUTE
(r.e. akcmommre) (S;) — (S,) ce BMKa HOApeneHO moie.

Taxka, mosero (Q, + , ) Ha paimMoHasHuTe OpOEBM € IIONPeNeHo IIoJe.

. . _b+q
6. ApuTMeryyKa cpeImHa Ha mBa Gpojap u g e fpojor § = 5

3
YTBpEM AeKa apUTMeTHMYKara cpefuHa Ha Opoeswure _;. u 2 e paipioHa-
3
Jen O6poj s IUTO ce Haola Mefy HUE, T.e. 5 <s < z

OmITo, aKo P M ¢ ce parmoHANHM OpoeBu M p < ¢, TOralll HMBHATA
apuTMeTMYKa. CpelyHA e paipoHajeH 6poj mTo ce Haofa Mely HUB, T.e.

p+aq
2

<gq..

p <
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Toa 3Haum nexa mefy Kou 6110 ABa paipoHamHM 6poja MMa parproHa-
nen 6poj. Toa cBOjcTBO ce BMEA TyeTO mompeAyBame Ha PanmoHaI-
Hnre Opoepn. Ce Beaym ymre JAeKa MHOMKECTBOTO Q € IYCTG IOXPENEHO.

' E%Bexﬁﬁ | ‘ :

7. DHamm crpyrTypara (M-,',:. ®, ©), xage mro M, = {0, 1, 2, 3, 4} a ® u © ce cobu-

pame 1 MHOXKeHe 110 MOZAYJ 4, € mome?
8. Iloxpeny ru IO TONEMMHA 6poeﬁme: 4.3 _ % 4
9. Hajm ja apurmeTmragaTa cpefyma Ha Gpoesure:

10*. Yeepu ce mexa Z He e rycro MHO}KeC'rﬁo. (M36ep
P b-
2

mBa mexmt 6poiz a u b , TakBu
TXIT za Hé e njex 6poj.)
11*. TToxaxu ro CEOjCTBOTO a) {Sq), 6) (S,) 3a mogpexysamero 2o Q Ynarerso:
ApP+nN-@+r=p-q b)ps—-gs=(p-gq)-s

12. JToraxKu Aega:

a)p, g €Q* =>p - g €Q; ’
6) (Q*, ‘) e XomyTaTuBHa rpyma.

IV.4. TEIIMMAJIHM BPOEBU

@ Hemumanau aponku. J[PONKMTe CO MMEHWUTEN 10, 100, 1000,...
o]

Ce BMKAaT NeNMMAJIHM IV AeceTHIBM Aponkyu. Taksu ce, HA ITpu-
Mep ApPOIIKITE:

1 253 9 7302 15
T = = ——, -——  uJp.
100 10’ 100" 1000° 1000 -

Kago 1ITC TM € MO3HATO Of MOpaHO, THE Ce 3alMIyBaaT 6e3 MMeHuTe,
Baka:

70 kako 0,1 (0 mem u exHA JeceTHHKA)

m KaKo 25,3 (25 mesmu M TpM AeCeTHHKN)

9

Too Kaxo 0,09 (0 mesm u meBeT CTOTMHKM)

7302
1000

xako 7,302 (7 uemt 302 WIT]aBVIHKM).

JelpiMasiHnTe OPCONKM 3anuiiamy 6e3 MMeHMTEN ce BMKAaT Ae-
numadEmn 6poermu.
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Cexoj memmanen 6poj e cocraBseH of mBa Aeia, IITO Ce OfleJIEHU CO
3anvMpKa: men JAeN — Npex 3amupKara ¥ ApofeH Ael — IO 3aIMpKaTa.
HpobrmoT nesr ce BuKa yIUTe AemMMAaJeH geld, HEIrOBHMTE P — gemm-
MaJaM, a 3aIMpKaTa — AedMMAaJHa 3alMpKa.

I[pOIIKM Y MMEHMTEIM Cce 6p0€BM KOMUIUTC ¢€ IIPOM3BOAM Of CTe-

nesy Ha 6pojor 2 u 6pojor 5 JrecHO ce MPOMIMPYBaaT O ACIMMAJHM APOII-
k1. Ha npumep:

.38 _os Z=3—5=35- 3—2=£8-=128'
5 10 g 10 Y 25 100 %
9 _ 9-25 225 _

20 20-25  Togo - %2%%

1. 3Banmumum rv KaKo AelpMAaIHKU 6poesu:

1 9
. r) 3

a3 62
- = B} —; —_—
4 8 ) 200 80

_ ObpatHo, ceroj mermManen 6poj mMoxe fa ce 3ammire Kako obmaHa
apornika. Ha npumep, :

1 3
153 25 5625 _ 45
100 20

0,15 = .
1000 8

2. 3arpmmt rM Kako ob¥IHIM AP OITKM:

a) 0,4; 6) 3,24; B) 32,125.

3. Cuaempnnse GpoeBM zamvimy I'm Taka IITO Aa MMAaT IO MCT 6poj
AEeIVMMAaJTIN:

0,5; 1,2765; 2,0; 4,531000; 15; 0,00270.

O ITorcern ce neka: 1) memmmanammor 6poj He ce MEHyBa, akKoO 0f
IecHaTa CTPaHa My Ce AOIDONAT KOJKY Omio HymM; 2) ceKoj
npuponer 6poj Moxe Ia ce 3amyMiile Kako AelyMalieH, Kora Ke
ce offesy cO 3amMpKa M Ke My ce JOIMILIAT KOJAKY OMJI0 HyJm
KaKo jemmmany; 3) JelmpMatieH Opoj Koj JeCHO Of 3anmpraTta
¥MMa HyJI He ce MEHyBa aKO Tye ce M30CTaBar.

Onepamuu co nemyumanan Gpoesn. IIpeKy HeKOJIKy Ipumepu Ke
© ce mOTCEeTMMe Ha OHepaIpmfTe Co AelmManuu Gpoepn.

Hera ce gagenu 6poesure:

a =16345 um b = 3,26.
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Hpumep 1 (Cobuparse) Hpumep 2 (Od3emar-e)

16,345 16,345
+ 3,26 — 3,26
19,605 13,085

Ipumep 3 (Mroxcerse)

16345 326
16,345 - 326 = ——— . _ 16345326 5328470 _ ...,

1000 100 105 - 105

3Hayy, ZeUMMAaJEy OpOeBM Ce MHOXKAT TaKa IUTO Ce NMOMHOXKYyBaaT
MHOXUTEINTE 3eMeHyu 6e3 JelpMMaJIHy 3alMpKHM, a II0T0A, BO Pe3yNTaTOT ce
M3LBOjyBAaT TOJKY AeLMMasli KOJKy IUTO € 30MpOT Ha AenmuMasmiTe BO
aBara 6poja.

IIpumep 4. 512 - 6,3

1536
3072
32,256

IIpumep 5. Ila 20 uzspwiune denerwetio 16,345 : 3,26

Pemenxe. IIpes fa ro 3amodHeMe JAeNeeTo, Ke I IIOMHOXMMe Jeje-
HMKROT ¥ HeJIATeNOT CO Hekoj crermen Ha Gpojor 10, TakoB IITO AEMATENOT
xa crase men 6poj. Bo mamemmor mpumep Tpeba Aa nomuoxime co 100.
Taka, nMame:

1634,5: 326 = 5,0138
1630

45

450

71240
978
2620
2608

12

Ienemero Ke ro mpekusHeMe toraml xora Ke cmerame jeKa pesyJra-
TOT e JOBOJHO TOYEH 33 HaluTe noTpebu.
4. TIIpecmeraj:
42586 — 21,57 + 53,2: 12,45.

/

126



bo Bexbu

5. 3ammum rm KaKo KelpMasIys Opoesn:
4 15 9 13

7 8 5 25
6. 3amauy I Kaxo HecKpaTymey (06yranm) ApOIKM:
0,12; 0,06; 7,125; 4,1325.
7. Ilpecmeraj:
5
a) 3,25 - 4,8 - E; 6) 4,8 : 1,54.

Bo 3agauure 8 — 10, mpecMeraj Iu M3pasure:

8. 835 54+ 17,3 :4,12 — 23,8,

0,8
9. —— -18-(36-0,07):0,18.
4,5

»

10. (72,8 — 57,42) : 1,685.

11 | CaemauBe ppomky mpeTBopu 't BO RelpiManHm 6poeBn (Bo Koy rpyma impidbpnu ke
ce NOBTOpPYyBa)

7 5 38
a) = 6) —; —
)3 '3 ® 1

IV.5. MIEPMOIMYHY TELVMAJIHYM BPOEBU

@ Hepuoxmaau fempmatsyn 6poesn. Co mOMOLI Ha ITOCTAmKaTa 3a
O gejere, CEKOja APONKA IIPEMMEYBA BO KOHedeH My GeCKOHedeH
nemymvaner 6poj. Ha rpumep,

1

| o

7 8
= 0,625; -5 == L75; 5= 2666 ..

Cekoj KoHeweH zeummaieH Opoj, co mozaBame HYJM OX NECHATA
cTpahna, MCTO TaKa MOXe Ja Ce IIPeTBOPHM BO 6ecroHeueH germmaines 6poj.
Taka

0,625 = 0,625000.. ; ~1,75 = —1,75000. ..

U cexoj nen 6poj, co 3ammmryBame DemMMaJiHa 3amnyMpKa II0 HEro M JAOZa-
Bambe HyJM, MOXe Jla Ce IpeTcTaBu Kako GecKoHedeH feipmaneH 6poj.

Ha upunmep,
5 = 5,000..., 0 = 0,000..; -72 = 72,000...

Cnopen Toa, CeKoj pampoHareH Opoj MoxkeMe fia ro npercraBuMe BO
BUI Ha DecKOHedYeH gerpMaleH 6poj.
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1. IlperctaBu ™™ KakKo DeCROHeuHM felMMaJiHM GpoeBy cleqHMBe
paptoHanHM OpoeBu:

40 5 1 ) 17 7 27
=" . B) ——_. i)
A1 O3 8’ 9
IIpumep 1. Jla u upeiligopume 80 Oeyumaaru 6poesu caednuse
dpouxu:
35 42 466
—; = B i
Vg 95 74
35 42
Pemenne. a) r =5,833 .. 6) 33 =1,272727 ..

5) 266 _ 6 997207 . ..
74

On mpuMepoOB riefaMe JeKa uMMa ReIMMaiHyM 6poeBy Ipu KOM rpymna
umMdpy, Ox HeKoe MecTo, IOYHYBa Ja Ce NOBTOpyBa. Taxeure GpoeBu ce
BMKaaT IepuoaMiHau Jenumanayu Gpoesn. Taka,

5833 ... 1,272727 . . 6,297297 . . ..

ce NepMOIMYHN XelMMAaJiHu O6poeBy; THe Ce 3anMUIyBaaT IIOKyCO HA -CIel-
HMOB HAYMH:

5,8(3); 1,27); 6,l(297)

I 5,8§; 1,5’7 ; 6,2‘9-’7. Hue ke ru 3anmiryBamMe Ha NPBMOT HAYMH.

3a nepuomnydHM Zemumanuau O6poeBu rm cMmeraMme u OpoeBuTe KaKo:
0,2300...; 5,000 .. .; » BB rn 3amryBaMe Kpatko: 0,23(0); 5,(0).

Bpojor 3amMad BoO 3arpamu ce BuKa mepmon; 2,(6) ce ywura: ,aBa
ue/M ¥ IUecT BO Iepuonor; 3,4(27) ce wymTa: ,,TpM LiemM, YeTupu HAece-
THUHKM M OBaeceT M CeAyM BO IIEPMOROT.

233
2. IIperBopu ja BO meummaineH Opoj apomkara 57

CurypHo 3ajayaBa ja peluaBallle Ha CJI€THMOB HAYMH:

233 = 233 :37 = 6,2972. ..

31 222
110

360
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OctaTompt npu oBa gmeneme ce: 11, 36, 27, 11, 36. Jecno ce yodyBa
Aeka 6pojor 297 BO merpmMaHIOT Aen Ke ce moeropysa, 6unejkn ce mos-
TOPHM OCTAaTOKOT 11.

Ce AOKaXyBa J€Ka BazXXm Teopemara.

T.1. Cekoj paynonanen 6poj Moxe Aa ce npeTcraBm kako nepvo-
AvHeH geuumaneH 6poj.

' . . m
HNoxa3*. Heka mu e gagen KOj Omo paionanes 6poj - Kaje IUTO

n e npupogeH 6poj. Ilpu zemewmero Ha m co 7, CIIOPE] NMPaBWJIOTO 3a Ze-
Jeme co ocratok (IL2), BoamoxHM ce camo oBye OCTaTOIM:

0,1,2,... n-1.

ITo wajmuoOry n €KOpM BO NOCTANKATa HA JEJIEHeTo, HeKO] O oOBMe ocTa-
TOIxM MOpa fia ce IOBTOPYM, a TOA 3HAYM NeKa BO KOJIMYHMKOT Ke HacTaye
[IOBTOpyBaibe Ha MCTH IpdpPH IO PefOT KAaKo IITO ce zobusaure.

Co Toa, TeopemaTa e moKaxana.

Bo ropmmot LpUMeEp, MOXHM octaromm ce: 0, 1, 2,... 36. Mo-
ZEBME J1a OYeKyBaMe IOBTOpYBambe HajMHoOry 1o 36 wekopwm, Ho TYKa II0B-
TOPYBabeTo Ce jaBy IO YETBPTHOT qéxop.

Baxu 1 obpaTHaTa Teopema:

T.2. Cekoj nepuoguuen AeyumaneH 6poj npeTctasysa HeKoja
APonka, T.e. paunoHaneH 6po;.

Kakro ce npersopa liepuomrien nemmManes 6poj Bo apomka, Ke Bu-
AVMME O HapeaHMTe IPUMEpPH.

IIpumep 2. Ja 20 upetusopuse 6pojoim 0,(3) xaxo Opoiixa.
Bapanara gponxka ke ja o3HawmMe co x. ITocrankara e cllemHaBa

x =0, (3) = 0333...

10xr = 3, (3) = 3,333...
10x —x =3; 9z =3;x=31.
Ilpumep 3. 1, (24) =?
= 1, 24)= 1,242424 ...
100x = 124, (24) = 124,2424 . . .
2 1 8
100x —x =123, x = 2= 4—= I—--.
99 33 33

9 Marematnxa 3a I roguma TIPMPOARHO MaTeM. CTpyKa 129



IIpumep 4. 0,1(45) = x;

1 000x = 145, (45) = 145,4545 . . .
10x= 1, (45) = 1,4545...
990z = 144, * = = 0

T T

3. CremuuBe nepuomraay OpoeBM IIPETBOPYK TH BO JPOIIKH:
a) 2,(7); 6) 6,(45); B) 0,4(72); 1) 0,(571428)

@ Coopenysame Ha gemumanHu Opoesn. Jemmmasmure 6poesin,
O KaKO paimoHaJHuM 6poeBy, MOXe Jja ce CIiopeAyBaar.

IIpBO 5a ce moTceTMMe KaKO Ce CHOpPeAyBaaT KOHEYHM AELMMAJHU
6poeBn.

1°. Axo uyeauilie denosu Ha 08a Odeyumaanu 6poja ce pazaurMu,
flozawtl 1020aeM € OHOj Willo uma ozonem uen den. Taka,

16,735 < 32,11 3aToa urro 16 < 32. -

2°. Axo ueautlie denosu Ha 08a “AOFuTUuUBHU Oeyumannu 6poesu um
ce ednaxsu, Woaws U ctopedysame HusHuille Opobru Oeaosu; Ha IIPH-
Mmep:
5,62038 < 5,62041
;aToa 1TO Lesmre GpoeBM ¥ IPBUTe TPM AeLMMaJM MM Ce €JHAKBHM, a de-
TBpTaTa AelMaJia Ha 6pojoT of JeBaTa CTpaHa HAa HEPaBEHCTBOTO € IIO-

Mana: 3 < 4.

3°. Axo ueauie denrosu na 08a xealiusnu deyumaanu 6poesu um ce
ednaxsu, Worawi 0z0neM € OHOj WMlo uMa UOMAAL afcoayiling 8ped-

wociti. Ha npumep,
—3,27412 > —3,27458,

6umejkn | —3,27412 | < | — 3,27458 |.

4. Cnopeau I Io rojemmuHa 6poesure:

6) 4,3207 » 4,3158;

a) 7,988 u 11,23;
r) —4,3207 nu —4,3158.

B) —9,738 m —3,912;

Ha ner HauymH ce criopeayepaat u 6ecxoneﬁme JelMaJIHU 6p0€BI/I.

5. Croopeay I'M 110 TOJIEMMHA!

a) £,23051 ... u 8,23042; 6) 5,(3) u 5,(6).
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buBexﬁn

6. TIlpercramy rM Kako GeCKOHewHM melyiManm Bpoesn cremrmBe mpormxu:
13 17 6
9T Uy 5
7. Hpe'rcrann ja xako GeckoHeweH mecemiryen 6poj apomkara I u objacHy 3ommTo
TO] € NePUOMAIEH.

Bo zagaumre 8 — 12 samouy v xako obuurn aporku mamemmre MEPUONIMIHN Je-
IpManHy 6poesn.

8. a) 0,(4); 6) 2,(6); B) 0,(9); r) 3,(9).
9. a) 1,(63); 6) 3,(25); B) 4,(023).

10. a) 2,3(2): 6) 4,2(9); B) 3,24(9).

11. a) 4,5(18); 6) 0,82(35).

12. a) 0,1(234); 6) 3,(285714).

13. Crnopemt m 6poesnre:
a) 5,420158 i 5,420231; 6) —3,57162 i ~3,57152;
B) —0,826 » 0,625; r) 0,2333 ... u 0,233.

14. Hajmu ja crpanmara ma KBafpar 4ija IWIOmMTHHA e: a) 16; 6) 6,25.

15. } Ilpecmeraj: a) V276; 6) V2 co TPU JeIMMAIH.

1. | Hoxaxu fexa e TaBTOJIOTHja CeAHABA MCKa3HAa dopMmyna (BuAM 1 1I.6):
. P =>9 <=>(@QgAw =>rAm.

-1IV.6. PEAJIHM BPOEBU

@ Bopenysame ma peaxmure 6poeen. IIpomseonor Ha kou 611510
® B2 pamMoHamHM Gpoja, Kako mTo SHaell, e pammoHajeH 6poj.

. . m
Crrerprjasmso, KBagparor Ha Koj 6110 pampioHasen 6poj —; r.e. mpoussogoT
n

m m m\2 3
— *—ILITO Ce 3alMIIyBa Kako _), € pamoraned 6poj. IIpuroa, owirses-
n n n

HO, T0j 6poj e mozuTHBen. Ha npuMep,

(2)2- =2.2_4
3 33 9
%. € IIO3UTHBEH PaIPIOHAJICH 6poj 1 xBagpar Ha %

Ha cu ro nocrasume cera obpaTHOTO mpamame: Kasm1 CEKOj IIO3UTHBeH
pammonanex 6poj e kBagpar Ha HEKOj palyoHajeH 6poj? Co mpyru 360po-
BM, Aaui 3a K0j 6uiro [O3nTNBEH patpoHaneH 6poj a mocTou parpronaTen
6poj x mTo ro zazoBoaysa PaBeHCTBOTO.

x?2 = q? (1)

IlozmaTo ™ e of II0pamng, a MOXKeIlle fa YBUIMII 1 P peuIaBameTo
Ha 3ajjavara 14 of MyHATATA JEKIja, AeKa 3a HEKOu BPENHOCTH Ha 4 IO-
CTOM paryoHaseH 6poj 3a Koj paBeHCTBOTO (1) craryra ToueH mcrasz.
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Taga, Ha IpuMep, ako @ = 6, 25, paBeHCTBOTO (1) € TOYHO 3a paIio-
HaJXHMOT Opoj x = 2, b.

Ho, ncTo Taka, 3HAeIll NeKa 3a a MOXKe Ja ce uzbepe TaKOB IO3UTUBEH
pammonanes 6poj IITO Aa He IIOCTOM palMOHAIEH 6poj x 3a Koj 6m Gmiio
TOYHO paBeHCTBOTO (1).

Bo Toa MOxKeMe Jla ce YBepuMe, Ha IMPUMeEpP, Of CJIeHaBa TeOpeMa:

T.1. He mocrou pampioHaseH 6poj 4uj KBafpaT e efHaKOB cO 2.

Toxa3z. Ja IpermocTaBuMe feKa [IOCTOM palmoHajeH Gpoj % 9yj KBa~

2
opat e Opojot 2, T.e. (%)= 2. IIpernocTaByBaMe yIITE JeKa ApOIKaTa % e

HecKpaT/mBa, Ouaejku, BO CIIPOTMBHO, MOXKEME Za ja ckpa™MMe M Za AO-
fueMe HeCKpaTMBa APOIKA.

Taxka, 3Ha4y, TPTHyBaMe OX TIPETIIOCTaBKaTa:

my m
7 )= 2 ¥ MPOIKATA 7€ HECKPATIIEa. @)

m\?_ m?_ [(m\? m2
Oxn (—n-) = rﬂ”(?) = 2, clefyBa fieKa -y = 2, T.e.

' m? = 2n2. 3)
Toa 3HauM Aeka 6Gpojor m? e mapeH, a Of Toa clefyBa Aega u Gpojor m e

mapen. (loxaxm ro toa!) Cropex toa, m = 2k 3a Hekoj mex 6poj k. 3ame-
nysajku ro m = 2k Bo (3), nobusame 4k? = 2n? of KaZe LITO:

n? = 2k2.
Toa 3HauyM 7eKa n? e TapeH, Ia ¥ n e IapeH, T.e. n = 25 3a HEKO] Hex
6poj s. ‘
Taka, TprayBajku oz (2), 3aRIydyBaMe O€Ka m u n ce mapHu Gpoesn,
a Toa HPOTMBPEYM Ha IIPETIIOCTaBKAaTa JeKa ApomKaTa an e HeCKpAaTJIMBa.
- Criopej; IpaBWIOTO Ha KOHTPaJMKIMja 3aKJIydyBaMe [ieKa HEMa pailfoHa-

sen 6poj umj KBampaT 6m Guii Gpojor 2. (Buau 3an. 16 oxm MpmaTaTa JeK-
. f 2

Iprja; oBAe eP:";? €Q q: (%) = 27 :-’;-’ € HeCKpaTiniBa ApOIIKa.)

3Hayy, paBeHKara:

x2 =2

HeMa pellleHye BO MHOXKECTBOTO Ha palfOHaJIHUTE 6pOeBM, a MCTOTO MOXKE
Ia ce 3aKAy4y ¥ 33 MHOTY APYTM PaBeHKY OA BMZAOT r? = g, Kajie ITO a €
nazieH IIO3UTMBEH pamyonasnes Gpoj. ‘

Toa ITOKaXXyBa AE€Ka MHOXKECTBOTO Ha palpiOHAJHNTE OpoeBn He HM €
OBOJIHO 3a Aa pelliaBaMe 3aZady, Ha NPUMeEpP, OX BIIAOT: »a ce Hajme
cTpaHaTa Ha KBajparT 4yMja IUIOIITHHA € 2.
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Oxn Tme mpwummm cakaMe ma ro IponmpuMe MHOXecTBoTo Q co HOB
ByMZ, 6poeBy, Taka mITO TIOIIPOKOTO MHOXKECTBO fia 'O COAPKY M ,,6p0ojoT
i) KBanpar e 2; Toj ,,0pP0j*, KaKo mITo 3HaeIl o7 IOPaHo, ce O3HA4YyBa CO
cumbostor V2 u mpercraeypa upamyoHRaneH 6poj, T.e. V2 € Q.

6 MuozxecTso Ha peanmmre Gpoesn. Bo mymarara JEeKIlfja BU-
o 7IOBMe [ieKa Cexo] paimoHaieH 6poj Moxe za ce 3ammme xako
Aermales 6poj; Ha Ipumep: -

5—14' 1—016 0,1666
7 L] 6 -V, ( ) = ) .«

Ha ce obumeme Ha TOj HAYMH Ja TO 3aIMIIeMe »0pojor® V2 Co pobn
(WDt co asropmrmor 3a KOpeHyBaibe) JIeCHO go0muBaMe:

12 <2<22

1,42 <2< 152
1412 <2 <1422
14142 <2 < 14152
1,41422 < 2 < 1,41432

Co roa mobusMe meka ] »IPHUOIDORHO e 1,4142,

IIponorkyBajku Taka, 6m nobuire Gecrkonewen perymasen 6poj,
KOJUITO He e IepHOMIdeH (HABMCTIHA, Kora Oy Gun mepmomsuen, Torarn
T0j 61 npercraByBan pamponamen Opoj, a V2 me e PauMoHaeH.)

Cekako, mocrojar u APYTY HEmepuomM4HM OeCKOHEYHM AeLpiMasiHy
OpoeBu. Takos e, Ha puMep:

0,121221222122221 . . .
(o npBara emrmma — eHa IBOjKa, IO BTOpaTa eIMEMIa — ABE IBOJKM
MTH.).
1. 3ammnm Ha ciorueH HauwH yurre nBa HeIlepUMOAMYHM OecKro-
HewHM Jeummaiau Gpoesn. :

Ke npudamime nexa: cexoj medepuoduwen Geckomewen Odeyumanen
6poj upewliciuidsysa nexoj no8 8ud 6poj, xojwio ke z0 Hapeueme MPaIUoO-
HaJeH Gpoj.

Taxka, Gpojor 0,1212212221 - - ., 3aIMILIaH IIOrope, Kako u V2, ce upa-
IoHaMHM Gpoepn. UparpoHamay Gpoesnu ce u: V3, V5, V15,7 u ap.

2. 3aoumm gBa uparmmoxamHyu Gpoja.
MHOKeCTBOTO Ha MPAINIOHAIHNITE 6poeBu ro ozHawyBaMe co J.

Vipaipronamamre 6poemi, 3aemmo co palponaNEnuTe, ro opmupaar
MHOMKECTBOTO Ha peajlHuTe Spoerm, IITO ce O3Ha4yBa co R. 3Hauy,

R=QUJ (4)

133



3. YTBpaM Kom O CIE€IHMBE MCKAa3XU CE TOTHU:
a) QCJ¥; 6 QNI =@; B RNQ=1J r) RNJ =17.

Cexkoj peanen 6poj a, Kaxo IITO PEKOBME, MOXKE 7fia ce IIPETCTaBU CO
BeckoHeueH mermMaieH 6poj, '
a=a0a1a2a3~--,

HepMOMIeH — QKO G € PAIMOHAJEH, MM HENEepHOMIICH — aKo a e upa-
IpMOBaJIeH. .

Criopen TOa, peaanuilie 6poesu MOMEME da wu ciéiopedysame CO
domMow Ha apasu'momo 3a cuopedysare beCKONEUHU deyumanru 6poe-
gu, HaseneHo Bo IV.5.1 Co Toa e HeduHMPaHa penanuja 3a NOAPENYBAKE .
BO R 3a Koja ce KOPUCTH MCTHOT cuMbos < KakoO 3a IOLPenyBakbeTo BO Q.

pumep 1. 1,37468 < 1,3752, 3qwtio yeaudlie denosu u upsuiie dse Oe-
YuMaAIU UM Ce ucllu, Ho Wpelladia deyumana Ha upsuoil 6poj e
gomana 00 Wpelialia deyumana 00 smopuotl (4 <35). '

IIpumep 2. Jla 2u ciopedune peaanutiie 6poesu

306 -

_— 6.

T
IIpso ke ro mperBopmme ceroj ox nagemure 6poeBu BO 6ecko-
HeueH HeimmaJieH O6poj. Vmame:

306
=306 :125 = 2,448(0),
125

a 3a V/6, co moMoII Ha IIOCTAIIKaTa 3a IMpecMeTyBarbe KBaApaTeH
KopeH ox 6poj, robusame
V6 = 2,449 ...
306

Iocramysajkyu Kako BO IpuMepoT 1, 3aKIydyBame Aeka T.‘Z_’< V6.
5

3 _
4. Cnopem i 6poepure % u V2.

3abenemEa. [IOMMOT AIICONYTHA BPeJHOCT Ha peaiyeH Gpoj ce BOBeAyBa Ha
JCT HAYMH KaKo 3a Lieymre 6poesn, T.e. 3a Koj buno a € R:

la| = |a 33aa=>0
-a,3aa <0

3a gom 6my0 @, b € R, TouHM ce cIefHVBE TBPAEHA!

1° |-a| =lal; 2 |a+bl<lal+]|bl;
a |a|

3. la-b|l=lal-|bl; . == = b*0).
b= 1y ©7 0
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Ha 3abeneximMe geka MHOXKECTBOTO Of CHTe ITO3MTUBHM OeCcKOHeYHU
AewmMaJrns. 6poeBu decTo ce o3HawyBa co R*, a oj HeraTMBHMTEe — co R-,

Cnopex Toa, R = R* U {0} UR~,

E@u Bexou

5. Hamenu Hekoaxy BPENHOCTM Ha NPOMEHJIMBATA a 3a KOM Va e:
a) MpauMoHaNeH, 6) pawmonasen 6poj.

6. Ilocounm xou on gamenure 6poeBu ce panuoHammEN:

3 —_
5 — 3 12323 ...;V5; V9; 0,525525552 . . .; V49,

7. 3ammum mBa mpaumoHamHM Opoja Bo Bum Ha Beckomeuen AeunmMaJlieH
6poj.

8*. Tloxaxu mexa V3 He e paumoHaseH 6poj.
9. Coopenn r 6poesure

a) 1,41422513 u 1,4142487; . 6) :‘;_Zn V5.

10.| Hajmn ja xymoreHysarta ma NpaBOAaroJIeH TPMATOJHMK CO KaTeTi:

a)a =5 b= 12; . 6 a=15 b =2

IV.7. TEOMETPUCKO ITPETCTABYBAIBE HA PEAJTHUTE BPOEBIL.
' VHTEPBAJIU

IIpercraByBare Ha peamamure OpoeBu Ha Gpojma ocka. Beke
@D 3HaeMe Jla 1 npercraByBaMe LeiTe 6poeeu Ha 6pojHa ocka. U
pamptonamure 6poeBy I'M IpeTcTaByBaMe Ha fpojHata ocka 6e3s Terrko-
Tvi, SAITO 3HaeMe Na MoAeMMe JajieHa OTCedKa Ha 1 eJHAKBM EJIOBY,
3a Koj 6mno manmeH npupoaex 6poj n.
Ha upr. 1 ce mpercraBeHy HEeKOJIKY palMOHAJEM 6poeBn Ha u3bpa-
HaTa 6pojHa ocka.

A
4

)
i PN

_{,-

ol 4

ol 4

oofwa 1
fu-

Ipr. 1
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1. IIpercraBu ru Ha GpojHa ocka u Gpoesyre:

3 15
a) I’ 5

3 29
16’ 16

® 32" 32

Bo mperxomuuTe JEKINDI BUIAOBME JEeKa MHOMKECTBOTO OJf PaIpMOHAJ-
HuTe 6poeBU € IYyCTO TIoApeneHo, T.e. Mefy Koy 00 ABa palMMOHAJHM
6poja moctom pamoHasuer 6poj. [lopams Toa, MOXKeMe Ja €y IO IIOCTaBMMe
IIpaniarmeTo: JajJy Ha 6Rojna'ra OCKa ¥MMa MECTO M 3aMpalMoHasHuTe 6poe-
Bu? CrielpjasHo, A MMa MeCTO 3a MparmoHamHuor 6poj V2?

OnroeopoT Ha OBa Mpalllaibe € MoTBpAeH. VIMeHO, BO BpCcKa CO IOM-
MOT 3a pacTOjaHme, 80 zeomellipujailia ce upugaka dexa dopdcunatua Ha
xoja 6uao oficeuxa, Apu uzbpara eduruya, ce U3Pa3ysa Co Henealuser
peanen 6poj u, 06paiino, 3a KOj 6uao HeHeralliusen peasen 6poj wocuiou
oficeuxa wuja 0oaxwuna e dadenuoti 6poj.

-1 o A V2 V3 2
Ipt. 2

Taka, 3a upaimoHaIHNOT 6poj V2 MMa TakBa OTCEYKa: XMIIOTEHY3aTa
¢ Ha IpaBOaroJieH TPMATOJHMK cO KaTemt a = 1 u b = 1, coopen Ilnraro-
poBaTa TeopeMa, M3HecyBa ¢ = V2.

Ha GpojHaTa OCKa. Ha UPT. 2 e IpeTcTaBeH 6GpojoT V2 reoMeTpucKuM:
xymoreHy3ara OB Ha npaBoaroiHmoT TpyaroyHuk OAB (co KareTu OA =1
u OB =1), re. pacrojammero OB = V2, npeHeceHo e cO LIecTap Ha
6pojuara ocka. ITopagu Toa, oBaa IocTanka ja BMKaMme ,,KOHCTPYKILWfja Ha
6pojor V2.

Ha mpT. 2 e mpercraseH 1 6pojor V3.

2. OGjacHu ja KOHCTpyKumjara Ha V3.

Cekaro coriefa AeKa ¥ 3a KOHCTPyKIMjaTa Ha V3 e McKopucreHa
ITrrraropoBaTa Teopema:

c2 = a2+ b2 T.e. ¢ = Vaz+b?
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Kajie IITO @ M b ce KaTeTuTe, a C € XMIIOTeHy3aTa Ha [IPaBOArOJIEH Tpua-
romuk. Co KopiucTere Ha OBaa TeOpeMa MOXKe [ia Ce KOHCTPYMpaaT YILTe
MHOTy Apyru upauvonanam Gpoesn, xaxo: V5, V6, V7, V10 u xp. .
Ha npyumep, 3a V10 umame V10 = V12+32, mmo 3Haum neka V10 e
XUTIOTEHy3aTa Ha IPaBOAToJieH TPMAroJdHMK co KareTu 1 u 3.

3. KoHerpympaj ro 6pojot V5.

Bpojor — V2 Ha Opojuara ocka (UpT. 3) e IpeTcTaBeH KaKO CiMe-
Tpy4HA cMKa Ha 6pojor V2 Bo oxmoc Ha modeTokoT O.

— ————
o —

,/’ \\\\ .
2 V2 -1 0 1 V2 2
IIpr. 3

4. KoHctpympaj ro 6pojor —V/5.

Bo Bpcka co mocTaBeHOTO mpaimrame, cera MoxKeMme aa OfrOBOpMMeE
Reka Ha OpojHaTa ocka MMa MecTo 3a cekoj peaner 6poj u ,3a mMIIITO
apyro“. Co apyru 360poBu:

Cexoja wouxa 00 6pojrailia ocka e cauxa TWOYHO Ha eden peanen
6poj, a cexoj peasen 6poj usma csoja cauxa na 6pojnatiia ocxa.

Ja ucrakHeMe feKa e BaxKHO, a ¥ MOIIHE 3TOZHO, MHOTY TBpPAEH-a 3a
peanzuTe GpoeBM Fa Ce NMOMHAT CO IIOMOII Ha CAMKATa Ha 6pojHaTa ocka.
Ha ripumep, ako a u b ce namenn peanzy 6poesn, Toramr

a) a < b,3HauM: caMEaTa Ha Gpojor a e meBo ox cimrraTa Ha 6pojotb;

6) 1 <a Aa< O LUTO Ce 3amMiyBa ¥ IOKyco: 1 < a < 5 o3Ha-
dyBa: ciMkaTa Ha G6pojoT a e mefy cimruTe Ha 6poesure 1 1 5.

5. Ogpeau 1mITO O3HAYyBa T€OMETPMCKIN:
a) 1 < V3 6) —/5 < -2 B)l <z <3, r €R.

Hnrepsams. Heka Hm ce mameny aBa peaymy Gpoja, Ha npumep

@n 2 5 (upr. 4). MHOXKECTBOTO Of CuTe peasHyM 6pOeBy IUTO ce

HaolaaT Mefy pazeHuTe 6poeBM ro BMKame MHTEpBAJ, a AajeHuTe OpoeBm

— Epaery Ha TO] MHTepBajd. CimMKaTa Ha MHTepBaJOT Ha GpojHaTa OcKa e
oTcedYKa (UpT. 4).
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AKO KpaeBuTe My npurafaaT Ha MHTEPBAJIOT, TOTAlll BeJMMe AEKa TOj
. € 3aTBOpPEH MNHTEepPBAJI. Ha IIpMep, MHOXEeCTBOTO OJ CHuTe peaymHn
Gpoesu mely GpoesuTe 2 1 5, 3ae[HO €O 2 U 5, € 3aTBOPEH MHTEpPBAJI, LITO

ro O3HaYyBaMe CO
{x € R| 2<|x < 6} wor, kpatko, [2,5].

6. IIpercrasu ro Ha Opojna ocka muTepsajoT | — 1, 3].

AKO KpaeBuTe He My NIpHIIafaaT Ha MHTEPBAJIOT, TOTAlll TOj ce BMKa
OTBOPeH MHTepBad. Ha #dpuwmep, MHOXKECTBOTO Of CHUTe peayHu OpoeBy
Mefy 2 1 5, 6e3 2 u 5, e OTBOPEH MHTEpPBAJ IITO IO O3HaYyBaMe CO

{x € R| 2 <x < 5} wm, kpatko, (2,5).

Cxara Ha OBOj MHTEpBAJI € ,,0TBOPEHATa* OTCeYKa Ha IPT. 5; CTPEJIKUTE
O3HaYyBaaT MleKa KpaeBuTe He My IpuriafaaT Ha PasriIefyBaHOTO MHOKe-

-CTBO.

Opt. 5

Ha upt. 6 ce npercraBenu u umTepBasmiTe:
a) [-2) =z €ER|-2=<2<1}, 6) 36]={rER|3<z<6).

| L S
I Lonsnsl

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

&
R

lpr. 6

Ce ymoTpebyBaaT u CiegHMBE O3HAKM:

la, + ») mamecTo {x € R | x = a}, (—>, a)Hamecto {x € R | x < a},

RaZe IITO a e fJafieH peaneH 6poj. Cumbosor +» (ce uura: ,TuIyc 6ecKo-
HEYHOCT*) O3HAYYBa [eKa MHTEPBaJIOT [a, +x) e , 0ecKOHeweH OAZECHO.
a cmMb0oJI0T — 0 — KeKa MHTEpPBaJIOT (—x, a) € ,,6ecCKOHeYeH OAJIeBO .

Bo Taa cmmcaa, MHOXKecTBOTO R MOXKe na ce 3ammiie Kako MHTEpBa-

Jaot (—», +»), GecKOHeYeH Of OBaTa Kpaja.

Taga, MHTEPBAJIOT [3, +X) e IpeTcTaBeH TeOMETPMCKM Ha LPT. 7 KaKo
noJypasa — noJaympaBata AX, a mHTepBadoT (—, —1) — moaympasaTa
BY, 6e3 moyerHaTa TO4Ka B.

Y B .\ | . A . ) X
R Y T . R
HOpr. 7
7. IIpercTaBM I MHTEpBAJMTE, CEKOj Ha nocebua 6pojHa OCKa!
a) (=2, 3); 6) [1, 5); B) (— 3, 0 1) [1, +2).
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bm Bexo6mu

8. IIpercrasBu rm Ha GpojHa 6cxa 6poesnuTe:
a) % ;, %; 6) 1; 1,4; 1,41; 1,414; V2.
9. IToxaxku Ha OpojHaTa oCcKa JAeKa ApOIKHUTE:
' i E, 12 IpercTaByBaar MeT 6poj.
4 8 16
10. Konerpyupaj ru 6poeBure: V1o, V17.
11. IIpercraBu I Ha 6pojHa OCKa MHTEpPBaJIATE:
a) [~ 4, - 2]; 6) (-1, 1); B) [2, 5). © 1) (=, 2).
12. 3ammuy I IOKPaTKO MHTEpBAaJNUTE:
a){r€ER|2<zx<4};0){x€ R| -3 <zx<2};B{ix €ER|2 <z <+
13. IIpercraeu ro Ha GpojHa ocKa IPECEKOT Ha MHTEPBAIUTE:
a) [-3,4] u[1,5]; 6)(=1,4) u 2 6. B) (=2, 4] u (1, +).
14. 3anmuu ja yHMjaTa Ha MHTEpBaJKTE:
ay [—3, 4 un (1, 5] 6) (—2,2) n[-1, 3]
15 Co mocTamKaTa 3a Haofame KpampaTeH KOpeH Of MO3MTUBeH paloHaseH 6poj,

mpecMeraj ™ V2 u V3 go Tperata selnpMana, a HOToa Hajau ro 36upor Ha Taka
HajxenuTe Opoesn.

Iv.8. COBMPAILE I MHOXEILE HA PEAJITHM BPOEBU

a Co peanmure GpoeBy caKaMe Ja cMerame: Aa Iu cobupame, na

o I'M MHOXMME ... — KaKoO ILIUTO IIpaBMME CO DaLMOHAJHNMTE 6p0€-

BN. HO, TOa HEe € MOXHO CO MCTUTE IIOCTAIIKM.

3aroa e HeomxojeH OPYT Ipuoa. TakoB HaymH OBO3MOXKyBaaT T.H.

,,IIpUBIKyBara CO HETOCTUT OAHOCHO CO BUILIOK KOH peaien Gpoj“. IIpso,

ke Tt nojacnmme OBMe IIOMMM CO €J€H IIpMMep.

Hpumep 1. Hexa e daden 7o3uiiusen peaner 6poj, na apumep

a = 15,2836 ...

-Axo 00 080j 6poj 2u ucgpaume cutlie deyumaau %o upsaiia, Ke 20 do-

bueme
Meciiio

6pojoti 5,2 u Gupuioa 5,2 < a. AXO Ha WOCLEOHOWTO OCYUMAAIHO
08 dobuenuol 6poj my dodademe edunuya, W.e. 5,2 + 0,1, Ke 20

dobueme 6pojotl 5,3 3a x0j saxu a < 5,3.

OBaa IIoCTanKa, INIpMMEHETa IIPBO IO LEJDIOT €N, a II0Toa IO ImpBaTta

AempMasia, I1o0 BTOpaTa, IO TPeTarTa . . ., ja JaBa cJjeqHaBa TabJpiua:
0. 5 =a<5+1 =6
1. 5,2 <a <5,2+0,1 = 5,3
2. 5,28 =a <5,28+0,01 = 5,29
3. © 5,283 < a < 5,283+001 = 5,284
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3a manenuor 6poj a = 5,2836 . . ., GpoeBuTe oF seBaTa CTpaHAa Ha Ta-
6imaTa He ce IIOTONEMM O G M Ce BMKAaT ACMMMANHM NPHOIMKYBAmka €O
HenocTHr, a 6poeBuTe Of JecHaTa cTpaHa Ha Tabsoiuara ce IOrojeMi of a
M Ce BMKAaT ReIMMAJHK NpMOMLKYyBamba CO BMINOK KOH DeasHyoT 6poj a
(1o, Kyco, npuOIMIKyBamka KOH a).

3a npubmKyBameTo (CO HEJOCTHUI ONHOCHO CO BMILOK) LUTO ja co-
Ap3XEM caMmo IIpBaTa JelpiMainia Ke BeinMe JleKa € NPBO OPpHOIMEKYBame, 32
OHAa ILUTO T'M COAPIKM CaMO IPBUTE ABE — BTOPO NPMOJMIKYBae MTH

1. 3Bammum ru npeute 4yeTypu NpubioKyBama €O HENOCTMI M CO
BUUIOK KOH peasHuoT 6poj:

a) a = 2,3); 6) b = V2 = 1,41421... .

3abesemka. Hpnﬁmyna}ba-ra CO HEQOCTHT OHOCHC CO BMIIOK ,,0T-
cTamyBaaT" (ce pasyMKyBaaT) Of HaleHMoT Opoj; Taka, 3a 6pojor a =
5,2836 . .. ox mpuMepoT 1 uMame:

a—-52 <01 53 —a <01
(1) a-—5,28 <0,01 ORHOCHO (2) 529 —-a <0,01
a — 5,283 < 0,001 5,284 —a < 0,001

Kopucerejku ru npubmxysamaTa co HEZOCTHUT ¥ BUINOK, Ke mo-
KaxkeMe CO efleH IpuMep KakKO MOXe ja ce cobupaaT peasnwm
6poesu. Ilpuroa, 6pojor mro Ke ce xobue me ja UCKaXKyBa TOYHATa Bpef-
HOCT Ha 30MpOT, TyKy HeKoja HeroBa NPHUGJMEHA BPEHOCT (xojairrTo or-
CTalyBa oJf TOYHaTa Bo cMucia Ha (1) u (2)).

a

IIpumep 2. Ja apecmeiliane a + b, xade wilio:
. 7 -
= - b = 2
a=3 1%
Ke 3amMieMe, IpBo, II0 HEKOJIKY NpuOIIOKyBama 3a CeKOj Of Jane-
. 7
mMTe OpoeBu (Mmajku npemeBunm meka: — = 2, @3)...,
V2 = 14142 .. ) 3

23 =a<24 14 =b<15
233 =<a < 234 1,41 < b < 1,42
2,333 < a < 2,334 1414 < b <1

Og Toa, 3a 36upor a + b nobusame:

23+ 14 <a+b<24+15
2,33 + 1,41 <a+b<234+ 142
2333 + 1,414 <a+ b <2334 + 1415.

AKo nociexaure (TpeTure) npubimoKyBama Ha a M b I' O3HaumMe co:

a; = 2,333 u by = 1,414 (co HenocTHr)

@, = 2,334 ub, = 1,415 (co BMIIOK),
Torai 3a 36mupoTt a + b Ke mmame:
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_a_:,-f-_bssa+b<'¢'1';+?3
T.e. n B .
3,747 = £+ V2 < 3,740,

7 B .
Crnopen Toa, 36upor 3 + V2 moxeMe ma ro zamuiiieMe Kako Aely-
MageH 6poj co 2 Wownu deyumanu, T.e.

7 .
§+ V2 = 3,74 ... (co Touroct mo 0,01)

2. Hajm mpubipoxkHa BpefHOCT Ha 36MpoT of GpoeBnute

a=32715.. ., b=1,8304....

Co KakBa TOYHOCT I'0 IpecMeTa Toj 30mp?

3. TIpecmeraj ro 36upor V3 + V7, semajku V3 = 1,7320.. .,

V7 =2,6457... . Co KaKBa TOYHOCT IO IpecMera?

M 3a mmoXemeTo Ha peaymy GpoeBu MOXKe Aa Ce MCKOpMCTAT

o  npubiMiKyBamaTa CO HEJOCTUT M CO BMIIOK. Ke MoKaxeMme co

efleH TpMMep KaKo ce IpecMeTyBa NPUOIDOKHO NMPOM3BONOT Ha ABa HEHe-
raTMBHM peasHu 6poesi.

Ipumep 3. Ja 20 dpecuetliane Gpouszsodoii na bpoesuiiie
a=2236...u b=1414...

Vimame: @, = 2,236, b, = 1,414; @, = 2,237, B, = 1,415, ma:
a; - by =3,161704 <a - b < 3,165355 = a; - Bs.

Taxka, 3a Mpom3BOAOT AoOuBamMe a - b = 3,16 ... (mBe TOYHMM ImelipmMa-
Jos). IToBéke HMIUTO He MOXeMe fa KaxkeMe 6e3 ga I'M 3HaeMe HaTa-
MOIIHNTE DeIPIMAaJIM Ha MHOXWUTEJINTEe a U b.

4. TIIpecmeraj ro‘ (mpmnbinxHOo) frpon3Bon0T Ha 6poe13wre
a = 1,41... " b =173....
Co KakBa TOYHOCT TO mpecMeTa?
Opzemame Ha peasHy OpoeBu ce IeduHMpa Kako obpaTHa ome-
paimprja on cobupameTo, a Xeleme (ce pa3bupa, bes peneme co Hyna) —

KaKo ofpaTHa oIlepaipija Of MHOMKEHETO.

Moxe na ce moxaxe (co manky moobemHa pabora) meka 3a cobmpa-
BHeTO ¥ MHOKEHeTO Ha peajHM 6poeBu BazkaT cuTe arcuomyu (4;) — (A,)
Ha noJe. Criopen Toa:
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T.1. MaoxecTBOTO R Ha peasuure GpOeBH € II0JIe BO OFMHOC Ha oIepanyuTe
cobupame (+) u MHOXeme (‘) Ha peanHu Opoeeu. Hakyco, crpykrypaTa
(R, +, *) e moae.

Mero raka, 3a nmogpenysamero (<) Bo R Baxar axcmomurre (S) — (Sy)
Ha nogpeneHo moxe. Copex Toa:

T.2. IToneto (R, + , ') Ha peanxHyu GPOEBU € TIOAPEACHO II0IE.

UT: Bexoun

S. Hajau ri 9eTMpHTe NPBU JeiMAITHN upufinKyBaa CO HENOCTHT M CO BMIIOK ¥
NpBUTE TPY TOYHM Xenmmaiy Ha Gpojor:

11 _
. B) V5 r) -V5;

10
a) —;
21 13

6. HNapmems ce:a = 0,4571231...,b = 1,3286452 . .. . Hajat ™ IIpBKTE NeT ('rb‘nm)
Relpmaiys Ha 36mpor @ +.b.

7. Hajmu i npeuTe YetHpy Towmm 1mdpyu Ha 36MpoT:
2
a)§+ V2, 6 V2 + V.
8. Hajmu ru npeyre ABe AeIMMAaNM OX hponsnono'r:

4 _
a) 3 Ve, 6) V2 V2.

IV.9. IPUBJMNXYBAKA U I'PENIKA

@ Bo mpobxemure on TexHMKAaTa M CeKOjAHEBHMOT XMBOT OGIMHO

@ ce 6apa ma ce mpecMera HyMepMYEaTa BpPEZHOCT Ha openeHa

BeJOMIMHA Cropes fafeHa (opmysa, a Kopucrejku Hekom mogaTomm. Bo

UIKOJCEMTE 3a/ladM, CKOPO PEROBHO Ce IPETIIOCTaBYBa JIEKa TIORATOLUATE
IpeTcCTaByBaaT TOMHM BPEXHOCTH HA COOABETHMTE BEIIIMHIL.

Mefyroa, Bo mpakTuxara, paGoTata cTou noyuraky. Hajronemmor 6poj
O IIOAIATOIMTE IITO Ce KOPMUCTAT 3a IpecMeTyBalhe Ha GapamaTa BeiDrayu-
Ha, ce 00MBaaT CO Mepeme Ha COO/BETHUTE BeIDMIMIDI (NOJDKMHA; BpEMe,
Maca, NPUTHCOK, HAIlOH M JIp.), & CeKoe Mepeme AaBa CaMoO NpHOJIMIEKHA
BPEeNJHOCT HA MEPEHAaTa BEIMIMHA; Taa, CEKAaKO, OTCTaNyBa Of ,BMCTMHCKA-
Ta".

* T'onemyzaTa Ha OTCTAIyBaM-€TO Ha LOOMEHMOT Pe3yJTAT Of TOYHATA BPETHOCT HAa Me-
penata BenraMHA 3aBucy ox noseke cakTopu: O MpeuM3HOCTa Ha MepHATa HANpasa, Of
BHMMATEIHOCTa J{ YMEIIHOCTa Ha JOAIeTO INTO MepH, IIGHEKOralll Of TeMIIepaTypaTa ¥ BJaXK-
HOCTa Ha BO3AYXOT MTH. Toa oTcramyBarme Heroram Ke 6uae morosemo, a HeKOraIl [IOMAJoO;
HO, BO CEKOj CJIy9Iaj Toa ITOCTOM M 3a HEr0 MOpa Aa Ce BOAM CMETKaA.
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Ha npumep, ako MepemeTo Ha AefeauMHATA HAa €IHA MeTajHA IUIOYKA Ce BPIIM CO;
06MIHO MeTPO, HOHMYC, MMEpOMeTap, ke ce nobujar pasmranyu 6poesn — Ha IpyMeEp

13 mm; 12,6 mm; 12,63 mm coopseTHO.

Hcto TAEa, aKO BpPEMETO Ce MEPHM CO obyaen YaCOBHMK, ce nobuBaar GPOGBM CO TOI-
HOCT IO efHa CeKyHza, a Co IITOTIEPHUIIA C€ MEPAT M ACCETTH HENOBM Of CEKyHaara. Bo MHOTY

CIOPTCEM TMCIDALDINY, I1aK, 33 IPBOTO MECTO OAJIYUYBAaT M CTOTH AEJNOBM Of CeKyHZATA IITO
Ce MepaT Co eJIeKTPOHCKM Haupagn.*

Bo onwrr ciygaj, ounrienHo, He MoXKeMe Za ja 3HaeMe TOYHATA BpeX-

HOCT Ha M€peHaTa BeJuduHa. Pe3y.n'ra'ro'r Ha MepemaTa Ha enqHa BeJrdu-

Ha, CTPOTO 3€MEHO, He € efleH ofpefieH Opoj, TYKY MHOXECTBO 5p0eBM ILITO
‘te HaofaaT BO HEKO] MHTEPBAJ; TOYHATA BPEJHOCT HA MepeHaTa BEMdMHA
ke 6uze BO TOj MHTEpBAJL.

IIpumep 1. Hexa co meperse Ha nexoja dorxcuna d e dobuena spednociia
5,73 m, a upuiioa cme cuzypru oOexa UPU Meperelllo He ¢ Uozpe-
weHo 3a tHogeKe 00 1cm. Bo Wioj caywaj WowHalia 8pedHOCTT Ha
waa donxwcuna e medy 5,72 m u 5,74 m, W.e. 80 uniliepsanoil

[5,72 m; 5,74 m].

Cexoj 6poj ox Toj MHTepBaJ, KaKO Ha opumep: 5,72m, 5,738m e
apubauxrcna 8pedHOCli Ha MepeHaTa JOJKMHA d.

Omnmuro, agoO g.e TOYHATa BPEXHOCT Ha HEKOja BeXydmHa 32 Koja ce
3Hae AeKa JIiexkyu Mery Opoeeure « u f3,

a<a<B,

T.€. My Ipumafa Ha MHTepBaJoT [¢; 8], Toram Koj Gmmo 6poj A ox Toj mm-
TepBaJ Ce BMKAa OPUOJMIKHA BPEeTHOCT H2 CIIOMEHATATA BEIMYMHA MDA
npub/BEKyBamke KOH 6pojoT a; ce zamuurysa:

a = A.

1. Samnmnm HeKOIKy NpubKyBamka KOH OpojoT V2, 3eMajku mexa

V2€E(l4; 1, 5]

3abenemxa. IIpubinokyBamaTa co HeflocTHUT M cOo BMIIOK ox III.3 ce
cremmjaEy NpubMXKyBarba KOH JafeH peaJieH 6poj (rpaHMIpITEe Ha WH-
TEPBAJIOT).

Emno mpubinoKyBame MMa NMPAKTHYHO 3HAYEHE CaMO aKo Mo-

Y Xeme ;ma ofpemuMe ,3a KOJIKY Ce PazMKyBa“, T.e. ,,3a KOJKY-

orcramyBa‘ of TOYHMOT 6poj. 3a Mepuso Ha Toa OTCTAIlyBame CIyXRM T.H.
atcoaylinag rpeuka.
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Heka A e an6JM}KyBa}bé KOH OpojoT a. AmcosyrHaTa BpemHOCT Ha
pa3ymkaTa Mely OpojoT a ¥ HeroBOTO npubmokyeame A, T.e. 6pojor

la — Al,

. TO BMKaMe alcoJyTHa rpemika Ha npubmokyBamero A.

Ha mpumep, 3a npubinokysamara 0,3 u 0,33 xoH 6pojor l arrco-
JIyTHAaTa TpellIKa e: 3

—

l3—103 =100,33... — 0,3l =0,03...<0,04m

w

| = — 0,33 < 0,004

W~

s . 1
COOXBETHO. 3HauM, 3ameHyBajku ro opojor 3 co npubsooxyBamero 0,3,
e 1
T.e. cTaBajkm 3 = 0,3 mpaBume rpeirka, 3a Koja 3HaeMe jleKa He e
norojsemMa ox 0,04.

AmncoxyTHaTa' Irpelka, o6MYHO, He ja 3HaeMe M 3aToa ce 3aJI0BOJIY -
BaMe CO HeKOja Hej3sumHa oneHKa. Ha mpumep, 3a koe 6iuto npubIDCKy -
Bame KOH V2 ox muTepmanor [1,4; 1,5], OTCTAMyBAaETO He € IIOTOJIEMO Of
AOJDEMHATA Ha TOj MHTepBal, T.e. of 0,1. Taka, 6pojor 0,1 e €flHa OIleHKa
3a ancoJyTHaTa rpelika Ha Koe Giro npubmcKysame KOH V2 of TOj MH-
TepBaJL.

Bo ommr ciy4aj, ako 3HaeMe [ieKa ancoJyTHATa IPEINKA He € IOro-
JeMa off Hekoj 6poj A, T.e.

la — Al < 4, (1)

Toramr 6pojor A ro BMKaMe OmEHKa 3a aICOJNyTHATA IpeIIKa (IO norpeba,
"HamecTo A, muiyBame Agq).

I‘opHo'ro HEepaBeHCTBO MOXKe Ja Ce 3anuiile 1 Bo obimKoT

A-A<a<A+ 4 ' 2)

BO TeXHMEKaTa obu4HO Toa ce 3anMiIyBsa:

[a=4z%A 3)

(IIocneasynoB 3anmc O3HAYyBa MCTO IITO ¥ (2): KeKa a ce Haofa mefy Gpoe-
BUTe A—A n A+, a He feKa ¢ MMa caMoO JBe MOXKHM BpEeTHOCTH, MMEHO
A-4 n A+A) Co ncro 3Haderme Kako (3), T.e. (1), ce ymotpebyBa u 03Ha-

xara @ =4 @) @)

144



3a dpunep, na ja u3Mepume noyEmHATa d Ha Krynata (co obwmgHO
MeTpo). la peueme, cme Aobwmire pesysrrar 1,23 m. Hwue 3HaeMe AEKa NoJ-
KMHATa He MOXeMe Aa ja U3Mepume Garm TO4HO, a 3ApaEMoT pasyMm mm

BeJM geka rpemrkara IIpDM MepemeTo He e Ioroxema oxg 1 on. 3a'roa, 3a
AOCJDKMHATa d Ha KJIyraTa MoxeMme Ja 3anunuieme

ld - 1,23/ < 0,01, T.e. d = (1,23 + 0,01) m, wmn d. = 1,23(0,01) m.

AnconyrHara rpemxa obuaHO He e Hajaobap mnorazartenm 3a

npubmoKysamero. Ha npumep, Heka Opyu MepEemeTO Ha JOJ-

Y xuHa o 1 dm cme HampaBwre arcoJIyTHA Tpelka ox 1 cm, a

VICTaTa Ipelka CMe ja HANPaBMIIe M IIPU MEPEHero Ha RoJoKMHA of 1 m.

Cexkako, mepemero Ha AoxuHATA Of 1 dm Omno ,momomio“ Bo HEKoja

cMIfcIIa.

3aroa, 3a nopobap mokazaresm Ha IpuOBOKYBakeTo ce 3eMa JpyT

6poj, ozmaden co & (w1 3 4), Hapeden peraTHBEA rpemxka:

- Bo mperxogmmoT TIpMMED, pelaTMBHATA rpemrka IpM Mepemero Ha
AoJxyHATA O 1 dm e
lem
8 = = 0,1
1 1dm

a 1P MEePEemeTo Ha ‘ROJEKWMHATA o 1 m

lem
5, =
: 1m

PenatuBHaTa rpemka wecromati ce MICKaiKyBa BO IIPOLEHTH; BO TOj
CJIy4aj, Taa ce BMKA IPONEHTHA TPemKa; Taa ce AobmBa Kora peraTveHaTa
TPeIIRa 8 ce NOMHOXKML cO 100, T.e.

Sp = (& - 100) %.

Bunejkn 0,1 mpercrasyBa 10% ox 1 dm, a 0,01 e 1% ox 1 m, cre-
AYBa N€Ka NPOLEHTHATA IpellKa IIpu MepereTo Ha 1 dn e (5,) o= 10%, a
Py MepermeTo Ha 1m e (82)n, = 1%.

Ha pasrrename yurre nsa npuMepa.

= 0,01.

IIpumep 2. Bo edno 6ype e Wypena weunociu
V = (104 = 5) L
Koaxasa e peratusnaiaa 2pewxa?

PenatuBraTa rpemka 6u ja mobune xora arcoJiyTHaTa rpemka 6u ja
IoORe/D1Ie CO BMCTHMHCKOTO KOIINECTBO TETHOCT; HO TOA He HM € IO3HATO,
4 3HaeMe fneka e mefy 99 I 1 109 L Bupejkn Hema cmmcna ma 360pyBame
3a HeKOja TOYHA peJaTMBHA IpelIKa, 3eMaMe: :

8= 2 =0048... <005 re 8o = 5%.
104
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2. OueHx ja pelaTMBHATa IPELIKA HA KOJIfI€CTBOTO maca
m = (23 x 2) gr.

Iipnmep 3. IIpofioxow ¢ wHa 800a 80 edna 80008V0HA UeBKA, U3IMEPENH CO

peaailiusna PewKa 5% usnecysa 40 U/s. Bo xou :panuyu ce menysa
APOTLOKOUL?

Oxn ¢dopmymnara 8 = la-Al : | a | mobuBame fexka arcoJyTHaTa rpe-
KA e:
la—A| =la| -8 =40-0,05 =2, Te 2I5s.

Cnopex T0a, IIPOTOKOT € BO IPaHMIpiTe

38l < b <4215,

3. UsmepeHa e Gp3umaTa v Ha €fJHO BO3WIO, v = 80 km/h co pena-
TuBHA Tpemka 5%. KonxaBa e amcoiyrtHara rpemrka? Bo xou
rparyuy e 6Gp3umara?

[[:[; Bex0On

4. (Ycmo) OIto e: a) ancoiyTHa, 6) penaTMBHA, B) NMPOLEHTHA rpemka?

5. JonxuuaTa Ha efHa ymma e d = (347 % 3) m. 3ammauu Tpyu NpubIDLKYyBakha KOH
d ¥ olieHM ja aNCOJNyTHATa rpelka 3a CeKne OX HMB.

6. Ouenwu ja pejaTMBHATA FPEIIKA 33 IIOAATOUMTE:
a) gommyma a = (56 + 0,5) em; 6) Boxymen V = (72
B) Gpayma v = (95 % 5) km/h; r) gamon U = (4,5 *
U MCKaXy ja BO TIPOMEHTH.

+ 1) cm?;
0,2) V,

7. Hanosor U Ha eleKTpyuHaTa Mpexa e 220 V co peaTMBHA IpellKa 6%. Bo xon
rpanmiy € HaroHOT? '

g | IIperctaBu ro Ha TPM HA4YMHEM KaKO NPOU3BOZL OX HeKoj 6poj ap ¥ HeKoja mexajgHa
emammua (107) 6pojor 2500.

@ 2500 = 2,5 - 103 = 25000 - 107! = 250000 - 1072 UTH.*)

Hamex e Gpojor A = 4732, 56819. 3armuu ja eamEMuaTa Of paspefoT Ha M-
dpure 4; 7; 5; 1. )

O 3a 4 e 10% 3a 2 e 10° 3a 6 e 107% uTH.

IV.10. BATIMITYBAIGE ¥ 3AOKPYXYBABE HA ITPUBJIVIXYBADA

a TIpnGKEMTe BPENHOCTH € 3TOXHO [ia ce 3amIIyBaaT BO BUA
9l ma RoHedeH pmemimaieH Opoj, Ia OB¥IHO ¥ TAKA Ce 3AMMIIY-
Baar. Ha mpumep, V2 = 1,4142 ... ce 3ammiyBa npuGmaKHO V2 = 1,41,

V2 ~ 1,414 wra wor 7 =3,14159... ce samaysa 7= 3,14 wTH.
1 1
*) 10! e 03HaKa 3a ApPONKarTa o T.e. 32 0,1; 1072 = T = 0,01; ommTo, 3a Koj Guao
1
nEN, 10" = —==00...01,a10° =1
10" ——

n
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Onx memMaJIHMOT 3amMc Ha 6pojor moxe ma ce ofpenaT egVHUIIMTE
On paspequre Ha HeroBure mudpy. Taka, Ha npumep, 6pojor A = 6983,475
MOXKe Jla Ce IIPETCTaBy Ha CJIeRHMOB HAYIEI:

A=6 103+ 9 102+ 8- 10"+ 3 - 109+ 4 - 101+ 7 - 102 +
5 - 1073, ox Kage wrTo ce rrena flexa: emmMIaTa OF paspenor Ha mdpara
6 e 10% na wipara 9 e 102 Ha mdpata 8 e 107, Ha 3 e 10°, Ha 4 e 1071,
Ha 7e 102 nuHa 5e 1073, :

3a enno npubmokyeame A KOH Heko] 6poj ¢ BaxKHO e na ce 3Hae
,KOJIKY RoOpM LMppyu‘ MMa BO HETOBOTO AEIPIMATHO MPETCTaByBame. 3a
Taa noen ce BOBeJAyBa IIOMMOT ,, TOYHA Imdpa‘.

Hexka
A=a,...a,...=10", + ... + 10°q, + ...

e npuOmMKyBame KOH HeKOj 6poj a u Heka a, e mmdpa 0o AECETMIHMOT
3ammuc Ha A. 3a a, BemMMe JeKa € TOYHa mdpa Ha A, aKo ancosyTHarta
TpelllKa Ha A He e IIOroJleMa OX TOJIOBMHA eIMHMLA O paspenoTr Ha Koj
My HOpurtara a, , T.e.
la - Al < 1 107
. 2
Kafie UITO P e pa3peloT Ha dp .

IIpumep 1. Axo a = 3,37 (0,05), Wozaw yugpatia 3 e Wowra, 3aWiiEO
1
la - 5371 <005 =1 .01=-.101
2 2

T.e. la ~ 5,37| He e moroseMa on mosoBMHAaTa eMHNIIA Off pPa3penoT
Ha pecerture nesoBu. VM mudpara 5 e Touna (3owuro?), xomeka mudpara 7
He e ToyHa, 3amwTo

la ~ 537 <005« 1 y0- =% . 0,01,
2

1. Onpemn xou mmdpu ce TOYHN BO CIIeTHOBO NMpUbIDOKyBame:
a) 6,2538 (0,05), 6) 3,20 (0,005).

3a Hatamy Ke ro npumeHyBaMe CJIEQHMOB JOTOBOP:

MNpu 3anuwysarbeto Ha egHo npudnu»(yaarbe Aa ce nuwyeaaT caMo
Herosure To4HM Unbpu (6e3 HaBegyBarbe Ha anconyTHaTta rpewka).

Taxka, criopen 0BOj AOTOBOP, OX 3aIIMcoT
A =27.8; B =1,4142; C = 3,00

3aKJaydyBaMe nexa arcoJIiyTHaTa Tpelika (COOI{BGTHO) e:

Ay =0,05; Ay = 0,00005; A =0,005.
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Ila 3abenexXmMe feKa HyJMTe Ha KpajoT of npubinrxyeamero C =
3,00 ve ce maypammmM. MmeHo, ako Gu craBume C = 3, Toram 6m umane

A= 0,5, T.e. IOCTOM pa3MKa BO MH(GOpMAIpjaTa 3a alCoJyTHaTa rpe-
IITKa.

OmInTo, HyJIMTE HAa KpajoT Off eidHo NpubincoKyBare, 3a KOM ce 3Hae
Ieka ce Tounm Imcpu, Tpeba ma ce sammiryBaar.

2. OueHM ja arncoJiyTHaTa TpelllKa Ha ceKoe Of cleXHuBe IIpubimi-
XKyeBawa: a) 32,1; 6) 45; B) 45,00, crnopeny TOpHMOT LOTOBOP.

6‘) Co zapmavyaTa 8 ox III.4 ce norcern AeKa eleH 6poj a Moxe na ce
9 mpeTcTaBM KaKO IIPOM3BOJ Of HEKOj Opoj a, ¥ Hekoja AeKagHa

emHEMIIA.
Ha npumep, 6pojor 62000 MoxkeMe fa ro sammineMe M BaKa:
62 - 103, 0,62-105 620-102; uTH.

a 6pojor 2,48 Baka:
248-1072, 2480-1073 0,0248-102%; utH.

OmmnTo, Koj 6mio 6poj A mMoxKe Aa ce MPeTCTaBM BO 0OJIIKOT

A =a,- 10" (1)

3. TIpercTaBu ro Ha Tpy Haumua Bo obmuxor (1) 6pojor

a) 630; 6) 0,34.

OBOj HayMH Ha IpPEeTCTAaByBame € 0coDeHO NpaKTHMYeH 33 M3Pasuto
roJgeMu ¥ 3a u3pasuro Mayuy OpoeBy (Ha IIpMMep, CPETHOTO pacTojaHMe Of
3emjata g0 Conuero e 150 - 10°km, mamecro: 150 000 000 km; macaTta Ha
MOJIEKYJIOT Ha BOXOPOZOT e 33-10725 g, HamecTO:

0,000 000 000 000 000 000 000 0033 g; » ap.)
ITpu 3aauwwysaretlio na edno upubauxwysarce A, fipeliciuaseno 80

06auxoi ap © 10° ce Gpumenysa ucmiuoili dozosop H.1: cuilie yugpu Ha
a, 0a ce WOYNU.

Taka, Ha NMpuUMep, CPEXHOTO pacTojamme d Mmefy 3emjara u Meceun-
HaTa e 3,8 - 105 km, mITo o3HayyBa Aeka umdpure 3 U 8 ce TOUHM (a mpy-
ITe YeTHpPH MecTa Of GpojoT He ce CHUTYPHMN).

3amucor, nak, d = 380 000 km naBa mucopMalja eKa Toa pacro-
jaEve e IIO3HATO CO TOYHOCT MO 1 km, T.e. amcoJIyTHaTa rpellIKa Ha Toa

1 :
npubinzKyBarme He € II0rojemMa on 3 - 1km = 500 m.
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Bo ommr cmysaj, akxo emrmmuara oz paspefoT Ha II0CJeTHATA
mMppa Ha a¢ e 10™ (jacHo, m e uexn 6poj), Toram 3a aIrcoJyTHaTa rperika
Ha, npubiookyBameTo A = a, - 10° ke umame:

A ! 10™"F
) (2)

Ilpumep 2. 3a dpubauscysarailia A =324 - 103 B =0,235 - 104,
C =52,6 - 1073 inmame:

1 1

As = 51003 =35 - 103 = 500; a = 324000 + 500;
_1__10—3+4 _.l. 10 =5:p =

A, =3 =5 =5;b = 2350 % 5;
1 1

Bc =310 == 1074 = 0,00005; ¢ = 0,0526 + 0,00005.

4. Ouenn ja ancosyTHaTa rpelka Ha npubKyBameTo:

a) 150 - 10s; 6) 15,0 - 107; B) 1,50 - 108.

3abenemka. BpojoT Ha To4HMUTe IMdpPM HA eIHO NMPUOIIOKYBamke € BO
‘TeCHa BPCKA CO peJaTMBHATA IPeIIKa Ha IPUGIIMIKYBaBmeTo:

Axo apubaudcysar-el@o uma n LWOUHU yudpu, Wozaw nezogailia pe-
AaimusHa tpewka e upubauxcro ednaxsa co 10-7.

Ke ro pasraegame HaKyCO ¥ IIpalllalkheTo 3a 3a0KpyxKyBale Ha
o NpuOJIOKHM BpemHOCTM (CO Koe T cu ce cpeKaBas M IOpaHO).

Bo mpaxrukara, mpu pabora co 6poeBy 1mTo umaat rosem 6poj Tou-
HM LMpy, HecTo ce jaByBa moTpeba Of yIpoCTyBame Ha IpecMeTyBa-
BaTa. YIPOCTyBamke MOXe Jia ce IIOCTUIHe cO OTdpJame Ha Aed Of Tou-
HuTe WPy Ha 6poeBuTe, T.e. CO T.H. 3a0KpyXyBame Ha GpoeBuTe.

3a0KpyXKyBambeTo Ce BpILM, KAKO IITO T € MO3HAaTO Ol IIOPAHO, CIIopexn
CJIEAHOBO IIPABMJIO (HPABWIO Ha 3a0KPYXKYBalbe):

AKo npeata ovdpneHa umgpa e 0, 1, 2, 3 unm 4, Toraw Apyrute
uncbpu of 6pOJOT WTO ro 3a0KpPYXKyBaMe M OCTaBamMe HeusMEeHETU.

AKo, nak, npeata oTdpneHa uuchpa e 5, 6, 7, 8 unm 9, Toraw nocnep-
HaTa sagp)xaHa uudpa of 6pojoT ja sronieMyBame 3a 1.

Hpumep 4. Bpojom V3 = 1,7320508 ... 0a 20 zaoxpyrcume ma a) Ose,
6) wewmupu, 8) wecii deyumasnu mecia.
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a ago 6u zene V3 = 1,7320, rpeurkara 6y 6mia 0,0000508 . .. 3HauM, Opu-
6ioxyBamwero 1,7321 e momobpo oz 1,7320. Toa ro ompasayBa BKIydyBa-

BEeTO Ha Im@parta 5 BO FTOPHOTO IIPABMJIO €O BTOpaTa rpyma Imcppu: 6, 7, 8
n9.

(KOH HeKoja BeJMYMHA a), Ip¥ ILITO 3HAeMe ZleKa alCoJlyTHATa rpemka Ha
A e momaga og 0,004. Toa kKaxkyBa AegRa TpeTara AelpiMaja BeKe He e cu-
TYPHO TOYHA M IpellRaTa CyLUTHHCKM He Ou ce maMeHmna, ako 6pojor A ro

Nmawme:
a) V3 =~ 1,73; 6) V3 ~ 1,7321;

3abenemka. ArncosyTHaTa rpelmika Ha IpubiokyBamero 1,7321 e

|V3 — 1,7321] = 0,0000492 . . .,

5. Bpojot 7 =3,14159265 . . . 320Kpy=Ru ro Ha:

a) aee, 6) Tpu, B) LIECT AEIPMMAJIHM MECTA.

Ha mpernocraBuMe geka e Ao6ueHO NMpuOIOKyBambe

A = 5471863

320KpyZEMMe Ha TPM TEIMMAJM:

A = 5472,

TIOTIOMHO HECUTypHMTE AeIMMa Ha NpubinokyBameTo (OBRe: 8, 6, 3)

HEeéMa CMMCJIA Ja Ce 3anuuryBaar.
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. Onmpems Xou 1mdpy ce TOYHM BO CIEAHOBO NpubinuxyBame:

a) 32,479 (0,5); 6) 0,53 (0,05); B) 12 756,8 (50).
OleHy ja afcosyTHaTa IPELUKA Ha CJIeRHOBO NpMOJDICKyBaibe:

a) 1,41;  6) 149,5- 10 ) 0,0000179; T) 1,79 - 1075

(aKo curte 3amMIuanM IpAPPU Ce TOTEL).

. 3aoxpy=u ro Ha 1) mse, 2) Tpy, 3) meT memmmaiyt 6pojoT

a) 2,236068 ... (=V5); 6) 5,7445626 ... (=V33).

B) V3 =~ 1,732051.



9. 3Baoxpyxu i AafileHuTe 6poeBn Ha TPu 3HaYajEM undpu:
a) 1,732;  3,4251; 0,05700;
6) 12783; 149 500 000; 1391 100.

10.] ITpecmeraj

a)\/§+§—; 6) V425 - V335

Iv.11. CMETAH:E CO ITPUBJINXKXYBAA

= 2
@D Bo 3agagaTta 10 a) on MmMHaTara JeKnmja, cobupoumre V3 u 5

BEPOJATHO I'M 3aMeHM CO HEKOM HUBHM pubJDEKHM BpemHOCTH.
Pesyarator urro ro A00K, cekako, He e TOYHaTa BpemHOCT Ha 30mpor

= 2
V3 + g TYKY HEKOe Heroso npubinoKyBame.
Ha ja permme, OBZe, MCTaTa 3amadva.
— 2
Ipnmep 1. Ja 20 apecsetiane 36upo@m V3 + 3

=~ 2
V3 + 3 = 1,73 + 0,2222 = 1,9522.

Bunejku 6pojor V3 ro SalMIIaBME CaMO CO ABe AerpMaJnn, TIIPBHUOT
cobupeor 1,73 uma MHOI'y TIOroJieMa aricoJyTHa TPEeLIKa OTKOJKY BTOPHOT
cobupok. 3atoa, HIOCIeNHNTe NBe meMaint BO Ao6yemyor pesyJarar cu-
IYPHO ce norpemsn. ITopamm Toa, IpecMeryBameTo Ke ro msspmmmve co
ABe neIpiMaJmM, Baka:

= 2
V3 + 7 = 1,73 + 0,22 = 1,95.

M moommro, pasymmo e Aa ce Gapa dsailia waena so 36upotm (uau
pasauxatiia) Oa uMaaill uctli 6poj wownu deyumanu.

1
1. TIIpecmeraj: V2 + 3 CO ABe RerpIMams.

IIpsimep 2. Jla ja upecxeliame, xopuctiiejKu @pu deyumanu, pazauxaina:

V345 — V344,

/345 — V344 = 18,574 — 18,547 = 0,027.

2. TIlpecmeraj: V60 — V&7, co nBe merpmmarmi.

Ha 3abenexume neKa e TOYHO CIETHOBO TBpAEHE:

151



ITpu cobupare (003emaroe) na dge apubauacysara A u B, atdcoayw-
Haiia zpewxa Ha 36upoill (pazauxailia) e edHaxsa co 36upoil 00 auCo-
aylinuille :pewKu na TWue Gpubauxysara, T.e.

AA+B = AA+AB
Dap = Da+Ds

Taka, 3a arcoJXyTHUTE I'PelIKN:
a) BO IIpMMepoOT 1, MMmaMme:

_ 2

V3 —1,73] < 0,005, l§ - 0,22] < 0,005, na 3HAYM:
_ 2 _ 2

V3 t35 1,95| < 0,01, T.e. V3 + 5 € [1,94; 1,96];

6) BO mpuMepOT 2, MMaMe:
V345 — 18,574| < 0,0005, |/344 — 18,574| < 0,0005, na
1V345 — V344| < 0,001, T.e. V345 — V/344 € [0,026; 0,028].

3pavajEM MJD( BaKedykH nudpu Ha efHO IpubI/DOKyBarmbhe ce BMKaar
CHUTEe HeroOBM TOYHM umppu OCBeH HyJiTe IHTO CTO]aT Ipen IpBaTa He-

HynaTa mmugpa.
IIpumep 3. Axo o 3auuco na 6pojoi
A =0,034060
cute mudpym ce TOUHM, TOTalll 3HaA4HAJHM 3a A ce mdpure 3, 4, 0, 6 u 0
(moTpTanuTe).
Axko, nak, B = 42000 co Ay = 50, Toramr 3Ha4ajuu 3a B ce 4,21 0, a
[oCJIefiHNTe ABe HyJoM1 He ce 3Ha4dajHy (3alUTO He ce TOYHM IudpH).
3. Oppemu mo KOJKy 3Ha4dajEM IdpyM uMaar ciegEuse OpoesBn
(3Haejkn mexa cyure HMBHU LMppH ce TOUHM):
a) 1,73; 17,3; 0,00173;
6) 4520; 4,520; 452,0; 0,0452.

3a MHOXKeme NpUOJICKyBath-a BaXy CJIEIHOBO IIPaBUJIO:

ITpouz8000W uma GPUOAUNHO TOAKY FHAUATHU MmecTla KOAKY
WO UMA MHONUTTeAOW cO Hajuan 6pOj 3HAUAjHU Mecilia.

JicTo MpaBMiIO BaxKM ¥ 3a KOJOMYHMEOT NIPH AeJIerhe.

Mpumep 4. [Ja ja dpecselilame Gaowiunaila P na @000 Ha edna (dpa-
80QZONHA) YLUAHUUQA, YUU OuUMEeH3UU, 006ueHU cO Mmeperse, ce 5,1Tm
u 3,52 m, upu wiio cullie yuPpu ce Wounu. Mmame:

5,17 - 3,52 = 18,1984 m?2

CeKaxo, HeMa CMMCJIa Aa I'M 3eMaMe CUTe AelMMast BO JoOMEeHMOoT pe3yJ-
TAaT, 3aI0TO JBAaTa MHOXMTEJa MMaaT CcaMO IO Tpu 3Hadajuu Lmpu.
3aroa, cIIopef rOPHOTO NpPaBWIO, 3eMaMe P = 18,2 m2.
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4. Bo emHo cTpyjHO KOO, jaumHaTta e I =1, 8A, a otmopmocra e
R =26 Q. Ilpecmeraj ro HaroHoT U Ha cTpyjaTa.

® Ymorpebu ro OmoBuor 33KoH: U = IR.

Ilpumep 5. [a z0 Upecuelliame 60iAyMeHOTE HA TAPABUANA LeIBUDUAZOANA
apusma co ockosen pab 508 cm u sucuna 9,32 cm, dpu wio
- Wpulle 3aduwanu yudhpu ce wounu. Mimame:
V =a2H = (5,08 - 5,08) - 9,32;
3a NPOM3BOAOT BO 3arpagmre AobuBame: ’
5,08 - 5,08 = 25,8065.
Criope TOpHOTO MPAaBIIIO, CaMO IpBUTE TPY MeCTa Ce CHTYPHM, IIa Gy Tpe-
6amo na 3ememe 26,8; Ho 6unejkn Tpeba pa U3BPIIMME VILUTE €IHO MHO-
XKeme, Ke zemeMe (3apagyu KOopekipja!) emo Mecto moseke, T.e. 25,81, na:
' V = 2581 - 9,32 = 240,5492.

ITax cnopexn mpasuioto, ke 3ememe TPM MECTA, IIa CO 3a0KpyXKyBake I0-
busame

V = 241 ems3.

5. Ilpecmeraj ro BOJyMEHOT Ha KBajap CO AMMeH3MM 5,16 om;
3,24 on u 2,72 on.

IIpumep 6. Ja jo apecmelliame doaxcunaiiia Ha UpasoazOLHUK YUJa ULU-
puna e 3,46 m, a daowTuraia My e 17 m. imame:

Bupejkn P yma camo aBe 3HawajHm Mecra, Ke zememe TOJIKY M 3a a, T.e.
a=49m. : '

6. Ilpecmeraj ja cpemmaTta 6p3mma Ha aBTOMOGWI IIITO M3MMHAT
nar 24,7 km 3a 25 MuHyTH. .

E@u Bexou

7. Tpecmeraj 4, (26) + V5 Ha TpM MecTa (T.e. Ha TPHM 3Ha4ajHu uudpn).
® Cwmeraj co wetupyu 3ua4ajuy uMdpy, a PeSYATATOT 320KPYRM IO Ha TPH.

8. TIIpecMmeTaj Ha TpyM MecTa:

a) 5,2(27) + 34,6 - 0,85; 6) V3 — V2; B) 37V2: 8;
r) (V5 + V) : V3 2 17-V5+ 24 -7,

Bo samaunre 8 — 11 cure 3ammuwanu imppu ce Towmu.

9. IlpecmeTraj I'M MepMMeTapoT M ILIOLITHMHATA HA IIPAaBOAaroJHMK CO OCHOBA
a =184 c¢m u Bucura b = 7,6 cm.

10. IIpecmeraj ja IMOUITMHATA Ha KPYT CO pamayc r = 7,326 cm. 3emu 7 = 3,1416.

11. IIpecmeraj ja jauvmara I ua CTpyjaTa BO CTPYjHO KoJIO €O HamoH U = 12,4V x
oTnopHocrt 4,7} .

12. IIpecMeTaj ro BOJyMEHOT Ha WIMMHAAp ¢o pamryc r = 4,7 on u Bucuea H = 7,8 on.
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3ABENELIKA 3A PEANTHUTE BPOEBU

Kora He 61 6une uamucneHn peanHuTte 6poeBn, MarematukaTta no
coapXuHa 61 6una MOlWHe ocupoMalueHa: He 61 nocToen TO4EeH KOpeH
op 6pojoT 2, He 61 mMOKena Aa ce u3pasu fomkuHaTa Ha AujaroHanara
nNpu KBaApaToT CO NOMOW Ha HeroeaTa cTpaHa Kora Taa 6u 6una
usbpaHa 3a MepHa evuHMLA U MHOry Apyro. 3a mpaktukara, nak, 1oa
He 61 3Haueno ronema sary6a, 3aWTo 3a Hea ce AOBOJIHM Camo pauuo-
HanHUTe 6poesu. MPaKkTU4HO, AYPH, HE CE HEONXOAHM CUTE paloHanHm
6poeBM — MOXKE [a Ce NoMuHe Camo CO KOHEYHUTE AeluManty 6poesu
(kaKo WTo 1 paboTaT COBPEMEHNTE ENEKTPOHCKN CMETa4KU M3LLVHK) .

MpuumHaTa 3a Toa € rycThHaTa Ha pauuoHantute 6poesu: mery
kou 6uno Asa pauyoHanHu 6poja nocTou pauuoHaneH 6poj. Taka, Kora
ceKoja pauvoHanHa Touka (T.e. pauuoHaneH 6poj) of GpojHaTta ocka 6u
npeTcTaBysana 3ananeda nambudka, Toraw He 6u ocTaHano TeMHO
mecTo, LenaTta 6pojHa ocka 6u 6una ocseTneHa.

A cenak, Mefy pauuoHanHuTe TO4KW uma ,,CKpUEeHo' ywiTe MHOry
APYr4 TOYKM — WpaUMOHANHW TOY4KW. Hue ru uma, BO HeKoja cmucna,
OYPY U NOBEKe OTKOJIKY pauuoHanHuTe.

WmeHo, pauuoHanHuTe 6poesu
MoXaT fa ce Hapefart BO egHa Husa
UNM, MHaKy pedeHo, MoXaTr pga ce
,HyMepupaaTt“ co npupogHn 6poesw,
ropagy WTO MOXeMe Aa pedeme aeka
paumoHanHm 6poeBn UMa TOYHO TOMKY
KOMNKY WTO “Uma npupoaHn 6poesy.

Toa, nak, He € MOXHO fAa ce Ha-
npaeu 3a peanHute 6poesn. OBOj -
chakT npB ro yrepaun, Bo 1874 rogu-
Ha, repMaHckvoT matematuqap [eopr
KaHtop (1845 — 1918), KojwTo ce
cMeTa 3a OCHOBad Ha TeopujaTa Ha
MHOXeCTBaTa.

Bo BpcKa CO OBWe W Apyrv npa-
Wwarba 3a peanHute 6poesn MoXew Aa
Hajgew noBeke BO [APYrM KHUMU Of
b gl - .. cTpydHaTa u Hay4Ho-monynapHaTta -
I. Kantop (1845 —~ 1918) Teparypa.

3AJIAYM 3A IOBTOPYBARBE U YIBPAYBABE - IV

1. ITompeny I' IO roJieMMHa TPOIKITE:
314 37
$73 3 178

. VlcrmTaj masm e moxte cTpykTyparta (M, D, ©))-

3. Vickaxyu Tro CBOjCTBOTO Ha MOHOTOHOCT Ha IIOApPEAYBAEETO HA PaIMMOHANHMTE
Opoesu BO opHOC Ha cobupamero.
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10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

. Ilpecmeraj ro uspazor: 3,02 — 1,02 - 43 + 438 :1,86.

. IIpetBopyu ja BO memmaren 6poj aporkaTa 139

11

. Hbe'rBopn To BO 06¥4Ha ApOIKa MepUOMIMEMOT AemrmaneH 6poj 2,3 (5).

. Kako ce criopenysaar mosurasmn AeIpMaiHy OpOeBy My el KEeNOBM MM Ce ef-

HaxkBu?

- SomrTo mpy mememe Ha meaw 6poesy cexoram ce Fo6uBa nepuéIuien geceTmdeH

6poj?

. 3alnmns efieH HerlepuomrieH GeCKOHeYeH NenyMaieH 6poj?

Koy 6poesn ce Buraar upawosamms Gpoepn?
Criopegu r peayHuTe 6poesi:
a) - 23,0010 x ~ 23,0001; 6) g— v Ve

Koncrpynpaj ro 6pojor VB,

Sammy ja yuujata Ha urTepBasure (— 1,6) u [- 2,3], a moroa TIpercTaBM ja Ha
6pojHa ocka.

Hajmu ™1 pecersrammre IpubKyBama co TOYHOCT xo 0,01 mo memoeTwr u mo
BJOIOK 3a 6pojoT 1,4552.

IIpecmetaj ro a) s6upor g— + V2 co Toumoer 0,001; 6) npomssogor 2, (6) - V3 co
TounocT 0,01. .

3aokpyxu ro 6pojor 325,74451 ma:

a) gecerxy; 0) efprauuy; B) efHa meImIMana;
T) ABe AeIMMMAJIN; &) TPH HeLMMAIH.

Hazner e peammsor 6poj V3 = 1,73205. ... Onenu ja ancomyrmara TpenIka Ha
pubauKy BamkeTo KoH V/3:

a)1,73;  6) 1,732.

Ha ce M3BPIIAT O3HAYEHNUTE oIrepammy co IIpMﬁJIJ/DKHMTe BPEITHOCTH:

a) 5,387 + 42,7 + 3,4578; 6) 2,438 + 13,1;

B) 32,74 — 14,7 + 23; r) 52,730 — 16,345.

Ha gonxry nemrmams Tpeba na ce 3aorpyxu pesysrraror?
IIpecmeraj:

a) (36,735 — 21,3) - 14,32; 6) (83 + 47,3) : 0,4.

IIpecmeraj nepmmerapor L u mmointnuata P Ha TNpPaBOATONHNMK CO CTPAMM @ =
(24 £05mub = (1,8 £ 0,5) m. )

IInomtymaTa Ba egeH mpaBoaroxHMK e upubmzxro 437,56 M2 u eamara CcTpaHa
npubmizkro e 18,0 m. Konky e gpyrara crpama?

Hajmn ounenka ma penarmerara rpemxa TPy 3amMCOT Ha AporkaTa 13/3 Bo BM Ha
Aemavager 6poj co Tpu madpy o 3armpraTa.

Msmepera e Macara Ha Comnero, (2,0 £ 0,1) - 1033 g 1 Macara ua BETCKa TOIKa,
(2,5 + 0,1) - 102 g. Koe Mepemse e motoano?

TIpecmeraj ja mpubiyokmara Bpemsoct Ha Gpojor 3,723,

25.*IIpecmeraj ja npubipowuaTta BPERHOCT Ha M3pas3oT * = ab/c?, Kaje ImTO

a = 0,52 +£ 0,01; b=2560 +10; ¢ = 304,2 £ 0,01.
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. AJICTEBAPCKW
raaBa v PALUNOHAJTHN U3PA3N

3a cTeneHy, MOHOMM, NONMHOMMK, 6POjHU M3pasu, anrebapcku napasm
CU y4en NopaHo, a HWB MM CpeKaBsawe Hu3 oBaa KHura u gocera. Co
oBaa rnasa ce npeasvaysa Aa rv MpowWMpULL TBOUTE CO3HaHWja 3a oBue
noumMu, a Ke ce 3ano3Haell W CO T.H. anrebapcku OPONKKM U CMeTareTo
CO HMB.

V.1. CTEIIEH CO ITIOKA3ATEJ ITPMMPOOEH BPOJ

IlopaHo ce 3aro3Ha CO IIOMMOT 3a CTEIleH CO II0Ka3aTes IPUPOAEH
6poj. HemTo 3a Hero ce IOTCETH BO TIPETXONHMTE TeMM, a TyKa Ke ce mor-
ceTMMe ITOZleTAJHO, IpeKy noBeke npumepn u BexOu, 6maejku toa BO Ha-
pemuuTe JeK Ke Haofa 1odecTa IpMMeEHa. ' .

@ TlouM 3a creneH. HpOI’ISBO,T_IOT a - a KpaTKO Io 3anmmuiuaBMe Co (12,
0 NpoM3BOAOT @ " a - a Co a3 ¥ omuTo:

a-a-a...a =am

n-MHOXKMTEIJIMN

Cumbos0T a’' ro HapeKoBMe cTeleH, OPOjOT a OCHOBa Ha CTeleHOT, a
fpOjOT n — CTeNeHOB NOKa3aTel WM eKCHOHEHT, IpY WTO nEN, n=>2 u
acR.

1. IIpercraBu I' BO BMJ Ha CTENEHM NPOA3BOIUTE

a)b-b-b-b 6) (=5) (—5)(

~5)
B) (@ —1) (@ ~1) (@ —1); ) (Z’)(%)(%)

HpeTCTaBM 't BO BY Ha [IPOU3BOLAN CTEeIeHNUTE!

m 3% 0 0,1% e) (x — 2)%

’

CremneHOT Ha GpOjOT @ €O eKCTIOHEeHT 1 ce 3eMa JleKa € CaMuOT TOj

6poj a, T.e.

al = a.

Taka, (-3)! = -3, @ — 1)' =z — 1.
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2. Oppenu KoM OR ciefH¥BE TBPAEHHA Ce€ TOTHM:
a) Axo a = 0, Toram a” = 0.
6) Ao a = 1, Toram a™ = 1.
B) Ago a > 0, Toram u a” > 0.
r) Aro a < 0 u n e mapen 6poj, Toramr a” < 0,
n) Axo a < 0 u n e Henmapen 6poj, Toram a” < 0.
f) Ako a = b, Toraur a™ = p",
3. - ITokaku cO HEKOJKY NpuMepy AeKa: ako a u b ce xomu 610 mo-
sutvBEM 6poeBn u n e Koj 6uio mpupogen Opoj, Toram BaxM
€KBMBAJICHIM)ATA:

a” =b" <=>a =b. 1)

4. Ogxpemy Ko of CJeAHMBE MCKa3y Ce BUCTHMHWUTHA:
a) (-4 < 0; 6) (-8)12¢ > 0;
B)ab®*>03aa <0mub <0; r)a2b3<03aq<0mb<0.

5. Hajm BpemHoCT Ha T 3a KOja € TOYHO PaBEHCTBOTO:
a) x¢ = 1; 6) x5 = —1;

B) ! =—§; 1) (=5)% = —125.

@ MEozxeme M Jejlele¢ HA CTENEHH CO eJHAKBYM OCHOBU. Oa ce
9 morcermme: a® - a* = (a-a-a) - (a-e¢'a-a) =a-a-a-a-aa-a =a’,
T.€. a®a* = a3* % = a’. Onmro:

a™. a" = g™

)

Hasucruna,

a"+a"=a-a‘a ., ...a,-aaa a = gmtn
“ hd 7N ..‘..J a'

m-TaTH n-TIaTH

6. Onpexay ycHO Ha IITO e efHAKOB CEKOj O IPOM3BOAUTE:

a) x3 - x7; ' 6) 1004 - 10036;
B) (@-1)* - @-1)*; 1) (5)° - (5.
s
Ha BigpiMe Ha LITO € eTHAKBO a_z (@ #* 0):
a
5 e geqeas 5
‘.z_zg_ﬂ_g_aza:f, T.C. ?_:a5—2-_—_ a3
a2 a-a a?
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QOrmunTo, agko m > n u a 7~ 0, Toram

gl":a’"""
a 3)
7. Jokazxmu ro paBeHCTBOTO (3).
8
8. IIpecmeraj: a) _:c_3 (x = 0); 6) y7:y¢ (y* 0).
x .

3abexemxa. Bo cure ciyuay maraMy Ke mpermocTaByBaMe AeKa MMe-
HUTEeJOT Ha JpPONKaTa OFBHOCHO AEIMTENOT e pasjmdeH On HyJa, 6e3 na
ro oabenexyBame Toa mocebHoO.

Crenenysame Ha cremeH. Jla BumMMe Kako cTemeHor (a%)?, Ha
bn KOj OCHOBaTa My e a3 a IoKasareJoT 2, MOxeMe Ja IO 3amu-
1IeMe KaKO CTelleH CO OCHOBA d.

(a3)2 = a3 . a3 =) aﬁ, T.E. (a3)2 = a3-2 — a6

Omuro,

(am)'n —qmn

(4)

9. Jokazxu ro paBeHCTBOTO (4).

10. CaemmBe u3pa3y MPETCTABU I'M BO BUJ HA CTENEH CO OCHOBA I:
xZ . (:L-B . x2)-2

a) (x%)7; 6) (x*-x%)3%; B)
x4

11. Oppemn ja BpemsocTa Ha ciemuuse u3pasmu:

(23 . 24)6 350
) —m— ° Grayr

[ﬁ; CrenenyBame HA OPOM3IBOX M KOMUHMK. Jla mIOKaxKeMe JeKa:

(ab)™ =a™b" )
(@bj"= (ab) (@b) (@b)... (@b) =a-'a'a...a - b-bb...b=d™b"
m-MHOXKNUTEIIN m-MHOXNTEJIM m-MHOXUTenN

Ipumepn: 1. (xy)® = x3%3 23 23 = (2x)>
‘ 2. @It = (x»)? - (yI)* = x4y
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12. N3Bpumm ro cTeneHyBawbeTO Ha CJEJHMBE MPOM3IBOI:

a){zy)’;  6) @y B) (xy?23)*.

3
x
MzpasoT (——) Ja To 3amuIiieMe cera CO ITOMOII Ha CTEIIEHWTE Of L M Y.
HUmame: y

OmuTo,

(a)n a b+ 0):
E _b'ﬂ ( ’ )!

(6)

Cekako, oBaa ¢opMyJia MOXe Ja Cce KOPMCTM ¥ BaKa:
a ay+,  12% 12)5 2)5
?‘(5)’ '185_(18 “(5 '

13. Jloxaxkyu ro paBeHCTBOTO (6).

14. M3Bpuis ro CTeeHyBaHETO HA CJEAHMBE KOJIMIHWIA:

o o) w ()

guBexﬁu

15. IIpecmeraj ja BpeaHOCTa Ha CIeNHMBe U3Pa3n:

a) 32 — 2% 6) 5-42-T1;
B) 10-33-5-24; r) (433422,
16. Ompems KoM Of CIeRHIMBe MCKA3W Ce BUCTHHITH:
a) 23=32A32-23 = |; 6) (vr €N) (-2)" > o;
B) (In €N) (-3)" >0; T) Axo 32— 23 =1, toraiu 23 = 32,

17. Caemavse GpoeBy NpETCTaBM I'M XKPATKO CO MOMOII Ha CTENeHM Co ocHOBA 10.
1
100000

18. Cremmrse 6poesy IpercTaBy ' KPaTKO KakO [IPOM3BOJ OF eAeH NPHUPO/eH bpe) u
CTENeH co OcHOBa 10.

a) 4 000 000; 6) 5000000 000; B) 720 000.

a) 1000; 6) 1000 000; B)

19. Opxpeam nHa IITO Ce €AHAKBM IPOM3IBORUTE:

a) ¥y - y% 6) a3-a*-a5 B) z5-z-z1.

20. Onpemu Ha IITO Ce efIHAKBM KOMIHMIDATE:
IJ . IS y24
a) a%%;a8; 6) x30: x10 B) — —— r)

Y

fe il y7 - y? :
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21.

22.

23.

24.

25

26

27

IIpecmeraj M BpeAHOCTHTE Ha mM3pasuTe (OPBO YIPOCTH I'M):

27.23' 6) 312

a) ——— ——
26 34. 35

Cnemuse n3pasy npeTcTaBy I'M BO BYMJA Ha CTeeHM CO OCHOBa a.

a) (@”? 6) (a%-a%s B) (a-a%-a%".

M3Bpim ro creneHyBameTo:

2) (abey 6) @y o(2)" p(Z)’
) Y
TipecMeTaj ri Ha HajeKOHOMIMYEH HAYMMH M3pPA3MTE:
106 393 42 - 252
AT 0 5 ST

106 = (2 - 5)6 = 26 - 58,

IIpoBepu Koy of ciemeyre 6pojHy M3pasy HeMaaT CMMCIA:
3+ 23 2+8-3 4-32-3-12

a) ———; —_—
16 — 24 3-23-6-4

2-32

Hajmz ja 6pojrHaTa BpegHOCT Ha M3pas3o0T,
x+y
yu - 2)
3a:a)xr =6, y = 3; 6)r =~-1, y=-2 B zT=0 y =-1
3a KoM BpemHOCTM Ha NpOMeHJMBaATa y ce AobusaaT 6pojH mM3pasm wTo
HeMaaT cMmcaa?
a) IIIto e KoHcTaHTa? 3anMiuy HEKOJKY KOHCTaHTH.

6) Mto e mpomenanBa? 3alauM efHA NPOMeHauBa. Koy ce Hejsuuure BpeaHO-
cti?

V.2. IIOJVIHOMH. PAIIMMOHAJIHU U3PA3U

Bo maremaTMrRaTa, NOKpaj OOMMHMOT jasmMK, KODMCTUME pa3HM

@D MaTeMaTUM4YKyM 3HalM, T.e. CI/[MﬁOJlM, KaKO Ha IIpMMep:

1,°2, = ¥ 4-x-3, 622 FCI™ 44bvE.
5

Hocera, ocoberno BO MmHaTaTa JeKuuja ce cpekaBalle cO MHOTY TaKBM
opuMepn, a co 3agauure 25, 26 1 27 BO Hea CEKaKO Ce IIOTCETHU ¥ ITOKOH-
KpPeTHO BO BpPCKa CO TOA. ‘

Taga, Ha mIpamameTo ,,IIITO € KOHCTAHTa?'‘ CUIypHO OATOBOpPM JeKa
- KOHCTaHTa € CcuMOOJI HITO CIy:M 3a O3HadyBalke Ha TOYHO OXpPENeH Ma-
TeMaTHuky objexr. Ha npimep, cmmbosmire 1 1 2 ce KOHCTAHTM, 4 KOH-
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1
CTaHTH Ce M: 5 V3, {1, 2, 3} (-MmoxecTBOTO cocTaBeHo ox OpoesmTe 1, 2
u 3), & (-IIpa3HOTO MHOXKECTBO) ¥ Xp.

IIpomenmuea, nax, e maremMaTiraxy cyM60X (obirgHO TOa e Hekoja
OykBa, Kako: x, y, a, b, o, m u Ap.) UITO Ce KOPYMCTY KaKO 3aeTHMIKa
O3HaKa 32 M3BECHM OJPEelecHM MaTeMaTW4ki objexrty — KOHCTaHTH; BO TOj
CIy4aj, 32 TMe KOHCTAHTH Ce BeJ JEeKa ce BPEeIHOCTH (JUDI NOOYIITeHu
BPeHOCTH) Ha Taa IIPOMEHJIMBA. ‘

Ha mpumep, ako 6Gykmara a, mo AOTOBOP € 3aeJHM4YKa O3HAKa 3a
6poesure 1, 2, 3, 4 u 9, Toramr cammre THe Gpoesn ce BpemHOCTH (T.e. mo-
IyIUTeHM BPEZHOCTH) 3a IpOMeHJMBaTa a. CJDMYHO, aKo n e 3aegHMYKa
O3HAaKa 3a mpupomuuTe GpOEBM, TOrall CEeKOj npuponeH 6poj e BpeHOCT
Ha npoMeHsBaTa 7 ¥ (I0paj Toa) n ce BMKa HPUPOXHA npomeRmMBa. Bo
Taa CMyCia, aKO T e 3aefHi4YKa O3HAKa 3a peajyHMTe GPOEBM, TOTAIl X ce
BMKa pealHa OHPOMEHIMBA.

1. Heka 6ykBaTa p e 3aemHi4Ka 03HaKa 3a eHOLM (P PEHNTe TPOCTH
Opoesu. 3amauy i cuTe BpeAHOCTH Ha NpOMeHJDMBaTa p.

3abesiemxa. 3a moHaramy, mpomemwmmuTe Ke r cMerame 3a pegimu
[IPOMEHJDMBY CEKOTalll KOTa He e [IOMHAKy OXpeJeHo.

@ Co nomonr Ha KOHCTAaHTH M NPOMEHIMBYM, KOPHUCTejKy ru omepa-

O 1mmmre cobupaise, oizemare, MHOKEHE M neJelme Ha peaymn

OpoeBM, KaKO M CTeNeHyBaHe CO MOKa3aTel npupoped 6poj, Moxeme na
¢opmypame uspasy mwro ce HapeYeHV PAmMOHANHM AJIredapcKy M3pasdm.

Uapaszure, kako mro ce:
2
a, 5-a, —0,3-ab?, 423, s x3, ...

¥, OIIITO, IPOM3BOROT OA HeKOja OpojHa KOHCTaHTa M CTEIEeHMTEe Of HEKOoM
IpOMEHJMMBY, Ce BUMKaaT MOHOMM. VI cammre 3Haips 3a 6poeBuTe, KaKo Ha

1 B}
mpmmep: 1, 2, — —, V2 u cx., o AOTOBOD, I'MM CMeTaMe 3a MOHOMM. (Youmu
3

AIeKa Kaj MOHOM He ce cpeKaBa feneme coO MPOMEHMBA; MelyToa, MoXe Ja

uMa neneme co (HeHyaTH) 6poj, 3alITO AeNEHEeTO MOXKe [a Ce CMeTa KAKO

MHOXee CO pelMnpovHaTa BPEAHOCT Ha Toj Opoj. Taka, MOHOM e, Ha
3

. 2
npuUMep, M U3pa3oT 2., 3aUITO TOj € eAHAKOB CO s x3.)
5

2. VYcraHoBu Kom of ciemmume pamMonanav anrebapcky mzpasu ce

MOHOMM:

a) 6a3ps; 6) 3a?32-2ab3; B) 2a3—5b;
4yz2 ‘ 4yz2 B

) yT; ) y7 : T) a(x + y).

Hda ce morcemme. 3a mMomomoT 6a?b5 ce Bemmr zmexa wna HOpMAJEeH
BHX (TO] compXM caMo eneH Opoen MHOXMTEN M He COAPIKI CTElleHM CO
vcra ocHOBa). Bpojor 6 ce Buxka Boedngmenr, a APYTHMOT IeJs — raaBHa
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BPEJHOCT Ha MOHOMOT. 32 MOHOMNTE IUTO ¥MMAaaT MCTV IJIaBHM BpERHOCTH
ce BeJyt JleKa ce cinrdEmM. 36MpOT Ha JBa CJDIIHM MOHOMM MOXe Jia ce 3a-
IDane KaKko MOHOM CJDMYEH CO HMB, a CO Koedyiment mTo e 36up Ha HMB-
HuTe KoeduumenTn. Ha mpumep:

. 4z + Sx%y = (4+5% = 9.

CTemen, IIaK, Ha €feH MOHOM Ce OIllpezenyBa Kako 36up Ha rokKasa-
TeJpATe Of CTEIEeHMTe Ha IIPOMEHJBHUTE BO toj moHOM. Taka, MOHOMMTE
7x2, —2xy3, 25xr2%yz* MMaar CTENeCH: 2, 4, T COOZBETHO.

3. Oppezu ro CTENEHOT HA MOHOMOT
a) 4x3; 6) 4x; B) 4x%y3, r) 4.

Hexka A u B ce mexoy MoHomu. Humumor 306up, T.e. A+B ro BuKame
6umom. Ha mpumep, ako A = x2, B = 3zy u C = 5, Torant:

A+B = x2+3xy; B+C = 3xy+35; C+A = H+x2

ce Gumom. BymoMm e u 2 — ¥, 3amro 2 —y € 2+ (—Y).

36up oA TPM MOHOMM, KAaKO Ha NpumMep:
x2 +g:cy + 5, a3+b3 — 4abc,

ce BuKa TpuEom. Omurro, 36up on KoHeueH 6poj MOHOMM Ce BMKA KeX pa-
AMoHaNeR M3pa3 i moamBom. (IIpuroa, ¥ MOHOMMTE M CMeTaMe 3a I10-
JIMHOMI. )

Kaj moymHOM, 3Ha4M, He Ce jaByBa [eJlele CO IPOMEeH/MBa WM CO
u3pa3 LUTO CORPXM IPOMEHJMBA; 3aT0a TOj MMa cMMCJA (e olpeiesieH) 3a
C M T e BPEXHOCTH Ha HEroByuTe IIPOMEHJIBY.

Mzpa3snre, nax:

x at+1l 4

—_ 6) ; B) x2~-xy+—_—

x -2 b -y

He Ce MOJMHOMM, TMe Ce IpMMepM Ha APODHM panMOHAIHM M3Pa3H, T.e.
paipMoHANEM M3pasyu BO KOM ce jaByBa Jiejlede CO IPOMEeHIMBA MiDf CO
M3pa3 IITO COAPIKM NMpoMeHyMBHM. Tye 13pasy He ce ONMpPeNeIeHH (memaat
cMMcAa) 32 OHME BPENHOCTY Ha NPOMEHIMBMTE 33 KOM MMEHMTEJIOT (T.e.
IeMTeNIOT) AOOYMBA BPETHOCT HYJA.

Taga, M3pas3oT Ioj a) ,He € OIpefieIeH 33 T = 2%, bupejkn ce nmo-
HuBa ,,Aporka co vmeryrren 0%; 3a cuTe APYTM BPEAHOCTH TOj ¥Ma cMMCJIa,
T.e. ,,¢ OlpedeseH 3a cure T # 2.

4. 3a Koy BpeNHOCTM Ha NPOMEHJMBUTe, u3pasute 0) u B) He ce

orpeneyiery? ' '

a)

Uazpaszute x- (r + 3) u x2 + 3z umaat mucty 6pojHM BpeaHOCTH
3a CeKOja BpPeAHOCT Ha IPOMEHJMBATa X (30MITO?); TAKBHUTE
M3pa3y ce BMKAAT MACHTMMEM DaIMOHATHM u3pas3u. [iBa MueRTIIHM

a
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M3pa3y, CBp3aHy CO 3HAKOT 3a egHaKBoCcT (,=") ofpasyBaaT paBEHCTBO
ILITO Ceé BMKA MAEHTHUTET.

Taka, paBeHcTBaTa: 2xr+3x = 5x, - (x + 3) = x2+ 3x ce MAEHTHUTe-
TH, a MOEHTUTETM Ce WM CUTe 3aKOHM 33 coOupameTo ¥ MHOXEIHeTO Ha.
peaymy 6poeByu; Ha npuMep:

atb = b+a; a+b+c = (at+b) + ¢;
a'b = b-a a(b+c) = ab+ac.

3aMeHyBaB€TO Ha €JeH pamuMoHaleH M3pa3 co ApYyr M3pa3 mTo e
HACHTHYEeH CO Hero, 00MYHO, ce BMKA MAeHTHYHA TpaHcdopmanuja.
5. Tpanchopmmpaj ro CIefHMOB M3pa3 BO MIEHTHHHO €IHAKOB
u3pas:
a?—2a
a) 4 (@ —y); 6) axtbx; B) 5
a —

r) 9x?2—4x%y—2x-4x+3x-2xy.

6. HpOBepI/I Jany ce MAECHTUTETH PaBEHCTBATAa:

Zx 2
a) (a+2)(@—-2) = a2—4; 6) -—yy—= 2xy>.
7. 3a Kom BpeAHOCTH Ha NIPOMEHJIMBHUTE ce UAEHTUTETHN CIECIHUBE
paBeHCTBa:
a) a(@?*+1) = a3+a. 6) (x+y)(xty) = x2+y2

Cekoj IIOJIMHOM MOIKe [a Ce CBeje Ha T.H. HOpMaJieH BMJ, T.€. MOXKe
Ja ce 3amnmiire Kako 30Mp Of HeCaM4YHM MOHOMM IITO C€ BO HOpMaJleH Bu.
Taa mocTanKa e HapedeHa cBejyBame Ha HoamMHOMHM. IIpuroa, HajroaemMmor
OX CTEIIEHMTE Ha MOHOMMTE IIITO 'O COYMHyBaaT II0OJMHOMOT C€ BMKA CTEHEH
HA OOJIMHOMOT.

Ha dpumep, CTEmeHOT Ha IOJMMHOMOT 413+ 7x — 5 e 3 (T.e. mOJDMHO-
MOT € Of TPEeT CTEeIleH), a Ha IOJIMHOMOT 3x4+2x3y?—y3 e 5 (T.e. IIOJIMHOMOT
e of MeTTH CTEIIEH).

Ilpumep 1. Ja 20 csedeme Ha HOPMANEH BUO TOAUHOMOW
A = Txy — 3xy - (—2y) — 4xy? + 2xy - (—3x) 5.

Bupejkn —3zy - (—2y) =6xy> w 2xy - (- 3x) = — 622y, ke
mMamMe:

A = Txy + 6xy? — 4ry? — 6x%y — S5x =
=x%y + 2xy? — 5Sz.

8. Cgemt ro nnoJMHOMOT:

7ab? + Tab — ab? — 4ab + 2b-(—3ab).
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lTn Bexou

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bymaa'ra I e 3aegHMYKa O3HaKa 3a CJIOXEeHUTEe GPOEBM on IIpBaTa AEeCeTKa. 3a-
IDAIIM ro MHOXKECTBOTO AOIIyLITEHU BpEAHOCTH HA IpoMeHJBIBaTa X.

BaIpiy ru BO HOPMaJieH BUJA MOHOMMTE:

a) 4xy?» 0,5x2; 6) 2a-3x? (—4ax).

Onpenemy tH: KOedULMEHTOT, rIaBHATA BPEAHOCT M CTENEHOT HA MOHOMMTE!
a) Sx2; 6) 0,2ab%; B) xY2;

: 1
(= 3y. 5 @ ———.
r) 3a% (-4ax?); ) 0.25

Mcm/rraj Aaan ce CIAMIHM MOHOMMTE!

a) 5a?bc? um — 3a?bic; 6) 2xy - 3x2? u 9x3y.

Ilpecmeraj ja BpemHocta Ha anrebGapckmMoT u3pa3 3a HAajeHMTe BPEHOCTM HA
ITPOMEHIMBHTE!

2 - 2
a) 5a>+4b? 3sa a=-1, b=—3; g T IEYTY L ae3 y=-1.
x+y
IIpoBepn manu ce MAeHTMTETH CIELHMBE PABEHCTBA! .
a) 3x - (x + y) =3x2+ 3xy; 6) (x+2y)? = x2+2xy+y>
B) xy2xr ~y) _
y(2x —y)

CBeny To Ha HOPMAJIeH B/ AafEHUOT MOJMHOM ¥ OAPeL TO HErOBMOT CTeNeH
a) 4xd-x2+3x—2+x—4+x? ~ 6) 13a%bet 15ca?h—8ba’c.

IIa Ce M3BPLUIAT HAa3HA4WEHNUTE OIlepallK CO TNJIMHOMM:

a) 3ac? - (—4ac); 6) (— 4x?y)?;
B) (4x3 — 2xr + 5) - 3x% ) (x — 2y) (x + 2y).

V.3. OIIEPAIIVA CO IIOJMHOMM. ©OPMYJM 3A CKPATEHO

MHOXEBE

Co HeroJKy Ipumepyu Ke ce rmoTrceTMMe Ha oliepaummre CO MOIMHOMMU
M, crnemmjamHO, Ha GOpPMyJMTe 3a T.H. CKpaTeHO MHOXKeme. Cute Tne

npom3JeryBaaT of 3aKOHMTe Ha onepauyure cobmpaibe, MHOXKEme M Le-
Jlerbe Ha peayHu OpoeBu.

Ipumvep 1. (MHOXKeHme HA MOIHAOM CO MOHOM)

(xy? — 2x + 0,5) * 5x2.

Ke ro mpumennme aucTpubyTHBHMOT 33aKOH Ha MHOMKEIETO ClIpeMa
cobupasmeTo, mpomupeH 3a noeeke cobupown u Ke gobueme:
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IoToa, 0BOj nosomoM Ke ro cBefeMe Ha HOPMAJIEH BI. Taka, ke nmame:

@y? — 2x + 0,5) - 522 = 5r¥y? ~ 10x® + 2,522,

3HaYY, TOAUHOM CE MHONU CO MOHOM TAKA WILO cexoj waen 09 wo-

AUHOMOUL Ce TLOMMONYBA CO MOHOMOW U Q0buUeHuille apouzsodu ce cobe-
paii.

1. IIpecmeraj: (6xy — 5x%y + 2x — 3y) - (—4xy?).

2. Nlagenu ce mapasure: A = 3a2 — 1, B = a3 + 3a2, C

= Ba.
Ceemy ro Ha HopMaseH BuZ u3pasor (A—B) - C—A-C.

Hpumep 2. (MaOXKeme Ha HOAMHOM €O ITOJIMHOM)
(x2—-2xy+x) - (x—3y).
Axo craBume: A = x — 3y, Ke moxKkeme [a ro IpUMeHMMe IIPABIIOTO
33 MHOZK€Ibe Ha ITOJIMHOM CO MOHOM, KaKO BO IPUMepOT 1.
Vimame:
(@*—2xy+zx) - (x—3y) = (@?2—2xy+x) - A =
x2-A-2zy -A+x-A = x}xr~-3y)-2xy (x — 3y) + x(x — 3y) =

x3—3x2y - 2x%y + 6ry?+x2—3xy =
=x3 - 5%y + 6xy? + x2 - 3zxy.

3. JVlcraxm ro mMpaBMIIOTO 3a MHOKEE-E TOJMHOM CO IIOJIMHOM.

4. IIpercTaBy ro KaKoO IIOJIMHOM BO HOPMAJIEH BHJ U3pa3or

(4ab — 3a?) - (2a + 3b).
IIpumep 3. (KBagpar ox Gumom)

(A +B)2 = (A+B) - (A+B) = A>+AB+BA+B? =

= A%+2AB+B2.

Ciprano:

(A-B)? = (A—B) (A-B) =...= A% — 2AB+B2.
3Haun:

(A+B)?= A2+24B+B?

(A-B)? = A2~24B+ B2

ITpuroa, A m B Moxe xa 6MAaT Koy GMII0 MOHOMM JUDM IIOJ-
HOMI.
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EBe HEeKOJIKy KOHKPETHM IIpMMEDPH.
a) (a+T7)? = a*t+14a+49.

6) (@—17)% = a?—14a+49.

B) (—3x+4y)? = 9x2—24xy+16y>.
r) (3a2+ ax3)?=9a*+ 6a’x?+ aZr®.

Bo HeKOM CIydaM KOPUCHO € PaBeHCTBOTO Ja Ceé pasrjefa i BO
,,obpaTHaTa HacoKa‘":

n) a2—8a+ 16 = (a —4)%
F) 25x2+10xy?+ x2y* = (5x + xy?)>

2 5 2.
5. Ilpecmeraj: a) ( 3 a+ 1 ab2) * 6) (Bxy?—4yxr?)>.

B) (a+ b+ o) r) (2x -3y + 5)2.
Ipumep 4. ({Ipou3soxn ox 30Mp M pa3ljIMKa Ha ABa u3pasa)

(A+B) (A-B) = A2~AB+BA-B? = A>-B2.

(A+B)(A~-B) = A>—B?

Meraxy 1o co 360poByM OBa PaBEHCTBO!
a) (@a—5) (@+5) = a?—25. '

6) (5x+4y) (5x—4y) = 25x2—16y>.

B) 9x2—49 = (B3x —7) Bz + 7).

r) 752—7T42 = (15-74) - (15+74) = 1 - 149 = 149.

6. IIpecmeraj: .
a) (3a—2xy) - (3a+2xy); 6) 462 — 442
TIpymep 5. (Tper cremen OX GumEoM)
(A+B)3 = (A+B)2 - (A+B) <= (A?+2AB+B?») (A +B) =
= A3+ A2B+2A2B+2AB*+B2A+B? =
= A3+3A2B+3AB3+B3

3HAa4YM, TPETHOT CTENeH Of OMHOM ¥MMa YeTMpPHM WIEeHOBN: KyGoT
Ha [PBMOT WIEH, TPOJHMOT IPOM3BOJ Of KBaApaTOT HA TIPBMOT
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YJleH CO BTOPMOT, TPOjHMOT IPOM3BOL Ha IPBMOT 4JEeH CO KBa-
ApaToT Ha BTOPMOT, KyOOT Ha BTOPMOT YJIEH:

(A+B)3 = A3+3A2B+3AB?+B?3
(A—-B)3 = A3-3A2B+3AB2?-B3

Taka: a) (a+4) = a3+3-a2-4+ 3-a-42+43=
=a’*+ 12a2+ 48a + 64;
6) (2r—3)3 =(2x)*-3. (2x)* - 3 + 3.2x-32-33 =
= 8x* - 36x% + 54x - 27.

7. IIpecmeraj:
a) (@ — 5)3 6) (2x — 3y)>.

8. Jdoxaxmu zeka:

(A+B) (A2~AB+B?) = A3+ B3

(A—B) (A2 + AB + B?) = A3-B3

,I[a Ce IOTCeTHME M Ha JeJIeHeTO Ha IIOJMHOM CO ITIOJIMHOM.

IIpso, ga ro nogemMe MoHoMOT 18ax3ys co —3xy4. Vimame:

18ax3ys : (—3xy*) = i—é ar3 st = —6ax?y.

HOToa, Aa IIogeJMMe IIOJVHOM CO MOHOM:

(Bxy2+2x%3) : 4y =_% T2t 4 % TSIl =

1
= 2xry + 5 xY2

IToaurom ce deau co monom Ha Woj HAuuUN WO cexoj uaen 00 ho-
AUHOMOW Ce UOodeayBa CO MOMOMOW u Aobuenuile KOAULHUYU Cce cobe-

paw. Toa npousyerysa of HpaBMIIOTO 3a Aejeme Ha 36up co pammonasen
6poj.

CmrgHo Ha ImmocTamkaTa 3a Ziellelhe Ha ABa IPUPOIHN 6poeBu, mocrou
HocTanka ¥ 3a Aejerbe Ha /Ba IOJMHOMA (MO efHa ImpoMensmsa). Taa ce
COCTOM BO CJIETHOTO: ’

1) M neneHMKOT M HAEIMTENIOT ce MOIPEeAYBAAT I10 eKCIIOHEHTMTe Ha
€7iHa Of NPOMEHJMBNUTE LITO BJEryBaaT BO HMB (0f HAjTOJIEMMOT KOH Haj-
MaJnioT). :

2) IlpBuoT 4IeH O HeNEHMKOT ce Jelu CO IIPBUOT YJIEH OF XeJDATe-
JIOT M ce noO6MBA IPBMOT YJIeH HA KOJDIIHMKOT.
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3) IIpBMOT 4YileH HA KOJMIHMKOT Ce€ MHOXKM CO JeJDITeIOT M nobue-
HMOT IIPOM3BOJ Ce Of3eMa Of AeJIEHMKOT.

4) IIpBMOT 4JIeH Of OCTAaTOKOT Ce€ A CO IIPBMOT 4YJIE€H Of AeJMTe-
JIOT, M ce HoOMBAa BTOPMOT YieH Ha KOJMYHMKOT. Taa IIOCTanKa ce Impo-
M0JDKyBa c& Bojeka He ce Jobue OCTATOK HyJIa WM OCTATOK YMj CTEIEH IT0

Taa IIpOMEHJIMBa € IIOMaJl OJ CTEIIEHOT Ha AENMTEJIOT II0 MCcTaTa IIpOMeH-
JBa.

Hpumep 6. (desleme Ha MOJIMHOM CO NMOJIMHOM)
(6a2x* — b5a3x + 2x5—ax?) : (—axr + 2x3).
Ilpso, nomuoMure Ke ™t mogpemme no x. Vimame:

(2x5+6axr*—ax3—5a3r) : (2x3—ar) = r?+3aZx

2x5—ax3
-+

= 6a2x* — 5a3x
6a2x* — 3a3x
-+
= — 2a3x

Taka, KOJMYHMKOT Of AeJIeHeTO e IOJIMHOMOT X2+ 3a%r, a M3pasor
— 2a3r e ocTaTOK.

Ipumep 7. [la 20 #odeaume GOAUNOMOT
9r—5r2+x3—-9 co 3+x2—2x.

Umame:

(x3—5x2+9x~9) : (x2— 2x+3) =x-3
x3—-2x2+3x
p— =+ i
= —3x2+6x—9
—3x2+6x—9
+ -+
0

3Hayy, KOJIMIHMKOT € T—3, a OCTAaTOKOT € HyJIa.

Bo c.nyqaj KOra OCTaTOKOT € HyJIa, Ce BeJIM AeKa IIOJMHOMOT-HEJIMTENT

€€ COAPAEM BO IIOJIVHOMOT-IAEJICHNMK MM NeKa IIOJMHOMOT-IEJIEHUK € HeJINB
CO IIOJIMHOMOT-IEJIITeN.

SHauyu, nommMHOMOT X3—5x+ 9xr —9 e geMMB €O  ITOJIIHOMOT

2 —2x + 3 M MOKe J1a Ce IPETCTaBM KAaKO IMPOM3BOX OF ABA MHOKMTENA —
KOJIMIHVKOT M TeJUTEJIOT, T.e.

x3-5x+9x—9 = (x—3) - (x2—2x+3).
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. MuOXEMTEDITE Ha IIOJIMHOMOT Ce BMKAaaT yIiTe ¥ HEeroBY NeMTeJns.

9. (4x2+9x+4x3+4) : (1+2x) = ?

Bexon

10. IIpecmeraj:

a) 4-(5x3-2x+1) + (4x2~x-2) (-5);

6) (A+B) C — AC, ako: A=5a—2, B=3a2—5a, C = — 2a.
11. IIpecmeraj:

a) (¥2-3) (x2+2); 6) (3zy+5y) (4xy—2x);

B) (x+2y) @2—2zy+4y32).
12. Hpecxvieraj:

a) (2a + 3)% 6) (5x? - 4 y3)2

B) 792 (®79=280-1).

13. TIpecmeraj:
a) (a2-5) (a2+5); 6) (3z2~5y) (5y+3x);
B) (1-a?) (@+1) (1+a%; 1) ( g + x) (x — ;—) (x? + 3 ).

14. Ilpoeepyu pamu e mmenTHTET PaBeHCTEOTO!
(c+y)? = z@x-3y)* + yy—2z)2
15. Ha npasHoTo MecTO CTaBM COOZBETEH MOHOM, TaKa IUTO
a)( — )P =27* + —64;
6) (32— ¥ = + + + By3.
16. Hajmt ro KOMMYHMKOT ¥ 0CTATOKOT Ol KEJICEETO (HAa NOJMHEOMITE):

a) (5x3~3x%+xr-3): (x2 — 2);
6) (6x%y? — 13y3+ 8z3 — 12x2%y+6y%) : (2x — 3y).

V.4. PA3JIOXYBAILE HA IIOJIMHOMM HA MHOXMUTEJ

MHOXemero Ha MOJMHOMM, KaKO IITO BUJIOBME € MOIIIHE eZHOCTaB-
Ho. O6paTHOTO gejcTBO — Pa3lloXyBame Ha NOJIMHOM (KaKO ITPOM3BOJ
Off TIOJBMHOMM) — € MHOTY IIOTELIKO.

OBzne Ke ce 3ano3sHaeme co Hexoy ormmrTH MAeu IITO Ce KOPUCTAT mpwu
Pa3I0XKyBAKeTO HA JAafeH IIOJIMEHOM.

Pa3znoxyBame co HM3BJICKYBAEK:€ 3aeAHMYKM MHOXHUTE]. AKO

ao CUTE WIIEHOBM HAa NaZeH IOJMHOM MMAaT 3aeRHWYKM MHOMKIITEN

(T.e. memrres), Toraw TOj MHOXKMTEJ MOXKe ,/1a ce M3BJIEYe npex 3arpana‘’
BP3 OCHOBa Ha AUCTPUOYTMBHMOT 3akom: AX + AY = A(X+Y) n cooraHo.
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IIpmmep 1. a) ax+2ay = a{r+2y);
6) 9x2y3+12x3%y—6xrZy = 3x4y(3y*+4x—2),

3amro 3x2y e AeJMTeNn Ha CUTe HJIEHOBM O AafeHMOT IOJIMHOM.

1. Pazsmnoxy ro Ha MHOXUTEIM ITOJBMHOMOT:
a) 10n2+5n; 6) Tax*—2laxr3+l4a3cx?;
B) 6xy*(1 — a) + 4x y3(1 — a).

Pa3zioxyBame cO IpuMeHa Ha (GopMyamTe 3a CEpaTeHO MHO-

n Heme. 3a pazioXyBame Ha HEKOM IIOJMHOMM MOXe Jfa ce
MCKOPHMCTAT (POPMYJIMTE 34 CKPATEHO MHOXKEHe:

1) A2 — B2 = (A-B) (A+B); 2) A2+ 2AB+B? = (A+B)?
3) A3+ B3=(A £B) (A2 ¥ AB + B?) u #p.
IIpmmep 2. Jla 20 pa3aoxwcume GOAUHOMOUTL:
9x2 — 49y2.

JdazeHMoR HMOJMHOM ¥MMa ABa Wi€HA, I1a IIOCTOM MOXKHOCT fa Ce Ipu-
Mern popmysiata 1) mwmm 3). 3abenexysame nexa:

922 = (3x)2 = A?, 49y2 = (Ty)? = B?,
T.e. TAJEHMOT MOJBMHOM e o obamkoT A2 — B2; 3aroa, criopen 1), mmame:
9x2 —49y2 = (3x)? — (Ty)? = (3 — Ty) Bx + Ty).
Tipmmep 3. Zla 20 pasaodcume GOAUHOMOTE 72a%r2—50qa2.
Umane: 72a%x2—50a2 = 2a2(36x2—25) = 2a?(6x—>5) (6x+5).

2. Pa3ioxwy ro IMOIUHOMOT:

a) 64r2—y? 6) 50a2-18; B) x*—186.
IIpumep 4. Ja 20 pazaoxwume 6uHOMOW:

a) 125a3—-64b3, 6) 343x°¢ + 27y3,

Pemenne. a) Muane: 125a3 = (5a)3, 64b> = (4b)3, ma cropen dopmy-
Jara 3):

125a3—64b3 = (5a)3—(4b)? = (5a—4b) (25a>+20ab+ 16b2);
6) 343x5+27Ty3 = (Tx)3+ (3y)? = (Tx?+3y) (49x*—21x%y+ 9y?).

3. Pazaoxu ™ nmomHOMMUTE:

a) n3—8; 6) x3y3+64; B) x6—y°.
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Ipumep 5. Za 20 Pa3A0NKUME TOAUROMOTE:
a) 9x%+12ry+4y?; 6) 25a2—40ab+ 16b2.
Pemesue. a) JageHMoT moamMHOM mMMa Tpu wieHa. Toa i

Cyrepupa Jia mpoBepMMe [aum MOXKe fa ce IpMMeHy opMyaTa
2) (KBazpart ox OuuOM). MMaMe:

9x2 = (3x)?, 4y? = (2y)3 12zy =2 - 3x - 2y,

OITO 3HAYM E€Ka yCJIOBUTE 3a KBAAPAaT OF 6MHOM Cce JMCIIOJIHETH,
Ina:

92+ 12xy+ 4y? = (3x+2y)>2
6) Ilo npoBepkaTa (Kako morope), Ke nobueme:
25a2—40ab+ 16b2 = (5a)2—2 - (5a) (4b) + (4b)? = (5a—4b)2
4. Pa3znoxu '’ Ha MHOXKUTEJM TTOJIMHOMMTE:
a) 16x2—8xy+y?; 6) 5x2+30xy+45y2.
Paznoxysame co rpynmupame Ha WieHOBMTe. I[IpeTXomuuTe ABE
O JMAeM 3a pa3yIoXyBame HA IOJMHOMM OOMYHO ce KOpMCTAT BO

KOoMOMHaIDfja CO yIITe efHa MAeja — MAejaTa 3a rpynMpame Ha HJIEHOBMUTE
BO nosmHOMOT. Co Hea Ke ce 3amo3HaeMe IpeKy eieH IIpuMeD.

IIpumep 6. Ha 20 pazaoxcume G0AUHOMOTT
ax + bxr + by + ay.

IIpBKOT M eTBPTHOT COGMPOK MMAaT 3aeHITYKM MHOXKMTEI d, a
BTOPMOT M TPETMOT — ro uMmaar b. 3atoa, cobupormre Ke ™
IrpynMpaMe BaKa:

(ax+ay) + (bx+by)
a moToa i U3BJEKYBaMe CIIOMHATUTE 3aeJHMYKY MHOXKMUTEIA:
alx+ y; + blx+ y).
Cera, x + y e 3aeAHMYKM MHOXKMTE] Ha OBaTa cobupoka, mna
a@+y)+b@+y) = (a+b) (x+y). 3mawn:
ax+br+bytay = (a+bd) (x+y).
5. Pazjoxm 1 cienEyMBe ITOJIMHOMIL:
a) 2ax—6ay—bx+3by; 6) 28xy—12ax+9a—21y.
Ipumep 7. lla ce pazaowu: 9x2+ 6xy+y2—2z2.

92+ bxry+y2—22 = (9x2+bxy+y?)—22 =
= (3x+y)?—22 = Bx+ty+2z) Bx+y—2).

(MeTomoT Ha IpymMpame ro KOPMCTEBME KOMOMHMPAHO cO dopmy-
JMTe 3a CKPaTeHO MHOXKEH-e).

6. a) 1 —x2—4xy - y? 6) x2 — 3x — y? + 3y.
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m Bexon

PasjI0xyM I'M Ha MHOKUTEIM CHeNHiBe IMOIMHOMMI (7-11):

7. a) 5 — 5x; 6) x3y:—xy; B) 21x3y*—1l4xy?;
r) x¥a —4) — y* (4 —a); o) x¥(a*—a—1) — a*ta+l.
8. a) 1—a? 6) 5 — 5a% B) 0,25a%b2 - 0,16;
r) (2x-1)*—9%y% m) 9x—y)? ~4x+y)*
9. a) x3-8y?% 6) 54x3-—16; B) 1+125x3
r) (@+y)-y3 o) 1 — 64xs.
10. a) ax—ay—bx+by; 6) 14a3bx — 7a3b?+ l4a?cbx — Ta?bc.
11. a) ax?®—ay?—bx? + by?; 6) 9a3z2+9x2—16y2—16a%>

12 | Hajau ru H3] u H3C na 6poeBure 60 n 126.

13 | Pazmoxot r momsmomuTe: X3—x ¥ x3—T? M IATMIUM T HUBHMTE 3AEAHIIKHA nen-~
TEJN.

V.5. HAJTOJEM 3AETHUYIKY JEJUTEN (H31)
HAJMAJ 3AETHMYKN COOPXATEJ (H3C)

HajroseM 3aegHnyKky geaures. Hexa ce majfeny ABa IIOJMHOMA,
@u Ha [puMep:

xy(x+3) m x(x+3)2 ' 0]
HusHuTe HesmTeny, IoKpaj Opojor 1, ce:

— Ha xy(x+3) : x, y, x+3, Yy, x(xt3), y(x+3), xy(x+3)
— Hax(x+3)?:x, x+3,xx+ 3), x(x + 3)%
TyiemaMe fieKa TIOJIVHOMMUTE
x, x+3 u x(x+3) (2)
ce gemureny Ha obaTa [OJMHOMA, T.e. TME Ce HUBHM 3aCHEIIKN HeINTEIIN.

Ipuroa moxeme gma 3abenexmme fexa 3aeHIIKNAOT nemmren x(x + 3) e
coppIaTes Ha CEKOj Off 3ae[HIIKNTE NeMTeIN (2).

ZaeTHMUKMOT AemTenl Ha IBa (1 noBeke) TIOJIMHOMM INTO TU CO-
OpXM CUTe HUBHM 3AEHHMIRM [eJIATeM Ce BUKA HAJrojeM 3aefHirIki
nexurenx (H3M) Ha TH€ TOTMHOMIM. v

Taka, H3]] Ha TOIMHOMNTE (1) e x(x+3). EBe yre ABa npumepa:

a) 3a moymHOMuTe 36 Y3, 5422y H3] e 18x2y? samuuryBame:

H3I (36x3y3, 54x?y°) = 18x2y3.

6) H3J (6x? (x—-1)? (x+y)? 8xy(x—1) (x+y)?) = 2xr(x—1) (x+y)>
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1. Hajmm ro H3JI Ha nmoamHOMMTE:!

a) 5x, 8xy; 6) 8xy3, 12x5y2?,
B) 2ab, 4ac, 8ad; r) 14(a+3)? (@—5), 21la(a+3)s.

Bo ropmire npumepyu u 3agaun, Haofamero Ha H3J] Ha magermTe mo-
JmHOMM Gerre momrme emHocTaBHO. Toa € CKOPO CeKOrall Taka Kora manxe-
HHTE IIOJIMHOMM Ce Da3JIOXKEHM Ha IIPOCTHM MHOMMUTEM (WDI Ha CTEIICHM
O TIPOCTV MHOXKWTENN), T.€ Ha IIOJIMHOMM IUTO HATaMy He MOXKe Ja ce pa-

3JI0XKyBaar.
Coopen Toa, H3]] na dsa uau woseke woauHOMU 20 Haoiame Ha

CACOHUOB HAYUN:

— JaneHuTe noJmHOMM Ke I'M pazjioxyuMe Ha IIPOCTH MHOXKMTEIM;
— ke ru moMHoxMMe MefyceOHO cHMTe TPOCTM MHOKMTEINL IUTO Ce

3aeMHIMIKNM 3a JaZeHUTe IOIMHOMM; IIPUTOA, CEKOj O HUB IO 3eMaMe Co
HaJMaJoT IIOKAa3aTelNl cO KOj ce jaByBa BO PA3JIORKEHMTE IOJIMHOMMA.

IIpumep 1. Ja 20 najoeme H3I na @oaunomuiie
6x3—-162, 8x2-172, 4x2—24x+36.

Pemenne.
6x3—126 = 6(x3—-27) = 2 - 3(x—3) (x*+3x+9);
8x2-72 = 8(x2—9) = 23(x—-3) (x+3);
4x2—24x+36 = 4(xr?2—6x+9) = 2%(xr—-3)%

Cera, nocramyBajknu xako norope, ke najaeme nera H3J] Ha na-
OEeHVTe IIOJMHOMMA e 2(x—3).
2. Hajau ro H3]] Ha mosymoMitTe:
a) 2a?—2ab, 8a2-8b% 6) 3a, 5b;
B) a3—4a, a*—4a3+4a?, a*—8a.

3abenemxa. ITo/ofHOMM IITO HeMaaT APYT 3aeJHMYKY AeATEN OCBEH
1 ce Buraar zaemmo mpoctM moamHoMM. TakBM ce, HA HpuUMep, 3a X

5b, x2-1 n x2—4 u #Ep.

5 Hajman 3aexmn3aryu coppmares. [IopaHo peKOBMe N€Ka COXpHEA-
{ .

Yo Tex Ha eeH MOJMHOM € ITOMEOM KOJilITO e fesnfB (T.e. ce Hesmn
6e3 ocTaToK) CO JaXeHMOT.

SaexmuuKy conpRaTeJI, IaK, HAa ABa WM IIcBeKe majenvi moJmHOMM €
TIOJIMHOM ILITO € COZPXKATeN] HA CEeKOj Of HUE.

IIpumep 2. 3a Goaunomuile 6 u 4(x—y) 3aednuuxu codpacaiiean ce:
12z(x~y), 24x*(x-y), 60x(x-Yy)%y,

U, oUW Lo

2

12x{x—y) - P,

Kaje WTo P e npoM3BOJIeH ITOMMHOM (CO KoM GO IIPOMEHIDIBH).
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3Hauy, xea wim moeeke mamemy mosyHOMYM mMMmaar 06e3bpoj MHOry
3aeHNYMKM CONPIKATEIM; OHOj COApIKaTes IUTO e JeJMTes Ha CUTe APYTH
COOpIKATENM, Ce BMKA HAjMaJl 3aeHUIKM COXpIKATeN (H3C) Ha nmazeHnTe
TIOJTMHOMIM. ' ' :

Taxa: a) H3C wua noxuHOMMTE 6X U 4(xr — y) e MOJMHOMOT
12x(x — y); 3anuiryBaMe:

H3C(6z, 4@@-y)) = 12z(x—y);
6) H3C(12ab, 8a2c?, 6¢?) = 24a2bc*.
3. Hajam ro H3C Ha noamMHOMMUTE!:
a) 15abx?, 9ab3; 6) y3(2x-1), zy(x—1).

3a maofamwero Ha H3C Ha mMoJIMHOMM Ce TIOCTAIlyBa CIMYHO KAaKo 3a
H3A:

— IpBO, AajeHUTe IOJHMHOMM C€ PazjOXKyBaaT HAa MPOCTHM MHOXKUTE-
JoA; '

— 10oTOAa ce 00pasyBa IIPOM3BOJ, OF CHTE MPOCTH MHOXKUTENM; IIPHUTOA,
CeKoj Off HMB Ce 3eMa CO HajroJIeMMOT II0Ka3aTell CO KOj ce jaByBa BO pa-
3JI0KEHUTE IIOJIMHOMM.

Npmmep 3. Ja 20 najoeme H3C Ha doauromutie:

2a2—2ab, 8a2—8b2.

Pemenue:

2a2—2ab = 2a(a-b);
8a2—8b% = 8(a2—b?d = 23(a-b) (a+b).

Taka,

H3C (222 — 2ab, 8a2 — 8b?) = 2%(a — b) (a + b) = 8a(a? — b?).

4. Hajau ro H3C Ha noamHOMHUTE:
a) 3a, 5b; 6) a*—a?b, 3a2—6ab+3b2.

5. Hajmu ro: a) H3]I, 6) H3C Ha noaMHOMMUTE:!

x2~y?, x3-y3, x2-2xy+y.

bgBexﬁu

6. Hajmu rm cure ZeuTesM Ha IOJAMHOMOT
a) ax(a—2), 6) x(a— 2)3.

Tloroa Hajoy I CHTe 3aemHMIKY NeJDITeNM Ha HOJMHOMMUTE OX a) u 6).
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7. Hajm ro H3]] Ha nomHOMKTE:
a) 8x%3, 10xys; ) 6x%3, 15x3%*, 12z%;
B} ax(a--x)? x¥a+x) (a—=x), ary(a—x)3.

8. Hajau ro H31 Ha ciaemuuse HoymrHOMM:

a) ax?—a?r, r3—ax?; 6) x2+2ax+a?, r*+ax;
B) a’ta?ta+1l, a*+2a+1, a2-1.

9. Hajmu tpu (pa3/miuHm) compxaTeNn HA IOMHOMOT 23+,

10. Hajpu ro H3C Ha nomHOMMTE:

a) 3x?, 4x3; 6) 15x, 6x2, 10x3;

B) Ty, x2+xyty?; r) 6xy+9y2, 4x2+ 6xy.
11. Hajmu ro H3C na nmoymEomure:

a) zy, x2txy, xy+y%

6) 3x—6y, x2—4xy+4y?, 2x3~16y3.
12. Hajmr H3C 1 H3]] Ha noamHOMMTE:

a) a’—Ta, a®-49a, a2—14a+49;
6) 2a3+12a2r+ 18ax?, a3+27x3, 2a2~18x2.

13 | 32 Xou paiMoHaNHM M3pas3y ce BelM AeKa Ce MACHTIIHM?
Samiuns aBa MASHTVYHY PAVOHAJHM M3PAa3M, a) HOMMHOMHM, 6) IpobHO
PaLVOHAJIIHIA.

4
14.] a) HOponxkara 3 npoumpu ja co 3;

60
6) Cxpatu ja gpomnxkara e (o HeckpaTiMBa);

5
B) CBelIM 't Ha €HaKOB MMEHMTEN IPOIIKITE: E u

| w

V.6. AJITEBAPCKM JPOIIKY; [TIPOIMMPYBAIGE M CKPATYBALE
@D Hexa A u B -ce momsoMu. V3pasor
A #
B (B # 0) (1)

ce BMKa ajxrebapcka ApomKa; u TykRa, A ce BiKa OGpouTel, a B umemmreln
Ha JpoIKara.

Ha npumep:
x x2—4 3 a-+b a+ 3b
y 2z 7 a-2 a’—ab

3 _V?E HUTH. C& CMe-

ce anrebapckm gpomky. (M obuyuHMTE APOIKM KaKoO: .-,
TaaT 3a aarebapckm.)
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1. 3amum HEKOJKy anrebapcky ZpOIKM CO MMEHUTENX a) 6e3 mpo-
MeRJMBM, 0) CO IPOMEHJINBH.

Exua anrebapcka ApomKa, Kako u 0OM4HO, MMa CMMCJa €aMO KOra
MMEeHUTEeNOT Ha APOITKATa e pasaudeH Ol HyJa.

Cropej Toa, Gpomerausuilie 8o aazebapcraiia OpoiKa Mmoxce Oa 2u
APUMAGTL CAMO OHUE BPEOHOCTIU, 3a KOU UMEHUULLA0W do6usa spedrocl
pasauxna 00 Hyaa; 33 HMB Ce BeJyM [eKa ce ,,MOMyIITeHM BPefHOCTH Ha
NpoMeHIMBMTE BO Aponkara‘ My ZeKa ,ApouKara e aeduHNpaHa 3a THe
BpeTHOCTH,

Ha tpumep, 3a anrebapckara JpornKa
-y
y—>5

HOIYIITEeHNTe BPENHOCTM 3a T ce cure peaamy Opoesu, a 3a y — Cure
peaymu 6poeBu, ocBer 6pojor 3.

2. Opmpemy ™ KOIYUITEHUTE BPEJHOCTV Ha IIPOMEHIMBUTE BO IPOII-
Kara:

x2—y? a+ 3b

a) —_—

2xy a?—ab

3. Cnopemy T BpeImHOCTUTE Ha CJE€JHWMTE JAPOIKM, 3a JaJeHuTe
BPEQHOCTY Ha ITPOMEHNMBUTE!

3x 3x? ) _
a)a:__2 u e 3ax: 1,3,5;

a ab
6) p— u . 3a (a, b): (2, 1), (0, 5), (—1, 2).

A C
3a gBe asrebapcKyt IpOITKM 5 " 5 ce Bely JeKa Ce MAECHTHMYHO

eIHAKEBM, aKO 3a CcekKoja KoMOMHamMja OJ IOOMYyLUTEHWUTE BPEJHOCTM HAa
IPOMEHJIMBHUTE BO ABETE IPOIKM COOABETHMTEe OpPOJHM BpENHOCTM Ha THe
OpPOOKM Ce eTHAKBM; BO TO] CJy4aj PaBeHCTBOTO

A C
B D
ce BMKA MAeHTHTeT (HaJ] MHOXKECTBOTO JOITyLUTEeHM BPETHOCTU).

TaxBy ce, H& NPUMep, APOLUKMTE O] a), OFHOCHO 1oz 6), BO 3anayaTta

33 MEEeHTHYHO efHAKBMUTE ajirebapcky APOMTKM, KAKO M Kaj obuurmre
OPOIKM, BAXKMN:

o)
==—<=>AD = BC !l B#0 D#0). 2

oh
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3aberemka. Exua anrebapcka apomka CTaiyBa o6uyHa ZApomka
KOra IIpOMeHJIMBNMTE C€ 3aMeHAT CO HMBHMU Aonymreny BpexHocTy. ITopam
Toa, 33 anrebapckmure aponxm Ke Bamar ey cBojcTBa M Ke moxe ma ce
M3BpILIyBaaT OllepaIpii HA MCT HAYMH KaKo Kaj obiaHmTe mpongmy.

6 IIpomupysame mHa anrebapcRa apomka. Ao u Opourenor u
OD VIMEHMTENIOT Ha anrefapckara Aponka (1) ce MoMHOXM €O MeT
NoMvHOM P pazmirden on Hyua, ce mobuBa mponka mTo e MeHTIrIHO exn-
HaKBa €O 3amazeHara, T.e.

4_4-p P#0
—_=“3 .
B B-P (3)

Bo 10j cayuaj ce Bermt geka AaZleHaTa NpollKa € UPOoIIMpeHa CO IO~
HOMOT P.

CO UOAUHOMOW T + 2.

Hpumep 1. 7a ja dpowupume Opouxaiia z

x+2
Pemenmne.
- -2 x+2 2-4
x — 2 - @ —-2) ) _z ’ z# -9
x + 2 @+2) (x+2) x+2)2°

(Moxkeme na ce yBépuMe neKa pobuenaTa mponka e VIXEHTIIHO ef-
HaKBa CcO majleHaTa, Co IIOMOII Ha CBOjCTBOTO (2); IIDOBEPM CO MHOIKEHe
OeKa ,

(x—2) (x+2)2 = (x+2) (x2—4), x # 2)

. 2x
4. IIpouwpu ja AponKaTa — CO NOJIMHOMOT:
. x -
a) 3x; 6) 1+ux; B) x2+x+1,

' CeenyBame ma anreGapceu aponmsm ma €IHAKBM MMenMTe M. Co

E@u IIOMOUI Ha CBOJCTBOTO 3a NpOLIMpYBake, &Be wmr moBeke

APOLIKM MOXKe fa Ce NOBeZaT Ha eTHaKBM uMemyTe/ms. Taa TocTanKa Moxe
Ala Ce COrvena ox pelleHMeTo Ha CIeNHABa 3aJaya.

3anaua 1. la ce dosedatli na ednaxsu umenuiieau caednuse Opouru:

b a 1
a2—a’ ab+b az—1

Pemenue. BapamoT ymenuTen moxe fia Ouzpe camMo Hekoj COnpIKa-
TEJ1 HAa MMEHWTeNNTe Ha JafeHMUTe APOIKM; HajIIpDaKTMYHO € fja ce 3eMe
HMBHMOT HAjMaJl 3aeJHMIKM coxpmaren. 3artoa Ma ro ompemume H3C
Ha MMeHWTeInfTe:

12 Marematuxa 3a I TO/MHA IPMPOZHO MaTeM. CTPyKa 177



ab+b =b(a+1);
a?-a = a(@—1); H3C:abla — 1) (@ + 1)
a2~1 = (a—1) (a+1).

Criopes Toa, aKO IIpBaTa APOIIKA ja mpoumMpume CO a{a—1), BTOpaTa
co b(a+ 1) n TperaTa Cco ab, Te ke yMaaT egHAKBY MMEHNTEDL:

a _ a al@-1) a¥a — 1)
ab+b ba+1) ala-1)  ab@-—1)
b b ba+1) _ b¥a+1)
a2—a¢ al@—-1) b@a+1 ab@z—1)’
1 _ 1 ab B ab
a2—1  a:—-1 ab  (@*—lab

5. JloBemu I't Ha €AHAKBY VMEHUTENM JPOIIKMUTE!

r vy . 6) Yy x
4a’  3a2c’ -1y XY —Yy?

a)

U——' CrpaTyBame Ha ajrebapcka Aponka. ‘ecro mam ce jaByBa IIO-
0 rpeba ma ce ympoCTM JaZeHa APONKA; TOA Cé IOCTUTHyBAa MCTO
Kago Kaj obyummTe APONEM — CO CKpaTyBase, T.e. CO Jejeme i Ha Opou-
TeJIOT M VMEHMTENOT CO MCT TIOJMHOM P (pasiudeH Of HyJa), T.e.

A_A:P P
B B:P ( ):

3a Taa HeJ, Haj3rogHO € GpoMTeNoT U MMEHMTEIOT Aa Ce€ PasjioxXaT
Ha mpocTy MHOXMTemn. la pa3sriefiame efeH IpuMep.

Ipumep 2. Ja ja cxpaiiume dpouxaiia

axr —a?
ax?—ax
Pemenue.
axr —a? alx —a):afx —a) 1
ax?-—a* ax(r —a) :a(x —a) x

6. CxpaTu ja gponkara:

6y x3 — 4x2

2) 21aa:y; ®) x2—16
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@GBezxﬁu

7. 3a xonu BPEIHOCTM Ha IpOMEHIMBaTa I, HeMa CMucJa n3pasor:

x2+4xr + 4

x
a) — 6) ——2
) @x+2)@x-1 ) X3 —4x
8. 3a Kou BpemHOCTH Ha [IPOMEHIMBHTE, CJIeAHMBe anrebapcKu AponkM ce neduHn~
PaHM (MMaaT cMMCIIa):
a—3 2a + b .
a — 16b’ a%—ab3’
9. Onpemn xou ox mamerure PaBEHCTBA Ce MOEHTUTETH:
Ty2 4 . 12x3y3 3y
a) 40 6 —Z¥ _
5x 10x3 8yx* 2x
T+ 2 2+
B) =
r -1 ri-x

10. Ilpowupyu ja cnemmHasa anrebapcka aponka:

4 2q2 '
a) — co 3x? 6) — co 4ax?
S5x 3x
r?—-x +1
B) ———————cox + 1 (,_+l¢0)
x~1
11. Ceem:t rv ma €AHAKOB MMEHNTEJ APONKNITE:
x 2a 3 1
a) ) —y—; ) , —a; B ! !
6y2 4x3 3z -6 2xr—4

Trhay 4y 2oy xioga

12. Ckparu ja gponkara (mo HeCKpaT/mBa)

1203 — x5 9x2 -4 ax - ax?
—_— 6) ; B T
8asx? bax + 4a a¥r + ax
13.] U3Bpumn ru HazHaweruTe orepami co (obuurM) apomKu:
2 3 3 5 3 5 6 3
a) - + — 6) - + = B) — » —; ) - 1 —.
5 5 4 6 4 6 7 14

V.7. OIIEPALIMIM CO AJITEBAPCKH OPOIIKY

AunrebapcruTe Iponku ce cobupaat, onzeMaaT, MHOXKAT U AeJaT Kaxo
M 0OMYHMITE APOMKNA.

ﬂ Cobupame u oxzemame. 36upow na anrzebapcru Ipouru co ed-
@ 8 HaKsu uMenHuileau e Opodxa co ucil umeruiien, a bpouiien
e0naxos Ha 36upoil 0d bpoutieautlie na cobupoyuize, T.e.

A B A+B
+ p—

M MM

(M # 0) 1)
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6¢c - 3+4+6 7+6¢
I T ¢ - (@ # 0).
da? 5a? 5a2 5a2 5a?
1. TIpecwmeraj:
2 4c -1 2x—y =y y—2x
a) — + — + — ) + +
3a 3a 3a a—3 a—3 a—3

Pazauxaiia Ha Ose aazebapcku OpOUKYU CO eOHAKBU uUMeHUTIeAU e
dpoiixa co ucil umenullien, a 6pouilier ednaxos co pazauxaiia 00 6pou-
WenolW Ha HamareHuKoll u 6pouiienoill Ha HAMAAUTTLEA0W, T.€.

A-B
e .% _ %= —— %0,
(2)

IIpumep 2.

8x—-3 _ 3x—9 _ 8x—3 — (3x—9) - 5cx + 6

2r—1 2r—1 2r — 1 2r — 1

2. IIpecmeTaj:
a+3x a—x 1 2a a
— - §) -
3) a a’ ) 1-x -1 Tz

3a Oa ce cobepati uau 003emaili GpOUKU CO PA3AUUNU UMenHuUlle-
Au, Wue Upso wWpeba da ce csedalli Ha OPOUKU CO UCTUU UMEHUTLEAW.

IIpumep 3. Ja 20 Hajoeme 36upoii:

a+.r+ x _ x?
x x—a x2—ax

Pemenne. 3a Jla T CBefieMe APOIKHATE Ha MCT MMeHMTes, Ke ro Haj-
JTeme H3C on HMBHMTE MMEHUTEIM:

H3C (x, x—a, x?—ax) = x(x—a),

a moroa Ke rm 3ammireMe CO MCT MMEHMTEN:

a+x T 2 (x+a) (x—a) + x - x —x21
+ - = =
x r—a x?—ax x(x —a)
_ x?—a?tx?-gx?  x?*-a?  (x—a)(@x+a) _ x+ta
- z(x —a) T x(x —a) x(r — a) x
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3. IIpecmeraj:

3z _ 1=e? o 1 1 _ 1
a) P) 3r ’ a-1 a+l a?’

poussodols xa dse aazebapcru Opouxu

6 Muoxeme u peneme. IT
o e dpoaxa 4uj 6poullien e ednakos na Upou3godotli 00 bpouilie-
aKo8 Ha Upouszsodoili 0d

Aulie Ha mHoNCulieauilie, o UMEHUITLENOW e edn
uMerutlieauliie 00 mHONuenuilie, T.e.

A C A-C ‘
a.¢ (B*0, D+ 0).
B D B - . .
D 3)
IIpumep 4. 7
' 43 . 6ys _ 4x3- 6ys _ 24x3ys v ogys .
3) 3y2 Bzt T T3y hgd 15x%2 — "5z
-1 z+3 @—1) @+3) @=1) @+3) 1

6) *3=9 32-3 ~ @2—9) (3z=3) T @)@ 33 @=0 3@x-3)

4. TIIpecmeraj:
x2—1 5x—10

2a 3x
a) —- - 6) .
5¢ 4ac x—2 3—3x2

Henewmero Ha anrébapcky Ipomky ce BpUmM MCTO KaKO Xaj obudxure;
VIMEHO, KOAUYHUKOT Ha Oge Opouxu e ednaxos co Upou3godotw 00 deneru-~

KOW U peyuapounailia 8pedHoci 0d deauiienotl, T.e.

A.C _ A D _4p (B*0,C#0,D = 0)
B D B ¢ T Bc

Ipumep 5.
ax? = 6a? _ 9axr?  5cx _ 45ack3 _ 3x3
10c® ° 5cx ~ "10c3 6a2 ~  60a%? dac’

6) T2+ 2xy+y2 L xty (x +y)? S 2r+1 _ T+ 1]
4r?—1 2x+1  @r-1) 2z +1) Tty or — 1

5. IIpecmeraj:
a?—9x? qg2-3ax

4y
8) 8z%y: 6) .
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aponkga. Ha mpumep:

6 a-1 y_ 1
2 5 3x-1 x xy
—E—, a+1, 4 ’ x-}-f
x 1+ 3x y

ce nBOjHM anrefapCKy APOIKH.

Bojau anrebapckyu aponku. Jponxka yyuj GpouTen UL VIMEHM-
Ten e mpobeH palMOHAJIEH M3pa3 Ce BUKA JBOjHA aJjredapcKa

Cekoja mBOjHa asreGapcKa ApOrNKa MOXe MIAEHTUIHO Aa C€ TpaHC-
dopmypa BO anrebapcka APOIKa, aKO HEJ3MHMOT Opouten ce mozemL CO

mmennTesor. Ha npimMep:

6
a)Ef_ 6 .3 _6 =z 6z _ 2
3 - x2 x x2 3 3 «x
x
a2—1
5 az—1 _ (@e-1) @+l _1__=a—'1.
8 -1 = e+ 1) = 5 a+1 5
y 1
x y=(_y___1_) (x+£)=
B) - +x x Xy Yy
Sy
_ oyl mytr _ @-LEHD y - v-1
R zy @ + 1) T
6. Tparchopmupaj I FBOJHMTE NPOIKIL:
., a
o Z2T 2 1+ =
X a—1
U—; Bexou
7. Ilpecmeraj:
a) _2.1 4r -9 E_ 5a 3x2-2r -6 2r2+ T — 4
3y2 3y ' 4x?  zz x -5 x -5 ’
8. M3Bpum ri Ha3Ha4YeHyTe ONEPALNN:
a) x _.7;—2; 5) 2z +Zi+ 3_ a + 3b a+b
xz -3 x -y x z+y a—2b 2+ 26
1_)a—Zb 3a + 4b a+b
2a +b 2a - b a

182



9. JizBpum v Ha3zHa4YeHMTE olepappi:
x+2 -1 5 1—-x
2x? — 2x +x2—-2x+1 x?—2r -4

a)

10. IIpecmeraj rm IPOM3BOZUTE: ’
x - x2+ Y
v, . 6) (wimy?) - —2
r+y xy-y* r+y

x¢+x3+x+1 2x2+2
-4+ —-1 T3+1

B)

11. M3Bpum ru Ha3HaYEHNTE Ollepaumn.

24
)M . (5a + 10); 6) (
a+3

3 ):(a—3= 32 )
3 y 2a—6

1
Q=

R
+
@ -
S
—
B~
I
< | -
S

B) (Za——] +

12. Tpancdopmmupaj ru ggojuwre JpOTIKM:

1 1 3a2
—+ = 1-
r ¥ 6 1%

a)

l.z_yt

2xy a

13.| Ynopoctst ™M cllegHMBe M3Pa3y:

47 x6 3. xd
a) —; 6) —; B)
49 ¥ x?

V.8. CTEIIEH CO IIOKA3ATEJ LIEJ BEPOJ

@ Bo emna o mperxomHMTe JIEKUMM Ce MOTCeTUBME Aeka 3a ¢ + 0
0 M m > 7N BaXy PaBEHCTBOTO:

aqm: gt =qm—m

JlecHo ce yBepyBaMe jAeKa JeBaTa CTpaHa Ha paseHCTBOTO (1) mMa
ecMucra m3am =nusam < n.

IIprvepn: 1. 1. 23:23=1.

2. bS:b5=1(p*0).
3. an:an =1 (a+* 0).
a? a-a 1
4, = = (a# 0)
a® z-a-a a
2 - 1
5. 2o 2% . (@#0),
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Ago paBeHcTBOTO (1) ro mpMMeHMMe 3a KOJMYHMIMTE BO TOPHMTE

npuMepH, He BoxejKyM cMeTKa ZeKa BaxkM CaMo 3a m > n, M A00ueHoTo ro
cropenmvme, ke nobueme:

1. 23:23 =233 =2°

T.e. 2° = 1.
9’ bS:b5 = b55 =b° rTe b°=1
3. aa"=a""=a", Te. 1.
2 1
a
4. — =g =at, Teal= -
e a
at 1
5. — =q24=g"2 Teal=—
at a

ITo c/oruHa mocranka MoxeMe za nobmeme u aeka
-3 — 1 1

OBa HM JaBa MOBOJ fa BOBEAEME M CTEIEHM CO MTOKa3aTel. HyJa

M CO IOKa3aTels LeJ HeraTuBeH Opoj 3a Ja MOXe paBeHCTBOTO (1) za
BazKM M Kora m < n. 3aToa 3eMaMe IO AediemIja

a°=1nua""= — (@ # 0).

Co oBa M3BpIIMBME NpPOIIMpYyBake Ha IOMMOT 3a creneH. Co
TOA, CTEIIeHoT a” 3a a * 0 MMa cMycia 3a Koj 6uno nex 6poj 7.

Jocera mM3BpIIMBME HEKOJKY IIPOLIMPYBalha Ha IIOMMOT 3a 6poj.
IIpuroa, cexorai BofeBMe CMeTKa BO HOBOTO MHOXKecTBO 6poesyu na

BaxaT CHUTe BaXKHJM 3aKOHMTOCTHM IIITO BaxKkeje IIpeXR TOa. Hcero raxa,

¥ TykRa Tpeba ma JorRazkeMe JieKa 3a HOBOTO ITPOILUMPYBAIbE HA IIOMMOT
CTeIleH BaXXaT PaBeHCTBAaTa:

1° a" - g = g™
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20. am : an = am-—n’ 30. (am)n —_ amn.
- a\m" a"
€ (@) =y, 5 (.b_) == (m n€Z, as20£8).
Ke ro goxazkeMe 1ppBo paBeHCTBOTO 4°: (@ - b)” = a” b®

a) 3an = 0 umame (a - b)° = a° - b°. JleBaTa CTpaHa e efHaKBa
Ha fmecHaTa, 6uaejku (ab)° = 1ma®b°=1-1=1,Te 1=1

6) Hekan = —k (k > 0).
(@b} = (ab)* = 1 1 11

ek -k —
(ab)*  at-bk gk bE av-b @y’




1. Ha noTmosmo ucT HauMH Ce JOKaXyBa JeKa Bakyu U paBeH-
crBoTO 5° Jokaxkm! '

HAoxkasute Ha pasencTBara 1°, 2° u 3° ce MasKy nocnoxemn. Taka, 3a
IOKa30T Ha paBeHCTBOTO 1° Tpeba ja ce pasriefaaT HEKOJKY CIydYay BO
3aBMCHOCT Off 3HAKOT Ha OpoeBuTe m, n ¥ m+7n M JaiM HEKOj OX HMB e
HyJa.

Hue ke ro pasrnename caygajor koram > 0, n < 0 u m+n >0.

Heka n = — k; roramr m — k > 0.
m _ am -
a-a"=g". gk < —;:a’" k=a'"*“, T.e. a™- gN=gm+n
aJ

mTo tpebaiiie ¥ fa JoKazeMe.

Mla moxraxeMe feka paBeHCTBOTO 1° BaxkM ¥ Kora €JIeH Ofi €KCIIOHEH~
™Te € HyJa. Heka n = 0 um > 0. Tora.

am-q°=gh-1=qn=gnto
Ha cmwryen maumu ce poxaxysa u 3a APYTUTE CIyday 3a paBeH-
cTBOTO 1°, a M 3a paBeHcTBaTa 07 2° U 3°.
IIpmmepn: 6. (—254)° = 1.
. 7. (x—1)° =1l3zax* 1.
2. Oppemy Kou 0f CeTHWMBE MCKA3M Ce BUCTMHITH:

a) (VTEN)(x —2° =1 B) (-5)°=1A5=1
6) (IxEN) @+ 1)° =1 r) 1°=0 v 0t =1

IIpumepn:

8. a5 a3 =qa53 =q2
9. qg3- a2 =g (=304 (~2) — a=s
10. (a3)“4 =q3 (4 = g-12

11. (@53 = q?s

19 @7 a® a8-a%  eafd) o gerses 2 go o
a

-5 a5

3. 3Bamming rM KaKo CTemeHy CO OCHOBA I CIIegHUBE UIPABI:

a) x=3 - x5 B) (x72)3 - x4
N—2. 15
6) (@9 ) = —
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Jla BuIMMe KaKO ce CTeleHyBa ApONKa CO HeraTMBeH TIoKa3aTen
Yo (mpua#* 0ub# 0):

3Hauyy, OPOIIKa Ce CTeleHyBa CO HeTaTMBEH ITOKal3aTel Ha TO] HAYMH
ITO Hej3MHaATa peluMIIpOYHa BPEeNHOCT Ceé CTEINEHyBa CO CITPOTUBHMOT 6poj
Ha JageEMOT II0OKa3aTel. )

4. 3Bamim I ¢o MIO3UTHBEH II0Ka3aTetl CIeTHMBE CTEIIEH:
. 3 )—2 1\"™m™ €T -3
o(3) oz =)
) ( 4 5 ¥
5. Hpecme"raj ja BpemHOCTa Ha CJETHUBE M3pa3i.

1\1 1 -2 1 -3
a. 171+ 272 4 3-3, 6. (_) +(— —~(—)
3 2 3 ) 4
Cekoja aApomKa. BO Koja ¥Ma CTelleHM CO HeraTMBHM IIOKa3aTesm

MOXKe na ce TpchdpopMMpa BO JPOIIKa CO CTElIeHMn 0e3 HeraTMBHM II0Ka3a-

. . A )
resm. Vlerto Taka, cekoja DPOIKa MOke Jia ce sammie co Gponten 1 wum co
uMeHNUTEN 1. ) »

3H—4 3,3
IIpumep 13. a. f_b__: a-wc )
c~3d b4d
6 a3b— . 1
e3d ~ a73bc3d
a3b4
i a’bic*d*

6. 3ammm i Oe3 HeraTMBHM I10Ka3aTe CIeTHMBE M3Pa3¥u:

S5r 7%y 6 4-1p3cs

a. .
>3 a-2

7. 3ammmyu ™™ co Gpouren 1 cioenHMBe APOITKU:
32q2p 5x—2b3
a — 6. ———
ct c?
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Onx ucropujaTa Ha MareMaTMKaTa

HeraTusrm mokasaTtemns Ha cTemeHu ce cpekaBaaT yIITe BO HeJIOTO Ha
H. Myxe , Hayka 3a 6pojor Bo Tpu mena“ (XV B.). IIpB cHCTeMaTCKy MOY-
Haym fma r yrnorpebysa M. IbyTH, KOJIITO BO €NHO O CBOMTE IDICMa Of
1676 rogunHa mmryBa: ,,Bunejkn anrebpmcTuTe, HaMECTO aa, aaa WTH. IOH-

. 1 1 1 _
uryBaaT a?, a3 ¥TH., Taka ¥ jac ... HaMeCcTo _ , = 3 IoaIryBam a1,
a~?, a3 uTH.“ a

buBemﬁH

8. Ompemr wow ox cremmee yckasu ce BUCTHHUTH:

a T3 72 =1 A (—345+18)° = 1
6. (vxeEN) (z-5)° =1
B.(VZEN) (z2+ 1)° = 1.

9. 3ammum ru Kako cTemeH co ocHOBa b (b # 0) cnemmse u3pazmu:

8.

a. b=3 - p2 B. be b
b-2

6. (b3)73 - p* r. 732 : (b33,

10. 3amuaum CO MMO3MTMBEH NoKa3aTes CJIeIHuBe U3pa3n:

7% 1}-2
2 [?] ; ® (7)

11. TIpecmeraj ja BpemHoCcTa Ha CHeHMBe M3PA3N:

1\-2 1\=2
b (U2

12. 3ammmm ru co 6pourten 1 ciaemuuse AP OTIKM:

a-3p4 32r-1y3
a) (@, ¢ *0); 6) ——— (x, z# 0).
C—2 24

3A,lIAW 3A IIOBTOPYBAKE M YTBPIYBABE — V

1. ¥Ynpoetu i clemHmBe u3pasu:
12 - b
a) x4 - x19 6) x24: xs; B)
117

2. Cremmee uM3pa3sy OpeTCTaBM It BO BMK Ha CTENeH CO OCHOBA a:

a) (a%%)3 6) (a2z*a%); B) (q3az )3.
at
3. JloBenmy ro Ha HOPMAaJIeH BUZ NOJUHOMOT
a) 3x%y 4dxy3; 6) (—2z%)3; B) 4xy?—2x% —ry’+ Sy
Iloroa, npecMera).ja HeroBaTa 6pojHa BpegHOCT 3a T - - 2ny = -1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

HpOBepM DaJi € UXEHTUTET PaBeHCTBOTO!:
r2=2x+4 = (x-2)%

IIpoBepn masym paBEHCTBOTO
zHy?—(r~y)* = 2xy

€ MOEHTMTET U NOoTOoa MPEeCcMeTaj ja BpeaHocTa Ha U3pasoT
x2+y?—(x-y)?3ax = 25,y = 26.

MSBPHIM M Ha3Ha4YeHUTE OoNeparmu:

a) (x + 2y) Bx — By); 6) 6 — =)} B) (3 + 2x)
r) (xty—3)% o) (2r—3+4y)*-
(2x—3+4y)? = [(2x—3)+4y]>

CrefiEiOT M3pa3 MPeTCTaBy FO KaKO IOJMHOM BO HOPMAaJeH BUM:
a) (3x + 5x%)% 6) (5xy — 6x%y?%
B) (4x + 3z2)3; ) (2ry — 3z%)%.

JoKaxky fleKa e WAEHTUTET CJeXHOBO DaBeHCTBO!

a) (ax + by)* — (ay + bx)? = (a*—b?) (x*~y?);

6) (x + y)? =xx — 3yY)* + yly — 3x)2 -

WaBpim Iy HasHAYEHUTE OlicDallym:

a) (9x%3 — 6x%yd) : 3zy* 6) (x5 + 1) : (x + 1);
B) (9x2 — 15x — 10x3 + 6x%) : (2x2 + 3).

Pa3moxy ro Ha MHOKMTEIM ITOJMHOMOT:

a) 15ax? — 10aZx; 6) 6xsy3 — 2xy? + 4adys.
Pa3noxu ro Ha MHOXKUTEIN IIOIMHOMOT:

a)ar —ay + bx — by; 6) a2 —a — 5a + 5;
B) ar + 2a + bx + 2b + = + 2; r) x3 + 3x2 — 4x — 12.

Pa3noxu ro Ha MHOXMTENIN TIOJHMHOMOT:

a) 9z2 - 47, 6) @ -~ y?-ak B @ - - - 3>
Hajm ro H3]Il Ha noamHoMMTE:

a) 18a2b3c4, 24a3bc3, 36a%b2; 6) ab*+a*, a?b*—a*b?-

Hajmu ro H3C Ha nomaOMMTE:

a) ¢® - 2a2+a, a*—a? 6) a2+ ab + b2, a2 - b2,

CxpaTi ja JpouKara:

x2~9 3+ xy?
a) —————; 6) i
z2—6r+9 T4 —ys
IIpecmeraj:
2 3 r+1
+ .

-1 x+1 x2-1
VISBpIIDM T HaSHAYEHUTE OTEPAIIN:

a—3b a?+ab x - EA
) — - 6)1+——);L_y_."_+_x
a+b 2a—6b 1 —x 1—x2 1—y?



18.

19,

Yrpoet rn aBojHuTe JPOIIKY

3 | i
r+= —_—
a) = g =2 !te
4 ! i
— -z

}—a l-_f-_a

3Bpunt v masnavemyre ornepars:
a) a%- a3 6) (a3~ B) af:qa72,

IIpecmeraj:

1\
a)(‘z‘) + (=3,

6) 4-25-8- 234+ 094,
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“ OAT'OBOPH, YIIATCTBA
M PEIEHUJA






OAT'OBOPU U YIIATCTBA

L EJIEMEHTH O MATEMATHYKATA JIOTUK A

L. 12,1, 0.22,0,0-3.10) = Tug) =Tt () =1.4.a)T.6) L.5) L. T.6. a), £).
7.6), 1), 7).'8. a) L.6) 1.8) L.

I2. 1.a) T 6) L B) L. r) L. 2. a) L.6) L.B) L.5. a) 7 e noman wm e €THAKOB CcO 8;
T(7T<8) = T.6.2a) 3% ox 200 5e e 6 (um1: He e Touno mexa 3% oz 200 e 6.); T(30%
of, 200 He e 6) = L, r) T(26 He e genus co 4)=7.7.a)T.6)T.8) T. 8. a)T 6) T
T.m L.9.a)T(3]27 v 3[35) =T. B)T(3135 N 3124) = L. 10. Cure mckasn ce
BUCTHHMTH. 12. a) KusaTa He e meram; L. 6) 3+ 5, T. r) (—3) (—5) # —15; T. 13. 6),
B), I).

13. 1. Bucrmnmi ée a), B), 1). 2.7 (2 | 52 =>4{52)=T,T(4 |52 => 8 | 52) = 1,T(8 |
52 => 4152) =T 3.6)p =>q:(1>3) => (3=0); g=> p: 3 =0) => (1>3);
Tp=>gq) =T =TE=>p). B)p =>g; (5|7) => (5{35); gq=>p:
(5135 =>5|7; TE => 9 =T, 1T(@=>p)=1L 4 a),6),1. 5. 6), B).
6. a) TIpernocraska: 6 | 54; sakmywox: 3 |27. 1. a) TP => q) =g( _2l < 9 =>_2_
<1 = 1.82a)6)5),1.9a L 6T 5T. 10 6), 1. 11. a), 1), x).

I4. 1.7.4. (3p A 1q) => 7, KatemTo e p: ,,3 e mpocr 6poj*, q: ,,3 e napex 6poj*, r: ,,3
e caoxen 6poj“. 8. a) Bum Tabimma 1. 6) Buwm1 tabmma 2.

Tabauma 2.
Pla[Tp|p=>q\1pv q| (p => q) <=> (pv q)

Tabmmua 1.

) T T| 4 T T T
p|lq P AT Tl L L n T
+ LTl T T T T
LT + I I T T
7. a) Tasrosoruja, 6) HeyTpamma. 8. ExBuBasenTIHN ce copmysmmre mom a).
9. P Ag =>7VsILT VYmar T(p AD) =T,THP v 99) = T. 12. B) Bumu Ta-
6amua 3. §) Buan Taﬁmﬂxa 4. Tabmaua 4.
=> ’ =
Tabmma 3. Ple|ep 7114 s 19 =>7p F
T
plalpra] Prg =>p TTyT o e T
T T L L T L L T
T T T
T L L T LT T LT i T
L|r| 1 T NN TR T T T T
1] L 1 T :
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13. a) u B). 14. Ilox 6) u mog B). 15. 6).

L5. 3. a) 8 He e cioxeH Opoj yum 8 He e KeyMB CO 2.6) 2#3 1 3#2+ 1. 4. 3aKOHOT 3a
saMeHa Ha MMIUDAKalpfjaTa, 3axoEmMTe Ha Jle Moprad ¥ 3aKOHOT 32 IBOjHa Heraumja.
5. a) 9 e memapeH 6poj u 5 e mpocT 6poj. 7. 36 He e memuB co 6 yum 36 e nemms co 3.
8. a) 9 He e caoxen 6poj wm 9 # 9. 6) 5<3um5*3+ 2.
9. 1(3p A mgq) <=> (1 A Q) <=>Np Vg <=>p V 1g. 10. p V q.
12. BucTmuTy ce 6) M T), 2 HEBUCTMHUTK Ce &), B) U L)

i.G. 1. a) — 1) Ha, co momxumon: a) u A) 1, 6) 2, B) ur) 3.2. t(P(d) = 4, T(Q3,2)=T,

T (RG, 4, 5)=L. 3. a) (4, 5, 6). 6) {(L, 6), & 3 G 2 6 V).» B0} 42
-1 T. 5. 2) (VzEN) @+z=2x). 6) (VTEN) (x>0). B) (ITEZ) 2z — 3) =6.
r) (yx€R) (x + 1=1+x). 6 a) 3a cexoj npupozex Opoj x, x + 5 =1 8. a) 1 B).
9.a)T.6) L.8) . 1) T 11)_J_. 10. a) {4}. 6) {1, 2, 3} B) {2, 4t. 11. Ha upumep:

(o, e (-5 1711- . 12.0) w6 T. 8) L 18 a)um T; 6), B) # 1) L.
14. a) Wa€N) (@ + 10 = 10 + a). 6) {3 XEZ) 2x + 1> 0). 15. a) 3a cexo] NpupPOAEH
6poj a, a2+ 1 > 0. 16. a He ceroj mpupopen 6poj e napex 6poj (mmm ITocTon npuponeH
6poj wro He e mapeH 6poj). 6) He mocTor npmponeH Gpoj mro e mapex Gpoj (ywim:
Cexoj mpupozseH 6poj e Hemaper 6poj). 17. a) AT EN) (@ + 1<2). 6) (VTEN)
(x+ 373+ x)

L7. 1. a) Kora GapeM efieH O IMpeKMHyBawMTe € BKJIYYCH.

65)

9.a)p VQ@ATASwWmM@ANTAS vV p.)li. a) ¥ B) 3a HUTY eQHa BPEJHOCT (KOHTpa-
IMKIDOoM), B) ¥ T) 3a Koja 610 BpemHOCT.

L3IIY.1. Mcrasu.ce moxg 6) mu ). 2. a) L. 6) T. B) L. r) L. 3. ITox 6). 5. llox a), B) u r). 6.
IIOJ:! 6). 7. 'Cm'e. 8. ITox 6). 9. ITox a) u B). 12. 8 e mapen Gpoj. 13. 3a KOHjyHKIM]jaTa,
IMCiyHKIMjaTa u exBuBaneHmyjarTa. 14.a) (3x€Z) (3x2+1=0). 6) (VxER) x*+1<0).

II. TEOPEMA, METOJII HA TOKAXYBAIE

. (IL1. 3. Hus najena Touka M IOTC He JleXM Ha KajeHa IpaBa p MMHyBa €fHA ¥ CaMO €iHa
\j [paBa g IITO € mapajeyEa co xafenara. 6.a) CuMeTpana Ha orceuxa Ce BUKA npaBaTa
IITO e HOPMAJH2 HA OTCEYEATA M MMHyBa Hu3 Hej3JHATa CpeAHa TOUKa. Tedumpavsn
moum e ,,mpasa‘‘. 7. a) [IpeceKoT Ha TeXRMIUHMTE JIEID( HA €[ieH TPMATONHME Ce BUEKA
rTemMmTe HA Toj TpMaromEmk. 9. (Ha mpmumep:) Hazsop o exsa mpaBa mMa 6e36poj

muory Togku. 10. a) He. 6) Ja.

I1.2. 3. IIpeTmocTaBKa €: ,,MHOTYaroJIFVKOT € TPMATOJEMK', a BAKJIYIOKOT: ,,301pOT Ha Hero-
ByTe BHATpenmy aris ¢ 180%¢. 6. EneH HeTHPMArOMHUK € TETVBEH.axo M caMo aro He-
roBMTe COPOTMBEI alyiy, Map IO Nap, ce CyILIeMEHTHH. 7. JoBOJeH ycNnoB 3a fABa aria N/
Ja ce eAHAKBY € THe arIX Ja ce HAKpCHM. IloTpeber ycJOB ZiBa aria 7ia ce HaKpCHM ev)
AP e arm ja ce emHakBu. 9. 6) IlpermocraBgka: ,.JdBa arja muMaar 3ae1vmq{f TrapaJeTHu
a LV Kpawpr”. 3axay4ox:, Tue armm ce eHAKBY WK cymemenTsy”. 10. a) YcaosHa. 6) Katero-
puuna. 12. a) YcrosHa ¢opma. Bo kaTeropidra: L Hamopegsnire arim ce CyIUieMeRTHHN .
6) ,Ax0 ZBa arya ce CYIIEMEHTEDS, TOranml Tye ce HanopegHK"; He e TeopeMa.
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B) ,,Jl0BOJIEH yCcJIOB ABa aria fia ce CYIUIEMEHTHM € THMe ha ce Hanopegsn”, 1), IToTpeben
yCJIOB IBa arja Aa ce HamopegH) € THe Aa Ce cyIuleMeHTHH'. 1) JJOBOJTHMOT yCJIOB He e
moTpebeH, a noTpeGHMOT yeroB He e mosomer. 1) Ilopami x), He e MoxHa GopMyIaIja
co ,,aE0 ¥ CaMO ago‘’.

IL3. 1. ITox a) (moxyc moweHc). 2. ITox a) u 6) (Mogyc Toxexc). 4. Bps ocEOBa Ha Moxyc mo-
HeHe. 6. Bp3s ocHOBa Ha moayc ToJieHc. 8. Bp3 ocHOBa Ha Moxyc moHeHc.10. Bpa ocHoBa

Ha Mozayc ToJieHc, 12. ITox a) u B).

IL4. 1. ITox 6). 2. Bps ocHOBa Ha MOXyC HOHEHC. 3. Bp3 OCHOBa Ha MoOxycC TojeHc. 5. Bps'

OCHOBa Ha Mofiyc ToleHc. 6. Bp3 ocHoBa Ha xomoTersrieH cuiorusaM. 7. Bps ocHoBa Ha
IPaBUIIOTO 32 KOHTPANOSUIMja.

IL.5. 5. Hexa AABC e mpoussoner (manpraj). Jla m mpoposmkime crpamute AC u BC (on
temero C) 1 Hm3 C aa nosjeweMe IMpaBa, ITapajiesiHa Co CTpaHaTta AB uTH. . ..

IL6. 2. Toxkas. ;[a TIPETNOCTaBMME NEKA IPABUTE @ ¥ € Ce CeYaT; HMBHMOT IIPeCceK Ja I'o O3Ha-
Tyme co M. Touxata M &b (3omrro?). Toramr Hm3 Toukara M MMHYBaaT ABe NMpaBy (@ u
€) IWTO Ce mapajyeyHy co mpasara b. Osa, IaK, MPOTHMBpEYNM HAa AKCHOMATA 3a Iapa-
JenEy npasu. Ilopagu Toa, He € MOXKHO TIPaBMTEe ¢ M C Ja Ce CedaT, T.e. THe Ce Iapa-

JIeJTHH,

1 1
IL7. 3. P, = 5 ah u P, =3 ‘ah ma P, : P, = @, : a,. 7. OpTonenTapor u LEHTapoOT Ha

OIMIIaHATa EPyXRHEMIa. 8. & =72° 7y =36° 9. Vmar. Texnumara .mlrxmjﬁc1 (moBae-
He€Ha OZ mpaBuoT arox #a AABC) mpopoimEM ja o Touka M, raka mro CC, = MC,, a
TIoToa NOKAXRM Jieka deTnpuaronsmror ACBM e npasoarommx. 11. a) Y. x:a =a: b.
6) Ox xdf =abc ce nobuma x:ab =c: df. Koncrpynpaj i, npso, orceukwure s =ab u

t = df (xaKo Bo 3afadaTa 6), a IIOTOA OTCEYRATA T = SC (xako BO 3amagara 5).
t

I.30Y. 2. (Ha npumep:) CHpoTHBHMTE arym BO NapaeslorpaMoT Ce emHaxBy Mefy cebe. 3.
AKO elHA IPMZMA e KBajap, TOTAI HETOBWTE IUfjarOEai1 ce ceyar BoeNHA TOYKA ¥
ce mperronoByBaar. 7. Toa e TeopeMa-CBOJCTBO 3a IIOIMOT IIPaBOATOJHMK, a Teope-
Ma-IIPUM3HAK 3a €QHAKBOCT HA JMjaroHanure (BO YeTHPHAroJyHux). 9. He. 10. Ia; co
mompyc Tonerc. 11. Ja; Moxye nomemc. 12. He. 13. Ha; moxyc Toixerc. 14. Ia; Moxyc
ToJIeHe. 15. 3aKIy90KOT He € NPaBMJIHO M3BELeH (eumm I1.3.B, mocimemnara MCEa3Ha
¢dopmyma). 16. Ha; npasuno Ha KoHTpanosmyja. 17. Ja; XuroTeTirden CHIOrM3aM.
21. Bo pamHocTpan. 22. 115° 120°, 125°. 23. Y. Bumm ja 3az. 9 og IL7.

II. IIPMPORHM M LIEJIM BPOEBU

IOL1. 1. He; 6pojor 1 He e caenfermx Ha npupozer 6poj. 2. a) T. 6) 1. B) T. 4. a) —
r) T.6.6) (50 - 6) - (15-4). 9.3a (2b + 3¢ + 1). 1l. a).A={(1, 2, 3, 4, 5, 6).
6) B ={9, 10, 11, 12}. 12. 6), 1). 13. a), 6), B). 14. a) Wn) MEN => n> 0) wm
(WynEN) (n > 02._5) @nEN) (n < 1). 18. 6) abd + cd + c. B) aa + ac + ba + be.
19. a) 5@ +b).6) @ +b)c+ (@ +b)m=(a+b)(c+m)2223,1,0,0, L. 23
6),3a x = 0. !

il

mM.2. 2. a —bEN<=>a>b 3. {7,9}).4.a ~bEN, <=>a>b. 6. {5n | nEN} = {5, 10,
15, 20,...}. 7. {1, 2, 7, 14}. 8. a) {18, 20}. 6) @. B) {(18, 20), (20, 14)}. 10. {0, 1, 2,
3,4,5}. 11. {6n |n EN}. 12. {12, 24, 36,...} = {12n | nEN); 12. 13. {1, 2, 3, 6, 9,
18}. 15. a), 6) u B).

3. 2. Ja. 3. He; ma mpumep, 14 + 2 € A. 6. He; na upumep, 2:5€EN. 9. AuC —ga; Bu
D —-mge. 10. AuD —ga; B uC — He.
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12. 13. (G, ,) He e TPyTONA.

[UNNCUN S
[ i L
[T R ]
(SR [ )
P ETINS

IML4. 7. a) —24. B) —65. 14. k = —4. 15. a) —7. 6) 1L. B). —1. 16. {@, 3), 3, 1), (-1, =3),
(-3, -1} 17. a) {1, 2), @, 1)}. 6) Besbpoj MHOTY.

IIL5. 1. a) KoMyTaTueer ¥ acolpfjaTuBer. 6) 1°—3° ») Huenmuo on cBojerBara 1° — 3% 3.
Ciure TpH; HEYTPAJICH €NEMEHT: € = 9. 6. He. 7. Bo {Z, -), Ha mpumMep 3 HeMa MHBED-
3eH, a TPYNOMHOT (S, *) He € acompjamiser. 9. a) KomyTaTuBeH % acomjaTuseH. 6)
Huexso. 10. Ceroj of HuB €. KOMyTaTHBeH, acoLMjaTMBEH, CO HEyTpajieH eJNIeMEHT: 2
aa (S, o), 16 3a (S, *). 11. a) Jla. 6) He. 14. a) Tla. 6) He; 0 Hema yueepsen. 15. Ja. 16.
6) 1; 2; —2. B) Ba3sr=4:x=2;3.2+x=11zxz=0

IOL6. 2. As u Ag. 5. —6, =3, 0, 2, 5. 6. PenamprjaTa € TPaH3UTHBHA. 11. a)x > —4.6) x > 1.
14. a) xzz —xy. 6) 3bc. 18. a)5=16) 3 <2 19.@>0 A b>0) v @<0Ab<
0). 20. a)x > —6.6) x > 5.

OL7. 1. a) u B). 3. 713500 A 7 | 42 => 71 (3500 + 42). 5. a) 2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23,
29 6. 3850 = 2 - 52 - T - 11. 9. a)a =ma, A b =nb,=>ab = mn (a,by), mTO
spauy gexa mn | ab. 10. a) AKO n € HapeH, roram 2 | n, ma (cuopen 9 6)) 2 | n(n + 1).
Axgo, IaK, n € HemapeH, TOraur n + 1 e mapesn, ma ro pobusame MCTHOT 3aryydoK. 11.
a) (2k + 1) - (2k — 1) = 8k. 6) Yo 2m-(2m + 1) = 4m (m + 1); mpumern ja 3af.
10 a). 12. a) 2 - 32- 11, 6) 32-7-13. B) 92.33-5 - 17. 13. a) 6. Ymar. 150 =2 - 3
52 2 -3 - 150 = 92 .32 - 52, ) 14. B) 182. 14. He, HE € cimeTpuuna, 6) He, He e
aHTHCHMETPIIHA. -

LS. 6. a) 25-32=288.6) 2 - 32-5 - 7 = 630.10. 6|a <=>(Fa,), @ = 6a, <=> @a)a =
9 - 8g,<=>2]aA 3|a 14 6) 22-3 519 = 2280.

LY. 2. a) = H3J@, b) => (@ la) A (@d|b) => @ay, by) (@ = da;Ab = db,). 6) ARO C | d,
rorant d = cd, 3a mexoj d, €N, ma mopazu a = da, nb = db;, nobusame a = cdas M
b = cdsb;, wWTO 3HauUM JeRa C la m c|b. 4.45. 5.9. 6.7 10. a) 7. 1) 42.
11. 6) 1=23036 - 1001 — 397 - 7655. 13. Ymar. VickopuctH ja Teopemara 2. 14. H3Q
(2ln + 4, 14n + 3) = 1 3a cexoj n € N; nmeno: 2ln + 4 = (14n + 3)+:1 + (In + 1),
14n+3=(7n+1)~2+1.15.9n+31=(2n+7)-4+(n+3),2n+7=(n+3)
-2+ 1.

TE10. 2. a) 39 u 67; 54, —23 u —30. 6. 39, 25 u -3. 7. Ja. 11. )ia, nopajy TPaH3UTUBHOCTA
Ha pemamsara |. .

ILi1. 3. 7. Yamar. 72 = 1 (mod 16), 765 = 7 - (72)%2. 8. Ymar. IIpumenn ja T.1. 7. Ynar. IIpo-
cnepu ro max mpwmepor 2. 8. 11 Gy - .- G848, <=> 11 l@@ —a + e — .- F
(-1)"a,). Ymar. 1= 1 (mod 11), 10 =-1 (mod 11), 102 = 1 (mod 11), wra. a) He.
6) Ma. 9. a) 1. Ymar. 6 =-1 (mod 7). 6) 4. Ymar. 82 = —1 (mod 5). 10. a) Ymar.
37 =2 (mod 7), 51 = 2 (mod ), 30 = 2 (mod 7), M2 g7r+2 + 517+ + 30" = 2" *32
4+ 97+1 4 27 (=7-2") (mod 7). 6) Yoar. 47 = 3, 52 = 3, 69 = 3 (cuTe N0 MOAYT 11).
11. a) Ymar. 62 = 5 (mod 31), ma Ge+1 4G+l = 25 - 57 + 6 - 57 (mod 31) mTH.
12. Vmar. Tloctams KaKo BO DPUMEPOT 5. 14. a) 7. 6) 0. B) 1. 15. Ymar. m (ca —
cb), m | ¢ (a— b); Ounejkn (¢, m) = 1, clenysa AieKa m e — b, mTo 3Hawy Aexa e =b
(mod m). Ha mpyumep: 44 = 20 (mod 8), T.e. 4.11 = 4 - 5 (mod 8), Ho 11 = 5 ( mod 8).

IML3IY. 1. {5n|n € N} = (5, 10, 15,...}. 2. {24, 48, 72,...3. 3. {B, 1), (3, 3), (7, 5)}.
4. a) Jla. 6) He. 5. M co * He e Ipymoui H3I (6, 8) = 2 €M. (M, o) e rpymoua. 6.
(Ya € Z) (3VEZD) @ + (—a) =0).17 {@, 5), 6, 1), (-1, -5), (-5, —1)}. 8. (S, +) e
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rpyma, a (S, -) He e — Hema HeyTpaner emement. 10. a. 11. a) u 6). Ta. B) He. 12.

{e, 0) |z €Z) {0, ¥} |y €Z}). 13.2 > 9. 14. 1) a) He. 6) Ja. 2) a) Za. 6) He. 3) a)
u 6) Ja.

15. a) n 6) KoMyTaTuBeH u acomyjatuseH. B) HekomyraTuses, HeacolyjaTuBeH u Hes
HeyTpaJeH eneMeHT. ) KoMyTaTuBeH,. acowmjaTuses, co HEyTPaJIeH eJeMeHT (e = ().
A) Mero xago 1), camo e = 2. f) KomyTatusen, a Heacomsjatusen, 6es HeyTpaJjieH
esemenr. 16. a) u 6) Acommjaruses, HeKoMyTaTyBeH, 6e3 HeyTpaseH enement. B) Komy-
TaTyBeH, Ges HeyrpaneH enement. x) Komyratusex, aCOLMjaTHBER CO HEyTPAJeH elre-
MeHT (¢ = 2). 17. a) [la; ¢ = - 2, x' = —4 — x. 6) He,mema MHBEP3eH, Ha NpuMep, x = .
B) He, HéMa ymHBepseH, Ha Tpumep x* = 18. r) He, He e acommjatusen. 19. a)xr =-2
6) x = 8. B) Hema peruense. r) Hema pewmenne. 1) x = 0; 2; 4 (Tpu pemrennja). 20.
a) n 6) Ja. B) He. 24. 1 e majmamor mpuponer 6poj (we e cuenbemmk Ha Hyemen
opuponeH 6poj); 1 e HeyTpaseH elxeMeHT 3a MHOKEIeTO; 1 He e HM IIPOCT Hil CJIOXKeH
6poj. 26. 1262. 28. 12. 30. 70, 181 u ap. 313L.7=3-35~-7-14;7=5-35—12
© 14; n gp. 32. a) @, b) € {(221, 117), (117, 221)}. Yomara = 13a;, b = 1356y, pu
WTO a1 ¥ by ce 3aeMHO mpocTH; 13aib, = 1989, ab, = 153, a1y = 17 - 9. 6) Hema
pememxe. 33. a) x = 7. 6) (z, y) € {(8, 0), (3, 5)}. 34. 7 | G .. GG,8, <=> 1T (g +
3a; + 2a) ~ (a3 + 3a4 + 2a¢) + ... . Vmar. 1 =1 (mod 7), 10 = 3 (mod 7), 102 = 2 ‘
(mod 7), 103 = —1 (mod T) wrx. 36. a) 1. 6) 4.

IV. PEAJIHV BPOEBU. IPUBJIMKHM BPEIHOCTH

4 4 a 2
IV.1. 2. a), B). 3. a), 6). 7. a), 6). 14. a) 5 6) 5 15. a) =1 97
3 1 2-a a+2b+4 2a z+1 a
2. 3. - ~. 1. - . 11. _—. — 12. a) .
Ivzsa)2 3)2 7. a) 5 6) 5 a)3b B) 5 )a_1
1 2a 6 x-3
B)a_b.13.a)a—+b~ 6)(1—:]: 14.a)x—_§- 6)-:27—2-5—
3 _4 . 5__17_3_5_4 31
IvV.3. 2. a)g >7—.4. a) u B). 7. He; 2 Hema mz:laepaen. 8. — §< g<i<§< 3 - 923'
IV4. 1. a) 0,75. 1) 1,1625. 2. ). 6) 5) 32 =. 6. 0,06 0 =3.9 _1g 10, 9,128 (mpu-
5 8 100 50
6s00KHO).
i 7 5 26 4 -
IV.5. 1. a) 2,5000... 6) 0,333...3. a) 25. 6) GH-B)-EE.r),—i - 4. 0) 4,3207 > 4,3158. 5. a)
8,23051... > 8,23042... 6. a) 2,1(6). 6) 4,25(0). B) 0,(461538). 7. 4,0(45'). 8. a) g B)
18 23 .16 . 1 497
1. 9. — 5, . —. = . 11 — . .
9. a) I B) 999 10. a) 245 B) 34 11. a) 110 (Bumu ro mpumepor 4). 12
137
a)
110 36 447
IV.6. 1. 1,3636636663... 3. 6), B), ). 4. 55 = 144> 1,42 > 2. 5, a) 3,5 6.9.6) 350 <
1,788 < 2,28 < V5.
V1. 2. V3 = V1?7 ¥72 e nomsumaTta ma XUTOTEHy2aTa Ha TPMArONHMK co KateTn 1 1 V3, 5.
a) 1 e ;ieBo ox V2. 12. a) [2, 4). 6) (- 3,2]. 14. a) [-3,5]. 6) (~ 2,3].
IVS. 1. a) 2 1 3; 23 u 2,4; 2,33 u 2,34; 2,333 u 2,334. 2. 5,1019..., co Toumoct 0,0001. 3.
4,3777 ..., co TouHoCT 0,0001. 4. 2,4..., co ToumocT 0,05. 5. B) 2 u 3; 2,2 u 2,3;
2,23 1 2,24; 2236 2,237; 2,2360 u 2,2361. 7. a) 2,0806 ... 8.6) 3,16...
2
Iv.9. 2.'2—3 = 0,0869... < 0,09, Te. 5 = 9%. 3. [»—80| 80 -8 =280-005=4;76<0

< 84 (km/h). 6. a) 0,009 < 1%. 1) 0,045 < 5%. 7. u = (220 £ 13,2).

IV.10. 1. a) 6 2. 6) 3,2 u 0. 2. a) 0,05; 6) 0,5. 3. a) 63,0 - 10; 6,3 - 10% 63000 - 10-2. 4. a)

500000. 6) 500000. 5. a) Cure Tpu 6poja — mo Tpu Bameary mudpu. 6. a) 3,14. 6)
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1 1
3,142. 7. 2) 3 1 2. 6) 1,2 1 7. 8. a) 0,005. 6) 50000. B) 3 - 107" 1) 5 - 1077. 9. a) 3. 6)

3. B) 5. 1) 5. 10. 6) 5,74; 5,745; 5,74456. 11. 6) 12800; 150 - 106; 139 - 104

IV.11. 1. 1,74. 2. 0,20. 3. 4,68V. 4. 45,5 cm>. 5. 59 km/h. 6. 6,50. 7. 6) 0,32. B) 1,67. 1) 2,82. n)

© 113. 9. 168,6 cm2. 10. 2,6 A, 11. 541 cm?>.

IV.3IIY. 2. He e mome (2 Hema uHBep3eH). 6. % 8. 3aroca IMITO KONMYHMEOT Ha IEJIM

6poeBu e pamyoHateH 6poj. 11. %< V2. 14. 1,45 un 1,46. 15. a) 2,57. 6) 4,6. 17. a

~—

0,0021. 6) 6 - 1075 18. a)'51,5. 6) 41. 19. a) 221. 6) 326. 20. L. = (4,2 = 0,1)m, P
4,3 £ 0,3) m2. 21. =~ 24,3 m. 22. 0,008%. 23. [IOTOYHO € MepermeTO Ha TormKara (8
8%) orromxy Ha Comnero (6 = 10%). 24. 51,4 = 0,5.

[

V. AITEBAPCKY PAIIMMOHAJIHU U3PA3HU

V1. 1. 6) (5. B) (a-1)% 4. ), 6) u r). 5. a) 1. 6) -1. B) -8. r3.8. a) ¥, b) y!

V.2,

V3.

V4.

V.5.
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34t
10. a) a%. 6) z?. ) x12 1L a) 4. 6) 3. 12. B) r%%2"% 14. 6) - 15. a) 1. 6) 3.
B) 190. r) —68. 16. Ilox B). 17. a) 103 B) ___LS . 18. a) 4 - 105 6) 5 10° 19. a) y*.
0

6) al2. 20. a) a2% B) x% 1) y* 21. a) 16. 6) 27. 22. 6) a5 B) a?*. 23. 6) 1%

3 4 - 3 .43 . Q3
r) v 24. §2_= _(____8)_=4 8 = 43 = 64. 25. 6) u B). 26. Hema cMucna 3a
yzo' 83 83 83
y €10, 2).

1. 2,3,5,7.2.a),6) un.3.a) 3. 6) 1r) 0 4. 6) 3a b=0. B) 3a ceroj nap Epoesu
(z, y) Mpu X0j £ = y. 5. a) 4x—4y. 1) x2(2y+1). 6. a) Ja. 6) He. 7. a) 3a ceroj a €R.
6)3ax =0umy = 0.8 3ab. 9. {4, 6, 8, 9, 10}. 10. 6) —24a%r?. 11. B) Koednu-
IMEHTOT ¢ 1, rIaBHaTa BPEeRAHOCT € Ty?z, a cremesHoT e 4. x) KoeguimeHtor e 20, a
crenenor e 0 (MeMa rJaBHa BpepHoct). 12. a) He. 6) Ma. 13. 6) 8. 14. a) Ja. 6) u B)
He. 15. 6) 20a?bc; cremneHoT e 4.

. 4 25
2. 5a4+15a3. 4. —6a®~a?+12ab% 5. a) %5 a? + a%? + T a4 6. a) 9a2—4xy

7. 6) 4x2—12xy+9y2. 9. 2x*+x+4, OCTATOK 0. 10. 6) —6a3 + 10a2 11. a) x—x2.

16
B) T+ 2x2y+8y% 12. a) 4a3+12a+9. 6) 25z°-40x%y3+16y°. 13. 8) 1-a® 1) x* — Th
14. He e wumeHTHTeT. 15. a) (3a—4)2. 6) (3x2—(—2y))%. 16. a) 5r-3 (RONMMYIHMK) n
11x—9 (ocTatoK). 6) 4x2+3zy?—2y> (komraHMK) 1 0 (oCcTATOK).

1. a) 5n(2n+1). 6) Tax*(x?—3ax+2a2c). 2. 6) 2 - (5a—3). B) (x—2) (x+2) (z2+4).
3. 6) (xyt+4) (xy2—4xy+16). 4. a) (4x—y)% 5. a) (x-3y) (2a-b). 6. a) (1—‘:1'—y)
(1+z+y). 1. 6) xy(xy—1). 1) (a—4) (x2+y?). 8. B) (0,5¢b—0,4) (0,5¢d+0,4). 1) (x—5y)
(5x—y). 9. 6) 2(3x—2) - (9x2~6x+4). 1) T - (x*+3xy+3y?). 10. 6) Tab(atc) (2x—b).
11. 6) (a+1) (e2—a+1) (3xr—4y) (3z+4y).

1. a) x. 1) T(@+3)2 2. a) 2(a—db). 6) 1. 3. a) 45adb3x2 4. a) 15ab. 6) 3a3a-b)2.
5. a) x-y. ©) (x?-y?) @*-y?). T.6) 3x%. B) zle—x). 8. a) z(x—a). B) a+l.
10. 6) 30x3. 1) 6ry(2x+3y).11. 6) 6(x—2y)? (x2+2xy+4y?). .

12. a) H3C: a(@+7) (a—7)% H3M: a—1.



V.6.

V.1.

V.8.

V.3IY.

2x + 2x2 y? x?
2. r#*0 u y#0. 6)a * 0 m a * b. 46— — 5.6 :
2) y ) x2—1 ,) zy@x —y) *y(x-y)
2 x? 341
6. a) e 6) prrw 7. 6) 0; 2; —-2. 8. 6) a*0 u a*b. 9. Camo nox 6). 10. B) g
a 9a 3x3 3x ~ 2 x:-1
11. ) ———, ————. 12. ) —. . B) a—Zx.
6(x —2) 6{x —2) 2a? 2a
dc+1 T -y l+a az+1 3 5
6) .2. 6 . _ 4.3 —. 06)-- 5.a)2x%
1. 2) ’ a-3 ) 1-x a¥a2-1) ) 10c¢ ) 3
: + 249 2 4z + z
6) 2 3% 6 6) 120 8. a0 pfeif2ad + 46T g SHHTH2 9. a) - .
a? 34 x{x — 3) (2a—b) (2a+b) 2z{x — 1)2 y
5) 2ETD 11, a) 6) ~Y_ ) 2.12. a) 6 2T
r -1 a+3 Y- x -y a+1
2. 6)uB). 3 a)x5.6) T2 8) x°2.1) 25. 4. a) (—23;)2
139 5yz3 1
5. a) —.6) —53. 6. 7. a) ————. 8. . 9. -2
) To8 ) a) — 3) s & W ue).9 6) b2 1) b.

11. a) 1. 6) —9.

1. B) x3 2. a) @' 3. B) 3zy+3xy?; 18. 4. He e.
6. r) xty2+9+2xy—6x—6y. 7. 6) 25x%2—60xSy3+36xsy*.

ocraTok 0. 10. 6) 2x?%y? (3x3y+2xy3—1). 11. B) (x+2) (a+b+1).

5. Ha; 1300.
9. 6) xt—x3+x2-x+l,

octatok 0.B) 3x2—5x,
r) (x—2) (@+2) (x+3). 12. B) (x—y+2) (x+y—4). 13. 6) adbla+b). 14. a) a3@a—1)2

5 y7.6) 17Y 18 6) o 19. 6) a* B) al®. 20. 6) 25

x
15. 6) —— 16. >
x2~-1 x

x2_y2
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