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ТРИГОНОМЕТРИЈА, ХИПЕРБОЛИЧНИ ФУНКЦИИ И
ФИБОНАЧИЕВИ БРОЕВИ

Постојат повеќе начини да се генерираат Фибоначиевите броеви. Еден
од нив е до овие броеви да се дојде со помош на тригонометриските и хи-
перболичните функции. Во следните разгледувања ќе покажеме како тоа
може да се направи.

Да се потсетиме: броевите определени со диференцната равенка

1 2 2 11, 1, n n nF F F F F     , за 1n  (1)

се Фибоначиевите броеви (или 0 1 1 11, n n nF F F F F     , за 1n  ).

I. Ако во познатата адициона формула за збир на синуси на два агли

2 2
sin sin 2sin cos        ,

која важи за секои  и  , ставиме ( 1) ( 1)
2 2

,n x n x    , n , добиваме

( 1) ( 1)
2 2 2 2

sin sin 2sin cosn x n x nx x   ,

односно
( 1) ( 1)

2 2 2 2
2sin 4sin cos 2sinn x n xnx x   . (2)

Нека
2

2sin , 01,2,3,....nx
np n  и

2
2cos xq  . Со замена во (2) добиваме

1 1n n np p q p   , за 1,2,3,...n  . (3)

Користејќи ја формулата (3) можеме членовите на низата ( )np да ги
изразиме преку 1p и q . Имаме

1

2 1 0 1
2

3 2 1 1 1 1
2 3

4 3 2 1 1 1
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5 4 3 1 1 1
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6 5 4 1 1 1
5 3

7 6 5 1 1
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         
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1( 3 1) ( 5 6 1),
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q q p q q q     
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Сега да ги разгледаме изразите
1

np
p

како полиноми по q , занемарувајќи ги

собирците кои се еднакви на нула, и да ја формираме табелата на апсо-
лутните вредности на коефициентите на овие полиноми.

\n j 0 1 2 3 4 
1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 1 3 1 5
6 1 4 3 8
7 1 5 6 1 13
8 1 6 10 4 21

Забележуваме дека збировите на коефициентите во секој ред на табелата
се еднакви на Фибоначиевите броеви. Имено, ако со ( , )B n j го означиме
коефициентот кој се наоѓа во n  тиот ред и j  тата колона на табелата,
тогаш за Фибоначиевите броеви важи следнава табела

1
2

0
( , )

n

n
j

F B n j

  


  . (4)

На пример, 7 (7,0) (7,1) (7,3) 1 5 6 1 13F B B B        . Доказот дека
оваа формула е точна може да се реализира со математичка индукција
(види, на пример, [2]).

Забелешка. Со примена на адиционата формула за збир на косинуси,
може слично како за формулата, да се изведе рекурзивна формула со чија
помош

2
2cos nx

nu  да се изрази преку 1 2,n nu u  и
2

2cos xq  . Оттука

понатаму може да се добие формула за Лукасовите броеви nL , кои се
определени со диференцната равенка

1 2 2 11, 3, , 1n n nL L L L L n     

(види ја статијата [2]). Врската меѓу Фибоначиевите и Лукасовите броеви е
дадена со

2 25 4 ( 1)n
n nL F    .

II. Швајцарскиот математичар Даниел Бернули на почетокот на 18-тиот
век ја нашол следнава формула за Фибоначиевите броеви

1 5 1 51
2 25

[( ) ( ) ], 1n n
nF n    .
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Ако ставиме 1 5 1 5
2 2

,    , горната формула го добива видот

1
5

( ), 1n n
nF n    ,

од каде ако се има предвид дека 1   , однос-но 1    , ја добиваме
формулата

1
5

( ( 1) ), 1n n n
nF n      . (5)

Нека f произволна функција определена на симетричниот интервал
[ , ]a a . Дефинираме функции

1
2

( ) [ ( ) ( )]Nf x f x f x   и 1
2

( ) [ ( ) ( )]Pf x f x f x   .

За секој [ , ]x a a  важи [ , ]x a a   и
1 1
2 2

1
2

( ) [ ( ) ( ( ))] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )[ ( ),

N

N

f x f x f x f x f x

f x f x f x

        

     

и
1 1
2 2

( ) [ ( ) ( ( ))] [ ( ) ( )] ( )P Pf x f x f x f x f x f x          ,

што значи дека функцијата Nf е непарна, а функцијата Pf е парна. При-

тоа, за секој [ , ]x a a  важи
1 1
2 2

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )N Pf x f x f x f x f x f x f x        ,

што значи дека произволна функција дефинирана на симетричен интервал
[ , ]a a може да се претстави како збир на парна и непарна функција дефи-

нирани на интервалот [ , ]a a . Можеда се докаже дека ова претставување е
единствено.

Функцијата
2

sh( )
x xe ex
 ја нарекуваме синусхиперболикум, а функ-

цијата
2

ch( )
x xe ex
 ја нарекуваме косинусхиперболикум. Лесно се гледа

дека sh( )x е непарна, а ch( )x е парна функција. Понатаму, ако ставиме

lnt  , т.е. te  , од (5) следува дека за секој природен број k важи
2 2 2 2 21 1

2 5 5

2 2 2 21 1
5 5

2
5

( ( 1) ) ( )

(( ) ( ) ) ( )

sh(2 ),

k k k k k
k

t k t k kt kt

F

e e e e

kt

    

 

    

   



(6)
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2 1 2 1 (2 1) 2 1 (2 1)1 1

2 1 5 5

2 1 (2 1) (2 1) (2 1)1 1
5 5

2
5

( ( 1) ) ( )

(( ) ( ) ) ( )

ch((2 1) ).

k k k k k
k

t k t k k t k t

F

e e e e

k t

         


     

    

   

 

(7)

Десните страни на формулите (6) и (7) ќе ги запишеме во вид на лине-

арна комбинација sh( ) ch( )n nA nt B nt , каде nA и nB ќе бидат функции од

n такви што 2
5nA  кога n е парно и 0nA  кога n е непарно, а 2

5nB 

кога n е непарно и 0nB  кога n е парно. За таа цел ќе ја користиме
позната Ојлерова формула

cos sinixe x i x  ,

од која следува cos sinixe x i x   . Имаме:

2 2
ch( ) sh( ) cos sin ,

ix ix ix ix ixe e e eix ix e x i x
        (8)

( )
2 2

ch( ) sh( ) cos sin
ix ix ix ix i xe e e eix ix e x i x

         . (9)

Ако ги собереме (8) и (9), добиваме
ch( ) cosix x , (10)

а ако ги одземеме (8) и (9), добиваме
sh( ) sinix i x . (11)

Понатаму, за хиперболичните функции имаме

( ) ( )

( )

2 2 2 2

4 4

2

ch( )ch( ) sh( )sh( )

ch( ),

x x y y x x y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e

x y x y

x y

   

           

  

   

     



    

 

  

т.е.
ch( ) ch( )ch( ) sh( )sh( )x y x y x y   , (12)

и

( ) ( )

( )

2 2 2 2

4 4

2

ch( )sh( ) sh( )ch( )

sh( ).

x x y y x x y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e

x y x y

x y

   

           

  

   

     



    

 

  

т.е.
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sh( ) ch( )sh( ) sh( )ch( )x y x y x y   . (13)

Од друга страна за тригонометриските функции cos и sin важи

2

0, 2 1,
cos

( 1) , 2 ,
n

k

n k

n k


  
 

(14)

и

2

0, 2 ,
sin

( 1) , 2 1.
n

k

n k

n k


 
  

(15)

Сега, ако прво ја искористиме формулата (13), потоа парноста на хипер-
боличните функции, па формулите (10) и (11), потоа формулите (14) и
(15), и на крајот формулите (6) и (7), при што водиме сметка дека

1 5
2

ln lnt    , последователно добиваме

2 2
2 2 25 5

2
2 25

2
2 25

2 2 22
2 25

(2 1)2 12
25

sh ( ) (sh ch( ) sh( ) ch( ))

(sh ch( ) ch( ) sh( ))

(sh cos ch( ) sin )

(sh(2 ) cos ch(2 ) sin ), 2

(sh(2 1) cos ch(

n n n n

n n n

n n n

k k k

kk

i n t i i nt i i nt

i nt i nt i

i nt i nt

i kt i kt n k

i k t i

  

 

 

 



      

   

   

   


   (2 1)
2

2
5

(2 1)2
25

2
5

2
5

(2 1) ) sin ), 2 1

( 1) sh(2 ) cos , 2

( 1) ch((2 1) )sin , 2 1

sh(2 ), 2

ch((2 1) ), 2 1

.

k

k

kk

n

k t n k

kt k n k

k t n k

kt n k

k t n k

F















   

   
 

   

 
 

  


Конечно, врската меѓу Фибоначиевите броеви и хиперболичните функции
е дадена со

2
25

sh ( )n
nF i n t i   , каде 1 5

2
ln lnt    .
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