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ПРЕДГОВОР  
 

 

Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Математички талент С8 е продолжение на книгите Математички 

талент С1 – С7 и истата е наменета за талентираните ученици по математика од 

четврта година од средното образование. Книгата, всушност, е вториот дел од 

збирката задачи за четврта година и во овој дел се содржани 352 решени задачи и 

во три одделни делови се обработени содржини од теоријата на броеви, комби-

наториката и генераторните функции.  

Како и во книгите Математички талент С1 – С7 и во оваа книга природата 

на задачите содржани во неа е таква што тие се посебно интересни за комисиите 

кои ги спроведуваат математичките натпревари. Притоа, задачите повторно не се 

систематизирани според степенот на натпреварувањето, туку тие се распределени 

по области. Така, на пример, задачите од теоријата на броеви си распределени во 

шест делови.  

Рецензентите, д-р Даниел Велинов, д-р Самоил Малчески и д-р Сања Коста-

динова, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржината на 

книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

март, 2020 г.                 
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VI  ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ   

 
1.  ДЕЛИВОСТ  

 

1. Нека природните броеви a и b се такви што броевите 2ax  и 3bx  не се 

заемно прости за ниту еден x . Определи го a
b

.  

Решение. Ако е 2
3

a
b
 , тогаш условот на задачата е исполнет. Нека претпос-

тавиме дека 2
3

a
b
  и да земеме 2| |3 0x a b   . Ако NZD( 2, 3)ax bx d   , тогаш  

3)| 2) 3( ( 2d a bx b ax a b x        

и  

3) 2| ( () ) 1(bx ad x b a x      . 

Меѓутоа, тогаш 1 1| ( ) ( )d b a x b a x     , што не е можно. 

 

2. Да се докаже дека еден цел број c  може да се претстави како збир на 

квадратите на два цели броја ако и само ако бројот 2c  го има истото својство.   

Решение. Нека бројот c  може да се претстави како збир на од квадратите на 

два цели броја x  и y , т.е. 2 2c x y  . Броевите x y  и x y  се цели и користеј-

ќи го очигледното равенство 2 2( ) ( ) 2x y x y c    , заклучуваме дека и бројот 

2c  е збир од квадратите на два цели броја.  

Обратно, нека 
2 22c a b   за некои цели броеви a  и b . Бидејќи бројот 

2 2a b  е парен, следува дека 
2a  е парен и 

2b  е парен, или 
2a  е непарен и 

2b  е 

непарен. Квадратот на било кој парен број е парен, и квадратот на било кој 

непарен број е непарен, па заклучуваме дека a  и b  се парни броеви, или a  и b  

се непарни броеви. Разликата и збирот на парни (непарни) броеви е парен број. 

Затоа 
2

a b  и 
2

a b  се цели броеви. Користејќи го овој  резултат и претпоставката 

2 22c a b    добиваме  
2 22 2 2 2 2( )2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 4
( ) ( )

a ba b a b a ab b a ab b c c
            , 

Значи, и бројот c  е збир на квадратите на два цели броја.  

 

3. Симон избрал два различни природни броја a  и b  и во тетратката ги 

запишал броевите , 2,a a b  и 2b . Потоа на таблата ги запишал шесте произ-

води формирани од различните парови броеви запишани во тетратката. Колку 

најмногу точни квадрати запишал Симон на таблата?  

Решение. Бидејќи два точни квадрати не се разликуваат за 1, добиваме дека 

броевите 2( 2) ( 1) 1a a a     и 2( 2) ( 1) 1b b b     не се точни квадрати. Освен 

тоа, ab  и ( 2)a b  не може истовремено да се точни квадрати, бидејќи во тој 

случај производот 2 ( 2)a b b  ќе биде точен квадрат, што значи дека и бројот 

( 2)b b  ќе биде точен квадрат. Аналогно, меѓу броевите ( 2)a b  и ( 2)( 2)a b   
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има најмногу еден точен квадрат. Според тоа, на таблата има најмногу два точни 

квадрати.  

Два точни квадрати се добиваат на пример за 2, 16a b   и тогаш  

2( 2) 6a b   и 2( 2) 8a b  . 

 

4. Нека k  е природен број. За n  со ( )kf n  да го означиме најмалиот при-

роден број поголем од kn  таков што ( )knf n  е точен квадрат на природен број. 

Докажи, ако ( ) ( )k kf n f m , тогаш m n .  

Решение. Нека претпоставиме дека ( ) ( )k kf n f m q  . Нека 2q au , каде 

,a u  и a  не е делив со ниту еден точен квадрат поголем од 1. Бидејќи 

2mq amu  е точен квадрат, заклучуваме дека am  е точен квадрат, па затоа 

2m av  за некој v . Аналогно се добива дека 2n aw  за некој w .  

Од 2 2( )f av au , следува дека u  е најмалиот природен број поголем од v k . 

Аналогно, u  е најмалиот природен број поголем од w k , па затоа важи 

| | 1v k w k  . Од последното неравенство добиваме 1| | 1
k

v w   , па затоа 

v w , т.е. 2 2m av aw n   .  

 

5. Определи го најголемиот природен број, кој е делител на 4 1p   за секој 

прост број 3p  .  

Решение. Бидејќи 3p   е прост број, важи 1(mod3)p   , од што следува 

дека 4 1(mod3)p  . Од друга страна, p  е непарен број, па затоа  

41, 3, 5, 7(mod 2 )p      . 

Со непосредна проверка се добива дека за секој можен остаток важи 

4 41(mod 2 )p  . Според тоа, 
43 2  е делител на 4 1p  , за секој прост број p . Ко-

нечно, бидејќи 4 4 4NZD(5 1,7 1) 3 2     добиваме дека бараниот најголем приро-

ден број е 
43 2 48  .  

 

6. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи, дека ако 4 1ab  е делител на 

2 2(4 1)a  , тогаш a b .  

Решение. Ќе го докажеме следново поопшто тврдење:  

Нека 1k   е природен број. Ако ако 1kab  е делител на 2 2( 1)ka  , тогаш 

a b .  

За парот природни броеви ( , )a b  ќе велиме дека е добар ако 2 21| ( 1)kab ka  . 

Од  
2 2 2 2 2 2 2( 1) ( ) ( ) (mod 1)ka ka kab k a a b kab       и 

2 2NZD( , 1) 1k a kab   

следува дека 
2 21| ( 1)kab ka   ако и само ако 

21| ( )kab a b  . Според тоа, парот 
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( , )a b  е добар ако и само ако парот ( , )b a  е добар. Последното значи, дека ако 

a b , тогаш можеме да претпоставиме дека b a .  

Нека a  е најмалиот природен број за кој постои ,b a b   таков што парот 

( , )a b  е добар. Тогаш  

2 2 2 2( 1) ( 1) 2 2

1 1
( 1) ( 1) 1 (mod )

ka ka

kab kab
kab ka ka

 

 
        , 

па затоа постои c  таков што 2 2( 1) ( 1)( 1)ka kab kac    , што значи дека 

парот ( , )a c  е добар. Меѓутоа, 
2 2( 1) 2

1
1 1

ka

kab
kac ka




    , па затоа a c , што 

противречи на изборот на парот ( , )a b . Конечно, од добиената противречност 

следува тврдењето на задачата.  

 

7. Нека 30030 2 3 5 7 11 13m         и M  е множеството од сите позитивни де-

лители на m  кои се производ на два прости делители на m . Определи го нај-

малиот природен број n  со следното својство: од било кои n  различни броеви од 

M  може да се изберат три чиј производ е m .  

Решение. Јасно е дека множеството M  има 6 5
2

15   елементи, односно  

{2 3, 2 5, 2 7, 2 11,2 13,3 5,3 7,3 11,3 13, 5 7,5 11,5 13,7 11,7 13,11 13}M                 . 

Од друга страна, ако избереме 5  од шесте прости делители на бројот m , може да 

направиме 5 4
2

10   елементи од множеството M . Производот на било кои три од 

нив не може да е бројот m . Значи, 11n    

Ќе покажеме дека 11n  . Елементите на множеството M  ќе ги разделиме на 

пет попарно дисјунктни подмножества од M  при што производот на елементите 

од секое од тие множества одделно е бројот m . Една таква поделба е  

{2 3,5 13,7 11}

{2 5,3 7,11 13}

{2 7,3 13,5 11}

{2 11,3 5,7 13}

{2 13,3 11,5 7} .

  

  

  

  

  

 

Ако избереме 11 елементи од множеството M , според принципот на Дирихле 

три елементи ќе бидат од едно исто множество, од претходните делбени мно-

жества. Нивниот производ е бројот m .  

 

8. На колку начини дропката  може да се прикаже како производ на две 

дропки од видот , каде  е природен број? Редоследот на множителите не е 

важен.  

Решение. Нека  и  се природни броеви такви што . Тогаш  

2017
2016

1n
n
 n

p q
1 1 2017

2016

p q

p q
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Бидејќи  и  се природни броеви, од последното равенство следува дека 

2016 | 2016 2017q  . На секој делител на бројот  му соодветствува 

точно еден пар . Но,  што значи дека бројот 

 има  делители.  

Конечно, бидејќи паровите  и  определуваат исто претставување, 

заклучуваме дека бараниот број е еднаков на 36.  

 

9. Природните броеви ,a b  и c  се различни меѓу себе и за нив важи: 

|a b c bc  ,  |b a c ac  ,  |c a b ab  . 

Докажи, дека барем еден од броевите ,a b  и c  не е прост број.  

Решение. Нека претпоставиме дека сите три броја ,a b  и c  се прости броеви. 

Од условите за деливост имаме дека  

|a a b c ac ab bc      

|b a b c ac ab bc      

|c a b c ac ab bc     .  

Бидејќи , ,a b c  се различни прости броеви, имаме дека  

|abc a b c ac ab bc abc      , 

па според тоа  
1 1 1 1 1 1a b c ac ab bc

abc a b c ab bc ca
                 (*) 

е природен број. Ниту еден од броевите не може да биде 2, бидејќи тогаш се до-

бива дека 2 е делител на непарен број. Затоа изразот од десната страна во (*)  

прима најголема вредност за 3, 5, 7a b c   , односно имаме  

861 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 7 21 35 21 105

1
a b c ab bc ca
             , 

што е спротивно со тврдењето дека 1 1 1 1 1 1
a b c ab bc ca
      е природен број.  

 

10. Нека ,a b  и c  се ненулти цели броеви такви што a c  и 
2 2

2 2

a a b
c c b




 . Дока-

жи дека 2 2 2a b c   не може да биде прост број.  

Решение. Равенството 
2 2

2 2

a a b
c c b




  е еквивалентно 2( )( ) 0a c b ac   . Бидејќи 

a c , од последното равенство добиваме 2b ac  и затоа  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )( ).

a b c a b c b a ac c b

a c b a c b a b c

         

       
 

Според тоа, ако 2 2 2a b c   е прост број, тогаш можни се следните случаи:  

i) 1a c b    и 2 2 2a b c a b c      

2016( 1) 2016( 2016) 2016 2017 2016 2017
2016 2016 2016

2017 2016( 1)

2016( 1)

2016
q q

q q q

pq pq p q

pq p q

p
    

  

   

  

   

p q

2016 2017

( , )p q
5 22016 2017 2 3 7 2017    

2016 2017 6 3 2 2 72   

( , )p q ( , )q p
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ii) 1a b c    и 2 2 2a b c a b c      

iii) 1a c b     и 2 2 2( )a b c a b c       

iv) 1a c b     и 2 2 2( )a b c a b c       

Во случаите i) и ii), со собирање на равенствата добиваме  
2 2 2 2( ) 1 0a b c a c       т.е. 2 2 2( 1) ( 1) 0a c b      

и како 0b   наоѓаме 1a c  , што е противречност. Во случаите iii) и iv), со 

собирање на равенствата добиваме  
2 2 2 2( ) 1 0a b c a c       т.е. 2 2 2( 1) ( 1) 0a c b      

и како 0b   наоѓаме 1a c   , што е повторно е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека 2 2 2a b c   не е прост 

број.  

 

11. Нека , ,a b c  и d  се цели броеви. Докажи дека производот  

( )( )( )( )( )( )P a b c a d a d c d b c b        

е делив со 12.   

Решение. Од четири природни, т.е. цели броеви, два броја можеме да избереме 

на 4 4!
2 2!2!

( ) 6   начини, и тие се  и ;  и ;  и ;  и ;  и ;  и a b a c a d b c b d c d . Сега е јасно 

дека од разликите на броевите во секој пар одвоено е формиран производот P . Од 

друга страна, бројот 12 можеме да го запишеме во облик 212 2 3  . Според тоа, 

доволно е да докажеме дека 4 | P  и 3 | P .  

Според принципот на Дирихле два од броевите , ,a b c  и d  при делење со 3 

имаат ист остаток, па затоа нивната разлика е делива со 3, и таа е делител на P , 

т.е. 3 | P . Навистина, без ограничување на општоста можеме да претпоставиме 

дека 3a k r   и 3b p r  , па тогаш од |b a P  , добиваме дека 3( ) |p k P , т.е. 

3 | P .   

Од друга страна при делење со 4 на дадените четири броја, се добиваат четири 

остатоци 1 2 3 4, , ,r r r r , т.е. можни се четири остатоци. Тие припаѓаат на мно-

жеството {0,1,2,3} . Сега, можни се два случаи.  

Случај 1. Постојат два остатоци кои се еднакви меѓу себе.  

Нека два од броевите , , ,a b c d  се од облик 14k r  и 24k r . Тогаш нивната 

разлика 1 2 1 2(4 ) (4 ) 4( )k r k r k k      е делива со 4, т.е. 4 | P .  

Случај 2. Сите четири остатоци се различни меѓу себе.  

Со други зборови i jr r  ако i j , , {0,1,2,3}i j . Тогаш еден од броевите е од 

облик 4 1ik   а друг е од облик 4 3jk  . Нивната разлика е делива со 2. Преоста-

натите два броја се од облик 4 2lk   и 4 mk  и нивната разлика е исто така делива 

со 2. Значи, два од множителите на P  се деливи со 2, па нивниот производ е 

делив со 4. Значи, 4 | P , па според тоа 12 | P , што и требаше да се докаже.  
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12. Низата 1( )n na 
  е зададена со 1 2a   и 1 2 2na

na     за секој n . Ако m 

и n се природни броеви и m n , докажи дека |m na a .  

Решение. Ако a и b се природни броеви, познато е дека |2 1 2 1a b   ако и 

само ако |a b  и b
a

 е непарен број (Докажи!).  

Тврдењето ќе го докажеме со индукција. Имаме 1 2 3|2 | 6 66a a a   . Да 

претпоставиме дека 3n   и декаа |i ja a  за i j n  . Бидејќи 3na   и 2na   се 

деливи со 2 и не се деливи со 4, количникот 2

3

n

n

a

a



 е непаран цел број. Следува дека 

3
22 1 1na

na
    е делител на 2

12 1 1na
na
   . Притоа 2 1na    и 1 1na    се 

непарни, така што 12 1

2
2 1 nn

aa  
   е делител на  1 1

2
2 1 nn

aa  
  , т.е. 1 |n na a  и 

оттука |m na a  за секои m n , со што тврдењето е докажано.  

 

13. Определи ги сите парови 1( , )n na a   од последователни членови на низата 

2 49,n
na    1,2,...n   за кои 1,n na pq a rs  , каде , , ,p q r s  се прости броеви 

такви што ,p q r s   и q p s r   . 

Решение. Да означиме 0q p s r x     . Тогаш  

( )na p p x   и 1 ( )na r r x    

и од 1n na a   следува дека r p . Од друга страна 1 2 49n na a    , т.е. 

1 2n na a  , што значи ( ) 2 ( )r r x p p x   . Според тоа,  

2 ( ) ( ) ( )p p x r r x r p x     , 

па затоа 2p r .  

Бидејќи 2 49n
na    е делив со 3 ако и само ако n  е непарен број, од 

min{ , , , }p q r s p  следува дека 3p  . Оттука и од 2p r  следува дека 5r  . 

Тогаш од 1 2 49n na a    наоѓаме 56x   и конечно 7
7 3 59 2 49a      и 

8
8 6 61 2 49a     . Според тоа, единствено решение е подредениот пар 7 8( , )a a .  

 

14. Ако збирот на 2002 цели броеви е делив со 6, тогаш и збирот на нивните 

кубови е делив со 6. Докажи! 

Решение. За било кој цел број a , бројот 3a a  е делив со 6. Тоа е очигледно 

од записот  
3 2( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)a a a a a a a a a a          

(барем еден од нив е парен и барем еден од нив е делив со 3).  

Нека 1 2 2002, ,...,a a a  се цели броеви чиј збир 1 2 2002...a a a     е делив со 6. 

Тогаш, од записот  

  

3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 2002 1 1 2 2 3 3

3
2002 2002 1 2 3 2002

... ( ) ( ) ( ) ...

                                           ( ) ( ... )

a a a a a a a a a a

a a a a a a
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е очигледно дека бројот од левата страна е делив со 6. Секој од броевите во 

заградите од десната страна на последното равенство е делив со 6.  

 

15. За еден број со 2017 цифри ќе велиме дека е лош, ако секој број формиран 

од три негови последователни цифри не е делив со 3. Определи го бројот на 

лошите броеви во чиј декаден запис учествуваат само цифрите 1, 6 и 8.  

Решение. Нека 1 2a a  е двоцифрен број запишан со цифрите 1, 6 и 8. Јасно,  

- ако 1 2 3a a k , тогаш 1 23 | 6a a , 1 23 | 1a a  и 1 23 | 8a a ,  

- ако 1 2 3 1a a k  , тогаш 1 23 | 8a a , 1 23 | 1a a  и 1 23 | 3a a , и  

- ако 1 2 3 2a a k  , тогаш 1 23 | 1a a , 1 23 | 6a a  и 1 23 | 8a a .  

Според тоа, два од броевите 1 2 1 21, 6a a a a  и 1 28a a  се лоши, а еден не е лош. Значи, 

од еден двоцифрен број (лош или не) запишан со цифрите 1, 6 и 8 со додавање на 

една од цифрите 1, 6 и 8 може да се добијат точно два трицифрени лоши броја. 

Нека сега 1 2... na a a , 1n   е лош nцифрен број запишан со цифрите 1, 6 и 8. На 

потполно ист начин, разгледувајќи ги двоцифрените завршетоци 1n na a  добиваме 

дека со додавање на цифрите 1, 6 и 8 од бројот 1 2... na a a  може да се добијат точно 

два лоши броја.  

Конечно, бидејќи со цифрите 1, 6 и 8 може да се запишат 23 9  различни дво-

цифрени броеви, а за да добиеме број запишан со 2017 цифри, треба да допишеме 

2015 цифри, заклучуваме дека бројот на лошите 2017-цифрени броеви е еднаков 

на 20159 2 .  

 

16. За природниот број n  ќе велиме дека е убав, ако секој негов природен де-

лител, зголемен за 1, е делител на бројот 1n . Определи ги сите убави природни 

броеви.  

Решение. Јасно, бројот 1 е решение на задачата. Решение на задачата се и сите 

непарни прости броеви. Навистина, ако n p , тогаш делителите зголемени за 1 

се 2 и 1p  , па како бројот 1p   е парен, следува 2 | ( 1)p   и ( 1) | ( 1)p p   .  

Нека претпоставиме, дека некој сложен број n  е решение. Бидејќи 1| n , 

заклучуваме дека 1 1 2 | ( 1)n   , па затоа n  е непарен број.  Нека n ab , каде 

2a b  . Тогаш ( 1) | ( 1)a n   и бидејќи важи ( 1)n b a b   , добиваме дека 

( 1) | ( )a n b  , па затоа ( 1) | [ ( 1)] 1a n b n b      . Но, 1 0b  , па затоа 

( 1) ( 1)b a   , што е противречност. Значи, не постои убав сложен природен 

број.  

Конечно, решение на задачата се бројот 1 и сите прости броеви.  

 

17. Нека n  е непарен природен број. Докажи дека броевите 
20,1,2,3,..., 1n   

може да се распоредат во таблица со n  редици и n  колони така што секој колич-

ник и секој остаток добиени при делењето на тие броеви со бројот n  да се наоѓа 

точно по еднаш во ред и колона.  

Решение. Во полето кое се наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона го запи-
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шуваме бројот  

(( ) (mod )) ( ) (mod ).n i j n i j n     

Јасно, секој количник и секој остаток се наоѓа точно по еднаш во ред и колона. 

Нека претпоставиме дека во полињата ( , )i j  и ( , )k l , ( , ) ( , )i j k l  има запишано 

еден и ист број. Тогаш (mod )i j k l n    и (mod )i j k l n   , од каде следува 

,i k j l  , што е противречност.  

 

18. Дали постои множество B  кое се состои од 4004 природни броеви такво 

што за секое негово подмножество A  кое има 2003 елементи збирот на елемен-

тите на множеството A  не е делив со 2003?  

Решение. Постои. Доволно е да земеме множество B  кое се состои од 2002 

броја од видот 2003k  и 2002 броја од видот 2003 1k  . Навистина, ако 2003-еле-

ментно множество A B  содржи m  елементи од облик 2003 1k   и 2003 m  

елементи од облик 2003k  (каде 1 2002m  ), тогаш збирот на неговите елементи 

е конгруентен со m  по модул 2003, па затоа не е делив со 2003.  

 

19. Природните броеви 3m   и n  се такви што ( 2)n m m  . Определи го нај-

големиот природен број d  таков што d  е делител на !n  и k  не е делител на d , 

за секој { , 1,..., }k m m n  . 

Решение. Ќе докажеме, дека бараниот број е 1d m  . Навистина, d  е дели-

тел на !n  и за секој k m  важи дека k  не е делител на 1m , т.е. 1d m   ги за-

доволува условите на задачата.  

Да претпоставиме дека d  е таков што d  е делител на !n  и k  не е делител на 

d , за секој { , 1,..., }k m m n  . Ќе докажеме дека 1d m  . Нека 1 2... td p p p , 

каде ,1ip i t   се прости броеви (не задолжително различни). Од првиот услов 

за d  следува дека ip n  за секој i . Од вториот услов за d  следува дека ip 

{ , 1,..., }m m n . Според тоа, 1ip m   за секој i . Секој од броевите 1 1 2, ,p p p

1 2..., ... tp p p  е делител на d  и следствено сите не припаѓаат на множеството 

{ , 1,..., }m m n . Освен тоа, 1ip m  . Нека j t  е најголемиот број за кој  

1 2... 1jp p p m  . 

Ако j t  имаме  

1 2 1 1... ( 1) ( 1)( 1) ( 2) 1 ,j j jp p p p m p m m m m n           

и тогаш 1 2 1... 1j jp p p p m   , што противречи на максималноста на j . Значи, 

1 2... 1tp p p m  , со што доказот е завршен.  

 

20. Нека 1 2( , ,..., )na a a  и 1 2( , ,..., )nb b b  се две пермутации на броевите од мно-

жеството {1,2,3,..., }n . Докажи дека, ако n  е парен број, тогаш меѓу броевите 

1 1a b , 2 2a b ,..., n na b  постојат два чија разлика е делива со n .  

Решение. Да претпоставиме спротивно, т.е. дека разликата на било кои два 

броја од броевите 1 1a b , 2 2a b ,..., n na b  не е делива со n . Според тоа, оста-
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тоците од делењето на 1 1a b , 2 2a b ,..., n na b  со бројот n  се попарно различни, 

и тие го образуваат множеството {0,1,2,3,..., 1}n . За парен број 2n k  имаме  

( 1)
1 1 2 2 2

( ) ( ) ... ( ) 0 1 2 3 ... ( 1) 0 (mod )
n n

n na b a b a b n n


               , 

бидејќи NZD( , 1) 1n n   и |n k  ( k n ). Од друга страна  

1 1 2 2 1 2 1 2

( 1)

2

( ) ( ) ... ( ) ( ... ) ( ... )

2(1 2 3 ... ) 2

( 1) 0 (mod ).

n n n n

n n

a b a b a b a a a b b b

n

n n n



              

     

  

 

Од добиената противречност следува дека постојат i j , 1 ,i j n  , такви што 

| ( ) ( )i i j jn a b a b   .  

 

21. Нека n  е непарен природен број поголем од 1 и нека 1 2, ,..., nk k k  се цели 

броеви. За секоја пермутација 1 2( , ,..., )na a a a  на множеството {1,2,..., }n  нека  

1

( )
n

i i
i

S a k a


  . 

Докажи, дека постојат различни пермутации b  и c  такви што !n  е делител на 

бројот ( ) ( )S b S c .  

Решение. Нека претпоставиме дека сите !n  броеви ( )S a  се различни по модул 

!n . Тогаш збирот ( )
a

S a  по сите пермутации е кунгруентна со  

( ! 1) ! !
2 2

0 1 ... ( ! 1) (mod !)
n n nn n


       

Од друга страна, секој од броевите ik  во збирот ( )
a

S a  се јавува со коефициент  

1
2

( 1)!(1 2 ... ) !nn n n     , 

а овој збир за непарен n  е делив со !n . Затоа, ( ) 0(mod !)
a

S a n , што е против-

речност.  

 

22. Дали постојат природни броеви ,a b  и c  поголеми од 2011 такви што во 

декаден запис важи равенството  

( ) ...2010,2011...ca b  . 

Решение. Ќе докажеме дека такви броеви ,a b  и c  постојат. Бројот 

( ) ( )n nx a b a b      е цел број. Доволно е да избереме ,a b  и c  така што x  

да биде делив со 410  и 7989,7989 ( ) 7989,7988ca b   .  

За непарен c , бројот 2
2 12 2( ) ... 2( )

cc c c
cx a a a
     е делив со a , па затоа до-

волно е да земеме a  кој е делив со 410 . Вториот услов го постигнуваме со избор 

на a  и b  така што 
7989,7989

7989,7988
1 a b   , на пример, 810a   и 2( 1) 1b a   . 

Навистина, нека c  е најмалиот непарен природен број за кој  
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( ) 7989,7988ca b  . 

Таквиот c  очигледно е поголем од 2011, а во овој случај 1797184159c   и 

( ) 7989,7989ca b  .  

 

23. Определи ги сите природни броеви n  такви што бројот 10 1n   е делив со 

10 . 

Решение. Нека 10n q r  , 0 9r  . Од Њутновата биномна формула имаме 

10 10 101 (10 ) 1 10 1n q r m r       , следува дека 10 1n   е делив со 10  ако и са-

мо ако 10 1r   е делив со 10 , а оттука следува дека 3r   или 7r  . Значи бро-

евите кои имаат облик 10 3q   или 10 7q   се бараните броеви.  

 

24. Определи ги сите природни броеви n  за кои бројот 7 1n   е делив со 6 и со 

8.    

Решение. Бидејќи  
1 2 27 1 (7 1)(7 7 ... 7 7 1)n n n          

следува дека бројот 7 1n   е делив со 6 за секој природен број n . Понатаму,   

  

1 2 1
1 2 1

1 2 3 1
1 2 1

7 1 (8 1) 1 8 ( )8 ( )8 ... ( 1) ( )8 ( 1) 1

8[8 ( )8 ( )8 ... ( 1) ( )] [( 1) 1] .

nn n n n n n n n n
n

nn n n n n n n
n

  


   


            

        
   

Според тоа, бројот 7 1n   е делив со 8 ако и само ако ( 1) 1 0n   , т.е. ако и само 

ако n  е парен број.  

Конечно, бројот 7 1n   е делив со 6 и со 8 ако и само ако n  е парен број.  

 

25. Определи го остатокот при делењето на бројот 100 200 30011 13 17   со бројот 7. 

Решение. Ќе ги определиме остатоците при делењето на секој од собирците со 

7. Имаме 
100 100 100 100 99 100 98 2 100 99 100

1 2 9911 (7 4) 7 ( ) 7 4 ( ) 7 3 ... ( ) 7 4 4 ,               

па сите собироци освен последниот се деливи со 7 . Значи 10011  и 1004  имаат ед-

накви остатоци при делењето со 7. Натаму 
100 3 33 33 33 33 32 33

1 324 (4 ) 4 (63 1) 4 4 63 4 ( ) 63 ... 4 ( ) 63 4,              

па сите собироци освен последниот се деливи со 7. Значи 1004  има остаток 4 па и 
10011  има остаток 4. Слично  

200 200

200 200 199 1 200 198 2 200 199 200
1 2 199

13 (14 ( 1))

14 ( ) 14 ( 1) ( ) 14 ( 1) ... ( ) 14( 1) ( 1) ,

  

            
 

па 20013  има остаток 1. За 30017  имаме 300 30017 (21 4)  , па работејќи како 

претходно добиваме дека има ист остаток како и 3004 . Од друга страна 
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300 3 100 1004 (4 ) (63 1)    и повторно развивајќи го по биномната формула 

добиваме дека неговиот остаток е 1. Значи, бараниот остаток е 4 1 1 6   . 

 

26. Дали постои природен број n  така, што n  да има точно 2000 различни 

прости делители и бројот 2 1n   е делив со n ?  

Решение. Прво ќе ја докажеме следната лема.  

Лема. За секој природен број 2n   постои прост број p  таков што 3| 1p n  , 

но | 1p n .  

Доказ. Нека претпоставиме дека постои 2n   за кој тврдењето не е точно. 

Бидејќи 3 21 ( 1)( 1)n n n n     , тоа значи, дека секој прост број p , кој е делител 

на 2 1n n   е делител и на 1n . Но,  

2 1 ( 1)( 2) 3n n n n       

пз затоа | 3p , т.е. 3p  . Според тоа, 3 | 1n  и како 1 2(mod 3)n n    добиваме 

дека 3 | 2n . Според тоа, 29 | 1n n   и како 2 1n n   е степен на 3 заклучуваме 

дека 2 1 3n n   , што не е можно бидејќи за секој 2n   важи 2 1 3n n   . ■ 

Да се вратиме на задачата. Ќе докажеме поопшто тврдење, дека за секој при-

роден број k  постои n  со k  прости делители така, што | 2 1nn  . Доказот ќе го 

спроведеме со индукција по k .  

За 1k   доволно е да земеме 3n  . Понатаму нека претпоставиме дека за не-

кој 1k   постои број n  од облик 3ln t , каде 1l   и 3 | t , таков, што | 2 1nn  . 

Но, тогаш n  е непарен број па затоа 23 | 2 2 1n n  . Од друга страна  

3 22 1 (2 1)(2 2 1)n n n n      

и затоа 33 | 2 1n  . Од претходно докажаната лема следува дека постои прост број 

p  таков, што 3| 2 1np   и | 2 1np  . Сега бројот 3pn  ги исполнува барањата за 

1k  , со што доказот е завршен.  

 

27. Ако p  е прост број и m  е природен број, докажи дека pm m  е делив со 

.    

Решение. Прв начин. Ако |p m , тогаш е јасно дека | pp m m . Ако |p m , 

тогаш од малата теорема на Ферма следува дека 1 1(mod )pm p  , што значи дека 

1| 1pp m   , па затоа | pp m m .  

Втор начин. Јасно, тврдењето е точно за 1m  . Нека претпоставиме дека 

тврдењето е точно за m n . Тогаш за 1m n   имаме:  

  

1 1 2
1 2 1

1 2
1 2 1

( 1) ( 1) ( ) ( ) ... ( ) 1 1

( ) ( ) ... ( ) .

pp pp p p p
p

pp pp p p
p

n n n n n n n

n n n n n

  


 


          

     
 

p
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Од индуктивната претпоставка имаме | pp n n  и како 
( 1)!

!( )!
| ( )

p pp
k k p k

p
 


  заклучу-

ваме дека | ( 1) ( 1)pp n n   . Конечно, од принципот на математичка индукција 

следува дека | pp m m  за секој m .  

 

28. Ако |n a b  докажи дека 2 | n nn a b . Дали важи обратното тврдење? 

Решение. Бидејќи  |n a b  следува дека постои цел број c  така што a nc b  . 

Од  Њутновата биномна формула добиваме  
1 2 2 2

1 2

2 1 2 2
2

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ( ) ... ( ) ).

n n n n n n n n n n n n n
n

n n n n n n
n

a b b nc b b b nc b n c n c b

n b c b c n c

 

 

         

   
 

Значи, 2 | ( )n nn a b . 

 Обратно тврдење не важи, бидејќи 4 4 23 1 (mod 4 )   но 3  и 1  немат ист оста-

ток при делење со 4. 

 

29. Нека ,n k  и k n . Докажи дека 
NZD( , )

| ( )nn
kn k

.  

Решение. Ќе го докажеме равенството 1
1( ) ( )n n

k kk n 
 . Навистина,  

( 1)! ( 1)! 1!
1!( )! ( 1)!( )! ( 1)![( 1) ( 1)]!

( ) ( )
n nn nn nk

k kk n k k k n k k n k
k k n n

  
      

    . 

Користејќи го претходното равенство, од својствата на најголем заеднички дели-

тел, добиваме  
1 1
1 1( ) NZD( , ) NZD( ( ), ( )) NZD( ( ), ( ) NZD(( ),( ))n n n n n n n

k k k k k k kn k n k n n n 
      . 

Добиеното равенството 1
1( ) NZD( , ) NZD(( ),( ))n n n

k k kn k n 
   , ќе го запишеме во об-

лик 1
1NZD( , )

( ) NZD(( ),( ))n n nn
k k kn k


  , од каде се добива дека 

NZD( , )
| ( )nn

kn k
.  

 

30. Докажи дека ако a  е природен број и 4 | ( 1)a  , тогаш збирот  

2
1 3 5( ) ( ) ( ) ...n n n

nb a a     

е делив со 12n  (сметаме дека за ( ) 0n
kk n  ). 

Решение. Кога 1n   бројот 1 1b   е делив со 1 12 1  . Нека kb  е делив со 12k  

за секој k n . Од Њутновата биномна формула добиваме  

(1 ) (1 )2
1 3 5

2 2
( ) ( ) ( ) ...

n n n na an n n
n

a a
b a a

    
      , 

каде што 1 a   , 1 a   . 

Од друга страна, 1 1 2 21 1

2 2 2
( )( ) ( )

n n
n n n n

a a a

              и ја до-

биваме формулата 1 22 ( 1)n n nA A a A    . 

Според условот во задачата, 1 4a t   и значи 1 22 4n n nA A tA   . Од индук-

тивната претпоставка следува дека 2
12 |n

nA
  и 3

22 |n
nA
  и затоа 12 |n

nA . 
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31. Нека n  е природен број. Определи го најголемиот заеднички делител на 

броевите 
22 2

1 3 2 1( ), ( ),..., ( )
nn n

n . 

Решение. Имаме  
2 1

22 2 2
2 2 1

0 0 0

0 (1 1) ( 1) ( ) ( ) ( )
n n n

nn k n n
k k k

k k k




  

         и  

2 1
22 2 2 2

2 2 1
0 0 0

2 (1 1) ( ) ( ) ( )
n n n

nn n n n
k k k

k k k




  

       . 

Ако од второто равенство го одземеме првото, добиваме  

22 2 2 1
1 3 2 1( ) ( ) ... ( ) 2

nn n n
n


    , 

од што следува дека 
22 2

1 3 2 1NZD(( ),( ),..., ( )) 2
nn n s

nd   , за некој 0s .  

Нека 2mn b , каде b  е непарен број. Бидејќи 
2 1
1| ( ) 2n md b , следува дека 

1s m  . За секој природен број 1k n   важи равенството  
2 1

2( )2 2 1 12
22 1 2 1 2 1

( ) ( ) 2
n

kbn n mn
kk k k


 

  
  , 

што значи дека 
21

2 1
2 | ( )

nm
k


 , за секој {0,1,2,..., 1}k n  . Со тоа докажавме дека 

12md  , каде m  е степенот на 2  во n .  

 

32. Нека p  е непарен прост број. За секој 1,2,3,...., 1i p   со ir  го означуваме 

остатокот од делењето на pi  со 2p . Пресметај го збирот 1 2 1.... pr r r    .  

Решение. Бараниот збир ќе го означиме со S . Ако го собереме првиот со по-

следниот собирок, вториот со претпоследниот итн. последниот со првиот собирок 

(да забележиме дека бројот на собироците е парен број), добиваме  

1 1 2 2 1 12 ( ) ( ) ... ( )p p pS r r r r r r         .     (1) 

Според дефинцијата на 1 2 1, ,..., pr r r   имаме 
2(mod )p p i

i p ir r i i p
   . Од друга 

страна, бидејќи p  е непарен број имаме  

1 2 2 1
1 2 1

1 2 3 2 1
1 2 1

( ) ( ) ( ) ... ( )

[ ( ) ( ) ... ( ) ].

pp pp p p p p p
p

pp pp p p p
p

i p i p p i p i pi

p p p i p i i

  


   


      

    
. 

За биномниот коефициент ( )
p
i  имаме  

( 1)( 2) ... ( 1)

!
( )

p p p ip
i i

p
     

 . 

Но, p  е прост број при што NZD( , ) 1p i  , за 1,2,..., 1i p  , па според тоа 

2 | ( )p pp i p i  , од каде добиваме 
2 | i p ip r r  . Сега, од неравенствата 

20 ir p   и 
20 p ir p   , добиваме  

2
i p ir r p  , 1,2,..., 1i p  .        (2) 

Конечно, од (1) и (2) имаме  
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3 21 2

2 2

p p p
S p

 
  . 

 

33. Нека p  е непарен прост број. Дали постојат природни броеви 1 2, , ,a b b

3 4 5 6, , , {1,2,..., 2}b b b b p   за кои е исполнето равенството  

1 2 6

1 1 1 11 2 2 2
1( )( ) ( ) ( ) ... ( )

p p p pp
a a b b b

   
     .     (1) 

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. За секој прост број p  и за секој {1,2,..., 2}k p   важи  

1
( ) ( 1) (mod )

p k
k

p


  . 

Доказ. Бидејќи NZD( , !) 1p k   разгледуваната конгруенција 

( 1)( 2)...( )

( 1) ...21
( 1) (mod )

p p p k k

k k
p

  

  
   

е еквивалентна со конгруенцијата  

( 1)( 2)...( ) ( 1) !(mod )kp p p k k p     , 

која очигледно е точна. ■  

Нека претпоставиме дека постојат броеви со саканите својства. Да забележиме 

дека 2a p   не дава решение (Зошто?). Тогаш од лемата следува дека левата 

страна на даденото равенство е конгруентна со 1( 1) ( 1) 1a a    , а десната страна 

е конгруентна со 61 2 22 2
( 1) ( 1) ... ( 1) 6

bb b
       . Според тоа, 1 6(mod )p  , од 

каде следува 7p  .  

За 7p   од својствата на биномните коефициенти следува дека левата страна 

на даденото равенство може да прима само две различни вредности, кои се 

добиваат за 1a   и 2a   и соодветните вредности се 6 6
1 2( )( ) 90  и 6 6

2 3( )( ) 300 . 

Најмалата вредност на десната страна е 6 2
16 ( ) 216  , а следната по големина е 

6 2 6 2
1 25 ( ) ( ) 405   , па затоа равенството (1) не е можно.  

 

34. Нека p  е прост број. Докажи, дека бројот 2 ( 2)(2 1) (2 1) 2 1p p p p p      е 

делив со 3p .  

Решение. Да означиме 2 ( 2)( ) (2 1) (2 1) 2 1p p p p pA p       . Од (2) 0A   

следува дека (2)A  е делив со 2. Нека 3p   е прост број. Ќе докажеме дека 

2 ( )p A p  е делив со 3p , од што ќе следува дека ( )A p  е делив со 3p . Од малата 

теорема на Ферма следува дека 12 1(mod )p p  , што значи дека 12 1p kp   , за 

некој k . Тогаш  

1 ( 1)2 ( ) (2 2) (2 1) 2 2 ( 1) (2 1) ( 1) 2p p p p p p p p p pA p pk pk pk            . 

Ако ја искористиме Њутновата биномна формула за ( 1) ppk   и ( 1) ppk   и 

фактот дека биномниот коефициент 2( )
p

 е делив со p , добиваме  
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2 2

2 2

3

2 ( ) ( 1)(2 1) ( 1) 2

2 1 1 2

2 2 2 0(mod )

p p

p

p

A p p k pk p k

p k pk p k

pk p

     

     

   

 

со што доказот е завршен.   

 

35. Определи ги сите природни броеви 2n   со следново својство: за секои 

, {0,1,2,..., }i j n  броевите i j  и ( ) ( )n n
i j  имаат еднаква парност.  

Решение. Прво ќе докажеме дека сите биномни коефициенти 0 1( ), ( ),..., ( )n n n
n  се 

непарни ако и само ако 2 1kn   , за некој природен број 2k  .  

Нека 2mn s  , каде 2ms   е цел ненегативен број, т.е. 12 2m mn   . Ако 

биномниот коефициент  

(2 )(2 1)...(2 1)2

!( 1)2 1
( )

m m m m

m

s sn

s s

   


  

е непарен, тогаш 2 | 1m s   (бидејќи степенот на 2 во 2m i  и i , 1 2 1mi   , е 

еднаков, докажете!). Но 1s   е природен број, кој е помал или еднаков на 2m  и 

затоа 1 2ms   , од каде следува 12 1mn   . Обратно, ако 2 1kn   , за некој 

природен број 2k  , тогаш од формулата  

(2 1)(2 2)...(2 )

!
( )

k k k in
i i

  
  

и фактот дека степените на 2 во 2m i  и i  с еднакви, следува дека ( )n
i  е непарен 

број.  

Сега, нека 2n   го има својството од условот на задачата. Тоа е еквивалентно 

на барањето броевите ( )n
i i  да имаат иста парност за 0,1,2,...,i n . Во спро-

тивно, ако броевите ( )n
i i  и ( )n

j j  имаат различна парност, тогаш нивниот збир 

ќе биде непарен, што доведува до противречност. Според тоа, секои два соседни 

биномни коефициенти ( )n
i   и 1( )

n
i  имаат различна парност. Тогаш сите биномни 

коефициенти  

1
1 1( ) ( ) ( )

nn n
i i i

   , 1,2,..., 1i n   

се непарни. Последното значи, дека 1 2 1kn   , т.е. 2 2kn   , за некој при-

роден број 2k  .  

 

36. Нека  
22 3{( ),( ), ( ),..., ( )},n n n n

n n n n nS n  . 

а) Докажи дека постојат бесконечно многу сложени природни броеви n  такви 

што nS  не е полн систем на остатоци по модул n .  

б) Докажи дека постојат бесконечно многу сложени природни броеви n  такви 

што nS  е полн систем на остатоци по модул n .  
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Решение. а) Ќе докажеме дека 2n p , каде 2p   е прост број го задоволува 

условот. Имаме 

1 1
2 22

2 2
1 1

( ) (2 1) (2 1) (mod )
p p

kp i kp p ikp
p p i p i

i i

k k k k p
 

  

 
 

      . 

Конкретно, одовде следува дека 
2
2( )
kp
p  е делив со p  за 

1

2
{ , ,2 }

p
k p p


 , т.е. 2 pS  

има три елементи деливи со p , па затоа не е полн систем на остатоци.  

б) Ќе докажеме дека 2n p , каде 2p   е прост број го задоволува условот. 

Имаме  
2

2 2 22

2 2 2

1 1

0 1 |

( )
p p

kp i kp jp kp ikp

jpp p i p i
i j p i

k
 

  

 
  

     , 

па затоа по модул 2p   

1 1 1
2 1

11 1

( ) (1 )
p p p

kp j kpkn
n j j j

jj j

k k k k p
  



 

       . 

Бидејќи  
1 1

2 21
1 1 1

( )
1 1 1

( ) 0(mod )

p p
p

p

j j p j j p j
j j j

p

 


 
  

       

добиваме 
2( ) (mod )kn

n k p .  

 

37. Определи ги сите парови природни броеви ( , ), 2a n a n   такви што 

( 1) 1na a    е степен на бројот 2.  

Решение. Нека ( 1) 1 2n ba a    . Бидејќи a  е делител на левата страна на 

последното равенство заклучуваме дека 2 ,ca c b  . Ако равенството го поде-

лиме со 2c  го добиваме равенството  
1 2(2 1) (2 1) ... (2 1) 2 2c n c n c b c           

кое може да се запише како 2 1 2c b ck n    . Според тоа, 2( 1)v n c   (во спро-

тивно левата страна ќе има непарен прост делител), т.е. a  е делител на 1n . Но, 

2a n  , па заклучуваме дека 1 2 , 2ca n c    .  

Сега, од Њутновата биномна формула следува 2(2 1) 2 2 1c i c cK i    , па 

затоа левата страна на горното равенство е еднаква на  
( 1)2 2 1 2 2 2 1

2
2 2 1 2 2 (2 2 2 1),

n nc c c c c c cA n A A
              . 

За 2c   добиваме ( , ) (4,3)a n  , што е решение.  

За 3c   бројот 
2 2 2 12 2 2 1c c c      е непарен, па ако 12c  го извадиме како 

заеднички множител (2 1)c c   во заградите добиваме непарен број поголем од 

1, што е противречност на тоа дека десната страна нема непарни делители.  
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38. Дадени се природни броеви m  и n . Определи го најмалиот природен број 

,N N m , со следново својство: ако N  елементно множество од цели броеви 

содржи комплетен систем на остатоци по модул m , тогаш тоа множество има 

непразно подмножество, чиј збир на елементи е делив со n .  

Решение. Прво ќе докажеме, дека 
(NZD( , ) 1)

2
max{ , }

m m n
N m m n


   . Неравен-

ството N m  е очигледно. Нека 1 1NZD( , ) , ,m n d m m d n n d    и 
( 1)

2

m d
n


 . 

Постои комплетен систем на остатоци 1 2( , ,..., )mx x x  по модул m , таков што оста-

тоците на броевите 1 2, ,..., mx x x  при делење со n  формираат точно 1m  групи 

{1,2,..., }d . Навистина, броевите 1, 1,2,..., ,i jdn i d   11,2,...,j m , го имаат сака-

ното својство. Кон броевите 1 2, ,..., mx x x  да додадеме уште 
( 1)

2

m d
k n


   броеви 

1 2, ,..., ky y y  секој од кои дава остаток 1 при делење со n . Тогаш множеството 

1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., }m kx x x y y y  го има саканото својство. Навистина, 1 2( , ,..., )mx x x  е 

комплетен систем на остатоци по модул m , а збирот на сите остатоци по модул n  

е меѓу 0 и 1(1 2 ... ) 1m d k n      .  

Останува да докажеме, дека бројот 
(NZD( , ) 1)

2
max{ , }

m m n
N m m n


    ги има 

саканите својства. Неколку пати ќе ја искористиме следнава  

Лема 1. Меѓу произволни k  броеви можат ада се изберат неколку, чиј збир е 

делив со k .  

Доказ. За броевите 1 2, ,..., ka a a  ги разгледуваме збировите 1 2 ...i iS a a a    , 

1,2,...,i k . Ако ниту еден збир не е делив со k , тогаш два од нив даваат исти 

остатоци при делење со k  и тогаш нивната разлика е делива со k . ■ 

Лема 2. Меѓу произволни k  броеви кои се деливи со a  можат да се изберат 

неколку чиј збир е делив со ka .  

Доказ. Непосредно следува од лема 1. ■ 

Понатаму, ќе велиме дека едно конечно множество е k множество, ако 

збирот на неговите елементи е делив со k .  

Одделно ќе разгледаме два случаја за максимумот.  

Случај 1. Нека 
( 1)

2

m d
n


  и соодветно N m .  

Нека 1 2{ , ,..., }mX x x x  е произволно множество од N m  цели броеви со 

саканите својства. Бидејќи 1 2( , ,..., )mx x x  е комплетен систем на остатоци по 

модул m , истиот можеме да го разделиме на 1m  групи, секоја од кои е комплетен 

систем на остатоци по модул d . За секој од последните системи 1 2( , ,..., )dY y y y  

ќе сметаме дека (mod )iy i d .  

Ако d  е непарен, тогаш Y  можеме да го поделиме на 1
2

d  на број d  множе-

ства (на пример, { , }i d iy y  , за 1
2

1,2,..., di   и { }dy ). Добивме 1( 1)
12

m d
n


  на број 

d множества, па затоа можеме да избереме неколку од нив со вкупен збир на 

елементи делив со 1n d n .  
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Ако d  е парен, тогаш Y  можеме да го поделиме на 
2
d  на број d множества и 

го оставаме 
2
dy  на страна, комбинирајќи го со аналогниот елемент од друг систем. 

Така добиваме 1 1
12 2

[ ]
m d m

n   на број d множества, и повторно можеме да избе-

реме неколку од нив со вкупен збир на елементи делив со 1n d n .  

Случај 2. Нека 
( 1)

2

m d
n


  и соодветно 

( 1)

2

m d
N m n


   .  

Нека X  е множество од N  елементи, и 1 2{ , ,..., }mA x x x X   е комплетен 

систем на остатоци по модул m .  

Ако d  е непарен, тогаш го разбиваме A  како во случај 1 на 1( 1)

2

m d
 на број 

d множества, а останатите 
( 1)

2

m d
n


  елементи на A  ги разбиваме произволно 

на 1( 1)
1 2

m d
n


  множества од по d  броеви. Во ское од последните множества мо-

жеме да најдеме d множество, т.е. имаме уште 1( 1)
1 2

m d
n


  на број d мно-

жества. Така добивме 1n  на број d множества и следствено можеме да избереме 

неколку од нив чиј вкупен збир на елементи е делив со 1n d n .  

Ако d  е парен, тогаш го разбиваме A  како во случај 1 на 1 1

2 2
[ ]

m d m
  на број 

d множества. Да забележиме, дека ако 1m  е парен, тогаш имаме 1( 1)

2

m d
 на број 

d множества, а ако 1m  е непарен, тогаш ни останува бројот 
2

2
(mod )d

dy m . 

Сега, останатите 
( 1)

2

m d
n


  елементи на A  ги разбиваме произволно на 

1 12 ( 1)n m d   множества од по 
2
d  броеви. Во секое од последните множества 

можеме да најдеме 
2
d  подмножество, а потоа од секои две 

2
d  множества имаме 

барем едно d множество, при што добиваме 1( 1)
1 2

[ ]
m d

n


  на број d множе-

ства. Во случај на парен 1m  директно имаме 1n  на број d множества. За непарен 

1m  ги комбинираме останатите 
2
dy  и едно 

2
d  множество, за да добиеме уште 

едно d множество, со што добиваме 1n  на број d множества. Конечно, мо-

жеме да избереме неколку од нашите 1n  на број d множества со вкупен збир на 

елементи делив со 1n d n .  

 

39. Нека 20132012N  . Кој е најголемиот број елементи што може да го има 

множество A  кое ги задоволува следниве услови:  

1) елементите на A  се природни броеви помали или еднакви на N , и  

2) ако ,a b A , a b , тогаш |N ab .  

Решение. Ќе го определиме бараниот максимален број за сите цели броеви N  

од видот N p q  , каде   е парен и   е непарен број. Да ги разгледаме 
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множествата  

1
0 2 2

1
1 2 2

1
2 2 2

1
3 2 2

{ | , , , NZD( , ) NZD( , ) 1},

{ | , , , NZD( , ) NZD( , ) 1},

{ | , , , NZD( , ) NZD( , ) 1},

{ | , , , NZD( , ) NZD( , ) 1}.

X m m p q r r p r q

X m m p q r r p r q

X m m p q r r p r q

X m m p q r r p r q

  

  

  

  

       

       

       

       

 

Очигледно множествата 0 1X X  и 0 2X X  содржат најмногу по еден 

елемент од множеството A . Затоа 3| | | | 2A X  . Нека претпоставиме дека A  

содржи и елемент од 1X  и елемент од 2X . Тогаш постои барем еден елемент од 

3X  кој не се содржи во A . Според тоа, 3| | | | 1A X  .  

Множество A  со овој број елементи може да се конструира, на пример, такво 

е множеството 
1

2
3 { }A X p q


  . Останува да забележиме дека 

1

2
3| |X p q


 .  

За конкретната вредност на 2013 2 2013 20132012 2 503N    имаме  

2, 503,p q   2 2013, 2013     , 

па затоа најголемиот број елементи кој може да го има множеството A  е 
2013 10062 503 1 .   

 

40. Докажи, дека постојат бесконечно многу природни броеви n  такви што 

најголемиот прост делител на 4 2 1n n   е еднаков на најголемиот прост делител 

на 4 2( 1) ( 1) 1n n    . 

Решение. Прво да забележиме дека  
4 2 2 2 2 21 ( 1)( 1) (( 1) ( 1) 1)( 1)n n n n n n n n n n              ,  

па затоа ако со np  го означиме најголемиот прост делител на 4 2 1n n  , а со nq  

најголемиот прост делител на 2 1n n  , тогаш 1max{ , }n n np q q  , за секој 2n  . 

Бидејќи 2 2NZD( 1, 1) 1n n n n     , добиваме 1n nq q  , за секој n . Според тоа, 

задачата се сведува на тоа да докажеме дека постојат бесконечно многу 2n   

такви што 1n nq q   и 1n nq q  . Бидејќи 2 37 13q q    и 4 37 13q q   , доби-

ваме дека 3 еден таков број. Нека претпоставиме дека вакви броеви се конечно 

многу и нека m  е најголемиот меѓу нив. Тогаш или  

1 2 ...m m mq q q    , 

што очигледно не е можно или постои k m  таков што 1k kq q   ( 1k kq q  ). Од 

друга страна, не е можно  

1 2 ...k k kq q q    , 

бидејќи 2 1 1 1( 1)
max{ , }k k k kk

q p q q q  
   , па затоа постои најмал 1l k   

таков што 1l lq q  . Од минималноста следува 1l lq q  , но 1l k k m    , што 

противречи на изборот на m , а со тоа и на претпоставката. Според тоа, постојат 

бесконечно многу n  кои го задоволуваат условот на задачата.  
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41. Нека p  е прост број за кој постојат различни природни броеви u  и v  

такви што 2p  е аритметичка средина на 2u  и 2v . Докажи дека 2p u v   е или 

точен квадрат или е удвоен квадрат.  

Решение. За 2p   имаме 2 2 8u v   и 2u v  , т.е. броевите u  и v  не се 

различни. Нека 2p  . Имаме  

2 2 2 2 2 2(2 )(2 ) 4 2 2 ( )p u v p u v p u v uv u v uv u v             . 

Бидејќи 2 2u v  е парен број, заклучуваме дека u  и v  се со иста парност и затоа 

2p u v   и 2p u v   се парни. Сега последното равенство е еквивалентно со 

равенството  
2 2 2

2 2 2
( )

p u v p u v u v      . 

Од последното равенство следува дека 
2 2

2

p u v
qa

 
  и 

2 2

2

p u v
qb

 
  за некои ,a b  

и q  кој не содржи квадрати. Бидејќи 2 0p u v   , заклучуваме дека 0q  . 

Освен тоа,  
2 2

2 2
| 2

p u v p u v
q p

   
  . 

Ако q p , тогаш |p u v  и затоа 
2

| u vp  . Од друга страна  

2 2 2

2 2
( ) ( )u v u v p    

па затоа 
2

0 u v p  , што е противречност. Освен тоа, јасно е дека не е можно 

2q p . Оттука заклучуваме дека 1q   или 2q  . Ако 1q  , тогаш 

22 2p u v a   , а ако 2q  , тогаш важи 22 (2 )p u v a   , што и требаше да се 

докаже.  

  

42. Природните броеви m  и n  се такви што бројот m n  е непарен. Докажи 

дека бројот ( 3 )(5 7 )m n m n   не е точен квадрат.  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното и нека NZD( , )d m n . Тогаш 

, ,m dx n dy   NZD( , ) 1x y   и  

2( 3 )(5 7 ) ( 3 )(5 7 )m n m n d x y x y     . 

Бидејќи m n  е непарен, истото важи и за x y . Нека c  е најголемиот заеднички 

делител на 3x y  и 5 7x y . Броевите 3x y  и 5 7x y  се непарни, па затоа и c  е 

непарен. Јасно, c  е делител на  

3(5 7 ) 7( 3 ) 8x y x y x     

и на  

5( 3 ) (5 7 ) 8x y x y y    , 

па затоа тој е делител на x  и на y . Но, NZD( , ) 1x y  , па затоа 1c  .  

Сега од претпоставката следува дека 23x y a   и 25 7x y b  , каде a  и b  се 

непарни природни броеви. Бидејќи броевите a  и b  се непарни добиваме  

2 2 0(mod8)b a  . 
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Од друга страна имаме 2 2 4( )b a x y   , каде 2 ( )x y x x y     е непарен број, 

што значи дека 8 не е делител на 2 2b a , противречност. Конечно, од добиената 

противречност следува тврдењето на задачата.  

 

43. Дали постои биекција :f   таква што за секои два различни при-

родни броја x и y важи  

а) 2012 ) )( ( |  xf y yf x ? 

б) |012 ) )( (2 xxf yf y ? 

Решение. а) Не постои. Нека го претпоставиме спротивното и нека (1)f a . 

За 1x  , од деливоста | (1)2012 ( )xf f x  добиваме (m( o) d 2012)f axx   . Сега 

(5) (0 3 5 (3) 3 5 5 3 30 (mod 2012)) ( )f f a a a        , а од овде 1006 | a . Но, то-

гаш |1006 ( )f x  за секој x, контрадикција. 

б) Постои. Множествата  2012{ | }S n n   и \ S се бесконечни и преброј-

ливи, па постои биекција : \g S S . Дефинираме ( ) ( )xf g x  ако 2012 | x  и 

1( )) (f g xx   ако 2012 | x . Јасно, функција :f   е биекција и (012 |2 )x xf  

за секој x. 

 

44. Нека p  е прост број и 1 2 3, , ,...a a a  е низа природни броеви такви што  

2
2 1n n na a a p   , 

за секој природен број n . Докажи дека за секој природен број n  бројот 1na   е 

делител на бројот 2n na a  .   

Решение. Ќе користиме индукција по n . Имаме 2 2
1 3 3 2 4 2a a a a a a   , па затоа 

2a  е делител на 3 1 3( )a a a . Ако претпоставиме дека 2 3NZD( , ) 1d a a  , тогаш 

d  е делител на 2
1 3 2a a a p  , па затоа d p  и тогаш p  е делител на 2a  и 3a  и 

од 2
3 5 4p a a a   следува дека p  е делител на 4a . Последното значи дека 2p  е 

делител на 2
2 4 3a a a p  , што е противречност. Според тоа, 2 3NZD( , ) 1a a   и од 

2 3 1 3| ( )a a a a  следува 2 1 3| ( )a a a .  

Нека претпоставиме дека за некој k  важи 1 2| ( )k k ka a a  . Од рекурент-

ната формула непосредно следува 2 1 3

1 2

k k k k

k k

a a a a

a a
  

 

 
 . Сега од 1 2| ( )k k ka a a   и 

последното равенство следува 2 1 3| ( )k k ka a a   , па од принципот на мате-

матичка индукција следува тврдењето на задачата.  

 

45. Дадена е бесконечна низа природни броеви 1 2, ,...x x  таква што за секој 

природен број s  важи 1 3s sx x   . Докажи, дека постојат бесконечно многу 

парови различни природни броеви m  и n  за кои mx  е делител на nx .  

Решение. Доволно е да докажеме дека некој член на низата е делител на друг 

член на низата (зошто?). Од условот следува дека меѓу секои три последователни 
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природни броеви барем еден е член на низата.  

Нека a  е член на низата и да ги разгледаме броевите  

( 1)( 2)b a a a a    , 1 1 ( 1)( 2)b a a a a       и 2 2 ( 1)( 2)b a a a a      . 

Бидејќи |a b , ако b  е член на низата, тогаш тврдењето е докажано. Нека b  не е 

член на низата. Тогаш еден од броевите 1b  или 2b  е член на низата. Нека 

1b  е член на низата (вториот случај се разгледува аналогно). Да ги разгледаме 

броевите  

( 1)( 2)c b b b b    , 1 1 ( 1)( 2)c b b b b       и 2 2 ( 1)( 2)c b b b b      . 

Ако c  е член на низата, тогаш |a c  и тврдењето е докажано, а ако 1c  е член на 

низата, тогаш 1| 1b c   и тврдењето едокажано. Затоа, нека 2c   е член на 

низата. Да ги разгледаме броевите  

( 1)( 2)d c c c c    , 1 1 ( 1)( 2)d c c c c       и 2 2 ( 1)( 2)d c c c c      . 

Ако d  е член на низата, тогаш |a d  и тврдењето е докажано. Ако 1d   е член на 

низата, тогаш 1| 1b d   и тврдењето е докажано и ако 2d   е член на низата, 

тогаш 2 | 2c d   и тврдењето е докажано.  

 

46. Докажи, дека за секој природен број 4a   постојат бесконечно многу при-

родни броеви n  кои се делители на 1na  , но не се деливи со квадрат на прост 

број.  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Нека 3p   е непарен делител на бројот b . Тогаш постои непарен прост 

број q  таков што | ( 1) 1pq b  , но |q b .  

Доказ. Ако b pc , тогаш  

1 2

( 1)2

2

1

2

( 1) 1 (( 1) ( 1) ... ( 1) 1)

( )

( ( ) 1)

,

p p p

p p

p

b b b b b

b Bb b p

bp b Bc

bpd

 





         

  

  



 

и останува да избереме прост делител q  на d . Да забележиме дека d  е непарен, 

бидејќи ако b  е парен, тогаш 1d bK   е непарен, а ако b  е непарен, тогаш 

( 1) 1pb   е непарен, па затоа d  е непарен. Јасно, | ( 1) 1pq b  , но |q b . ■ 

Сега, ќе докажеме дека ако 2 1ka   , тогаш постои низа 1 2, ,...p p од непарни 

прости броеви таква што ако 0 1p   и ако 0 1...
1np p p

nP a  , тогаш 1 | 1p a   и 

1 |n np P , но 1 1|n np P  , 1n  .  

Нека 1p  е непарен прост делител на 1a   и нека веќе сме ги избрале броевите 

1 2, ,..., kp p p . Ако ја примениме лемата за kb P  и kp p , наоѓаме непарен прост 

број 1kp   кој е делител на kP , но не е делител на 1kP  .  

Понатаму, бидејќи 1kP   е делив со броевите 1 2, ,..., kp p p , но не е делив со 

1kp  , заклучуваме дека 1kp   е различен од броевите 1 2, ,..., kp p p . Според тоа, 
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броевите од видот 1 2... kp p p  го имаат саканото својство од условот на задачата.  

Ако 2 1la   , 2l  , тогаш 2 2 1ma    и останува да ги помножиме со 2 нај-

дените броеви за бројот 2a .  

 

47. За секој природен број n  збирот 1 1 1
2 3

1 ...
n

     е запишан како нескрат-

лива дропка n

n

p

q
.  

а) Докажи, дека 3 не е делител на 67p .  

б) Определи ги сите природни броеви n  за кои 3 | np .  

Решение. а) Нека  
1 1 1
2 3

1 ...n n
S      . 

Имаме,  
1 121

2 72 140
3 , 3S S     и 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 7 8 22 10 20 11 19 14 13 13 17

30 51 31 1 1 1 1
9 12 15 18 21 140

,a c
b d

S S           

      
 

каде NZD( , ) NZD( , ) 1a b c d  . Лесно се гледа дека (mod3)a b . Затоа 3 | ,c d , 

(mod3)c d , '
22 223p p  и '

223 | p . Слично се докажува дека 90
67 22 ,e c

f d
S S    

каде 3 | f . Затоа 67 673 | ,p q .  

б) Нека 
3

n

mn
n

k
n

l
S  , каде 3 | ,n nk l . Тогаш  

2

1 1

1 1 1 1 1
3 3 2 4 5 3 2 3 1

3

3 3

1 ...

3 ,

n

mn
n n n n n n

m mn nnn n n

S
n n n

k a k b l b

bl l b

S



 

 



       

  
 

каде 3 | nb . Затоа, ако 1nm   , тогаш 3 1n nm m  . Аналогно,  

3 2 1n nm m    за 1nm    и 3 1 1n nm m    за 0nm  . 

Бидејќи 1 2 7 220, 1m m m m      и 67 0m  , лесно се следува дека одговорот на 

задачата е 2,7,22n  .  

 

48. Нека c  е природен број. Низата 1 2, ,...a a  е дефинирана со  

2 3
1 1, n n na c a a a c    , 

за секој природен број n . Определи ги сите вредности на c  за кои постојат 

природни броеви 1k   и 2m   такви што бројот 2 3
ka c  е еднаков на m тиот 

степен на некој природен број.  

Решение. За 1k   од рекурентната врска добиваме  

2 3 2 2
1 1 1 1 1( )( 1)k k k k k k k k k k ka c a a a a a a a a a a               .   (1) 

Нека претпоставиме дека 1| k kd a a   и 1| 1k kd a a   . Тогаш | 2 1kd a   и 

1| 2 1kd a   . Но, од рекурентната релација следува  
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2 3
12(2 1) (2 1) 4 1k ka a c     , 

па затоа 3| 4 1d c  , а оттука следува дека | 2 1nd a  , за секој n k . Според тоа, 

1| 2 1 2 1d a c   . Меѓутоа, тогаш 3 2| 2(4 1) (2 1)(4 2 1) 1d c c c c      , т.е. 1d  .  

Сега ако 1k ka a   е m ти степен, од (1) следува дека и 1k ka a   е m ти 

степен. Постапката ја продолжуваме е заклучуваме дека  
2

2 1 ( 1)a a c c    

е m ти степен, па од 2NZD( , 1) 1c c   следува дека 2c  и 1c  се m ти степени. 

Меѓутоа, c  не може да биде m ти степен, па затоа m  мора да биде парен број и 

уште повеќе 2m  . Значи, 1c  е точен квадрат. Конечно, ако 1c  е точен 

квадрат, тогаш и  
2 2 3

1( 1)c c a c    

е точен квадрат.  

 

49. Нека a  е позитивен цел број. Низата 1{ }n na 
  е дефинирана со  

1a a , 2 3
1k k ka a a a     

за секој позитивен цел број 1k  . Најди ги сите вредности за a  за кои постои 

позитивен цел број n  така што 2 3
na a  е m -ти степен, 2m  , m , на пози-

тивен цел број.  

Решение. Најпрво, да забележиме дека: 
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

1 ( ) ( )( 2 1 )n n n n n na a a a a a a a a a a            

Ќе покажеме дека 2 3
na a  и 2 32 1n na a a  

 
се заемно прости. 

Со индукција ќе докажеме дека 34 1a   е заемно прост со 2 1na  , за секој 1n  .  

Нека 1n   и нека p  е прост делител на 34 1a   и 12 1 2 1a a   . Тогаш p  е 

делител на   
3 22(4 1) (2 1)(4 2 1) 1a a a a      , 

односно p  е делител на 1 , што е контрадикција.  

Да претпоставиме сега дека 3NZD(4 1,2 1) 1na a    за некој 1n   и простиот 

број p  е делител на 34 1a   и 12 1na   . Тогаш p  е делител на   

2 3
14 2 (2 1) 4 1n na a a      , 

кое повторно дава контрадикција.  

Да претпоставиме дека за некој 1n   бројот  

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
1 ( ) ( )( 2 1 )n n n n n na a a a a a a a a a a            

е степен. Бидејќи 2 3
na a  и 2 32 1n na a a    се заемно прости, следува дека и 

2 3
na a  е исто така степен.  

Ова размислување може повторно да го искористиме, со што се добива дека  
2 3 2 3 2
1 ( 1)a a a a a a      
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е степен. Конечно,  

- ако 2 ( 1) ka a t   каде 3k   е непарен, тогаш 1
ka t  и 21 ka t  , што не е 

можно.  

- ако 2 2( 1) ka a t   каде 2k  , тогаш 1
ka t  и 21 ka t  , што не е можно.  

Одовде 2 2( 1)a a t   од каде ги добиваме решенијата 2 1a s  , 2s  , s .  

 

50. Докажи дека постојат бесконечно многу природни броеви n , такви што 

2 1n   има прост делител, кој што е поголем од 2 2n n . 

Решение. За секој доволно голем прост број p  од видот 4 1m , ќе најдеме 

соодветен n , таков што p  е делител на 2 1n   и 2 2p n n  . Бидејќи постојат 

бесконечно многу вакви прости броеви, и за секој од нив 1n p  , со ова ќе 

најдеме бесконечно многу различни n , кои ја задоволуваат претпоставката. 

Нека p  е многу голем прост број од видот 4 1m .  

Постои n , таков што 2| 1p n  , бидејќи секој непарен фактор на 2 1n   е од 

видот 4 1m . Бидејќи 2| ( ) 1p n p   можеме да претпоставиме дека n p . 

Ако 
2

p
n  , тогаш 

2

p
p n  , па наместо n  да го земеме p n . Значи, може да 

претпоставиме дека 2n p . 

Нека 2 0p n k   . Од 2| 1p n   добиваме: 

2 2 2 2| 4 4 ( ) 4 2 4p n p k p pk k         

па 2| 4p k  . 

Да забележиме дека 4k  . Имено, ако 4k  , можни се само два случаи 1k   

и 3k  , но тогаш добиваме контрадикција со изборот на p  да биде многу голем. 

Па имаме: 
2 2 4k k k p    , 

од каде  
2k p k  , т.е. k p k  . 

Сега јасно 

2 2p n p k n    , 

односно  

2 2p n n  . 

 

51. Даден е природен број n . Определи го минималниот број на броеви од 

видот !m , каде m  е природен број со следново својство:  

За секој природен број !t n  збирот на неколку од броевите од видот !m  

(можно е само еден) е еднаков на t .  

Решение. Ќе докажеме, дека бараниот минимален број е еднаков на 
( 1)

2
1

n n
 . 

За секој 1,2,3,..., 1i n   да земеме i  броеви по !i  и да го додадеме бројот !n . 
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Имаме точно 
( 1)

2
1

n n
  броеви. Ако 1 !t n  , нека 0r t  и индуктивно да ги 

дефинираме броевите iq  и ir  на следниов начин:  

1 ( )! , 0 ( )!i i i ir q n i r r n i       . 

Тогаш 
1

1

( )!
n

i
i

t q n i




   и бидејќи 1 ( 1)!ir n i     добиваме дека iq n i  . За секој 

1,2,..., 1i n   можеме да избереме iq  броеви, сите еднакви на ( )!n i  и збирот на 

овие броеви е еднаков на t .  

Да го разгледаме минималниот број на броеви, потребни за добивање на ! 1n  . 

Бројот на броевите еднакви на !i  да го означиме со ic . Ако 1ic i  , тогаш 

можеме 1i   броеви еднакви на !i  да замениме со еден број еднаков на ( 1)!i   и 

ќе добиеме противречност со минималноста на бројот на разгледуваните броеви. 

Тогаш  
1 1 1

1 1 1

! 1 ! ! (( 1)! !) ! 1
n n n

i
i i i

n c i i i i i n
  

  

           , 

па затоа сите неравенства треба да се равенства, т.е. за секој i  важи ic i . Бројот 

на броевите е 
( 1)

2
1 2 3 ... ( 1)

n n
n


       и нивниот збир е ! 1n  . Останува да 

забележиме, дека за добивање на бројот !n  треба да додадеме барем уште еден 

број и тогаш вкупниот број е 
( 1)

2
1

n n
 .  

 

52. Даден е прост број 3p  . Докажи, дека ако постои природен број k , за кој 

2 5k   е делив со p , тогаш постојат природни броеви m  и n , такви што 

2 2 25p m n  .  

Решение. Ќе докажеме, дека ако постојат цели броеви x  и y  за кои  

2 25 , 2 , 3 , 4x y p p p p   или 5p , 

тогаш постојат природни броеви m  и n  такви што 2 2 25p m n  .  

- Нека 2 25x y p  . Бидејќи p  е прост број, важи 0xy   и непосредно се 

проверува дека  
2 2 2 2 2( 5 ) 5(2 )x y xy p   . 

- Нека 2 25 2x y p  . Бидејќи 2p  , заклучуваме дека x  и y  се непарни и 

тогаш  
2 25 2 2 2

2
( ) 5( )

x y
xy p


  . 

- Нека 2 25 3x y p  . Бидејќи 3p  , заклучуваме дека x  и y  не се деливи 

со 3. Ако x y  е делив со 3, тогаш  

5 2 2

3 3
( ) 5( ) 2

x y x y
p

 
  . 

Ако x y  е делив со 3, тогаш  
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5 2 2

3 3
( ) 5( ) 2

x y x y
p

 
  . 

Според тоа, случајот се сведува на претходниот.  

- Нека 2 25 4x y p  , тогаш x  и y  се парни. Според тоа, важи   

2 2

2 2
( ) 5( )

yx p   

и случајот се сведува на 2 25r s p  .  

- Нека 2 25 5x y p  . Тогаш 5 | x  и 
2 2

5
5( )xy p   и случајот се сведува на 

2 25r s p  .  

Од претходно докажаното следува, дека можеме да сметаме дека 2 5k tp  , за 

6t  , бидејќи во спротивен случај , 1x k y   дава 2 25x y tp  , за 5t  .  

Да го разгледаме множеството 1 2 1 2{ | 0 , 0 }A a a k a s a s      , каде 

[ ]s p . Бројот на елементите на A   е еднаков на 2( 1)s p   (од 2 5 ,k tp   за 

6t  , лесно следува, дека k s  и тогаш во A  нема еднакви елементи) што значи 

дека, разликата на два елементи на A  се дели со p . Според тоа, постојат x  и y , 

такви што | | , | | ,x s y s   0x yk   и p  е делител на x yk  . Тогаш p  е делител 

на  
2 2 2 2( )( ) 5 ( 5)x yk x yk x y y k       

и бидејќи p  е делител на 2 5k  , добиваме дека p  е делител на 2 25x y . Но,  

2 2 20 5 6 6x y s p    , 

т.е.  
2 25 , 2 , 3 , 4x y p p p p   или 5p . 

 

53. Нека 1 2, ,...a a  е низа цели броеви, која содржи бесконечно многу и пози-

тивни и негативни броеви. Познато е дека за секој природен број n  броевите 

1 2, ,..., na a a  даваат различни остатоци при делење со n . Докажи, дека во оваа низа 

секој цел број се појавува точно по еднаш.  

Решение. Од условот на задачата следува дека сите членови на низата се 

различни. Исто така, ако | |i jd a a n    за некои ,i j n , тогаш меѓу членовите 

1 2, ,..., da a a  се наоѓаат два кои даваат ист остаток по модул d , што не е можно. 

Според тоа, | | 1i ja a n   , за секои ,i j n , т.е. множеството 1 2{ , ,..., }na a a  се 

состои од n  последователни цели броеви.  

Ако целиот број k  не се појавува во низата, тогаш сите членови на низата се 

поголеми од k  или сите се помали од k , што противречи на условот дека низата 

содржи бесконечно многу и позитивни и негативни броеви. Според тоа, низата ги 

содржи сите цели броеви и притоа секој број се содржи точно по еднаш.  

 

54. Дадено е множество M  од 20152  природни броеви, секој од кои има 2014 

цифри. Секои два од овие броеви даваат различни остатоци при делење со 20152 . 
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Колку најмалку различни цифри учествуваат во декадните записи на броевите од 

множеството M ?  

Решение. Ако броевите x  и y  даваат различни остатоци при делење со 2n , 

тогаш од 110 10 (mod 2 )nx c y c     следува дека после допишувањето на произ-

волна цифра од десно, новите броеви даваат различни остатоци при делење со 
12n . Според тоа, ако имаме полн систем на остатоци по модул 2n , по допи-

шување на 1 (од ови броеви ќе се добијат различни непарни остатоци, а по 

допишување на 2 од овие броеви ќе се добијат различни парни остатоци, па 

добиваме полн систем на остатоци по модул 12n .  

Почнувајќи од 1, 2, 3, 4 кои формираат полн систем на остатоци по модул 22 , 

добиваме пример со 4 различни цифри, кои го задоволуваат условот на задачата.  

Нека претпоставиме дека такво множество можеме да конструираме со три 

цифри ,a b  и c . Цифрите ,a b  и c  не се со еднаква парност, бидејќи во спротивен 

случај сите остатоци по модул 20152  ќе бидат со еднаква парност и нема да 

формираат полн систем на остататоци. Нека a  и b  се непарни, а c  е парна 

(другиот случај е разгледува аналогно). Бидејќи броевите од M  формираат полн 

систем на остатоци, половината од броевите во M  се парни, а половината се 

непарни. Бидејќи c  е единствена парна цифра, добиваме дека сите парни броеви 

од M  завршуваат на c . Ако ја избришеме последната цифра од овие броеви, ќе 

добиеме полн систем на остатоци од различни 2013-цифрени броеви по модул 
20142 , бидејќи ако 2014(mod 2 )x y , тогаш 201510 10 (mod2 )x c y c   . За ново-

то множество го повторуваме размислувањето и добиваме полн систем на остато-

ци по модул 20132 , составен од 2012-цифрени броеви. Продолжувајќи на овој 

начин ќе добиеме полн систем на остатоци по модул 22 4  составен од различни 

едноцифрени броеви. Последното противречи на фактот дека имаме само три 

едноцифрени броеви ,a b  и c .  

 

55. Нека \{1}n . Докажи дека постои природен број m  поголем од nn  

таков што 
m nn m
n m



 е природен број.  

Решение. На почетокот да забележиме дека со индукција може да се докаже 

дека m nn m  за 3m n  . Затоа  

0
m nn m
n m



 . 

Ако 2n  , тогаш можеме да земеме 10m   и притоа  
10 22 10

12
77

m nn m
n m
 


  . 

Нека претпоставиме дека 2n  . Имаме  

( ) ( ( 1) ) (mod )m n m n n m n nn m n n n n n m        . 

Бројот m  ќе го побараме во облик ,nm kn n k   . Тогаш |n m nm n kn n m    

ако и само ако | ( 1)m n nk n    .  
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1) Ако n  е непарен, тогаш ( 1)m n nn     е парен, па можеме да земеме 2k  , 

т.е. 2 nm n n  .  

2) Ако n  е парен, тогаш ( 1) 1m n n m nn n      е делив со 1n , па можеме 

да земеме 1k n  , т.е. ( 1) nm n n n   .  

Забелешка. Неравенството m nn m  за 3m n   може да се докаже и со 

помош на изводи. Навистина, за функцијата ln( ) ,x
x

f x x e   важи неравенството  

2

1 ln'( ) 0x

x
f x    кога x e , што значи дека таа монотоно опаѓа за x e . Затоа  

ln lnn m
n m
 , т.е. ln lnm n n m , 

од каде добиваме  
ln lnm m n n m nn e e m   , кога 3m n  . 

 

56. Дадени се природни броеви 20161 2
,...,a a  такви што за секој n , 20161 2n   

важи 2016na   и 1 2... 1na a a   е точен квадрат. Докажи, дека некој од броевите 

20161 2 2
, ,...,a a a  е еднаков на 1.  

Решение. Нека за броевите a  и b , a b  важи 21a u   и 2b v . Тогаш  

2 2 2 2 2( 1) 1 1 ( )uv ab u v v uv       , 

што значи дека бројот 1ab  не е точен квадрат.  

Нека 1 2, ,..., mp p p  се сите прости броеви помали од 2016. За секој n , 

20161 2n   ја разгледуваме бинарната низа 1 2( , ,..., )n mc r r r , каде 0ir   ако 

експонентот на ip  во производот 1 2...n nP a a a  е парен, а 1ir   во спротивно. За 

низата nc  има само 2m  можности, па затоа за секој 

20162 2mk    

меѓу бинарните низи  

1 2
, ,..., mk k k

c c c 
 

постојат две еднакви, да кажеме sc  и tc  ( s t ), а тогаш t

s

P

P
 е точен квадрат 

помал или еднаков на 
22016

m

.  

Нека претпоставиме дека низата { }na  не содржи единици. Да земеме 

11 2mk   . Јасно,  

20162 2mk   . 

Како што видовме, постојат индекси , , 2ms t k s t k     такви што t

s

P

P
b   е 

точен квадрат. Меѓутоа, како што претходно покажавме, бидејќи  

112 2 22 2 2048 2016
m m mk

s ka P P b        

броевите 1 1sa P    и 1 1tab P    истовремено не може да бидат точни квад-

рати, што противречи на условот на задачата.  
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2.  ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  
 

1. Природните броеви ,x y  и z  се по парови заемно прости и ја задоволуваат 

релацијата 2 2 2x y z  . Докажи дека:  

а) Еден од броевите ,x y  и z  е делив со 5.  

б) Еден од броевите броевите x  и y  е делив со 3. 

в) Еден од броевите броевите x  и y  е делив со 4. 

Решение. а) Бидејќи секој природен број N  може да се запише во облик 

5 ,5 1k k   или 5 2k   добиваме дека бројот 2N  може да се запише во облик 5k  

или 5 1k  . Нека претпоставиме дека ниту еден од броевите x  и y  не е делив со 

5. Тогаш бројот 2 2 2z x y   може да се запише во облик 5 2Q , кога и двата x  и 

y  се од облик 5 1k   или и двата се од облик 5 1k  , што не е можно, или бројот 

2 2 2z x y   може да се запише во облик 5Q  кога еден од броевите x  и y  е од 

облик 5 1k  , а другиот е од облик 5 1k  , што значи дека бројот z  е делив со 5.  

б) Бидејќи секој природен број N  може да се запише во облик 3 ,3 1k k   или 

3 1k   добиваме дека бројот 2N  може да се запише во облик 3k  или 3 1k  . Нека 

претпоставиме дека ниту еден од броевите x  и y  не е делив со 3. Тогаш бројот 

2 2 2z x y   е од облик 3 2Q , што не е можно, па затоа еден од броевите x  и y  

е делив со 3.  

в) Еден од броевите x  и y  сигурно е парен број, бидејќи во спротивно ако 

2 1x k   и 2 1y t  , тогаш 2 2 2 4 2z x y Q    , што не е можно бидејќи 

квадрат на природен број е или од облик 4Q  или од облик 4 1Q . Останува да 

докажеме дека еден од броевите x  и y  е делив со 4. Нека претпоставиме дека 

2x t . Тогаш, 2 1y k   бидејќи во спротивно броевите ,x y  и z  нема да бидат 

заемно прости. Според тоа, 2 2 24 4 4 1 2 1z t k k l      , па затоа  

2 2 2 24 4( )( 1)t x z y l k l k        т.е. 2 ( )( 1)t l k l k    . 

Бидејќи 1 2 1l k l k l       добиваме дека еден од множителите l k  или 

1l k   на бројот 2t  е парен број, што значи и бројот t  е парен број, па затоа 

4 | x .  

 

2. Докажи, дека за секои два природни броја k  и n  постојат k  природни 

броеви 1 2, ,..., km m m  (не задолжително различни) такви што  

1 2

2 1 1 1 11 (1 )(1 )...(1 )
k

kn m m m
     . 

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по k .  

За 1k   и за секој n  имаме 2 1 11 1
k

n n
   , па ако земеме 1m n , добива-

ме дека равенството (1) е исполнето, т.е. тврдењето важи за 1k   и за секој n .  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1k r   и за секој n . Нека 
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k r  и n . Можни се два случаја: 12 | 2n n  и 12 | 2 1n n  .  

1) Ако 12 | 2n n , тогаш  

1

1

2 1 2 22 1 1 2 1

2 2 2 2
1 (1 )(1 )

r rr r

r r

n n
n n nn n

    

   
      . 

Од индуктивната претпоставка следува дека постојат 1 2 1, ,..., rm m m   такви 

што  
1

1 1 2 1

2 1 1 1 11 (1 )(1 )...(1 )
r

rn m m m





      

па затоа доволно е да земеме 2 2r
rm n   .  

2) Ако 12 | 2 1n n  , тогаш  

1
1

1 1

2 1 2 12 1 1 12 1 1 2 1
1 2 1 1

1 (1 )(1 )
rrr rnn n n

n n n n n n n

      
  

        . 

Од индуктивната претпоставка следува дека постојат 1 2 1, ,..., rm m m   такви 

што  
1

1 1 2 1

2 1 1 1 11 (1 )(1 )...(1 )
r

rn m m m





     , 

па затоа доволно е да земеме rm n .  

Според тоа, и во двата случаја тврдењето важи за k r  и секој n , со што 

доказот е завршен.  

 

3. Определи ги сите природни броеви x  и y  за кои бројот 
3xy

x y
 е точен куб на 

прост број.  

Решение. Нека p  е прост број таков што  

3 3( )xy p x y  .         (1) 

Ако |p y , тогаш 3 |p x . Значи, 3x p h  и следствено 3 3 3 3( )p hy p p h y  , од 

каде наоѓаме 2 3( 1)y hy p h  . Бидејќи |p y , добиваме дека 3 2| 1p hy   и |y h . 

Нека h yk . Тогаш 3 3( 1)y ky p yk  , па затоа 3 3( ) 1k y p  . Според тоа, 

3 3 1y k   , што не е можно.  

Нека |p y , т.е. y ps . Од (1) следува 3 3 3( )xp s p x ps  , од каде наоѓаме 

3( 1)x s ps  . Бидејќи 3| 1s s  , добиваме |s x . Тогаш 3 1|s p , што значи дека 

3 1s p  . Последното е можно само за 1 1s    и 2 1s s p   . Значи, 

2, 7x s p   , т.е. 2x   и 14y  .  

 

4. Определи ги сите прости броеви p , за кои бројот 22 3 1p p   е точен куб 

на природен број.  

Решение. Од равенството  
2 32 3 1p p n             (1) 

добиваме 
3 2 2 32 3 1 2n p p p p     , па затоа n p , т.е. 1n p  .  
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Ако 1p n  , тогаш од (1) добиваме 3 22 2 0n n n    , од каде наоѓаме 

( 2)( 1)( 1) 0n n n    . Значи, {1,2}n , па затоа {2,3}p .  

Ако 1p n  , тогаш од (1) следува  

2(2 3) ( 1)( 1)p p n n n               (2) 

и бидејќи 1p n   и p  е прост број следува дека p  е делител на 2 1n n  . 

Тогаш  
2 1n n kp               (3) 

за некој природен број k . Од (2) и (3) добиваме 2 ( 1) 3p k n    и ако во (3) 

замениме 
( 1) 3

2

k n
p

 
  добиваме 2 2 22 ( 2) ( 3 2) 0n k n k k      . 

Дискриминантата на оваа квадратна равенка 4 2 212 24 12D k k     треба да 

е точен квадрат. Ако 9k  , тогаш  

2 2 4 2 2 2 2( 6) 12 24 12 ( 7)k k k k        

и D  не може да биде точен квадрат. Според тоа, 1 8k   и со непосредна 

проверка се покажува дека ниту едно од овие броеви не дава решение.  

Конечно, бараните прости броеви се 2 и 3.  

 

5. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 3( 11( ))b a b a b   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 2 3 2( )( 22 121( )) 0a b a b ab b b a b       . 

Од последната равенка следува 0a b  , па решенија на задачата се паровите 

( , ),t t t . Нека a b  и 2 2 3 222 121( ) 0a b ab b b a b      . Ако 0b  , доби-

ваме 0a  , што противречи на a b . Еквивалентната равенка  

2 2 3 2( 121) 22 121 0ba b a b b b       

е квадратна по a  со дискриминанта 2(3 11)(11 )D b b   . Условот 0D   дава 

11
3

11b    и со непосредна проверка се добива дека решение на почетната 

равенка е само парот (0,11) .  

 

6. Во множеството цели броеви реши ја равенката 3 3 3 1a b ab   .   

Решение. Од равенството  
3 3 3 2 2 23 ( )( )a b c abc a b c a b c ab bc ca            

следува  
3 3 3 1a b ab           

3 3 3( 1) 3 ( 1) 0a b ab            

2 2( 1)( 1 ) 0a b a b ab b a           

2 2( 1)((2 1) 3( 1) ) 0a b a b b       ,  
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од каде добиваме ( , ) ( 1, 1)a b     и ( , ) ( ,1 ),a b n n n   .  

 

7. За природниот број n кој не е степен на бројот 2, со ( )a n  и ( )b n  соодветно 

да ги означиме најголемиот и најмалиот непарен делител на бројот n поголем од 1. 

Определи ги сите броеви n за кои важи 

3 5( ) ( )a n b n n  . 

Решение. Нека p е најмалиот непарен прост делител на n и 2kn mp , каде m е 

непарен број и 0k  . Тогаш ,( ) ( )a n mp b n p   и 2 3 5k mp mp p  , па затоа 

( )2 3  5k m  . Можни се два случаја:  

i) 1m   и 2 3 5k   , т.е. 3k  . Тогаш 8n p  и ова е едно решение.  

ii)   5m   и 2 3 1k   , т.е. 2k  . Тогаш 20n p , а како p е најмалиот непарен 

прост делител, мора да биде 3p   или 5p  , што дава уште две решенија: 60n   

и 100n  . 

 

8. Нека p  е прост број и 2m   е природен број. Докажи дека равенката  

2 2
( )

p px y x y m 
  

во множеството природни броеви има решение ( , ) (1,1)x y   ако и само ако m p .  

Решение. Јасно, ако m p , тогаш дадената равенка има бесконечно многу 

решенија од видот ( , ),x x x .  

Нека ( , )x y  е решение на равенката. Ако x y , тогаш p mx x , па затоа m p . 

Затоа во натамошните разгледувања ќе сметаме дека x y . Да забележиме дека 

од  

2 2 2
( ) ( )

p px y x y x ym p  
   

следува m p .  

Нека NZD( , )x y d , x du  и y dv , каде NZD( , ) 1u v  . Заменуваме во ра-

венката и добиваме  

2
2 ( )p p m p mu vu v d    .        (1) 

Ако u  и v  се со различна парност, тогаш ( )mu v  е делител на p pu v , што не е 

можно, бидејќи ( ) ( )m p p pu v u v u v     . Според тоа, u  и v  се непарни бро-

еви. Нека 2au v t  , каде a  е природен број и t  е непарен број. Да забележиме 

дека NZD( , ) NZD( , ) 1t u t v  . За 2p   имаме 2 2 2(mod 4)u v  , а кога p  е не-

парен прост број имаме  

1 2 2 1
1 2(2 ) 2 [(2 ) ( )(2 ) ... 2 ( ) ]

ppp p a p a a p a p a p p
pu v t v v t t t v tv pv   
         , 

каде 1ppv   е непарен број, а сите собирци освен него во средната заграда се 

парни броеви. Според тоа, ако 2p  , тогаш највисокиот степен на 2 кој е делител 
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на p pu v  е 2a , а ако 2p  , тогаш е 2. Но десната страна на (1) се дели барем со 

1 ( 1)2 m a  . Затоа 1 ( 1)m a a   , а тоа е можно само за 1a  . Добивме 2u v t  , 

каде t  е непарен број, при што очигледно 3t  . Сега равенката (1) го добива 

видот  

(2 ) 2p p m p mt v v d t   . 

За 2p   имаме 2| 2t v , што не е можно бидејќи NZD( , ) 1t v  . Ако p  е непарен 

прост број, добиваме  

1 1 2 2 1 1
1 22 ( )2 ... ( )4 2 2

ppp p p p p p m p m
pt t v tv pv d t      
     , 

од каде следува дека |t p , т.е. t p . Но, сега сите членови со исклучок на 12 ppv   

се делат со 2p , што не е можно.  

Според тоа, равенката нема решенија за кои x y , со што тврдењето е докажа-

но.  

 

9. Определи ги сите природни броеви n за кои равенката  

) )( ( ( ) 2nx y y z z x     

а) има решение во множеството природни броеву; 

б) има решешение во множеството природни броеви такво што броевите x, y, z 

се различни.  

Решение. Нека x y z  . Според условот на задачата, секој од броевите 

,  ,  x y x z y z    е степен на бројот 2. Бидејќи (2 )z x z y z x     , мора да 

важи x y . 

Сега имаме 2 2kx y x    и 2lx z   за некои ,  ,  k l k l  , па затоа  

2)( )(( ) 2k lx y x z y z     , 

т.е. 2n k l  . Вакви k и l постојат за 3n   и 5n  . 

Добивме дека x y . Значи, нема решенија со различно x, y, z. 

 

10. Определи ги сите парови природни броеви a и b такви што  
2 21,N 1ZS( )a b a b    . 

Решение. Нека 1a dx   и 1b dy  , каде d, x, y се природни броеви,   x y  

и NZD ,( ) 1x y  . Тогаш  

2 2NZS 1, 1 1( ) ( ) ( ) ( )( )1 2a b dxy dx dy d x y dx dy            

 и затоа  

2
xy

x y
dx dy


   . 

Бидејќи x y  е заемно прост и со x и со y, мора да важи 1x y  . Значи,  

2 1 2 1( ) ( )d x x x    , 

од каде добиваме дека важи   
2 22 1 2 2| 7( )1|x x x x     . 
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Значи, 2 |1 7x , т.е. 1x   или 4x  . Првата можност очигледно отпаѓа, а од 

втората добиваме 2d   и ( ) ( ), 7,5a b  . 

 

11. Определи ги сите позитивни цели броеви u, v, w  за кои: 

1) 214 4 5( )w uv u v w   ; 

2) 2u v p  , каде што p  е некој прост број; 

3) Ниту еден од броевите 9 1w , 18 4w  не е точен квадрат. 

Решение. Бидејќи u v  е парен, следува   2u v u v v     е парен. Да 

ставиме 2u v q  . Тогаш добиваме u p q  , v q p  , па до 1) добиваме   

22 (2 7 )( )p q w q w   . 

i) Ако w  е парен, т.е. 12w w , следува 2
1 1( 7 )( 2 )p q w q w   , и тогаш:   

- ако 17 1q w  , 2
12q w p  , тогаш  

2
19 1w p   и 2 2

1 118 4 18 2 4 4(9 1) 4 (2 )w w w p p        , 

што според 3) не е можно;  

- ако 17q w p  , 12q w p  , тогаш 19 0w  , од што следува дека 1 0w  , т.е. 

0w   што не е можно заради позитивноста на броевите; 

- ако 2
17q w p  , 12 1q w  , тогаш 2

19 1 0w p    , па 1 0w  , што пов-

торно не е можно. 

ii) Ако 12 1w w  , тогаш од 22 (2 7 )( )p q w q w    добиваме дека и q  е 

непарен, т.е. 12 1q q   па 2
1 1 1 1(4 14 5)( 1)p q w q w     . Сега имаме:   

- ако 1 14 14 5 1q w   , 2
1 1 1q w p    добиваме 2

19 4 2w p   и оттука  

2 2
1 19 1 9(2 1) 1 2(9 4) 2 2 (2 )w w w p p         ; 

- ако 2
1 14 14 5q w p    и 1 1 1 1q w    слично се добива контрадикција. 

- останува случајот 1 14 14 5q w p    и 1 1 1q w p   . Од тие две равенки 

добиваме 1 15 2q w  , па заменувајќи во 1 14 14 5q w p    добиваме 16 3w p  . 

Левата страна е делива со три а десната е прост број. Единствено е можно 1 1w   и 

3p  . Натаму 1w  , 8u   и 2v  . За овие броеви 9 1 10w   и 18 4 22w   не 

се точни квадрати.  

 

12. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
4 4 4 42 4 8 16x y z t xyzt    . 

Решение. Јасно е дека (0,0,0,0)  е решение на равенката. Ќе покажеме дека 

ненулто решение на равенката не постои. Нека претпоставиме спротивно односно 

нека ( , , , )x y z t  е решение на равенката со барем една ненулта координата.

4 4 4 4
0 0 0 1 1 0 0 02 4 8 16y z t x x y z t      Јасно е дека 0x  е делив со 2. Па го запишуваме 

од облик 0 12x x  за некој 1x   и заменуваме во првата равенка при што по 

кратењето со 2 ја добиваме равенката 4 4 4 4
0 0 0 1 1 0 0 02 4 8 16y z t x x y z t    . Сега, 
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бројот 0y  е делив со 2 па 0 12y y  за некој 1y  . Повторно заменуваме во 

последната равенка и кратиме со 2 при што  добиваме . Аналогно, бројот 0z  е 

делив со 2, па 0 12z z , за 1z  . Заменуваме во последната равенка и кратиме со 

2 после што добиваме равенка 4 4 4 4
0 1 1 1 1 1 1 02 4 8 16t x y z x y z t    . Бројот 0t  е делив 

со 2 односно 0 12t t  за 1t  . После заменувањето и кратењето со 2 ја добиваме 

равенката 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1 12 4 8 16x y z t x y z t    . Добиваме дека четворката 1 1 1 1( , , , )x y z t  

е исто така решение на првата равенка. Аналогно продолжувајќи ја постапката 

добиваме четворки целобројни решенија на првата равенка  2 2 2 2( , , , )x y z t , 

3 3 3 3( , , , )x y z t ,... при што во 4n -тиот чекор 0 0 0 0

2 2 2 2
( , , , ) ( , , , )

n n n n

x y z t
n n n nx y z t  , што е 

контрадикција со целобројноста на добиените решенија. 

Значи единствено решение е (0,0,0,0) . 

 

13. Да се определат сите природни броеви x , y  и z  за кои  

21 2 3x y z  . 

Решение. Лесно се проверува дека за 1,2,3z   дадената равенка нема ре-

шение.  

Нека 4z  . Имаме 2 3 ( 1)( 1)x y z z   . Најмногу еден од 1z   и 1z   е делив 

со 3 , бидејќи ако 3 | 1z   и 3 | 1z   следува дека 3 | ( 1) ( 1) 2z z    , што не е 

можно. Исто така бидејќи 2 | ( 1)( 1)z z   добиваме дека и 1z   и 1z   се деливи 

со 2  и само еден од нив може да е делив со 4 , бидејќи ако 4 | 1z   и 4 | 1z   

следува дека 4 | ( 1) ( 1) 2z z    , што не е можно.  

Поради ова ги имаме следниве случаи:  

1  1 2 3yz    , 11 2xz    и  

2  11 2xz   , 1 2 3yz    .  

Случај 1  Нека 1 2 3yz    , 11 2xz   . Со одземање на дадените равенки 

имаме  
12 3 2 2y x    т.е. 23 2 1y x  . 

За 2x   лесно се проверува дека дадената равенка нема решение. 

За 3x   имаме 3 1 2 3y     т.е. 1y   и лесно се добива 5z  . 

Значи едно решение е ( , , ) (3,1,5)x y z  . 

Ако 4x  , имаме 3 1(mod 4)y   па следува дека y  е парен т.е. 12y y , 1y  . 

Сега имаме 

12 23 1 2
y x   т.е. 1 1 2(3 1)(3 1) 2

y y x   , 

од каде лесно се добива дека 13 1 2
y
   и 1 33 1 2

y x   т.е. т.е. 1 1y   односно 

2y  , сега лесно се добива дека 5x   и 17z  . 

Значи решение е ( , , ) (5,2,17)x y z  .  

Случај 2  Нека 11 2xz   , 1 2 3yz     тогаш 12 2 3 2x y    , т.е.  
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22 3 1x y   . 

За 1y   имаме 4x   и 7z  , па решение е ( , , ) (4,1,7)x y z  . 

Ако 2y   тогаш имаме 22 1(mod3)x   т.е. 2x  мора  да е парен број па нека 

12 2x x  .Па имаме 1 1 12
3 2 1 (2 1)(2 1)

x x xy      , од каде следува дека 

12 1 1
x
   или 3 . Ако 12 1 1

x
   добиваме 1 1x   т.е. 4x  , па  го добиваме реше-

нието (4,1,7) . 

Ако 12 1 3
x
   следува 1 2x   т.е. 6x   и добиваме 3 15y  , што не е можно. 

Значи решенија на дадената равенка се ( , , ) (3,1,5),(5,2,17),(4,1,7)x y z  .   

 

14. Нека 3(mod4)p   е прост број. Нека N  е бројот на правоаголниците со 

плоштина 22 p , чии темиња имаат целобројни координати ( , )x y  за кои важи 

20 , 2x y p  . Определи го остатокот од делењето на бројот N  со бројот p .  

Решение. Прво ќе го определиме бројот на правоаголниците со страни 

паралелни со координатните оски. Очигледно, бројот на правоаголниците со 

страни со должини a  и b , кои се паралелни со координатните оски и чии темиња 

имаат целобројни координати ( , )x y , за кои важи 20 , 2x y p   е  

2 2(2 1)(2 1) ( 1)( 1) (mod )p a p b a b p       . 

Правоаголници со плоштина 22 p  имаат страни 2 22 1, 2, 2 ,p p p p   2 ,p p

22 ,p  21 2p . Според тоа, ако нивниот број е K , тогаш 0(mod )K p .  

Сега ќе го определиме бројот L  на правоаголниците чии страни не се пара-

лелни со координатните оски. Да разгледаме три последователни темиња на таков 

правоаголник, кои имаат координати (0, ), ( ,0), ( , )a b b c d . Очигледно,  

,c ka d kb   и 2 2 2( ) 2k a b p   

за некој цел број k  (зошто k  е цел број?). Решенијата на оваа равенка се 

1,k a b p    и 2 , 1k p a b   .  

Во првиот случај имаме квадрат со страна 2 p  и неговата положба е едно-

значно определена од опишаниот околу него квадрат со страна 2 p . За второто 

решение имаме два правоаголника со плоштина 22 p , впишани во квадрат со 

страна 2 1p  . Според тоа, за L  добиваме  

2 4(2 1) 2 1(mod )L p p p    . 

Конечно, 1(mod )N K L p   .  

 

15. Определи ги сите тројки природни броеви ( , , )a b c  такви што секој од бро-

евите  

, ,ab c bc a ca b    

е степен на бројот 2.  
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Решение. Нека претпоставиме дека a b . Тогаш ( 1)b c   и 2b c  се степени 

на бројот 2, па затоа 2kb   и 2 1lc    за некои 0,k l  и 2 22 2 1k lb c     е 

степен на бројот 2, што е можно единствено за 1k   и {0,1}l . Одовде ги доби-

ваме решенијата (2,2,2)  и (2,2,3) .  

Понатаму, заради симетрија можеме да сметаме дека a b c  . Јасно е дека 

мора да биде 1a  . Да означиме 2 , 2bc a ca b      и 2ab c   . Тогаш 

    .  

Броевите 2 2 ( 1)( )c b a      и 2 2 ( 1)( )c b a      се деливи со 2 . Но, 

барем еден од броевите 1c  не е делив со 4, па затоа 2( )a b  или 2( )a b  е 

делив со 2 . Според тоа, 2 2( )ca b a b     , т.е. ( 1) 2 3 4a b ac a b a b      , 

па затоа 4ab b , т.е. 4a  .  

1) Нека 3a  . Претходно видовме дека 2  е делител на 2( 3)b  или на 

2( 3)b . Но, 2 3 max{2( 3), 3}c b b b      , па единствена можност е 

3 2( 3)c b b   , т.е. 2c b  . Сега 2 ( 1)( 3)bc a b b      , што значи 

дека 1b  и 3b  се степени на бројот 2 чија разлика е еднаква на 4. Оттука 

следува дека 5b  , што го дава решението (3,5,7) .  

2) Нека 2a  . Имаме 2 2c b    и 2 2b c   . Ако 0  , тогаш броевите b  

и c  се парни, па затоа 2c b  не е делив со 4, што не е можно. Според тоа, 

0   и 2 1c b  . Од 2 2 3 2c b b      следува 2 2
3

b
  и 

2 12 5 2 16
9

2 (2 1) 2b b
        . Ако 4  , последниот израз не е делив со 

52 , па затоа не е делив со 2 , што е противречност. Според тоа, 4  . Со 

проверка на можните случаи го добиваме решението (2,6,11) .  

Конечно, решенија на задачата се подредените тројки (2,2,2) , (2,2,3) , 

(2,6,11)  и (3,5,7)  и нивните пермутации.  

 

16. Во множеството цели броеви реши ја равенката 2 142 1x y  .  

Решение. Лема 1. Ако 1n   е природен број, тогаш бројот  

6 5 4 3 2 1n n n n n n       

не е точен квадрат.  

Доказ. Ако допуштиме дека бројот 6 5 4 3 2 1n n n n n n       е точен квад-

рат, тогаш и бројот  
2 6 5 4 3 2 7

8 7

256( 1) ( 1) 256( 1)( 1)

256( 1)

n n n n n n n n n

n n n

         

   
 

треба да е точен квадрат. Ќе докажеме дека последното не е можно, т.е. ќе дока-

жеме дека брјот 8 7256( 1)n n n    се наоѓа меѓу два последователни точни 
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квадрати. Имено, за 3n   важи  

4 3 2 2 8 7 4 3 2 2(16 8 2 1) 256( 1) (16 8 2 )n n n n n n n n n n n            , 

што непосредно се проверува со ослободување од заградите. Навистина левото 

неравенство е еквивалентно со 4 3 212 20 5 254 255 0n n n n     , за чија точност 

доволно е да забележиме дека 4 2 4 2 2 212 5 10 5 5 (2 1) 0n n n n n n       n  е при-

роден број (останатите собирци се позитивни). Десното неравенство е еквива-

лентно со неравенството 4 3 220 4 256 256 0n n n n      и е доволно да докажеме 

дека 4 320 4 256 256 0n n n    , т.е. 4 35 64 64 0n n n    . Бидејќи 4 3 0n n  , 

останува да провериме дека важи неравенството 44 64 64 0n n    т.е. неравен-

ството 4 16 16 0n n   . Лесно се докажува дека е исполнето последното нера-

венство, на пример, со индукција по 3n  .  

Сега за да го комплетираме доказот на тврдењето доволно е да забележиме  

дека за 2n   важи 6 5 4 3 2 1 43n n n n n n       . ■  

Лема 2. Ако n  е природен број, тогаш најголемиот заеднички делител на 1n  

и 6 5 4 3 2 1n n n n n n       е еднаков на 1 или 7.  

Доказ. Очигледно изразот  
6 5 4 3 2 6 5 4 3 21 7 1 1 1 ( 1) 1 ( 1)n n n n n n n n n n n n                    

е делив со 1n . Оттука непосредно следува дека ако  

6 5 4 3 2NZD( 1, 1)d n n n n n n n        , 

тогаш | 7d . ■  

Нека ( , )x y  е решение на задачата. Тогаш  

2 14 2 7 2 12 10 8 6 4 22 1 ( ) 1 ( 1)( 1)x y y y y y y y y y            . 

Бидејќи 2 1y   не е делив со 7, од лема 2 следува дека  

2 12 10 8 6 4 2NZD( 1, 1) 1y y y y y y y        . 

Од друга страна бројот 12 10 8 6 4 2 1y y y y y y       е непарен и затоа треба да 

постојат природни броеви u  и v  такви што  

2 21 2y u   и 12 10 8 6 4 2 21y y y y y y v       . 

Сега од лема 1 следува дека 1y  , па затоа и 1x  .  

Според тоа, единствено решение на задачата е ( , ) (1,1)x y  .  

 

17. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 22 1.x y   

Решение. Со проверка се добива дека (3,2)  е најмало можно решение на ра-

венката на Пел 2 22 1.x y   Според тоа, за сите решенија на дадената равенка 

имаме 

(3 2 2) (3 2 2) (3 2 2) (3 2 2)

2 2 2
( , ) ( , ).

n n n n

n nx y
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18. Докажи дека постојат бесконечно многу тројки од последователни цели 

броеви такви што секој од нов е збир од два квадрати. 

Решение. Првата таква тројка се броевите  
2 2 2 28 2 2 , 9 3 0     и 2 210 3 1 .   

Ќе ја разгледаме тројката последователни броеви 2 21,x x  и 2 1.x   Бидејќи  

равенката на Пел 2 22 1x y   во множеството природни броеви бесконечно 

многу решенија ( , )x y  следува дека броевите  

2 2 2 2 2 2 2 2 21 , 0 , 1 1x y y x x x x         

се бесконечно многу тројки од последователни цели броеви за кои важи условот 

на задачата. 

 

19.  Најди ги сите природни броеви n  така што важи 

1 1
( ) 2( ) ( )

n nn
kk k 

    

за некој природен број .k n  

Решение.  Дадената равенка последователно е еквивалентна на равеките   

! 2 ! !
( 1)!( 1)! ( )! ! ( 1)!( 1)!

2 2

2 2

( 1) 2( 1)( 1) ( )( 1)

3 2 2 2

(2 3) 2(2 1) 1.

n n n
n k k n k k n k k

k k n k k n k n k

n n k k

n k

      
 

        

   

    

 

Последнта равенка со смената 2 3n x   и 2 1k y   се сведува на равенката на 

Пел 2 22 1x y   . Најмалото решение на оваа равенка е парот ( , ) (1,1)a b  . 

Оттука добиваме  

(1 2) (1 2) (1 2) (1 2)

2 2 2
( , ) ( , ), 1,2,...

i i i i

i ix y i
     

   

Лесно се докажува дека ix  и iy  се непарни броеви.  Конечно, 2 3 in x  , т.е. 

3

2
, 1,2,...ixn i


   

 

20.  Докажи дека ако 
22 2 28 1m n    е цел број за некој природен број ,n  

тогаш m  е точен  квадрат. 

Решение. Даденото равенство е еквивалентно на равенството  
2 2( 2) 4(28 1)m n   , 

т.е. на равенството  
2 22

2
( ) 28 1m n   . 

Значи парот 2
2

( , )m n  е решение на равенката на Пел 2 228 1x y  . Лесно се про-

верува дека (127,24)  е најмалото решение на последната равенка. Според тоа, 

сите вредности на m  се дадени со  

22 (127 24 28) (127 24 28) ((8 3 7) (8 3 7) ) , 1,2,...k k k km k           
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што значи дека m  е точен  квадрат. 

 

21. Определи го најмалиот непарен природен број 5a   за кој постојат при-

родни броеви 1 2 1, ,m m n  и 2n такви што  

2 2 2 2 2
1 1 2 2,a m n a m n     и 1 1 2 2m n m n   .     (1) 

Решение. Од 
2 2 2 2 2261 15 6 , 261 189 180     и 15 6 189 180    следува де-

ка бројот 261 ги задоволува условите (1). Ќе докажемедека тоа е најмалиот не-

парен природен број кој ги задоволува условите (1). Нека претпоставиме дека 

261a   исто така ги задоволува условите (1). Бидејќи 
2 2
1 1a m n   е непарен број, 

заклучуваме дека 1m  и 1n  се со различна парност. Според тоа, 1 1d m n   е непа-

рен број. Освен тоа, од 1 261 17d m a     следува дека можни вредности за 

d  се 1,3,5,7,9,11,13,15d  .  

Имаме 2 2m n d  , па затоа 
2 2 2

2 2( )a n d n   , од каде следува  

2 2 2
22 (2 )a d n d   .          (2) 

Ако 1d  , тогаш равенката (2) е равенка на Пел 
2 22 1x y   , каде 

2( , ) (2 1, )x y n a  . Оваа равенка на Пел има минимално решение ( , ) (1,1)a y   и 

2 12 (1 2) kx y    , каде k . Според тоа, вредностите на y , т.е. на a , кои 

се решенија на оваа равенка се 5, 29, 169, 985, ... Значи, можни вредности на a  се 

29 и 169. Лесно се проверува дека 29 и 169 не може да се претстават во облик 

2 2
1 1( 1)n n  . Значи, 1d  .  

Ако 7d  , тогаш од 
2 2

1 1( 7) 261n n a     следува дека 1 8n  . Сега 

1 1 7m n  , па соодветните можни вредности за a  се 65, 85, 109, 137, 169, 205 и 

245. Понатаму, равенката (2) го добива обликот 
2 2

22 49 (2 7)a n    и со 

непосредна проверка се добива дека за 65,85,109,137,169,205,245a   последната 

равенка нема решение. Значи, 7d  .  

Аналогно се покажува дека останатите вредности за d  не се можни.  

Конечно, бараната вредност е 261a  .  

 

22. Нека n  е природен број. Докажи, дека постојат бесконечно многу тројки 

по парови заемно прости броеви ( , , )x y z  такви што е исполнето равенството  

2 3 4nx y z  . 

Решение. Имаме 3 4 2 2 2( )( )y z nx z x n z x n     и ако земеме 2 2y s nt  , 

NZD( , ) 1n t  , добиваме  

3 3 3

3 2 2 3 3 2 2 3

2 2

( ) ( )

( 3 3 )( 3 3 )

( )( ).

y s t n s t n

s s t n nst nt n s s t n nst nt n

z x n z x n
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Непосредно се проверува, дека 
2 3 23z s nst   и 

2 33x s t nt   го задоволуваат 

горното равенство. Бидејќи секогаш постои цел број 
2 33x s t nt  , останува да 

докажеме, дека постојат бесконечно z , кои го задоволуваат равенството  
2 3 23z s nst  .          (1) 

Случај 1. Ако 3n  не е точен квадрат, да земеме 1s  . Тогаш (1) преминува во 

равенка на Пел 
2 23 1z nt  . Познато е дека оваа равенка има бесконечно многу 

решенија и ако 1 1( , )z t  е решение со најмалата позитивна вредност на 1z  

(следствено и на 1t ), тогаш k  тото решение е дадено со  

1 13 ( 3 )k
k kz nt z nt   . 

Лесно се проверува, дека ако k  е парен, тогаш и kt  е парен. Останува да 

докажеме, дека постојат бесконечно многу парови ( , )k kz t , за кои броевите  

33k k kx t nt  , 21k ky nt  , 2 21 3k kz nt   

за по парови заемно прости. Ќе ги разгледаме само парните вредности на kt . 

Имаме  
2 2 2 2 2

2

NZD( , ) NZD( (3 ),1 3 ) NZD(3 ,1 3 )

NZD(3 , 8) 1

k k k k k k k

k

x z t nt nt nt nt

nt

     

   
 

и аналогно  
2 2NZD( , ) NZD(1 ,4) 1k k ky z nt    и 2NZD( , ) NZD(4,1 ) 1k k kx y nt   . 

Случај 2. Ако 
23n m  за некој природен број m , да зибереме 

2s u  и z uv . 

Тогаш (1) го добива обликот 4 2 23 ( )( )u v nt v mt v mt     . Непосредно се 

проверува дека за секој природен број k  броевите  
4 1

2 1, , 1ku
k k k km

u mk t v mt


      

се решенија на последната равенка. Освен тоа ku  е непарен, а kt  е парен и важи 

NZD( , ) NZD( , 1) 1k k k kt v t mt   . Останува да докажеме, дека за тројката  

4 3 4 23 , , ( 1)k k k k k k k k k k k kx u t nt y u nt z u v u mt        

која ја задоволува равенката од условот, важи    

NZD( , ) NZD( , ) NZD( , ) 1k k k k k kx y y z z x   . 

Имаме  

4 3 4 2 4 4 2

4 2

4 2 4 2 2

4 2

4 3 4 2

NZD( , ) NZD(3 , ) NZD(4 , )

NZD(4, ) 1,

NZD( , ) NZD( , ) NZD( ,4 )

NZD( ,4) 1,

NZD( , ) NZD(3 , ) NZD(3 , )

NZD

k k k k k k k k k k k

k k

k k k k k k k k k

k k

k k k k k k k k k k k

x y u t nt u nt u t u nt

u nt

y z u nt u v u nt nt

u nt

z x u t nt u v u nt u v

    

  

   

  

   

 4 2 4 2(3 , ) NZD( 3 ,8) 1.k k k k ku nt v u nt   
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Според тоа, постојат бесконечно многу тројки по парови заемно прости броеви 

( , , )x y z  такви што е исполнето равенството 2 3 4nx y z  .  

 

23. Докажи дека ако n  е ненегативен цел број  таков што 2 1n  и 3 1n  се 

точни квадрати, тогаш n  е делив со 40.  

Решение. Нека постојат природни броеви a  и b  такви што 22 1n a   и 

23 1n b  . Според тоа, 2 2 2(mod5)a b  . Бидејќи за секој цел број x  важи  

2

0(mod5), 5

1(mod5), 5 1,

4(mod5), 5 2,

x k

x x k

x k




  
  

 

од  
2 2 2(mod5)a b   

следува  
2 2 1(mod5)a b  . 

Од 22 1n a   и последната конгруенција следува 22 1 0(mod5)n a   , па затоа 

5 | n .  

Од друга страна важи 2 23 2 1a b  , што значи дека a  е непарен , па затоа 

можеме да вовдеме замени 2a u v   и  3b u v  , со што последната равенка се 

ормира во равенката на Пел 2 26 1u v  , која во множеството природни броеви 

има бесконечно многу решенија. Бидејќи a  е непарен број земаме 2 1a k   и 

добиваме 2 (2 1)n k k  . Од 23 1n b   добиваме дека и b  е непарен број, па за-

тоа 4 1b s  . Според тоа, 2 23 (4 1) 116 8n s s s    , од каде следува дека 8 | n .  

Конечно, од 5 | n , 8 | n  и NZD(5,8) 1 , следува 40 | n .  
 

 

24. Определи ги сите тројки од последователни природни броеви кои се страни 

на триаголник чија плоштина е природен број. 

Решение. Нека 1, , 1a a a   се должините на страните на триаолникот. Од Хе-

роновата формула следува дека 
23( 4)

4

a a
P


 . Бидејќи P  е природен број јасно е 

дека a  мора да е парен број и 23( 4)a   да е точен квадрат. Според тоа, постојат 

природни броеви m  и n  такви што 2a m  и 2 24 3a n  . Значи, 2 24 4 3m n  , 

па оттука добиваме 2n k  и последнта равенка се сведува на равенка на Пел 
2 23 1m k   со почетно решение ( , ) (2,1)m k  .  

Според тоа, сите решенија на равенката се даде ни со  

(2 3) (2 3)

2

s s

sm
  

  и 
(2 3) (2 3)

2 3

s s

sk
  

 . 

Значи, страните на триаголникот се 2 1, 2s sm m  и 2 1sm  . 
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3.  КИНЕСКА ТЕОРЕМА ЗА ОСТАТОЦИ   
 

1. Определи го најмалиот природен број a  со следново својство: постои при-

роден број n  таков што бројот 17 87n n a  е делив со 455.  

Решение. Нека a  и n  се такви што 17 87n nA a   е делив со 455. Бидејќи 

455 5 7 13   , одделно ќе го разгледаме A  по модул 5, 7 и 13.  

Имаме 0 2 2 (mod5)n nA a   , од каде следува 1(mod5)a   . Пнатаму од 

0 3 3 (mod7)n nA a    следува 1(mod7)a   , а од 0 4 ( 4) (mod13)n nA a   

следува 1( 1) (mod13)na   .  

За n  непарен број го добиваме системот 1(mod5)a   , 1(mod7)a    и 

1(mod13)a  , а за n  парен го добиваме системот 1(mod5)a   , 1(mod7)a    и 

1(mod13)a   . Согласно Кинеската теорема за остатоци решенијата на овие два 

системи се 209(mod455)a   за n  непарен и 454(mod455)a   за n  парен. Според 

тоа, бараната вредност е 209a   и притоа имаме 455 |17 209 87n n  , кога n  е 

непарен, во случајов за 1n  .  

 

2. Дадени се n  бесконечни аритметички прогресии 1 2, ,..., nA A A  од природни 

броеви со разлики 1 2, ,..., nb b b , соодветно. Ако 1 2 ... nA A A    , докажи дека 

некој од броевите 1 2, ,..., nb b b  е делител на најмалиот заеднички содржател на 

останатите броеви.  

Решение. Нека претпоставиме дека секој од броевите 1 2, ,..., nb b b  не е делител 

на најмалиот заеднички содржател на останатите броеви. Тогаш за секој 

1,2,...,i n  имаме 1ib  , при што постои прост број ip  чиј степен во каноничното 

разложување на ib  е поголем од степенот на ip  во каноничните разложувања на 

секој од останатотите броеви.  

Ако 1 2, ,..., na a a  се првите членови на дадените прогресии, тогаш од Кинеската 

теорема за остатоци следува дека постои природен број k  таков што 

1(mod )i ik a p  , за секој 1,2,...,i n . Тогаш ik A , за секој 1,2,...,i n , што е 

противречност.  

 

3. За едно множество C  од различни природни броеви ќе велиме дека е добро 

ако за секој цел број k  постојат , ,a b C a b  , такви што броевите a k  и b k  

не се заемно прости. Докажи, дека ако збирот на елементите на C  е еднаков на 

2003, тогаш за некој c C  множеството \{ }C c  исто така е добро множество.  

Решение. Нека 1 2, ,..., np p p  се сите прости делители на сите можни разлики на 

два различни броја од C . Нека претпоставиме дека за секој број ip  постои 

остаток i , кој се среќава најмногу еднаш при делење на броевите од C  со ip . 

Согласно Кинеската теорема за остатоци можеме да најдеме цел број k , кој при 

делење со ip  дава остатот i , за секој i . Од условот следува дека jp  е делител 
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на a k  и b k  за некој j  и некои ,a b C . Тогаш a  и b  при делење со jp  да-

ваат остаток j , што е противречност. Според тоа, броевите од C  барем двапати 

го даваат секој остаток при делење со некој прост број p . Ако претпоставиме 

дека тие остатоци се среќаваат точно по двапати, тогаш збирот на броевите од C  

ќе има вид  

2(0 1 2 ... 1) ( 1), 1pr p p r p r           

што не е можно, бидејќи 2003 е прост број. Според тоа, некој остаток се среќава 

барем трипати и ако од C  отстраниме било кој број кој го дава тој остаток, тогаш 

повторно добиваме добро множество.  

 

4. Определи ги сите вредности функцијата 2 3( , ) 7 5f x y x y  , ,x y  кои 

припаѓаат на интервалот [2000,2012] .  

Решение. Нека ( , ) [2000,2012]f x y k   за некои цели броеви x  и y . Ако 

5 | x , тогаш 5 | k  и ако 7 | y , тогаш 7 | k . Ако NZD(5, ) NZD(7, ) 1x y  , тогаш 

27 2(mod5)k x    и 35 2(mod7)k y   . Од Кинеската теорема за остатоци 

следува дека имаме четири можности за k  по модул 35, но само една од нив, 

2007, е во разгледуваниот интервал.  

Сега имаме 6 можности за k  и тоа: 2000, 2002, 2005, 2009, 2010 и 2007. При-

тоа важи 2 27 21 5( 6) 2007    . Ќе докажеме дека останатите случаи не се реа-

лизираат.  

Ако 2 37 5 2000x y  , тогаш 5 | x , па затоа 5 | y , од што следува дека 3 25 | 7x , 

што доведува до противречност по модул 45 . Ако 2 37 5 2005x y   или 2010, то-

гаш 5 ,x a a   и добиваме 2 335 401a y   или 402, што не е можно по модул 

7. Ако 2 37 5 2009x y  , тогаш 7 | y , па затоа 7 | x  и тогаш имаме противречност 

по модул 37 . Ако 2 37 5 2002x y  , тогаш 7 ,y b b   и 2 35 49 286x y   , што 

не е можно по модул 7.  

 

5. Определи го бројот на подредените шесторки ( , , , ', ', ')a b c a b c  такви што  

' ' ' ' ' '(mod15)ab a b bc b c ca c a      

и , , , ', ', ' {1,2,3,...,14}a b c a b c  .  

Решение. За секој цел број k  со kN  да го означиме бројот на подредените 

шесторки ( , , , ', ', ')a b c a b c , за кои  

' ' ' ' ' '(mod )ab a b bc b c ca c a k      

и , , , ', ', ' {1,2,3,..., 1}a b c a b c k  . Од Кинеската теорема за остатоци следува, дека 

mn m mN N N , кога NZD( , ) 1m n  . Според тоа, доволно е да ги определиме 3N  и 

5N . Всушност ќе го определиме pN  за секој прост број p . За секое решение 

( , , ', ')a b a b  на конгруенцијата ' ' 1(mod )ab a b p   ќе го пресметаме бројот на 

решенијата на системот  
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' ' ' '(mod )bc b c ca c a p   .        (*) 

Разгледуваме три случаи.  

Прв случај. Нека NZD(1, ') NZD( , ')(mod )a t b b p  за секој {1,2,..., 1}t p  . То-

гаш системот (*) има единствено решение  
' '

' '
(mod )a b

a b b a
c p


  и 

' '
' (mod )a b

ab ba
c p


 . 

Втор случај. Нека NZD(1, ') NZD( , ')(mod )a t b b p , за некој 1t  . Тогаш систе-

мот (*) нема решение.  

Трет случај. Нека NZD(1, ') NZD( , ')(mod )a b b p . Системот (*) се сведува на 

равенката ' ' 1(mod )bc b c p  . Бидејќи ' ' 1(mod )bc b c p  , можеме да земеме 

дека 0b  . Според тоа, при секој избор на 'c  имаме единствен избор за 
1 ' ' (mod )b c

b
c p . Тоа значи дека системот (*) има точно p  репенија.  

Со pT  да го означиме бројот на подредени четворки ( , , ', ')a b a b  за кои важи  

' ' 1(mod )ab a b p   

и , , ', ' {0,1,2,3,..., 1}a b a b p  . За секој подреден пар ( , ') (0,0)a a   постојат точно 

p  парови ( , ')b b  кои ја задоволуваат равенката. Според тоа, 
2( 1)pT p p  .  

 

6. Даден е природен број a . Докажи, дека  

а) за секој прост број p  постојат бесконечно многу природни броеви n  такви 

што | np a n ,  

б) за секој прост број p  постојат бесконечно многу природни броеви n  такви 

што 2 | np a n .  

Решение. Очигледно а) следува од б), но ќе дадеме одделни докази за двете 

тврдења. Јасно, ако |p a , тогаш доволно е да ги земеме природните броеви n  кои 

се деливи со 2p , а такви има бесконечно многу.  

а) Малата теорема на Ферма дава идеја да бараме n  таков што се исполнети 

конгруенциите  

0(mod 1)n p   и 1(mod )n p  , 

бидејќи тогаш важи  

1(mod )na p  и 1(mod )n p  , 

па затоа 0(mod )na n p  . Од Кинеската теорема за остатоци следува дека 

постојат бесконечно многу такви броеви n . Од 0(mod 1)n p   следува 

( 1)n s p   и тогаш од 1(mod )n p   добиваме 1(mod )s p , т.е. 1s kp  . Спо-

ред тоа, ( 1)( 1), 0n p kp k     е цел број.  

б) Ако ја искористиме теоремата на Ојлер за  
2( ) 2 21(mod ), ( ) ( 1)pa p p p p      

за најдените вредности во а) добиваме  
( 1) 1 2 1 21 1(mod )n kp p p pa n a a kp kp p a kp p p            . 
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Според тоа, доволно е да избереме k  таков што 
1 1 1(mod )

pa
p

k p
    и да добие-

ме 20(mod )na n p  .  

 

7. Даден е природен број 3n  . Докажи, дека постои природен број m  кој 

припаѓа на интервалот 
44 4
2

( 5 , )nn   таков што 4 4n   е делител на 4 4m  .  

Решение. За бројот 4[1, 4]x n   ќе велиме дека е добар ако 
4

4

4

4

x

n




 е цел број. 

Лесно се докажува дека:  

1) Ако x  е добар број, тогаш 4 4n x   исто така е добар број.  

2) Ако x n  е добар број, тогаш 
4

4

4

4
5x

n




 . Ако 4 44 2( 4)x n   , ќе добиеме 

дека n  е парен број; ако 4 44 3( 4)x n    ќе добиеме противречност по 

модул 3 и ако 4 44 4( 4)x n    ќе добиеме за 2x a  дека 

2 2 2 2(2 )(2 ) 3a n a n   , што е можно само за 1a n  .  

Имаме 4 2 24 ( 2 2)( 2 2)n n n n n      . Да ставиме  

2 2 2a n n    и 2 2 2b n n   , 

при што 4 4n ab   и 1, 1a b   се непарни заемно прости броеви.  

Согасно Кинеската теорема за остатоци постои природен број 4[1, 4]x n   

таков што  

(mod )x n a  и (mod )x n b  . 

Тогаш 4 4n   е делител на 4 4( 4) ( 4)x n   , па затоа x  е добар број.  

Лесно се гледа дека случаите x n  и 4 4x n n    доведуваат до против-

речност. Освен тоа x n  не е можно, а од 1) следува дека 4 4x n n   .  

Ако претпоставиме дека 
4 4
2

nx  , тогаш 4' 4x n x    е добар број, за кој 

4 4
2

' nx   (бидејќи 
4 4
2

n   не е цел број). Според тоа, можеме да сметаме, дека 

4 4
2

nx  . Ако 4 5x n , тогаш од 2) следува дека 4 4 45 4 4 5 20n x n     , што е 

противречност. Според тоа, 
44 4
2

( 5 , )nx n  .  

 

8. Дадени се по парови различни природни броеви 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b  такви што 

за секој природен број n  бројот 1 2 3( 1) ( 1)n n nn a na n a     е делител на 

1 2 3( 1) ( 1)n n nn b nb n b    . Докажи, дека постои k  таков што i ib ka , за 

1,2,3i  .  

Решение. Нека r  е произволен природен број и p  е прост број таков што  
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1 2 3 1 2 3( )( )r r r r r rp a a a b b b     . 

Бидејќи p  е прост број важи 1 2 3NZD( , ) 1r r rp a a a    и NZD( , 1) 1p p  . Од 

Кинеската теорема за остатоци следува дека постои природен број n  таков што  

(mod 1)n r p   и 1 2 3 1 3( ) 0(mod )r r r r rn a a a a a p     . 

Од овие конгруенции и од малата теорема на Ферма следува  

1 2 3 1 2 3 1 3( 1) ( 1) ( ) 0(mod )n n n r r r r rn a na n a n a a a a a p          . 

Сега од условот на задачата следува дека  

1 2 3( 1) ( 1) 0(mod )n n nn b nb n b p      

и како погоре добиваме  

1 2 3 1 3( ) 0(mod )r r r r rn b b b b b p     . 

Понатаму, ако го елиминираме n  од добиените конгруенции добиваме  

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3( )( ) ( )( )(mod )r r r r r r r r r ra a a b b b b b a a p       . 

Оттука и од изборот на p  следува дека последната конгруенција всушност е 

равенство, т.е.  

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3

2 1 3 1 3 2 1 2 1 3 2 3

( )( ) ( )( )

( ) 2( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

r r r r r r r r r r

r r r r r r

a a a b b b b b a a

a b a b a b a b a b a b

      

    
 

при што посленото равенство важи за секој природен број r .  

Лема. Дадени се реални броеви  

, , 1,2,...,i ix y i s , 1 20 ... sx x x     и 1 20 ... sy y y     

такви што за секој природен број r  важи  

1 2 1 2... ...r r r r r r
s sx x x y y y            (1) 

Тогаш ,i ix y  за 1,2,...,i s .  

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по s . За 1s   земаме 1r   и 

добиваме 1 1x y . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за s t . Нека s t  и 

нека претпоставиме дека тврдењето не важи. Тогаш без ограничување на општо-

ста можеме да земеме дека 1 1t tx y  . Понатаму, од (1) следува дека  

11 2 1 2

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ) 1 1t t

t t t t t t

x yx x y yr r r r r r

y y y y y y


     

         . 

Но, 
1

0 1i

t

x

y 

  , за 1 1i t   , па ако во последното неравенство земеме r   

добиваме 0 1 , што е противречност. Според тоа, 1 1t tx y  , со што доказот е 

завршен. ■ 

Од лемата следува дека броевите 2 1 3 1,a b a b  и 3 2a b  во некој редослед се еднак-

ви на броевите 1 2 1 3,a b a b  и 2 3a b . Бидејќи шесте броеви се по парови различни, 

лесно се гледа дека постојат само две можност:  

2 1 3 2 1 3a b a b a b   и 3 1 1 2 2 3a b a b a b   или 2 1 1 2a b a b , 3 1 1 3a b a b  и 3 2 2 3a b a b . 

1) Ако 2 1 3 2 1 3a b a b a b   и 3 1 1 2 2 3a b a b a b  , тогаш 3 2 1 32 1

3 1 1 2 2 3

a b a ba b

a b a b a b
  , па затоа 

32 1

3 1 2

aa a

a a a
t   . Тогаш 2t t , т.е. 1t   и 2 1a a , што е противречност.  
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2) Ако 2 1 1 2a b a b , 3 1 1 3a b a b  и 3 2 2 3a b a b , тогаш  

31 2

1 2 3

bb b k
a a a l
   , NZD( , ) 1k l  . 

Имаме k
i il

b a , за 1,2,3i  . Според тоа, 1 2 1 22 (2 )k
l

b b a a    и како за 

1n   од условот на задачата следува дека 1 22a a  е делител на 1 22b b , 

заклучуваме дека k
l

 е природен број. Според тоа, 1l   и i ib ka , за 

1,2,3i  . 

 

9. Еден природен број r  го нарекуваме „степен“, ако  
str  , каде 2,2  st  

се природни броеви. Докажи, дека за секој природен број n  постои множество A  

од природни броеви, кое ги задоволува следните услови:  

a) A  има n  елементи;  

b) секој елемент од A  е „степен“; и  

c) за секои Arrr k ,...,, 21 , nk 2  бројот 
k

rrr k ...21  е „степен“. 

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. За секој m  постои таков d  , што сите броеви од множеството 

},...,2,{ mddd  се степени.  

Доказ. Нека kppp ,...,, 21  се сите прости делители на !m , а mqqq ,...,, 21   се 

првите m  прости броеви. Ќе бараме d  од облик kx

k

xx
ppp ...21

21
 така што dl  да е 

точно lq ти степен на ml ,...,2,1 . Ако l  го запишеме во обликот 

)()(
2

)(
1

...21 l

k

ll kppp


 добиваме, дека треба да е )(mod0)( lii qlx  , ki ,...,2,1  

т.е. секој ix  треба да го задоволува условот  

)(mod0)( lii qlx  , за ml ,...,2,1 . 

Бидејќи броевите mqqq ,...,, 21  се по парови заемно прости, од Кинеската теорема 

за остатоци следува дека последниот систем има решение, што значи дека лемата 

е докажана. ■ 

Сега решението на задачата следува ако во претходната лема ставиме 

2

)1(
!




nn
nm  и земеме djnr j ! , за nj ,...,2,1 . Очигледно аритметичката сре-

дина на било кои k  од дадените броеви е од облик id , каде  

mni
nn




2

)1(
!  

па затоа таа е степен.  

 

 

 

4.  ТЕОРЕМА НА ДИРИХЛЕ  
 

1. Секоја аритметичка прогресија , 0,1,2,...ak b k  , каде ,a b  се заемно прос-

ти природни броеви, за секој природен број s  содржи бесконечно многу членови 

кои се производ на s  различни прости броеви. Докажи!  
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Решение. За 1s   тврдењето следува од теоремата на Дирихле.  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за приридниот број 1s  . Од 

NZD( , ) 1a b    следува дека постои број 0k   таков што  

0 1 2    sak b q q q    

каде 1 2    sq q q   се прости броеви. Согласно теоремата на Дирихле постојат 

бесконечно многу природни броеви k , такви што  1ak q   е прост број погoлем 

од   sq . За  

1 2   0  st q q q k k    

имаме   

1 2   0

1 2  

1 2  

 

  1)

  ,

(

s

s

s

at b q q q ak ak b

q q q ak

q q q q

    

  

 

 

т.е тврдењето важи за 1s  .  

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека тврдењето 

важи за секој s .  

 

2. Докажи, дека за секој природен број m  постои прост број чиј збир на 

цифрите е поголем од 9m .  

Решение. Нека m  е природен број. Бидејќи NZD(10 10 1) 1,m m   , според тео-

ремата на Дирихле, постои таков природен број k , што  

10 10 1m mp k  
 

е прост број. Бидејќи последните m  цифри на p   се еднакви на 9, добиваме дека 

збирот на цифрите на p  е поголем од 9m .  

 

3. За простите броеви p  и ,q p q  ќе велиме дека се прости броеви близнаци 

ако 2p q  . Докажи, дека постојат бесконечно многу прости броеви кои не при-

паѓаат на паровити прости броеви близнаци.  

Решение. Согласно теоремата на Дирихле во аритметичката прогресија 

15 7,k   1,2,...k   се содржат бесконечно многу прости броеви. Ниту еден од овие 

броеви не припаѓа на ниту еден пар прости броеви близнаци, бидејќи  

(15 7) 2 3(5 3)k k     и (15 7) 2 5(3 1)k k     

се сложени броеви.  

 

4. Докажи, дека за секој природен број m  постои прост број, во чиј декаден 

запис има најмалку m  нули.  

Решение. Нека m  е даден природен број. Бидејки 1NZD(10 ,1) 1m   од теоре-

мата на Дирихле следува, дека постои природен број k  таков што 110 1mp k    

е прост број. Последните 1m  цифра на бројот 
110m

 се нули, па затоа во 

декадниот запис на бројот бројот p  има најмалку m  нули.  
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5. Докажи дека за секој природен број n  постои полином ( )f x  со целобројни 

коефициенти таков што (1) (2) ( )f f f n   при што сите овие вредности се 

прости броеви.  

Решение. Нека n  е даден природен број. За k n  индуктивно ќе определиме 

природни броеви kt  на следниов начин. 

Нека 0 1t  . Да претпоставиме дека за даден k n  е определен бројот 1kt  . 

Според теоремата на Дирихле постои природен број kt  таков што бројот  

( 1)!( )! 1k kq k n k t     

е прост и кога 1k   тој е поголем од бројот  

1( 2)!( 1)! 1kk n k t     . 

Така, броевите 1 2, , , nq q q  се прости и притоа важи 1 2 nq q q  . Нека  

( 1)( 2) ( )

1

( ) 1 ( 1)
n

x x x nn j

x j
j

f x
   




    . 

Јасно, ( )f x  е полином со степен помал или еднаков на 1n  со целобројни  кое-

фициенти и ( ) 1 ( 1)!( )! k kf k k n k t q     .  

 

6. Докажи, дека за секој природен број n  постојат прост број p  и цел број m  

такви што се исполнети условите  

1) 5(mod6)p  ,  

2) p  не е делител на n  и  

3) 3(mod )n m p .  

Решение. Од теоремата на Дирихле следува дека постојат бесконечно многу 

прости броеви од видот 6 5k  . Да избереме еден таков прост број кој е поголем 

од n . Тогаш за p  се исполнети условите 1) и 2). Од малата теорема на Ферма 

следува дека за 4 3km n   важи  

3 12 9 6 4 6 4 1 1 (mod )k k k p pm n n n n n n n n p        , 

т.е. за броевите p  и m  исполнет е и условот 3).  

 

7. Мистериозна машина содржи комбинација од 2016 цели броеви 

. Познато е дека сите броеви од комбинацијата освен еден број се 

еднакви. На машината можеме да и зададеме произвоона низа од 2016 цели 

броеви , по што таа го дава збирот  

. 

Колку низи се потребни за да ја дознаеме комбинацијата на машината, ако на 

почетокот:  

а) знаеме дека бројот различен од останатите е 0.  

б) немаме никаква информација за броевите во комбинацијата.  

Решение. Прво ќе докажеме дека едно прашање не е доволно во ниту еден од 

двата случаја. За таа цел доволно е да докажеме дека за секои  

постојат две различни 2016-торки:  

1 2 2016, ,...,x x x

1 2 2016, ,...,y y y

1 1 2 2 2016 2016...x y x y x y  

1 2 2016, ,...,y y y



Р. Малчески, А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески. Т. Димовски  

 

 58 

  

и  

 

такви што  

. 

Ако за некои  имаме , тогаш при избор  во едната 2016-тор-

ка имаме 0 на тото место, а во другата на тото. Ако сите  се различни, 

тогаш можеме да избереме  таков што  

. 

Ќе докажеме дека две прашања се доволни и во двата случаја. Нека  е вредноста 

на 2015-те еднакви броеви, а  на 2016-тиот број кој се наоѓа на позицијата 

. Треба да ги определиме броевите . Збирот кој ќе го даде машината е  

. 

Во првото прашање земаме  

. 

Бидејќи , тука еднозначно го определуваме бројот . За второто 

прашање избираме  

, 

каде  е таков што  

 

е прост број (таков број постои заради  и теоремата 

на Дирихле). Одговорот на машината е  

. 

Од друга страна, лесно се гледа дека елементите на множеството  

 

даваат различни остатоци при делење со . Според тоа, бидејќи ги знаеме  и 

, можеме да ги определиме знакот на  (што значи и самиот ) и . Сега 

еднозначно можеме да го определиме и .  

 

8. Докажи дека, за секој природен број n  постои прост број p  таков што секој од 

броевите 1p   и 1p   има повеќе од n  различни природни делители.  

Решение. Нека n  е даден природен број. Согласно теоремата на Дирихле во 

аритметичката прогресија 
126 2 3 1

nn k


   , каде k  постојат прости броеви. 

Оттука бидејќи 
12n n  , за n  добиваме дека 

123 | 6 2 3
nn n k


  1p   и бројот  

1 2 2016( , ,..., ) ( ,..., ,0, ,..., )a a a n n n n

1 2 2016( , ,..., ) ( ,..., ,0, ,..., )b b b m m m m

2016 2016

1 1
i i i i

i i

a y b y
 

 

i j i jy y 1n m 

i  j  iy

,n m

2015 2016

1 2
i i

i i

n y m y
 

 

n

n m

j , ,n m j

2016

1
i j

i

S n y my


 

1 2 2016( , ,..., ) (1, 1,1, 1,...,1, 1)y y y    

2016

1

0i
i

y


 ' | |m m

1 2 2016( , ,..., ) ( 1, 1, 2,..., 2015)y y y q q q q    

q

2016

1

2016 2015 1008 1i
i

p y q


    

NZD(2016,2015 1008 1) 1  

( 1) ' jS np m y  

{ ' | { 1,1}, 1,2,...,2016}iem y e i  

p S

p m m j

n
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1p   има повеќе од n  различни природни делители, на пример 
21,3,3 , ...,3n

.  

Согласно со теоремата на Ојлер имаме  

(2 )3 1
n   (mod 2 )n , 

па е 
122 | 3 1

nn 

 , што значи 
122 | 6 2 3 2 1

nn n k p


      и бројот 1p   има нај-

малку n  различни природни делители, на пример броевите 
21,2,2 ,  2n .  

 

9. Докажи, за секој природен број n  постојат прост број p  и природен број m , 

такви што  

1) 5(mod6)p  ,  

2) p  не е делител на n ,  

3) 3(mod )n m p .  

Решение. Од теоремата на Дирихле следува дека постојат бесконечно многу 

прости броеви од видот 6 5k  . Да избереме прост број 6 5p k   кој е поголем 

од n . Јасно, бројот p  ги задоволува условите 1) и 2). За 
4 3km n   од малата 

теорема на Ферма следува  
3 12 9 6 4 6 4 1 1 (mod )k k k p pm n n n n n n n n p        .  

 

10. Докажи, дека за секој природен број n  постои прост број p  таков, што 

секој од броевите 1, 1, 2p p p    има најмалку n  различни прости делители.  

Решение. Нека n  е даден природен број, а ip  е i  тиот прост број. Од Ки-

неската теорема за остатоци следува дека постои природен број b , таков што  

1 2 

1 2 2

2 1 2 2 3

1 mod  

1(mod    ),

2(

( ),

)mod

n

n n n

n n n

b p p p

b p p p

b p p p

 

 

 

  

  

 

Бидејќи  

1 2 3NZD( , 1)nb p p p   

од теоремата на Дирихле следува дека постои природен број k  таков што  

1 2  3    np p p p k b    

е прост број. Во овој случај | ( 1)ip b , за 1,2,...,i n  и | ( 1)ip b , за 1,i n 

2,...,2n n , што значи | ( 1)ip p , за 1,2,...,i n  и | ( 1)ip p , за 1, 2,i n n    

...,2n . Аналогно  | ( 2)ip b , за i  2 1,2 2,...,3n n n  , па затоа | ( 2)ip p , за 

2 1,2 2,...,3i n n n   .  

Конечно, секој од броевите 1, 1, 2p p p    има најмалку n  различни прости 

делители.  
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5.  КВАДРАТНИ ОСТАТОЦИ   
 

1. Нека 4 1p k   е прост број, .k N  Докажи дека ако a  е цел број таков што 

конгруенцијата 2 (mod )x a p  има решение, тогаш важи .kx a   

Решение. Од Ојлеровиот критериум имаме  
1

22 1 ( ) 1(mod )
p

k a
p

a a p


    . 

Значи  
2 2 (mod )ka a x p  , 

од каде следува дека .kx a   

 

2. Докажи дека за секој природен број n  секој прост делител на бројот 

4 2 1n n   е од облик 12 1.k   

Решение. Нека p  е прост делител на бројот 4 2 1.n n   Важи  

4 2 2 2 21 ( 1)n n n n      и 4 2 2 2 21 ( 1) 3 .n n n n      

Понатаму,  
2 1 1,0(mod4)n    и 2 0,1(mod4)n  .  

Според тоа, 
2 2 2( 1) 1(mod4)n n    

од каде следува дека 1(mod4)p  . Важи  

4 2 2 2 21 ( 1) 3 1(mod3)n n n n      , 

па оттука 1(mod3)p  . Од 1(mod4)p   и 1(mod3)p   следува дека постојат 

природни броеви s  и t  така што 4 1 3 1p s t    . Јасно 4 3 ,s t  од каде следува 

дека 4 .t k  Значи, 3 1 12 1.p t k     

 

3. Нека p  и q  се непарни прости броеви за кои 7p q pq   е точен квадрат. 

Докажи дека барем еден од броевите p  и q  е од облик 4 1.k   

Решение.  Нека a е природен број за кој важи 27 .p q pq a    Имаме,  

2 (mod )a p q  и 2 (mod )a q p . 

Значи ( ) ( ) 1
p q

q p
  . Понатаму, од својството на квадратните реципрочности 

добиваме  
1 1

2 2( 1) ( ) ( ) 1
p q

p q

q p

 


    , 

од каде следува дека барем еден од броевите 
1

2

p
 и 

1

2

q
 е парен. Јасно барем еден 

од броевите p  и q  е од облик 4 1.k   

 

4. Докажи дека равенката 2 217 12x y   нема целобројни решенија. 
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Решение. Ако ( , )x y   е решение на дадената равебка, тогаш 2 12(mod17).x   

Исто така, важи: 
3 1 17 1 2
2 23 1712 4 2 2

17 17 17 3 17 3
( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 1 1 1.

 
           

Значи, конгруентната равенка 2 12(mod17)x   нема решение, односно дадената 

равенка нема целобројно решение. 

 

5. Пресметај 205
407

( ).  

Решение. Од 407 37 11   и 205 41 5    следува  

205 205 205 205 415 415 5 541 41
407 3711 37 11 37 11 37 37 11 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). 


          

Сега, бидејќи 41 4(mod37)  и 41 8(mod11)  имаме: 

2 3205 5 5 5 541 41 2 2
407 37 37 11 11 37 37 11 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).         

За секој непарен прост број p  и цел број a  таков што NZD( , ) 1a p   важи 
2

( ) 1a
p



. Оттука 
22

37
( ) 1 .  Понатаму,  

(5 1)(37 1)

45 37
37 5

( ) ( ) ( 1) 1
 

    . 

Значи 5 37 2
37 5 5

( ) ( ) ( ) 1,     бидејќи 2 0,1,4(mod5).x 
 
Аналогно важи  

(5 1)(11 1)

45 11
11 5

( )( ) ( 1) 1
 

   , т.е. 5 11 1
11 5 5

( ) ( ) ( ) 1   . 

Исто така имаме  
2841 2 2 2

11 11 11 11 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1      . 

На крај добиваме  
205 5 541 41
407 37 37 11 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( 1) ( 1) 1 1.            

 

6. Определи ги сите точни квадрати во низата 2 2021n
na n  , n .  

Решение. Нека 2 1n k   и да претпоставиме дека 2 1 22 2021 ,k n x x    . 

Бидејќи 2021 43 47   добиваме 2 22 2 (mod43)kx   . Нека y  е таков што 

2 1(mod43)k y  . Тогаш 2 2( ) 2(2 ) 2(mod43)kxy y  , т.е. 2 е квадратен остаток по 

модул 43, што е противречност.  

Нека 2n k  и 2 22 2021 ,k n x x   . Тогаш ( 2 )( 2 ) 2021k kx x n   , па 

затоа  

1 12kx d n  ,  2 22kx d n  , 1 2 2021d d  , 1 2n n n , 1 2 1 2, , ,d d n n  . 

Имаме 
1 1

1 2021
1 12 2021k n

d n
d n n    , па затоа 2 2021k k . Но, функцијата 

2( )
k

k
f k   монотоно расте и (15) 2021f  . Според тоа, {1,2,...,14}k , при што со 

непосредна проверка (случаите лесно се отфрлаат по различни модули) добиваме 
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дека единствено решение е 2, 90, 4k x n   .  

7. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
3 2 1 2nx x   . 

Решение. Со непосредна проверка се добива дека за 2n   единствено 

решение е парот (1,2) . Ќе докажеме дека равенката нема решенија за 3n  .  

Бројот x  мора да биде непарен, па затоа 2 2 3(mod8)x   . Сега од 

2( 2) 1(mod8)x x     следува дека 5(mod8)x  . Уште повеќе, бидејќи 

23 | ( 2)x x   мора да важи 2 1(mod3)n  , што значи дека n  е парен број. Ако на 

двете страни на равенката го додадеме бројот 2 добиваме  
2( 1)( 3) 2 2nx x x     . 

Бидејќи n  е парен број и 2n  е точен квадрат, па затоа бројот 2  е квадратен 

остаток по секој непарен прост делител p  на бројот 2( 1)( 3)x x x   . Затоа  

2 1 ( 1)( 5)1

8 822 1 21 ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)
p p pp

p p p

  
        , 

од каде следува дека p  е од облик 8 1k   или 8 3k  . Како производ на такви 

прости броеви и бројот 2 3x x   мора да биде од истиот облик. Меѓутоа, бидејќи 

5(mod8)x  , важи 2 3 7(mod8)x x   , што е противречност.  

Конечно, единствено решение на равенката е ( , ) (1,2)x n  .  

 

8. Нека a  и b  се заемно прости природни броеви и na  и nb  се цели броеви, 

дефинирани со равенството  
2( 2) 2n

n na b a b   . 

Определи ги сите прости броеви p , за кои постои природен број n p  таков што 

p  е делител на nb .  

Решение. Бидејќи 1 2b ab , т.е. 2p   и сите прости делители на ab  се ре-

шенија на задачата, во натаможноте разгледувања ќе претпоставиме дека p  е 

непарен прост број, заемно прост со a  и со b .  

Од условот добиваме   
2

2( 1) 2 2

2 2
1 1

2 ( 2)

( 2) ( 2 2 2)

( 2)( 2 2 2)

n
n n

n

n n

a b a b

a b a b ab

a b a b ab



 

  

   

   

 

од каде следуваат рекурзиите  
2 2

1 1

2 2
1 1

( 2 ) 4

2 ( 2 ) .

n n n

n n n

a a b a abb

b aba a b b

 

 

  

  
 

Ќе разгледаме два случаја: 2 2| 2p a b  и 2 2NZD( , 2 ) 1p a b  .  
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Прв случај. Нека 2 2| 2p a b , p  е непарен и NZD( , ) 1p ab  . Тогаш p  не е 

делител на 1 2b ab . Нека претпоставиме дека p  е делител на некој , 2rb r   и 

нека r  е најмалиот индекс со тоа својство. Тогаш  
2 2 2 2

2 2 1

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1

0 2 [( 2 ) 4 ] ( 2 )

2 [( 2 ) 4 ]

2( 2 ) ( 2 )[2 ( 2 ) ]

2( 2 ) ( 2 ) 2( 2 ) (mod )

r r r r

r r

r r r

r r r

b ab a b a abb a b b

ab a b a abb

a b b a b aba a b b

a b b a b b a b b p

  

 

  

  

     

   

     

     

 

Од претпоставките следува дека 2 2NZD( ,2( 2 )) 1p a b  , па затоа од претходните 

конгруенции следува 1| rp b  , што противрели на изборот на r . Според тоа, во 

овој случај немаме решение на задачата.  

Втор случај. Нека 2 2NZD( , 2 ) 1p a b  , p  е непарен и NZD( , ) 1p ab  . Да 

забележиме дека  
12 2

2
( 2) ( 2) 2 2

2 2
непарен

( ) 2
kn na b a b n n k k

n k
k

b a b


   



   . 

Нека претпоставиме дека постои цел број m  таков што 2 2(mod )m p , т.е. дека 2 

е квадратен остаток по модул p . Тогаш  

2 2( ) ( )2 2 1

непарен

( ) (mod )
n na bm a bmn n k k k

n k m
k

b a b m p
   



  . 

Од  
2 2( )( ) 2 (mod )a bm a bm a b p    , 

имаме NZD( , ) NZD( , )a bm p a bm p    1  и можеме да ја примениме малата 

теорема на Ферма за 
1

2

p
n


 , при што добиваме 1

2

0(mod )pb p  .  

Нека сега конгруенцијата 2 2(mod )x p  нема решенија и да го разгледаме 

1

2

p
n


 . Тогаш 

12( ) ( ) 0(mod )
pn

k k
p


  . Сега, ако ја искористиме малата теорема 

на Ферма и фактот дека од критериумот на Ојлер следува 
1

22 1(mod )
p

p


   до-

биваме  
1 1

2 2
1

2

( 1) ( 1) 2 (1 2 )(mod )
p p

p
p pb p a b p ab ab p

 

       . 

Од претходно изнесеното следува, дека секој прост број p  таков што 

2 2NZD( , 2 ) 1p a b  , p  е непарен и NZD( , ) 1p ab   е решение на задачата.  

 

9. Докажи дека за секој природен број n  бројот 7 7n   не е точен квадрат.  

Решение. Ќе докажеме дека равенката 7 27n k   нема решение во мно-

жеството природни броеви. Ж 

Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  
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7 2

7 7 2

6 5 4 3 2 2

128 121

2 121

( 2)( 2 4 8 16 32 64) 121

n k

n k

n n n n n n n k

  

  

        

 

Понатаму,  
6 5 4 3 2 52 4 8 16 32 64 ( 2)(mod4)a n n n n n n n n         , 

па затоа 0,3,0,3(mod4)a   за 4 ,4 1,4 2,4 3n s s s s    , соодветно. Од друга 

страна, ако сите прости делители на еден број се од видот 4 1t  , тогаш и самиот 

број е од истиот вид, што не е случај. Затоа, 7 128n   има прост делител p  од 

облик 4 3t  . Притоа важи 2 211 (mod )k p  , односно 121  е квадратен остаток 

на p . Оттука следува  

1
2 2

211 11 1 11 ( ) ( )( ) ( ) ( 1)
p

p p p p


       . 

Од последното равенство добиваме 
1

2
2

p
m


 , т.е. 4 1p m  , што противречи на 

4 3p t  . Конечно, од добиената противречност следува дека равенката 

7 27n k   нема решение.  

 

10.  Докажи дека ако 2 1, 2np n    е прост број, тогаш 
1

23 1
p

  е делив со p .  

Решение. Од 2 1 ( 1) 1(mod3)n n     следува дека n  е парен број, бидејќ во 

спротивно бројот p  ќе биде делив со 3, што не е можно. Од Ојлеров критериум  

следува 
1

23( ) 3 (mod )
p

p
p



 . Понатаму,  

22 1 2 1 4 1 1(mod4)n k kp         и 4 1 2(mod3)kp     

па според тоа конгруенцијата 2 (mod3)x p  нема решение, т.е. важи 
3

( ) 1
p
  . Од  

теоремата за квадратни реципрочности следува 
1

2 23
3

( ) ( ) ( 1) ( 1) 1
p

p k

p



       и 

бидејќи 
3

( ) 1
p
   добиваме дека 3( ) 1

p
  . Бидејќи 

1

23( ) 3 (mod )
p

p
p



  следува дека 

1

23 1(mod )
p

p


  , т.е. 
1

2| 3 1
p

p


 .  

 

11. Ако x  е природен број докажи дека цифрата на десеткитр на секој  повеќе-

цифрен прост делител на бројот 25 1x   е парна. 

Решение. Нека p  е прост број таков што 2| 5 1p x  . Значи, 2(5 ) 5(mod )x p  , 

т.е. 5( ) 1
p
  . Понатаму,  

1

25 5 51( ) ( )( ) ( 1) ( )
p

p p p p


    . 

Од теоремата за квадратни реципрочности имаме:  
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1 5 1
2 25

5
( )( ) ( 1) 1

p
p

p

 
   . 

Според тоа, 5
5

( ) ( )
p

p
 . Значи, 

1

25
5

( ) ( 1) ( ) 1
p

p

p


    . Можни се два случаи: 

1) 
1

2

5
( 1) 1, ( ) 1

p
p



      и  

2) 
1

2

5
( 1) 1, ( ) 1

p
p



   .  

1)  Од 
1

2( 1) 1
p

    следува дека 
1

2
2 1

p
k


  , т.е. 4 3p k  , што значи дека  

3(mod4)p  . Од 
5

( ) 1
p
   следува дека конгруентната равенка  2 (mod5)x p

нема решение. Значи 2(mod5)p   или 3(mod5)p  . Ако 2(mod5)p  , тогаш го 

решаваме системот  

3(mod 4)

2(mod5)

p

p





 

Добиваме 04 3, 4 2, ,p s p t s t     . Важи  

4 3 4 2s t   , т.е. 4( 1) 5( 1)s t   . 

Јасно, 1 5s m  , од каде следува 20 7p m  , т.е. 7(mod20)p  .  

Аналогно го решаваме и системот  

3(mod 4)

3(mod5)

p

p





 

од каде добиваме 3(mod20)p  .  

2) Сега 
1

2
2

p
s


  и 0,1,4(mod )p p  бидејќи во тој случај 2 (mod5)x p  има 

решение.  По решавање на системите  

1(mod 4)

0(mod5)

p

p





 

1(mod 4)

1(mod5)

p

p





  

и 

1(mod 4)

4(mod5)

p

p





 

добиваме  

5(mod20), 1(mod20)p p   и 9(mod20)p   

соодветно.  

Значи, 1,3,5,7,9(mod20)p  , од каде следува дека цифрата на десетките на 

секој повеќецифрен прост делител p
 
на 25 1x   е парна. 
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6.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  
 

1. За природниот број n  ќе велиме дека е добар ако и само ако постојат при-

родни броеви 1a   и 1b   такви што bn a b  . Дали постојат 2014 последова-

телни природни броеви меѓу кои има точно 2012 добри броеви?  

Решение. Прво ќе дадеме пример на 2012 последователни добри броеви. До-

волно е да ги земеме броевите 2, 3,..., 2013N N N    каде 2013!2N  . За при-

родниот број n  со ( )f n  да го означиме бројот на добрите броеви меѓу броевите 

, 1, 2,..., 2013n n n n   . Бидејќи (1) 2012f   (броевите 1, 2, 3 ,4 и 5 не се добри), 

( ) 2012f N   и | ( 1) ( ) | 1f n f n    за секој n  заклучуваме дека постои n  таков 

што ( ) 2012f n  .  

 

2. Од природните броеви ги формираме множествата  

 1 {1}A  ,  2 {2,3,4}A  ,  3 {3,4,5,6,7}A  ,  4 {4,5,6,7,8,9,10}A   ,… 

Докажи дека збирот на броевите во секое множество nA , 1,2,3,4,...n   е квадрат 

на некој непарен број.  

Решение. Нека nS  е збирот на броевите во множеството  

{ , 1, 2, 3,...,3 2}nA n n n n n     . 

Тогаш: 
2 2

1 1 1 (2 1 1)S       

2 2
2 2 3 4 9 3 (2 2 1)S          

2 2
3 3 4 5 6 7 25 5 (2 3 1)S           , итн.  

Да претпоставиме дека 2(2 1)kS k   . За 1kS   имаме:  

1

2 2

2 2

( 1) ( 2) ... 3( 1) 3 3( 1) 2

3 1 3 3 1

(2 1) 8 4 4 1

(2 1) [2( 1) 1] .

k

k k k

S k k k k

S k k k k S b

k k k k

k k

           

        

     

    

 

Според принципот на математичка индукција 2(2 1)nS n   за секој n .  

 

3. Дали постои бесконечно множество природни броеви  такво што за 

секој природен број  точно  броеви од  се заемно прости со ? 

Решение. Ќе докажеме дека множество со саканите својства не постои. Нека 

го претпоставиме спротивното и нека  е природен број. Бидејќи точно  

броеви од  се заемно прости со , заклучуваме дека постојат бесконечно многу 

прости броеви кои не се содржат во . Нека  и  се два од тие прости броеви. 

Точно  од броевите во  не се деливи со . Уште повеќе, имаме  за 

секој природен број , бидејќи во спротивно ќе имаме  броеви од  

кои се заемно прости со , па оттука и со . Но, сега имаме бесконечно многу 

,S S 

n S n S n

n S n

S n

S p q

p S p p S 

1  p p  S

p p
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броеви од  кои се заемно прости со , што е противречност.  

 

4. Докажи, дека за секој природен број 5n   постојат природни броеви p  и q  

такви што важи  
2 2 4| 2 | 9p q n n   . 

Решение. Нека q  е природниот број за кој важи 2 22 2( 1)q n q   . Тогаш  

2

2
2 4 2 4 2 2( 2 1)nn q q n       . 

Понатаму, нека t  е природниот број за кој важи  

2 2 22 ( 1)t n q t    . 

За p  го земаме бројот t  или 1t   во зависност од положбата на 22n q  во однос 

на средината на интервалот 2 2[ , ( 1) ]t t  . Ставаме  

2 2

2 2

, ако 2

1, ако 2 .

t n q t t
p

t n q t t

   
 

   

 

Тогаш имаме  

2 2 2| 2 | 2 2(2 1)p q n t n q n       . 

Останува да забележиме дека 42(2 1) 24n n   за секој 5n  .  

 

5. Постојат само два прости броја чија реципрочна вредност, кога ќе се запише 

како децимален број, има период со должина 7. Определи ги! 

Решение.  Од  
1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 70, ...
p

a a a a a a a a a a a a a a ,  

т.е. од  

1
710

7

7 14 211
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

7 7 14
1 2 3 4 5 6 7

7 1
1 2 3 4 5 6 7 1

1
1 2 3 4 5 6 7

10 1

10 10 10 ....

10 (1 10 10 ...)

10

p
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

  

  







      

    

  

 

 

имаме  
7

1 2 3 4 5 6 7 10 1 9 239 4649p a a a a a a a      . 

Од последното равенство имаме  
1

239
0,00418410041841... ,  

1
4649

0,000215100021510002151...  

 

6. Определи ги цифрите a  и b , така што  

0, .... 0, .....aaaa bbbb . . 

S q
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Решение. Броевите 0, ...aaaa  и 0, ...bbbb  се периодични децимални броеви, па 

според тоа, тие се рационални броеви. Било кој периодичен децимален број 

0, ...xxxx , каде x  е цифра можеме да го запишеме во облик  

2 3 2 1 1
10

1 1 1 1
10 10 10 10 9110 10 10 10 10

0, ... ... .... (1 .... ...)
n n

x x x x x x xxxxx
 

              . 

Според тоа, равенката  

0, .... 0, .....aaaa bbbb  

можеме да ја запишеме во облик 
9 9
a b , односно 

2

9
ba  . Ќе ги определиме 

решенијата на равенката 2 9b a  во множеството едноцифрени природни броеви. 

Бидејќи 29 3 , од последната равенка добиваме дека a  е точен квадрат, т.е. 

2a c . Според тоа 2 29b c , т.е. 3b c . Бидејќи b  и c  се цифри, за 0c   доби-

ваме 0b  , за 1c   добиваме 3b  , за 2c   добиваме 6b   и за 3c   добиваме 

9b  . Значи, можни парови цифри ( , )a b  за кои  

0, .... 0, .....aaaa bbbb  

се  

( , ) {(0,0),(1,3),(4,6),(3,9)}a b  . 

Може да се провери дека секој од нив е решение на задачата.  

 

7. На табла се запишани 100 по парови различни природни броеви 1 2, ,...,a a

100a . Потоа, под секој број ia  е запишан број ib  еднаков на збирот на ia  и 

најголемиот заеднички делител на останатите 99 почетни броеви. Колку најмногу 

може по парови да се различни меѓу броевите 1 2 100, ,...,b b b .  

Решение. Ако земеме 100 1a   и 2 , 1,2,...,99ia i i  , тогаш 1 100 3b b  , па 

затоа меѓу броевите 1 2 100, ,...,b b b  нема повеќе од 99 по парови различни.  

Ќе докажеме дека меѓу броевите 1 2 100, ,...,b b b  има 99 по парови различни. Без 

ограничување на општоста можеме да сметаме дека 1 2 100...a a a   . Нека id  е 

најголемиот заеднички делител на сите почетни 99 броеви без ia . Тогаш 

i i ib a d  . Нека 1 2 100max{ , ,..., }kd d d d . Тогаш за i k  броевите ia  се деливи 

со kd . Според тоа, при i j  и i k j   разликата j ia a  исто така е делива со 

kd . Бидејќи оваа разлика е позитивна, имаме j i k ia a d d   . Тогаш 

j j i i ib a a d b    , па затоа i jb b . Добивме дека i jb b , за i k j  , што 

значи дека сите 99 броеви ib   при i k  се по парови различни.  

 

8. Природниот број  ќе го нарекуваме наизменичен ако секои две соседни 

цифри во неговиот декаден запис се со различна парност. Определи ги сите при-

родни броеви  за кои постои наизменичен природен број  делив со .  

Решение. Ако , тогаш последните две цифри на секој број делив со  се 

парни, па затоа не е наизменичен. Ќе докажеме дека за секој  таков што  

k

n nA n

20 | n n

n 20 | n
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постои наизменичен содржател . Прво, за секој  таков што  

и за секој  постои број од облик  

 

таков што . Навистина, според теоремата на Ојлер можеме да земеме 

.  

1) Ако , тогаш  е наизменичен број делив со .  

2) Нека , каде . Ќе докажеме, дека за секој  по-

стои цифрен наизменичен број  (кој може да почнува со нула) делив 

со , а потоа ќе земеме .  

Низата  ја дефинираме индуктивно. Нека . За  нека 

 е таков што  и нека . Тогаш 

цифрените броеви  и  се деливи со , а еден од нив е 

наизменичен. За  го земеме тој наизменичен број.  

3) Нека , каде . Ќе докажеме дека за секој  постои 

цифрен наизменичен број  делив со , а потоа ќе земеме 

. Како и во случајот 2),  го дефинираме индуктивно. Земаме 

, а за  точно еден од броевите  може да 

се земе за .  

 

9. За еден природен број 1n   велиме дека е добар ако за произволни при-

родни броеви 1 2 1, ,..., nb b b   такви што 1 2 11 , ,..., 1nb b b n   , важи: за секој 

{0,1,..., 1}i n   постои множество {1,2,..., 1}I n   такво што  

(mod )k
k I

b i n


 . 

(Притоа празната сума по дефиниција е еднаква на нула, а сума од еден собирок 

по дефиниција е тој собирок.) 

Определи ги сите добри броеви.  

Решение. Ќе докажеме дека еден број е добар акко е прост. Најпрво да пока-

жеме дека ако n  е сложен број, тогаш n  не е добар. Имено, нека n rs , 

1 ,r s n  . Да избереме 1 2 1... nb b b r    . Тогаш  

{ (mod ) {1,2,..., 1}} {0, ,2 ,..., }
i I

bi n I n r r n r


    , 

па на пример за 1i   не постои соодветното подмножество I .  

Ќе докажеме дека секој прост број е добар. Нека p  е прост број. Важи нешто 

повеќе: за 1 1r n    и за произволни природни броеви 1 2, ,..., rb b b  такви што 

1 21 , ,..., 1rb b b p    постојат барем 1r   различни броеви (mod )p
 

кои се 

добиваат како суми од елементите 1 2, ,..., rb b b . 

nA m NZD( ,10) 1m 

k

10 1
,

10 1
1 1 1 1

10...010...010...0...10...01 ,
ik

kk m
k k k k

I i


   

  

,| k mm I

((10 1) )ki m  

NZD( ,10) 1n  2,nI n

2 5kn m  NZD( ,10) 1m  r

r  rU

5r
2 2 ,10n k k mA U I

{ }rU 1 5U  1r 

{0,1,2,3,4}c
5

2 (mod5)r

r

Ur c   5d c 

( 1)r   rcU rdU 15r

1rU 

2kn m NZD( ,10) 1m  r

2r  rV 12r

2 ,n k k mA V I rV

1 16V  1r  10 ,12 ,14 ,16r r r rV V V V

1rV 
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Доказот на ова ќе го изведеме со индукција по r .  

За 1r   тврдењето важи бидејќи празната сума е 0(mod )p , а сумата од  1b  

не е  0(mod )p . Нека 1r n   и тврдењето за r  е исполнето. Да претпоставиме 

дека за 1p   тврдењето не важи. Нека 1 21 , ,..., , 1rb b b b p    се такви да сумите 

од овие броеви не даваат барем 2r   различни броеви (mod )p . Бидејќи за r  

тврдењето важи, за броевите 1 2, ,..., rb b b  постојат суми 0 10 , ,..., r     по парови 

различни (mod )p . Тогаш 0 1, ,..., rb b b        не даваат нов број (mod )p  

(различен од 0 10 , ,..., r    ) . Бидејќи   

(mod )i ib p    , 

мора 0 10, ,2 ,...,( 1) { , ,..., }rb b r b     . Но, тогаш постојат ,i j  такви што 

0 1i j r     и (mod )ib jb p , што повлекува дека ( ) 0 (mod )j i b p  . 

Последново противречи на фактот дека p  е прост број. Значи претпоставката за 

1r   не е точна. Со тоа тврдењето е докажано.  

 

10. Нека a  е природен број поголем од 1. Докажи дека бројот  

(2 1)(3 1)...( 1)n n n an    

е делив со секој прост број помал од бројот a , за секој природен број n .  

Решение. Нека p  е прост број таков што p a . Ќе разгледаме два случаи.  

а) Ако |p n , тогаш | [ (2 1)(3 1)...( 1)]p n n n an   .  

б) Нека |p n . Тогаш броевите 2 1,3 1,..., ( 1) 1n n p n     при делење со p  има-

ат остатоци 1 2, ,..., pr r r  соодветно. Нека претпоставиме дека постојат ,i j

{1,2,..., }p  такви што i j  и i jr r . Според тоа, постојат природни броеви ib  и 

jb  такви што  1 i iin pb r    и  1 j ihn pb r   , од каде добиваме  

( ) ( )i ji j n p b b   . 

Заради  |p n , добиваме | ( )p i j . Од друга страна 1i p  , 1j p  , па од i j  

имаме 1 | |i j p   . Од последното неравенство добиваме | ( )p i j . Заради 

добиената противречност имаме i jr r  за i j , , {1,2,..., }i j p . Според прин-

ципот на Дирихле постои природен број k , 1 k p  , такаов што 0kr  . Според 

тоа, | [( 1) 1]p k n   односно  

| (2 1)(3 1)...( 1)[( 1) 1]...[( 1) 1]p n n n kn k n p n       , 

т.е.  

| (2 1)(3 1)...( 1)[( 1) 1]...[( 1) 1]...[( 1) 1]( 1)p n n n kn k n p n a n an          . 

 

11. Нека 1 2, ,..., na a a  се природни броеви и 1a   е природен број таков што 

1 2... |na a a a . Докажи дека 1 2( 1)( 1)...( 1)na a a a a a       не е делител на 

1 1na a   .  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното. Ако 1ia   за некој i , добиваме 

дека 1
1 2| ( 1)( 1)...( 1) | 1n

na a a a a a a a a        , што не е можно. Според тоа,  
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2ia  , за 1,2,...,i n .  

Нека  

1 2... na ba a a  и 1
1 21 ( 1)( 1)...( 1)n

na a c a a a a a a          . 

Очигледно, NZD( , ) 1b c  , 1 1b a   , а лесно се покажува дека 
1 1

( 1)

n

n

a a

a
c a

  


  . 

Освен тоа  

1 2 1 2... ... (mod 1)n nba a a ca a a a   

што заедно со претходно изнесеното дава 1b c  . Сега имаме  

1 2

1
1 2

1 2

1

2

1 ( 1)( 1)...( 1)

( )( )...( )

( 1)( 1)...( 1)

( 1) ,

n

n
n

n

a a a
a a a

n na

a a a a a a a a

a a a a a a

a

a a





        

   

   

  

 

што е противречност.  

 

12. Докажи дека ако 1n   е природен број за кој бројот 1 2 4n n   е прост, 

тогаш n  е степен на бројот 3 . 

Решение. Нека 1 2 4n n
na    , 3kn m  и 3  не е делител на m . Ако 1m  , 

тогаш 3 1m t   или 3 2m t  . За случајот 3 1m t   имаме: 

 

 

3 1

3 1

3 (3 1) 3 (3 1)

3 3 3 3 3 3

3

3 3 3 3 3 3

3

3 3 3 3 3 3 3

3

3 3 3 2 3 3 3 3 3

3

1 2 4

2 (2 1) 4 (4 1)

2 (2 1)(1 2 (2 1))

2 (2 1)(2 ... 1)(1 2 (2 1))

2 (2 1)(2 2 1)(2 ... 1)(1 2 (2 1

k k

k k k k

k

k k k k

k

k tk k k k

k

k tk k k k k k

k

t t
n

t t

t t

t

t

a

a

a

a

a

 

 

 

 

 

 

 

  

    

    

      

        

 3 1
3 3 3 3 3 3

3 3

))

2 (2 1) (2 ... 1)(1 2 (2 1)),
k tk k k k

k k
ta a

 
      

 

а оттука јасно се гледа дека 
3

|k na a . 

За случајот 3 2m t   имаме: 

3 (3 2) 3 (3 2)

3 3 3 3 2 3 3 3 4 3 3 2

3

3 3 3 2 3 3 2 3 3 3 4 3 3 3 3

3

3 3 3 2 3 3 3 2 3 3

3 3

1 2 4

2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)

2 (2 1)(2 2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)(2 1)

2 (2 1) 2 (2 1)(1 2 (2 1))

k k

k k k k k k

k

k k k k k k k k k

k

k k k k k k

k k

t t
n

t t

t t t

t t

a

a

a

a a

 

      

     

   

  

      

         

      


 3 1

3 3 3 2 3 3 3 2 3 3

3 3 3
2 (2 1) 2 (2 1) (2 ... 1)(1 2 (2 1))

k tk k k k k k

k k k
ta a a

 
         

 

па затоа 
3

|k na a . 
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Значи и во двата случаи 
3

|k na a , па затоа na  не може да биде прост број. 

Според тоа, ако na  е прост број тогаш 3kn   за некој природен број k .    

 

13. За кои вредности на k , постои k - цифрен број n , чиј запис не ја содржи 

цифрата 0, кој е еднаков на збирот на два броја, добиени од бројот n  со перму-

тација на неговите цифри? 

Решение.1) Јасно е дека едноцифрен број со тоа својство не постои; 

2) Кај двоцифрените броеви имаме две пермутации на цифрите во бројот, па со 

собирање би требало да се добие една од нив. Но, тоа не е можно бидејќи броеви-

те се различни од 0. Значи, не постои и двоцифрeн број со бараното својство. 

3) Трицифрен број со бараното својство постои. На пр. 954 495 459  ; 

4) Четирицифрен: 7614 1467 6147  ; 

5) Петцифрен: 71865 15678 56187  . 

Натаму ќе докажеме дека за секој 6k   таков број постои. 

а) Ако 3k p , 2p   од 4) добиваме еден таков број:  

пати 954 пати 459 пати 495

954954 954 459459 459 495495 495

p p p

  ; 

б) За 3 1 3( 1) 4k p p     , 2p   и од 4) и 5) добиваме број 

1пати 954 1пати 459 1пати 495

954954 9547614 459459 4591467 495495 4956147;

p p p  

   

в) Ако 3 2 3( 1) 5k p p     , 2p   и од 4) и 6) бројот е 

1пати 954 1пати 495 1пати 459

954954 95471865 495495 49515678 459459 45956187.

p p p  

  . 

Значи број со бараното својство постои за 3k  . 

 

14. Дадена е низата 1 21, 4x x   и 2 14 , 1n n nx x x n    . Определи ги сите 

природни броеви m  такви, што бројот 23 nx m  е точен квадрат за секој природен 

број n .  

Решение. Карактеристичната равенка на дадената низа е 
2 4 1 0x x    и неј-

зини решенија се 1/2 2 3x   , Соред тоа, низата е од видот  

(2 3) (2 3)n n
nx A B    , 

за некои константи A  и B . Ако ги искористиме почетните услови  1 1,x   2 4x   

наоѓаме 1

2 3
A B   , т.е.  

1

2 3
[(2 3) (2 3) ]n n

nx     . 

Сега  
2 2 2 2 21 1

4 2
3 1 ((2 3) (2 3) ) [ ((2 3) (2 3) )]n n n n

n nx y          , 

каде  

1
2

((2 3) (2 3) )n n
ny      
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е природен број. Според тоа, 1m   ги задоволува условите на задачата. Нека 

претпоставиме дека постои 1m   кој исто така ги задоволува условите на зада-

чата. Тогаш  
2 2 23 ( 1)n n nx m y m z     , 

( 0nz  ) и точен квадрат за секој n . Значи,  

2 21 ( )( )n n n n n nm z y z y z y       

има бесконечно многу делители, што не е можно. Значи, единствено решение на 

задачата е 1m  .  

 

15. Определи го минималниот број бои со кои може да се обојат природните 

броеви од 1 до 2004 така што не постојат тројки различни еднобојни броеви , ,a b c  

за кои |a b  и |b c .  

Решение. Нека ( )f n  е минималниот број бои со кои може да се обојат при-

родните броеви од 1 до 2004 така што не постојат тројки различни еднобојни бро-

еви , ,a b c  за кои |a b  и |b c . Ќе докажеме дека 1
2

( ) [ ]kf n  , каде 12 2k kn   .  

Јасно, во низата 
2 11,2,2 ,...,2k

 не може да има три еднобојни броеви, па затоа 

1
2

( ) [ ]kf n  . Да ги нумерираме искористените бои со првите 1
2

[ ]k  природни 

броеви и нека 1 2
1 2 ... t

tm p p p n
 

  . Очигледно, 1 2( ) ... th m k      . Го 

боиме бројот m  во бојата со број 
( ) 1

2
[ ]
h m 

. Ако |a b  и |b c , тогаш важи 

( ) ( ) ( )h a h b h c  , т.е. ( ) ( ) 2h c h a  . Според тоа, броевите a  и c  се обоени со 

различни бои. Затоа 1
2

( ) [ ]kf n  . Конечно, за 2004n   добиваме (2004) 6f  .  

 

16. За природниот број q  ќе велиме дека е добар именител за реалниот број   

ако 1
10

| |
p

q q
   за некој цел број p . Докажи, декаако два ирационални броја   и 

  имаат еднакви множества добри именители, тогаш   или   е цел број.  

Решение. Нека 1 2 ...q q   се сите добри именители за ирационалните броеви 

  и  . Јасно, за секој iq  постои единствен ip  таков што 1
10

| |i iq p  . Бројот 

ip  ќе го наречеме добар броител соодветен на iq . На почеткот ќе го разгледаме 

случајот кога 1
10

0 ,    . Нека 1 2 ...p p   се добрите броители за  , а 

1 2 ...r r   се добрите броители на  . Со индукција ќе докажеме дека i ip r  за 

секој i . Очигледно 1 1 0p r  . Нека k kp r . Ако 1 1k kq q   , тогаш 

1k kp p   (бидејќи 1
10

| |k kp q   и 1
1 1 10

| |k kp q   ) и аналогно 1k kr r  . 

Според тоа, 1 1k kp r  . Ако 1 1k kq q   , тогаш 1 1k kp p   . Навистина во 

растечката аритметичка прогресија со почетен член ( 1)kq    и разлика 1
10

   

првиот член е помал од 1
10

( 1)kp    и затоа истото важи и за членовите кои се од 
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1kp   на растојание помало од 1
10

. Аналогно 1 1k kr r   , со што индуктивниот 

доказ е завршен. Од 1
10

| |k kq p   и 1
10

| |k kq p   следува 1
5

| ( ) |kq    за 

секој k , па затоа    .  

Во случај кога   и   се произволни ги разгледуваме броевите 1q   и 1q  . Ако 

е потребно можеме да ги промениме знаците, па затоа можеме да сметаме дека 
1

1 1 10
0 { },{ }q q    . За броевите 1{ }q   и 1{ }q   е исполнет условот на задачата, па 

затоа 1 1{ } { }q q   . Последното значи дека бројот 1 1q q r    е цел и затоа 

1

r
q

   е рационален број. Нека претпоставиме дека оваа разлика не е цел број. 

Тогаш бројот 
1

r
q

 може да го помножиме со соодветен природен број k  така што 

дробнот дел да се наоѓа во интервалот 1 2
3 3

( , ) . Сега ќе искоритиме дека за 

произволни 0 1u v    и произволен рационален број   може да се најде при-

роден број n , за кој 1{ }nq   се наоѓа меѓу 
1

1
10

{ }kr
q
   и 

1

1
10

{ }kr
q
  . Тогаш бројот 

1( )nq k   се наоѓа до најблискиот цел број на растојание помало од 1
10

. Но, 

тогаш и 1( )nq k   ќе се наоѓа до најблискиот цел број на растојание помало од 

1
10

, што противречи на условот  

1

1 2
1 1 3 3

{( ) ( ) } { } ( , )kr
q

nq k nq k nr       . 

 

17. Со ( )x  да го означиме збирот на делителите на природниот број x , 

вклучувајќи ги 1 и x . За секој n  нека ( )f n  е бројот на природните броеви 

,m m n  за кои ( )m  е непарен број. Докажи, дека постојат бесконечно многу 

природни броеви n  такви што ( ) |f n n .  

Решение. Ако 1 2
1 2 ... krr r

k
n p p p  е факторизацијата на бројот n  на прости мно-

жители, тогаш 
1

( ) (1 ... )i
k

r
i i

i

n p p


     . Бројот ( )n  е непарен ако и само ако 

сите множители 1 ... ir
i ip p    се непарни, што е еквивалентно со 2ip   или 

2 | ir . Според тоа, ( )n  е непарен ако и само ако n  или 
2
n  е квадрат на природен 

број, од што следува 
2

( ) [ ] [ ]nf n n  .  

Важи ( ) ( 1)f n f n   за секој n . Исто така, количникот 
( )
n

f n
 не е ограничен, 

па затоа за секој k  постои најмал kn n  за кој 
( )
n

f n
k . За 1k   важи 1kn   

и 
1

( 1)
k

k

n

f n
k




 , од каде следува ( ) ( 1) 1k k k kn kf n kf n n     . Ова е можно само 

ако првите две неравенства всушност се равенства, т.е. ( ) | ( )k k kf n n kf n . Сите 

броеви kn  се различни, со што тврдењето е докажано.  
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18. Нека ,m n  и  
4 43 6 3 4 5 3( , )
n n

A m n m m m m     . 

Определи ги сите природни броеви n  за кои ( , )A m n  е делив со 1992 за секој 

m .  

Решение. Нека n  е решение на задачата. Да забележиме дека 
21992 2 3 83    

и  
43 2 3 4( , ) ( 1)( 1)
n

A m n m m m    . 

Лесно се докажува дека 24 е делител на 3 2( 1)m m  . Според тоа, ( , )A m n  е делив 

со 1992 ако и само ако ( , )A m n  е делив со 83. Нека n  е таков што 83 | ( , )A m n  за 

секој m . Во случајов имаме 
43 183 | (2, ) 2 1
n

A n   . Бидејќи степенот на 2 по 

модул 83 е 82 (провери!), заклучуваме дека 482 | 3 1 81 1n n   . Лесно се прове-

рува дека последното е исполнето ако и само ако n  е непарен број.  

Ќе докажеме дека најдениот потребен услов е и доволен, т.е. дека 83 | ( , )A m n  

за секој природен број m  и за секој непарен природен број n . Случаите 1m   и 

83 | m  се тривијални. Нека 1m   и NZD( ,83) 1m  . Тогаш 82 1(mod83)m  , а од 

непарноста на n  следува дека 482 | 3 1n  . Според тоа,  

43 4 821 1 0(mod83)
n km m     . 

 

19. Определи ги сите природни броеви k , за кои производот на првите k  

прости броеви, намален за 1, е точен степен (поголем од еден) на природен број.  

Решение. Нека 2n   и 1 22 ... kp p p     се првите k  прости броеви такви 

што 1 2... 1n
kp p p a  . Ако 1a  , тогаш 1 2na   , па затоа 1k  .  

Нека сега 1a   и 1k  . Бројот a  е непарен, па затоа има непарен прост 

делител q . Очигледно kq p , па затоа и ka p . Без ограничување на општоста 

можеме да сметаме дека n  е прост број (ако n st , можеме да го замениме n  со 

t , а a  со 
sa ). Освен тоа 2n  , бидејќи 

2 1a   не е делив со 3.  

Ако kn p , тогаш 1 21 ...kpn
kk

a p p p p   , што не е можно.  

Според тоа, kn p , т.е. sn p  за некој {1,2,..., }s k . Според условот важи 

| 1ip
ip a  , а од малата теорема на Ферма следува | ip

ip a a , па затоа 

| ( 1) ( ) 1i ip p
ip a a a a     . Но, тогаш 

1
1 (1 )(1 ... )i ip p

a a a a


       е делив 

со 2
ip , бидејќи | 1ip a   и  

1
1 ... 1 1 ... 1 0(mod )ip

i ia a p p


         . 

Според тоа, 1 2... 1ip
kp p p a   е делив со 2

ip , што не е можно.  

 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески. Т. Димовски  

 

 76 

20. Определи ги сите природни броеви k  за кои производот на првите k  не-

парни прости броеви, намален за 1, е точен степен (поголем од еден) на природен 

број.  

Решение. Ќе докажеме дека такви природни броеви k  не постојат. Нека 2n   

и 1 23 ... kp p p     се првите k  непарни прости броеви. Нека претпоставиме 

дека  

1 2... 1n
kp p p a           (1) 

за некој природен број a . Можни се два случаја.  

Прв случај. Нека a  е степен на бројот 2. Бидејќи степените на 2 при делење со 

7 даваат остатоци 1, 2 и 4, а 1na   се дели со 7 кога 7k  , заклучуваме дека 2k  . 

Можни вредности се 3 2  и 3 5 1 14   , но и двете не се точни степени на при-

роден број.  

Втор случај. Нека a  има непарен прост делител q . Тогаш kq p , бидејќи во 

спротивен случај левата страна на (1) е делива со q , а десната страна на (1) не е 

делива со q . Значи, ka p .  

Без ограничување на општоста можеме да сметаме, дека n  е прост број, 

бидејќи ако n st , тогаш можеме n  да го замениме со t , а a  да го замениме со 

sa . Понатаму, 2n  , бидејќи 
2 1a   не е делив со 13 p .  

Ќе докажеме, дека kn p . Навистина, во спротивен случај имаме in p , за 

некој {1,2,..., }i k . Тогаш | 1ip
ip a  , а од малата теорема на Ферма следува дека 

| ip
ip a a . Според тоа | ( 1) ( ) 1i ip p

ip a a a a     . Но, тогаш  

1
1 (1 )(1 ... )i ip p

a a a a


       

е делив со 2
ip , бидејќи | 1ip a   и  

1
1 ... 1 1 ... 1 0(mod )ip

i ia a p p


         . 

Според тоа, 1 2... 1ip
kp p p a   е делив со 2

ip , што не е можно.  

Добивме, дека ka p  и kn p , па затоа 1 21 1 ...kpn
kk

a p p p p    , што про-

тивречи на (1).  

 

21. Да се определи петцифрен природен број n  таков што збирот на неговите 

цифри е минимален и 
3 1n   е делив со 2556.  

Решение. Бидејќи 
2 22556 2 3 71    имаме 3 2 21(mod2 3 71)n    . Освен тоа, 

од малата теорема на Ферма следува 70 1(mod71)n  , па затоа  

69 3 231 ( ) (mod71)n n n n n     . 

Според тоа, 71| 1n . Од 3 21 ( 1)( 1)n n n n      и фактот дека 
2 1n n    

( 1) 1n n   е непарен број следува дека 4 | 1n . Сега, ако 3 | 1n , тогаш 

3 | ( 1)n n , па затоа 3 | ( 1) 1n n  , т.е. 33 | 1n  , што е противречност. Од досега 

изнесеното следува дека 1n  е делив со 3, 4 и 71, па затоа важи  
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3 4 71 1 852 1n k k      . 

Ќе докажеме дека бараниот број со најмал збир на цифрите е бројот  

852 25 1 21301n     . 

Бидејќи последната цифра на 852k  не може да биде 9, доволно е да најдеме 

петцифрен природен број од видот 852k  со најмал збир на цифри. Бидејќи тој 

број е делив со 3, потребно е збирот на цифрите да е делив со 3. Освен тоа, 

последните две цифри треба да формираат број кој е делив со 4. Ако збирот на 

цифрите е 3, тогаш единствена можност е тој број да е од видот 20abc , каде 

1a b c   , од што следува 1, 0a b c   . Но, 10020 не е делив со 71. Сега, ако 

збирот на цифрите е еднаков на 6, тогаш лесно следува дека бараниот број е 

21301.  

 

22. Нека p  е непарен прост број. Докажи дека  

12 2 2 2 2
2

1 2 ... ( ) (mod )
ppp p p

p
p

       . 

Решение. Нека NZD( , ) 1a p  , a  е фиксиран, и за секој {1,2,..., 1}v p   да го 

поделиме av  со p  и остаток и да ставиме , ,a v a vav pq r  . Лесно се покажува де-

ка остатоците ,a vr  се ненулти и дека се по парови различни, што значи дека го фор-

мираат множеството {1,2,..., 1}p . Нека 
1 1( )

pa
p

T a
  , за NZD( , ) 1a p  . Имаме  

11
, ,( ) 1( ) 1 2

, ,( ) ( ) ( )
pp

a v a vpq rav p
a v a vp p

T av T r q av
       . 

Според тоа,  
1 1

2
, ,

1 1

1 1
2

,
1 1

( ) ( ( ) ( ) )

( ) ( ) (mod )

p p
p

a v a v
v v

p p
p

a v
v v

T av T r q av

T v q av p

 


 

 


 

 

 

 

 

. 

Од друга страна, лесно се гледа, дека  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T ab T a T b pT a T b   , т.е. ( ) ( ) ( )(mod )T ab T a T b p  . 

Тогаш  

1 1

1 1

( ) ( 1) ( ) ( )(mod )
p p

v v

T av p T a T v p
 

 

     

и следствено  

1
2

,
1

( ) ( ) (mod )
p

p
a v

v

T a q av p






  . 

Во случајов, за 2a   имаме  

1

2

2

1 1
1 2 22 2

2, 2,
1 1

2 2

1

2 (2) (2 1 1)

(mod )

p

p

p

p p
p p p

v vp
v v

p p

vv

T q v q v

v v p
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со што тврдењето е докажано.  

 

23. За секој природен број n  со канонично претставување 1 2
1 2 ... taa a

tn p p p  

ставаме  

1 2( ) , ( ) ... tn t n a a a       . 

Докажи го или оповргни го следново тврдење: За дадени произволен природен 

број k  и произволни позитивни реални броеви   и   постои природен број n , 

за кој  
( )

( )

n k

n







 , 

( )

( )

n k

n


 


 .  

Решение. Ќе докажеме дека тврдењето е точно. Од дефиницијата на   и   

следува, дека за секои природни броеви a  и b  важи:  

( ) ( ) ( )ab a b    ,          (1) 

( ) ( ) ( )ab a b   .          (2) 

За дадени природен број k  и позитивни реални броеви   и   избираме при-

роден број ( ( ) 1)m k   . Можеме да избереме доволно голем прост број p  та-

ков што 
( ) 1

log 2
m

k
p

p


 
   и m  различни прости броеви 1 2, ,..., mq q q  секој од кои 

е поголем од p . Ќе докажеме дека бројот 1 2...
2 mq q q

n k  го има саканото својство.  

Прво ќе докажеме дека 
( )

( )

n k

n







 . Бидејќи 1 2, ,..., mq q q  се непарни прости 

броеви, добиваме дека за 1 2...
1 2 1mq q qn k

k
n     важи 1

12 |
q

n  и 2 1
3

qi

id   е при-

роден број. Познато е дека за произволни природни броеви r  и s  важи  

NZD( , )NZD(2 1,2 1) 2 1r s r s    .       (3) 

Бидејќи NZD( , ) 1,i jq q   за i j , добиваме  

NZD(2 ,2 ) 2

1
3

221
3

2 2 1
2 3

NZD( , ) NZD(2 1,2 1)

NZD(2 1,2 1)

1.

ji

ji

q qi j

qq
i j

qq

d d



  

  

  

 

Значи, 1 2, ,..., md d d  се различни заемно прости делители на 1n , па затоа 1( )n m  . 

Од (1) и од изборот на m  сега добиваме  

1 1( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

n nn k m
n n k k

 

   




 
    . 

Останува да докажеме дека 
( )

( )

n k

n


 


 . Бидејќи 1 2... mq q q  е непарен и не е делив 

со 3, важи 1 2...
1 2 1 3(mod9)mq q q

n     , т.е. 13 | n . Да претпоставиме дека q  е 

прост делител на 1

3

n
 и q p . Тогаш  

1 2 1 22 ... ...
12 1 (2 1) 0(mod )m mq q q q q q

n q    . 
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Од малата теорема на Ферма следува дека 12 1(mod )q q   и од (3) имаме 

1 22 ...
3 | 2 1mq q q

 . Бидејќи  

1 2NZD( 1,2 ... ) NZD( 1,2) 2mq q q q q     и , 1,2,...,1 i i mq p q     

следува, дека 2| 2 1 3q   , т.е. 3q  . Последното противречи на 13 | n  и след-

ствено секој прост делител на 1

3

n
 е поголем од p . Тогаш 

1
1 3

( )

3

n
n

p


  и од (2) и од 

изборот на 1 2, , ,..., mp q q q  имаме  

1

1

3

3

1

1 2

( ) ( ) (3) ( )

( ) 1 log

( ) 1 log ( 1)

( ) 1 ... log 2.

n

n
p

p

m p

n k k

k

k n

k q q q

     

   

    

   

 

Според тоа,  

1 2

1 2

( ) 1 ... log 2( ) ( ) 1

( ) ...
log 2

m p

m
m

k q q qn k k
pn q q q p


     


    . 

 

24. Нека n  е природен број. Правоаголник со должини на страни 90 1n  и 

90 5n  е поделен на единечни квадрати со страни паралелни на страните на 

правоаголникот. Нека S  е множеството од сите темиња на овие единечни квадра-

ти. Докажи, дека бројот на правите кои содржат барем две точки од множеството 

S  е делив со 4.  

Решение. Нека поставиме координатен систем со координатен почеток во 

центарот O  на квадратот и x  оска паралелна на подолгата страна на правоагол-

никот. Множеството   од разгледуваните прави да го поделиме на две групи.  

1) Прави кои не минуваат низ точката O . Има (90 2) (90 6)n n    прави па-

ралелни на една од координатните оски и овој број е делив со 4. За секоја 

од останатите прави кои минуваат низ точката O , правите кои се симе-

трични на неа во однос на координатните оски и во однос на точката O  

исто така припаѓаат на множеството  , па затоа множеството од овие 

прави е унија на дисјунктни четириелементни множества. Затоа, бројот на 

правите кои не минуваат низ точката O  е делив со 4.  

2) Прави кои минуваат низ точката O . Секоја права низ O  која содржи 

некоја точка од S  ја содржи и нејзината симетрична точка, па затоа при-

паѓа на  , а нејзиниот коефициент на правец е рационален број 
p

q
, каде p  

и q  се непарни цели броеви такви што | | 90 1, 0 90 5p n q n      и 

NZD( , ) 1p q  . Правите од оваа група ги делиме на три подгрупи:  

а) Две прави 1 2( ), ( )l x y l x y   .  

б) За секоја права која минува низ O  со коефициент на правец 
p

q
 за 

| | 90 1p n   и 0 90 1q n   , различна од 1l  и 2l , правите симетрични на 
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неа во однос на правите 1,x l  и 2l  припаѓаат на множеството  , па затоа 

множеството од овие прави е унија на дисјунктни четириелементни мно-

жества.  

в) Остануваат правите кои минуваат низ O  и имаат коефициент на правец 

p

q
 за кој {90 3,90 5}q n n   . Бидејќи ( , ) 1NZD x q   и 2 | x  ако и само ако 

NZD( , ) 1q q x   и 2 | q x , заклучуваме дека непарни природни броеви 

кои се помали или еднакви на q  и се заемно прости со q  има исто колку 

што има и парни, па затоа нивниот број е 1
2

( )q . Според тоа, за 90 3q n   

бројот на овие прави е (90 3)n  , додека за 90 5q n   нивниот број е 

(90 4) 2n   , бидејќи треба да се исклучат правите со коефициент на агол 

90 3
90 5

n
n



 . Бидејќи 4 | (3) (30 1) (90 3)n n       и 4 (5) | (90 5)n    , доби-

ваме дека бројот на овие прави е од облик 4 2k  .  

Од а), б) и в) следува дека бројот на правите кои минуваат низ точката O  е 

делив со 4.  

Конечно, од 1) и 2) следува дека бројот на правите кои содржат барем две точ-

ки од множеството S  е делив со 4.  

 

25. Докажи дека за секој природен број n  постојат природни броеви 

1 2 ... na a a    такви, што  

1 2( ) ( ) ... ( )na a a      . 

Решение. Индуктивно ќе конструираме низа со саканото својство. За 1n   

тврдењето е тривијално.  

Нека природните броеви 1 2 ... na a a    се такви, што 1 2( ) ( ) ...a a      

( )na . Со ip  да го означиме i  тиот прост број. Нека Np  е најголемиот меѓу 

сите прости делители на броевите 1 2, ,..., na a a . Тогаш секој природен број x   чии 

прости делители се поголеми од Np  е заемно прост со секој од броевите 

1 2, ,..., na a a . Последното значи дека низата 1 2 ... na x a x a x    исто така го има 

саканото својство, бидејќи ( ) ( ) ( )i ia x a x    .  

Сега, ќе најдеме таков x  и ќе избереме природен број y  таков, што 1y a x  и 

1( ) ( )y a x   , од што ќе следува дека тврдењето важи и за 1n .  

Прво ќе докажеме дека постои x  таков, што 1

1( )
4

a x

a x
 , т.е. 1

1

( )

( )
4

ax
x a




 . Нека 

1 2...m N N N mx p p p   , каде m  е природен број. Тогаш  

1 1
( ) 1 1 1

11 1

(1 )m i

m i i i

N m N m N m
x p

x p p p
i Ni N i N

  

   
    

      . 

Бидејќи 1
1

1 i

N m

p
i N




 

  кога m , постои m  таков, што 1

1( ) ( )
4m

m

x a

x a 
 . Сега 

доволно е да земеме mx x .  
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Да забележиме дека од 1

1( )
4

a x

a x
  следува, дека за природниот број t  таков 

што 2 1
12 ( ) 2t ta x     важи 1

1 1( ) 2 2t ta x a x    . Сега, доволно е земеме 

2ty   и низата 1 2 ... ny a x a x a x     го има саканото својство.  

 

26. Нека 2n   е природен број. Со ( )f n  да го означиме збирот на сите 

природни броеви кои се помали или еднакви на n  и кои не се заемно прости со n . 

Докажи, дека ( ) ( )f n p f n  , за секој 2n   и за секој прост број p .  

Решение. Ненегативни цели броеви кои не се заемно прости со n  и кои се 

помали или еднакви на n  има 1 ( )n n  . Понатаму, ако r  е таков број, тогаш и 

n r  е таков број, па затоа важи 1
2

( ) ( 1 ( ))f n n n n   . Нека претпоставиме дека 

( ) ( )f n p f n  . Јасно, n  и n p  се делители на бројот 2 ( ) ( )f n n n p  , па затоа 

тие не се заемно прости. Според тоа, n kp , за некој k , па затоа равенството 

( ) ( )f n f n p   го добива обликот  

( 1 ( )) ( 1)( 1 ( ))k kp kp k kp p kp p        , 

од каде добиваме  

1 ( ) ( 1)kp kp k x     и 1 ( )kp p kp p kx     ,     (1) 

за некој ,x x p  . Сега (1) добиваме ( ) ( )x kp p kp p     . Бидејќи ( )kp  и 

( )kp p   се деливи со ( ) 1p p   , од последното равенство следува дека 

1(mod 1)x p   .  

Ако 2p   или 3p  , тогаш 1x  , што во првиот случај во (1) дава 

(2 2) 3k k    , а во вторито случај (3 3) 2 4k k    . Јасно, и двата случаи не се 

можни бидејќи (2 2) 1k k     и (3 3) 2 2k k    . Значи, 5p   и 2x p  , па 

ако замениме во (1) добиваме  

( ) 2 3kp k p     и ( ) 2 1kp p k p     .       (2) 

Ако |p k , тогаш | ( )p kp , па затоа | 2 3p k   и оттука | 3p , што не е можно. 

Значи, |p k . Слично, | 1p k  . Оттука  

( ) ( 1) ( )pk p k     и ( ) ( 1) ( 1)kp p p k      , 

па од (2) следува  
2 2

1
( ) 1 ( 1) 1 k

p
k k 


       . 

Барем еден од броевите ( )k  и ( 1)k   не е делив со 4 (зошто?). Овој број да го 

означиме со ( )t . Последното е можно ако {1,2,4}t  или { ,2 }i it q q  за некој 

прост број 2q   и i . Случаите 1,2,4t   ги исклучуваме со непосредна 

проверка. Од друга страна, ако на пример it k q  , тогаш  

1( ) 1 ( 1) 1i iq q q      

е делител на 2 2iq  , а тоа не е можно бидејќи  

1 2
3

1 ( 1) 1 (2 2)i i iq q q q      . 
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Аналогно се покажува дека и останатите три случаи не се можни.  

 

27. На правата се запишани неколку природни броеви. Во еден чекор ги изби-

раме сите парови од последователни броеви на правата и за парот ( , )a b  во среди-

ната на отсечката меѓу броевите a  и b  го запишуваме бројот a b . Колку пати 

по 2013 чекори е запишан бројот 2013, ако:  

а) дадените броеви се 1 и 1000,  

б) дадените броеви се 1, 2, ..., 1000 запишани во растечки редослед од лево на 

десно.  

Решение. а) Да забележиме, дека бројот 2013 не може да се појави на правата 

за парот ( , )a b , ако 2013a b  . Лесно се покажува дека по 2013 чекори бројот 

2013 се запишува само двапати и тоа во 8миот и 2013  тиот чекор.  

б) Да го додадеме на правата бројот 1 по бројот 1000. Ќе преброиме колку пати 

се среќава бројот 2013 на новата права по 2013 чекори. Конструираме индуктивно 

низа A  од парови броеви. Прво избираме  

{(1,2),{2,3),...,(999,1000),(1000,1)}A   

и на секој чекор при запишување на бројот k a b   за парот ( , )a b  во множе-

ството A  додаваме два нови парови ( , )a k  и ( , )k b .  

Со индукција по a b  ќе докажеме дека подредениот пар ( , )a b  се појавува во 

множеството A  само кога NZD( , ) 1a b   и секогаш кога NZD( , ) 1a b   парот 

( , )a b  се појавува точно еднаш во множеството A . Базата на индукцијата се про-

верува директно. Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за a b k  . Ќе 

докажеме дека тоа е точно за a b k  . Парот ( , )a b  се додава во A  кога го запи-

шуваме бројот b  меѓу броевите од парот ( , )a b a . Бидејќи ( )a b a    b k , 

добиваме дека парот ( , )a b a  е во множеството само ако NZD( , ) 1a b a    и ако 

NZD( , ) 1a b a  , тогаш парот ( , )a b a  се појавува точно еднаш. Бидејќи 

NZD( , ) NZD( , )a b a b a    твдењето е точно и за a b k  , со што доказот е завр-

шен.  

Според тоа, бројот на запишувања на бројот 2013 е еднаков на паровите 

( ,2013 )a a  за кои NZD( ,2013 ) 1a a  . Тоа значи, дека 2013 се запишува точно 

(2013) 1200   пати.  

Од а) имаме дека 2013 меѓу 1 и 1000 се запишува двапати. Значи, на почетната 

права 2013 е запишан 1200 2 1198   пати.  

 

28. Нека  и . Докажи, дека постои  за кој бројот  

има прост делител поголем од .  

Решение. За прост број  и природен број  со  да го означиме степе-

нот на  во каноничното разложување на прости множители на бројот . При-

тоа, ако , тогаш .  

Нека го претпоставиме спротивното и нека . Тогаш сите прости дели-

тели на броевите од видот  не се поголеми од . Ќе ја докажеме следнава лема.  

n 1! 2! ... !nS n    n nS

201210

p n ( )pv n

p n

( ) ( )p pv n v k ( ) min{ ( ), ( )}p p pv n k v n v k 

201210P 

nS P
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Лема. Ако за некој  важи , тогаш , за 

секој .  

Доказ. Ако , тогаш . Имаме  

, 

при што во овој збир првиот собирок е делив со , но не е делив со , а 

сите останати собирци се деливи со . Според тоа,  е делив со , но не е 

делив со , па затоа . ■ 

Да разгледаме прост број . Според лемата, ако , за 

некој , тогаш постои број  таков што  за секој природен број . 

Простиот број со ова својство ќе го наречеме мал. Сите останати прости броеви 

кои се помали од  ќе ги наречеме големи. Бидејќи имаме конечно многу мали 

прости броеви, постои природен број  кој е поголем од секој број од видот 

, каде  е мал прост број.  

Да разгледаме голем прост број  и нека  е таков што  е делив со . 

Од лемата следува  

 

и затоа  

, 

при што последното равенство е точно бидејќи  не е делив со .  

Да го разгледаме бројот . Од претходно изнесеното следува дека 

, за секој голем прост број . Освен тоа, бидејќи , важи 

, за секој прост број . Бидејќи сите прости делители 

на  се или мали или големи, добиваме дека , што е противречност. 

Конечно, од добиената противречност следува, дека постои природен број  за 

кој бројот  има прост делител поголем од .  

 

29. Определи ги сите парови природни броеви ( , )n p  такви што  

1) p  е прост број,  

2) 2n p  и  

3) 1 | ( 1) 1p nn p   .  

Решение. Единствени решенија за 3n   или 3p   се (2,2)  и (1, )p  за про-

изволен прост број p . Понатаму, ќе сметаме дека p , а со само тоа и n  e непарен 

број.  

Нека q  е најмалиот прост делител на бројот n . Од 
2| ( 1) 1| ( 1) 1n nq p p     

следува дека редот k  на бројот 1p   по модул q  е делител на 2n . Од друга 

страна, знаеме дека | 1k q  , па затоа | NZD(2 , 1) 2k n q  . Според тоа, 

n ( ) (( 1)!)p n pv S v n  ( ) ( )p k p nv S v S

k n

( ), (( 1)!)p n pa v S b v n   1b a 

( 1)! ... !k nS S n k    

ap 1ap 

1ap 
kS ap

1ap  ( ) ( )p k p nv S a v S 

p P ( ) (( 1)!)p n pv S v n 

n pa ( )p n pv S a n

P
M

pa
p p

p n 2n p

1( ) (( 2)!) (( 1)!)p n p pv S v n v n    

1( ) ( ( 1)!) (( 1)!) ( !)p n p n p pv S v S n v n v n     

1n p

! 2N P M 

( ) ( !)p N pv S v N p N M

( ) ( ) ( !)pa
p N p pv S v p v N  p

NS !NS N

n

nS 201210
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2| ( 1) 1 ( 2)q p p p    . Притоа не е можно | 2q p  , бидејќи тогаш  

( 1) 1 2(mod )np q   . 

Значи, q p  и бидејќи 2n p  заклучуваме дека n p . Сега, од 3) следува дека  

1 1 2 2
1 2 2 1| ( 1) 1 ( ) ( ) ... ( ) ( )

p pp pp p p p p
p pp p p p p p p  
         .   (1) 

Меѓутоа, на десната страна во (1) сите собирци освен последниот се деливи со 3p , 

па затоа 3 | ( 1) 1pp p  . Затоа 3p  . Навистина, парот ( , ) (3,3)n p   ги задо-

волува условите на задачата.  

 

30. Даден е прост број p . Докажи, дека постои прост број q  таков што за секој 

цел број n  бројот pn p  не е делив со q .  

Решение. Нека претпоставиме дека за секој прост број q  постои цел број n  

таков што (mod )pn p q . Знаеме дека за 1(mod )q p  степените на pn  ги даваат 

сите можни остатоци по модул q . Затоа бројот q  ќе го побараме во облик 

1,q kp k   . Бидејќи 1 1(mod )k kp qp n n q   , добиваме дека | 1kq p   за 

секој таков q .  

Нека q  е прост делител на бројот 
1 1 2

1
... 1

pp p p

p
N p p p

  


      . Бидејќи 

| 1q p   од 1(mod 1)N p p   , следува дека редот на бројот p  по модул q  е p , 

па навистина 1q kp   за некој k . Сега од | NZD( 1, 1)k pq p p   следува дека 

NZD( , )| 1p kq p  , па затоа NZD( , ) 1p k  , т.е. |p k . Понатаму, од 1q kp   и |p k  

следува дека 21(mod )q p . Последното значи дека сите прости делители на 

бројот N  се од видот 2 1p x  , што не е можно бидејќи 21(mod )N p .  

 

31. Докажи, дека меѓу произволни 100000 последователи природни 100-цифре-

ни броеви постои број n  за кој периодот на дропката 1
n

 е поголем од 2011.  

Решение. Да забележиме дека ако 2 5a bn t , каде NZD( ,10) 1, 1t t  , тогаш 

периодот на дропка од видот m
n

 е делив со 10 по модул t . Според тоа, доволно е 

да најдеме број 100000t   за кој степенот на 10 по модул t  е поголем од 2011. 

Еден таков број е 47 2401 . Навистина, степенот на 10 по модул 47  е 

4 3(7 ) 7 6 2058     (провери!).  

Забелешка. Горното кратко решение се базира на фактот, дека 10 е прими-

тивен корен по модул 47 2401 . Последното може да се види со непосредна 

проверка, но тоа следува и од општото тврдење, дека ако g  е примитивен корен 

по модул p  ( p  е непарен прост број) и 1 21(mod )pg p  , тогаш g  е примитивен 

корен по модул kp , за секој k . Нашиот случај е 7, 10p g   и 4k  . Избо-
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рот на 47  не е неприроден, бидејќи тоа е првиот степен на мал непарен прост 

број, кој е поголем од 2011 и ги задоволува условите.  

 

32. Даден е прост број 3p  . За произволно множество S   и a , нека  

{ {0,1,2,..., 1}| ( ), (mod )}aS x p s S x as p      . 

а) Определи го бројот на множествата {1,2,..., 1}S p   такви што низата 

1 2 1, ,..., pS S S   содржи точно два различни члена.  

б) Определи ги сите вредности на бројот k  за кои постои множество 

{1,2,..., 1}S p   такво што низата 1 2 1, ,..., pS S S   содржи точно k  различни чле-

нови.  

Решение. Нека g  е примитивен корен по модул p . Множествата 

1 2 1, ,..., pS S S   се множествата 21, ,..., pg g
S S S   во некој редослед. Низата 

21, , ,...g g
S S S  има период 1p  , па затоа нејзиниот минимален период е делител 

на 1p  . Притоа множествата 11, ,..., dg g
S S S   се по парови различни (ако 

i jg g
S S , тогаш | |1 i jg

S S  ). Понатаму, сите множења се по модул p .  

б) Од претходно изнесеното следува дека | 1k p  . Од друга страна, ако 

| 1k p   тогаш можеме да земеме 
2{1, , ,...}k kS g g .  

а) Минималниот период на низата 21, , ,...g g
S S S  е 2, па затоа 0 2 1S S S  . Тоа 

значи, дека од x S  следува 
2q x S . Ако ,a ga S , тогаш од претходно 

изнесеното следува дека 
ng a S , за секој 0n , т.е. {1,2,..., 1}S p   што не е 

можно. Според тоа, од x S  следува gx S  и 
2q x S . Оттука следува дека S  е 

едно од множествата 
2 4 3{1, , ,..., }pg g g 

 и 
3 5 2{ , ,..., }pg g g 

, т.е. постојат две 

такви множества.  
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VII   КОМБИНАТОРИКА  

 
1.  БОЕЊА И ПОКРИВАЊА   

 

1. Дали може табла 11 11 , од која е отстрането едно аголно поле, да се покрие 

со прави тетраминакои не се преклопуваат и не излегуваат надвор од таблата? 

Решение. Да ја обоиме таб-

лата во чеири бои 1, 2, 3 и 4, 

како што е прикажано на црте-

жот десно. Тогаш како и да се 

постави секое тетрамино покри-

ва точно по едно поле обоено со 

секоја од четирите бои. Затоа за 

да се покрие таблата од секоја 

боја треба да имаме по 

120 : 4 30  бои. Меѓутоа, со 

бојата 1 се обоени  29 полиња, 

па затоа бараното покривање не 

е можно.  

 

2. Табла со диманзии 6 6  е покриена со домина кои не се преклопуваат и не 

излегуваат од таблата. Да се докаже дека меѓу петтте хоризонтални и петте 

вертикални прави со кои е поделена таблата постои права која не пресекува ниту 

едно домино. 

Решение. Нека претпоставиме спротивно, т.е. дека таква права не постои, од-

носно дека секоја од правите сече барем едно домино. Да забележиме дека ако 

некоја права пресекува едно домино тогаш таа мора да пресекува барем уште едно 

домино (Зошто?). Затоа секоја од правите пресекува најмалку по 2 домина, т.е. 10-

те прави пресекуваат најмалку 10 2 20   домина, Според тоа, домината покриваат 

најмалку 20 2 40   полиња, што не можно бидејќи таблата има 36 полиња.  

Конечно, од добиената противречност следува дека постои права која не сече 

ниту едно домино.  

 

3. Квадратна табла со димензии 2004 2004  е покриена со домина од облик 

1 4  кои не се преклопуваат и не излегуваат надвор од таблата. Дали постои пок-

ривање во кое бројот на хоризонтално поставени домина е еднаков на бројот на 

вертикално поставени домина? 

Решение. Нека претпоставиме дека е дадено покривање во кое бројот на хори-

зонтално поставени домина и бројот на вертикално поставени домина е еднаков, 

т.е. имаме 502002 домина кои се хоризонтално и 502002 домина кои се вертикално 

поставени.   

Почнувајќи од првиот најгорен ред секој четврти ред ќе го обоиме со црвена 

боја. Според тоа, бројот на полиња кој е обоен во црвено е еднаков на 501 2004 , 

што значи дека овој број е делив со 4. Секое хоризонтално поставено домино 

покрива или 0 или 4 црвени полиња. Според тоа, бројот на црвени полиња кој е 

препокриен со хоризонтално поставените домина е делив со 4. Секое вертикално 

поставено домино покрива едно црвено поле. Бројот на вертикално поставените 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 

2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 

2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 

2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

3 4 1 2 3 4 1 2 3 4  
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домина е еднаков на 502002, па според тоа, бројот на вертикално поставени до-

мина покрива 502002 црвени полиња. Бројот 502002 не е делив со 4. Според тоа, 

бројот на црвени полиња кој е препокриен со домината е број делив кој не е делив 

со 4, што противречи на фактот дека бројот на црвените полиња е делив со 4. 

Конечно, од добиената противречност следува дека не постои покривање со 

еднаков број хоризонтално и вертикално поставени полиња.  

 

4. Секој природен број е обоен во една од две бои, црна или бела. Збирот на 

било кои два различно обоени броеви е обоен во црна боја, додека нивниот про-

извод е број кој е обоен во бела боја. Во каква боја е обоен производот на два бело 

обоени броја. Определи ги сите вакви боења? 

Решение. Нека a  и b  се два бели броја. Ќе докажеме дека ab  е бел број. 

Нека c  е произволен црн број. Тогаш бројот a c  е црн и ( )ab bc a c b    е 

бел број. Јасно bc  е бел број. Нека претпоставиме дека ab  е црн број, тогаш 

според условот ab bc  е црн број, што противречи на тоа што ( )a c b  е бел број . 

Значи ab  е бел број. 

Нека c  е најмалиот бел број, тогаш според условот и претходно кажаното 

имаме дека сите броеви од облик kc , k   се исто така бели броеви. Ќе 

докажеме дека други бели броеви не постојат. 

Нека претпоставиме дека x  е бел број и x kc r  , 0 r c  . Ако 0r  , тогаш 

бидејќи c  е најмал бел број следува дека r  е црн број. Тогаш според условот 

kc r  е црн број, што е противречи на претпоставката. Значи, 0r  , т.е. един-

ствени бели броеви се броевите од облик kc , каде c  е најмалиот бел број. 

 

5. Определи го најголемиот можен број на тетрамина од обликот 

прикажан на цртежот десно кои може да се постават на квадратна 

табла со димензии 2003 2003  (не се дозволени ротации) така да без 

преклопувања секое од нив да покрива точно четири квадратчиња од 

таблата.  

Решение. Со брише-

ње на последниот ред и 

последната колона од 

таблата се добива ква-

дратна табла која може 

да се подели на квадрати 

со димензии 2 2 , и во 

секое единечно квадрат-

че од таквиот квадрат 

кое се наоѓа долу и дес-

но ќе ставиме црна точка. Секое тетрамино од дадениот облик ако го постави-

ме на квадратната шема со димензии 2003 2003  ќе препокрие точно една цр-

на точка. Според тоа, на таблата може да се стават најмногу 2003 2003
2 2

[ ] [ ] 

1002001  тетрамина. Еден таков начин на поставување е даден на  цртеж 2.  

 

6. За кои n , квадрат со должина на страна n може целосно 

да се покрие со фигури како на цртежот (без поклопување), ако 

квадратчињата од кои е составена фигурата имаат страна 1. 

crte` 1 crte` 2 
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Решение. Очигледно бројот на квадратчиња мора да е делив 

со 4 за да се покрие целосно со вакви фигури. Значи n мора да е 

парен број. Ако n  е делив со 4 квадратот може да се подели на 

квадрати со страна 4, а тие може да се покријат како на цртежот 

десно.  

Ќе докажеме дека ако n не е делив со 4 квадратот не може да 

се покрие со вакви фигури. Да претпоставиме дека квадратот 

може да се покрие со вакви фигури. Ако го обоиме квадратот како шаховска табла 

црно – бело, тогаш секоја фигура ќе покрива 3 црни и 1 бело или 3 бели и 1 црно 

квадратче. Нека 2 2 1( )n k  , тогаш има 2(2 1)k   фигури и нека нека m од нив 

имаат 3 црни и 1 бело квадратче. Тогаш 22 1)( k m   фигури се со 3 бели и 1 црно 

квадратче. Се добива дека има вкупно  
2 23 2 1( ) 2 (2 1)m k m m k       

црни и  
2 23 2 1) )  3(2 1( ) 2(m k m k m       

бели квадратчиња. Од друга страна знаеме дека има по 
2 2

2
2 2( 1)n k   црни и бели 

квадратчиња. Значи,  
2 2 22 2 1) 3(2 1) 2 2(2 1( )m k k m k        , 

од каде добиваме дека 21)(2 2m k  , што не е можно. Значи квадрат со страна n , 

таква што n  не е делив со 4 не може целосно да се покрие со дадените фигури. 

 

7. Правоаголна табла со димензија M N  е поделена на 1 1  квадратчиња. 

Располагаме со доволно многу домина со димензија 1 2 . Таблата е покриена со 

домината така што ниту едно домино не излегува надвор од таблата и ниту едно 

домино не може да се лизне по таблата така што да покрива две квадратчиња од 

таблата. Докажи дека бројот на непокриените квадратчиња не е помал од:  

а) 1
4

MN  ,        б) 1
5

MN .     

Решение. Ако на таблата нема непокриени квадратчиња, 

тогаш неравенствата се исполнети. Заради тоа ќе разгледаме 

случаи кога има непокриени квадратчиња.  

Јасно е дека две непокриени квадратчиња немаат заедничка 

страна (во спротивно таквите квадратчиња ќе ги покриеме со 

домино).  

Нека a  е непокриено квадратче и b  е соседно квадратче на a  (под соседни 

квадратчиња ќе подразбираме квадратчиња кои имаат заедничка страна), кое 

покриено со домино B . Со c  ќе го означиме второто квадратче покриено со B . 

Ако центрите на квадратчињата ,a b  и c  лежат на една права, доминото B  може 

да се лизне така што тоа ќе ги покрива квадратчињата a  и b , што според условот 

на задачата, не е можно.  

Значи, a  и c  немаат заедничка страна. Со d  да го означиме квадратчето кое е 

соседно со a  и c . Јасно е дека тоа е покриено со домино D . Со аналогни 

размислувања како и во претходниот случај, заклучуваме дека околу a  ќе имаме 

поставено четири домина како на цртежот.  

a b

cde

f

g h i
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Од досега изнесеното следува:  

1) непокриени квадратчиња нема на крајот (границите) на таблата;  

2) две непокриени квадратчиња не само што немаат заедничка страна, туку 

немаат ниту заедничко теме.  

а) На секое непокриено квадратче да поставиме 2 2  квадрат така што 

непокриеното квадратче да се наоѓа во неговиот долен лев агол.   

Јасно, секои два такви квадрати не се сечат и не излегуваат надвор од таблата. 

Освен тоа, тие не ја покриваат целата табла, бидејќи долниот ред на таблата не се 

сечи со ниту еден квадрат.  

Од претходно изнесеното следува дека бројот на непокриени квадратчиња е 

помал од 
 

1
4

MN .  

б) На секое непокриено квадратче ќе поставиме 

„крст“ од пет квадратчиња, така  

што секое непокриено квадратче е во неговиот 

центар. Ќе покажеме дека два такви „крста“ не се сечат. 

Секако дека тие не можат да се преклопат по две 

квадратчиња. Ако пак два такви “крста” имаат заедничко 

квадратче, кое е најлево за едниот „крст“, а најдесно за другиот „крст“, тогаш ако 

се има предвид начинот на поставување на домината се добива противречност 

(види цртеж; останатите случаи, различни од тој на цртежот се разгледуваат 

аналогно).  

Со аналогни размислувања како под а) се добива дека бројот на непокриените 

квадратчиња е помал од 1
5

MN .  

 

8. Даден правоаголник е поделен на помали правоаголници. Ако секој од 

малите делбени правоаголници го има својството: една од неговите страни има 

целобројна парна должина, докажи дека и почетниот правоаголник го има истото 

својство (страната која не е парен број може да е произволен реален број).   

Решение. Избираме координатен систем со центар во едно од темињата на 

дадениот правоаголник, а две негови соседни страни лежат на избраните коорди-

натни оски.  

Рамнината ја делиме (разбиваме) на 

единечни квадрати и нив ги биоме со 

црна и бела боја како што е обоена ша-

ховската табла. Ако една од страните на 

некој правоаголник (чии страни се па-

ралелни со координатните оски) има 

целобројна парна должина, тогаш јасно е 

дека половина негова површина е обоена 

со бела боја, а другата половина е обо-

ена со црна боја. Бидејќи тоа важи за се-

кој од  малите (делбените) правоаголни-

ци, добиваме дека половина од почет-

ниот правоаголник е обоена со бела боја, 

а половина е обоена со црна боја. Користејќи го ова, ќе докажеме дека една од 

страните на почетниот правоаголник има целобројна парна должина.  

a b

d

f

?
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Нека страните на правоаголникот се  и  каде  и  се цели 

броеви а . Со правите  и  дадениот правоаголник е разде-

лен на  правоаголници. Три од нив имаат една целобројна парна должина, па 

според тоа половина од нивните плоштини е обоена со бела, а половина е обоена 

со црна боја. Бидејќи тоа својство го има и почетниот правоаголник добиваме 

дека и правоаголникот со страни  и  го има тоа својство, половина од него-

вата површина е обоена во бела, а половина е обоена во црна боја. Од начинот на 

боење и од , доволно е да ги разгледаме следните три случаи:  

1) , , . Во овој случај ќе имаме плоштина  

со црна боја и плоштина  со бела боја. Но тогаш  од 

каде добиваме . Последното равенство е можно само во 

случај кога  или  што е во спротивност со претпоставката.  

2) , , Во овој случај , т.е.  од 

што следува дека  или . Но  па , па според тоа 

. Тогаш една страна на правоаголникот има целобројна парна дол-

жина.  

3) , , . Во овој 

случај, при  имаме само еден 

правоаголник кој е обоен со црна бо-

ја, за кој нема бел правоаголник со 

истите димензии. Затоа  или 

 од што следува тврдењето на 

задачата. 

  

9. Нека A  е бројот на начините на покривање на табла со димензии 2 n  со 

2 1  домина, B  е бројот на низи од единици и двојки чиј збир е еднаков на n  и  

1 2
0 2 2

1 2 2 1
1 3 2 1

( ) ( ) ... ( ), 2

( ) ( ) ... ( ), 2 1.

m m m
m

m m m
m

n m
C

n m



  


    
 

    

      (1) 

Докажи, дека A B C  .  

Решение. Очигледно A B . Навистина, 

покривањето на табла со димензии 2 n   

можеме да го направиме со поставување на 

2 1  домината на два начина, или едно домино вертикално или две домина 

хоризонтално (види цртеж). Притоа се потребни n  домина. Сега на секое вертик-

ално домино го придружуваме бројот 1, а на секои две хоризонтални домина го 

придружваме бројот 2. Притоа добиваме низа од единици и двојки чиј збир е 

еднаков на n . Јасно, на секоја низа од единици и двојки чиј збир е еднаков на n  

соодветствува покривање од дадениот вид (за единицата поставуваме вертикално 

домино, а за двојката две хоризонтални домина).  

Ќе докажеме дека B C . Нека r  е бројот на низите од единици и двојки чиј 

збир е еднаков на n . Нека k  е бројот на двојките во дадена низа. Тогаш 
2

[ ]nk   и 

имаме r k  единици. Притоа 2 ( )n k r k k r     . Низата е определена ако во 

неа е познат распоредот, на пример, на двојките. Бројот на различните низи со 

2a  2b  a b

0 , 2    2x a 2y b

4

 

0 , 2   

1 '   1 '   0 ', ' 1    1 ' ' 

' '  1 ' ' ' '    

(1 ')(1 ') 0  

' 1  ' 1 

'   1 '   0 ', ' 1    ' ' '    '(1 ') 0  

' 0  ' 1  ' 1  1 ' 0 

' 0 

'   '   0 ', ' 1   

', ' 0  

' 0 

' 0 

1

1 ' ' '

' '

'
1
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должина r  е еднаков на ( ) ( )r n k
k k

 . Според тоа, бројот на сите низи ќе биде 

еднаков на 
2

[ ]

0

( )

n

n k
k

k





 . Притоа, за 2n m  имаме  

2
[ ]

2 2
2 2

0 0 0

( ) ( ) ( )

n
m m

n k m k m k
k k m k

k k k

  


  

    , 

а за 2 1n m   добиваме  

2
[ ]

2 12 1
2 1 2

0 0 0

( ) ( ) ( )

n
m m

m kn k m k
k k m k

k k k

   
 

  

    . 

Забелешка. Да означиме nA A . Ќе докажеме дека nA  е n тиот Фибоначиев 

број, т.е. дека  

1 2 0 1, 1n n nA A A A A     .       (2) 

Навистина, покривањето на таблата со димензии 2 n  можеме да го започниме на 

еден од следните два начина: или ќе почнеме со вертикално домино или че 

почнеме со две хоризонтални домина (види цртеж). Во првиот случај треба да 

покриеме табла со димензии 2 ( 1)n  , а во вториот табла со димензии 2 ( 2)n  , 

што значи дека во првиот случај имаме 1nA  , а во вториот 2nA   различни 

покривања. Според тоа, точна е фомрулата (2). Да забележиме дека од претходно 

изнесеното следува дека со (1) е даден израз за пресметување на n тиот 

Фибоначиев број.  

 

10. Во рамнината се дадени 109 точки такви што меѓу нив нема три точки кои 

лежат на една права. Секоја точка е обоена во една од седум можни бои и во 

секоја боја се обоени најмалку осум точки. За еден триаголник ќе велиме дека е 

еднобоен ако сите темиња му се обоени со иста боја. Докажи, дека со дадените 

точки се определени најмалку 2015 еднобојни разнострани триаголници.  

Решение. Ако има n  точки обоени со иста боја тогаш тие формираат 

( 1)( 2)

6

n n n 
 триаголници. На симетралата на секоја пар од дадените точки може да 

има најмногу две од дадените точки, па затоа рамнокраките триаголници кои се 

обоени во таа боја се најмногу 
( 1)

2
2 ( 1)

n n
n n


   . Според тоа, имаме најмалку 

( 1)( 2) ( 1)( 8)

6 6
( 1)

n n n n n n
n n

   
    разнострани триаголници со темиња обоени во 

таа боја. Да означиме  
( 1)( 8)

6
( )

n n n
S n

 
 . 

Нека претпоставиме дека во друга боја се обоени m  точки и 1n m  . Ќе 

докажеме дека  

( ) ( ) ( 1) ( 1)S n S m S n S m     . 

Со еквивалентни трансформации добиваме  

( ) ( 1) ( 1) ( )

( 1)( 8) ( 1)( 2)( 9) ( 1) ( 7) ( 1)( 8)

S n S n S m S m

n n n n n n m m m m m m

    

           

 ( 1)( 6) ( 5).n n m m     
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Последното неравенство непосредно следува од тоа што 1 0n m    и 

6 5n m   . Според тоа, доволно е тврдењето да го докажеме во случај кога бро-

евите точки кои се обоени во различни бои се разликуваат најмногу за 1. Бидејќи 

109 7 15 4   , во тој случај ќе имаме по 16 точки обоени во 4 од боите и по 15 

точки обоени во останатите три бои. Сега тврдењето следува од тоа што 

(15) 245, (16) 320S S   и 4 320 3 245 2015      

 

11. Дадена е шаховска табла со димензии m n , каде , 2m n   се природни 

броеви. За боењето на единечните полиња на таблата во боите бела, зелена, 

црвена и сина (секое поле е обоено со една боја) ќе велиме дека е шарено, ако 

четирите полиња во секој 2 2  квадрат се обоени во различни бои. Определи го 

бројот на шарените боења на таблата. 

Решение. Да ги нумерираме колоните на таблата S  со 1,2,...,m , а редовите со 

1,2,...,n . Нека ( , )i j  е полето во i  тата колона и j  тата редица.  

Да разгледаме едно произволно шарено боење на S . Ќе докажеме дека секој 

ред на S  содржи само две различни бои или секоја колона на S  содржи само две 

различни бои.  

Нека претпоставиме дека S  не содржи правоаголник со хоризонтална подолга 

страна, кој содржи три различн бои. Тогаш во секој ред на S  се менуваат две 

различни бои, што и се бараше.  

Нека сега полињата ( , ), ( 1, )u v u v  и ( 2, )u v  се обоени во три различни бои 

,a b  и c , соодветно. Последователно добиваме дека ( 1, 1)u v   е обоено во 

четвртата боја d , ( , 1)u v   во c , ( 2, 1)u v   во a , ( 1, 2)u v   во b , ( 2, 1)u v   

во c  итн. Аналогно добиваме дека ( 1, 1)u v   е обоено во d , ( , 1)u v   во c , 

( 2, 1)u v   во a  итн. Продолжувајќи ја постапката добиваме дека колоната u  ги 

содржи само боите a  и c , колоната 1u   само боите b  и d , и колоната 2u   

само боите a  и c . Сега, лесно се гледа дека секоја колона чиј број има иста 

парност како u  ги содржи само боите a  и c , и секоја колона чиј број има 

спротивна парност од бројот u  ги содржи само боите b  и d , што и требаше да 

се докаже.  

Од претходно изнесеното следува дека во секое шарено боење или во секој ред 

или во секоја колона се менуваат две различни бои.  

Бројот на шарените боења во кои во секоја колона со непарен број се менуваат 

две бои, а во секоја колона со парен број – другите две бои, е еднаков на 4
2( ) 2m . 

Бројот на шарените боења во кои во секој ред со непарен број се менуваат две 

бои, а во секој ред со парен број – другите две бои е еднаков на 4
2( ) 2n . Боењата 

во кои имаме менување на две бои како во секој ред, така и во секоја колона се 

броени двапати (со други зборови, тоа се боењата во кои бојата на полето ( , )i j  

зависи само од парностит на i  и j ). Вакви боења имаме 4! 24  (зошто?).  

Конечно, вкупниот број на шарени боења е еднаков на  
4 4
2 2( ) 2 ( ) 2 4! 6(2 2 4)m n m n       . 

 

12. Нека 2n   е природен број и 2 1N n n   . Полињата на таблата N N  се 
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обоени во n  бои. Докажи дека постои подтабла 2 2  во која сите четири полиња 

се обоени во иста боја.  

Решение. Дадената табла има 2N  полиња кои се обоени во n  бои, па со не-

која боја се обоени најмалку 
2 3 21[ ] 2 1N n

n
k n n n       полиња. Ќе докажеме 

дека постои подтабла со димензии 2 2  чии полиња се обоени со оваа боја. Пар 

колони од дадената табла може да се избере на 2( )N  начини. Нека 0ia   е бројот 

на полињата во i  тиот ред кои се обоени со воочената боја. Тогаш  

1 2 ... Na a a k    , 

а во i  тиот ред има 2( )ia
 парови полиња обоени со оваа боја. Нека не постои 

подтабла со димензии 2 2  чии полиња се обоени со воочената боја. Тогаш  

1 2
22 2 2( ) ( ) ... ( ) ( )naa a N    .        (1) 

Функцијата 2( )x  е конвексна, па од неравенството на Јенсен следува  

...11 2
2 2 2( ) ( ) ... ( )

2 2( ) ( )
a aaa a N kN

N N

N

 
  

  .      (2) 

Од (1) и (2) следува 22( ) ( )
k
N NN  , од каде добиваме ( 1) 1k k

N N
N   , т.е.  

2

3 2 3 2 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2 2

4 3 2 4 3 2

( ) ( 1)

( 2 1)( 2 1 ( 1)) ( 1) ( 1 1)

( 2 1)( 2 ) ( 1) ( 2)

2 2 2 1

1,

k k N N N

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n

  

              

         

       



 

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува тврдењето на 

задачата.  

 

13. Трака со ширина w  го нарекуваме множеството точки во рамнината кои се 

наоѓаат на или меѓу две паралелни прави кои се на растојание w  една од друга. 

Нека S  е множество од n  точки во рамнината такво што било кои три точки од 

множеството S  може да се покријат со трака со ширина 1. Докажи, дека S  може 

да се покрие со трака со ширина 2.  

Решение. Меѓу сите триаголници со темиња во S , го разгледуваме триагол-

никот кој има најголема плоштина, и нека тоа е ABC . Нека ', ', 'A B C  се симе-

тричните точки на точките , ,A B C  во однос на средините на страните , ,BC CA AB , 

соодветно. Тврдиме дека сите точки на множеството S  лежат внатре или на стра-

ните на ' ' 'A B C . Навистина, ако X S  е надвот од ' ' 'A B C , тогаш без ограни-

чување на општоста можеме да земеме дека X  и BC  се на различни страни од 

правата ' 'B C , па затоа BCX  има поголема плоштина од ABC , што е против-

речност.  

Триаголникот ABC  може да се покрие со трака со ширина 1, па затоа три-

аголникот ' ' 'A B C  може да се покрие со трака со ширина 2, која всушност го 

покрива множеството S .  



Комбинаторика  

 

  95  

14. Кука ќе ја наречеме фигурата прикажана на цртежот десно, 

која е составена од шест единечни квадрати, или било која друга 

фигура која е добиена од оваа фигура со примена на ротации и 

осни симетрии. Определи ги сите m n  правоаголници кои можат 

да се покријат со куки така што 

1) правоаголникот е покриен без празнини и преклопувања,  

2) ниту еден дел од некоја кука не е надвор од правоаголникот.    

Решение. Одговор. Сите правоаголници m n  за кои 12 | mn , барем еден од 

броевите ,m n  е делив со 4 и , {1,2,5}m n .  

Нека претпоставиме дека правоаголникот m n  може да се покрие со куки. За 

секоја кука H  нејзиниот „внатрешен“ квадрат е покриен точно со една кука K . 

Од друга страна, H  го покрива внатрешниот квадрат на K , па затоа сите куки 

можат да се поделат на парови { , }H K  кои формираат една од следниве фигури со 

плоштина 12.  

 
Значи, нашиот правоаголник е покриен со вакви фигури. Тоа значи дека 12 | mn .  

Нека претпоставиме дека 4 | m  и 4 | n . Тогаш броевите m  и n  се парни, а 

вкупниот број фигури составен од две куки (цртеж горе) е непарен. Без 

ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека вкупниот број фигури 

1 1,A B  е непарен. Да ја обоиме секоја четврта колона на таблата m n  во црно. 

Тогаш секоја од фигурите 1 1,A B  покрива по три црни полиња, додека секоја од 

фигурите 2 2,A B  покрива по 2 или 4 црни полиња. Значи, бројот на покриените 

црни полиња е непарен, што не е можно, бидејќи има парен број црни полиња.  

Сега нека претпоставиме дека, на пример, 4 | m . Ако 3 | n , тогаш праволникот 

m n  може да се подели на 4 3  правоаголници. Исто така, ако 12 | m  и 

{1,2,5}n , тогаш 3 4n k l  , за некои 0,k l , па затоа правоаголникот m n  

може да се подели на правоаголници 12 3  и 12 4 , и оттука на правоаголници 

4 3  и 3 4 . Од друга страна, ако 12 | m  и {1,2,5}n  лесно се гледа дека 

покривањето не е можно.  

 

15. Дадена е квадратна табла со димензија n n , каде n  е парен број. Таблата 

е поделена на 2n  единечни квадрати. Два различни единечни квадрати на таблата 

се соседни ако имаат заедничка страна.  

Означени се N  единечни квадрати така што секој единечен квадрат (означен 

или неозначен) е соседен со барем еден означен квадрат.  

Определи ја најмалата можна вредност на бројот N .  

Решение. Нека 2n k . Множеството квадратни полиња чии центри се на 

растојание 1
2

i   од најблиската страна на квадратот ( 1,2,...,i k ) го нарекуваме 
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i  та рамка. Полињата на i  тата рамка ги боиме во 

црно за непарно i , а во бело за парно i . Сега секое 

поле на таблата (обоено во било која боја) е соседно со 

точно две црни полиња. Бидејќи имаме 2 ( 1)k k   црни 

полиња, мораме да означиме најмалку ( 1)k k   поле. 

Останува да докажеме дека овој број може да се 

достигне. Во секоја црна рамка да го означиме полето 

во долниот лев агол и полето непосредно над него, а 

потоа одејќи долж оваа рамка во насока на движењето 

на стрелката на часовникот, наизменично прескокнуваме и означуваме по две 

полиња. Лесно се гледа дека секое поле има точно по едно означено соседно поле, 

а се означени  

2(2 1) 2(2 5) 2(2 9) ... ( 1)k k k k k         

полиња.  

Според тоа, одговорот на задачата е ( 1)k k  .  

Забелешка. На сличен начин може да се решат случаите кога 4 1n k   и 

4 1n k  . Во општ случај одговорот е 
4 4

(2[ ] 1)( 2[ ])n nn  .  

 

16. Полињата на бесконечна шаховска табла се стандардно обоени во црна и 

бела боја. Потоа сите бели полиња се преобоени во црвена и сина боја така што 

полињата кои имаат соседен агол се разнобојни. Нека l  е произволна права, која 

не е паралелна со страните на полињата. За секој отсечка I  која е паралелна на l  

ја пресметуваме разликата од збировите на црвените и сините делови на I . 

Докажи, дека постои број C , кој зависи само од правата l , таков што сите 

добиени разлики се помали или еднакви на C .  

Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Нека на бесконечна табла сместена во правоаголен кординатен систем 

непарните колони се обоени со зелена, а парните со жолта боја. За секоја отсечка 

паралелна на правата l  разликата меѓу збировите на нејзините жолти и зелени 

делови е помала или еднаква на некој број D , кој зависи само од l .  

Доказ. Со вертикалните прави правата l  е поделена на отсечки со еднаква 

должина F . За секоја отсечка со должина 2F  збирот на зелените (соодветно 

жолтите) делови е еднаков на F . Бидејќи секоја отсечка паралелна на l  може да 

се подели на неколку отсечки со должина 2F , при што останува отсечка со 

должина помала од 2F , добиваме дека разликата на збировите на нејзините 

жолти и зелени делови е помала или еднаква на 2D F . ■  

На почетната табла да ги пребоиме црните полиња во розова и кафеава боја 

така што розовите полиња да се во колоните со црвена, а кафеавите во колоните 

со сини полиња. Да разгледаме отсечка паралелна на правата l  и со , , ', 'r b r b  да 

ги означиме збировите на нејзините црвени, сини, розови и кафеави делови, соод-

ветно. Според лемата постојат броеви 1D  и 2D , кои зависат само од l , за кои  
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1

2
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Затоа  
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2 | | | ( ') ( ') ( ') ( ' ) |

| ( ') ( ') | | ( ') ( ' ) |

,

r b r r b b r b r b

r r b b r b r b

D D

        

       

 

 

т.е. 1 2

2
| |

D D
r b


  , што и требаше да се докаже.  

 

17. Во рамнината се дадени n  точки 1 2, ,..., nA A A кои се обоени со црвена боја 

и даден е ненулти вектор a . Точките 1 2, ,..., nB B B  се такви што i iA B a  и секоја 

од нив е обоена со плава боја. Повлечени се n  отсечки такви што секоја црвена 

точка е поврзана со една плава точка, и секоја плава точка е поврзана со една 

црвена точка. Определи го начинот на поврзување, така што збирот на должините 

на добиените отсечки биде најмал.  

Решение. Нека 1 2, ,..., nA A A  се црвените точки и 1 2, ,..., nB B B  се нивните сли-

ки (слика на iA  е iB ) со векторот a , односно  i iA B a . Нека 1 2, ,..., ni i i  е про-

изволна пермутација на броевите  1,2,...,n  која е различна од идентичната перму-

тација, т.е. 1 2, ,..., ni i i  е запис на броевите 1,2,...,n  кој не е идентичен со при-

родниот распоред во растечки редослед.  Нека ги разгледаме векторите 
jjA Bi , 

1,2,...,j n . За произволна точка O  од рамнината имаме 
j jj i i iA B OB OA  . Ако 

за два вектори a  и b  го искористиме неравенството | | | | | |a b a b   , или за n -

вектори го искористиме неравенството 1 2 2 1 2| | | | ... | | | ... |na a a a a a      

(непосредно се докажува со помош на математичка индукција), добиваме  

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 1

| | | | ... | | | | | | ... | |

| ... |

|

n n

n

i i n i i i i n

i i i n

A B A B A B OB OA OB OA OB OA

OB OA OB OA OB OA

OB OA

         

      

  2 2

1 1 2 2

... |

| ... | | | | |

n n

n n

OB OA OB OA

A B A B A B na n a

    

     

 

Значи, за било кој избор на редослед на индекси 1 2, ,..., ni i i  кој е добиен од 

реедоследот 1,2,...,n , добиваме 
1 21 2| | | | ... | | | |

ni i n iA B A B A B n a    . Равенство се 

добива само во случајот 1 21, 2,...., ni i i n   .  

 

18. Правилна тристрана приз-

ма со основен раб n  и бочен раб 

m  ( m  и n  се природни броеви) 

прво е обоена а потоа разделена 

на слични призми со основен раб 

и бочен раб со должини 1  (како 

n

n

n

  
m

n

n
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на цртежот). Пресметај го бројот на призмите на кои сите ѕидови им се необоени.  

Решение. Во триаголникот со страна n  има 2n  мали триаголници. Навистина, 

тргнувајќи од основата кон врвот има  
( 1)

2
( 1) ( 2) ... 3 2 1

n n
n n n


          

триаголници свртени со врвот кон внатрешноста и  

2

)1(
123...)2()1(




nn
nn  

триаголници свртени со врвот нанадвор. Според тоа, призмата е разделена на  
( 1) ( 1) 2

2 2
( )
n n n n

vkp m m n
 

      

мали призми.  

Од сите мали призми, барем еден обоен ѕид ќе имаат оние што се наоѓаат на 

двете основи и на на бочните страни на призмата, т.е.  
2 22 ( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 2) 2 ( 2)(3 3)obp n m n m n m n n m n                

Според тоа, бројот p  на необоените призми е  

)33)(2( 2  nnmppp obvk .   

 

19. На секое поле на шаховска 8 8
 
табла е поставена коцка (работ на поста-

вените коцки е еднаков на страната на полињата на шаховската табла). Една од 

шесте страни на секоја од поставените коцки е обоена црно, а останатите пет стра-

ни се обоени бело. Цел ред или цела колона коцки може да ротира за 90 ,180  или 

270  (ротира како паралелопипед со основа квадрат и висина осум пати поголема 

од страната на неговата основа). Дали постои редослед на ротации по кој сите 

црно обоени полиња се на горната страна на поставените коцки (страната која е 

обоена црно е поставена нагоре).  

Решение. Редовите од долу наго-

ре ќе ги означиме редоследно со бро-

евите од 1 до 8 (види цртеж). Коло-

ните од лево на десно ќе ги означиме 

редоследно со буквите од абецедата 

од a  до h  како на цртежот. Таблата 

ќе ја ориентираме како страните на 

светот. Најдолниот ред, т.е. редот 1 

ќе биде југ, а колоната a  ќе биде 

запад (види цртеж).  

Коцката 1a  со вртење на само 

редот број 1 и колоната a   можеме 

да ја наместиме така што нејзината 

црна страна да е на југ. Со поната-

мошно вртење на прва колона, без да се врти прва редица црната страна ќе остане 

на југ.  

Коцката 2a  со вртење на првата колона и вториот ред (без вртење на првата 

редица) можеме да ја наместиме така што нејзината црна страна е на југ. Со 

понатамошно вртење на прва колона, без да се вртат првиот и втори ред црните 

страни на 1a  и 2a  ќе останат на југ. Истата постапка ја повторуваме за коцките 

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

Jug

Sever 

Istok Zapad 
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3, 4, 5, 6, 7a a a a a  и 8a  при што во секој нареден чекор од вртење ги исклучуваме 

од вртење претходните редови (при местење на црната страна на југ од коцката ai  

редовите 1,2,..., 1i   не ги вртиме). Со оваа постапка сите црни страни на коцките 

од првата колона ќе бидат насочени кон југ. Потоа сите редици ги ротираме за 

90  така што црните страни на коцките од прва колона да бидат поставени 

нагоре, и на крај прва колона ја вртиме за 90  така што црните страни на коцките 

од првата колона да бидат на запад. Со вртење на било кој редица или било која 

следна колона црните страни на коцките од првата колона ќе бидат на запад.  

Претходната постапка ја повторуваме за останатите колони , , , , , ,b c d e f g h  по-

следователно во запишаниот редослед. При што кога црните страни на коцките од 

една колона ги наместиме на запад, претходните колони, лево од неа, не ги 

ротираме.  

По конечен број на чекори, црните страни на сите коцки ќе бидат завртени кон 

запад. На крај, секоја колона ја ротираме за 90  во насока на стрелките на 

часовникот, со што црните страни на сите коцки ќе бидат завртени нагоре.  

 

20. Секоја точка од рамнината е обоена во сино или црвено. Докажи дека 

постојат две сини точки на растојание 1 или четири црвени точки 1 2 3 4, , ,A A A A  

такви што 1 2 2 3 3 4A A A A A A  .  

Решение. Нека претпоставиме дека тврдењето на задачата не е точно. Тогаш 

постои барем една точка P  која е обоена во сино. Во спротивно, тривијално е 

исполнет условот од задачата. Околу точката P  ќе опишеме кружница k  со ра-

диус 1. Сите точки од кружницата се обоени во црвена боја. Во спротивно 

постојат две точки кои се на растојание 1 и се обоени во сино. Нека ABCDEF  е 

правилен шестаголник впишан во кружницата, AB CD X  , BC EF Y   и 

EF AB Z   (точките , ,X Y Z  се темиња на рамностран триаголник). Барем две  

од точките , ,X Y Z  се обоени во сино. Во спротивно, ако имаме две црвени, 

заедно со двете црвени од шестаголникот кои припаѓаат на отсечката определена 

со тие точки се четири црвени точки кои го исполнуваат условот на задачата.  

Ќе направиме ротација, така што ' ' ' 1XX YY ZZ   . Шестаголникот ' ' 'A B C  

' ' 'D E F  е обоен црвено, бидејќи тој е впишан во кружницата K . Ако две точки 

од ', ', 'X Y Z  се црвени тогаш од точките ', ', 'A B C , ', ', 'D E F , ', ', 'X Y Z  може да се 

изберат четири црвени кои го задоволуваат условот од задачата, што противречи 

на на претпоставката. Според тоа, најмалку две точки од ', ', 'X Y Z  се обоени во 

сино. Конечно, барем една од отсечките ', ', 'XX YY ZZ  има крајни точки кои се 

обоени во сино, што повторно противречи на претпоставката. Значи, претпостав-

ката дека нема две точки кои се на растојание 1 и се обоени сино и нема четири 

колинеарни точки кои се обоени црвено и се на еднакво растојание доведува до 

противречност.  

 

21. Низата 1 2, ,..., ,...ku u u  е определена со следните услови: 

i) 1 3;u   

ii) 1 ( 1) 1k ku k u k      ако 0.k   
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Нека kn u  и нека се дадени n точки. Докажи дека, ако секоја од отсечките што 

ги поврзува овие точки е обоена со една од k  дадени бои, тогаш постојат три 

точки, кои се темиња на триаголник чии страни се обоени со иста боја. 

Решение. Ќе користиме индукција по k . Ако 2k   тогаш 2 12 1 1 6u u     па 

тврдењето следува од претходниот проблем. Нека тврдењето е точно за некој k и 

нека се дадени 1kn u   точки кои се поврзани со отсечки и кои се обоени со 1k   

боја.  

 Нека A  е една од дадените точки. Оваа точка е крајна за 1n  отсечки и 

бидејќи 

1 11
1 1 1

1kun k
k kk k k

u u 
  
      

од принципот на Дирихле следува дека барем ku  отсечки чија крајна точка е A  се 

обоени со иста боја. Нека 1 2, ,...,
kuB B B се другите (различни од A ) крајни точки 

на овие отсечки. Ако меѓу отсечките i jB B  постои барем една која е обоена со 

иста боја како и отсечките 1 2, ,...,
kuAB AB AB , тогаш постои бараниот триаголник. 

Ако не постои таква отсечка, тогаш отсечките i jB B  се обоени со k  бои и 

тврдењето следува од индуктивната претпоставка. 

 

22. Дадени се две пирамиди со заеднички основи 1 2 3 4 5 6 7A A A A A A A   и врвови 

B  и C . Рабовите iBA , , 1,2,...,7iCA i   дијагоналите на основата и отсечката BC  

се обоени црвено или сино. Докажи дека постои триаголник чии страни се обоени 

со иста боја.  

Решение. Да претпоставиме дека отсечката BC  е црвена. Можни се два слу-

чаи: 

I. Барем три од рабовите , 1,2,...,7iBA i   се црвени. На пример рабовите kBA ,

sBA , tBA  се црвени. Барем една страна од триаголникот k s tA A A  е дијагонала на 

основата и е обоена. Нека k sA A  е дијагонала. Го разгледуваме триаголникот 

k sA A C . Ако една од неговите страни е црвена, тогаш оваа страна заедно со точ-

ката B определува црвен триаголник. Ако таква страна не постои, тогаш три-

аголникот k sA A C  е син. 

II. Најмногу два од рабовите , 1,2,...,7iBA i   се црвени. Најпрво да претпоста-

виме дека точно два од овие раба се црвени и нека тоа се рабовите kBA  и sBA . 

Ако k sA A  е дијагонала на основата, го разгледуваме триаголникот k sA A C  и по-

стапуваме аналогно како во претходниот случај. Ако k sA A  не е дијагонала, може-

ме да претпоставиме дека 1k   и 2s  , т.е. дека рабовите  1BA  и 2BA  се црвени, 

а рабовите , 1,2,...,7iBA i   се сини. Го разгледуваме триаголникот 3 5 7A A A . Ако 

една од страните на овој триагоник е сина, тогаш оваа страна заедно со точката B 

формира син триаголник. Во спротивно, триаголникот 3 5 7A A A  е црвен. 

Конечно, да го разгледаме случајот кога најмногу еден од рабовите 

, 1,2,...,7iBA i   е црвен, т.е. барем шест од овие рабови се сини. Можеме да 
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претпоставиме дека рабовите , 1,2,...,7iBA i   се сини. Го разгледуваме триагол-

никот 3 5 7A A A  и постапуваме како претходно.  

 

 

2.  МЕРЕЊА   
 

1. Еден трговец имал 4 тегови со целобројни тежини. Со нив може да се 

измери било која тежина од 1 kg  до 40 kg . Кои се тежините на теговите, ако сите 

се различни и збирот им е 40 ?  

Решение. Имаме  
0 1 2 340 1 3 9 27 3 3 3 3        , 

па 340 1111 (во систем со основа 3). Секој број од 1  до 40  може да го 

претставиме во сѕстем со основа 3  користејќи ги 0, 1  и 2 како цифри. Бидејќи vo 

system so osnova 3 va\i 2 1  , следува дека секој број може да се претстави како 

број со цифри 1 и 0 или како разлика на броеви со цифри 1 и 0. Јасно, бројот на 

цифрите на секој број помал од 40 е најмногу 4.  

Следствено, тежините на теговите биле: 1kg , 3kg , 9kg  и 27kg .   

 

2. Која е најголемата маса, изразена во килограми, која што не можеме да ја 

измериме, ако располагаме само со тегови од 6 kg, 9 kg, 20 kg ? 

Решение. Јасно, ако располагаме само со по еден од дадените тегови, тогаш не 

можеме да ја измериме секоја маса која е поголема или еднаква на 35 kg .  

Нека претпоставиме дека располагаме со доволен број од секој од дадените 

тегови. Ќе разгледаме два случаи, и тоа: 

- теговите можеме да ги ставаме и на двата таса,  

- теговите можеме да ги ставаме само на едниот тас.  

Ако искористиме 5 6 9 20n n n n    , заклучуваме дека во првиот случај мо-

жеме да ја измериме секоја маса.  

Во вториот случај, со употреба на тегови од 6 и 9 kg , можеме да измериме 

маса чии килограми се броевите од облик  

6 9 3(2 3 ) 3a b a b k    , 2k  .       (1) 

Додавајќи еден тег од 20 kg , можеме да измериме маса чии килограми се брое-

вите од облик  

  20 3 3(6 ) 2 3 2k k m      , 8m  ,       (2) 

т.е. броевите од облик 26, 29, 32, 35, ... кои при делење со 3 даваат остаток 2 и не 

се помали од 26.  

Аналогно, додавајќи два тега од 20 kg  ги добиваме броевите од облик  

  40 3 3(13 ) 1 3 1k k n      , 15n  ,      (3)  

т.е. броевите од облик 46, 49, 52, ... кои при делење со 3 даваат остаток 1 и не се 

помали од 46.  

Бидејќи секој природен број може да се запише во еден од облиците: 3 , 3 1q q  

или 3 2q  , заклучуваме дека за секој природен број 46n  , равенката  

  6 9 20a b c n             (*) 
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ќе има решение по 0, ,a b c .  

Имајќи ги предвид (1), (2), (3) и (*) заклучуваме дека бараниот број е 43. 

Навистина, ако во (*) ставиме 0c   или 1c  , лесно се гледа дека равенката  

6 9 20 43a b c    

нема решение во 0 .  

 

3. Народната банка сака да пушти во употреба 12 различни монети, секоја со 

номинална вредност природен број. Дали може монетите да имаат номинални 

вредности така што секоја сума од 1 до 6543 денари да се плати со најмногу 8 

монети. (При плаќањето на сумата може да се користат неколку монети со една 

иста нпминална вредност.)  

Решение. Да забележиме дека 49 6561 6543  . Ќе докажеме дека може да се 

изберат 12 различни видови монети така што со помош на најмногу осум монети 

може да се плати секоја сума до 6560 денари.  

Со монети од 1, 3 и 4 денари може да се плати секоја сума од 1 до 8 денари, 

при што ќе се користат најмногу две монети  

1 1, 2 1 1, 3 3, 4 4,    
 

5 1 4, 6 3 3, 7 4 3       и 8 4 4  . 

Да разгледаме монети од 9 , 3 9k k  и 4 9k  денари, за 0,1,2,3k  . Секој број n  

од 1 до 6560 на единствен начин може да се претстави во видот  
3 2

3 2 1 09 9 9n a a a a       , каде {0,1,2,...,9}ia  , за 0,1,2,3i  , 

(тоа е разложувањето на бројот n  во систем со основа 9). Но, збирот 9k
ka   може 

да се добие со најмногу две монети, па затоа бројот n  може да се добие со 

најмногу 4 2 8   монети.   

 

4. Нека N  е природен број. Дадено е множество тегови кое ги задоволува 

следниве услови:  

1) Секој тег од множеството има некоја од масите 1,2,..., N ;  

2) За секој {1,2,..., }i N  постои тег со маса i .  

3) Збирот на масите на сите тегови од даденото множество е парен број.  

Докажи дека даденото множество тегови може да се разбие на две подмно-

жества кои имаат еднакви маси.  

Решение. Нека 2S  е збирот на масите на сите тегови. Нека T  е најголем збир 

на маси кој можеме да го добиеме во едната група, но таков што T S . Ако 

T S , тогаш тврдењето е докажано. Нека T S . Нека A  е група која има збир 

на маси T , а нека B  е групата која има збир на маси 2S T . Ако некој тег со 

маса 1 се наоѓа во групата B , тогаш можеме да го префрлиме во групата A , па 

тогаш групата A  ќе има маса поголема од T  која и понатаму е помала или ед-

наква на S , што противречи на претпоставката дека T  е најголемиот збир на кој е 

помал или еднаков на S . Значи, сите тегови со маси 1 се наоѓаат во групата A . 

Понатаму, ако некој тег со маса 2 се наоѓа во групата B , тогаш овој тег го 

префрламе во A  и еден од теговите со маса 1 од групата A  го префрламе во 

групата B , и повторно групата A  ќе има маса поголема од T  која е помала или 

еднаква на S , што е противречност. Значи, сите тегови со маса 2 се наоѓаат во 
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групата A . Продолжувајќи ја постапката, после 1N   чекори, добиваме дека сите 

тегови со маса 1N   се наоѓаат во групата A , па затоа во групата B  се наоѓаат 

само тегови со маса N . Ако сега тег со маса 1N   од групата A  замениме со тег 

со маса N  од групата B , повторно групата A  ќе има маса поголема од T  која е 

помала или еднаква на S , што е противречност со претпоставката дека T  е 

најголемиот збир на маси кој е помал или еднаков на S . Конечно, претпоставката 

дека T S  доведува до противречност, па затоа T S .  

 

5. Во земјата на математичарите избрале реален број 2   и во оптек пуштиле 

монети со вредност 1 денар и k  денари за секој природен број k . Притоа бројот 

  бил избран така што сите вредности на монетите, без најмалата, биле ираци-

онални броеви. Дали може да се случи, секоја сума на пари од природен број 

денари да се исплати со такви монети, при што секој вид монета се користи не 

повеќе од 6 пати?  

Решение. Ќе докажеме дека бројот 1 29

2

   , кој е корен на равенката 

2 7    го задоволува условот на задачата.  

Јасно, 2  . За секој природен број m  имаме  

(2 ) 29m
m ma b   , 

каде ma  и mb  се цели броеви такви што 0m ma b   за непарно m  и 0m ma b   

за шарно m . Во случајов, бројот m  е ирационален.  

Останува да докажеме, дека за секој природен број n  сумата од n  денари 

може да се исплати на саканиот начин. Да ги разледаме сите можности за 

исплаќање на n  денари со дадените монети (барем еден начин постои – со n  

монети од по 1 денар). Меѓу сите можности на исплаќање да ја избереме онаа, при 

која се користи најмал број монети.  

Да претпоставиме, дека во тој момент некоја монета со вредност i , i  е 

ненегативен цел број се користи 7 и повеќе пати. Тогаш од дефиницијата на  , 

т.е. од 2 1 7i i i      следува, дека овие 7 монети со вредност i  можеме да ги 

замениме со две монети со вредности 2i  и 1i . Притоа сумата останува иста, а 

вкупниот број монети се намалува за 5, што противречи на претпоставката дека 

сме искористиле најмал број монети.  

Забелешка. Од условот следува дека сумата од 7 монети на саканиот начин 

може да исплати само во видот 27    . Оттука следува единственоста на 

бројот  .  

 

6. Марко има 100 јаболки со вкупна тежина од 10kg , такви што секоја јаболка 

не тежи помалку од 25g . Марко треба да ги расече јаболките на делови и да ги 

подели на 100 гости, така што секој гостин да добие по 100g . Докажи, дека Марко 

може да го направи расекувањето така што секое парче да тежи најмалку 25g .  

Решение. Сите тежини во решението се во грамови. За едно парче јаболко 

(или цело јаболко) ќе велиме дека е големо, ако неговата тежина е најмалку 25g . 

Со индукција по n  ќе докажеме дека секогаш е можно да поделиме n  големи 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески. Т. Димовски  

 

 104 

јаболки со вкупна тежина 100n  подеднакво на n  лица.  

Случајот 1n   е очигледен. Нека 1n   и да ги разгледаме двете најтешки 

јаболки со тежини a  и b , a b . Да забележиме дека 200a b   (во спротивно 

просечната тежина на јаболките е помала од 200
2

100  и нема да имаме вкупна 

тежина 100n ). Да ги замениме овие две јаболки со едно јаболко со вкупна тежина 

100 100c a b    . Согласно индуктивната претпоставка добиениот „комплет“ 

јаболки може да се раздели на големи парчиња и да се подели подеднакво на 1n  

лица. Ако во таа поделба има парче со тежина поголема од 50, да го расечеме на 

две големи парчиња и после оваа постапка да сметаме дека јаболките се расечени 

на парчиња со тежини 1 2, ,..., kc c c  чии тежини се помали или еднакви на 50. Да 

означиме 1 2 ...d ds c c c    , за 1,2,...,d k  и да ставиме 0 0s  .  

Сега да го разгледаме почетниот комплет јаболки. Да ги расечеме сите јаболки 

без a  и b  како во новиот комплет. За забележиме дека 200
2

100a   . Со t  да го 

означиме минималниот индекс за кој 75ta s   и од a  да отсечеме парчиња 

1 2, ,..., tc c c , а од b  последователно отсекуваме парчиња 1 2, ,...t tc c   Бидејќи 

1 75ta s   , заклучуваме дека од a  останало парче 1' ( )t t ta a s a s c      за 

кое важи 75 ' 75 25ta c    . Од b  останало парче 'b  за кое важи 

' ' 100a b a b c     , па затоа 25 ' 75b  . Сега 'a  и 'b  можеме да ги дадеме на 

еден човек и останатите парчиња да ги распределиме како во новиот комплет.  

 

7. Дадени се n  еднакви топки, три од кои се радиоактивни. Располагаме со 

уред, кој го определува количеството на радиоактивност. Притоа со едно мерење 

на произволно множество топки може да се определи дали во него има 0, 1 или 

повеќе од 1 радиоактивни топки. Ако со ( )L n  да го означиме минималниот број 

мерења, потребни за наоѓање на трите радиоактивни топки:  

а) определи го (6)L ,  

б) докажи, дека 5
2

( ) [ ]nL n  .  

Решение. а) Ќе докажеме дека 4 мерења се доволни. Топките да ги означиме 

со 1, 2, 3, 4, 5, 6. Последователно да измериме {1,2},{1,3},{1,4}  и {1,5} .  

1) Ако при сите мерења има радиоактивност, тогаш 1 е радиоактивна (во 

спротивен случај сите четири 2, 3, 4 и 5 се радиоактивни, што не е можно). 

Ако во {1, }, 2,3,4,5a a   има повеќе од една радиоактивна, тогаш a  е ра-

диоактивна, а ако има само една тогаш a  не е радиоактивна. Според тоа, 

можеме да разбереме кои од 2, 3, 4, 5 се радиоактивни, па оттука знаеме и 

за 6.  

2) Ако при некое мерење нема радиоактивност, тогаш 1 не е радиоактивна. 

Според тоа, можеме да определиме кои од 2, 3, 4, 5 се радиоактивни, па 

оттука знаеме и за 6.  

Нека претпоставиме дека (6) 3L  , т.е. можеме да сметаме дека 3 мерења се 

доволни. Резултатите од секое мерење се три: нема радиоактивни топки, има само 

една радиоактивна топка или има повеќе од една радиоактивна топка. Според тоа, 

при две мерења имаме 23 9  можни резултати. При првото мерење може да се из-
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берат 1, 2, 3, 4, 5 или 6 топки. Јасно, меѓу секои 5 или 6 топки секогаш има повеќе 

од една радиоактивна топка, па така ова мерење не дава никаква информација.  

Нека првото мерење е на множество од , 4x x   топки. При 1x   и резултат 

има една радиоактивна топка можностите за радиоактивните топки се 10 (меѓу 

останатите 5 топки има две радиоактивни и 5
2( ) 10 ), а во исто време можните 

резултати од останатите две мерења се 23 9 . Аналогно, при првото мерење на:  

- две топки и одговор има една радиоактивна можностите се 2 4
1 2( )( ) 12 9  ,  

- три топки и има повеќе од една радиоактивна можностите се 
3 3 3
2 1 3( )( ) ( ) 10 9   ,  

- четири топки и одговор има повеќе од една радиоактивна можностите се 
4 2 4
2 1 3( )( ) ( ) 13 9   .  

Според тоа, три мерења не се доволни и (6) 4L  .  

б) Ќе докажеме дека 5
2

[ ]n  мерења се доволни за определувањена трите радио-

активни топки, од каде ќе следува бараното неравенство. Нека 2n t e  , каде 

{0,1}e . Сите топки да ги поделиме на t  множества од по две топки (кога 0e  ) 

или на 1t   множество од по две топки и едно множество со една топка (кога 

1e  ). И во двата случај да ја провериме радиоактивноста на 1t   множество со 

две топки. Во зависност од резултатите од тие мерења за сите t  множества имаме 

два случаја:  

1) Наоѓаме едно множество со две радиоактивни топки и едно множество со 1 

радиоактивна топка.  

2) Наоѓаме три множества со по една радиоактивна топка.  

И во двата случаја уште три мерења се доволни за наоѓање на радиоактивните 

топки. Вкупниот број на мерење е 1 3 2t t    . Бидејќи  
5 2 5 1

2 2 2
[ ] [ ] 2 [ ] 2n t e et t         , 

добиваме 5
2

( ) [ ]nL n  .  

 

8. Дадени се n  тегови со маси природни броеви 1 2 ... nw w w   . Едно такво 

множество од тегови се нарекува комплетно, ако секој природен број, кој е помал 

од 1 2 ... nw w w   , може да се претстави како збир од неколку од дадените маси. 

Докажи, дека ако од комплетно множествосе отстрани најголемата маса, тогаш 

останатите маси повторно формираат комплетно множество.  

Решение. Ќе ја користиме ознаката 1 2{ , ,..., }nw w w a , ако бројот a  може да 

се претстави како збир на некои од броевите 1 2, ,..., nw w w . Притоа ќе велиме дека 

1 2{ , ,..., }nw w w  го генерира бројот a . Ќе докажеме дека 1 2{ , ,..., }nw w w  е ком-

плетно множество ако и само ако  

1 1 11, ... 1,i iw w w w       за секој {2,3,..., }i n .    (1) 

Ако 1 1w   или 1 1... 1i iw w w     , за некој {2,3,..., }i n , тогаш соодветно 

масите 1 или 1 1... 1iw w     не може да бидат генерирани од множеството 

1 2{ , ,..., }nw w w .  
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Обратно, нека претпоставиме дека 1 2, ,..., nw w w  го задоволуваат условот (1). 

Со индукција ќе докажеме дека овие броеви формираат комплетно множество. За 

1n   тврдењето е точно и нека претпоставиме, дека тоа е точно за 1n .  

Бидејќи 1 2, ,..., nw w w  го задоволуваат условот (1), добиваме дека броевите 

1 2 1, ,..., nw w w   исто така го задоволуваат условот (1). Затоа за секој  

1 2 1... nW w w w      

важи 1 2 1{ , ,..., }nw w w W  . Ако  

1 2 1 1 2 1... ...n n nw w w W w w w w           

тогаш  

1 2 1...n nW w w w w      . 

За nW w  е јасно, дека 1 2{ , ,..., }nw w w W , а ако nW w , тогаш од   

1 2 11 ...n nW w w w w        

следува дека 1 2 1{ , ,..., }n nw w w W w   , па затоа 1 2 1{ , ,..., , }n nw w w w W  .  

Конечно, од претходно изнесеното следува тврдењето на задачата.  

 

9. Емилија и Весна го пребарувале таванот на дедо Марко и нашле вага и 

кутија со тегови. Кога теговите ги распределиле по маси, констатирале дека има 5 

различни групи тегови. Играјќи се со вагата и теговите, констатирале дека ако на 

едната страна на вагата стават било кои два тега, тогаш е можно во кутијата да се 

најдат други два тега такви што со нивно ставање на другата страна на вагата, 

вагата е во рамнотежа.  

Определи го најмалиот можен број тегови во кутијата.  

Решение. Според условот на задачата, за секој пар тегови ( , )x y  постои пар 

тегови ( , )u v  таков што x y u v   . Во овој случај ќе велиме дека парот ( , )u v  го 

урамнотежува парот ( , )x y .  

Нека , , , ,a b c d e  се различни тежини на теговите од ова множество. Без 

ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека a b c d e    . Да го 

разгледаме парот ( , )a b . Бидејќи 2 2a a b b    и a b x y    за секои x  и y  

различни од a  и b , заклучуваме дека овој пар го урамнотежува само ист таков 

пар, т.е. парот ( , )a b . Затоа во множеството од сите тегови S  мора да има два тега 

со маса a  и два тега со маса b .  

Бидејќи во S  постојат најмалку два тега со маса a , треба да го разгледаме 

парот ( , )a a . Вкупната маса на овој пар е 2a a a  . Секој пар ( , ) ( , )x y a a  има 

поголем збир на маси од парот ( , )a a . Според претпоставката постои пар тегови 

кој го урамнотежува, а тоа единствено е можно ако урамнотежувачкиот пар е 

( , )a a . Тоа значи дека имаме најмалку 4 тегови со маса a .  

Сега да го разгледаме парот ( , )d e . Единствен пар кој го урамнотежува е ист 

таков пар, што значи дека имаме 2 тега со маса d  и 2 тега со маса e . Парот ( , )e e  

има најголема вкупна маса, па единствен пар кој го урамнотежува е ист таков пар. 

Значи, имаме 4 тегови со маса e .  

Според условот на задачата постои тег чија маса е поголема од b  и е помала 

од d . Масата на тој тег ја означивме со c .   
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Од досега изнесеното следува дека бројот на теговите не може да биде помал од 

4 2 1 2 4 13     . Ќе докажеме дека тоа е најмалиот број елементи на 

множеството S . Последното може да го докажеме, ако конструираме множество 

S  со 13 елементи кои го задоволуваат условот на задачата. Такво множество се 

состои од 4 тегови со маса 1, 2 тега со маса 2, 1 тег со маса 3, 2 тега со маса 4 и 4 

тегови со маса 5.  

 

10. Дадени сe n торби и во секоја торба има по 100 монети. Во една од торбите 

секоја монета тежи по 9 грама, а во останатите 1n  торби секоја монета тежи по 

10 грама. Располагаме со вага која покажува тежини до 1 килограм. Определи го 

најмалиот можен број мерења, со кои може се определи торбата со полесните 

монети. 

Решение. Со ( )f k  да го означиме максималниот број торби, за кои k мерења 

се доволни. Јасно, функцијата ( )f k  е моното растечка.  

Ќе докажеме, дека 1(1) 4f  . Ако 14n  , на вагата поставуваме по –1i   мо-

нета от i-тата торба за 1,2,...,14i  . Тогаш ќе биде покажана тежина 910 k  и тоа 

ќе значи дека торбата со полесните монети е 1k  -вата. Според тоа, (1) 14f  . 

Нека имаме некој број на торби и право на едно мерење. Нека ia  е бројот на 

торбите, од кои сме зеле по i монети. Тогаш 

1 22 100ma a ma   ...  ,         (1)  

каде 1ia   за секој 0i  , бидејќи ако земеме еднаков број монети од две различ-

ни торби и една од тие торби е со полесните монети, нема да можеме да напра-

виме разлика меѓу тие торби. Треба дa најдеме максимум на бројот на торбите 

0

m

i
i

a


 . Ова се постигнува, кога прво се ќе се најде максимум на 0a , потоа на 1a  

итн. Имајќи го предвид неравенството (1) добиваме дека максимумом е 14, т.е. 

1(1) 4f  . 

Во вториот чекор ќе докажеме, дека (2) 60f  . Неравенството (1) одново е ис-

полнето и од 1(1) 4f   следува, дека 14ia   за секој 0i  . Сега максимиумот на 

0

m

i
i

a


  се добива за 0 1 2 3 14a a a a     и 4 4a  , па затоа 4 14(2 4 60)f     .  

На сличен начин се докажува, дека 4(3) 1 0f  . На крајот, ако 3k  , тогаш 

бидејќи 100ia   треба да имаме 0 ( 1)a f k   и добиваме максимум кога 

0 ( 1)a f k   и 1 100a  . Според тоа,  

1 1( ) 0( ) 0f k f k   , 

што заедно со најдените (1), (2)f f  и (3)f , ја определува функцијата ( )f k . 

 

11. Определи го најмалиот позитивен реален број  , за кој е точно следново 

тврдење: ако вкупната маса на конечен број тикви е еден тон и секоја од тиквите 

има маса најмногу   тони, тогаш тиквите може да се распределат во 50 вреќи 

(некои од вреќите може да бидат и празни) така што во секоја вреќа има најмногу 

  тони тикви.  
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Решение. Ќе докажеме дека бараниот број е 2
51

  . Нека претпоставиме дека 

2
51

   и нека избереме ненегативен цел број k  таков што  

1

1 1

512 512k k 
   . 

Да го разгледаме множеството од 51 2k  тикви, секоја од кои има маса 1

51 2k
 тони. 

Тогаш како и да ги распределиме тиквите во 50 вреќи, барем една од вреќите 

содржи најмалку две тикви и затоа таа вреќа ќе има маса 
1

1

51 2k
   тони.  

Ќе докажеме дека условот на задачата е исполнет за 2
51

  . Да ја ставиме 

секоја тиква во посебна вреќа и потоа додека е можно да ја применуваме следнава 

операција: ако двете најлесни вреќи заедно содржат најмногу 2
51

 тони тикви, 

тогаш содржината од едната вреќа ја претураме во другата вреќа и се ослобо-

дуваме од празната вреќа. Нека во првиот момент, во кој оваа операција не може 

повеќе да се применува имаме n  вреќи, кои содржат 1 2 ... nx x x    тони тикви, 

соодветно. Тогаш 2
1 2 51

x x  , па затоа 1
2 51

x  . Оттука добиваме  

22
1 2 51 51

1 ... n
nx x x       , 

па затоа 51n  . Така, тиквите се распределени во најмногу 50 вреќи и секоја вреќа 

содржи најмногу 2
51

 тони тикви. Останува само да го додадеме потребниот број 

празни вреќи и да добиеме вкупно 50 вреќи.  

 

12. Разгледуваме комплет тегови, секој од кои тежи цел број грамови, а заедно 

тежат 200g . Таков комплет го нарекуваме правилен, ако секој предмет со 

целобројна маса од 1 до 200 грама може да се измери со определен број тегови и 

тоа на единствен начин, при што предметот се поставува на едниот тас, а теговите 

на другиот тас и две мерења кои се разликуваат со замена на неколку тегови со 

други, но со иста маса, ќе ги сметаме за еднакви. 

а) Да се најде пример за правилен комплет во кој не сите тегови се по 1g .  

б) Колку различни правилни комплети постојат? (Два комплети се различни, 

ако некој тег учетвува различен број пати).  

Решение. Да разгледаме еден правилен комплет тегови. Нивните маси да ги 

означиме со 1 2 ... na a a   , а бројот на теговите од соодветните маси со 

1 2, ,..., nk k k . Јасно, јасно 1 1a  , бидејќи во спротивно масата од 1g  не би можеле 

да ја измериме.  

Ќе докажеме дека 2 1 1a k  . Навистина, ако 2 1 1a k  , тогаш масата 1 1k   

не може да се измери, а ако 2 1 1a k  , масата може да се измери на два начини:  

а) со еден тег од 2a  грама,  

б) со 2a  тегови од по 1 грам.  

Со индукција ќе покажеме дека  

  1 1( 1)i i ia k a   , за 2,3,4,...i  .        (1) 

Ова равенство означува дека секој тег има 1 грам поголема маса од збирот на 

масите на сите тегови полесни од него. Навистина,  
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1 1 1 1 1 1 1 2 2

1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 1 1

( 1) ( 1) ...

...

... 1

i i i i i i i i i i

i i i i

i i i i

a k a k a a k a k a

k a k a k a a

k a k a k a k a

        

   

   

       

    

     

 

За 2i   равенството (1) е докажано. Да претпоставиме дека 1 1( 1)q q qa k a   , за 

q i . Значи, за секој тег до ( 1)i   от важи: секој тег има за 1 грам поголема маса 

од збирот на сите тегови полесни од него. Значи, секоја маса од x  грама каде  

1 1 2 2 2 2 1 1 1 1... 1 ( 1)i i i i i ix k a k a k a k a k a              

може да се измери со тегови чија маса е помала или еднаква на 1ia  на единствен 

начин (индуктивна претпоставка). Ако 1 1( 1)i i ia k a   , масата ia  може да се 

измери на два начини. Еден начин според индуктивната претпоставка со тегови со 

помала маса од масата ia , а еден со тег со маса ia , па затоа 1 1( 1)i i ia k a   . Но, 

масата 1 1( 1)i i ia k a    не може да се измери со маси кои не се поголеми од 1ia  , 

и затоа 1 1( 1)i i ia k a    (според условот на задачата). Сега, равенството (1) 

следува од принципот на математичка индукција.  

Бидејќи вкупната маса е 200 грама, наоѓаме  

1 1 2 2 1 1 1 1201 ... 1 ( 1)n n n n n n nk a k a k a k a k a a            . 

Значи, 201 е еднаков на 1 1( 1)n nk a  , од каде наоѓаме дека 201 е делив со 1na 

итн. Лесно се гледа дека 201 е делив со секој ia , за 1,2,..., 1i n  . Бидејќи 

201 1 3 67    добиваме три различни правилни комплети:  

1) 1na  , комплет од 200 тегови, секој по 1 грам;  

2) 3na  , комплет од 2 тега по 1 грам и 66 тегови од по 3 грама;  

3) 67na  , комплет од 66 тегови по еден грам и 2 тега по 67 грама.  

 

 

3.  ТУРНИРИ    
 

1. На математички турнир учествувале 21 момче и 21 девојче. Секој од нив 

решил најмногу 6 задачи. За секое момче и за секое девојче постои барем една 

задача која и двајцата ја решиле. Докажи, дека постои задача која ја решиле барем 

три момчиња и барем три девојчиња.  

Решение. За една задача ќе велиме дека е тешка за момчињата ако ја решиле 

најмногу две момчиња, а тешка за девојчињата ако ја решиле најмногу две 

девојчиња.  

Ќе го оцениме бројот на паровите момче-девојче такви што и двајцата решиле 

некоја задача тешка за момчињата. Да разгледаме произволно девојче. Според 

условот, меѓу шесте задачи кои ги решила, најмногу 5 се тешки за момчињата, т.е. 

решени се од најмногу 2 момчиња. Според тоа, бројот на разгледуваните парови е 

помал или еднаков на 21 5 2 210   .  

Слично, има најмногу 210 парови момче-девојче такви што и двајцата решиле 

некоја задача која е тешка за девојчињата. Меѓутоа, вкупниот број парови момче-

девојче е 221 441 . Значи, во најмалку 21 пар задачата која и двајцата ја решиле 

не е тешка ниту за девојчињата ниту за момчињата.  
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2. На шаховски турнир учествуваат две ученички и неколку ученици, и секој 

одиграл по една партија со секого. Ученичките заедно освоиле 8 бода. Колку 

ученици имало на натпреварот, ако се знае дека тие освоиле по еднаков број на 

бодови? 

Решение. Да го означиме бројот на учениците со x . Тогаш вкупниот број на 

учесници на натпреварот е 2x . Бројот на сите одиграни партии е 
( 2)( 1)

2

x x 
. 

Учениците освоиле по еднаков број бодови, по y ; тогаш е 
( 2)( 1)

2
8

x x
xy

 
   или  

2 (2 3) 14 0x y x              (1) 

Бидејќи ,x y , дискриминантата на равенката (1) треба да биде точен квадрат, 

т.е.  
2 2(2 3) 56y n   . 

Од ( 2 3)( 2 3) 56n y n y     , добиваме: 

2 3 28

2 3 2

n y

n y

  


  
  или 

2 3 14

2 3 4

n y

n y

  


  
 

од каде што добиваме 8y   или 4y  , па 14x   или 7x  .  

 

3. На тениски турнир учествуваат 14 тенисери и секој со секого одиграл точно 

по еден меч. Тројката тенисери ( , , )a b c  ја нарекуваме триаголник ако a  го побе-

дил b , b  го победил c  и c  го победил a . Кој е најголемиот можен број на три-

аголници на овој турнир?   

Решение. Вкупно има 
14
3( ) 364  тројки. Ќе ги преброиме тројките кои не се 

триаголници. Со ia  да го означиме бројот на победите на i  тиот играч. Имаме  

14
1 2 14 2... ( ) 91a a a     . 

Ако тројката не е триаголник, тогаш еден од тие три играчи победник (ги победил 

другите два играчи). Така тројки кои не се триаголници, а во кои е победник i 

тиот играч има точно 
2( )ia

. Значи, вкупно имаме 2( )ia

i

S   тројки кои не се 

триаголници. Јасно, бројот триаголници е максимален кога S  е минимален 

(заедно со условот 91i
i

a  ).  

Од  
11

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)j ji i
a aa a

i ja a


      , 

за 1i ja a  , следува дека збирот S  е најмал кога сите ia  се разликуваат точно 

за 1, т.е. кога меѓу нив има по седум еднакви на 6 и 7. Тогаш 6 7
2 27( ) 7( ) 252S    , 

па имаме 364 252 112   триаголници.  

Овој број навистина може да се постигне, на пример, кога i  тиот играч ги по-

бедил играчите 1, 2,..., 6i i i   , за 1,2,...,14i   (индексите се по модул 14). 

Тогаш по седум играчи имаат по 6 и 7 победи.  
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4. На тениски турнир учествувале 2n  тенисери. Секој тенисер одиграл по еден 

меч со секој од останатите тенисери. Докажи, дека можеме да избереме 1n  

тенисери и да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите тенисе-

ри кои во низата се наоѓаат по него.  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n .  

Ако 1n  , тогаш на турнирот има точно два тенисера, па прв во низата е по-

бедникот од нивниот меѓусебен меч.  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за некој природен број n , т.е. дека 

меѓу 2n  тенисери кои играле секој со секој можеме да избереме 1n  тенисери и 

да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите тенисери кои во 

низата се наоѓаат по него.  

Понатаму, победникот на турнир со 12n  тенисери победил најмалку 2n  тени-

сери. Имено, ако секој тенисер има помалку од 2n  победи, тогаш вкупниот број 

победи е најмногу 12 (2 1)n n  . Меѓутоа, бројот на победите е еднаков на бројот 

на мечевите, т.е. еднаков е на 1 1 1 11
2

2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)n n n n n n        . Значи, 

не е можно сите играчи да имале помалку од 2n  победи. Според претпоставката, 

меѓу 2n  тенисери кои ги победил победникот на турнирот можеме да избереме 

1n  тенисер и да ги подредиме во низа така што секој од нив ги победил сите 

тенисери кои во низата се наоѓаат после него. Сега, доволно е победникот на 

турнирот да го додадеме на почетокот на низата.  

 

5. Една математичка олимпијада се спроведува во два натпреварувачки дена. 

Бројот на натпреварувачки задачи во првиот ден е еднаков на бројот на натпре-

варувачки задачи во вториот ден. Бројот на ученици што точно решиле задачи со 

ист реден број од првиот и вториот натпреварувачки ден се разликува за два. За 

секој ученик, бројот на задачи кои точно ги решил во првиот ден се разликува за 1 

од бројот на задачи кои точно ги решил вториот ден.  

Докажи дека на олимпијадата учествувале парен број ученици.  

Решение. Задачите што биле зададени на олимпијадата ќе ги групираме по 

парови. Задачи со ист реден број, една од првиот натпреварувачки ден, а друга од 

вториот натпреварувачки ден формираат пар.  

 Ќе разгледаме еден пар задачи. Ако едната задача од парот ја решиле n  

натпреварувачи, тогаш другата задача од парот ја решиле 2n  натпреварувачи. 

Двете задачи од парот ги решиле вкупно 2 2n  натпреварувачи. Ако за секоја 

точно решена задача се добива по 1  поен, тогаш за сите решени задачи, од сите 

натпреварувачи заедно е парен број.  

 Бројот на поени што ги освоил еден натпреварувач е непарен број (според 

условот од задачата). За да вкупниот број на освоени поени е парен, мора бројот 

на натпреварувачи да е парен.  

 

6. На еден шаховски турнир на кој немало нерешени резултати, учествувале 

два ученика и неколку студенти. Играле секој со секого. Двата ученика освоиле 

заедно 8 поени, додека секој студент освоил по еднаков број на поени. Колку 

студенти учествувале на турнирот и колку поени освоиле. Да се најдат сите 

решенија.  
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Решение. Нека x  е бројот на студенти што учествувале на турнирот и k  е 

бројот на поени што секој од нив го освоил. Тогаш  
2

2( ) 8x kx   , т.е. 2 (2 3) 14 0x k x    . 

Бидејќи ,x k , дисриминантата на горната равенка мора да е точен квадрат, т.е.  

2 2(2 3) 56k n   , 

односно 2 2(2 3) 56k n    . Ова може да се запише во следниот облик  

( 2 3)( 2 3) 56 1 2 2 2 7n k n k          . 

Ги имаме следните можности:  

1  2 3 1n k      и  2 3 56n k    

2  2 3 2n k     и  2 3 28n k    

3  2 3 4n k     и  2 3 14n k    

4  2 3 8n k     и  2 3 7n k    

5  2 3 56n k     и  2 3 1n k    

6  2 3 28n k     и  2 3 2n k    

7  2 3 14n k     и  2 3 4n k    

8  2 3 7n k     и  2 3 8n k    

Со непосредна проверка се гледа дека само системите 2  и 3  даваат решенија 

кои соодветствуваат на дадените услови.  

Од 2  се добива 15n  , 8k   и 14x    

Од 3  се добива 9n   ,  4k   и 7x  . 

 

7. По завршувањето на еден шаховски турнир, на кој секој учесник одиграл по 

една партија со секој друг учесник, се констатирало дека секој учесник освоил 

точно половина од своите поени играјќи со натпреварувачите кои се пласирале на 

последните три места. Колку учесници имало на турнирот? (Во шахот за победа се 

добива по еден поен, за реми половина поен, а за пораз не се добива ниту еден 

поен.) 

Решение. Нека на турнирот учествувале n  шахисти. Последнопласираните 

три шахисти одиграле меѓусебно три партии и поделиле три поени.  Тие три поени 

се половина од поените кои ги освоиле на крајот, па половината од нивните поени 

ги освоиле во партиите со останатите 3n  шахисти. Значи во партиите со 

останатите 3n  шахисти последните тројца освоиле три поени. Според тоа ос-

танатите 3n  учесници одиграле со последните тројца 3( 3)n  партии и освоиле 

вкупно 3( 3) 3n   поени. Од условот на задачата тој број на поени е еднаков на 

бројот на поените кои тие ги поделиле меѓусебно, односно на 1
2

( 3)( 4)n n  . 

Значи ја добиваме равенката  
1
2

3( 3) 3 ( 3)( 4)n n n     . 

Нејзините решенија се  

1 4n   и 2 9n  . 
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Случајот 1 4n   не ги исполнува условите на задачата бидејќи првиот 

натпреварувач нема со кого да ги освои половината од своите поени. Според тоа, 

на турнирот имало девет учесници. 

 

8. На еден тениски турнир учествувале n  тенисери и секои два тенисера 

меѓусебно одиграле точно еден натпревар. Тенисерот A  добива награда ако за 

секој друг тенисер B  важи: A  го победил B  или A  победил некој друг тенисер 

C  кој го победил B . Докажи, дека ако само еден тенисер добил награда, тогаш 

тој ги победил останатите тенисери.  

Решение. Да претпоставиме дека само тенисерот A  добил награда. Со 0S  да 

го означиме множеството тенисери кои го победиле A . Нека 0S    и нека 

0 0B S . Тогаш не е можно 0B  да ги победил сите тенисери од 0S , бидејќи во тој 

случај 0B  ќе добие награда, што противречи на претпоставката дека само 

тенисерот A  добил награда. Со 1 0S S  да го означиме множеството тенисери 

кои го победиле 0B . Од претходните разгледувања следува дека 1S   . Секој 

тенисер 1B  од 1S  ги победил A  и 0B . Со 2 1S S  да го означиме множеството 

тенисери кои го победиле 1B . Јасно, 2S   . Ако ја продолжиме постапката, 

добиваме бесконечна низа од непразни множества 0 1 2 3 ...S S S S    , што 

противречи на фактот на турнирот учествувале конечен број тенисери.  

 

9. На еден тениски турнир секои двајца играчи играле еден против друг. На 

крајот на турнирот играчот  имал ,  победи повеќе од играчот . 

Докажи, дека постои група  од играчи, , таква што секој играч од  е 

поразен од  и секој играч од  го победил .  

Решение. Нека  е множеството играчи кои се поразени од  и нека  е 

бројот на играчите кои на турнирот се поразени од . Тогаш . 

Можни се два случаја:  

1) . Нека  е подмножество играчи од  кои што го победиле . 

Јасно, . Ако претпоставиме дека , тогаш  

, 

што е противречност.  

2) . Нека  е подмножество играчи од  кои што го победиле . 

Јасно, . Ако претпоставиме дека , тогаш  

, 

што е противречност.  

 

10. На одбојкарскиот турнир на Евро-африканскиот куп учествувале екипи од 

Европа и Африка. Од Европа учествувале 9 пати повеќе екипи отколку од Африка 

и тие освоиле 9 пати повеќе бодови од африканските екипи (секоја екипа играла 

со секоја друга екипа по еден натпревар, при што за победа се добива 1 бод, а за 

загубен натпревар се добиваат 0 бодови). Колку најмногу бодови може да освои 

најдобрата африканска екипа?  

A k 2k  B

S | | 1S k  S

A S B

AR A b

B | |AR k b 

AB R V AR B

V  | | 1V k 

| | 1 | | ( ) 1 ( 1)Ab R V b k k b        

AB R V AR B

V  | | 1V k 

| | | | ( ) ( 1) 1Ab R V b k k b       
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Решение. Нека x  е бројот на африканските екипи. Тогаш бројот на европските 

екипи е 9x . Африканските екипи меѓу себе одиграле 
( 1)

2

x x
 натпревари и ос-

воиле 
( 1)

2

x x
k


  бодови, каде k  е бројот на победите на африканските екипи над 

европските. Тоа значи дека бројот на освоените бодови на европските екипи е 
( 8)( 9)

2
( 9)

x x
x x k

 
   . Според тоа,  

( 1) ( 8)( 9)

2 2
9( ) ( 9)

x x x x
k x x k

  
     , 

од каде наоѓаме  
23 22 10 36 0x x k    . 

Последната равенка треба да има корен природен број, па затоа дискриминантата 

треба да е точен квадрат, т.е.  

121 3(10 36) 229 30k k     

е точен квадрат. Значи, 7k   и со непосредна проверка добиваме дека точен 

квадрат се добива само за 2k   или 6k  . За 2k   имаме 8x   и затоа 

најдобрата африканска екипа може да освои најмногу 7 2 9   бодови. За 6k   

имаме 6x   и затоа најдобрата африканска екипа може да освои најмногу 

5 6 11   бодови и тоа е случајот кога ги победува сите африкански екипи и 

победува уште 6 европски екипи.  

Конечно, најдобрата африкаснка екипа може најмногу да освои 11 бодови.  

 

11. На испит учествувале 25 студенти. Испитот се састои од неколку прашања 

и за секое прашање се понудени пет одговори. Се покажало дека одговорите на 

секои два студента се поклопуваат на најмногу едно прашање. Докажи дека на 

испитот имало најмногу 6 прашања. 

Решение. Бројот на прашањата да го означиме со n. Ако на едно прашање 6 

студенти дале ист одговор, барем двајца од нив исто одговориле и на некое друго 

прашање, што противречи на условот на задачата. Според тоа, на секое прашање, 

секој од од петте понудени одговори го дале точно 5 студенти. Набљудуваме еден 

студент, да го наречеме Павел. На секое од n прашања уште 4 студенти дале ист 

одговор. Ако, на пример, Марко се наоѓа во две такви четворки, тогаш неговите 

одговори и одговорите на Павел ќе се поклопуваат на две прашања, што е 

спротивно на условот на задачата. Следува дека сите овие четворки се дисјунктни, 

па затоа имаме најмалку 4 1n  студенти. Оттука следува дека 4 1 25n  , односно 

6n  .  

 

12. На едно тестирање учествувале  ученици. Тестот се состоел од 15 

прашања и на секое прашање се понудени повеќе одговори од кои само еден е 

точен. На прашање се одговара со заокружување на точниот одговор. За секој 

точен одговор се добива по 1 бод, а за неточен одговор или неодговорено пра-

шање не се добиваат бодови. По тестирањето се покажало дека збирот на осво-

ените бодови на било кои 12 ученици е поголем или еднаков на 36 и има најмалку 

три ученици, за кои постојат три прашања на кои овие ученици точно одговориле. 

Определи ја најмалата можна вредност на n .  

Решение. Ќе докажеме дека бараната најмала вредност е 911n  .  

, ( 3)n n 
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Нека 911n  . Ако секој ученик одговорил точно на најмалку три прашања, 

тогаш за секој ученик ќе има 
15
3( ) 455  начини точно да одговорил на точно три 

прашања. Затоа од принципот на Дирихле следува, дека постојат барем три 

ученици, за кои постојат три прашања на кои ови ученици точно одговориле.  

Ако постои ученик X  со помалку од три точни одговори, тогаш бројот на 

учениците со помалку од четири точни одговори не е поголем од 10. Во 

спротивно, ако земеме 11 такви ученици, тие заедно со ученикот X  вкупно ќе 

освојат помалку од 36 бодови, што противречи на условот на задачата. Според 

тоа, постојат повеќе од 911 11 900   ученици кои освоиле најмалку 4 бодови. 

Бидејќи 
4 15
3 3900 ( ) 2 ( )   , заклучуваме дека постојат три ученици, за кои постојат 

три прашања на кои овие ученици дале точен одговор.  

Ако на тестирањето учествувале 910 ученици, тогаш учениците ќе ги поделиме 

во 
15
3( ) 455  групи од по 3 ученика. Во секоја група двајцата ученици одговараат 

точно само на трите прашања од соодветната група. Тоа значи, дека секоја група 

од 12 ученици ќе освои точно 36 бодови, но за секои три ученици не постојат три 

прашања на кои овие ученици точно одговориле.  

 

13. На еден натпревар учениците решавале пет задачи. Не постојат два ученика 

кои решиле исти задачи, но ако избереме било кои четири задачи, тогаш за секој 

ученик постои најмалку уште еден ученик кој ги решил токму истите од тие 

четири избрани задачи. Колку ученици учествувале на натпреварот.  

Решение. На секој ученик можеме да му придружиме низа од нули и единици 

со должина 5 така што единицита на k  тото значи дека ученикот ја решил k 

тата задача, а нулата дека не ја решил k  тата задача. Бидејќи не постојат два 

ученика кои решиле исти задачи заклучуваме дека ваквто придружување е 

биекција. Сега доволно е да ги преброиме низите.  

Јасно, на натпреварот учествувале најмногу 52 32  ученика. Ќе докажеме де-

ка имало точно 32 ученика. Нека ABCDE  е произволна низа од нули е единици. 

На натпреварот учествувал најмалку еден ученик и нека abcde  е низата од нули и 

единици која му соодветствува.  

Ако ABCDE abcde , тогаш доказот е завршен, бидејќи ученикот abcde  уче-

ствувал на натпреварот, а ABCDE  е произволна низа.  

Нека e E . Според условот на задачата за ученикот abcde  постои барем уште 

еден ученик за кој неговата низ започнува со abcd . Бидејќи e E , на овој ученик 

му е придружена низата abcdE . Со други зборови на натпреварот учествувал и 

ученикот abcdE . Ако ABCDE abcdE , тогаш доказот е завршен. Во спротивно 

да претпоставиме дека d D . За ученикот abcdE  постои барем уште еден ученик 

чија низа започнува со abc  и завршува со E . Бидејќи d D , тоа е низата abcDE , 

т.е. на натпреварот учествувал и ученикот abcDE . Со аналогни размислувања се 

докажува дека на натпреварот учествувале и учесниците ,abCDE aBCDE  и 

ABCDE , т.е. дека за низата ABCDE  постои ученик на кој истата му е придруже-

на.  

Конечно, од произволноста на низата ABCDE  следува дека на натпреварот 

учествувале 32 ученика.  
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4.  РАСПОРЕДУВАЊА  И ПОЗНАНСТВА  
 

1. Во низа се распоредени броевите од 1 до 9 така што збирот на секој број на 

непарна позиција со неговите соседи (сосед) е еднаков на S . Определи ги сите 

можни вредности на S .  

Решение. Ако редоследот на запишаните броеви е , , , , , , , ,a b c d e f g h i , тогаш 

од условот следува дека 5 45S b d f h     . Бидејќи 10 30b d f h     , 

добиваме дека S  е еден од броевите 11, 12, 13, 14, 15. Од друга страна,  

3 45 ( )S a b d e f h i c g          , 

од каде следува дека 15S  .  

Лесно се гледа дека при подредувањето 925461738 важи 11S  , при 

подредувањето  941832567 важи 13S   и при подредувањето 592347168 важи 

14S  .  

Да претпоставиме дека 12S  . Тогаш 9c g  . Ако низата , , , , , , , ,a b c d e f g h i  

ја запишеме во обратен редослед, таа го има истото својство, па затоа без огра-

ничување на општоста можеме да претпоставиме дека c g . Ќе ги разгледаме 

сите можности.  

1) Ако 1, 8c g  , тогаш 4f h  , што не е можно.  

2) Ако 2, 7c g  , тогаш 5f h  , т.е. { , } {1,4}f h  . Ако 1h  , тогаш 11i  , 

што не е можно. Ако 1, 4f h  , тогаш 8i  , 10b d  , што не е можно, 

бидејќи веќе е искористен по еден број од сите можни парови броеви чиј 

збир е 10.  

3) Ако 3, 6c g  , тогаш 6f h  , т.е. { , } {1,5}f h   или {2,4} . Ако 2h  , 

тогаш 10i  , што е противречност. Ако 1, 5f h  , тогаш 7i  , 9b d  , 

што не е можно, бидејќи веќе е искористен по еден број од сите можни 

парови броеви чиј збир е 9. Ако 2, 4f h  , тогаш 8, 9i b d   , што не е 

можно, бидејќи веќе е искористен по еден број од сите можни парови 

броеви чиј збир е 9.  

4) Ако 4, 5c g  , тогаш 7f h  , т.е. { , } {1,6}f h  . Ако 1h  , тогаш 11i  , 

што не е можно. Ако 6h  , тогаш 6i  , што повторно епротивречност.  

Конечно, бараните вредности се 11, 13S S   и 14S  .  

 

2. На еден математички натпревар секој од натпреварувачите има најмногу 

1d   познаници. Нека 1d  и 2d  се ненегативни цели броеви такви што 

1 2 1d d d   . Докажи, дека натпреварувачите можат да бидат распределени во 

две простории така што секој ученик од првата просторија има најмногу 1d  

познаници во неговата просторија и секој ученик од втората просторија има 

најмногу 2d  познаници во неговата просторија.  

Решение. Учениците ќе ги поделиме во две групи 1V  и 2V . Нека , 1,2ie i   е 

бројот на паровите познаници во , 1,2iV i  , соодветно. Меѓу сите можни поделби 

по простории, кои ги има конечно многу, да разгледаме таква поделба (таа може и 

да не е единствена), за која бројот 1 2 2 1( 1) ( 1)e d e d    е најмал.  
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Ќе докажеме, дека ваквата поделба (разбивање) го задоволува условот на 

задачата. Нека го претпоставиме спротивното, т.е. дека во една од групите, да 

кажеме 1V , има натпреварувач x  кој има 
'

1 1xd d   познаници во групата. Со 
''
xd  

да го означиме бројот на познаниците на x  во 2V . Ако x  го преместиме во 2V , 

тогаш за бројот на познанствата во 1V  и 2V  добиваме  

' '
1 1 1 1 1xe e d e d      и 

' '' '
2 2 2 2 1 2 1 2 2( 1) ( 1)x xe e d e d d e d d d e d             , 

соодветно. Според тоа,  
' '
1 2 2 1 1 2 2 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 0e d e d e d e d d           , 

што е противречност со минималноста на 1 2 2 1( 1) ( 1)e d e d   . Со тоа доказот е 

завршен.  

 

3. Чета од ( 2)n n  војници е построена во n  колони и 2n  реда на еднакви 

растојанија од еден метар. По команда при која секој војник се придвижува за 

еден метар во еден од четирите правци или останува на место, четата е построена 

во 2n  колони и n  редови на еднакви растојанија. Докажи, дека n  е парен број.  

Решение. Нека четирите правци се горе, долу, лево и десно. После командата 

најгорниот ред се придвижува надолу, најдолниот ред – нагоре, најлевата колона 

(без двајцата крајни војници) – налево, а најдесната колона (исто без двајцата 

крајни војници) – надесно. Останатите војници, кои на почетокот се построени во 

2n  колони и n  реда, се придвижуваат така што се постројуваат во n  колони и 

2n  редици. Така од n  преминавме на 2n . Ако постапката ја продолжиме 

доаѓаме до 1n   или 2n  . Бидејќи за 1n   условот не може да биде исполнет 

добиваме дека n  е парен број.  

 

4. Во една група ученици се исполнети следниве услови:  

- секој ученик познава најмногу N  други ученици и  

- за секој {1,2,..., }k N  бројот на учениците кои имаат k  познаници е ед-

наков на k .  

Определи ги сите можни вредности на N . (Познанството е симетрична релација, 

ако A  го познава B , тогаш B  го познава A .)  

Решение. Бидејќи постои еден ученик кој има едно познанство, два ученика со 

две познанства итн. N  ученици со N  познанства, заклучуваме дека во групата 

има 
( 1)

2
1 2 ...

N N
N


     ученици. Понатаму, 

2 2 21 2 ... N    е парен број, би-

дејќи во овој број секое познанство се брои двапати (за секој пар познаници по 

еднаш за секој ученик). Според тоа, бројот 
( 1)(2 1)

6

N N N 
 е парен, па затоа бројот 

( 1)N N   е делив со 4. Но, броевите N  и 1N   се заемно прости, па затоа 

4 , 1N q q   или 4 3, 0N q q   .  

Ќе докаѓеме дека и во двата случаја постои група ученици кои ги задоволуваат 

условите на задачата.  

Нека 4 , 1N q q   и нека S  е група од 
( 1)

2

N N
 ученици кои меѓусебно не се 
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познаваат. Бидејќи 
( 1)

2
1 2 ...

N N
N


    , учениците можеме да ги поделиме во 

N  групи , 1,2,...,iS i N  така што групата iS  има i  ученици, 1,2,...,i N . Сите 

ученици кои се во иста група ги запознаваме меѓусебно. На овој начин за секој 

1,2,...,i N  имаме група iS  од i  ученици секој од кои има по 1i   познаници. 

Останува секој ученик да се запознае со точно еден ученик. Учениците ги делиме 

во две групи 1R  и 2R  на следниов начин:  

1 1 2 3 1 3 2 4

2 1 2 2 2 1 2 2 3

( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... ).

q q q q

q q q q q q

R S S S S S S

R S S S S S S

 

   

       

       
 

Бројот на учениците во групата 2R  е еднаков на 
2 (3 1) ( 1)

2 4

q q N N 
 , што значи дека 

тој е еднаков на бројот на учениците во групата 1R . Сега секој ученик од групата 

1R  го запознаваме со различен ученик од групата 2R , со што секој ученик добива 

точно уште по едно познанство.  

Нека 4 3, 0N q q    и S   егрупа од 
( 1)

2

N N
 кои меѓусебно не се познаваат. 

Постапуваме како во птетходниот случај со тоа што групите 1R  и 2R  се 

дефинираат со:  

1 1 2 4 5 3 3 4 3 5 4 3

2 3 4 5 2 3 2 4 2 5 3 3

( )( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... ).

q q q q

q q q q q q

R S S S S S S S S

R S S S S S S S

   

     

        

        
 

 

5. Природните броеви k  и n  се поголеми од 1 . Во една група од kn  луѓе, 

секој член на групата се познава со повеќе од ( 1)k n  од преостанатите луѓе од 

групата. Дали постојат 1k   луѓе од групата кои попарно се познаваат меѓу себе? 

(Да се докаже за било кои k  и n  кои ги поседуваат дадените својства).  

Решение.Тврдењето ќе го докажеме со принципот на математичка индукција. 

За 2k   групата на луѓе има 2n  членови. Било кој човек од групата се познава со 

повеќе од (2 1) 1n n    членови на групата, па според тоа, постојат барем двајца 

кои се познаваат меѓу себе. Секој од нив се познава со повеќе од n  членови на 

групата. Нека множеството на луќе со кои се познава едниот го означиме со A  а 

множеството луѓе со кои се познава другиот  го означиме со B .Според тоа 

| |A n  и | |B n . Користејќи ја формулата | | | | | | | |A B A B A B     , добиваме  

| | | | | | | | | | 2 | |A B A B A B n n A B n A B            . 

Ако | | 0A B  , тогаш | | 2A B n  , што не е можно. Значи, | | 0A B  , односно 

A B  . Значи, постои барем еден член на групата кој припаѓа на множеството 

A  и кој припаѓа на множеството B . Значи, тој се познава и со едниот и со 

другиот избран член на групата кои што ги избравме. Бидејќи двата члена на 

групата ги избравме да се познаваат, добиваме дека тројцата се познаваат меѓу 

себе. Според тоа тврдењето е точно за 2k  .  

Нека тврдењето е точно за k m , односно во група во која има mn  луѓе во 

која сечкој човек од групата се познава со повеќе од ( 1)m n , постојат барем 

1m  од нив кои попарно се познаваат меѓу себе. 



Комбинаторика  

 

  119  

За 1k m  , нека имаме група од ( 1)m n  луѓе, во која секој од нив се познава 

со повеќе од mn  луѓе од групата. Ќе избереме еден член на групата, кој според 

претпоставката се познава со повеќе од mn  членови на групата. Значи, можеме да 

избереме точно mn  членови од групата со кои тој се познава. Од новата група 

составена од mn  членови секој од нив се познава со повеќе од ( 1)m n  од нив (од 

почетната група се отстранети најмногу 1n  член со кои тој се познава, па според 

тоа тој се познава со не помалку од ( 1)mn n   член од избраната груп;а. Или од 

групата од mn  членови кои се избрани, секој од  нив се познава со повеќе од mn  

членив од почетната група од ( 1)m n  луѓе. Бидејќи се отстранети n членови од 

почетната група, тој се познава со  повеќе од mn n  членови од избраната група). 

Значи, во избраната група од mn  членови на групата, секој од нив се познава со 

повеќе од ( 1)m n  од нив. Според индуктивната претпоставка, постојат 1m  луѓе 

од избраната група од mn  луѓе кои попарно се познаваат. Тие заедно со на 

почеток избраниот човек, формираат група од 2m  луѓе во која секои двајца се 

познаваат.  

Според принципот на математичка индукција, тврдењето е точно, односно во 

група од kn  луѓе во која секој познава повеќе од ( 1)k n  од преостанатите, 

постојат 1k   член од групата така што било кои два од нив попарно се познаваат.  

 

6. Маѓионичар има 100 карти нумерирани со броевите од 1 до 100. Тој ги става 

сите карти во три кутии – црвена, бела и сина, така што секоја кутија содржи 

барем една карта. Гледач од публиката прво избира две кутии, а потоа избира по 

една карта од секоја од избраните кутии и го соопштува збирот на броевите на 

избраните карти. Знаејќи го тој збир маѓионичарот ја определува кутијата од која 

не е избрана карта.  

На колку начини маѓионичарот може да ги распореди картите во кутиите така 

што овој трик секогаш биде успешен? (Два распореди се различни ако барем една 

карта не е двата пати ставена во иста кутија.) 

Решение. Нека , ,a b c  и d  се карти такви што , ,a b c  се во различни кутии и 

c d a b   . Тогаш картите c  и d  мора да се во иста кутија, бидејќи во 

спротивно ако гледачот го соопшти збирот a b  маѓионичарот нема да може да 

даде сигурен одговор.  

Нека претпоставиме дека за некој i  картите , 1, 2i i i   се во различни кутии. 

Бидејќи ( 3) ( 1) ( 2)i i i i      , заклучуваме дека картите i  и 3i   се во иста 

кутија. Слично, 1i   е во иста кутија како 2i   (ако 1i  ). Со едноставна индук-

ција се докажува дека картите 1, 4, 7, ..., 100 се во една кутија, картите 2, 5, ..., 98 

во друга и картите 3, 6, ..., 99 во трета кутија. Така во овој случај имаме 6 можни 

распореди.  

Да претпоставиме дека не постојат три последователно нумерирани карти кои 

не се во различни кутии. Нека картата 1 е во кутијата A  и нека b  и c  се картите 

со најмали броеви кои се во кутиите B  и C , соодветно, при што на пример b c . 

Картата 1b  е во кутијата A , па по претпоставка 1b  не е во C , што значи 

1c b  . Ако сега 100c  , тогаш од ( 1) ( 1)b c b c      следува дека 1c  е во 

A , но тогаш од ( 1) ( 1)b c b c      следува дека 1b  е во C , што е 
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противречност. Според тоа, 100c  , и тоа е единствената карта во C . Понатаму, 

од 99 100 ( 1)b b     следува дека 99 е во B . Сега, кутијата A  не може да 

содржи ниту една од картите k  за 2 99k  , бидејќи во спротивно од 

99 100 ( 1)k k     ќе следува дека 1k   е во C , што не е можно. Според тоа, во 

A  е само картата 1, а картите 2, 3, ..., 99 се во B .И во овој случај имаме 6 можни 

распореди, па затоа вкупнот број распореди е 12.  

 

7. На тркалезна маса седат n , 3n   луѓе. Секоја минута еден пар соседи ги 

менува своите места. Кое е најмалото време за кое сите луѓе ќе седат во спротивна 

насока, (левиот сосед на секој човек ќе стане десен и обратно)?  

Решение. Со nt  да го оз-

начиме најмалото време изра-

зено во минути. Ќе докажеме 

дека за 4n   важи  
1

1 2
[ ]n

n nt t 
     (1) 

каде со [a] е означен целиот 

дел од бројот a . Да земеме дека луѓето се 

наоѓаат во темиња на правилен n аголник. 

Тогаш новиот распоред може да се добие со 

симетрија во однос на некоја оска. Нека A  е еден 

од луѓето кои се најоддалечени од оската, а B  е 

човекот симетрична на него.  

Најкусиот пат од A  до B  по страните на многуаголни-

кот (полната линија на цртеж горе) содржи 1
2

[ ]nk   

страни, па затоа A  за да дојде на местото на B  мора да 

помине најмалку k  страни, т.е. треба да имаме најмалку k  

менувања на местата. Но при овие менувања на местата 

распоредот на останатите луѓе не се менува, па затоа за да 

се постигне целта треба да се направат уште 1nt   менува-

ње на местата, што значи дека точна е оценката (1).  

Бидејќи 3 1t  , (цртеж горе лево), од оценката (1) нао-

ѓаме  
3 2 1

2 2 2

2

1 [ ] ... [ ]

2(1 2 ... ( 1))

k
kt

k k k

   

      
     (2) 

23 2 1 2
2 1 2 2 2

1 [ ] ... [ ] [ ]k k
kt k
              (3) 

Ќе докажеме дека најдените броеви на менување на 

местата на соседите се и доволни, т.е. дека во (2) и (3) 

знакот   може да се замени со знакот  . Да ги нуме-

рираме луѓето со броевите од 1 до n  и да ги поделиме во 

две групи, од првата до k  та и од ( 1)k   та до n та. За 

да го смениме редоследот во првата група првиот човек ќе 

го смени местото со вториот, па со третиот, итн. со k  ти-

от; потоа вториот човек ќе го смени местото со третиот па 
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со четвртиот итн со k  та, итн (цртеѓ десно3). На тој начин имаме  
2( 1)

2 2
( 1) ( 2) ... 2 1

k k k kk k
          

менување на местата. Аналогно за да останатите n k  луѓе го променат 

редоследот на седење ќе имаме 
( )( 1)

2

n k n k  
 менување на местата. Сега за 2n k , 

односно 2 1n k  , т.е. 1
2

[ ]nk  , добиваме дека се потребни 2k k , односно 2k  

менувања на местата.  

 

8. Еден клас има точно 28 ученици  кои учат во училница која има точно 14 

клупи. Во секоја клупа седат точно по два ученика. По истекот на месецот клас-

ниот раководител ги прераспоредува учениците, така што двајца ученици кои 

претходно седеле еден до друг не може да седат еден до друг во некој од наредни-

те месеци. Колку месеци редоследно такви распореди на учениците може да на-

прави класниот раководител?  

Решение. Еден ученик може да седи со најмногу 27 други различни ученици во 

една клупа. Според тоа, добиваме дека бројот на месеци во кои такви распореди може 

да направи класниот раководител не е поголем од 27.  

Доволно  да докажеме дека тоа може да се направи точно во 27 последователни 

месеци.  

Учениците ќе ги означиме со броевите од 1 до 28 (на секој ученик по еден број и 

во текот на понатамошните разгледувања тој распоред е фиксен). Броевите од 1 до 27 

ќе ги запишеме во тмињата на еден правилен 27-аголник, а во центарот на 

кружницата опишана околу него ќе го запишеме бројот 28.  

За парот броеви 28 и 1 ќе повлечеме радиус. Од секој од броевите 2, 3, 4, ..., 27 ќе 

повлечеме отсечка нормална на правата која минува низ точките 28 и 1, а краевите и 

се на опишаната кружница. На тој начин, заедно со парот 28 и 1 ќе добиеме уште 13 

пара броеви поврзани со отсечки кои се темиња на 27-аголникот. Според паровите 

броеви поврзани со отсечки класниот раководител може да направи еден распоред на 

учениците во клупите.  

Потоа, центарот на кружницата ќе ги поврзиме со темето во кое е запишан бројот 

2. Од секоја од преостанатите темиња 1, 3, 4, ..., 27 ќе повлечеме отсечка со крајни 

точки во опишаната кружница и која е нормална на правата која минува низ 2 и 28. 

11 2 2
3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13
1415

16

17

18

19

20

21

22

23
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25
26

27 27
26

25

24

23

22

21

20

19
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4

3

28 28
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Секоја таква отсечка (тетива), поврзува два броја. Како и претходно, паровите 

броеви(пар формираат броевите кои се поврзани со отсечка) определуваат 14 пара 

ученици кои класниот раководител може да ги распореди на клупите. Овој распоред 

не може да е ист со претходниот заради нормалноста на повлечените тетиви кои 

поврзуваат две темиња од 27-аголникот.  

Понатаму ќе направиме поврзување последователно на 28 со 3, па со 4 и на крајот 

во 27-миот месец со бројот 27. Бидејќи нема два радиуси (што го поврзува цнтарот со 

теме на 27-аголникот) кои формираат рамен агол, сите добиени распореди што ќе ги 

направи класниот раководител ќе бидат различни.  

Значи, класниот раководител може 27 месеци последоватлно да прави распореди 

кои ќе го исполнуваат условот од задачата.  

 

9. За дадено множество S  од 2014 точки во рамнината нека l  е најмалиот 

природен број за кој постојат l  прави такви што секоја точка од S  лежи на некоја 

од тие прави. Нека c  е најмалиот природен број за кој постојат c  кружници такви 

што секоја точка од S  лежи на некоја од тие кружници. Дали постои множество 

S  за кое  

а) 15l   и 67c  ,  

б) 19l   и 53c  .  

Решение. а) Да разгледаме едно покривање на S  со c  кружници. Тогаш на 

кружницата со најмногу точки од S  има барем 2014
c

 точки и за да ги покриеме 

овие точки со прави, потребни ни се најмалку 2014 1007
2c c

  прави (секоја права 

покрива најмногу две од точките). Според тоа, треба да важи 1007
c

l  , односно 

1007cl  . Но, 15 67 1005 1007   , па затоа не постои множество S  за кое 15l   

и 67c  .  

б) Да разгледаме 19 паралелни прави и 53 кружници, секоја од кои ја сече 

секоја од деветнаесетте прави во по две различни точки и не постојат две круж-

ници кои се сечат на правите. Добиваме множество од вкупно 19 53 2 2014    

точки, за кои ќе докажеме дека го има саканото својство.  

Нека претпоставиме дека 53c  . Тогаш ќе постои кружница на која лежат 

повеќе од 38  точки и некоја од деветнаесетте паралелни прави треба таа кружни-

ца да ја сече во најмалку три точки, противречност. Аналогно, ако претпоставиме 

дека 19l  , тогаш постои права која содржи повеќе од 111 точки, па затоа некоја 

од педесет и трите кружници треба оваа права да ја сече во најмалку три точки, 

што повторно е противречност.  

 

10. Определи ги сите природни броеви n  за кои во рамнината постојат n  

точки, секоја од кои припаѓа на точно 1
3

 од правите определени со тие точки.  

Решение. Ќе докажеме, дека единствено решение е 6n  . Ако имаме 6 точки 

во општа положба (никои три не лежат на една права), тогаш имаме 15 прави и 

секоја точка лежи на 5 прави, т.е. 6n    е решение. 

Нека k  е бројот на правите определени од дадените n  точки. Нека има права 

на која лежат 4 од дадените точки. Секоја од дадените точки лежи на уште 
3

1k   

прави, што значи дека има најмалку 
3

4( 1) 1k    различни прави. Според тоа, 
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3
4( 1) 1k k   , т.е. 9k  . Од друга страна, бидејќи секоја точка, која не лежи на 

разгледуваната права, лежи на барем 4 различни прави (правите низ таа точка и 

четирите точки на правата), добиваме дека 12k  , што е противречност. Според 

тоа, на секоја од правите има најмногу 3 точки. Нека на a  од правите има точно 

по 2 точки. Тогаш на секоја од останатите k a  прави има по 3 точки.  

Бројот на точките (секоја броена 
3
k  пати) е еднаков на 2 3( )a k a  , па затоа 

3
2 3( ) nka k a   . Од друга страна, бидејќи n  точки определуваат 

( 1)

2

n n
 прави 

(некои од кои се совпаѓаат) и секоја права со три точки на неа е броена три пати, 

добиваме 
( 1)

2
3( )

n n
a k a


   . Од последните две равенства наоѓаме 

( 1)(9 )

2(2 9)

n n n

n
a

 


  и 

3 ( 1)

2(2 9)

n n

n
k




 . Бидејќи 

( 1)

2

n n
k


 , добиваме 2 9 3n  , т.е. 6n  . 

Од дрога страна 0a  , па затоа 9n  . За 7n   вредностите на a  и k  не се 

целобројни, па затоа 8n   или 9n  . За 8n   имаме 12, 4k a  , а за 9n   

добиваме 12, 0k a  .  

Со l  да го означиме најголемиот број точки меѓу дадените n  точки, такви што 

никои три од нив не се колинеарни. Тогаш сите останати точки лежат на правите, 

определени од овие l  точки.  

1) 3l   и нека тоа се точките 1 2 3, ,A A A . Секоја од останатите точки лежи на 

една од правите 1 2 2 3,A A A A и 3 1A A . Бидејќи на една права нема повеќе од 3 

точки, добиваме најмногу 6 точки, што е противречност. 

2) 4l   и нека тоа се точките 1 2 3 4, , ,A A A A . Бидејќи имаме најмалку 8 точки, 

добиваме дека постои точка, која лежи точно на една од правите, 

определени од точките 1 2 3 4, , ,A A A A . Без ограничување на општоста нека 

тоа е точката 5A  и 5 1 2A A A . Тогаш четворките точки 1 3 4 5, , ,A A A A  и 

2 3 4 5, , ,A A A A  се во општа положба. Според тоа, сите точки треба да лежат 

на правите определени од 1 2 3 4, , ,A A A A ; 1 3 4 5, , ,A A A A  и 2 3 4 5, , ,A A A A . 

Единствените заеднички прави се 3 4A A  и 1 2 1 5 2 5A A A A A A  , т.е. сите 

точки лежат на две прави, што противречи на фактот дека на права нема 

повеќе од три точки.  

3) 5l   и нека тоа се точките 1 2 3 4 5, , , ,A A A A A . Од секоја од точките 

1 2 3 4 5, , , ,A A A A A  излегуваат по точно 4 прави. Тоа значи дека 6 iA A , 

1,2,...,5i   треба да е меѓу веќе постојните прави. Без ограничување на 

општоста можеме да сметаме, дека 6 1 2A A A . Тогаш 6 3A A  треба да се 

совпадне со некоја од правите 3 4 3 5,A A A A  или 4 5A A . Без ограничување на 

општоста можеме да земеме дека 6 3 4A A A  и тогаш 6 5A A  е нова права, 

што е противречност.  

 

11. Во еден парламент секој пратеник има најмногу тројца непријатели. Да се 

докаже дека парламентот може да се подели на две групи така што секој пратеник 

има најмногу еден непријател во групата кај што се наоѓа. 

Решение. Произволно го делиме парламентот на два дела. 
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Нека S  е збирот на непријателите што ги има секој од пратениците во групата 

кај што се наоѓа. 

Нека претпоставиме дека A  има најмалку двајца непријатели во својата група 

при почетната поделба, тогаш во другата група тој има најмногу еден непријател. 

Ако A  ја промени групата, бројот S  ќе се намали. Ова опаѓање на S  не може да 

се врши бесконечно, т.е. во даден момент S  ќе достигне минимум, и тогаш ќе 

биде направена бараната поделба. 

 

12. Дадени се природни броеви n  и k , n k . Во група од n  луѓе секој човек е 

член на точно еден од k  клубови, означени со 1 2, ,..., kC C C , при што секој клуб 

има барем еден член. Докажи дека меѓу сите n  луѓе може да се распределат 
2n  

парчиња торта, така што се исполнети следниве услови:  

1) Секој човек добива барем едно парче торта,  

2) За секој , 1i i k  , секој член на клубот iC  добива ia  парчиња торта,  

3) Ако 1 i j k   , тогаш i ja a .  

Решение. За секој , 1i i k   со ix  да го означиме бројот на членовите на 

клубот iC . Ќе докажеме дека броевите 1 22( ... )i i i i i ka x x x x        ги задо-

волуваат условите на задачата. Јасно, условот 0ia   е исполнет. За секој ,i

1 1i k    имаме 1 1 1i i i i ia x x a a      , па затоа i ja a  кога 1 i j k   . 

Вкупно се разделени  
1

2 2 2

1 1 1 1 1

2 ( )
k k k k k

i i i i j i
i i i j i i

a x x x x x n


     

         

парчиња торта.  

 

13. Во летна школа се предаваат 9 предмети на 512 ученици, кои се сметени во 

256 двокреветни соби. Учениците кои се наоѓаат во иста соба ги нарекуваме 

соседи. Познато е дека за секои два ученика множеството од предмети кои им се 

интересни се различни (во случајов, точно на еден ученик не му е ништо 

интересно). Докажи, дека е можно сите ученици да бидат подредени во круг така 

што секои два соседи да седат еден до друг, а за секои двајца кои не се соседи и се 

еден до друг за едниот ученик се интересни сите предмети кои се интересни и за 

другиот ученик и точно уште еден предмет.  

Решение. Тврдењето, со индукција по n , ќе го докажеме во општ случај, т.е. 

за 2n   предмети и 2n  ученици, произволно поделени на 12n  парови соседи. 

Бидејќи од n  предмети може да се формираат точно 2n  подмножества, 

заклучуваме дека предметите содржани во едно подмножество се интересни точно 

за еден ученик.  

За 2n   непосредно се проверува дека тврдењето е точно. Нека 2n   и да 

разгледаме произволни два соседа, при што избираме предмет за кој тие имаат 

различен интерес (на пример, математика), и да ги поделиме учениците на две 

групи од по 12n  ученици – во групата A  се учениците на кои математиката им е 

интересна, а во групата B  се останатите ученици.  

Да ја преселиме групата A  во друг хотел со 22n  соби. Притоа, учениците кои 
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претходно биле соседи ќе ги оставиме да бидат соседи и во новиот хотел. 

Останатите (согледајте дека такви има и нивниот број е парен) ќе ги сместиме 

произволно и овие парови ќе ги наречеме нови.  

Согласно индуктивната претпоставка групата A  може да биде распоредена во 

круг K  на саканиот начин. Нека 1 2 2 1 2( , ),..., ( , )k kx x x x  се сите нови парови во K , 

распоредени во насока на движење на стрелката на часовникот ( 2 1ix   е пред 2ix  и 

сметаме дека 2 1 1kx x  ). Со 
'
ix  да го означиме претходниот сосед на ix . Јасно, 

'
ix B  и паровите 

' ' ' ' ' '
2 3 2 2 2 1 2 1( , ),...( , ),( , )k k kx x x x x x   да ги наречеме нови во 

групата B . Јасно, новите парови, заедно со старите даваат разбивање на групата 

B  на парови соседи.  

Да ја примениме индуктивната претпоставка за групата B  со ова разбивање, 

распоредувајќи ја во круг на саканиот начин. Сега во тој круг да ги ставиме меѓу 

секои двајца од новиот пар 
' '
2 2 1( , )i ix x   учениците од кругот K  од 2ix  до 2 1ix   

заклучнолно. Не е тешко да се види дека добиениот круг ги има саканите својства.  

 

14. Определи ги сите природни броеви n  за кои постои пермутација 

1 2( , ,..., )ni i i  на броевите 1,2,...,n  таква што ако околу тркалезна маса со n  

столици седнат n  луѓе и k  тиот човек се помести за ki  столици надесно, за секој 

1,2,...,k n , тогаш сите луѓе ќе седнат на различни столици.  

Решение. Нека луѓето со броеви 1,2,...,n  се поместиле за 1 2, ,..., ni i i  столици 

надесно. Тогаш k  тиот човек ќе седи на столицата со број kk i  ако kk i n   

или на столицата kk i n   ако kk i n  . Значи, постои број p  со својство  

1 2( 1) ( 2) ... ( ) 1 2 ...ni i i n pn n           , 

т.е.  

1 2 ... 0(mod )ni i i n    . 

Но, 
( 1)

1 2 2
...

n n
ni i i


    , па затоа 

( 1)

2
0(mod )

n n
n


 , што е можно ако и само ако 

2 1,n k k   .  

 

15. Дали може во темињата на правилен осумаголник да се запишан броевите 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (секој број по еднаш), така што збирот на броевите запишани во 

секои три последователни темиња на осумаголникот да е:  

а) поголем од 13,    б) поголем од 11,    в) поголем од 12. 

Решение. а) Не е можно. Навистина нека претпоставиме дека броевите се 

запишани во редослед 1 2 3 8, , ,...,a a a a . Тогаш  

1 2 3 2 3 4 7 8 1 8 1 214, 14, ..., 14, 14a a a a a a a a a a a a             

Ако ги собереме добиените неравенства добиваме  

1 2 3 8108 3 (1 2 3 ... 8) 3( ... ) 8 14 112a a a a              , 

што е противречност.  

б) Да. На пример 1 2 3 4 5 6 7 81, 5, 6, 2, 4, 7, 3, 8a a a a a a a a        .  

в) Не. Да претпоставиме дека таков распоред постои. Лесно се гледа дека 

броевите 2 и 3 не може да се распоредени во соседни темиња, бидејќи во спроти-
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вен случај и од лево и од десно треба да има број поголем или еднаков на 8, што 

не е можно. Од друга страна, броевите 2 и 3 треба да се запишани во барем три 

темиња од местото во кое е запишан бројот 1. Последното е можно само при 

следнава конфигурација 1 4 61, 2, 3a a a    (со точност до насоката на обиколу-

вање). Тогаш меѓу 2 и 3 треба да биде запишан бројот 8. Но, сега каде и да биде 

запишан бројот 4 (во некое од останатите четири темиња) ќе биде потребна уште 

една осумка, што не е можно.  

 

16. Дали е можно во единечните квадратчиња на табла со 

димензии 6 6  да се запишат броевите од 1 до 36, во секое 

квадратче по еден број, така што збирот на броевите запи-

шани во секоја од фигурите дадени на цртежот десно е делив 

со бројот 2?  

Решение. Нека претпоставиме дека бараното запишување е мож-

но. Да ја разгледаме фигурата дадена на цртежот десно во која се 

запишани броевите , , ,a b c d  и e . Од условот на задачата следува 

дека збировите a b c d    и a c d e    се парни, па затоа бро-

евите b  и e  се со иста парност. Аналогно се добива дека броевите a  и e  и 

броевите b  и d  се со иста парност. Значи, броевите , , ,a b d e  се со иста парност, 

па бидејќи збирот a c d e    е делив со 2 добиваме дека и бројот e  со иста 

парност. Бидејќи дадената фигура на таблата може да се постави така што може да 

се покрие секое нејзино поле, освен четирите аголни полиња, добиваме дека во 

сите полиња освен во четирите аголни полиња мора да се запишани броеви со 

иста парност. Но, меѓу броевите од 1 до 36 има 18 парни и 18 непарни, а треба да 

се запишат 32 броја со иста парност, што е противречност.  

 

17. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем xOy . Во секоја 

точка ( ,0),k k  е повлечена права паралелна со y  оската и во секоја точка 

(0, ),n n  е повлечена права паралелна со x оската, со што е добиена 

бесконечна табла. Во секое единечно квадратче на таблата се запишани нене-

гативни цели броеви такви што секој број е еднаков на аритметичката средина на 

броевите запишани во соседните квадратчиња (соседни се квадратчињата кои 

имаат заедничка страна). Докажи дека сите запишани броеви се еднакви.  

Решение. Бидејќи се запишани цели ненегативни броеви, постои 

број c  кој е помал или еднаков од сите запишани броеви. Да ја раз-

гледаме фигурата на цртежот десно, во која во централното квадратче 

е запишан бројот c , а во соседните квадратчиња се запишани брое-

вите , ,a b d  и e . Ако броевите , , , ,a b c d e  не се сите еднакви меѓу се-

бе, тогаш меѓу нив постои најголем. Без ограничување на општоста можеме да 

земеме дека a b d e c    , при што во едно од првите три неравенства имаме 

строго неравенство. Тогаш  
1
4

( )c a b d e c     ,  

што е противречност. Според тоа, a b c d e    . Сега лесно заклучуваме дека 

сите запишани броеви се еднакви меѓу себе.  
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18. Во секое единечно квадратче на квадратна табла со димензии 

50 50  е запишан по еден број. Притоа каде и да ја поставиме 

фигурата прикажана на цртежот десно (дозволени се ротации), таа 

покрива четири полиња за кои збирот на запишаните броеви е 

еднаков на 4. Докажи, дека сите запишани броеви се еднакви меѓу себе.  

Решение. Лесно се докажува дека во секој крст прикажан на 

цртежот десно броевите во црните квадратчиња се еднакви меѓу 

себе. Последното значи дека ако таблата ја обоиме шаховски, тогаш 

во сите црни полиња е запишан ист број a  и во сите бели полиња е 

запишан ист број b .  

Да ги разгледаме фигурите прикажани на цртежот 

лево. Од претходно изнесеното следува дека  

3 4 3a b b a    , т.е. 1a b  . 

Според тоа, во сите квадратчиња е запишан бројот 1.  

 

19. Во секое поле на 103 103  таблица се впишани реални броеви кои што по 

апсолутна вредност не се поголеми од 1. Во произволен 2 2  квадрат од таа 

таблица збирот на броевите е еднаков на нула. Дoкажи дека збирот на сите броеви 

од таблицата не е поголем од 103.  

Решение. Да ја разделиме таблицата на 52 области: првата е полето од левиот 

горен агол, втората е 3 3  квадратот во левиот горен агол без полето во аголот. 

Третата е 5 5  квадратот без првите две области итн.(види го цртежот за 8 8  

квадрат). Во секоја од 51-та област почнувајќи од втората, збирот не е поголем од 

2, бидејќи: ако во секоја област формираме 2 2  квадрати(на цртежот тоа е 

прикажано за четвртата област), едно поле од областа, да го означиме со a  ќе се 

јави во два квадрати, а друго поле, да го означиме со b , нема да се јави во ниеден 

квадрат. Бидејќи збирот на броевит во секој 2 2  квадрат е еднаков на 0, збирот 

на броевите од секоја област ќе биде 2b a  . Така збирот на броевите во 

таблицата не е поголем од 1 51 2 103   .  

 

20. Во секое поле на табела со димензии n n  е запишан еден од броевите 

1,0  или 1. Дали може збировите на запишаните броеви по редици и колони да 

бидат различни 2n  броеви, ако  

а) 4n  ,      б) 5n  .  

Решение. а) Да, на пример, тоа може да се постигне со следнава табела  

 

1 0 1 1 

1 1  1  1  

1 1  1 0 

1 1  1 1  

 

б) Не. Имаме 11 можности за 10 те збирови: 0, 1, 2, 3, 4, 5     . Со ia  да го 

означиме збирот на броевите во i  от ред, а со jb  збирот на броевите во j  тата 

колона. Очигледно  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5a a a a a b b b b b         , 
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што значи дека бројот на непарните броеви ia  и бројот на непарните броеви jb  

имаат иста парност. Според тоа, сите непарни збирови мора да се реализираат.  

Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 1 5b  . Тогаш ниту 

еден ia  не може да биде еднаков на 5 , па затоа можеме да земеме дека 2 5b   . 

Од можните збирови 4 и 4  треба да се реализира барем еден и нека тоа е 4 (во 

спротивно доволно е да ги замениме знаците на запишаните броеви во табелата). 

Тој се реализира само ако во една колона има 4 единици и 1 нула. Нека 3 4b   и 

нулата е во последната редица. Според тоа, 3ia    за секој i  и можеме да сме-

таме дека 4 3b   . Тогаш во третата колона има најмалку три броја 1 .  

Ако тие се во првите четири редици, можеме да сметаме дека се во првите три 

редици и добиваме дека 1 2,a a  и 3a  е пермутација на броевите 1,0  и 1. Според 

тоа, 5 3b   и бидејќи 5 3a  , добиваме дека 4 3a  , т.е. во двете последни полиња 

на четвртата редица се запишани единици. Бидејќи 4 3b   , заклучуваме дека 

бројот во последното поле на четвртата колона е 1 . Сега за секоја вредност на 

бројот во петтата редица и петтата колона добиваме противречност.  

Останува да го разгледаме случајот кога во првите четири редици на четвртата 

колона има најмногу два броја 1 . Можеме да сметаме дека броевите во четвр-

тата колона се последователно 1, 1,0,0, 1   . Бидејќи збировите на првите четири 

броеви по редици се 0,0,1,1  и 1 , заклучуваме дека ниту еден од збировите не 

може да биде еднаков на 3, па затоа 5 3b  . Последното е можно само кога во пет-

тата колона се запишани броевите 1,0,1,0,1 и тогаш 1 4 1a a  , што е против-

речност.  

 

21. Рамностран триаголник со страна 3 е разделен 

на девет рамнострани триаголници со страна 1, со три 

пара паралелни прави паралелни со неговите страни 

(види цртеж).  

а) Запиши ги броевите од 1 до 9, во секое триагол-

ниче по еден број, така што збирот на броевите во 

трите триаголници со должина на страна 2 е еднаков.  

б) Колку вредности може да има тој збир?  

Решение. Бараната сума ќе ја означиме со S . Тогаш 

(види цртеж) 3 ( ) 45S x y z    , односно  

  
3

15
x y z

S
 

  .       (1) 

Според тоа, S  има минимална вредност ако 

1 2 3 6x y z      , а максимална вредност кога 

7 8 9 24x y z      . Значи,  и 

.  

Ќе покажеме дека  не може да биде . Ако 

, тогаш од равенството (1) добиваме 

Ќе го избереме триаголникот со страна 2, во кој е запишан бројот 9. 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека тоа е како на 

триаголникот на цртежот. Но тогаш  

min 17S  max 23S 

S 18

18S 

9x y z  

x

y

z
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,  

односно , што е во контрадикција со претпо-

ставките од задачата.  

 Распоредите за  се дадени на црте-

жот. Распоредите за  и  се добиваат од 

распоредите за  и  со замена на бројот 

 со  .  

Распоред за  не постои како што не постои ни за . 

22. Дадена е табела со димензиии n n  во која со ѕвездички се обележани 1n  

квадратче. Докажи, дека со меѓусебно разместување на редовите и меѓусебно раз-

местување на колоните може ѕвездичките да се постават само во квадратчињата 

кои се наоѓаат под дијагоналата која ги поврзува горниот лев и долниот десен 

агол.  

Решение. Бидејќи се обележани 1n  квадратче, во некоја од n те колони 

нема обележано квадратче и таа ја заменуваме со крајната десна колона. Сега ги 

разгледуваме редовите. Сите нивни десни квадратчиња се необележани и постои 

ред во кој е обележано најмалку едно квадратче. Овој ред ќе го замениме со нај-

долниот ред. Тогаш во најдолниот ред има најмалку едно обележано квадратче и 

сите квадратчиња од овој ред се наоѓаат под дијагоналата. Сега постапката ќе ја 

повториме прво за квадратот со димензии ( 1) ( 1)n n    кој не ја содржи крајната 

десна колона и најдолниот ред од табелата, потоа за квадратот со димензии 

( 2) ( 2)n n    кој не ги содржи двете крајни десни колони и најдолните два реда 

итн. Јасно, во секој следен чекор обележаните квадратчиња во исфрлените редови 

ќе се наоѓаат под дијагоналата на квадратот со димензии n n , а постапката ќе 

заврши после конечен број чекори, со што тврдењето е докажано.  

 

23. На бесконечна шаховска табла разгледуваме агли составени од едно аголно 

квадратче, 2012 хоризонтални и 2012 вертикални соседни квадратчиња (соседни 

се квадратчињата кои имаат заедничка страна). Колку агли можат да се постават 

на таблата така што секои два агли да имаат најмалку едно заедничко квадратче?  

Решение. Да ги разгледаме аглите кои се сечат нагоре и надесно. Ќе докажеме 

дека има најмногу 4023 агли такви што секои два агли имаат најмалку едно заед-

ничко квадратче. Во рамнината да ги воведеме стандардните координати и да ги 

разгледаме темињата на сите агли. Ако за координатите ( , )a b  и ( , )c d  на темиња-

9 18x y t   

9 18x y z t z     

18 18t z  

t z

17,19,20S 

23S  21S 

17S  19S 

n 10 n

22S  18S 

x

y

z

9
t

9

1

8

4

6
6 6

9

9

1 14

4

88
5

5

5

7 7 72

2
2

3 3

3

17S  19S  20S 
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та на два агли важи a c  и b d  (или соодветно a c  и b d ), тогаш овие два 

агли не се сечат.  

Нека најгорниот и најлев агол е со координата ( , )i j  и најдолниот и најдесен 

агол е со координата ( , )p q . За да се сечат овие два агли потребно и доволно е 

2011p i   и 2011j q  . Понатаму, сите други темиња се со кординати ( , )a b , 

каде i a p   и j b q  . Од сите овие темиња да го избереме темето со со нај-

голема втора координата. Ако ова теме го поместиме едно квадратче налево, 

тогаш условот за сечење на аглите е исполнет. Тоа значи, дека можеме да земеме 

дека сите темиња со најголема втора координата се наоѓаат едно до друго, поч-

нувајќи од тенето ( , )i b . Аналогно, можеме да сметаме, дека сите темиња со нај-

голема прва координата се наоѓаат едно до друго, почнувајќи од темето со 

координати ( , )c q  

 

24. Шаховската фигура крал може да се придвижи само на соседно поле на 

таблата (поле кое има барем една заедничка точка со полето на кое се наоѓа 

кралот), што значи дека може да нападне само фигура која се наоѓа на едно од 

осумте соседни полиња. Определи го максималниот број на кралеви кои можат да 

се постават на шаховска табла со димензии 12 12  така што секој крал да напаѓа 

само еден друг крал.  

Решение. Дадената шаховска табла да ја дополниме до табла со димензии 

13 13  додавајќи нулти ред и нулта колона. На новата табла, на кралот поставен 

на полето ( , ),i j  , {1,2,...,12}i j  да му ги придружиме полињата ( , ),( 1, ),i j i j

( , 1),( 1, 1)i j i j   . 

Лесно се гледа дека на два крала кои се напаѓаат вкупно им се придружени 

најмногу 6 полиња, т.е. најмалку две полиња се придружени и со други два крала. 

Понатаму, ниту едно поле не е придружено со два пара кралеви кои меѓусебно се 

напаѓаат. Значи, бараниот минимален број е помал или еднаков на 
213

6
2[ ] 56 .  

Обиди се да прикажеш конструкција на 56 кралеви секој од кои напаѓа точно 

еден друг крал.  

 

25. Дадена е квадратна шема со димензии n n  и дадени се m  топови (ша-

ховски фигури), n m . На колку начини може да се распоредат топовите, за да 

тие не се напаѓаат.   

Решение. Целата табла има 2n  полиња, и еден топ можеме да го ставиме на 

било кое од нив. Значи еден топ може да се стави на квадратната шема на 2n  

начини.  

Ако е ставен еден топ, тогаш втор топ не може да се стави на било кое поле од 

хоризонталата и вертикалата на која се наоѓа првиот топ. Но тој може да се стави 

на било кое од преостанатите  

2 2(2 1) ( 1)n n n     

полиња, и нема да го напаѓа првопоставениот топ.   

Според тоа, два топа може да се стават на на квадратната шема, а тие да не се 

напаѓаат на  
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2 2( 1)n n  . 

Истиот чекор ќе го повториме за третиот, и секој нареден топ од m -те топови 

кој во претходните чекори не е поставен. Според тоа, бројот на поставувања на 

топови, кој ги исполнува условите од задачата е еднаков на  

2 2 2 2( 1) ( 2) ...( 1)n n n n m     . 

 

26. На колку начини на шаховската табла  може да се постават црн и бел 

коњ, така да тие не се напаѓаат (според правилата на шаховската игра)? 

Решение. Во секое поле од таблицата е запишан бројот на полиња на кои може 

да се наоѓа белиот коњ а да не го напаѓа црниот коњ, кога тој се наоѓа на тоа поле.  

На пример, ако црниот коњ се наоѓа на полето  

тогаш белиот коњ не може да се наоѓа на три полиња 

. Според тоа, во полето  ќе го запишеме 

бројот 61.  

Исто така, ако црниот коњ се наоѓа во полето , 

тогаш белиот коњ не може да се наоѓа на полињата 

 и . Значи, белиот коњ може да се наоѓа на 

60 полиња, па заради тоа во полето  ќе го запише-

ме бројот 60.  

Ако опишаната постапка ја направиме за секое поле од шаховската табле ќе го 

добиеме прикажаниот цртеж.  

Сега, бараниот број е  

. 

Значи, белиот и црниот коњ на шаховската табле може да се постават на 3696 

начини а тие да не се напаѓаат.  

 

27. Колку најмногу ловци можат да се постават на шаховска табла со димензии 

n n  така што било кои два од нив да не се напаѓаат (според правилата на 

шаховската игра). 

Решение. Најголемиот број на дијагонали кои попарно не се сечат на шаховска 

табла со димензии n n  е 2 1n . Значи, на таблата не може да се постават повеќе 

од 2 1n  ловци кои не се напаѓаат. Од друга страна, во било кој распоред на 

ловците на овие дијагонали, ловецот поставен на 1 и ( 2 1n )-та дијагонала ќе се 

напаѓаат. Случајот 8n   е разгледан на цртежот.  Според тоа, тој број не може да 

е поголем од 2 2n . Еден распоред, за случајот 8n  , т.е. на 2 2 16 2 14n     е 

даден на другиот цртеж.  

Аналогно е за секој природен број n .  

 

28. Во квадратчињата на шаховска табла со димензии 10 10  се запишани бро-

евите од 1 до 100, така што секој број е запишан точно по еднаш. За секои два 

броја поврзани со движењето на скокачот, ја пресметуваме нивната разлика така 

што од поголемиот број го одземаме помалиот. Колку најмалку различни броеви 

може да има меѓу добиените разлики?  

Решение. Да ги нумерираме колоните на таблата одлево надесно и редовите 

одгоре надолу. Секое квадратче ќе го означиме со подредениот пар од бројот на 

8 8

1а

1 3 2, ,а b c 1a

2b

1 3 3, ,b a c 2d

2b

4 61 8 60 20 59 16 57 16 55 3696         

1
2
3

4

5

6

7
8

a b c d e f g h

61 61

61 61

60

60

60

60

60
60 60

60

59
59

59

59

59
59 59

59

59

59
59

59

59 59

59 59

59
5959

59

57

57

57

57
57

57575757

57

57

57
57

575757

55 55 55 55

55 55 5555
55 55 55 55

55 55 55 55
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редот и бројот на колоната во кои се наоѓа.  

Оценка. Да разгледаме квадратче од кое можат да се направат 8 скокови (такви 

се сите квадратчиња во централниот 6 6  квадрат). Ако во разгледуваното ква-

дратче е запишан бројот m , а во останатите 8 квадратчиња се запичани броевите 

, , , , , , ,a b c d e f g h , тогаш меѓу разликите  

, , , , , , ,a m b m c m d m e m f m g m h m         

има најмалку четири кои се со ист зна и се различни меѓу себе (зошто?). Значи, 

меѓу добиените разлики има најмалку четири различни броеви.  

Конструкција. Точно четири разлики имаме ако, на пример, квадратчињата се 

нумерирани одлево надесно и одгоре надолу, т.е. кога квадратчето ( , )i j  го 

содржи бројот 10( 1)i j  .  

 

29. Броевите 21,2,3,...,n  се запишани во единечните квадрати во квадратна 

шема со димензии n n , во секој квадрат по еден број. Потоа се пресметани 

збировите на запишаните броеви во единечните квадратчиња за секоја редица и 

секоја колона одделно.  

Дали постои природен број n  така што добиените 2n  збирови да се последо-

вателни природни броеви? 

Решение. Нека таков запис постои, односно пресметаните збирови по редици 

и колони одделно се 2n  последователни природни броеви  

, 1, 2,..., 2 1m m m m n    . 

Збирот на броевите во квадратната таблица е  
2 2( 1)2

2
1 2 3 ...

n n
n


     . 

Значи,  

 
2 2( 1)

2
( 1) ( 2) ... ( 2 1) 2

n n
m m m m n


          

 
2 2(2 1)2 ( 1)

2 2
2 2

n n n n
nm

 
   

 
22 2 1 ( 1)m n n n    .  

Бројот на левата страна на последното равенствое секогаш непарен, а бројот на 

десната страна на последното равенство е секогаш парен.  

Според тоа, таков природен број n  не постои. 

 

30. Нека n  е непарен природен број. Докажи дека броевите 
20,1,2,3,..., 1n   

може да се распоредат во таблица со n  редици и n  колони така што секој ко-

личник и секој остаток добиени при делењето на тие броеви со бројот n  ќе се 

сретнува точно по еднаш во ред и колона.  

Решение. Во полето кое се наоѓа во i  тиот ред и j  тата колона го запи-

шуваме бројот  

(( ) (mod )) ( ) (mod ).n i j n i j n     

Јасно, секој количник и секој остаток се среќава точно по еднаш во ред и колона. 

Нека претпоставиме дека во полињата ( , )i j  и ( , )k l , ( , ) ( , )i j k l  има запишано 

еден и ист број. Тогаш (mod )i j k l n    и (mod )i j k l n   , од каде следува 
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,i k j l  , што е противречност.  

 

31. Дали постои природен број n  кој има точно 49 природни делители и тие 

делители да може да се подредат во табела со димензии 7 7 , но така што зби-

ровите на броевите запишани во секој ред и секоја колона да бидат еднакви?  

Решение. Нека претпоставиме дека постои природен број со бараното 

својство. Со S  да го означиме збирот на броевите запишани во секој ред. Бидејќи 

бројот n  е запишан во табелата добиваме дека S n . Сега, S  е збир на седум 

различни броеви, па затоа во секој ред постои број кој е поголем од 
7 7
S n . 

Меѓутоа, најмногу шест делители на n  може да бидат поголеми од 
7
n  (такви 

може да бидат само броевите , 1,2,3,4,5,6n
q

q  ). Конечно, од добиената 

противречност следува дека не постои природен број со саканото својство.  

 

32. Табела 2nn  е пополнета со нули и единици така што нема две еднакви 

колони. Со ija  да го означиме бројот запишан во i  тиот ред и j  тата колона. 

Ако збировите 
2

1

n

ij
j

ja


 , за секој 1,2,...,i n  се еднакви, определи ја нивната 

најмала можна вредност, кога:  

а) 3n  ,         б) 4n  .  

Решение. Јасно, ако колоните на 2nn  табелата се различни, тогаш тие се 

сите подредени n торки од броевите 0 и 1. Според условот имаме 
2

1

n

ij
j

t ja


  , за 

секој 1,2,...,i n . Ако со jv  го означиме бројот на единиците во j  тата колона, 

тогаш  

2 2

1 1 1

n nn

ij k
i j j

nt ja kv
  

    . 

Од неравенството за преуредување следува дека најмалата можна вредност се 

достигнува кога 1 2 2
... nv v v   .  

а) За 3n   и 1 2 8...v v v    имаме  

2

1

1 3 (2 3 4) 2 (5 6 7) 1 8 0 39

n

k
j

kv


             , 

 па затоа 3 39t  , т.е. 13t  . Во табелата 

десно е даден пример кога вредноста 

13t   се достигнува.   
 

б) Аналогно на а) наоѓаме 1 4 14 3 51 2 541 16 0 202
4 4

t           , т.е. 51t  . Во долната 

табела е даден пример за 4 16  табела со 51t  .  

 

1 1 1 0 0 0 1 0 

1 1 0 1 0 1 0 0 

1 0 1 1 1 0 0 0 
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1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 

1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 

1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 

1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 

  

33. Во секое поле на квадратна  табела, , е запишан еден од 

броевите  или . Полето кое се наоѓа во тиот ред и тата колона го 

означуваме со . Соседни полиња на полето  се 

полињата   каде собирањето и одземањето е по 

модул . Во еден чекор го заменуваме бројот запишан во секое поле со 

производот на броевите во четирите соседни полиња. На пример,  

 
Определи ги сите вредности на , за кои од произволна табела после конечен 

број чекори може да се добие табела составена само од .  

Решение. Прво ќе докажеме дека, за секој непарен број ј, постојат 

почетни положби од кои не можеме да добиеме табела составена само од . Да 

разгледаме произволна  табела составена само од  и со  да 

го означиме производот на броевите во тиот ред во претпоследниот чекор. 

Тогаш  и бидејќи  е непарен број, лесно се 

добива дека . Аналогно заклучуваме дека во почетната табела 

сите производи по редови се еднакви. Според тоа, од почетна табела во која не се 

сите производи по редови не може да се добие табела составена само од .  

Сега да разгледаме рабела од ред , каде  е непарен број и . 

После два чекори бројот во полето  ќе биде еднаков на производот на 

бровите во полињата . Според тоа, резултатот 

во табелата добиен во секој парен чекор може да се добие со примена на 

операциите на следните четири табели од ред :  

- табела составена од сите полиња  такви што ,  

- табела составена од сите полиња  такви што ,  

- табела составена од сите полиња  такви што , 

- табела составена од сите полиња  такви што .   

Сега по индукција добиваме дека табела од ред , составена само од 

, може да се добие од секоја произволна положба ако и само ако тврдењето 

важи и за табела од ред . Оттика и од претходно изнесеното следува дека 

. Понатаму, лесно се гледа дека тврдењео важи за табела од 2. Конечно, 

бараните броеви се од видот .  

 

34. Множеството клетки на таблица со димензии , 5n n n   го нарекуваме 

убаво, ако секој ред и секоја колона на таблицата содржи барем по две клетки од 

n n 2n 

1 1 i  j 

( , ), , 0,1,..., 1i j i j n  ( , )i j

( , 1), ( , 1), ( 1, ), ( 1, )i j i j i j i j   

n

n

1
3n 

1

n n 1 , 1,2,...,iP i n

i 

1 2 2 4 1 1 1... 1n nPP P P P P P P     n

1 2 ... nP P P  

1

2kn m m 1k 

( , )i j

( 2, ), ( , 2), ( , 2), ( 2, )i j i j i j i j   

12k m

( , )i j 0(mod2)i j 

( , )i j 0(mod2), 1(mod2)i j 

( , )i j 1(mod2), 0(mod2)i j 

( , )i j 1(mod2)i j 

2kn m

1
12k m

1m 

2 , 1kn k 
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тоа множество. Определи го наголемиот број m  со следното својство: постои 

убаво множество со m  клетки, кое престанува да биде убаво ако од него 

отстраниме произволна клетка.  

Решение. Множеството од сите клетки во првите два реда без последните по 

две во ред и сите клетки во последните две колони без првите по две во колона го 

има саканото својство и има 4( 2) 4 8n n    клетки.  

Нека M  е убаво множество кое престанува да биде убаво ако од него 

отстраниме произволна клетка. Една линија (ред или колона на таблицата) ја 

нарекуваме базна за M , ако содржи точно две клетки од M . Значи, секоја клетка 

од M  се содржи во барем една базна линија (во спротивно ќе ја отстраниме таа 

клетка и новото множество исто така ќе биде убаво).  

Нека rt  и kt  се соодветно бројот на базните редици и бројот на базните 

колони. Од претходно изнесеното следува | | 2( )r kM t t  .  

Ако  max{ , } 2r kt t n  , тогаш | | 2( ) 4( 2)r kM t t n    , а ако max{ , }r kt t n , 

имаме | | 2 4( 2)M n n   , кога 5n  .  

Нека max{ , } 1r kt t n  , при што, на пример, 1kt n  . Ако не сите клетки од 

единствената колона на таблицата, која не е базна, се во M , тогаш 

| | 2( 1) 1 3 3 4( 2)M n n n n        , кога 5n  . Ако пак сите клетки од таа 

колона се во M , тогаш во некој ред на аблицата не може да има повеќе од една 

клетка надвор од таа колона, т.е. | | 1 4( 2)M n n n     , кога 4n  .  

Според тоа, 4( 2)m n   и како имаме пример на убаво множество со 4( 2)n  

клетки, заклучуваме дека 4( 2)m n  .  

 

35. Дали е можно во шаховска табла  да 

се запишат броевите од 1 до 64 (секој број е за-

пишан точно еднаш) така да збирот на броевите 

во секоја фигура  е делив со 4.  

а) фигурата  е од облик како на цртеж 1 

б) фигурата  е од облик како на цртеж 2.  

Решение. Збирот на броевите запишани во фигурата  о делив 

со 4 ако и само ако збирот на остатоците при делењето на овие 

броеви со 4 е делив со 4. Според тоа, наместо да го разгледуваме 

запишувањето на броевите од 1 до 64, доволно е да го разгледуваме 

распоредувањето на броевите 0,1,2 и 3 и деливост на соодветните 

збирови со 4.  

Да забележиме дека точно по 16 броеви од мно-

жеството броеви  имаат еден ист остаток 

при делење со 4 кој може да е еден од броевите 
 

а) Нека имаме стандардно црно-бело боење на ша-

ховската табла. Ќе разгледаме дел од таблата прика-

жан на цртежот 3, при што сметаме дека во неа се 

запишани броеви . Според 

условот на задачата имаме  

8 8

F
F
F

F

{1,2,3,....,64}

0,1,2,3

, , , , {1,2,3,....,64}p q r s t
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Од својствата на на конгруенции следува   

. 

Според тоа, броевите кои се наоѓаат во белите полиња, освен оние кои се наоѓаат 

во ќошевите на таблата, имаат еден ист остаток при делење со 4. Но такви броеви 

има , а ние треба да имаме најмногу 16 исти остатоци. Според тоа, не 

постои запишување на броевите од 1 до 64 кое го задоволува бараниот услов.  

б) Можно е. Еден таков распоред е даден на цртежот десно.  

 

36. На колку начини табела m n  може да се потполни со броевите 1 и 1 , 

така што производот на броевите во секоја редица да биде еднаков на 1, а 

производот на броевите во секоја колна да биде еднаков на 1 ? 

Решение. Нека { 1,1}ijx    е бројот кој се наоѓа во пресекот на i -тата редица и 

j -тата колона од табелата. За да производот на броевите во секоја од првите 

1m  редица е еднаков на 1, потревно и доволно е да  

1
1

n
in ijjx x


 , за 1, , 1i m  . 

За да производот на броевите во секоја од првите 1n  колона е еднаков на 1 , 

потребно и доволно е да  
1

1
m

mj ijix x
  , за 1, 2, , 1j n  . 

За да производот на броевите во m -тата редица е еднаков на 1, потребно и 

доволно е за  
1 1 1 1 11
1 1 1 1 1( ) ( 1)

n n m n mn
mn mj ij ijj j i j ix x x x

    
             . 

За да производот на броевите во n -тата колона е еднаков на 1 , потребно и 

доволно е да  
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1( )
m m n m n

mn in ij iji i j i jx x x x
    
             . 

Тоа е можно само ако 1( 1) 1n   , односно ако n  е парен. Во тој случај табелата 

се пополнува така што прво се пополнуваат полињата кои се во пресекот на пр-

вите 1m  редици и првите 1n  колони на произволен начин, а потоа еднозначно 

се пополнуваат полињата кои лежат во последната редица и последната колона со 

користење на претходните формули. Затоа, табелата може да се пополни на 0 

начини, ако n  е непарен и на ( 1)( 1)2 m n   начини, ако n  е парен.  

 

37. Нека n  е природен број. На колку начини може табела со димензии n n  

да се пополни со броевите 1,2, 1, 2   така што производот на броевите во секој 

ред биде еднаков на 2  и производот на броевите во секоја колона биде еднаков 

на 2 ?  

Решение. За 1n   очигледно ито постои само еден начин на пополнување.  

Нека 1n  . Во секој ред и во секоја колона мора да има точно еден од брое-

вите 2 или 2 . Можеме одделно да определиме на кои места во табелата ќе се 

наоѓаат броеви чија апсолутна вридност е 2 и на кои места во табелата ќе се 

наоѓаат негативни броеви. Места за броевите кои имаат апсолутна вредност 2 

можеме да одбереме на !n  начини.  

(mod 4)p q r s p r s t q r s t q p r t              

(mod 4)p q r s t   

30 16
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Во секој ред (односно колона) можеме произволно да избереме предзнак за 

1n  броеви, а преостанатиот број има еднозначно определен предзнак, бидејќи 

производот треба да биде негативен. Нека P  е делот од разгледуваната табела кој 

се состои од 
2( 1)n  полиња во првите 1n  редови и 1n  колони. Понатаму, со 

x  да го означиме бројот кој е во пресекот на n тиот ред и n тата колона, со 

1 2 1, ,..., na a a   преостанатите броеви во n тиот ред, а со 1 2 1, ,..., nb b b   преостана-

тите броеви во n тата колона. Секој распоред на предзнаците за кој производот 

во секоја колона и секоја и секој ред е негативен наполно е определен со пред-

знаците на броевите во P . Обратно, ако на произволен начин ги распределиме 

предзнаците на броевите во P , тогаш од претходно изнесеното следува дека 

еднозначно се определени предзнаците на броевите 1 2 1, ,..., na a a  , 1 2 1, ,..., nb b b  . 

Треба уште да утврдиме дали може предзнакот на бројот x  да го наместиме така 

што производите во n тиот ред и n тата колона бидат негативни. Предзнакот 

на бројот x  мора да биде спротивен од предзнакот на производот 1 2 1... na a a   и мо-

ра да биде спротивен од предзнакот на производот 1 2 1... nb b b  . Значи, потребно е 

да провериме дека предзнаците на производите 1 2 1... na a a   и 1 2 1... nb b b   се еднакви.  

Ако n  е парен број (односно непарен број), тогаш производот на сите броеви 

во првите 1n  колони е негативен (односно позитивен). Затоа производот 

1 2 1... na a a   и производот на сите броеви од P  се со спротивен (односн ист) пред-

знак ако n  е парен број (односно непарен број). Исто важи за производот 

1 2 1... nb b b  , што значи дека предзнакот на бројот x  може да го наместиме така што 

производите во n тиот ред и n тата колона бидат негативни.  

Значи, бројот на бараните распореди на предзнаците во целата табела е една-

ков на бројот на произволните распореди на предзнаците во P , т.е. на 
2( 1)2 n

. 

Конечно, бројот на можните пополнувања на табелата е еднаков на 
2( 1)2 !n n

.  

 

38. На полица се наоѓаат n книги означени со броевите 1, 2, ..., n, подредени во 

некој редослед. Библиотекар во секој чекор избира некоја книга k која е на   

тото место одлево, тако што важи k  (ако таква постои), ја вади од редицата, 

сите книги од k  тото до ( 1) то место во редицата ги поместува за едно место 

надесно, а извадената книга ја става на k  тото место. (На пример, ако на 

полицата редоследно се книгиге 4, 3, 1, 2, тој може да ја извади и премести, на 

пример, книгата 2, со што го добива редпследот 4, 2, 3, 1.)  

a) Докажи дека по најмногу 12 1n   чекори книгите може да распоредат во 

правилниот распоред, т.е. 1, 2, ..., n одлево- надесно.   

b) Докажи дека за некој почетен распоред на кигите, може по 12 2n   чекори 

книгиге да не се во правилниот распоред.  

Решение. a) Книга 1 библиотекарот може да ја премести најмногу еднаш. Со 

индукција се докажува дека киигата k (1 1k n   ) може да биде преместена 

најмногу 12k  пати. Навистина, по првото преместување на кигата k, нејзината 

позициха може да се наруши само при преместување на некоја книга i за i k , 

што според индуктивната претпоставка може да се случи најмногу  
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1
1 1

1

2 2 1
k

i k

i


 



   

пати. Притоа книгата n никогаш нема да биде преместаена, па затоа вкупниот број 

чекори е најмногу  
1

1 1

1

2 2 1
n

i n

i


 



  . 

b) Ако почетниот распоред на книгите е ,1,2,..., 1n n  и библиотекарот секога 

ја избира најдесната дозволена книга, тогаш мо требаат точно 12 1n   чекори. Со 

индукција по k ќе докажеме дека ако во некој момент последните 1k    книга се 

редоследно , , 1,..., 1x n k n k n    , тогаш по 2 1k   чекори нивниот редослед ќе 

биде , 1,..., 1,n k n k n x    , додека редоследот на кигите лево од нив нема да се 

промени. Ова е точно за 1k  . Ако 1k  , тогаш според индуктивната 

претпоставка по 12 1k   чекори имаме редослед , 1,..., 1, ,x n k n n k     по 

следниот чекор ,  , 1,..., 1n k x n k n    , па така по уште 12 1k   (вкупно укупно 

2 1k  ) добиваме редослед , 1,..., 1,n k n k n x    .  

 

39. Шаховска табла n n  нумерирана е со броевите 
21,2,..., .n  Докажи дека 

постојат соседни квадратчиња (со заедничка страна) таква што разликата на 

броевите запишани во нив е најмалку n . 

Решение. Да претпоставиме дека разликата на броевите од било кои соседни 

квадратчиња е најмногу 1n . За 
21,2,..., ,k n n   со kA  ќе го означиме множе-

ството од квадратчињата нумерирани со 1,2,..., ,k   со kB  множеството од ква-

дратчиња нумерирани со 
2,...,k n n  и со kC  множеството од преостанатите ква-

дратчиња. Јасно, квадратчињата од множествата kA  и kB  немаат заедничка стра-

на, и kC  има точно 1n  елементи. Значи, постои редица и колона која што не 

содржи елементи од kC . Сите квадратчиња од оваа редица или оваа колона при-

паѓаат или во kA  или во kB . Инаку, ќе постојат две соседни квадратчиња, едно во 

множеството kA , а едно во множеството kB . Како и да е, ова не е можно ниту за 

1A  ниту за 2n n
B


. 

 Значи, постои индекс 
2{1,..., 1}k n n    така што 1 2, ,..., kB B B  пополнуваат 

цел ред и цела колона, додека 1kB   го нема ова својство. Следува дека 1kA   

пополнува цел ред или цела колона. Следува дека 1kA   има пресек со kB , што е 

контрадикција. 

 

40. Табелата со димензии n n , на чии единечни полиња се броевите 21,2,...,n  

(на секое поле точно по еден број и секој број се наоѓа на точно едно поле) ја 

нарекуваме добра ако сите производи од по n  броеви кои се наоѓаат на n  

„расфрлени“ полиња даваат ист остаток при делење со 2 1n  . Дали постои добра 
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табела за:  

а) 8n  ,     б) 10n  ?  

( n  полиња се „расфрлени“ ако ниту една редица и ниту една колона не содржи 

две од овие полиња.) 

Решение. а) Нека претпоставиме дека постои 

табела со димензии 8 8  таква што производот на 

секои 8 расфрлени броеви дава остаток r  по модул 
28 1 5 13   . Сите броеви во табелата можеме да 

ги поделиме на 8 дисјунктни множества од по 8 

расфрлени броеви. Меѓу овие множества постои 

едно кое содржи множител 13 и едно кое не содр-

жи таков множител. Производот на броевите во 

првото множество е делив со 13, а во второто не е 

делив со 13, противречност. Според тоа, добра 

табела со димензии 8 8  не постои.  

б) За 10n   бројот 2 1 101n    е прост. Да ја пополниме табелата како на 

цртежот десно, каде q  е примитивен корен по модул 101. Лесно се проверува дека 

производот на броевите во било кои 10 расфрлени полиња е конгруентен со 
495q  

по модул 101. Според тоа, ова е пример на добра 10 10  табела.  

 

41. Дадени се конечно многу точки во рамнината, такви што сите не припаѓаат 

на една права. На секоја точка и е придружен еден реален број. Збирот на 

броевите придружувани на точките што и припаѓаат на секоја права, која содржи 

барем две од дадените точки, е нула. Докажи дека сите придружени броеви на 

дадените точки се еднакви на нула.  

Решение. Нека на некоја точка X  и е придружен број xa . Да претпоставиме 

дека 0xa  . Без губење на општоста можеме да претпоставиме дека 0xa  . Низ 

X  ги повлекуваме сите прави кои содржат барем уште една точка од дадените. 

Нека xn  е бројот на сите прави низ X , а S  е збирот на сите броеви придружени 

на дадените точки. Бидејќи збирот на броевите придружени на точките кои што 

припаѓаат на права која содржи барем две од дадените точки е нула, следува дека 

збирот на броевие на сите xn  прави е нула. Оттука добиваме  

0x x xn a S a   , 

т.е.  

( 1) 0x xn a S   .             (1) 

Бидејќи 0xa  , постои точка Y  различна од X , така што 0ya 
 
(збирот на 

броевите од една права е еднаков на нула). И за точката Y  како и за точката X , 

важи  

( 1) 0y yn a S             (2) 

Од (1) и (2) добиваме: 

( 1) ( 1)x x y yn a n a   .         (3) 

Бидејќи сите точки не припаѓаат на една права, следува дека 1xn   и 1yn  . Ле-

вата страна во (3) е позитивна а десната страна е негативна. Добиената контрадик-
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ција со претпоставката дека постои точка X  на која и е придружен број различен 

од нула. Значи, сите придружени броеви на дадените точки се нула.  

 

42. Во внатрешноста на кружница со радиус 1 или на неа се наоѓаат 212 точки. 

Докажи дека постојат барем 2001 парови точки чие растојание е најмногу 1.  

Решение. Да ја поделиме единичната кружница на шест еднакви делови, така 

да на секој дел соодветствува централен агол од 60 . Притоа растојанието на 

секои две точки од ови делови е помало или еднакво на 1. Нека 1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a  

се броевите на точките во секој од шесте делови (ако точката припаѓа на заед-

ничката граница на два дела ќе земеме дека припаѓа на еден од овие делови, кој 

било). Притоа важи 1 2 3 4 5 6 212a a a a a a      . Според тоа, за секој 

1,2,3,4,5,6i   во i  от дел постојат точно 
( 1)

2
i ia a 

 парови точки, чие најголемо 

меѓусебно растојание е помало или еднакво на 1. Значи, дадените 212 точки 

формираат најмалку 
6

( 1)

2
1

i ia a

i





  парови точки чие растојание е најмногу 1.  

Да ја разгледаме функцијата 
( 1)

2
( )

x x
f x


 . Оваа функција е конвексна на 

целата реална права, па од неравенството на Јенсен следува  

1 2 3 4 5 6

106 106
3 3

6
( 1)

1 2 3 4 5 62
1

212
6 6

( 1) 106 103 10918
2 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 ( ) 6 ( )

6 2001,

i ia a

i

a a a a a a

f a f a f a f a f a f a

f f





    

 

     

 

    



 

што и требаше да се докаже.  

 

 

5.  РАСЕКУВАЊА  
 

1. Правилен шестаголник е поделен на 24 рамнострани 

триаголници како што е прикажано на цртежот десно. На 

19-те темиња на триаголниците им се придружени 19 раз-

лични броеви. Докажи, дека меѓу 24-те триаголници посто-

јат најмалку 7 такви, што за броевите , ,a b c  придружени на 

темињата на овие триаголници и земени во редослед 

спротивно од движењето на стрелките на часовникот важи 

a b c  .  

Решение. На секоја страна на триаголник од дадената поделба и придружува-

ме стрелка насочена лево од страната, ако по страната се движиме од теме со 

помал број кон теме со поголем број (цртеж долу лево). Ако броевите, запишани 

во темињата на некој триаголник, растат кога темињата ги обиколуваме во насока 

спротивна од насоката на движењето на стрелките на часовникот, тогаш кон вна-

трешноста на тој триаголник се насочени две стрелки, а ако се движиме во насока 

на стрелките на часовникот тогаш кон внатрешноста на триаголникот е насочена 

една стрелка (цртеж дол десно).  
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Нека имаме n  триаголници од првиот тип и m  триаголници од вториот тип, 

24m n  . Бидејќи вкупниот број на стрелки насочени кон внатрешноста на 

шестаголникот е 2 24N n m n     доволно е да докажеме дека 31N  .  

Стрелките кои соодветствуваат на 30 внатрешни отсечки на поделбата на 

шестаголникот лежат во внатрешноста на шестаголникот. Од останатите двана-

есет стрелки, соодветни на страните на триаголниците кои лежат на контурата на 

шестаголникот барем една мора да е насочена кон внатрешноста на шест-

аголникот. Во спротивно, за броевите 1 2 12, ,...,a a a  соодветни на темињата кои ле-

жат на контурата треба да важи 1 2 12 1...a a a a    , што не е можно. Значи, 

30 1 31N    .  

 

2. Рамностран триаголник со должина на страна ,n n
 

е поделен со прави паралелни на страните на рамнострани 

триаголници со должина на страна 1 ( за 5n   види цртеж).  

Колку најмногу отсечки со должина 1 и крајни точки во 

темињата на малите триаголници може да се отстранат така 

што да не постои триаголник со страни кои се наоѓаат меѓу 

отстранетите отсечки?  

Решение. Бројот на отсечките со должина 1, паралелни на секоја страна од 

триаголникот е еднаков на  
( 1)

2
1 2 ...

n n
n


    , 

што значи дека вкупниот број на отсечки со должина 1 е 

еднаков на 
3 ( 1)

2

n n
. Секои две отсечки, паралелни со две 

страни на почетниот триаголник не формираат мал триа-

голник, бидејќи секој мал триаголник се состои од три от-

сечки кои се паралелни на сите три страни. Според тоа, 

сигурно може да се отстранат 
3 ( 1)2

3 2
( 1)

n n
n n


    отсечки 

со должина 1.  

Ќе докажеме дека повеќе отсечки не може да се отстранат. Да штрафираме 

триаголници со должина на страна 1 како на цртежот. Овие триаголници ги 

содржат сите отсечки со должина 1, при што секоја отсечка припаѓа само на еден 

триаголник. Затоа, за да не може да се состави ниеден од штрафираните 

триаголници, во секој може да се отфрлат најмногу 2 отсечки. Според тоа, бројот 

на отстранетите отсечки не е поголем од 2
3

 од вкупниот број отсечки, т.е. не е 

поголем од 
3 ( 1)2

3 2
( 1)

n n
n n


   .  

 

3. Во внатрешноста на ABC  со плоштина еднаква на 1 е избрана произволна 

точка, која е поврзана со неговите темиња. Потоа во еден од добиените три три-
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аголници одново е избрана произволна точка и е поврзана со неговите темиња. Во 

секој чекор се избира произволна точка од внатрешноста на некој од до тој 

момент добиените триаголници и таа се поврзува со темињата на тој триаголник. 

Со n  да го означиме бројот на избраните точки.  

а) Докажи, дека ABC  е поделен на 2 1n  триаголници.  

б) За секои два триаголника од поделбата кои имаат заедничка страна пресме-

тан е збирот на нивните плоштини. Докажи, дека максималниот од добиените 

збирови е поголем или еднаков на 2
2 1n

.  

Решение. а) Во секој чекор триаголникот од кој се избира точка се дели на три 

нови триаголници, т.е. вкупниот број триаголници се зголемува за 2. Бидејќи во 

почетокот имаме само еден триаголник, после n  чекори вкупно ќе имаме 2 1n  

триаголници.  

б) Со индукција ќе докажеме дека ако извадиме произволен триаголник, тогаш 

останатите триаголници може да бидат групирани по парови така што 

триаголниците во еден секој пар имаа заедничка страна.  

1) За 1n   тврдењето е очигледно.  

2) Нека тврдењето е точно за n k . Ќе докажеме дека тоа е точно и за 

1n k  . Нека во 1k   от чекор сме додале точка O  во MNP . Од добие-

ната поделба да извадиме произволен XYZ . Ако XYZ  е некој од 

,OMN OMP  или ONP (без ограничување на општоста можеме да сме-

таме дека тоа е OMN ), тогаш да ја разгледаме конфигурацијата во k  от 

чекор со изваден MNP .  

Согласно индуктивната претпоставка остнатите триаголници можат да 

бидат групирани во парови со заедничка страна. Останува да го додадеме 

парот ( , )OMP ONP . Ако XYZ  е различен од ,OMN OMP  и ONP , 

тогаш ја  разгледуваме конфигурацијата во k  от чекор со изваден XYZ . 

Согласно индуктивната претпоставка останатите триаголници може да 

бидат групирани во парови со заедничка страна. Нека MNP  е во пар со 

QMN . Тогаш парот ( , )QMN MNP  го заменуваме со паровите ( ,OMN

)QMN  и ( , )OMP OPN . Значи и во овој случај тврдењето важи, со што 

доказот е завршен.  

Бидејќи плоштината на ABC  е еднаква на 1, заклучуваме дека постои делбен 

триаголник со минимална плоштина која не е поголема од 1
2 1n

. Да ги разгледаме 

сите триаголници од поделбата без тој со минимална плоштина. Согласно 

претходно докажаното останатите триаголници може да се групираат во парови со 

заедничка страна. Бидејќи имаме n  такви паровисо вкупна плоштина поголема 

или еднаква на 21
2 1 2 1

1 n
n n 

  , добиваме дека максималниот збир на плоштините 

на два триаголника во еден пар е најмалку  
21 2

2 1 2 1
n

n n n 
 . 

 

4. Во рамнината се дадени n  прави такви што секои две прави се сечат и 

никои три немаат заедничка точка (прави во општа положба). На колку делови 

овие прави ја делат рамнината?  
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Решение. Нека nx  е бројот на деловите на кои n те прави ја делат рамнината. 

Тогаш важат следниве равенства 1 12, n nx x x n   , за 2n  .   

Навистина, нека 1, ,..., np p p  се прави во рамнината за кои важат условите на 

задачата. Правите 1 1, ,..., np p p   ја делат рамнината на 1nx   деловии ја сечат 

правата np  во 1n  точка. Овие 1n  точка ја делат правата np  на n  делови, а 

секој од нив дели еден од претходно воочените 1nx   делови на рамнината на два 

нови дела. Затоа со додавање на правата np  бројот на деловите во рамнината се 

зголемува за n . Конечно, ако ги собереме равенствата 1k kx x k  , за 2,...,k n  

добиваме  
2( 1) 2

2 2
2 2 3 4 ... 1

n n n n
nx n

           . 

 

5. Во просторот се дадени n  рамнини такви што секои три рамнини се сечат и 

никои четири немаат заедничка точка (рамнини во општа положба). На колку 

делови овие рамнини го делат просторот?  

Решение. Нека nx  е бројот на деловите на кои n те рамнини го делат 

просторот. Тогаш 1 2x  . Нека се дадени n  рамнини за кои се исполенти услвоите 

на задачата. Првите 1n  рамнини го делат просторот на 1nx   делови и ја сечат 

n тата рамнина во 1n  права. Според претходната задача овие 1n  ја делат 

n тата рамнина на 
2 2

2
n n   делови и секој од овие делови го дели просторот на 

два нови дела. Затоа со додавање на новата рамнина бројот на деловите во про-

сторот се зголемува за 
2 2

2
n n  . Значи, 

2 2
1 2

n n
n nx x  

  , за 2n  . Конечно, ако 

ги собереме равенствата 
2 2

1 2
k k

k kx x  
  , за 2,...,k n  добиваме 

2 21 1
2 6

2

2 ( 2) ( 1)( 6)
n

n
k

x k k n n n


        . 

 

6. Дадена е точка T  во просторот. На колку најмногу делови може да биде 

поделен просторот со n  рамнини кои минуваат низ точката T ?  

Решение. Да земеме дека низ точката T  минуваат n  рамнини кои просторот 

го делат на најголем број можни делови и да земеме една од овие рамнини, која ќе 

ја означиме со  .  

Заради центраЛната сметрија на целата конфигурација во однос на T  доби-

ваме дека секој од двата дела на кои просторот е поделен со   има еднаков број 

делови ( )M n  определени со дадените n  рамнини.  

Повлекуваме рамнина   паралелна на  , ( )  . Според условот на за-

дачата рамнината  , освен  , ги сече сите дадени рамнини, при што добиваме 

1n  пресечна права. Јасно, со овие прави рамнината   ќе биде поделена на 

еднаков број делови колку што има делови просторот од онаа страна на   на која 

се наоѓа  , т.е. на ( )M n . Очигледно, важи и обратнот, т.е. со задавање на ,T   и 

  каде   е поделена со 1n  права секогаш може да се најдат 1n  рамнини низ 
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T  кои   ќе ја сечат точно во зададените прави.  

Значи, задачата се сведува на тоа да се определи на колку најмногу делови 

рамнината може да биде поделена со 1n  права. Тој број да го означиме со 

( 1)N n . Според задача ** имаме  

( 1)

2
( 1) 1

n n
N n


   . 

Конечно, бараниот број е еднаков на  
( 1) 2

2
2 ( ) 2 ( 1) 2(1 ) 2

n n
M n N n n n


       . 

 

7. Во рамнината се дадени n  кружници такви што секои две се сечат во две 

точки и било кои три немаат заедничка точка. На колку делови ја делат рамнината 

овие n  кружници?  

Решение. Нека nx  е бројот на деловите на кои е поделена рамнината со n  

кружници кои го задоволуваат условот на задачата. Бидејќи n те кружници ја 

сечат ( 1)n  та кружница во n  парови точки и тие истата ја делат на 2ny n  

делови, добиваме дека ( 1)n  та кружница сече 2ny n  од nx  деловите на кои е 

поделена рамнината со n те кружници. Затоа,  

1 2n n n nx x y x n     .          (1) 

Ако во равенството (1), наместо n  последователно ставиме 1,...,2,1n  и ги 

собереме добиените равенства наоѓаме 2 2nx n n   . 

 

8. Даден е конвексен n аголник таков што било кои три негови дијагонали не 

се сечат во една точка. Определи го бројот на отсечките на кои сите дијагонали на 

n аголникот се поделени со пресечните точки.  

Решение. Нека 1 2... nA A A  е конвексен n аголник. Дијагоналата 1 kA A , каде 

3 1k n   , останатите дијагонали ги сече во ( 2)( )k n k   точки и притоа се 

добиваат ( 2)( ) 1k n k    отсечка. Според тоа, бараниот број отсечки е еднаков на  

21
( 3)( 3 8)

2 12
3

(( 2)( ) 1)
n

n n n nn

k

k n k


  



    . 

9. На колку начини со своите дијагонали е поделен конвексен n аголник 

таков што било кои три негови дијагонали не се сечат во една точка.  

Решение. Прв начин. Конвексниот ( 1)n  аголник 1 2 1... n nA A A A   со дијаго-

налата 1 nA A  е поделен на n аголникот 1 2... nA A A  и триаголникот 1 1n nA A A  . Нека 

nx  е бројот на деловите на кои од своите дијагонали е поделен n аголникот 

1 2... nA A A . Лесно се докажува дека  

1 ( 1) 1 ( 2) 2 ( 3) ... ( 3) 2 ( 2) 1n nx x n n n n n                 . 

Понатаму, последната формула можеме да ја запишеме во видот  
3 2( 1)( 2) 4

1 6 6 2 3
( 1) 1

n n n n n n
n n nx x n x

 
          .    (1) 

Ако со помош на (1) последователно ги изразиме 1 3, ,...,n nx x x  и ги собереме 

добиените равенства после средувањето добиваме  
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2( 1)( 2)( 3 12)

24

n n n n
nx

   
 .  

Втор начин. Конвексниот n аголникот има 
( 3)

2

n n
 дијагонали. Меѓу множе-

ството 1S  на пресечните точки на дијагоналите на конвексниот n аголник кои се 

наоѓаат во внатрешноста на n аголникот и множеството комбинации од четврта 

класа од n  елементи постои биекција. Затоа 1 4| | ( )nS  . Да ги конструираме сите 

дијагонали на конвексниот n аголник една по друга. Со конструкцијата на секоја 

нова дијагонала се добиваат онолку нови области колку што е бројот на деловите 

на кои таа дијагонала ја делат веќе конструираните дијагонали, а тој број е за еден 

поголем од бројот на пресеците на новата дијагонала со претходно 

конструираните дијагонали. Според тоа, бројот на областите, кој на почетокот 

беше еднаков на 1, со конструкцијата на сите дијагонали се зголемува за збирот на 

бројот сите дијагонали и бројот на сите пресечни точки, што значи дека тој е 

еднаков на  
2 2( 3) 12( 3 2) ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3 12)

42 24 24
1 ( )

n n n n n n n n n n n nn          
    . 

 

10. Конвексен n -аголник е разделен на триаголници со дијагонали кои не се 

сечат меѓу себе. Секое теме на n -аголникот е теме на непарен број на делбени 

триаголници. Определи ги сите можни вредности за n .    

Решение. Јасно е дека 3n   е тривијално решение на задачата. За 4n   може 

да се повлече најмногу една дијагонала која не се сече со останатите негови 

дијагонали. Но тогаш постојат две темиња на четириаголникот кои се темиња на 

по два делбени триаголници.  

Во случајот 5n   секоја повлечена дијагонала го дели петаголникот на два 

многуаголници од кои едниот е триаголник а едниот е четириаголник  Ако имаме 

поделба што го задоволува условот на задачата имаме и една дијагонала. Во чети-

риаголникот, што се добива со повлекување на таа дијагонала, е повлечена нај-

многу уште една дијагонала која е делбена. Не е тешко да се провери дека во сите 

претходно опишани можни случаи секогаш ќе се јави теме од 5 -аголникот, кое е 

теме на парен број на делбени триаголници.  

Според тоа 5n  . Во даден n -аголник секоја негова дијагонала го дели на два 

многуаголници. Ако имаме поделба што го задоволува условот на задачата, не 

постои дијагонала која го дели n -аголникот на два многуаголници од кои едниот 

е четириаголник. Нека претпоставиме спротивно, т.е. дека имаме поделба на n -

аголникот кој го задоволува условот од задачата, при што постои делбена дија-

гонала која n -аголникот го дели на два многуаголници од кои едниот е четири-

аголник. Тој четириаголник е поделен на два триаголници со една од двете негови 

дијагонали. Не е тешко да се види дека едно од темињата на четириаголникот е 

теме на парен број на триаголници кои се делбени за n -аголникот. Тоа не е 

можно, па според тоа таква дијагонала не постои. 

Од друга страна секогаш постои триаголник формиран од една делбена дијаго-

нала (зошто?). 

Нека d  е делбена дијагонала таква што еден од двата многуаголници 

1 2... kA A A  е со најмал број на страни во однос на сите други многуаголници што се 
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добиваат кога делбена дијагонала го дели n -аголникот на многуаголници. Значи 

1 kd A A  и секоја друга делбена дијагонала 'd  го дели n -аголникот на два мно-

гуаголници кои што немаат помалку страни од 1 2... kA A A .  

Од почетната дискусија јасно е дека 5k  . Нека претпоставиме дека 5k  . 

Бидејќи 1 2... kA A A  е разделен на триаголници, на една негова делбена дијагонала 

крај е или 1A  или kA . Во тој случај 1 2... iA A A , i k  или 1...k k k iA A A  , 1 2i k    

е многуаголник кој е добиен со делбена дијагонала на n -аголникот. Тоа е во 

спротивност со минималноста на 1 2... kA A A . Значи, 5k  , односно 5k  .  

Отсечката 1 5A A  е страна на делбен триаголник на 1 2 3 4 5A A A A A , и заради избо-

рот на 1 2 3 4 5A A A A A  тој не може да е 1 5 4A A A  или 1 5 2A A A . Единствена можност е 

1 3 5A A A . Во тој случај делбени триаголници се 1 2 3A A A , 1 3 5A A A  и 5 4 3A A A .  

Темињата 1A  и 5A  во 1 2 3 4 5A A A A A  се темиња на по 2 делбени триаголника. 

Заради тоа, ако ги исфрлиме темињата 2 3 4, ,A A A  ќе добиеме ( 3n )-аголник кој е 

разделен на триаголници според условот на задачата, односно условот за не-

парност на 1A  и 5A  нема да се наруши.  

Оваа постапка можеме да ја повторуваме последователно при што во секој сле-

ден чекор n  ќе се намалува за 3. Во крајниот можен чекор ќе го добиеме бројот 3. 

Не може да се добие ниту 5 ниту 4 бидејќи тоа би значело дека постои 5-аголник 

или 4-аголник кој го исполнува условот на задачата. Но тоа е во спротивност со 

првиот дел на решението. Значи за некое p  ќе имаме 3 3n p  , т.е. 3( 1)n p  . 

Конечно потребен услов е 3 | n , а не е тешко да се докаже дека тој услов е и 

доволен.  

 

11. Во рамнината е даден квадрат, чии страни се хоризонтални и вертикални. 

Во квадратот се наоѓаат неколку отсечки, паралелни со страните и такви што ни-

кои две отсечки не лажат на иста права и не се сечат во точка, која е внатрешна и 

за двете отсечки. Се покажало, дека отсечките го разбиваат квадратот на пра-

воаголници, при што секоја вертикална права, која го сече квадратот и не содржи 

отсечки од разбивањето пресекува точно k  правоаголници од разбивањето, а 

секоја хоризонтална права, која го сече квадратот и не содржи отсечки од разби-

вањето пресекува точно l  правоаголници од разбивањето. Определи го бројот на 

правоаголниците во разбивањето.  

Решение. Да фиксираме една хоризонтална отсечка I  и нека I  учествува во 

a  правоаголници над неа и во b  правоаголници под неа. Ќе докажеме дека a b . 

Нека h  е хоризонтална права, која на почетокот минува низ горната страна на 

квадратот и да почнеме да ја движиме паралелно надолу. Во моментот, кога 

правата минува низ I  (според условот во тој момент таа минува само низ I ), 

бројот на правоаголниците пресечен од h  се намалува за a  и се зголемува за b . 

Бидејќи според условот бројот на пресечените правоаголници е константен, 

добиваме дека a b .  

Со индукција по k , ќе докажеме дека бараниот број е kl . За 1k   тврдењето е 

очигледно. Нека 1k  . Да ги разгледаме правоаголниците од разбивањето, кои 

имаат една страна врз долната страна на разбивањето. Јасно, вакви правоаголници 
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има точно l  (хоризонтална права, која е доволно блиска до долната страна, ги 

сече само нив). Разгледуваните правоаголници да ги разбиеме на групи од соседи 

со еднакви висини. Секоја таква група има за горна граница некоја од дадените 

отсечки.  

Да разгледаме една таква група чија горна граница е отсечката I . Да забеле-

жиме, дека вертикалните отсечки, кои ја ограничуваат групата, продолжуваат 

нагоре над I . Навистина, ако е точно обратнмото, на пример ако горниот крај на 

левата вертикална отсечка J  лежи на I , тогаш оддесно на J  се допира еден 

правоаголник, а одлево се допираат повеќе правоаголници, бидејќи J  е граница 

на групата. Последното противречи на претходно докажаното.  

Да ја отсраниме разгледуваната група и да ги продолжиме правоаголниците 

над I  до долната страна на квадратот. Бидејќи под I  и над I  имаме еднаков број 

на правоаголници, секоја хоризонтална права се уште пресекува точно l  пра-

воаголници.  

Да ја извршиме опишаната операција со сите групи. На таков начин отстранив-

ме точно l  правоаголници, а притоа секоја вертикална права ќе пресекува по еден 

правоаголник помалку, т.е. ќе пресекува 1k   правоаголници. Од индуктивната 

претпоставка следува дека бројот на преостанатите правоаголници ќе биде ( 1)k l  

и ако ги додадеме првично отстранетите правоаголници, добиваме дека имаме 

( 1)k l l kl    правоаголници.  

 

12. Да се најде максималниот број на правоаголници со страни 1  и 210  кои 

може да се исечат од правоаголник со страни 50 и 90 со сечења, паралелни на 

страните на почетниот правоаголник.  

Решение. Правоаголникот ABCD  да го поставиме во координатен систем, та-

ка што неговите темиња да имаат кординати ),50,0(),0,0( BA  (90,50),C  (90,0)D . 

Прво ќе докажеме како од правоаголникот може да се исечат 315 правоаголници 

со страни 1  и 210 . Бидејќи 210690  . Можеме да го поделиме ABCD  на два 

правоаголника со димензии 26050  и 50)26090(  . Од првиот четириагол-

ник со хоризонтални прави на растојание 1 една од друга можеме да исечиме 50 

ленти со димензија 2601 , после што од секоја лента можеме да исечиме по 

шест правоаголници со димезии 2101 . Според тоа, првиот правоаголник ќе го 

поделиме на 300650   правоаголници со димензии 2101 . Бидејќи 

526090   и 210350   од вториот правоаголник можеме да исечиме 

правоаголник со димензии 2305  од кој потоа сечиме 1535   правоаголници 

со димензии 2101 , што значи дека исековме 315 правоаголници со димензии 

2101 .  

Ќе докажеме дека 315 е максималниот број правоаголници со димнзии 

2101  кои можеме да ги исечиме од дадениот правоаглник со димензии 9050 . 

Да ги разгледаме пресеците на правите со равенки  

210:1  yxL , 220:2  yxL , ..., 290:9  yxL  
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со правоаголникот ABCD . Да забележиме, дека од 50902100   следува дека 

правата чија равенка е 2100 yx  не го сече правоаголникот ABCD .  

Бидејќи секоја од горните прави зафаќа агол од 
045  со координатните оски, не 

е тешко да се докаже дека збирот на отсечките од овие прави, кои лежат во право-

аголник 2101  со страни паралелни на координатните оски, е 2 . Да ја 

означиме должината на отсечката од правата iL , која лежи во внатрешноста на 

правоаголникот ABCD  со il . Со елементарни пресметувања наоѓаме дека 

1802140,1602140,1402140

,250,60,40,20

987

654321





lll

llllll
 

Со собирање наоѓаме, дека вкупната должина во 

внатрешноста на правоаголникот ABCD  е еднаква на 

3602570  . Бидејќи еден правоаголник со димензии 

2101  во себе содржи отсечка со вкупна должина 

2 , ако имаме t  правоаголници, тогаш  

36025702 t , 

што значи дека  

315][
2

3602570  t , 

што и требаше да се докаже.  

 

13. Разгледуваме разбивања на квадрат со должина на страна 2012 на право-

аголници кај кои едната страна е со должина 1, а другата е со целобројна должина. 

Колку најмногу такви разбивања може да се направат така што никои две 

разбивања немаат идентични правоаголници на исто место? 

Решение. За правоаголникот кој го покрива долниот лев агал има 4023 

можности. Од друга страна, пример на 4023 разбивања кои ги задоволуваат 

условите е прикажан на долниот. Според тоа, одговорот е 4023. 

 
 

14. Од квадрат со димензии n n  е отстранет еден квадрат со димензии 1 1  

кој содржи едно теме на квадратот. Определи го најмалиот број на складни меѓу 

себе триаголници на кои може да се раздели добиената фигура.   

Решение. Нека темиња на квадратот се ABCD  и нека е отстрането едно квад-

ратче кое содржи теме на квадратот. Нека е тоа во темето C ,  т. е.  нека е отстра-

нето квадратче EFCG  како на цртежот долу. Бидејќи фигурата е разделена на 

еднакви триаголници,  тогаш отсечките EF  и EG  се или страни на некои од тие 
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триаголници или се делови од страни од делбените триаголници. Без ограничува-

ње на општоста можеме да претпоставиме дека EF  е дел од страна на триагол-

ник. Тогаш таа страна е дел од отсечката FH . Во тој случај отсечката EG  е  стра-

на на триаголник.  Значи,  една страна на делбените триаголници има должина 1 .  

Најголема висина на делбените триаголници,  во тој случај е 1n ,  а најголема 

можна  плоштина на делбените триаголници е 
1( 1)

2

n
P


 .   

Ако бројот на делбени триаголници е N  и нивната 

плоштина е S , тогаш 2 1N S n   , каде 2 1n   е плош-

тината на фигурата која ја разделуваме. Според тоа 
2 1n
N

S   и 
2 1 1

2
n n

N
  . Конечно 2( 1)N n  . Значи,  бро-

јот на делбени триаголници не е помал од 2( 1)n .  Ра-

венството 2( 1)N n   лесно се реализира, т. е.  постои 

поделба на 2( 1)n  триаголник.  Една таква поделба е 

дадена на цртежот десно. 

 

15. Да се определи најмалиот природен број n , таков што за секој природен 

број p , p n  даден квадрат може да се раздели на p  квадрати (не мора делбе-

ните квадрати да се еднакви). 

Решение. Најмалиот природен број n , на кој може да се раздели даден 

квадрат на ,p p n  квадрати е 6n  .   

Јасно е дека секој квадрат може да се раздели на четири квадрати (види црт. 1).  

цртеж 1            цртеж 2          цртеж 3 

За секој природен број k , 2k   даден квадрат може да се раздели на 2k  

квадрати, односно на 2 3k   квадрати. Навистина, на две страни на квадратот со 

страна a кои што имаат заедничко теме, ќе конструираме по k  еднакви квадрати 

во внатрешноста на дадениот квадрат (секоја од страните ќе ја поделиме на k  

еднакви отсечки и над секоја отсечка ќе конструираме квадратче во внатрешноста 

на  дадениот квадрат). На тој начин ќе имаме 2 1k   мали квадрати со страни a
k

,  и 

еден квадрат со страна 
( 1)k a

k


. На пример за 4k   види цртеж 2. Ако големиот 

квадрат го поделиме на четири еднакв квадрати, тогаш квадратот со страна a  ќе 

A B

CD

A B

CD

E F

G

A B

CD

E F

G

H

J

...

aa
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биде разделен на 2 3k   квадрати. За случајот 4k   види цртеж 3. Според тоа, 

поделба е можна за секој природен број од низите  

4, 6, 8,10,12, ..., 2 , ...k  и 7, 9,11,13,15, ..., 2 3, ...k   

Јасно е дека поделба на два и три квадрати не е можна.  

Ќе покажеме дека не е можна поделба на даден квадрат на 5  квадрати. Тоа ќе 

го направиме во неколку чекори. Нека претпоставиме дека квадратот со страна a  

е подлен на пет квадрати.  

1 Нека претпоставиме дека над една страна на почетниот квадрат се констру-

ирани два квадрати со еднаква должина на страна (види цртеж 4). Преостанатиот 

дел од квадратот кој не е препокриен е правоаголник со страни a  и 
2
a .  

Ако над помалата страна на правоаголникот се конструирани два квадрати со 

еднаква должина на страна, тогаш квадратот е поделен на пет дела од кои еден е 

правоаголник со страни 
2
a  и 3

4
a (види цртеж 5).  

Ако над помалата страна се конструирани два квадрати со различни страни, 

тогаш квадратот е разделен на пет дела од кои едниот дел не е квадрат (види 

цртеж 6).  

Ако над помалата страна од правоаголникот се конструирани повеќе од два 

квадрати, тогаш почетниот квадрат е поделен на повеќе од пет дела.  

         цртеж 4       цртеж 5    цртеж 6 

 

Според тоа ваква поделба не е можна.  

2 Нека претпоставиме дека над една страна на почетниот квадрат, во неговата 

внатрешност, се конструирани два квадрати со различни должини на страни (види 

цтреж 7).  

Ако над страната на најмалиот квадрат конструираме еден квадрат, тогаш 

преостанатиот дел на квадратот со една линија не може да се подели на два 

квадрати дури и во случајот кога почетните конструирани квадрати се со страни 
2
3

a  и 1
3

a  (види цртеж 8).  

      цртеж 7          цртеж 8 

 

Ако над страната на најмалиот квадрат се конструирани два квадрати(без 

разлика дали се со еднаква или различна страна) тогаш квадратот е разделен на 

пет дела од кои едниот не е квадрат (види цртеж 9 и цртеж 10).  

Според тоа, поделба на пет квадрати во која над една страна на квадратот се 

конструирани два квадрати не е можна.  



Комбинаторика  

 

  151  

       цртеж 9    цртеж 10 

3 Нека над една страна на квадратот се конструирани три еднакви квадрати 

(види цртеж 11). Преостанатиот дел од квадратот е правоаголник со страни 
2

3
a  и 

a . Во овој случај, очигледно преостанатиот правоаголник не може да се подели 

на два квадрати. Според тоа ваква поделба не е можна.  

           цртеж 11 

Останатите случаи кога се конструирани три квадрати од кои два имаат 

еднакви страни и сите три страни се различни се разгледуваат и дискутираат 

аналогно како во претходните случаи. Направи го тоа сам и увери се! 

Конечно, најмалиот природен број со бараното својство е 6n  .  

 

16. Докажи дека за секој природен број n , 6n  , квадрат може да се раздели 

на n  помали квадрати (така што плоштината на квадратот е збир од плоштините 

на помалите квадрати), но не може да се раздели на 5 помали квадрати.   

Решение. Можеме да претпоставиме дека квадратот Q  има должина на страна 

1 . Ако 2k  , тогаш лентите со ширина 1
k

 до две соседни страни на квадратот 

можеме да ги поделиме на 2 1k   квадрати со страна 1
k

, како на цртежот. 

Остатокот од површината на Q  е пак квадрат (означен на цртежот со 0Q ). Со ова 

покажавме дека квадратот може да се подели на 2k ( 2k  ) квадрати.  

Понатаму, ако квадратот 0Q  го поделиме на 4 еднакви квадрати, тогаш тие 

заедно со квадратите со страна 1
k

 ќе дадат поделба на квадратот Q  на 2 3k   

квадрати ( 2k  ). Со ова покажавме дека  Q  може да се подели и на произволен 

непарен број ( 7 ) квадрати.  

a

a

a

a

b

b

b

b

c

c
c

cd

d

d
d

Q

1

k x

x
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Сега да претпоставиме дека квадратот Q  може да се подели на 5 помали 

квадрати. Јасно е дека овие квадрати мора да имаат страна паралелна со страните 

на квадратот. Можни се следниве два случаи: 

1) Ниту еден од квадратите да не биде целосно во внатрешноста на Q  како 

што е прикажано на цртежот. Ова не е возможно бидејќи  

a b b c d a c d x        , 

повлекува дека страната на средниот квадрат е 0x  .  

2) Некој од квадратите (а можно е само еден) да биде исцело во внатрешноста 

на квадратот Q (како на цртежот) што повторно не е можно бидејќи  

a b b c c d d a        

повлекува дека a c  и b d , па понатаму бидејќи плоштината на квадратот Q  е 

еднаква на збирот од плоштините на помалите квадраати имаме  
2 2 2 2 2 2( )a b a b a b x      , 

т.е. 2 2( )x a b   , од каде 0x  .  

  

17. Нека n , 4n  . Докажи дека секој тетивен четириаголник може да се 

подели на n  тетивни четириаголници. 

Решение. Нека A  е најмалиот агол на четириаголникот, а останатите темиња 

се ,B C  и D . Низ точката A , во внатрешноста на аголот DAB  повлекуваме по-

луправа. На таа полуправа постои точка 1A  таква што правите низ точката 1A  

паралелни со страните AB  и AD   ги сечат страните BC  и CD  соодветно.  Да ги 

означиме пресечните точки со 1B  и 1D . Четириаголникот 1 1 1A B CD  е тетивен, 

бидејќи има агли еднакви со соодветните агли на четириаголникот ABCD . 

Понатаму, бидејќи DAB  е најмалиот агол на четириаголникот ABCD  тогаш 

1 1DAA D DA . На страната AD  постои точка K , таква што 1 1DKA D DK . 

Слично, на страната AB   постои точка L , таква 

што 1 1A LB LBB . Четириаголникот 1ALA K  е 

тетивен, бидејќи  

1 1 ( ) ( )

2 ( ) .

ALA A KA ABC CDA

ABC CDA

    

    
 

Четириаголникот 1 1A D DK  е исто така тетивен, 

затоа што е рамнокрак трапез (како и 1 1LBB A ). 

Конечно, рамнокракиот трапез 1 1LBB A  го делиме 

на 3n  рамнокраки трапези од кои секој е теивен.  

 

18. Рамнината е поделена на области со конечен број прави, такви што не 

постојат три прави кои минуваат низ иста точка. За две области ќе велиме дека се 

соседни ако нивната заедничка граница е отсечка, полуправа или права. Во секоја 

област е запишан цел број така што се исполенти следниве услови:  

1) производот на броевите во соседните области е помал од нивниот збир,  

2) збирот на сите броеви од секоја страна на произволна права е еднаков на 

нула.  
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Докажи дека тоа е можно ако и само ако сите прави не се паралелни.  

Решение. Ако сите прави се паралелни, тогаш од условот 2) следува дека сите 

броеви мора да бидат еднакви на нула, но тогаш не важи условот 1), па значи не е 

можно да се запишат цели броеви така што се исполенти условите 1) и 2). 

Сега ќе го конструираме бараното запи-

шување на броевите при кое се исполнети 

условите 1) и 2). На почетокот во рамнината 

да фиксираме точка A  која не лежи ниту на 

една од дадените прави. За произволна област 

R  земаме точка B  внатре во областа. Јасно, 

бројот Rk  на прави кои ја сечат отсечката 

AB  не зависи од изборот на точката B . 

Освен тоа, за секои две соседни области R  и 

S  важи 1R Sk k  .  

На областа R  и го доделуваме бројот ( 1) Rk
Ru  , каде Ru  е бројот на аглите на 

областа R  (на пример, види цртеж). Ќе докажеме дека ова доделување на целите 

броеви ги задоволува условите на задачата.  

1) По конструкција, броевите a  и b  доделени на две соседни области се со 

различен знак, да кажеме 0a b  , па затоа ab a a b   .  

2) Во секој агол на секоја област R  го запишуваме бројот ( 1) Rk
 . Збирот на 

броевите во областите од една страна на права p  е еднаков на збирот на 

броевите во сите агли на таа страна на правата. Бидејќи во секоја пресечна 

точка збирот на броевите во аглите (имаме 2 или 4 броја) е еднаков на 0, 

добиваме дека вкупниот збир исто така е еднаков на 0.  

 

19. Дадени се 5n   рамнини, такви што било кои три имаат точно една заед-

ничка точка и не постојат четири рамнини кои минуваат низ една точка. Докажи 

дека меѓу деловите на кои просторот e разделен со дадените рамнини има барем 
2 3

4
n  тетраедри.  

Решение. Секој дел од просторот заграден со рамнини од дадените n  рамнини 

а кој не е пресечен со рамнина од преостанатите рамнини го нарекуваме клетка на 

поделбата. Според условите од задачата било кои четири рамнини од дадените n  

рамнини определуваат единствен тетраедар. Бројот на тетраедри определени со 

овие n  рамнини е еднаков на 4( )n
. Ако секој од овие тетредри е делбена клетка на 

просторот, тогаш задачата е решена, бидејќи за 5n   важи 2
4 4

( )n n . Меѓутоа 

може да се случи некој од овие тетраедри определен со четири рамнини, петта 

рамнина да го дели на два дела при што и двата дела да не се тетредри, а да се 

делбени клетки на простор (нацртај цртеж). 

Единствената заедничка точка на три рамнини избрани од дадените n  рамни-

ни ќе ја нарекуваме врв. За секоја рамнина   од дадените n  рамнини ќе го раз-

гледаме врвот A  кој е најмало растојание до неа. Таквиот врв е определен со три 

рамнини кои заедно со дадена рамнина   определуваат тетраедар ABCD  (

, ,B C D ).  
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Ако некоја рамнина   различна од дадените четири рамнини го сече тетра-

едарот ABCD , тогаш тоа сече некое од ребрата , ,AB AC AD  со што би добиле врв 

S  кој е поблиску до   од врвот A . Тоа е во спротивност со изборот на точката 

A . Значи, таква рамнина   не постои. Според тоа ABCD  е делбена клетка.  

Рамнината   го дели просторот на два полупростори. Ако точката A  припаѓа 

на еден од полупросторите, тогаш постои точка W  која е врв и е на најмало расто-

јание од сите врвови кои се наоѓаат во  полупросторот во кој не лежи A . Трите 

рамнини кои го определуваат W  заедно со рамнината   определуваат тетраедар 

WXYZ  кој не го сече ниту една од преостанатите рамнини. Според тоа и тој те-

траедар е делбена клетка.  

Ако се случи во некој од полупросторите определен со рамнина од дадените n

-рамнини да нема врв, тогаш таа рамнина ќе ја нарекуваме крајна.  

Не е можно да има повеќе од три крајни рамнини. Ако има четири крајни рам-

нини, тогаш тие определуваат единствен тетраедар кој ќе го наречеме “краен”. 

Било која друга рамнина од n -те рамнини различна од четирите крајни рамнини, 

не може сите шест ребра на “крајниот” тетраедар да ги пресече во точки кои ќе ле-

жат на иста страна од крајните рамнини како и најблискиот врв до неа. Според 

тоа, барем една од крајните рамнини нема да е крајна. Значи, може да има нај-

многу три крајни рамнини.  

Значи, секоја рамнина генерира два тетраедри кои се клетки на просторот, 

освен трите крајни рамнини кои генерираат по еден . Секој од нив го броиме по 

четири пати (за секоја рамнина која го определува по еднаш). Според тоа, бројот 

на тетраедри е еднаков на 2 3
4
n .  

 

20. Најди правило за пресметување на бројот ( )P n  на начините, со кои конвек-

сен n  аголник може да биде поделен на триаголници со негови дијагонали кои 

не се сечат.  

Решение. За триаголник овој број очиглед-

но е еднаков на еден, т.е. (3) 1P  .  

Нека претпоставиме дека сме ги опреде-

лиле броевите ( )P k , k n . За да го опреде-

лиме бројот ( )P n  ќе го разгледаме конвекс-

ниот n  аголник 1 2... nA A A . При секоја негова 

поделба на триаголници страната 1 2A A  ќе 

биде страна на еден од добиените триаголни-

ци, чие трето теме може да се совпадне со секоја од точките 3 4, ,..., nA A A . Притоа, 

бројот на начините на поделба на n  аголникот, при кои третото теме на триагол-

никот ќе се совпадне со точката 3A  е еднаков на бројот на начините на поделбата 

на ( 1)n   аголникот 1 3 4... nA A A A , т.е. тој е еднаков на ( 1)P n  . Бројот на начини-

те на поделба, при кои третото теме ќе се совпадне со точката 4A  е еднаков на 

бројот на начините ( 2)P n   на поделба на ( 2)n   аголникот 1 4... nA A A  помно-

жен со бројот на поделба (3)P  на триаголникот 2 3 4A A A  (зошто?). Бројот на начи-

ните на поделба, при кои третото теме се совпаѓа со точката 5A  е еднаков на 
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( 3) (4)P n P , бидејќи секоја поделба на ( 3)n   аголникот 1 5... nA A A  се комби-

нира со секоја поделба на четириаголникот 2 3 4 5A A A A . Продолжувајќи ја постап-

ката ја наоѓаме релацијата:  

( ) ( 1) ( 2) (3) ( 3) (4) ... (4) ( 3) (3) ( 2) ( 1)P n P n P n P P n P P P n P P n P n              (3) 

Ако ја искористиме релацијата (3) последователно наоѓаме:  

(4) (3) (3) 2,

(5) (4) (3) (3) (4) 5,

(6) (5) (4) (3) (3) (4) (5) 14,

(7) (6) (5) (3) (4) (4) (3) (5) (6) 42,

(8) (7) (6) (3) (5) (4) (4) (5) (3) (6) (7) 132   itn.

P P P

P P P P P

P P P P P P P

P P P P P P P P P

P P P P P P P P P P P

  

   

    

     

      

 

 

21. а) На колку делови n  точки ја делат правата.  

б) На колку делови ја делата рамнината n  прави такви, што секои две од нив 

се сечат и никои три немаат заедничка точка (прави во општа положба) 

в) На колку делови го делат просторот n  рамнини такви, што секои три 

размнини се сечат и никои четири рамнини немаат заедничка точка (рамнини во 

општа положба).  

Решение. а) Ако со 1( )F n  го означиме бараниот број, тогаш очигледно 

1( ) 1F n n  .  

б) Една права ја дели рамнината на два дела.  

Нека претпоставиме,дека е познат бројот 2( )F n  на деловите, на кои n  прави 

во општа положба ја делат рамнината и нека се дадени 1n   права во општа по-

ложба. Првите n  прави ја делат рамнината на 2( )F n  делови, а според условот 

( 1)n   та права p  ги сече останатите n  прави во n  различни точки. Според 

задачата под а) овие n  точки ја делат правата p  на 1( ) 1F n n   делови. Според 

тоа, правата p  сече 1( ) 1F n n   од веќе добиените делови на кои првите n  прави 

ја делат рамнината и истите ги удвојува, што значи дека таа на веќе добиените 

2( )F n  додава нови 1( ) 1F n n   делови. Значи, за бројот на деловите на кој 1n   

права во општа положба ја делат рамнината важи  

2 2 1 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)F n F n F n F n n      .       (1) 

Ако во (1), наместо n  последователно ставиме 1, 2, 3,...,2,1n n n    добиваме  

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( 1) ,

( 1) ( 2) 1,

( 2) ( 3) 2,

............................................

(3) (2) 3,

(2) (1) 2.

F n F n n

F n F n n

F n F n n

F F

F F

  

    

    

 

 

 

Ако ги собереме последните равенства и земеме предвид дека 2(1) 2F   наоѓаме  

( 1)
2 2 2
( ) (1) [ ( 1) ... 3 2] 1 [ ( 1) ( 2) ... 2 1] 1

n n
F n F n n n n n


                  .  

в) Една рамнина го дели просторот на на два дела.  
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Нека претпоставиме,дека е познат бројот 3( )F n  на деловите, на кои n  

рамнини во општа положба го делат просторот и нека се дадени 1n   рамнини во 

општа положба. Првите n  рамнини го делат просторот на 3( )F n  делови, а според 

условот ( 1)n   та рамнина   ги сече останатите n  рамнини во n  различни 

прави, кои се наоѓаат во општа положба (зошто?). Според задачата под б) овие n  

прави ја делат рамнината   на 
2( 1) 2

2 2 2
( ) 1

n n n nF n
      делови. Според тоа, 

рамнината   сече 
2 2

2 2
( ) n nF n    од веќе добиените делови на кои првите n  

рамнини го делат просторот и истите ги удвојува, што значи дека таа на веќе 

добиените 3( )F n  додава нови 
2 2

2 2
( ) n nF n    делови. Значи, за бројот на 

деловите на кој 1n   рамнина во општа положба го делат просторот важи  
2 2

3 3 2 3 2
( 1) ( ) ( ) ( ) n nF n F n F n F n       .      (2) 

Ако во равенството (2), наместо n  последователно ставиме 1, 2, 3,...,2,1n n n    

добиваме  
2

2

2

2

( 1) ( 1) 2
3 3 2

( 2) ( 2) 2
3 3 2

2 2 2
3 3 2

1 1 2
3 3 2

( ) ( 1) ,

( 1) ( 2) ,

............................................................

(3) (2)

(2) (1) .

n n

n n

F n F n

F n F n

F F

F F

   

   

 

 

  

   

 

 

 

Ако ги собереме последните равенства и земеме предвид дека 3(1) 2F   наоѓаме  

2 2 21 1 1
3 3 2 2 2

( 1)

( 1)(2 1) ( 1)

12 2

( ) (1) [( 1) ... 2 1 ] [( 1) ( 2) ... 2 1] [2 2 ... 2 2]

2 ( 1),

na  dvojka

          

n

n n n n n

F n F n n n

n

 

  

                 

    

 

од каде после средувањето наоѓаме  
2( 1)( 6)

3 6
( ) .

n n n
F n

  
   

 

22. Најди го бројот на деловите на кои е поделена рамнината од n  кружници 

кои лежат на неа и такви, што секои две од нив се сечат меѓу себе.  

Решение. Нека е даден бројот 2( )n  на делови на кои е поделена рамнината 

со n  кружници кои лежат на неа и такви, што секои две од нив се сечат меѓу себе. 

Бидејќи n  кружници ја сечат ( 1)n   та кружница во n  парови точки и тие 

истата ја делат на 1( ) 2n n   (задача 6), добиваме дека ( 1)n   та кружница сече 

1( ) 2n n   од 2( )n  деловите на кои е поделена рамнината со n  кружници кои 

лежат на неа и такви, што секои две од нив се сечат меѓу себе. Оттука го добиваме 

равенството  

2 2 1 2( 1) ( ) ( ) ( ) 2n n n n n      .     (3) 
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Ако во равенството (3), наместо n  последователно ставиме 1, 2, 3,...,2,1n n n   , 

лесно добиваме дека наоѓаме 
2

2( ) 2n n n    .  

 

23. На колку делови го делат просторот n  сфери такви, што секои две се сечат 

меѓу себе.  

Решение. Бидејќи n  сфери ја сечат ( 1)n   та сфера во n  кружници и како 

тие нејзината површина ја делат на 
2

2( ) 2n n n     делови (докажи!), добиваме 

дека ако n  сфери од кои секои две се сечат меѓу себе го делат просторот на 

2( )n  делови, тогаш 1n   сфера просторот го делат на  

2
3 3 2 3( 1) ( ) ( ) ( ) ( 2)n n n n n n         

делови. Сега постапувајќи аналогно како во претходните задачи наоѓаме  
2( 3 8)

3 3
( 1)

n n n
n

 
   .  

 

24. Дадени се n  различни точки на кружницата k . Било кои три отсечки со 

крајни точки во дадените не се сечат во една точка, која е внатрешна точка за 

кружницата. На колку области отсечките со крајни точки во дадените го делат 

кругот? 

Решение. Со na  ќе го означиме бројот на дисјунктни области на кој е поделен 

кругот кога се дадени n  точки.  

Нека бројот на точки е 1n , односно на множеството од n  точки додаваме 

уште една точка. Со додавање на една отсечка која поврзува една од n -те стари 

точки со додадената точка се добиваат нови ( 1)m -на делбена област. При тоа m  

е бројот пресеци на дадените отсечки со додадената отсечка (бројот на пресечни 

точки е m , а бројот на отсечки на кои е разделена додадената отсечка е еднаков 

на 1m ) . Секоја од тие ( 1m )-на  отсечка дели постоечка област на два дела.  

Останува да се пресмета бројот на пресеци на дадените отсечки со една нова 

делбена отсечка. Додадената делбена отсечка го дели множеството на точки на 

два дела и тоа ( 1)k  -на точка што се наоѓаат на една страна од делбената отсечка 

и ( )n k -точки кои се наоѓаат од другата страна од делбената отсечка. Според 

тоа, новата делбена отсечка сечи ( 1)( )k n k   отсечки при што се добиваат 

[( 1)( ) 1]k n k   -на нова област. При тоа k  има вредности 1,2,3,...,k n . Според 

тоа  

1
1

[( 1)( ) 1]
n

n n
k

a a k n k


     . 

Ако искористиме  

( 1)

2
1

n
n n

k

k




 , 
( 1)(2 1)2

6
1

n
n n n

k

k
 



   

и  

2 2( 1)3

4
1

n
n n

k

k




 , 
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добиваме  

2
1

1

2

1 1

3 21
6

[ ( 1) 1 ]

( 1) (1 )

( 3 8 )

n

n n
k

n n

n
k k

n

a a k n k n

a k n k n n

a n n n




 

      

     

   



  . 

Со повеќекратна примена на ова равенство добиваме  

2 2

1 1 1
3 21

1 6
1 1 1

( 1) ( 1) (2 1) ( 1)1
6 4 6 2

4 3 2

( 3 8 )

1 ( 3 8 )

1
( 6 23 18 24).

24

n n n

n
k k k

n n n n n n n

a a k k k

n n n n

  

  

   

   

   

    

  

 

Формулата 
4 3 21

24
( 6 23 18 24)na n n n n      е точна и за 0n   и 1n   односно е 

точна за секој 0n .  

  

25. Во конвексен n аголник се повлечени неколку дијагонали. Една од 

повлечените дијагоналите се нарекува добра, ако во внатрешна точка сече точно 

една од другите повлечени дијагонали. Определи го најголемиот можен број на 

добри дијагонали.  

Решение. Ќе го искористиме познатото 

Тврдење. Во конвексен n голник може да се повлечат најмногу 3n  

дијагонали кои немаат заеднички внатрешни точки.  

Прво со индукција по n  ќе докажеме дека бројот на добрите дијагонали е 

помал или еднаков на 2n , ако n  е парен број, и е помал или еднаков на 3n  

ако n  е непарен број. Отсечката ќе ја сметаме за 2 аголнк без дијагонали. Јасно, 

за 2,3n   тврдењето е точно. Нека 4n   и нека многуаголникот е 1 2: ... nP A A A .  

Ако никои две добри дијагонали не се сечат, од тврдењето следува дека 

нивниот број е помал или еднаков на 3. Нека i kA A  и j lA A , i j k l   , се две 

добри дијагонали кои се сечат. Тогаш секоја од тие дијагонали не се сече со 

другите повлечени дијагонали.  

На момент да заборавиме на i kA A  и j lA A . Секо-

ја од останатите повлечени дијагонали d  е дијаго-

нала или страна точно на еден од многуаголниците  

1 : ...i jQ A A , 2 : ...j kQ A A ,  

3 : ...k lQ A A  или 4 1: ... ...l n iQ A A A A .  

Притоа, ако d  е страна на некој од нив, тогаш d  не 

се сече со други дијагонали, па значи не е добра.  

Нека n  е парен. Од индуктивната претпоставка следува, дека меѓу сите 

дијагонали, кои припаѓаат на некој од многуаголниците , 1,2,3,4sQ s   бројот на 
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добрите дијагонали е помал или еднаков на бројот на темињата на sQ  намален за 

2. Затоа, заедничкиот број на добри дијагонали на P  е помал или еднаков на  

2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2j i k j l k n l i n               .  (1) 

Кога n  е непарен, вкупниот број на темиња на многуаголниците ,sQ

1,2,3,4s   е еднаков на непарниот број 4n . Тоа значи дека барем еден од нив 

има непарен број темиња. Тогаш, соодветниот собирок во збирот (1) се намалува 

за 1 и вкупниот број на добри дијагонали е еднаков на 3n .  

Останува на читателот да најде примери кои ја покажуваат точноста на 

оценката.   

 

26. Нека n  е природен број. Правилен шестаголник со должина на страна 

еднаква на n  е поделен со прави, кои се паралелни на неговите страни, на 

рамнострани триаголници чии страни се со должина 1. Определи го вкупниот број 

правилни шестаголници чии темиња воедно се и темиња на делбените 

рамнострани триаголници.  

Решение. Нека P  е дадениот шестаголник. Те-

мињата на разгледуваните рамнострани триаголници 

ќе ги нарекуваме јазли. За секој шестаголник Q  со 

темиња во јазлите го разгледуваме шестаголникот Q  

опишан околу Q  со страни паралелни на страните 

на P  (види цртеж десно). Темињата на Q  се исто 

така јазли.  

За 0 m n   шестаголникот Q  со должина на 

страна n m  може да се избере на  

2 3 33 3 1 ( 1)m m m m      

начини. За дадениот шестаголник Q , шестаголникот Q  може да се избере на 

n m  начини. Според тоа, вкупниот број можни шестаголници Q  е еднаков на  

2 2

1 1 1
3 3 3 3

0 0 0

1
3 3

1 0

( 1)3

4
1

( )(( 1) ) ( )( 1) ( )

( 1) ( )

.

n n n

m m m

n n

m m

n
n n

m

n m m m n m m n m m

n m m n m m

m

  

  



 





       

    

 

  

 



 

 

 

6.  БИНОМНИ КОЕФИЦИЕНТИ И ИДЕНТИТЕТИ   
 

1. Најди го членот кој не го содржи x  во развојот (според биномната формула) 

на 
3 2

(2 )nx

x
x   ако збирот на сите биномни коефициенти во тој развој е 256 . 

Решение. Збирот на сите биномни коефициенти е  
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0 1( ) ( ) ... ( ) 1 1 2

nn n n n
n      , 

па 82 256 2n   . Според тоа 8n  . Натаму, 1k   от член во развојот е  

 
2
3 3

1 888 8 8( ) 2 ( ) ( )2
kkk k k

k kx x x
    , 

a тој не го содржи x  ако и само ако 
3

8 0kk   . Оттука добиваме дека 6k  . 

Значи, бараниот член е седмиот и тој е еднаков на 8 8 2
6( )2 112  .  

  

2. Колку рационални членови има во развојот на биномот 1003( 3 2) ? 

Решение. Општиот член во развојот на биномот е  
100

32100
1 ( )3 2

kk

k kT


  , {0,1,...,100}k . 

За да биде членот рационален треба 100
2

k  и 
3
k  да се цели броеви. Бидејќи 100

2
k  

е цел број ако 2 е делител на k , а 
3
k  е цел број ако 3 е делител на k  добиваме 

дека k  треба да е цел број делив со 6. Значи рационални членови има колку што 

има цели броеви деливи со 6 од 0 до 100, а нив ги има вкупно 100
6

[ ] 1 17  .  

 

3. Дадени се три позитивни броеви , ,a b c  такви што за секој k  од дол-

жините , ,k k ka b c  може да се формира триаголник. Докажи дека меѓу броевите 

, ,a b c  има барем два еднакви. 

Решение. Нека a b c a    и нека a b c  (не се губи од општоста ако се 

претпостави тоа). Од условот , ,k k ka b c  се должини на страните на триаголник 

следува  
k k kc a b  , 1,2,3k  .        (1) 

Но 
1 2 2 1

2

0

( ( )) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )k k k k k k k k kc b c b b kb c b b c b c b b kb c b  



               

Последново неравенство важи за секој k . Постои 0k   така што 

0( )k c b b  . За 0k  важи  

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1
0 0( ) ( ( ))

k k k k k k k k k
c b k b c b b b k c b b b b a

 
          , 

што е во контрадикција со (1). Значи меѓу броевите , ,a b c  има барем два еднакви. 

 

4. Пресметај го збирот   
2 2 2

1 21( ) 2( ) ... ( )n n n
nS n    . 

Решение. Да забележиме дека од особините на биномните коефициенти е ис-

полнето равенството  

  ( ) ( )
nn

i n i .            (1) 

Според тоа,  

  2 2 2 2 2 2( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
nn n n n n

i i i i i n in i n i i n i i n i            (2) 
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Од последното равенство добиваме  

  2 2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 ( ) [ ( ) ( )( ) ] ( ) ( )
n n n n

nn n n n
i i i in i

i i i i

S i i n i n n
   

         .  (3) 

Ќе го искористиме равенството  

  2(1 ) (1 ) (1 )n n nx x x    .          (4) 

Доволно е да го пресметаме корфициентот пред nx  на левата страна од ра-

венството. Да забележиме дека nx  се добива кога ги помножиме ix  со n ix  , при 

што првиот множител е од првиот збир од производот (1 ) (1 )n nx x   а вториот 

множител е од вториот збир. Заради равенството (1) бараниот коеифциент пред 

nx  е 2

0 0

( )( ) ( )
n n

nn n
i in i

i i


 

  .  

Коефициентот пред nx  во десната страна на (4) е 2( )n
n . Според теоремите за 

еднаквост на полиноми имаме  

2 2

0 0

( ) ( )( ) ( )
n n

nn n n
i i nn i

i i


 

   . 

Сега е јасно дека 2

2
( )nn

nS  .  

 

5. Нека , ,r s t  и t r s  . Докажи дека  

( ) 1

( 1 )( )( )0

s
k

t t s
rr k

s
t

t s
k






 


 . 

Решение. Да означиме 
( )

( )0

( , , )
s
k

t
r k

s

k

F r s t


  . За ,m n  и m n  важи 

1 1
1( ) ( ) ( )n n n

m m m
 
  . Користејќи го ова добиваме  

1 1 1 1 11
0 1 1

1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0

( , , )

( , 1, ) ( 1, 1, )

s s s s ss
k k k ks

t t t t t
r r sr k r k r k

s s s

k k k

F r s t

F r s t F r s t

    
 

   



  

    

    

  
 

за , ,r s t , 1s  , r s t  .  

Бараното равенство ќе го докажеме со математичка индукција по s . За 1s   

имаме  
1 1
0 0

1

1 1

( ) ( ) !( )! ( 1)!( 1)!

! !( ) ( )

!( 1)! 1 1
! ( ) ( 1 1)( )

( ,1, )

( 1) ,

t t
r r

t t
r r

r t r r t r

t r

r t r t t
t t t

F r t

t r r



 

   

   

 

   

     

 

за секои ,r t  за кои 1r t  . 

Да претпоставиме дека тврдењето е точно за 1s   и произволни ,r t  за кои 

r s t  . Тогаш  

1

1

( 1 1)( )
( , 1, )

t s
r

t

t s
F r s t

 



  
   и 

1
1

1

( 1 1)( )
( 1, 1, )

t s
r

t

t s
F r s t

 




  
   , 
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па добиваме  

( 1)! ( 1)!

!( 1 )! ( 1)!( )!

( )!

!( )!

1 1

( 2 ) ( 2 )

( 1) !( )! 1 1
( 2 )! ( 1 )( )( 1 )

( , , ) ( , 1, ) ( 1, 1, )

( 1 1) .

t s t s

r t r s r t r s

t s t s
rr t s r

t t

t s t s

t r t r s t t
t s t st s

F r s t F r s t F r s t

t r s

   

     

 

 

 

   

    
    

      

      
 

 

6. Во една кутија се наоѓаат n  топчиња кои се еднакви меѓу себе по големина, 

тежина и боја. На колку различни начини може да се изберат (извлечат)  парен 

број топчиња? 

Решение. Бројот на можности да се изберат едно, две, три, четири, … топчиња 

е  

1 2( ) ( ) ... ( )n n n
n   , 

додека бројот на можности да се изберат парен број на топчиња е  

2 4 2
( ) ( ) ... ( ) ...

nn n
k

    , 

збир кој треба да го пресметаме. Од друга страна  

0 1 22 (1 1) ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n n n n
n              (1) 

од каде добиваме  

1 2( ) ( ) ... ( ) 2 1n n n n
n     . 

Исто така  
1

0 1 20 (1 1) ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( )n n n n n n
n

        ,      (2) 

па според тоа  

0 2 4 1 3 4( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ...n n n n n n       . 

Ако сега ги собереме равенствата (1) и (2) добиваме  

0 2 42 2[( ) ( ) ( ) ...].n n n n     

1
0 2 4( ) ( ) ( ) ... 2n n n n     

1
2 4 2

( ) ( ) ... ( ) ... 2 1
nn n n
k

      ,  

што требаше да се определи.  

 

7. Докажи ги идентитетите: 

а) 
1 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( );n n n n k n k

n n n n n
          

б) 1
1 2 3( ) 2( ) 3( ) ... ( ) 2 ;n n n n n

nn n       

в) 
3

1
23

3

( )( ) ( );
n

i n i n
kk

i k


 


 

   

г) ( )( ) ( )2
n

n i n n m
i m m

i m





  

Решение. а) Искористи го принципот на математичка индукција по k . 

б) Збирот ќе го означиме со S . Да забележиме дека  

( ) ( )
nn

k n k
  и 0 1 22 ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n n n

n     . 

Јасно,    
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 0 1 2 3( ) 2( ) 3( ) 4( ) ... 1 ( ) 2n n n n n n
nn S                 (1) 

Од 

0 1 2 3 01 2 3( ) 2( ) 3( ) 4( ) ... ( 1)( ) ( ) 2( ) 3( ) 4( ) ... ( 1)( )
n n nn n n n n n n

n n n n nn n                

Следува дека 

01 2 3( ) 2( ) 3( ) 4( ) ... ( 1)( ) 2
n n nn n n

n n n n n S                  (2) 

Со собирање на (1) и (2) имаме  

0 1 2( 2)[( ) ( ) ( ) ... ( )] 2( 2 )n n n n n
nn S        

Односно 
1( 2) 2 2 2n nn S                             (3) 

Со средување на (3) се добива  
12nS n   . 

в) Да забележиме дека бројот на „растечки“ зборови 1 2... kc c c  каде што 

1 2 ... kc c c    и {1,2,..., }, 1jc n j k   , 

е еднаков на ( )n
k . Јасно, 2 { 2, 1,..., 2}kc k k n     . Да го означиме со qA  мно-

жеството од “растечки”  зборови каде што 2kc q  . Тогаш                 

2
2

2
2

| | | | ( )
q n

n n
q k q q k

q k

A A
 


 

 

              (*)  

Бидејќи бројот на „растечките“ зборови 1 2 3... kc c c   е 
1
3

( )
q
k



, а бројот на „растечки-

те“ зборови 1n nc c  е 2( )
n q

, следува дека  

1
23

| | ( )( )
q n q

q k
A

 


                (**). 

Од (*) и (**) следува бараниот идентитет. 

г) Од ! 1
! ( )!( 1)!

( )( ) ( )( )n i n n mn
i m m n im i m n


 

    следува  

( )( ) ( )2 ( )( ) ( ) ( ) ( )2
n n n

n i n n m n n m n n m n n m
i m m m n i m n i m

i m i m i m

   
 

  

      .  

 

8. Нека n  и k  се ненегативни цели броеви. Најди го коефициентот пред kx  во 

полиномот 2 2(1 ... )nx x x    . 

Решение.  Јасно е дека ако 2k n  коефициентот пред kx  е нула. Затоа нека 

2k n . Да го означиме со ,k na  коефициентот пред kx . Со математичка 

индукција по n  ќе докажеме дека , 1 | |k na n n k    . За {0,1}n  тврдењето ва-

жи. Да претпоставиме дека тврдењето важи за n  и 2k n . Тогаш  

1 2 2 2 2 1 2 2

2
1 2 1 2 2

,
0

(1 ... ) (1 ... ) 2(1 ... )

2( ... )

n n n n n n

n
k n n n

k n
k

x x x x x x x x x

a x x x x
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0 1

2 2
2 1 2 2

0 1

1 2 2

0 2

2 2

0

( 1 | |) ( 1 | | 2) 2

( 1 ) (2 3) 2

( 2 | 1 |) ( 2 | 1 |)

( 1 1 | 1 |)

n n
k k n n

k k n

n n
k k n n

k k n

n n
k k

k k n

n
k

k

n n k x n n k x x x

n n k x n k x x x

n n k x n n k x

n n k x

 

  

 

  

 

  





          

        

         

     

 

 

 



 

од каде , 1 1 1 | 1 |k na n n k       , што требаше да се докаже.  

Конечно,  

,
,

1 | |, 2

0, 2

k n
k n

a n n k k n
a

k n

    
 



 

 
. 

 

 

7.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  
 

1. Четири цели броеви се запишани во четири различни точки на една круж-

ница. За еден број, негов соседен е бројот што е прв до него во насока обратна од 

насоката на вртење на стрелките на часовникот. Во еден чекор секој од броевите 

се заменува со разликата меѓу него и неговиот соседен број. Дали по 4 чекори 

може да се добијат четири броеви , ,a b c  и d , такви што броевите | |,bc ad  

| |ac bd  и | |ab cd  се прости? 

Решение. Нека на почетокот во четирите точки на кружницата се запишани 

броевите , , ,x y z u , редоследно во насока обратна од насоката на вртење на стрел-

ките на часовникот. Тогаш во првите четири чекори на кружницата ќе бидат запи-

шани броевите: 

   

x  y  z  u   
x y  y z  z u  u x  (1) 

2x y z   2y z u   2z u x   2u x y   (2) 

3 3x y z u    3 3y z u x    3 3z u x y    3 3u x y z    (3) 

2 4 6 4x y z u    2 4 6 4y z u x    2 4 6 4z u x y    2 4 6 4u x y z    (4) 

 

Секој запишан број во четвртиот чекор е парен број. Биејќи разлика на два 

парни броја е парен број во секој нареен чекор запишаните броеви ќе бидат парни. 

Ако , , ,a b c d  се запишаните броеви во 2010  чекор, тогаш  

2 , 2 , 2 , 2a n b m c k d l    , 

и  

4( )

4( )

4( )

bc ad mk nl

ac bd nk ml

ab cd mn kl
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Значи, ниту еден од броевите | |,| |bc ad ac bd   и | |ab cd  не е прост.  

Ако пак само еден од p  и q  е непарен тогаш A  го трга непарното купче а 

преостанатото парно купче го дели на две непарни итн. стратегијата е иста како во 

претходниот случај. 

Ако двата броја p  и q  се непарни тогаш истата стратегија е победничка за 

играчот B .  

 

2. На една конференција по логика учествувале 32 учесници. Нив ги сместиле 

во една сала која имала 4 реда по 8 места во ред. Некои од учесниците биле 

лажговци, кои секогаш лажеле, а останатите секогаш ја зборувале вистината. 

Лажговците формирале своја партија а и  учесниците кои секогаш ја зборувале 

вистината  формирале партија. Двајца учесници се соседи ако седат е ден до друг 

или ако седат еден позади друг.  

Секој од нив изјавил, дека негови соседи се членови од двете партии. Кој е 

најмалиот број на лажговци за да таква ситуација е можна? 

Решение. Ако во салата има барем еден од оние кои ја зборувале вистината, 

тогаш во салата има барем уште еден учесник кој ја зборува вистината и барем 

еден лажго. Бидејќи лажговците секогаш лажат, а до лажгото седи учесник кој 

секогаш ја зборува вистината, до лажгото ќе седат учесници кои ја зборуваат 

вистината. Уште повеќе, во овој случај, до секој лажго ќе седат учесници кои ја 

зборуваат вистината. Ако * la`go  и  la`go , еден 

таков распоред е даден на цртежот (на цртежот има две 

варијанти, да се разгледува во еден случај само со * , а 

во друг случај со *  и  заедно (решение на задачата се 

само *).    

Ако два лажговци седат еден до друг, бидејќи лажговците секогаш лажат, 

целата сала ќе биде исполнета со лажговци. Со други зборови сите триесет и 

двајца учесници би биле лажговци.  

 

3. Во текот на три месеци еден шахист играл најмалку една партија дневно, но 

притоа играл најмногу дванаесет партии неделно. Да се покаже дека можат да се 

најдат последователни денови во кои шахистот изиграл точно дваесет и една 

партија.  

Решение. Да претпоставиме дека првиот ден шахистот одиграл 1a  партии, 

заклучно со вториот ден одиграл 2a  партии, заклучно со третиот ден одиграл 3a  

партии, итн заклучно со 77-тиот ден одиграл 77a  партии. Да ја разгледаме низата 

броеви  

1 2 77 1 2 77, ,..., , 21, 21,..., 21a a a a a a   . 

Во ова низа имаме 2 77 154   елементи, секој од нив е поголем од 11 12 21  

153  (бројот 77a  не е поголем од 11 12 132  , бидејќи во 77 дена има точно 11 

недели во секоја од кои шахистот играл најмногу по 12 партии). Според тоа, 

барем два од овие 154 броеви се еднакви меѓу себе. Но, помеѓу броевите 

1 2 77, ,...,a a a  нема еднакви броеви (шахистот играл најмалку една партија дневно), 

што значи дека и помеѓу броевите 1 2 7721, 21,..., 21a a a    нема еднакви броеви. 
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Според тоа, постојат броеви k  и l  за кои е исполнето 21k la a  , односно 

21k la a  , т.е. од ( 1)l  -от до k -от ден шахистот изиграл точно 21 партија.   

 

4. Множеството природни броеви дисјунктно е разбиено на следниот начин: 

1 {1}A  , 2 {2,3}A  ,  3 {4,5,6}A  ,  4 {7,8,9,10}A  ,… 

Определи го збирот на членовите од n -тото по ред множество.  

Решение. За секој природен број m , точно е равенството  

( 1)

2
1 2 ...

m m
m


    .  

Од дефиницијата на низата множества 1 2, ,..., ,...kA A A  следува дека бројот на 

елементи на k -тото множество kA  е | |kA k . Во унијата  

1 2 1... nA A A     

се содржат сите природни броеви од бројот 1 до бројот 
( 1)

2
1 2 3 ... ( 1)

n n
n


      . 

Според тоа, n -тото множество nA  се состои од наредните n  природни броеви 

поголеми од 
( 1)

2

n n
, односно од броевите: 

( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2
1, 2,....,

n n n n n n
n

  
   . 

Нивниот збир е еднаков на  
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2 2 2

2

2 2

1 2 .... (1 2 3 ... )

[ ( 1) 1] ( 1).

n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n

n n n n

     
             

     
 

 

5. Нека n  е природен број и нека 1 2 2 1{2 ,2 3,2 3 ,...,2 3 ,3 }n n n n n
nP       . За 

секое подмножество X  од множеството nP  со XS  да го означиме збирот на сите 

елементи од множеството X , при што 0S  , каде   е празното множество. 

Нека y  е реален број таков што 1 10 3 2n ny     . Докажи, дека постои 

подмножество Y  на множеството nP  такво што 0 2n
Yy S   .  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по N . Очигледно 

тврдењето важи за 1n  . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1n . Нека 

е даден y  таков што 1 10 3 2n ny     . Можни се следниве случаи:  

1) 10 2 3 2n ny     . Од индуктивната претпоставка следува дека постои 

множество 1' nY P   такво што 
1

'2
0 2

y n
YS    . Тогаш можеме да земеме 

2 ' {2 | '}Y Y t t Y   .  

2) 1 1 12 3 2 3 2n n n ny       . Тогаш 1 10 3 2 3 2 3 2n n n n ny        , па 

од индуктивната претпоставка следува дека постои множество 1' nY P   

такво што 
3 1

'2
0 2

ny n
YS

    . Тогаш можеме да земеме 2 ' {3 }nY Y  . 
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Според тоа, тврдењето важи и за n . Конечно, од принципот на математичка 

индукција следува дека тврдењето важи за секој природен број.  

 

6. Дадено е множеството {1,2,..., }E n . Докажи дека:  

а) постојат 3n  парови ( , )A B  од подмножества на E  такви што A B E  ,  

б) постојат 7n  тројки ( , , )A B C  од подмножества на E  такви што 

A B C E   . 

Решение. а) Нека kE  е подмножество на E  со k  елементи (ако 0k  , тогаш 

kE  ).  Подмножеството B  на E  за кое важи kE B E   може да се добие 

како унија на \ kE E  со произволно подмножество на kE . Бидејќи kE  има 2k  

подмножества следува дека постојат 2k  подмножества B . Бидејќи бројот на k -

елементни подмножества на E  е ( )n
k , следува дека постојат 2 ( )k n

k  начини да се 

формира парот ( , )kE B . Значи постојат 
0

2 ( ) 3
n

k n n
k

k

  парови ( , )A B  такви што  

A B E  . 

б) Нека kE  е подмножество на E  со k  елементи (ако 0k  , тогаш kE  ). 

Подмножествата B  и C  за кои важи kE B C E    се од обликот 1 1B X B   и 

2 1C X C  , каде што 1 2, kX X E  и 1 1 1\B C E E  . kE  може да се избере на 

( )n
k  начини, секое од множествата 1X  и 2X  може да се избере на 2k  начини, 

додека од а) следува дека постојат 3n k  парови 1 1( , )B C  т.ш. 1 1 1\B C E E  . 

Значи тројката ( , , )kE B C  може да се формира на ( ) 2 2 3 ( ) 4 3n k k n k n k n k
k k

        и 

постојат вкупно  
0

( ) 4 3 4 3 7
k n

nn k n k n
k

k






      тројки ( , , )A B C  такви што 

A B C E   .   

 

7. Множеството природни броеви {1, 2,...,9}  е разбиено на три групи (Разби-

вање значи поделба на дадено множество на подмножества кои меѓу себе се 

дисјунктни, а нивната унија е самото множество). Да се докаже дека постои барем 

една група чиј производ на броеви е помал од 72.   

Решение. Нека 1P  е производот на броевите од првата група, 2P  е производот 

на броевите од втората група и 3P  е производот на броевите од третата група. 

Нека претпоставиме спротивно т.е. дека 1 2 3, , 72P P P  .  

Тогаш имаме 

3
1 2 31 2 ... 9 72P P P        35 36 , 

 што не е точно. 

Од добиената контрадикција следува дека производот на броевите во барем 

една група е помал од 72.  
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8. а) Множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9}  е разбиено (разделено) на две дисјункт-

ни подмножества A  и B . Докажи дека барем во едно од нив постојат три раз-

лични броја ,x y  и z  такви што x y z  .  

б) Дали за множеството {1,2,3,4,5,6,7,8}  е точно тврдењето од задачата под а).  

Решение. a) Нека тврдењето на задачата не е исполнето. Значи множеството 

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}  не може да се разбие на две дисјунктни подмножества за кој е 

исполнет условот на задачата.  

Од условот {1,2,3,4,5,6,7,8,9}A B   добиваме дека бројот 5 припаѓа на едно 

од множествата. Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека 5 A . 

Аналогно, бројот 4 припаѓа на точно на едно од множествата A  и B  и бројот 6 

припаѓа точно на едно од множествата A  и B . Во зависност од броевите 4,5 и 6 и 

направената претпоставка, ги имаме следните случаеви.  

Случај 1. 5 ,4A A  . Тогаш 9 B  и 1 B . Според тоа 8 A . Бидејќи 5,8 A  

добиваме дека 3 B . Но, од 1,3 B  добиваме 2 A , а од 2,4 A  имаме 6 B . 

Значи во овој случај 1,3,6,9 B , што не е можно и е спротивно од претпоставката 

на доказот.  

Случај 2. 5,6 ,4A B  . Од 5,6 A  добиваме дека 1 B , а од 1,4 B  добиваме 

дека 3 A . Но од 3,5 A  добиваме дека 8 B . Сега, од 1,8 B  имаме 9 A . 

Значи, 3,5,6,9 A , што е спротивно на претпоставката од доказот.  

Случај 3. 5 ;4,6A B  . Од 4,6 A  добиваме дека 2 A , а од 5,2 A  доби-

ваме дека 3 B . Но сега, од 3,4 B  имаме 7 A . Значи, 2,5,7 A  што е спро-

тивно на претпоставката од доказот.  

Конечно, во било кое разбивање на множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9}  на две 

дисјунктни подмножества A  и B  исполнет е условот од задачата.  

б) Множеството {1,2,3,4,5,6,7,8}  може да се разбие на дисјунктни подмноже-

ства {1,2,4,8}A   и {3,5,6,7}B   за кои не е исполнет условот од задачата од 

делот а).  

 

9. Најди го бројот на сите подмножества од три различни елементи од мно-

жеството 2 3 2000{2,2 ,2 ,...,2 }  така што тие елементи се последователни членови на 

растечка геометриска прогресија. 

Решение. Нека трите броеви од множеството се 2 ,2 ,2a b c
, каде 1 a b c  

2000 . За да овие броеви формираат растечка геометриска прогресија потребно е 

2 2

2 2

b c

a b
 , односно 2 2b a c b  , b a c b   , т.е. 2c b a  . Од овде заклучуваме 

дека за 1 a b  , можеме да најдеме c , така да трите избрани броеви формираат 

растечка геометриска прогресија со дополнителните услови: 2000b c  , 

2 2000b b a   , 0 2000b a b    . Но b a , па затоа 0b a  , и горните 

услови се еквивалентни со 2000b a b   , односно 2 2000a b  , од каде 

2 2000b  , па 1000b  . Значи, за секои ,a b , за кои 1 1000a b   , можеме да 

најдеме c  такво да 1 2000a b c     и 2 ,2 ,2a b c
 формираат растечка геометри-
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ска прогресија. За секој избор на b , каде 2 1000b   имаме 1b  избори на a , па 

така вкупниот број на избори на a  и b  е   

1000 999 9991000
2 1 2

( 1) ( 1) 499500b bb b 
       . 

Значи бројот на такви триелементни подмножества е 499500 .  

 

10. За пресликувањето :f X X  ќе велиме дека е идемпотентно ако 

( ( )) ( )f f x f x , за секој x X . Ако | |X n , определи го бројот на идемпотеm-

тните пресликувања :f X X .  

Решение. Нека | ( ) |f X k , 1 k n  . Бидејќи на множество ( )f X  функцијата 

f  се совпаѓа со идентичното пресликување, а на секој елемент од \ ( )X f X  

можеме да му ставиме во соодветствие произволен елемент од ( )f X , од 

| \ ( ) |X f X n k   следува дека за секое множество ( )f X , | ( ) |f X k  функцијата 

f  може да се избере на n kk   начини. Понатаму, за секој {1,2,..., }k n  

множеството ( )f X , | ( ) |f X k  може да се избере на ( )n
k  начини, па затоа бројот 

на сите идемпотентни пресликувања :f X X  е еднаков на 
1

( )
n

n n k
k

k

k 



 .  

 

11. Нека m  е природен број, { , 1,..., 1, }A m m m m      и :f A A  е пресли-

кување такво што ( ( ))f f n n   за секој n A .  

а) Докажи, дека m  е парен број.  

б) Определи го бројот на сите функции со даденото својство.  

Решение. а) Нека n A  и { , ( ), , ( )}nO n f n n f n   . Бидејќи ( ( ))f f n n   и 

( ( ))f f n n  , лесно се докажува дека ако k A , тогаш или k nO O  или 

k nO O  . Од овие равенства уште следува дека ( ) ( )f n f n   кога 0n  .  

Понатаму, ако ( )f n n   , тогаш ( ( )) ( )n f f n f n n      , т.е. 0n  . 

Исто така, ако ( )f n n  , тогаш ( ( )) ( )n f f n f n n     , па затоа 0n  . 

Според тоа, | | 4nO  , кога 0n  .  Од претходните разгледувања следува дека 

\{0}A  се разбива на дисјунктни четворки броеви, т.е. m  е парен број.  

б) Нека 2m k , :f A A  е пресликување со даденото својство и 

{1,2,..., }A m  . Да забележиме дека ( ) ( ( ( ))) ( )f n f f f n f n    , па затоа 

(0) 0f  . Според тоа, за 0n   важи или ( ) 0f n   или ( ) 0f n  . Значи, за чет-

ворката nO  соодветствува пар ( ', ( '))n f n  од различни броеви од :A  ( , ( ))n f n  

или ( ( ), )f n n . Така f  индуцира разбивање на A  на подредени парови броеви.  

Обратнно, на секое разбивање на A  на подредени парови броеви ( , )n k  соод-

ветствува (непарна) функција со дадените својства:  

(0) 0, ( ) , ( ) , ( ) , ( )f f n k f k n f n k f k n         . 

Останува да ги преброиме овие разбивања. Ако ги наредиме сите парови од даде-

нотo разбивање еден после друг, добиваме пермутација на броевите од 1 до m . 

Подредеувањето на паровите може да се направи на !k  начини, па затоа вкупниот 
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број од !m  пермутации се разделува на !k  „еквивалентни“ пермутации. Според 

тоа, бараниот број е еднаков на !
!

m
k

.  

 

12. Нека n  е природен број, а :{1,2,..., } {1,2,..., }f n n  е пермутација. Множе-

ствата , ,A B C  и D  се дефинирани како што следува  

{ | ( )}A i i f i  ,   

{( , ) | ( ) ( ) или ( ) ( ) }B i j i j f j f i f j f i i j       ,  

{( , ) | ( ) ( ) или ( ) ( ) }C i j i j f i f j f i f j i j        и  

{( , ) | и ( ) ( )}D i j i j f i f j   .  

Докажи, дека | | 2 | | | | | |A B C D   .  

Решение. Ќе спроведеме индукција по | |D . Ако | | 0D  , тогаш пермутацијата 

е идентична, па затоа | | | | | | 0A B C   . Нека претпоставиме дека тврдењето е 

точно за сите пермутации со | |D k , k . Нека f  е пермутација, за која 

| |fD k  (индексот ќе го користиме за да укажеме за која функција е соодветното 

множество) и i  е таков што ( ) ( 1)f i f i  .  

Да ја разгледаме функцијата :{1,2,..., } {1,2,..., }g n n , определена со равен-

ствата ( )g j j , за { , 1}j i i  , ( ) ( 1)g i f i   и ( 1) ( )g i f i  . Тогаш g  е 

пермутација, за која | | 1gD k   и од индуктивната претпоставка следува дека 

| | 2 | | | | | | 1g g g gA B C D k     . За да комплетираме доказот, ќе ги определиме 

множествата (и соодветно бројот на нивните елементи) , ,g g gA B C  во зависност 

од , ,f f fA B C . Можни се пет различни случаи. 

Прв случај. Ако ( 1)f i i   и ( ) 1f i i  , тогаш  

(| |,| |,| |) (| |,| | 1,| | 1)f f f g g gA B C A B C   . 

Втор случај. Ако ( 1)f i i   и ( )f i i , тогаш заради својството  

|{ | , 1 ( )}| |{ | ( ) , 1 }|j j i i f j j f j i i j         

имаме  

(| |,| |,| |) (| | 1,| |,| |)f f f g g gA B C A B C  . 

Трет случај. Ако ( 1)f i i   и ( )f i i , тогаш   

(| |,| |,| |) (| |,| |,| | 1)f f f g g gA B C A B C  . 

Четврт случај. Ако ( 1)f i i   и ( )f i i , тогаш заради својството  

|{ | , 1 ( )}| |{ | ( ) , 1 }|j j i i f j j f j i i j        

имаме  

(| |,| |,| |) (| | 1,| | 1,| |)f f f g g gA B C A B C   . 

Петти случај. Ако ( 1)f i i   и ( )f i i , тогаш  

(| |,| |,| |) (| |,| | 1,| | 1)f f f g g gA B C A B C   . 

Во сите случаи, заради индуктивната претпоставка добиваме  
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| | 2 | | | | | |f f f fA B C D   . 

 

13. Треба да избереме група од 6 луѓе од група од 8 луѓе, при што ако го избе-

реме лицето A , мора да го избереме и лицето B . На колку начини може да се 

направи овој избор?  

Решение. Ако не е избрано лицето A , тогаш од преостанатите 7 лица, можеме 

да избереме 6 лица на 7
6( )   начини. Ако е избрано лицето A , тогаш мора да го 

избереме и лицето B , па од преостанатите 6 лица, треба да избереме 4 лица, што 

може да се направи 6
4( )  начини. Конечно, изборот на луѓето според условите на 

задачата може да се направи на 7 6
6 4( ) ( ) 22   начина. 

 

14. Десет ученици решиле од својот состав да формираат спортски екипи со 

следниве услови:  

1) секој може да членува во произволна екипа: 

2) ниту една екипа не смeе да се содржи во друга екипа или да се совпаѓа со 

друга екипа, но делумно совпаѓање е можно. 

Колку најмногу екипи можат да формираат учениците при дадените услови? 

Решение. Нека M  е множеството екипи што ги исполнуваат условите 1) и 2) 

со најголем можен број на елементи, а iM  подмножество од M  кое ги содржи 

екипите со по i  елементи, {1,2,...,10}i . Тогаш M  може да се претстави како 

1n

i
i m

M



 , каде m n  и m nM M  .  

1  Да претпоставиме дека 6n  . Да го разгледаме множеството N  составено 

од сите екипи кои можат да се добијат од nM  со исклучување на еден учесник. 

Јасно, во секоја екипа од N  има по 1n  член, и лесно се проверува дека множе-

ството 
1n

i
i m

M M N



     ги исполнува условите 1) и 2). Притоа 

1

( )
n

i
i m

M N



    

(ако постои екипа E  во пресекот, тогаш таа има 1n  член, па е во 1nM N  . Но 

тогаш E  е добиено со исклучување на учесник од nM , па е содржана во екипа од 

nM ), од што следува дека | | | | | | |nM M N M    . Секоја екипа од nM  содржи 

точно n  екипи од N , а секоја екипа од N  е содржана во најмногу 11 n  екипи 

од nM . Според тоа (11 ) | | | |nn N n M   т.е. 6
11 11 6

| | | | | | | |n
n n nn

N M M M
 

   , од 

каде | | | |M M  , што не е можно заради максималниот број елементи во M . 

Добивме дека 5n  . 

2  Ако 4m  , се добива слична контардикција, од каде 5m  . Според тоа 

5m n  , односно M  се состои од сите можни екипи со по 5  члена. Нив ги има 

вкупно 10
5( ) 252 .  

 

15. Нека 1 k n  . Ги конструираме сите конечни низи од позитивни цели бро-

еви чиј збир е n. Најди го бројот ( , )T n k  на вакви низи што го содржат бројот k. 
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Решение. Да напишеме n  точки во една редица. Меѓу нив има 1n  празни 

места. Во овие празни места можеме да поставиме вертикални црти на 12n  

начини. Овие вертикални црти ги определуваат сите можни низи од броеви чии 

збир е n. За да го најдеме бројот ( , )T n k  од сите  конечни низи што го содржат 

бројот k, пишуваме n точки во една редица и k последователни точки ги ставаме 

во средни згради  

  (3, 1, 1, 3, 2)            

Разгледуваме два случаи: 

I. Средната заграда не содржи крајнa точкa. Ова поставување на средните за-

гради може да се направи на 1n k   начини. Остануваат 2n k   празнини меѓу 

точките надвор од средната заграда. Во овие празнини можеме да поставиме 

најмногу по една вертикална црта на 22n k   начини.  

II. Средните загради содржат крајнa точкa. Ова може да се направи на два на-

чина. Меѓу точките надвор од средните загради остануваат 1n k   празни места, 

па вертикалните црти можат да се постават на 12n k   начини.  

Добиваме 

2 1 2( , ) ( 1) 2 2 2 ( 3) 2n k n k n kT n k n k n k               . 

 

16. Ламјата Огненка има една глава. Нејзиното родословно стебло се состои од 

неа самата, нејзините родители, нивните родители итн. Ако една ламја има n  

глави, тогаш нејзината мајка има 3n  глави, а нејзиниот татко има 3 1n  глави. За 

еден природен број ќе велиме дека е змејски ако на единствен начин може да се 

претстави како збир од број на глави на две различни ламји од родословното 

стебло. Докажи, дека бројот 2003 е змејски и определи колкав е бројот на змеј-

ските броеви помали од 2003.  

Решение. Ќе велиме дека Огненка е од ред 1, нејзините родители се од ред 2, 

нивните родители се од ред 3 итн. Да го запишеме бројот на главите на секоја 

ламја во систем со основа 3. Огненка има 1 глава, нејзината мајка има 10 глави, 

нејзиниот татко 11 глави, нејзината баба по линија на мајка и има 100 глави итн. 

Со индукција по редот на ламјите лесно се гледа дека главите на ламјите од n ти 

ред се сите nцифрени броеви во систем со основа 3 во кои не учествува цифрата 

2 (различните ламји имаат различен број на глави). При собирањето на два такви 

броја не може да има пренос. Тогаш ако две ламји вкупно имаат , ( )a b k a b    

глави и го запишеме k  восистем со основа 3, добиваме дека a  и b  треба да има-

ат 0 на позицијата на која k  има 0, 1 на позицијата на која k  има 2, а на пози-

цијата на која k  има 1 едниот собирок треба да има 0, а другиот 1. Така, ако во 

систем со основа 3 записот на k  се состои само од 0 и 2, тогаш a b , т.е. станува 

збор за една иста ламја, а не за две ламји и k  не е змејски број. Ако записот на k  

во систем со основа 3 има барем две единици ( ...1...1...k  ), имаме барем две 

разлини можности: ...1...1...a  , ...0...0...b   и ...1...0...a  , ...0...1...b  . Таков k  

не е змејски број, освен во случај кога k  има точно две единици, а сите останати 

цифри се нули. Бидејќи не постои ламја со 0 глави во случајов се реализира само 

втората можност.  

Ако k  има точно една цифра 1, тогаш на таа позиција a  ќе има 1, b  ќе има 0, 
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а останатите позиции се еднозначно определени. Исклучок е случајот во кој сите 

останати цифри на k  се нули, бидејќи треба да е 0b  , што не е можно. Според 

тоа, сите броеви со точно една цифра 1 и барем една цифра 2 се змејски.  

Бидејќи 32003 2202012 , заклучуваме дека бројот 2003 е змејски.  

Да ги преброиме сите змејски броеви со најмногу 7 цифри. Имаме 7
2( ) 21  

броеви со точно две единици и другите цифри се нули. Броеви со најмногу 6 

цифри 0 или 2, од кои барем една е 2 има 62 1 63  . Сега можеме да ја поставиме 

единицата скаде меѓу, пред или после цифрите на таков број, т.е. има 7 можности. 

Вкупно имаме 7 63 441   таков број и ако ги додадеме горните 21 имаме 462 

змејски броеви со најмногу 7 цифри.  

Да ги преброиме змејските броеви поголеми од 32003 2202012 . Во систем со 

основа 3 тоа се броевите: 2202021, 2202100, 2202102, 2202120, 2202122, 2202201, 

2202210, 2202212, 2202221, уште 16 броеви од видот 221mnpq , каде 

, , , {0,2}m n p q  и уште 4 8 32   броеви од видот 222mnpq  каде една од цифрите 

, , ,m n p q  е 1, а останатите се 0 или 2. Вкупно имаме 1 9 16 32 58     седум-

цифрени змејски броеви поголеми или еднакви на 32003 2202012 . Значи, 

змејски броеви помали од 2003 има 462 58 404  .  

 

17. Диск-џокеј за забава предлага песни класифицирани во десет жанрови, 

такви што секоја песна припаѓа на точно еден жанр. Песните се пуштаат една по 

друга: првите 17 песни се избираат од организаторот на забавата, но почнувајќи 

од осумнаесеттата песна диск-џокејот сам определува која песна ќе ја пушти. 

Елена забележала дека ако направиме рангирање (според бројот на песните) на 

жанровите секогаш по последните 17 песни следува песна на жанрот кој е на прво 

место (ако има неколку жанра кои се на прво место, тогаш песната припаѓа на 

еден од нив). Докажи дека од некој момент па натаму сите песни припажаат на 

еден ист жанр.  

Решение. Прво нека претпоставиме дека во некој момент имаме жанр A  кој е 

единствен на прво место. Тогаш следната песна е од A , а за останатите жанрови 

бројот на песните меѓу последните 17 или се намалува за 1 или останува ист. 

Според тоа, A  повторно е единствен на прво место и индуктивно тоа важи и за 

понатаму. Аналогно се гледа дека ако некој жанр не е на прво место во некој 

момент, тогаш тој тоа место не го достигнува и понатаму.  

Ако при првите 17 песни имаме жанр на прво место, задачата е решена. Во 

спротивно треба да докажеме дека бројот на жанровите на прво место се 

намалува. Ако допуштиме дека од некој момент па натаму бројот на жанровите на 

прво место е еден и ист, тогаш тој треба да е делител на 17. Ако тоа е бројот 1, 

тогаш задачата е решена, а не може да е 17, бидејќи сите жанрови се 10. Според 

тоа, бројот на жанровите кои се на прво место од некој момент или строго опаѓа и 

ќе достигне 1, или се зголемува. Останува да докажеме дека овој број никогаш не 

се зголемува.  

Да ги разгледаме 17-те песни , 1, 2,..., 16i i i i   , при што i  тата песна е од 

жанрот C . Ако C  не е на прво место, тогаш 17i  -тата песна е од жанрот на 

прво место и тој останува сам на тоа место, противречност. Ако C  е на прво 

место и 17i  -тата песна е од C , тогаш бројот на песните во секој од жанровите 
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на прво место не се менува, па затоа бројот на жанровите на тоа место останува 

ист, пак противречност.  

 

18. На тренинг на кои има n фудбалери, од кои некои се напаѓачи, а останатите 

се голмани, се вежбало изведување пенали. Вкупно се постигнати k голови. 

Докажи дека тренерот на фудбалерите може да им додели броеви од 1 до n така 

што за секој постигнат гол, броевите на напаѓачот и голманот се разликуваат 

најмалку за n k .  

Решение. Прв начин. Тврдењето ќе го докажемо со индукција по k. За 0k   

тврдењето е тривијално. Да претпоставиме дека 1k  . Голманите кои примиле 

гол да ги ознаиме со броевите 1, 2, ..., а напаѓачите кои дале гол со броевите 

, 1,...n n . Играчите кои ниту дале ниту примиле гол засега ги оставаме 

неозначени. Според индуктивната претпоставка, играчите можеме да ги означиме 

така што за секој од првите 1k   голови, броевите на напаѓачот и голманот се 

разликуваат најмалку за 1n k  . Го разгледуваме k  тиот гол. Нека голманот кој 

го примил е означен со бројт ; ако тој уште не е означен, за  го земаме 

најмалиот слободен број. Ако напаѓачот кој го дал тој гол уште не е означен, нему 

му го доделуваме најголемиот слободен број, кој секако не е помал од 1n k  . 

Сега голманот  го пренумерираме со бројот 1, додека на сите голмани со 

броевите 1,2,..., 1  ги пренумерираме со броеви поголеми за 1. Така при секој од 

првите 1k   голови броевите на напаѓачот и голманот се разликуваат најмалку за 

n k , што значи дека условот на задачата е исполнет. Неозначените играчи ги 

означуваме произволно.  

Втор начин. Нека има m голмани и истите да ги подредиме во опаѓачки 

поредок според бројот на примените голови и да ги означиме редоследно со 

броевите од 1 до m. Останува на напаѓачите редоследно да им ги доделиме 

броевите од 1m  до n, еден по еден, тако што условот на задачата нема да се 

наруши. Ќе докажеме дека последното е можно. Нека претпоставиме дека 

броевите од 1m  до 1m r   успешно сме ги доделиле, но за бројот m r  тоа не 

можеме да го направиме. Последното значи дека секој од неозначените 

1n m r    напаѓачи дал гол на некој голман чиј број не е помал од 

1( )m r n k    , а такви голмани има n k r   (значи 1n k r   ). Следува дека 

и секој од останатите ( )m n k r    голмани (тоа се оние кои примиле најмногу 

голови; да забележиме дека 1n m r k     , т.е. ) 1(m n k r    ) примил гол. 

Значи, вкупно имаме најмалку ( ) 1 ( ) 1n m r m n k r k          дадени голови, 

што е противречност. 

 

19. Комисија составена од 3366 филмски критичари гласа за Оскар. Секој 

критичар гласа за еден глумец и една глумица. После гласањето се констатирало 

дека за секој природен број n  помал или еднаков на 100 постои глумец или 

глумица кој добил/ла точно n  гласови. Докажи, дека постојат двајца критичари 

кои гласале за ист глумец или глумица.  

Решение. Нека го претпоставиме спротивното. За секој 1,2,...,100i   да 

фиксираме еден кандидат iA  кој добил i  гласови.  

Бројот на критичарите кои двата пати гласале за некој од кандидатите од 
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множеството 34 35 100{ , ,..., }A A A A  е помал или еднаков на бројот парови глумец-

глумица меѓу овие кандидати, а овој број е помал или еднаков на 33 34 1122  .  

Од друга страна, вкупно има 2 3366 6732   гласови кои критичарите ги доде-

лиле. Од овие гласови кандидатите од множеството A  добиле  

34 35 ... 100 4489     

гласови. Затоа има најмногу 6732 4489 2243   критичари кои двата пати не 

гласале за кандидатите од множеството A .  

Според тоа, вкупниот број критичари е помал или еднаков на  

1122 2243 3365  , 

што е противречност.  

 

20. Нека , , , 1,2,...,i i ia b c i N  се цели броеви такви што за секоја тројка 

( , , )i i ia b c  барем еден од броевите е непарен. Докажи дека постојат цели броеви 

,x y  и z  такви што барем 4
7
N  од броевите i i ixa yb zc  , 1,2,...,i N  се непарни.  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека , , {0,1}x y z , 

при што 0x y z   . Тоа значи дека имаме седум можности за тројката ( , , )x y z . 

Оние четири од нив, во кои единицата соодвествува на непарен број во ( , , )i i ia b c , 

а останатите се произволни, го даваат саканиот непарен резултат. Според тоа, за 

барем една од седумте тројки барем 4
7
N  од броевите i i ixa yb zc  , 1,2,...,i N  

се непарни.  

 

21. Нека n  е даден природен број. Определи го бројот на природните броеви 

кои се помали од 10n
 и во чиј декаден запис се содржи цифрата 5.  

Решение. Нека {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}A   и {0,1,2,3,4,6,7,8,9}B  , т.е. A  е 

множеството од сите цифри, а B  е множеството цифри во кои не се содржи 

цифрата 5. Понатаму, на броевите кои имаат k n  цифри од лево ќе им 

допишеме n k  нули и така броевите кои се помали од 10n
 (вклќиучувајќи ја и 

нулата) ги сведовме на подредени n торки од елементи на множеството A , т.е. 

на варијациии со повторување од 10 елементи од класа n . Бараниот број броеви 

да го означиме со nx .  

Прв начин. Бројот на природните броеви кои се помали од 10n
 (вкулучвајќи ја 

и нулата) е еднаков на бројот на варијациите со повторување од елементите на 

множеството (| | 10)A A   од класа n , т.е. е еднаков на 10n
. Бројот на природните 

броеви кои се помали од 10n
 (вклучувајќи ја и нулата) и кои во својот запис не ја 

содржат цифрата 5 е еднаков на бројот на варијациите со повторување од 

елементите на множеството (| | 9)B B   од класа n , т.е. е еднаков на 9n
. Значи, 

бројот на броевите кои се помали од 10n
 и во чиј запис се содржи цифрата 5 е 

еднаков на 10 9n n .  

Втор начин. Броевите кои во записот k  пати ја имаат цифрата 5 ги добиваме 

така што од n  места ќе избереме k  места на кои ќе ја запишеме цифрата 5, а на 
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останатите n k  цифри произволно ги запишуваме останатите цифри. Според 

тоа, нивниот број е еднаков на ( ) 9n n k
k

 , бидејќи секоја од останатите n k  про-

изволно ја избираме од множеството B  кое има 9 елементи. Бидејќи во бараните 

броеви цифрата 5 може да се јавува 1,2,3,...,n  пати и настаните се дисјунктни од 

принципот на збир и од Њутновата биномна формула следува  

1 0

( ) 9 ( ) 9 9 (9 1) 9 10 9
n n

n n k n n k n n n n n
n k k

k k

x  

 

           . 

Трет начин. Ако првата цифра од лево е 5, тогаш на останатите места може да 

е било која цифра од (| | 10)A A  , па такви броеви има 
110n

. Ако цифрата 5 прв 

пат се јавува на второт место од лево, тогаш првата цифра од лево може да биде 

било која цифра од множеството (| | 9)B B  , а на останатите 2n  места било која 

цифра од множеството (| | 10)A A  , па такви броеви има 
29 10n  итн. ако  циф-

рата 5 прв пат се јавува на k  тото место, тогаш на првите 1k   место може да 

биде било која цифра од множеството (| | 9)B B  , а на останатите n k  места 

може да биде било која цифра од множеството (| | 10)A A  , па такви броеви има 

19 10k n k  .  Бидејќи цифрата 5 прв пат може да се јави на 1,2,3,...,n тото место 

и настаните се дисјунктни, ако ја искористиме формулата  
1 2 2 1( )( ... )n n n n n na b a b a a b ab b          , 

од принципот на збир следува дека  
1 2 1 1

1 2 1 1

10 9 10 ... 9 10 ... 9

(10 9)(10 9 10 ... 9 10 ... 9 )

10 9 .

n n k n k n
n

n n k n k n

n n

x     

    

       

        

 

 

Четврт начин. Нека 1nx   е бројот на ( 1)n  цифрените броеви кои го задо-

волуваат условот на задачата. Ќе ја најдеме врската меѓу броевите 1nx   и nx . Ако 

во последните n  цифри се наоѓа цифрата 5 (такви броеви има nx ) тогаш за новата 

( 1)n  ва цифра можеме да ја избереме било која цифра од множеството 

(| | 10)A A  , т.е. имаме 10 nx  броеви кои го задоволуваат условот на задачата. Ако 

во последните n  цифри не е цифрата 5 (такви броеви има 9n
), тогаш ( 1)n  вата 

цифра мора да биде 5, па затоа такви броеви има 9n
. Бидејќи разгледуваните два 

настани се дисјунктни од принципот на збир следува  

1 10 9n
n nx x   .           (1) 

Ако во (1) наместо n  ставиме 1n  добиваме  

1
2 110 9n

n nx x 
   .          (2) 

Равенката (1) ја множиме со 9 и ја одземаме од равенката (2), со што ја добиваме 

равенката  

2 119 90 0n n nx x x    ,         (3) 

која е хомогена диференцна равенка од втор ред. Притоа, јасно е дека 1 1x   и  
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1
2 10 1 9 19x     . 

Карактеристичната равенка на равенката (3) е 
2 19 90 0t t    и нејзини решенија 

се 
219 19 4 90 19 1

1/2 2 2
t      , т.е. 1 9t   и 2 10t  . Според тоа, решенија на 

равенката (3), т.е. на равенката (1) е 10 9n n
nx M N  , при што константите M  и 

N  ги определуваме од почетните услови, т.е. од системот  

2 2

10 9 1

10 9 19

M N

M N

 


 

 

Решението на последниот систем е 1, 1M N   , што значи дека 10 9n n
nx   .  

Петти начин. Со iC  да го означиме множеството n цифрени броеви ка кои 

на i  тото место има цифра 5. Бидејќи цифрата 5 не се појавува прв пат на i  то-

то место множествата iC , 1,2,...,i n  не се дисјунктни. Бидејќи на i  тото место 

е финсирана цифрата 5, а на останатите 1n  место може да е било која цифра од 

множеството (| | 10)A A   добиваме 1| | 10n
iC  . Понатаму, ако i j , тогаш на 

две места е фиксирана цифрата 5, а на останатите е било која цифра од 

множеството (| | 10)A A  , па затоа за i j  важи 2| | 10n
i jC C   . Слично, за 

1 2, ,..., ,k j ti i i i i  важи 
1 2

| ... | 10
k

n k
i i iC C C     . Според тоа, бидејќи пресек на 

k  множества од фамилијата множества iC , 1,2,...,i n  може да се направи на 

( )n
k  начини, а бројот 5 може да биде на било кое од n те места од принципот на 

вклучување и исклучување следува  

1 2

1
1 2

1 1

1 2 3 1
1 2 3

1 2 3
0 1 2 3

| ... |

| | | | ... ( 1) | ... |

( ) 10 ( ) 10 ( ) 10 ... ( 1) ( ) 1

10 (( ) 10 ( ) 10 ( ) 10 ( ) 10 ... ( 1) ( ) 1)

10 (10 1)

1

n n

n
i i j n

i n i j n

n n n n n n n n
n

n n n n n n n n n n n
n

n n

x C C C

C C C C C C

    

   

  

   

        

         

            

  



  

0 9 .n n

 

 

22. Во p  точки од кружницата се запишани знаци плус, а во m  точки се запи-

шани знаци минус (во секоја точка по еден знак). Кружницата ја обиколуваме 

обратно од движењето на стрелките на часовникот. Нека x  е бројот на знаци плус 

кои следуваат по знак плус, а y  е бројот на знаци минус кои следуваат по знак 

минус. Докажи дека p m x y   .  

Решение. Со d  ќе го означиме бројот на премини од знак плус кон знак 

минус. Јасно, бројот d  е еднаков и на бројот на премини од знак минус кон знак 

плус. Бројот x  на знаци плус кои следуваат по знак плус собрани со бројот на 

премини d  од знак плус кон знак минус го дава бројот p  на знаци плус запишани 
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во точките од кружницата (бројот на знаци плус кои се први во низа знаци плус и 

кои не следуваагт по знак плус е еднаков на бројот од премини од знак плус кон 

знак минус). 

Истото е точно и за бројот на знаци минус. Значи p x d   и m y d  . 

Според тоа, d p x   и d m y  , од каде добиваме p x m y   , односно 

p m x y   .  

 

23. Дадени се 10 отсечки чии должини се поголеми од 1 а помали од 55. Да се 

докаже дека меѓу овие 10 отсечки, постојат три од кои може да се формира три-

аголник. 

Решение. Нека должините на отсечките се , 1,2,...,10ia i  . Без губење на 

општоста можеме да земеме дека 1, 1,2,...,9i ia a i   . 

Да претпоставиме спротивно т.е. дека не постојат три отсечки од кои може да 

се формира триаголник. Тогаш имаме 

3 1 2 1 1 2a a a     , 4 2 3 1 2 3a a a       итн. 10 55a  , 

што е во спротивност со условот. 

Од добиената контрадикција следува решението на задачата. 

  

24. Парен број на луѓе дискутираат на тркалезна маса. По паузата, повторно 

седнале на масата, но со различен редослед. Докажи дека постојат барем двајца 

така што бројот на учесници што седеле меѓу нив пред паузата и после паузата е 

ист. 

Решение. Да разгледаме 2n вектори со почеток во центарот на масата и краеви 

по границата на масата, така што границата на масата ја делат на 2n еднакви 

кружни лаци. Претпоставуваме дека краевите на овие вектори ги определуваат 

местата каде што седат дискутантите и обратно, секое место на седење на луѓето 

определува крајна точка на овие вектори.  

После паузата, секој вектор е заротиран за позитивен агол околу центарот на 

кругот. Збирот на аглите за кои овие 2n  вектори се заротирани е 2k  каде што k  

ненегативен цел број. 

Ако било кои два вектори се завртени за ист агол, тогаш јасно е дека бројот на 

дискутанти што седеле меѓу овие двајца (определени со овие два вектори) пред 

паузата и после неа е ист. 

Да го разгледаме случајот кога аглите на ротација на овие вектори се различни 

меѓу себе. Но тогаш овие агли се : 

0, ,2 ,..., (2 1)n     

каде што 
n
   и збирот на овие агли е (2 1)n  , а овој број е различен од 2k .  

Значи овој случај не е можен. 

Да забележиме дека ако имаме непарен број на учесници во дискусијата, тогаш 

ова не мора да важи. На пример, ако дискутантите се нумерирани со 1,2,...,2 1,n  

тогаш 

(1,3,5,...,2 1,2,4,...,2 )n n  

е еден ваков распоред на дискутантите. 
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25. Во рамнината се дадени  точки, меѓу кои нема три колинеарни. „Меди-

јана“ на овие точки ја нарекуваме секоја права која минува низ две од точките и во 

двете полурамнини определени со правата има ист број на точки. Кој е најмалиот 

број медијани?   

Решение. Ќе покажеме дека низ секоја точка  од системот од  точки 

минува барем една “медијана”. Нека  е права која минува низ точката . Ќе 

допуштиме да на левата страна (едната страна) од правата  има помалку точки 

од системот отколку од десната страна (другата страна). Ја ротираме правата  

околу точката . При оваа ротација покрај точката  во даден момент на 

правата  може да се најде најмногу уште една точка од системот точки. При 

секое допирање до нова точка, во процесот на ротација бројот на точки на левата 

и десната страна се променува за една точка. Промената не е наизменична, туку е 

во некој редослед.  

Притоа, кога правата ќе ротира во избраната насока на ротација за , десно 

од неа ќе се наоѓаат онолку точки колку што биле на почетокот лево од неа, и 

обратно. Затоа во процесот на ротација во еден момент на двете страни од правата 

ќе имаме еднаков број на точки. Во тој момент правата ќе биде “медијана” на 

системот точки, бидејќи во спротивно бројот на точките лево и десно би бил 

непарен, што не е можно.  

На секоја “медијана” лежат точно по две точки од системот точки. Затоа, 

бројот на медијани не може да биде помал од . Пример на систем со точно  

“медијани” се темињата на правилен  аголник. 

  

26. Најди го најмалиот природен број n , за кој можат да се изберат n  точки од 

рамнината 1 2, ,..., nA A A  така што за секоја точка B  од рамнината, барем едно од 

растојанијата iA B , {1,2,..., }i n , е ирационален број. 

Решение. Очигледно, 1n   не го исполнува условот на задачата. Ако 2n  , 

тогаш постојат кружници со рационални радиуси и центри во точките 1A  и 2A  

кои се сечат. Пресечните точки на двете кружници се на рационално растојание од 

1A  и 2A . Затоа 3n  . Ќе докажеме дека 3n  . Точките 1A  и 2A  ги избираме така 

што растојанието меѓу нив е ирационален број. Да го означиме со S  множеството 

пресечни точки на кружниците со центри во 1A  и 2A  и радиуси рационални 

броеви, а со T  множеството кружници со рационални радиуси и центри во 

точките од S . Ако точката B S  тогаш од конструкцијата на S  јасно е дека 

барем од растојанијата 1A B , 2A B  е ирационален број. Ако, пак, B S , тогаш 

1 2,A B A B . Значи точката 3A  мора да се избере така што растојанието од 3A  до 

произволна точка од S  е ирационален број. За таа цел доволно е 3A  да се избере 

да не лежи на ниту една кружница од T .  

 

27. На една кружница се дадени 18 точки. Може да се повлечат 9 отсечки со 

краеви меѓу дадените точки (тетиви во кружницата), така што две од нив немаат 

иста крајна точка. На колку начини ова може да се направи? 

Решение. Ќе разгледаме наместо 18 точки, парен број  на точки 2n , односно 

во општ случај. Со nx  ќе го означиме бројот на начини на кои може да се направи 

2n

А 2n

l A

l

l

A A

l

180

n n

2n
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бараното поврзување, односно да се повлечат n  отсечки (тетиви) што го исполну-

ваат условот од задачата.  

Нека е даден еден од nx -те начини на кој е направено поврзувањето. За две 

точки кои се поврзани со отсечка, од тоа поврзување, ќе ја повлечеме правата која 

минува низ крајните точки на таа отсечка.  

Преостанатото множество од 2 2n  точки е разделено на две множества. Во 

секое од нив има парен број на точки (доколку во секое од нив има непарен број 

на точки, тогаш мора една точка од едното множество да е поврзана со точка од 

другото множество, а тоа е отсечка која ќе ја пресече фиксно избраната отсечка). 

Според тоа, начинот на поврзување во секое од делбените множества е решение 

на задачата за множества со парен број на точки помал од 2n .  

Ќе избереме една точка со парен, а друга со непарен индекс. Тие формираат 

една отсечка, и една права која минува низ нив. Таа права го дели даденото мно-

жество точки на две множества во секое од кои има парен број точки. Решението 

на задачата за секое од тие множества, земени заедно, дава решение на почетната 

задача. Нека во едното множество има 2k  а во другото множество 2 p  точки. 

Тогаш 2 2 2k p n  . Бројот на решенија за  множеството од 2k  точки е kx , а 

бројот на решенија за множеството од 2 p  точки е px , тогаш вкупниот број на на-

чини на поврзување во ваков случај е k px x .  

Сега, ќе ја фиксираме точката 1A  и ќе ги разгледаме отсечките (тетивите) 

1 2 1 4 1 2, ,..., nA A A A A A .  

Според претходната дискусија, за отсечката 1 2A A  има 1nx   начини на поврзу-

вање.  

За отсечката 1 4A A  има 1 2nx x   начини на поврзување. За отсечката 1 6A A  има 

2 3nx x   начини наповрзување,…, за отсечката 1 2nA A  има 1nx   начини на поврзу-

вање.  

Со ваквиот начин на поврзување, и ваквиот начин на пребројување се 

опфатени сите nx  начини на поврзување на точките, при што  

1 1 2 2 3 3 4 2 1 1...n n n n n n nx x x x x x x x x x x            . 

Сега не е тешко да се види дека  

1 2 3 4 5 6 7 8 91, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4858,....x x x x x x x x x          

 

28. Во рамнината се дадени 5 различни точки и 5 различни прави. Докажи дека 

постојат две различни точки и две различни прави такви што никоја од точките не 

лежи на никоја од правите. 

Решение. Нека точките ги обележиме со 1 2 5, ,...,A A A  а правите со 1 2 5, ,...,p p p . 

Да претпоставиме дека некоја од правите, на пример 1p , минува низ три од точ-

ките, на пример 1 2 3, ,A A A . Секоја од правите 2 3 4, 5, ,p p p p  минува низ најмногу 

една од точките 1 2 3, ,A A A , т.е. за секоја од тие прави постои двоелементно под-

множество на 1 2 3{ , , }A A A  кое нема заеднички точки со неа. Но бидејќи има 4 

прави, а 1 2 3{ , , }A A A  има 3 двоелементни подмножества, следува дека постои 

двоелементно подмножество на 1 2 3{ , , }A A A  кое нема заеднички точки со две од 
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правите. Така во овој случај се одредени бараните две различни точки и две 

различни прави. 

Нека ниту една од правите не содржи повеќе од две точки. Ако имаме точка iA  

и прави jp  и kp  што минуваат низ iA , тогаш jp  и kp  содржат уште најмногу 

по една од дадените точки и заедно со последните две точки го имаат бараното 

својство. Ако пак не постои точка iA  и прави jp  и kp  низ неа, тогаш секоја точ-

ка лежи на најмногу една права и секои две точки и секои две прави од другите 

три го задоволуваат бараното својство.    

 

29. Дадени се  n точки во рамнина ( 2n  ). Некои од овие точки се поврзани со 

отсечки. Докажи дека постојат две точки кои се краеви на еднаков број на 

отсечки. 

Решение. Нека 1 2, ,..., nA A A  се дадените точки и со ( )iA  да го означиме бро-

јот на сите отсечки за кои точката iA  е крајна точка. Јасно е дека 0 ( ) 1iA n    . 

Ако постои точка jA  така што ( ) 0jA  , тогаш ( ) 1iA n    за секој 

{1,2,..., }i n . Навистина, ако претпоставиме дека постои {1,2,..., }k n  така што 

( ) 1kA n    тогаш точката kA  е поврзана со сите други точки, вклучувајќи ја и 

точката jA . Но, тоа е во спротивност со претпоставката дека ( ) 0.jA   Слично, 

ако ( ) 1kA n    за некое k , тогаш ( ) 0iA   за секое .i  

Така, или 0 ( ) 2iA n     или 1 ( ) 1iA n    . Оттука следува дека множе-

ството 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}nA A A    има најмогу 1n  различни елементи. 

Значи, имаме n броеви: 1 2( ), ( ),..., ( )nA A A    (овие се n те топчиња) и нивните 

вредности се 1n  различни цели позитивни броеви (топчињата се сместени во 

1n  кутија). Од принципот на Дирихле следува дека постојат барем две топчиња 

сместени во иста кутија, т.е. постојат барем два броја ( )kA  и ( )lA  што имаат 

иста вредност. Според тоа, постојат барем две точки кои се краеви на еднаков број 

отсечки. 

 

30. Во една земја има n  градови, секои два града се поврзани со двонасочна 

железничка линија. Цените на билетите се еднакви во двете насоки за секои два 

града, но се различни за секоја линија, која директно поврзува два града. Докажи, 

дека патник може да тргне од некој од градовите и последователно да патува по 

1n  линија, плаќајќи за секое патување помалку, отколку за претходното. 

(Патникот има право да минува низ еден ист град повеќе од еднаш.)  

Решение. Возот кој директно поврзува два града ќе го наречеме експрес. Да ги 

пуштиме експреси меѓу градовите еден по друг според цената на билетите за 

соодветните линии во растечки редослед, т.е. прво да го пуштиме најефтиниот 

експрес, вториот е најефтин од останатите итн. Во секој момент во секој град ќе го 

запишуваме максималниот број на експресите, со кои може да се патува 

последователно, почнувајќи од тој град, така да цените на патувањата монотоно се 

намалуваат.  

Во почетниот момент сите броеви во градовите се еднакви на нула. Да раз-

гледаме дадем момент во кој пуштаме нов експрес, кој ги соединува градовите A  
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и B , во кои точно пред тоа соодветно биле запишани броевите a  и b . После 

пуштањето на новиот експрес во A  ќе се појави број кој не е помал од 1b  

(бидејќи новиот експрес е поскап од сите досегашни и тогаш со него можеме да 

отидеме од A  до B , а оттаму имаме маршрута со саканото својство со должина 

b ). Аналогно, во B  ќе биде запишан број кој не е помал од 1a  . Тогаш збирот 

на броевите во A  и B  ќе се зголеми барем за 2, а броевите во останатите градови 

нема да се намалат. Според тоа, збирот на сите запишани броеви ќе се зголемува 

барем за 2.  

Да ја разгледаме финалната ситуација, кога се пуштени сите 
( 1)

2

n n
 експреси. 

Тогаш збирот на броевите во градовите ќе биде барем 
( 1)

2
2 ( 1)

n n
n n


   . Според 

тоа, барем во еден град ќе биде запишан број кој не е помал од 1n , што значи 

дека бараната маршрута за патникот постои.  

 

31. Нека 3(mod4)p   е прост број. Нека N  е бројот на правоаголниците со 

плоштина 22 p , чии темиња имаат целобројни координати ( , )x y  за кои важи 

20 , 2x y p  . Определи го остатокот од делењето на бројот N  со бројот p .  

Решение. Прво ќе го определиме бројот на правоаголниците со страни 

паралелни со координатните оски. Очигледно, бројот на правоаголниците со 

страни со должини a  и b , кои се паралелни со координатните оски и чии темиња 

имаат целобројни координати ( , )x y , за кои важи 20 , 2x y p   е  

2 2(2 1)(2 1) ( 1)( 1) (mod )p a p b a b p       . 

Правоаголници со плоштина 22 p  имаат страни  

2 2 22 1, 2, 2 , 2 , 2 ,p p p p p p p      21 2p . 

Според тоа, ако нивниот број е K , тогаш 0(mod )K p .  

Сега ќе го определиме бројот L  на правоаголниците чии страни не се 

паралелни со координатните оски. Да разгледаме три последователни темиња на 

таков правоаголник, кои имаат координати (0, ), ( ,0), ( , )a b b c d . Очигледно, 

,c ka d kb   и 2 2 2( ) 2k a b p   за некој цел број k  (зошто k  е цел број?). 

Решенијата на оваа равенка се 1,k a b p    и 2 , 1k p a b   .  

Во првиот случај имаме квадрат со страна 2 p  и неговата положба е 

еднозначно определена од опишаниот околу него квадрат со страна 2 p . За 

второто решение имаме два правоаголника со плоштина 22 p , впишани во квадрат 

со страна 2 1p  . Според тоа, за L  добиваме  

2 4(2 1) 2 1(mod )L p p p    . 

Конечно, 1(mod )N K L p   .  

 

32. Даден е цел број 3n  . Нека 1 2,  и 3  се границите на три конвексни n

аголници во рамнината такви да пресекот на секои две од нив е конечно 
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множество точки. Определи го најголемиот можен број точки на 1 2 3  .  

Решение. Точките во 

1 2 3   се темиња 

на конвексен многуагол-

ник  . Да разгледаме 

една негова страна AB . 

Таа припаѓа најмногу на 

една од границите на n

аголниците 1 2,  и 3  

(пресекот на било кои 

две граници не содржи 

отсечка), што значи дека 

правата AB  отсекува од 

останатите два n агол-

ници барем по едно теме. 

Така секоја страна на   

отсекува барем две од вкупно 3n  темиња на 1 2,  и 3 , па затоа   не може да 

има повеќе од 3
2
n  страни.  

Бројот 3
2

[ ]nm   може да се достигне. Нека 1 2... mA A A  е конвексен m аголник, 

(1 )ka k m   права низ темињата 1,k kA A   и (1 3 )kb k n m    произволна права 

низ kA  која со m аголникот нема други заеднички точки ( 1 1 1 1,n nA A b b   ). 

Доволно е да се дефинира , ( 1,2,3)i i   како многуаголник определен со сите 

прави ka  и qb , каде 1 (mod3)k q i   . Лесно се проверува дека 1 2,  и 3  се 

конвексни n аголници.  

 

33. Човек се наоѓа во точката (1,1)  во координатната рамнина и сака да најде 

предмет кој се наоѓа во некоја точка ( , )a b , каде {1,2,..., }a m , {1,2,..., }b n  и 

после тоа да се врати во точката од која тргнал. Колку време му е потребно за да ја 

заврши работата, ако не знае во која од дадените точки се наоѓа предметот и може 

да се движи во произволен правец со брзина не поголема од 1.  

Решение. Човекот треба да ја посети 

секоја точка ( , ), (1 ,1 )a b a m b n    , па 

затоа барем mn  пати мора да помине пат со 

должина 1.  

Ако, на пример, 2 | n , човекот може тоа да 

го направи одејќи по пат со должина еднаква 

на mn  (види цртеж).  

Од друга страна, ако m  и n  се непарни, 

тогаш при секој премин во соседна точка се 

менува парноста на збирот на координатите на положбата. Бидејќи после непарен 

број чекори треба да се врати во почетната точка, заклучуваме дека барем во еден 

чекор треба да помине во некоја несоседна точка и така да помине пат со должина 

најмалку 2 , па затоа вкупниот пат не е помал од 2 1mn   (види цртеж).  
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34. Квадратна шема со димензии 3 3  е пополнета како на 

цртежот.  

Квадратната шема може да се трансформира во нова, на тој 

начин што две соседни полиња (што имаат заедничка страна) се 

намалуваат за вредноста на помалиот од двата броја што се 

запишани во нив. Дали по конечно многу вакви трансформации 

може да се добие шема пополнета со нули.  

Решение. Со една ваква трансформација збирот на броевите од квадратната 

шема се намалува за парен број 2x . Значи, неговата парност не се менува. Бидејќи 

збирот на почетокот е 45 , т.е. непарен број, по конечно многу трансформации пак 

ќе биде непарен.  

Значи, не може да се добие квадратна шема во која сите броеви се нули.  

 
35. На кружница се означени 3000 точки. Во една од овие точки се наоѓа ска-

кулец. Со секој свој скок скакулецот прескокнува една или две точки во насока на 

движењето на стрелката на часовникот и застанува на следната означена точка. 

Определи колку најмалку скокови направил скакулецот ако на секоја означена 

точка застанал барем еднаш и се вратил во почетната точка.  

Решение. Скакулецот треба да направи најмалку 3001 скок.  

Да ги означиме точките во насока на движењето на стрелките на часовникот со 

1, 2 , 3, ..., 3000, тргнувајќи од точката во која скакулецот се наоѓа на почетокот. 

Скакулецот може да застане на секоја точка барем еднаш и да се врати во точката 

од која тргнал со 3001 скок на следниов начин:  
3 3 3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 2

1 4 7 ... 2998 3000 3 ... 2997 2999 2 ... 2999 1             . 

Ќе докажеме дека скакулецот тоа не може да го направи со помалку скокови. 

Нека k  е бројот на скоковите со должина 2, а l  е бројот на скоковите со должина 

3. Бидејќи скаколецот мора да се врати во точката од која тргнал, т.е. мора да 

направи цел број полни кругови, постои природен број n  таков што 

2 3 3000k l n  . Понатаму, бидејќи скакулецот мора да застане на секоја точка 

барем еднаш важи 3000k l  . Ако важи 3000k l  , тогаш од  

3000 2 3 2( ) 6000n k l k l l l        

ќе следува дека 3000 | l . Но, , 0k l  , па затоа мора да важи 0l   или 3000l  . 

Случајот 0l   значи дека сите скокови се со должина 2, но тогаш скакулецот не-

ма да застане на секоја означен точка. Случајот 3000l   значи дека сите скокови 

се со должина 3 и повторно скакулецот нема да застане на секоја означена точка. 

Значи, не е можно 3000k l  .  

 

36. На табла се запишани 1,2,3,...,19 . Се изведува следнава постапка: кои било 

два броја x  и y  се бришат а на нивно место се запишува бројот 1x y  . 

Постапката се продолжува се додека не се добие само еден број. Кој е тој број?   

Решение. Со ka  ќе ја означиме разликата на збирот од сите броеви кои се на 

таблата после k -тиот чекор, и од бројот на броевите кои после k -тиот чекор се 

запишани на таблата. За почетната позиција (нулти чекор) важи:  

0 (1 2 3 4 ... 19) 19 171a         . 

1 2 3

4 5 6

7 8 9
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Ќе докажеме дека важи: k pa a  за секој k  и p  ( 18k   и 18p  ). Нека во 

1k  -от чекор се запишани броевите x  и y , а на нивно место е запишан бројот 

1x y  . Тогаш се добива: 

(19 )k ia x y z k      

и  

1 ( 1) (19 1) (19 )k i ia x y z k x y z k              . 

Значи: k pa a  за секој k  и p  ( 18k   и 18p  ). Според тоа  

18 01 171a d a    . 

Конечно, се добива бројот 172.     

 

37. Играчите A  и B  имаат на располагање две купчиња со по p  и q  монети. 

Тие играат наизменично, при што прв игра играчот A . Еден чекор се состои во 

отстранување на едно од купчињата и поделба на останатото купче на две 

купчиња. Губитник е оној кој не може да направи чекор. Кој од играчите во 

зависност од p  и q  има победничка стратегија? Одговорот да се образложи. 

Решение. Ќе покажеме дека ако барем еден од броевите p  и q  е парен тогаш 

играчот A  има победничка стратегија, инаку играчот B  е победник. 

Имено ако p  и q  се двата парни броја тогаш A , го трга едното од купчињата а 

останатото купче го дели на две непарни купчиња, B  во наредниот чекор мора да 

отстрани непарно купче а останатото непарно купче мора да го раздели на едно 

парно и едно непарно купче, па така A  во наредниот чекор го трга непарното 

купче и го дели парното купче на две непарни купчиња итн. се до позиција 1 , 3  

која му ја остава на B , тогаш јасно B  мора да го отстрани првото купче а второто 

да го раздели на две купчиња т.е. 1 , 2   и конечно во последниот чекор играчот A  

го отстранува првото купче и го дели второто купче на две купчиња 1 , 1 . И јасно 

играчот B  не може да направи чекор. 

 

38. На една табла се запишани природните броеви од 1 до 101. Двајца ученици 

наизменично прецртуваат по еден број од запишаните броеви на таблата, се 

додека не останат запишани само два броја. Ако збирот на тие два броја е делив со 

5  победник е првиот играч, во спротивен случај победник е вториот играч.  

Дали може да победи првиот играч? 

Решение. Броевите 2 ,3, 4, 5, ..., 101 ќе ги групирираме во парови на следниот: 

- ќе го формираме парот (2,3)  и  

- ќе ги формираме паровите ( 1)i  (101 ,4 )k k  , 0,1,2,3,...,48k  .  

Првиот играч, т.е. ученикот кој ја почнува играта во првиот чекор ќе го прецрта 

бројот 1 .  

Понатаму првиот играч играта може да ја игра на следниот начин: 

- ако во i -тиот чекор вториот играч, т.е. вториот ученик го прецрта бројот 

101 k , тогаш во -от чекор првиот играч ќе го прецрта бројот 4 k .  

- ако во i -тиот чекор вториот игреач го прецрта бројот 4 k , тогаш во ( 1)i  -

от чекор првиот играч ќе го прецрета бројот 101 k .  



Р. Малчески, А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески. Т. Димовски  

 

 186 

- ако во i -тиот чекор вториот играч го прецрта бројот еден од броевите 2 или 

3, тогаш првиот играч во ( 1)i  -от чекор ќе го прецрта непрецртаниот број од 

броевите 2 или 3.  

На крај ќе останат два броја кои се броеви од еден ист пар. Нивниот збир ќе 

биде делив со 5. Значи, првиот играч може да игра и сигурно да победи во играта.  
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VIII   ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ 

 
1.  ОБИЧНИ ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  

 

1. Нека е дадена низата реални броеви 0{ }n na 
 . Функцијата  

0

( ) k
k

k

G x a x




  ,         (1) 

каде редот конвергира во некоја област ја нарекуваме генераторна функција за 

низата 0{ }n na 
 . Определи ја генераторната функција на:  

а) биномните коефициенти од n  ти ред ( )n
k , 0,1,2,...,k n ,  

б) низата ( 1)k
ka   , 0,1,2,3,...k    

Решение. а) Од 
0

(1 ) ( )
n

n n k
k

k

x x


    следува дека бараната генераторна функ-

ција е ( ) (1 )nG x x  .  

б) Имаме  

2 3 1
1

0

( ) ( 1) 1 ...k k

x
k

G x x x x x





        , за | | 1x  . 

Забелешка. Генераторната функција (1 )nx  всушност е генераторна функција 

за бројот на комбинациите без повторување од класа k  од n  елементи.  

 

2. Нека 1( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
  и 2 ( )g x  е генераторна 

функција на низата 0{ }i ib 
 . Докажи, дека 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x   е генераторна 

функција на низата 0{ }i ic 
 , каде i i ic a b  , 0,1,2,3,...i  .  

Функцијата ( )g x  ја нарекуваме збир на генераторните функции 1g  и 2g .  

Решение. Навистина, од претпоставката дека редовите 
0

k
k

k

a x




  и 
0

k
k

k

b x




  

конвергираат следува дека редот 
0 0

k k
k k

k k

a x b x
 

 

   конвергира во некоја област 

и притоа важи  

1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )k k k
k k k k

k k k

g x g x g x a x b x a b x
  

  

        , 

што значи дека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ic 
 .  

 

3. Нека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
  и c  е константа. Докажи 

дека ( ) ( )f x cg x  е генераторна функција на низата 0{ }i ica 
 . Функцијата f  ја 

нарекуваме производ на генераторната функција g  со константата c .  
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Решение. Навистина, од претпоставката дека редот 
0

k
k

k

a x




  конвергира 

следува дека редот 
0

k
k

k

ca x




  конвергира во истата област и притоа важи  

0 0

( ) ( ) k k
k k

k k

f x cg x c a x ca x
 

 

    , 

што значи дека ( ) ( )f x cg x  е генераторна функција на низата 1{ }i ica 
 .  

 

4. Нека 1( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 , 2 ( )g x  е генераторна 

функција на низата 0{ }i ib 
  и ,   . Докажи, дека  

1 2( ) ( ) ( )g x g x g x    

е генераторна функција на низата 0{ }i ic 
 , каде i i ic a b   , 0,1,2,3,...i  .  

Решение. Доказот непосредно следува од задачите 2 и 3. Деталите ги оставаме 

на читателот за вежба.  

 

5. Нека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 . Докажи, дека ( )nx g x  е 

генераторна функција на низата 0{ }i ib 
 , каде 0, 0,1,2,..., 1kb k n    и 

,k k nb a k n  .  

Решение. Навистина,  

0

( )n n k k
k k n

k k n

x g x x a x a x
 


 

    

каде во последната сума собирањето може да се прошири на сите 0k  , ако земе-

ме 0ka  , за сите негативни вредности на k .  

 

6. Определи ја генараторната функција на низата 1ka  , 0,1,2,3,...k  .  

Решение. Нека ( )g x  е генераторна функција за низата 1ka  , 0,1,2,...k  . 

Тогаш ( )xg x  е генераторна функција за низата 0 0a  , 1ka  , 1,2,...k  . Значи,  

0

( ) k

k

g x x




   и 
1

( ) k

k

xg x x




  , 

па затоа ( ) ( ) 1g x xg x  , т.е. (1 ) ( ) 1x g x  , од што следува дека  

1
1

0

( )k

x
k

x g x





  . 

 

7. Нека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 . Докажи, дека  

2 1
0 1 2 1( ) ... n

n

n

g x a a x a x a x

x


    

 

е генераторна функција на низата 1 2, , ,...n n na a a  .  
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Решение. Доказот е аналоген на доказот во задача 8.5. Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба.  

 

8. Нека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 . Докажи, дека ( )g cx  е 

генераторна функција на низата 0{ }i
i ic a 

 .  

Решение. Од претпоставката дека редот 
0

k
k

k

a x




  конвергира следува дека 

редот  

0 0

( ) ( )k k k
k k

k k

a cx c a x
 

 

   

конвергира во некоја област и притоа важи  

0 0

( ) ( )k k k
k k

k k

g cx a cx c a x
 

 

   , 

што значи дека функцијата ( )g cx  е генераторна функција на низата 0{ }i
i ic a 

 .  

 

9. а) Нека 1( )g x  е генераторна функција за низата 0{ }i ia 
  и 2 ( )g x  е генератор-

на функција за низата 0{ }i ib 
 . Докажи, дека 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x  е генераторна 

функција за низата 0{ }i ic 
  каде  

0 1 1 2 2 1 1 0
0

...
n

n k n k n n n n n
k

c a b a b a b a b a b a b   


       ,     (1) 

Функцијата ( )g x  ја нарекуваме производ на генераторните функции 1g  и 2g .  

б) Нека  
2 3

1 0 1 2 3( ) ...g x a a x a x a x      

е генераторна функција таква што 1 0(0) 0g a  . Докажи, дека постои единствена 

генераторна функција  
2 3

2 0 1 2 3( ) ...g x b b x b x b x      

таква што 1 2( ) ( ) 1g x g x  . Притоа пишуваме 
1

1
2 ( )

( )
g x

g x  .  

Решение. а) Тврдењето непосредно следува од равенството  
2 2

1 2 0 1 2 0 1 2

2
0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0

( ) ( ) ( ) ( ...)( ...)

       ( ) ( ) ...

g x g x g x a a x a x b b x b x

a b a b a b x a b a b a b x

       

      
 

б) Да ја разгледаме низата 0 1, 0, 1,2,...ic c i   , на која и соодветствува 

генераторната функција ( ) 1g x  . Членовите на низата 0{ }i ib 
  на која и соодвет-

ствува генераторната функција 2 ( )g x  ќе ги определиме индуктивно користејќи го 

равенството 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x . За 0n  , со замена во равенството (1) добиваме 

0 0 1a b   и како 0 0a   добиваме 
0

1
0 a

b  . Нека претпоставиме дека сме ги опреде-

лиле , 0,1,2,..., 1ib i k  . Тогаш за n k  од (1) добиваме  
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0 1 1 2 2 1 1 00 ...k k k k k kc a b a b a b a b a b          

и како 0 0a   од последното равенство наоѓаме единствен  

1 1 2 2 1 1 0

0

...k k k ka b a b a b a b
k a

b      
  . 

Конечно, од претходно изнесеното следува дека постои единствена генераторна 

функција 2 ( )g x  таква што 1 2( ) ( ) 1g x g x  .  

 

10. Нека е дадена низата 0{ }n na 
 . Определи ја генераторната функција на 

парцијалните суми на редот 
0

i
i

a




 .  

Решение. Нека 1( )g x  е генераторна функција за низата 0{ }n na 
 . За низата 

0{ }i ib 
  определена со 1ib  , 0,1,2,...i   важи 1

2 1
( )

x
g x


 . Сега од задача 8.9  

следува  
21

1 0 0 1 0 1 21
( ) ( ) ( ) ...

x
g x a a a x a a a x


       , 

т.е. 1
11
( )

x
g x


 е генераторна функција за парцијалните суми на редот 

0
i

i

a




 .  

 

11. (Теорема за инверзна генераторна функција). Нека  
2 3

1 0 1 2 3( ) ...g s a a s a s a s      и 2 3
2 0 1 2 3( ) ...g t b b t b t b t      

се две генераторни функции, при што 2 0(0) 0g b  . Тогаш генераторната функ-

ција  
2 2 3 3

1 2 0 1 1 1 2 2 1 1 3 2 1 2 3 1( ) ( ( )) ( ) ( 2 ) ...g t g g t a a b t a b a b t a b a b b a b t            (1) 

ја нарекуваме композиција на генераторните функции 1g  и 2g .  

Нека генераторната функција  
2 3 4

1 2 3 4( ) ...g t b t b t b t b t      

е таква што 1 0b  . Тогаш постојат единствени генераторни функции  

2 3 4
1 2 3 4( ) ...f s a s a t a t a t     ,  

и  
2 3 4

1 2 3 4( ) ...h u c u c u c u c u     ,  

такви што ( ( ))f g t t  и ( ( ))g h u u . Функцијата f  ја нарекуваме лева инверзија, 

а функција h  ја нарекуваме десна инверзија на функцијата g .  

Решение. Ќе ја докажеме егзистенцијата и единственоста на левата инверзна 

генераторна функција. Притоа коефициентите на генераторната функција ( )f s  ќе 

ги определуваме последователно при што ќе го користиме условот ( ( ))f g t t  и 

фактот дека функцијата ( )a t t  е генераторна за низата 0 10, 1, 0, 1id d d i    . 

Според тоа, ако го искористиме равенството (1) за 1n   добиваме 1 1 1a b   и како 

1 0b   имаме 
1

1
1 b

a  . Понатаму, повторно од (1) и фактот дека 2 0d  , за 2n   



Генераторни функции  

 

  191  

имаме 1 2

2
1

2
a b

b
a   . Нека претпоставиме дека коефициентите 1 2, ,..., na a a  се веќе 

определени. Од 1 0nd    и од (1) следува дека е точно равенството  

1
1 1 1 1( ,..., , ,..., ) 0n

n n na b P a a b b
   ,       (1) 

каде P  е полином. Равенката е линеарна по 1na   и како 1
1 0nb   , таа има един-

ствено решение, што значи дека постои единствена генераторна функција ( )f s  

таква што ( ( ))f g t t .  

Егзистенцијата и единственоста на десната инверзна генераторна функција се 

докажува аналогно. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

12. а) Ако функцијата ( )g x  е генераторна за низата 0{ }n na 
 , тогаш функцијата 

'( )g x  е генераторна за низата 1{ }n nna 
 .  

б) Ако функцијата ( )g x  е генераторна за низата 0{ }n na 
 , тогаш функцијата 

0

( )
x

g t dt  е генераторна за низата 1 2
0 2 4

0, , , ,...
a a

a .  

Решение. Тврдењата непосредно следуваат од својствата на степенските 

редови. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

13. Определи ги генераторната функции на низите  

0{ 1}nn 
  и 1 1 1

2 3
0,1, , ,..., ,...

n
. 

Решение. Според задача 6 генераторната функција на низата 1ka  , 

0,1,2,3,...k   е 1
1

( )
x

g x


 . Сега, од задача 12 а) следува дека генераторната 

функција на низата 0{ 1}nn 
  е функцијата  

2

21

(1 )
'( ) 1 2 3 ...

x
g x x x


     , 

а генарторната функција на низата 1 1 1
2 3

0,1, , ,..., ,...
n

 е функцијата  

2 31 1
2 3

0

( ) ln(1 ) ...
x

g t dt x x x x        

 

14. Броевите 0 0H   и 1 1
2

1 ... ,k k
H      за 1,2,...k  . ги нарекуваме 

хармониски броеви и тие се еднакви на парцијалните суми на хармонискиот ред 

1
1

0
k

k






 .  

а) Докажи, дека за секој природен број m  важи  

2 2
1m

mH   .          (1) 

б) Определи ја генераторната функција на низата хармониски броеви.  

Решение. а) Очигледно тврдењето важи за 1m  . Нека претпоставиме дека (1) 

важи за некој 1m  . Тогаш 
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1 1

1

1 1 1 1
2 2 2 1 2 2 2 3 2

1 1
2 2 22

11
2 2 2

...

2

1 1 .

m m m m m m

m mm

m

m m

H H

H H

 



  



     

   

    

 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека (2) важи за секој 

природен број m .  

б) Во задача 10 докажавме дека генераторната функција за низата парцијални 

суми на редот 
0

i
i

a




  е функцијата 1
11
( )

x
g x


, каде 1( )g x  е генераторната функција 

на низата 0{ }k ka 
 . Понатаму, во задача 13 докажавме дека генераторната 

функција на низата 1 1 1
2 3

0,1, , ,..., ,...
n  

е 1( ) ln(1 )g x x   . Според тоа, генератор-

ната функција на низата парцијални суми на дивергентниот ред 1
1

0
k

k






 , т.е. на 

низата хармониски броеви е дадена со  
2 3 2 3 41 1 1 1

1 2 3 4

2 33 11
2 6

0

ln(1 ) (1 ...)( ...)

... ,

x

k
k

k

x x x x x x x x

x x x H x







          

     
 

 

15. Определи ја генераторната функција на низата 1
( 1)( 2)n n n

a
 

 , 0,1,2,...n  .  

Решение. Имаме  
21 1 1 1

1 2 2 3 3 4 ( 1)( 2)
( ) ... ...n

n n
f x x x x

    
      . 

Последното равенство го множиме со 2x , диференцираме и ако го искористиме 

добиениот резултат поа а) добиваме  
2 2 31 1 1

2 3
( ( )) ' ... ... ln(1 )n

n
x f x x x x x x         . 

Конечно, од последното равенство наоѓаме  

2 2

0

( ) ln(1 ) [(1 ) ln(1 ) ]
x

f x x t dt x x x x       .  

 

16. Докажи, дека за секој 1m   важи 

1 2 2 2 3 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

m

m m m m n n n
n

ax
ax a x a x a x   


      

 
 (1) 

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m .  

За 1m   од задачите 6 и 7 следува  

2 2 3 31
1

1 1 1 2 2 1 2 3 3 1 1
1 1 1 1

1 ... ...

1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

n n

ax

n n n

ax a x a x a x

ax a x a x a x



   

      

      
 

т.е. важи равенството (1).  

Нека претпоставиме дека (1) важи за m k , т.е. дека  
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1 2 2 2 3 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

k

k k k k n n n
n

ax
ax a x a x a x   


       .    (2) 

Сакаме да докажеме дека  

1

1 2 2 2 3 3 31
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

k

k k k k n n n
n

ax
ax a x a x a x



   


       .    (3) 

Од 
1

1 1

(1 ) (1 )
(1 )

k kax ax
ax

 
   следува дека (3) важи ако и само ако при множење на 

(3) со 1 ax  се добива генераторната функција за 1

(1 )kax
, т.е. се добива (2). Ако 

го искористиме Паскаловото равенство 
1 1

1( ) ( ) ( )k n k n k n
n n n
    

   кое е еквива-

лентно на равенството 
1 1

1( ) ( ) ( )k n k n k n
n n n
    

   добиваме  

1

1 1

(1 ) (1 )

1 2 2 2 3 3 3
1 2 3

1 2 2 2 3 3 3
1 2 3

1 2 2 2 3 3 1
1 2

1
1 2

(1 )

(1 )[1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...]

1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

( ) ( ) ... ( ) ...

1 ( ) ( )

k kax ax

k k k k n n n
n

k k k k n n n
n

k k k n n n
n

k k

ax

ax ax a x a x a x

ax a x a x a x

ax a x a x a x

ax a

 

   

   

   



 

       

      

     

   2 2 2 3 3 1
3( ) ... ( ) ...,k k n n n

nx a x a x     

 

а тоа е равенството (2). Конечно, од претходно изнесеното следува дека тврдењето 

важи за 1m k  , па од принципот на математичка индукција следува дека важи 

за секој 1m  .   

Забелешка. Ако во (1) земеме 1a   ја добиваме генераторната фунција  

1 2 2 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

m

m m m m n n
n

x
x x x x   


        

која всушност е генераторна функција за бројот на комбинациите со повторување 

од класа k  од m  елементи.   

 

17. Реши ја диференцната равенка  

0 15, 3, за 1k ka a a k    .       (1) 

Решение. Нека  

0

( ) k
k

k

f x a x




           (2) 

е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . Ако (2) го помножиме со x  добива-

ме  

1

0

( ) k
k

k

xf x a x






  .         (3) 

Понатаму, во (4) имаме константа 3, па затоа ја наоѓаме генераторната функција 

на низата 3, 0nb n   и тоа е функцијата  

3
1

1 1

3 3i i

x
i i

x x
 


 

   .        (4) 

Од равенствата (2), (3) и (4) наоѓаме  
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23
0 1 0 2 1 11

0

( ) ( ) 3 ( 3) ( 3) ... ( 3) ...

3 5 3 2

n
n nx

f x xf x a a a x a a x a a x

a


              

    
 

и ако последната равенка ја решиме по ( )f x  и ја искористиме задача 8.15 добива-

ме  

2

2 23 2
1(1 )

2 3

( ) 3(1 2 3 ... ( 1) ...) 2(1 ... ...)

5 8 11 14 ... (3 5) ...,

n n

xx

n

f x x x n x x x x

x x x n x


              

       

 

што значи 3 5,na n   за 0n  .  

 

18. Со помош на генераторни функции изведи ја формулата за општиот член 

на низата на Фибоначи:  

0 1 2 10, 1, n n nf f f f f     , за 0n  . 

Решение. Нека ( )F x  е генераторната функција на низата на Фибоначи, т.е.  

0

( ) n
n

n

F x f x




  . 

Од 0 0f   и 1 1f   последователно добиваме   

0( )( ) 2
1 2 3 1... ...

F x fF x n
nx x

f f x f x f x


         и  

0 1

2 2

( )( ) 2
2 3 4 2... ...

F x f f xF x x n
n

x x
f f x f x f x

 
       .  

Ако во последното равенство замениме 2 1n n nf f f   , за 0n   добиваме  

2

( ) 2
0 1 1 2 2 3 1

2 2
0 1 2 1 2 3 1

( )

( ) ( ) ... ( ) ...

[ ... ...] [ ... ...]

( )

F x x n
n n

x

n n
n n

F x

x

f f f f x f f x f f x

f f x f x f x f f x f x f x

F x






         

           

 

 

од каде наоѓаме 
21

( ) x

x x
F x

 
 .  

Нека a  и b  се корените на равенката 21 0x x   , т.е. 1 5

2
a 
  , 5 1

2
b 
  и   

21 ( )( )x x a x b x      . 

Понатаму, ќе ги определиме константите A  и B  такви што  

21

x A B
a x b xx x   

  . 

Ако последното равенство го помножиме со 21 x x   после средувањето 

добиваме  

( )x A B x Ab Ba       

од каде го добиваме системот  

1

1

A B

Ab Ba

 


 
 

чие решение е a
b a

A


   и b
b a

B


 . Од досега изнесеното, со примена на зада-

чите 6, 8 и 2 добиваме  
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1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ) .

x x
b a

n n

b aA B
a x b x b a b x a x b a

n n nx x
b a b a b ab a

n n n

F x

x

       

  

 
  

     

      

 

Конечно, од својствата на степенските редови следува дека  

5 1 5 11 1 1 1 1
2 25 5( )

5 1 1 51
2 25

( ) ( 1) [( ) ( ) ]

[( ) ( ) ].

n n

n n n

n n na b
n b a b a ab

n n

f  


 

       

 

 

 

19. Нека низата 0{ }n na 
  ја задоволува линеарната диференцна равенка  

1 1 2 2 ...n n n m n ma c a c a c a             (1) 

од m ти ред со константни коефициенти 1 2, ,..., mc c c  и почетни услови 

0 1, ,..., ma a a . Докажи, дека генераторната функција ( )g x  на оваа низа е од видот 

1( )

( )
( ) m

m

P x

Q x
g x  , каде ( )mQ x  е полином од m ти степен, а степенот на полиномот 

1( )mP x  е помал или еднаков на 1m .  

Решение. Нека претпоставиме дека треба да ја определиме генераторната 

функција на низата 0{ }n na 
  која ја задоволува диференцната равенка (1). Првите 

m  членови на низата се 0 1 1, ,..., ma a a  , па затоа  

2 1
0 1 2 1

2 3 1
0 1 2 1

( ) ... ...

( ) ... ...

m m
m m

m m
m m

g x a a x a x a x a x

xg x a x a x a x a x a x







      

      
 

2 2 3 4 1 2
0 1 2 1

1 2 2 1 2
0 1 2 1

( ) ... ...

.....................................................................................................

( ) ... ...

m m
m m

m m m m m m
m m

x g x a x a x a x a x a x

x g x a x a x a x a x a x

 


  


      

      

 

Сега, ако втората равенка ја помножиме со 1c , третата со 2c  итн. последната со 

mc , после собирањето добиваме  

2
1 2 1( )(1 ... ) ( )m

m mg x c x c x c x P x     

каде 1( )mP x  е полином со степен помал од m . Имено, од (1) следува дека после 

собирањето на десната страна сите коефициенти пред kx , k m  се еднакви на 

нула. Значи, генераторната функција на нашата низа е рационалната функција 

1( )

( )
( ) m

m

P x

Q x
g x  . 

 

20. Нека генераторната функција  
2 1

0 1 2 1( ) ... ...m m
m mg x a a x a x a x a x
      

  
 (1) 
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е рационална, т.е. ако 
( )

( )
( )

P x

Q x
g x  , каде ( )P x  и ( )Q x  се заемно прости полиноми. 

Докажи, дека почнувајќи од некој број n  низата 0{ }n na 
  ја задоволува лине-

арната диференцна равенка  

1 1 2 2 ...n m n m n m m na c a c a c a        ,     (2) 

каде m  е степенот на полиномот  ( )Q x , а 1 2, ,..., mc c c  се некои константи.  

Решение. Од 
( )

( )
( )

P x

Q x
g x   следува ( ) ( ) ( )g x Q x P x . Сега ако во последното 

равенство од (1) замениме за ( )g x  и за полиномите ( )P x  и ( ), degQ x Q m  после 

изедначување на коефициентите пред соодветните степени добиваме , дека 

почнувајќи од некој број n  низата 0{ }n na 
  ја задоволува линеарната диференцна 

равенка (2), каде m  е степенот на полиномот ( )Q x , а 1,..., mc c  се некои константи. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

21. Реши ја диференцната равенка  

0 1 1 21, 4, 6 , 2k k ka a a a a k      .      (1) 

Решение. Нека 
0

( ) k
k

k

f x a x




   е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . 

Бидејќи во диференцната равенка (1) коефициентот пред 1ka   е 1, а пред 2ka   е 6 

со множење со x  и 26x  наоѓаме   

1

0

( ) k
k

k

xf x a x






  .          (2) 

2 2

0

6 ( ) 6 k
k

k

x f x a x






  .        (3) 

Сега, од равенствата (2) и (3) наоѓаме  
2 2

0 1 0 2 1 0 1 2

0 1 0

( ) ( ) 6 ( ) ( ) ( 6 ) ... ( 6 ) ...

( ) 1 3 .

n
n n nf x xf x x f x a a a x a a a x a a a x

a a a x x

             

    
 

Ако последната равенка ја решиме по ( )f x  добиваме  

2

1 3 1 3
(1 3 )(1 2 )1 6

( ) x x
x xx x

f x  
  

  .         (4) 

Користејќи го методот на неопределени коефициенти имаме  
(2 3 )1 3

(1 3 )(1 2 ) 1 3 1 2 (1 3 )(1 2 )

a b a b xx a b
x x x x x x

  
     

   , 

т.е. го добиваме системот равенка  

1

2 3 3

a b

a b

 


 
 

чие решение е 6 1
5 5

,a b   . Со замена во (4) добиваме  

6 1 1 1
5 1 3 5 1 2

2 2 2 26 1
5 5

( )

(1 3 3 ... 3 ...) (1 2 ( 2) ... ( 2) ...)

x x

n n n n

f x

x x x x x x

 
    

             
 



Генераторни функции  

 

  197  

односно  

1
5

[6 3 ( 2) ],n n
na      за 0n  .  

 

22. Низата 0{ }n na 
  е зададена со рекуретната релација  

0 1 2 12, 7, 4 4 3 , 0n
n n na a a a a n       . 

Определи експлицитен израз за na .  

Решение. Нека 
0

( ) n
n

n

A x a x




   е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . 

Од 0 2a   и 1 7a   последователно следуваат следните равенства  

( ) 2 2
1 2 3 1... ...

A x n
nx

a a x a x a x


        и  

2

( ) 2 7 2
2 3 4 2... ...

A x x n
n

x
a a x a x a x

 
      .  

Ако во последното равенство замениме 2 14 4 3 ,n
n n na a a     за 0n   и земеме 

во предвид дека 
2 2 1

1 3
1 3 3 ... 3 ...n n

x
x x x


       добиваме  

2

( ) 2 7 ( ) 2 1
1 3

4 4 ( )
A x x A x

x xx
A x

  


    , 

од каде наоѓаме  
22

2 2 2

(1 3 ) (1 2 )4 7 2 1 1
1 3(1 3 )(1 2 ) (1 3 )(1 2 ) (1 2 )

1

0 0

0

( )

(3 ) ( )(2 )

[( 1)2 3 ] ,

x xx x
xx x x x x

n n n
n

n n

n n n

n

A x

x x

n x

   
    

 


 





   

 

  

 



 

од каде следува дека ( 1)2 3n n
na n   , за 0n  .  

 

23. Реши ја диференцната равенка  

0 11, 3 4 , 1k
k ka a a k           (1) 

Решение. Нека 
0

( ) k
k

k

f x a x




   е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . 

Бидејќи во диференцната равенка (13) коефициентот пред 1ka   е еднаков на 3 

наоѓаме  

1

0

3 ( ) 3 k
k

k

xf x a x






  .          (2) 

Понатаму, во (1) имаме член 4k , па затоа ја наоѓаме генераторната функција на 

низата 4 , 0k
kb k   и тоа е функцијата  

1
1 4

0

4k k

x
k

x





  .           (3) 
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Од (1), (2) и (3) наоѓаме  
2 21

0 1 0 2 1 11 4

0

( ) 3 ( ) 1 ( 3 4) ( 3 4 ) ... ( 3 4 ) ...

1 1 1 0.

n n
n nx

f x xf x a a a x a a x a a x

a


              

    
 

Последната равенка ја решаваме по ( )f x  и добиваме:  

1 131 4
(1 4 )(1 3 ) 1 4 1 3

0 0 0

( ) 4 4 3 3 (4 3 )k k k k k k k

x x x x
k k k

f x x x x
  

 

   
  

         , 

од каде наоѓаме 1 14 3 , 0k k
ka k    .  

 

24. Реши ја диференцната равенка  

0 13, 2 , 1k ka a a k k           (1) 

Решение. Нека 
0

( ) k
k

k

f x a x




   е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . 

Бидејќи во диференцната равенка (1) коефициентот пред 1ka   е еднаков на 2 

наоѓаме  

1

0

2 ( ) 2 k
k

k

xf x a x






  .          (2) 

Понатаму, во (1) имаме член k , па затоа ја наоѓаме генераторната функција на 

низата , 0kb k k   и тоа е функцијата  

2(1 )
1

kx

x
k

kx





  .           (3) 

Од (1), (2) и (3) наоѓаме  

2

2
0 1 0 2 1 1

(1 )

0

( ) 2 ( ) ( 2 1) ( 2 2) ... ( 2 ) ...

3.

nx
n n

x
f x xf x a a a x a a x a a n x

a




             

 

 

Последната равенка ја решаваме по ( )f x  и добиваме:  

2

2 2

3 5 3 51 1
1 1 2(1 2 )(1 ) (1 )

0 0 0 0

( )

( 1) 5 2 ( 2 5 2 ) ,

x x
x xx x x

k k k k k k

k k k k

f x

x k x x k x

  
   

   

   

   

            

 

од каде наоѓаме 2 5 2 , 0k
ka k k      .  

 

25. За секој природен број n , нека  

1 2

1 1
2

1 2

2 3 1

1 ... ,

... ,

... .n

n n

n n

TT T
n n

S

T S S S

U


   

   

   

 

За секој n  определи константи , , ,n n n na b c d  такви, што  

1n n n nT a S b   и 1n n n nU c S d  .  

Решение. Нека  
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1 1

( ) , ( )n n
n n

n n

S x S x T x T x
 

 

    и 
1

( ) n
n

n

U x U x




   

се генераторните функции за разгледуваните низи. Од условот имаме  

1n n nT T S   и 1
1n n n

S S    

па затоа  
2

1 2 1 1

2
1 2

(1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ... ( )

n
n n

n
n

x T x T x T T x T T x

S x S x S x S x

       

     
 

и  

2

2 2
1 2 1 1

2

(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ...
n

n
n n

x x
n

x T x x S x S x S S x S S x

x

         

    
 

Според тоа,  
2 2 1

1
[(1 ) ( )]' 1 ... ...n

x
x T x x x x


         

т.е.  
2 1

1
2(1 ) ( ) (1 ) '( )

x
x T x x T x


      

од што следува  

2

11

(1 )
0 0

2 ( ) (1 ) '( ) ( ) ( 1)n n n
n

x
n n

T x x T x x n x
 




 

        .  (1) 

Од друга страна имаме  

1
1 1

1 1

1 1 1
1 1 0

(1 ) '( ) (1 ) [( 1) ]

( 1) ( ) ( 1)

n n
n n n

n n

n n n
n n n

n n n

x T x x nT x T n T nT x

T T x n S x T x n S x

 



 

  

 
  

      

      

 

  

 

од што според (1) добиваме  

1
0 0

( ) ( 1) ( 1)n n
n

n n

T x n S x n x
 


 

       

т.е.  

1
0

( ) [( 1) ( 1)] n
n

n

T x n S n x





     

од што следува 1( 1) ( 1)n nT n S n    , што значи  1na n   и ( 1)nb n   . 

Слично, за ( )U x  имаме  

1 2

2
1 2 1 1

2

2 3 1

2
2 3 1

( )1 1
1

1 0

(1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ...

=( 1) ( 1) ... ( 1) ...

n

n
n n

TT T n

n

n
n

S xi n
i x x

i n

x U x U x U U x U U x

x x x

S x S x S x

S x x







 



 

       

    

      

    

 

од што следува  
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2

1
( )1 1

1 (1 )
1 1 0

1
1

( ) 1 ( ) ( 1)

[ ( 1)]

n
S x n n

jx x x
n j n

n
n

n

U x S x n x

T n x

  

 
  






      

  

  



 

што значи дека 1 ( 1)n nU T n   . Според тоа,  

2

1
1 2

1

( 2) ( 2) ( 1)

( 2)( ) 1 2( 1)

( 2) 2( 1)

n n

n n

n

U n S n n

n S n

n S n



 



     

     

   

 

од што добиваме 2nc n   и 2( 1)nd n   .  

 

26. Докажи, дека генераторната функција на низата 0{ }i ia 
  е рационална ако и 

само ако постојат броеви 1 2, ,..., kq q q  и полиноми 1 2( ), ( ),..., ( )kp t p t p t  такви што 

почнувајќи од некој n  важи  

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n n n
n k ka p t q p t q p t q    .       (1) 

Изразот на десната страна на (1) го нарекуваме квазиполином од променлива n .  

Решение. Најпрво да забележиме дека генераторната функција (1 ) mqx   има 

вид  
1 2 2 2 3 3 3 4 4

1 2 3 4

1 2 2 2 3 3 3 4 4
1 1 11

(1 ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...

m m m m m

m m m m
m m mm

qx qx q x q x q x

qx q x q x q x

   

  
  

      

     
 

Коефициентот пред nx  во оваа генераторна функција е  

( 1)( 2)...( 1)
1( 1)!
( )

n n n m n n
mm

q P n q
   


 ,       (2) 

каде 1( )mP n  е полином од n  од ( 1)m  ви степен. Според XV 4.7 секоја рацио-

нална функција од x  може да се запише во вид на линеарна комбинација од поли-

номи и елементарни дропки од видот (1 ) im
iq x


 , па затоа коефициентите на 

соодветната генераторна функција се квазиполиноми.  

Обратно, нека претпоставиме дека коефициентите на генераторната функција, 

почнувајќи од некој број n , можат да се запишат како казиполиноми. Ќе докажеме 

дека за квазиполиномот ( ) np n q  соодветната генераторна функција е рационална. 

Нека степенот на p  е еднаков на 1m . Според пример X 4.2. в) полиномите 

0 1 1, ,..., mP P P   определени со равенството (2) формираат база на просторот 

полиноми со степен помал или еднаков на 1m . Затоа полиномот p  може да се за-

пише како линеарна комбинација на полиномите 0 1 1, ,..., mP P P  , што значи дека со-

одветната генераторна функција е линеарна комбинација од функциите (1 ) iqx  , 

1,2,..., 1i m  . За произволен квазиполином добиваме линеарна комбинација од 

функции од ваков вид за различни iq , со што тврдењето е докажано.  
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27. Производ на Адамар за генераторните функции  
2 3

0 1 2 3( ) ...g x a a x a x a x      

и  
2 3

0 1 2 3( ) ...h x b b x b x b x      

ја нарекуваме генераторната функција  
2 3

0 0 1 1 2 2 3 3( ) ...f x a b a b x a b x a b x     . 

Докажи, дека производот на Адамар на две рационални генераторни функции и 

рационална генераторна функција.  

Решение. Тврдењето следува непосредно од задача 25 и фактот дека согласно 

равенството (1) во задача 25 производ на квазиполиноми е квазиполином. Дета-

лите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

28. Определи ги бројот на решенијата на равенката  

a b c de e e e r    , 

каде 0 6r  , , , ,a b c de e e e   и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c de e e e        .  

Решение. Да го разгледаме производот  
2 2(1 )(1 )(1 )(1 )a a b b c c c d d dx x x x x x       

каде индексите служат само за следење на множителите на кој му припаѓа секој x , 

т.е. индексите не влијаат на вредноста на променливата. Ако земеме дека 0 1,ix   

за , , ,i a b c d  и го разгледаме членот 4x  добиваме дека тој се јавува во секој 

собирок од збирот:  
0 0 2 2 0 1 2 1 1 0 2 1 1 1 2 0

0 1 1 2 1 0 1 2 1 1 0 2 1 1 1 1

a b c d a b c d a b c d a b c d

a b c d a b c d a b c d a b c d

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

   

   
 

при што збирот на степените во секој член е еднаков на 4. Затоа, разгледувајќи ги 

степените на членовите, гледаме дека истите ги даваат сите решенија на равенката  

4a b c de e e e    , 

каде , , ,a b c de e e e   и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c de e e e        . Аналогно, за 

0 6r   коефициентот пред rx  го дава бројот на решенијата на равенката  

a b c de e e e r    , 

каде , , ,a b c de e e e   и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c de e e e        . 

 

29. Нека A  е множество кое содржи 1 објект од тип a , 1 објект од тип b , 2 

објекта од тип c  и 2 објекта од тип d . Определи го бројот на начините на кој 

може да се изберат 4 објекти од дадените 4 типа во множеството A .  

Решение. Да го разгледаме производот  
2 2(1 )(1 )(1 )(1 )a a b b c c c d d dx x x x x x      .  

Нека 
j

ix  претставува j  објекти од тип i , што значи дека 1a  претставува 0 

објекти од тип a , bx  претставува 1 објект од тип b  и 2
cx  претставува 2 објекти од 

тип c . Така, 1 1 2 0
a b c dx x x x  преставува избор на 1 објект од тип a , 1 објект од тип b  и 



Р. Малчески, А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески. Т. Димовски  

 

 202 

2 објекти од тип c и 0 објекти од тип d . Според тоа, коефициентот пред 4x  е 

еднаков на бројот на начините на кој може да се изберат 4 објекти од дадените 4 

типа во множеството A .  

 

30. Во сад имаме 4 црвени, 5 сини и 2 зелени топчиња.  

а) На колку различни начини од садот можат да се изберат 7 топчиња?  

б) На колку различни начини можат да се извлечат 7 топчиња, но притоа да 

мора да се извлече 1 црвено и 2 сини топчиња?  

Решение. а) Генераторната функција е:  
2 3 4 2 3 4 5 2(1 )(1 )(1 )x x x x x x x x x x x            

и бараниот број е еднаков на коефициентот пред 7x .  

б) Бидејќи мора да се извлече барем едно црвено топче, множителот кој соод-

ветствува на барањето на црвените топчиња е 2 3 4x x x x   . Слично, мно-

жителот кој соодветствува на барањето на сини топчиња е 2 3 4 5x x x x   . Значи 

генераторната функција е  
2 3 4 2 3 4 5 2( )( )(1 )x x x x x x x x x x         

и бараниот број е еднаков на коефициентот пред 7x . 

 

31. Нека претпоставиме дека во сад се наоѓаат 3 црвени, 8 зелени, 9 портока-

лови и 2 бели топчиња. На колку начини можат да се изберат 12 топчиња, ако мо-

ра да се изберат барем едно црвено топче, парен број зелени топчиња и непарен 

број портокалови топчиња?  

Решение. Бидејќи од 3 црвени мора да се избере барем едно топче полиномот 

за црвените топчиња е 2 3x x x  . Бидејќи од 8 зелени топчиња мора да се избере 

парен број топчиња, добиваме дека може да се изберат 0 или 2 или 4 или 6 или 8 

топчиња, па затоа полиномот за зелените топчиња е  
2 4 6 81 x x x x    . 

Слично, полиномот за портокаловите топчиња е  
3 5 7 9x x x x x    , 

а полиномот за белите топчиња е  
21 x x  . 

Според тоа, за поставениот проблем генераторната функција е  
2 3 2 4 6 8 3 5 7 9 2( )(1 )( )(1 )x x x x x x x x x x x x x x             

и бараниот број е коефициентот пред 12x .  

 

32. Определи го коефициентот пред 24x  во развојот  

3 4 5 6 4( ...)x x x x    . 

Решение. Според задача 15 имаме  

4

3 4 5 6 4 3 4 2 3 4 4 12 4 121 1
1 (1 )

12 5 2 6 3 4 1
2 3

( ...) ( ) (1 ...) ( )

(1 4 ( ) ( ) ... ( ) ...).

x x

n n
n

x x x x x x x x x x x

x x x x x
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Значи, за да го определиме коефициентот пред rx  треба да го определиме коефи-

циентот пред 12rx   во генераторната функција  

5 2 6 3 4 1
2 31 4 ( ) ( ) ... ( ) ...n n

nx x x x       , 

па затоа коефициентот пред rx  е  

4 12 1 9
12 12( ) ( )r r

r r
   
  . 

Конечно, коефициентот пред 24x  е 24 9 15
24 12 12( ) ( )
  . 

 

33. На колку начини 12 објекти можат да се изберат од 5 видови објекти, при 

што мора да има најмногу 2 објекти од првите три видови, а неограничен број 

објекти од останатите два видови објекти?  

Решение. Генераторната функција е:  
3

5

2 3 2 3 4 2 3 2 3 31 1 1
1 1 (1 )

3 6 9 6 2 5 1
2

(1 ) (1 ...) ( ) ( ) (1 )

(1 3 3 )(1 5 ( ) ... ( ) ...).

x
x x x

n n
n

x x x x x x x

x x x x x x


  

 

          

        

 

Ако ги помножиме последните два полиноми, добиваме дека коефициентот пред 
12x , т.е. бараниот број избори е  

5 12 1 5 9 1 5 6 1 5 3 1 16 13 10 7
12 9 6 3 12 9 6 31 ( ) 3( ) 3( ) ( ) ( ) 3( ) 3( ) ( ).                 

 

34. На колку начини 20 објекти можат да се изберат, ако објектите од првиот 

вид можат да се изберат само во пакети од по 5 објекти, од вториот вид само во 

пакети од по 3 објекти, од третиот вид можат да се земат најмногу 4, од четвртиот 

вид најмалку 3 објекти и може да се земат најмнугу 2 објекти од петтиот вид?  

Решение. Генераторната функција за поставениот проблем е:  

5 3 3 3

5 3 3

5 10 3 6 2 3 4 3 4 2

1 11 1
1 1 11 1 (1 )

3 4 2 5 3 3 1
2 3

(1 ...)(1 ...)(1 )( ...)(1 )

(1 3 ( ) ( ) ... ( ) ...).

x x x x
x x xx x x

n n
n

x x x x x x x x x x x x

x x x x x

 
    

 

              

     

      

 

Бараниот број избори е коефициентот пред 20x . Но коефициентот пред rx  е 

1
3( )r

r

 , па затоа бараниот број избори е 19

17( ) .  

 

35. Најди ја генераторната функција чиј n ти коефициент го дава бројот на 

ненегативните решенија на равенката  

1 2 3 44 5 3e e e e n    . 

Решение. Бараниот број е еднаков на бројот на начините за избор на n  објекти 

при што објектите од вториот вид се земаат во пакети од по 4 објекти, објектите 

од третиот вид се земаат во пакети од по 5 објекти и објектите од четвртиот вид се 

земаат во пакети од по три објекти. Според тоа, бараната генераторна функција е  

4 5 3

2 4 8 5 10 3 6 1

(1 )(1 )(1 )(1 )
(1 ...)(1 ...)(1 ...)(1 ...)

x x x x
x x x x x x x x

   
             .  
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36. Докажи, дека функцијата  

2 3

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x   
        (1) 

е генераторна функција чиј n ти коефициент го дава бројот на начините на 

сместување на n  истоветни објекти во n  истоветни кутии, при што некои кутии 

може да останат празни, односно го дава бројот на разбивањата на бројот n  на n  

или помалку делови (целобројни ненегативни собирци).  

Решение. Да го разгледаме бројот на начините на сместување на n  истоветни 

објекти во n  истоветни кутии, при што некои од кутиите можат да останат праз-

ни. Јасно, овој број е еднаков на бројот на разбивањата на бројот n  на n  или 

помалку делови и тој број еднаков на бројот на ненегативните целобројни реше-

нија на равенката  

1 2 32 3 ... ne e e ne n     .         (2) 

Понатаму, за фиксиран број n , бројот на решенијата на равенката (2) е еднаков на 

коефициентот пред nx  во генераторната функција  

2 3

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )nx x x x   
.           (3) 

Генераторната функција (3) важи за фиксиран број n . Аналогно, за секој приро-

ден број n  степенот пред nx  во генераторната функција (1) го дава бројот на 

решенијата на равенката (2).  

 

37. Со помош на генераторни функции определи го бројот на начините на 

разбивање на бројот n  како збир на n  или помалку различни броеви.  

Решение. Да го разгледаме бројот на начините на разбивање на бројот n  како 

збир на n  или помалку различни природни броеви. Бидејќи собирците треба да се 

различни, секој цел број може да се појави во разгледуваниот збир само еднаш. 

Значи, во записот на бројот n , како збир на различни природни броеви, секој цел 

број помал или еднаков на n  ќе се појави само еднаш. Според тоа, решението на 

поставениот проблем го дава коефициентот пред nx  во генераторната функција  

2 3(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x    . 

 

38. Докажи, дека бројот на начините за разбивање на природниот број n , како 

збир на n  или помалку различни природни броеви е еднаков на бројот на начи-

ните на разбивања на природниот број n  како збир на n  или помалку непарни 

природни броеви.  

Решение. Според задача 36 бројот на начините на разложување на целиот број 

n  како збир на n  или помалку различни природни броеви е еднаков на коефи-

циентот пред nx  во генераторната функција  
2 4 6 8 2

2 3 4

3 5 2 1

2 3 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...

(1 )(1 )(1 )...(1 )... ... ...

.

k

k

k

k x x x x x
x x x x x

x x x x

x x x x



    
    

   

          


 

Но, функцијата  

3 5 2 1

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x    
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е генераторна функција за бројот на разбивања на целиот број n  како збир на n  

или помалку непарни природни броеви, од што следува тврдењето на задачата.  

 

 
2.  ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  

 

1. Функцијата  

!
0

( ) ka k

k
k

h x x




           (2) 

ја нарекуваме експоненцијална генераторна функција за низата 0{ }k ka 
 .  

Докажи, дека ако f  и g  се експоненцијални генераторни функции за низите 

0{ }k ka 
  и 0{ }k kb 

 , тогаш  

а) функцијата ( ) ( )f x g x  е ексоненцијална генераторна функција за низата 

0{ }k k ka b 
 .  

б) функцијата ( ) ( )f x g x  е експоненцијална генераторна функција за низата  

0

( ) , 0,1,2,3,...
n

n
n k k n k

k

c a b n


  , 

која ја нарекуваме биномна конволуција на низите 0{ }k ka 
  и 0{ }k kb 

 .  

Решение. а) Нека 
!

0

( ) ka k

k
k

f x x




   и 
!

0

( ) kb k

k
k

g x x




   се експоненцијални ге-

нераторни функции за низите 0{ }k ka 
  и 0{ }k kb 

 . Тогаш  

! ! !
0 0 0

( ) ( ) k k k ka b a bk k k

k k k
k k k

f x g x x x x
  



  

      , 

што значи дека ( ) ( )f x g x  е експоненцијална генераторна функција за низата 

0{ }k k ka b 
 .  

б) Од  

0 01 2 1 2

0 0 0 1 1 0 0 2 2 01 1

0 0

2 2

0! 1! 2! 0! 1! 2!

2

0! 0!1! 1!0! 0!2! 1!1! 2!0!

1! 1! 2! 2! 21 1
0 1 1 0 0 2 1 10! 1! 0!1! 1!0! 2! 0!2! 1!1!

( ) ( ) ( ) ( ...)( ...)

       ( ) ( ) ...

       [ ] [

a ba a b b

a b a b a b a b a ba b

a b

h x f x g x x x x x

x x

a b a b x a b a b

       

      

      2!
2 02!0!

] ...,a b x 

 

следува дека ( ) ( ) ( )h x f x g x  е експоненцијална генераторна функција на низата  

0

( ) , 0,1,2,3,...
n

n
n k k n k

k

c a b n


  .  

Забелешка. Друга суштинска разлика меѓу експоненцијалните и обичните 

генераторни функции се забележува при нивното диференцирање и интегрирање. 

Имено, при диференцирањето и интегрирањето на експоненцијална генераторна 

функција повторно добиваме експоненцијална генераторна функција за која 

имаме шифтување на низата коефициенти, без да се менува нивната големина, т.е.   
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1

!
0

'( ) ka k

k
k

h x x




   и 1

( 1)!
0

( ) ka k

k
k

h x dx x







  . 

 

2. Определи ја експоненцијалната генераторна функција на низата  
!

( )!
, 0,1,2,...,n

k n k
a k n


  . 

Решение. Од  

0 1 2

2
0 1 2

2! ! ! ! !
0! ! 1!( 1)! 2!( 2)! !( )! 0! !

! ! ! ! !
! 0! ( 1)! 1! ( 2)! 2! ( )! ! 0! !

(1 ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

... ...

... ... ,
k n

n n n n n n
n

k nn n n n n
n n n k n k n

n x n x n x n x n x
n n n n k k n

x x x x

x x x x
  

  

     

      

           

 

следува дека (1 )nx  е експоненцијална генераторна функција за низата  

!
( )!

, 0,1,2,...,n
k n k

a k n


  , 

т.е. за бројот на варијации без повторување од n  елементи од класа k .  

 

3. Определи ја експоненцијалната генераторната функција која може да се ис-

користи за наоѓање на бројот на начините на кој n  лица може да се сметат во 3 

соби со најмалку 2, но не повеќе од 9 лица.  

Решение. Од својствата на експоненцијалните генераторни функции, добиваме 

дека бараната експоненцијална генераторна функција е  
2 3 4 9 2 3 4 9 2 3 4 9

2 3 4 9

2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9!

3

2! 3! 4! 9!

( ) ( ... )( ... )( ... )

( ... ) .

x x x x x x x x x x x x

x x x x

f x             

    

 

 

4. Определи ја експоненцијалната генераторна функција за низата варијации со 

повторување од n  елементи од класа k . 

Решение. Бројот на варијациите со повторување од n  елементи од класа k  е 

еднаков на kn . Овој број е еднаков на бројот на различните распоредувања за k  

објекти од n  видови објекти, при што претпоставуваме дека постои неограничен 

број објекти од секој вид. Експоненцијалната генераторна функција за 

определување на овој број е  
2 3

2 3

2 2 3 3

1! 2! 3! !

( ) ( ) ( )

1! 2! 3! !

1! 2! 3! !

( ) (1 ... ...) ( )

1 ... ...

1 ... ...

k

k

k k

n x n nxx x x x
k

nx nx nxnx
k

nx n x n x n x
k

f x e e        

      

      

 

што значи  
2 3

1! 2! 3! !
( ) (1 ... ...)

k nx x x x
k

f x         

е експоненцијална генераторна функција за низата варијации со повторување од 

n  елементи од класа k .  
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5. Определи го бројот на сместување на n  гости во три сали, при што во прва-

та сала мора да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен број 

гости и во третата сала мора да има парен број гости.  

Решение. Нека n  гости се сметени во три сали, при што во правата сала мора 

да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен број гости и во 

третата сала мора да има парен број гости. Експоненцијалната генераторна 

функција за овој проблем е  
2 3 3 5 2 4 6

1! 2! 3! 1! 3! 5! 2! 4! 6!
( ) ( ...)( ...)(1 ...)x x x x x x x x xf x          .    (1) 

Ако ги искористиме равенствата  
2 3

1! 2! 3! !
1 ... ...

kx x x x x
k

e        ,  
2 3

1! 2! 3! !
1 ... ( 1) ...

kx kx x x x
k

e          

добиваме  
2 4 2

2 2! 4! (2 )!
1 ... ...

x x ke e x x x
k

        и 
3 5 2 1

2 1! 3! 5! (2 1)!
... ...

x x ke e x x x x
k

 


      , 

па со замена во (1) за експоненцијалната генераторна функција добиваме  
2 2 3 2 21

2 2 4 4
( ) ( 1) ( 1) [ ]

x x x x x xx x x x x xe e e e e ef x e e e e e e
               .  

Коефициентот пред 
!

nx
n

 во последната функција е 1
4

[3 ( 1) 2 ( 2) ]n n n n      и тој е 

еднаков на бројот на начините на сместување на n -те гости во трите сали, при 

дадените услови.  

 

6. Користејќи ги експоненцијалните генераторни функции докажи дека бројот 

на начините на кои n  различни објекти може да се стават во k  различни кутии, 

при што ниту една кутија не смее да биде празна и 1 k n   е 

( )

0

( 1) ( )( )
k

n i k n
ik

i

A k i


   .        (1) 

Решение. За дадениот проблем експоненцијалната генераторна функција е  
2 3

1! 2! 3!

( )( )

!
0 0 0

! !
0 0 0 0

( ) ( ...) ( 1)

( )( 1) ( )( 1)

( )( 1) ( ) ( 1) ( )( )

n n

n n

k x kx x x

k k
k i xk i k i x k i

i i n
i i n

k k
k i n i k nx x
i in n

n k n k

f x e

e

k i k i




  

 

   

     

   

     

  

   

 

и коефициентот пред 
!

nx
n

 е даден со (1).  

 

7. Докажи, дека бројот на начините на кои n  различни објекти може да се ста-

ват во k  исти кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна и 1 k n   

е 

( ) 1
!

0

( 1) ( )( )
k

n i k n
ik k

i

S k i


   ,          (1) 

каде 
( )n
k

S , 0 k n   се Стирлинговите броеви од втор вид.  
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Решение. Според задача 6 бројот на сместувања на n  различни објекти во k  

различни кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна е еднаков на 
( )n
k

A . Сега формулата (1) следува од фактот дека за да од различни преминеме на 

исти кутии треба овој број да го поделиме со !k , што значи дека 
( ) ( )1

!

n n
k kk

S A .  

 

8. На кружницата се дадени 2n  точки. На колку начини овие точки можат да 

се разбијат на n  парови така што меѓу n те тетиви определени со овие парови 

точки не постојат две кои се сечат?  

Решение. Со na  да го означиме бараниот број разбивања, а точките на круж-

ницата да ги означиме со 1 2 3 2, , ,..., nA A A A , во ист редослед како што се поставени 

на кружницата. Точката 1A  може, при дадените услови со тетива да се поврзе 

само со една од точките 2 4 2 2 2, ,..., ,n nA A A A  (точки со парни индекси), бидејќи во 

спротивно, од секоја страна на тетивата која излегува од 1A  ќе има непарен број 

точки, па барем една тетива ќе ја сече тетивата од 1A .  

Да го определиме бројот на различните начини на поврзувања на точките, кога 

1A  е поврзана со точката 2kA . Од едната страна на тетивата 1 2kA A  има 

2 2 2( 1)k k    точки и тие можат да се поврзат на 1ka   начин. Од другата страна 

на тетивата 1 2kA A  се наоѓаат 2( )n k  точки и тие можат да се поврзат на n ka   

начини. Од принципот на производ следува дека бројот на поврзувањата на 

точнике со n  тетиви, при кои точката 1A  е поврзана со точкта 2kA  е еднаков на 

1k n ka a  . Понатаму, ако сумираме по k  од принципот на збир следува дека  

0 1 1 2 1 2 1 1 0... ...n n n k n k n na a a a a a a a a a a            , (1) 

Јасно, 0 1 1a a  . Нека  

2 3
2 3( ) 1 ...g x x a x a x      

е генераторна функција на низата 0{ }k ka 
 . Тогаш,  

0

2 2 3 2 3
2 3 2 3

1
0 0 0 1 1 0 0 1 1 2 2 1 1 0

( ) ( ) 12 3
1 2 3 4

[ ( )] [1 ...][1 ...]

         ( ) ... ( ... )

         ...

n
n n n n

g x a g x

x x

g x x a x a x x a x a x

a a a a a a x a a a a a a a a x

a a x a x a x


   

 

        

        

      

 

т.е.  
2[ ( )] ( ) 1x g x g x  .          (2) 

Квадратната равенка (2) ја решаваме по ( )g x  и добиваме  

1 1 4

2
( ) x

x
g x   .            (3) 

Но, 0 1a  , па затоа (0) 1g   и како 
1 1 4

20
lim 1

x

xx

 


 , а 

1 1 4

20
lim

x

xx

 


   добиваме 

дека  

1 1 4

2
( )

x

x
g x  

             (4) 
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е генераторна функција на низата 0{ }k ka 
 .  

Ќе го определиме коефициентот пред kx  во развојот на функцијата (4). За таа 

цел ќе ја користиме обопштената Њутнова биномна формула, според која  
2 2 11 1 1 1 1 2 1 4 1

2 2 2 2 2 2 2 2
( 1)( 2)...( 1) ...1/2

! !
1 1

13 5 ... (2 3) 13 5 ... (2 3)2 1 2 3... ( 1)1
! ( 1)! ( 1)!

1 1

(1 4 ) 1 ( 1) 4 1 4

                1 2 1

        

k

k

k k k k k k

k k
k k

k k kk k k

k k k k
k k

x x x

x x

          

 

              

  
 

     

   

 

 

13 5 ... (2 3) 2 4 5... (2 2) (2 2)!1 1
( 1)! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

1 1

(2 2)! 2 21 1
1( 1)! ( 1)!

1 1

        1 2 1 2

                1 2 1 2 ( )

k k kk k

k k k k k k
k k

k k k k
kk k k k

k k

x x

x x

          

     
 

 
  

 

   

   

 

 
 

па затоа 
2 21

1
1

1 1 2 ( )
1 1 4 2 2 1 21 1

12 2 1
1 0

( ) ( ) ( ) .

k k
kk

k

x
x k k i i

k ix x k i
k i

g x x x






 
   

 
 


      

Според тоа,  
21

1
( )n

n nn
a


 , 0,1,2,...n  .        (5) 

Забелешка. Користејќи ја формулата (5) ќе добиеме поедноставна рекурзија со 

чија помош поедноставно можеме да ги пресметуваме Каталановите броеви. 

Имено, од формулата (5) непосредно следува дека  
4 2

1 2
n

n nn
a a

 
  

 

9. За низата нули и единици со должина 2n  ( 2n -низа над азбуката {0,1} ) ќе 

велиме дека е урамнотежена ако содржи n  нули и n  единици.  

За урамнотежената 2n -низа над азбуката {0,1}  ќе велиме дека е добра ако во 

ниту еден нејзин почетен дел нема повеќе нули од единици. Во спротивно ќе 

велиме дека 2n -низата е лоша.  

Докажи, дека бројот на добри 2n -низи над азбука {0,1}  е 
21

1
( )n

n nn
C


 .  

Решение. Прво да забележиме дека бројот на урамнотежени 2n -низи е ед-

наков на 
2( )n
n . Ќе го определиме бројот на лошите низи меѓу урамнотежените 2n -

низи. Во секоја лоша низа може да се забележи првата нула со која се нарушува 

условот низата да е добра (во почетниот дел кој завршува со оваа нула има повеќе 

нули од единици). Ако во овој почетен дел ги замениме нулите со единици и 

единиците со нули добиваме 2n -низа со 1n  единица и 1n  нула, Од друга 

страна, за секоја 2n -низа со 1n  единица и 1n  нула може да се изврши обрат-

ната постапка на замена и да се најде лошата низа од која е добиена почетната 

низа. На пример, низата 001011101101 е добиена од низата 110100001101 со 

замена на нулите и единиците во почетниот дел со должина 7. Од принципот на 

еднаквост следува дека бројот на лошите 2n -низи е еднаков на 
2

1( )
n

n . Конечно, 

од принципот на исклучување следува дека бројот на добрите 2n -низи е  
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(2 )! (2 )! (2 )! (2 )!22 21 1
1 ! ! ( 1)!( 1)! ! ! 1 1 ! ! 1

( ) ( ) [1 ] ( )
n n n nnn nn

n n nn n n n n n n n n n n n
C      

        .  

 

10. Пред билетарница стојат 2n  лица. Секоја од нив сака да купи по еден 

билет кој чини 50 денари. Меѓу лицата во редот точно n  лица имаат по 50 денари, 

а останатите имаат по една банкнота од по 100 денари. На почетокот касата на 

билетарницата е празна. Колкав е бројот на распоредите на лицата така што 

продавачката може да врати кусур на секое лице кое купува билет?  

Решение. На секое лице при купувањето на билетот може одма да и се врати 

потребниот кусур ако и само ако за секое лице кое има 100 денари бројот на 

лицата кои се во редот пред неа и имаат по 50 денари е поголем од бројот на 

лицата кои се во редот пред неа и имаат по 100 денари. Ако на секое лице кое има 

50 денари му го придружиме бројот 1, а на останатите бројот 0, добиваме 2n -низа 

од нули и единици, која е добра. Според теорема 11.5 бројот на добрите 2n -низи 

е nc . Бидејќи n те лица со 50 денари можат да се распоредат на n те места во 

секоја добра низа на !n  начини и истото важи за n те лица со 100 денари, 

заклучуваме дека бараниот број распореди е еднаков на  
(2 )!21

1 1
! ! ( ) ! !

nn
n nn n

C n n n n
 

  .  

 

11. Нека n  е даден природен број. Определи го бројот на природните броеви 

кои се помали од 10n
 и во чиј декаден запис се содржи цифрата 5.  

Решение Нека {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}A   и {0,1,2,3,4,6,7,8,9}B  , т.е. A  е мно-

жеството од сите цифри, а B  е множеството цифри во кои не се содржи цифрата 

5. Понатаму, на броевите кои имаат k n  цифри од лево ќе им допишеме n k  

нули и така броевите кои се помали од 10n
 (вклќиучувајќи ја и нулата) ги 

сведовме на подредени n торки од елементи на множеството A , т.е. на 

варијациии со повторување од 10 елементи од класа n . Бараниот број броеви да 

го означиме со nx .  

Експоненцијалната генераторна функција на варијациите со повторување на 

елементите на множеството (| | 10)A A   во кои цифрата 5 се појавува барем 

еднаш е:  
2 3 2 3 9

1! 2! 3! 1! 2! 3!
( ) ( ...)(1 ...)t t t t t tH t         , 

при што првиот множител се однесува на цифрата 5, а вториот множител се од-

несува на останатите цифри. Понатаму, ако се искористи дека развојот на експо-

ненцијалната функција во ред е 
!

0

kt t
k

k

e




  , добиваме  

9 10 9

(10 ) (9 )

! !
0 0

!
0

( ) ( 1)

(10 9 ) .

k k

k

t t t t

t t

k k
k k

k k t
k

k

H t e e e e
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Според тоа, бидејќи бројот на бараните броеви е еднаков на бројот на пожелните 

варијации од n ти, а овој број е еднаков на коефициентот пред 
!

nt
n

 во гене-

раторната функција ( )H t   добиваме дека 10 9n n
nx   .  
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