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Predgovor

Zbirka koja je pred vama sadrzi zadatke sa pismenog dela ispita iz predmeta
Osnovi geometrije sa druge godine studija na Matematickom fakultetu Uni-
verziteta u Beogradu. Namenjena je studentima Matematickog fakulteta, ali
nadam se da moze biti korisna i svima ostalima koji izucavaju geometriju.

U pisanju zbirke rukovodio sam se potrebom da, pored zbirki iz geometrije
sa velikim brojem zadataka i, uglavnom, samo idejama za njihovo resavanje,
postoji i zbirka sa detaljno resenim zadacima (na ra¢un njihovog broja). U
pisanju resenja trudio sam se da se priblizim tesko dostiznom idealu potpuno
precizno i detaljno resenih geometrijskih zadataka, pri ¢emu nivo preciznosti
nekih od resenja prevazilazi nivo koji se o¢ekuje na pismenom ispitu.

Zbirka sadrzi reSene zadatke sa trideset ispitnih rokova. U svakom od ispitnih
rokova, prvi zadatak je iz euklidske planimetrije, drugi iz euklidske konstruk-
tivne geometrije, tredi iz euklidske stereometrije i ¢etvrti iz apsolutne ili hiper-
bolicke geometrije. Za razliku od prethodnih izdanja, u ovom izdanju zadaci
su grupisani po oblastima i, koliko je to bilo moguce, podoblastima, a onda od
laksih ka tezim (a ne po ispitnim rokovima). Zahvaljujuéi tome, zbirka sada
moze da se koristi ne samo za proveru znanja, ve¢ i kao metodicka zbirka (jer
pokriva gotovo sve sadrzaje koji se obraduju na vezbama iz predmeta Osnovi
geometrije). Novina je i dodatak sa zadacima sa svih ispitnih rokova iz perioda
kada sam uc¢estvovao u odrzavanju pismenog dela ispita (od junskog ispitnog
roka 1994. godine do aprilskog ispitnog roka 2002. godine). Za zadatke sa prvih
trideset od tih rokova u zagradama je naveden redni broj reSenja u ovoj zbirci. U
okviru tih trideset rokova cetiri zadatka su ponovljena, pa zbirka sadrzi ukupno
sto Sesnaest reSenih zadataka. U odnosu na prethodno izdanje napravljeno je i
nekoliko ispravki.

Deo zadataka iz ove zbirke je originalan, a preostali su preuzeti iz mnostva
izvora od kojih su najéesée koris¢eni udzbenik za predmet Osnovi geometrije:
Zoran Lucié: Euklidska i hiperbolicka geometrija (Graffiti i Matematicki fakul-
tet, Beograd 1994) i srednjoskolski udzbenik Dragomir Lopandié: Geometrija
za III razred usmerenog obrazovanja (Naucna knjiga, Beograd 1984).

Crteze sam napravio koris¢enjem svog paketa GCLC (paket GCLC dostupan
je na adresi www.matf.bg.ac.yu/~janicic/gclc).

U izboru i resavanju zadataka za pismene ispite ucestvovali su i dr Zoran
Luci¢, dr Dragoslav Ljubi¢, dr Srdan Vukmirovi¢, mr Miljan Knezevi¢ i Milan
Mitrovié, ucestvujuéi time i u kreiranju ove zbirke, na ¢emu im najtoplije zah-



valjujem. Pored toga, dr Zoran Luci¢ i Milan Mitrovi¢ su, kao recenzenti, nizom
izuzetno korisnih sugestija, ideja i predlozenih resenja uticali na kvalitet zbirke.
Zahvaljujem i mnogobrojnim studentima koji su svojim originalnim resenjima,
pitanjima i sugestijama na ¢asovima vezbi i na pismenim ispitima iz predmeta
Osnovi geometrije uticali na ovu zbirku. Dragocenu pomoé¢ pruzili su mi stu-
denti koji su mi ukazali na greske nac¢injene u prethodnim izdanjima zbirke, a
posebno Ivana Mijajlovié, Miroljub Lili¢, Milos Utvié¢ i Mladen Adamovi¢. Za-
hvaljujem i svima koji su me podstakli da pripremim ovo, novo izdanje zbirke.

Autor
Beograd, septembar 2003.

Predgovor sedmom izdanju

Ovo, sedmo izdanje zbirke je elektronsko i besplatno dostupno sa Internet adrese
www.matf.bg.ac.yu/~janicic. Nadam se da ¢e tako biti pristupacno jos Sirem
krugu potencijalnih ¢italaca.

Autor
Beograd, januar 2007.
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Zadaci

Planimetrija

1. Neka je AABC proizvoljan trougao i neka su tacke D, F i F takve da
su trouglovi AADB, ABEC, ACF A pravilini i pri tome su tatke D i C sa
raznih strana prave AB, tacke A i E su sa raznih strana prave BC, tacke B i F'
su sa raznih strana prave AC. Dokazati da su duzi AE, BF i C'D medusobno
podudarne.

2. U trouglu AABC sa pravim uglom kod temena A, tacka D je podnozje
visine iz temena A, tacka FE je srediste duzi DC, a tacka F je srediste duzi AD.
Dokazati da vazi BF 1 AFE.

3. Neka je K srediste tezisne duzi CC; trougla ABC i neka je M presecna
tacka pravih AK i BC. Dokazati da vazi CM : MB =1: 2.

4. Dokazati da vecoj ivici trougla odgovara manja tezisna duz i obratno.

5. Neka je tacka F izmedu temena A i B kvadrata ABCD. Simetrala ugla
/CDE sece ivicu BC' u tacki K. Dokazati jednakost AE + KC = DE.

6. Bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena B trougla AABC sece prave
B;C; i B1A; (tacke Ay, By i Cy su sredista ivica BC, AC i AB) u tackama A,
i C5. Dokazati da su prave AAs i C'Cy upravne na bisektrisi unutrasnjeg ugla
kod temena B i da vazi B1 Ay = B1C5.

7. U euklidskoj ravni dat je pravougaonik ABCD takav da je AB = 3BC.
Ako su F i F tacke ivice AB takve da je AE = EF = FB dokazati da vazi
/AED + /AFD + /ABD = 3.

8. Ako je visina jednakokrakog trapeza jednaka h, a povrsina h?, dokazati
da su njegove dijagonale medusobno normalne.

9. Neka su tacke P i @ izmedu temena A i B, odnosno B i C kvadrata
ABCD takve da vazi BP = BQ. Ako je tacka H podnoZje normale iz tacke B
na pravoj PC, dokazati da je ugao /ZDHQ prav.

10. Neka je ABCD konveksan tetivni ¢etvorougao ¢ije su dijagonale medu-
sobno upravne (i seku se u tacki F). Dokazati da prava koja sadrzi tacku E i
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upravna je na pravoj C'D sadrzi srediste ivice AB.

11. Dat je trougao AABC i tacka D na duzi BC. Ako su O; i O, srediSta
opisanih krugova trouglova ABD i ACD, dokazati da su trouglovi AABC' i
AAOlog sli¢ni.

12. U ravni su dati krug k, prava p koja ga dodiruje i tacka M koja pripada
pravoj p. Odrediti skup svih tacaka P koje zadovoljavaju sledeéi uslov: postoje
tacke @@ i R koje pripadaju pravoj p, takve da je M srediste duzi QR i da je k
upisani krug trougla APQR.

13. Dokazati da su kolinearna podnozja normala iz tacke A na simetralama
unutrasnjih i spoljasnjih uglova kod temena B i C trougla AABC.

14. U krug je upisan trougao AABC. Tatke M, N i P su sredista likova
BC, CA1i AB (tatke M i A, N i B, P i C nalaze se sa raznih strana pravih
BC, AC, AB). Tetiva M N sece ivicu BC u tacki K, a tetiva NP sece ivicu
AB u tacki L. Dokazati da su prave KL i AC paralelne.

15. Neka je AABC trougao takav da je AB > AC, neka je A; srediste ivice
BC i neka su tacke P i @ tacke pravih odredenih ivicama AB i AC takve da
vazi B(A, P, B), B(C,A,Q) i AP = AQ. Ako se prave AA; i PQ seku u tacki
R, dokazati da vazi

RP AC
RQ AB’

16. U trouglu AABC vazi BC = £(AB + AC). Neka su tatke M i N
sredista ivica AB i AC' i neka je [ opisani krug trougla AAMN. Dokazati da
srediste upisanog kruga trougla AABC pripada krugu (.

17. Neka je u trouglu AABC tacka A; srediste ivice BC, a tacka E presek
bisektrise unutrasnjeg ugla /BAC i prave BC. Opisani krug & trougla AAFEA,
seCe ivice AB i AC u tatkama F i G. Dokazati da vazi BF = CG.

18. Dokazati da se u jednoj tacki seku prave od kojih svaka sadrzi po jedno
teme trougla i razlaze obim tog trougla na dva jednaka dela.

19. Tacka P pripada unutrasnjosti trougla AABC. Ako su X, Y i Z redom
presecne tacke pravih AP i BC, BP i AC, odnosno CP i AB, dokazati da vazi:

Prpxp - Pacyp - Paazp = Pacpx - Prapy - PaBpz -

20. Dokazati da je prava odredena visinom AD trougla AABC radikalna
osa krugova &iji su preé¢nici tezisne duzi BB; i CC; tog trougla.

21. Neka je tacka E takva da je prava AFE paralelna dijagonali BD paralelo-
grama ABCD. Dokazati da su prave AB, AD, AC'i AE harmonijski spregnute.



22. Neka je O srediste opisanog kruga trougla AABC. Ako su B’ i C’
tacke polupravih AB i AC takve da je AB- AB’ = AC - AC’, dokazati da vazi
B'C’' 1L AO.

23. U ravni su data dva kruga [y i I3 koja se seku. Krug ki dodiruje spolja
krugove [y i ls, krug ko dodiruje spolja krugove [y, lo i k1, krug k3 dodiruje
spolja krugove Iy, Iy i ko, itd. Dokazati da su krugovi ki, ko, k3, ... normalni
na nekoj pravoj ili na nekom krugu.

24. Krug k; pripada unutrasnjosti kruga ko i krug /; dodiruje krugove ki i
ko. Krug l;41 (i > 1) dodiruje krugove I;, k1 i ko. Ako postoji krug l,, takav da
dodiruje krug l;, dokazati da takav krug postoji bez obzira na izbor kruga ;.

25. Ako neka figura euklidske ravni ima ta¢no dve ose simetrije, onda je ona
centralno simetri¢na. Dokazati.

26. Dokazati da je skup koji se sastoji iz koincidencije Z, svih translacija 7
euklidske ravni i svih centralnih simetrija S te iste ravni, nekomutativna grupa
u odnosu na operaciju proizvoda izometrija.

27. Ako je H tacka koja pripada unutrasnjosti paralelograma ABCD takva
da je zbir uglova /AHB i /CHD jednak zbiru dva prava ugla, dokazati da su
uglovi /HAB i /HCB podudarni.

28. U eukldiskoj ravni dat je trougao AABC'. Neka su B’ i C' tacke pravih
AB i AC takve da je B(A, B, B’) i B(A,C,C"). Ako je P, tacka u kojoj spolja
upisani krug koji odgovara temenu A dodiruje ivicu BC' tog trougla, dokazati
da vazi

RC,ZC”CB °Ra /Bac® RB,ZCBB’ =Sp, -
29. Neka je AABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena A, neka
je AKLB kvadrat takav da su tacke K i C' sa raznih strana prave AB i neka je

ACPQ kvadrat takav da su tacke P i B sa raznih strana prave AC. Ako je tacka
S srediste duzi LP, dokazati da je trougao ABC'S jednakokraki i pravougli.

30. U ravni su date tri razne tacke A, B i C' i uglovi «, [ i 7 manji od
opruzenog ugla. Odrediti kada je kompozicija

I=Rc~r°RppsoRaa

rotacija, translacija odnosno koincidencija (uglovi «,, 8 i 7y su isto orijentisani).

Konstruktivni zadaci

31. Na pravoj odredenoj ivicom AB pravougaonika ABCD konstruisati
tacku F takvu da su uglovi /AED i /DEC podudarni.

32. Konstruisati trougao AABC takav da su mu tezisne duzi podudarne
trima datim duzima.



33. Konstruisati trougao ABC takav da su mu tri date nekolinearne tacke
Sa, Sp 1S, sredista spolja upisanih krugova.

34. Konstruisati kvadrat ABCD takav da date tacke P, @, R, S budu
izmedu njegovih temena Ai B, BiC,C i D, D i A, respektivno.

35. Dat je pravilan trougao ABC. Neka je tacka O srediste opisanog kruga
trougla ABC i neka je P tacka duzi OC. Konstruisati pravilan trougao XY Z
upisan u trougao ABC takav da tacke X, Y i Z pripadaju redom ivicama BC),
CAi ABida ivica XY sadrzi tacku P.

36. Konstruisati trougao AABC takav da su mu ivica BC, poluprec¢nik
upisanog kruga i poluprec¢nik opisanog kruga podudarni redom datim duzima
a, pir.

37. Date su tri nekolinearne tacke A;,S i E. Konstruisati trougao AABC
takav da je tacka A; srediSte ivice BC, tacka S srediSte upisanog kruga, a F
tacka u kojoj bisektrisa unutrasnjeg ugla /BAC sece ivicu BC'.

38. Date su tri nekolinearne tacke A1, S, i E. Konstruisati trougao AABC
takav da je tacka A srediste ivice BC, tacka S, srediSte spolja upisanog kruga
koji dodiruje ivicu BC'i E tacka u kojoj simetrala unutrasnjeg ugla kod temena
A sece ivicu BC.

39. Konstruisati trougao ABC takav da su srediSta opisanog kruga, up-
isanog kruga i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A tog trougla tri
date tacke O, S'i S,.

40. Konstruisati trougao AABC takav da mu je zbir stranica AB i AC
jednak datoj duzi d, a poluprecnici spolja upisanih krugova koji odgovaraju
temenima B i C' podudarni datim duzima py i p.

41. Konstruisati tacke P i @ redom na ivicama AC' i BC trougla ABC
takve da vazi AP = PQ = @QB.

42. Dat je trougao AABC i ostar ugao 6. Konstruisati romb PQRS takav
da njegova temena P i @ pripadaju ivici AB, teme R ivici BC, teme S ivici CA
i da je njegov unutrasnji ugao ZSPQ podudaran datom uglu 4.

43. Konstruisati trougao AABC takav da mu je zbir unutrasnjih uglova
kod temena A i B jednak datom uglu ¢, zbir unutrasnjih uglova kod temena A
i C jednak datom uglu 1, a zbir polupreénika opisanog i upisanog kruga jednak
datoj duzi d.

44. Konstruisati trougao AABC' takav da su mu tezisne duzi BBy i CCy
podudarne redom datim duzima t; i t., a ugao ZBAC podudaran datom uglu
a.



45. Data su u ravni dva kruga kq i ko, koji se seku u dvema tackama P i Q
i duzi m i n. Konstruisati pravu s koja sadrzi tacku P i sece krugove k1 i k2 u
tackama X 1Y takvim da je PX : PY =m : n.

46. Konstruisati trougao ABC' takav da mu je ivica BC' podudarna datoj
duzi a, odnos ivica AC' i AB jednak odnosu datih duzi m i n i razlika unutrasnjih
uglova kod temena B i C' jednaka uglu §.

47. Konstruisati tetivni ¢etvorougao takav da su mu ivice podudarne datim
duzima.

48. Dat je trougao AABC i tacke @ i R koje su izmedu njegovih temena B
i C, odnosno A i C. Konstruisati sve tacke P takve da pripadaju pravoj AB i
da vazi BQ-CR-AP =QC-RA- PB.

49. Konstruisati trougao ABC' takav da je datoj duzi [, podudarna duz
AFE, gde je E presetna tacka ivice BC i bisektrise unutrasnjeg ugla trougla
kod temena A i da su rastojanja temena B i C od te bisektrise jednaka redom
merama datih duzi m i n.

50. Konstruisati trougao ABC takav da je datoj duzi [, podudarna duz
AE, gde je E presecna tacka ivice BC i bisektrise unutrasnjeg ugla trougla kod
temena A i da su ivica BC' i visina AA" podudarne datim duzima a i h,.

51. Konstruisati trougao AABC takav da su njegova visina koja odgovara
temenu A, polupre¢nik upisanog kruga i ivica BC podudarne redom datim
duzima hy, p i a.

52. U euklidskoj ravni data je tacka A i razliciti krugovi ky i ko koji je ne
sadrze. Konstruisati krug k koji sadrzi tacku A i dodiruje krugove k; i ks.

53. Konstruisati krug k koji sadrzi dve date tacke A i B i se¢e dati krug [
pod datim uglom « (tacke A i B ne pripadaju krugu I; a < 7).

54. U ravni su dati prava s i dva kruga k; i ko. Konstruisati kvadrat ABC' D
takav da mu temena A i C' pripadaju pravoj s, a temena B i D krugovima kq i
ko.

55. U ravni je dato pet tacaka Pi, P», Ps, Py i Ps. Konstruisati u toj ravni
petougao A1 As A3A4As takav da su tacke Py, Py, P3, Py, Ps sredista ivica Aj As,
A2A3, A3A4, A4A5, A5A1 respektivno.

56. Neka su M i N dve razli¢ite tacke koje pripadaju ostrom uglu /pQOgq.
Konstruisati na polupravoj p tacku X takvu da vazi XY 2 X7 gdesuY i Z
presecne tacke prave ¢ sa pravama XM i XN redom.

57. Dati su u ravni krug k(O,r), dve tacke P i Q i ugao w. Konstruisati
tacke X 1Y takve da pripadaju krugu k i da vazi PX||QY i /XOY = w.
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58. Dati su u ravni krug (O, r), dve tacke P i @ i dva ugla w i 6. Konstru-
isati na krugu k tacke X 1Y takve da su orijentisani trouglovi AOPX i AOQY
istosmerni i da vazi /XOY =wi Z/OPX — /0QY =.

59. Konstruisati trougao AABC takav da su date nekolinearne tacke O,
Oy 1 O, sredista kvadrata konstruisanih spolja nad njegovim ivicama BC, C'A i
AB.

Stereometrija

60. Dokazati da je u svakoj poliedarskoj povrsi broj pljosni sa neparnim
brojem ivica paran.

61. Neka su M, N, P i @Q razlicite tacke neke ravni a takve da je tacka S
presec¢na tacka prave odredene tackama M i N i prave odredene tackama P i Q
i pri tome vazi MS =2 NS i PS = QS. Ako je A tacka van ravni « takva da je
AM = AN i AP = AQ, dokazati da je prava AS normalna na ravni a.

62. Ako su P i @ redom tacke mimoilaznih pravih p i ¢ euklidskog prostora
takve da je prava P@ normalna na pravama p i g, dokazati da je duz PQ kraca
od svih ostalih duzi koje spajaju tacke pravih p i q.

63. U prostoru su date tacke A, B, C i D. Ako su uglovi /ZABC, /BCD,
LCDA1i /DAB pravi, dokazati da su tacke A, B, C i D koplanarne.

64. U prostoru su date tacke A i B i prava [. Odrediti ravan 7 takvu da
ona sadrzi tacku B i da podnozje normale iz tacke A na ravni 7 pripada pravoj

l.

65. Tri sfere imaju zajednicku tacku P, pri ¢emu nijedna prava koja sadrzi
tacku P nije zajednicka tangenta za sve tri sfere. Dokazati da te sfere imaju
bar jos jednu zajednicku tacku.

66. Sfera koja sadrzi temena A, B, C tetraedra ABCD sece ivice AD, BD,
CD u tackama A’, B’, C'. Dokazati da je ravan odredena tackama A’, B’ i C’
paralelna tangentnoj ravni na opisanu sferu tetraedra ABC'D u tacki D.

67. Za date tacke Ai B idate duzi m i n, odrediti skup tac¢aka X euklidskog
prostora takvih da je AX : BX =m:ni /AXB = 7.

68. Date su dve paralelne ravni 3 i i tacka A takva da su ta tacka i ravan
0B sa raznih strana ravni . Odrediti skup svih tacaka D za koje prava AD sece
ravni 1+ u tackama B i C takvim da vazi H(A, B; C, D).

69. Sve cetiri pljosni tetraedra ABC'D su ostrougli trouglovi. Oko svake nje-
gove pljosni opisan je krug. Ako sva Cetiri kruga imaju podudarne poluprecnike,
dokazati da su sve ¢etiri pljosni tetraedra podudarni trouglovi.



70. U prostornom ¢etovorouglu ABCD naspramne stranice su podudarne
(AB =2 CD, AD = BC). Dokazati da je prava odredena sredistima dijagonala
¢etvorougla ujedno i njihova zajednicka normala.

71. Ako ravan w sece tetraedrsku povrs ABCD, onda je taj presek par-
alelogram ako i samo ako je ravan 7 paralelna sa dvema naspramnim ivicama
tetraedra. Dokazati.

72. Neka je ABCD pravilan tetraedar i neka je D’ podnozje visine koje
odgovara temenu D. Ako je E srediste duzi DD’, dokazati da su uglovi ZAEB,
/BEC i /CEA pravi.

73. Ako se seku u jednoj tacki prave koje sadrze temena A, B, C, D
tetraedra ABC D i normalne su, redom, na pljosnima B'C'D’, C'D'A’, D'A'B’,
A'B'C" tetraedra A’B’C’'D’, dokazati da se u jednoj tacki seku i prave koje
sadrze temena A’, B’, C', D’ tetraedra A’B’C’D’ i normalne su, redom, na
pljosnima BCD, CDA, DAB, ABC tetraedra ABCD.

74. U euklidskom prostoru data je kocka ABCDA;B,C1D; (paralelne su
ivice AA;, BBy, CCy i DDy). Napljosnima BCC1B;1 1 ADD; A; odrediti redom
tacke FE i F takve da zbir AE + EF + F(C; bude najmanji mogudi.

75. Dokazati da je kompozicija tri ravanske refleksije kojima su osnove
odredene bo¢nim pljosnima trostrane prizme ABC A’ B'C’ zadate u euklidskom
prostoru klizajuca refleksija tog prostora.

76. Dokazati da je u prostoru E® kompozicija sastavljena od tri ravanske re-
fleksije kojima su osnove «, 3, v odredene pljosnima triedra Oabc osnorotaciona
refleksija. Odrediti osnovu i osu te osnorotacione refleksije.

77. Dokazati da je kompozicija sastavljena od cCetiri ravanske refleksije eu-
klidskog prostora kojima su osnove odredene bo¢nim pljosnima Cetvorostrane
piramide osna rotacija tog prostora i odrediti osu te osne rotacije.

78. U euklidskom prostoru data je kocka ABCDA'B'C'D’ (paralelne su
ivice AA", BB’, CC' 1 DD’). Neka je o ravan A’ BC’, (3 ravan koja sadrzi pravu
A’B i normalna je na ravni « i neka je v simetralna ravan duzi A’C’. Ako je T
kompozicija S, o Sg, odrediti 799 (A4’).

79. U euklidskom prostoru E? dat je paralelogram ABCD. Odrediti tip
izometrijske transformacije

I =8paoScpoSpcoSas,
gde su Sag,Ssc, Scp,Spa oshe refleksije prostora E3 ?

80. Neka je ABCD tetraedar u euklidskom prostoru i neka su tacke P,
Q, R, S sredista njegovih ivica AB, AC, DB, DC. QOdrediti tip izometrije
T = Srs oSpc ©Spg (Srs, Spc 1 Spg su osne refleksije prostora).
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81. Dokazati da je kompozicija parnog broja osnih refleksija euklidskog
prostora kojima su ose upravne na nekoj ravni 7 translacija ili koincidencija.

82. U euklidskom prostoru odrediti dve mimoilazne prave x i y takve da
prave S;(y) i Sy(z) budu koplanarne.

83. Ako su S,, S ravanske refleksije i S¢ centralna refleksija prostora,
dokazati da kompozicija Sg o S¢ o S, predstavlja neku centralnu refleksiju Sp
ako i samo ako su ravni a i § medu sobom paralelne.

84. Ako su S4 i Sp dve razne centralne refleksije i S, ravanska refleksija
euklidskog prostora, dokazati da je kompozicija

SpoS,084
neka ravanska refleksija S5 ako i samo ako je AB 1 ~.

85. Neka su tacke M, N, P, @, R i S redom sredista ivica AB, BC, CA,
AD, BD i CD tetraedra ABC'D. Dokazati:

SROSSOSQ OSPOSNOSM:T >

2MS"
gde je S’ tacka simetri¢na tacki S u odnosu na tacku R.
86. Date su u euklidskom prostoru dve podudarne sfere oy i o5 i dve tacke

P; i P,. Konstruisati dve medusobno paralelne ravni 71 i m od kojih prva sadrzi
tacku P; i dodiruje sferu o1, a druga sadrzi tacku P» i dodiruje sferu os.

87. Ako je s data prava normalna na datoj ravni 7 i ako je w dati ugao,
odrediti skup tacaka o euklidskog prostora takav da mu tacka S pripada ako i
samo ako je S srediste neke duzi AA’ takve da je Rr s, (A) = A’

88. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja
ako su njihove ose dve mimoilazne prave?

Hiperboli¢ka i apsolutna geometrija

89. Dokazati da je duz odredena srediStem hipotenuze i temenom pravog
ugla pravouglog trougla hiperbolicke ravni manja od polovine hipotenuze.

90. U hiperbolickoj ravni dat je pravougli trougao AABC (AB L BC).
Ako su (4 i By sredista ivica AB i AC, dokazati da prava B1C4 nije upravna
na pravoj AB.

91. Dokazati da su Lambertovi ¢etvorouglovi hiperbolicke ravni ABCD i
A'B'C' D’ sa ostrim uglovima kod temena D i D’ medusobno podudarni ako je
AD = A'D'i BC = B'C".
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92. Dokazati da su dva Sakerijeva ¢etvorougla hiperbolicke ravni ABCD i
A'B'C'D’ sa osnovicama AB i A’ B’ medusobno podudarni likovi ako je C'D =2
C'D'i/BCD = /(B'C'D'.

93. Dokazati da su Sakerijevi ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C’'D’ sa osnovi-
cama AB i A’B’ medusobno podudarni ako je CD = C'D’ i BC 2 B/'C".

94. Dokazati da u hiperbolickoj ravni za tri nekolinearne tacke A, B i C
vazi

i (BTC) < %(ZABC +/BCA+ /CAB) .

95. Ako su u hiperboli¢koj ravni tacke A, B i C tri razne neke prave [ i
O tacka izvan te prave, dokazati da sredista duzi OA, OB i OC ne pripadaju
jednoj pravoj.

96. U hiperbolickoj ravni date su paralelne prave p i ¢q. Odrediti skup tacaka
A takvih da je ugao /PAQ prav, gde su P i ) podnozja normala iz tacke A
redom na pravama p i gq.

97. Odrediti polupre¢nik kruga upisanog u asimptotski trougao hiperbolicke
ravni kojem su sva tri temena nesvojstvena.

98. Neka je ABC trougao hiperbolicke ravni kojem je ugao C' prav. Ako
je LZABC = TI(V'), CA = b, AB = ¢, i ako vazi b’ < ¢, dokazati jednakost
LCAB =TI(c— V') — II(b).

99. Neka je AABC trougao hiperbolicke ravni kome je ugao /BCA prav.
Ako je /ZBAC =1I(z) i LABC = 1I(y), dokazati da vazi

(z — AC) + II(BC + y) = g .

100. Neka je AABC trougao hiperbolicke ravni kojem je ugao kod temena

C prav. Ako je /BAC =T1(d'), LABC =TI(V'), BC = a, CA = b, dokazati da
vazi II(b — a) + TI(b+ a') = m/2.

101. Ako dva asimptotska trougla hiperbolicke ravni kojima su sva temena
nesvojstvena imaju jednu ivicu zajednicku, odrediti sve izometrije kojima se
jedan preslikava na drugi.

102. Neka je ABCD cetvorougao hiperbolicke ravni takav da je poluprava
AB paralelna sa polupravom DC', poluprava AD paralelna sa polupravom BC
i AB = AD. Dokazati da vazi CB = CD.

103. Neka je ABCD cetvorougao hiperbolicke ravni takav da je poluprava
AB paralelna sa polupravom DC', poluprava AD paralelna sa polupravom BC
i AB = AD. Dokazati da vazi AC | BD.

104. U hiperboli¢koj ravni dat je trougao AABC takav da je AB = AC.
Ako su P i @) sredista ivica AB i AC, dokazati da je izometrija S4 0 Spg o Spe
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involucija.

105. Ako je AABC trougao hiperbolicke ravni, dokazati da je kompozicija

7674 o7 oT rotacija Ra ., gde je w defekt tog trougla.

106. U hiperbolickoj ravni dat je trougao AABC i tacke A1, By i C; koje
su sredista ivica BC, AC i BA. Dokazati da je kompozicija

831 o SAl (e] 801
rotacija oko tacke A za ugao koji je jednak zbiru uglova trougla AABC.

107. U hiperbolickom prostoru date su ¢etiri nekoplanarne tacke A, B, C'i
D. Odrediti tip izometrije

T -—07T —~ 0T 0T — .
2DA  2CD " 2BC 24B
108. Neka su u hiperbolickoj ravni date prave a, b i n. Da li postoji prava
koja pripada pramenu X'(a,b) i normalna je na pravoj n ?

109. Neka je ABCD cetvorougao hiperbolicke ravni takav da je (AB)||(DC)
i (BCO)||(AD). Dokazati da su simetrale unutrasnjih uglova kod temena A i C'i
spoljasnjih uglova kod temena B i D prave istog pramena.

110. U hiperbolickoj ravni, tactke A i B su dodirne tacke tangenti a i b
oricikla o i vazi a || b. Izracunati duzinu AB.

111. Neka su u hiperboli¢koj ravni prave a, b, ¢ i d tangente oricikla o u
tackama A, B,C i D takve da je al|bic L d. Ako je K presetna tacka pravih ¢
i d, dokazati da vazi AB = 2CK.

112. Ako je visina ekvidistante u hiperbolickoj ravni veca od nule, onda ta
ekvidistanta nije prava. Dokazati.

113. Neka su b, ¢ i d prave jednog pramena apsolutne ravni i A tacka te
ravni koja im ne pripada. Ako su B, C'i D podnozja upravnih iz tacke A na
pravama b, ci d, a B’, C' i D' podnoZja upravnih iz tacke A na pravama CD,
DB i BC, dokazati da su tacke B’, C' i D’ kolinearne.

114. Ako se u apsolutnom prostoru neka sfera i neka episfera seku (a ne
dodiruju), onda je njihov presek krug. Dokazati.

115. U Poenkareovom disk modelu hiperboli¢ke ravni date su h—prava a i
h—tacka A. Odrediti h—pravu n koja je u smislu modela normalna na h—pravoj
a.

116. U Poenkareovom disk modelu date su h—tacke A i B. Odrediti
h—tacku C takvu da je h—trougao AABC pravilan.
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Resenja

1. Iz EC = BC, AC = CF, /ECA = /ECB + /BCA = 3+ /BCA =
LACF + /BCA = /BCF sledi da su trouglovi ACAE i ACFB podudarni i
da su podudarne njihove odgovarajuée ivice AE i BF. Analogno se dokazuje
da vazi AABF =2 NADC i BF 2 CD, pa je AE = BF = CD, sto je i trebalo
dokazati.

F
A
D A
B C A
B D E C
E

Slika 1 Slika 2

2. Duz FE je srednja linija trougla ADCA, pa vazi FE | AC. Kako je
AC 1 AB,vazii EF 1 AB. U trouglu AABE duzi AD i EF su, dakle, visine,
pa je tacka F' ortocentar tog trougla. Duz BF je treca visina tog trougla, pa
vazi BF | AE. QED

3. Neka je N simetricna tacka tacki C' u odnosu na tacku M (tacka M
je, dakle, srediste duzi CN). Tacke K i M su, redom, sredista ivica CC; i
CN trougla ACCyN, pa je duz KM srednja linija ovog trougla. Odatle sledi
C1N||KM i, kako su tacke A, K i M kolinearne, vazi i C1N|AM. Tacka Cy
je srediste ivice AB trougla AABM i vazi C1N||AM, pa je duz C1N srednja
linija trougla AABM, odakle sledi da je tacka N srediste duzi M B.

Iz B(C,M,N) i B(M,N, B), sledi B(C,M,N,B). Iz CM =% MN i MN &
NBsledi CM = MN = NB. Iz B(C,M,N,B) i CM = MN = NB, sledi

cM CM M 1
MB ~ MN+NB  2CM 2~
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Ch B

A Cq B B Aq C
Slika 3 Slika 4

4. Neka su Ay, By i C sredista ivica BC, AC' i AB trougla AABC ineka je
T njegovo teziste. Na osnovu osobina tezista, vazi BT = %BBl iCT = %CC’l.

(=:) Pretpostavimo da je AC > AB. Kako je BA; 2 A1C1 AA; & AA; i
AC > AB, na osnovu teoreme 11.16, sledi ZAAC > AAB. 1z BA; = A,C,
TA, 2TA, i LAAC > AA,B, na osnovu teoreme 11.16, sledi TC > BT i
%CCl > %BBl tj. CCy > BB;.

(«<:) Pretpostavimo da je CCy > BBy, tj. %CC’l > %BBl7 odnosno TC' >
BT. 1z BA; =2 A1C, TA; 2TA, i TC > BT na osnovu teoreme 11.16, sledi
ZAAlc > AAlB Iz BA1 = AlC i AAl = AAl i ZAAlc > AAlB, na osnovu
teoreme 11.16, sledi AC' > AB.

Dakle, vazi AC > AB ako i samo ako vazi BB, < CC,.

5. Oznacimo sa ¢ ugao /KDC i sa K’ tacku prave AB takvu da je
B(K'JAJE,B)i KA~ KC. 1z DC 2 DA, K'A~2 KCi/DCK = /K'AD =
7, sledi da su trouglovi AKCD i AK'AD podudarni, odakle sledi /K'DA =
/KDC =¢i/DK'A=/DKC=7—-(DCK - /KDC=71—-%5—-/KDC =
5 — ¢. Poluprava DK je bisektrisa ugla /EDC, pa je /EDK = /KDC = ¢,
odakle sledi /ADE = § — /EDK — (KDC = § —2¢. Iz B(K', A, E) sledi
/K'DE = /K'DA+ /ADE = ¢+ (5 —2¢) = § — ¢ = LDK'A, sto povlaci
DE=K'E=K'A+ AE=KC+ AE . QED
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D C
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C1 78
K
K’ A E B 5 e o
Slika 5 Slika 6

6. Ako je AB = BC, bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena B trougla
ANABC sadrzi srediste ivice AC, pa su tacke Ao, By i C5 identi¢ne i tvrdenje
zadatka trivijalno vazi.

Pretpostavimo da je AB < BC. Oznac¢imo sa (3 ugao ZABC. Ugao /B1A;C
podudaran je uglu 3, odakle sledi /By A1 B = m— . Poluprava BCj je bisektrisa
ugla ZABC, pa je /CyBA; = 3/2. Odatle sledi:

ZAlch =T — ZCQAlB — CQBAl =T — (ﬂ—ﬁ) —ﬁ/Q = ﬁ/?

Dakle, trougao AC3A;1B je jednakokraki, pa vazi BA; & CsA;. Kako je A;
srediste ivice BC, vazi BA1 = A,C, paje BA| =2 A,C = CyA,. Dakle, tacka Cy
pripada krugu ¢iji je prec¢nik BC', odakle sledi da je ugao Z/BC5C prav, tj. prava
CC4 je upravna na pravoj BC5. Analogno se dokazuje da vazi /C1AsB = [3/21
da je prava AA5 upravna na pravoj BAs. Kako je, na osnovu pretpostavke AB <
BC, vazi B(Cl,AQ,Bl) i B(B,Ag,CQ), pPa je ZAQCzBl = ﬁ/2 i ZCQAQBl
LC1AyB = [3/2, odakle sledi da je trougao AA;Cy By jednakokraki, tj. By As
By, sto je i trebalo dokazati.
Tvrdenje zadatka analogno se dokazuje i za slucaj AB > BC.

It

7. Iz AB = 3BC = 3AD i AB = 3AF sledi AD = AE. Neka je H
tacka simetricna tacki D u odnosu na tacku A. Neka je G tacka takva da je
AE|HG i AH|GE. 1z AF = 2AE = EB, AD = AH = EG (tetvorougao
HGEA je kvadrat) i ZDAF = /GEB = 7 sledi da su trouglovi AAFD i
AEGB podudarni i /AFD = /GBE. 1z HD = 2AD = EB, HG = EG
i /DHG = /GEB = 7 sledi da su trouglovi ADHG i ABEG podudarni
ivazi DG = GB i /HGD = [/EGB. Poluprava GE pripada konveksnom
uglu koji zahvataju poluprave GD i GB, pa je /DGB = /DGE 4+ /EGB =
(§ —LHGD) + LEGB = § — LEGB + LEGB = 7. Dakle, trougao AGBD
je pravougli i jednakokraki (jer je DG = GBi /DGB = %), pa je /GBD = 7.
Trougao AAED je takode pravougli i jednakokraki, pa je ZAED = 7, odakle
sledi LZAED+/AFD+/ABD = /AED+/GBE+/ABD = /AED+/GBD =
Tris3
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H
Slika 7 Slika 8

8. Lema: Dijagonale jednakokrakog trapeza ABCD (AB||CD, BC = AD)
su podudarne.

Dokaz leme: Neka su C' i D' podnozja normala iz tacaka C' i D na pravoj
AB.

Ako su tacke D’ i A identi¢ne, onda su identi¢ne i tacke C’ i B (u protivnom
bi vazilo BC' > AD. U tom slucaju je /DAB = /ABC = 3, DA = CB,
AB = AB, pa vazi ADAB = ABC, odakle sledi DB = AC.

Ako vazi raspored B(A,D',C',B), iz /DD'A = /BC'C = %, DD' = C(C’,
DA = BC, pa vazi ADD'A = BC'C, odakle sledi /DAD' = /CBC’ tj.
/!DAB = /ABC. 1z /DAB = /ABC, AB= AB i DA = BC sledi ADAB &
ABC i DB AC.

Ako vazi raspored B(D', A, B,C"), iz LtDD'A = /BC'C = %, DD" = CC’,
DA = BC, pavazi ADD’'A = BC'C, odakle sledi /DAD’' = /CBC"i/DAB =
LABC. 1z /DAB = /ABC, AB = AB i DA = BC sledi ADAB = ABC i
DB = AC. |

Neka su BC'i DA podudarne ivice trapeza. Povrsina trapeza ABCD jednaka
je %(AB + CD)h = h?, pa je AB+ CD = 2h. Neka je tacka E takva da vazi
B(A,B,E) i BE =2 DC. Vazi AE = AB + BE = AB + DC = 2h. Na osnovu
leme, dijagonale jednakokrakog trapeza su podudarne, pa je AC = BD. Pored
toga, ¢etvorougao BECD je paralelogram, (jer su duzi DC i BE podudarne
i paralelne), pa je BD & EC, odakle sledi AC = EC. Ako je C' podnozje
normale iz tacke C na pravu AE onda je tacka C' srediste duzi AE (jer je
trougao AAEC jednakokraki, pa iz /CC'A = /CC'E = 5, AC = EC, CC' =
CC' sledi AAC'C =2 ACC'E 1 AC" =2 C'E), pa je AC' = C'E = h =CC".
Dakle, trouglovi AAC'C'1 AC'EC su jednakokraki pravougli, pa je ZACC' =
LC'CE = 7, odakle sledi da su prave AC' i EC medusobno normalne. Kako su
prave BD i EC paralelne, sledi da su medusobno normalne i prave AC i BD.
QED

9. Neka je S presetna tacka pravih AD i BH. Kako je tacka P izmedu

tacaka A i B, sledi /PCB < /ACB = 7. Ugao /CHB je prav, pa vazi
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/SBC =/HBC =m—~/CHB—-/HCB =% - /PCB > 7} = /DBC, odakle
sledi B(A,S,D). 1z (lPCB = % - /CPB =% — /HPB = /HBP i BC =
AB, /PBC = § = /SAB sledi da su trouglovi APBC' i ASAB podudarni i
AS =2 PB = BQ. 1z AS = BQ sledi DS = DA — AS = CB — BQ = CQ,
tj. cetvorougao SQC D je pravougaonik. Neka je k krug ¢iji je prec¢nik C'S. Ugao
/SHC je prav, pa tacka H pripada krugu k. Uglovi Z/SDC i /SQC su pravi,
pa tacke D i @ pripadaju krugu k. Srediste duzi C'S je i srediste duzi D@ (jer
je Cetvorougao SQCD pravougaonik), odakle sledi da duz DQ sadrzi srediste
kruga k, tj. DQ je pre¢nik kruga k. Tacka H pripada krugu ¢iji je pre¢nik duz
D@, pa je ugao ZDHQ@ prav, $to je i trebalo dokazati.
D C

D
o

C

o
3¢

P
Slika 9 Slika 10

10. Neka su F' i G tacke u kojima prava koja sadrzi tacku E i normalna je
na pravoj C'D sece redom prave CD i AB. Cetvorougao ABCD je tetivan, pa
vazi B(A, E,C), B(D, E, B). Trougao ADEC je pravougli, pa podnoZzje visine
iz tacke E pripada ivici DC, tj. vazi B(D, F,C). Odatle sledi da je tatka G
izmedu tacaka A i B, tj. B(A,G, B). Uglovi /ABD i /ACD su podudarni kao
uglovi koji zahvataju isti ltik. Vazi /DEC = /CFE = 5i/CDE = /FDFE, pa
su trouglovi ADEF i ADEC sli¢ni, odakle sledi da su uglovi ZACD i /DEF
podudarni. Podudarni su i unakrsni uglovi /ZDEF i /BEG. Dakle, na osnovu
tranzitivnosti, podudarni su i uglovi ZABE i /BEG, pa je trougao ABEG
jednakokraki, tj. BG = EG. Analogno se dokazuje da vazi i AG & GE, pa je
AG = BG, sto (s obzirom da vazi B(A, G, B)) znadi da je tacka G srediste duzi
AB, §to je i trebalo dokazati.

11. Lema: Srediste X; ivice Y Z je srediSte opisanog kruga trougla AXY Z
ako i samo ako je ugao kod temena X prav.

Dokaz leme: Pretpostavimo da je ugao trougla AXY Z kod temena X prav.
Kako je ugao /Y X Z prav, tacka X pripada krugu ¢iji je pre¢nik duz Y Z, pa je
srediste duzi Y X srediSte opisanog kruga trougla AXY Z.

Pretpostavimo da je srediste X; ivice Y Z srediSte opisanog kruga trougla
AXY Z. Neka je Y7 srediste, a m medijatrisa ivice X Z Tacka Y7 pripada pravoj
miugao /X1Y1Z je prav. Tacka X; je srediste opisanog kruga trougla AXY Z
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i pripada medijatrisama njegovih ivica, odakle sledi da tacka X pripada pravoj
m. Prava m, dakle, sadrzi tacke X7 i Y7, pa je, na osnovu svojstava srednje linije
trougla, ona paralelna pravoj XY . Odatle sledi da su uglovi /Y XZ'i /X317
podudarni, pa je ugao /Y X Z prav. O

Neka su B i C1 sredista ivica AC' i AB trougla AABC' i neka je Dj presetna
tacka pravih AD i CyB;. Dokazimo da vazi /ABC = /AO,0,. Razlikujemo
cetiri slucaja:

/ABC > 5: Tacka O; pripada medijatrisama ivica AB i AD trougla AABD,
pa su uglovi ZAC10, i ZAD,0 pravi, odakle sledi da tacke C7 i D; pri-
padaju krugu ¢iji je preénik duz AO1, odnosno da je ¢etvorougao AC1 D104
tetivan. Tacke Op i C7 su sa raznih strana prave AD-, pa je ZAC1 Dy =
7/D101A. Tacke Dy, O1 i O su kolinearne (pripadaju medijatrisi duzi
AD) i vazi B(D1,01,05), odakle sledi ZAO109 = m — /D101 A, pa je
ZAClDl = ZAOlOQ 1z B(Cl,Dl,Bl) sledi ZAClDl = ZAClBl, a iz
01B1||BC sledi ZAClBl = ZABC, paje LABC = ZAClBl = ZAClDl =
LAO10s.

/ABC = 5: Kako je ugao ZABC prav, na osnovu leme sledi da je tacka O
srediste duzi AD (tacke O i D su identi¢ne). Tacka O pripada medijatrisi
ivice AD, pa je ugao LAO104 prav, tj. LABC' = /AO10s.

/ABC < 5, /ADB < 3: Tacka O; pripada medijatrisama ivica AB i AD tro-
ugla AABD, pa su uglovi ZAC101 1 LAD,0; pravi, odakle sledi da
tacke C7 i D pripadaju krugu ¢iji je precnik duz AO;, odnosno da je
cetvorougao AC1 D101 tetivan. Tacke Op i C; su sa iste strane prave
ADy, pa je LAC1 Dy = LAO1D;. Tacke Oq, Dy i Oz su kolinearne (pri-
padaju medijatrisi duzi AD) i vazi B(O1, D1, O3), odakle sledi ZAO1 Dy =
ZAOlog. 1z B(Cl,Dl,Bl) sledi ZAClDl = ZAClBl, aiz ClBlnBC sledi
ZAClBl == ZABC’7 pa je LABC = ZAClBl = ZAClDl == ZAOlDl =
L AO,10s.

/ABC < 5, /ADB = 3: Kako je ugao £ ADB prav, na osnovu leme sledi da je
tacka Oq srediste duzi AB (tacke Op i C; su identi¢ne). Analogno, tacka
Os je srediste duzi AC, pa iz O10:||BC sledi /ABC = /A0 0s.

/ABC < 5, /ADB > %: Tacka Oy pripada medijatrisama ivica AB i AD tro-
ugla AABD, pa su uglovi ZAC10;7 i /AD10; pravi, odakle sledi da
tacke C7 i D; pripadaju krugu ¢iji je preénik duz AO;, odnosno da je
¢etvorougao AC1 D101 tetivan. Tacke O; i Cj su sa iste strane prave
ADs, pa je LAC1 Dy = LAO1D;. Tacke Oq, Dy i Oz su kolinearne (pri-
padaju medijatrisi duzi AD) i vazi B(O1, D1, O2), odakle sledi ZAO;04 =
ZAOlDlA, pPa je ZAClDl = ZAOlog. 1z B(Cl,Dl,Bl) sledi [Achl =
ZAClBl, aiz ClBlnBC sledi ZAClBl = ZABC, paje ZABC = ZAClBl =
ZAClDl = ZAOlOQ

Dakle, u svakom od slu¢ajeva, vazi /ABC = / AO10,. Analogno se dokazuje
da vazi i ZACB = LAO->01, pa su trouglovi AABC i AAO;0; sli¢ni, sto je i
trebalo dokazati.
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Slika 11 Slika 12

12.

Lema 1: Ako krug c¢ije je srediste tacka O dodiruje krake ugla /XY Z u
tackama X 1 Z, onda vazi Y X XY Z.

Dokaz leme 1: 1z OX =2 0Z, OY =2 0Y i LOXY = /0ZY = 7, sledi da su
trouglovi AOXY i AOY Z podudarni, pa vazi Y X XY Z. a

Lema 2: Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, A; srediste ivice
BC, P tatka dodira upisanog kruga i prave BC, P, tacka dodira prave BC
i spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu A i P’ tacka simetri¢na
tacki P u odnosu na tacku S, onda vazi

(a) B(A, P', P,);

(b) tacka A; je srediste duzi PP,.

Dokaz leme 2:

(a) Ako je AB = AC, prava AS je medijatrisa ivice BC i ona sadrzi tacke
P, P'i P,, pa tvrdenje vazi.

Pretpostavimo da nije AB = AC'. Tada tacke P i P, nisu identi¢ne i prave
AS i P'P, su razlicite. Neka je (Q tacka dodira upisanog kruga i prave AC, Q,
tacka dodira prave AC' i spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu
A. Neka je P presecna tacka pravih SP i AP,. Iz SP L BC i S,P, L BC,
sledi SPHSQP,“ pa, na osnovu Talesove teoreme, vazi SP:S,P, = AS: AS,.
Iz SQ L AC i S,Q. L AC, sledi SQ||S.Qa, pa, na osnovu Talesove teoreme,
vazi SQ : S.Q. = AS : AS,. Dakle, SP : S,P, = AS : AS, = 5Q : 5,Q.,
odakle sledi SP = SQ (jer je So Py = SaQ,). Dakle, tacka P pripada upisanom
krugu trougla AABC i pripada pravoj SP. Ona ne moze biti identi¢na tacki P,
jer bi onda tacke P i P, bile identi¢ne, pa bi vazilo AB = AC, §to je suprotno
pretpostavci. Dakle, tacka P je simetri¢na tacki P u odnosu na tacku S, tj. tacke
P’ i P su identicne, odakle sledi da tacka P’ pripada pravoj AP,. Tacka P’
pripada upisanom krugu trougla, a tacka P, stranci BC, pa vazi B(A4, P', P,).

(b) Ako vazi AB = AC, tacke A, P i P, su identi¢ne, pa tvrdenje vazi.

Pretpostavimo da nije AB = AC. Neka su a, b i ¢ duzine ivica BC, AC
i AB ineka je p=%(a+b+c). Nekasu Qi R tacke u kojima upisani krug
trougla AABC dodiruje prave AC' i AB. Neka su @, i R, tacke u kojima spolja
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upisani krug trougla AABC koji odgovara temenu A dodiruje prave AC'i AB.

Dokazimo da je BP = p — b. Na osnovu leme 1, vazi BP = BR, AR = AQ
iCP = CQ. Vazii B(B,P,C), B(B,R,A) i B(A,Q,C), odakle sledi BP =
BC —CP,BR=BA—-ARi AC = AQ + CQ, pa vazi

1 1 1
BP = S (BP+BR) = 5(BC ~CP+BA~ AR) = (BC +BA—-CQ~AQ) =

1 1
:§(BC’+BA7AC):§(a+cfb):p7b.

Dokazimo da je CP, = p —b. Na osnovu leme 1, je AR, = AQ,, BP, = BR, i
CQ. =2 CP,. Vazii B(A, B, R,), B(4,C,Q.) i B(B, P,,(), odakle sledi

AQ, = %(AQQ +AR,) = %(AB + BRo + AC+CQ,) =

:%(AB+AC+BPG+C’PG):%(AB+AC+BC):%(a+b+c):p.

Iz AQ, = psledi CQ, = AQ,—AC = p—b. Na osnovu leme 1, vazi CP, = CQ,,
pa je CQq, =p—b.

Pretpostavimo da je AC > AB. Tada vazi B(B, P, A, P,,C), pa je AP =
BA, — BP = %a —(p-b)i AP, =A4C-P,C= %a — (p—10). Dakle, A1 P =
A1 P,, pa iz B(P, A1, P,), sledi da je tacka A; srediste duzi PP,. Tvrdenje se
analogno dokazuje i za slucaj AB > AC. O

Neka je X tacka dodira kruga k i prave p, neka je X’ njoj dijametralno
suprotna tacka kruga k i neka je X, tacka simetricna tacki X u odnosu na
tacku M (S]\/[(X) = Xp)

Pretpostavimo da tacka P zadovoljava zadate uslove, tj. pretpostavimo da
postoje tacke @ i R koje pripadaju pravoj p, takve da je M srediste duzi QR i
da je krug k upisani krug trougla APQR. Na osnovu leme 2 vazi B(X,, X', P).

Dokazimo da svaka tactka P za koju vazi B(X,,X’, P) pripada trazenom
skupu tacaka. Neka je Py proizvoljna tacka za koju vazi B(X,, X’, Py) i neka
su Qo i Ry presecne tacke prave p i tangenti iz tacke Py na krug k (te presecne
tacke postoje, jer su tacke X’ i P razlicite, pa tangente iz tacke P na krug k
nisu paralelne pravoj p). Krug k je upisani krug trougla APyQoRy, pa, kako
tacka X, pripada pravoj p, i vazi B(X,, X', Py), na osnovu leme 2 sledi da je
tacka X, tacka dodira prave p i spolja upisanog kruga trougla APyQoRo koji
odgovara temenu Fy. Tacka M je srediste duzi X X,,, pa je na osnovu leme 2
ona i srediSte ivice QgRy, Sto znaci da tacka P pripada trazenom ravan skupu
tacaka.

Dakle, trazeni skup tacaka je skup tacaka P prave X, X’ takvih da su sa
tackom X, sa raznih strana tacke X'.

13. I resenje:
Neka su A i A} podnozja normala iz tacke A na simetralama unutrasnjeg
i spoljasnjeg ugla kod temena B trougla AABC; A. i Al podnozja normala iz
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tacke A na simetralama unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod temena C'. Neka je
By srediste ivice AC, Cy srediste ivice AB i neka je 6 = /ABC.

Ugao izmedu simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla trougla je prav, pa je
LAyBA;, = T, odakle sledi da je cetvorougao AAj B A, pravougaonik. Dijagonale
AB i A} Ay, pravougaonika AA} BA, se polove, odakle sledi da srediste duzi AB
(tacka C4) pripada pravoj A; A, (i da polovi duz A; A,). Analogno se dokazuje
da tacka B; pripada pravoj A, A.. Kako su tacke By i C razlicite, tacke Ay,
Aj, A. i A kolinearne ako i samo ako one pripadaju pravoj C; By .

Dokazimo da tacke Ay, A}, A., A, pripadaju pravoj C:1Bj.

Neka je X tacka u kojoj bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena B sece pravu
C1B;. Duz C1B; je srednja linija trougla AABC, pa je prava C;B; paralelna
pravoj BC odakle sledi ZAC;B; = . Tacka X pripada polupravoj Cy By, pa
vazii LAC1 X = 8, odakle sledi da je /BC1X = 7w — (. Prava BX je simetrala
ugla ZABC, paje LC1BX = (/2. Dakle, /BXC; =7 — (BC1X — /C1BX =
m— (m—p)—B/2 = /2, odakle sledi da je trougao AC; BX jednakokraki, tj.
C1B = (C1X. Kako je C1A = C1B = B1 X, sledi da tacka X pripada krugu ¢iji
je precnik duz AB, pa je ugao /AX B prav, tj. tacka X je podnozje normale iz
tacke A na simetralu unutrasnjeg ugla kod temena B, odakle sledi da su tacke
X i Ap identicne i da tacka A, pripada pravoj CpBj.

Neka je Y tacka u kojoj simetrala spoljasnjeg ugla kod temena B see pravu
C1B;. Tacke Y i C su sa raznih strana prave AB, pa je /BC1Y = /AC1 B, =
B. Prava BY je simetrala ugla kod temena B, pa je /C1BY = (7w — 3)/2.
Dakle, /BYC; = w# — /BC1Y — /CiBY =7 —=p—(r—0)/2 = (v — )/2,
odakle sledi da je trougao AC;BY jednakokraki, tj. C1B = C1Y. Kako je
C1A = (1B = (1 X, sledi da tatka Y pripada krugu ¢iji je preénik duz AB, pa
je ugao LAY B prav, tj. tacka Y je podnozje normale iz tacke A na simetralu
unutrasnjeg ugla kod temena B, odakle sledi da su tacke Y i Aj identicne i da
tacka Aj pripada pravoj C1Bj.

Analogno se dokazuje da tacke A, i A, pripadaju pravoj C;B; odakle sledi
da su tacke Ay, A}, A. 1 AL kolinearne, §to je i trebalo dokazati.

1I resenge:

Simsonova teorema: Podnozja normala iz proizvoljne tacke opisanog kruga
nekog trougla na pravama odredenim ivicama tog trougla pripadaju jednoj
pravoj.

Neka su Ay 1 A} podnozja normala iz tacke A na simetralama unutrasnjeg
i spoljasnjeg ugla kod temena B trougla AABC. Neka su A, i A, podnozja
normala iz tacke A na simetralama unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod temena
C.

Neka je S presec¢na tacka simetrala unutrasnjih uglova kod temena B i C i
neka je S, presecna tatka simetrale spoljasnjeg ugla kod temena B i unutrasnjeg
ugla kod temena C'.

Ugao izmedu simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla trougla je prav, pa
je LS.BS = 5 i LSAS. = 7, odakle sledi da je cetvorougao S.BSA tetivan,
tj. tacka A pripada opisanom krugu trougla AS.BS. Tacke Aj, Ay i A su
podnozja normala iz tacke A na pravama odredenim ivicama S.B, BS i SS.
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trougla AS.BS, pa, na osnovu Simsonove teoreme sledi da su tacke Ay, Ap i A,
kolinearne.

Analogno se dokazuje da su kolinearne i tacke A’, A, i A, kolinearne, pa su
kolinearne sve Cetiri tacke Ay, A}, A. i A, Sto je i trebalo dokazati.

P
Slika 13 Slika 14

14. Lema: Ako bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A trougla ABC
seCe naspramnu ivicu BC' u tacki E, onda vazi: BA:CA = BE : CFE.

Dokaz leme: Neka je D tacka prave AC takva da vazi B(D,A,C) i DA &
AB. Trougao ADBA je jednakokraki, pa iz /BDA = /DBA sledi /EAC =
$1/BAC = Y(n — /DAB) = {(/{BDA+ (DBA) = /BDA. Dakle, prave DB
i AFE su paralelne, a trouglovi ADBC' i AAEC su sli¢ni, pa vazi BA : CA =
DA:CA = BE : CE, &to je i trebalo dokazati. a

Lukovi CM i BM su podudarni, pa im odgovaraju podudarni periferijski
uglovi, odakle sledi da je poluprava NM bisektrisa ugla /ZBNC. Na osnovu
leme sledi %—g = %. Sliéno, poluprava NP je bisektrisa ugla /ZBNA, pa
je % = %. Tacka N je srediste lika C'A, pa je NC = NA, odakle sledi
% = %, odnosno % = %. Iz % = %, na osnovu Talesove teoreme,

sledi da su prave KL i AC paralelne, $to je i trebalo dokazati.

15. Lema: Ako bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A trougla ABC
seCe naspramnu ivicu BC u tacki E, onda vazi: BA: CA = BE : CFE.
Dokaz leme: Videti dokaz leme u resenju 14. O

Neka su P; i Q1 tacke u kojima prava koja sadrzi tacku A; i paralelna je
pravoj PQ, sece prave AB i AC ineka je F tacka u kojoj bisektrisa unutrasnjeg
ugla kod temena A se¢e ivicu BC'. Na osnovu Talesove teoreme (T27.3), sledi

RP _ AP
RQ  AQ:
Iz sliénosti trouglova APy BA; i AABE sledi

(1)

AE BE ’
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a iz slicnosti AQ1A4:C i AAEC sledi

AQr  CA
AE ~— CE (3)

1z jednakosti (2) i (3) sledi

AP, BA, CE 0
A1Q1  BE CA; "’

Kako je tacka A; srediste ivice BC, vazi BA; = C' Ay, a kako je tacka E tacka u

kojoj bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A sece ivicu BC, na osnovu leme,

vazi €£ = 4€ pa iz jednakosti (4) sledi

AP BA, CE _BACE CE AC
A1Q1  BE CA, CA BE BE AB

(5)

Iz jednakosti (1) i (5) dobijamo

RP _ MP_AC
RQ  AQ: AB’

Sto je i trebalo dokazati.

B E C

Slika 15 Slika 16

16. Lema 1: Ako bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A trougla ABC
sete naspramnu ivicu BC' u tacki F, onda vazi BA: CA = BE : CFE.
Dokaz leme 1: Videti dokaz leme u resenju 14. |

Lema 2: Medijatrisa ivice BC, bisektrisa unutrasnjeg ugla /BAC trougla
AABC i opisani krug tog trougla seku su u jednoj tacki.

Dokaz leme 2: Neka je [ opisani krug trougla AABC' i neka je M presecna
tacka tog kruga i bisektrise ugla ZBAC (razlic¢ita od A). Dokazimo da tacka M
pripada medijatrisi ivice BC'. Poluprava AM je bisektrisa ugla /BAC, pa su
tacke A i C sa iste strane prave BM, odakle sledi da su uglovi ZBAM i /BCM
podudarni kao periferijski uglovi nad istim liikom. Analogno, vazi i /CAM =
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/CBM. Poluprava AM je bisektrisa ugla /BAC, pa vazi /BAM = /CAM,
odakle sledi /BCM = BAM = CAM = CBM. Dakle, trougao ABMC je
jednakokraki, pa vazi BM = C'M i tacka M pripada medijatrisi duzi BC, §to
je i trebalo dokazati. O

Neka su tacke M i N sredista ivica AB i AC trougla AABC| a E presec¢na
tacka bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A i prave BC. Na osnovu leme 1,
vazi BA: CA=BE :CFEtj. BE = CEﬁ—g. Tacka F je izmedu tacaka B i C, pa
je BC=BE+CE = C’Eﬁ—g +CE = C’E%. S druge strane, na osnovu
uslova zadatka je BC = 1(AB + AC), pa sledi CEABAC = 1(AB + AC),
odakle je CE = ATC. Analogno se dokazuje da je BE = ATB. Tacka N je
srediste duzi AC, pa je CN = % = CFE, tj. trougao ACNE je jednakokraki,
odakle sledi da je simetrala ugla /ECN medijatrisa duzi EN. Analogno se
dokazuje da je simetrala ugla /FEBM medijatrisa duzi M E. Neka je tacka
S srediste upisanog kruga trougla AABC, tj. presecna tacka simetrale ugla
/EBM (/CBA) isimetrale ugla /ECN (/BCA), tj. presetna tacka medijatrise
duzi M E i medijatrise duzi EN. Medijatrise duzi M E, EN i M N seku se u
jednoj tacki (koja je srediste opisanog kruga trougla AMEN), pa medijatrisa
duzi M N sadrzi preseénu tacku medijatrisa duzi M E i EN (tacku S). S druge
strane, tacka S je srediSte upisanog kruga trougla AABC, pa pripada bisektrisi
unutrasnjeg ugla / ABC. Dakle, tacka S je presecna tacka medijatrise ivice M N
i bisektrise unutrasnjeg ugla /M AN (tj. ugla ZBAC) trougla AAMN, pa, na
osnovu leme 2, tacka S pripada opisanom krugu trougla AAMN (krugu [), $to
je i trebalo dokazati.

17. Lema: Ako bisektrisa unutradnjeg ugla kod temena A trougla ABC
seCe naspramnu ivicu BC' u tacki F, onda vazi BA: CA = BE : CFE.
Dokaz leme: Videti dokaz leme u resenju 14. O

Potencija tacke B u odnosu na krug k je p(B,k) = BF - BA = BE - BA;.
Potencija tacke C' u odnosu na krug k je p(C, k) = CG-CA=CE-CA,. Tacka
Ay je srediste ivice BC, pa je BA; = C'A;. Tactka F je preseéna tacka bisektrise
ugla /BAC i ivice BC, pa, na osnovu leme, vazi BA : CA = BE : CFE i
BE : BA=CE : CA. Dakle, vazi
_ BE-BA; BE CE _CE-CA

F —ABA1 =—CA

BE BA B CA CA

=CG,

§to je i trebalo dokazati.
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B X C
Slika 17 Slika 18

18. Cevaova teorema: Ako su P, Q i R tacke pravih AB, BC i AC, prave
AQ, BR i C'P su konkurentne ili paralelne ako i samo ako vazi
abBoCR

PBQC RA

Neka su tacke X, Y i Z tacke ivica BC, AC' i AB, takve da svaka od pravih
AX, BY i CZ razlaze obim trougla AABC na dva jednaka dela. Oznaé¢imo sa
a, bicduzine ivica BC, AC i AB, a sa p poluobim trougla AABC (p = %”“)
Tada je AB+ BX = p, paje BX = p—cislicno XC = p —b. Analogno se
dokazuje i CY = p—a,YA=p—c,AZ =p—5b,ZB = p — a, pa, kako vazi
B(B,X,C), B(C,Y,A), B(A, Z, B), sledi

7D_B_))(C'—Y}A—é_BXC’YAZ_jr)—cp—(JLp—b_l

%ﬁ% XCYAZB p—-bp—cp—a

Na osnovu Pasove aksiome, iz B(B, X,C) i B(C,Y, A) sledi da se prave AX i
BY seku. Dakle, prave AX, BY i CZ nisu paralelne i vazi P = 1, pa, na osnovu
Cevaove teoreme, sledi da se te prave seku u jednoj tacki. QED

19. Cevaova teorema: Ako su P, Q i R tacke pravih AB, BC' i AC, prave
AQ, BR i C'P su konkurentne ili paralelne ako i samo ako vazi

T sgch |
PBQC RA
§ Prave AX, BY i CZ su konkurentne (seku se u tacki P), pa, na osnovu
Cevaove teoreme, vazi:
ZBXCYA

25



Odatle sledi

AZBXCY|_AZBXCY _,

 ZBXCYA

ZBXCYA

Neka je P’ podnozje visine iz tacke P na pravoj BC. Duz PP’ je visina

trouglova ABXP i ACPX (koja odgovara redom ivicama BX 1 XC), pa je
PABXP = %BX PP i PACPX = %XO - PP’. Odatle sledi

Papxp _ 3BX-PP'  BX

Pacopx %XC’~PP’_X—C"

s Pacyr _ CY : Ppazp _ AZ s
Analogno se dokazuje i 52— = 357 1 522~ = 7%. Dakle, vazi:

_ AZ BX CY _ Prazp Paxp Pacyp
ZBXCYA Pappz Propx Paapy '

odnosno
Papxp - Pacyp - Paazp = Pacpx - Paapy - PaBpPz »

Sto je i trebalo dokazati.

Slika 19 Slika 20

20. Neka su ky i k. krugovi ¢iji su precnici BBy i CCq, neka su Oy i O,
njihova sredista i neka je T teziste trougla AABC.

Dokazimo da su potencije tatke A u odnosu na krugove k; i k. jednake.

Pretpostavimo da je ugao /BAC prav. Tacka A, u tom slucaju, pripada
krugovima kj i k., pa su njene potencije u odnosu na njih jednake nuli.

Pretpostavimo da ugao /BAC nije prav. Neka je By presek kruga ky, i prave
AB i neka je Cy presek kruga k. i prave AC (pri ¢emu je A # Bg, A # C5).
Kao uglovi nad preénicima krugova ky, i k., uglovi ZBByB; 1 /ZCC5C su pravi,
tj. /C1 BBy i £B1C2Cy su pravi. Dakle, tacke B i Cy pripadaju krugu k ¢iji
je pre¢nik duz B1C4. Ugao /(7 ABj nije prav, pa tacka A ne pripada krugu k.
Vrednosti ACy - ABy i AB; - ACy su potencije tacke A u odnosu na krug &, pa
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na osnovu teoreme 28.3, vazi ACy - ABy = ABy - ACy. Dakle, vazi p(A, ky) =
AB - AB2 = 2A01 AB2 = 2p(A k) = 2ABl ACQ AC - AC2 = p(A, kc), pa
su potencije tacke A u odnosu na krugove kp i k. jednake.

U oba slucaja su, dakle, potencije tacke A u odnosu na krugove kj i k. jed-
nake, tj. tacka A pripada radikalnoj osi krugova ky i k.. Na osnovu teoreme 28.4,
radikalna osa dva kruga normalna je na pravoj odredenoj njihovim sredistima,
pa je radikalna osa krugova kp i k. prava koja sadrzi tacku A i normalna je
na pravoj OpO.. Tacka Oy je srediste duzi BBj, pa na osnovu svostava tezista
trougla, sledi B(B,0,T) i TOp : OB = 1 : 2. Analogno vazi i B(C,O.,T)
iTO. : O.C =1 : 2, pa, na osnovu Talesove teoreme, sledi O,O.||BC. Iz
0,0.||BC i AD 1 BC sledi AD 1 0,0.. Kako prava AD sadrzi tacku A i
normalna je na pravoj OO, i kako je, na osnovu teoreme 12.1, takva prava
jedinstvena, sledi da je prava AD radikalna osa krugova kp i k.. QED

21. Neka je O preseéna tacka dijagonala AC' i BD paralelograma ABCD.
Neka je F' presecna tacka prave AE i prave CB i neka su G i H presetne
tacke prave DF sa pravama AC i AB. Prave AB,AD, AC i AF su harmoni-
jski spregnute ako i samo ako su tacke H, D, G i F harmonijski spregnute.
Cetvorougao AFBD je paralelogram, pa tacka H kao presecéna tacka dijago-

nala polovi duzi AB i DF, tj. vazi £2 = 2. Duz DH je, dakle, tezisna duz
FH
trougla AABD koja odgovara temenu D. Dijagonale paralelograma ABCD

(duzi AC i BD) se polove, pa je duz AO tezisna duz trougla AABD koja
odgovara temenu A. Tacka G je presecna dveju tezisnih duzi trougla ANABD

— duzi DH i AO, pa je tacka G teziste tog trougla, odakle sledi €2 = —2.
GH
Dakle, vazi €2 = —Q , tj. H(D, H; G, F), pa su harmonijski spregnute prave
GH

AB,AD, AC i AF, odnosno prave AB, AD, AC i AE. QED

D C

F
Slika 21 Slika 22

22. Neka je [ opisani krug trougla AABC, neka je r = VAB-AB' =
VAC - AC’; neka je k krug sa srediStem A i poluprecnikom r i neka je iy
inverzija u odnosu na krug k. Kako vazi AB- AB’ = 72 i tacke B i B’ su sa iste
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strane tacke A (jer tacka B’ pripada polupravoj AB), inverzijom ;. se tacka B
preslikava u tacku B’. Analogno, istom inverzijom tacka C preslikava se u tacku
C’'. Krug [ bez tacke A se (na osnovu teoreme 28.8) inverzijom ) preslikava
na pravu koja sadrzi tacke 1y (B) = B’ i ¥ (C) = C’, tj. na pravu B’C’. Prava
AO bez tacke A se (na osnovu teoreme 28.7) inverzijom 1, preslikava na sebe.
Prava AO sadrzi srediste kruga [, pa vazi AO 1 [. Prava AO i krug [ su
medusobno normalni i u inverziji ¢ se (bez tacke A) preslikavaju na pravu AO
(bez tacke A) i pravu B'C’, pa, kako se inverzijom uglovi preslikavaju u njima
podudarne uglove (28.9), sledi AO L B'C’. QED.

23. Neka je A zajednicka tacka krugova [y i [ koja je sa iste strane prave
odredene sredistima krugova Iy i Iy kao i krugovi k; (i’ = 1,2,3...). Neka je
¥y, inverzija u odnosu na proizvoljan krug k ¢ije je srediste tacka A. Krugovi
l1 i Iy sadrze tacku A, pa se, bez tacke A, inverzijom 1, preslikavaju na prave
I 11 koje ne sadrze tacku A (T28.7, T28.8). Krugovi k; (i = 1,2,3...) ne
sadrze tacku A, pa se preslikavaju na krugove k; koji takode ne sadrze tacku A
(T28.8). Krugovi k; dodiruju krugove [y i la, pa slike krugova k; u inverziji ¢y
— krugovi k; — dodiruju slike krugova l; i I3 u istoj inverziji — prave 1§ i l5.
Krugovi k; pripadaju spoljasnjosti krugova l; i I3, pa se krugovi k; nalaze se sa
istih strana pravih } i l5. Dakle, krugovi k] dodiruju prave I} il i nalaze se sa
istih njihovih strana, pa njihova sredista pripadaju jednoj pravoj — simetrali s’
jednog ugla koji zahvataju prave 1} i I}, odakle sledi da su krugovi k; normalni
na pravoj s’. Ta prava se u inverziji ¢ preslikava na neku pravu ili krug s (u
zavisnosti od toga da li prava s’ sadrzi tatku A). Inverzijom )y se krugovi k/
preslikavaju u krugove k;, a prava s’ u pravu ili krug s. Inverzijom se uglovi
preslikavaju u njima podudarne uglove (T28.9), pa su krugovi k; normalni na
(pravoj ili krugu) s, §to je i trebalo dokazati.

Slika 23 Slika 24

24. Neka su O; i O sredista krugova ki i ko.
Pretpostavimo da su tacke O; i Oy identiéne. Neka je I; proizvoljan krug
koji dodiruje spolja krug k i iznutra krug ke. Neka je L srediste kruga Iy, a L’
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srediste kruga [; i neka je R rotacija oko tacke O; za ugao /LO;L'. Krugovi
k1 i ko se u rotaciji R preslikavaju na sebe same (jer im je tacka Oy srediste),
pa se krugovi /; preslikavaju u krugove I; (i = 1,2,...,n) koji takode dodiruju
spolja krug k1, a iznutra krug ko (i pritom vazi da krug I,, dodiruje spolja krug
I1). Dakle, postoji niz krugova l; (i = 1,2,...,n) takvih da [; dodiruje spolja
krug ki i iznutra krug ko, krug [;1 dodiruje spolja krugove [; i k1, a iznutra
krug ks i da krug I,, dodiruje spolja krug [; i taj niz krugova moze biti dobijen
kao slika krugova I; (i = 1,2,...,) u preslikavanju R.

Pretpostavimo da tacke Op i O2 nisu identicne. Neka je p prava koja sadrzi
tacke O1 i O9, neka je r radikalna osa krugova k; i ko i neka je P presecna tacka
pravih p i r. Prava r pripada spoljasnjosti kruga ks (zaista, ako pretpostavimo
da prava r ima sa krugom ko zajednicku tacku K, onda je p(K,k2) = 0, a
kako tacka K pripada pravoj r (koja je radikalna osa krugova ki i ko), vazi i
p(K, ko) = p(K, k1), odakle sledi da je p(K, k1) = 0, tj. tacka K pripada krugu
k1, sto je kontradikcija, jer krugovi k1 i ko nemaju zajednickih tacaka). Dakle,
tacka P pripada spoljasnjosti kruga ko (i kruga k1). Neka je ¢1 tangenta iz tacke
P na krug kq, neka je T; tacka dodira prave t; i kruga k1, neka je to tangenta iz
tacke P na krug k- i neka je T, tacka dodira prave to i kruga ko. Tacka P pripada
radikalnoj osi krugova ki i ke, pa je PTZ = p(P, k1) = p(P, k2) = PT3, odakle
sledi P11 = P15, tj. tacka T5 pripada krugu j sa sredistem P i polupre¢nikom
PTy. Krug j, dakle, sadrzi tacke T3y i 15, pa su krugovi k1 i j, kao i krugovi
ko 1 j medusobno normalni. Neka je J jedna presecna tacka prave p i kruga j.
Krugovi k1 1 j 1 krugovi ko 1 j se seku u tackama koje ne pripadaju pravoj p, pa
sledi da tacka J ne pripada krugovima kj i ko. Neka je ¢ inverzija sa sredistem
J proizvoljnog stepena. Krug j sadrzi tacku J, pa se, bez tacke J, inverzijom
preslikava na neku pravu j' (T28.8) koja ne sadrzi tacku J (pa je razli¢ita je od
prave p). Prava p sadrzi tacku J, pa se, bez tacke J, inverzijom 1 preslikava na
sebe samu (T28.7). Neka je O presecna tacka pravih p i j'. Krugovi k1 i k2 ne
sadrze tacku J, pa se inverzijom ¢ preslikavaju na neke krugove kj i k5 (T28.8).
Krug k1 je normalan na krugu j i na pravoj p (jer prava p sadrzi srediste Oy
kruga k1), pa je, na osnovu teoreme 28.9, krug kj normalan na pravama j’ i p.
Dakle, razli¢ite prave j' i p sadrze srediste kruga k/, pa je njihova prese¢na tacka
— tacka O — srediste kruga k7. Analogno se dokazuje da je tacka O srediste
kruga k5. Neka je [ proizvoljan krug koji dodiruje spolja krug k; i iznutra krug
ko. Krugovi l; se u inverziji ¢ preslikavaju u krugove I} (i = 1,2,...,n) koji
dodiruju spolja krug kf, a iznutra krug k4 i pritom vazi da krug I/, dodiruje
spolja krug I;. Analogno, krug [; se u inverziji ¢ preslikavaju u krug E/ koji
dodiruje spolja krug ki, a iznutra krug k). Neka je L srediste kruga I}, a L'
srediste kruga E/ i neka je R rotacija oko tacke O za ugao /LOL’. Krugovi k}
i k) se u rotaciji R preslikavaju na sebe same (jer im je tacka O srediste), pa se
krugovi I preslikavaju u krugove T (i=1,2,...,n) koji takode dodiruju spolja
krug k}, a iznutra krug k} (i pritom vazi da krug I, dodiruje spolja krug Iy ).
Odatle sledi da se u inverziji ¢ (inverzija je involucija) krugovi E/ preslikavaju
u krugove I; koji dodiruju spolja krug k;, a iznutra krug ke (i pritom vazi da
krug I,, dodiruje spolja krug ;). Dakle, postoji niz krugova l; (i = 1,2,...,n)
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takvih da [; dodiruje spolja krug ki i iznutra krug ks, krug l;11 dodiruje spolja
krugove [; i k1, a iznutra krug ko i da krug [l,, dodiruje spolja krug Iy i taj niz
krugova moze biti dobijen kao slika krugova I; (i = 1,2,...,) u preslikavanju

YoR oY,

25. Neka je ® figura euklidske ravni koja ima tacno dve ose simetrije i
neka su to razlic¢ite prave a i b. Osne refleksije S, i Sp, preslikavaju figuru ¢ na
sebe, pa figuru ® na sebe preslikava i kompozicija Z = S, o Sp 0 S,. Na osnovu
teoreme o transmutaciji, izometrija Z je osna refleksija Sg, (). Dakle, Sq(b) je
osa simetrije figure ®, pa kako figura ® ima ta¢no dve ose simetrije, sledi da
vazi ili Sq(b) = a ili S4(b) = b.

Pretpostavimo da vazi S,(b) = a. Iz Sg(b) = a sledi S, 0 Su(b) = S,(a),
odnosno b = a, $to je suprotno pretpostavci.

Pretpostavimo da vazi S, (b) = b. Na osnovu teoreme o transmutaciji, vazi
8408p08, = Ss, ) = Sp, odakle sledi S,08, = $p0S,. Na osnovu teoreme 15.8,
dve osne refleksije komutiraju ako i samo ako su im osnove medusobno normalne,
odakle sledi da su prave a i b medusobno normalne. Neka je O presecna tacka
pravih a i b. Kako se osnim refleksijama S, i S, figura & preslikava na sebe,
figura ® se na sebe preslikava i kompozicijom S, o Sy = Sp, tj. figura ® je
centralno simetri¢na, $to je i trebalo dokazati.

b/

Slika 25 Slika 26

26. Lema 1: Ako je u apsolutnoj ravni B srediste duzi AC, onda vazi
1
T;‘a = SpoS4.
Dokaz leme 1: Neka je s prava odredena tackama A i C' (ako su tacke A i
C' identi¢ne, neka je s proizvoljna prava koja sadrzi tacku A). Neka su a, b1i ¢
prave normalne na pravoj s i sadrze, redom, tacke A, BiC. Vazi Sp(4) = C, pa
je na osnovu definicije translacije 7— = S, 0S,. Na osnovu definicije centralne

simetrije je Sg = 8§08 184 = Ss08,. Dakle, T;@ = 5,08, = §08,08,0S8, =
Sp 0S4, Sto je i trebalo dokazati. O

1 Ova lema je teorema apsolutne geometrije i ona moze da se koristi i u dokazima koji se
odnose na euklidsku i u dokazima koji se odnose na hiperbolicku geometriju.
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Lema 2: Kompozicija tri centralne simetrije (euklidske) ravni takode je cen-
tralna simetrija te ravni.

Dokaz leme 2: Neka su Sp, Sg i Sg tri proizvoljne centralne simetrije eu-
klidske ravni. Neka je s prava odredena tackama P i @ (ako su tacke P i Q
identi¢ne, s je proizvoljna prava koja sadrzi tacku P). Neka su prave p, g i r
prave koje sadrze tacke P, Q i R i normalne su na pravoj s. Neka je r’ prava
koja sadrzi tacku R i normalna je na pravoj r. Prave si 7’ su normalne na
pravoj r, pa su paralelne. Centralna simetrija u odnosu na neku tacku moze
biti reprezentovana kao kompozicija dve osne refleksije ¢ije ose su medusobno
normalne i sadrze tu tacku, pa vazi:

Spro08qgoSp=8085,085,08085,085,=85,708,085,08,

Prave p, ¢ i r su normalne na pravoj s, pa pripadaju jednom pramenu, a kom-
pozicija osnih refleksija Cije su one ose takode je osna refleksija Sy i osa te
refleksije (prava s’) pripada istom pramenu (s’ L s). Dakle,

S 08, 085,08, =808y

Prava s’ je normalna na pravoj s, a prava r’ je paralelna pravoj s, pa su prave
r’ 1 s’ medusobno normalne §to znaci da je kompozicija osnih refleksija koje one
odreduju centralna simetrija ¢iji je centar preseéna tacka pravih v’ i s’ (oznac¢imo
je sa S). Dakle,

SproSgoSp =808, =85.

Kompozicija tri centralne simetrije euklidske ravni je, dakle, centralna simetrija,
Sto je i trebalo dokazati. O

Komporzicija koincidencije i translacije je (ta ista) translacija. Kompozicija
koincidencije i centralne simetrije je (ta ista) centralna simetrija. Kompozicija
dve centralne simetrije je, na osnovu leme 1, translacija. Translacija se, na
osnovu leme, moze reprezentovati kao kompozicija dve centralne simetrije, pa
se komporzicija translacije i centralne simetrije (ili obratno) moze reprezento-
vati kao kompozicija tri centralne simetrije. Na osnovu leme 2, kompozicija
tri centralne simetrije ravni je takode centralna simetrija ravni, pa je kom-
pozicija translacije i centralne simetrije centralna simetrija. Kompozicija dve
translacije moze se (lema 1), reprezentovati kao komporzicija Cetiri centralne
simetrije i ta kompozicija se (lema 2), moze predstaviti kao kompozicija dve cen-
tralne simetrije Sto je translacija (lema 1). Dakle, kompozicija dve translacije
je translacija.

Dakle, skup izometrija koji ¢ine koincidencija, sve translacije i sve centralne
simetrije ravni zatvoren je za operaciju proizvoda izometrija i koincidencija je
neutralni element za tu operaciju.

Za svaku centralnu simetriju S4 vazi Sq 0 S4 = £, odnosno S;l = Syu.
Ako je B srediste duzi AC, onda, na osnovu leme 1, vazi T;@ =8SpoSsi

Té:x = Sp o Sc. Kako je Sp(A) = C, na osnovu teoreme o transmutaciji vazi:
SpoSao8SpoSc =8s,4)08c=8coSc=¢§ .
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Dakle, ’]ZH °oT . = = ¢, pa je T = 7674' Za koincidenciju, oc¢igledno, vazi

ol = 5 i 5 t=¢

Za svaki element zadatog skupa, dakle, postoji inverzni element koji je takode
u tom skupu.

Dakle, skup izometrija koji ¢ine koincidencija, sve translacije i sve centralne
simetrije ravni je grupa u odnosu na operaciju proizvoda izometrija.

Pokazimo kontraprimerom da ta grupa nije komutativna. Pretpostavimo da
su tacke A i B razlicite i da je tacka B srediste duzi AC. Pretpostavimo da
vazi Sp oS4 = S4 0 Sp. Odatle sledi Sy 0o S 0o S4 = Sp i, na osnovu teoreme
o transmutaciji, Sg,(p) = Sp. Dakle, vazi Sa(B) = B, odakle sledi da su tacke
A i B identicne, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom.

Dakle, za razlic¢ite tacke A i B vazi Sp o Sa # Sa 0 Sp, pa data grupa nije
komutativna.

27. Neka je G tacka u koju se preslikava tacka H translacijom T . Ce-

tvorougao HGBC je paralelogram, pa su uglovi /HGB i /HCB podudarnl U
translaciji 7— se tacke D, H, C preslikavaju redom u tacke A, G, B, odakle

sledi da su trcz)?lglovi ADHC i AAGB podudarni i da su uglovi /CHD i /AGB
podudarni. Na osnovu pretpostavki zadatka, zbir uglova /CHD i /AHB jed-
nak je zbiru dva prava ugla, pa je i zbir uglova /AGB i /AH B jednak zbiru
dva prava ugla, odakle sledi da je ¢etvorougao AGBH tetivan. Uglovi /HAB i
/HGB su podudarni kao uglovi nad istim likom (nad likom BH) opisanog
kruga cetvorougla AGBH. 1z /HAB = (HGB i /HGB = [HCB sledi
/HAB = /HCB, sto je i trebalo dokazati.

Slika 27 Slika 28

28. Lema: Ako krug cije je srediste tacka O dodiruje krake ugla /XY Z u
tackama X 1 Z, onda vazi Y X Y Z.

Dokaz leme: Videti dokaz leme 1 u reSenju 12. |

Neka su R, i @, tacke u kojima spolja upisani krug koji odgovara temenu
A dodiruje prave AB i AC. Vazi B(B,P,,C), B(A,B,R,), B(A,C,Q.) i,
na osnovu leme, BP, & BR,, AR, = AQ, i CQ, = CP,. Odatle sledi
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Ry /opp/(Pa) = Ra, Ry /pac(Ba) = Qa, R scrop(Qa) = Pa, pa je

Rescies®Ra/ac° R, /op (Pa) =Fo -

Dokazimo da data izometrija nije koincidencija: dokazimo da vazi

Re/cep°Ra/pac®Rp /opp/(C) #C )

tj. dokazimo da je RA /Bac°Rp /opp(C) # C. Nekaje Ry /opp (C) = Ch.
Vazi B(A,B,Cy) i AC; = AB + BC. Neka je Ra. ZBAC(Cl) = Cy. Vazi
AC, = AC, = AB + BC, pa iz nejednakosti trougla sledi AC, = AB + BC >
AC i1 B(A,C,C53). Dakle, tacke C' i Cy su razlicite, pa data kompozicija nije
koincidencija.

U rotaciji RB,ZCBB' tacke B i P, preslikavaju se u tacke B i R,, pa se prava
BC (kojoj pripadaju tactke B i P,) preslikava na pravu AB (kojoj pripadaju
tacke B i R,). U rotaciji R, /pac tatke A1 R, preslikavaju se u tacke A i
Qa, pa se prava AB preslikava na pravu AC. U rotaciji Re./con tacke C'1 Q,
preslikavaju se u tacke C'i P,, pa se prava AC preslikava na pravu BC. Dakle,
u kompoziciji RC,ZC'CB ORA,ZBAC ORB,ZCBB’ prava BC se preslikava na sebe
samu.

Direktna izometrija RC,ZC'CB o RA,ZBAC o RB,ZCBB” dakle, ima invari-
jantnu tacku P, i nije koincidencija, pa je rotacija. Kako je u njoj prava BC
invarijantna, data kompozicija je rotacija oko tacke P, za ugao 7, tj. centralna
simetrija Sp, .

29. U rotaciji Rp,z oko tacke B za ugao 5 (iste orijentacije kao i prav ugao
LLBA), tacka L preslikava se u tacku A. U rotaciji Rc,z oko tacke C' za ugao
5 (uistom smeru kao i rotacija Rp z ), tacka A preslikava se u tacku P. Dakle,
vazi RC7% o RB,% (L) = RC,% (A) = P.

Neka je p’ poluprava sa temenom B koja sa polupravom BC zahvata ugao
7 isaiste je strane prave BC kao i tacka A. Neka je ¢’ poluprava sa temenom
C koja sa polupravom C'B zahvata ugao 7 i sa iste je strane prave BC kao i
tacka A. Neka su p i ¢ prave koje sadrze, redom, poluprave p’ i ¢. Neka je
R presecna tacka pravih p i ¢. Vazi /RBC = /RCB = 7, odakle sledi da je
trougao ABCR jednakokraki (BR = RC) i pravougli (/BRC =7 —-2-5 = 7).
Vazi /BRC = 7, pa su prave p i ¢ medusobno normalne.

Rotacija R g,z moze biti reprezentovana kao kompozicija osnih refleksija S,
i Spe, tj. RB’% = Spc o S,. Rotacija Rc,% moze biti reprezentovana kao
kompozicija osnih refleksija Spc 1 Sy, tj. Ro,z = S5 0 Spe. Dakle, Rez o
RB% =8,08pcoSpc oS, =85;08,. Prave pi g su medusobno normalne i
seku se u tacki R, odakle sledi da je kompozicija S, o S, centralna simetrija sa
sredistem R.

Dakle, RC,% OR];% y- Sq o Sp = SR, pa iz Rc,% o RB7%(L) = P, sledi
Sr(L) = P, sto znadi da je tacka R srediste duzi LP, tj. tacke S'i R su identic¢ne.
Iz /BRC = 5 i BR= RC, sledi /BSC = 3 i BS = SC, pa je trougao ABCS

jednakokraki i pravougli, sto je i trebalo dokazati.
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Slika 29 Slika 30

30. Nazovimo pozitivnom orijentaciju uglova «, 1, a negativnom suprotnu
orijentaciju. Neka je a’ poluprava sa temenom A takva da je pozitivno orijen-
tisan ugao koji zahvataju poluprave a’ i AB jednak «/2 i neka je a prava koja
sadrzi polupravu a’. Vazi R4, = SapoS,. Neka je b’ poluprava sa temenom B
takva da je pozitivno orijentisan ugao koji zahvataju poluprave BA i b’ jednak
/2 1 neka je b prava koja sadrzi polupravu b'. Vazi Rp 3 = Sy 0 Sap. Uglovi
/21 (/2 su ostri, pa su poluprave o’ i b’ sa iste strane prave AB i one se seku
u nekoj tacki D. Pozitivno orijentisan ugao koji zahvataju prave a i b jednak je
a/2+ /2 (to je spoljasnji ugao kod temena D trougla AADB).

Dakle, vazi:

I=RcyoRBpsoRaa=RcroS 08408408 =Reoy0S08, =

= RC,'y © RD,Q(&+,B)/2 = RC,A{ o RD,oHr,B .

Pretpostavimo da je pozitivno orijentisan ugao /CAB jednak «/2 i da je
pozitivno orijentisan ugao ZBAC jednak (/2. U tom slucaju, tacka C pripada
polupravama a’ i b, pa su tacke C'i D identi¢ne. TadavaziZ = Rc 4 oRp,a+8 =
R y+a+s- Rotacija Re o448+~ je koincidencija ako i samo ako je a+G+vy = 2kw
(k=1,2,3,...). Uglovi «, 81 su manji od opruzenog, pa je o + 8+ v < 3,
odakle sledi da je rotacija R¢,a48+~ koincidencija ako i samo ako je a+ 34 =
27. Kako je /CAB = «/2, /BAC = /21 /CAB + /BAC 4+ /ACB = m,
jednakost (a4 8+ v)/2 = 7 (tj. jednakost « + 8 + v = 2m) vazi ako i samo
ako je LZACB = v/2. Dakle, ako je LZACB = ~/2 (tj. ako je a + S+ v = 27)
kompozicija Z je koincidencija, a inace je rotacija oko tacke C za ugao a+ 3 +7.

Pretpostavimo da pozitivno orijentisan ugao /C AB nije jednak a/2 ili da
pozitivno orijentisan ugao ZBAC nije jednak /2. U tom slucaju, tacka C ne
pripada polupravoj a’ ili ne pripada polupravoj b, pa su tacke C' i D razlicite.
Neka je d’ poluprava sa temenom D takva da je pozitivno orijentisan ugao koji
zahvataju poluprave d’ i DC jednak («a + (3)/2 i neka je d prava koja sadrzi
polupravu d’. Vazi Rp o+3 = Spc © S4. Neka je ¢ poluprava sa temenom C
takva da je pozitivno orijentisan ugao koji zahvataju poluprave C'D i ¢’ jednak
v/2 1 neka je ¢ prava koja sadrzi polupravu ¢’. Vazi R¢, = Sc o Spe. Tada
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jeZ =RcyoRD,ats = Sc0Spc oSpcoSqs = 8:.08;. Uglovi (a+ 3)/2 i
~/2 su manji od opruzenog, pa su poluprave d’ i ¢’ sa iste strane prave CD.
Prave d i ¢ seku se u nekoj tacki E ako i samo ako zbir uglova (a+ 3)/2 i /2
nije jednak opruzenom uglu tj. ako i samo ako je (o + 5+ 7v)/2 # 7. Ako je
(a4 B8+ 7)/2 < 7, onda je kompozicija Z rotacija

Rpa(/Epc+/peE) = RE2((a+8)/247/2) = RE.at iy -

Ako je (o + B84 7)/2 > w, onda je komporzicija Z rotacija

RE,2ZDEC = RE,Q(W—(‘N—ZCDE)—(#—ZECD)) = RE’,Q(ZCDE+ZECD—7T) =

= RE2((a+8)/2)+7/2-7) = RE,atp+y—2r -

Ukoliko je zbir uglova (a+3)/2 i /2 jednak opruzenom uglu, onda je kompozi-
cija 7 translacija odredena paralelnim pravama d i c.

Dakle, ako ne vazi a + 3 4+ v = 27w, onda je kompozicija Z rotacija. U
suprotnom, ako su pozitivno orijentisani uglovi ZCAB i /ABC jednaki redom
a/218/2 (i /ACB = v/2) kompozicija Z je koincidencija, a inace je translacija.

31. Analiza: Pretpostavimo da tacka E zadovoljava uslove zadatka.

Dokazimo da ne vazi B(E, A, B). Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo
daje B(E, A, B). U tom slu¢aju bi poluprava EC pripadala ostrom uglu /ZDFEA,
pa bi vazilo /DEA = /DEC + LCFEA, sto je kontradikcija, jer vazi /DEA =
/DEC. Dakle, ne vazi B(E, A, B), pa su tacke F i B sa iste strane tacke A.
Odatle sledi da su tacke A i C sa raznih strana prave DFE. Neka je C' slika
tacke C u osnoj refleksiji Spg. Tacke A i C' su sa raznih strana prave DFE, pa
iz /C'ED = /CED = /AED, sledi da tacka C' pripada pravoj AFE, tj. pravoj
AB. Tacke C i C' su sa raznih strana prave DE, pa su tacke A i C’ sa iste
strane tacke E. Pored toga, vazi DC = DC’, pa je tacka C' presecna tacka
prave AB i kruga sa sredistem D i polupre¢nikom DC' i vazi DC > DA. Tacka
E je presecna tacka prave AB i simetrale duzi CC’.

Konstrukcija: Oznacimo sa C” presecnu tacku prave AB ikruga sa sredistem
D i polupreénikom DC. Presecna tacka prave AB i simetrale duzi CC’ je
trazena tacka F.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije je DC' = DC’, pa tacka D pripada simetrali
duzi CC’. Na osnovu konstrukcije, i tacka F pripada simetrali duzi CC’, pa
vazi /CED = /C'ED.

Prava DFE je simetrala duzi CC’, pa su tacke C' i C’ sa raznih strana prave
DE. Ugao /C'DC je manji od opruzenog i poluprava DE je njegova bisektrisa,
odakle sledi da je ugao /C'DFE manji od pravog, pa poulprava DF pripada uglu
/CDA itacke A i C su raznih strana prave DE. Dakle, tacke A i C’ su sa iste
strane prave DFE, odakle sledi da su tacke A i C sa iste strane tacke E, pa vazi
/C'ED = /AED. Odatle sledi /AED = /CED, &to je i trebalo dokazati.

Diskusija: Ako je DC < AD, zadatak nema reSenja; ako je DC = AD,
zadatak ima jedno resenje; ako je DC > AD, zadatak ima dva reSenja od kojih
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svako odgovara po jednoj preseckoj tacki prave AB i kruga sa sredistem D i
polupre¢nikom DC'.

A
2 ¢
Cq B1
r/ 0 B Al C
c’ A E B
Tl
Slika 31 Slika 32

32. Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka
idasutg, tpit. zadate duzi. Neka su A1, By, Cy sredista ivica BC', AC'i AB'i
neka je AA; 2 t,, BBy 2 t,, CCy = t.. Neka je T presecna tacka pravih AA;,
BB, i CCh, tj. teziste trougla AABC. Neka je T' tacka simetri¢na tacki T u
odnosu na Ay, tj. nekaje T = S, (T). 1z TA; 2 A1T', BA; =2 A,C, /BA T =
C AT sledi da su trouglovi ABA,T i AA,T'C podudarni i T'C = BT.

Teziste T deli tezisne duzi u odnosu 2 : 1, pa je CT = %CC& = %tc, BT =
2BBy = 2ty i TA1 = -AA1 = 1t,. Odatle dobijamo CT' = BT = 2t
TT’ = 2TA1 (CT 2t.).

Tacka A; je sredlste duzi TT' . Tacka A simetri¢na je tacki 7" u odnosu na
T. Tacka B simetri¢na je tacki C' u odnosu na Aj.

Ivice trougla ATT'C jednake su %ta,étb,gtc, pa za njihove mere mora da
vaze nejednakosti trougla. Odatle sledi da i za mere duzi t,, t; i t. mora da vaze
nejednakosti trougla.

Konstrukcija: Konstruisimo trougao ATT'C takav da vazi TT' = %ta,
CT' = %tb 10T = %tc. Oznacimo sa A; srediste duzi T7”. Konstruisimo tacku
simetricnu tacki 7’ u odnosu na T i oznacimo tu tacku sa A. Konstruisimo
tacku simetri¢nu tacki C' u odnosu na A; i oznacimo tu tacku sa B. Trougao
ANABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, tacka A; je srediSte ivice BC, pa je AA;
tezisna duz. Na osnovu konstrukcije je TT = a, pa, kako je B(A T, A, T
sledi AA; = AT +TA, =TT’ + %TT’ = 2t —|— t = t,. Tacka T deli duz
AA; u odnosu AT : TA1 =2:1,pajeT temste trougla AABC. Na osnovu
konstrukcije je CT = £t., pa kako teziste deli (bvaku) tezmnju duz u odnosu
2 : 1, sledi da tacki C’ odgovara tezisna duz duzine 7CT = ,,tc =t.. Iz
TA, = AT', BA, & AC, /BA\T = CAT’ sledi da su trouglov1 ABAT i
NALT'C podudarni i BT = CT'. Na osnovu konstrukcije je CT' = th, odakle
sledi BT = 2t,,. Tacka T Je teziste trougla AABC), pa tacki B odgovara teziSna

%

duz duzine % = = tp. Dakle, tezisne duzi trougla AABC podudarne
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su datim duzima t,, tp i t., $to je i trebalo dokazati.

Diskusija: ReSenje zadatka postoji ako i samo postoji trougao cije su ivice
podudarne duzima 275,1,%251,,%750, tj. ako i samo ako za njihove duzine vaze ne-
jednakosti trougla: $t, + %tb > %tc, %tb + %tc > %ta, %tc + %tu > %tb. Dakle,
reSenje zadatka postoji ako i samo vazi t, + tp > te, tp + te > ta, te + ta > tp,
(tj. ako i samo ako postoji trougao ¢ije su ivice podudarne datim duzima t,, tp
it.)1itada zadatak ima jedinstveno resenje.

33. Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je S srediste upisanog kruga u trougao AABC. Prave AS, i SpS. su
simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod temena A trougla AABC, pa je
S, A 1L 5,8, tj. tacka A je podnozje visine iz tacke S, na pravoj S;S.. Analogno
se dokazuje da je tacka B podnozje visine iz tacke S, na pravoj S,S. i da je
tacka C podnozje visine iz tacke S, na pravoj S,Sp.

Primetimo da vazi B(A, S, S,), B(B, S, Sy) 1 B(C, S, Sc). Iz B(Sk, A, S.) sledi
da poluprava S, A pripada uglu /S5.5,Sy. Vazi /5.5,S, = /BS,C = 7 —
LSyBC — [S,CB = n —(§ — LSBC) — (5 — LSCB) = /SBC + /SCB =
1/ABC + 1/ACB = i(r — /BAC) = Z — 2 /BAC. Analogno se dokazuje da

27 2
vazi /5,98, = 3 — $/ABC i L5,5.8, = % — $/BCA.
Konstrukcija: ~ Oznac¢imo sa A, B,C podnozja normala iz S,, Sy, S. na

prave SpS¢, SoSe, SoSp. Ako tacke A, B, C pripadaju duzima SyS., SqSe, SqaS,
trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Oznacimo u dobijenom trouglu sa S presek pravih AS,, BSy, CS,
(taj presek postoji — to je ortocentar trougla AS,S,S.). Uglovi ZSCS, i SAS,
su pravi, pa je Cetvorougao SCSp,A tetivan, odakle sledi /CS,S = /CAS.
Uglovi £S,ASy i £SyBS, su pravi, pa je ¢etvorougao S,SpAB tetivan, odakle
sledi /S5,5,B = /S,AB. Dakle, /BAS, = S,AC tj. prava AS, je simetrala
unutrasnjeg ugla kod temena A trougla AABC. Kako je (na osnovu konstruk-
cije) SpS. L AS,, prava SpS. je simetrala spoljasnjeg ugla kod temena A.
Slicno se dokazuje i za druga dva para simetrala. Preseci tih simetrala su tacke
Sa, Sb, Se, pa su tacke S, Sp, S, zaista sredista spolja upisanih krugova za (do-
bijeni) trougao AABC, s§to je i trebalo dokazati.

Diskusija: 1z analize sledi da ako resenje postoji, tada vazi /S.5,5 = § —
/BAC/2. Pored toga, vazi 0 < § — /BAC/2 < F (slicno i za uglove /S,Sp5, i
/5p5.:5,.), pa je trougao AS,SpS. ostrougli. Suprotno, ako je trougao AS,SpS.
oStrougli, tada za tacku A dobijenu u konstrukeiji, vazi B(Ss, A, S.) (analogno i
B(S4, B, S.) 1 B(S4,C,Sp)), a na osnovu dokaza tako dobijeni trougao zadovol-
java uslove zadatka. Dakle, reSenje postoji ako i samo ako je trougao AS,;SyS.
oStrougli i tada je resenje jedinstveno (jer su visine trougla AS,SyS. jedinstveno
odredene).
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34. Lema: Medijatrisa ivice BC, bisektrisa unutrasnjeg ugla / BAC trougla
AABC i opisani krug tog trougla seku su u jednoj tacki.
Dokaz leme: Videti dokaz leme 2 u resenju 16. O

Analiza: Pretpostavimo da kvadrat ABC' D zadovoljava uslove zadatka tj. pret-
postavimo da njegove ivice AB, BC, CD i DA sadrze respektivno date tacke
P, Q, R, S. Neka su ks i k¢ krugovi ¢iji su precnici duzi PS i QR. Prava
koja sadrzi dijagonalu AC' kvadrata istovremeno je i simetrala uglova /SAP i
LRCQ. Neka je M presecna tacka medijatrise duzi SP i kruga k4 koja je u
odnosu na tacku A sa suprotne strane prave SP. Na osnovu leme, simetrala un-
utrasnjeg ugla kod temena A trougla ASAP sadrzi tacku M, pa sledi da prava
AC sadrzi tacku M. Analogno, prava AC sadrzi tacku N koja je presecna tacka
medijatrise duzi RQ i kruga k¢ i u odnosu na tacku C je sa suprotne strane
prave RQ. Dakle, tacke A i C su presecne tacke prave M N i krugova k4 i k¢.
Tacke A i M su sa raznih strana prave SP, tacka A je sa suprotne strane prave
SP u odnosu na tacke R i @, pa sledi da je tacka M sa iste strane prave SP
kao i tacke R i Q. Analogno, tacka IV je sa iste strane prave RQ kao i tacke S
i P. Tacke B, C'i D su sa iste strane prave SP, pa su sa iste strane te prave i
tacke R i Q). Analogno, tacke S i P su sa iste strane prave RQ.

Tacka B je presecna tacka pravih AP i CQ, tacka D je preseéna tacka pravih
ASiCR.

Konstrukcija: Pretpostavimo da su tacke R i ) sa iste strane prave SP i
tacke S 1 P su sa iste strane prave R() (na osnovu analize, taj uslov mora da
bude ispunjen da bi resenje postojalo).

Konstruisimo krugove k4 i k¢ ¢iji su precnici duzi PS i QR. Oznac¢imo sa
M preseénu tacku medijatrise duzi SP i kruga k4 koja je sa iste strane prave
SP kao i tacke R i . Oznac¢imo sa N presecnu tacku medijatrise duzi RQ i
kruga k¢ koja je sa iste strane prave RQ kao i tacke S i P. Konstruisimo pravu
p odredenu tackama M i N (ako je tacka M identiéna tacki N, konstruisimo
proizvoljnu pravu p koja je sadrzi). Ozna¢imo sa A preseénu tacku prave p i
kruga k4 razlicitu od M. Oznacimo sa C preseénu tacku prave p i kruga k¢
razli¢itu od N.
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Ako se prave AP i CQ seku u tacki takvoj da je ona sa suprotne strane
tacke P u odnosu na tacku A i sa suprotne strane tacke ) u odnosu na tacku
C, oznacimo tu tacku sa B (inace reSenje zadatka ne postoji).

Ako se prave AS i CR seku u tacki takvoj da je ona sa suprotne strane
tacke S u odnosu na tacku A i sa suprotne strane tactke R u odnosu na tacku
C, oznacimo tu tacku sa D (inace resenje zadatka ne postoji).

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, prave AB, BC, CD i DA sadrze redom
tacke P, Q, Ri S ivazi B(A, P,B), B(B,Q,C), B(C,R,D)iB(D,S,A).

Potrebno je jos dokazati da je ¢etvorougao ABCD kvadrat. Na osnovu
konstrukcije, tacka M je sa iste strane prave SP kao i tacke R 1 @, a tacke A i
M su sa raznih strana prave SP, pa sledi da je tacka A sa suprotne strane prave
SP u odnosu na tacke R i Q. Analogno, tacka C' je sa suprotne strane prave RQ)
u odnosu na tacke S'1 P. Duz SP je precnik kruga k4, pa je ugao ZSAP prav
(tj. ugao LDAB je prav). Na osnovu konstrukcije tacka M je presecna tacka
medijatrise duzi SP i kruga k4, pa je, na osnovu leme, poluprava AM bisektrisa
ugla /SAP, tj. poluprava AC je bisektrisa ugla DAB. Dakle, vazi /DAC =
/CAB = 7 i, analogno, /BCA = /ACD = 5. Iz LCAB = /ACB = 7 sledi da
je trougao AABC jednakokraki (AB = BC)i /ABC =n—/CAB—-/ACB =
5 Analogno vazi i /ADC = 7, pa Cetvorougao ABCD ima cetiri prava ugla i
vazi AB = BC, odakle sledi da je on kvadrat.

Diskusija: ReSenje zadatka postoji ako su zadovoljeni slede¢i uslovi: tacke
R i@ su sa iste strane prave SP; tacke S 1 P su sa iste strane prave RQ); postoji
presecna tacka A prave p i kruga k, razlicita od M; postoji presetna C tacka
prave p i kruga k¢ razlicita od N; prave AP i CQ seku se u tacki takvoj da
je ona sa suprotne strane tacke P u odnosu na tacku A i sa suprotne strane
tacke @ u odnosu na tacku C'; prave AS i CR seku se u tacki takvoj da je
ona sa suprotne strane tacke S u odnosu na tacku A i sa suprotne strane tacke
R u odnosu na tacku C. Ako su, pored toga, tacke M i N identi¢ne, postoji
beskona¢no mnogo resSenja zadatka, a ako su tacke M i N razlicite, reSenje je
jedinstveno.

35. Pomocéna konstrukcija — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X vazi
L/AXB =« (gde su A i B date tacke, a o dati ugao manji od opruZenog ugla):
Razlikujemo tri slucaja:

a < Z: KonstruiSemo najpre sa iste strane prave AB poluprave sa temenima A
i B takve da sa polupravom AB, odnosno BA zahvataju uglove jednake
5 — a. Presecnu tacku tih polupravih oznacimo sa O. Konstruisimo krug
k sa sredistem O koji sadrzi tacku A. TraZeni (otvoreni) lik je lik kruga
k koji je sa iste strane prave AB kao i tacka O.

[

a = g: Ako je ugao a prav: oznacimo sa O srediste duzi AB. Konstruisimo
krug k sa sredistem O koji sadrzi tacku A. Trazeni (otvoreni) lik je lik
kruga k sa jedne strane prave ADB.

a > 5: Ako je ugao a tup: konstruiSemo najpre sa iste strane prave AB po-
luprave sa temenima A i B takve da sa polupravom AB, odnosno BA
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zahvataju uglove jednake o — 7. Presecnu tacku tih polupravih oznac¢imo
sa O. Konstrui§imo krug k sa sredistem O koji sadrzi tacku A. Trazeni
(otvoreni) lik je lik kruga k koji je sa suprotne strane prave AB u odnosu
na tacku O.

(Primetimo da i za tacke X lika koji je simetrican konstruisanom liku u
odnosu na pravu AB vazi ZAX B = «. Unija ta dva otvorena lika je skup svih
tacaka X za koje vazi LAXB = «.)

Dokaz pomocne konstrukcije:

a < g3 Zbir uglova u trouglu AABO jednak je 7, pa je LZAOB =7 — /OAB —
/OBA =7 — (5§ —a)— (5 —a) = 2a. Na osnovu teoreme 28.1, perifer-
ijski ugao kruga jednak je polovini njegovog centralnog ugla koji zahvata
isti krug, pa kako za svaku tacku X konstruisanog lika periferijski ugao
/L AX B zahvata isti lik kao i centralni ugao ZAOB (jer su tacke X i O sa
iste strane prave AB), sledi da za svaku tacku X konstruisanog lika vazi

/AXB = %ZAOB = %Qa = a, §to je i trebalo dokazati.

a = 5: Ugao ZAOB je opruzeni ugao, pa na osnovu teoreme 28.1 sledi da za
svaku tacku X konstruisanog lika vazi /AXB = $/AOB = in =7 = q,
§to je i trebalo dokazati.

a > 3 Zbir uglova u trouglu AABO jednak je 7, pa je L/AOB =7~ /OAB —
LOBA =7~ (a—3F)—(ao—7F) = 21 —2a. Neka je X proizvoljna
tacka konstruisanog liika i neka je Y njoj simetri¢na tacka u odnosu na
tacku O. Tacke X i O su sa raznih strana prave AB, pa sledi i da su
tacke X i Y sa raznih strana prave AB. Duz XY je pre¢nik kruga k,
pa su uglovi ZXAY i /XBY pravi. Zbir uglova u ¢etvorouglu jednak je
zbiru Cetiri prava ugla, pa kako je /X AY + /XBY = m, sledi da je zbir
uglova /ZAXB i /AY B jednak zbiru dva prava ugla. Kako (na osnovu
teoreme 28.1) za svaku tacku Y lika kruga k koji je sa iste strane prave
AB kao i tacka O vazi LAYB = $/AOB = (27 — 2a) = 7 — a, sledi
(AXB=mn—-/AYB =7 — (7 — &) = «, §to je i trebalo dokazati.

O

Analiza:  Pretpostavimo da trougao AXY Z zadovoljava uslove zadatka.
Dokazimo najpre da je tacka O srediste opisanog kruga trougla AXY Z. Ozna-
¢imo ugao /CXY sa¢. Vazi LOYX =n—/ACB—/CXY =n—%—¢ = Z —¢.
Vazi B(C, X, B), B(C,Y,A)iB(A, Z, B), pa poluprava X Z pripada konveksnom
uglu /Y X B, odakle sledi /ZZXB =7~ /CXY - /YXZ=71—¢—F = 2?” — 0.
Dakle, /CYX = /ZXB(= 2 — ¢), /YCX = /ZBX(= 5) i YX = XZ,
odakle sledi da su trouglovi AY XC i AXZB podudarni i da vazi CX & ZB.
Iz /0CX = /OBZ(= %), OC = OB (jer je O srediste opisanog kruga trougla
AABC)iCX = ZB sledi da su trouglovi ACOX i ABOZ podudarni i da vazi
OX = O0Z. Analogno se dokazuje da vazi OX =2 OY, pa je tatka O srediste

opisanog kruga pravilnog trougla AXY Z i vazi / XOZ = /YOZ =2/YX7Z =
2.2 =2

'3 T3
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Rotacijom oko tacke O za ugao 2?” duz XY se preslikava na duz Y Z, a tacka
P koja pripada duzi XY u tacku P’ koja pripada duwzi YZ. Iz B(X,P,Y),
B(Y,P',Z)i /ZYX = %, sledi /P'YP = %, tj. tacka Y pripada skupu tacaka
N takvih da je /PNP" = % i u odnosu na tacku O je sa suprotne strane prave
PP, Tacka Y je, dakle, presec¢na tacka tog skupa tacaka i prave AC'. Tacka Z
je slika tacke Y u rotaciji oko tacke O za ugao 2&. Tacka X je slika tacke Z u
rotaciji oko tacke O za ugao ,—”

Navedena svojstva omogucéavaju konstrukciju trougla AXY Z.

Konstrukcija: Oznacimo sa P’ sliku tacke P u rotaciji oko tacke O za ugao
%’T. Na osnovu pomoéne konstrukeije, konstruisimo lik &’ koji je skup tacka N
takvih da je /PNP’' = % i koji je sa suprotne strane prave PP’ u odnosu na
tacku O. Presecnu tacku tog lika i prave AC oznaéimo sa Y. Oznac¢imo sa Z
sliku tacke Y u rotaciji oko tacke O za ugao 2%. Oznacimo sa X sliku tacke Z

u rotaciji oko tacke O za ugao 2—”

Dokaz: Na osnovu konstruk01je, tacka Y pripada pravoj AC. Dokazimo
da vazi B(A,Y,C). Dokazimo da ne vazi B(A,C,Y). Vazi OP 2 OP' i OC =
OA, pa iz 9L = 9 gledi CA||[PP' i /P'PO = /CAO = T. Ako bi vazilo
B(A,C,Y), poluprava PC bi pripadala uglu ZP’PY, pa bi zbir uglova u trouglu
AY P'P bio veéi od zbira uglova /P'PY + /PY P’, sto je kontradikcija, jer vazi
LP'PY + /[PYP' > [P'PC+ [PYP = 3% + % = T > 7. Analogno se moze
dokazati da ne vazi ni B(Y, A, C), pa sledi B(A,Y, C) i da tacka Y pripada ivici
AC.

U rotaciji oko tacke O za ugao 2?”, duz C A preslikava se na duz AB, a tacka
Y za koju vazi B(C,Y, A), preslikava se u tacku Z, pa vazi B(A, Z, B). Analogno
se dokazuje da tacka X pripada ivici BC.

Na osnovu konstrukcije vazi OY 2 0Z 20X i /YOZ = /70X = 3 , pa
je trougao AXY Z zaista pravﬂan

Iz /YOZ = ZZOX =L sledi ZXOY , pa kako je OX = OY, vazi
LOYX = LOXY = §(7 — AXOY) 3 3 S druge strane izOC 2 0A i
LCOA = —” sledi ZC’AO = LACO = (7r - ZCOA) i(r— 23”) = %g =5

Iz /PY P’ —|— /POP" = % + 2—” = sledl da je cetvorougao PY P'O tetivan,
pa je LZOYP = LOP'P = %. Tacke X i P su sa iste strane prave OY, pa iz
LOY X = LOY P(= %), sledi da su tacke Y, P i X kolinearne. Kako je P tacka
unutrasnje oblasti trougla AABQC, sledi da vazi raspored B(X, P,Y), tj. tacka
P pripada ivici XY trougla AXY Z.

Diskusija:  Na osnovu analize sledi da, ako reSenje postoji, onda postoji
presecna tacka lika k' i prave AC. Na osnovu dokaza sledi da, ako takva
presecna tacka postoji, onda ona odreduje jedno resenje. Dakle, reSenje zadatka
postoji ako i samo ako lik &’ i prava AC imaju zajednickih tacaka. Ako lik k' i
prava AC imaju dve zajednicke tacke, postoje dva resenja zadatka (tako dobijeni
trouglovi AXY Z i AX'Y’'Z’ su podudarni), ako imaju jednu zajednicku tacku,
zadatak ima jedinstveno resenje i ako nemaju zajednickih tacaka, zadatak nema
reSenja.

Lik k' je skup tacaka N takvih da je /PNP' = %, akako je ZPOP’' = 2F =
7 — %, sledi da je k" lik kruga k opisanog oko trougla APP’O. Resenje zadatka
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postoji ako i samo ako krug k i prava AC' imaju zajednickih tacaka. Kako je
OP = OP', simetrala ugla ZPOP’ je medijatrisa ivice PP’, a to je prava OB.
Dakle, srediste kruga k pripada pravoj OB. Neka je B; presecna tacka prave
OB i prave AC, Cy presecna tacka prave OC i prave AB, S srediste duzi OB,
i neka su B’ i S’ podnozja normala iz tacaka B; i S na pravoj OC. Trougao
AABC je pravilan, pa su duzi BB; i CC} njegove visine. Kako je Bj srediste
ivice AC, tacka B’ je srediste duzi CCy i vazi raspored B(O, S, B’,C). Krug k i
prava AC imaju zajednickih tacaka ako i samo ako je SO > SB’, odnosno ako
i samo ako je S’O > S’B’. Tacka S je srediste opisanog kruga trougla APP’O,
pa pripada medijatrisi duzi OP, odakle sledi da je Sg/(0) = P, 8O = S'P i
B(0, S’, P). Dakle, krug k i prava AC imaju zajednickih tacaka ako i samo ako
je S'P > S'B’. Kako su tacke P i B’ sa iste strane tacke S’, sledi da krug k i
prava AC imaju zajednickih tacaka ako i samo ako vazi ~B(S’, P, B'), odnosno
ako i samo ako vazi =B(C, B, P).

Resenje zadatka postoji ako i samo ako vazi —=B(C, B’, P), gde je B’ srediste
visine trougla AABC koja odgovara temenu C. Ako su tacke P i B’ identicne
(tada je CP : PO = 3 : 1, jer je tacka O teziSte trougla AABC) postoji
jedinstveno reSenja zadatka. Ako vazi B(C,P,B’) (tj. CP : PO < 3 : 1),
postoje dva reSenja zadatka. Inace, resenje ne postoji.

Slika 35 Slika 36

36. Lema: Ako je S srediSte upisanog kruga trougla AABC, onda je
{BSC =% + }/BAC.

Dokaz leme: Tacka S pripada bisektrisama unutrasnjih uglova /ABC i
/BCA trougla AABC, pa vazi /SBC = %ZABC’ i/85CB = %ZACB, odakle
sledi /BSC =2-5—=4/ABC—1/ACB=2-5—1(n—/BAC) =5+ 4/BAC.
Dakle, ivica BC se iz tacke S vidi pod uglom? 5+ %ZBAC, tj. /BSC =
T+ 3/BAC. i

Pomoéna konstrukcija — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X vazi /AX B
=« (gde su A i B date tacke, a o dati ugao manji od opruienog ugla):

Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u resenju 35. O

2Kazemo da se duz XY iz tacke Z vidi pod uglom o, ako je LXZY = a.
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Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC' zadovoljava uslove zadatka.
Neka su O i S srediSta njegovog opisanog i upisanog kruga. Na osnovu leme,
duz BC iz tacke S vidi se pod uglom 5 + %ZBAC’. Ako tacka O pripada duzi
BC, vazi 2r = a. Ako tacka O ne pripada duzi BC, na osnovu nejednakosti
trougla, vazi BO + OC > BC, tj. 2r > a.

Ako su tacke A i O sa iste strane prave BC, onda je /BAC' < 7 i vazi
2r > a. Tada je, na osnovu teoreme 28.1, periferijski ugao jednak polovini
centralnog ugla koji zahvata lik BC i vazi ZBAC = %ZBOC. Odatle sledi
/BSC =%+ %/BAC =%+ 1/BOC.

Ako su tacke A i O sa raznih strana prave BC, onda je /BAC > § i vazi
2r > ai1/BOC+ /BAC = 2-%. Odatle sledi /BAC =2-% — 1/BOC i
/BSC=%+4/BAC=%+3(2-3—-4%/BOC)=2-% - 1/BOC.

Ako tacka O pripada duzi BC, onda je tacka O je srediste duzi BC, i vazi
{BAC = %, odakle sledi /BSC = § + §/BAC =5 + 35 = 2.

Tacka O je preseCna tacka krugova sa sredistima B i C' i polupre¢nicima r.
Upisani krug dodiruje ivicu BC, pa je tacka S presetna tacka luka iz ¢ijih se
tacaka duz BC' vidi uglom § + %ZBAC’ i prave koja je na rastojanju p od prave
BC i nalazi se sa iste njene strane kao i pomenuti lik. Tacka A je presecéna
tacka tangenti iz tacaka B i C na krug sa sredistem S i poluprec¢nikom p.

Konstrukcija: Konstruisimo duz podudarnu duzi @ i ozna¢imo njena temena
sa B i C. Konstruisimo krugove sa sredistima B i C' i polupre¢nicima r i (jednu)
njihovu preseénu tacku oznacimo sa O. Razlikujemo dva slucaja:

2r = a: Ako je 2r = a, tacka O pripada duzi BC'i vazi /BOC = 2 - 7. Kon-

stuigimo lik k iz cijih se tacaka duz BC vidi pod uglom = + 17 = 37
Konstruisimo, sa iste te strane prave BC, pravu d paralelnu pravoj BC' i
to na rastojanju p. Presek prave d i lika k oznagimo sa S. Konstruisimo
krug [ sa sredistem S i polupreénikom p. Konstruisimo tangente iz tacaka
B i C na krug ! i ozna¢imo njihov presek sa A. Trougao AABC zadovo-

ljava uslove zadatka.

27 > a: Ako je 2r > a, onda tacka O ne pripada duzi BC i vazi /BOC < 2- 3.
Konstruisimo lak k iz cijih se tacaka duz BC vidi pod uglom § + iZBOC’
sa iste strane prave BC' sa koje je tacka O (ili konstruisimo lik k iz ¢ijih
se tacaka duz BC vidi pod uglom 2- 5 — %ZBOC’ sa suprotne strane prave
BC u odnosu na tacku O). Konstruisimo, sa iste te strane prave BC,
pravu d paralelnu pravoj BC' i to na rastojanju p. Presek prave d i lika
k oznacimo sa S. Konstruisimo krug [ sa sredistem S i poluprec¢nikom p.
Konstruisimo tangente iz tacaka B i C' na krug [ i ozna¢imo njihov presek

sa A. Trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Ivica BC trougla AABC, na osnovu konstrukcije podudarna je datoj
duzi a. Na osnovu konstrukcije, prave BC, AB i AC dodiruju krug [ i pri tome
su krug [ i tacka A sa iste strane prave BC; krug [ i tacka B su iste strane
prave AC i krug [ i tacka C su iste strane prave AB, odakle sledi da je krug [
upisani krug trougla AABC. Rastojanje tacke S od prave BC je, na osnovu
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konstrukcije, podudarno datoj duzi p, pa je polupre¢nik kruga [ jednak p. Neka
je k krug sa sredistem O koji sadrzi tacke B i C. Njegov poluprecnik, na osnovu
konstrukcije, podudaran je datoj duzi r. Potrebno je dokazati da je krug k
opisani krug trougla AABC, odnosno dokazati da tacka A pripada krugu k.

Tacka S je srediste upisanog kruga trougla AABC, pa, na osnovu leme, vazi
/BSC =% + 3 /BAC.

2r = a: Ako je 2r = a, tacka O pripada duzi BC i vazi /ZBOC =2- 7. Na
osnovu konstrukcije, tacka S pripada liku iz iz ¢ijih se tacaka duz BC
vidi pod uglom %", tj. vazi /BSC = %ﬂ =5+ %% Na osnovu leme vazi
/BSC = 5+ %ZBAC, pa sledi /BAC = 7, §to znati da tatka A pripada
krugu ¢iji je pre¢nik duz BC'. Za tacku O, dakle, vazi OB = OC = OA =
2 = r, pa je krug k opisani krug trougla AABC' i njegov poluprecnik

2
podudaran je datoj duzi r.

2r > a: Na osnovu konstrukcije, tacka S pripada liku iz ¢ijih se tacaka duz BC
vidi pod uglom 5 + iZBOC i koji je sa iste strane prave BC sa koje je
tacka O ili liku iz cijih se tacaka duz BC vidi pod uglom 2- 5 — iZBOC
i koji je sa suprotne strane prave BC' u odnosu na tacku O.

Pretpostavimo da tacka S pripada liku iz ¢ijih se tacaka duz BC vidi pod
uglom 7 + iZBOC i koji je sa iste strane prave BC sa koje je tacka O.
Tacka S je srediste upisanog kruga trougla AABC, pa je, na osnovu leme,
/BSC = 5+4/BAC. Dakle, vazi /BAC = 5/BOC i tacke AiO su iste
strane prave BC|, pa tacka A pripada krugu k. Krug k je, dakle, opisani
krug trougla AABC' i njegov polupreénik podudaran je datoj duzi r, §to
je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo da tacka S pripada luku iz ¢ijih se tacaka duz BC vidi pod

uglom 2 - 3 — iZBOC’ i koji je sa suprotne strane prave BC u odnosu
na tacku O. Tacka S je sredisSte upisanog kruga trougla AABC, pa je,
na osnovu leme, /BSC = 5 + %ZBAC’. Dakle, vazi 2 - § — iZBOC’ =
5+ %ZBAC, odakle sledi /BAC + %ZBOC’ = 2- 7. Pored toga, tacke A i
O su raznih strana prave BC, pa sledi da tacka A pripada krugu k. Krug
k je, dakle, opisani krug trougla AABC i njegov polupre¢nik podudaran

je datoj duzi r, sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Ako je 2r < a, zadatak nema reSenja. Ako je 2r = a, zadatak ima
dva simetriéna resenja ako se lik k i prava d seku, odnosno jedinstveno resenje
(do na podudarnost), ako se likk & i prava d dodiruju. Ako je 2r > a, zadatak, za
oba izbora luka k u konstrukciji, moze da nema resenja, da ima jedno ili da ima
dva resenja, u zavisnosti od toga da li se lik k i prava d opisani u konstrukciji
seku.

37. Lema: Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, A; srediste
ivice BC, P tacka dodira upisanog kruga i prave BC, P, tacka dodira prave BC'
i spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu A i P’ tacka simetri¢na
tacki P u odnosu na tacku S, onda vazi
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(a) B(A, P, P,);
(b) tacka A; je srediste duzi PP,.
Dokaz leme: Videti dokaz leme 2 u reSenju 12. O

Pomoéna konstrukcija — konstrukcija tangente iz tacke P na krug k:

Neka je O srediste kruga k.

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, konstruisimo krug [ ¢iji je precnik
duz OP. Ozna¢imo sa T (jednu) preseénu tacku krugova [ i k. Konstruisimo
pravu t odredenu tackama P i T'. Prava t je tangenta iz tacke P na krug k.

Ako tacka P pripada krugu k, konstruiSimo pravu t koja sadrzi tacku P i
normalna je na pravoj OP. Prava t je tangenta na krug k u tacki P.

Ako tacka P pripada unutrasnjosti kruga k, ne postoji tangenta iz tacke P
na krug k.

Dokaz pomoéne konstrukcije:

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, tacka T pripada krugu ciji je
preénik duz OP, pa je ZOTP prav, tj. OT 1L PT. Kako, pored toga, tacka T'
pripada krugu k, sledi da je prava t zaista tangenta iz tacke P na krug k.

Ako tacka P pripada krugu k, prava t sadrzi tacku P koja pripada krugu k
ivazit L OP, sledi prava t zaista tangenta na krug k u tacki P. O

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je P tacka dodira upisanog kruga i prave BC, P, tacka dodira prave BC' i
spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu A i P’ tacka simetri¢na tacki
P u odnosu na tacku S — (koja je srediste upisanog kruga trougla AABC). Na
osnovu leme, tacka A; je srediste duzi PP, i vazi B(A, P’, P,). Tacka A pripada
pravoj SE i pravoj P'P,, a tacke B i C pripadaju pravoj FA; i tangentama iz
tacke A na krug sa sredistem S i poluprecnikom SP. Vazii B(S, E, N), pa kako
su tacke S'i N sa raznih strana prave BC i kako tacke E i A; nisu identi¢ne (u
protivnom bi tacke S, E i A; bile kolinearne, $to je u suprotnosti sa zadatim
uslovima) vazi raspored B(P, E, A1), odnosno ugao Z/SEA; je tup.

Konstrukcija: Konstruisimo i oznacimo sa P podnozje normale iz tacke S
na pravoj £ A;. Ozna¢imo sa P, tacku simetri¢nu tacki P u odnosu na Aq, a sa
P’ tacku simetri¢nu tacki P u odnosu na S. Presek pravih P, P’ i SE oznac¢imo
sa A. Konstruisimo krug k sa srediStem S i polupre¢nikom SP. Konstruisimo
(na osnovu opisa pomoéne konstrukeije) tangente iz tacke A na krug k i njihove
presecne tacke sa pravom EA; oznacimo sa B i C. Ako je ugao /SEA; tup,
trougao AABC' zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Prave BC, AB i AC dodiruju krug k, pa je krug k upisani krug
trougla AABC, a tacka S je zaista srediSte upisanog kruga trougla AABC.
Tacke A, S i E su kolinearne na osnovu konstrukcije, pa E pripada bisektrisi
unutrasnjeg ugla trougla AABC kod temena A. Kako su tacka B, C' i E
kolinearne, sledi da je F zaista tacka u kojoj bisektrisa unutrasnjeg ugla / BAC
seCe ivicu BC. P je tacka u kojoj upisani krug trougla AABC dodiruje pravu
BC, tacka P’ je (na osnovu konstrukcije) njoj simetricna u odnosu na tacku
S, pa je tacka u kojoj se seku prave AP’ i BC (tacka P,), na osnovu leme,
tacka u kojoj spolja upisani krug koji odgovara temenu A dodiruje pravu BC.
Na osnovu leme, srediste duzi PP, je srediste duzi BC. Kako je, na osnovu
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konstrukcije, tacka A srediste duzi PP,, sledi da je tacka Ap, zaista srediste
ivice BC, sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Na osnovu analize sledi da je u svakom trouglu, u kojem tacke .S,
FE i A; nisu kolinearne, ugao ZSFEA; tup. Ako su zadate tacke Ay, S'i F takve
da ugao ZSFEA; nije tup, onda reSenje zadatka ne postoji. Ako je ugao Z/SFEA;
tup, moguce je izvesti konstrukciju na opisani nacin i tako konstruisani trougao
zadovoljava uslove zadatka. (Tacke oznacene u konstrukeiji sa B i sa C' mogu
biti i suprotno oznacene i tom sluc¢aju dobija se drugo moguée resenje). Dakle,
reSenje zadatka postoji samo ako je ugao ZSFEA; tup i tada je reSenje odredeno
jedinstveno do na podudarnost.

A

B P A1 P, C

N 5
Slika 37 Slika 38

38. Lema: Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, A; srediste
ivice BC, P tacka dodira upisanog kruga i prave BC, P, tacka dodira prave BC'
i spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu A i P’ tacka simetriéna
tacki P u odnosu na tacku S, onda vazi

(a) B(A, P', P);

(b) tacka A; je srediste duzi PP,.

Dokaz leme: Videti dokaz leme 2 u reSenju 12. O

Analiza: Pretpostavimao da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je S srediste upisanog kruga ovog trougla, neka su P, i P podnozja up-
ravnih iz tacaka S, i S na pravoj BC i neka je P’ tacka takva da vazi P’ =
Ss(P). Tacke S,, E, S'1 A su kolinearne i na osnovu leme vazi P = Sa, (P,) i
B(P,,P', A). Prave AB i AC su tangente iz tactke A na krug sa sredistem S i
polupre¢nikom SP. Tacke S i S, su sa raznih strana prave BC, pa su tacke P i
P, sa raznih strana tacke E, odakle, kako je S, P, > SP, sledi da vazi raspored
B(P,E, A1, P,).

Konstrukcija: Oznac¢imo sa P, podnozje upravne iz tacke S, na pravoj EA;.
Oznac¢imo sa P tacku takvu da je P = Sa,(P,), asa S presek prave ES, i prave
koja sadrzi tacku P i upravna je na pravoj FA;. Oznacimo sa P’ tacku takvu
da je P = Sg(P), a sa A presek pravih PP, 1 ES,. Sa B i C oznacimo preseéne
tacke prave FA; i tangenti iz tacke A na krug sa sredistem S i polupre¢nikom
SP. Ako vazi raspored B(P, E, Ay, P,), trougao AABC zadovoljava uslove
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zadatka.

Dokaz: Tacka S je, na osnovu konstrukcije, srediste upisanog kruga trougla
AABC i P je tacka dodira tog kruga i prave BC. Tacka F pripada pravoj AS
(i pravoj BC), pa je ona zaista presecna tacka prave BC' i simetrale unutrasnjeg
ugla /BAC. Za tacku P’, na osnovu konstrukcije, vazi P’ = Sg(P), pa je, na
osnovu leme tacka P, tacka dodira prave BC' i spolja upisanog kruga trougla
koji dodiruje ivicu BC (jer je P, presecna tacka pravih PE 1 AP’). Tacka S,
pripada pravoj SE i, na osnovu konstrukcije, je prava S, P, normalna na pravoj
PE, pa je tacka S, zaista srediste spolja upisanog kruga trougla koji dodiruje
ivicu BC. Na osnovu konstrukciji tacka A; je srediste duzi PP,, pa kako su P
i P, tacke dodira prave BC i upisanog i spolja upisanog kruga trougla AABC),
na osnovu leme sledi da je tacka A; istovremeno i srediste duzi BC, §to je i
trebalo dokazati.

Diskusija: ReSenje postoji ako i samo ako za tacke P i P, odredene kao u
konstrukeiji vazi raspored B(P, E, A1, P,). Ako postoji jedno resenje, postoji
jos jedno — njemu simetriéno (sa suprotno oznacenim tackama B i C').

39. Lema 1: Medijatrisa ivice BC, bisektrisa unutrasnjeg ugla /BAC
trougla AABC i opisani krug tog trougla seku su u jednoj tacki.
Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 2 u resenju 16. O

Lema 2: Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, A; srediste
ivice BC', P tacka dodira upisanog kruga i prave BC i P, tactka dodira prave
BC i spolja upisanog kruga trougla koji odgovara temenu A, onda je tacka A;
srediste duzi PP,.

Dokaz leme 2: Videti dokaz leme 2 u reSenju 12. O

Lema 3: Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, S, srediste spolja
upisanog kruga trougla AABC koji odgovara temenu A i N presec¢na bisektrise
ugla /BAC i opisanog kruga trougla AABC razlic¢ita od A, onda vazi NB =
NSNS, 2 NC.

Dokaz leme 3: Neka je Ay srediste duzi BC', P tacka dodira upisanog kruga
i prave BC' i P, tacka dodira prave BC' i spolja upisanog kruga trougla koji
odgovara temenu A. Neka je n prava koja sadrzi tacku N i paralelna je pravoj
BC. Neka su S’ i S podnozja normala iz tacaka S i S, na pravoj n. Na
osnovu leme 1, tacka N pripada medijatrisi ivice BC'. Medijatrisa duzi BC je
prava A1 N i ona je paralelna pravama S5’ i S’'S/,. Pored toga, vazi i PA;||S'N
i P,A1|S, N, pa su ¢etvorouglovi PS'NA; i P,A; NS/ paralelogrami (Stavise
pravougaonici), odakle sledi SN = PA; i S!N = P,A;. Na osnovu leme 2,
tacka A; je srediste duzi PP,, pa vazi PA; & P, A, odakle sledi S’N = S/ N.
Tacke S i S, su sa raznih strana prave n, a tacke S’ 1 S/ su sa raznih strana
AN, pa su uglovi ZSNS" i /S,NS! podudarni. Pored toga, podudarni, kao
pravi, su i uglovi /SS'N i S,S/N. Iz /SNS" = /S,NS!, /SS8'N = S,5'N i
S'N = 8! N sledi da su trouglovi /SNS’ i /S,NS! podudarni i SN = S,N.
Tacke S i S, su sa raznih strana tacke N, pa je N srediste duzi SS,.

Poluprave BS i BSS, su bisektrise unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod temena
B, pa zahvataju prav ugao, tj. ZSBS, = 5. Dakle, tatka B pripada krugu ¢iji
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je precnik duz SS,. Tacka D je srediste duzi SS,, pa vazi BN =2 NS = NS,.
Analogno se dokazuje i CN 2 NS 2 NS,, pa vazi BN 2 NS 2 NS, = NC,
Sto je i trebalo dokazati. O

Lema 4: Ako je N presecna bisektrise ugla /BAC i opisanog kruga trougla
AABC razlicita od A, 1 X i Y tacke prave AN takve da vazi B(A, S, N, S,)
i NBX NX 2 NY = NC, onda je X srediSte upisanog kruga, a Y srediSte
spolja upisanog kruga trougla AABC koji odgovara temenu A.

Dokaz leme 4: Neka je S srediste upisanog kruga trougla AABC'1 S, srediste
spolja upisanog kruga trougla AABC koji odgovara temenu A. Na osnovu leme
3, vazi NB= NS =2 NS, 2 NC, paje NX = NS. Tatke A1 N su sa raznih
strana prave BC, pa vazi B(A,S,N). 1z B(A,S,N), B(A,X,N)i NX = NS
sledi da su tacke X i S identicne, tj. tacka X je srediste upisanog kruga trougla
AABC. Analogno se dokazuje i da je tacka Y srediSte spolja upisanog kruga
trougla AABC koji odgovara temenu A. a

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je N presecna tacka bisektrise ugla / BAC i opisanog kruga trougla AABC
razli¢ita od A. Tacke S'i S, su srediSta upisanog i spolja upisanog kruga, pa vazi
B(A,S,S,). Tacke A, B, C'i N pripadaju opisanom krugu trougla AABC ¢ije
je srediste tacka O, pa vazi ON = AO = BO = C'O. Dakle, tatka A je preseéna
tacka prave S5, i kruga sa sredistem O koji sadrzi tacku N. Na osnovu leme
3, sledi NB = NC = NS. Tacke B i C su presecne tacke kruga [ i kruga I’ sa
sredistem N koji sadrzi tacku S.

Konstrukcija: Oznac¢imo sa N srediste duzi SS,. Konstruisimo krug [ ¢ije
je srediste tacka O i koji sadrzi tacku N. Presecnu tacku kruga [ i prave S5,
razli¢itu od N ozna¢imo sa A. Konstruisimo krug I’ sa sredistem N koji sadrzi
tacku S. Presetne tacke krugova [ i I’ oznacimo sa B i C. Ako vazi raspored
B(A, S, S,), trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Tacke A, B i C pripadaju krugu I, pa je njegovo srediste (tacka
O) zaista srediste opisanog kruga trougla AABC. Na osnovu konstrukcije,
vazi NB =2 NC, pa je /BAN = CAN, tj. poluprava AN je bisektrisa ugla
/BAC, a tatka N je preseCna tacka bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A
i opisanog kruga trougla AABC. Tacka N je, na osnovu konstrukcije, srediste
duzi SS,, pa ako vazi B(A4,S,S,), vazi i B(A,S,N,S,). Tacke S, S,, BiC
pripadaju krugu I’ sa sredistem N, pa vazi NB = NS = NS, = NC. Iz
B(A,S,N,S,) i NB= NS 2 NS, & NC, na osnovu leme 4, sledi da su tacke
S 1S, zaista sredista upisanog i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A
trougla AABC.

Diskusija: ReSenje postoji ako i samo ako krug [ sece pravu SS, u tacki
A (razli¢itoj od N) takvoj da vazi B(A4,S,S,). U tom slucaju postoje dva
podudarna resenja zadatka (sa simetri¢no ozna¢enim temenima B i C).
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Slika 39 Slika 40

40. Lema 1: Ako krug cije je srediste tacka O dodiruje krake ugla /XY Z
u tackama X i Z, onda vazi Y X =Y Z.

Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 1 u reSenju 12. O

Lema 2: Ako su P, i P, tacke dodira prave BC i spolja upisanih krugova
trougla AABC koji odgovaraju tackama B i C, onda je P.P, = AB + AC.

Dokaz leme 2: Neka su a, b1icivice BC, AC'i AB ineka jep= %(a+b+c).
Neka su @Qp i Ry tatke u kojima prave AC' i AB dodiruju spolja upisani krug
trougla AABC koji odgovara temenu B. Na osnovu leme 1, vazi BP, = BRy,
ARb = AQb i CPb = CQb Vazi i B(B,A, Rb), B(B, C, Pb) i B(A,Qb, C), odakle
sledi

1 1 1
BP, = 5(BPy+BRy) = 5 (BO+CP+BA+ARy) = (BO+CQu+AQy+BA) =

1 1
Analogno se dokazuje da vazi i CP. = p. Iz CP. = p, BC = ai B(P.,B,C)
sledi BP., =CP.— BC =p—a. Iz BP.=p—a, BP,=piB(P., B, P,) sledi

P.P,=PB+BP,=(p—a)+p=2p—a=b+c=AB+ AC. (Ako je A
srediste ivice BC, vazi i P,Ay = P.B+ BA; =p—a+ %a = %(b + ¢), pa je

tacka A; srediste i duzi P.F,.) O
Pomoéna konstrukcija 1 — konstrukcija tangente iz tacke P na krug k:
Videti opis pomoc¢ne konstrukeije u resenju 37. |

Pomoéna konstrukcija 2 — konstrukcija zajednicke unutrasnje tangente kru-
gova ky 1 ko:

Neka su r1 i ro poluprecnici, a O i O srediSta krugova ki i k.

Ako se krugovi k1 i ko ne seku, konstruisimo krug i} sa sredistem O; i
polupreénikom 71 +73. Na osnovu pomoéne konstrukeije 1, konstruisimo (jednu)
tangentu tg iz tacke Og na krug k. Konstruisimo pravu p koja sadrzi tacku Os
i normalna je na pravoj tg i oznac¢imo sa Th njenu presecnu tacku sa krugom ko
koja je sa iste strane prave tg kao i tacka O;. KonstruiSimo pravu ¢ koja sadrzi
tacku T5 i paralelna je pravoj to. Prava t je jedna od dve zajednicke unutrasnje
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tangente krugova ki i ky (druga se konstruiSe analogno za drugu tangentu iz
tacke Oy na krug k7).

Ako se krugovi kq 1 ko seku, onda ne postoji njihova zajedni¢ka unutrasnja
tangenta.

Dokaz pomocéne konstrukcije 2:

Ako se krugovi k1 i ko ne seku, rastojanje izmedu pravih ¢ i ty jednako je
05Ty = ry. Prava tg sadrzi tacku O, pa je rastojanje prave t od tacke Oq
jednako ro i prava t dodiruje krug ko. Prava tg je tangenta na krug kj, pa je
njeno rastojenje od tacke O; jednako 71 +ry, odakle sledi da je rastojanje prave
t od tacke O; jednako 11 + 1o —ro = 71 (jer su tacka O i prava ¢ sa iste strane
prave tg), pa prava ¢ dodiruje krug k;. Krugovi k1 i k2 su sa raznih strana prave
t, pa je ona njihova unutrasnja zajednicka tangenta. O

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka su Sp i S, sredista spolja upisanih krugova kj i k. trougla AABC' koji
odgovaraju tackama B i C. Neka su P, i P, tacke dodira prave BC' i krugova
kp i k.. Trougao AABC zadovoljava uslove zadatka, pa vazi AB + AC = d,
SpPy = pp 1 SeP. = p. (duzi SpPy 1 S.P. su, redom, polupre¢nici krugova ky, i
k). Na osnovu leme 2, vazi P.P, = AB + AC, pa, kako je AB + AC = d, sledi
P.P, = d. Tacke P, i P. su tacke dodira prave BC' i krugova k; i k., pa su
uglovi /S.P.Py i /Sy P, P, pravi. Krugovi k; i k. dodiruju pravu AB i sa raznih
su njenih strana. Ovi krugovi dodiruju i pravu AC' i sa raznih su njenih strana.
Dakle, prave AB i AC su unutrasnje zajednicke tangente krugova ky i k. i tacka
A je njihova presecna tacka. Preseéne tacke ovih tangenti i prave P.P, su tacke
B i C pri ¢emu vazi B(P., B,C, Py).

(Pretpostavimo da je p, > p. i primetimo sledece: ako trougao AABC
zadovoljava zadate uslove i ako je X tacka takva da vazi B(Sy, X, Py) 1 P,X = p.,
onda vazi PCPI, = d, SbX = Pc— Pb (jer je B(Sb,X, Pb), PbX = Pc i Sbe = pb) i
SpSe > pp + pe (jer se spolja upisani krugovi trougla ne seku i ne dodiruju). Na
osnovu Pitagorine teoreme vazi P.P24+XSp = S. X2+ XS = 5,52 > (pp+pe)?,
odakle sledi d? + (pp — pe)? > (pp + pc)? odnosno d? > 4pyp.. Ista nejednakost
moze se slicno dokazati i za slucajeve pp < p. i pp = p.. Dakle, ako postoji
reSenje zadatka, onda vazi d? > 4pyp..)

Konstrukcija: Konstruisimo duz podudarnu datoj duzi d i ozna¢imo njena
temena sa P, i P,. Saiste strane prave P, P, konstruisimo poluprave sa temenima
P, i P. koje su normalne na pravoj P.P,. Na tim polupravama konstruisimo
redom tacke Sy i S; takva da je Sp P, = pp i ScP. = p.. Konstruisimo krug
ky Cije je srediste tacka Sy i koji sadrzi tacku P,. Konstruisimo krug k. cije je
srediste tacka S, i koji sadrzi tacku P,. Ukoliko se krugovi k; i k. ne dodiruju
i ne seku (u suprotnom ne postoji resenje zadatka), konstruisimo, na osnovu
pomo¢ne konstrukeije 2, njihove zajednicke unutrasnje tangente ¢’ i t/. Presecnu
tacku pravih ¢’ i ¢/ oznacimo sa A. Presecne tacke prave P, P, i pravih t' i t”
ozna¢imo sa B i C' tako da vazi B(P., B,C, P,). Trougao AABC zadovoljava
uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, prave P.P,, t' i t” su tangente krugova k
i k., pa krugovi ky i k. dodiruju prave AB, AC, BC. Krug k; sadrzi tacku P, i
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vazi B(B,C, P,), pa su tacka B i krug k;, sa raznih strana prave AC. Pored toga,
krug k; dodiruje prave AB, AC, BC, pa sledi da je krug k; spolja upisan krug
trougla AABC koji odgovara temenu B. Analogno se dokazuje da je k. spolja
upisan krug trougla AABC koji odgovara temenu C. Na osnovu konstrukeije
je Sp Py = pp 1 S.P. = p., pa su polupre¢nici krugova ky i k. zaista podudarni
datim duzima py i pe.

Tacke P, i Py, su tacke dodira prave BC' i spolja upisanih krugova trougla
ANABC ky i k. koji odgovaraju tackama B i C, pa je na osnovu leme 2, P.P, =
AB + AC. S druge strane, na osnovu konstrukcije vazi P.P, & d, pa sledi da
je zbir stranica AB 1 AC' trougla AABC jednak datoj duzi d, Sto je i trebalo
dokazati.

Diskusija: ReSenje zadatka postoji ako se krugovi kp i k. opisani u kon-
strukeciji ne seku i ne dodiruju. Krugovi kp i k. se ne seku i ne dodiruju ako
je ispunjen uslov d? > 4pyp. i, u tom slucaju, trougao AABC konstruisan na
opisan nacin zadovoljava (na osnovu dokaza) uslove zadatka. S druge strane,
ukoliko resenje zadatka postoji, onda vazi d? > 4pyp.. Dakle, resenje zadatka
postoji ako i samo ako vazi d?> > 4pyp. i tada je refenje jedinstveno (do na
podudarnost).

41. Analiza: Pretpostavimo da tacke P i @ zadovoljavaju uslove zadatka.
Neka je P’ proizvoljna tacka otvorene poluprave AC. Neka je Q' tacka prave
AQ), takva da vazi PQ||P'Q’ i neka je B’ tatka prave AB takva da vazi QB||Q’'B’
(tacke B, @ i Q' nalaze se sa iste strane prave AC). Na osnovu Talesove teoreme
vazi 45 = 5% = 557, paiz AP = PQ= QBsledi A'P' = P'Q' = Q'B'. Ako
je Q" tacka prave BC takva da je Q'Q"||B’B, onda je ¢etvorougao B’BQ"Q’
paralelogram i vazi BQ” = B'Q’. Iz BQ" =~ B'Q’ i AP’ = B'Q’ sledi BQ" =
AP'. Za tacku Q' vazi AP’ = P'(Q’, pa je ona presecna tacka kruga sa sredisStem
P’ koji sadrzi tacku A i prave koja sadrzi tacku Q" i paralelna je pravoj AB.
Tacka @) je presecna tacka prave AQ’ i prave BC. Tacka P je tacka prave AC
takva da je PQ|P'Q’.

Konstrukcija: Oznacimo sa P’ prizvoljnu tacku otvorene poluprave AC.
Oznacimo sa Q" tacku poluprave BC' takvu da je BQ"” = AP’. Konstruisimo
krug k sa sredistem P’ koji sadrzi tacku A. Konstruisimo pravu ¢ koja sadrzi
tacku Q" 1 paralelna je pravoj AB. Prese¢nu tacku kruga k i prave p (koja je
sa iste strane prave AC kao i tacka B) ozna¢imo sa Q’. Presec¢nu tacku prave
AQ' i prave BC ozna¢imo sa Q. Oznacimo sa P presecnu tacku prave AC i
prave koja sadrzi tacku @) i paralelna je pravoj P'Q’. Tacke P i Q zadovoljavaju
uslove zadatka, tj. vazi AP &£ PQ = QB.

Dokaz: Poluprava AQ’ pripada konveksnom uglu /CAB, pa je tacka Q
izmedu tacaka C'i B, odakle sledi i da je tacka P izmedu tacaka A i C.

Neka je B’ tacka prave AB takva da je B’Q’||BQ. Na osnovu Talesove

teoreme vazi I;I,g = ‘?4%/ i %g’ = ‘j‘%, odakle sledi };8/ = %g’. Na osnovu
Talesove teoreme vazi i ‘Z—I; = };8 , pa je i—’;’; = % = %g . Cetvorougao

B'BQ"Q’ je paralelogram (jer je B'Q’||BQ" i, na osnovu konstrukcije, vazi
Q"Q'||BB’), pa je B'Q" = BQ"”. Na osnovu konstrukcije je AP’ = P'Q’ i
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BQ" = AP, pa iz B'Q' = BQ" sledi AP' = P'Q' = B'Q'. Iz 4% = 5& —
9B i AP' = P'Q' = B'Q' sledi AP = PQ = BQ, sto znaci da tacke P i Q
zadovoljavaju uslove zadatka.

Diskusija: Zadatak ima reSenja ako postoji presecna tacku kruga k i prave
p koja je sa iste strane prave AC' kao i tacka B. Ako je ZOAB > § ta presecna
tacka uvek postoji (tada vazi AC < BC < 2BC). Ako je LCAB < 7 ta
presecna tacka postoji ako prava g seCe pravu AC u tacki P” takvoj da je
B(A, P", A"), gde je A’ simetri¢na tacka tacki A u odnosu na tacku P’. Granic¢ni
slucaj je kada su tacke A’ i P” identi¢ne i tada je AA’ = 2A’B i trougao AAB’ A
je slican trouglu ABC, pa vazi AC = 2CB.

Dakle, ako vazi AC < 2C'B postoji jedinstveno resenje zadatka, a inace ne
postoji nijedno.

Slika 41 Slika 42

42. Pomoéna konstrukcija — konstrukcija slike tacke A u homotetiji Ho, _p jm,
odnosno u homotetiji Ho p /m-

Ako su tacke A i O identicne, onda je slika tacke A i u homotetiji Ho r/m 1
u homotetiji Hop,_,/m Ona sama.

Ako tacke A i O nisu identi¢ne, neka je M proizvoljna tacka koja ne pripada
pravoj OA takva da vazi OM = m. Neka je N’ tacka prave OM takva da su
tacke M i N’ sa iste strane tacke O i vazi ON’ = n. Neka je N” tacka prave OM
takva da su tacke M i N sa raznih strane tacke O i vazi ON" = n. Neka je A’
presecna tacka prave O A i prave koja sadrzi tacku N’ i paralelna je pravoj AM.
Neka je A” preseéna tacka prave OA i prave koja sadrzi tacku N i paralelna
je pravoj AM. Vazi Ho n/m(A) = A" i Ho,—n/m(A) = A”.

Dokaz pomoéne konstrukcije:

Ako su tacke A i O identicne, onda je Ho n/m(A) = A1 Ho,—n/m(A) = 4,
na osnovu definicije homotetije.

Ako tacke A i O nisu identi¢ne, na osnovu Talesove teoreme sledi OA’ : OA =
n:m. Iz =B(M,0,N’) sledi =B(A4, O, A’"), pa na osnovu definicije homotetije
sledi Hp,p/m(A) = A’. Na osnovu Talesove teoreme sledi OA” : OA = n : m.
Iz B(M,0,N") sledi B(A,0,A"”), pa, na osnovu definicije homotetije, sledi
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Ho—nm(A) = A”. O

Analiza: Pretpostavimo da romb PQRS zadovoljava uslove zadatka. Neka
je P’ proizvoljna tacka poluprave AB i neka je p’ poluprava sa temenom P’
koja sa polupravom P’A zahvata ugao 2R — § i sa iste je strane prave AB kao
i tacka C. Neka je S’ presecna tacka poluprave p’ i poluprave AC. Neka je R’
tacku koja je sa iste strane prave AC kao i tacka P’ i za koju vazi S'R/||AB i
S'R' = P'S’. Neka je Q' tacka takva da je P'Q’||S’R’' 1 R'Q’||S"P’. Tacka Q’
pripada polupravoj AB, ¢etvorougao P'Q'R’S’ je romb i njegov unutrasnji ugao
LS'P'Q' jednak je uglu ZSPQ = §. Ocigledno, rombovi P'Q'R'S’ i PQRS su
slicni. Neka je Ha homotetija sa sredistem A, pri ¢emu je k = AP/AP'. U
ovoj homotetiji romb P'Q’R’'S’ preslikava se na romb PQRS), a tacka R’ u tacku
R, pa je R presecna tacka poluprave AR’ i ivice BC.

Konstrukcija: Oznacimo sa P’ proizvoljnu tacku poluprave AB. Konstruisimo
polupravu p’ sa temenom P’ i koja sa polupravom P’A zahvata ugao 2R — .
Presecénu tacku poluprave p’ i poluprave AC oznacimo sa S’. Oznacimo sa R’
tacku koja je sa iste strane prave AC kao i tacka P’ i za koju vazi S’R/|AB
i SR =2 P'S’. Oznacimo sa Q' tacku takvu da je P'Q'||S'R' i R'Q'||S'P’.
(Ocigledno, tacka Q' pripada polupravoj AB i éetvorougao P'Q'R'S’ je romb.)
Ozna¢imo sa R preseénu tacku poluprave AR’ i ivice BC. Neka je H4 i ho-
motetija sa sredistem A, pri éemu je k = AR/AR’. Na osnovu pomoéne kon-
strukcije, konstruisimo slike P, Q, R i S tacaka P’, @', R', S’ u homotetiji H k.
Cetvorugao PQRS je romb koji zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Cetvorougao PQRS je zaista romb (jer je P'Q'R'S’ romb). Na
osnovu konstrukeije, ugao /S'P'Q" = 2R — /SPA = 2R — (2R —§) = 4, pa
je i ugao ZSPQ podudaran datom uglu §. Teme R, na osnovu konstrukcije,
pripada pravoj BC. Tacka S’, na osnovu konstrukcije pripada polupravoj AC,
paitacka S — njena slika u homotetiji H 4, — pripada polupravoj AC'; stavise,
kako tacka R pripada ivici BC, sledi i da tacka S pripada ivici AC. Analogno se
dokazuje da tacke P i @ pripadaju ivici AB, pa romb PQRS zaista zadovoljava
uslove zadatka.

Diskusija: Ako je § > /C AB, reSenje postoji i jedinstveno je. U suprotnom,
reSenje ne postoji.

43. Lema: Neka su aj, p1 i ry ivica B1C1, poluprecnik upisanog kruga i
poluprecnik opisanog kruga trougla AA;B1C;. Neka su asg, po i ro ivica BoCy,
polupre¢nik upisanog kruga i polupreénik opisanog kruga trougla AAsBoCl.
Ako su trouglovi AA1B1Cy 1 AA3BoCs sliéni (pri cemu tackama Ay, By, Cy
odgovaraju redom tacke Ag, By i C) onda vazi ay : ag = p1: p2 =171 : ra.

Dokaz leme:

I nacin:

Trouglovi AA;B1Cy 1 AAsBsCy su slicni, pa postoji transformacija sli¢nosti
P kojom se prvi preslikava na drugi i vazi kB1C7 = BaCs tj. ka; = as (gde
je k koeficijent slicnosti). Tom transformacijom se upisani i opisani krug prvog
trougla preslikavaju na upisani i opisani krug drugog, odakle sledi kp; = ps i
kri =71y, pajeay ras=p1:pa=r11:79 =1:Fk, Sto je i trebalo dokazati.
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II nacin:

Trouglovi AA; B1C: i AAyByCs su sliéni, pa su njihovi odgovarajuéi uglovi
podudarni (T27.7). Neka je a = £B1A1C1 = LB AsCo, f = LA1B1Cy =
ZAQBQCQ i ¥ = ZBlclAl = T — lBlAlCl — ZAlBlCl = T — ZBQAQCQ —
[ A3B3Cy = /BsCyAs. Neka su O i Sy sredista opisanog i upisanog kruga
trougla AA; B1Cy, a Oz 1S5 srediSta opisanog i upisanog kruga trougla A As BoCs.

Ako je ugao « ostar, onda su tacke O i A; sa iste strane prave B1C1, pa je,
na osnovu teoreme 28.1, /B10;Cy = 2a. Trougao AC101B; je jednakokraki
(jerje B1O1 = C101 =11),paje LO1B1Cy = /B1C107 = (7—2a)/2. Analogno
se dokazuje da vazi /Bs02Cs = 2a 1 /O3B2Cy = /ByC202 = (7 — 2a0) /2, pa
su tI‘OllglOVi AClolBl i ACQOQBQ sliéni i vazi 3101 : B202 = BlOl : BgOg,
tj. a1 :ae =1y 7o,

Ako je ugao « prav, onda je tacka O; srediSte duzi B1Ci tj. 2r1 = a;.
Analogno se dokazuje i 2ro = ag, pa sledi ay : ag =1y : 9.

Ako je ugao « tup, onda su tacke O i A; sa raznih strana prave B;Ch,
pa je, na osnovu teoreme 28.1, /B101C; = 7 — 2a. Trougao AC101Bj je
jednakokraki (jer je B1O1 = C101 = r1), pa je LO1B1Cy = /B;C10; = a.
Analogno se dokazuje da vazi /B202Cy =1 —2a i LO09BsCo = /ByC205 = a,
pa su trouglovi AClOlBl i ACQOQBQ sliéni i vazi 3101 : BQCQ = 3101 : BQOQ,
tj. a1 :ag =11 o,

Neka je P; tacka dodira upisanog kruga trougla A A1 B1C4 i prave B1Cy, a P,
tacka dodira upisanog kruga trougla AA;ByCs i prave BoCy. Vazi /S1B1Cy =
,6)/2 = ZSQB2CQ i ZSlc’lBl = ’7/2 = ZSQC2B2, pa su trouglovi ASlBlcl i
ASQBQCQ sliéni i vazi SlBl : S2B2 = 31C1 . BQCQ = ajp : as. Vazi ZSlBlpl =
B/2 = LS9BasPy i /S1P1By = w/2 = LS3P3Bs, pa su trouglovi AS1B1 Py i
ASQBQPQ gliéni 1 vazi SlBl : SQBQ = Slpl o SQPQ = pP1 P2, odakle sledi
ay :az = 5181 1 S2By = py : po,

Dakle, vazi a1 : as = r1 : r9 1 a1 : as = p1 : p2, odakle sledi a1 : as = p1 :
p2 =T : To, §to je i trebalo dokazati. O

Pomocna konstrukcija — konstrukcija slike tacke A u homotetifi Ho p/m -

Videti opis pomoé¢ne konstrukcije u resenju 42. |

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka,
tj. pretpostavimo da je zbir polupre¢nika p upisanog kruga i polupre¢nika r
opisanog kruga trougla AABC' jednak datoj duzi d. Neka su a, p i r duzina
ivice BC, polupre¢nik upisanog kruga i poluprecnik opisanog kruga trougla
AABC. Neka je AA’B’C’ proizvoljan trougao slican trouglu AABC (takav da
je /BAC =2 /B'A'C'"i /ABC = /A'B'C")inekasud’, p' i’ duzina ivice B'C’,
polupreénik upisanog kruga i poluprec¢nik opisanog kruga trougla AA’'B'C".

Iz ¢ = /BAC + /ABC = /B'A'C' + (A'B'C' = 7 — /B'C'A’, sledi
/B'C'A" =7 — ¢. Analogno, vazi /A'B'C' =1 — 1.

Na osnovu leme, vazi a:a’ =p:p' =7 :7" pajep= Lp ir= 5 odakle
sledid=p+r=5(p'+7")ia= ﬁa’.

Konstrukcija: Konstruisimo proizvoljnu duz B’C’. Konstruisimo polupravu
p’ koja sa polupravom B’C’ zahvata ugao m —. Sa iste strane prave B’C’ kon-
struisSimo polupravu ¢’ koja sa polupravom C’B’ zahvata ugao m — ¢. Preseénu
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tacku polupravih p’ i ¢/ oznacimo sa A’. Konstruisimo srediste O’ opisanog i
srediste S’ upisanog kruga AA’B’C’. Neka su o/, p’ i ' duZina ivice B'C’,
poluprecnik upisanog kruga i poluprecnik opisanog kruga trougla AA’B'C’.
Neka je H homotetija H s /(4. KoriS¢enjem pomocne konstrukeije, kon-
struisimo slike A, B i C tacaka A’, B’ i C' u homotetiji H (tacke A i A’ su
identi¢ne). Trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, vazi /ZA'B'C' =7 - i /B'C'A' = 7w — ¢.
Na osnovu konstrukcije, tacke A, B, C su slike tacaka A’, B’, C' u homotetiji,
pa su trouglovi AABC i AA’B’'C’ sli¢ni i vazi /ZABC = /A'B'C' i /BCA =
(B'C'A’. Odatle sledi /ZABC = n—1, paje LCAB+/BCA=n—/ABC =1
(tj. zbir unutrasnjih uglova trougla AABC kod temena A i C jednak je datom
uglu ¢). Analogno se dokazuje /BAC + L ABC = ¢ (tj. zbir unutrasnjih uglova
trougla AABC kod temena A i B jednak je datom uglu ¢).

Neka su a, p i r duzina ivice BC, polupre¢nik upisanog kruga i poluprecnik

opisanog kruga trougla AABC. Na osnovu leme, vazi a : a' = p:p =r: 7/,

pajep= 5p ir= % odaklesledi p4+r = &(p' +1')ia= p’fi:,a'. Na
osnovu konstrukcije je a = #a’ (jer je duz BC slika duzi B’C’ u homotetiji
Hara/p+r)), Pa je p’fi:, = p,_‘ir, odakle sledi p + r = d, tj. zbir polupre¢nika

opisanog i upisanog kruga trougla AABC jednak je datoj duzi d, sto je i trebalo
dokazati.

Diskusija: Da bi postojalo reSenje zadatka, tj. da bi postojao trougao AABC
koji zadovoljavao uslove zadatka, njegovi unutrasnji uglovi ZABC, /BCA i
/ACB moraju da budu redom jednaki # = ¢, # — ¢, m — (m — ¢) + (7w — ),
pa moraju da budu zadovoljeni uslovi 0 < m—¢ < 7w, 0 < T —Y < 7 i
O<m—(r—¢)+(mr—0) <mtj uslovi0 < p <7, 0< <7, 7<op+1. Ako
su zadovoljeni ti uslovi, resenje zadatka postoji bez obzira na zadatu duz d.

Dakle, resenje zadatka postoji ako i samo ako vaze uslovi 0 < ¢ < 7w, 0 <
Y <m, < ¢+ itada je resenje jedinstveno (do na podudarnost).

Slika 43 Slika 44

44. Pomocéna konstrukcija 1 — konstrukcija lika za ciju svaku tacku X vazi
/AXB =« (gde su A'i B date tacke, a o dati ugao mangi od opruenog ugla):
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Videti opis pomo¢ne konstrukcije u resenju 35. O

Pomoéna konstrukcija 2 — konstrukcija slike tacke A u homotetiji Ho,—p /m
odnosno u homotetiji Ho /m:
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u resenju 42. O

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je lik k skup tacaka X takvih da je /BXB; = «a. Tacka A pripada
tom liku i C je srediSte duzi BA, pa tacka C7 pripada liku K, gde je k' slika
lika k u homotetiji Hp 1/2. Neka je T' teziste trougla AABC (tacka T je, dakle,
tacka duzi BB takva daje TB : TBy = 2 : 1). Na osnovu svojstava tezista sledi
da tacka C7 pripada krugu k sa srediStem T i polupre¢nikom t./3. Dakle, tacka
Cy je presecna tacka lika k' i kruga k(T,t./3). Tacka A simetricna je tacki B
u odnosu na tacku Cy. Tacka C simetri¢na je tacki A u odnosu na tacku Bj.

Konstrukcija:  KonstruiSimo duz BB; podudarnu datoj duzi t;,. Kon-
struig§imo tacku T duzi BB, takvu da vazi BT : TBy = 2 : 1. Konstruisimo,
na osnovu prve pomoc¢ne konstrukcije, skup tacaka X takvih da je /ZBXB; =
a. Neka je to lik k. Konstruisimo sliku k' lika k u homotetiji Hp 1,2 (ko-
riste¢i drugu pomoénu konstrukciju). Konstruisimo krug k sa sredisStem T'
i polupreénikom t./3. Ozna¢imo sa Cj preseénu tacku lika ki kruga k.
Ozna¢imo sa A tacku simetri¢nu tacki B u odnosu na tacku C;. Oznac¢imo
sa C' tacku simetri¢nu tacki A u odnosu na tacku B;. Trougao AABC zado-
voljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, tacka Bj je srediste ivice AC, pa je BB
tezisna duz koja odgovara temenu B. Na osnovu konstrukcije tezisna duz BB,
je zaista podudarna datoj duzi tp.

Na osnovu konstrukcije tacka C; je srediste ivice AB, pa je CCy tezisna
duz koja odgovara temenu C' i ona sadrzi teziste trougla AABC. Na osnovu
konstrukcije, tacka T deli tezisnu duz BB u odnosu 2 : 1, pa je ona teziste
trougla AABC. Dakle, duz CCy sadrzi tacku T. Teziste T deli duz CCy u
odnosu 2 : 1 (CT : TCy = 2 : 1), a kako, na osnovu konstrukcije, tacka C
pripada krugu ¢ije je srediste tacka T, a poluprecnik t./3, sledi da je CC; =
3TCy = t.. Dakle, duz CC je tezisna duz i podudarna je datoj duzi t..

Tacka C je srediste duzi AB, pa se u homotetiji H p 2, preslikava u tacku
A. Na osnovu konstrukcije, Tik k preslikava se u homotetiji Hp 1/2 na lik % ,
pa sledi da se u homotetiji Hp 2 lik K preslikava na luk k. Kako tacka &
pripada liku &/, sledi da njena slika u homotetiji H B,2, pripada slici lika k' u
toj homotetiji, pa sledi da tacka A pripada liku k. Na osnovu konstrukcije, luk
k je skup tacaka X za koje je ZBX By = «, odakle sledi /BAB;, = « i, kako je
By pripada duzi AC, ZBAC = «.

Diskusija:  ReSenje postoji ako postoji presek lika ki kruga sa sredistem
T i poulpreénikom t. i tada je resenje jedinstveno (odnosno sva resenja su po-
dudarna).

45. Pomoéna konstrukcija — konstrukcija slike tacke A u homotetifi Ho, —p /m
odnosno u homotetiji Ho n/m:
Videti opis pomoc¢ne konstrukeije u resenju 42. |
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Analiza: Pretpostavimo da prava s zadovoljava uslove zadatka. Ako je
B(X,P,Y), neka je H homotetija Hp,—n/m, a u suprotnom, neka je H ho-
motetija Hpp/m. Vazi PX : PY = m : n, pa je H(X) = Y. Kako tacka
X pripada krugu kp, sledi da njena slika pripada slici kruga k; u homotetiji
H, tj. tacka Y pripada krugu k] = H(k1). Dakle, tacka Y je presecna tacka
krugova ki i ko (razlicita od P). Prava s sadrzi tacke Y i P.

Konstrukcija: Konstruis§imo (na osnovu pomoéne konstrukeije) sliku kruga
k1 u homotetiji H (gde je H homotetija Hp _;,/m ili Hpy/m). Presecnu tacku
krugova k} i ko (razli¢itu od P) ozna¢imo sa Y. Prava s odredena tackama Y i
P zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Neka je X presecna tacka prave s i kruga ki (razli¢ita od tacke P).
U homotetiji H se krug k; preslikava na krug k{ (na osnovu konstrukcije) i
prava s se preslikava na sebe (jer sadrzi srediste homotetije — tacku P). Dakle,
presecna tacka kruga k; i prave s razlicita od tacke P preslikava u prese¢nu
tacku kruga ki i prave s, tj. H(X) =Y. Odatle sledi PX : PY = m : n. Tacka
Y na osnovu konstrukcije pripada krugu ks, pa konstruisana prava s zadovoljava
uslove zadatka.

Diskusija: Krugovi k1 1 ko seku se i imaju zajednicku tacku P, pa se seku i
krugovi & i k2 (ne dodiruju se u tacki P). Za obe homotetije Hp _y,/m i Hpr/m
postoji po jedno resenje zadatka. Zadatak, dakle, uvek ima ta¢no dva resenja.

Slika 45 Slika 46

46. Lema: Ako bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A trougla ABC
seCe naspramnu ivicu BC' u tacki E, onda vazi: BA:CA = BE : CFE.
Dokaz leme: Videti dokaz leme u resenju 14. O

Pomoéna konstrukeija — konstrukcija skupa tacaka X za koje je AX : BX =
m:mn, gde su A i B date razlidite tacke, a m in date duZi:

Razlikujemo tri slucaja:

m = n: Konstrui§imo medijatrisu s duzi AB. Ona je trazeni skup tacaka.

m > n: Neka je p proizvoljna prava sa temenom A i neka su X, Y i Z tacke
te poluprave takve da vazi AX = m, B(A,Y,X,Z), XY =n, XZ = n.
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Oznaéimo sa P preseénu tacku prave AB i prave koja sadrzi tacku X i
paralelna je pravoj BZ. Oznacimo sa ) presecnu tacku prave AB i prave
koja sadrzi tacku X i paralelna je pravoj BY. Konstruisimo krug k ¢iji
je pre¢nik duz PQ. Krug k je traZeni skup tacaka (zovemo ga Apolonijev
krug). (Primetimo da u ovom sluc¢aju vazi B(A, P, B,Q) i H(A, B; P,Q).)

m < n: Konstrukcija je analogna konstrukciji u drugom sluc¢aju. (U ovom
slucaju vazi B(Q, A, P,B) i H(A, B; P,Q).)

Dokaz pomocne konstrukcije:

m = n: Tacka X pripada medijatrisi s duzi AB ako i samo ako vazi AX : BX =
1 =m : n, pa je medijatrisa duzi AB zaista trazeni skup tacaka.

m > n: Na osnovu Talesove teoreme vazi AP : BP = AX : XZ =m : n i
AQ : BQ = AX : XY = m : n, pa tacke P i ) pripadaju trazenom
skupu. Dokazimo da je krug k ¢iji je preénik duz PQ zaista trazeni skup
tacaka.

Neka je M proizvoljna tacka kruga k koja ne pripada pravoj AB. Neka
je R presecna tacka prave M@ i prave koja sadrzi tacku B i paralelna je

pravoj AM. Neka je S presecna tacka prav1h BRi MP. Vaz1 £ = 49

BQ’
pa, na osnovu Talesove teoreme, sledi 4 B—S = gg = gQ = B R odnosno

BS = BR, tj. tacka B je srediste duzi SR. Tacka M pripada krugu
¢iji je precénik duz PQ, pa je ugao ZPMQ prav. Tacke R i S pripadaju
polupravama MQ i M P, pa je i ugao ZSM R prav, tj. tacka M pripada
krugu ¢iji je precnik duz SR, a srediSte tacka B. Dakle, vazi M B = BS =
BR, pa je, na osnovu Talesove teoreme, g% = %—jg = gg =, §to znaci

da tacka M pripada trazenom skupu tacaka.

Neka je M proizvoljna tacka za koju vazi AM : BM = m : n i ne pripada
pravoj AB. Neka je R prese¢na tacka prave M@ i prave koja sadrzi tacku
B i paralelna je pravoj AM. Neka je S presecna tacka pravih BR i MP.

Tacka M pripada trazenom skupu tacaka pa iz g% == g?, na osnovu
Talesove teoreme sled1 = = g—g = B o, odakle je BM = BS. Analogno

vazi i 43 = 23 = gﬂg, odakle je BM = BR. 1z BM = BS = BR sledi
da tacka M pripada krugu ¢iji je precnik duz SR, pa je ugao ZSM R prav.
Tacke R i S pripadaju polupravama M@ i M P, pa je i ugao /ZPMQ prav,
tj. tacka M pripada krugu ¢iji je pre¢nik duz PQ, tj. tacka M pripada
krugu k.

Dakle, za tacku M vazi AM : BM = m : n ako i samo ako tacka M
pripada krugu k (Apolonijevom krugu), sto je i trebalo dokazati.

m < n: Dokaz za ovaj slucaj analogan je dokazu za slucaj m > n.

O

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Kako je 6 = LABC — /ACB > 0, sledi da je AC > AB. Neka je E tacka
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preseka bisektrise unutrasnjeg ugla trougla ABAC i ivice BC. Tatke A1 E pri-
padaju skupu tacaka za koje je odnos rastojanja od tacaka B i C jednak m : n.
Vazi /BEA=m— 5/BAC — LABC = 5 — $(LABC — LACB) = § — 30.

Konstrukcija: Konstruisimo duz podudarnu datoj duzi a i ozna¢imo njena
temena sa B i C. Konstruisimo, na osnovu pomoc¢ne konstrukcije, skup tacaka
za koje je odnos rastojanja od tacaka B i C' jednak odnosu m : n. Oznacimo sa
FE presek kruga k i duzi BC. Konstruisimo polupravu [ sa temenom E koja sa
polupravom EB zahvata ugao 5 — %5. Presek poluprave [ i kruga k oznacimo
sa A. Trougao AABC' zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Ivica BC' je, na osnovu konstrukcije, zaista podudarna duzi a. Na
osnovu konstrukcije, tacka A pripada skupu tacaka za koje je odnos rastojanja
od tacaka B i C jednak odnosu m : n, pa i za tacku A vazi AB : AC =m : n.
Za tacku E vazi B(B,E,C)i EB: EC =m :n = AB : AC. Postoji tatno jedna
tacka X za koju vazi B(B,X,C) i1 XB: XC = AB : AC, a na osnovu leme to
vazi za presetnu tacku bisektrise unutrasnjeg ugla trougla ABAC' i ivice BC.
Dakle, tacka F je presecna tacka bisektrise unutrasnjeg ugla trougla ABAC i
ivice BC. Za tatku E onda vazi: /BEA =% — $(/ABC — /ACB). Na osnovu
konstrukcije je /BEA = % — 36, odakle sledi /ABC = /ACB = §, &to je i
trebalo dokazati.

Diskusija: Ako je m < mid < m postoje dva (podudarna) resenja (za dva
moguca izbora poluprave l). U suprotnom, resenje ne postoji (podrazumeva se
da je § > 0).

47. Pomocéna konstrukcija — konstrukcija skupa tacaka X za koje je AX :
BX =m:n, gde su A i B date tacke, a m i n date duZi:
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u reSenju 46. |

Analiza: Pretpostavimo da tetivni ¢etvorougao ABCD zadovoljava uslove
zadatka, tj. pretpostavimo da vazi AB = a, BC =b, CD =ci DA = d gde su
a, b, cid date duzi.

Neka je C; tacka poluprave BC' takva da vazi BC; = a i neka je D;
preseCna tacka prave BD i prave koja sadrzi tacku C i paralelna je pravoj
CD. 1z /BCD = /BC1D: i LDBC £ /D,BC1, sledi da su trouglovi ABCD
i ABC1D; sliéni, pa vazi BC : BC; = CD : C1D;, odnosno b : a = ¢ :
C1Dy, tj. C1Dy = c%. Neka je Dy tacka takva da vazi B(D, A, D) i ADy =
Ci1Dy = c3. Cetvorougao ABCD je tetivan, pa je /BAD+ /BCD = 7, odakle
sledi /D3AB = 7 — /BAD = /BCD = /BC1D,. 1z /D;AB = /BC1Dx,
ADy =2 C1D; 1 BA 2 B(C, sledi da su trouglovi ABADs i ABC1 Dy podudarni
1 BD2 = BD1 Vazi

BD2 - BD1 _BCl _g

BD BD BC b

Dakle, tacka B pripada skupu tacaka za koje je odnos rastojanja od tacaka Do
i D jednak odnosu duzina a i b (taj skup je prava ako je a = b i (Apolonijev)
krug u sluéaju a # b). Tacka B je, dakle, preseéna tacka tog skupa tacaka i
kruga sa srediStem A i polupre¢nikom a. Tacka C je presetna tacka kruga sa
sredistem D i polupreénikom c i kruga sa sredistem B i poluprecnikom b.
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Konstrukcija: Konstruisimo duz podudarnu datoj duzi d i ozna¢imo njena
temena sa A i D. Konstruidimo tacku Dj takvu da vazi B(D, A, D3) i ADy = c%.
Konstruisimo, na osnovu opisa pomoc¢ne konstrukcije, skup tacaka za koje je
odnos rastojanja od tacaka Ds i D jednak odnosu duzina a i b (taj skup je
prava ako je a = b i (Apolonijev) krug ako je slucaju a # b). Oznac¢imo sa B
preseénu tacka tog skupa i kruga sa sredistem A i polupreénikom a. Oznacimo
sa C' presec¢nu tacku kruga sa sredistem D i polupre¢nikom c i kruga sa sredistem
B i polupreénikom b. Cetvorougao ABC'D zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije vazi AB = a, BC =b, CD =ci DA =d.
Potrebno je jos dokazati da je ¢etvorougao ABCD tetivan.

Neka je D; tacka poluprave BD takva da je BD1 = BD3 i neka je C7 tacka
poluprave BC takva da je BCy, = a. 1z %%1 = %%2 =i %%1 = 7 sledi %%1 =
BB%, pa su trouglovi ABC1 Dy i ABCD sliéni (na osnovu teoreme 27.7(4)) i
vazi /BC1Dy = /BCD i BC : BC; = CD : C1Dq, odnosno b : a = ¢ : C1 Dy,
tj. C1D1 = c3. Na osnovu konstrukcije je ADy = cf, pa vazi C1Dy = ADs.
Iz C1D, = ADs, BCy = a = BA, BD, = BD, sledi da su trouglovi ABCy D,
i ABADs podudarni odakle sledi /BC1Dy & /BADs. 1z /BC1D1 = /BCD
i /BC1D; =2 /BAD,y, paje /BCD = /BAD,. Vazi /BADy + /BAD = ,
pa, kako je /BCD = /BADs, vazii /BCD + /BAD = m, §to znaci da je
cetvorougao ABC'D zaista tetivan.

Diskusija: ReSenje zadatka postoji ako je duzina BD (gde su B i D tacke
odredene kao u konstrukciji) manja od zbira duzina b i ¢ i ako se konstruisani
Apolonijev krug i krug sa sreditem A i polupreénikom A seku. Tada za obe
presecne tacke postoje po dva reSenja odredena dvema presecnim tackama kruga
sa sredistem D i poluprec¢nikom c i kruga sa sredistem B i polupre¢nikom b
(jedno od resenja je samopresecajudi cetvorougao). Inace, resenje ne postoji.

A

Slika 47 Slika 48

48. Cevaova teorema: Ako su P, Q i R tacke pravih AB, BC i AC, prave
AQ, BR i C'P su konkurentne ili paralelne ako i samo ako vazi

AP BOCH |

PBQC RA
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Menelajeva teorema: Ako su P, Q i R tactke pravih AB, BC i AC, one su
kolinearne ako i samo ako vazi
BBEOCH

PBQC RA

Analiza: 1z B(B,Q,C), B(C, R, A), na osnovu Pasove aksiome, sledi da se
prave AQ i BR seku u tacki S takvoj da je B(A,S,Q) i B(B, S, R).
Pretpostavimo da postoji tacka P takva da zadovoljava uslove zadatka i da

pripada ivici AB. Iz BQ-CR-AP = QC - RA - PB sledi %%g—g = 1. Kako

—_— - -

je B(B,Q,C), B(C,R, A), B(A, P,B), vazi i ZLCEAL — 1 Prave AQ i BR se
QC RA PB

seku (dakle, nisu paralelne), pa na osnovu Cevaove teoreme, sledi da se prave
BR, AQ i CP seku u jednoj tacki, tj. prava C'P sadrzi tacku S. Dakle, tacka
P je presecna tacka prave AB i prave C'S.

Pretpostavimo da postoji tacka P takva da zadovoljava uslove zadatka i ne

pripada ivici AB. Iz BQ-CR-AP = QC - RA - PB sledi g_g%g_g = 1. Kako

_— — 4

je B(B,Q,C), B(C,R,A), ~B(A,P,B), vazi i BLCEAL — _1 pa na osnovu
QC RA PB
Menelajeve teoreme, sledi da su tacke @), R i P kolinearne. Dakle, tacka P je

presecna tacka prave QR i prave AB.

Konstrukcija: Oznac¢imo sa S presecnu tacku pravih BR i AQ. Oznacimo
sa P’ presecnu tacku pravih CS i AB. Tacka P’ zadovoljava uslove zadatka.

Ako prave QR i AB nisu paralelne, ozna¢imo sa P” presecnu tacku pravih
CS i AB. Tacka P” zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu Pasove aksiome, iz B(B, Q,C) i B(C, R, A) sledi B(A, S, Q).
Takode na osnovu Pasove aksiome, iz B(B,Q,C) i B(A, S, Q) sledi B(A, P’, B).
Na osnovu konstrukcije, prave BR, AQ i CP’ seku se u tacki S, pa na os-

— N —
’

~ . . / .
novu Cevaove teoreme sledi 2L EEBAL. — 1 (Odatle sledi g—g%}g% =11
QC RA P'B

BQ -CR- AP’ = QC - RA - P'B, §to znaci da tacka P’ zadovoljava uslove
zadatka.

Ako prave QR i AB nisu paralelne, iz B(B,Q,C) i B(C, R, A), na osnovu
Pasove aksiome, sledi =B(A, P”, B). Na osnovu konstrukcije, tacke @, R i P”

N

su kolinearne, pa na osnovu Menelajeve teoreme sledi BQORAP” — _1 (datle
QC RA P"B
sledi 52 SH 42 =11 BQ-CR-AP” = QC - RA- P"B, §to znati da tacka P"

zadovoljava uslove zadatka.

Diskusija:  Ako su prave QR i AB paralelne, postoji samo jedno resenje
zadatka (tacka P’ koja je izmedu tacaka A i B). Ako prave QR i AB nisu
paralelne, postoje tacno dva resenja: tacka P’ koja je izmedu tacaka A i B i
tacka P” koja nije izmedu tacaka A i B (i tada vazi H(A, B; P', P")).
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49. Pomoéna konstrukcija — konstrukcija tacke D takve da vazi H(A, B;C, D),

gde su A, B i C razli¢ite kolinearne tacke i tacka C nije srediste duzi AB:

Oznacimo sa O proizvoljnu tacku koja ne pripada pravoj AB. Konstruisimo
pravu a odredenu tackama A i O i pravu b koja sadrzi tacku B i paralelna
je pravoj a. Konstruis§imo pravu ¢ odredenu tackama O i C' i ozna¢imo sa F
prese¢nu tacku pravih ¢ i b (ta presecna tacka postoji, jer se prave a i ¢ seku, a
prave a i b su paralelne). Konstruisimo i ozna¢imo sa F' tacku simetri¢nu tacki
FE u odnosu na tacku B. Konstruisimo pravu d koja je odredena tackama O i
F. Ako tacka C nije srediste duzi AB, onda postoji presetna tacka pravih d
i AB i to je trazena tacka D. Ako je tatka C srediste duzi AB, onda trazena
tacka D ne postoji.

Dokaz pomocéne konstrukcije:
Pretrpostavimo da vazi B(A4, C, B). Trouglovi AACO i ACEB su sli¢ni, pa

vazi® A€ = A9 Tacka F simetricna je tacki F u odnosu na tacku B, pa je
CB EB
EB=BF. Pored toga, trouglovi AADO i ABDF su sli¢ni, pa vazi 42 = 42
BF DB
Dakle,

AC A0 A0  AD
CB EB  BF BD
odnosno 2—% = —g—g, tj. vazi H(A, B; C, D), sto je i trebalo dokazati.

Ispravnost konstrukcije dokazuje se analogno i u slucaju ~B(A, C, B). O

Analiza:  Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je tacka E presetna tacka bisektrise ugla /BAC i ivice BC.

Ako je AB = AC, tacka E je srediste ivice BC' i bisektrisa unutrasnjeg ugla
kod temena A je normalna na ivici BC, pa su rastojanja temena B i C' od te
bisektrise jednaka BE i CE. Tacka E je srediste duzi BC, pa je BE = CFE,
odakle sledi da su duzi m i n podudarne. U ovom slucaju vazi BE = CE =m i
tacka A pripada pravoj koja je normalna na pravoj BC' i pri tome vazi AF = [,.
Navedena svojstva omoguéavaju konstrukciju trougla AABC u slu¢aju m = n.

Ako nije AB = AC, tacka E nije srediste ivice BC' i bisektrisa unutrasnjeg
ugla kod temena A nije normalna na ivici BC (jer bi u protivnhom bilo AB
AC). Neka su P i @) podnozja normala iz tacaka B i C na bisektrisu unutrasnjeg
ugla kod temena A. Vazi /BPE = /CQFE = 5 i /BEP = /CEQ, pa su
trouglovi ABEP i ACEQ sliéni, odakle sledi PE : EQ = BE : CE = BP :
CQ = m :n. (Primetimo da iz AB # AC, BE: EC = AB: ACi BE: CE =
m : nsledi m # n.) Iz LBAP = /CAQ i /BPA = /CQA = 7 sledi da su
trouglovi ABPA i ACAQ slicni i PA : AQ = BP : CQ = m : n. Tatka F
pripada duzi PQ, a tacka A ne, paiz PE : QE = PA: QAsledi H(P,Q; E, A) i

3Za razlicite tacke X i Y i razlicite tacke U i V koje pripadaju jednoj pravoj, vrednost

XY XY
—_— UV’
uv

ako su orijentisane duzi XY i UV suprotnosmerne.

—_

ako su orijentisane duzi XY i UV istosmerne, odnosno kao XY

definiSemo kao T
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H(A, E; P,Q). Pored toga, vazi AE =1,, PE: EQ =m:n, BP=miCQ =n.
Navedena svojstva omoguéavaju konstrukciju trougla AABC' u slu¢aju m # n.

Konstrukcija:

Slucaj m = n: Konstruisimo tacke B i C takve da je BC' = 2m. Srediste
duzi BC oznac¢imo sa E. Konstruisimo pravu p normalnu na pravoj BC' u tacki
E. KonstruiS§imo na pravoj p tacku A takvu da je AE = [,. Trougao AABC
zadovoljava uslove zadatka.

Slucéaj m # n: Oznacimo sa P/, E' i Q' tacke takve da je B(P',E',Q'),
P'E' 2 mi E'Q = n. Na osnovu pomoéne konstrukcije, konstruisimo tacku
A takvu da vazi H(A, E'; P',Q’). Oznacimo sa E proizvoljnu tacku koja ne
pripada pravoj AE’ takvu da vazi AF = ,. Oznac¢imo sa P i Q tacke na pravoj
AF takve da je P'P || Q'Q | E’E. Konstruisimo normale na pravu AE koje
sadrze tacke P i Q) i na njima, sa raznih strana prave AFE konstruiSimo tacke B
i C takve da je BP =2 m i CQ = n. Trougao ABC' zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz:

Sluéaj m = n: Iz BE = CE, AE = AE i /BEA = /CFEA = 7 sledi da
su trouglovi ABEA i ACAE podudarni, pa je /ZBAE = C'AE, tj. poluprava
AF je bisektrisa ugla /BAC. Na osnovu konstrukcije je AE = [,. Na osnovu
konstrukcije je BE = CE = m = n, pa, kako je BE 1| AFE i CE 1 AFE, sledi
da su rastojanja tacaka B i C' od bisektrise ugla ZBAC jednaka BE = m i
CFE =n.

Slucaj m # n:

. / / .
Na osnovu Talesove teoreme, iz g,—g, = 7 sledi % =
. . . __>/
Na osnovu dokaza pomocéne konstrukcije vazi H(A, E'; P/, Q') tj. AL~ =
P/E/

,;% 46 = o Dakle, 45 = £6 =1,

Na osnovu konstrukcije je BP = m i CQ = n, pa iz 1‘2—5 ="1/BPA =
LOQA = 3 sledi da su trouglovi AABP i AAQC slicni, pa su uglovi /BAP
i /CAQ podudarni. Dakle, poluprava AE je zaista bisektrisa ugla /BAC. Na
osnovu konstrukcije je AE = l,. Na osnovu konstrukcije, prave BP i CQ su
normalne na pravoj AF i podudarne datim duzima m i n, pa su rastojanja
tacaka B i C od prave AF, tj. od bisektrise ugla /BAC' zaista jednaka merama
datih duzi m i n, Sto je i trebalo dokazati.

Diskusija:

Slucaj m = n: ReSenje uvek postoji i jedinstveno je odredeno do na podu-
darnost.

Slucaj m # n: ReSenje uvek postoji i jedinstveno je odredeno do na podu-

darnost.

63



F BA E C

Slika 49 Slika 50

50. Lema 1: Ako su A, B, C, D i O kolinearne tacke takve da je O
srediste duzi AB i B(A,0,C, B, D), onda vazi H(A, B;C, D) ako i samo ako
vazi AO? = OC - OD.

Dokaz leme 1:

Na osnovu pretpostavke je B(A, O, C, B, D), pa vazi:

AC AD _AC AD
(A B;O,D) & 25 = A2 520 _ 2D,
CB DB

. A0+0C _A0+0D | AO+0C _AO+OD
OB—0C OD—-OB  OA-0C OD-0A
(AO 4+ OC)(OD — OA) = (AO + OD)(0OA — OC) < AO* = OC - OD

O

Lema 2: Neka su A, B, C i D tacke za koje vazi B(A,C, B, D). Neka je
k krug ¢iji je preénik duz AB il bilo koji krug koji sadrzi tacke C'i D. Vazi
H(A, B; C, D) ako i samo ako su krugovi k i I medusobno normalni.

Dokaz leme 2:

Neka je O srediste kruga k i O’ srediste kruga [

Pretpostavimo da vazi H(A, B;C, D). Neka je T presetna tacka krugova k
il. Tacke A i T pripadaju krugu k, pa vazi OA = OT. Na osnovu leme 1,
vazi OA? = OC - OD, pa sledi OT? = OC - OD. Na osnovu svojstava potencije
tacke u odnosu na krug (T28.3), sledi da je tacka T dodirna tacka kruga I i
njegove tangente koja sadrzi tacku O. Dakle, vazi ZOTO" = T, pa su krugovi
k i I medusobno normalni.

Pretpostavimo da su krugovi k£ i [ medusobno normalni. Neka je T prese¢na
tacka krugova k i [. Prava OT je tangenta na krug [, pa na osnovu svojstava
potencije tacke u odnosu na krug, vazi OT? = OC - OD. Tacke A i T pripadaju
krugu k, odakle sledi OA = OT, pa vazi i OA? = OC - OD. Tacka O pripada
tangenti na krug [, pa vazi raspored B(4, O, C, B, D). Na osnovu leme 1, sledi
H(A, B;C, D). |
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Lema 3: Skup tataka X euklidske ravni takvih da vazi AX : BX =m:n
(A i B su date razlicite tacke, a m i n su date duzi) je:

e medijatrisa duzi AB, ako je m = n;

e krug ¢iji je preénik duz PQ gde su P i @ tacke prave AB takve da vazi
B(A,P,B,Q) i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m > n;

e krug c¢iji je preénik duz PQ gde su P i Q tacke prave AB takve da vazi
B(Q,A,P,B)i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m < n.

Dokaz leme 3:

m = n: Tacka X pripada medijatrisi m duzi AB ako i samo ako vazi AX :
BX =1=m:n, pa je medijatrisa duzi AB zaista skup tacaka X takvih
daje AX : BX =m:n.

m > n: Dokazimo najpre da postoje tacke P i ) prave AB takve da vazi
B(A,P,B,Q) i AP : BP = AQ : BQ = m : n. Neka je p proizvoljna
poluprava sa temenom A i neka su X, Y i Z tacke te poluprave takve
da vazi AX = m, B(A)Y,X,Z), XY = n, XZ = n. Ozna¢imo sa P
presecnu tacku prave AB i prave koja sadrzi tacku X i paralelna je pravoj
BZ. Oznacimo sa @) presecnu tatku prave AB i prave koja sadrzi tacku
X iparalelna je pravoj BY. Iz B(A,Y, X, Z) sledi da vazi i B(A, P, B, Q).
Na osnovu Talesove teoreme vazi AP : BP = AX : XZ = m : ni
AQ : BQ = AX : AY = m : n, odakle sledi da tacke P i @) zadovoljavaju
uslovB(A P B Q)iAP:BP:AQ:BQ:m:n.

koje vazi AX : BX = m : n (taj krug zovemo Apolomjev krug).

Neka je M proizvoljna tacka kruga k koja ne pripada pravoj AB. Neka
je R presecna tacka prave M@ i prave koja sadrzi tacku B i paralelna je
pravoj AM. Neka je S presecna tacka pravih BRi MP. Vazi ﬁ = 49

BQ’
pa, na osnovu Talesove teoreme, sledi 4 ﬁ = gl; = gQ = ’]43%, odnosno

BS = BR, tj. tacka B je srediste duzi SR. Tacka M pripada krugu
¢iji je precnik duz PQ, pa je ugao /PMQ@ prav. Tacke R i S pripadaju
polupravama MQ i M P, pa je i ugao ZSMR prav, tj. tacka M pripada
krugu ¢&iji je precnik duz SR, a srediste tacka B. Dakle, vazi M B = BS =
BR, pa je, na osnovu Talesove teoreme, % = ’;—g = 7318 =, §to znaci
da tacka M pripada trazenom skupu tacaka.

Neka je M proizvoljna tacka za koju vazi AM : BM = m : n i ne pripada
pravoj AB. Neka je R presecna tacka prave M@ i prave koja sadrzi tacku
B i paralelna je pravoj AM. Neka je S presec¢na tacka pravih BR i M P.

Tacka M pripada trazenom skupu tacaka paiz g% =T = g};, na osnovu
Talesove teoreme sledl % = glzz = B S , odakle je BM = BS. Analogno
vazi i é—% = g% BR, odakle je BM = BR. 1z BM = BS = BR sledi

da tacka M pripada krugu ¢iji je preénik duz SR, pa je ugao /SM R prav.
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Tacke R i .S pripadaju polupravama MQ i M P, pa je i ugao /PMQ prav,
tj. tacka M pripada krugu ¢iji je preénik duz PQ, tj. tacka M pripada
krugu k.

Dakle, za tacku M vazi AM : BM = m : n ako i samo ako tacka M
pripada krugu k (Apolonijevom krugu), sto je i trebalo dokazati.

m < n: Dokaz za ovaj slucaj analogan je dokazu za slucaj m > n.

O

Pomoéna konstrukcija — konstrukcija tacaka C i D takvih da vazi CD = a
i H(A,B;C, D), gde su A i B date razli¢ite tacke i a je data duz:

AB. Oznacimo sa T proizvoljnu njegovu tacku i konstruisimo tangentu ¢ na krug
k1 u tacki T'. Oznacimo sa O tacku prave t takvu da je OT = 5. Konstrui§imo
krug [ sa sredistem O; koji sadrzi tacku O. Oznacimo sa Oy preseénu tacku
prave AB i kruga [. Konstruisimo krug I’ ¢iji je pre¢nik duz O10s. Oznacéimo
sa T" presecnu tacku kruga I’ i kruga k1. Konstrui§imo krug ks sa sredistem Os
koji sadrzi tacku T". Presecne tacke prave AB i kruga ke oznac¢imo sa C' i D.
Vazi H(A, B;C,D) i CD = a.

(Svakoj presecnoj tacki kruga [ i prave AB odgovara po jedno resenje za-
datka. Za jedno resenje vazi B(A, C, B, D), a za drugo B(D, A, C, B) Tacke C i
D mogu da budu i suprotno ozna¢ene, pa ukupno ima Cetiri reSenja zadatka.)

Dokaz pomoéne konstrukcije:

Tacka T" pripada krugu ¢iji je precnik duz 0,0, pa vazi /01170y = .
Tacke O 1 Oy pripadaju krugu [, pa je O10 = 0105. Tacke T 1 T’ pripadaju
krugu ]{31, pa je 01T = OlT/. Iz ZOlT’OQ = g = ZOlTO, 010 = 0102 i
O1T = 01T, sledi da su trouglovi AO1OT i AO1O2T" podudarni i QT =
OT = 3, tj. poluprecnik kruga ko jednak je §. Duz CD je precnik kruga ko,
pa je CD = a. Krugovi k1 i ko su medusobno normalni (jer je O1T" L O2T"),
pa na osnovu leme 2, sledi H(A, B;C, D).

Dakle, vazi H(A, B;C,D) i CD = a, §to je i trebalo dokazati. a

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka je A’ podnoZzje visine koja odgovara temenu A i neka su E i F presec¢ne
tacke prave BC' i simetrala unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla trougla AABC kod
temena A. Tacka E pripada bisektrisi ugla ZBAC, pa vazi B(B, E,C).

Ako je AA" =2 AFE, tj. ako je hg = l,, trougao AABC je jednakokraki
(AB =2 AC). Teme A je preseéna tacka medijatrise duzi BC i prave koja je
paralelna pravoj BC' i nalazi se na rastojanju h, = [, od nje.

Ako nije AA" = AFE, trougao AAA'E je pravougli (ZAA'E = %), pa vazi
AE > AA', tj. Iy > h,. Prave AE, AF, AB i AC su harmonijski spregnute
(jer su prave AF i AE simetrale uglova koje zahvataju prave AB i AC), pa su
harmonijski spregnute i tacke F, E, B i C, tj. H(F, E; B,C'). Pored toga, vazi
i BC = a. Navedena svojstva omogucavaju konstrukeiju.

Konstrukcija: Ako je h, = l,, ozna¢imo sa B i C' temena duzi podudarne
datoj duzi a. Oznacimo sa A presecnu tacka medijatrise duzi BC' i prave koja
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je paralelna pravoj BC' i nalazi se na rastojanju h, = [, od nje.

Ako je I, > hg, oznacimo sa A 1 A’ temena duzi podudarne datoj duzu h,.
Konstruisimo pravu p koja je u tacki A’ normalna na pravoj AA’. Oznacéimo sa
E presec¢nu tacku prave p i kruga sa sredistem A i polupre¢nikom podudarnim
datoj duzi l,. Konstruisimo pravu ¢ koja je u tacki A normalna na pravoj AFE.
Oznac¢imo sa F' presecnu tacku pravih p i ¢. Na osnovu pomoéne konstrukcije,
konstruisimo tacke B i C takve da vazi H(F,E;B,C) i BC = a i da je tacka
E izmedu tacaka B i C (tada vazi raspored B(F,B,FE,C) ili B(F,C, E, B)).
Trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Ako je hy =, neka je F srediste duzi BC. Na osnovu konstrukcije
je trougao AABC' jednakokraki (jer tacka A pripada medijatrisi duzi BC).
Poluprava AF je bisketrisa ugla /BAC i duz AFE je visina koja odgovara temenu
A. Na osnovu konstrukcije je AE = h, = [, i BC = a, pa trougao AABC
zadovoljava uslove zadatka.

Ako je I, > hg, na osnovu konstrukcije je AA’ L p i tacke B i C pripadaju
pravoj p, pa vazi AA" 1 BCi AA’ = hg, tj. AA’ je visina koja odgovara temenu
A i ona je podudarna datoj duzi h,. Na osnovu konstrukcije, ivica BC' po-
dudarna je datoj duzi A. Na osnovu konstrukcije je AFE = [,. Potrebno je jos
dokazati da je poluprava AF zaista bisektrisa ugla ZBAC. Na osnovu konstruk-
cije, moguca su dva reSenja: resenje za koje je B(F, B, E, C) i reSenje za koje je
B(F,C,E,B). Dokazimo da je poluprava AFE bisektrisa ugla /BAC za slucaj
B(F, B, E,C) (dokaz je analogan i za drugi slu¢aj). Na osnovu konstrukcije vazi

H(F,E;B,C), pa je % = —%. Iz B(F,B, E,C) sledi % = g—g i % = g—g.
Na osnovu leme 3, skup tacaka X takvih davazi XB: XC =FB: FC =FEB:
EC (iz B(F,B,E,C) sledi FB > FC) je krug ¢iji je precnik duz FE. Na os-
novu konstrukcije, ugao ZEAF je prav, pa tacka A pripada krugu ¢iji je preénik
duz FFE i za nju, dakle, vazi AB : AC = FB : FC = EB : EC. Neka je D
tacka prave AC takva da je B(D, A,C) ivazi AD =2 AB. Vazi AD = AB, pa je
trougao ADBA jednakokraki i ZDBA = /BDA = {(rm — /DAB) = 5/BAC.
Iz AD : AC = AB : AC = ED : EC, na osnovu Talesove teoreme, sledi da su
trouglovi ABCD i AECA sliéni i /EAC = /BDC = %ABAC’, tj. prava AE
je simetrala ugla /BAC, sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Ako je l, < h, resenje zadatka ne postoji. Ako je l, = h, postoji
jedinstveno reSenje zadatka. Ako je I, > h, postoje dva reSenja zadatka sa
simetri¢no oznac¢enim temenima B i C.

51. Lema 1: Ako se simetrala unutrasnjeg ugla kod temena A trougla
ANABC i prava BC' seku u tacki E, a simetrala spoljasnjeg ugla kod temena A
i prava BC u tacki F, onda vazi BA: CA=BE:CFE = BF :CF.

Dokaz leme 1: Neka je D tacka prave AC takva da vazi B(D,A,C) i
DA =2 AB. Trougao ADBA je jednakokraki, pa iz /BDA = /DBA sledi
LEAC = 1/BAC = L(n — /DAB) = {(/BDA + /DBA) = /BDA. Dakle,
prave DB i AE su paralelne, a trouglovi ADBC i AAEC sli¢ni, pa vazi BA :
CA=DA:CA=BE:CE.

Pretpostavimo da je AC' > AB. Tada vazi B(F, B,C) (ako je AC < AB,
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onda vazi B(B,C,F), a ako je AC = AB, onda simetrala spoljasnjeg ugla
kod temena A ne sece pravu BC). Neka je G tacka prave AC takva da vazi
B(A,G,C) i AG = AB. Trougao ABAG je jednakokraki, pa je simetrala ugla
/BAG (tj. ugla /BAC) — prava AFE normalna na pravoj BG. S druge strane,
prave AE i AF su simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla trougla AABC kod
temena A, pa su one medusobno normalne. Iz BG | AE i AF 1 AFE sledi
da su prave AF' i BG paralelne, a trouglovi AAFC i AGBC sli¢ni, pa vazi
BA:CA=GA:CA = BF : CF. (Tvrdenje se dokazuje analogno za slucaj
AC < AB.)

Dakle, vazi BA : CA = BE : CE i BA : CA = BF : CF, pa sledi
BA:CA=BE:CFE=BF :CF,sto jei trebalo dokazati. O

Lema 2: Ako su S i S, sredista upisanog kruga trougla AABC' i spolja
upisanog kruga koji odgovara temenu A i ako je E presecna tacka bisektrise
unutrasnjeg ugla /BAC i prave BC, onda vazi H(A, E; S, S,).

Dokaz leme 2: Tacke S, E'i S, pripadaju bisektrisi unutrasnjeg ugla /BAC
trougla AABC i vazi B(A,S,E,S,). Tacka S pripada bisektrisi ugla ZABE
(tj. ugla LABC), pa je ona presetna tacka bisektrise unutrasnjeg ugla kod
temena B i ivice AF trougla AABFE. Analogno, tacka S, je presetna tacka
simetrale spoljasnjeg ugla kod temena B trougla AABF i prave AF, pa, na
osnovu leme 1, vazi AS : SE = AB : BE = AS, : S,E. Pored toga, vazi i

B(A,S,E,S,), paje 43 = —4% ;. H(A, E;S,S,), §to je i trebalo dokazati.
SE S.E
O

Lema 3: Neka su S i 5, srediSta upisanog kruga trougla AABC' i spolja
upisanog kruga koji odgovara temenu A i neka je F presetna tacka bisektrise
unutrasnjeg ugla /BAC i prave BC. Ako je A" podnozje normale iz tacke A na
pravoj BC, a S i S, podnozja normala iz ta¢aka S i S, na pravoj AA’, onda
vazi H(A,A"; S, S,).

Dokaz leme 3: Prave SS, EA’ i S, S, su paralelne, pa su trouglovi AASS,
NAA'E i AAS,S, sliéni, odaklesledi AS : SE = AS : AA'1 AS, : S, E = AS,, :
AA'. Vazi B(A,S,E,S,) i B(A,S,A",S,), pa sledi 45 = AS j A% _ AS,

SE SA S E S, A’

p

Na osnovu leme 1, vazi H(A, B; S, S,), tj. 45 = —452 pa sledi AS _ _AS,
SE S E SA’ S_QA'
tj. H(A, A’} S, S,), $to je i trebalo dokazati. O

Lema 4: Ako krug cije je srediste tacka O dodiruje krake ugla /XY Z u
tackama X 1 Z, onda vazi Y X &Y Z.
Dokaz leme 4: Videti dokaz leme 1 u reSenju 12. |

Lema 5: Ako je R tacka dodira prave AB i upisanog kruga trougla AABC, a
R, tacka dodira prave AB i spolja upisanog kruga trougla AABC koji odgovara
temenu A, onda vazi AR = 1(AB + AC — BC), AR, = 1(AB + AC + BO) i
RR, = BC.

Dokaz leme 5: Neka su @Q i P tacke u kojima prave AC' i BC dodiruju
upisani krug trougla AABC. Na osnovu leme 4, vazi AR &2 AQ, BR = BP i
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CQ = CP. Vazii B(A,R,B), B(B,P,C) i B(A,Q,C), odakle sledi

AR = L(AR+ AQ) = X(BA— BR+CA—CQ) = %(BA—BP+CA—CP) .

1
2

N |

1 1
= §(BA +AC — (BP+ PC)) = §(BA + AC — BQO).

Neka su @, i P, tacke u kojima prave AC i BC dodiruju spolja upisani krug
trougla AABC koji odgovara temenu A. Na osnovu leme 4, vazi AR, = AQ,,
BR, &2 BP, i CQ, = CP,. Vazi i B(A,B,R,), B(B,P,,C) i B(A,C,Q.),
odakle sledi

1 1 1
AR, = S(AR,+4Qq) = 5(AB+BR,+AC+0Q,) = 5 (AB+BP,+AC+CF,)

- %(AB + AC + (BP, + P,C)) = %(AB 1+ AC £ BO).
Kako vazi raspored B(A, R, R,), iz AR = 3(BA+ AC — BC) i AR, = £(AB +
AC+BC) sledi RR, = AR, — AR = 1(AB+ AC+BC)- {(BA+AC—BC) =
BC, sto je i trebalo dokazati. |

Lema 6: Za razlicite kolinearne tacke A, B i C' postoji tacka D takva da je
H(A, B;C, D) ako i samo ako tacka C' nije srediste duzi AB.

Dokaz leme 6:

(«:) Pretpostavimo da tacka C nije srediste duzi AB. Neka je O proizvoljna
tacka van prave AB i neka je G presecna tatka prave OC i prave koja sadrzi
tacku B i paralelna je pravoj OA. Neka je H tacka simetri¢na tacki G u odnosu
na tacku B. Neka je D prese¢na tacka pravih AB i OH. Dokazimo da za tacku
D vazi H(A,B;C,D). Na osnovu sliénosti trouglova AOAC i AGBC sledi

94 — AC S druge strane, na osnovu slicnosti trouglova AOAD i AHBD vazi
BG CB

94 — AD  Kako je HB=BG sledi

HB  BD

_ — —_—

AC_0A _0A _AD __AD

CB BG HB BD DB

Dakle, ako tacka C nije srediste duzi AB, onda postoji tacka D takva da je
H(A, B;C, D), sto je i trebalo dokazati.

(=) Pretpostavimo da postoji tacka D takva da je H(A, B;C, D), tj. 4% =

—_ —_ —_

—4D j da je tacka C srediste duzi AB. Tada je 4 = 1, pa je 42 = —1.
c

DB B DB
Dakle, orijentisane duzi AD i DB nisu istosmerne, pa tacka D nije izmedu
tacaka A i B (i razli¢ita je od tacaka A i B). Ako vazi B(A, B, D), onda je

AD = AB+BD > BD i 42 = — 48 < 1 Analogno, ako vazi B(D, A, B),
DB
onda je BD = DA+ AB > AD i 42 = — 4D > 1 Dakle, ni u jednom slucaju
DB
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ne vazi 42 = —1, sto je kontradikcija. Odatle sledi da, ako je tacka C' srediste

DB
duzi AB, onda ne postoji tacka D, takva da je H(A, B;C, D), sto je i trebalo
dokazati. a
Pomocéna konstrukcija 1 — konstrukcija tacke D takve da vazi H(A, B;C, D),
gde su A, B i C razlicite kolinearne tacke i tacka C nije srediste duzi AB:
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u resenju 49. a

Pomocéna konstrukcija 2 — konstrukcija tangente iz tacke P na krug k:
Videti opis pomoéne konstrukcije u reSenju 37. ]

Pomoéna konstrukcija 3 — konstrukcija zajednicke unutrasnje tangente kru-
gova k1 i ko:

Videti opis pomoéne konstrukcije 2 u resenju 40. O

Pomoéna konstrukcija 4 — konstrukcija zajednicke spoljasnje tangente kru-
gova ki i ko.

Neka su r1 i ro poluprecnici, a O i Oy srediSta krugova ki i k.

Ako je ry = ro i ako su krugovi ki i ko identiéni, onda je svaka tangenta
kruga ki tangenta i kruga ko. Ako je r; # ro i krugovi se k1 1 ko dodiruju
iznutra u tacki T', onda postoji jedna zajednicka spoljasnja tangenta krugova ki
i ko. Nju konstruisemo kao normalu u tacki 7' na pravoj O,0s.

Ako nijedan od krugova ki i ko ne pripada unutrasnjosti drugog, ako se
oni ne dodiruju iznutra i ako je r; > r9, konstruisimo krug k| sa sredistem O i
polupre¢nikom r1 —rg. Na osnovu pomoéne konstrukeije 2, konstruisimo (jednu)
tangentu ¢g iz tacke Os na krug kj. Konstruisimo pravu p koja sadrzi tacku Os
i normalna je na pravoj ty i oznac¢imo sa Th njenu presecnu tacku sa krugom
ks koja je sa suprotne strane prave ty u odnosu na tacku O;. Konstruisimo
pravu t koja sadrzi tacku T, i paralelna je pravoj tg. Prava t je jedna od dve
zajednicke spoljasnje tangente krugova ki i ko (druga se konstruiSe analogno
za drugu tangentu iz tacke O na krug k}). Konstrukcija je analogna za slucaj
Ty >T1.

Ako nijedan od krugova ki i k2 ne pripada unutrasnjosti drugog, ako se oni
ne dodiruju iznutra i ako je r1 = rg, konstruisimo pravu ¢y odredenu tackama
01 i Oz. Konstruisimo pravu p koja sadrzi tacku Oy i normalna je na pravoj
to i oznac¢imo sa Ty jednu njenu preseénu tacku sa krugom ko. KonstruiSimo
pravu t koja sadrzi tacku T5 i paralelna je pravoj tg. Prava t je jedna od dve
zajednicke spoljasnje tangente krugova ki i k2 (druga se konstruise analogno za
drugu preseénu tacku prave p i kruga ks).

Ako jedan od krugova k; i ko pripada unutrasnjosti drugog, onda ne postoji
njihova zajednicka spoljasnja tangenta.

Dokaz pomoéne konstrukcije 4:

Ako se krugovi ki i ko dodiruju iznutra u tacki 7', onda normala u tacki T
dodiruje oba kruga i oni su sa iste strane te normale, pa je ona njihova spoljasnja
zajednicka tangenta.

Ako nijedan od krugova ki i ko ne pripada unutrasnjosti drugog, ako se ne
dodiruju iznutra i ako je r; > ro, rastojanje izmedu pravih t i to jednako je
05Ty = r9. Prava ty sadrzi tacku O, pa je rastojanje prave ¢t od tacke Oq
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jednako rg i prava t dodiruje krug ko. Prava ty je tangenta na krug ki, pa je
njeno rastojenje od tacke O; jednako 71 —ry, odakle sledi da je rastojanje prave
t od tacke O jednako r; — 1o + o = 71 (jer su tacka O; i prava ¢ sa raznih
strana prave tg), pa prava t dodiruje krug k. Krugovi k; i ko su sa iste strane
prave t, pa je ona njihova spoljasnja zajednicka tangenta.

Ako nijedan od krugova ki i ko ne pripada unutrasnjosti drugog, ako se ne
dodiruju iznutra i ako je r; = rg, rastojanje izmedu pravih ¢ i ¢ty jednako je
02T, = ro = r1. Prava ty sadrzi tacku Os, pa je rastojanje prave t od tacke
O- jednako 19 i prava t dodiruje krug ks. Analogno, prava ty dodiruje krug k.
Krugovi k7 i ko su sa iste strane prave t, pa je ona njihova spoljasnja zajednicka
tangenta. O

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Neka su S'i 9, sredista upisanog kruga k trougla AABC' i spolja upisanog kruga
ko koji odgovara temenu A i neka je E prese¢na tacka bisektrise unutrasnjeg
ugla /BAC trougla AABC i prave BC. Neka je A’ podnoZzje normale iz tacke
A na pravoj BC, a S'i S, podnozja normala iz tacaka S i S, na pravoj AA’.
Vazi AA" = h, i SA’ = p, a na osnovu leme 3 je H(A, A’;S,S,). Za tacke
A, A"i S jedinstveno je odredena tacka S, takva da je H(A, A’;S,S,). Vazi i
B(A,S,A’,S,), pa je tacka S izmedu tacke A’ i sredista duzi AA’, odakle sledi
da vazi he > 2p.

Neka su R i R, tacke u kojima upisani krug trougla AABC' i spolja upisani
krug koji odgovara temenu A dodiruju pravu AB. Na osnovu leme 5, vazi
RR, = BC = a. Vazi /R,RS = /RR,S, = /2, RS = SA' = pi R,S, =
A'S,. Tacka A je presecna tacka pravih RR, i SS,. Tacka B je prese¢na
tacka zajednicke unutrasnje tangente ¢ krugova k i k, i prave RR,. Tacka C je
presecna tacka prave t i zajednicke spoljasnje tangente krugova k i k, razlicite
od prave RR,.

Konstrukcija: Konstruisimo duz AgAj podudarnu datoj duzi h,. Kon-
struiimo tacku Sy takvu da vazi A§Sy = p i B(Ay, So, A}) (ukoliko je h, > 2p,
takva taCka postoji, a u suprotnom ne postoji resenje zadatka). Na osnovu
pomoéne konstrukeije 1, konstruisimo tacku Sp , takvu da vazi H (Ao, Ay; So, So.a)-

Konstruisimo duz RR, podudarnu datoj duzi a. Konstruisimo sa iste strane
prave RR, tacke S i S, takve da vazi /R,RS = /RR,S, = w/2, RS = p
i RySy = A}Sy.. Oznacimo sa A preseénu tacku pravih RR, i SS,. Kon-
strui§imo krug k sa srediStem S koji sadrzi tacku R. Konstruisimo krug k, sa
sredistem S, koji sadrzi tacku R,. Na osnovu pomoé¢ne konstrukcije 3, kon-
struisimo unutras$nju zajednicku tangentu t krugova k i k,. OznaCimo sa B
presecnu tacku pravih ¢ i RR,. Na osnovu pomoéne konstrukcije 4, konstruisimo
spoljasnju zajednicku tangentu ¢’ krugova k i k, koja je razlicita od prave RR,.
Oznacimo sa C preseénu tacku pravih ¢t i ¢'. Trougao AABC zadovoljava uslove
zadatka.

Dokaz: Krug k dodiruje prave RR,, t i t' tj. prave AB, BC i AC. Tacka B
i krug k su sa iste strane prave AC, tacka A i krug k su sa iste strane prave BC
i tacka C'ikrug k su sa iste strane prave AB, pa je krug k upisani krug trougla
AABC. Analogno, krug k, dodiruje prave RR,, t i t’ tj. prave AB, BC i AC.
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Tacka B i krug k, su sa iste strane prave AC, tacka A i krug k, su sa raznih
strana prave BC' i tacka C i krug k, su sa iste strane prave AB, pa je krug k,
spolja upisani krug trougla AABC koji odgovara temenu A. Tacke S i .S, su
sredista tih krugova, a tacke R i R, su tacke dodira tih krugova i prave AB. Na
osnovu leme 5, vazi RR, = BC. Na osnovu konstrukcije je RR, & a, pa sledi
BC % a.

Na osnovu konstrukcije je SR = p, pa je polupre¢nik upisanog kruga trougla
AABC podudaran duzi p.

Neka je A’ podnozje normale iz tacke A na pravoj BC, a S i S, podnozja
normala iz tacaka S i S, na pravoj AA’. Na osnovu leme 3, vazi H(A, A’; S, S,).
Duz A’S, podudarna je poluprecniku kruga k,, tj. duzi R,S,, a na osnovu
konstrukeije je RS, = A}Sp., pa sledi A’S, = A}Sy,. Pored toga, vazi
SA" =2 SR = p = SyA) i B(A,S,A",S,). Trojka tacaka (S,A4’,S,), dakle,
podudarna je trojki tacaka (Sp, A, So.a). Neka je A tacka takva da je cetvorka
tacaka (4,5, A’,S,), podudarna ¢etvorki tacaka (Ag,So, A, S0,.). Tada vazi
H(A, A’; S, S,). Medutim, na osnovu leme 6, postoji jedinstvena tacka A takva
da je H(A, A";S,S,), pa su tacke A i A identi¢ne, odakle sledi AA’ = AA’ =~
ApAj. Na osnovu konstrukcije je AgAj =2 hg, pa je duz AA’, tj. visina koja
odgovara temenu A podudarna datoj duzi h,, $to je i trebalo dokazati.

Diskusija: Da bi reSenje zadatka postojalo mora da vazi h, > 2p. Pored toga,
da se krugovi k i k, ne bi sekli (tj. da bi imali zajednicku unutrasnju tangentu)
mora da vazi SS, > p+p, (gde je p, duzina SqR,). 1z (RR,)?+(S,Re—SR)? =
(55,)% sledi a® + (p, — p)? = (55.)?, pa je uslov SS, > p + p, ekvivalentan sa
a® + (pa — p)? > (p + pa)?, odakle se dobija a® > 4pp,. Tacke A, A’, Si S, su

. AS _ _ AS, i ha=p _ hatpa ;5 , _ _h
harmonijski spregnute, pa iz £ = — =22 sledi L = pa” i pg = h_’;p.
Y S, A
2
Dakle, da bi zadatak imao resenja treba da vazi a® > 4pp, = ;‘L‘f’;p ihg > 2p.

Ako su ispunjeni ovi uslovi, onda zadatak ima dva podudarna resenja (koja
odgovaraju dvema zajednickim unutrasnjim tangentama krugova k i kg).

Rq

Sa

Slika 51 Slika 52

52. Pomocéna konstrukcija 1 — konstrukcija tangente iz tacke P na krug k:
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Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u resenju 37. O

Pomoéna konstrukcija 2 — konstrukcija slike tacke P u inverziji y:

Neka je O srediste kruga k koji odreduje inverziju 1.

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, konstruisimo (na osnovu pomoéne
konstrukeije 1) najpre tangentu iz tacke P na krug k i oznac¢imo sa T njenu tacku
dodira sa krugom k. Trazena tacka P’ = 1, (P) je podnozje normale iz tacke T'
na pravoj OP.

Ako tacka P pripada krugu k, onda se tacka P u inverziji 1, preslikava u
sebe, pa je trazena tacka P’ upravo tacka P.

Ako tacka P pripada unutra$njosti kruga k, konstruisimo najpre normalu
iz tacke P na pravoj OP i oznac¢imo sa T njenu presecnu tacku sa krugom k.
Trazena tacka P’ = i (P) je presecna tacka prave OP i tangente ¢t na krug k u
tacki T

Dokaz pomoée konstrukcije 2:

Neka je r polupre¢nik kruga k.

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, vazi B(O, P’, P), pa su uglovi
LTOP' i /TOP podudarni. Pored toga, uglovi ZOTP i /OP'T su pravi, pa
su trouglovi AOPT i AOP'T slicni odakle sledi OP : OT = OT : OP' i
OP-OP' = OT? = 2. 1z B(O,P',P) i OP - OP'" = r2, na osnovu definicije
inverzije, sledi P’ = 15 (P).

Ako tacka P pripada krugu k, onda je P’ = P, pa su tacke P i P’ sa iste
strane tacke O i vazi OP - OP' = r?, pa je P = ¢ (P).

Ako tacka P pripada unutrasnjosti kruga k, vazi B(O, P, P’), pa su uglovi
/TOP i /TOP’ podudarni. Pored toga, uglovi ZOTP’ i /OPT su pravi, pa
su trouglovi AOPT i AOP'T slicni odakle sledi OP : OT = OT : OP' i
OP-OP' = OT? = r2. 1z B(O,P,P") i OP - OP' = r?, na osnovu definicije
inverzije, sledi P’ = v, (P). |

Pomoéna konstrukcija 3 — konstrukcija slike prave p u inverziji ¥y :

Neka je O srediste kruga k koji odreduje inverziju ¢y.

Ako prava p sadrzi tacku O onda je slika prave p bez tacke O u inverziji ¥y,
sama prava p bez tacke O.

Ako prava p ne sadrzi tacku O?, neka je P podnozje normale iz tacke O
na pravoj p. Na osnovu pomocéne konstrukcije 2, konstruis§imo sliku tacke P
u inverziji ¢. Konstruisimo krug p’ ¢iji je precnik duz OP’. Slika prave p u
inverziji 1 je krug p’ bez tacke O.

Dokaz pomoéne konstrukcije 3:

Ako prava p sadrzi tacku O onda se ona bez tacke O, zaista, na osnovu
teoreme 28.7 preslikava na sebe bez tacke O.

Ako prava p ne sadrzi tacku O, onda se ona preslikava na krug koji sadrzi
tacku O bez tacke O. U inverziji ¢, prava OP se preslikava na sebe (T28.7), i
prava p normalna je na pravoj OP, pa kako se inverzijom uglovi preslikavaju u
njima podudarne uglove (T28.9), sledi da je krug koji je slika prave p normalan

4U specijalnom slucaju, ako prava p ne sadrzi tacku O i see krug k u tackama P i Q, onda,
se ona preslikava na krug odreden tackama P, @ i O bez tacke O.
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na pravoj OP. Prava p sadrzi tacku P, pa slika prave p u inverziji ¢y sadrzi
sliku tacke P u inverziji 1, — tacku P’. Dakle, krug koji je slika prave p u
inverziji 1, sadrzi tacke O i P’ i normalan je na pravoj OP, odnosno pravoj
OP', tj. krug koji je slika prave p je krug ¢iji je precnik duz OP’, a to je upravo
krug p’. Dakle, prava p se u inverziji ¢y zaista preslikava na krug p’ bez tacke

0. O

Pomocéna konstrukcija 4 — konstrukcija slike kruga l u inverziji ¥y,:

Neka je O srediste kruga k koji odreduje inverziju v, i neka je O srediste
kruga .

Ako krug [ sadrzi tacku O°, neka je P tacka kruga [ koja je simetriéna tacki
O u odnosu na tacku O’'. Na osnovu pomo¢ne konstrukcije 1, konstruisimo sliku
tacke P u inverziji 1, i oznac¢imo je sa P’. Konstruisimo pravu I’ koja sadrzi
tacku P’ i normalna je na pravoj OO’. Slika kruga [ bez tacke O u inverziji 1y,
je prava [.

Ako krug [ ne sadrzi tacku O, neka su P i @) presecne tacke kruga [ i prave
0OO’. Na osnovu pomoéne konstrukcije 1, konstruisimo slike tacaka P i Q u
inverziji 1, i oznac¢imo ih sa P’ i Q. Konstruisimo krug [’ ¢iji je precnik duz
P'Q’. Krug I’ je slika kruga [ u inverziji 1.

Dokaz pomocéne konstrukcije 4:

Ako krug [ sadrzi tacku O, onda se on bez tacke O, na osnovu teoreme 28.8
preslikava na pravu. U inverziji ¢, prava OO’ se preslikava na sebe (T28.7), i
krug ! je normalan na pravoj OO’, pa kako se inverzijom uglovi preslikavaju u
njima podudarne uglove (T28.9), sledi da je prava koja je slika kruga [ normalna
na pravoj OO’. Krug [l sadrzi tacku P, pa slika kruga [ u inverziji ¢ sadrzi
sliku tacke P u inverziji ¢, — tacku P’. Dakle, prava koja je slika kruga [ u
inverziji 1, sadrzi tacku P’ i normalna je na pravoj OO’. Kako prava I’ sadrzi
tacku P’ i normalna je na pravoj OO’ i kako je takva prava jedinstvena 12.1,
sledi da je prava I’ slika kruga [ bez tacke O u inverziji 1.

Ako krug [ ne sadrzi tacku O, onda se on na osnovu teoreme 28.8 preslikava
na krug. U inverziji ¢y prava OO’ se preslikava na sebe (T28.7), i krug [ je
normalan na pravoj OO’, pa kako se inverzijom uglovi preslikavaju u njima
podudarne uglove (T28.9), sledi da je krug koji je slika kruga ! normalan na
pravoj OO’. Krug | sadrzi tacke P i Q, pa slika kruga [ u inverziji ¢y sadrzi
slike tacaka P i Q u inverziji 1, — tacke P’ i Q'. Dakle, krug koji je slika kruga
[ u inverziji vy sadrzi tacke P’ i Q' i normalna je na pravoj OO’. Tacke P’ i Q’
pripadaju pravoj OO’, pa sledi da slika kruga [ u inverziji v, krug ¢iji je precnik
duz P’'Q’, a to je, na osnovu konstrukcije, upravo krug [’. O

Pomoéna konstrukcija 5 — konstrukcija zajednicke spoljasnje tangente (ra-
Zlicitih) krugova ky i ko:

Videti opis pomo¢ne konstrukcije 4 u resenju 51. o

Pomocéna konstrukcija 6 — konstrukcija zajednicke unutrasnje tangente kru-
gova ky i ko:

5U specijalnom slucaju, ako krug [ sadrzi tacku O i sece krug k u tatkama P i ), onda se
on bez tacke O preslikava na pravu PQ.
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Videti opis pomoc¢ne konstrukcije 2 u reSenju 40. O

Analiza: Pretpostavimo da krug k zadovoljava uslove zadatka. Neka je [
prozvoljan krug sa sredistem A. Krug k sadrzi tacku A, pa se u inverziji ¥; on
preslikava na neku pravu p koja ne sadrzi tacku A. Krugovi ki i ko ne sadrze
tacku A, pa se u inverziji ¢; preslikavaju na krugove kj i k%. Krug k dodiruje
krugove ki i ko, pa, s obzirom na to da inverzija ¢uva incidencije, prava p
dodiruje krugove kj i kb, tj. prava p je zajednicka tangenta za krugove ki i kb.
Inverzija je involucija, pa je ;(p) = k.

Konstrukeija: Konstruisimo najpre proizvoljan krug [ sa srediStem A i zatim
(na osnovu pomocéne konstrukcije 4) konstruisimo krugove k7 i k% na koje se
redom, u inverziji v;, preslikavaju krugovi k1 i k2. KonstruiSimo zajednicku
tangentu p ovih krugova (na osnovu pomoé¢nih konstrukeija 5 i 6). Ako p ne
sadrzi tacku A, konstruisimo krug k koji je slika prave p u inverziji ¢); (na osnovu
pomoéne konstrukcije 3). Krug k zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, krugovi k1 i ko se u inverziji v; preslikavaju
na krugove k{ i k). Inverzija je involucija, pa vazi i obratno, tj. krugovi k7 i k)
se u inverziji ¢; preslikavaju na krugove ki i ko. Na osnovu konstrukcije, prava
p preslikava se, u inverziji v, na krug k, pa, kako prava p dodiruje krugove &} i

%, sledi da slika prave p — krug k dodiruje slike krugova kj i k%, tj. krugove k;
i ko. Kako p ne sadrzi tacku A, ona se preslikava na krug koji sadrzi tacku A.
Dakle, krug k sadrzi tacku A i dodiruje krugove k1 i ko, Sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: U zavisnosti od njihovog medusobnog polozaja, krugovi kj i k)
mogu imati 0, 1, 2, 3 ili 4 zajednicke tangente. Svaka od tih tangenti koja
ne sadrzi tacku A odreduje jedno resenje. Dakle, u zavisnosti od medusobnog
polozaja krugova kf i k i tacke A, moze postojati 0, 1, 2, 3 ili 4 reSenja zadatka.

53. Pomoéna konstrukcija 1 — konstrukcija slike prave p u inverziji iy :

Videti opis pomoéne konstrukcije 3 u resenju 52. O

Pomocéna konstrukcija 2 — konstrukcija slike kruga l u inverziji ¥y, :

Videti opis pomoc¢ne konstrukcije 4 u resenju 52. O

Pomoéna konstrukcija 3 — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X wvazi
L/AXB =« (gde su A i B date tacke, a o dati ugao mangi od opruzenog ugla):

Videti opis pomoéne konstrukeije u resenju 35. O

Pomoéna konstrukcija 4 — konstrukcija prave p koja sadrzi tacku P 1 sece
krug k pod uglom a (gde je a < 5 )° :

Neka je O srediste kruga k. Razlikujemo dva slucaja:

a = 5: Konstui§imo pravu p odredenu tackama P i O. Prava p i krug k seku
se pod uglom a = 5. (U ovom slucaju prava p je jedinstvena prava koja
sadrzi tacku P i sece krug k pod uglom «.)

6Ugao preseka prave p i kruga k koji se seku u tacki T je ostar ili prav ugao koji zahvataju
prava p i tangenta ¢ kruga k u tacki P. (Ako se prava p i krug k seku u dve tacke T7 i Tb i
ako su t1 i tg tangente kruga k u tackama P; i Ps, ostri ili pravi uglovi koji zahvata prava p
sa pravama t1 odnosno t2 su podudarni.)
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a < 5: Ako tacka P pripada unutrasnjosti kruga k, konstruisimo otvoreni lik za
¢iju svaku tacku X vazi ZOXP = § —a (na osnovu pomocne konstrukcije
3). Presec¢nu tacku tog litka i kruga k& oznacimo sa T. Konstuisimo pravu
p odredenu tackama P i T. (Druga prava koja sadrzi tacku P i sece
krug k£ pod uglom o odgovara drugom liku za ¢iju svaku tacku X vazi
/OXP =73 —a)

Ako tacka P pripada krugu k, konstruiS§imo pravu ¢ koja sadrzi P i nor-
malna je na pravoj OP. Konstruisimo pravu p koja pravoj t zahvata ugao
a. (Druga prava koja sadrzi tacku P i sece krug k pod uglom a odgovara
drugoj pravoj koja sadrzi tacku P i sa pravom ¢ zahvata ugao «.)

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, konstruis$imo otvoreni lik za
¢iju svaku tacku X vazi ZOXP = a+ 7 (na osnovu pomocne konstrukcije
3). Presecnu tacku tog lika i kruga k oznacimo sa T'. Konstui§imo pravu
p odredenu tackama P i T. (Druga prava koja sadrzi tacku P i sece
krug k pod uglom « odgovara drugom liku za ¢iju svaku tacku X vazi
/OXP=a+7.)

Prava p i krug k seku se pod uglom «.

Dokaz pomoéne konstrukcije 4:
Neka je T jedna presecna tacka prave p i kruga k i neka je t tangenta na
krug k u tacki T

a = 5: Tangenta t na krug k& u tacki P je normalna na pravoj OP, pa su prave
p it medusobno normalne, odakle sledi da je prava p normalna na krug k,
tj. prava p i krug k seku se pod uglom a = 7.

a < §: Ako tacka P pripada unutrasnjosti kruga k, tacka T' pripada liku za
¢iju svaku tacku X vazi /OXP = 3 —a, paje ZOTP = 3 —a. Prave OT
i t su medusobno normalne, pa, kako su tacke O i P sa iste strane prave
t, sledi da prave p i t zahvataju ugao 5 — LOTP = § — (5 — o) = «, §to
je 1 trebalo dokazati.

Ako tacka P pripada krugu k, prave p i ¢t zahvataju ugao « na osnovu
konstrukcije.

Ako tacka P pripada spoljasnjosti kruga k, tacka T pripada liku za ¢iju
svaku tacku X vazi ZOXP = a+ 3, paje ZOTP = a+ 5. Prave OT' it
su medusobno normalne, pa, kako su tacke O i P sa raznih strana prave
t, sledi da prave p it zahvataju ugao ZOTP — § = a+ 5 — 5 = a, §to je
i trebalo dokazati.

O

Analiza: Pretpostavimo da krug k zadovoljava uslove zadatka. Neka je 1
inverzija u odnosu na krug ¢ije je srediste tacka A i koji sadrzi tacku B. Krug k
sadrzi tacku A, pa se, bez tacke A, u inverziji ¢ preslikava na pravu k' koja ne
sadrzi tacku A (T28.8). Tacka B se preslikava u sebe, pa, kako krug k sadrzi
tacku B, sledi da prava k' takode sadrzi tacku B. Krug [ ne sadrzi tacku A, pa
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se, u inverziji v, preslikava na krug I’ koji ne sadrzi tacku A. Krugovi kil se
seku pod uglom «, pa se (na osnovu teoreme 28.9) prava k' i krug !’ seku pod
uglom a.

Dakle, prava k' sadrzi tacku B i sece krug I’ pod uglom «. Krug k odreden
je slikom prave k' u inverziji ¢ (jer je inverzija involucija).

Konstrukcija: Konstruisimo krug k¢ takav da mu je srediSte tacka A i da
sadrzi tacku B. Konstruisimo krug I’ koji je slika kruga [ u inverziji v u odnosu
na krug ko (na osnovu pomocéne konstrukcije 2). Konstruisimo pravu &’ koja
sadrzi tacku B i sece krug I’ pod uglom « (na osnovu pomoéne konstrukcije 4).
Ako tacka A ne pripada pravoj k', onda konstruisimo sliku prave k' u inverziji 1
(na osnovu pomoéne konstrukeije 1). Tada je slika prave k' u inverziji ¢ trazeni
krug k kome nedostaje tacka A. (Ako tacka A pripada pravoj k', onda resenje
ne postoji.)

Dokaz: Kako tacka A ne pripada pravoj k', na osnovu teoreme 28.7, ona
se u inverziji ¢ preslikava na krug k koji sadrzi tacku A bez tacke A. Tacka B
pripada krugu kg, pa se u inverziji ¢ preslikava u sebe. Na osnovu konstrukcije,
prava k' sadrzi tacku B, pa tacku B sadrzi i krug k.

Na osnovu konstrukceije, krug [ se u inverziji ¢ preslikava na krug I’. Inverzija
je involucija, pa sledi da se krug I’ u inverziji ¢ preslikava na krug {. Prava &k’
i krug [ se, na osnovu konstrukcije, seku pod uglom «, pa kako inverzija “cuva
uglove” (T28.9), sledi da se i njihove slike u inverziji ¢ seku pod uglom «.
Dakle, krug k i krug [ seku se pod uglom a.

Dakle, krug k sadrzi tacke A i B i sece krug [ pod uglom «.

Diskusija: Ako tacka A pripada pravoj k' reSenje ne postoji.

Ako tacka A ne pripada pravoj k':

e ako je a # 7 postoje dve prave koje sadrze tacku B i seku krug I’ pod
uglom « i svakoj odgovara po jedno resenje zadatka.

e ako je a = § postoji jedinstvena prava koja sadrzi tacku B i sece krug [’
pod pravim uglom i toj pravoj odgovara jedinstveno resenje zadatka.

k1
B
S
4
I
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Slika 53 Slika 54
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54. Analiza: Pretpostavimo da kvadrat ABC' D zadovoljava uslove zadatka.
Tacke B i D su simetri¢ne u odnosu na pravu AC' tj. pravu s, pa vazi D = Ss(B).
Tacka B pripada krugu ki, pa slika tacke B u osnoj refleksiji S; (tacka D)
pripada slici kruga ki u istoj toj osnoj refleksiji (krug k7). Tacka D je, dakle,
presecna tacka krugova ko i kf. Tacka B je slika tacke D u osnoj refleksiji
Ss. Ako je O podnozje normale iz D, onda za tacke A i C vazi B(A,O,C) i
AO =2 CO = DO.

Konstrukcija: KonstruiSimo i ozna¢imo sa ki krug simetrican krugu k; u
odnosu na pravu s (k] = Ss(k1)). Jednu od pre¢nih tacaka krugova kf i ko (ako
postoji) ozna¢imo sa D. Sa B oznatimo tacku simetriénu tacki D u odnosu na
pravu s (B = S8s(D)). Sa O ozna¢imo podnozje normale iz D na pravu s, a sa
A'i C tacke prave s takve da je B(A4,0,C) i AO = CO = DO. Cetvorougao
ABCD je kvadrat koji zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, tacka D pripada krugu ko, a tacke A i
C pripadaju pravoj s i vazi B(A,0,C), AO = CO = DO i DO 1 AC, pa
su trouglovi AAOD i ACDO pravougli jednakokraki i medusobno podudarni,
odakle sledi AD = CD i /ADO = /ODC = 7. Na osnovu konstrukcije je
B(A,0,C), paje /ADC = 5 i /OAD = /OCD = 7. Na osnovu konstrukcije
tacka D pripada krugu &}, pa vazi tacka B = Ss(D) pripada krugu Ss(k}) = k;.
Kako tacke A i C pripadaju pravoj s i B = S4(D), sledi BA = AD i BC = CD
i /ABC = 3, /OAB = [OCB = 7. Dakle, BA = AD = CD = BCi
/ADC = /DCB = /CBA = /BAD = 7, pa je cetvorougao ABCD kvadrat
i tacke A i C pripadaju pravoj s, tacka B pripada krugu k; i tacka D pripada
krugu ko, Sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Ako se krugovi ko 1 &} = Ss(k1) dodiruju, zadatak ima dva resenja
(tacke A i C' mogu biti izabrane na dva (simetri¢na) nacina). Ako se krugovi
ko i ki seku, zadatak ima Cetiri reSenja (za svaku presecnu tacku ovih krugova
tacke A 1 C mogu biti izabrane na po dva (simetri¢na) nacina). Ako su krugovi
ko i k7 identicni, zadatak ima beskona¢no mnogo resenja. Inace, zadatak nema
resenja.

55. Lema 1: Kompozicija tri centralne simetrije (euklidske) ravni takode je
centralna simetrija te ravni.

Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 2 u resenju 26. O

Lema 2: Kompozicija neparnog broja centralnih simetrija ravni takode je
centralna simetrija te ravni.

Dokaz leme 2: Matematickom indukcijom dokazimo da je kompozicija Sp, o
So, 0...080,, , centralna simetrija.

Tvdenje trivijalno vazi za n = 1 (Sp, je zaista centralna simetrija ravni).
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n i dokazimo da vazi i za n+ 1, tj. dokazimo
da je za proizvoljne tacke O1, Oaq, ..., Ogp_1, O2y, Ogpy1 kompozicija Sp, o
80,0 ...080,,_, ©80,, ©S0,,,, centralna simetrija. Na osnovu induktivne
pretpostavke vazi Sp, 0 Sp, 0...080,,_, ©50,, ©50,,.1 = S0 °80,, ©50,,,, -
Na osnovu leme 1, vazi Sp 0 So,,, ©S0,,., = Sor . Dakle, tvrdenje vazi za svaku
vrednost n, ¢ime je dokazano tvrdenje leme. |
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Analiza: Pretpostavimo da petougao AiAsA3zA4As zadovoljava uslove za-
datka. Tacke Pl, PQ, P3, P4, P5 su srediSta ivica A1 Ag, A2A37 A3A4, A4A5, A5A1
petougla Ay Ay A3A4As, pa je Z(A1) = Sp, 0 Sp, © Sp, 0 Sp, 0 Sp, (A1) = Aj,
tj. tacka A je invarijantna tacka preslikavanja Z. Na osnovu leme 2, 7 je
centralna simetrija. Kako je T(A4;) = A;, sledi da je A; centar centralne
simetrije Z. Neka je X; proizvoljna tacka ravni i neka je Xo = Sp,(X1),
Xg = SPZ(XQ), X4 = Sp3(X3), X5 = Sp4(X4), X6 = 8p4(X5). Dakle, X6 =
Sp, 0 Sp, 0 Sp, 0 Sp, 0 Sp,(X1) = Z(X1) = S4,(X1). Dakle, u centralnoj
simetriji S4, tacka Xy se preslikava u tacku Xg, pa je tacka A; srediste duzi
X1X6 ili su tacke Xl, X6 i A1 identi¢ne. Vazi i AQ = Spl (Al), A3 — Sp2 (AQ),
Ay = 8p,(A43), As = Sp,(A4).

Konstrukcija: Oznacimo sa X; proizvoljnu tacku ravni. Konstruisimo tacke
XQ, Xg, X4 i X5 takve da je X2 = Spl(Xl), X3 = Sp2(X2), X4 = Sp3(X3),
X5 = Sp,(X4), X6 = Sp, (X5). Oznacimo sa A; srediste duzi X; Xg ako su tacke
X1 1 X razlicite, ili tacku X7 ako su tacke X i Xg identi¢ne. Konstruisimo
tacke AQ, Ag, A4 i A5 takve da je A2 = Spl (Al), A3 = SPz(AQ), A4 = Sps(Ag),
As = Sp,(A4). Petougao Ay Ay A3 Ay As zadovoljava uslove zadatka.

Dokaz: Tacke P1,P2,P37P4 su sredista duzi A1A27 A2A3, A3A4, A4A5 na
osnovu konstrukcije. Potrebno je jos dokazati da je tacka Ps srediste duzi A, As.
Na osnovu leme 2, kompozicija Sp, 0 Sp, 0Sp, 0Sp, 0 Sp, je centralna simetrija.
U toj centralnoj simetriji tacka X; preslikava se u tacku Xg, pa je centar te
simetrije istovremeno srediste duzi X1 Xg (ako su tacke X7 i X4 razlicite) ili tacka
X1 (ako su tacke X7 i X4 identi¢ne). Kako je, na osnovu konstrukcije, tacka Aq
srediste duzi Xy X (ako su tacke X7 i Xg razlicite) ili je identicna tacki X; (ako
su tacke X; 1 X identi¢ne), sledi da je Sp, o Sp, 0 Sp, 0 Sp, o Sp, = Sa,. Na
osnovu konstrukeije je Sp, 0Sp, 0Sp,08p,0Sp, (A1) = Sp,0Sp,0Sp, 0Sp,(A2) =
Sp,08p,08p,(A3) = Sp,0Sp, (A4) = Sp,(As). S druge strane je Sa, (A1) = Ay,
pa vazi Sp,(As) = Sa, (A1) = Aj, odakle sledi da je tacka Ps; zaista srediste
duzi A1A5.

Diskusija: Petougao A; Ao A3A4As sa zadatim svojstvima uvek postoji s tim
§to moze biti samopresecajudi ili degenerisan (sa kolinearnim susednim ivicama).

X4 Q

Slika 55 Slika 56
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56. Pomocéna konstrukcija — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X vazi
L/AXB =« (gde su A i B date tacke, a o dati ugao manji od opruZenog ugla):
Videti opis pomo¢ne konstrukcije u resenju 35. O

Analiza: Pretpostavimo da tacka X zadovoljava uslove zadatka. Neka su
tacke X', M i N podnozja normala iz tacaka X, M i N na polupravoj ¢ i neka
je M' = S,(M).

Pretpostavimo da su identi¢ne tacke M i N (tj. da vazi MN 1 ¢q). Ako
tacka X’ ne bi bila identi¢na sa njima, onda bi tacke Y i Z bile razlicite i sa
iste strana tacke X', sto je u kontradikciji sa XY = X Z. Dakle, u ovom slucaju
tacka X' je identi¢na sa tackama M i N, a tacka X je presecna tacka prave
M N i poluprave p.

Pretpostavimo da vazi B(O, M, N) (analogno za sluéaj B(O, N, M)). Ako
tacka X' nije izmedu tacaka M i N, onda tacke Y i Z nisu sa raznih strana
tacke X', odakle (i iz XY = XZ) sledi da su tacke Y i Z identi¢ne; u tom
slucaju tacka X je presecna tacka prave M N i poluprave p. Ako je tacka
X’ izmedu tacaka M i N, iz ZOXM' = (OXM i /YXX' = /X'XZ sledi
[M'XN =2/0XX"=22-5—-/XX'O—-/pOq) = 2(5 — LpOq). Dakle, tacka
X pripada polupravoj p i skupu tacaka K takvih daje ZM'KN = 2(5 — /pOq)
(i da su sa suprotne strane prave M’N u odnosu na tacku O).

Konstrukcija: Konstruisimo tacku M’ = S, (M), a zatim, na osnovu pomoéne
konstrukcije, lik koji je skup tacaka K takvih da je ZM'KN = 2(5 — /pOq).
(i da su sa suprotne strane prave M'N u odnosu na tacku O). Presek tog liika
i poluprave p oznacimo sa X. Tacka X zadovoljava uslove zadatka.

Ako prava M N sece polupravu p, ta presecna tacka je drugo resenje zadatka.

Dokaz: Ako tacka X nije konstruisana kao presecéna tacka prave MN i
poluprave p, neka je tacka X’ podnozje normale iz tacke X na polupravoj g.
Na osnovu konstrukcije je ZM'XO = /OXM i LZM'XN = 2(5 — /pOq). Kako
je LOXX' = 5 — (pOq sledi (X'XZ = /M'XN — [OXX' — /M'XO =
2(5 — LpOq) — (5 — LpOq) — LM'XO = (5 — LpOq) — LM'XO = LOXM +
LYXX' = /M'XO=/YXX' 12 [lYXX' = /ZXX', [YX'X =/ZX'X =T
1 XX =XX'sledi AYX'X 2 ZXX'1 XY = XZ, §to je i trebalo dokazati.

Ako je tacka X konstruisana kao presecna tacka prave M N i poluprave p,
onda su tacke Y i Z identi¢ne, pa trivijalno vazi XY = X 7.

Diskusija: Tacke N i M’ su sa raznih strana poluprave p, pa konstruisani lik
uvek sece polupravu p. Jedno reSenje zadatka, dakle, uvek postoji. Ako prava
MN sece polupravu p, zadatak ima dva resenja. (Ako je prava M N normalna
na polupravoj ¢, onda su ta dva reenja identi¢na.)

57. Lema: Ako se u rotaciji Ro,, sa srediStem O i za orijentisani ugao w
(w < 7/2) poluprava p preslikava na polupravu ¢, onda je ugao koji zahvataju
poluprave p i q i koji je orijentisan kao ugao w podudaran uglu w.

Dokaz leme: Neka je P teme poluprave p, @) teme poluprave ¢ i neka je R
presecna tacka pravih odredenih polupravama pig. Neka je P; proizvoljna tacka
otvorene poluprave p i neka je @1 tacka poluprave g takva da je PP; = QQ;.
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Pretpostavimo da je OP L p. Na osnovu svojstava izometrijskih transfor-
macija sledi OQ L g, pa je Cetvorougao sa temenima O, P, R, @ tetivan. Ako
su tacke O i R sa iste strane prave PQ, onda je /PRQ = /POQ = w i ugao
koji zahvataju poluprave p i ¢ podudaran je uglu koji zahvataju poluprave RP
i RQ i jednak je /ZPRQ = w. Ako su tacke O i R sa raznih strana prave PQ,
onda je /ZPRQ = n/2— /POQ = /2 — w i ugao koji zahvataju poluprave p i ¢
podudaran je uglu koji zahvataju poluprave pi RQ i jednak je 7/2— / PRQ = w.

Pretpostavimo da nije OP L p. Neka su Py i Q9 podnozja normala iz tacke
O na pravama odredenim polupravama p i g. Na osnovu svojstava izometrijskih
transformacija sledi Ro o (Py) = Qo. Neka su p’ i ¢’ poluprave sa temenima
Py, odnosno @y koje pripadaju pravama odredenim polupravama p i q. Na
osnovu prvog dela dokaza sledi da poluprave p’ i ¢’ zahvataju ugao w. Ugao
koji zahvataju poluprave p i ¢ jednak je uglu koji zahvataju poluprave p’ i ¢,
tj. jednak je w, sto je i trebalo dokazati. a

Pomoéna konstrukcija — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X vazi /AX B
=« (gde su A i B date tacke, a a dati ugao manji od opruzenog ugla):
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije u resenju 35. O

Analiza: Pretpostavimo da tacke X 1Y zadovoljavaju uslove zadatka. Neka
je R rotacija sa sredistem O za usmeren ugao ZXOY (taj ugao podudaran
je uglu w). U toj rotaciji tacka X preslikava se u tacku Y. Neka je P’ slika
tacke P u rotaciji R i neka je Z presec¢na tacka pravih XP i YP’. Neka je x
poluprava prave PX sa temenom Z koja je istosmerna sa polupravom X P i
neka je y poluprava prave P’'Y sa temenom Z koja je istosmerna sa polupravom
Y P’. Poluprava X P se u rotaciji R preslikava na polupravu Y P’, pa ove dve
poluprave zahvataju ugao w i poluprave x i y zahvataju ugao w. Prave QY i
PX su paralelne, pa je ili tacka @) sa iste strane prave P'Y kao i poluprava x i
poluprave Y @Q i Y P’ zahvataju ugao w, ili je tacka @ sa suprotne strane prave
P'Y u odnosu na polupravu x i poluprave Y Q i Y P’ zahvataju ugao m — w.
Dakle, tacka Y je presecna tacka kruga k i skupa tacaka iz kojih se duz P’'Q
vidi pod uglom w ili skupa tacaka iz kojih se duz P’Q vidi pod uglom 7 — w.
Tacka X je slika tacke Y u rotaciji R 1.

Konstrukcija: Neka je R rotacija sa sredistem O za ugao w (za jednu od dve
moguce orijentacije). Oznac¢imo sa P’ sliku tacke P u rotaciji R.

Konstruisimo, na osnovu opisa pomoc¢ne konstrukcije, skup tacaka iz kojih
se duz P’Q vidi pod uglom w, tj. dva liikka sa raznih strana duzi P’(Q iz ¢ijih se
tacaka duz P’Q vidi pod uglom w. Presecnu tacku tog skupa i kruga k oznac¢imo
sa Y. Oznacimo sa Z preseénu tacku pravih PX i P'Y, sa x polupravu prave
PX sa temenom Z koja je istosmerna kao i poluprava X P i sa y polupravu
prave P'Y sa temenom Z koja je istosmerna kao i poluprava Y P’. Ako je tacka
(@ sa iste strane prave P'Y kao i poluprava z, ozna¢imo sa X sliku tacke Y u
rotaciji R ™! (u protivnom, ne postoji reSenje za izabranu rotaciju R i prese¢nu
tacku Y).

Druga moguénost je analogna: konstrui§imo, na osnovu opisa pomoéne kon-
strukcije, skup tacaka iz kojih se duz P’Q vidi pod uglom 7 — w, tj. dva lika
sa raznih strana duzi P’'Q iz ¢ijih se tacaka duz P'Q vidi pod uglom 7 — w.
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Preseénu tacku tog skupa i kruga k oznac¢imo sa Y. Oznacimo sa Z presecnu
tacku pravih PX i P'Y, sa x polupravu prave PX sa temenom Z koja je is-
tosmerna sa polupravom X P i sa y polupravu prave P’Y sa temenom Z koja je
istosmerna sa polupravom Y P’. Ako su tacka @ i poluprava z sa raznih strana
prave P'Y | ozna¢imo sa X sliku tacke Y u rotaciji R ~! (u protivnom, ne postoji
resenje za izabranu rotaciju R i prese¢nu tacku V).

Dokaz: Tacka Y, na osnovu konstrukcije, pripada krugu k. Tacka X je, na
osnovu konstrukcije, slika tagke Y u rotaciji R, pa tacka X pripada krugu k
i ugao ZXOY podudaran datom uglu w.

Na osnovu konstrukcije, poluprava Y P’ se u rotaciji R™! preslikava na po-
lupravu X P (i poluprava X P se u rotaciji R preslikava na polupravu Y P’),
pa poluprave x i y zahvataju ugao w. Na osnovu konstrukcije, poluprava Y @
zahvata sa polupravom Y P’ ugao w i sa iste je strane prave P’Y kao i poluprava
x, ili poluprava Y Q zahvata sa polupravom Y P’ ugao w i sa iste je strane prave
P'Y kao i poluprava x, pa, u oba slucaja, vazi Y Q| PX.

Dakle, tacke X 1Y pripadaju krugu & i vazi PX||QY i ZXOY = w, §to je i
trebalo dokazati.

Diskusija: Lukovi iz ¢ijih se tacaka duz P’Q vidi pod uglom w, odnosno
7 —w (po dva za svaki ugao) pripadaju dvama krugovima (koji sadrze tacke P’
i Q), pa je broj presecnih tacaka tih likova i kruga k najvise Getiri.

Za obe mogucde rotacije R, u zavisnosti od broja prese¢nih tacaka kruga k i
skupa tacaka iz kojih se duz P’Q vidi pod uglom w ili pod uglom 7 —w moguce
je da resenje ne postoji, da postoji jedno, dva, tri ili ¢etiri resenja.

Dakle, u zavisnosi od medusobnog odnosa datih tacaka P i @, kruga k i
datog ugla w, moguce je da zadatak nema resenja ili da ima izmedu jednog i
osam reSenja.

Slika 57 Slika 58

58. Lema 1: Ako je tacka P izmedu temena A i B trougla AABC, onda
vazi /BPC > BAC.

Dokaz leme 1: Ugao /BPC je spoljasnji ugao trougla AACP koji odgovara
temenu P, pa, na osnovu teoreme 11.11 vazi /BPC > /PAC = /BAC. a

Lema 2: Ako tatka @ pripada unutrasnjosti trougla AABC, onda vazi
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/BQC > /BAC.

Dokaz leme 2: Neka je tacka P presec¢na tacka prave C'Q i ivice AB. Tacka
Q@ pripada unutrasnjosti trougla AABC, pa vazi B(A, P, B) i, na osnovu leme
1, sledi /ZBPC > BAC. Tacka @Q je izmedu temena C i P trougla ACBP, pa
na osnovu leme 1 sledi /BQC > /BPC. 1z /BPC > BAC' i /BQC > /BPC
sledi /BQC > BAC. o

Pomoéna konstrukcija — konstrukcija lika za ¢iju svaku tacku X vazi / AX B
=« (gde su A i B date tacke, a a dati ugao mangi od opruzenog ugla):
Videti opis pomoéne konstrukcije u resenju 35. O

Analiza: Pretpostavimo da tacke X i Y zadovoljavaju uslove zadatka. Neka
je R rotacija sa sredistem O za usmeren ugao /XOY (taj ugao podudaran je
uglu w). U toj rotaciji tacka X preslikava se u tacku Y. Neka je P’ slika tacke
P u rotaciji R. U rotaciji ugao ZOPX preslikava se u ugao ZOP'Y, pa vazi
/OP'Y — /0QY = /OPX — /0QY = §, odakle sledi Z0QY = /OP'Y —
0. Orijentisani trougao AOPX se u rotaciji R (koja je direktna izometrija)
preslikava na istosmerni orijentisani trougao AOP’Y, pa, kako su orijentisani
trouglovi AOQY i AOPX istosmerni, sledi da su istosmerni i trouglovi AOP'Y
1 AOQY i da su tacke P’ 1 Q sa iste strane prave OY. Neka je r’ poluprava sa
temenom P’ koja pripada unutrasnjosti ugla ZOP’Y i zahvata sa polupravom
P’O ugao § i neka je r prava koja sadrzi polupravu r’.

Neka je R’ presetna tacka prave OY i poluprave r’. Ugao ZOP'Y vedi je od
ugla Z0QY, pa su tacke P’ i Q razlicite. Poluprave P'O i P' R zahvataju ugao d,
pa, kako poluprava P’ R’ pripada konveksnom uglu koji zahvataju poluprave P'O
iP'Y,sledi /R'P'Y = /OP'Y —/OP'R' = LOP'Y —6. Iz /0QY = /OP'Y —
i /R'PY = /OP'Y — § sledi da su uglovi Z0QY i /R'P'Y podudarni.
Poluprava ' pripada uglu ZOP'Y, pa vazi B(O, R',Y) i orijentisani trouglovi
AOP'Y i AR'P'Y su istosmerni.

Pretpostavimo da su prave r i OQ paralelne.

(1) Na osnovu leme 1, vazi B(@, P',Y), pa iz OQ||R'P'i L0QY = /R'P'Y
sledi da tacka Y pripada pravoj QP’.

Pretpostavimo da prave r i OQ nisu paralelne. Neka je R presecna tacka
pravih 7 i OQ (ako one nisu paralelne). Razlikujemo sledece slucajeve:

(2) Tacke P’ i R su identicne: Ugao ZOP'Y vedi je od ugla ZOQY, pa, na
osnovu leme 1, vazi raspored B(O, P,Q). Vazi /YPQ =n— /OP'R' —
/R'PY =7—6—/0QY,paje /P QY =7 —/YPQ—/PQY =7— (7 —
d— /0QY) = LOQY = 4. Dakle, tacka Y pripada liiku iz ¢ijih se tacaka
duz P’Q vidi pod uglom 0 i sa suprotne je strane prave P’(Q u odnosu na
tacku O.

(3) Tacke @ i R su identi¢ne: Ugao ZOP'Y veéi je od ugla Z0QY, pa,
na osnovu leme 2, tacka P pripada unutradnjosti trougla AOQY i vazi
B(R',P,Q). Vazi /YP'Q = m— /R'PY =7 —/0QY i /P'QY =
LOQY — L0QY = L0QY — (m — LOP'Q — LP'OQ) = LOQY — (§ —
/P'OQ) = LOQY + /P'OQ — 5, paje LP'YQ=n—LYP'Q—/P'QY =
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m—(r—L0QY) — (LOQY + LP'OQ — ) = 6 — LP'OQ. Dakle, tacka Y
pripada liiku iz ¢ijih se tacaka duz P’Q vidi pod uglom § — ZP'OQ i sa
suprotne je strane prave P’(Q u odnosu na tacku O.

(4) Tacke Q, P’ i R su razli¢ite; razmatramo cetiri slucaja:

(a)

Tacka R pripada otvorenim polupravama r’ i QO: Tacka R pripada
polupravoj P’'R’, pa su orijentisani trouglovi AR'P'Y i ARP'Y is-
tosmerni, odakle sledi da su i trouglovi AOP’Y i ARP'Y istosmerni.
Tacka R pripada polupravoj OQ), pa su orijentisani trouglovi AOQY
i ARQY istosmerni. Trouglovi AOP'Y i AOQY su istosmerni,
pa sledi da su istosmerni i trouglovi ARP’'Y i ARQY istosmerni,
tj. tacke Q i P’ nalaze se sa iste strane prave RY. Duz RY vidi
se iz tacaka @ 1 P’ pod podudarnim uglovima (ZRQY = /OQY =
/R'P'Y/RP'Y) itacke Q i P’ su iste strane prave RY, pa sledi da
tacke R, Y, Q i P’ pripadaju jednom krugu.

Tacka R pripada otvorenoj polupravoj QO i ne pripada polupravoj
r’: Tacka R ne pripada polupravoj P'R’ (vazi B(R, P’, R'), pa su ori-
jentisani trouglovi AR'P'Y i ARP'Y suprotnosmerni, odakle sledi
da su i trouglovi AOP'Y i ARP'Y suprotnosmerni. Tacka R pri-
pada polupravoj OQ), pa su orijentisani trouglovi AOQY i ARQY
istosmerni. Trouglovi AOP'Y 1 AOQY su istosmerni, pa sledi da su
trouglovi ARP'Y i ARQY suprotnosmerni, tj. tacke Q i P’ nalaze
se sa raznih strana prave RY. Ugao /R'P'Y podudaran je uglu
L0QY ,paiz B(R,P',R')sledi ZRP'Y =n—/R'PY = 71— /0QY =
m—/RQY. Duz RY vidi se iz tacaka @ i P’ pod uglovima ¢iji je zbir
jednak opruzenom uglu i tacke @ i P’ su raznih strana prave RY, pa
sledi da tacke R, Y, Q i P’ pripadaju jednom krugu.

Tacka R ne pripada polupravama r’ i QO i razli¢ita je od tacaka
Q@ i P': Tacka R ne pripada polupravoj P'R’ (vazi B(R,P',R’), pa
su orijentisani trouglovi AR'P'Y i ARP'Y suprotnosmerni, odakle
sledi da su i trouglovi AOP'Y i ARP'Y suprotnosmerni. Tacka R ne
pripada polupravej O@, pa su orijentisani trouglovi AOQY i ARQY
suprotnosmerni. Trouglovi AOP'Y i AOQY su istosmerni, pa sledi
da su i trouglovi ARP'Y i ARQY istosmerni, tj. tacke Q i P’ nalaze
se sa iste strane prave RY. Ugao /R'P'Y podudaran je uglu Z0QY,
pa iz B(R,P',R') sledi /RP'Y = 7 — /R'P'Y =7 - /0QY. Iz
B(O,Q,R) sledi ZRQY = m — /0OQY. Dakle, duz RY vidi se iz
tacaka Q 1 P’ pod podudarnim uglovima i tacke Q i P’ su iste strane
prave RY, pa sledi da tacke R, Y, Q i P’ pripadaju jednom krugu.

Tacka R pripada otvorenoj polupravoj r’ i ne pripada polupravoj QO:
Tacka R ne pripada polupravoj QO, pa je sa iste strane prave OY
kao i tacke Q i P’. Tacka R, dakle, pripada unutrasnjosti trougla
AOP'Y, pa je, na osnovu leme 2, ZORY > OP'Y. Tacka Q je
izmedu tacaka O i R, pa je, na osnovu leme 1, /Z0QY > /ORY,
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odakle sledi Z0QY > /OP'Y, sto je kontradikcija. Dakle, ovaj
slucaj je nemoguc.

Dakle, u slucaju (1), tacka Y je presecna tacka kruga k i prave QP’. U sluéaju
(2), tacka Y je presetna tacka kruga k i lika iz ¢ijih se tacaka duz P’/Q vidi
pod uglom § i sa suprotne je strane prave P’Q u odnosu na tacku O. U slucaju
(3), tacka Y je presetna tacka kruga k i lika iz ¢ijih se tacaka duz P'Q vidi
pod uglom § — ZP’OQ i sa suprotne je strane prave P’Q u odnosu na tacku
0. U slucajevima (4a), (4b) i (4¢) tacke P’, @, Y i R pripadaju jednom krugu,
tj. tacka Y je presecna tacka kruga k i opisanog kruga trougla AP'QY .

Tacka X je slika tacke Y u rotaciji R 1.

Konstrukcija: Neka je R rotacija sa sredistem O za ugao w (za jednu od dve
mogude orijentacije). Ozna¢imo sa P’ sliku tacke P u rotaciji R. Konstruisimo
polupravu 7’ sa temenom P’ takvu da zahvata sa polupravom P’O ugao § i
sa iste je strane prave OP’ kao i tacka . Oznacimo sa r pravu koja sadrzi
polupravu r'’.

Ako su tacke P’ i @) identi¢ne, na osnovu analize, reSenje zadatka ne postoji.

Pretpostavimo da su prave r i OQ) paralelne.

(1) Oznac¢imo sa Y (jednu) presecénu tacku prave P’Q i kruga k takvu da je
B(Q,P',Y) (ako takva tacka ne postoji, na osnovu analize sledi da ne
postoji resenje zadatka).

Pretpostavimo da prave r i OQ nisu paralelne. Oznac¢imo sa R prese¢nu
tacku prave r i prave OQ. Razlikujemo sledece slucajeve:

(2) Tacke P’ i R su identi¢ne: Ako vazi B(O,Q, P’), na osnovu analize, ne
postoji resenje zadatka. U suprotnom, konstruisimo, na osnovu pomocéne
konstrukcije 1, luk k iz ¢ijih se tacaka duz P’Q vidi pod uglom ¢ i koji
je sa suprotne strane prave P’Q u odnosu na tacku O. Oznacimo sa Y
(jednu) presecnu tacku tog liika i kruga k.

(3) Tacke @ i R su identi¢ne: Ako vazi B(R',Q, P’) (gde je R presecna tacka
poluprave 7’ i prave OY'), onda, na osnovu analize, resenje zadatka nepos-
toji. U suprotnom, konstruisimo, na osnovu pomoc¢ne konstrukcije 1, luk
k iz ¢ijih se tacaka duz P'Q vidi pod uglom § — / P'OQ i koji je sa suprotne
strane prave P'Q) u odnosu na tacku O. Ozna¢imo sa Y (jednu) preseénu
tacku tog lika i kruga k.

(4) Ako su tacke P’ i Q razlicite od tacke R: Ako R pripada otvorenoj
polupravoj 7’ i ne pripada polupravoj @O, na osnovu analize, resenje
zadatka ne postoji. U suprotnom, konstruis$imo preseénu tacku O’ medi-
jsatrisa duzi P'R i P'Q. Konstruisimo krug &’ sa sredistem O’ koji sadrzi
tacku P’. Oznac¢imo sa Y (jednu) presecnu tacku krugova ki k'.

Ako su trouglovi AOQY i AOP'Y istosmerni (tj. ako su tacke Q i P’ sa iste
strane prave OY), oznacimo sa X sliku tacke Y u rotaciji R 1.

Dokaz:  Tacka Y, na osnovu konstrukcije, pripada krugu k. Tacka X je, na
osnovu konstrukcije, slika tacke Y u rotaciji R !, pa tacka X pripada krugu k i
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ugao /XOY podudaran je datom uglu w. Tacka P je, na osnovu konstrukeije,
slika tacke Y u rotaciji R ™!, pa je ugao ZOP'Y podudaran uglu ZOPX.

Trouglovi AOQY i AOP'Y istosmerni tj. tacke Q i P’ su sa iste strane
prave OY . Na osnovu konstrukeije, poluprava r’ pripada uglu ZOP’Y i zahvata
sa polupravom P’O ugao d, pa sa polupravom P’Y zahvata ugao ZOP'Y —§ =
/OPX —§. Potrebno je, dakle, dokazati da poluprava r’ zahvata sa polupravom
P'Y ugao podudaran uglu Z0QY, tj. ako je R’ presetna tacka prave OY i
poluprave 7/, poterbno je dokazati da vazi /R'P'Y = /0QY.

Pretpostavimo da su prave r i OQ) paralelne.

(1) Na osnovu konstrukcije tacka Y pripada pravoj QP’ i vazi B(Q, P',Y), pa
kako su tacke P’ i ) sa iste strane prave OY', iz QO||P'R’ sledi /R'P'Y =
L0QY.

Pretpostavimo da prave r i OQ nisu paralelne. Pretpostavimo da tacke P’
i R identicne ili da su tacke @ i R identi¢ne:

(2) Tacke P’i R suidenti¢ne: Na osnovu konstrukceije, tacka Y pripada liku k
iz ¢ijih se tacaka duz P’Q vidi pod uglom § koji je sa suprotne strane prave
P’'@Q u odnosu na tacku O i vazi B(O, P’,@). Dakle, vazi ZP'YQ = ¢, pa
je /R'P’Y =n—/OP'R' —/YPQ=7n—0—(rn—LPYQ—-/PQY)=
T—6—(r—6—LP'QY) = LP'QY.

(3) Tacke @ i R su identi¢ne: Na osnovu konstrukeije, tacka Y pripada liku
k iz ¢ijih se tacaka duz P’Q vidi pod uglom é — / P’OQ koji je sa suprotne
strane prave P’Q u odnosu na tacku O i vazi B(R', P’,Q). Dakle, vazi
/[P'YQ =06-/P'OQ, paje /RPY = /P'QY + /PYQ = (LOQY —
LOQP)+(0—LP'OQ) = LOQY +(n—LP'OQ—LOP'Q)+6— LP'OQ =
LOQY +7—/P'OQ—(r—LOP'R")4+06—/P'0OQ = LOQY +7—(m—0)+d =
/0QY.

(4) Pretpostavimo da prave r i OQ nisu paralelne i pretpostavimo da tacke P’,
Q i R razlicite. Krug k&’ je, na osnovu konstrukceije, opisani krug trougla
AP'QR i tacka Y mu pripada. Dakle, tacke Q, P’, Y i R pripadaju
jednom krugu. Na osnovu konstrukcije, tacka R pripada polupravoj QO
ili ne pripada polupravoj r’ i trouglovi AOQY i AOP’Y su istosmerni.
Razlikujemo tri slucaja:

(a) Tacka R pripada polupravama r’ i QO: Tacka R pripada polupravoj
P'R’, pa su orijentisani trouglovi AR'P'Y i ARP'Y istosmerni,
odakle sledi da su i trouglovi AOP’Y i ARP'Y istosmerni. Tacka R
pripada polupravoj OQ, pa su orijentisani trouglovi AOQY i ARQY
istosmerni. Trouglovi AOP'Y i AOQY su istosmerni, pa sledi da su
istosmerni i trouglovi ARP'Y i ARQY istosmerni, tj. tacke Q i P’
nalaze se sa iste strane prave RY. Tacke QQ, P’, Y i R pripadaju
jednom krugu, pa se duz RY vidi iz tacaka Q i P’ pod podudarnim
uglovima, tj. ZRQY = /RP'Y. Kako tacka R pripada polupravoj r’,
sledi da poluprava r’ zahvata sa polupravom P’Y ugao podudaran
uglu Z0QY.
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(b) Tacka R pripada polupravoj QO i ne pripada polupravoj r’: Tacka R
ne pripada polupravoj P’ R’ (vazi B(R, P’, R’), pa su orijentisani trou-
glovi AR'P'Y i ARP'Y suprotnosmerni, odakle sledi da su i trou-
glovi AOP'Y i ARP'Y suprotnosmerni. Tacka R pripada polupravoj
OQ), pa su orijentisani trouglovi AOQY i ARQY istosmerni. Trou-
glovi AOP'Y 1 AOQY su istosmerni, pa sledi da su trouglovi ARP'Y
i ARQY suprotnosmerni, tj. tacke @ i P’ nalaze se sa raznih strana
prave RY. Tacke Q, P, Y i R pripadaju jednom krugu, pa se
duz RY vidi se iz tacaka @ i P’ pod uglovima ¢iji je zbir jednak
opruzenom uglu, tj. ZRP'Y = m — /RQY. Iz B(R,P',R') sledi
/R'P'Y =7 — /RPY = /RQY = /0OQY . tj. poluprava r’ zahvata
sa polupravom P’Y ugao podudaran uglu Z0QY .

(c¢) Tacka R ne pripada polupravama r’ i QO: Tacka R ne pripada polu-
pravoj P'R’ (vazi B(R, P’, R')), pa su orijentisani trouglovi AR'P'Y
i ARP'Y suprotnosmerni, odakle sledi da su i trouglovi AOP'Y i
ARP'Y suprotnosmerni. Tacka R ne pripada polupravoj OQ, pa
su orijentisani trouglovi AOQY i ARQY suprotnosmerni. Trouglovi
AOP'Y i AOQY su istosmerni, pa sledi da su i trouglovi ARP'Y
i ARQY istosmerni, tj. tacke Q 1 P’ nalaze se sa iste strane prave
RY. Tacke Q, P', Y i R pripadaju jednom krugu, pa se duz RY vidi
iz tacaka @ i P’ pod podudarnim uglovima, tj. /RQY = /RP'Y. Iz
B(R,P',R)iB(0,Q,R)sledi /R'P'Y =7—/RP'Y =7—/RQY =
LOQY , tj. poluprava 1’ zahvata sa polupravom P’Y ugao podudaran
uglu Z0QY.

U svakom od slucajeva, poluprava r’ zahvata sa polupravom P’Y ugao podu-
daran uglu Z0QY, paje /OPX = /OP'Y =6+ /0QY, tj. /OPX —/0QY =
d.

Dakle, tacke X 1Y pripadaju krugu kivazi /ZXOY Zwi/OPX—-/0QY =
4, Sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Za obe mogucde rotacije R, u zavisnosti od broja presecnih tacaka
krugova k i prave, odnosno lika koji se koriste u konstrukciji, moguce je da
reSenje ne postoji, da postoji jedno ili da postoje dva resenja.

Dakle, u zavisnosi od medusobnog odnosa datih tacaka P i @, kruga k i
datog ugla w, moguce je da zadatak nema reSenja ili da ima izmedu jednog i
Cetiri reSenja.

59. Nazovimo pozitivnom orijentaciju trougla AO,0,O., a negativnom
suprotnu orijentaciju.

Analiza: Pretpostavimo da trougao AABC zadovoljava uslove zadatka.
Trouglovi AABC i AO,0,0,. isto su orijentisani. U rotaciji Ro, /2 u neg-
ativhom smeru tacka A preslikava se u tacku B. U rotaciji Ro, »/2 u neg-
ativhom smeru tacka B preslikava se u tacku C. U rotaciji Ro, /2 u neg-
ativnom smeru tacka C preslikava se u tacku A. Dakle, u kompoziciji Z =
Roy,x/2 2R, x/2 9 Ro. x/2 tacka A preslikava se u sebe.

Neka je ¢’ poluprava sa temenom O, takva da je negativno orijentisan kon-
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veksan ugao koji zahvataju poluprave ¢’ i O.0, podudaran uglu /4 i neka je
¢ prava koja sadrzi polupravu ¢’. Neka je a’ poluprava sa temenom O, takva
da je negativno orijentisan konveksan ugao koji zahvataju poluprave 0,0, i a’
podudaran uglu 7/4 i neka je a prava koja sadrzi polupravu a’. Neka je X
presecna tacka polupravih ¢’ i a’. Poluprave a’ i ¢’ su sa iste strane prave 0.0,
i sa njom zahvataju uglove 7/4, pa se prave ¢ i a seku pod uglom 7 —7/4— 7 /4,
tj. prave a i ¢ su medusobno normalne. Vazi

Ro,x/2°Ro, x/2 =8a°S0.0,°80.0, 08 =8,08. =Sx .

Dakle, vazi Z(A) = Ro,,»/2 © Sx(A) = A, pa ako su tacke Op i X identicne,
onda je Ro, 3r/2(A) = A, odakle sledi da su tacke A i Oy identicne i, dalje, da
su tacke A i C identicne (jer je Ro, »/2(C) = A), sto je nemoguce. Dakle, tacke
Op i X nisu identicne.

Neka je x prava koja sadrzi tacku X i normalna je na pravoj X Op. Neka je o/
poluprava sa temenom Oy, takva da je negativno orijentisan konveksan ugao koji
zahvataju poluprave O, X i b’ podudaran uglu 7/4 i neka je b prava koja sadrzi
polupravu b’. Centralna refleksija Sx moze biti reprezentovana kao Sp, x © Sq,
a rotacija Ro, /2 1 negativnom smeru kao Sy 0 8o, x, pa za kompoziciju Z vazi

T =Ro,x/2°R0,,7/2°R0.,x/2 = R0, ,x/208x = Sp080,x°80,x0S: = SpoS, .

Tacka A je invarijantna tacka izometrije Z, tj. kompozicije Sp o S, (koja je
rotacija jer se prave x i b seku). Odatle sledi da je tacka A presecna tacka pravih
bix. Tacka B je slika tacke A u rotaciji Ro, /2 1 negativnom smeru. Tacka
C je slika tacke B u rotaciji Ro, r/2 1 negativnom smeru.

Konstrukcija: Konstruis$imo polupravu ¢’ sa temenom O, takvu da je neg-
ativno orijentisan konveksan ugao koji zahvataju poluprave ¢’ i 0.0, podu-
daran uglu /4 i ozna¢imo sa ¢ pravu koja sadrzi polupravu ¢’. Konstruisimo
polupravu a’ sa temenom O, takvu da je negativno orijentisan konveksan ugao
koji zahvataju poluprave O,0, i @’ podudaran uglu 7/4 i ozna¢imo sa a pravu
koja sadrzi polupravu a’. Poluprave ¢’ i a’ su sa iste strane prave 0.0, i seku
se u nekoj tacki. Oznac¢imo njihovu presecnu tacku sa X.

Ukoliko su tacke Oy i X identicne, reSenje zadatka ne postoji. Ukoliko tacke
Oy i X nisu identi¢ne, konstruisimo pravu x koja sadrzi tacku X i normalna je na
pravoj XOy. Konstruisimo polupravu b’ sa temenom O, takvu da je negativno
orijentisan konveksan ugao koji zahvataju poluprave Oy X i b’ podudaran uglu
7 /4 1 oznac¢imo sa b pravu koja sadrzi polupravu b'.

Oznagimo sa A presecnu tacku pravih x i b. KonstruiSimo tacku B koja je
slika tacke A u rotaciji Ro, r/2 u negativhom smeru. Konstruisimo tacku C
koja je slika tacke B u rotaciji Ro, /2 u negativhom smeru.

Ako je trougao AABC pozitivno orijentisan, onda on zadovoljava uslove
zadatka (u suprotnom, resenje zadatka ne postoji).

Dokaz: Na osnovu konstrukcije, tacka B je slika tacke A u rotaciji Ro, /2
u negativnom smeru, pa je tacka O, srediste kvadrata nad ivicom AB (jednog
od dva takva kvadrata) i trougao AABO, je negativno orijentisan. Kako je
trougao AABC pozitivno orijentisan, tacke O. i C su sa raznih strana prave
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AB, pa je tacka O, zaista srediSte kvadrata konstruisanog spolja nad ivicom
AB trougla AABC.

Na osnovu konstrukcije je tacka C' slika tacke B u rotaciji Ro, /2 U nega-
tivnom smeru, pa je tacka O, srediste kvadrata nad ivicom BC' (jednog od dva
takva kvadrata) i trougao ABCO, je negativno orijentisan. Trougao AABC
je pozitivno orijentisan, pa su tacke O, i A sa raznih strana prave BC, odakle
sledi da je tacka O, zaista srediSte kvadrata konstruisanog spolja nad ivicom
BC trougla AABC.

Potrebno je jos dokazati da je tacka O, srediste kvadrata konstruisanog
spolja nad ivicom BC' trougla AABC.

Na osnovu konstrukcije sledi da rotacija Ro, r/2 u negativnom smeru moze
biti reprezentovana kao Sp.0, 0S.. Slicno, rotacija Ro, /2 1 negativnom smeru
moze biti reprezentovana kao S, 0Sp,0,. Pored toga, prave a i ¢ se seku u tacki
X imedusobno su normalne, pa vazi Ro, /2°Ro0, /2 = Sa°S0.0,°80.0,°S: =
S, 08, = Sx. Na osnovu konstrukcije sledi da centralna refleksija Sx moze biti
reprezentovana kao kompozicija So,x o Si, a rotacija Ro,,r/2 1 negativnom
smeru kao S, o Sp,x. Dakle, za kompoziciju Z rotacija Ro, r/2, Ro, x/2 1
Ro., /2 1 negativnom smeru vazi:

T =TRo,x/2°R0,,7/2°R0.,x/2 = Ro,,x/208x = Sp080,x°S0,x0S: = SpoS. .

Trougao AO, X A je pozitivno orijentisan i iz LZAXO, = w/2 1 LXOyA = /4
sledi /ZXAO, = m/4. Dakle, T = Sy 0 S, = Ra /4, (gde je R4 /4 rotacija u
pozitivnom smeru), pa je Z(A4) = A.

S druge strane, na osnovu konstrukcije, je Ro, x/2(A) = BiRo, /2(B) = C
(Ro,,x/21Ro,,.x/2 sSurotacije u negativnom smeru), pa je Ro, /20Ro0, x/2(4) =
ROQ,W/Q(B) = C. Dakle, A= I(A) = ROb,TF/4 OROa,ﬂ/Q OROCJ/Q(A) =
Ro,,x/2(C), pa se rotacijom Rp, /2 u negativhom smeru tacka C preslikava
u tacku A, odakle sledi da je O, srediste kvadrata nad ivicom C'A (jednog od
dva takva kvadrata) i trougao AC AOy je negativno orijentisan. Trougao AABC
je pozitivno orijentisan, pa su tacke Op i B sa raznih strana prave C'A, odakle
sledi da je tacka O zaista srediSte kvadrata konstruisanog spolja nad ivicom
C A trougla AABC, sto je i trebalo dokazati.

Diskusija: Ukoliko je konstruisana tacka X razlic¢ita od tacke Oy i ukoliko
je trougao AABC pozitivno orijentisan, onda je on (jedinstveno) resenje. U
suprotnom, ne postoji reSenje zadatka. Odredimo medusobni odnos datih tacaka
Og, Oy, O, za koji postoji reSenje zadatka.

Ukoliko je trougao AABC pozitivno orijentisan, on zadovoljava uslove za-
datka; ukoliko je negativno orijentisan, on ne zadovoljava uslove zadatka. Gra-
ni¢ni je slucaj kada su tacke A, B i C kolinearne. Iz

C =Ro, x/2°Ro. x/2(A) =Sx(A),

sledi da je tacka X srediSte duzi AC i da su tacke A, X, C kolinearne. Dakle,
tacke A, B i C su kolinearne ako i samo su tacke A, B i X kolinearne. Pret-
postavimo da su tacke A, B i X kolinearne. Trougao AO.O,X je pozitivnho
orijentisan i ima jedan ugao prav i dva ugla jednaka w/4: /0,XO0. = 7/2,
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/X0.0, = /0.0,X =7/4,paje 0. X = 0,X =0.0,/v2. U rotaciji Ro, /2
(u negativnom smeru) tacka A preslikava se u tacku B. Trougao AAO.B je,
dakle, pozitivno orijentisan i ima jedan ugao prav i dva ugla jednaka /4. Uko-
liko je trougao AAO.X pozitivno orijentisan, onda su tacke B 1 X sa iste strane
prave AO,., odnosno sa iste strane tacke A, pa je ZO.AX = /O.AB = 7/4,
odakle sledi da tacka A pripada skupu tacaka iz kojih se duz O.X vidi pod uglom
/4 1 za ¢iju je svaku tacku T trougao AO.XT pozitivno orijentisan. Taj skup
tacaka je lik kruga k' koji sadrzi tacke O, 1 X i sa sredistem S’, gde za tacku S’
vazi da je trougao AS’O.X pozitivno orijentisan i da je /S'O.X = £S5’ X0, =
7/4 (odakle sledi S'O, = S'X = 0.X/v2 = (0.0,/v?2)/V2 = 0.0,/2). Uko-
liko je trougao AAO.X negativno orijentisan, onda su tacke B i X sa raznih
strana tacke A, pa je /ZO.AX = 3m/4, odakle sledi da tacka A pripada skupu
tacaka iz kojih se duz O.X vidi pod uglom 37/4 i za ¢iju je svaku tacku T'
trougao AO.XT negativno orijentisan. Taj skup tacaka je drugi lik kruga k’.
Dakle, tacke A, B i X (odnosno tacke A, B i C) su kolinearne ako i samo
ako tacka A pripada krugu k’. Trougao AAXO, je pozitivno orijentisan i vazi
XOp, = XAi /AXOy = m/2, pa se u rotaciji Rx /2 u negativnom smeru
tacka A preslikava u tacku Op. Neka je tacka Sy slika tacke S’, a krug k; slika
kruga k' u rotaciji Rx /2 (u negativnhom smeru). Tacke A, B i X su kolinearne
ako 1 samo ako tacka A pripada krugu k', tj. ako i samo ako tacka O, pripada
krugu kp. Za srediste kruga k, — tacku S, — vazi S X = S'X = 0.0,/2.
Trougao AO.XO, je orijentisan negativno, a trougao AO.XS’ pozitivno, pa
su tacke S’ i O, sa raznih strana prave O.X, odakle sledi S'X|0.0, (jer je
/X004 = LO.XS" = m/4). Prava S'X se u rotaciji Rx /2 preslikava u pravu
SpX, pa je SpX L S'X. Iz S’X||0.04 1 Sp X L S’X sledi SpX L O.0,).
Prava SpX sadrzi tacku X i normalna je na pravoj O.0,. Ako je tacka P
srediste duzi O.0O,, onda je i X P prava koja sadrzi tacku X i normalna je na
pravoj 0.0, (jer je O.X = O, X), pa, kako je takva prava jedinstvena (T12.1),
sledi da prava SpX sadrzi tacku P, tj. prava SpP je medijatrisa duzi O.O,.
Za tacku Sy vazi: trougao AO.O,Sp je pozitivno orijentisan, /S, PO, = /2 i
SyP = SpX + XP = 0.0,/2 + 0. X/V2 = 0.0,/2 + 0.0,/2 = 0.0, (¢ime
je tacka S, odredena na osnovu datih tacaka O, Op, O.). Srediste kruga ks
je tacka Sy, a poluprecénik jednak 0.0, /2 (¢ime je krug k;, odreden na osnovu
datih tacaka O, Op, O.). Tacke A, B i C su kolinearne ako i samo ako tacka
O, pripada krugu k.

Trougao AABC je pozitivno orijentisan ako i samo ako tacka O, pripada
unutrasnjosti kruga k. Tada su tacke X i Oy razlicite i trougao AABC' zado-
voljava uslove zadatka. Dakle, resenje zadatka postoji i jedinstveno je ako i
samo ako tacka O, pripada unutrasnjosti kruga k;’.

7Ako su krugovi kg i kp odredeni analogno, analogno se i dokazuje da resenje zadatka
postoji ako i samo ako tacka O, pripada unutra$njosti kruga kg, odnosno ako i samo ako
tacka O, pripada unutrasnjosti kruga k.. Dakle, tacka O, pripada unutrasnjosti kruga k, ako
i samo ako tacka Oy pripada unutradnjosti kruga kj odnosno ako i samo ako tacka O, pripada
unutrasnjosti kruga ke.
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Slika 59 Slika 60

60. U svakoj poliedarskoj povrsi zbir brojeva ivica za sve pljosni je paran (jer
se svaka ivica racuna dvaput). Zbir brojeva ivica za pljosni sa parnim brojem
ivica je paran (jer je svaki sabirak paran), pa paran mora biti i zbir brojeva ivica
za pljosni sa neparnim brojem ivica. Kako su u tom zbiru svi sabirci neparni
mora ih biti paran broj. Dakle, broj pljosni sa neparnim brojem ivica je paran.
QED

61. Iz AM = AN, SM = SN, AS = AS, na osnovu teoreme 11.15(ii1),
sledi da su trouglovi AAMS i AANS podudarni i da su njihovi odgovarajuéi
uglovi ZASM i LASN podudarni. Zbir ova dva ugla jednak je opruzenom uglu,
pa je svaki od njih prav (ZASM = /ASN = 7), odakle sledi da je prava AS
normalna na pravoj M N. Analogno se dokazuje i AS | PQ. Prava AS ne
pripada ravni «, pa kako je normalna na dvema pravama koje pripadaju toj
ravni i koje se seku, na osnovu teoreme 12.4, sledi AS | «, Sto je i trebalo

dokazati.
A

P N ?
i $3a, % \c}\ﬁ?'

Slika 61 Slika 62

62. Neka je ¢ ravan koja je normalna na pravoj P(Q i sadrzi pravu p, a ¥
ravan koja je normalna na pravoj PQ i sadrzi pravu q. Neka su P’ i Q' tacke
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pravih p, odnosno q.

P+# P, Q=Q": Trougao APQP’ je pravougli (sa pravim uglom kod temena
P), pa je njegova hipotenuza (duz QP’) duza od katete (duz PQ), tj. PQ <
PQ.

P =P, Q # Q': Analogno prethodnom delu, dokazuje se da vazi PQ < PQ’.

P#P,Q+#Q": Neka je Q" podnozje normale iz tacke ' na ravan ¢. Iz
Q'Q" L ¢iv]osledi Q" L ¢iQQ" L q. Prava p pripada ravni ¢,
paiz Q'Q" L ¢ sledi Q'Q" L p. Tacke P’ i Q" su razli¢ite (u suprotnom,
prava @Q’'Q” sete mimoilazne prave p i ¢ i na njima je normalna, §to je
kontradikcija, jer prava P(@ sete mimoilazne prave p i ¢ i na njima je
normalna i takva prava je, na osnovu teoreme 25.16 jedinstvena). Dakle,
tacke P’ 1 Q" su razlicite i prave Q'Q"” i Q” P su normalne, pa je trougao
AP'Q'Q" pravougli. Hipotenuza trougla AP'Q'Q" (duz Q' P’) duza je od
katete Q'Q". Kako je PQ = Q'Q", sledi da vazi PQ < P'Q’.

Dakle, ako su P’ i Q' tacke pravih p i ¢ i ako nisu identicne i tacke P i P’ i
tacke @ i @', onda vazi PQ < P'Q’, sto je i trebalo dokazati.

63. [ resenje:

Pretpostavimo da tacke A, B, C'i D nisu koplanarne, tj. da su prave AB i
C'D mimoilazne. Mimoilazne prave AB i C'D imaju dve razli¢ite zajednicke nor-
male (prave BC' i DA), §to je u suprotnosti sa teoremom 25.16. Dakle, polazna
pretpostavka bila je pogresna, pa sledi da su tacke A, B, C' i D koplanarne.

1I resenge:

Pretpostavimo da tacke A, B, C i D nisu koplanarne. Na osnovu teoreme
13.9, zbir dvaju ivi¢nih uglova konveksnog triedra vedi je od treceg ivicnog ugla
tog triedra, pa je /DAC + /CAB < /DAB = 7. Analogno vazi i /DCA +
/ACB < /DCB = 3. Kako vazi i LZADC = 5 i /ABC = 7, sledi da za zbir
uglova trougla AACD i AABC vazi:

(/DAC + LACD + LCDA) +(/CAB + /ABC + /BCA) =

— (/DAC + /CAB)+ (LACD + /BCA) + /CDA + /ABC <

<4DAB+£DCB+%+% 4% ,

§to je kontradikcija (jer je zbir uglova dva trougla jednak zbiru etiri prava ugla),
pa sledi da je polazna pretpostavka bila pogresna i da su tatke A, B, C'i D
koplanarne.

1II resenje:

Pretpostavimo da tacke A, B, C'i D nisu koplanarne. Uglovi /ABC'i /CDA
su pravi, pa tacke B i D pripadaju sferi nad preénikom AC. Dakle, srediste
opisane sfere tetraedra ABCD je srediste duzi AC. Uglovi /DAB i /BCD
su pravi, pa tacke A i C pripadaju sferi nad pretnikom BD. Dakle, srediste
opisane sfere tetraedra ABCD je srediste duzi BD. Postoji ta¢no jedna opisana
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sfera tetraedra ABC D, pa su srediSta duzi AC' i BD identi¢ne tacke. Dakle,
prave AC' i BD se seku, odakle sledi da su tacke A, B, C'i D koplanarne, sto

je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Dakle, tacke A, B, C'i D su koplanarne.

Slika 63 Slika 64

64. Pretpostavimo da ravan m zadovoljava zadate uslove. Neka je A’
podnozje normale iz tacke A na ravan 7. Vazi AA’ | A’B, pa tacka A’ pripada
sferi s ¢iji je precnik duz AB. Dakle, tacka A’ je presecna tacka sfere s i prave
l. TrazZena ravan 7 je ravan koja sadrzi tacku A’ i normalna je na pravoj AA’.

65. Od date tri sfere nikoje dve se ne dodiruju. Pretpostavimo suprotno
— pretpostavimo da se neke dve sfere dodiruju. Zajednicka tangentna ravan
tih dveju sfera onda bi sekla tre¢u sferu po krugu (ili bi je dodirivala u tacki
P). U slucaju da je taj presek krug, tangenta tog kruga u tacki P bila bi
zajednicka tangenta sve tri sfere, $to je suprotno pretpostavci zadatka. U slucaju
da je pomenuti presek tacka P, bilo koja prava koja sadrzi tacku P i pripada
zajednickoj tangentnoj ravni prve dve sfere bila bi zajednicka tangenta sve tri
sfere, $to je suprotno pretpostavci zadatka.

Dakle, dve od datih sfera seku se po krugu koji sadrzi tacku P. Taj krug ne
moze sa tre¢om sferom da ima samo jednu zajednicku tacku, jer bi, u suprotnom,
njegova tangenta u tacki P (u ravni kojoj pripada) bila zajednicka tangenta sve
tri sfere. TacCka preseka tog kruga sa treCom sferom razli¢ita od tacke P pripada
svim trima sferama, pa, dakle, tri date sfere imaju, pored tacke P, bar jos jednu
zajednicku tacku. QED
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Slika 65 Slika 66

66. Lema 1: Ako je t tangenta na opisani krug k trougla AABC u tacki A i
t' poluprava sa temenom A koja joj pripada i sa suprotne strane je prave AB u
odnosu na tacku C, onda je ugao koji zahvataju poluprave ¢’ i AB podudaran
uglu trougla AABC kod temena C.

Dokaz leme: Neka je O srediste kruga k i neka je A’ tacka simetricna tacki
A u odnosu na tacku O. Razlikujemo tri slucaja:

LACB < %: Ugao LACB nije prav, pa su tacke A" i B razlicite. Ugao LABA’
je prav i najveéi u trouglu AABA’, pa je ugao LAA'B ostar. Iz svih
tacaka kruga k koje su sa iste strane prave AB kao i tacka C, duz AB
vidi se pod uglom ZACB, a iz svih tacaka kruga k koje su sa suprotne
strane, duz AB vidi se pod uglom m — ZACB. Uglovi /ACB i /AA’'B su
ostri, a ugao m — ZACB je tup, pa sledi da su tacke A’ i C sa iste strane
prave AB i vazi /ACB = LAA'B. Neka je D presecna tacka pravih
A'Bit. Tacke D i A’ su sa raznih, a tacke A’ i C sa iste strane prave
AB, pa sledi da su tacke D i C sa raznih strane prave AB. Trouglovi
AADB i AADA’ su pravougli (ZABD = ADAA’) i imaju jedan ugao
zajednicki (ugao ZADA’), pa su im podudarni i uglovi /ZDAB i /DA’A.
Ugao /DA’A, odnosno ugao £ZBA’A podudaran je uglu ZACB, pa vazi
/DAB = /ACB, tj. ugao koji zahvataju poluprave t’ i AB podudaran je
uglu trougla AABC kod temena C.

/ACB = §: Kako je LZACB = 3, duz AB je precnik kruga k, pa su tacke Ai B
identi¢ne. Prava t je tangenta na krug k u tacki A, pa je OA L t, odnosno
AB 1 t, odakle sledi da je ugao koji zahvataju poluprava t' i poluprava
AB podudaran uglu trougla AABC kod temena C.

/ACB > %: Ugao ZACB nije prav, pa su tacke A" i B razlicite. Ugao /ABA’
je prav i najveéi u trouglu AABA’, pa je ugao /AA’'B ostar. Iz svih tacaka
kruga k koje su sa iste strane prave AB kao i tacka C, duz AB vidi se pod
uglom ZACB, a iz svih tacaka kruga k koje su sa suprotne strane, duz
AB vidi se pod uglom 7 — ZACB. Ugao ZACB je tup, a uglovi ZAA’B
i — /ACB su ostri, pa sledi da su tacke A’ i C sa raznih strane prave

94



ABivazi m — /ACB = /AA’B. Neka je D presecna tacka pravih A’'B
it. Itacke D i A’ 1itacke A’ i C su sa raznih strana prave AB, pa sledi
da su tacke D i C sa iste strane prave AB. Trouglovi AADB i AADA’
su pravougli (/ABD = ADAA’) i imaju jedan ugao zajednicki (ugao
/ADA’), pa su im podudarni i uglovi /ZDAB i /DA’A. Za ugao /DA'A
vazi /DA’A = /{BA’A = 7 — /ACB, pa sledi /DAB = 7 — /ACB i
LACB = m — /DAB. Neka je D’ proizvoljna tacka prave t takva da
sa suprotne strane tacke A u odnosu na tacku A. Tacke D i D’ su sa
raznih, a tacke D i C su sa iste strane prave AB, pa su tacke D' i C
sa raznih strana prave AB. Vazi /D'AB + /DAB = m, odakle sledi
/D'AB = w— /DAB = /ACB, tj. ugao koji zahvataju poluprave ¢’ i
AB podudaran je uglu trougla AABC kod temena C.

O

Lema 2: Ako proizvoljni krug koji sadrzi tacke B i C sece ivice AB i AC
trougla AABC u tackama B’ i C’, onda je duz B’C’ paralelna tangenti na
opisani krug trougla AABC u tacki A.

Dokaz leme 2: Neka je k opisani krug trougla AABC| neka je t tangenta na
krug k u tacki A i neka je D njena prozivoljna tacka takva da su tacke D i C' sa
raznih strana prave AB. Na osnovu leme vazi /DAB = /ACB. Cetvorougao
BCC'B’ je tetivan i konveksan, pa vazi /BB/C' + /BCC" = 7, odakle sledi
/AB'C' =7 — /BB'C' = /BCC' = /BCA. Tacke D i C' su sa raznih strana
prave AB, pa iz /DAB = LACB = [AB'C’ sledi da su prave AD i B'C’
paralelne, §to je i trebalo dokazati. |

Neka je o opisana sfera tetraedra ABCD i o1 sfera koja sadrzi tacke A, B,
C i sece ivice AD, BD, CD redom u tackama A’, B’, C’. Neka je m tangentna
ravan na sferu o u tacki A.

Neka je ¢ ravan odredena tackama A, B i D. Ravan ¢ i sfera o sadrze tacke
A, Bi D, pa je njihov presek krug k koji takode sadrzi te tacke, tj. k je opisani
krug trougla AABD. Ravan 7w dodiruje sferu o i pri tome ravni w, ¢ i sfera o
imaju zajednicku tacku D, pa je presek ravni m i ¢ prava t koja je u, ravni ¢,
tangenta na krug k u tacki . Ravan ¢ i sfera ¢’ sadrze tacke A, B, A’ i B’,
pa je njihov presek krug k' koji takode sadrzi te tacke. Dakle, u ravni ¢ krug
k' sadrzi tacke A i B i sece ivice AD i BD trougla AABD u tackama A’ i B’ i
prava t je tangenta na opisani krug k trougla AABD u tacki D, pa, na osnovu
leme 2, sledi da su prave A’B’ it paralelne. Prava t pripada ravni m, pa iz
A'B'||t sledi A’B’||x.

Analogno se dokazuje i A’C’||7, pa, kako se prave A’B’ i A'C" seku, sledi
da je ravan odredena tackama A’, B’ i C’ paralelna ravni 7, §to je i trebalo
dokazati.

67. Lema 1: Skup tacaka X euklidske ravni takvih da vazi AX : BX =
m:n (A1 B su date razlicite tacke, a m i n su date duzi) je:

e medijatrisa duzi AB, ako je m = n;
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e krug ciji je preénik duz PQ gde su P i Q tacke prave AB takve da vazi
B(A,P,B,Q) i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m > n;

e krug c¢iji je preénik duz PQ gde su P i QQ tacke prave AB takve da vazi
B(Q,A,P,B)i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m < n.

Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 3 u resenju 50. O

Lema 2: Skup tacaka X prostora takvih da vazi AX : BX =m:n (Ai B
su date razlicite tacke, a m i n su date duzi) je:

e medijalna ravan duzi AB, ako je m = n;

e sfera ¢iji je precnik duz PQ gde su P i @) tacke prave AB takve da vazi
B(A,P,B,Q)i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m > n;

e sfera ¢iji je precénik duz PQ gde su P i Q tacke prave AB takve da vazi
B(Q,A,P,B)i AP : BP = AQ : BQ = m : n, ako je m < n.

Dokaz leme 2: Oznacimo sa ® skup tacaka X prostora takvih da je AX :
BX =m:n.

m = n: Dokazimo da je medijalna ravan duzi AB skup tacaka koje zadovol-
javaju dati uslov (tj. dokazimo da svaka tacka koja pripada medijalnoj
ravni duzi AB pripada skupu ® i da svaka tacka koja pripada skupu &
pripada medijalnoj ravni duzi AB).

Pretpostavimo da tacka X pripada medijalnoj ravni duzi AB. Vazi AX =
BX,paje AX : BX =1=m:n, §to znaéi da tacka X pripada skupu ®.

Pretpostavimo da tacka X pripada skupu ®, tj. pretpostavimo da vazi
AX : BX =m :n = 1. Neka je w ravan koja sadrzi tacke A, B i X
(ako su tacke A, B i X kolinearne, neka je m proizvoljna ravan koja sadrzi
pravu AB). Na osnovu leme 1,1z AX : BX = m : n = 1 sledi da tacka X
pripada medijatrisi duzi AB (u ravni 7), pa je AX = BX odakle sledi da
tacka X pripada medijalnoj ravni duzi AB.

Dakle, skup @ je medijalna ravan duzi AB.

m > n: Dokazimo najpre da postoje tacke P i @) prave AB takve da vazi
B(A,P,B,Q) i AP : BP = AQ : BQ = m : n. Neka je a proizvoljna
ravan koja sadrzi tacke A i B, neka je p proizvoljna prava ravni « sa
temenom A i neka su X, Y i Z tacke te poluprave takve da vazi AX = m,
B(AY,X,Z), XY =n, XZ = n. Ozna¢imo sa P presetnu tacku prave
AB i prave koja sadrzi tacku X i paralelna je pravoj BZ. Oznac¢imo sa @
presecnu tacku prave AB i prave koja sadrzi tacku X i paralelna je pravoj
BY. 1z B(A,Y, X, Z) sledi da vazi i B(A, P,B,Q). Na osnovu Talesove
teoreme vazi AP : BP = AX : XZ =m:niAQ : BQ = AX : AY =
m : n, odakle sledi da tacke P i @ zadovoljavaju uslov B(A, P, B,Q) i
AP :BP=AQ :BQ=m:n.

Neka je o sfera ¢iji je precnik duz PQ gde su P i Q tacke prave AB takve
da vazi B(A,P,B,Q) i AP: BP = AQ : BQ =m:n.
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Dokazimo da je sfera o skup tacaka koje zadovoljavaju dati uslov (tj. do-
kazimo da svaka tacka koja pripada sferi o pripada skupu ® i da svaka
tacka koja pripada skupu ® pripada sferi o).

Pretpostavimo da tacka X pripada sferi 0. Neka je m ravan koja sadrzi
tacke A, B i X (ako su tacke A, B i X kolinearne, neka je m proizvoljna
ravan koja sadrzi pravu AB). Ravan 7 sadrzi tacke A i B, pa sadrzi i
tacke P i @ i njihovo srediste, odakle sledi da je presek ravni m i sfere
m > n, na osnovu leme 1 sledi da za tacku X vazi AX : BX =m : n, pa
tacka X pripada skupu .

Pretpostavimo da tacka X pripada skupu ®. Neka je 7 ravan koja sadrzi
tacke A, B i X (ako su tacke A, B i X kolinearne, neka je 7 proizvoljna
ravan koja sadrzi pravu AB). Ravan 7 sadrzi tacke A i B, pa sadrzi i
tacke P i @ i njihovo srediSte, odakle sledi da je presek ravni 7 i sfere o
AX : BX = m : n, odakle, kako je m > n, na osnovu leme 1 sledi da za
tacku X vazi da pripada krugu k i sferi o.

Dakle, skup ® je sfera ¢iji je pre¢nik duz PQ gde su P i @ tacke prave
AB takve da vazi B(A,P,B,Q)1 AP : BP = AQ : BQ =m: n.

m < n: Za ovaj slucaju dokaz je analogan dokazu za slucaj m > n.

O

Lema 3: Ako su A i B dve razlicite tacke, skup tacaka X prostora takvih
da je ugao /AXB prav je sfera ¢iji je precnik duz AB bez tacaka A i B.

Dokaz leme 3: Neka je o sfera ¢iji je precnik duz AB i neka je ® skup tacaka
X prostora takvih da je ugao /AX B prav.

Pretpostavimo da je tacka X rali¢ita od tacaka A i B i da pripada sferi o.
Neka je m proizvoljna ravan koja sadrzi tacke A i B. Ravan m sadrzi tacke A i
B, pa sadrzi i njihovo srediSte, odakle sledi da je presek ravni 7 i sfere o krug
k ¢iji je precnik duz AB. Tacka X pripada ravni 7 i sferi o, pa pripada i krugu
k, odakle sledi da je ugao /AX B prav, pa tactka X pripada skupu &.

Pretpostavimo da tacka X pripada skupu ®. Neka je 7w proizvoljna ravan
koja sadrzi tacke A1 B. Ravan 7 sadrzi tacke A i B, pa sadrzi i njihovo srediste,
odakle sledi da je presek ravni 7 i sfere o krug ¢iji je precnik duz AB. Tacka X
pripada ravni 7 i skupu @, pa je ugao ZAX B prav, odakle sledi da je tacka X
razlic¢ita od tacaka A i B i da pripada krugu k£ odnosno da je tacka X razlicita
od tacaka A i B i da pripada sferi o.

Dakle, skup tacaka X prostora takvih da je ugao /AX B prav je sfera ¢iji je
precénik duz AB bez tacaka A i B. |

Na osnovu leme 3, skup tacaka X prostora takvih da je ugao /AX B prav

Pretpostavimo da je m = n. Na osnovu leme 2, skup tacaka X prostora
takvih da je AX : BX = m : n = 1 je medijalna ravan © duzi AB. U tom
slucaju je, dakle, trazeni skup tacaka krug koji je presek ravni 7 i sfere os.
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Pretpostavimo da je m > n. Na osnovu leme 2, skup tacaka X prostora
takvih da je AX : BX = m : n je sfera o €iji je pre¢nik duz PQ gde su P i Q
tacke prave AB takve da vazi B(A,P,B,Q) i AP : BP = AQ : BQ = m : n.
Dakle, trazeni skup tacka je krug koji je presek sfera o1 i os.

Pretpostavimo da je m < n. Na osnovu leme 2, skup tacaka X prostora
takvih da je AX : BX = m : n je sfera o1 ¢iji je pre¢nik duz PQ gde su P i @
tacke prave AB takve da vazi B(Q,A,P,B) i1 AP : BP = AQ : BQ = m : n.
Dakle, trazeni skup tacka je krug koji je presek sfera oy i os.

i B/
B

D/

Slika 67 Slika 68

68. Lema 1: Za razlicite kolinearne tacke A, B i C postoji tacka D takva
da je H(A, B; C, D) ako i samo ako tacka C nije srediste duzi AB.
Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 6 u resenju 51. O

Lema 2: Ako tacka C' nije srediste duzi AB, onda postoji ta¢no jedna tacka
D takva da je H(A, B; C, D).

Dokaz leme 2: Ako tacka C nije srediste duzi AB, na osnovu leme 1, sledi da
postoji tacka D takva da je H(A, B; C, D). Pretpostavimo da postoji tacka D’

razlicita od tacke D takva da je H(A, B;C,D’). 1z 4¢ = —AD j AC _ —AD
B . CB DB CB D'B
sledi 42 = AD" Tagke A, B i D su razlicite, pa vazi jedan od sledeca tri

DB D'B
rasporeda: B(D, A, B), B(A, D, B), B(A, B, D).

Pretpostavimo da vazi raspored B(D, A, B). Duzi AD i DB su suprotno

—

.o . . . . / . .
orijentisane, pa je vrednost 42 negativna. Dakle, i vrednost 42~ je negativna,
DB D'B

pa su duzi AD’ i D'B suprotno orijentisane, tj. vaZi jedan od dva rasporeda:
B(D', A, B), B(A, B, D").

Ako vazi raspored B(D’, A, B), onda, kako su tacke D i D’ razlicite, vazi
jedan od dva slucaja: B(D,D’, A, B), B(D',D, A, B). Ako je B(D,D’, A, B),

—_

. e ’ ’ . ’ ! . N !’ .
onda je 42 = —g—g = —% AD. —SPB, pa iz 42 = AL gledi
DB D'B DB D'B

% = g,DB,, odakle je AD' = BD’, sto je nemoguce (jer vazi B(D’, A, B)).

Analogno se dokazuje da je nemoguée i B(D’,D, A, B). Ako vazi raspored
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B(A, B,D'), onda vaz B(D, A, B,D'), pa je AD < BD i AD' > BD' i 42 =

DB
’ ’ A __>/
fgg > 1142 = 7S/DB < —1. Dakle, vazi 42 > —1 > 4L 5t0 je nemoguée
D'B DB D'B
jer vazi AD _ AD'

Slién(j)j]ge do?{aBzuje da ne vazi ni B(A, D, B) niti B(A, B, D), pa sledi da ne
postoji tacka D’ razli¢ita od tacke D takva da je H(A, B;C, D), $to je i trebalo
dokazati. a

Pretpostavimo da slika tacke A u ravanskoj refleksiji S, pripada ravni 8.
U tom slucaju, ako proizvoljna pravu koja sadrzi tatku A sece ravni 81 v u
tackama B i C, onda je tacka C' srediste duzi AB. Na osnovu leme 1, tada ne
postoji tacka D takva da je H(A, B; C, D). U ovom slu¢aju, dakle, trazeni skup
tacaka je prazan.

Pretpostavimo da slika tacke A u ravanskoj refleksiji S, ne pripada ravni
8. Neka je p proizvoljna prava koja sadrzi tacku A i koja seCe ravni S i v u
tackama B i C. Tacka C nije srediste duzi AB, pa postoji tacka D takva da je
H(A, B;C, D) (tu tacku moguce je odrediti na osnovu dokaza leme 1). Neka je
6 ravan koja sadrzi tacku D i paralelna je ravnima (3 i . Dokazimo da je ravan
¢ trazeni skup tacaka.

(C:) Neka je D’ proizvoljna tacka ravni § razli¢ita od D i neka je 7 ravan koja
sadrzi pravu p i tacku D’. Ravan 7 seCe ravan d, pa see i ravni 31 v (jer
je Bl|7||0). Neka su b, ¢ i d preseéne prave ravni 3, v 1 ¢ sa ravni 7. Ravni
B, v i § su paralelne, pa su paralelne i prave b, ¢ i d. Neka su B’ i C’
presecne tacke prave AD’ sa ravnima (1 v (tj. sa pravama b i ¢). Tacke
A, B, C, D, B', C', D’ su koplanarne (pripadaju ravni m) i na osnovu

. ’ . ’
Talesove teoreme (T27.3) sledi: é—g = 64,%, i % = g,%,. Pored toga,

— —

vazi B(A,C,B,D) i B(A,C',B', D), paje 4¢ = AC" { AD _ AD" vp5
CB C’'B’ DB D'B’
H(A, B;C, D), pa iz

T

CB DB
sledi

AC’ B AD'

B B
Dakle, vazi H(A, B’;C", D’), pa tacka D pripada trazenom skupu tacaka.

(D:) Neka je D’ proizvoljna tacka koja je razlicita od tacke D i koja pripada
trazenom skupu. Dakle, prava AD’ se¢e ravni 3 1 v u tackama B’ i C’
takvim da vazi H(A, B’; C’, D’). Prava AD’ sece ravni 31+, pa sece i ravan
§ (jer su ravni 3, v i § paralelne). Ako bi prava AD’ sekla ravan § u tacki
D" razlicito] od tacke D', vazilo bi H(A, B’;C’,D") (na osnovu prvog
smera dokaza) i H(A, B’;C’,D’), $to je, na osnovu leme 2, nemoguce.
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Dakle, tacka D’ je presecna tacka prave AD’ iravni §, tj. tacka D’ pripada
ravni 0.

Dakle, ako slika tacke A u ravanskoj refleksiji S, pripada ravni 3, trazeni
skup tacaka je prazan. U suprotnom, trazeni skup tacaka je ravan § koja je
paralelna sa ravnima [ i v i sadrzi tacku D takvu da je H(A, B; C, D) (tacke B
i C su presecne tacke ravni § i v sa proizvoljnom pravom koja ih sece i sadrzi
tacku A).

69. Uglovi /BAC i /BDC su podudarni, jer su to uglovi nad podudarnim
ltikovima (BC') podudarnih krugova i oba su ostra. Analogno, podudarni su
uglovi ZABC i /ADC iuglovi /BCAi /BDA, pa je zbir uglova pljosni tetrae-
dra kod temena D jednak /BDC + /ADC + /BDA = /BAC + /ABC +
/BCA = 7 (zbir uglova u trouglu AABC jednak je 7). Analogno se dokazuje
da su zbirovi uglova pljosni kod preostala tri temena tetraedra takode jednaki
.

Neka je 7 ravan odredena tactkama A, B i C. Neka su D4, Dp i D¢ tatke
ravni 7 takve da vazi: tacke D4 i A su sa raznih strana prave BC, BD = BD 4
i CD = CDy; tacke Dp i B su sa raznih strana prave AC, AD = ADpg i
CD = CDpg; tacke D¢ i C su sa raznih strana prave AB, AD = AD¢ 1 BD =
BD¢. Podudarni su trouglovi AABD i AAD¢cB, pa vazi /DcAB = /DAB.
Podudarni su trouglovi AACD i ANACDpg, pa vazi /DgAC = /DAC. Dakle,
vazi /DcADg = (DcAB+ /BAC+ /CADp = /DAB+/BAC+ /DAC =7
(zbirovi uglova pljosni tetraedra ABCD kod sva Cetiri temena jednaki su ),
pa tacka A pripada duzi DgD¢. Pored toga, vazi DcA =2 DA = DgA, pa je
tacka A srediste duzi DpD¢. Analogno se dokazuje da je tacka B srediste duzi
DaD¢ i da je tacka C srediste duzi DD 4. Duz AB je srednja linija trougla
ADpDgcDya, paje AB= DgC =2 CD 4. Analogno, vazi i AC =2 DoB = BDy,
BC = DgA = ADgp, pa su trouglovi AABC, ADcBA, ABD,C i ANACDp
podudarni. Kako je ADcBA =2 AABD, ABD,C = ANBCD i ANACDp =
ANACD, sledi da su sve Cetiri pljosni tetraedra ABC D podudarni trouglovi, $to
je 1 trebalo dokazati.

Slika 69 Slika 70
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70. Neka je tacka P srediste duzi BD, a @ srediste duzi AC. Iz AB =
CD, AD =2 BC i BD ¥ BD sledi AABD =2 NCDB i /ABD = /CDB.
Vazi i BP = PD (jer je tacka P srediste duzi BD), pa iz ZABD = /CDB
(tj. LABP = /CDP), AB =2 CD i BP = PD sledi AABP = ACDP i
AP = CP. Vazii AQ = QC (jer je tacka @ srediste duzi AC), paiz AP =2 CP,
PQ =2 PQiAQ = QC sledi AAPQ = ANCPQ i LAQP = /CQP. Tacka Q
je izmedu tacaka A i C, pa je LZAQP + /CQP = w. Iz /AQP = /CQP i
LAQP + /CQP = sledi LZAQP = LCQP =7/2, tj. PQ L AC. Analogno se
dokazuje i QP 1 BD, pa sledi da je prava PQ zajednicka normala za prave AC
i BD, sto je i trebalo dokazati.

71. (=:) Na osnovu Pagsove aksiome sledi da ravan m ne moze da sece Cetiri
ivice tetraedra od kojih tri sadrze jedno njegovo teme. Dakle, ravan m ne sece
neke dve naspramne ivice tetraedra. Pretpostavimo da ravan 7 sece ivice AC,
BC, BD i AD tetraedra i to u tackama P, ), R i S takvim da je ¢etvorougao
PQRS paralelogram (PQ || RS i PS || RQ).

Dokazimo da je ravan m paralelna sa pravom AB. Pretpostavimo suprotno
— da se ravan 7 i prava AB seku u nekoj tacki X. Neka je § ravan odredena
tackama A, B i D. i neka je v ravan odredena tackama A, B i C. Prava AB
pripada ravni d, pa toj ravni pripada i tacka X. Kako tacka X pripada i ravni
6 iravni 7, sledi da tacka X pripada prese¢noj pravoj ravni § i 7, tj. sledi da
tacka X pripada pravoj SR. Analogno se dokazuje da tacka X pripada pravoj
PQ), odakle sledi da se prave SR i PQ seku, sto je suprotno pretpostavci. Dakle,
ravan 7 i prava AB nemaju zajednickih tacaka tj. AB||x.

Analogno se dokazuje da vazi i CD || .

<: Pretpostavimo da vazi AB|7w i CD || n. Neka su P, Q, Ri S tacke u
kojima ravan 7 sece ivice AC, BC, BD i AD tetraedra.

Dokazimo da vazi SR||AB, tj. dokazimo da prave SR i AB nemaju za-
jednickih tacaka. Pretpostavimo suprotno — da prave SR i AB imaju za-
jednicku tacku X. Tacka X pripada pravoj SR, a prava SR pripada ravni 7,
pa sledi da tacka X pripada ravni 7, Sto zna¢i da ravan 7 i prava AB imaju
zajednicku tacku, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, prave SR i AB
nemaju zajednickih tacaka, a kako pripadaju ravni odredenoj tackama A, B i
D, one nisu mimoilazne, pa sledi SR||AB.

Analogno se dokazuje PQ||AB, odakle sledi i SR||PQ. Sli¢no, vazii SP|QR,
pa je PQRS paralelogram, sto je i trebalo dokazati.
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Slika 71 Slika 72

72. I resenge:

Tetradear ABCD je pravilan, pa je tacka D’ srediste trougla AABC. Tacka
D’ je i teziste i ortocentar (i srediste opisanog i srediste upisanog kruga) trougla
NABC.

Neka je a duzina ivice tetraedra ABCD. Neka je F' presecna tacka prave C'D’
i prave AB ineka je F’ srediste duzi DC. Tacka D’ je ortocentar trougla AABC,
pa je duz CF visina trougla AABC. Tacka D’ je teziste trougla AABC, pa vazi
CF' =2 F'D' 2 D'F. Prave DD’ je normalna na ravni ABC, pa je /ZED'F =
LED'F' = %. Kako jei ED' =2 ED"i FD' = D'F', sledi AEFD" = AED'F' i
EF 2 EF'. Duz EF’ je srednja linija trougla ADD’'C, pa vazi EF' = DC/2 =
a/2. Iz EF 2 EF' i EF' = DC/2 = a/2 sledi EF = a/2. Tacka F je srediSte
duzi AB, pa je AF = FB = a/2. Dakle, vazi AF = FB = EF = a/2, pa tacka
E pripada krugu sa sredistem F' i polupreénikom a/2, odakle sledi da se prec¢nik
tog kruga — duz AB vidi pod pravim uglom iz tacke F, tj. ZAEB = 7.

Analogno se dokazuje i /BEC = /CEA = 3.

1I resenje:

Neka je a duzina ivica pravilnog tetraedra ABCD.

Tetradear ABCD je pravilan, pa je tacka D’ srediste trougla AABC. Tacka
D’ je i teziste i ortocentar (i srediste opisanog i sredite upisanog kruga) trougla
NABC.

Neka je F' srediste duzi AB. Prava CF normalna je na pravoj AB, ona
sadrzi tacku D’ i vazi D'F = %C’F (jer je D' teziste trougla AFBC). Na
osnovu Pitagorine teoreme, vazi FC? = BC? — FB? = a? — (%)? = 242, odakle
sledi FC = 2a i FD' = 1FC = 1o = ;L-a.

Vazi AD' = CD' = %C’F = 3 L
osnovu Pitagorine teoreme, vazi

W gy

%a = —=a. Ugao LDD'A je prav, pa, na

1 \* 2
DD = AD? — AD"? = 4? — <ﬁa> =Za?,

; _ V2, _ A2
odakle sledi DD’ = ai ED = 2750
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Ugao /ED’'F je prav, pa na osnovu Pitagorine teoreme sledi

2 2
1 V2 1 2 1
2 2 M2 _ 2 2 _ 1 2
EF*=FED"”+ F'D* = (—2\@&) +<—2\/§a> —12a +—12a 4a

i FF = 2.

Daklé, tacka F pripada krugu sa sredistem F' i polupre¢nikom a/2, odakle
sledi da se pre¢nik tog kruga — duz AB — vidi pod pravim uglom iz tacke F,
tj. LAEB = 3.

Analogno se dokazuje i /BEC = /CEA = 3.

73. Neka su pa, pB, pc 1 pp, redom, prave koje sadrze temena A, B, C, D
tetraedra ABC' D i normalne su na pljosnima B'C'D’, C'D'A’, D'A’'B’, A’B'C’
tetraedra A’B’C’' D’ Neka su s4, sg, sc¢ 1 $p, redom, prave koje sadrze temena
A, B, C', D' tetraedra A’B’C’D’ i normalne su na pljosnima BCD, CDA,
DAB, ABC tetraedra ABCD.

Prave pa i pp se seku, pa postoji ravan « koja ih sadrzi. Prava p4 normalna
je na pljosni B’C’D’ tetraedra A’B'C’'D’, pa je na to] pljosni normalna i ravan
a (T14.2). Prava pp normalna je na pljosni C'D’'A’ tetraedra A’B'C'D’, pa
je na toj pljosni normalna i ravan « (T14.2). Dakle, ravan « normalna je
na ravnima B'C’'D’' i C'D’A’, pa je, na osnovu teoreme 14.5, normalna i na
njihovoj preseénoj pravoj — pravoj C’'D’. Ravan « sadrzi pravu AB (jer sadrzi
prave p4 i pp) i normalna je na pravoj C'D’, odakle sledi da su prave AB i
C' D' medusobno normalne.

Prave AB i C'D’ su medusobno normalne, pa postoji ravan 3 koja sadrzi
pravu C’D’ i normalna je na pravoj AB. Neka je X presetna tacka prave AB
i ravni 8. Prave D’X i AB su medusobno normalne (jer prava D’X pripada
ravni 8 i vazi AB L ). Ravan ABC sadrzi pravu AB, pa na osnovu teoreme
14.2, vazi ABC L (3. Neka je x presetna prava ravni § i ravni ABC' i neka je
X'’ podnozje normale iz tacke D’ na pravoj x. Prava x pripada ravni 3, pa ravni
(3 pripada i tacka X’. Dakle, prava D' X’ pripada ravni 3, pa kako je 8 L ABC
i D’X’ L x, na osnovu teoreme 14.1 sledi D’X’ 1 ABC. Na osnovu teoreme
12.6, postoji jedinstvena prava koja sadrzi datu tacku i normalna je na zadatoj
ravni, pa su prave D'X’ i sp identiéne. Dakle, prava sp pripada ravni koja
sadrzi pravu C'D’ i normalna je na pravoj AB. Sli¢no se dokazuje da i prava
sc pripada istoj ravni. Prave sp i s¢ nisu paralelne (u protivnom bi tacke A,
B, C'i D bile kolinearne), pa se seku.

Analogno se dokazuje da se svake dve od pravih sa, sg, sc i sp seku, pa
kako one nisu koplanarne (u protivnom bi tacke A’, B’, C' i D’ bile koplanarne),
na osnovu teoreme 1.14 sledi da se seku u jednoj tacki, sto je i trebalo dokazati.
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Slika 73 Slika 74

74. Neka su tacke A’, A7, D’ i D} tacke simetricne tackama A, A;,D i D,
u odnosu na ravan BCC1B; 1 neka su tacke B’, B{,C’" i C] tacke simetri¢ne
tackama B, By,C i C; u odnosu na ravan A’D'D]A}. Oznac¢imo sa E i F’
tacke preseka prave AC] sa ravnima BCCy By i A’D’' D} A} redom i oznac¢imo sa
F tacku simetri¢nu tacki F’ u odnosu na ravan BCC1B;. Ravni A’D'D{ A} i
ADD1 A; su simetri¢ne u odnosu na ravan BCC1 By, pa, kako tacka F’ pripada
pljosni A’D’'D} A}, tacka F simetricna tacki F’ u odnosu na ravan BCCyB;
pripada pljosni ADD;A;. Ravni ADD,A;, BCC1By, A’D'D{ A} i B'C'C| D]
su paralelne, pa, iz nacina na koji su one odredene, sledi da vazi raspored
B(A,E,F',C{) i AE+ EF' + F'C} = AC].

Dokazimo da su E'1 F trazene tacke, tj. dokazimo da za bilo koje dve tacke
E i F koje pripadaju pljosnima BCC1B; i ADD1 Ay vazi: AE+ EF + FCy >
AFE + EF + FC;. Oznaéimo sa F” tacku simetricnu tacki F u odnosu na ravan
BCC,B; (tacka F prlpada pljosni A'D’ D} A}). Tacke E i P preshkavaju se,
EF ~ EF’. Slitno, vazi i FC, & F'Cy, F’C’l’\’F'Cl,F’C{NF’ChF’C” =
FCy 1 EF" = EF. Na osnovu nejednakosti trougla vazi AE + EF’ > AF’ i
AF' + F’C1 > AC]. Dakle, AFE+ EE + FC, = AE+ EF' + F'C, = AE +
EF' + F'Cy > AF' + F'C} > AC, = AE+ EF' + F'C} = AE+ EF' + F'C, =
AFE + EF + F(C1, §to je i trebalo dokazati.

75. Neka su «, B i 7y ravni odredene bo¢nim pljosnima prizme i neka je p
presecna prava ravni « i 3 (prava p i ravan 7 se ne seku — u protivnom bi sve tri
ravni a, 51 imale zajednicku tacku). Dokazimo da je izometrijaZ = S,0830S,
klizajuéa refleksija. Neka su 71 1 § ravni koje sadrze pravu p takve da je § L ~ i
da je usmereni ugao ¢ izmedu ravni « i 8 jednak usmerenom uglu izmedu ravni
m 10). Tada je Sgo0 Sy = Rp20 =Ss0Sx,, paslediZ =S, 0S5 08,,. Ako je
g presecna prava ravni v i d, onda vazi Sy 0S5 = S, pa vazi T = S50 Sy,. Ako
su 7y 1 w3 ravni koje sadrze pravu ¢, takve da su medusobno upravne i da je
ma||m1 (odakle sledi g L 7)), onda vazi: Z = Sy, o Sy, 0 Sy,. Kako su ravni m
i my medusobno paralelne i ravan 73 je upravna na svakoj od njih, izometrija 7
je klizajuca refleksija, sto je i trebalo dokazati.
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Slika 75 Slika 76

76. Neka su a, b i c presetne prave ravni yia, ai 3, B1i7.

Neka su ravni o’ i § ravni koje sadrze pravu b (preseénu pravu ravni « i (3)
takve da je ' L v ida je usmereni ugao izmedu ravni o’ i 3’ jednak usmerenom
uglu ¢ izmedu ravni o i 8. Tada je Sg o So = Rp2¢ = Spr 0 Sor, pa sledi:

I:SWOSBOSa:SVoSgoSa/

Neka su ravni 8" 1 v/ ravni koje sadrze preseénu pravu ¢’ ravni 8’ i~ i takve
daje8” Lo/ 18" L~ Tadavazi S;o0Sg = S» =8y 0 Sar, odakle sledi:

I = S’Y’ (0] Sﬁ” O Sa’

Neka je p presecna prava ravni o/ 1 9’ i neka je 1 dvostruki usmereni ugao
izmedu ravni o’ 1 4'. Ravni 5”14’ su normalne, pa ravanske refleksije Sgr i S,/
mogu da komutiraju, odakle sledi

I = Sﬂ/l (0] S"/’ O Oy = SB” [e) RP”‘P

Kompozicija Z je, dakle, osnorotaciona refleksija sa osnovom (3", osom p i za
ugao .

77. Oznac¢imo sa «, B, v i § ravni odredene temenima A, B,S; B,C,S;
C,D,S i D,A,S cetvorostrane piramide ABCDS ¢ija je osnova Getvorougao
ABCD. Potrebno je dokazati da je kompozicija Ss 0 Sy 0 Sg o S, osna rotacija.
Neka je 7 ravan odredena tackama B, D i S. Komporzicija SgoS, je osna rotacija
(jer ravni o i B imaju zajednicku pravu BS) i ona moze biti reprezentovana kao
kompozicija Sy 0 Sy, gde je ravan ¢ ravan koja sadrzi pravu BS i usmereni ugao
koji zahvataju ravni® ¢ i 7 podudaran je usmerenom uglu 1 koji zahvataju ravni
aif (jer je S30Sy = Rps2u = Sr 08Sy). Kompozicija S5 o S, je osna rotacija
(jer ravni v i 6 imaju zajednicku pravu DS) i ona mozZe biti reprezentovana
kao kompozicija Sy o Sy, gde je ravan 1 ravan koja sadrzi pravu DS i usmeren

8 Uglom koji zahvataju ravni o i 3 nazivamo ugao diedra koji zahvataju ravni o i 3.
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ugao o koji zahvataju ravni 7 i ¢ podudaran je usmerenom uglu koji zahvataju
ravni 7y i §. Dakle,

S5508,08308, =854085;,085,08,=8408, .

Ravni ¢ i ¢ su razli¢ite (jer bi u protivnom obe sadrzavale prave BS i DS,
pa bi bile identi¢ne sa ravni 7) i obe sadrze tacku S, odakle sledi da imaju
neku zajednicku pravu s koja sadrzi tacku S. Data kompozicija je, dakle, osna
rotacija Sy o Sy Cija je osa prava s, a ugao rotacije jednak dvostrukom uglu
izmedu ravni ¢ i 1.

Slika 77 Slika 78

78. Iz A’B’ = B'C’', BB’ = BB' i /A'B'B = /C'B'B = 5 sledi da su
trouglovi ABB’A1 ABB'C podudarnii A’B = C'B. Analogno vazi ABB'A’ =
NA'B'C'1 A’B = A'B’. Dakle, trougao AA’BC’ je pravilan, pa vazi /A’BC’ =

Neka je b prava koja sadrzi tacku B i normalna je na ravni . Ravan 3
sadrzi tacku B i normalna je na ravni «, pa sledi da ravan [ sadrzi pravu b. Za
tacku B vazi A’B = C'B, pa ona pripada simetralnoj ravni duzi A'C’, tj. tacka
B pripada ravni . Ravan v sadrzi tacku B i normalna je na ravni « (jer je
simetralna ravan duzi koja joj pripada), odakle sledi da ravan - sadrzi pravu b.
Dakle, prava b je presecna prava ravni 3 i .

Ravni 8 i v su normalne na ravni « i sadrze prave BA’ i BB" (gde je
B srediste duzi A’C"), pa je usmereni ugao koji zahvataju ravni 8 i v jednak
usmerenom uglu koji zahvataju poluprave BA’ i BB”. Tacka B’ je srediste
ivice A’C’ pravilnog trougla AA’BC’, pa je /A'BB"” = %. Dakle, ugao koji
zahvataju ravni 3 i 7 jednak je %.

Ravni 3 i v imaju zajednicku pravu b, pa je kompozicija Z = S, o Sg osna
rotacija Ry ., €ija je osa prava b, a ugao rotacije w jednak dvostrukom usmerenom
uglu koji zahvataju ravni 8 i 7. Dakle, vazi w = %, pa je kompozicija A
koincidencija (jer je ngw = Rpar). Odatle sledi da je 79 = (Z°)16 takode
koincidencija, pa je Z9¢(A’) = A’.

79. Oznagimo sa 7 ravan paralelograma ABCD, a sa «, 3,7, ravni koje
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sadrze prave AB, BC,CD, DA i normalne su na ravan 7. Tada je

I=8paoScpoSpcoSap=85085,08,08,083085,085,08, =

=85085,08308,

Neka je p; zajednicka prava ravni « i 3 i neka je ps zajednicka prava ravni -y
id. Ravni o, 8, 71 su normalne na ravni 7, pa su na ravni 7 normalne i prave
p1 1 p2. Neka su pg i po usmereni uglovi koje zahvataju ravni a 1 3, odnosno
ravni 7y i 6.

Neka je w ravan koja sadrzi pravu BD i normalna je na ravni 7 (takva ravan
postoji na osnovu teoreme 14.4). Neka je ¢ ravan koja sadrzi pravu p; takva
da je usmereni ugao koji zahvataju ravni ¢ i w jednak p;. Neka je ¢ ravan koja
sadrzi pravu ps takva da je usmereni ugao koji zahvataju ravni w i ¢ jednak
p2. Onda je S30 8y = Ry, 20 = Sw 08318508y = Rpy.2u, = Sy 0S8y, paje
8508,08308, = §308,08,08y, odaklesledi T = S085,085,0855 = Sy, 0S.

Ako je ¢ L w (tj. o L B, odnosno AB L BC'), onda su ravni ¢ i ¢ normalne
na ravni w, i na pravoj BD, pa vazi ¢||[¢v i Z = TQE;B'

Ako nije ¢ L w, onda se ravni ¢ i ¢ seku i Z je osna rotacija Cija je osa
preseCna prava ravni ¢ i v, a ugao rotacije dvostruki ugao koji zahvataju ravni
¢ i, tj.ugao 2(2- 5 - LABC — LCDA) =2(rm —2/ABC) = 21 —4/ABC.

Dakle, ako je ABCD pravougaonik, Z je translacija, inace je osna rotacija.

Slika 79 Slika 80

80. Oznacimo sa 7 ravan koja sadrzi tacke B, C' i D. Duz RS je srednja
linija trougla ADBC, pa je RS || BC. Duz PQ je srednja linija trougla AABC,
pa je PQ || BC, odakle, na osnovu teoreme 25.13, sledi PQ || 7. Neka je «
ravan koja sadrzi tacke R i S i normalna je na ravni m; neka je [ ravan koja
sadrzi tacke B i C'inormalna je na ravni 7; neka je v ravan koja sadrzi tacke P
i @ i normalna je na ravni 7; neka je p ravan koja sadrzi tacke P i @) i normalna
je na ravni v (te ravni postoje na osnovu teoreme 14.4). Neka je ¢ presetna
prava ravni vy i 7. Prava P@Q pripada ravni v i nema zajednickih tacaka sa ravni
7, pa sledi da se prave ¢ i PQ ne seku. One pripadaju jednoj ravni (ravni ),
pa su paralelne. Iz ¢|[|PQ i PQ|/BC, na osnovu teoreme 25.10 o tranzitivnosti
paralelnosti, sledi ¢||BC. Neka je s proizvoljna prava ravni 7 normalna na pravoj
BC'. Na osnovu teoreme 14.1 sledi s L 8. Iz ¢|BC' i s L BC sledi s L ¢, pa na
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osnovu teoreme 14.1 vazi s 1 . Analogno, vazi s 1L RS i s 1 a. Dakle, ravni
a, B 1 pripadaju hiperbolickom pramenu ravni X; normalnih na pravoj s.

Dokazimo da se ravni p i 7 ne seku. Pretpostavimo suprotno — da postoji
zajednicka tacka X ravni p i w. Neka je ' prava ravni m koja sadrzi tacku X
i normalna je na pravoj c¢. Na osnovu teoreme 14.1, prava z’ normalna je na
ravni v. Neka je 2" prava ravni u koja sadrzi tacku X i normalna je na pravoj
PQ. Na osnovu teoreme 14.1, prava z”/ normalna je na ravni . Postoje dve
razlicite prave x’ i 2" koje sadrze tacku X i normalne su na ravni 7, $to je u
kontradikciji sa teoremom 12.6, pa sledi da je pogresna bila pretpostavka da
ravni 7 i g imaju zajednicku tacku. Dakle, ravni 7 i p su paralelne.

Osna refleksija prostora moze biti reprezentovana kao kompozicija dve ra-
vanske refleksije ¢ije su osnove medusobno normalne i sadrze osu osne refleksije,
pa vazi

I=8prsoSpcoSpg=8,08,08,08308,08, =
=8,08308,0S, .

Ravni o, B i v pripadaju pramenu X pa je So0SgoS, = S5, pri cemu je § ravan
koja takode pripada pramenu X;. Ravan 7 sadrzi pravu s koja je normalna na
ravni J, pa, na osnovu teoreme 14.2 sledi 7 L 4.

Iz p||w i L 9§, sledi da su ravni g i 6 medusobno normalne, pa je njihova
kompozicija 7 = Ss 0 S,, osna refleksija prostora.

81. Lema: Kompozicija dve osne refleksije S, i Sy kojima su ose upravne
na nekoj ravni 7 je translacija ili koincidencija.

Dokaz leme: Ako su prave a i b identi¢ne, kompozicija S0S, je koincidencija.

Ako prave a i b nisu identi¢ne, neka su A i B presecne tacke tih pravih i ravni
m. Neka je ¢ prava koja sadrzi tacke A i B. Na osnovu teoreme 12.9, postoji
ravan (ozna¢imo je sa ) koja sadrzi prave a i b (kao prave upravne na ravni ).
Ravan ~ sadrzi tacke A 1 B, pa sadrzi i pravu ¢. Neka su « i § ravni upravne
na pravoj ¢ u tackama A i B redom (te ravni su jedinstvene, na osnovu teoreme
12.7). Prave a i b su upravne na pravoj ¢, pa na osnovu teoreme 12.5, prava a
pripada ravni « i prava b pripada ravni . Prava c¢ je normalna na ravnima « i
(i pripada ravni v, pa na osnovu teoreme 14.2; sledi da su medusobno upravne
ravni o iy iravni 1. Dakle, ravni a i v su medusobno normalne i obe sadrze
pravu a, pa vazi S = Sy 0 S,. Analogno, vazi i Sy = Sg o S,. Dakle, vazi

Sp08,=8308,08,08,=830S, .

Ravni o i 8 su upravne na pravoj ¢, pa je komporzicija Sg o S, translacija
prostora. 0

Dokazimo tvrdenje zadatka primenom matematicke indukcije. Na osnovu
leme, tvrdenje vazi za 2- 1 pravih. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za 2n pravih,
tj. pretpostavimo da je kompozicija 2n osnih refleksija kojima su ose upravne

na nekoj ravni 7, translacija ili koincidencija. Neka je Z kompozicija 2(n + 1)

osnih refleksija kojima su ose upravne na nekoj ravni 7:
I=840...084,,084,,.,°S
—_——

A2(n+1)

IQ 1'1
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Na osnovu induktivne pretpostavke, Zs je translacija ili koincidencija, a na os-
novu leme, 7; je translacija ili koincidencija. Kako je kompozicija dve translacije,
translacije i koincidencije, koincidencije i translacije ili dve koincidencije, trans-
lacija ili koincidencija, sledi da je izometrija Z = Z5 o 7; translacija ili koinci-
dencija, $to je i trebalo dokazati.

1

4
‘ X//
T
a b !
L . Y /7
T
/\\y B
T
v I
a 3 X — ¢
/ T
é\ o
Slika 81 Slika 82

82. Pretpostavimo da prave x i y zadovoljavaju uslove zadatka. Na osnovu
teoreme 25.16 postoji (jedinstvena) prava n koja se¢e prave x i y i normalna je
na njima. Neka su X i Y tacke u kojima prava n sece prave x i y. Neka su a i
B ravni normalne na pravoj n i seku je, redom, u tackama X i Y.

Dokazimo da prava x pripada ravni a. Prave n i x se seku, pa postoji ravan
koja ih sadrzi; neka je to ravan w. Ravni o i 7 imaju zajednicku tacku X, pa
imaju i zajednicku pravu. To je upravo prava z, jer bi u suprotnom u ravni w
pored prave x postojala jos jedna prava koje sadrze tacku X i normalna je na
pravoj n, §to je u suprotnosti sa teoremom 12.1. Dakle, ravan « sadrzi pravu
x, §to je i trebalo dokazati. Analogno se dokazuje da ravan 3 sadrzi pravu y.

Dokazimo da su ravni « i § paralelne. Pretpostavimo suprotno — da ravni
a i B imaju zajednicku tacku P. U ravni odredenoj tackama X, Y i P postoje
dve normale (prave PX i PY) na pravoj n, §to je u suprotnosti sa teoremom
12.1. Dakle, pretpostavka je bila pogresna, pa sledi da su ravni « i 8 paralelne.

Neka je 7 ravan koja sadrzi prave n i x i neka je o ravan koja sadrzi prave n
i y. Ravan 7 sadrzi pravu n koja je normalna na ravnima « i 3, pa je, na osnovu
teoreme 14.2, ravan 7 normalna na ravnima « i 5. Analogno se dokazuje da
vaziio L Bio L a.
je @ slika ravni 8 u ravanskoj refleksiji ¢ija je osnova ravan a.

Ravni 8 i ¢ su medusobno normalne i sadrze pravu y, pa se osna refleksija
S, moze reprezentovati kao kompozicija ravanskih refleksija ¢ije su osnove ravni
Bio,tj. S =SzoS,. Ravni o i o su normalne, pa vazi S;(a) = a. Neka
je ©' slika ravni 7 u ravanskoj refleksiji S,. Ravni ¢ i 7 sadrze pravu n, pa
tu pravu sadrzi i ravan 7’. Prava z je presecna prava ravni « i 7, pa je njena
slika u ravanskoj refleksiji S, preseéna prava slika ravni a i m u toj refleksiji,
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odakle sledi S,(z) = 2/, gde je 2’ presetna prava ravni « i 7’. Ravan 7’ sadrzi
pravu n koja je normalna na ravni 3, pa sledi 7’ L 8 (T14.2) i Sg(n') = ='.
Prava z’ je prese¢na prava ravni « i 7', pa je njena slika u ravanskoj refleksiji Ss
presecna prava slikd ravni o i 7’ u toj refleksiji, odakle sledi Sg(z’) = z”, gde
je " presetna prava ravni o i 7’. Dakle, Sy(z) = Sg o0 S,(x) = Sg(a’) = 2”.
Prava z i ravni o i 8 sadrzi tacku X, pa tacku X sadrzi prava z’. Prava n je
normalna na ravni 3, pa se tacka X u ravanskoj refleksiji Sg slika u tacku koja
pripada pravoj n. Prava x’ sadrzi tacku X, pa sledi da prava z” seCe pravu n u
tacki X" (gde je Sg(X) =Sy (X) = X").

Analogno, ako je o’ slika ravni o u ravanskoj refleksiji S, vazi S;(y) = Sy 0
Sx(y) =Sa(y) =y", gde je y' presetna pravaravni 31ioc’, ay” je preseéna prava
ravni 3 1 o’. Prava y’ sece pravu n u tacki Y (gde je So(Y) =Sx(Y) =Y").
Tacke X 1Y su razlicite, pa vazi B(X")Y, X, Y").

Na osnovu pretpostavke, prave S;(y) i Sy(z), tj. prave y” i «” su koplanarne,
tj. postoji ravan u koja ih sadrzi. Prave z” i y” sadrze tacke X", odnosno Y
prave n, pa ih sadrzi i ravan u, odakle sledi da ravan p sadrzi pravu n. Prava
i sadrzi pravu n koja je normalna na ravni «, pa sledi p L «. Prava z' nije
upravna na ravni «, pa na osnovu teoreme 14.4, postoji jedinstvena ravan koja
je sadrzi i normalna je na ravni «, odakle sledi da su ravni g i 7’ identicéne.
Analogno se dokazuje da su ravni g i ¢’ identi¢ne, pa su identi¢ne i ravni 7’ i
o’. Neka je ¢ usmereni ugao koji zahvataju ravni 7 i o. Ravni 7 i 7’ = S,(7)
zahvataju ugao 2¢. Ravni 7 i o/ = S, () zahvataju ugao podudaran uglu ¢,
ali suprotno usmeren. Ravni 7’ i ¢’, dakle, zahvataju ugao 3¢, a kako su to
identi¢ne ravni, sledi da je ugao 3¢ opruzen, tj. ¢ = %.

Dakle, ako mimoilazne prave x i y pripadaju ravnima 7 i ¢ takvim da one
sadrze pravu koja seCe prave x i y i normalna je na njima i takvim da zahvataju
ugao %, onda su prave S, (y) i Sy(x) koplanarne.

83. Lema: Ako tacka O ne pripada ravni ¢, onda se u centralnoj simetriji
So prostora ravan ¢ preslikava na ravan 1 sa kojom nema zajednickih tacaka.

Dokaz leme: Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da se ravni ¢ i ¢
seku u nekoj tacki X. Tacka O ne pripada ravni ¢, pa su tacke X i O razlicite.
Tacka X se u centralnoj simetriji Sp preslikava u tacku X’. Tacke X i O su
razlicite, pa su razlicite i tacke X i X’. Ravan ¢ se u centralnoj simetriji Sp
preslikava na ravan ¢ i obratno (jer je centralna simetrija prostora involucija),
pa slika tacke X — tacka X’ — pripada slici ravni ¢ u centralnoj simetriji So
tj, tacka X’ pripada ravni ¢. Dakle, ravan ¢ sadrzi tacke X i X', pa sadrzi i
srediste duzi X X’ — tacku O, §to je kontradikcija. Dakle, ravni ¢ i ¢ nemaju
zajednickih tacaka. O

(=) Pretpostavimo da vazi S30Sc0S, = Sp. 1z SgoSc0S,0S¢c = SpoSc,
na osnovu teoreme o transmutaciji, sledi Sg 0 Sy = Sp 0 S¢ = ’2'2673 gde je
o/ = Sc(a). Na osnovu leme, ravni o i o’ su paralelne. Izometrija Sg o Sy je,
dakle, translacija, pa nema invarijantih tacaka, odakle sledi §|la’. Kako je, na
osnovu leme, i af|@/, sledi «||3, $to je i trebalo dokazati.

(«<:) Pretpostavimo da vazi /3. Neka je SgoSc 0S8y, =Z. Iz Sg0S¢c o
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Sa 0S¢ =7 o Sc, na osnovu teoreme o transmutaciji, sledi Sg 0 Sy =Z oS¢
gde je o/ = Sc(a). Vazi «f|8 i, na osnovu leme, «fla’, pa vazi i /||3. Dakle,
izometrija Sg 0 Sy =7 0S¢ je neka translacija T;{?, tj. ZoS¢c = T)}?, odakle
jeI=T_0S0c=T_ oSc (gde je CC'=XY). Ako je D srediste duzi CC’
tada je 755/ =8SpoSciZ=S8poScoSc=Sp, sto jeitrebalo dokazati.

o3
°Q
b
3

Slika 83 Slika 84

84. Lema 1: Ako tacka O ne pripada ravni ¢, onda se u centralnoj simetriji
So prostora ravan ¢ preslikava na ravan ¢ sa kojom nema zajednickih tacaka.
Dokaz leme 1: Videti dokaz leme u reSenju 83. O

L : lut t T — = T — jet lacij
ema 2: U apsolutnom prostoru vazi Y SpoSa ( i, J¢ translacija

prostora i Sp i Sa su centralne simetrije prostora).

Dokaz leme 2: Neka je s prava odredena tackama A i B (ako su tacke A
i B identi¢ne, neka je s proizvoljna prava koja sadrzi tacku A). Neka je M
tacka prave s takva da vazi AB = BM i B(A,B, M), ako A i B nisu identicne,
odnosno neka je M identi¢na tacki A, ako su A i B identi¢ne tacke.

Neka su «, # i p ravni normalne na pravoj s i sadrze, redom, tacke A, B i
M. Neka su 7 i 7’ proizvoljne dve ravni koje sadrze pravu s i medusobno su
normalne. Vazi Sg(A) = M, pa je na osnovu definicije translacije T-— = SgoS,,.
Na osnovu definicije centralne simetrije je Sp = SgoSz 057 1S4 = Sz 085, 08,.
Dakle, 7’2;173 = TE]T/[ =85308y = S085;05;08,08 085, = SgoSr 0808, =
Sp 0S4, sto je i trebalo dokazati. O

(«<:) Pretpostavimo da je prava AB normalna na ravni . Neka su « i
ravni koje sadrzi redom tacke A i B i normalne su na pravoj AB (takve ravni
postoje i jedinstvene su na osnovu teoreme 12.7). Tacka A pripada ravni « i
vazi AB 1 «a, pasledi S4 = S, 08ap. Slicno, vazii Sp = SgoSap = SapoSg
(dve refleksije komutiraju ako su im ose medusobno upravne (T15.8)). Dakle,
vazi:

Z=8085,0854=84p083085,085,084B .

Ravni «, 817 pripadaju hiperbolickom pramenu ravni sa osnovicom AB, pa je
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kompozicija Sgo S, oS, takode neka ravanska refleksija Ss, gde je ¢ ravan koja
pripada istom pramenu, tj. 6 L AB. Iz § 1 AB, na osnovu teoreme 15.8, vazi
SAB o 85 = 85 o SAB- Odatle sledi:

IT=84085084p =84p08Ssp 0S5 =S85 .

Dakle, ako je AB L v, onda je kompozicija Sp oS, 0S4 neka ravanska refleksija
Ss (pri ¢emu vazi Ss L AB), §to je i trebalo dokazati.

(=:) Pretpostavimo da za neku ravan ¢ vazi Sp oS, 084 = S5. Onda
vazi Spo Sy = 850841808, 08p = S5084 0Sp. Na osnovu teoreme o
transmutaciji je Sgp 0 Sy 0 Sp = Sy gde je ¥/ = Sp(7). Ako tactka B pripada
ravni v, ravni v 1 v’ su identi¢ne, a ako tacka B ne pripada ravni v, ravni v i/,
na osnovu leme 1, nemaju zajednickih tacaka. Dakle, vazi v|y’. Na osnovu leme
2 je 7’21574 = 8408, pavaii Sy = Ss o 7’2]}74 i8Sy 085 = 7;}52. Kompozicija
S, 0S5 je translacija, pa su ravni 4’ 1 § paralelne. Neka je X proizvoljna tacka
ravni § i neka je Y = §,/(X). Vazi Sy 0S5 = 7'2)}% i XY 1+, pa, kako je
YV, sledi XY L. Iz Sy 085 = 2)—{—» sledi T e T——», pa je XY=BA.
Dakle, vazi XY |BA, paiz XY L v, sledi AB L 'y, sto je 1 trebalo dokazati.

85. Lema: U euklidskom prostoru vazi 7 — = SpoSa (7 — je translacija
2AB 2AB

prostora i Sp 1 Sy su centralne simetrije prostora).
Dokaz leme: Videti dokaz leme 2 u resenju 84. |

Na osnovu leme vazi:

SproSs08g0oSpoSy oSy =8Sro08s08g oSPOTQJCﬁV'

Tacke M i N su sredista duzi AB i BC, pa je duz M N srednja linija trougla
ANABC i MN = %AC. Tacka P je srediste duzi AC, pa je TJ\}T\/ =7—- i

AP
T — =T —, odakle sledi
2MN 24P

SROSSOSQOSPO’];];HV:SRoSSoSQoSPO’];;‘;,
Na osnovu leme vazi
SRoSsoSQoSpoTQATD:SRoSSoSQ 0SpoSpoSs =
:SROSSOSQOSA:SROSSO/];ZZQ,

Tacke M i R su sredista duzi AB i BD, pa je duz M R srednja linija trougla
ANABD i MR = %AD. Tacka @ je srediste duzi AD, pa je ’T;@ = TA;FR , odakle

sledi
SROSSOTQ;@ZSROSSO'Z;A;FR:SROSS oSroSy .

Na osnovu teoreme o transmutaciji vazi

SpoSsoSpoSy =S8s08um
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pa je, na osnovu leme,

SgoSy=7 — .
o M 2M S’

Dakle,

SROSSOSQOSPOSNOSM:’];AZ[_S./.

Slika 85 Slika 86

86. Pretpostavimo da ravni 7y i 7wy zadovoljavaju uslove zadatka.

Neka je 7 translacija za vektor Py P,. Translacijom 7 ravan 7 preslikava na
u ravan koja sadrzi tacku Ps i paralelna je ravni m;. Ravan 7o sadrzi tacku Ps i
paralelna je ravni 71, pa, kako je takva ravan jedinstvena, sledi da se translacijom
7 ravan 7 preslikava na ravan mo, tj. 7 (m) = me. Ako je of sfera na koju
se translacijom 7 preslikava sfera o1, onda je ravan 7 (m;) tangenta ravan sfere
o}. Dakle, ravan 7 (m1) = mo sadrzi tacku P; i zajednicka je tangentna ravan za
sfere T (01) = 0] 1 09. Za ravan 7 vazi da je paralelna ravni 7o i da sadrzi tacku
P, pa se zadatak, dakle, svodi na konstrukciju zajednicke tangentne ravni dve
podudarne sfere koja sadrzi datu tacku.

Neka su O] 1 O sredista sfera o} i o2 i neka je a prava koja ih sadrzi (ako
su tacke O] i Os identi¢ne, neka je a proizvoljna prava koja ih sadrzi).

Konstrukcija zajednicke spoljasnje tangentne ravni za sfere o i oo koja
sadrzi tacku Ps:

Opisimo konstrukeiju zajednicke spoljasnje tangentne ravni za sfere o] i oy
koja sadrzi tacku P». Neka je p prava koja sadrzi tacku P, i paralelna je pravoj
a. Neka je w ravan koja sadrzi tacku O} i normalna je na pravoj p. Neka je P
presecna tacka prave p i ravni w, a krug k presek sfere o i ravni w. Ako prava
p ne sece sfere o] i o9, tj. ako tacka P ne pripada krugu k, neka je ¢t tangenta
(jedna od dve) iz tacke P na krug & (u ravni w). Ravan odredena pravama p i
t je trazena ravan mo.

Ako prava p sece sfere ) 1 02, ne postoji ravan koja sadrzi tacku Ps i dodiruje
sfere o} 1 o3.

Ako tacke O] i O3 nisu identiéne i ako prava p ne sece sfere o] i o2, onda
postoje tacno dve ravni koje sadrze tacku Py i dodiruju sfere o} i og, pri cemu
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su obe sfere sa iste strane svake od tih te ravni (svaka od tih ravni odredena je
po jednom tangentom iz tacke P na krug k u ravni w).

Ako su tacke Of 1 Oq identic¢ne i tacka P pripada spoljasjosti sfere o] tj. sfere
o9 (prava p ne sece sfere o] i 02), onda postoji beskonaéno mnogo ravni koje
sadrze tacku P i dodiruju sfere o] i o9 (svaka od tih ravni odredena je po jednom
pravom a koja sadrzi tacku Of, tj. tacku Os).

Konstrukcija zajednicke unutrasnje tangentne ravni za sfere oy i os koja
sadrzi tacku Ps:

Opisimo konstrukeiju zajednicke unutrasnje tangentne ravni za sfere o i o9
koja sadrzi tacku Ps. Neka je p prava koja sadrzi tacku Py i srediste duzi O] Os
(ako je tacka Py srediste duzi O]Os, neka je p proizvoljna prava koja sadrzi
tacku P). Neka je w ravan koja sadrzi tacku O} i normalna je na pravoj p.
Neka je P presetna tacka prave p i ravni w, a krug k presek sfere o} i ravni w.
Ako prava p ne sece sfere o i 09, tj. ako tacka P ne pripada krugu k, neka je
t tangenta (jedna od dve) iz tacke P na krug k (u ravni w). Ravan odredena
pravama p it je traZzena ravan ms.

Ako prava p sece sfere o} i oq ili ako su tacke O] i Os identi¢ne, onda ne
postoji ravan koja sadrzi tacku Py i dodiruje sfere o} i o2 tako da su one sa
raznih strana te ravni.

Ako tacke Of i Oz nisu identi¢ne, ako prava p ne sece sfere o} i o9 1 ako tacka
P, nije srediste duzi O} 0s, onda postoje tacno dve ravni koje sadrze tacku Py i
dodiruju sfere ¢} i o3, pri ¢emu su obe sfere sa raznih strana svake od tih ravni
(svaka od tih ravni odredena je po jednom tangentom iz tacke P na krug k u
ravni w).

Ako tacke O] 1 Os nisu identi¢ne, ako prava p ne sece sfere o} i o9 1 ako je
tacka Py srediste duzi O} 02, onda postoji beskonaéno mnogo ravni koje sadrze
tacku P, i dodiruju sfere o} i o2, pri éemu su obe sfere sa raznih strana svake
od tih ravni (svaka od tih ravni odredena je po jednom pravom p koja sadrzi
tacku P2)

Ako je ravan 7o zajednicka tangentna ravan za sfere of i oo koja sadrzi tacku
P, onda je ravan m paralelna ravni 7o i sadrzi tacku P;. Tako odredene ravni
1 1 mo zadovoljavaju uslove zadatka.

Na osnovu opisa zajednicke tangentne ravni sfera o} i o9 koja sadrzi tacku
P5, sledi da, u zavisnosti od medusobnog odnosa sfera o1 i 09, zadatak moze da
nema reSenja ili da ima dva, Cetiri ili beskona¢no mnogo resenja.

87. Ako je w = m, izometrija Ry s je centralna refleksija Sg, (gde je S
presecna tacka prave s i ravni 7), pa je trazeni skup tacaka skup {So}.

Dokazimo da, ako je w # m, onda je trazeni skup tacaka skup svih tacaka
ravni 7.

(«<:) Ako tacka A pripada ravni 7, ravni 7 pripada i tacka Ry s (A4) = A/,
pa i srediste S duzi AA’. Ako je A tacka koja ne pripada ravni m, neka je
Sr(A) = A", Rsw(A”) = A’ i neka su S’ i S sredista duzi AA” i AA’. Duz
5SS’ je srednja linija trougla AAA’A” paje SS’||A”A’. Vazii A" A'||w, pa sledi
SS’||x. Kako tacka S’ pripada ravni 7, sledi da i tacka S pripada ravni 7.
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(=:) Neka je Sy presecna tacka prave s iravni 7. Ako je A proizvoljna tacka
prave s razlicita od So i Ry sw(A) = A, onda je tacka Sy je srediste duzi AA’.

Neka je S proizvoljna tacka ravni m, razli¢ita od Sy. Neka je A tacka ravni
7, takva da je /SSoA =w/21i /SySA = T inekaje Ry .(A) = A’ Tacka A’
pripada ravni 7 i iz SpS = SpS, LASeS = A'SpS = w/2 1 SpA = SgA’ sledi
da su trouglovi ASSpA i AA'SyS podudarni i da vazi SA = SA’. Kako je
LSoSA =7 = £8SA, tacke A, S'i A’ su kolinearne, pa iz iz B(A, S, A’) sledi
da je tacka S srediste duzi AA’. Dakle, za svaku tacku S ravni m postoje tacke
A1 A’ takve da je S srediste duzi AA" i vazi Ry, (A) = A'.

So¢
| 49

A//
A’

Slika 87 Slika 88

[};’/a (pI‘l

88. Dokazimo da je proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja Z)—(} iz
¢emu su prave XY i UV mimoilazne) zavojno kretanje.

Neka je a prava koja sadrzi tacke X 1Y, a ¢ prava koja sadrzi tacke U i V.
Prave a i ¢ su mimoilazne, pa, na osnovu teoreme 25.16, postoji prava n koja
ih sece i na njima je upravna. Neka je A preseCna tacka pravih n i a i neka je
C' presectna tacka pravih n i c.

Neka je B tacka prave a takva da je T)}Y/ = Té} (t]. ﬁ:ﬂ) i neka je M
srediste duzi AB. Neka je m ravan koja je u tacki A normalna na pravoj n. Na
osnovu teoreme 12.5, ravan 7 sadrzi pravu a. Neka je o ravan koja sadrzi pravu

a i normalna je na ravni 7. Vazi S, o Sy = S,;. Neka su « i y ravni normalne
u tackama A i M na pravoj a. Vazi S, 0 S, = 71574' Na osnovu teoreme 12.5,
ravan « sadrzi pravu n. Ravni 7 1 0 sadrze pravu a koja je normalna na ravnima
« i p, pa su, na osnovu teoreme 14.2, ravni 7 i ¢ normalne na ravnima « i u,
odakle sledi (T15.8) S, 0S8, =S,08,1S, 08, =Sz 08,. Kako suravni o i
o medusobno normalne i sadrze pravu n vazi S, 0 Sy, = Sy,

Neka je D tacka prave c takva da je T[}T/ = Téf) (tj. UV=CD) i neka je N
srediste duzi C'D. Neka je ¢ ravan koja je u tacki C' normalna na pravoj n. Na
osnovu teoreme 12.5, ravan ¢ sadrzi pravu c. Neka je ¢ ravan koja sadrzi pravu

c i normalna je na ravni ¢. Vazi Sy o Sy = S.. Neka su v i v ravni normalne
u tackama C'i N na pravoj c. Vazi S, 0S8, = TaB. Na osnovu teoreme 12.5,
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ravan v sadrzi pravu n. Ravni ¢ i ¥ sadrze pravu c koja je normalna na ravnima
7 i v, pa su, na osnovu teoreme 14.2, ravni ¢ i ¥ normalne na ravnima v i v,
odakle sledi (T15.8) S, 085 =8308,1S, 085 =840S,. Kako su ravni v i
1 medusobno normalne i sadrze pravu n vazi S, 0 Sy = Sy,

Za kompoziciju Z vazi:

I=2Z—-0Z . =
Uuv. XY

= (8,08,)0(85084)0(Sa08,)0(Sy08,) =
— (8,054)0(8,08,)0 (S405,) 0 (5,08)
=(5,084)08,08,0(S,087) =
=8,08508,08, =
= 8508,08,08, .

Ravni 7 i ¢ su normalne na pravoj n, pa su medusobno paralelne, a ravni ¢
i v su normalne, odakle sledi da su i ravni 7 i ¥ normalne. Dakle, na osnovu
teoreme T15.8, vazi S, 0 Sy = S, 0o S,. Dakle, vazi

I=8408,08:08, =

=8408,08,08,.

Pretpostavimo da su ravni v i p paralelne. Prava ¢ normalna je na ravni v,
pa je onda normalna i na ravni u. Prave a i ¢ su normalne na ravni u, pa su
koplanarne (T12.9), sto je kontradikcija. Dakle, ravni v i p se seku. Neka je s
njihova presecna prava. Ravni 7 i ¢ su normalne na pravoj n, pa su medusobno
paralelne, a ravni 7 i x4 su normalne, odakle sledi da su i ravni ¢ i g normalne.
Dakle, ravni v i g su normalne na ravnima ¢ i 7, pa je i prava s normalna na
ravnima ¢ i m. Neka su P i @ presecne tacke prave s i ravni 7 i ¢, neka je R
simetri¢na tacka tacki P u odnosu na @ i neka je w ugao koji zahvataju ravni
wiwv. Vazi

1=8308,08,085,=

Dakle, kompozicija Z = Z— o Z— je zavojno kretanje Z— .
Uv. XYy PR,2w

89. Neka je trougao AABC pravougli trougao hiperbolicke ravni sa pravim

uglom kod temena C' i neka je Cj srediSte njegove hipotenuze tj. duzi AB.

Dokazimo da vazi CCy < 42, Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da

2
vazi CCy > A2—B = C1A = (1 B. Tada je u trouglu AAC,C ivica AC; manja
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ili jednaka ivici CC4, pa, na osnovu teorema 11.12 i 11.13, vazi /C;CA <
CAC, = LCAB. Analogno se dokazuje /C1CB < CBC; = /CBA, pa za zbir
uglova trougla AABC' vazi:

0= /CAB+ /ABC + /BCA > /C,CA+ /C,CB + /BCA =
— JACB+ /BCA=2/ACB = 2% —

§to je kontradikcija, jer je zbir uglova svakog trougla hiperbolicke ravni manji
od . Dakle, polazna pretpostavka je bila pogresna, pa vazi CCy < ATB, sto je
i trebalo dokazati.

B

C1

Slika 89 Slika 90

90. [ resenje:

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je C1B; 1 AB. Tada vaz
BCy 1L C1B; i BCy & AC,. Neka je C' podnozZje normale iz C' na pravu CiBj.
Trouglovi AAC, By i ACC'By su podudarni (jer vazi ABy & B1C, /AB,Cy =
LCBC'; L/AC1B; = /CC'By), pa vazi AC; =2 CC’, odakle sledi BCy, = CC’
(jer vazi BCy = AC,). Vazi i /BC1C’ = LCC'Cy = F, pa je Cetvorougao
C'Cy BC Sakerijev (sa pravim uglovima kod temena Cy i C'). Na osnovu teo-
reme 11.17, uglovi na protivosnovici Sakerijevog Cetvorougla su medusobno
podudarni, a kako je /C1BC = 7, sledi £C'CB = %. Dakle, BOCC'Cy je
cetvorougao u kojem su svi uglovi pravi, sto je kontradikcija, jer je zbir uglova
¢etvorougla u hiperbolickoj ravni manji od zbira Cetiri prava ugla. Dakle, pret-
postavka C1 By L AB je bila pogresna, pa prava B;C] nije upravna na pravoj
AB, s§to je i trebalo dokazati.

1I resenge:

Pretpostavimo suprotno — da je prava C'; B; normalna na pravoj AB. Neka
je C' = Sp,(C1). Trouglovi AAC1B; i AB;CC’ su podudarni, pa je ugao
/B1C'C prav. Pored toga je i BC1 =2 AC; = CC’, pa je cetvorougao BCC'Cy
Sakerijev, odakle sledi da su i uglovi na njegovoj protivosnovici (duz BC') po-
dudarni (T11.17). Kako je ugao Z/C; BC prav, sledi da je prav i ugao ZBCC’,
odakle dalje sledi da je zbir uglova u cetvorouglu BCC’C} jednak zbiru cetiri
prava ugla, sto je kontradikcija.
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Dakle, prava C7Bj nije normalna na pravoj AB, §to je i trebalo dokazati.

91. [ resenje:

Neka su PQRS i P’QRS’ Lambertovi ¢etvorouglovi sa ostrim uglovima kod
temena S 1 S’ podudarni ¢éetvorouglovima ABCD, odnosno A’B'C'D" i takvi
da je RQ = BC = B'C', PQ = AB, P'Q =~ A'B', PS = AD, P'S' =~ A'D',
SR=CD, S’R=(C'D’itacke P i P’ su sa raznih strana prave RQ.

Uglovi ZSRQ i /5’'RQ su pravi, pa su tacke S, R i S’ kolinearne. Uglovi
/PQR i /P'QR su pravi, pa su tacke P, Q i P’ kolinearne. Uglovi /SPP’ i
/S'P'P su pravi, pa, kako je PS =2 AD = A'D’' = P'S’| éetvorougao PP'S’S je
Sakerijev (sa osnovicom PP’ i protivosnovicom SS’). Uglovi ZPQR i ZQRS su
pravi, pa je prava RQ zajednicka normala pravih PP’ i 5S’. Na osnovu teoreme
11.18, zajednicka normala osnovice i protivosnovice Sakerijevog ¢etvorougla
odredena je njihovim sredistima, tj. zajednicka normala osnovice i protivos-
novice Sakerijevog Cetvorougla je istovremeno medijatrisa njegove osnovice i
njegove protivosnovice. Na osnovu teoreme 31.9, zajednicka normala dve hiper-
paralelne prave je jedinstvena, pa sledi da je prava RQ medijatrisa duzi PP’ i
SS’. U osnoj refleksiji Sgg, tacke P i S se, dakle, preslikavaju u tacke P’ i S’
(i obratno). Pored toga, u osnoj refleksiji Srq, se tacke R i @ preslikavaju u
sebe, pa se u osnoj refleksiji Spg Cetvorougao PQ RS preslikava na ¢etvorougao
P'S'RQ, odakle sledi da su ovi ¢etvorouglovi podudarni, pa su podudarni i
¢etvorouglovi ABCD i A'B'C'D’.

1I resenje:

Lema: Lambertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B’'C’D’ sa o$trim uglovima kod
temena D i D' medusobno podudarni ako je AB= A'B" i BC = B'C".

Dokaz leme: 1z AB = A'B’, BC = B'C' i /ABC = /A’B’'C’, na osnovu
teoreme o podudarnosti trouglova (T11.15(%)), sledi da su trouglovi AABC
i AA'B’'C’ podudarni i AC = A'C", /BAC = (B'A'C’, /BCA = /B'C'A".
Vazi /DAC = /BAD — /BAC = 5 — /BAC = § — (B'A'C' = /B'A'D' —
LB'A'C" = (D'A’C’. Analogno vazi i LACD = LA'C'D’, pa, na osnovu teo-
reme o podudarnosti trouglova (T11.15(ii)), iz AC = A’'C', /DAC = /D'A'C
i LACD = (A'C'D’ sledi AACD = NA'C'D’. 1z ANABC = NA'B'C’ i
NACD =2 NA'C'D’ sledi da su éetvorouglovi ABCD i A’B’'C’'D’ podudarni.

O

Neka za Lambertove éetvorouglove ABCD i A’B'C’'D’ sa ostrim uglovima
kod temena D i D’ vazi da je AD = A’D’ i BC = B'C’. Pretpostavimo da je
AB > A’'B’. Neka je A” tacka izmedu tacaka A i B takva da je BA” = B'A’.
Normala u tacki A” sece duz C'D u nekoj tacki D” (ako bi ta prava sekla
duz AD, postojao bi trougao sa dva prava ugla). Cetvorougao A”BCD" je
Lambertov i vazi A”B = A’'B’ i BC = B'C’, pa su c¢etvorouglovi A” BCD"”
i A’B’C'D’ podudarni (na osnovu leme). Dakle, AD = A'D’ =2 A”D" pa je
¢etvorougao A” ADD” Sakerijev i njegovi uglovi na protivosnovici ZADD" i
LA"D"D su ostri. To, medutim, znaci da je ugao ZA”D"”C tup i da je zbir
uglova u ¢etvorouglu A” BC D" veéi od zbira Cetiri prava ugla, sto je kontradik-
cija. Analogno se pokazuje da ne vazi ni AB < A’B’. Dakle, vazi AB = A'B’,
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pa kako vazi i BC = B’C’, na osnovu leme sledi da su ¢etvorouglovi ABCD i
A'B'C'D’ podudarni.

S Sl D C D, C,
R
A B A’ B’
P Q P’ Al B
Slika 91 Slika 92

92. Lema: Dva cetvorougla hiperbolicke ravni ABCD i A’B’'C’'D’ su podu-
darna ako vazi CD = C'D’, DA CB=(C'B'"=2D'A"i /ADC = /BCD =
/B'C'D' = /A'D'C.

Dokaz leme: Na osnovu teoreme o podudarnosti trouglova (T11.15(%)),
trouglovi ADBC i AD’'B’C’ su podudarni, pa vazi i DB = D'B’, /BDC =
(B'D'C'. Vazi LADC = (A'D'C’, odakle sledi ZADB = /ADC — /BDC =
(A'D'C" - /B'D'C'" = (AD'B'". 1z DB = D'B', /ADB = (A'D'B’' i
AD = A'D’, na osnovu teoreme 11.15(3), sledi da su trouglovi AABD i
AA'B’' D' podudarni. Kako su tacke A i C' sa raznih strana prave BD, a tacke A’
i C’ sa raznih strana prave B’D’, sledi da su cetvorouglovi ABCD i A'B'C'D’
podudarni. |

Pretpostavimo da vazi CD = C'D"i /BCD = /B'C’'D’ i dokazimo da vazi
CB = C'B’. Pretpostavimo suprotno — da vazi CB < C'B’ ili CB > C'B’
Pretpostavimo da vazi CB < C’'B’. Neka je tacka B” takva da je CB" =
C'B’' i B(C,B,B") i neka je tacka A” takva da je DA” = D'A" i B(D, A, A”).
Na osnovu teoreme 11.17, uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla su
podudarni, paje /ADC = /BCDi/B'C'D' 2 /A'D'C. 1z /BCD = /B'C'D’
onda sledi ZA"DC = /ADC = /BCD = /B"CD =~ (B'C'D' = (A'D'C.
Duzi A’D’ i B'C’ su botne ivice Sakerijevog ¢etvorougla A’B'C’'D’, paje A'D’ =
B'C’, odakle sledi A”D = A'D" = B'C" =2 B"(C. Na osnovu leme, iz /A" DC =
(B"CD = /B'C'D' 2 (/AD'C, A”D=B'C=2AD =2BC'iCD==C'D
sledi da su ¢etvorouglovi A”B”CD i A’B'C'D’ podudarni, pa je /ZDA”"B" =
(D'AB = % i /A"B"C = LA'B'C' = §. Prave A”B" i AB se ne seku (jer
bi, u protivnom, iz tacke preseka postojale dve normale na pravoj AD, odnosno
BC), pa je A”B"AB konveksni ¢etvorougao sa sva ¢etiri prava ugla, Sto je
kontradikcija. Analogno do kontradikcije dovodi i pretpostavka CB > C'B’.
Dakle, vazi CB = C'B’.

Na osnovu leme, iz CD = C'D', AD ¥ CB =~ (C'B' =2 AD'i /ADC =
/BCD = /B'C'D' =2 /A'D'C’ sledi da su ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C'D’
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podudarni, §to je i trebalo dokazati.

93. Lema: Sakerijevi ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C’'D’ sa osnovicama AB
i A’ B’ medusobno su podudarni ako je AB = A'B" i BC = B'C".

Dokaz leme: 1z AB = A'B’, BC = B'C' i /ABC = /A'B'C" = 7/2
sledi da su trouglovi AABC i AA’B’'C’ podudarni (T11.15(¢)) 1 AC =2 A'C' i
/CAB = /C'A'B'. 1z /DAC =7/2— /CAB =7w/2—- /C'"A'B' = /D'A'C’,
AD =2 BC = B'C' =2 AD'i AC = A'C’, sledi da su trouglovi ADAC i
AD'A'C’" podudarni (T11.15(4)). Pored toga, tacke D i B su sa raznih strana
prave AC, a tacke D' i B’ su sa raznih strana prave A’C’, pa su Sakerijevi
¢etvorouglovi ABCD i A’B’'C’'D’ podudarni. m]

Pretpostavimo da za Sakerijeve ¢etvorouglove ABCD i A’B'C’'D’ sa osnovi-
cama AB i A'B’ vazi CD =2 C'D’i BC' = B’C" i dokazimo da vazii AB = A'B’.

Pretpostavimo da je AB > A’B’. Neka je B” tacka za koju vazi AB” = A’B’
i B(A,B”,B). Neka je C" tacka za koju vazi B"C"” =2 BC, LC"B"A =7/2,i
tacka C” je sa iste strane prave AB kao i tacka C. Vazi B"C" = BC = AD
i /C"B"A = /DAB"” = 7/2, pa je cetvorougao AB”C" D Sakerijev. Vazi
B"C" 2 BCi /C"B"B = /CBB" = 7/2, pa je tetvorougao B”"BCC" Sak-
erijev. Iz AB” = A'B’ i B"C" = BC = B’C’, na osnovu leme, sledi da su
Sakerijevi Getvorouglovi AB”C"D i A’B’C'D’ medusobno podudarni, odakle
sledi C"D = C'D’'. Iz C"D = C'D' i CD = C'D' sledi CD = C”D. Neka
je C preseéna tacka prave B”C" i prave DC. Ta tacka postoji, jer na osnovu
Pasove aksiome sledi da prava B”C" se¢e jednu od duzi BC, C'D, DA; kako
prava B”C" ne sece prave BC' i DA (u protivhom bi postojale dve normale iz
presecne tacke na pravoj AB), sledi da prava B"”C" sete duz DC'. Vazi raspored
B(D,C,0C) i tacke C" i C su sa iste strane prave AB, pa vazi jedan od sledeca
tri slucaja:

B(B",C,C"): Poluprava C” B" pripada konveksnom uglu /DC”C, pa je ugao
L DC"C veéi od ugla /B"C"”C. Poluprava C'D pripada konveksnom uglu
/C"CB, paje ugao /C"”CD manji od ugla /C"”CB. Cetvorougao B” BCC"
je Sakerijev, pa su, na osnovu teoreme 11.17, uglovi /B”"C"C i /C"CB
podudarni. Dakle, vazi /DC"C > /B"C"C = /C"CB > (C"CD. S
druge strane, iz CD = C'D' i C"D = C'D’ sledi CD = C"D, pa je
trougao ADCC" jednakokrakii /DC"C = /C"CD, sto je u suprotnosti
sa /DC"C > /C"CD.

B(B",C",C): Cetvorougao AB"C"D je Sakerijev, pa su, na osnovu teoreme
11.17, uglovi ZADC"” i /B"”"C"D podudarni. Zbir uglova ¢etvorougla
AB"C"D jednak je LDAB" + /AB"C" + (B"C"D + LC"D"A = 7 +
2/B"C"D. Taj zbir je manji od ili jednak® 27, pa je /B"C"D < 7/2.
Analogno se dokazuje da je ZCC"B" < /2. Zbir uglova (svakog) trougla
je manji od ili jednak 7, pa je ugao kod temena C” trougla ADC"C
manji od 7. Dakle, zbir ugla kod temena C” ¢etvorougla AB”"C" D,
ugla kod temena C" ¢etvorougla B” BCC" i ugla kod temena C” trougla

9Tvyrdenje zadatka i dokaz vaze i u apsolutnoj geometriji.
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ADC"”C manji je od 7/2 + 7/2 4+ 7 = 2m. S druge strane, tacka C” pri-
pada unutrasnjosti ¢etvorougla ABC D, pa navedeni uglovi razlazu ravan
¢etvorougla, odakle sledi da je njihov zbir jednak 27, Sto je kontradikcija.

C = C": U suprotnosti su veze C”D = CD i B(D,C",C), pa je i ovaj slucaj
nemoguc.

Dakle, u sva tri slu¢aja dolazi se do kontradikcije, pa sledi da ne vazi AB >
A’'B’. Analogno se dokazuje da ne vazi ni AB < A’B’, pa vazi AB = A’B’. Na
osnovu leme, iz AB = A’B’ i BC = B'C’ sledi da su Sakerijevi ¢etvorouglovi
ABCD i A’B’C' D’ medusobno podudarni.

o
D : l EC D’ c’
A A’ B’

B//B

Slika 93 Slika 94

94. Lema: Ako su B’ i C' podnozja normala iz tacaka B i C na pravoj
odredenoj sredistima P i @Q ivica AB i AC trougla AABC, onda je ¢etvorougao
BCC' B’ Sakerijev i zbir njegovih uglova na protivosnovici jednak je zbiru uglova
trougla AABC.

Dokaz leme: Neka je A’ podnozje normale iz tacke A na pravoj PQ.

Dokazimo da vazi BB’ = AA’.

Pretpostavimo da je AB 1 PQ. Tacke B’, A’ i P su onda identi¢ne i vazi
BB’ = AA’ (jer je tacka P srediste duzi AB)

Pretpostavimo da nije AB L P(Q. Dokazimo da su tacke B’ i A’ sa raznih
strana prave AB. Pretpostavimo suprotno — da su tacke B’ i A’ sa iste strane
prave AB. Zbir uglova /ZBPB’' i /APA’ jednak je zbiru dva prava ugla, pa je
bar jedan od ovih uglova prav ili tup. Ako je ugao /BPB’ prav ili tup, onda
je zbir uglova u trouglu ABPB’ vedi ili jednak zbiru dva prava ugla, §to je
kontradikcija. Ako je ugao ZAPA’ prav ili tup, onda je zbir uglova u trouglu
AAPA’ veéi ili jednak zbiru dva prava ugla, sto je kontradikcija. Dakle, polazna
pretpostavka je bila pogresna, pa sledi da su tacke B’ i A’ sa raznih strana prave
AB. Odatle sledi da su uglovi /ZBPB’i /APA’ podudarni kao unakrsni. Kako,
pored toga, vazi i BP 2 AP i /BB'P = /AA'P = T, sledi (T11.15(v)) da su
trouglovi ABPB’ i AAPA’ podudarni i BB’ = AA’ (i /B'BP = /A’AP).

Analogno se dokazuje da vazi i CC' =2 AA" (i LC'CQ = LA'AQ), pa sledi
i BB’ =2 CC". Kako su, pored toga, prave BB’ i CC’ normalne na pravoj PQ
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tj. na pravoj B'C’, sledi da je ¢etvorougao BCC’'B’ Sakerijev.

Ako je ugao ZAPQ tup (tada je ugao ZAQP ostar), onda poluprava BB’
pripada konveksnom uglu /ABC, a poluprava C'A pripada konveksnom uglu
LC'CBivazi /B'BC+ /BCC' = (LPBC — /B'BP) + (LC'CQ+ LBCQ) =
/ABC — /A’AP + {AAQ + /BCA = /ABC + /BAC + /BCA. Ako je ugao
L APQ prav (tada je ugao ZAQP ostar), onda su poluprava BB’ i BA identi¢ne,
a poluprava C'A pripada konveksnom uglu /C'CB i vaz /B'BC + /BCC’' =
/PBC+(/BCQ+/QCC") = LABC+ /BC A+ /CAB. Ako su uglovi ZAPQ i
/ AQP ostri, onda poluprava BA pripada konveksnom uglu /B’ BC, a poluprava
C A pripada konveksnom uglu /C’'CB i vazi /B'BC + /BCC’" = (/B'BP +
/PBC)+(/BCQ+/.C'CQ)=LA'AP+/ABC+ /BCA+(A'AQ = /BAC+
/ABC+/BCA. U slucajevima kada je ZAQP prav ili tup, analogno se dokazuje
da vazi /B'BC + /BCC" = /BAC + /ABC + /BCA. Dakle, ¢etvorougao
BCC'B’ je Sakerijev i zbir njegovih uglova na protivosnovici jednak je zbiru
uglova trougla AABC. O

Neka su B’ i C' podnozja normala iz tacaka B i C na pravu odredenu
sredistima duzi AB i AC. Na osnovu leme, ¢etvorougao BCC'B’ je Sakerijev
i zbir njegovih uglova na protivosnovici jednak je zbiru uglova trougla AABC.
Na osnovu teoreme 11.17, uglovi na protivosnovici Sakerijevog Cetvorougla
medusobno su podudarni, pa sledi /B'BC = /C'CB = $(LABC + /BCA +
/CAB). Na osnovu teoreme 11.18, prava odredena sredistima N i M osnovice i
protivosnovice Sakerijevog ¢etvorougla BCC’B’ je njihova zajednicka normala.
Prave BB’ i M N su normalne na pravoj B’'C’, odakle sledi da su hiperpar-
alelne. Neka je p’ poluprava sa temenom B i paralelna polupravoj M N. Kako
su prave BB’ i M N hiperparalelne, poluprava p’ pripada uglu /B’BM, pa je
ugao koji zahvataju poluprava p’ i poluprava BM (to je ugao paralelnosti za
duz BM) manji od ugla /B’BM. Dakle, II(BC/2) = II(BM) < /B'BC =
1(LABC + (BCA+ LCAB).

95. Lema: Ako su B’ i C' podnozja normala iz tacaka na pravoj odredenoj
sredistima P i Q ivica AB i AC trougla AABC, onda je ¢etvorougao BCC' B’
Sakerijev i zbir njegovih uglova na protivosnovici jednak je zbiru uglova trougla
ANABC.

Dokaz leme: Videti dokaz leme u resenju 94. ]

Pretpostavimo suprotno, tj. da su sredista duzi OA, OB, OC (oznacimo ih
sa P,Q, R) kolinearne tacke. Neka je p prava koja sadrzi tacke P, @ i R. Ne
narusavajuél opstost razmatranja, pretpostavimo da vazi B(A, B,C). Ako su
A’, B’ i C' podnozja normala iz tacaka A, B i C na pravoj p, onda su, na osnovu
leme, Getvorouglovi ABB'A’ i BCC'B’ Sakerijevi. Na osnovu teoreme 11.18,
medijatrisa duzi AB normalna je na pravoj p, pa su prave [ i p hiperparalelne. Na
osnovu iste teoreme, i medijatrisa duzi BC' normalna je na pravoj p. Medutim,
kako vazi raspored B(A, B, (), te dve medijatrise nisu identi¢ne, Sto znaci da dve
hiperparalelne prave [ i p imaju dve zajedni¢ne normale, sto je u kontradikciji
sa teoremom 31.9.

Dakle, polazna pretpostavka je bila pogresna, pa sledi da sredista duzi OA,
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OB i OC nisu kolinearne tacke, sto je i trebalo dokazati.

Slika 95 Slika 96

96. Neka je r prava koja je paralelna pravama p i ¢, ali ne u istom smeru,
tj. neka je r prava koja sa pravama p i ¢ obrazuje asimptotski trougao sa sva tri
temena nesvojstvena (takva prava je jedinstvena, jer postoji jedinstvena prava
koja pripada dvama raznim parabolickim pramenovima pravih (T32.1)).

Dokazimo da je trazeni skup tacaka skup tacaka prave r.

(S:)

Dokazimo da sve tacke prave r pripadaju trazenom skupu. Neka je A
tacka prave r, neka su P i Q podnozja normala iz tacke A na pravama p
i g i neka je s’ poluprava sa temenom A paralelna pravama p i q. Neka
je v’ poluprava sa temenom A prave r koja je paralelna pravoj p, a r”
poluprava sa temenom A prave  koja je paralelna pravoj g (poluprave 7’ i
r” su komplementne). Uglovi koji zahvataju poluprave v’ i AP odnosno s’
i AP su medusobno jednaki, jer su jednaki uglu paralelnosti za duzinu AP.
Uglovi koji zahvataju poluprave r” i AQ odnosno s’ i AQ su medusobno
jednaki, jer su jednaki uglu paralelnosti za duzinu AQ. Ugao koji zah-
vataju poluprave r’ i 7 je, dakle, jednak dvostrukom zbiru uglova koji
zahvataju poluprave AP i s’ i poluprave s’ i AQ. Ugao koji zahvataju
poluprave 7’ i r’ je opruzen, pa je zbir uglova koji zahvataju poluprave
AP i s’ i poluprave s’ i AQ jednak pravom uglu. Poluprava s’ pripada
konveksnom uglu koji zahvataju poluprave AP i AQ, pa je ugao /PAQ
prav. Dakle, sve tacke prave r pripadaju trazenom skupu tacaka.

Dokazimo da sve tacke trazenog skupa pripadaju pravoj r, tj. dokazimo
da ne postoji tacka A koja ne pripada pravoj r takva da je ugao /PAQ
prav (gde su P i @ podnozja normala iz tacke A na pravama p i q).

Neka su tacka A i prava q sa raznih strana prave p i neka su P i ) podnozja
normala iz tacke A na pravama p i ¢. Pretpostavimo da je ugao /PAQ
prav. Tacke A i Q) su sa raznih strana prave p, pa kako je AP 1 p sledi da
je ugao ZAPQ tup. Zbir uglova u trouglu APAQ je veéi od zbira uglova
/PAQ 1 LAPQ, pa je veéi od zbira dva prava ugla, to je kontradikcija.

123



Analogno se dokazuje da ni za jednu tacku A takvu da su A i p sa raznih
strana prave g ugao /PAQ nije prav (gde su P i ) podnozja normala iz
tacke A na pravama p i q).

Neka su tacka A i prava ¢ sa iste strane prave p, neka su tacka A i prava
p sa iste strane prave ¢ (tacka A i prava r su, dakle, sa iste strane prave
p, odnosno prave ¢q). Neka su P i @ podnozja normala iz tacke A na
pravama p i gq. Pretpostavimo da je ugao /PAQ prav i dokazimo da
tacka A pripada pravoj r. Neka je s’ poluprava sa temenom A paralelna
pravama p i q. Neka je r’ poluprava sa temenom A koja je paralelna
pravoj p, a nije paralelna pravoj ¢ i neka je r”” poluprava sa temenom A
koja je paralelna pravoj ¢, a nije paralelna pravoj p. Uglovi koji zahvataju
poluprave r’ i AP odnosno s’ i AP su medusobno jednaki, jer su jednaki
uglu paralelnosti za duzinu AP. Uglovi koji zahvataju poluprave r”/ i AQ
odnosno s’ 1 AQ su medusobno jednaki, jer su jednaki uglu paralelnosti
za duzinu AQ. Ugao koji zahvataju poluprave r’ i v je, dakle, jednak
dvostrukom zbiru uglova koji zahvataju poluprave AP i s’ i poluprave s’
i AQ. Poluprava s’ pripada konveksnom uglu ZPAQ i ovaj ugao je na
osnovu pretpostavke prav, pa sledi da je ugao koji zahvataju poluprave
" 1 r"” opruzen, tj. poluprave r’ i r”/ pripadaju istoj pravoj. Ta prava
paralelna je pravama p i ¢, ali ne u istom smeru. Na osnovu teoreme 32.1,
takva prava je jedinstvena, pa sledi da poluprave 7’ i r’ pripadaju pravoj
r i da tacka A pripada pravoj r, Sto je i trebalo dokazati.

Dakle, ne postoji tacka A koja ne pripada pravoj r takva da je ugao Z/PAQ
prav (gde su P i ) podnozja normala iz tacke A na pravama p i q).

97. Na osnovu teoreme 33.5, bilo koja dva trougla kojima su sva tri temena
nesvojstvena su podudarna, pa su poluprecnici upisanih krugova za sve trouglove
kojima su sva tri temena nesvojstvena jednaki.

Neka je AABC proizvoljni trougao sa sva tri temena nesvojstvena i neka su
prave a, b i ¢ ivice trougla koje odgovaraju temenima A, B i C redom. Neka
je S srediste upisanog kruga k, neka su P, Q i R tatke u kojima ovaj krug
dodiruje ivice ¢, a i b trougla i neka su p, ¢ i r poluprave sa temenom S koje su
paralelne polupravama QC, RA 1 PB redom. Kako su paralelne poluprave p i
QC i poluprave QC i RC, sledi da su paralelne i poluprave p i RC. Analogno
vazi i da su paralelne poluprave ¢ i PA i poluprave r i QB. Trouglovi AAPS,
ASPB, ABSQ, ASQC, ASCR, ASRA su, dakle, trouglovi sa nesvojstvenim
temenima A, B, B, C, C i A redom. Kako vazi /APS = /SPB = /BQS =
/SQC = [CRS = /SRA =5 i SP =8Q = SR = p (duzi SP, SQ i SR
podudarne su polupreéniku p kruga k), na osnovu teoreme 33.2 o podudarnosti
asimptotskih trouglova, sledi da su trouglovi AAPS, ASPB, ABSQ, ASQC,
ASCR, ASRA podudarni, odakle sledi da su podudarni i uglovi ZASP, /PSB,
/BSQ, /QSC, LCSR, /RSA. Ovi uglovi sa temenom S razlazu ravan na Sest
disjunktnih uglova, pa je njihov zbir jednak 27. Kako su oni podudarni, svaki
od njih, dakle, jednak je 5.
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Poluprave p i QC' su paralelne i prava SQ je normalna na pravoj QC, pa
je ugao ZCSQ ugao paralelnosti za duz SQ, tj. za duzinu p. Dakle, ZCSQ =

I(SQ) =1I(p). Kako je LCSQ = %, sledi T =1I(p), odnosno p = I (%).

Slika 97 Slika 98

98. Zbir uglova trouglova u hiperbolickoj ravni manji je od zbira dva
prava ugla, pa, kako je ugao /BCA prav, sledi da su uglovi /ZABC i /CAB
ostri. Na osnovu teoreme 31.3, postoji poluprava p’ sa temenom B’ koje pri-
pada polupravoj BA, takva da je ona normalna na polupravoj BA i paralelna
polupravoj BC. Vazi b < ¢, pa je B(B,B’; A). Poluprave p’ i BC su par-
alelne, a poluprave BB’ i p’ normalne, pa sledi ZABC = II(BB’). Kako je
L/ABC =TI(V), sledi II(BB’) = 1I(V') i BB’ = V. 1z B(B,B’,A), BB’ =¥ i
BA =csledi AB'=c—V.

Neka je ¢’ poluprava sa temenom A paralelna polupravoj BC. Kako je
AC 1 BC'i ¢'||BC, sledi da je ugao koji zahvataju poluprave ¢’ i AC jednak
II(AC) =11(b). 1z p'||BC i BC||q’ sledi p'||¢’, pa, kako je p’ L AB’ i p'|¢’, ugao
koji zahvataju poluprave AB i ¢’ jednak je II(AB’) = I(c — V).

Poluprava AC pripada konveksnom uglu koji zahvataju poluprave AB i ¢/,
pa je ugao koji zahvataju poluprave AB i ¢’ jednak zbiru ugla /BAC i ugla
koji zahvataju poluprave AC'i ¢’, tj. TI(c — V') = /BAC +11(b), tj. /LBAC =
II(c —b') — II(b), QED.

99. Na osnovu teoreme 31.3, postoji poluprava paralelna polupravoj AB i
normalna na pravoj AC. Neka je to poluprava d i neka je D zajednicka tacka
te poluprave i prave AC. Kako je poluprava C'B normalna na pravoj AC i
sece polupravu AB, vazi raspored B(A,C, D). Analogno, neka je e poluprava
paralelna polupravoj AB normalna na pravoj CB (u tacki E, B(C, B, E) ).

Poluprave AB i d su paralelne, pa, kako je AD L d, sledi da je ugao /BAC
ugao paralelnosti za duz AD, tj. /ZBAD =II(AD). Kako je, na osnovu uslova
zadatka, /BAC =Tl(z), sledi AD = z.

Poluprave AB i e su paralelne, pa, kako je BE L e, sledi da je ugao koji
zahvataju poluprave BE i AB ugao paralelnosti za duz BE. Ugao koji zahvataju
poluprave BE i AB podudaran je uglu ZABC (jer su to unakrsni uglovi), pa
vazi /ABC =II(BE). Kako je, na osnovu uslova zadatka, /ABC = TI(y), sledi
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da je BE =y.

Neka je C'P poluprava paralelna polupravoj AB. Poluprava C'B sece polu-
pravu AB, pa poluprava C' P pripada konveksnom uglu koji zahvataju poluprave
CFE i CD. Kako su paralelne poluprave AB, d i e, paralelne su i poluprave C'P,
d i e (na osnovu tranzitivnosti paralelnosti polupravih, T25.6).

Poluprave C'P i d su paralelne i vazi CD L d, pa sledi da je ugao /DCP
ugao paralelnosti za duz DC, tj. ZDCP =T1I(DC).

Poluprave C'P i e su paralelne i vazi CE L e, pa sledi da je ugao /PCFE
ugao paralelnosti za duz CE, tj. /PCE =TI(CE).

Dakle, kako je B(A,C,D) i B(E, B,C) i kako poluprava C'P pripada kon-
veksnom uglu koji zahvataju poluprave CE i C'D, vazi:

II(z — AC) + II(BC 4+ y) = II(AD — AC) + II(BC + BE) =
= II(DC) + II(CE) = /DCP + /PCE = /DCB = g ,

Sto je i trebalo dokazati.

B C E

Slika 99 Slika 100

100. Neka je p poluprava sa temenom C' paralelna polupravoj BA. Poluprava
C A sece polupravu AB, pa su poluprava p i tacka B sa raznih strana prave C A.
Neka je D tacka takva da je B(C, A, D) i AD = a’ i neka je ¢ poluprava nor-
malna u tacki D na pravoj AC i sa suprotne strane prave AC' u odnosu na
tacku B. Ugao koji zahvataju poluprave BA i AD podudaran je, kao unakrsni
ugao, uglu ZBAC. Dakle, poluprave BA i AD zahvataju ugao ZBAC =TI(d')
i pored toga je AD 1 qi AD = a’, pa, na osnovu definicije ugla paralelnosti,
sledi da su poluprave BA i ¢ paralelne. Iz paralelnosti polupravih BA i ¢ i
polupravih BA i p, na osnovu tranzitivnosti paralelnosti polupravih (T25.6),
sledi da su poluprave p i ¢ paralelne. Iz AC =b, AD =a’ i B(C, A, D) sledi da
jeCD=CA4+AD =b+4d'. 1zCD L q, CD = b+ d ip||q sledi da poluprave
CD i p zahvataju ugao II(b + a’).

Neka je F tacka takva da je B(B,C,FE) i BE = V' i neka je r poluprava
normalna u tacki F na pravoj BC i sa iste strane prave BC kao i tacka A. Iz
BE =V, BE 1 qi /ABE = /ABC = II(V) sledi da su poluprave BA i r
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paralelne. Iz BA|p i BA|r sledi p||r. Vazi BC = a, BE =b" 1 B(B,C,E), pa
jeCE=BE—-BC=V—a.1zCE =V —a,CE 1L qip|r sledi da poluprave
CE i p zahvataju ugao II(0' — a).

Ugao /BCA je prav, pa je prav i njemu naporedni ugao koji zahvataju
poluprave CD i CE. Poluprava p pripada uglu koji zahvataju poluprave C'D
i CF irazlaze ga na uglove koje zahvata sa polupravama C'D i C'E. Ti uglovi
jednaki su II(b + o’) i (b’ — a), pa sledi TI(b' — a) + (b + a') = 7/2, Sto je i
trebalo dokazati.

101. Prave upravne na jednoj, a paralelne drugim dvema ivicama asimptot-
skog trougla kojem su sva tri temena nesvojstvena, seku se u tacki koju zovemo
srediSte tog trougla.

Neka je ¢ zajednicka ivica dva trougla i neka su a i b, odnosno a’ i b’ njihove
preostale ivice. Neka je p prava normalna na pravoj c i paralelna drugim dvema
ivicama a i b prvog trougla i neka je P presecna tacka pravih p i c. Neka je p’
prava normalna na pravoj ¢ i paralelna drugim dvema ivicama a’ i ¥ drugog
trougla i neka je P’ presecna tacka pravih p’ i c. Neka je S srediste prvog, a S’
srediste drugog trougla.

(1) Prepostavimo da su trouglovi sa iste strane prave c.

(a) Ako bi bilo P = P’ trouglovi bi imali sve tri ivice zajednicke, sto je
suprotno prepostavci.

(b) Ako nije P = P’ neka je Z; osna refleksija S, (gde je o medijatrisa
duzi PP’), a T, translacija 71513/' (Kako je o L ¢, u osnoj refleksiji
S, prava c se preslikava na sebe, ali suprotno usmerenu. Poluprave
PS i P'S’ su normalne na pravoj c i o je medijatrisa duzi PP’, pa
se u osnoj refleksiji S, poluprava PS preslikava na polupravu P’S’.
Ivica a prvog trougla (razli¢ita od c¢) paralelna je polupravoj PS i
pravoj ¢, pa se u osnoj refleksiji S, preslikava na pravu koja je pravoj
¢ paralelna u suprotnom smeru i koja je paralelna polupravoj P’S’,
a to je upravo ivica a/ drugog trougla. Analogno se dokazuje da se i
treda ivica (b) prvog trougla osnom refleksijom S, preslikava na ivicu
drugog trougla (b'), pa se osnom refleksijom S, prvi trougao zaista
preslikava na drugi. Sliéno se dokazuje da se prvi trougao preslikava
na drugi i translacijom 71513")

(2) Pretpostavimo da su trouglovi sa raznih strana prave c.

(a) Ako je P = P’, neka je Z; centralna simetrija Sp, a Z, osna refleksija
Se.

(b) Ako nije P = P/, neka je 7; klizajuéa refleksija S, o 7151_5/ = 9151_5/’ a
T centralna simetrija Sp (gde je O srediste duzi PP’).

Ako je R rotacija oko tacke S’ za ugao 27/3, onda se drugi asimptotski
trougao u rotacijama R i R? preslikava na sebe, pa su trazene izometrije: Z7,
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Ty, RoT, RoIy, R?0TI; i R?0Z,y. Navedenim izometrijskim transformacijama,
ivice prvog trougla preslikaju se u ivice drugog u svim permutacijama (ima ih
3! = 6), pa su to sva trazena preslikavanja.

Slika 101 Slika 102

102. [ resenje:

Neka je m medijatrisa duzi BD. Vazi AB = AD, pa tacka A pripada pravoj
m. U osnoj refleksiji S,,, tacke B i D se preslikavaju jednu u drugu, a tacka
A je invarijantna. Dakle, u osnoj refleksiji S,, poluprava AB preslikava se u
polupravu AD (i obratno). Neka je d’ slika poluprave DC' u osnoj refleksiji
Sm. (teme poluprave d’ je tacka B). Poluprave AB i DC su paralelne, pa su
paralelne i njihove slike u osnoj refleksiji S;,, — poluprave AD i d’. Poluprave
BC i d' su poluprave sa temenom B paralelne polupravoj AD, pa, kako je takva
poluprava jedinstvena (T25.2), sledi da su poluprave BC' i d’ identi¢ne. Dakle,
poluprava DC se u osnoj refleksiji S,,, preslikava u polupravu BC (i obratno).
Presecna tacka polupravih BC i DC' (tacka C) se, dakle, u osnoj refleksiji Sy,
preslikava u sebe, Sto zna¢i da tacka C pripada pravoj m.

Tacka C, dakle, pripada medijatrisi duzi BD, pa vazi CB = CD, sto je i
trebalo dokazati.

II resenje:'°

Neka je M nesvojstveno teme trougla ADAM odredeno paralelnim polu-
pravama AB i DC. Neka je N nesvojstveno teme trougla AABN odredeno
paralelnim polupravama AD i BC.

Iz AB= AD i /DAM = /BAN, na osnovu teoreme T33.2(a), sledi da su
nesvojstveni trouglovi ADAM i AABN podudarni, pa vazi /CDA = /ABC.
Uglovi /ABC i /C'BM su naporedni, pa je /CBM = n — /ABC. Analogno,
vazi i /CDN = © — /CDA, pa sledi /CBM =7 — /ABC =7 — /CDA =
LCDN. Pored toga, uglovi /ZBCM i /DCN su podudarni kao unakrsni. Iz
LCBM = /CDNi/BCM = /DCN, na osnovu teoreme T33.2(b), sledi da su
nesvojstveni trouglovi ACBM i ADCN podudarni i da su njihove odgovarajuée

10Tvrdenje zadatka vazi i u apsolutnoj geometriji. Prvo reSenje vazi i u apsolutnoj ge-
ometriji, ali drugo ne.
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stranice C'B i C'D podudarne, §to je i trebalo dokazati.

103. Neka je m medijatrisa duzi BD. Vazi AB = AD, pa tacka A pripada
pravoj m. U osnoj refleksiji S,, tacke B i D se preslikavaju jednu u drugu, a
tacka A je invarijantna. Dakle, u osnoj refleksiji S,, poluprava AB preslikava
se u polupravu AD (i obratno). Neka je d’ slika poluprave DC u osnoj refleksiji
S (teme poluprave d’ je tacka B). Poluprave AB i DC su paralelne, pa su
paralelne i njihove slike u osnoj refleksiji S,,, — poluprave AD i d'. Poluprave
BC i d' su poluprave sa temenom B paralelne polupravoj AD, pa, kako je
(T25.2) takva poluprava jedinstvena, sledi da su poluprave BC i d’ identi¢ne.
Dakle, poluprava DC se u osnoj refleksiji S, preslikava u polupravu BC' (i
obratno). Presetna tacka polupravih BC i DC (tacka C) se, dakle, u osnoj
refleksiji S, preslikava u sebe, $to znaci da tacka C pripada pravoj m.

Dakle, i tacka A i tacka C' pripadaju medijatrisi duzi BD, odakle sledi da je
prava AC medijatrisa duzi BD i vazi AC 1L BD, §to je i trebalo dokazati.

Slika 103 Slika 104

104. Lema: Ako su B’ i C' podnoZja normala iz tacaka B i C na pravoj
odredenoj sredistima P i @Q ivica AB i AC trougla AABC, onda je ¢etvorougao
BCC'B’ Sakerijev.

Dokaz leme: Videti dokaz leme u resenju 94. O

Neka je m medijatrisa duzi BC i neka su B’ i C' podnozja normala iz tacaka
B i C na pravoj PQ. Na osnovu leme, ¢etvorougao BCC'B’ je Sakerijev, pa
je, na osnovu teoreme 11.18, medijatrisa m ivice BC' istovremeno i medijatrisa
ivice B'C’, odakle sledi da je prava m normalna na pravoj PQ.

Vazi AB = AC, pa tacka A pripada medijatrisi m ivice BC. Neka je n prava
koja sadrzi tacku A i normalna je na pravoj m. Tada vazi S4 = S, 0 Sy

Prave n, PQ i BC su normalne na pravoj m, tj. pripadaju hiperbolickom
pramenu X, ¢ija je osnovica prava m. Dakle,

Sa08pqoSpc =8108,08pgoSpc =8moSm

gde je m' neka prava pramena X,,, tj. prava m’ je normalna na pravoj m, pa
je kompozicija S,, o Sp,/ centralna simetrija. Kompozicija S4 o Spg o Spc je,
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dakle, centralna refleksija, i ona je, na osnovu teoreme 15.2, involucija, Sto je i
trebalo dokazati.

105. Lema 1: Ako je u apsolutnoj ravni tacka B srediste duzi AC, onda
vazi T;\Z‘ =S oSy.

Dokaz leme 1: Videti dokaz leme 1 u reSenju 26. |

Lema 2: Ako su B’ i C’ podnoZja normala iz tacaka na pravoj odredenoj
sredistima P i Q ivica AB i AC trougla AABC, onda je ¢etvorougao BCC'B’
Sakerijev i zbir njegovih uglova na protivosnovici jednak je zbiru uglova trougla
NABC.

Dokaz leme 2: Videti dokaz leme u reSenju 94. m|

Oznacimo sa A, By i C7 sredista ivica BC,CA i AB redom. Na osnovu
leme 1 vazi

I = 7674»0 éEOTATB = 831 OSCOSCOSA1 OSC1 OSA = SBI OSA1 0801 OSA.

Oznacimo sa A’ i B’ podnozja normala iz tacaka A i B na pravoj B1 A1, sa a
i b prave koje sadrze tacke A; i By redom i normalne su na pravoj By Aj, asaci
d prave koja sadrze tacke C7 i A redom i normalne su na pravoj AB. Na osnovu
leme 2, sledi da je ¢etvorougao ABB’A’ Sakerijev, pa je, na osnovu teoreme
11.18, prava koja sadrzi srediSte protivosnovice i normalna je na protivosnovici
(prava c¢) istovremeno normalna i na osnovici (na pravoj A’B’). Prave a,b
i ¢ pripadaju pramenu pravih normalnih na pravoj By A;, pa je kompozicija
SpoS, 08, osna refleksija Sy, gde je d’ neka prava istog tog pramena. Stoga je:

I:SBloSAl OSC,'loSA:SbOSAlBlOSAlBIOSaOSCOSABOSABOSd:

=8,08,08.08;,=8y08; .

Iz I(A) = SBl OSA1 o SCl OSA(A) = SB1 OSA1 OSCI(A) = 831 OSAI(B) =
Sp, (C) = A sledi da je u izometriji Z = Sy 0 Sy tacka A invarijantna. Odatle,
kako prava d sadrzi tacku A, sledi da i prava d’ sadrzi tacku A. Kako je normala
iz tacke A na pravoj BjA; jedinstvena (T12.1), sledi da su prave AA’ i d’
identicne.

Na osnovu leme 2, zbir uglova na protivosnovici AB Sakerijevog ¢etvorougla
ABB’ A’ jednak je zbiru uglova trougla AABC tj, jednak je 7—w. U Sakerijevom
¢etvorouglu uglovi na protivosnovici su podudarni (T11.17), pa je ZA’AB =
52 =7 —w/2

Ugao /A’ AB je oStar, pa poluprava AA’ pripada pravom uglu koji zahvata
poluprava AB sa onom polupravom prave d koja je sa iste strane prave AB
kao i tacka C'. Ugao izmedu pravih d i AA’ je, dakle, jednak 7 — LA’AB =
7 — (5 —w/2) = w/2, pa je kompozicija T = Syas 0 S4 rotacija sa sredistem A
za ugao 2(w/2) = w, tj. T ="TRa,., §to je i trebalo dokazati.
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Slika 105 Slika 106

106. Data kompozicija Z je direktna izometrijska kao kompozicija tri direk-
tne izometrijske transformacije. Iz

I(A) = 831 OSAI oSCl(A) = 851 o SAI(B) = 831 (C) =A

sledi da izometrija 7 ima invarijantnu tacku A, pa je ova izometrija rotacija sa
sredistem A ili koincidencija.

Centralnom simetrijom S¢, poluprava AB preslikava se na polupravu BA.
Centralnom simetrijom S4, poluprava BA preslikava se na polupravu p sa
temenom C, pri cemu su poluprave BA i p saraznih strana prave BC'i zahvataju
sa njom podudarne uglove. Poluprava p, dakle, zahvata sa polupravom C'B ugao
LABC, asa polupravom C' A ugao ZABC'+/BCA. Centralnom simetrijom Sp,
poluprava p preslikava se na polupravu g sa temenom A, pri ¢emu su poluprave p
i ¢ sa raznih strana prave AC' i zahvataju sa njom podudarne uglove. Poluprava
q, dakle, zahvata sa polupravom AC ugao /ABC 4+ /BCA, odakle sledi da
poluprava ¢ sa polupravom AB zahvata ugao /BAC + /ABC + /BCA.

Dakle, u kompoziciji Z = Sp, 0 Sa, o S¢, poluprava AB preslikava se na
polupravu ¢ (sa temenom A) i sa njom zahvata ugao /BAC + /ABC + /BCA,
odakle sledi da izometrija Z nije koincidencija, ve¢ rotacija sa sredistem A i za
ugao /BAC + /ABC + /BCA. QED

107. Lema: U apsolutnom prostoru vazi ’]'2;173 = Sg oSy (’2'2;‘73 je
translacija prostora i Sp i Sa su centralne simetrije prostora).
Dokaz leme: Videti dokaz leme 2 u reSenju 84. O

Na osnovu leme, vazi:

T, 53T, e Ty ~ S1°S0eSpoSoaSoasesness = Suo8a = ¢.

Data izometrija je koincidencija.
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Slika 107 Slika 108

108.

1° Pretpostavimo da se prave a i b seku u nekoj tacki, tj. da one odreduju
elipticki pramen. Na osnovu teoreme 12.1, postoji (jedinstvena) prava p koja
sadrzi tacku S i normalna je na pravoj n. Prava p pripada pramenu X(a,b) i
normalna je na pravoj n.

2° Pretpostavimo da su prave a i b paralelne, tj. pretpostavimo da one
odreduju parabolicki pramen.

(a) Pretpostavimo da prava n ne pripada pramenu X(a,b). Neka je C' proi-
zvoljna tacka prave n. Na osnovu teoreme 16.9, postoji jedinstvena prava
¢ koja sadrzi tacku C i pripada pramenu X (a,b). Ako je prava ¢ normalna
na pravoj n, onda je ¢ prava koja zadovoljava trazena svojstva. Ako prava
¢ nije normalna na pravoj n, onda, na osnovu teoreme 31.3, postoji prava
¢ koja je normalna na pravoj n i paralelna pravoj ¢ u istom smeru kao
i prava a (prava ¢, dakle, normalna je na pravoj n i pripada pramenu
X(a,b)).

(b) Pretpostavimo da prava m pripada pramenu X(a,b). Pretpostavimo da
postoji prava ¢ koja je normalna na pravoj n i pripada pramenu X/(a,b).
Ako je C preseéna tacka pravih n i ¢, onda postoje dve razli¢ite prave (n
i ¢) koje sadrze tacku C'i pripadaju pramenu X (a,b), $to je u suprotnosti
sa teoremom 16.9. Dakle, ako prava n pripada pramenu X(a,b), onda ne
postoji prava koja pripada tom pramenu i normalna je na pravoj n.

3° Pretpostavimo da su prave a i b hiperparalelne, tj. da one odreduju
hiperbolicki pramen. Neka je prava m osnovica tog hiperbolickog pramena.
Postoji prava koja pripada tom pramenu i normalna je na pravoj n, ako i samo
ako postoji prava koja je normalna i na pravoj m i na pravoj n, tj. ako i samo
ako prave m i n imaju zajednicku normalu. Na osnovu teoreme 31.8, prave m i
n imaju zajednicku normalu ako i samo ako su hiperparalelne ili identi¢ne. Ako
su prave m i n hiperparalelne, njihova zajednicka normala p pripada pramenu
X(a,b) i normalna je na pravoj n. Ako su prave m i n identi¢ne, svaka prava p
normalna na pravoj n pripada pramenu X (a,b).
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Dakle, trazena prava (prava koja pripada pramenu X(a,b) i normalna je
na pravoj n) postoji uvek, osim ako su prave a i b paralelne i prava n pripada
pramenu X (a, b) ili ako su prave a i b hiperparalelne i njihova zajednicka normala
m nije hiperparalelna niti identi¢na sa pravom n.

109. Neka su X i X’ parabolicki pramenovi pravih odredeni pravama AB
i DC, odnosno BC' i AD. Na osnovu teoreme 32.1, postoji jedinstvena prava
(ozna¢imo je sa n) koja pripada parabolickim pramenovima X i X’. Neka je a
prava koja sadrzi tacku A i upravna je na pravoj n i neka je A’ presetna tacka
pravih a i n. Prava AA’ je normalna na pravoj n, pa su, kao uglovi paralelnosti
za duzinu AA’, uglovi /DAA’ i /BAA’ podudarni. Odatle sledi da je prava a
simetrala unutrasnjeg ugla kod temena A ¢etvorougla ABCD. Dakle, simetrala
unutrasnjeg ugla kod temena A ¢etvorougla ABCD normalna je na pravoj n.
Analogno se dokazuje da su na pravoj n normalne i simetrala unutrasnjeg ugla
kod temena C i simetrale spoljasnjih uglova ¢etvorougla ABCD kod temena B
i D, pa sve one, dakle, pripadaju istom hiperbolickom pramenu pravih (¢ija je
osnovica prava n). QED

N/
Slika 109 Slika 110

110. Neka je P pramen paralelnih pravih koji odreduje oricikl o i neka su a’
i b’ prave ovog pramena koje sadrze redom tacke A i B. Prave a i b su tangente
oricikla o u tatkama A1 B,pavazia L o’ ib L V. Neka su N i N’ nesvojstvene
tacke odredene parovima pravih a i b, odnosno a’ i b'.

Neka je S srediste duzi AB i neka je s prava koja sadrzi tacku S i pri-
pada parabolickom pramenu P (takva prava postoji i jedinstvena je na osnovu
teoreme 16.9). Tacke A i B pripadaju oriciklu o, pa je, na osnovu teoreme
17.1, prava AB secica jednakih nagiba pravih a’ i V', tj. ZSAN' = /SBN’. Iz
LSAN' = /SBN'i AS = SB, na osnovu teoreme o podudarnosti asimptotskih
trouglova (T33.2(a)) sledi da su asimptotski trouglovi AAN'S i ASN’'B po-
dudarni i, odatle, ZASN’ = /N’'SB. Uglovi /ASN’ i /N'SB su podudarni i
njihov zbir jednak je opruzenom uglu, pa su oni pravi, tj. AB 1 s. Dakle, prava
s je medijatrisa duzi AB, pa vazi Ss(A) = B. Prave a’ i s pripadaju pramenu
P, pa se u osnoj refleksiji S; prava a’ preslikava na pravu koja sadrzi tacku

133



Ss(A) = B i pripada pramenu P. Prava b’ sadrzi tacku Ss(A) = B i pripada
pramenu P, pa kako je takva prava jedinstvena (na osnovu teoreme 16.9) sledi
Ss(a’) = b'. Prava a sadrzi tacku A i normalna je na pravoj a’, pa se u 0snoj
refleksiji Sg prava a preslikava na pravu koja sadrzi tacku S;(A4) = B i normalna
jena pravoj Sg(a’) = b'. Prava b sadrzi tacku S;(A) = B i normalna je na pravoj
Ss(a') =V, pa kako je takva prava jedinstvena (na osnovu teoreme 12.1) sledi
Ss(a) = b. Na osnovu teoreme o transmutaciji, sledi Ss o0 S, 0 Ss = Sp, pa je
komporzicija Sy 0 Sg 0 S, osna refleksija (osna refleksija S;). Odatle, na osnovu
definicije pramena pravih, sledi da prave s, a i b pripadaju jednom pramenu
pravih. Na osnovu teoreme 16.12 postoji jedinstven pramen pravih kojem
pripadaju prave a i b, pa prava s pripada parabolickom pramenu odredenom
pravama a i b, tj. prava s paralelna je pravama a i b.

Kako je AS L s, d’||s, al|s, ostri uglovi koji zahvataju prave AS i a’, odnosno
prave AS i a jednaki su II(AS). Zbir ostrih uglova koji zahvataju prave AS ia/,
odnosno prave AS i a jednak je pravom uglu (jer je a L a’), pa je 2II(AS) = T,
odakle sledi AS = H_l(g). Tacka S je srediste duzi AB, pa je AB = 2AS =
200 1(%).

111. Neka je P pramen paralelnih pravih koji odreduje oricikl o i neka su a’
i b’ prave ovog pramena koje sadrze redom tacke A 1 B. Prave a i b su tangente
oricikla o u tackama A i B, pavazia L a' ib L V. Nekasu N i N’ nesvojstvene
tacke odredene parovima pravih a i b, odnosno a’ i b'.

Neka je S srediste duzi AB i neka je s prava koja sadrzi tacku S i pri-
pada parabolickom pramenu P (takva prava postoji i jedinstvena je na osnovu
teoreme 16.9). Tacke A i B pripadaju oriciklu o, pa je, na osnovu teoreme
17.1, prava AB secica jednakih nagiba pravih a’ i V', tj. ZSAN' = /SBN'. Iz
LSAN' = /SBN'i AS = SB, na osnovu teoreme o podudarnosti asimptotskih
trouglova (T33.2(a)) sledi da su asimptotski trouglovi AAN'S i ASN’'B po-
dudarni i, odatle, /ASN’ = /N'SB. Uglovi /ASN' i /N’'SB su podudarni i
njihov zbir jednak je opruzenom uglu, pa su oni pravi, tj. AB 1 s. Dakle, prava
s je medijatrisa duzi AB, pa vazi Ss(A) = B. Prave a’ i s pripadaju pramenu
P, pa se u osnoj refleksiji S, prava a’ preslikava na pravu koja sadrzi tacku
Ss(A) = B i pripada pramenu P. Prava b’ sadrzi tacku Sg(A) = B i pripada
pramenu P, pa kako je takva prava jedinstvena (na osnovu teoreme 16.9) sledi
Ss(a’) = b'. Prava a sadrzi tacku A i normalna je na pravoj a’, pa se u 0snoj
refleksiji Ss prava a preslikava na pravu koja sadrzi tacku S;(A) = B i normalna
je na pravoj Sg(a’) = b'. Prava b sadrzi tacku Sg(A) = B i normalna je na pravoj
Ss(a’) = V', pa kako je takva prava jedinstvena (na osnovu teoreme 12.1) sledi
Ss(a) = b. Na osnovu teoreme o transmutaciji, sledi Ss 0 S, 0 Ss = Sy, pa je
kompozicija Sy o S5 0 S, osna refleksija (osna refleksija S;). Odatle, na osnovu
definicije pramena pravih, sledi da prave s, a i b pripadaju jednom pramenu
pravih. Na osnovu teoreme 16.12 postoji jedinstven pramen pravih kojem
pripadaju prave a i b, pa prava s pripada parabolickom pramenu odredenom
pravama a i b, tj. prava s paralelna je pravama a i b.

Kako je AS L s, d/||s, al|s, ostri uglovi koji zahvataju prave AS i a’, odnosno
prave AS i a jednaki su II(AS). Zbir ostrih uglova koji zahvataju prave AS i a’,
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odnosno prave AS i a jednak je pravom uglu (jer je a L a’), pa je 2II(AS) = 7,
odakle sledi AS = H_l(g). Tacka S je srediste duzi AB, pa je AB = 2AS =
20 1(%).

Neka su ¢’ i d' prave pramena P koje sadrze redom tacke C'i D. Prave
¢ i d su tangente oricikla o u tackama C i D, pa vazi ¢ L ¢ id L d.
Neka je M srediste duzi CD i neka je m prava koja sadrzi tacku M i pri-
pada parabolickom pramenu P (takva prava postoji i jedinstvena je na osnovu
teoreme 16.9). Tacke C' i D pripadaju oriciklu o, pa je, na osnovu teoreme
17.1, prava CD secica jednakih nagiba pravih ¢’ id’, tj. /MCN' = /MDN'. 1z
/MCN'=/MDN'iCM = M D, na osnovu teoreme o podudarnosti asimptot-
skih trouglova (T'33.2(a)) sledi da su asimptotski trouglovi ACMN' i AMN'D
podudarni i, odatle, /CM N’ = /N'MD. Uglovi /CMN' i /N'MD su podu-
darni i njihov zbir je jednak opruzenom uglu, pa su oni pravi, tj. CD 1 m.
Dakle, prava m je medijatrisa duzi CD, pa vazi S,,(C) = D. Prave ¢ i m
pripadaju pramenu P, pa se u osnoj refleksiji S, prava ¢’ preslikava na pravu
koja sadrzi tacku S,,(C) = D i pripada pramenu P. Prava d’ sadrzi tacku
Sm(C) = D i pripada pramenu P, pa, kako je takva prava jedinstvena (na
osnovu teoreme 16.9), sledi S,,,(¢') = d’. Prava ¢ sadrzi tacku C' i normalna
je na pravoj ¢/, pa se u osnoj refleksiji S,, prava c preslikava na pravu koja
sadrzi tacku S,,(C) = D i normalna je na pravoj S;,(¢’) = d’. Prava d sadrzi
tacku S,,(C) = D i normalna je na pravoj S,,(¢') = d’, pa kako je takva prava
jedinstvena (na osnovu teoreme 12.1) sledi S,,(¢) = d. Na osnovu teoreme o
transmutaciji, sledi S,, o S, 0 S, = Sy, pa je kompozicija Sg o S;, © S, osna
refleksija (osna refleksija S,,). Odatle, na osnovu definicije pramena pravih,
sledi da prave m, c¢ i d pripadaju jednom pramenu pravih. Na osnovu teoreme
16.12, postoji jedinstven pramen pravih kojem pripadaju prave ¢ i d (pramen
pravih koje sadrze tacku K), pa i prava m pripada tom pramenu, tj. prava m
sadrzi tacku M.

Prava m je medijatrisa duzi C'D i ona sadrzi tacku K, pa iz /CMK =
5 = (DMK, MK = MK, CM = MD, na osnovu teoreme o podudarnosti
trouglova (T11.15(3)), sledi da su trouglovi ACMK i AKMD podudarni i da
su podudarni uglovi ZCKM i /M KD. Uglovi ZCKM i /MK D su podudarni i
njihov zbir jednak je pravom uglu (jer je ¢ L d), pavazi /CKM = /MKD = 7.
Prave c i m su paralelne i vazi KC L ¢, pa je ugao /C' KM ugao paralelnosti za
duzinu CK, tj. /CKM = TI(CK), odakle sledi CK = TI-}(/CK M) = T1-(%),

Iz AB = 2II"}(%) i CK = II"*(%), sledi AB = 2CK, &to je i trebalo
dokazati.
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Slika 111 Slika 112

112. Neka je &£ ekvidistanta Cija je osnovica prava s i neka su P, @ i
R proizvoljne razlicite tacke koje joj pripadaju. Neka su P/, Q' i R’ podnozja
normala iz tacaka P, () i R na pravoj s. Pretpostavimo, ne narusavaju¢i opstost
razmatranja, da vazi B(P’,Q’, R'). Visina ekvidistante £ je razli¢ita od nule,
pa tacke P i P’ nisu identi¢ne (razlicite su i tacke Q@ 1 Q' i tacke R i R').
Vazi PP’ = QQ" = RR'. Prave PP’ i Q@' normalne su na pravoj s, pa se
ne seku. Analogno, ne seku se prave PP’ i RR' i prave QQ’ i RR'. Vazi
[PP'Q = /QQ'P' = T i /QQ'R = /RR'Q' = 7, pasu PP'Q'QiQQRR
Sakerijevi Cetvorouglovi. Na osnovu teoreme 11.17, uglovi na protivosnovici
Sakerijevog ¢etvorougla medusobno su podudarni, pa vazi /P'PQ = /Q'QP.
Zbir uglova u cetvoruglu PP’Q’Q manji je od zbira cetiri prava ugla i jednak
je [PP'Q' + /P'Q'Q+ /Q'QP + /QPP' = 2. % +2/Q'QP, odakle sledi da
je ugao ZQ'QP ostar. Analogno se dokazuje da je ostar i ugao ZQ'QR. Ugao
/PQR jednak je zbiru uglova ZQ'QP i /Q'QR, odakle sledi da je ugao /PQR
manji od opruzenog. Ugao /PQR manji je od opruzenog, pa sledi da tacke P,
Q@ i R nisu kolinearne, tj. ekvidistanta £ nije prava. QED

113. Neka je a prava koja sadrzi tacku A i pripada pramenu pravih ko-
jem pripadaju prave b, ¢ i d. Prave AB i AC upravne su na pravama b i ¢ u
tackama B i C. Prave AB, a i AC pripadaju jednom pramenu pravih (pra-
menu konkurentnih pravih X4 cije je srediste tacka A), pa na osnovu teoreme
o normalama (T16.7) sledi

Sap08Sa08ac =S, ,
gde je p prava koja je normalna na pravoj BC' i koja pripada pramenu kojem
pripadaju i prave AB, a i AC, tj. pramenu X 4. Kako je prava AD' normalna
na pravoj BC i kako sadrzi tacku A (dakle, prava AD’ pripada pramenu X,) i,
kako je, na osnovu teoreme 12.1, takva prava jedinstvena, sledi da su prave p i
AD'’ identicne. Dakle, vazi

SaB0S,084c = Sap ,
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odnosno
Sapo8Sa=38ap 0Sac . (1)

Analogno se dokazuje i
Sapo8,08ap = Sacr

odnosno

SapoS, =8acroSap - (2)

Iz relacija (1) i (2) sledi
Sap 08ac =Sac 0Sap - (3)

Prave AD’, AC i AB’ pripadaju jednom pramenu pravih (pramenu X,)
i prave BC' i C'D normalne su na na pravama AD’ i AB’ u tackama D’ i B’
Prave BC, AC i C'D pripadaju jednom pramenu pravih (pramenu konkurentnih
pravih X¢ ¢ije je srediste C), pa je, na osnovu teoreme o normalama (T16.7)

SAD’ OSAC OSAB’:Szv (4)

gde je x prava normalna na pravoj B’D’. Pored toga, prave AD’, AC i AB’
pripadaju pramenu X4, pa tom pramenu pripada i prava x. Dakle, prava x
sadrzi tacku A i normalna je na pravoj B'D’.

Na osnovu relacija (3) 1 (4) sledi

SacroSapoSap =S, . (5)

Prave AC’, AD i AB’ pripadaju jednom pramenu (pramenu X4), a prave
BD i CD su normalne na pravama AC” i AB’ redom u tackama C’ i B’. Prave
BD, AD i CD pripadaju jednom pramenu (pramenu konkurentnih pravih Xp
sa srediStem D), pa, na osnovu teoreme o normalama (T16.7) vazi

SacroSapoSap =38y, (6)

gde je y prava koja je normalna na pravoj C’'B’. Prave AC’, AD i AB’ pripadaju
pramenu X4, pa tom pramenu pripada i prava y. Prava y, dakle, sadrzi tacku
A i normalna je na pravoj C'B’.

Iz relacija (5) i (6) sledi

S =8y,
odakle sledi da su prave = i y identicne. Dakle, prava x sadrzi tacku A i nor-
malna je i na pravoj B’D’ i na pravoj C'B’. Na osnovu teoreme 12.1, postoji

jedinstvena prava koja sadrzi tacku B’ i normalna je na pravoj y, odakle sledi
da su prave B’D’ i C'B’ identi¢ne, tj. tacke B’, C' i D’ su kolinearne. QED.
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Slika 113 Slika 114

114. Neka je X jedna od prese¢nih tacaka sfere o i episfere F. Neka je sfera
o odredena eliptickim snopom pravih U (koje sadrze tacku S). Sfera o je skup
svih tacaka prostora osnosimetri¢nih tacki X u odnosu na prave snopa U;. Ako
je VY elipticki snop ravni koje sadrze tacku S (tj. snop ravni generisan snopom
pravih U ), onda je sfera o istovetna sa skupom svih slika tacke X u ravanskim
refleksijama u odnosu na ravni snopa V;. Tacka X’ razlicita od tacke X, dakle,
pripada sferi o ako i samo medijalna ravan duzi X X’ pripada snopu V.

Ako je episfera F odredena snopom pravih Us, onda je ona skup svih tacaka
prostora osnosimetri¢nih tacki X u odnosu na prave snopa Us. Ako je Vo snop
ravni generisan snopom pravih Uy, onda je episfera F istovetna sa skupom svih
slika tacke X u ravanskim refleksijama u odnosu na ravni snopa V. Tacka X'
razlicita od tacke X pripada episferi F ako i samo medijalna ravan duzi XX’
pripada snopu Vs.

Dakle, skup presecnih tacaka sfere o i episfere F je skup tacaka X' takvih da
medijalna ravan duzi X X’ pripada i snopu V; i snopu V. Na osnovu teoreme
18.13, presek dva snopa ravni V; i Vs je pramen ravni ). Sve ravni pramena )
pripadaju snopu Vi, pa sve one sadrze tacku S. Odatle sledi da je ) koaksijalni
pramen ravni (koje sadrze neku pravu s kojoj pripada tacka S).

Presek sfere o i episfere F je skup slika tacke X u odnosu na ravni pramena
Y. Za svaku tacku X’ koja pripada tom preseku vazi XX’ | s (jer postoji
ravan koja sadrzi pravu s i normalna je na pravoj X X’). Na osnovu teoreme
12.5, sve takve prave X X’ pripadaju jednoj ravni koja je takode upravna na
pravoj s. Dakle, presek sfere o i episfere F pripada ravni 7 koja sadrzi tacku
X inormalna je na pravoj s.

Ako je O presecna tacka prave s i ravni 7, onda sve ravni pramena ) sadrze
tu tacku, pa se ona u odnosu na ravni tog pramena preslikava u sebe. Dakle, duz
OX se u odnosu na ravni pramena ) preslikava u podudarne duzi OX’. Vazi i
obratno: ako za tacku X’ ravni w vazi OX = OX’, onda medijalna ravan duzi
X X’ sadrzi tacku O i normalna je na ravni w, pa pripada pramenu ). Dakle,
presek sfere o i episfere F je skup tacaka X’ ravni 7 za koje vazi OX = OX'
tj. krug sa sredisStem O koji sadrzi tacku X i pripada ravni 7.
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115. Neka su p i ¢ prave koje sadrze srediste apsolute Poenkareovog disk
modela hiperbolicke ravni i medusobno su normalne u euklidskom smislu. Osna
refleksija S, u smislu modela je upravo euklidska osna refleksija S, i u njoj se
h—prava ¢ preslikava na sebe samu. Dakle, prave p i ¢ su medusobno normalne
i u smislu modela.

Pored toga, inverzija i osna refleksija (u euklidskom smislu) koje odgovaraju
izometrijskim transformacijama u Poenkareovom modelu su konformna pres-
likavanja (“Cuvaju uglove”), pa sledi da je svaki prav h—ugao u smislu modela,
prav i u euklidskom smislu i obratno (odatle sledi da mera h—ugla u modelu
odgovara njegovoj euklidskoj meri i da je Poenkareov model konfomni model
hiperbolicke ravni). Dakle, potrebno je odrediti h—pravu n koja sadrzi h—tacku
A i normalna je na h—pravoj a u euklidskom smislu.

I resenge:

(1) Pretpostavimo da je A srediste apsolute. Ako je h—prava a u euklidskom
smislu duz koja pripada pravoj p,, onda je trazena h—prava n odredena pravom
koja sadrzi tacku A i normalna je na pravoj p,. Ako je h—prava a u euklidskom
smislu luk kruga k,, onda je trazena h—prava n odredena pravom koja sadrzi
tacku A i srediste kruga k,.

(2) Pretpostavimo da tacka A nije srediste apsolute.

Ako je h—prava a u euklidskom smislu segment nekog kruga k,, potrebno je
odrediti krug (ili pravu) koji je normalan na k, i apsoluti i pri tom sadrzi tacku
A. Neka je r radikalna osa apsolute i kruga k, (kako se oni seku, radikalna osa
je odredena upravo njihovim presecnim tackama). Neka je A’ slika tacke A u
inverziji u odnosu na apsolutu i neka je sy - medijatrisa duzi AA’. Ako se prave
risaa seku u tacki Oy, onda je trazena h—prava n segment euklidskog kruga
k,, sa sredistem O,, i polupreénikom O, A (taj krug je normalan na apsoluti jer
sadrzi tacku A i njenu sliku A" u inverziji u odnosu na apsolutu). h—prava n
zadovoljava uslove zadatka jer sadrzi h—tacku A i normalna je na h—pravu a
(jer tacka O,, pripada pravoj r, pa kako je k,, normalan na apsoluti, normalan
jeina k). Ako se prave r i s44 ne seku, tada tacke A i A’ pripadaju pravoj
odredenoj sredistima apsolute i kruga k,, pa je i trazena h—prava n odredena
tom istom pravom.

Ako je h—prava a u euklidskom smislu duz koja pripada pravoj p,, potrebno
je odrediti krug (ili pravu) normalan na p, i apsoluti i pri tom sadrzi tacku
A. Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu i neka je s4a
medijatrisa duzi AA’. Ako se prave p, i sa4/ seku u tacki O, onda je trazena
h—prava n segment euklidskog kruga k,, sa sredistem O,, i polupreé¢nikom O,, A
(taj krug je normalan na apsoluti, jer sadrzi tacku A i njenu sliku A’ u inverziji u
odnosu na apsolutu). h—prava n zadovoljava uslove zadatka jer sadrzi h—tacku
Ainormalna je na h—pravu a (jer tacka O,, pripada pravoj p,, pa je k, normalan
na p,). Ako se prave p, i saa ne seku, tada tacke A i A’ pripadaju pravoj
normalnoj na krug k, pa je trazena h—prava n odredena pravom AA’.

1I resenge:
Lema 1: Ako se u inverziji u odnosu na krug k tacka X koja ne pripada
krugu k preslikava u tacku X', onda je svaki krug [ koji sadrzi tacke X i X’

139



normalan na krug k.

Dokaz leme 1: Neka su tacke O i O’ sredista krugova k i [, neka su r i r/
poluprecnici krugova k i I i neka je T tacka dodira kruga [ i tangente iz tacke
O na krug [. Tacka X se u inverziji u odnosu na krug k preslikava u tacku X',
pa vazi OX - OX' = r2. Na osnovu teoreme 28.3 (teorema o potenciji tacke
u odnosu na krug), vazi OX - OX’ = OT?, pa sledi OT = r. Dakle, tacka T
pripada krugu &, a kako, pored toga, ona pripada i krugu / i vazi ZOTO" = 7 (jer
je prava OT tangenta iz tacke O na krug 1), sledi da su krugovi & i [ medusobno
normalni. a

Lema 2: Ako se u osnoj refleksiji u odnosu na pravu p tacka X koja ne
pripada pravoj p preslikava u tacku X', onda je svaki krug [ koji sadrzi tacke X
i X’ normalan na pravoj p.

Dokaz leme 2: Ako krug [ sadrzi tacke X i X', onda njegovo srediste pripada
medijatrisi duzi X X', a to je upravo prava p. Svaki krug ¢ije srediste pripada
pravoj p normalan je na pravoj p, pa je, dakle, svaki krug [ koji sadrzi tacke X
i X’ normalan na pravoj p. O

(1) Pretpostavimo da je A srediste apsolute.

Ako je h—prava a u euklidskom smislu duz koja pripada pravoj p,, onda
je trazena h—prava n odredena pravom koja sadrzi tatku A i normalna je na
pravoj p,. Ako je h—prava a u euklidskom smislu lik kruga k,, onda je trazena
h—prava n odredena pravom koja sadrzi tacku A i srediste kruga k,.

(2) Pretpostavimo da tacka A nije srediSte apsolute i da ne pripada h—pravoj
a.

Ako je h—prava a u euklidskom smislu segment nekog kruga k,, potrebno
je odrediti krug (ili pravu) normalan na k, i apsoluti i pri tom sadrzi tacku A.
Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu i neka je A” slika tacke
A u inverziji u odnosu na krug k,. Ako su tacke A, A’ i A” kolinearne, onda je
trazena h—prava n odredena pravom koja sadrzi tacke A, A’ i A”. Ako tacke A,
A’ 1 A” nisu kolinearne, onda je trazena h—prava n segment euklidskog kruga
k,, opisanog oko trougla AAA’A".

Ako je h—prava a u euklidskom smislu duz koja pripada pravoj p,, potrebno
je odrediti krug (ili pravu) normalan na p, i apsoluti i pri tom sadrzi tacku A.
Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu i neka je A” slika tacke
A u osnoj refleksiji u odnosu na pravu p,. Ako su tacke A, A’ i A” kolinearne,
onda je trazena h—prava n odredena tom pravom koja sadrzi tacke A, A’ i
A”. Ako tacke A, A’ i A” nisu kolinearne, onda je traZena h—prava n segment
euklidskog kruga k,, opisanog oko trougla AAA’A”.

(3) Pretpostavimo da tac¢ka A nije srediste apsolute i da pripada h—pravoj
a.

Pretpostavimo da je h—prava a u euklidskom smislu segment nekog kruga
kq. Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu, neka je s4a4/
medijatrisa duzi AA’ i neka je ¢ tangenta u tacki A na krug k,. Ako se prave
saas 1t seku u nekoj tacki O,, onda je trazena h—prava odredena krugom ¢ije
je srediste tacka O, i koji sadrzi tacku A. Ako se prave sa4- it ne seku, onda
je trazena h—prava odredena pravom koja sadrzi tacku A i srediste kruga k.
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Pretpostavimo da je h—prava a u euklidskom smislu duz koja pripada nekoj
pravoj p,. Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu. TraZena
h—prava n je lik kruga ¢ije je srediste srediste duzi AA’ i koji sadrzi tacku A.

Slika 115 Slika 116

116. Pomocna konstrukcija 1 — konstrukcija u Poenkareovom disk modelu
hiperbolicke ravni h—medijatrise h—duzi XO gde je O srediste apsolute:

Konstruisimo (euklidsku) pravu koja sadrzi tacku X i normalna je na pravoj
OX. Presecnu tacku te prave i apsolute oznacimo sa X’. Konstruisimo tangentu
t na apsolutu u tacki X’. Jednu presec¢nu tacku prave t i prave OX oznac¢imo
sa O,. Trazena h—medijatrisa je presek unutrasnjosti apsolute i (euklidskog)
kruga sa sredistem O, koji sadrzi tacku X’ (taj krug je normalan na apsoluti).

Dokaz pomoéne konstrukcije 1:

Neka je ¢ (euklidska) inverzija u odnosu na krug sa sredistem O,, koji sadrzi
tacku X’ i neka je r njegov polupreénik.

Vazi B(O., X, 0), pa su uglovi /X'0,X i /X'0O,0 podudarni. Pored toga,
uglovi /0, X'0O 1 /0, X X' su pravi, pa su trouglovi AO, X X' i AO,OX’ sli¢ni
odakle sledi 0,0 : O, X' = 0,X' : 0, X 1 0,0 -0,X = OX"? = 2. Iz
B(O,, X,0) i 0,0 -0,X = r? na osnovu definicije inverzije, sledi X = ¥ (0) i
O = ¢(X). U Poenkareovom disk modelu, osnoj refleksiji u odnosu na h—pravu
koja je u euklidskom smislu lik, odgovara euklidska inverzija u odnosu na krug
koji sadrzi taj luk. Dakle, euklidska inverzija 1) odgovara osnoj refleksiji modela
koja preslikava tacku O u tacku X i obratno, pa krug sa sredistem O, koji sadrzi
tacku X' zaista sadrzi trazenu h—medijatrisu, Sto je i trebalo dokazati. O

Pomocéna konstrukcija 2 — konstrukcija slike tacke P u inverziji vy :
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije 4 u reSenju 52. O

Pomocéna konstrukcija 3 — konstrukcija slike kruga l u inverziji ¥y, :
Videti opis pomoc¢ne konstrukcije 3 u reSenju 52. O

Pomoéna konstrukcija 4 — konstrukcija u Poenkareovom disk modelu hiper-
bolicke ravni h—kruga | sa sredistem X koji sadrzi tacku Y :

Neka je tacka O srediste apsolute.

Ako su tacke X i O identi¢ne, onda je trazeni h—krug [ euklidski krug sa
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sredistem X koji sadrzi tacku Y.

Ako tacke X i O nisu identi¢ne, onda na osnovu pomoéne konstrukcije 1,
konstruisimo h—medijatrisu m h—duzi XO. h—pravoj m odgovara euklidski
krug k,,. Na osnovu pomoé¢ne konstrukcije 2, konstruisimo sliku ¥’ tacke Y u
euklidskoj inverziji u odnosu na krug k,,. U toj inverziji, tacka X preslikava
se u tacku O, pa je slika trazenog kruga [ (euklidski) krug !’ sa sredistem O
koji sadrzi tacku Y. Vazi i obratno, pa trazeni krug [ konstruiSemo, na osnovu
pomoéne konstrukeije 3, kao sliku kruga I’ u (euklidskoj) inverziji u odnosu na
krug k.

Dokaz pomoéne konstrukcije 4:

h—krug je i u euklidskom smislu krug. Ako je srediste u smislu modela
h—kruga tacka O’, onda je njegovo srediste u euklidskom smislu ista ta tacka
ako i samo ako je ona srediSte apsolute. Dakle, ako su tacke X i O identi¢ne,
onda je trazeni h—krug [ zaista euklidski krug sa sredistem X koji sadrzi tacku
Y.

Ako tacke X i O nisu identicne, tacka Y je slika tacke Y’ u inverziji ¢ u
odnosu na krug k,, (jer je Y’ slika tacke Y u toj inverziji). Tacka Y’ pripada
krugu I, pa kako je [ slika kruga I’ u inverziji v, sledi da tacka Y pripada krugu
l. Srediste h— kruga I’ je tacka O i vazi ¥(0) = X, (') = I, pa je tacka X
zaista srediste kruga [ u smislu modela. Dakle, srediste h—kruga [ je tacka X i
on sadrzi tacku Y, §to je i trebalo dokazati. O

Trazena h— tacka C' je presetna tacka h—kruga sa srediStem A koji sadrzi
tacku B i h—kruga sa sredistem B koji sadrzi tacku A. Na osnovu pomocéne
konstrukcije 4, konstruisimo ove krugove. Njihove presecne tacke zadovoljavaju
uslove zadatka.
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Ispitni rokovi

Jun 1994.

1. (3) Neka je K srediste tezisne duzi CCy trougla ABC' ineka je M preseéna
tacka pravih AK i BC. Dokazati da vazi CM : MB =1: 2.

2. (35) Dat je pravilan trougao ABC. Neka je tacka O srediSte opisanog
kruga trougla ABC' i neka je P tacka duzi OC. Konstruisati pravilan trougao
XY Z upisan u trougao ABC takav da tacke X, Y i Z pripadaju redom ivicama
BC, CAi AB i da ivica XY sadrzi tacku P.

3. (77) Dokazati da je kompozicija sastavljena od ¢etiri ravanske refleksije
euklidskog prostora kojima su osnove odredene bo¢nim pljosnima cetvorostrane
piramide osna rotacija tog prostora i odrediti osu te osne rotacije.

4. (108) Neka su u hiperbolickoj ravni date prave a, b i n. Da li postoji
prava koja pripada pramenu X(a,b) i normalna je na pravoj n 7

Septembar 1994.

1. (28) U eukldiskoj ravni dat je trougao AABC. Neka su B’ i C tacke
pravih AB i AC takve da je B(A, B,B’) 1 B(A,C,C"). Ako je P, tacka u kojoj
spolja upisani krug koji odgovara temenu A dodiruje ivicu BC' tog trougla,
dokazati da vazi

RC,ZC’CB < RA,ZBAC ° RB,ZCBB' =Sp, -

2. (49) Konstruisati trougao ABC' takav da je datoj duzi I, podudarna duz
AE, gde je E presetna tacka ivice BC i bisektrise unutrasnjeg ugla trougla
kod temena A i da su rastojanja temena B i C' od te bisektrise jednaka redom
merama datih duzi m i n.

3. (71) Ako ravan 7 sece tetraedrsku povrs ABCD, onda je taj presek par-
alelogram ako i samo ako je ravan 7 paralelna sa dvema naspramnim ivicama
tetraedra. Dokazati.

4. (94) Dokazati da u hiperbolickoj ravni za tri nekolinearne tacke A, Bi C
vazi

i (BTC) < %(ZABC’ +/BCA+ /CAB) .
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Oktobar 1994.

1. (7) U euklidskoj ravni dat je pravougaonik ABCD takav da je AB = 3BC.
Ako su F i F tacke ivice AB takve da je AE = EF = FB dokazati da vazi
/AED + /AFD + /ABD = 3.

2. (33) Konstruisati trougao ABC takav da su mu tri date nekolinearne tacke
Sa, Sp 1S, sredista spolja upisanih krugova.

3. (60) Dokazati da je u svakoj poliedarskoj povrsi broj pljosni sa neparnim
brojem ivica paran.

4. (95) Ako su u hiperbolickoj ravni tacke A, B i C tri razne neke prave [
i O tacka izvan te prave, dokazati da sredista duzi OA, OB i OC ne pripadaju
jednoj pravoj.

Novembar 1994. (apsolventski rok)

1. (8) Ako je visina jednakokrakog trapeza jednaka h, a povrsina h?, dokazati
da su njegove dijagonale medusobno normalne.

2. (54) U ravni su dati prava s i dva kruga ki i k2. Konstruisati kvadrat
ABCD takav da mu temena A i C pripadaju pravoj s, a temena B i D krugov-
ima kl i kg.

3. (79) U euklidskom prostoru E? dat je paralelogram ABCD. Odrediti tip
izometrijske transformacije

I=8paoScpoSpcoSan,

gde su Sap,Spc, Scp,Spa osne refleksije prostora E3 ?

4. (90) U hiperboli¢koj ravni dat je pravougli trougao AABC (AB L BC).
Ako su C i Bj sredista ivica AB i AC, dokazati da prava B;C1 nije upravna
na pravoj AB.

Januar 1995.

1. (18) Dokazati da se u jednoj tacki seku prave od kojih svaka sadrzi po
jedno teme trougla i razlaze obim tog trougla na dva jednaka dela.

2. (55) U ravni je dato pet tacaka Py, Py, P, Py i P5. Konstruisati u toj
ravni petougao A; As A3 A4 A5 takav da su tacke Py, Py, P3, Py, Ps srediSta ivica
AlAg, AgAg, A3A4, A4A5, A5A1 respektivno.

3. (65) Tri sfere imaju zajednicku tacku P, pri ¢emu nijedna prava koja
sadrzi tacku P nije zajednicka tangenta za sve tri sfere. Dokazati da te sfere
imaju bar jos jednu zajednicku tacku.

4. (115) U Poenkareovom disk modelu hiperboli¢ke ravni date su h—prava
a i h—tacka A. Odrediti h—pravu n koja je u smislu modela normalna na
h—pravoj a.

April 1995. (apsolventski rok)

1. (17) Neka je u trouglu AABC tacka A; srediste ivice BC, a tacka E
presek bisektrise unutrasnjeg ugla /BAC i prave BC. Opisani krug & trougla
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ANAFEA; sece ivice AB i AC u tackama F' i G. Dokazati da vazi BF = CG.

2. (56) Neka su M i N dve razlicite tacke koje pripadaju ostrom uglu /pOgq.
Konstruisati na polupravoj p tacku X takvu da vazi XY =2 XZ gdesu Y i Z
presecne tacke prave ¢ sa pravama XM i XN redom.

3. (80) Neka je ABCD tetraedar u euklidskom prostoru i neka su tacke P,
Q, R, S sredista njegovih ivica AB, AC, DB, DC. QOdrediti tip izometrije
T = Srs oSpc ©Spq (Srs, Spc 1 Spg su osne refleksije prostora).

4. (99) Neka je AABC trougao hiperbolicke ravni kome je ugao ZBC'A prav.
Ako je /ZBAC =1I(z) i LABC =1I(y), dokazati da vazi

H(x—AC)—i—H(BC—i—y):g.

Jun 1995.

1. (2) U trouglu AABC sa pravim uglom kod temena A, tacka D je podnozje
visine iz temena A, tacka E je srediste duzi DC, a tacka F je srediste duzi AD.
Dokazati da vazi BF 1 AFE.

2. (44) Konstruisati trougao AABC takav da su mu tezisne duzi BBy i CCy
podudarne redom datim duzima t; i t., a ugao ZBAC podudaran datom uglu
a.

3. (76) Dokazati da je u prostoru E3 kompozicija sastavljena od tri ravanske
refleksije kojima su osnove «, 3, v odredene pljosnima triedra Oabc osnorota-
ciona refleksija. Odrediti osnovu i osu te osnorotacione refleksije.

4. (107) U hiperbolickom prostoru date su ¢etiri nekoplanarne tacke A, B,
C' i D. Odrediti tip izometrije

T - —~0T —~o0T 5 oT - .
2DA 2C D 2BC 2AB

Septembar 1995.

1. (20) Dokazati da je prava odredena visinom AD trougla AABC radikalna
osa krugova ¢iji su precnici tezisSne duzi BB; i CC} tog trougla.

2. (36) Konstruisati trougao AABC takav da su mu ivica BC, polupreénik
upisanog kruga i poluprec¢nik opisanog kruga podudarni redom datim duzima
a,pir.

3. (83) Ako su S,, Sp ravanske refleksije i S¢ centralna refleksija prostora,
dokazati da kompozicija Sg o Sc o S, predstavlja neku centralnu refleksiju Sp
ako i samo ako su ravni « i 8 medu sobom paralelne.

4. (92) Dokazati da su dva Sakerijeva ¢etvorougla hiperbolicke ravni ABC' D
i A’B'C'D’ sa osnovicama AB i A’ B’ medusobno podudarni likovi ako je C'D =
C'D'i /BCD == /B'C'D'.

Oktobar 1995.

1. (5) Neka je tacka E izmedu temena A i B kvadrata ABCD. Simetrala
ugla ZCDEFE sece ivicu BC u tacki K. Dokazati jednakost AE + KC' = DE.
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2. (52) U euklidskoj ravni data je tacka A i razli¢iti krugovi k1 i ko koji je
ne sadrze. Konstruisati krug k koji sadrzi tacku A i dodiruje krugove kq i ks.

3. (74) U euklidskom prostoru data je kocka ABCDA;B;C,D; (paralelne
su ivice AA;, BBy, CCy i DD;). Na pljosnima BCC1B; i ADD;A; odrediti
redom tacke F i F takve da zbir AE + EF + F'C7 bude najmanji moguéi.

4. (105) Ako je AABC trougao hiperbolicke ravni, dokazati da je kompozi-

cija TE‘?\ o Té_c’ o TI\E rotacija R, gde je w defekt tog trougla.

Novembar 1995. (apsolventski rok)

1. (26) Dokazati da je skup koji se sastoji iz koincidencije Z, svih translacija
T euklidske ravni i svih centralnih simetrija S te iste ravni, nekomutativna
grupa u odnosu na operaciju proizvoda izometrija.

2. (57) Dati su u ravni krug k(O, r), dve tacke P i ) i ugao w. Konstruisati
tacke X 1Y takve da pripadaju krugu k i da vazi PX||QY i /ZXOY = w.

3. (82) U euklidskom prostoru odrediti dve mimoilazne prave z i y takve da
prave S;(y) i Sy(z) budu koplanarne.

4. (97) Odrediti polupre¢nik kruga upisanog u asimptotski trougao hiper-
bolicke ravni kojem su sva tri temena nesvojstvena.

Januar 1996.

1. (10) Neka je ABCD konveksan tetivni ¢etvorougao ¢ije su dijagonale
medusobno upravne (i seku se u tacki E). Dokazati da prava koja sadrzi tacku
FE i upravna je na pravoj C'D sadrzi srediste ivice AB.

2. (87) Date su tri nekolinearne tacke A, S i E. Konstruisati trougao
AABC takav da je tacka A; srediste ivice BC, tacka S srediste upisanog kruga,
a E tacka u kojoj bisektrisa unutrasnjeg ugla /BAC sece ivicu BC.

3. (75) Dokazati da je kompozicija tri ravanske refleksije kojima su osnove
odredene bo¢nim pljosnima trostrane prizme ABC A’ B'C’ zadate u euklidskom
prostoru klizajuca refleksija tog prostora.

4. (109) Neka je ABCD &etvorougao hiperbolicke ravni takav da je (AB)||(DC)
i (BC)||(AD). Dokazati da su simetrale unutrasnjih uglova kod temena A i C' i
spoljasnjih uglova kod temena B i D prave istog pramena.

Februar 1996.

1. (15) Neka je AABC trougao takav da je AB > AC, neka je A; srediste
ivice BC' i neka su tacke P i  tacke pravih odredenih ivicama AB i AC' takve
da vazi B(A,P,B), B(C,A,Q) i AP = AQ. Ako se prave AA; i PQ seku u
tacki R, dokazati da vazi

RP AC
RQ AB’

2. (34) Konstruisati kvadrat ABCD takav da date tacke P, @Q, R, S budu

izmedu njegovih temena Ai B, BiC,C i D, D i A, respektivno.
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3. (87) Ako je s data prava normalna na datoj ravni 7 i ako je w dati ugao,
odrediti skup tacaka o euklidskog prostora takav da mu tacka S pripada ako i
samo ako je S srediste neke duzi AA’ takve da je Rq s (A) = A'.

4. (113) Neka su b, ¢ i d prave jednog pramena apsolutne ravni i A tacka te
ravni koja im ne pripada. Ako su B, C' i D podnozja upravnih iz tacke A na
pravama b, ci d, a B’, C’ i D' podnoZzja upravnih iz tacke A na pravama CD,
DB i BC, dokazati da su tacke B’, C' i D’ kolinearne.

April 1996. (apsolventski rok)

1. (6) Bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena B trougla AABC see prave
B1Cy 1 B1A; (tacke Ay, By i C su sredista ivica BC, AC i AB) u tackama Aj
i Cy. Dokazati da su prave AAs; i CCy upravne na bisektrisi unutrasnjeg ugla
kod temena B i da vazi B1A; = B1Cs.

2. (45) Data su u ravni dva kruga ki i ko, koji se seku u dvema tackama P
i@ 1iduzi min. Konstruisati pravu s koja sadrzi tacku P i sece krugove k; i
ko u tackama X i Y takvim da je PX : PY =m : n.

3. (81) Dokazati da je kompozicija parnog broja osnih refleksija euklidskog
prostora kojima su ose upravne na nekoj ravni 7 translacija ili koincidencija.

4. (94) Ako je a proizvoljna ivica nekog trougla hiperbolicke ravni i o zbir
njegovih unutrasnjih uglova, dokazati da vazi

n(3)sg

Jun 1996.

1. (21) Neka je tacka E takva da je prava AFE paralelna dijagonali BD
paralelograma ABC'D. Dokazati da su prave AB, AD, AC' i AE harmonijski
spregnute.

2. (38) Date su tri nekolinearne tacke Ay, S, i E. Konstruisati trougao
ANABC takav da je tacka Ay srediste ivice BC, tacka S, srediSte spolja upisanog
kruga koji dodiruje ivicu BC' i E tacka u kojoj simetrala unutrasnjeg ugla kod
temena A sece ivicu BC.

3. (86) Date su u euklidskom prostoru dve podudarne sfere o1 i o i dve
tacke P; i P,. Konstruisati dve medusobno paralelne ravni m; i w2 od kojih
prva sadrzi tacku P; i dodiruje sferu o1, a druga sadrzi tacku P i dodiruje
sferu os.

4. (106) U hiperbolickoj ravni dat je trougao AABC' i tacke Ay, By 1 Cy
koje su sredista ivica BC, AC' i BA. Dokazati da je kompozicija

Sp, 0854, 0S¢,
rotacija oko tacke A za ugao koji je jednak zbiru uglova trougla AABC.
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Septembar 1996.

1. (22) Neka je O srediste opisanog kruga trougla AABC. Ako su B’ i C’
tacke polupravih AB i AC takve da je AB- AB' = AC - AC’, dokazati da vazi
B'C" L AO.

2. (31) Na pravoj odredenoj ivicom AB pravougaonika ABC'D konstruisati
tacku E takvu da su uglovi ZAED i /DEC podudarni.

3. (67) Za date tacke A i B i date duzi m i n, odrediti skup tacaka X
euklidskog prostora takvih da je AX : BX =m:ni /AXB = 3.

4. (101) Ako dva asimptotska trougla hiperbolicke ravni kojima su sva
temena nesvojstvena imaju jednu ivicu zajednicku, odrediti sve izometrije ko-
jima se jedan preslikava na drugi.

Oktobar 1996.

1. (25) Ako neka figura euklidske ravni ima ta¢no dve ose simetrije, onda je
ona centralno simetri¢na. Dokazati.

2. (58) Dati su u ravni krug k(O,r), dve tatke P i Q i dva ugla w i d.
Konstruisati na krugu k tacke X i Y takve da su orijentisani trouglovi AOPX
i AOQY istosmerni i da vazi /XOY =wi /OPX — LOQY =6.

3. (78) U euklidskom prostoru data je kocka ABCDA'B’'C'D’ (paralelne su
ivice AA’, BB’, CC"i DD’). Neka je a ravan A’ BC’, 3 ravan koja sadrzi pravu
A’B i normalna je na ravni « i neka je 7y simetralna ravan duzi A’C’. Ako je T
kompozicija S, o Sg, odrediti Z99(A4’).

4. (116) U Poenkareovom disk modelu date su h—tacke A i B. Odrediti
h—tacku C takvu da je h—trougao AABC pravilan.

Novembar 1996. (apsolventski rok)

1. (11) Dat je trougao AABC i tacka D na duzi BC. Ako su O; i Oy sredista
opisanih krugova trouglova ABD i ACD, dokazati da su trouglovi AABC' i
AAOl 02 sli¢ni.

2. (50) Konstruisati trougao ABC' takav da je datoj duzi [, podudarna duz
AFE, gde je F presetna tacka ivice BC' i bisektrise unutrasnjeg ugla trougla kod
temena A i da su ivica BC i visina AA’ podudarne datim duzima a i h,.

3. (77) Dokazati da je kompozicija sastavljena iz ¢etiri ravanske refleksije eu-
klidskog prostora kojima su osnove odredene pljosnima ¢etvorostrane piramide
osna rotacija tog prostora i odrediti osu te osne rotacije.

4. (96) U hiperbolickoj ravni date su paralelne prave p i ¢. Odrediti skup
tacaka A takvih da je ugao /PAQ prav, gde su P i Q podnozja normala iz tacke
A redom na pravama p i q.

Januar 1997.

1. (9) Neka su tacke P i @) izmedu temena A i B, odnosno B i C kvadrata
ABCD takve da vazi BP = B(@Q. Ako je tacka H podnozje normale iz tacke B
na pravoj PC, dokazati da je ugao /ZDHQ prav.
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2. (32) Konstruisati trougao AABC takav da su mu tezisne duzi podudarne
trima datim duzima.

3. (66) Sfera koja sadrzi temena A, B, C tetraedra ABCD sece ivice AD,
BD, CD u tackama A’, B’, C'. Dokazati da je ravan odredena tackama A’, B’
i C’ paralelna tangentnoj ravni na opisanu sferu tetraedra ABC'D u tacki D.

4. (110) U hiperbolickoj ravni, tacke A i B su dodirne tacke tangenti a i b
oricikla o i vazi a || b. Izracunati duzinu AB.

Februar 1997.

1. (4) Dokazati da vecoj ivici trougla odgovara manja tezisna duz i obratno.

2. (41) Konstruisati tacke P i @) redom na ivicama AC' i BC trougla ABC
takve da vazi AP = PQ = QB.

3. (69) Sve Cetiri pljosni tetraedra ABCD su ostrougli trouglovi. Oko
svake njegove pljosni opisan je krug. Ako sva Cetiri kruga imaju podudarne
polupreénike, dokazati da su sve Cetiri pljosni tetraedra podudarni trouglovi.

4. (111) Neka su u hiperboli¢koj ravni prave a, b, ¢ i d tangente oricikla o u
tackama A, B,C' i D takve da je al|bi ¢ L d. Ako je K presecna tacka pravih ¢
i d, dokazati da vazi AB = 2CK.

April 1997. (apsolventski rok)

1. (14) U krug je upisan trougao AABC. Tacke M, N i P su sredista likova
BC, CAi AB (tatke M i A, N i B, P i C nalaze se sa raznih strana pravih
BC, AC, AB). Tetiva M N sece ivicu BC u tacki K, a tetiva NP sece ivicu
AB u tacki L. Dokazati da su prave KL i AC' paralelne.

2. (39) Konstruisati trougao ABC takav da su srediSta opisanog kruga,
upisanog kruga i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A tog trougla tri
date tacke O, S'i S,.

3. (62) Ako su P i @ redom tacke mimoilaznih pravih p i ¢ euklidskog
prostora takve da je prava PQ normalna na pravama p i ¢, dokazati da je duz
PQ kraéa od svih ostalih duzi koje spajaju tacke pravih pi g.

3. (90) U hiperboli¢koj ravni dat je pravougli trougao AABC (AB L BC).
Ako su Cy i Bj sredista ivica AB i AC, dokazati da prava B;C] nije upravna
na pravoj AB.

Jun 1997. (apsolventski rok)

1. (23) U ravni su data dva kruga Iy i ls koja se seku. Krug ki dodiruje
spolja krugove [y i ls, krug ko dodiruje spolja krugove 11, l5 i1 k1, krug k3 dodiruje
spolja krugove Iy, Iy i ko, itd. Dokazati da su krugovi ki, ko, k3, ... normalni
na nekoj pravoj ili na nekom krugu.

2. (46) Konstruisati trougao ABC takav da mu je ivica BC' podudarna dato]
duzi a, odnos ivica AC' i AB jednak odnosu datih duzi m i n i razlika unutrasnjih
uglova kod temena B i C jednaka uglu 4.
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3. (85) Neka su tacke M, N, P, @, RiS redom sredista ivica AB, BC', CA,
AD, BD i CD tetraedra ABC'D. Dokazati:

SROSSOSQ OSPOSNOSM :,TQJ\}E,’
gde je S’ tacka simetri¢na tacki S u odnosu na tacku R.
4. (91) Dokazati da su Lambertovi éetvorouglovi hiperbolicke ravni ABC' D

i A/B'C'D’ sa ostrim uglovima kod temena D i D’ medusobno podudarni ako
je AD~ A'D' i BC = B'C".

Jun 1997.

1. (12) U ravni su dati krug k, prava p koja ga dodiruje i tacka M koja
pripada pravoj p. Odrediti skup svih tacaka P koje zadovoljavaju sledeéi uslov:
postoje tacke @ i R koje pripadaju pravoj p, takve da je M srediste duzi QR i
da je k upisani krug trougla APQR.

2. (42) Dat je trougao AABC i ostar ugao 0. Konstruisati romb PQRS
takav da njegova temena P i @) pripadaju ivici AB, teme R ivici BC, teme S
ivici C'A 1 da je njegov unutrasnji ugao /SPQ podudaran datom uglu 4.

3. (64) U prostoru su date tacke A i B i prava [. Odrediti ravan 7 takvu da
ona sadrzi tacku B i da podnozje normale iz tacke A na ravni 7 pripada pravoj
l.

4. (98) Neka je ABC trougao hiperbolicke ravni kojem je ugao C prav. Ako
je LZABC = TI(V'), CA = b, AB = ¢, i ako vazi ' < ¢, dokazati jednakost
LCAB =TI(c—b") — II(D).

Septembar 1997.

1. (27) Ako je H tacka koja pripada unutrasnjosti paralelograma ABCD
takva da je zbir uglova ZAHB i /CHD jednak zbiru dva prava ugla, dokazati
da su uglovi /HAB i /HC B podudarni.

2. (53) Konstruisati krug & koji sadrzi dve date tacke A i B i sece dati krug
I pod datim uglom « (tacke A i B ne pripadaju krugu I; a < 7).

3. (63) U prostoru su date tacke A, B, C'i D. Ako suuglovi ZABC, /BCD,
/CDA i /DAB pravi, dokazati da su tactke A, B, C'i D koplanarne.

4. (104) U hiperboli¢koj ravni dat je trougao AABC takav da je AB = AC.
Ako su P i @ sredista ivica AB i AC, dokazati da je izometrija Sy 0Spg o Spc
involucija.

Oktobar 1997.

1. (13) Dokazati da su kolinearna podnoZzja normala iz tacke A na sime-
tralama unutrasnjih i spoljasnjih uglova kod temena B i C' trougla AABC.

2. (47) Konstruisati tetivni ¢etvorougao takav da su mu ivice podudarne
datim duzima.
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3. (72) Neka je ABCD pravilan tetraedar i neka je D’ podnozje visine koje
odgovara temenu D. Ako je F srediste duzi DD’, dokazati da su uglovi ZAEB,
/BEC i /CFEA pravi.

4. (100) Neka je AABC trougao hiperbolicke ravni kojem je ugao kod
temena C prav. Ako je /ZBAC = II(d’), LABC = II(V), BC = a, CA = b,
dokazati da vazi II(b' — a) + (b + a’) = 7/2.

Oktobar 1997. (dodatni rok)

1. (29) Neka je AABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena A,
neka je AKLB kvadrat takav da su tacke K i C' sa raznih strana prave AB i
neka je ACPQ kvadrat takav da su tacke P i B sa raznih strana prave AC.
Ako je tacka S srediste duzi LP, dokazati da je trougao ABC'S jednakokraki i
pravougli.

2. (48) Dat je trougao AABC i tacke @ i R koje su izmedu njegovih temena
B i C, odnosno A i C. Konstruisati sve tacke P takve da pripadaju pravoj AB
idavazi BQ-CR-AP=QC - -RA-PB.

3. (73) Ako se seku u jednoj tacki prave koje sadrze temena A, B, C, D
tetraedra ABC D i normalne su, redom, na pljosnima B'C’'D’, C'D'A’, D'A'B’,
A'B'C" tetraedra A’B’C’'D’, dokazati da se u jednoj tacki seku i prave koje
sadrze temena A’, B’, C', D’ tetraedra A’B'C'D’ i normalne su, redom, na
pljosnima BCD, CDA, DAB, ABC tetraedra ABCD.

4. (112) Ako je visina ekvidistante u hiperbolickoj ravni veca od nule, onda
ta ekvidistanta nije prava. Dokazati.

Novembar 1997.

1. (1) Neka je AABC proizvoljan trougao i neka su tacke D, F i F takve
da su trouglovi AADB, ABEC, ACF A pravilini i pri tome su tacke D i C sa
raznih strana prave AB, tacke A i F su sa raznih strana prave BC, tacke B i F'
su sa raznih strana prave AC. Dokazati da su duzi AE, BF i CD medusobno
podudarne.

2. (39) Konstruisati trougao AABC takav da su date tacke S, S, i O redom
sredista upisanog kruga, spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A i srediSte
opisanog kruga trougla AABC.

3. (61) Neka su M, N, P i Q razli¢ite tacke neke ravni o takve da je tacka
S presecna tacka prave odredene tackama M i N i prave odredene tackama P i
Q@ i pri tome vazi MS =2 NS i PS 2= QS. Ako je A tacka van ravni « takva da
je AM =2 AN i AP = AQ), dokazati da je prava AS normalna na ravni .

4. (89) Dokazati da je duz odredena sredistem hipotenuze i temenom pravog
ugla pravouglog trougla hiperbolicke ravni manja od polovine hipotenuze.
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Januar 1998.

1. (30) U ravni su date tri razne tacke A, B i C i uglovi «, 8 1 7 manji od
opruzenog ugla. Odrediti kada je kompozicija

Z=RcryoRBaoRaa

rotacija, translacija odnosno koincidencija (uglovi «, i v su isto orijentisani).
2. (40) Konstruisati trougao AABC takav da mu je zbir stranica AB i AC
jednak datoj duzi d, a poluprecnici spolja upisanih krugova koji odgovaraju
temenima B i C' podudarni datim duzima py i p.
3. (84) Ako su S i Sp dve razne centralne refleksije 1 Sy ravanska refleksija
euklidskog prostora, dokazati da je kompozicija

SpoS,08,

neka ravanska refleksija Sy ako i samo ako je AB 1 .
4. (114) Ako se u apsolutnom prostoru neka sfera i neka episfera seku (a ne
dodiruju), onda je njihov presek krug. Dokazati.

Februar 1998.

1. (19) Tacka P pripada unutrasnjosti trougla AABC. Akosu X, Y i Z
redom presecne tacke pravih AP i BC, BP i AC, odnosno C'P i AB, dokazati
da vazi:

Papxp - Pacyp - Paazp = Pacpx - Prapy - PaBpz -

2. (59) Konstruisati trougao AABC takav da su date nekolinearne tacke
O, Oy 1 O, sredista kvadrata konstruisanih spolja nad njegovim ivicama BC),
CAi AB.

3. (68) Date su dve paralelne ravni i v i tacka A takva da su ta tacka i
ravan (3 sa raznih strana ravni . Odrediti skup svih tacaka D za koje prava
AD sece ravni 8 i v u tackama B i C takvim da vazi H(A, B;C, D).

4.(102) Neka je ABCD ¢etvorougao hiperbolicke ravni takav da je poluprava
AB paralelna sa polupravom DC', poluprava AD paralelna sa polupravom BC
i AB =2 AD. Dokazati da vazi CB = CD.

April 1998.

1. (16) U trouglu AABC vazi BC = 1(AB + AC). Neka su tacke M i N
sredista ivica AB 1 AC i neka je [ opisani krug trougla AAMN. Dokazati da
srediste upisanog kruga trougla AABC pripada krugu (.

2. (51) Konstruisati trougao AABC takav da su njegova visina koja odgo-
vara temenu A, poluprec¢nik upisanog kruga i ivica BC podudarne redom datim
duzima hy, p i a.

3. (70) U prostornom ¢etovorouglu ABC'D naspramne stranice su podudarne
(AB =2 CD, AD = BC). Dokazati da je prava odredena sredistima dijagonala
¢etvorougla ujedno i njihova zajednicka normala.
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4.(103) Neka je ABC'D ¢etvorougao hiperbolicke ravni takav da je poluprava
AB paralelna sa polupravom DC', poluprava AD paralelna sa polupravom BC
i AB = AD. Dokazati da vazi AC 1 BD.

Jun 1998.

1. (24) Krug k; pripada unutrasnjosti kruga ko i krug I; dodiruje krugove
k1 1ke. Krug li41 (i > 1) dodiruje krugove ;, k1 i ko. Ako postoji krug [,, takav
da dodiruje krug [;, dokazati da takav krug postoji bez obzira na izbor kruga
ly.

2. (43) Konstruisati trougao AABC takav da mu je zbir unutrasnjih uglova
kod temena A i B jednak datom uglu ¢, zbir unutrasnjih uglova kod temena A
i C' jednak datom uglu v, a zbir polupre¢nika opisanog i upisanog kruga jednak
datoj duzi d.

3. (88) Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja
ako su njihove ose dve mimoilazne prave?

4. (93) Dokazati da su Sakerijevi ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C'D’ sa os-
novicama AB i A’B’ medusobno podudarni ako je CD = C'D’ i BC = B'C".

Septembar 1998.

1. Neka su P i M tacke ivica DC' i BC kvadrata ABC D takve da je prava
PM tangenta kruga sa sredistem A koji sadrzi tacku B. Ako su @ i N presecne
tacke dijagonale BD sa pravama AP i AM, dokazati da je petougao PQNMC
tetivan.

2. Konstruisati trougao AABC takav da su mu polupreénici opisanog kruga,
upisanog kruga i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A, podudarni
redom datim duzima r, p i p,.

3. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja &ije
se ose seku?

4. Odrediti potreban i dovoljan uslov da kompozicija tri centralne simetrije
Sa, S, Sc hiperbolicke ravni bude neka centralna simetrija Sp.

Oktobar 1998.
1. Neka je tatka O srediste date duzi AB. Neka su C' i D tacke koje

pripadaju krugu ¢iji je prec¢nik duz AB, nalaze se sa iste strane prave AB i vazi
/COD = 7 /2. Tacka E je presectna tacka pravih AC' i BD, a tacka F pravih
AD i BC. Dokazati da duzina EF' ne zavisi od izbora tacaka C' i D.

2. Dati su krugovi k; i ko koji se ne seku, ne seku pravu p i sa iste su njene
strane. Konstruisati krug [ koji dodiruje krugove ki, ko i pravu p.

3. Sta je, u euklidskom prostoru, kompozicija klizajuée refleksije i zavojnog
poluobrtanja ¢ija osa pripada osnovi te klizajuce refleksije?

4. Dokazati da su Lambertovi ¢etvorouglovi hiperbolicke ravni ABCD i
A'B'C' D' sa ostrim uglovima kod temena D i D’ medusobno podudarni ako je
AB= A'B'i/LADC = /A'D'C’.
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Novembar 1998.

1. Neka je AABC trougao sa pravim uglom kod temena A. Neka je P
proizvoljna tacka izmedju tacaka B i C i neka je p prava koja sadrzi tacku P i
normalna je na pravoj BC. Ako prava p seée prave AB i AC u tackama Qi R,
a opisani krug trougla AABC u tackama K i L, dokazati da vazi H(Q, R; K, L).

2. Konstruisati trougao ABC takav da su mu tri date nekolinearne tacke S,
Sp 1 S, sredista spolja upisanih krugova.

3. Dokazati da se duzi odredjene sredistima naspramnih stranica tetraedra
seku u jednoj tacki koja ih polovi.

4. Neka su a, b i ¢ medjusobno paralelne prave, ali ne sve u istom smeru. Ako
su b’ i ¢ normale iz tacke A prave a na b i ¢, odrediti ugao koji one zahvataju.

Decembar 1998.

1. U ostrouglom trouglu AABC visine BD i CE se seku u tacki H. Tacke
M, N, PiQ susredista duzi BH, CH, AC' i AB. Dokazati da je ¢etvorougao
M N P(Q pravougaonik.

2. Konstruisati trougao AABC' takav da je ugao /BAC podudaran datom
uglu «, poluprecnik opisanog kruga podudaran datoj duzi r i zbir visina koje
odgovaraju temenima B i C jednak datoj duzi d.

3. Dokazati da se iz sredista F' visine AFE pravilnog tetraedra ABC D svaka
ivica pljosni BCD vidi pod pravim uglom.

4. Ako je visina ekvidistante u hiperbolickoj ravni veéa od nule, dokazati da
ta ekvidistanta nije prava.

Januar 1999.

1. Neka su H i O ortocentar i srediSte opisanog kruga trougla AABC' i
neka vazi AH = AO. Dokazati da vazi: /BAC = 2R/3.

2. Konstruisati trougao AABC takav da su tezisne duzi koje odgovaraju
temenima A i B podudarne datim duzima t, i 3, a visina koja odgovara temenu
A podudarna datoj duzi h,.

3. Presek neke ravni 7 sa tetraedarskom povrsi ABCD je paralelogram
ako i samo ako je ravan 7 paralelna sa dvema naspramnim ivicama tetraedra.
Dokazati.

4. Ako su oba para naspramnih ivica konveksnog ¢etvorougla medjusobno
podudarne duzi, dokazati da su one i hiperparalelne.

Mart 1999.

1. Ako je S srediste upisanog kruga trougla AABC, S, srediste spolja
upisanog kruga koje odgovara temu A, A’, P i P, podnoZja normala iz tacaka
A, S'i 8, na pravoj BC i K srediste duzi AA’, dokazati: (a) tacke A, P' i P,
su kolinearne; (b) tacke K, P i S, su kolinearne.
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2. Konstruisati trougao AABC takav da mu je zbir ivica AB i AC jednak
datoj duzi d, tezisna duz koja odgovara temenu A podudarna datoj duzi t, a
visina koja odgovara temenu B datoj duzi hy.

3. Neka su a, b i ¢ prave odredjene ivicama BC, CA i AB trougla AABC.
Ste je (u ravni tog trougla) kompozicija S, 0 Sy 0 Sy?

4. Neka je AABC trougao hiperbolicke ravni kome je ugao /BCA prav.
Ako je /ZBAC =1lI(z) i LABC =1I(y), dokazati da vazi

H(:Jc—AC)—i—H(BC—i—y):g.

April 1999.

1. Neka je tacka E izmedu temena A i B kvadrata ABC'D. Simetrala ugla
LCDE sece ivicu BC' u tacki K. Dokazati jednakost AE + KC = DE.

2. Konstruisati trougao AABC takav da mu je razlika ivica AC i AB jed-
naka datoj duzi z, visina koja odgovara temenu B jednaka datoj duzi hy, a
poluprecnik upisanog kruga jednak datoj duzi p.

3. Neka su OP, OQ i OR tri medjusobno normalne duzi euklidskog prostora.
Dokazati da je kompozicija triju zavojnih poluobrtanja

Z o0Z o0Z
OR ~0Q OP
translacija.
4. Dokazati da je duz odredena srediStem hipotenuze i temenom pravog ugla
pravouglog trougla hiperbolicke ravni manja od polovine hipotenuze.

Maj 1999.

1. Ako je ABCD konveksan i tetivan ¢etvorougao, dokazati da je proizvod
duzina njegovih dijagonala jednak zbiru proizvoda duzina njegovih naspramnih
stranica.

2. Konstruisati trougao ABC takav da mu je ivica BC podudarna datoj duzi
a, odnos ivica AC' 1 AB jednak odnosu datih duzi m i n i razlika unutrasnjih
uglova kod temena B i C' jednaka uglu .

3. Dokazati da je kompozicija neparnog broja centralnih simetrija prostora
ponovo centralna simetrija prostora.

4. Dokazati da u hiperboli¢koj ravni za tri nekolinearne tacke A, B i C vazi

IT (BTC) < %(ZABC + /BCA+ LCAB) .

Jun 1999.

1. Neka su A, B, C razli¢ite tacke jedne prave, a A’, B’, C' razli¢ite tacke
koje ne pripadaju toj pravoj takve da vazi AB’|BA’ i AC'||CA’. Dokazati da
su tacke A’, B’ i C" kolinearne ako i samo ako vazi BC'|CB’.

2. Konstruisati tetivni ¢etvorougao kojem su ivice podudarne datim duzima.
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3. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja ako
su njihove ose dve mimoilazne medjusobno normalne prave?

4. U hiperboli¢koj ravni dat je trougao AABC takav da je AB = AC. Ako
su P i Q sredista ivica AB i AC, dokazati da je izometrija S4 0 Spg o Sgc
involucija.

Septembar 1999.

1. Neka su P i M tacke ivica DC' i BC kvadrata ABCD takve da je prava
PM tangenta kruga sa sredisStem A koji sadrzi tacku B. Ako su Q i N presecne
tacke dijagonale BD sa pravama AP i AM, dokazati da je petougao PQNMC
tetivan.

2. Konstruisati trougao AABC takav da su mu polupreénici opisanog kruga,
upisanog kruga i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A, podudarni
redom datim duzima r, p i p,.

3. Ako su S4 i Sp dve razne centralne refleksije i S, ravanska refleksija
euklidskog prostora, dokazati da je kompozicija

SBOSWOSA

neka ravanska refleksija Sy ako i samo ako je AB 1 ~.
4. Ako su oba para naspramnih ivica konveksnog cetvorougla medjusobno
podudarne duzi, dokazati da su one i hiperparalelne.

Oktobar 1999.

1. Neka je L presetna tacka stranice AB i bisektrise ugla kod temena C'
i neka je By srediSte stranice AC trougla AABC. Neka je P presec¢na tacka
pravih BBy i C L. Dokazati da vazi

pPC AC
PL BC

2. Konstruisati trougao AABC takav da su mu stranice BC' i AC podudarne
redom datim duzima a i b ida vazi /BAC =3-/ABC.

3. Neka je ABC'D pravilan tetraedar i neka je E podnozje visine koje odgo-
vara temenu A. Ako je M srediste duzi AFE, dokazati da se ivice pljosni BC' D
vide pod pravim uglom.

4. Ako je AABC trougao hiperbolicke ravni, dokazati da je kompozicija

7674 o TB‘Z‘ o7 rotacija Ra ., gde je w defekt tog trougla.

Oktobar II 1999.

1. Ako je ABCD pravougaonik i ako su tacke P i @) prave AC takve da je
H(A,C; P,Q), a RiS tacke prave BD takve da je H(B, D; R, S), dokazati da
tacke P, @, R i S pripadaju jednom krugu.

2. Dat je krug [ i u njegovoj ravni tacka H. U krug [ upisati trougao AABC
kojem je ortocentar tacka H, a stranica BC' jednaka datoj duzi a.
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3. Dokazati da je kompozicija sastavljena od tri ravanske refleksije kojima
su osnove a, (3 i v odredjene poljosnima nekog triedra Oabc u prostoru E3,
osnorotaciona refleksija. Odrediti osnovu i osu te osnorotacione refleksije.

4. U Poenkareovom disk modelu hiperboli¢ke ravni konstruisati h—duz mere
II-1(Rr/2).

Oktobar III 1999.

1. Ugao kod temena A u ostrouglom trouglu ABC' jednak je 7/3. Tacke B’
i ¢’ su podnozja visina iz temena B i C. Dokazati da srediSte opisanog kruga
trougla ABC pripada simetrali jednog od uglova koje zahvataju prave BB’ i
cc'.

2. Date su prave p, ¢ i r od kojih se svake dve seku, ali ne sve u istoj tacki.
Konstruisati pravu s koja je normalna na pravoj p i se¢e prave p, ¢ i 7 redom u
tackama P, @ i R takvim da vazi PQ = QR.

3. Dokazati da teziste tetraedra pripada duzi odredjenoj temenom i tezistem
naspramne strane tetraedra i da deli tu duz u odnosu 3:1. (TeZiste tetraedra je
preseéna tacka duzi odredjenih sredi§tima naspramnih stranica tetraedra.)

4. Dokazati da su Lambertovi ¢etvorouglovi hiperbolicke ravni ABCD i
A'B'C'D’ sa ostrim uglovima kod temena D i D’ medusobno podudarni ako je
AD=A'D'"i BC = B'C.

Novembar I 1999.

1. Neka su B i C dodirne tacke tangenti AB i AC iz neke tacke A na krug
k, a S proizvoljna tacka kruga k. Ako su P, @ i R podnozja normala iz tacke
S na pravama BC, CA i AB, dokazati da je SP = /SQ - SR.

2. Konstruisati trougao ABC' takav da su mu poluprecnik opisanog kruga,
razlika stranica AC' 1 AB 1 tezisna duz koja odgovara temenu A podudarni
redom trima datim duzima p, b —c1it,.

3. Neka je ABCD tetraedar sa sva tri prava ivicna ugla kod temena A i
neka su P i @ sredista ivica AD i BC. Dokazati da je duz PQ precnik sfere
koja sadrzi sredista ostalih ivica tetraedra i teme A.

4. Neka je u trouglu ABC hiperbolicke ravni BC' = a, AC = b i o zbir
unutrasnjih uglova. Dokazati da vazi:

a+b o
II —.

Novembar IT 1999. (apsolventski rok)

1. Ako je ABCD konveksan i tetivan ¢etvorougao, dokazati da je proizvod
duzina njegovih dijagonala jednak zbiru proizvoda duzina njegovih naspramnih
stranica.

2. Konstruisati trougao ABC takav da mu je ivica BC' podudarna datoj duzi
a, odnos ivica AC'1 AB jednak odnosu datih duzi m i n i razlika unutrasnjih
uglova kod temena B i C jednaka uglu 4.
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3. Dokazati da je kompozicija neparnog broja centralnih simetrija prostora
ponovo centralna simetrija prostora.
4. Dokazati da u hiperbolickoj ravni za tri nekolinearne tacke A, B i C vazi

I (BTC) < %(ZABC +/BCA+ /CAB) .

Decembar 1999. (apsolventski rok)

1. U ostrouglom trouglu AABC visine BD i C'E se seku u tacki H. Tacke
M, N, PiQ susredista duzi BH, CH, AC i AB. Dokazati da je ¢etvorougao
M N P(Q pravougaonik.

2. Konstruisati trougao AABC takav da je ugao /BAC podudaran datom
uglu «, polupreénik opisanog kruga podudaran datoj duzi r i zbir visina koje
odgovaraju temenima B i C jednak datoj duzi d.

3. Dokazati da se iz sredista F' visine AE pravilnog tetraedra ABC D svaka
ivica pljosni BCD vidi pod pravim uglom.

4. Ako je visina ekvidistante u hiperboli¢koj ravni veéa od nule, dokazati da
ta ekvidistanta nije prava.

Januar 2000.

1. Dijagonale AC' i BD jednakokrakog trapeza ABCD sa osnovicom AB
seku se u tacki O pod uglom 7/3. Dokazati da su sredista duzi OA, OD i BC
temena pravilnog trougla.

2. Konstruisati trougao ABC takav da su mu date tacke O, A’ i E redom
srediste opisanog kruga, podnozje visine iz temena A i presecna tacka bisektrise
unutrasnjeg ugla kod temena A i prave BC'.

3. Odrediti tangentnu ravan 7 sfere o takvu da sadrzi datu pravu p (prava
p i sfera o nemaju zajednickih tacaka).

4. U Poenkareovom disk modelu hiperbolicke ravni date su h-tacke X i Y.
Odrediti h-krug sa sredistem X koji sadrzi tacku Y.

Mart 2000.

1. Neka je unutrasnji ugao kod temena A trougla ABC jednak /3. Dokazati
da teziste tog trougla pripada simetrali jednog od uglova koji zahvataju visine
iz temena B i C.

2. Konstruisati trougao ABC' takav da su mu poluprecnik opisanog kruga,
razlika stranica AC i AB i tezisna duz koja odgovara temenu A podudarni
redom trima datim duzima p, b —c i t,.

3. Dokazati da je kompozicija Sx o S; o Sy neka ravanska refleksija S, ako
i samo ako je prava XY normalna na 7.

4. Ako su oba para naspramnih ivica konveksnog ¢etvorougla medjusobno
podudarne duzi, dokazati da su one i hiperparalelne.
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April 2000.

1. Dat je konveksni ¢etvorougao ABC D takav da je /ABD = 50°, L/ADB =
80°, L/ACB =40°1i /DBC = /BDC + 30°.

2. Konstruisati trougao ABC takav da su mu visina koja odgovara temenu A,
tezisna duz koja odgovara temenu A i zbir poluprecnika upisanog i polupreénika
spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A jednake redom hg, t, i x.

3. Neka je Sabe triedar ¢ije su dve strane jednake 7/4, a jedna jednaka 7/3.
Izracunati ugao diedra triedra naspram strane koja je jednaka 7 /3.

4. Dokazati da su dva Sakerijeva c¢etvorougla ABCD i A’B'C’'D’ sa osnovi-
cama AB i A’B’ medjusobno podudarna ako i samo ako je

(a) AB=2 A'B’i BC = B'C'

(byCD=C'D'i/BCD=/B'C'D

Maj 2000.

1. Neka su P i M tacke ivica DC' i BC kvadrata ABCD takve da je prava
PM tangenta kruga sa sredisStem A koji sadrzi tacku B. Ako su Q) i N presecne
tacke dijagonale BD sa pravama AP i AM, dokazati da je petougao PQNMC
tetivan.

2. Dati su krugovi k; 1 ko koji se ne seku i tacka A koja im ne pripada.
Konstruisati krug & koji sadrzi tacku A i spolja dodiruje krugove ki i ko.

3. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja cije
se ose seku?

4. Odrediti potreban i dovoljan uslov da kompozicija tri centralne simetrije
Sa, Sg, Sc hiperbolicke ravni bude neka centralna simetrija Sp.

Jun 2000.

1. Dat je trougao AABC takav da vazi /CAB = 50° i ZABC = 60°. Neka
su D i E tacke na stranicama AB i BC redom takve da je /DCA = /FEAC =
30°. Odrediti /ZCDE.

2. Date su tacka A, prava p i krug k. Konstruisati krug [ koji sadrzi tacku
A, dodiruje pravu p i normalan je na krug k.

3. Data je prava a, ravan « i ugao ¢ pri ¢emu vazi a L a. Odrediti skup
srediSta duzi X X', gde je X proizvoljna tacka prostora, a X’ njena slika u
rotacionoj refleksiji odredjenoj sa ravni «, pravom a i uglom ¢.

4. Dokazati da su Lambertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C'D’ (sa o§trim
uglovima kod temena D i D’) podudarni ako vazi AD =2 A’D' i CD = C'D’.

Septembar 2000.

1. U jednakokrakom trouglu ABC' sa osnovicom AB vazi /BCA = 80°.
Neka je M tacka u unutrasnjosti trougla ABC takva da je /M BA = 30° i
/M AB = 10°. Izracunati ugao /AMC.

2. Date su tacka A, prava p i krug k. Konstruisati krug [ koji sadrzi tacku
A, dodiruje pravu p i normalan je na krug k.
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3. Sve cetiri pljosni tetraedra ABC'D su oStrougli trouglovi. Oko svake nje-
gove pljosni opisan je krug. Ako sva Cetiri kruga imaju podudarne poluprecnike,
dokazati da su sve Cetiri pljosni tetraedra podudarni trouglovi.

4. Preslikavanje 7 je izometrija hiperbolicke ravni takva da je rastojanje X X’
(gde je X’ = Z(X)) jednako za sve tacke X. Dokazati da je Z koincidencija.

Oktobar 2000.

1. Neka su A, B, C razlicite tacke jedne prave, a A’, B’, C’ razlicite tacke
koje ne pripadaju toj pravoj takve da vazi AB’|BA’ i AC'||CA’. Dokazati da
su tacke A’, B’ i C" kolinearne ako i samo ako vazi BC'|CB’.

2. Konstruisati tetivni ¢etvorougao kojem su ivice podudarne datim duzima.

3. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja ako
su njihove ose dve mimoilazne medjusobno normalne prave?

4. U hiperboli¢koj ravni dat je trougao AABC takav da je AB = AC. Ako
su P i @ sredista ivica AB i AC, dokazati da je izometrija S4 o Spg o Sgc
involucija.

Oktobar II 2000.

1. Dokazati da u ostrouglom trouglu ABC vazi AH + BH +CH = 2(r+p)
(H je ortocentar trougla).

2. Konstruisati trougao ABC' takav da je razlika njegovih ivica AC i AB
jednaka datoj duzi d, visina koja odgovara temenu B jednaka datoj duzi hy, a
poluprecnik upisanog kruga jednak datoj duzi p.

3. Date su dve paralelne ravni « i 31 tacka C' izmedju njih. Odrediti skup
svih tacaka D za koje prava C'D seCe ravni ai § u tacaka A i B takvim da vazi
H(A, B;C, D).

4. Preslikavanje Z je izometrija hiperbolicke ravni takva da je rastojanje X X’
(gde je X' = Z(X)) jednako za sve tacke X. Dokazati da je Z koincidencija.

Novembar 2000.

1. Dijagonale AC i BD trapeza ABCD (AB|CD ) su medjusobno nor-
malne. Ako su tacke M i N sredista krakova AD i BC, dokazata da vazi
P < m?, gde je m duzina duzi M N, a P povrsina trapeza ABCD.

2. Konstruisati trougao ABC' takav da su mu razlika ivica AB i BC', visina
koja odgovara temenu C'i teziSna duz koja odgovara temenu B jednake datim
duzima d, h. i ty.

3. Normalne projekcije nekog tela na dve razli¢ite ravni su zatvorene kruzne
povrsi. Dokazati da su njihovi poluprec¢nici podudarni.

4. Neka je ABC' D Lambertov ¢etvorougao (AB = a, BC =b,CD =¢,DA =
d) sa ostrim uglom kod temena D takav da je b’ < ¢, gde je b’ = II- (R —TI(b)).
Dokazati da vazi Pi(c —b') —II(d) = /D.
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Decembar 2000.

1. Tacke X, Y i Z su tacke u kojima tangente opisanog kruga trougla ABC
u njegovim temenima seku naspramne stranice trougla. Dokazati da su tacke
X, Y i Z kolinearne.

2. Konstruisati trougao ABC takav da su mu tezisna duz koja odgovara
temenu A, visina koja odgovara temenu A i zbir polupreénika upisanog kruga i
spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A jednaki redom duzima t,, h, i d.

3. Date su dve paralelne ravni « i 3 i tacka C' izmedju njih. Odrediti skup
svih tacaka D za koje prava C'D sece ravni o i  u tacaka A i B takvim da vazi
H(A, B;C, D).

4. Neka je ABCD Lambertov ¢etvorougao (AB = a, BC =b,CD = ¢, DA =
d) sa ostrim uglom kod temena D takav da je b’ < ¢, gde je b’ = II- (R —TI(b)).
Dokazati da vazi Pi(c —b") — II(d) = £D.

Januar 2001.

1. Neka je u euklidskoj ravni zadat krug ! opisan oko trougla AABC.
Ako su P i @ tacke u kojima medijatrisa duzi BC' se¢e redom prave AB i AC,
dokazati da je ¥ (P) = Q.

2. Konstruisati trougao ABC' takav da su mu stranica AB, polupre¢nih
spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A i polupreénih spolja upisanog
kruga koji odgovara temenu B jednaki redom datim duzima ¢, pa, pp» (pa > pb)-

3. Odrediti skup sredista svih duzi kojima temena pripadaju dvema mi-
moilaznim pravama p i ¢ euklidskog prostora.

4. Tacke A, B i C su nekolinearne tacke hiperbolicke ravni. Sta je kompozi-

cija T— oT— oT— 7
AB "CA ' BC

Mart 2001.

1. U ostrouglom trouglu AABC visine BD i C'E se seku u tacki H. Tacke
M, N, PiQ susredista duzi BH, CH, AC'i AB. Dokazati da je ¢etvorougao
M N P(Q pravougaonik.

2. Konstruisati trougao AABC' takav da je ugao /BAC podudaran datom
uglu «, poluprecnik opisanog kruga podudaran datoj duzi r i zbir visina koje
odgovaraju temenima B i C jednak datoj duzi d.

3. Dokazati da se iz sredista F' visine AFE pravilnog tetraedra ABCD svaka
ivica pljosni BC'D vidi pod pravim uglom.

4. Ako je visina ekvidistante u hiperbolickoj ravni veé¢a od nule, dokazati da
ta ekvidistanta nije prava.

April 2001.

1. Tacka D je proizvoljna tacka ivice BC' trougla ABC. Tacke O i S su
sredista opisanih krugova trouglova ABD i ACD. Dokazati da vazi ABC ~
AOS.
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2. Konstruisati trougao ABC takav da je njegova stranica BC' podudarna
datoj duzi a, odnos stranica AC'i AB jednak odnosu datih duzi miniduz AE
jednaka datoj duzi [, (gde je F preseéna tacka prave BC' i bisektrise unutrasnjeg
ugla trougla kod temena A).

3. U prostoru su date ravni «, 3, v i tatka A koja im ne pripada. Odrediti
tacke B, C'i D takve da je tetraedar ABC D tetraedar kojem su ravni «, 5 iy
simetralne ravni diedara CD, DB i BC.

4. U Poenkareovom disk modelu hiperboli¢ke ravni konstruisati h—duz mere
I-1(Rr/2).

Maj 2001.

1. Neka su P, @, R proizvoljne tacke ivica BC', CA, AB trougla AABC
euklidske ravni. Dokazati da se krugovi opisani oko trouglova AAQR, ABPR,
ACPQ seku u jednoj tacki.

2. Konstruisati trougao ABC takav da su mu visina koja odgovara temenu A,
teziSna duz koja odgovara temenu A i zbir polupreénika upisanog i poluprec¢nika
spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A jednake redom h,, t, i .

3. Dokazati da je zbir dve strane triedra veéi od trece.

4. Dokazati da su dva Sakerijeva ¢etvorougla ABCD i A’ B’C'D’ podudarna
ako je BC = B'C'"iCD=C'D'.

Jun 2001.

1. Neka je poluprecnik opisanog kruga trougla AABC jednak r i neka
je O srediste tog kruga. Prava m koja sadrzi tacku O i koja je normalna na
pravoj BC sece prave AC 1 AB redom u tackama M i N. Dokazati da vazi
OM -ON =r2.

2. Date su tri nekolinearne tacke X, Y i Z. Konstruisati trougao AABC
kojem su tacke X, Y i Z (redom) sredista spolja konstruisanih kvadrata nad
stranicama BC, CA i AB.

3. Neka je ABC'DA; B,C, Dy kocka euklidskog prostora. Sta je kompozicija

dva zavojna poluobrtanja [ = Z2 — o Z —— 7
AA C1D;

4. U Poenkareovom disk modehi hiperboli¢ke ravni konstruisati duz a takvu
da je II(a) = R/2.

Septembar 2001.

1. Ako je ABC'D pravougaonik i ako su tacke P i @) prave AC takve da je
H(A,C;P,Q), a R1iS tacke prave BD takve da je H(B, D; R, S), dokazati da
tacke P, @Q, R i S pripadaju jednom krugu.

2. Konstruisati trougao AABC takav da su mu polupreénici opisanog kruga,
upisanog kruga i spolja upisanog kruga koji odgovara temenu A, podudarni
redom datim duzima r, p i pg.

3. Sta je, u euklidskom prostoru, proizvod dvaju zavojnih poluobrtanja cije
se ose seku?
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4. Odrediti potreban i dovoljan uslov da kompozicija tri centralne simetrije
Sa, Sp, Sc hiperbolicke ravni bude neka centralna simetrija Sp.

Oktobar 2001.

1. Ako se prave odredjene tetivama AB i C'D dvaju krugova k; i ko (tacke
A, B, C, D su razli¢ite) seku u tacki R, dokazati da vazi: tacka R pripada
radikalonoj osi krugova ki i ko ako i samo ako tacke A, B, C i D pripadaju
jednom krugu.

2. Konstruisati trougao AABC takav da je ugao /BAC podudaran datom
uglu «, polupre¢nik opisanog kruga podudaran datoj duzi r i zbir visina koje
odgovaraju temenima B i C jednak datoj duzi d.

3. Dokazati da se iz sredista F' visine AE pravilnog tetraedra ABC D svaka
ivica pljosni BCD vidi pod pravim uglom.

4. Ako je visina ekvidistante u hiperbolickoj ravni veé¢a od nule, dokazati da
ta ekvidistanta nije prava.

Januar 2002.

1. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranice AB, BC' i C'A u tackama
M, N i P. Bisketrisa unutrasnjeg ugla kod temena A sece pravu M N u tacki
Q. Dokazati da je ugao AQC prav.
2. Konstruisati trougao AABC takav da su mu stranice BC' i AC podudarne
redom datim duzima a i b1 da vazi /ZBAC =3-/ABC.
3. Neka su OP, OQ i OR tri medjusobno normalne duzi euklidskog prostora.
Dokazati da je kompozicija triju zavojnih poluobrtanja

Z—-0Z—-0Z -
OR ~0Q OP
translacija.
4. Ako su oba para naspramnih ivica konveksnog ¢etvorougla medjusobno
podudarne duzi, dokazati da su one i hiperparalelne.

Februar 2002.

1. Neka je L presecna tacka stranice AB i bisektrise ugla kod temena C
i neka je Bj srediSte stranice AC trougla AABC. Neka je P presec¢na tacka
pravih BB; i CL. Dokazati da vazi

pPC  AC 1
PL BC
2. Konstruisati tacke P i @) redom na ivicama AC i BC trougla ABC takve
da vazi AP = PQ = QB.
3. Presek neke ravni 7 sa tetraedarskom povrsi ABCD je paralelogram

ako i samo ako je ravan 7 paralelna sa dvema naspramnim ivicama tetraedra.
Dokazati.
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4. Dokazati da u hiperbolickoj ravni za tri nekolinearne tacke A, B 1 C' vazi

i (BTC) < %(ZABC +/BCA+ /CAB) .

April 2002.

1. Neka je S tacka stranice AB paralelograma ABCD takva da je ZASD =
/DSC i K presek prave DS i prave koja sadrzi presek dijagonala i paralelna
je sa AB, a P presek prave CK i normale na AB iz tacke S. Dokazati da vazi
DP 1 SC.

2. Konstruisati krug k koji dodiruje datu pravu a, dodiruje dati krug [ i
sadrzi datu tacku A (pretpostaviti da tacka A ne pripada pravoj a i ne pripada
krugu [).

3. Dokazati da je zbir dve strane triedra veéi od trece.

4. Neka je ABCD Lambertov ¢etvorougao sa oStrim uglom kod temena D.
Ako je II(x)+II(BC) = n/2111(l) = LADC, onda vazi II(AD+1)+1I(z— AB) =
/2.
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Teoreme

Teoreme iz knjige prof.dr Zorana Luci¢a ”Euklidska i hiperbolicka geometrija”
(Grafitti i Matematicki fakultet, Beograd, 1994; prvo izdanje) koje se koriste u
reSenjima:

T1.14 Ako se svake dve prave iz nekog podskupa klase L seku, onda su
prave iz tog podskupa konkurentne ili koplanarne.

T11.11 Spoljasnji ugao trougla je veci od bilo kojeg unutrasnjeg, nesusednog
ugla.

T11.12 Naspram jednakih ivica nekog trougla su jednaki uglovi i obratno,
naspram jednakih uglova su jednake ivice.

T11.13 Jedna ivica trougla je vec¢a od druge ako i samo ako je naspram nje
vedi ugao.

T11.15 Dva trougla su podudarna ako i samo ako su:

(i) dve ivice i njima zahvadeni ugao jednog trougla podudarni odgovarajuéim
ivicama i uglu drugog trougla;

(ii) jedna ivica i na njoj nalegli uglovi jednog trougla podudarni odgo-
varajucoj ivici i uglovima drugog trougla;

(iii) ivice jednog trougla podudarne odgovarajuc¢im ivicama drugog trougla;

(iv) dve ivice i ugao naspram jedne od njih jednog trougla podudarni odgo-
varajuc¢im ivicama i uglu drugog trougla, dok su uglovi naspram drugih dveju
medusobno podudarnih ivica oba ostra, oba prava ili oba tupa;

(v) jedna ivica, na njoj nalegli ugao i njoj naspramni ugao jednog trougla
podudarni odgovarajucoj ivici i uglovima drugog trougla.

T11.16 Ako su ABC i A’B’C" dva trougla kod kojih je AB = A'B’ i AC =
A'C’, tada je BC > B'C’" ako i samo ako je /A > LA’

T11.17 Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla medusobno su po-
dudarni.

T11.18 Ako su M i N redom srediSta osnovice AB i srediSte protivosnovice
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CD Sakerijevog c¢etvorougla ABCD, tada su AMND i BMNC Lambertovi
cetvorouglovi.

T12.1 Ako tacka P i prava p pripadaju ravni w, tada u ravni ™ postoji
jedinstvena prava koja sadrzi tacku P i upravna je na pravoj p.

T12.4 Ako je prava n upravna na dvema pravama a i b ravni m koje se seku,
tada jen L m.

T12.5 Sve prave koje sadrze neku tacku zadate prave i na toj pravoj su
upravne, pripadaju jednoj ravni koja je takode upravna na zadatoj pravoj.

T12.6 Postoji jedinstvena prava koja sadrzi datu tacku i upravna je na
zadatoj ravni.

T12.7 Postoji jedistvena ravan koja sadrzi datu tacku i upravna je na zada-
toj pravoj.

T12.9 Dve prave upravne na istoj ravni su koplanarne.

T13.9 Zbir dvaju ivicnih uglova konveksnog triedra je vec¢i od treceg ivicnog
ugla tog triedra.

T14.1 Pravan koja pripada ravni v upravnoj na ravni p i upravna je u tacki
S na preseku s tih dveju ravni, bi¢e upravna i na ravni p.

T14.2 Svaka ravan koja sadrzi pravu upravnu na zadatoj ravni upravna je
na toj ravni.

T14.4 Ako data prava nije upravna na datoj ravni, tada postoji jedinstvena
ravan koja tu pravu sadrzi, a upravna je na zadatoj ravni.

T14.5 Ako je presek dveju raznih ravni upravnih na tre¢oj ravni neprazan,
taj presek je prava koja je takode upravna na trec¢oj ravni.

T15.2 Svaka refleksija je involucija.

T15.8 Dve refleksije komutiraju ako i samo ako su im osnove istovetne ili
su meduosbno upravne.

T15.13 Ako su a i b dve konkurente prave, tada postoje tacno dve osne
refleksije sa medusobno upravnih osama, koje te dve prave preslikavaju jednu
na drugu, a ako su a i b koplanarne, disjunktne prave, tada postoji jedinstvena
osna refleksija koja ih preslikava jednu na drugu.

T16.7 Neka su a, b, c tri prave jednog pramena, a a’ i ¢’ prave upravne na
a ic, redom, u tackama A i C. Prave a’, b, ¢’ pripadaju jednom pramenu ako i
samo ako je S.SpSqy = Sy i d prava upravna na AC.

T16.9 Ako su a' ic dve razne prave neke ravni i B tacka te ravni koja im
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ne pripada, tada postoji jedinstvena prava b koja sadrzi B, takva da prave a’, b
i ¢ pripadaju jednom pramenu.

T16.12 Ako su a ib dve razne prave ravni 7, tada postoji jedinstven pramen
pravih te ravni kojem pripadajuia ib.

T17.1 Tacka Y pripada epiciklu E(X, X) ako i samo ako je prava XY secica
jednakih nagiba pravih x iy koje redom sadrze tacke X iY i pripadaju pramenu
X.

T18.10 Presek proizvoljnog pramena ravni i bilo koje ravni koja tom pra-
menu ne pripada je pramen pravih.

T18.13 Presek dva snopa ravni je pramen ravni.

T25.2 U ravni odredenoj polupravom a’ i tackom A van prave koja sadrzi
a’', postoji jedinstvena poluprava sa temenom A koja je paralelna polupravoj a’.

T25.6 Akosud’, b ic tri disjunktne poluprave jedne ravni takve da je o' ||/
icd||v, tada je id||b’.

T25.10 Ako su o', V', ¢ tri nekoplanarne poluprave apsolutnog prostora
takve da je d’||c’ i ||V, tada je i a’||V.

T25.13 Ako je prava p van ravni m paralelna bilo kojoj pravoj q te ravni,
tada je p||.

T25.16 Postoji jedinstvena prava n koja sece dve mimoilazne prave p i q i
na njima je upravna.

T27.3 Neka se prave p i q seku u tacki S i neka su m i n dve prave koje ne
sadrze S i seku, redom, prave p i q u tackama M, M' i N, N'. Akosum in
dve medusobno paralelne prave, tada je

SM —SM' MM’
SN SN’ NN/

Obratno vazi ako prave p i ¢ nisu medusobno upravne, a ako su upravne, obratno
vazi kada je ispunjen uslov da su tacke M i N sa iste strane tacke S ako i samo
ako su M’ i N’ sa iste strane te tacke.

T27.7 Dva trougla su slicna ako i samo ako su:

(i) dve ivice jednog trougla srazmerne odgovarajuéim uglovima drugog trougla,
a uglovi zahvaéeni tim ivicama medusobno podudarni;

(ii) uglovi jednog trougla podudarni odgovaraju¢im uglovima drugog trougla;

(iii) ivice jednog trougla srazmerne odgovarajuéim ivicama drugog trougla;

(iv) dve ivice jednog trougla srazmerne odgovarajucim ivicama drugog trougla,
uglovi naspram dveju od tih odgovarajucih ivica medusobno podudarni, a uglovi
naspram drugih dveju odgovarajucih ivica oba ostra, oba prava ili oba tupa.
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T28.1 Periferijski ugao kruga jednak je polovini njegovog centralnog ugla
koji zahvata isti luk.

T28.3 Neka je P proizvoljna tacka neke ravni koja ne pripada zadatom
krugu k te ravni, a p i q prave koje sadrze P, takve da p sece krug k u tackama
AiB,aqutackamaC iD. Tadaje PA-PB = PC-PD. Ako je P izvan kruga
k, a T dodirna tacka kruga k i tangente koja sadrzi P, tada je PA-PB = PT?.

T28.4 Skup p svih tacaka zadate ravni kojima su potencije u odnosu na
dva kruga k(O,r) 1 k'(O’,r"), O # O', medusobno jednake, je prava upravna na
pravoj OO'.

T28.7 Ako sadrzi srediste inverzije prava se inverzijom preslikava na sebe,
a ako ne sadrzi srediste inverzije, preslikava se na krug kome nedostaje srediste
inverzije.

T28.8 Ako sadrzi srediste O inverzije, krug (kome nedostaje tacka O) se
preslikava na pravu, a ako ne sadrzi srediSte inverzije, krug se preslikava na
krug.

T28.9 Inverzijom se uglovi preslikavaju u njima podudarne uglove.

T31.3 U hiperbolickoj ravni postoji jedinstvena prava upravna na jednom
kraku, a paralelna drugom kraku ostrog ugla.

T31.8 Ako je prava c hiperparalelna pravoj b, onda je i prava b hiperpar-
alelna pravoj c.

T31.9 Postoji jedinstvena prava upravna na dvema medusobno hiperpar-
alelnim pravama.

T32.1 Postoji jedinstvena prava koja pripada dvama raznim parabolickim
pramenovima pravih.

T33.2 Trouglovi ABN i A’B'N’ sa nesvojstvenim temenima N i N’ su
medusobno podudarni ako i samo ako su:

(a) medusobno podudarni uglovi A i A’ i ivice AB i A'B’,

(b) uglovi A i B podudarni uglovima A’ i B’'.

T33.3 Ako su ABN i A’B’'N' asimptotski trouglovi sa nesvojstvenim teme-
nima N i N' i pravim uglovima kod temena B i B’, tada su uglovi A i A’ tih
dvaju trouglova madusobno podudarni ako i samo ako je AB =~ A'B’.

T33.5 Bilo koja dva trougla kojima su sva temena nesvojstvena su medusobno
podudarni likovi.
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