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NPEATOBOP

OBa 36upka 3amaTaka je HaMemeHa ydenunuMa Il paspena cBux
cpelbUX IIKOJa W NMUCaHa je IpeMa HajHOBHjeM HACTABHOM IIaHy W
nporpaMmy. 36upka canpxu upexko 2000 samataka. Y OKBHPY CBaKoOr
one/bKa 3alalu cy nopebhaHw on NaKMUX Ka TeXUM.

Osnme HuCy obpaleHu cremeHu ca HeNIUM W3JIOKHONEM, jep je
IIPUPOIHO Ia Ce OBa TeMa 0Bpald y ONeJbKYy O PAUMOHAJIHIM U3Pa3uMa
(y okBupy rpanusa I paspena cpelme WIKOJeE).

Y npyrom meily Kiure iaTa Cy pellelma CBEX 3alaTaka. Kao
u y nperxomauM Kmurama cepuje MATHEMATISKOP, cBu 3amanu cy
HoNeJbeHH y TP I'pyle: TPOYIJIoM KCOpeX penHor 6poja cy o3HaYeHu
CTaHIAPHM 3alallv, Koje 6u Tpebalro oOpaluTy y PeloBHOj HACTaBH,
3BE3IMIIOM — 3aJalM KOJU CY C€ TI0jaBJbHBAJIY Ha TAKMUUCHAMa MIIaIHX
MaTeMaTudapa (paHra pemyGIUYKOr ¥ BUUIET), NOK HeO3HaUeHy I'PyIy
uyHe HecTaHJapHU 3a0a0i KOju Takohe Mory 6uTu UHTEepeCcaHTHH, KaKo
YUEHUIMMa, TAKO Y. BUXOBUM HACTaBHUIMMA.

3axBasbyjemo ce penensenry Jlp. Masny Mwuinmumhy Ha MHOTHM
KOPUCHUM IIpuMendaMa ¥ cyrecTHjaMa.

Ypenruk cepuje MATHEMATISKOP, Bramuvmup Crojarosuh, 6po-
jHUM OPUJIO3MMAa je a0 JIOMPUHOC NOOOIbIIaky TeKCTa Ha MHOIAM MeC-
tuma. Cem rTora, ybaumo je W oZelbaK O WHBEP3HUM TPUTOHOMETPH-
jcxkuM dyHKuMjaMa. 3a CBe TO BPJIO CMO MY 3aXBaJHH.

IocebHY 3aXBaJHOCT IyTyjemo u3nasayuxoM npeaysehy MATEM-
ATVCKOII za cBecpHO aHTaXKOBaWkhe Y NPUNPEME PYKONNCE U UITaM-
namy OBe 30UpKe.

Ayropm

Y Bbeorpany
okTobap, 1995.



O CEPUUIV MATHEMATISKOP

MaremaTuka cBe BUIIE yaa3W y KUBOT JbYIM KaO HEONXONAH UHU-
aunan. Oma, 3ampaBo, TMocTaje HauwH KuBhema. Cepuja MATHEMA-
TISKOP Ty Hajla3M CBOjy CBPCUCXOIHOCT.

Kmure oBe cepuje TpencTaBlibajy He3a0OWIa3Hy JIUTEPaTypy 3a
YYeHWKe CBUX y3pacTa, Kao ¥ 3a HUXOBe HACTaBHUKe U Ipodecope.
Hamemene cy oHMMa KOjW BOJie MAaTEMAaTHWKY, KAaO0 W OHMMA KOJU je He
BOJE.

Cepuja he ocrBapuTu myH ederaT Kama Oyre KOMIIETHPaHA. 3a
cana Cy, IOpe OBe KibUre, M3allljie U3 UITAMIIE:

Bramumup Crojanosuh: MATHEMATISKOP 2 (wemupu usdana)

KAKO ITA TOCTAHEM HNIAMIINOH MATEMATUKE

(TpenyTHO je HEMa y CKJIAAMIITY, a y IpUAOpeMH je npepaljeno u mpo-
IIUPEHO nemo uzdamne.)

Buamumup CrojamoBrhi: MATHEMATISKOP 3 (nemo usdame)
OIOABPAHU 3AIIATIN 3A IIPBU PA3SPEIl CPEIILUX ITKOJIA

Buaamuvmup Crojanosuh: MATHEMATISKOP 7 (dpyzo usdame)
MATEMATUKA 3A MATYPAHTE

M3znapaukum minanom VITT MATEMATUCKOII npensubero je ma
cBake roawae m3aly W3 mITaMmIile HajMale IBe HOBe KIbUTre, IOK Ce Cce-
puja MATHEMATISKOP He xOMILIETHUDA.



IIPBA TVIABA

KOPEHM PEAJIHMX BPOJEBA. MPAIIMMOHAJIHA VI3PA3M

TonceTrMo ce Ha mOjaM U OCOOMHE CTENeHA €O YEAUM UBAONCUOYEM.
1° adéfa.1 ua-a-..-a def o
s G R S
n UMHUJIANA
2° 3a a#0 je:
a) 0 difl :
l
6) a™ . af :a"”‘” , m, n€EZ,;
gf{a™*=d™" , m, nEd |
d)a™:a"=a™", m, n€l.
ab
3° 3a abc#0 je (—) =
¢

Oso nmoncehame he HaM olakmaTi pall ca KOPEHUMA.

mbm

, mEZ

Heka n € N n a € R. Tana cumbon {/a (n-Tu KOpeH W3 a) ce
Jepuauiue Ha cilenehy HaumH:

1° Ao je n HemapaHd 6poj, Tj. n=2k—1, k € N, Tazna je {/a jenHak
peaqHoM 6pojy b, TakBOM Ia je b" = a.

2° Axo je n =2k, k€ N, a >0, Tana {/a o3HauaBa 6poj b > 0, TakaB
na je a™ =b.

Ilokasyje ce ma TaxBu OpojeBH b noctoje u jemuHCcTBEeHU cy. Taro
je, HampuMep, Va3 = a, 10k je Va? = |a|, UM

OcHoBHe ocobuHe KopeHa cy (mpuroM heMo mpermocTaBUTH, yI/aB-
HOM, Ja Cy HOTKOpeHe BeJudyrHe HeHeraTUBHE, /a He OMCMO MOCMaTpa-
J¥ moceGHO IIapHe W HemapHe CIydajeBa KopeHa)



8 IIPBA I'JIABA

a) (\,,/a)ﬂ =a, a2>0;

a,n=2k—-1
6) \/ar‘»:{‘al,n:% kEN;
) Vab= 3/a/b, a, b>0;
a  {/a
DY ow mmn > .
2) 3 %,a_o,b>0,

9) (#/a)" = ¥/a™, a2 0, m, n€N;
h Y/ ®/a= "%/, a20, m, n€N;

HamoMenuMmo ma y ciydajy HelapHUX KOpeHa HUje IOTpebHO orpa-
HUUesne a > 0, b> 0, ocuM y cinydajy 2), rie Tpeba NpPeTHOCTaBUTH Ia
b#£0.

‘ oy m
Axo je r patmornanan 6poj, Tj. r= —, m€ %4, n € N, ua > 0 peanan
n
6poj, Tama NeQUHUIIEMO CTEEeH Ca PAlWOHAJHUM M3JIOKUOIEM:

la":a%:\/"am|

Axo cy a m b nosurvBHM peasHM OpOjeBU, a r U 5 PAUMOHAJJHN
b6pojeBm, Tana Baxe ciaeneha cBojcTBa:

a)a"-a* =a™t*
5) (ar)s =’ :
6) (a-b) =a" b ;

) (3) =5 ;

ar
) Lt gm =g reay
a-?

A 1. Vizpauymaru:
a) V9 ; 6) V16 ; ) Y15 o) ¥=8; 0) /(=2)? : B) Y(=3)% ; e) V25 ;

ac) Va2 + Va3, a<0; 3) S(=2)° ; u) G) : 7) 645 ; %) (32)"%.

N

A 2. 3a xoje z € R Bawke caenehe jemmaxoctn?
a) Jz-12=z-1; 6)/(c—32=3-z; 8) Va2vad=—2z?;
2) (-2} =~z ; 0) /(~a)i=e; ) Vit =2® ; ¢) v=avT = 2 ;

ac) /—ad =~ ; 3)%:—1; u) &2 =222 ; j) /2 =222



Kopeunu peannux 6pojesa. Vpaumonanuu uspasu 9

A 3. Yupoctutu m3pase:

o) ViETi+ {[oaifL -390 6) B- VB4 VE- VTS

6) 2T — 3/8 + 5VTB — 23 5 2) 3v/B 4 518 — VIT— 2T ;
9) (2v/90 — 5160 + 3v/250) - V2 ;. ) (v/60 — 2v/135 + 10v/15) : 2v/5 ;

3) 2/40/12 + 3v/5/48 — 23/75 — 4/15v/27 ; u) {/g-— \3/%(/534;

DUV /022 s ) a2+ T2, 2225
2) Y@=1P+/(1=2)2, z<1;n) Va2 +Vad+ Vat + Va5, a<0.

A 4. Onpenutu koju je on natux 6pojesa Behmu:

a) /2 wmu /2 ; 6)\/§mm\’/1; e)\/gmm\/I; 2) V2 mnu /3 ;

0) V2 + 3 wmm V11 5 ) /5 + /7 mm 26 ; €) V3 +2v2 mmm 25

oc) V6 + 27w V10 ++v21 5 3) V11 mm 5— /6 5 w) v/5 mm 3 — /2.
A 5. Jlokasatm ma cy ciaenehu 6pojeBm WpalXOHAIHN:

a) V35 6)2+v3 ;5 8) V2+v3; 2) V2+2; 0) V2+V3+VE ; B) 2+V3)Y
e) V2+ V3 ; ac) 2+ V5.

a2 +b
eV/2+d

Koje ycimoBe mMopajy mcnymaBaTu 6pojeBH a, b, ¢, d, ma O6M pa3ioMax
6uo_panuoHaIaH 6poj?

%

3) Jat je pasioMak (a, b, ¢, d cy pauuonHasHu GpojeBnm).

% P . 3
i\ﬁ_./) Heka je S moackyn ckyma pealHMX OpojeBa TakaB Ha Bawe
cienehm ycaosu:

(a) 2CS ;

(5)\/§+\/§€S;

(8) z,ye S=>z+y€S, z - yeS.
1

JHoxkazaTn ga ———= € S.
V2++/3

A 7. Ako je a>0, b>0 u a® —b >0, moKa3aTH Ha je

Y PET o0 Lok Ll (L )

2

Kopucrehm nmperxomHe jeTHAKOCTH YOPOCTUTH MU3pa3e:



10 IIPBA T'JIABA

a) V5—2v6; 6) V11—4v6; ) V29+6v6 ; 2) /30— 126 ;
) V5—2v/6+V5+26 ; 77) V30 — 126 + 3v/5 — 246 ;
e) VI1—4/6+V5+2v6 ; o) VT+2/10+ V5 - 2V6.

A 8. Pammoranucaru uMenwmone ciaenehux pasmomaka:

B 5 B 00+ V- TV Sy GV 1
a)%75)\3/av3)\/§ )\/—+3a0)\/— \/—ab)\/-—+\/‘+\/—

. 1
e)\/a+\/5+\/6+\/3 )f v )\f+f )xf
. 1 Rred's N i S

J)_\a/a2+e/a+1’ )«3/5+\/5’ " )\ya+\°/5+\75'

A 9. Yopoctutu cienehe mspase:

" 2++3 2- f 6) V3-2v2 V3+2v2
VE+VEAs i a-1a/aws Voriaais
B-VVE+1

\/\/"+m—\/\/' VBT

2) V2+3-\/2+V2+3 2+\/§-\/2+\/2+ 2+\/§~\/—\/2+\/m;

0) V9+ B0+ V9-80; B) V45+29v2~ /45292 ;
e) V26 +15v3(2—-3) ;  oc) /25 +4V6— V1426 ;

) VI VB+VE— Vit V3I_VE: *u) ﬁ+{/§§++“jﬁ.++@+4.

A 10. Iorazatu ciaenehe jemmaxocTu:

a)ng(W+m+ﬁ);5)W:\f/§_q/g+ﬁ;
Jf3+2V5 V541  Ju

8) e = T3 ,z)\/\/i+2\/\/§—l+\/\/§—2\/\/§—1_2,

) Vi+ VIt oS+ VI-2ai=vE+1;

7]‘)\/8+2 10+2\/5+\/8—2\/10—1-2\/5:\/5(\/5-1—1).

i
A 11. Tora3aTu yc/JIOBHE jeIHAKOCTH.

a)AROJeéIE_C—%HA B, C, D>0,a,b, ¢, d>0, Tana je

VAa+VBb+VCe+VDd=\/latb+c+d)(A+B+C+D).




Kopenn peanuux 6pojesa. Mpammonannu mspasu 11

; 1 :
6) Axo je ax3:by3=cz3n;-{—%—f—-i—:l,'raﬂaje

V/ax? + by? ez = Ya+ b+ e
=Y

(e)/ AKo ¢y ai, ..., @n, b1, ..., b, MO3UTHMBHU OpOjeBH, TaKBU [a je
_1_(1_2_ ..—911; Taﬂaje-
by be by’ i

Vaibs +/agbs + -+ Vanbs = ag Faz + - F an Vb +ba+ -+ bn.
2) Ako cy a, b 1 ¢ mo3uTUBEU 6pojeBU U a+ b < ¢, Tala je:
Va+b+c+2vac+be+ Va+b+c—2v/ac+be=24/c.
2N . + bby + cey
*/0) Axo je i
*/) ! Va? + b2 4 c2y/a? + b3 + ¢

. a
CBU Pa3/IMJYUTHU OX Hyle, Tald je — = — = —.
a1 b et

=1 u 6pojeBu a, b, ¢, a1, b1, ¢

* 12. W3pauyHaTu 30Up
1 4 1 ey 1
WIi+1-v/2 3vV2+2V3 100v/99 + 99v/100°

13. Jloka3zaTu ma BPEeOHOCT M3Pa3a

abe+4  4vhe
a Va
N ,a>0, b>0, ¢>0, abc>4,

He 3aBUWICU O b U c.

A  14. MapadyyHaTyu BpeIHOCTH M3pa3a 3a NaTe BPEAHOCTH I:
o U=a)atd) | _Vi-1 Vi-5
2k+1)2 7 2 2 7
8) 14z B 1—2 V3 .
1+vVite 1-I-z’
) 20v/z? — 1 s 1
c—vez—1"" 2
2) 2av/1 + z2 - 1
c+/1+z2 2

1l—az [1+bz 1 [2a—1b ]
b_)m; m,iﬂ—; b (0<a<b<2(1),
e) 243z, 2= \3/\/5—{—2—\3/\/3—2;

) (z+1)"3 : a?+1

6) (z+ V(e +2)(@+3)(a+4) , o=

; = 2 005
D F-(@+y)F 2 !
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,z=+ab, 0<b<a.

)\/ V(e =z)(&=b)++/(a+2)(z +b)
\/(a+.7:(:c+b) \/(a—-m)(r—b)

15. Yupocrutu cienehe uspase:
\/a +2 " \/a )

2 4 e
a) a‘ -+ ,CL#O : 6) a 2 a+2

a? — 4\ 2 \/a+2 \/a—2;
a ( 2 ) +4 a—2 a+2

e)( Kl +—-——1;(-l—) \/—12——1—l ,0<a<1;
Vita—vi-a 1-a?—1+a a a

\/2a+2 Nz 0) :c—4\/a:—4+2_
%2a — /a2 -9 T+ 4z -4

) V1-2v/a—a?; e) %—{-\/Z:b 0<b<a;

\/1+\/1—a:2(\/(1+m)3 \/(1-—:(:)3) .
24++/1=2z2 '

\/x+4¢x—4 Ve-—4-2 z—-4V/z -4
\/:c—_—:v—_\/_x:_ 2 :
V(22 +1)3 4 /(22 — 1)3

u) B2

V22 + 2/422 — 1

 WEm/El ey | 2
! N CESVEN Iy Bz

BN =

* 2 -3z + (22 - Va2 —4 -
16. Iloxasatu ma ce wm3pas , (2
=3z 4 (2?2 — 1)Va? -4+ 2

Moke TPaHCPOPMUCATH y U3pa3 %;— %

* 17. 3a xoje BpemHoCcTH a u b je: a? —av/2 +b— 2B + % =10,

18. Iloka3aTu HejemHAKOCTM:

a) V3+3+V3-V3<23; 6 );+—3>2,a1e peasan 6poj ;

> 2)



Kopenn peanuux 6pojesa. Vpammonanuu mspasu

13

: 2 b2
e)\/a+\/35\/a7+\/;,a>0, b>0.

A 19. YopoctuTtu uspa3se:

a) VEG- /223 - 2%, 2> 0, y>0;

2.2
T /Y 'z Ty .
VgV {m =20v>0:>0;
o) (a-/—as‘ 3/—a4):(1zr"—a11,\/a—) L a>0;

2) Va2 —b2 - v/a? + 2ab+ b2 - V/a? — 2ab + b? ;

0) 4% 4+ 85 4+ 16% + 325 ; ) 0.008% — 0.0643 ;

e) (16% + (27-%)_%) -‘(2

a) (m%~y%-z%):(a:%-y§-zi7‘i) , >0, y>0, 2>0;

o=

9

u) (a%b—%)a-a—%b—l(a2+b2)a%b%+b% ,a>0,b>0;

v a— a-+x 1 .
9 (%—W_VEH/E)'Q(“”). ,a#z, a>0,2>0;

) (3a+v6a—1)"% + (3a—+Ba—1)"7% ;
Va+2/a—1 " Va-2v/a—1
(Va—1+1)"%  (Va—-1-1)-%"
1\ —2

./b) m%+y%_(w+y)5 __97+y

(e+y)7 27 +ys 2./%7 ’
(z+2)"7+(x—2)"3]" +[(z+2)"F — (z — 2)"3]"!
(24+2)"7 4 (z—2)"3]"! = [(¢ +2)"F — (z — 2)~7]~1

2 ) 1 1 1 2

(bga‘% +b%a%) + (bza—a - baas‘) dg?

==y (Ve sV evan) - a-d

)

z>0, y>0;

M)

bl

—3z+2)"% — (22 +3z+2)"3

%) (z2 (z* — 522 + 4)3
(:62—3.'L‘+2)"%+(:c2+3a:+2)'% 3z
-l<z<]lnummz>2.

o (l) ) : :)tc) 10005 - 81025 — 160-75 -

z>2;
a>0,b6>0, a#b;

, T < —2 nim
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20. loka3artu jeTHAKOCTU:

a) {2 [(a2 +b%)3 — a] [(a2 +b%)7 — b]}

1
2

=a+b—(a24b%)7, a>0, b>0;
6) {3 [(a3+b3)%—a] [(a3+bs)%—b}}% =(a+b)3 —(a? —ab+b2)3, a, b>0

JE—a _ 2
6)( s + ik ): x—2—1:1,z>a>0.
Veta+/r—a +z2—a2—-z+4a a




JPYTA IT'VIABA

KBAIPATHA JEOHAYVIHA
2.1 KOMIIJIEKCHV BPOJEBM

CkymnoM xomnaexchur bpojesa Ha3WBaMO CKyII

C=RxR={( ylrt € R, y € R}, R — ckyn peassux 0Opojesa,
y KoMe cy mepuHZCaHe olepauuje cabupamba U MHOXeBba Ha clelehn
HaYUH:

(z1, y1)+ (22, y2) = (21 + 22, y1 +92),
(z1, v1) - (z2, y2) = (z122 — Y192, T1Y2 + Toy1).

O6uuno numeMmo z = (z, y). ¥ pebera Tpojra (C, +, -) UMa CTPYK-
Typy modba, Tj. (C, +) m (C\(0, 0), -) cy komyraTtusHe (unu AGe-
J0Be) Ipylle U Baye NUCTPUOYTHUBHU 3aKOHM: z1(z2 + 23) = 2122 + 2123,
(z2+23)21 = 2221 +2321. HeyTpamau eneMeHT 3a cabupame je 6poj (0, 0),
a jeIMHUYHM 33 MHOXeme (1, 0) Honckyn R’ = {(z, 0)|z € R} ckyma C,
y OmHOCY Ha yBelleHe ollepallije, MMa CBOjCTBa peaJHUX OpojeBa, Ia
ra MOMXeMO MIEHTH(YUKOBATUA Ca CKYIIOM peaHUX OpojeBa R.

Koumnexkcau 6poj (0, 1) obenekaBaMo ra ca i, IMa CBOjCTBO: i =
i-i=(-=1, 0) = —1 (upema morosopy: (z, 0) = z), na Huje pearad. Bpoj
i Ha3WMBaMO UMAZUHAPHOM jEOUNHUYOM.

Cama ce cBakM KOMILIEKCAH Opoj z = (z, y) MOe IPENCTaBUTH Y
anzebapckom obauky: z = x + iy.

JemmakocT KoMIIIeKCHUX GpojeBa M MIPETXOMHO yBeIeHe olepaliuje
cabupama ¥ MHOXemha uMajy cilenehm obamk. AKo je zy = x + iy,
29 = Ty + 1yy, TAOA j€:

Z1=29& 1 =232 N Y1 = Y2,

21+ 22 = (21 + z2) + i(y1 + ¥2),

2129 = (T122 — Y1 Y2) + i(Z1y2 + z2y1).

Ipyrum peumMa, KOMILJIIEKCHE OpojeBe IocMaTpaMO Kao OMHOME
(cnemwmjasHOr THIA), a KO MHOMEHa MMaMoO y BUILY ¥ Ha je i? = —1.
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Axo je z = ¢ + iy KoMIIeKcaH Opoj, Tana peasiHm Opoj z HA3MBAMO
peasHum 0esoM KOMIIIEKCHOT 6poja z 1 numeMo ¢ = Rez niuu z = Re{z},
a y Ha3WBAMO UMAZUHGPHUM 0enoM KOMIUIEKCHOT 6poja z W THUIIEMO
y=Imz wim y = Im{z}.

T'eomeTpujckm mocMaTpaHo, CBa- iz
KOM KOMILIEKCHOM Opojy z = (z, y) =
r+1y MOM¥EMO IONeNUTH TauKy M(z,y) M(x,y)
Yy TPaBOYTJIOM KOOPIMHATHOM CHCTe-  _i)1) 2\ |
My # obpHyTO (BmIetu ci. 1). 3a
06poj z = x + iy medUHUIIEMO: e =

KOHJY208aHO KOMNAEKCAH OPOj:

zZ=z—1y,

MO00Yo KOMILIIEKCHOT Gpoja:

|2| = /2% g2 Cun. 1

Tauxka onpebena ca 7z je cuMerpuyHa Tauyku ongpebhenoj ca z y on-
HOCY Ha z-OCy, IIOK je |z| pacTojame KOMIIeKCHOT Opoja z oI KOOpIH-
HaTHOT modYeTKa (ci. 1).

Y ckyny C jemmaumna z? + 1= 0 nMa [Ba pellema. JeIHO pellemhe
je i, a mpyro —i.

A 21. IlpencraButu y anrebapckoM OGJUKY cienehe KoMIIeKcHe
b6pojese:

a) (83-2))+(5+3i); 6)(1+2i)—3—13); 6)3(1-2i); 2)i(:—2);

0) (14)(1-2) 5 5) (1-1)? ; ¢) (142)° ; o) # ; 2) 17 ; u) ", nEN ;
DA+ 5 x) =905 2) 1+ (1-0?; ») (-1+iV3).

A 22, IlpencraButu y oBIHKY a -+ ib ciienehe xoMmiiekcHe 6pojeBe:
R i Sl st Py g U Y ey ) NP
1—-¢’ 142’ PGy g 50 . 25

7

| L 1+4\® G 1-3 i 14id, .
DlC) (1+i)10 ’ 3) (2___2')2 ) U) (2_21) 3 .7) K‘) 2—_1_(3—{—22)

1+i 2+’
a3 oz o .\ 2
A) (1+z? 3 z._2 i 5 ) 144 .
(2-3)2 \2+7¢ 3+1 V2
A 23. Ioxa3aTu Ha 3a IPOM3BOJbHE KOMILIEKCHe OpojeBe BasKu:

e) i Eza=Ft%; '0) 7 =7 %3 ; e)le:(E)_1 , 2#0;

3)@—:%,2’2#0;0)5:2.

23

A 24. HokaszaTu 1a 3a MPOU3BOJbHE KOMILIEKCHE DpOjeBe BaKu:

MManwm; 6) |"|=lz|" , neN; 8)2Z=|z; 2)|z|=12];
o |2l 2 lal 0): p) Lo AT 0).
) ‘22 '22| (z2 :Ié ) ) b-) P 'zzlz (22‘_1é )
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A 25. JllokasaTy Ha 3a IPOU3BOJbHE KOMILIEKCHEe OpojeBe 71, z; BaikKe
cieneha csojcrBa:

a) |Z1 + ZQIZ + IZl — 22|2 = 2|le2 + 2|22[2 2
6) |z175 + 1| + |21 — 2= (|21|2 + 1) (|22|2 +1) ;
8) |z + 2> = (la1] + |22])” — 2 (|1 72| ~ Re(z172)).

A 26. lIpencrasutu caenehe 6pojeBe y KOMIIIEKCHO] PaBHM, KaO Ha

€ty 1.

a) 2=2;6)z=—-1;8)z=4i;2) 2=-3;0)z=1+i;h) z=/3-1;
1

e)z:§+i12—§ {CiRe) B9 81 7 gl UE i) Sl ) p Bl 0,

A 27. OmpenuTy MOIyJle KOMIUIEKCHUX GpOjeBa M3 IPeTXOMHOr 3a-

aTKA.

28. O6jacHATH TeOMEeTPUjCKA CMUCAO BeIWUMHE |71 — 23|

29. OmpenuTn CKyIl Tavyaka y KOMIUIEKCHO] PaBHU KOJU 3300BOJba-
Ba ciemehu ycios:
a) Rez>0; 6) Rez>0; 6) -1<Rez<1; 2)Imz<0; 0)|Imz|<1;
B lzl <15 €) ]zl >15 o) |z +i] =]z~ 1].

30. [oxa3atu ma je Rez < |z|, Imz < |z| 3a mpou3BoJbHO z € C.

31. Jloka3aTu Ha 3a MPOU3BOJBHE 21, 27 € C BaKU HejeJIHAKOCT:
[|21] = |22]| < |21 + 22| < |21 + |22]. HaTm u reoMeTpPHUjCKO TyMadvermse.

A 32. Pemmrtu cienehe jenmaumbe (uim crucTeMe) IO HEMO3HATO]
z =z 4 1y.
) (L+ e+ (2+)y=5+3i; 6)2z+(1+d)(z+y)=T+17;

6)4z2.:5—4i; 2) 24+27=3+2i; 0)|z|—2=1+2i;
— 4

. |2 = 2i] = ||

D+ 2= e){ o= 1] = |z 4|’

A 33. Ogpemutu 3aBucHOCT uU3Meby a, b, ¢, d €R ako je
(a + bi)(c — di) = (a — bi)(c + di).

/ ; 1+44\"
./ 34. Onpemutu n, n € N, Tako na je <1 +Z> =1.
e

z—1 ) ;
[ peayal OpPoj aKO M CaMO AKO je z peaJiaH

35. [loka3aTu ma je
z

6poj m z # —1.

Z
36. i
Jora3aTu Ia je e

yrcTo mMaruHapas 6poj (Tj. obiruka iy,

y € R) ako u camo ako je |z|=11 z # —1.
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37. Axo je |z1]| = |22| = 1, norasaTtu ma je L Wit peajan 6poj.
14+ 2129
38. Heka o, z € C u |z| = 1. Horasatu ma je || = 1, rme je
o —2z
&= 1-za

./ 39. W3pagysaru BpenHocT noauaoMa P(z) = z? — 2 +1 3a:

A3 1 3

a)e=5-i%"; 6)z=—5+i%

D] =

40. Jlatw cy KOMIUIEKCHW OpOjeBM 7y, z; TakBU 1a je Imz; # 0 u
Imzy # 0. llokasaTy ma cy OpoieBH 2y +2z2 W 7 - 2o NICTOBPEMEHO PEATHU
aKO ¥ CaMO aKo je 21 = Z7.

V 41. Hexa je mar xomumaekcas 6poj u. Ompematut cBe KOMIIEKCHE
= U ~=Uz
1—2z

42. Ako cy a, b, ¢, KOMIUIEKCHY OPOjeBU TaKBU 1a |a| = |b| = |¢| =1,
IOKa3aTH na je |ab+ be+ ca| =la+b+c|.

*

OpojeBe z TakBe Ha je 6Poj a =

peaJiaH.

43. OmpemuTy Tpu KOoMILTeKCHa 6poja Moayna 1 ca CBOJCTBOM na
uM je 30up U IpOW3BOI jenHax 1.

: 14:\" 1—2\"

* 44, Heka je f(n) = (——:—) +<—-> . Onpemuru £(1986)+ f(1990).

je f(n) 7 7 p £(1986)+ f(1990)
45, Jloka3zaTu jeIHAKOCTH:

CL) |21 - 22I2 + |22 — 23|2 + |23 — ?«'1|2 + |21 + 29 + 2312 =3 (|21|2 + |22|2 + |Z3|2) ;

n n
6) Y1z -zl =n (|22 +1), axo je |z1| = fea] = - = |zl = 1 1 3 21 = 0.
k=1 k=1

46. Iloxa3aTu HejeAHAKOCTHU:
a) |23 — 21| = |23 — 22| < |21 — 22| < |23 — 21| + |25 — 2]
6) |21 — 22| + |22 — 23| + 23 — 21| S 2(|2 — 2| + |2 — 23] + |2 — 23]).

* 47, Axo cy 1, 3, ..., Tn, Y1, Y2, ..., Yn PEAJHU OpPOjeBU, HOKa-

saté fa je \/(zi+ea+ @)+ (it + )’ <

<Vel+yl Vet yd 4+ eR yE

* 48, Heka KOMIIEKCHU ODOjeBU z, 2z, z3 MMajy jeIHAKe MOJIyJe
u HeKa obpa3yjy TeMeHa jemHaKOCTpaHWUHOT Tpoyriaa. Jlokasatm ma
OpojeBu z129, 2923, z3z;1 00pa3yjy Takobhe TeMeHa jeTHAKOCTPAHUUIHOT
TpOyTIIa.
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2.2 KBAJIOPATHA JEJHAUYWHA C JEJHOM HEIIO3HATOM.
NPVPOIOA PEINEIHA.

Jemmauuna o6auKa ax? + bz + ¢ = 0, Toe je ¢ Hemos3HaTa, a a, b, ¢
(a # 0) peannu GpoOjeBH, HA3UBAMO KE8AOPAMHOM jedrauuHoM TIO T, &
KOHCTaHTe a, b, ¢ — Koefuyujenmuma KBagpaTHe jenHavunne. Pemema
oBe jenHavmHe JaTa cy GopmyJioMm:

—b 4+ b2 — dac
I1,2 = —T .

Bpoj D = b? — 4ac Ha3uBaMO OUCKPUMUNAMHOM KBaJpaTHE jelHa-
yyHe W Ol 3HaKa DUCKPUMUHAHTE 3aBUCYU Npupoda pewena jeaHaduHe.
Haume, ako je D > 0, Tajfla Cy pelllela peajHa U Pa3idduTa, ako je
D = 0 peaJHa Cy U jemHaKa, a ako je D < ( pellema Cy KOH]yTrOBaHO
KOMIIIeKcHa (Tama mon +/D moapasyMeBaMoO KOMILIEKCaH 6poj 4uju je
KBaapaT jemHak D).

3a jemmaumny obuuka az? + 2biz +c =0, Baxu popMmya:

—by £/b% - ac
- .

Ti2=

Henormyse KBagpartHe jemHaumHe obivka az? = 0, az® + bz = 0,
wnu az? + ¢ = 0 pelraBaMo Ha jeJHOCTaBHUjY HaUMH (HENOCPeIHO WK
pacTaBibameM Ha YMHMOIE).

HamoMumeMo 1a IpeTXonHe (GopMylie Baxke ¥ 33 PEllerma KBaApa-
THe jeJHAUMHE Ca KOeUIMjeHTMMa KOJU Cy KOMIUIEKCHH OpOjeBH. Y
TaKBOM CJIydYajy ce He MOKe TOBOPUTH O IIPUPOIM Pellema Kao y CIy-
yajy peaJHUX KoedummjeHaTa (360r moperka). Cimune npuMende 6u
Baxkmie u yoynyhe. ’

A 49. Peumtu crenehe jenHavnge:
a)3z-2=0;6)m2—-1:0;6):1:2—3:0;2)2;c2+1:0;0)m2+3:c:0;
h)3z2—2e=0;€)22e+1)=0; o) (z—1)(z+2)=0.

A 50. Pemuru crnenehe jemsaunHe:
a)m2—5:z:+6:0;5)w2+a?—1:0;6):c2—4:v+4:0;2)2$2—:c—1:0
0) 2 +z+1=0; h)e®~3c+5=0; e)32>-v22+1=0;

orc) 2(1 + )22 — 4(2 — i)z — 5i — 3 =0 (i - UMarMHApHA jeIMHUIA) ;

3) 2%+ 4z + 62+ 3 = 0.

A  51. Pemutu cienehe jenHauume:
s

224+1 z2-1 O b a )
a) Py Rl =-2 / 5)a:—a+:c—b'_2 (¢, bER) ;
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8) (z+3)P°—(2—-1)°=56; 2) (z—a)®—(z—b)3=0b3—a3;
(:c—a)2+a:(w—a)+a:2_}g_ 2z 2z 16
& (z—a)? —z(z—a)+22 17’ %) i

z+1 z—-1 3
e) (a® —b%)z? — 2a%a +a®b? =0, ab #0.
A 52. OnpemnTu peanHa pemema ciefehux jenHaunma:
a) e’ —|z|=0; 6)z’+|z|=0; 6)2®—3lz[+2=0; 2)|(z—1)(z+2)|=4
0) 2>+ 2z —3la+1|+3=0; §) |z ~8c+12|=2? — 8z +12 ;
e) (Jz| +1)> = 4jz[+9; oc) B|z| - 3)% = |z]+7 ; 3) |22 — 1|+ |22 — 4| = 3z ;
u) |22 — 9| — |22 — 1| = 8.
A 53. Pemunru crenehe (GuxsanpaTre) jenHadume:
a)z*-1=0; 6)z*-222=0; 8)at—1022+1=0;

4 5
z? 44 T 2245
A 54. Kopumhemewm onrosapajyhe 3aMene menmosmaTe, peimuTy clie-
nehe jemmaumne:

1 1 I A 1
a)3(m2+$—2>—7(a:+;>:(); 5)x2+?+§<m—5>-—520;

6)2<m2+;15>+3(x+%)——16:0; 2)7(a:+%>—2<:c2+$):9;
1 1 _ 1 I BRI )

b T biv gt T

e) z(z+1)(z+2)(z+3)=~1; oc) (z®+e+1)(a2+z+2)=12;

3) (22% - 3z 4+ 1)(2¢® + 5z + 1) = 922 ; u) (z + 2)(z + 3)(z + 8)(z + 12) = 423 ;

75 z— 1)z 2 21
) (sBZS — 42 =5 W p oy HE=65 ) (e-2)(a-3)(=—4) =6

2)3z* —22-2=0; 0) 23 h)zt+822-9=0.

(‘A/b):c4—2m3+m—21?1:0; M):L’4+(x—1)4: ;
w) (z+a)+(+b)t=c(a, b, ceR); B)(6—2)+(8—2)=16;
0) (x+3) +(z+5)*=4; n)a®+33=(z+3)5;

Onpemntu peasHa pellema jeJHAUNHA:

CO| —

1 1 1
B+2 Bt3 12
55. Pemmntn cumerpuume jemmaumme (ca cumempuunum roeduyu-
jenmuma):
a)z* -2z - 22— 204+1=0; 6)42*+3¢®— 1422 +32+4=0;
8) 4z +122% — 472 + 120 +4=0; 2) 4’ + 2t -5z —bx3+z+4=0;
0) 2z —bx?—52+2=0; Fh) 2% +5z*— 1323 — 1322 + 5z + 2 = 0.

p)e®+1=0; ¢)225-1123~40=0; m)
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. B ‘
56. 3aMeHOM OBJIMEKa z = ar + —, PEMUTH cienehe jenHauwHe:
€T

a) 92* — 62% — 1822 ~ 2z +1=0; 6)a2*+42®>—1822-122+9=0;
"e) 18z — 323 — 2522 + 22 +8=0; 2) e — 423+ 222 -3 -2=0 ;
0) 2 —22° -2+ 32+ 2?-20-1=0; J)a®+1=0.
57. Pemmry KococuMmeTpuuHe jeaHaumHe (CHMETPUYHYM KOe(HUIU-
JEeHTH ce pa3NUKyjy y 3HAKY):
a) 2z° 4+ T2t +523 ~ 522 T2 —-2=0; 6) 122°—162* - 3723+ 3722 + 162 —-12 =0
s):c ~3zt 423 ~224+32-1=0; 2)25-325+3z%-322+3z-1=0.
58 Ilate cy jemHaumHe ca pealHUM mapaMeTpoM k.
IumckyToBaTH pelierha jeJHAYNHA y 3aBUCHOCTY Ol NapaMeTpa:
a) 2t~z +k+1=0; 6)(k—2)2?—-2kz+k+3=0;
(8) kz? -3z +2=0; 2)(k—1)a?-3ke+2k+1=0.
OpemuTu BpenHOCT IapaMeTpa, TaKO la jeNHaUYWHe MMajy IBO-
CTPyKa peaJiHa peuema (1 = 22):
0) 2> +ke+25=0; FB)3a+o—k+2=0; {
e) (2k—1)z2+32—-6=0; oc)(2k+ 1)z +3kz+k—1=0;
Onpemury mapaMeTap TaKo na jeJHauWHe UMa]y KOHjyroBaHO KOM-
IUIEKCHA pellerha:
3)2?+3z—k+5=0; u)ke’+2+3=0;
J) (k+1Dz? —2kz+k=0; %) (k+3)e?+Te—k+3=0;
. Ompenutu mapaMeTrap TaKo a3 pellema jelHaunHa Oyny peaJtHa:
9 Jz’)@x ~2z+k—-1=0; w)(k+3)2?-2z-1=0; :
/) Jka? — 2k + Do +k=2=0 5/ @) (b4 2)o? £ B igrt—

\

59. Penmtu cienehie jeqnaumae ¥ AMCKYTOBATH IPUPOLY pellema
y 3aBUCHOCTH OI IIapaMeTpa:

1 1 I
a) x+p+a:—p = ;11-, (a, p€ER, a#06) az*+2(a+1)z+22a=0, (a€R)

8) 2?2 +4kx —4(k+1)=0, (k€R).
A 60. Axo cy pemema jenmaunue z?+pz+q¢ =0 (p, ¢ € R) peanna u
pasiImunTa, Tama Cy 3a a € R U pemema jelHauynHA:

a) z*+(p+2a)z+q+ap=0 (a€R); 6) 3m2+2(p+a)w+q+ap: 0 (a €R),
pefmJIHa ¥ pazauunuta. /loxas3aTu.

\ “;7 /¢ @./ Hara je JeJIHaana kz? — (1-2k)c+k-2=0,k e Z O,leeJII/ITI/I
k TaKO Nla KOpeHH je[HaduMHe Oyly PanvOHAIHA 6p0_]eBI/I
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*  62. Axo cy cBU KoepUUUMjeHTHM KBaIpaTHEe je/HaUMHe HEUAPHU
OpojeBy, Tala jeqHAUYMHA HeMa paluoHaJHe KoperHe. Jloka3aTu.

63. Axo jenmmaumHa z?+pr+q =0, p, ¢ € Z, UMa panEOHAIHE
KOpeHe, OHIAa cy OHU Neuau O6pojeBu. [lokasaru.

64. Axo cy xoedpunujentu jenHaumua z4pic4qy = 0 1 22 +poztq =
0 peasHV W 3a10BOJbaBajy pelanujy pips = 2(q1 +q2), DoKa3aTu ja Gap
jenHa oI jemHaUMHA WMa peatiHe KOpeHe.

*  65. Jlara je jemmauuna z? — 2az — (a + 3) = 0. Ouapenutu cBe
BPeIHOCTH IeJoT 6poja a Tako na pellerma HaTe jeqHaurHe Oyoy Heau
O6pojeBu.

* 66, Pemnru jemmauwny z* — 2022 + z 4+ a2 —a = 0, TIe je a peanan

napamerap.

L/ SaHO]ea a € R, jemnaunne z’+az+8=0u 22 +z+a =0
mMajy-3ajeHUUKA peasal Kopen?

\i“a 68.) Onpenutu p, p € Z, Tako Ha jemHaunue 3z? —4z+4+p—-2=0mu

—2pr + 5 = 0 uMajy 3ajennunuru kopen. Hahu Taxas xopes.

g/ 69. Onpemurn k, k € Z, Taxko na jensauwue 2z%+ (2k— 1)z -3 =0 nu
222 + (2k — 3)z — 1 = 0 UMajy 3ajeTHUYIKA KOPEH.

70. Jemmauvne ax? +br+c=0u cz?+br+a=0 (a # c) umajy 6ap
jenam 3ajemauury xKopeH. [lokasartu ma je (a+ c)? = b2

71. Ilokasatu na 3a cBe a U b, a,b € R, KOju HACYy MCTOBPEMEHO
2

2
_]e,JIHa,I{I/I HyIHU, jeqHAYVHA a? + ——7 =1 mvMa peanne ropewe.
T . g g2t Yoyl lydauly
72. e =0.
2 PemnTMJeﬂ;ﬂaanym+m_l+m_2+m_3+m_4+w_5 0

73. Da3en ce myem ca mBe ciaBuHe 3a 6 dacoBa. Vcru 6Gasen
Ou ce MyHHO caMO MamkOM CJIABUHOM 5 caTW My»Ke, Hero kaz 6um Gmia
oTBOpeHa caMG selia citasuna. 3a Koje BpeMe «c £a3eH MOYKe HallyHUTH
aKO je OTBOPEHa CaMo jenHa cilaBuHa?

74. Ilpu MHOXeBY 1Ba 6poja, om Kojux je jemad 3a 10 Behu oxn
JIpyror, yYeH!K je HAUKHYO I'PElIKy, CMambUBIINA 3a 4 MUGPY HeceTuna y
npousBony. llpu mememy mobujeHOr MpoM3BOLa MamUM MHOMKUTEHEM
nobuo je xonmuuHUK 39 ¥ ocratak 22. Hahwm Ta mBa 6poja.

75. U3 MecTta A y MecTo B mouuia Cy UCTOBPEMEHO, MCTUM IIyTeM,
nBa ayromobmia. IIpBu je y Mecto B cturao 15 MuHyTa Ipe ApPYror.
Bpsura mpyror je 3a 2km/h Mama on 6p3uHe mpBor. M3pauyHaTwu
6p3uHe oba ayToMoOmMIIa, aKo My¥KWHA MyTa on A mo B usHocu 36km.
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76. 3 Mecta A y MecTo B KpeHyo je KaMHUOH. JelaH caT KacHHU]je
13 MecTa A je KpeHyJo My THUYKO BO3MIO. ¥ MecTo B CTHUIVIH Cy MCTO-
Bpemeno. Jla cy BO3WIa KpeHyJa MCTOBPEMEHO, jeJHO U3 A M ApYTo
73 B, jemHo ycycpeT Ipyrom, cpeja 6u ce nocie 1 gaca u 12 MmunyTAa.
Kosuko je BpeMeHa IyTOBaO KaMWOH oIl Mecta A mo mecra BY

77. Ily® mBa myTa, KOJjU ce yKpmTaju y Mecty C NOX IpaBUM
yrioM, xpehy ce ka packpumhy /1Ba Bo3uia PaBHOMEPHAM Op3UHAMA.
BpsuHa jeaHor Bo3wiIa je ABa IyTa Beha ox GpsuHe APYror. Mocae 10
cekyHIU pacrojame maMelly Bosmia (mpaBoimHMjcKO) je 130 MeTapa.
W3pauynaru 6p3uHe OBHX BO3MJa, aKO je Ha NOYETKY IIPBO BO3UIO
6uno Ha 270 MeTapa, a APYro Ha 1256 MeTapa oI packpmha.

2.3 BUETOBE #OPMVY/JIE.
PACTABJBAILGE KBAJIPATHOT TPMHOMA HA JIMHEAPHE UMHVIOIE

AKXo cy 1 W o pelrema (Rope}m KBaApaTHE je/HavYnHe ax?+be+c =0
(a #0), Tama je:

b ¢
o1+ Ty = ~=, B-mp=a (Buetose ¢popmyie).

Basxku ¥ 06paTHO: ako GPOjeBH z; ¥ z; 3340BOJbaBajy IPeTXOIHEe
penammje, Tala BaXy GpaKTOPHU3aIM]jas

az? + bz +c = a(z — x1)(x — z2) |,

na cy z; U v, pellleha KBajpaTHe jexHaumbe az’ + bz +c=0.

ZFTN
P

A (78,/Popumupary jeqHauWHY UMW Cy KOPEHHU:
a) zy=0, 29 =3 ; 5) T1 =Ty = —2 6) 1 =-1, z2=3 ;
2) £1=1-2, 2o=14+v2; 0)z1=2/3, z2=3V3;

1;

pgpeegibe Lo gp e Aoy s
T 0 6v2 S 10—6v2

o) T =2+ 20, 3 =22
A T9. Heka cy z; U z, pellema jeIHaUNHE
az? +bz+c=0 (a#0).
He pemasajyhu nmaty jeaﬂe\qnﬂy, M3pauyHaTH BPeIHOCTU M3Pa3a:

)22 1).3 1 .3 ) e g TV RN ] ~) 1 1
a)zi+a}; (6)sf+ad; (6)aiter; (2 -’L‘_1+w_z; 3)—9—33+—2;
b-) |131-"172|; e)

e)wlz—z', .’E2:i;

;o) fef—afl 5 3) |of—adl.

11
Ty i)
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0233 —pr—2p+3 =0, z?+z2 =2 (V)\(m—i-l z?—(m—Dz+m =0, z}+z3
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/

A 80. Pemuty nperTxoNEY 3amaTak y caydajy caenehux jemmaumma:
a)2? -5z+6=0; 6)22?—-3ax—2=0, (a€R).

81. Yupocrutu uspaase:

a) :cz—:v—6__. ) 20+ 2 -3 2 3w? — 228 — 2t
2w —Tx 43’ 222 +5x 43’ 4z3 4 1022 — 6z ’
2?2 4o —12 .T,2—3a:+2_ 22242 —3 _4:1’:2-}-813-{—3.

)$2+3:v-—4.m2+:c-—6 ! )2m2~3.1:+1'2a:2——3:c—2’

z3 — 4z z
77).‘ @?—z—2 x4+l

82. Kopucrehu ce BuetoBum Besama, He pemaBaJyﬁM naTe Jezma—

4iHe, ONPENUTH KaKBOI' Cy 3HaKa &1 U T, (CBe JaTe jelHauUMHE MMajy
peasiHa pellerma).

a) 2> -52+6=0; 6)z>+42+3=0; )2 +z—6=0;
2)3m -82-36=0; 0)2?422=0; B 22-5z=0.
é_{:}/ Ilara je KBaJ[PATHA jemnaumna az? + bz +c=0 (a #0). Popmu-
paThél KBaApaTHY jeJHAUWHY YMjU CY KOPEHU:
@) KBaApaTy KOpeHa JaTe jeNHadrHe;
6) xy60BU KOpeHa naTe jeqHaUMHE.

v 84. CactaButn KBaJpATHY jeIHAUYWHY UMjU CYy KOPEHWU ::31‘3 u m23,
re cy z1 U &3 KOPEHW jenHaumue z? — 8z + 2 = 0.

85. OzmpemuTu BpeIHOCT mapamerpa y HaToj jeTHAUWHM, TaKO Ia
36Up KBajJpaTa HmEHWX Pellerma UMa JaTy BPeIHOCT.

) ‘ 7
a)m2—4k$+7k2:0 x%+m%:2'x2+3at+a2.—0 ar%—}—:vz Z

86. Y jemmaumnu 2?2 -—4z+p=0 je z?- z2 = 16. Onpemwtu p.
‘/87 3a koje a € R y jenHauunu z? - (3a+2)z +a® = 0 Baku ¢1 = 9z57
A “88. Ompemutn a, a € R y jenraauan z2 — 2az + 2a — 1 = 0, Tako na:

a) z; — 23 = T1T3 ; '\5) 24 rd=x 4+ ,@xl_;cz ,&wl -z ;
()) ’L'1“2$2 H 77) 71‘2—-41,‘1_12

~/ 89. Oppemutu ¢ Tako ma pellema jenHauuHe z2 —z +a—2 = 0

& 1 Hp) 1
3aJ0B0OJbaBa]y yCIOB — -+ — + —2-m1:c2 +4=0.
HAD) T

90. Onpemutn a y jengauuuu 4z2 — 15z +a = 0 Tako ma je z? = z,.

5 @ Ompenutu 3aBucHOCT M3Mely koepunujeraTa jemHaumHe
az°+br+c=0, (a#0)

aKo Cy KODeHHU jeqHauYVHE y3ajaMHO DEeNulpOYHH GPOjeBu.
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@}) 3a Koje TO3UTUBHO k je jemaH KOpeH jeqHadynHe
a) 8z? -6z +9k2=0; 6)4z?—-15z+4k>=0
jemHak KBaapaTy ApYyror KopeHa?
93. VY jemnaumnaMa z? —ar+b—4 =0 u 42? —4dbr +4a -1 =0

OpeNUTY PeajiHe mapaMeTpe a U b TaKo Ha KOPEHU jeIdHe jeTHaAUUHE
OyZly peuumIpovHe BPeJHOCTH KOPEHa Apyre jeqHaduHe.

94. Ilata je KBanpaTHa jemHauuHa az’+bz+c=0 (a #0). Popmu-
paTy KBaApaTHY jeMHAYWHY TaKO Ia IHeHW KOPEHU:

a) pasiuKyjy ce oI KOpeHa JaTe jeNHAUWHe CaMo IO 3HaKy ;

6) jenHaKW Cy PEUMUIPOUYHMM BPEIHOCTHMA KOPeHa HaTe jeqHaduHe

8) 3a m cy Behu oI KopeHa JaTe jenHAUUHE ;

¢) n myTa Cy Mamy OI KOpeHa JaTe jeIHadrHe.

(95, CacraBuTH jeqHAUNHY UM Cy KOPEHM (z1 + 22)? u (21 — z3)?,

aKo TY ©1 U zp KOPeHU jemHauwmse z? + pr + ¢ = 0.
*  96. Koja penanmja He3aBucHa o m IOCTOju u3Mehy peuema je-
maaunne (z? — 6z +5) +m(z? — 5z +6) =07

97. 3a koje p U ¢ KopeHU jenHaunHe z? + pr+q =0 cy 6am p u ¢?
* 98. Ila nu mocToje peasHu OpojeBu a, b, ¢, d TAaKBU Ja:

1° jenmaumua az? + bdzr + ¢ = 0 UMa pPa3NUUATA PeaHa Pellemha T
ury;

2° jenmaumua bz? 4 cdr + a = 0 UMa Pa3TUUUTa PEANHA PEllerha T
u T3,

3° jemmaumna cz? + adz +b = 0 UMa PA3IAUINTa PeaHa Pellemha T3
nr.

99. Hexka cy a, b, ¢ pasmumuury peayuau 6pojeBu u ¢ # 0. Axo
jemmaunne z? 4 ax +bec = 0 u 2% 4 bz + ca = 0 UMajy jemaH 3ajelHUYIKU
KOpeH, Tala OPYTYW KOPEeHM TUX jemHauWHa 330BOJHABAjY jeNHAUUHY

z% 4 cx + ab =:0.
* 100. AKo cy p M ¢ KOMIUIEKCHI OpOjeBU, OHIA CYy pellema jemHa-
qune z? 4+ pz 4+ ¢ = 0 o Momyay jemHaka 1 ako u caMo ako je |p| < 2,
2
lgf=1m -l je HeHeraTwBaH peatian 6poj. JloxazarTu.
q
*101. Hera je X > 0. [loka3aTy Ha 3a CBaKO PeAJHO pelleme z
P dg-(p+2)°

jeI[H/aT—II/IHe z?+pr+q=0, (p, g€ R) Baxku z > 75

Ny ot : 1
*1/102. Y jennadvHM x2+pm—ﬁ =0 (p € R\{0}) Baxknm z}+2z3 > 2+/2.

JoxkasaTu.
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103. Ako cy z; U z; KOpeHH jemHaumue z2+pr+1=0, a z;, # a:lz
KOpEeHU jenHauuwHHE T2+ qr -+ 1 = 0, JoKa3aTh na je:
(21— z)) (w2 — 2y) (21 — @) (22 — 1) = (¢ — p)*.

104. Hexka cy x; u 23, (z1 >0, 3 > 0) KOpeHU KBaIpaTHE jeqHAUNHE

7 &:_\‘/\‘ z? +pz +q¢=0. U3pasutu z; + ¢z, nomohy p u q.
( Y/

105. arta je jemHauwna az?+ bz +c =0 (a # 0). Ako BaxKuU yclIoOB
Sp =27 + 2%, n € N, sahu 3aBucHOCT M3Mebhy S, Spt1 ¥ Spia.

106. Heka cy z; u z, KOpeHU KBaapaTHe jeqHaunne z2+ pz +q =0

_ u Heka je S, = zT + z}. W3spauynatu S, 3a n =41, £2, £3, +4, +5.
/) *  107. Kopenn jemmaumse 22+ az +b+1=0 Cy mpupomHu GpojeBu.

Hoxa3zatu na je a? + b? curoxen 6poj.

2.4 HEJIVMHEAPHV CUCTEMMW JEJHAYNHA

Y 0BOM OneJpKy ce pa3MaTpajy CHUCTeMUW jeIHAUYWHa Yy KOjuMa je
Gap jemHa OX jeIHAUMHA KBaAPaTHA WU Ce NPUINKOM pellaBaiba CU-
cTeMa [0Ja3uW OO jeHaYWHE Koja je KBanapaTHa. Hehemo maBaTw Kia-
CUQUKAIMjy TAKBUX CHUCTEMa, jep OM TO 3aXTeBaJjio IOCTa IIpocTopa. ¥
3ajJanyMa ca BUIIe BapWjaHTH, TOYETHU MPUMEPU Cy JATH Ca JeTatb-
HAM OOjalllbeHMMa, IITO OJIAKIIaBa pelllaBaibe MPEeoCTAaNUX NPHMepPa
UCTOT TUIIA.

Ha xpajy cy HaBemeHU ¥ 3a7a0y KOjU Cy HEIITO IPYyradujer TUIIa,
Qi Cy ce MOjaBJbUBAJIU Ha TAKMUYCHUMA.

A 108.. Penmtu cinenehe cucreMe jemHaurHa y KOJjUM je jenHa je-
JHAYWHA JTUHEAPHA:

) 242 —-y—3=0 ) 242 —y+4=0 ) 202+ 22 —-y—1=0
a ; ;8

z—y+3=0 z4+y+3=0 20 —y+1=0
2) :I:+y:3'a) y:—2:c.b_) 224+ +2—-9=0

zy=2"1 zy=-1" 3z—y—1=0"

A 109. Pemutu cnenehe cucreme jemmaunna:

2+ 4y =25 3z 4y =4
a){ ; 6) ;

2+ 2% =41 6z +5y° =2
2?2 —y=23 x? 4 3zy = 18
8) s : 2) ) .
z‘y = 50 y* +zy =6

A 110. 3a xoje p, p€ R, mpaBa y= —2z+p momupyje mapaboiy
y=3z2 —Te+47
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A 111. 3a koje a, a € R, rpadpunu PyHEKOUja y = 2arx + 1 1 y =
(¢ — 6)z? — 2 ce He cery?

A 112. Hahu e, a € R, Ipy KOMe CHCTEM jelHaYMHa

2 _ .2
-y =
a) { g MMa peaJiHa pellermha 33 CBaKO pealHo b.
y=az+b
p ar—y+4—3a=0 .
WMa [ABa jeJHaKa pellemha.

113. Onpemutu cBe ¢, a € R, Ipu KOjuMa CUCTEM
{ 2+ +2e=1

UMa, jeIMHCTBEHO pellelbe.
z—y+a=0

114. OnpemuTy BpedHOCT pealHOT IapamMerpa, TaKo & CHACTEeM
¥Ma jeIMHCTBEHO pellleme, Ia Hahy To pelreme:
) e?+y?—122—-8y+44=0 6) 24yt +2=1
i " .
t—y+n=0" c—y+k=0"

0) 2ty +2+2y-2=0
kx—y—3=0"

A 115. Pemmru cucreMe jenHavnHa:
||

9 ;+§:3.5){m2+y2:41_ ){w2+y2=2(xy+2).

: 1’ zy =20 " z+y =6 '

34+44=35 44 4% =82 e+ +z+y=8
Z){a: +y 'b) T +y ;5) Yy Y )

r+y=5" ct+y=4 24y’ ey=7"
2N m4+y4:b4 $5+y5 5
[ e) ;o) _
. N\ $+y:a,a¢0,b¢0 :L-+y:a

116. PemmTu cucTeMe jeqHauwna, KopucTehy ce XOMOreHOM KBa-
IPaTHOM jeIHAUYMHOM: -

2 {x2—5my+6y2=0 _6){m2+¢y:12 o) {x2+my+y2:4 .
22 +y?=10" c+ry+y=2"
3z? — Tzy+4y* =0 2?2 —3xy+ 242 =0 z? 4 3zy = 54
z){ 31'+y=10; ){w2+2my+y—y2=8;E){4y2+xy=115;
:z:z—zcy+y2=300. x4+ —3zy+4y* =2
e){2 { 322 —zy—5y2 =5

zy—y?=2"

z? — zy — y? = 500 '
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a)

2)

a)

a)

N3

117. Hahwu peanna pelrema cucTeMa jenHauMHA:
2 2

& Yy
,) 5 5 __ ,9)
4y =1

O =

1
=+
T

Q|

ot 4+ y* =2 ) z? + 42 =6
t+y+ay=2+3v2
118. OI[pe,IIPITI/I peanHa pellleba CUCTEMa jeTHAYUNHA:
r+y =7 2y 4+ 23y? = 12 z2y + zy? = 20
; 6) 2,3 3,2 ; e) 3 3 ;
oy’ —zy* =4 :c+y:65

m——y—l5 a){a: +y :9,5){ y(z +y) =

By —zy> =6 zy =2 x4 42 :7'

119. Pemutu caenehe cucreme jemmaumnas:

x4+ - =1
wlz+y+2)=7 (z+y)?-22=4 y
Ye+y+z)=14 ; 6) (y+z2)-22=2; @) y+1:~§.
z 4
z(e+y+z) =28 (z4+2)>—y* =3 19
z24 - ==
zivl2
120. Pemmmtu cucreMe jenmadmHa:
T
24yt +2=2 y2+~1_z
e ty+22=2 z | (q
m2+1_y

121. ¥ ckynmy peanHMX 6pojeBa pemIMTH CUCTeM jeIHAUMHA:
tt+y=z, 224+yt=z, 2844 =2

122. PemmuTn cucreMe jefHaYWHA y CKyIy peajiHMX OpojeBa:
(:133 + yS)(mZ + y2) . 2(15

("SR remip {2 ey
2z
1+z2 Y z2y? + 222% = awyz
1?22 =z ;2) S ¥ +y’z’ =bayz (a, b, c€R).
0,2 22?4 22y2 = cxyz




TPERA TJIABA
KBAJIPATHA ®YHKIIAJA

3.1 KBAIOPATHA ®YHKIIJA Y IbEH 'PA®UK.
EKCTPEMHE BPEIHOCTH

®yuknujy obuauka y = az?+bz+c, rue je a, b, ¢c € R, a # 0, Ha3uBaMoO
Keadpamnom PyHKYyUujoM HE3aBUCHO IPOMEHJbUBE T.
CBaky KBaIpaTHY QYHKIMjY MOMKEMO TOBECTV Ha KAHOHCKU OOJIUK

y=alz—m):+n |,

dac — b? D .
g W I'padur dpyHEKIUje je mapaboia ca OTBO-
a a
POM Harope Miu HaJoJe, 3aBUCHO o a (ci. 2).

rme je m = —

yk y
a>0 ‘

\ , ' T(m,n)

N s o
Mo ln bl e o B /™
0 x\i/(z x 0/3(, m L INkgul 1A
[
T /

T(m,n) ke
Cr,. 2
dyrrnmja je mepwHUCAHA 33 CBAKO z € R ¥ MMa MUHUMYM n =
4ac — b? : b . ;
—an KOJU Ce IOCTWKe 3aa::m:—2— aKo jJea >0, a ako Jea <0
a

Ma, MaKcuMym n 3a z=m (cI. 2).

Tauxy T(m, n) rpa¢vKa HA3UBAMO MeMeHoM Tmapaboie. Y KOIUKO
OyHKIMja MMa pealHuX HyJa, Tj. ako je D = b2 —dac > 0, Tama ux
HAJIA3UMO TI0 (GOPMYIH
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. —b+ /b2 — 4ac
1,2 =
' 2a

Hyne ¢yEEmmje HaM MOTY DOCIYXHUTH KOI IpTaka I'paduka.
UarepBanu pamhema ¥ onafama (yHKIOWje ce MOT'y IPOUYUATATUA Ca
rpaduka M 3aBUCe O KoepUIMjeHTa a U TeMeHa (CiI. 2).

A 123. Komcrpyucatu rpaduke ciaenehux ¢yHKIMja:

1

el y=222;6)y= 5102 ;8)y=(z—1)> 5 2) y=2(z+3)%; 0) y=—-22%;
Hy=—(x+1)?;e)y=—2’+1; o) y=2z?—4.
A 124. Koncrpyucatu rpapuke cremehux dynrmmja:
a) y=z*—4z+4; 6)y=2>+z+1; 68)y=—2’+2z—-1;
2)y=22—-5z+6; 0)y=—2a’+3z-2; hly=22>+z;
e)y= —%m2+3m—2.
A 125, Vcnuraty ma JU MOCTOjU KBaapaTHa GYHKIMja UXjU I'PadUK
canmpxu Tauke A, B, C:
a’) A('—l’ 0)) B(2) 0)) C(0> _4) ) 6) A(3) O)’ B('—l) O)a C(O, 3) )
e) A(-5, 0), B(-1, 0), C(0, —=5) ; 2) A(-2, 0), B(1, 0), C(3, 0).

126. la nu mocToju KBaJpaTHa QYHKIMja UKje je TeMe AaTa TadKa
A, a rpaduk campxu Tauky B?
a) A0, 1), B(L, 3); 6) AB3, 1), B(5, =3); @) A(2, 4), B(0, 0).

127. OmpemuTy CKym Taudaka Yy KOOpPAWHATHOj PaBHU KOjU je Ie-
¢umHMCaH Ha crenehw HauwmH:
a)z=2"+1; 6)z=y*; 6)e=-y’+y; 2)y=I|e®-z|;
0) 2 =ly—2a*; §)ly=a>-z; ey’ =lz+yl; o)yl =le®—2|;
3) |+ |yl = |y + =|.

128. Ilat je ckyn ¢ynkuuja f(z) = (k+1)z?—2(k—1)z+k—5, k € R.

a) IlokazaTn ma rpa¢uny ¢yHEmUja y = f(z) 3a cBako k mpojase
KpO3 jelHYy 3ajeqHUYKY TaUKy.

6) Tloka3aTy ma HUjenHa O TUX (YHKIMja HeMa €KCTPEMHY Bpe-
ITHOCT Yy 3ajeHUIKOj TaAUKMU.

129. Iar je ckyn ¢pymrmuja f(z) = kz? — (k+2)z—2k+6 , k € R.

a) Iloxazatu nma rpa¢unu PyHENZja y = f(z) mposiase Kpo3 OBe
CTajJHe TavKe, W OAPEIUTHU UX.

6) Hahu k Tako na ¢pyHKIMja MMa €KCTpeMyM y TauKM UHja je
aTcIuca jeAHaka TPBOj KOOPAWHATH jeIHE O CTAJNHUAX TadaKa.
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130. Iar je ckyn ¢yurmuja f(z) =22+ (k—3)z—1—2k , k€ R.
a) INoka3atu ma rpadumu GyHKIUja CEKy z — OCy.
6) Haliu jemmaumny CKyma Tadaka — TeMeHa CBUX Iapaboia.

131. Jlar je cxkym mapabona y = z2+ (2k+ )z +k*—1, k € R.
Joxa3aTu ma je CKyI TadakKa — TeMeHa Iapaboia, jelHa mpasa.

132. OmpemuTy 3ajelHMYKY TauyKy CBUX Ilapaboiia:
y=—-z?+2k+1)z+3k—-1, kER,
7 OIPEeIUTH CKyIl TavyaKa — TeMeHa THX Imapabouia.

* 133. Ilat je TpunoM (k+1)z2—2kz+k—1, e je k peasan mapamerap.
a) OpenuTy CKyI TavaKa — TeMeHa CBUX apaboia HaTux jelHa-
quaOM Yy = (k + 1)2? — 2kz + k — 1.
6) Ila mu cBe Te mapabolle MMajy 3ajeTHUYKAX Tadaka’

e) Iloka3aTy Ja je caMO jelHO pelleme jelHadnHe

(k+1)z% —2ke+k—1=0

IPOMEHJbMBO ¥ NIIPENCTABUTH TO Ha I'PaPUKY.

2) OnxpemuTy 3a Koju IpUpoJaH Opoj k je IPOMEHJBMBO pelleme
jenmauMHe W3 @) MepUOMUYAH NelMMaJtaH 6poj ca jeaHoM mudppom y
IepuoLy.

134. 3a kxoje a Teme napaboie y = z?+2az+ 13 IeXU Ha pacTojamy
5 0l KOOPIMHATHOT IIOYETKA?

135. 3amaTak Hajlakema o6GJACTH BpeIHOCTH QYHEmUje y = f(z)
MOe ce (OpMyJaIMCATH Kao 3alaTak onpebmBama cBUX a, a € R, mpu
xojuMma f(z) = a wMma Gap jeman peasal KopeH. Onpemmtu obGiract
BpenHocTu ciemehux QpyHKIMja:

1 1 22— 10z + 7
“)y:””‘*';; 5)y=m—5; 3)y=—“'—2x2_1 ;

3z z z? -1
2 = —— 0 = —— = —
2) y 42 — g 41" )y z24+z+1"' B 2241

A 136. Peannu 6pojeBu , y, a 3a10BOJbaABAjy jeMHAKOCTU T+y = a—1
u zy = a’ — Ta+ 14. 3a Koje a 36mp z’ +y* noctmxe Hajsehy BpexaHocT?

A 137. Hahu BpemsocTH a M b IpW KOjUMa je BPeIHOCT U3pPa3a
a® + b3 + ab HajMama, ako je a+b=1.

138. Hexa cy a, b, ¢, d peasnu 6pojeBu u a? + ¢ # 0. Onpemurn
HajMamby BpemHoCT dyHEnUje y = (az +b)% + (cz + d)2.

139. Onpemutm m, m € R, Tako na je 30Mp KBaapaTa KOpPeHa
jemnaunbe z? — mz +m— 3 = 0 HajMabH. ;
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1

140. Hahw majMamy m HajBehy BpemHOCT QYHKIHUjEe y = P

y waTepBaLy [—1, 1].

141. Onpenntu HajMamy U HajBehy BpemHocT QyHKIMje
y=2z*+32242,3a -2<z<3.

142. Hahwu BajMamy BpensocT ¢ynrnmje y = z(z + 1)(z + 2)(z + 3).

143. WV3meby cBux TpoyrioBa ca WMCTOM CTPAHWUIOM ¢ W UCTUM
obumoMm 2s Hahwm oHaj Koju mMa HajBehy moBpuIMHY.

144. OmpemnTtul x Tako ma QyHKIVja:
f(z)=(z—a1)?+(z—ax)’+ -+ (z—an)?, a1, as, ... , an ER,
uMa MUHUMAJHY BPEIHOCT.

145. Hahwu majBehy BpemmocT QyHKIHje y = (a, b>0).

T
azx? +b
; ; 1+ z?

146. Hahu majMamy BpeIHOCT (QYHKIHUjE y = T
A

3a z>0.

147. Axo je 2z +4y =1, nokasaru ma je z? 4+ y* > -2%
148. Axo peasnu 6pojeBu a, b, ¢, d ucmymaBajy yciaoBe ac—bd # 0
(az + b)(cz + d)

u (a? —b?)(c? — d?) < 0, moKa3aTu na GpYyHKOUja y = (bz + a)(dz 1)

CBe peaJiHe BPEIHOCTHU.

y3uma,

* 149, Ilata je ¢yurnuja f(z) = az’+ bz +c (a > 0). Hokasatu ma 3a

ry + x2> 2 flz1) + f(zo

| .
5 5 (1j. ma je

CBe BPENHOCTHU 1, 3 € R Baxu f <

aTa (YHKIVja KOHBEKCHA HaIOJe).

* 150. 3a mate GpojeBe p, ¢ € R Hahu cBe BpegHOCTH KOje IMOJUHOM

P(z) = 2% + pz + q mobwuja 3a z € [-1, 1].
* 151. Hahwm cBe z € Z npm Kojuma TpuHOM 2z2 — z — 36 mobuja
BPENHOCTHU KOje Cy KBaApaTd MPOCTUX GpojeBa.

* 152, ®ymrmuja f(z) = az? + bz + ¢ 3a cBe z € Z y3uMma IeaobpojHe

Bpenroctu. [lokasatm ma cy 6pojeBu 2a, a+ b, ¢ Hean.

* 153. a) IlaT je KBaApaTHU TPUHOM f(z) = az? + bz + ¢, TakaB Ia 3a
-1 <z <1 Baxu |f(z)| < 1. Horazarm ma je |a| < 2.

6) Onpemutu 6ap jemar TpuroM f(z) = az?+ bz + ¢, TaKaB I3 BaxKM
la|=2um |f(z)|]<13a-1<z<1.

* 154. On Tpu BpemmocTu (pyHKOUje y = z? + pr + q Koje mobuja 3a

TPU IeJoOPOjHe BPEMHOCTH T, 6ap jedHa IO MOLYJIY HHUje Mamha O 5
IlokazaTu.
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155. llata je ¢ymnxumja y = 2%+ pzr +q, p, ¢ € R. Ako je |f(0)| > 1
u f(-1)f(1) > 0, Tana ¢yHKUMja f Hema Hyma Ha uHTepBaay [—1, 1].
Iloxazaru.

* 156. Heka cy a, b, c, peasnu 6pojeBr, TaKBH Za jedHauMHe

ar? +bzx+c=0m —ax’? +br+c=0
rMajy pealHa pemema. AKO je r OUIO Koje pelleme IpBe, a s OHIO
Koje peuleme Ipyre jenHaduuHe (s > 7), HOKA3aTH Ha WHTEPBAJd [r, s

calIpXEy Dap jemHO pelleme jeNHaunHe _ng + bz + ¢ = 0.

* 157. Axo 3a jemHaumuy az?+bzr+c=0, a, b, cER, a# 0 Baxkn
5a 4+ 3b + 3¢ = 0, Tana jemHauvHa mMa Oap jeAHO pellleme To, TAKBO Ia
je 0 <z < 2. Ilorazaru.

* 158. Hexa je f(z) = az?+bz+ec, (a, b, ¢,  — peasnu 6pojeBn). AKo
3a |z| <1 Baxxu |f(x)| < 1, moka3aTu nma 3a |z| < 2 Baxku |f(z)| < 7.

* 159, Peasnu 6pojeBu a, b, ¢ cy TakBHU Ia je 3a cBako —1 < z <1
WCIIyB-eHa HejeTHAKOCT |az? + bz + ¢| < 1. Ilokasarwm ma je 3a mcTe
BPENHOCTY T UCIYHEHO |cz? + br + a| < 2.

* 160. KBagpatau tpunoMm f(z) = az? + bz + ¢ je TakaB la jeHaYMHA
f(z) = z mema peamsux Hyna. Jlokasatu ma u jemnaumna f(f(z)) = =z
Takohe HeMa peasHUX Hyla.

3.2 KBAIIPATHE HEJETHAYWHE

KBampaTHOM HejemHaUWHOM IO HEMO3HATO] z € R Ha3mBaMoO Heje-
mEavnHe 06unKa ax? +bz +c 00 (a, b, cER , a #0), rae je o jeman on
cuMbona <, <, >, >.

KBampaTHy HejemHauuHy MokeMo pemiaBaTu momohy rpa¢uka on-
roBapajyhe kBanpatHe ¢pyHruuje y = ax?+bzr+c. Haume, y 3aBucuocTu
oxm 6pojeBa a m D = b? — 4ac, rpaduK yHKOEje y OZHOCY Ha & - OCY
MOXe OUTH Kao Ha CIUIHA 3.

Ocum rpadpuka KBaapaTHe QYHRIM]e MOKEMO KOPUCTUTHA U PACTaB-
Jbamhe KBaApPaTHOI TPMHOMA Ha JWHeapHe YUHUOIE:

az? + bz + ¢ = a(z — 21)(z — z3)

=
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TIoe ¢y z; W zz Hyjle TprHOMa. AKO peasHMX HyJa HeMa, Tala je To
jemam onm mpBa IOBa clIy4aja, Tj. TPUHOM je yBeK IIO3UTWBAH WU He-
TaTHBAH Yy 3aBUCHOCTH Ha JU je a > 0 miau a < 0. YKOJMKO Cy KOpeHHu
peasiHM, Tala 3HaK TPHUHOMA 3aBWUCHU OJ] 3HAKa JIUHEAPHUX YMHUOIA.

Moxe ce pehu na je:

Y cKyny KOMIIeKCHMX OpojeBa HUCY NepuHMCaHe pelaluje > 1 <,

sgn(az® + bz + ¢) = sgn(a) 3a z ¢ [z1, 4]

Mla Cy pelllema HejeIHAYWHA YBEK peadHu GpojeBu.

M

yA
a=0
a<0 0<0
D<0
/\o % 0 x
4 Y1 a<0
/ a>0 D>0
D=0
0 x /’Xr

X,=X2

x)\ X

Ci. 3

\bf

A 161. Peummtu cienehe nejenmaumne:
a)z>’<1;6)z2>4;8)2°-2<0;2) —24+22<0;0)222-1>0;
h)e®+1>0; €)222+3<0; oc)2e?—2—-1>0; 3) e +z+1>0;
uw) 22 —52+6>0; j)z?+z—-1<0; )22 —624+9>0 .

A 162. Penmrtu cnenehe Hejennauune:

4z — g2

z?2 -3z +4

m2-31 <li.8) z3 41
4z -3z —1 1
2T T . <
z?(z? — 4) >0 & 3~
z2 4+ 5z + 12

7)

224+ 3z —4

— 2249z 412~

4+ 5z +4

13 -1<————-<1;u

v B

X’SXZ

0

/)

a=0
D>0

k»

N,

xN\_/*2

z3 4+ 15

> &L ih =
2348

<2

1;e)

z+1

— e 1
24+z4+1- """

z2—2—6

R S A I e *
)$2—2z—3‘"1’

X
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A 163. Pemmrwy mejenmaqube:
a) |2?~1<2; 6)22-2|z|+3>0; 8)[3z?-2z-1>1;
2 _|z| - 12
z)-w——zim—t:;——ZQm; 0) 22 +2lz+3|-10<0; §)|lz2-1]-1<2.
164. 3a xoje m, m € R, cy obe HejegHAKOCTHU
z?2 +ma -2
-3 < TS <2
z2—z+1
3al0BOJbEHE 33 CBakKo z, z € R?
165. Y 3aBHCHOCTH OJ BPeIHOCTY pealHOT IapaMeTpa k, pelluTH
Heje THAYMHE:
a) 22 +kz+1>0; 6)z?-3kz+1<0; 8)ka?—2kz—-1<0.
166. Ompemmut cBe k, k € R, 3a K0oje Cy peaJHU KODeHN KBaJApaTHE
jemHaumMHe:
a) kz? -4z +2k=0;6) 22+ (k—2)z+1=0; 8) (k—1)z*—2kz+k+3=0.
167. Jare cy jemmauwmEe:
a) ?—(m+z+m+4=0; 6)z2+2m+ 1Lz +9Im—-5=0;
8) (n—2)z2~2mx+n—-1=0; 2)nz’—(2n+4)r+n+5=0;
9) (p—3)z* —2(p— 1)z +2p =0.
OnpemuTy pealHe TapaMeTpe:
(1) m Tako ma pellema jeIHauUHA @) ¥ 6) Oyny HeraTUBHA,

(2) n Tako ma pellema jefHAUMHA 8) U ¢) Oymy IO3UTHUBHA,
(3) p Tako ma pemema jenHaumEe ) OyLy PasIMYUTOT 3HaKA.

168. Onpemutu cBe k, k € R, 3a Koje je QyHKIH]a
a) y= (k- 1z +2(k -z +2;

6) f(z) = (k=12 + (k= Dz~ 1 +k+1;
MO3WTHUBHA 3a CBaKo z € R.

169. Ongpemutu cBe k, k € R, 3a Koje KBaApaTHUA TPUHOM
a) kz? + 2(k + 2)z + 2k + 4 wMa HeraTuBHe BPEIHOCTH 3a CBe z, T €ER
6) % — (8k — 2)z + 15k*> — 2k — 7 je mo3wTmBaH 3a cBe z, z € R.

170. Axo cy a, b, ¢ Hy)KMHe CTpaHuWIla HEKOr TpoOyTia, Tada je
dyrrmmja f(z) = b%z? + (b + ¢ — a?)z + ¢? mo3uUTHBHA 3a CBaKo , r € R.
Hoxra3arwm.

171. oxka3aTu Oa ce oI CBaKe TPHU IHyKW 4Mje cy Hy:KUEHe a, b, c,
(a,b,c > 0) MO¥Xe KOHCTPYHCATH TPOYI'ao aKO M CaMO aKo je

pa® + gb* > pgc?,
rie Cy p U ¢ IPOM3BOJGHU peasiHu OpojeBu 3a kKoje je p+gq = 1.

172. Axo cy a, b, ¢ ny)RrHe CTpaHWIA HEKOI TPOyIJa, MOKa3aTH

Ila je 3a cBako z, t € R, az?+ (b—a—c)z+c¢>0.
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173. Ompemurn m, m € R, Tako aa je
z? — (8m —2)z + 15m? — 2m — 7 > 0

@) 3a CBaKO peallHO z ; ) 3a cBaKo z, z € R, OCHM jellHe BpeIHOCTH.

174. OnmpeauTy BPeHOCTH PeaJHUX MapaMeTapa, TaKo Ja Cy HaTe
HejeIHaUMHE 3aJ0BOJbEHE 3a CBAKO PEasHO &.

2 4 me — 1 2% —ma — 2 z? ~ 8z 420
T ) SIS .
)27:2—27:43 / x? — 3z +4 > i & mz? 4+ 2(m+ )z + 9m + 4
z? 4+ mz -2 3z% 4 pz —6
0 -3 —y————e— L 2§ ) -9« <6 .
e) -3 < =T ) - e <0

* 175, HeKa cy a, b, ¢ nosutusBHN peanHu Gpojesu. Hejemmaroct

(b—c)(z—a)+ (f— Va 1:) > () B 3a CBaKW peatal 6poj z > 0 ako
u caMo ako je ¢ uamehy a u b. Hokasaru.
* 176. Heka je 3a cBako peayno UCnymeno ax’ + 2z +¢ > 0 u
p:L‘ +2qm+r >0, roe ¢y a, b, ¢, p, q, r peanou Gpojesu. TokasaTu Ia
je apa? + 2bgz + ¢r > 0 3a cBaKO pealHO z.

177. Axo cy x; ¥ ©y peliemba JaTe jeHaYUHe, 0peIUTH BPeIHOCTH
peaJHOT' mapamMerpa k, Tako na Oyle 3aT0BOJbEH HATH YCJOB.

2 N2
a)a:2+lc:n+1=()n(gl> +(—&—Z—) >2;

2 T1

6) (k+1)z?—(k-Vz+k=0uzl+22>1;
L %8

1 1

8) 22+ (2k+2)z+k=0mu St >8 e) 4z = (k+2)(2z-1) —+~1 <4
1 &3

0) 2+ (k- 1)z -2k =0 u 27 + 2} je MuEUMAaTHO ;

) 622 +6(k — 1)z — 5k + 2k? = 0 m «3 + 2 je MakcUMaIHO ;

e) z? — dkz + 5k? — 6k +5 =0 u 21 — x5 je MAKCHMAJIHO.

178. oxa3aTu Ha cy KOpeHU jelHaurHe
(x—a)(z—b)+ (z—a)(z—c)+(z—b)(z—c)=0
YBEK peaJTHH.

179. Ako je a < b < ¢ < d HmOKazaTu Ha Cy KOPeHU jeIHAUMHE
(z —a)(z —¢) + Mz — b)(z — d) = 0 peasnu 3a cBako ) € R.
* 180. Heka cy a, b, ¢ peasnm 6pojeBH, TaKBU [a jeqHAYMHE
2a2? +bx+c=0m —20z2 +br+c=0
UMajy pealiHa pellemna.
AKo je o 6mIo Koje pelreme IpBe, a f OUIIO Koje pelleme IpyTe je-
IHavMHe, NOKa3aTH MNa MHTepBal [a, (] campxu Gap jenHo pememe
jemsaumne az? + br + ¢ = 0.

181. Hexa cy p u q peannu 6pojesu. JlokasaTu na HejenHaUMHA

|e? + pz +q| < 5 MoXe nMaTy HajBHUlIe IBa NelobpojHa pellema.
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182. Heka cy z1, =, KOpeHu KBaJpaTHe jeqHauune az? + bz + ¢ =
0, (a#0) umueka cy o u § natu peayuu 6pojeru (o < £). lokasatu
cneneha tephema M HaTH T'e€OMETPHUjCKY WHTEPIIPETalH]y:

) KOPEHU T1 U Ty Cy PeasHU ¥ BAXKK o < 1 < ¥z AKO I CAMO aKo je

D=0 —-4ac>0
? af(a) >0, rme je f(z) = ax®+ bz +¢;
\ . b
| ki 2a

6) KOpeHU 1 U ¢2 Cy PeatHI M BaXHU z1 < 3 < a aKO ¥ CaMo akKo je
D=b~4ac>0
af(a) >0

Ot>—‘§;

8) KOpEHM Cy peaJiHy ¥ 3aJ0BOJbaBajy YCIOB &1 < a < T3 aKO U
caMo ako je af(a) <0 ;
¢) KOpEHN z1 M Tz CYy PEaHU M BaXy o < 1 < £ < f aKO X caMo
aKo je
D=0b~4ac>0
af(e) >0
af(B) >0

b
0!<"“‘2“5’<‘B

Y cuyuajesuma ¢), 6), 8) HanucaTy onrosapajyhe ycrose 3a o = 0.

183. Oapenutu; cBe BpenHOCTH k € R 3a Koje Cy KOpeHU jeNHAUYNHE
(k + 1)z? — 3kx + 4k = 0 Behm o 1. -

184. 3a koje k € R jenmauuna z? — 4z +k*—1 = 0 UMa KOpeHe Mambe
om 17

185. 3a koje k € R cy Kopeau jemnaunue z2 — 6kz + 2 — 2k + 9k? = 0
Behm om 37

186. Ompemutu k, k € R, Tako Ia KOpEHU jeqHaYMHE
ka? +2(k - 1)z —4=0
3aI0BOJHABA]Y YCIOB z1 < 3 < 23.
187. Hahwu k, k € R, Tako 1a ce KOpeHU jeNHaYnHe:
a) 2z? — (2k —5)z + k— 3 =0 Hamxaze y unrepBay (0, 1) ;
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6) kz* + (2k — 1)z + 1 = 0 Hamase y MHTEPBAILY (-1, 1) ;
e) (k- 1)z? - 2(k +2)z+ k=0 namase y unrepsany (-1, 2).
188. OmpemuTy cBe peallHe BPEIHOCTH @ 3a KOje KOPEHI jeMHAUNHE

2¢® —2(2a+ 1)z — a(a— 1) = 0 3am0BOJBABA]y YCIOB z; < a < 3.

* 189. Ako cy a, b, ¢ paznumUUTHN peatH 6POjeBU, Tasda 3a KOpeHE

jemrauume 22 — 2(a + b +¢)z + 3(ab+ be+ ca) = 0 Basku penamnuja
zy <a+b+c< zy. IorazaTu.

190. 3a xoje k, k € R, y jennaumnun
22 —dkz+1=0
BaXHU T > IC, g Z 0 (:cl S xz).

191. Arxo jemmaumba z? — 2(m — )z + m + 5 = 0 uMa peallHe u
pa3uyuTe KOpeHe, Taja MOXKe MMATH CaMO jelaH KOpeH y WHTePBAJy
(=2, 3). Hoxazarm.

192. OJIpeIIHTPI BPEIHOCTH PeaJHOT MapaMeTpa m, TaKo A Heje-
mEaunHa 222 + mr — 5 > 0 uMa 6ap jemHO peleme z, 3a Koje je |z| < 1.

193. 3a xoje k, k € R, xoperu jemnauune (2 — k)z? — 3kz + 2k = 0 cy
- 1
Behu on =
194. O,apezm’rn peajiHe 6pojeBe a TaKO nHa je jeJaH KOpPEH jedHa-
uure (a — 2)z? — 2(a + 3)z + 4a = 0 Mamu ox 2, a apyru Behiu ox 3.

195. Hejemmaxoct az?+bz+c < 0 je 3aM0BOJbEHA 32 CBAKO a < & < f8
aKo M caMo ako je (D =b? —4ac, f(z)=az?+bz+c):

D>0 D>0
D<o a>0 a<0 a<0
{a<0v F@ <0 Vv { fa)<0 V 4 F(B) <0
f(B)<0 b b
—_— < ——>f
2a 2a

loxrazatu 1spheme wopuctehn reome'rpLJu Yy WHTEpOpeTaunujy.
Hapectu onroBapajyhe yciose 3a ciaydaj az? + bz + ¢ > 0.

196. HejemnakocT az?+ bz +c > 0 je ucoymeHa 3a CBAKO T > o aKO
¥ cCaMo ako je

‘D>0
D<0 a>0
{ % B V { f(a)>0. Hoxasarn.

—— <
2a
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197. Hejemmaroct az? + bz +c > 0 je ucnymeHa 33 CBaKo & < o aKO
¥ CaMO aKoO je

D>0
D<0 a>0
{ a0 f(a) > 0. loxasarm.
—b~ >«
2a

198. OxnpemuTtu cBe BpenHoctd k, k € R, 3a Koje je HejeXHAKOCT
kz? — 4z + 2k — 1 > 0 ucnymeHa
a) 3a cBako ¢ >0 ; 6)3a cBako ~1<z<1; e)3acBakoz<]l.
199. OnpenuTy cBe BpenHOCTH k, k € R, 32 Koje je HejeIHaKOCT
2? — 2(k? — 1)z — 4k% < 0
WCIIyE>€Ha 3a CBAKO ¢ KOje 3aJ0BOJbaBa yCIOB:
a) t<0; 6)0<z<l; 8)a>-2
200. Hahu cBe Bpenmoctu k, k € R, Ipu KojuMa je HejeIHaKOCT
(z ~5k)(z —k+5)<0
HCIIYHeHa:
a) 3a cako z, 2< ¢ <5 ; 6)3a cako z, z > 10.

201. OnpenuTy BpeIHOCTU peaslHOT mapaMeTrpa m, TaKO na:

a) Behie pememe jennaumne dma® -+ (6m® — 1)z —2m = 0 npunana, a Mambe
He Upmnazxa wHTEpBaJy (1, 3).

6) mame pemreme jenaunue 12miz® — llme + 2 = 0 npunaza, a Behie He

mputaia WHTEpBaIy (2, 4).

*  202. Ogpemutu cBe BpexnoctH k, k € R, 3a koje:

a) u3 HejexHaKoCTH 2% —1 < 0 cienw HejeIHAKOCT z? + 2k% — 3k* < 0 ;

6) w3 mejemmaxoct z2 — k(1 + k¥)e + k* < 0 ciemm na je 2?2 +4z+3 > 0.

*  203. Onpenury cBe BPeAHOCTH k, k € R, 32 Koje:

a) u3 mejemmaxocty 2z? — (k+ 1)z +2 < 0 crean HejemHaxocT 0 <z <1

6) u3 mejenrakocTd kz? — 2z — k+ 1> 0 cienn HejeIHAKOCT —1 <z < 2.

*  204. OnpemuTw peallaH IIapaMeTap p TaKo Jla peliemba i, 2 je-
1

maaumHe 322 —4x —4p =0 33,10BOJbABAjy YCIOB = < 21 < T3 < 1.

3
*  205. Pemmu Hejenmaunuy kz?—|z— 1|/ <0, rme k € R.
* 9206, PemuTy Heje HAYMH s .2 5 82 3aa€R.’
’ J Y 2—6 z+a -’ ’
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¥ 207. OupemuTn cBe peatme GpojeBe a, 3a koje Hujeman Gpoj =z

3a KOje BaK¥l HejeJHAKOCT az? + (1-a*)z —a > 0 mHje WO alCcoy THO]
BpemHocty Behw onm 2.

* 208. Ompemury ce BPeIHOCTY peaJsiHOT IapaMeTpa a TaKo na je

3a CBe r U3 mHTepBasa [~1, 1] 3aK0BOJeHA HejemHAKOCT
az? +2(a+ 1)z +a-4<0.



YETBPTA TVIABA

WPANVIOHAJIHE JEJHAYVHE W HEJEOJHAYVHE

4.1 APATIVIOHAJIHE JEAHAYVHE

Ilon upayuorasrom jednavurom TMOApa3yMeBaMO jeHHAUUHY KO
KOje ce Hello3HaTa HAJIa3W HOJ 3HAKOM KopeHa. Hamomemumo na upa-
OUOHAJHE jeNHaYMHE PellaBaMO HCKBYUYUBO y CKYNy peatHUXx Opoje-
Ba, Tj. MHTEPEeCYyjy HAC CaMO peaJtiHa pellerba. Y TOM OUJbY HOTPebHO
je mocebHO OGPATHUTY DaKY Ha U jelHaYMHA MMa CMUCIa, jep, Ha
opuMep, IapHK KOPeH 3aXTeBa HeHEeraTUBHY MOTKOPEHY BEIUYUHY, JOK
3a HeIapHU KOPEH NMOTKOPEHA BeJWUNHA MOMKe OUTH ITPOM3BOJHAH pPea-
naH 6poj. PemaBame mpanuvonajHe jeqHauyMHE Ce CACTOJU Yy TOME Ia,
ce pasHEM TpaHchopMmanmjama (Hajuembhie cremeHOBameM WM 3aMe-
HOM TIPOMEHJBVBE) [aTa je[HAUMHA CBele Ha PAalMOHAJHY jeIHAYMHY,
HUjUM PellaBameM JONa3uMo JI0 pelllemka IHojasie jeanaunne. IIpunm-
KOM pellaBampa IOCTyHaMo Ha jemad on ciaemehwmx maumma. On mare
jenHauMHEe MOXKe ce Ipehm Ha HeHy HocCIenully, YMju CKyI pellemna
CaIp3¥M CKyI pelllelkha NOJNa3He jefHaUWHE. 3aTo je IMOTpebHO Ipo-
BEPUTH KOje ol NOOWjeHWX pellieiha 3aM0BOJbaBa IONa3Hy jeIHaduHy.
Jlpyru HaumH je ma ce on JaTe MpalWoOHaJHe jenHaunHe npebe Ha moj
€KBUBAJICHTHY jeIHAYWHY, YUjUM pellaBaibeM IOJIa3UMO 10 CTBAPHUX
pemema. Ha npumep, jennauuna f2(z) = f2(z) je nocienuna jexHadnne
fi(z) = fao(z) (rme f1 u fo y3uMajy peasine BPeIHOCTH), IOK Cy jeIHa-
unre fi(z) = fo(z) u f2(z) = f3(z) ekBuBasenTHe Ha cKymy R. Y mpsom
CIIy4Jajy BasKuW:

Vi) = fa(z) & (filz) 20 A folz) 20 A fi(z) = f3(=)

Tj. MpaIWOHAJIHY jeIHAYMHY ca KBaIpPaTHUM KOPeHOM ’~cMeMo” KBa-
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OPYpPaTH aKO M CaMo aKo cy obe cTpaHe jeMHaKOCTH MO3UTHBHE. YoOo-
nmre, ako je jemnaumHa obuuka {/fi(z) = fy(z), n € N Tazna 3a HemapHo
n CTelleHyjeMOo jenHauyuHy "Ha n—TU cTemen”, 6e3 orpaHuueiba 3HAKA
3a f(z), a ako je n mapaH Opoj, CTeNeHOBabE je HO3BOJHEHO Y3 Or'pa-
HIUeme fp(z) > 0, MM yOIpOCTHMMO HeKe MOTKOopeHe Bejunuuae. Jlasbe
pellaBame KOe IpeMa IPeTXOJHOM JIeTa/bHOM yIyTCTBY.

Memod samene cacToju ce y ToMe Ia ce MOIECHOM 3aMeHOM (MiIu
3aMeHaMa) oclIoboaMo KopeHa U IpobiieM CBeleMO Ha pellaBarhe pa-
OUOHAJIHE jeNHaUYMHe WIN CUCTeMa PanUOHAJHUX jeTHAYNHA, WU YIPO-
CTHMO HeKe IOTKopeHe BenwumHe. Jlasbe pemaBame Mze Ipema IIpeT-
XOIOHOM IETaJbHOM YIIyTCTBY.

A 209. Pemutu jennavume:
a)Vr—1=2;6)\3z+1=2-2;6)Vel+i=ec—-1;2)Val+z-3=3
0)\/6—:?_—-_57::1:-{-1;77)\/x2—5:\/z+1;6)1—w:\/m.
A 210. Peumntu cienehe jenmauuue:

) VET 54V —E="7;6) VIEFT+va8=4; 6) VETT+Va"0=9;
) Vet 11—z —-T=4;0)V2z - 16—z +16==1; h)Vz—5+/3—z=1
e)\/l-l-_m—m:l.

A 211. Pemutw jegnaduee: 3
a)$2+3m+5m=2ﬁgy@\/ﬂ+5w+2—\/:c2—3a:+3::3;
‘@?\/21:2+3x+2—\/2:1:2—}—3&'—55_1?;2)2m2+3$+m:33;
0) 2/x? =22 4+4 V22 -2z +9=1; ) V2—-z—-22—/al+z-1=1;
e) V3z2 +5z +8— V322 +hzx+1=1; oc) Vo2 +9+ V22 —9=4++/34;
3) V222 + 12z + 16 + /2?2 + 2z = 2z + 4.

A 212. PemnTy jemHaumue: v

a) V2e+14++/z2-3=2z;6) V2 +T7—Iz-9=bz+2;

8) V-V +1l=vVe+4d-vVz+9;2)V2z+3-vVz-1=/3z-8;

) Ve +2+Ve-1=/22+3; h) V3z+1+Vz-4=VAz+5;

e) V2x+ 14—z —-T=+z+5;

a) V222 +3x+2— VT2 +8+v/222 -3z +2=0;

A 213. Pemmntu jenmavume:

a) Ve — 522 Wz =6z ; 6) Ve—4+Vr—2—-\r-3-Vr—2=1;
8) Ve+6—4/z+2+/1l4+z2—-6/z+2=1;

2) Ve+b—4dvz+ 1=+ +1-2;
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0) \/$—2\/$"1+\/$+3—-4\/:L'—1:1;
B)Vitd—4vz-14Vo+8-6V/a—1=1;

e) Vo+2/10z -2+ — 10z -25=/10 ; o) Vo + Ve -vVI-z=1;

3) Vo?—3z+ 11 —4a®+ 120 =11; ) (2? —2e)’ +2\/z(z 23 =2
j) 42?4+ 5T+ 5 =44(x+5) ; &) 22?2 +2)=5Vz3 +1 ;

W)\ Vetltva o ts=1.

214. Pemmtu jenHadvvHe:
a) Vel +2c+1+ Yz +1=0; 6)V2+z+V2-z=1;
8) ST—z+Vz—-3=1; 2) V2z+td+ve-3=1;
3 3 N Lda /e 312—21} 3 z -1 ___i.
0) Ve=T+Ve+1=ad2; 5)\/.@—1 MRV

)¢ww waz%;owm+ﬁ+%—ﬁ=l

5z + 2 z+3
3) Vetil+Va+24+Vz+3=0;
u) V3 + 322+ 34z + 37— Va3 - 322 + 34z - 37 =2
i) =22+ /(T+z)? - Y(T+e)(2-2)=3;
k) 65z —3+ Yz —2=5Y(z—2)(z—3) ;

a) 2tz + Vel +z—-2=12;

1 1 1
) it A8
=92 .

~(3-2)ff2=

x
~1e
215. PemuTu jemHauuge:

a) Jz+8— o —-8=2; 6) Wz +62— 6z =3V2;
8) VI8+5bz+ v64d—bz=4; 2) V629—z+ V1T+z=38;
0) Vi8+z+V29—z=7; [) V0+z+V267T-2=7;
e){/(m—l)2—</m+1)2:g\/“x2—1; a) Ve -2+ V3-z=1;
3) Ve+2=+a-2;
w) W/(A+e)2—- 3/A-2)2=¥T-22 (meN,m nenapan 6poj) ;
o va+ T va+zx /x
i) :T‘/_,neN.

* 216, Pemmrn jennauuse:

a) \/:1:2+:c+\/l+-‘;15=:c+3; 5)9::\/a:—%+\/—:—1-;
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3)\/4:8—-7‘~\/y+‘:\/4:cz+y;z) 12—;—3—x2+\/m2—i—3:0,x;€0

2) 1 B 1 _ V3 }]_)w+\/52—1+a:— Ciiat gy
1-VI-z 14+/i-z =z ' z—Ver-1 z+vz2-1 = '
vz? —16 7 3 T

e S Oy R R bt PPy

* 217, Pewwrn jemmauumay /2v/3 -3 = \/zv/3 — V3 y crkyny pa-
LUOHATHUX OpojeBa.

* 218. Hahwu nmenobpojua pemema jemmaunHe \/:c - é + \/y - % = /b,

*219. Pemntu crenelie jemmaumme Y 3aBUICHOCTH OJ] PEAJHUX Napa-

Mmerapa a, b:

a) '\/:c—4a+16:2\/.1'—2a+4-—\/a~:; 6) z+ V2?2 —4=a;
8) Vaz+1-vVe-T=/la-1)z; 2) a/z+Va®-2=b;

R O G R N =R RV
e) Vm—%m:m; o) ~{'/(x+a)2+\"/(w—a)2+\3/m2—a2:W;
3)V2x—a=xz—b; u)>\/1:+2\/a:~1+\/;c—2\/m——1:a;
J)Va-VaTte=z.

220. Pemuty jemmaumme:
(Z)\/3([:2+6:L‘+7+\/5IL'2+10.’L‘+14:4—2:L‘—.’I:2;
6) VA—a? + T+ e+ /o2 + g — 0y —3 = Vel — 16—y +5 .

4.2 UIPATIVIOHAJIHE HEJEITHAUVHE

llpn pemasamy upanvomanmux HejenHaumHa, Bomehu padyHa o
ocobuHaMa KOpeHa M HejelHAKOCTH, TOJAa3UMOo 10 ciemehmx ocHoBHUIX
3aKJbydaKa:

Axo je n Henmapan 6poj:

Vhi(z) 2 fa(z) © fi(z) > f3(z)

HCTO BaXKU M aKO je 3HAK HejemHakocTy ”<”.
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Axo je n mapal 6poj, IMaMO IBa Pas3aUuKTa CIydaja:

Vhi(z) < falz) € (fi(z) 20 A fo(z) 20 A fi(z) < f5(x))

I

Vfi(z) > fa(z) © (fi(z) 20 A fa(z) < 0)

| (i@ 20 A fo(®) 20 A fi(2) > f3(=)) |

HpI/IMeHa OBHX yCJOBa OOBOAM HNO CTeleHOBalha JieBe 1 AeCHe CTPpa-
He HejeIl'Ha,KOCTI/I, CIIMYHO MOCTYIIKY OIIMCaHOM HNpU pelllaBakby WMpPalM-

OHaJHMUX jeIIHa,‘-II/IHa..

Y crydvajy HENapHOD W3JIOMKMOIA KOpPeHa, Kao

¥ KOJ MPAIWOHAIHUX jeAHAUNHA, CTEIenyjeMo 6e3 orpannderba 3HaKa
uspasa fy(z).

A 221

. Pemmtu cnenmehe mejennavunme:

a) Ve-1>2; 6)V2+22<3; 8)Ve?+br+4>1;
2¢ — 1 z—1

T ] 9. # ] .
2)Vzt—-z—-1<1; 0) -y >-2; ) $+2<2,

il

e) Ve2—T7>-1; oc)\/3—-z>a—2.

A 222

. Pemmtu Hejeqnauvae:

a) V8—z+vVz—-3>3; 6)V3zZ-b5z-3>+22+3;
8) V3z? -2z —-1>2x—1); 2)/(z+2)(c—5)>8—=z;

0) V4-

Vi-z—v/2-2>0; B)Ve+3+¥9—z>3;

e)2e—1>vVz2-3z+2; oc)V-22+z+6+2-1>0;

3)V3z—-1-/T—-2<2; u)/4-3x—6+z>1;

DVe+l+/z=-2>V2-z; &) Vi—fI—p -8 =220}

ﬂ)\/3m2+5x+7~~\/3x2+5a:+2>1.
A 223. Pemmitu HejeqHAUMHE:
e T _1)2
4z (34+v8+ z)?
8)$+1+2$ 2_1:2—1; e) Vel —z+ 1< (z—1)?+z?;
(z—1)?
2 —zt

9)

Z

<1l; B)(z-20Vz2+1>2*+2;
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—Va+2 V2 —a+4z? —
e) orc) >2;
T+vatd o
A)Ve+Vl—-z>1; uw)2-z+V/z—-1>1.

A 224, PemwnTy IO HEIO3HATO] z HejeqHAUNHE y 3aBUCHOCTHU O Bpe-
JHOCTH peaJJlHAX IapaMeTrapa:

a) Vatvz+a—-z<V2; 6)2/zta>z+1;
8) Ve —b2+x>2; 2)2x++Va2—22>0.




ITETA TJIABA

TPUTOHOMETPHMJICKE ®YHKIIMJIE

5.1 YOIIIITEHM YIJVIOBY, MEPEIHE YTJVIOBA PAIVIJAHOM

Heka je a 4 Opg jeman yrao u Heka je k jefaH KpyT MOJIYIPEYHUK
r =1, ca meaTpoMm O, y paBuu yria a. Obenexumo ca P u @ mpecevune
Tauke Kpyra k ¥ KpakKoBa YTia a, a ca | OyKUHYy OHOT JyKa PQ Kpyra
k xoju ne¥u y yriy o, Tj. Ydju UEHTPAJHUA yrao je a (cia. 4).

HeumenoBan 6poj - = | Ha3uBa
r

ce PadujoHcKom WA AYYHOM MEPOM
yria «. MepHa jenuHuia je yrao 3a
Koju je | = 1 1 Ha3uWBa ce padujanom
(o3maka: rad).

Panmjarcka Mepa yria mMa CBa
O6uTHA cBOjcTBa Mepe. Besa ca cre-
neHOM MepoM je cienmehas:

P
180a\° TP
d——- T 9= ¢
a ra ( - ) , 1801‘(1(1
; 180° i - T
IIputom je 1 rad = ~ 57°17'44,8", omHocHO 1° = m—rad ~

0,017453 rad. O3Haka ”rad”ﬂo()nqﬂo ce M30CTaBJlbha.

3a yrao Ymju Kpalu ce He IOKJallajy KayKeMo a je opujenmu-
can axo je ompebeHO KOju IHEroB KpakK ce cMaTpa MOYETHUM, a KOju
kpajbuM. Ilo3uTmBHO opumjeHTHCaHOM yriy < Opg Kao MepHU 6poj
IpUApY:Kyje ce palujaHCKa Mepa HeopujeHTUCAHOT yria < Opg, a He-
raTUBHO ODHjeHTHCaHOM yriy < Opq — HeraTHBHA DaJMjaHCKa Mepa
HeopUjeHTHCAaHOT yria < Opg.

Yonwmenum yzaom y 1aToj paBHU m HA3UBA Ce CBAKM U3pa3 OOJIMKa
kP+a,Trne je k € Z, P — yH yrao, a o HeKY OPUjeHTUCAHU yTao y PaBHU
7 WIX HyJla-yrao. YOUOIITeHH yrao kP + a je nosumusHo opujenmucan
ako je k >0, ninu k = 0 ¥ o DO3UTUBHO OPUJEHTUCAH yTa0, a HELAMUBHO
opujenmucan ako je k < 0, mim k = 0 ¥ o HETATUBHO OPUjEHTUCAH.
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Ako je yrao kP + o HO3WTHUBHO ODUjeHTHCAH, HEroB Kpajlbi Kpak ce
Mo¥e NOoOMTH OoOpTameM MOYETHOI KpaKa OKO TeMeHa Hajupe k IyTa
33 IyH yrao y IO3UTMBHOM CMepY, a 3aTuM 3a yrao a. Mcro Tako,
Kpajibyu KpaK HETaTUBHO OPUjEHTUCAHOT yria kP + a Moske ce ,I[OﬁI/ITI/I
obprameM IOYETHOT KpaKa OKO TeMeHa Hajupe |k | myTa 3a myH yrao
y HEraTMBHOM CMepy a 3aTUM 3a yrao a.

MepHu bpoj yommurenor yria kP+a je 6poj k- 27+ a, wiu k- 360°+a,
rzue je ca o obelleX eH U MepHM 6poj yria o.

A 225. Onpemuty panujaHcKy Mepy yTia O
a) 90° 5 6) 15° 5 @) 270° ; 2) 30° ; 9) 45° ; ) 300° ; €) 25° ; orc) 75° ;
3) 135° ; u) 18° ; j) 225° ; &) 36° ; u) 150° ; ) 285° ; M) 60°.

A 226. OnpenuTu cTelleHy Mepy yrila Umja je palujaHCKa Mepa:

T T 3T T T 5 1w 3
0)5;5)ﬁ;3)?53)g;5)z;5)?§€)E§3’C)z‘;
T 4 47 7w

3)—6—;?1)3;])?;%);-

A 227. OnpemuTu panujaHCKy Mepy YONIITEHOT yTJIa O
a) 450° ; 6) 780° ; 8) 1000° ; 2) —105° ; 0) —330° ; Bj) —810°.

A 228. OmpenuTu crelleHy Mepy yONIITEHOT yIila uuja je palujaH-
CKa Mepa.
3 137

@) an 5 6) =5 0) -3 o) —an s 0) B0 s gy Kr o) BT

A 229. Uspasutu y pamujannMa yrao usMely caTHUX Ka3albRu:

a) y 10" ;6)y ™ ;8) y 9" ;2)y 6t ;0)y 4t ; By 11,

e) 3a KOJIMKO cTemeHy ce OOpHe BelMKa Ka3aJjbKa Ha CaTy JOK upo-
TexHe 550 MuHyTa?

A 230. Touak ce o6phe 6psunoMm oxn 47 rad/min. 3a koju yrao ce
OH 0OpHe 3a:
@)20s ; 6)lmin 40s ; 6) 3min 505 ; 2) 50s ; 0) 2min 255 ; §j) 3min 20s 7

A 231. 3a BpeMe JOK jelaH 3yNTYaHWK M3BPIIY jeIaH IyH obpraj,
ApyTH 3yOYaHUK M3BPIIM [Ba 0OpTaja y CYyIPOTHOM cMepy. 3a Koju

yrao ce obpHe IpyTu 3yIYaHUK KaJ ce IpBUA oOpHe 3a:
1 1
)i e 0m;0) T s BT

5.2 JESVHVIINUIE TPUTOHOMETPUIJCKUX ®YHKIMIJA MA KOT
YTJIA. BHAK TPUTOHOMETPUICKUX ®YHKIIJA

JemunuuEM Kpyr y paBmm Ozy, ca HeHTPOM O, Ha3uBa ce Mmpuzo-
HO.M,empu_]C’lCU.M Kpyzom. YommTeHN yrao B duja je pa,)mJaHCRa Mepa
Jemnara k-2 + @, 0 < o < 27, IPUKa3yjeMO Kao yrao UWju MOUETHH
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Kpak je mo3mTuBEUA neo oce Jz. llpuroMm kameMmMo ma je opujeHTHCAHA
nyx OM (cn. 5) nowemnu sexmop yria (.

by
N y
N
L NAMGY)
o sino ;
E
v -SRI
3 ‘ fj T M, 0| cosot M X
b ,
NI
Mi .G 5 Cu. 6.

Kpajmu kpak yriaa f 3amajeMo opujeHTUCaHOM ay:xu OA, Ipu yemy
je A mpeceduHa TavKa Kpajmer Kpaka yriaa ( @ TPUTOHOMETPUjCKOT
kpyra. Opujentucany nyx OA je zaepwrnu eexmop yria f.

Hexa je a jemaH.yrao mpuKa3aH MOMOhY TPUTOHOMETPHjCKOT KPYyTa
(cn. 6) u HeKa cy z U y KoopIrWHaTe Tauke A (Kpaja 3aBPIIHOT BEKTOPa
yraa «). Tama ce mpuzonomempujcxe $ynkyuje yria a, Tj. cunyc,
KOCURYC, MAHZEHC T KOMAK2eHC YIia «, JeQUHUILY ca: sina = &, cos o =

y, tga = % (z # 0), ctga = = (y # 0). Ilomekan ce pasMaTpajy 4
Yy

; 1 1
QYHEIH]e cexaMc: sec ol = = (z #0), u Kocexanc: coseca = 7 (y #0).

3HaK TPUTOHOMETPHjCKUX (GYHKIM]a IO KBAAPAHTVMMA IpPUKa3aH je

operjiesHo Ha CIWON 7. il &4

aevanYanwava
PANP, j/

kosinus sinus tangens i kotangens

Ny
Ca. 7. Cu. 8

3a IpUKa3uBake BPEIHOCTU TAHTMEHCAa M KOTAaHI'eHCa MoMohy Tpm-
FOHOMETPHjCKOT KpyTa yBoie ce Tamrente t; u t; (Cu. 8). Heka cy By
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——
u By mpecevuHe TadyKe HOCa4da 3aBPINHOr BeKTopa OA M TaHTeHTU t; U
ty. Tana je tga jemmak opauHaTH Tauke B, a ctga amcmucH Tauke Bs.

A 232. VspadymaTyu BpeIHOCTY TPUTOHOMETPUjCKAX (YHKIM]a yria
oL

™ 3 ;
0, -, m, —, 27 panujaHa.
2 2
A 233. Konuke cy BpeIHOCTY TPUTOHOMETPH]CKAX (YHKIMja YTIOBA
on
LA oen | g anwjana’
21 ) 2 ] 2 p il J .

A 234. NspauyraTé BpeAHOCTH TPUIOHOMETPUjCKUX (YHKIM]a yTIIa

3 .
oIl e paijana.

A 2385. OppemwTy BpeNHOCTM TPUTOHOMETPHUjCKAX (YHKIMja yria
@, aKO je Taj yrao:
o T ™ o T 117 T

G)Z; 5)7; 3)*5; Z)—6‘; ())73 b-)_fi-; e)—g;

27 47 o :
a) —; 3) — ; u) = paiujaHa.

3 3 3 :
A 236. Y KoM KBaJpaHTY je 3aBPUIHU BEKTOP yIJa « aKo je:
a)sina>0wu cosa <0 ; 6)sina<0ucosae<0; 8)tga<0mcosa>0 ;
2)ctga>0msina<0; 0)sina-cosa>0; h)ctga-cosa<0 ?

A 237. OppennTy BpeIHOCT U3pa3as:
SR 3 2cos(—m) 5) 3sin0 2

C 9 -9 —— e m——— o —
2 cos20 '’ cosm™  sin (
2

— cos 2T ;

_zr_)
1r2 )
i E Ly 2 " lgin
8) sinw - cos 2 +c0527r+sin (—37”) 2 cosZ%-}-cos2
0) aztg2%+b2ctg2§ i b) aztg20+btg2g+c2tg2£— :

1 1 : sin

)

ENERE]

e) sin® 1 — cos?(—267)tg T ;

onc) acos7r+bcos§ - csinwctg%—{-dsinrtgl,&r.

A 238. OnpemuTy yrao a 3a Koju je

a)cosa:§ n0<a<2r; 5)sina:—~—2— n0<a<?2r;
8)tga=+3u0<a<?2r.

A 239. HampTatu 3aBpIIHM BEKTOP yTila o akKo je ctga = —2.

A 240. Ilpukasat; moMohy TPUrOHOMETPUjCKOT' KpyTa BPeTHOCTH
TPUTOHOMETPH)CKUX QYHKIMja yria o akKo je:
2T o 117 T 91
a)a:?;5)a:—4—;e)a:—6— : 2)a:_§ . ())a:?;
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137 B 13
6)&——"{'2— 5 e)a——-—-G— H OIC)(X-———T

A 241. Oxppemuty toMOhy TPUTIOHOMETPU)jCKOT KPyTa BPEIHOCT sin a

: 2
aKo je cosa = 3

A 242. Ogpematy moMohy TPUTOHOMETPHjCKOT Kpyra tgoa u ctga,
aKo je :

3

a) sina = 6) cosa = —-.

3 )

A 243. Onpemuty oMoy TPUTOHOMETPHM)CKOI' KPyra BPEIHOCT
cos o aKo je:

1

a) tga=-2; 6)ctga= 3"

A 244. Koncrpyucatu yrao a usmeby 0 u 27, TakaB Ha je:

a)cosa:-%; '5)cosa:Z; 8)tga=2; 2)tga=-3;

0) ctga==; Fh)sina=cosa; e)tga=ctga.

BN =

A 245, Hahwm yrao « ako je:

1 2
a)sina:§M0<a<27r; 5)cosa:—§ﬂ0<a<27r.

A 246. AKo cy o ¥ 2o OWITPHW YIJOBH, Tala je sin2a < 2sina u
tg2a > 2tg «. IloxazaTm.

A 247. Iokasatu na je sin?a +sin? f > sinasinf +sina +sinf — 1.
5.3. OCHOBHE TPUTI'OHOMETPUJCKE UJEHTUYHOCTHU

Hexka je a 6mio koju yrao. Tana Bake MICHTUUYHOCTH:

cos?a+sina =1,

Sin @
tgoe = —— ( Doz ycaoBoM cosa # 0
g et y # 0),

COos @ 5
ctga = —— ( TIO cJIOBOM sina # 0
& sin o (mony #0),

tgo - ctga = 1 ( IOM yCJIOBOM Ha tgo M ctgo IHOCTOje).

A 248. OppeauTu BpeIHOCTM TPUTOHOMETPHjCKUX (YyHKIMja yria
3

o YWju 3aBPUIHM BEKTOD JIEKM y IPYyTroM KBaIpaHTY, aKo je sina = 5

A 249, Jloka3aTu Ha Bake cilelehu moeHTUTETH:

2
(cosa #£0); 6)sinfa= i &

m (COSa # O).

a) cosza:—lz—
1+ tg°a
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A 250. Ilato je tga = —2, mpu yeMmy je 3% < a < 27. U3pauynatu
sina, cosc, ctga.

3sin® o — 4 cos® o

A 251. VspauyHaTu BPemHOCT M3pa3a: ¥ = — , aKO je
5sin” o + cos3 a
tga =a.
A 252. Jlokasatu mmearurer (tgo —1)° + (tga+1)% = ———, KO j&
COos“
cosa # 0.
A 253. Ilaro je cosa = ~~g-, npu yeMmy je g < a < w./3pauysatu

sina, tga, ctga.

. 1 .
A 254. ato je cosa = —-—1—3, Ipu yeMy je m < a < 3% W3pauyraTtu
sina, tga, ctgoa.

; 4 d
A 255. IlaTto je ctga = —3 Ipu 4deMmy je = < a < 7. W3pauynarm

:
2
cosa, sina, tga.

A 256. Axo jer<ac< 3; U sina = —31-, U3PavyHATH cosa U tga.

A 257, VIspauyHaTu BpeJHOCT M3pa3a

a) sose F sl aKo je sina = — U <o <T;
cos @ — sin & J T 925 2 ?

Hsina + 7 cos a . 4
6) ———————— aKo je tga = L

A 258. Konuko m3HOCE cosa ¥ sina aKo je

8cosa — 3sinw

2pq T
tga = ——— " =7
ga pz_qz,p>q>0 0<oz<2
A 259. Iokazaru na u3pa3 Y = (3sina + 2cosa)? + (2sina — 3cosa)?
¥“Ma KCTY BPEIHOCT 33 CBAKO a.

A 260. {oka3aTu MIOEHTUTETE:
a) (1—cos?a)(1+tg?a)=tg?a; 6)(1+tg2a)(l—sina)=1;

tg’ 1
B)nga_ctgzazl; 2)__sinatga:cosa;
cos® o cos o 9 1+ ctg?
2 tg® « clg” o
0) (ctga—1)> + (ctga+1)? = ——; §) ; Fail Lk

sin® o 1+tg?a ctg?o
e) (1 —sina+ cosa)? = 2(1 —sina)(l + cosa) ;
1 1 1—2cos’a
anc) +tgo —tga)=1; 3 ———=tga—ctga;
cos a cos &

sin o cos o

1)° 1, M
u) (sina+ _ ) +<cosa+—> =T+tg?a+ctgla ;
sin « cos a
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sin cos o _tgta+1 ) 1 L 2ige

J iy — = L .
)cosa—f—sma cosa—sina  tgla—1" l—sina 14sina cosa

A 261. W3pasurm moMohy sina:

20 —sin?a ; 6) cos® a — 3sin® acos o ; 8) sin*a — costa ;

a) 3sin a cos
o =2 . . B
2) cosasin®a—sin®a ; 0) cos®a —sin*acos?a ; ) costa—2cos?a+ 1.

A 262. Uzpasuru momohy tga:

2sin o cos o 6 3sina — 4sin® a 3sinacos? a — sin o
a) 2 —— i - 0) Teod ;e 3 3 ]
cos? o — sin” « cos®a — 3cos o cos3 a — sin® «
) cos® o — 3sin wcos « > cos? a — sin? o cos® o + sin® o
5 . Q0 G I Mk S DT et
e b . ] B
cos « + sin a cost a + sin? « cosb a — sin® o

A 283. YopoctuTtu m3pase:
a) A= (tga+ctga)? — (tga —ctga)? ;

tga+ctga  tga—ctga 1 1

tga—ctga  tga+tctga/ \sin‘a cos?a

1—cose 1+ cosa 1+ cosa l—cosa
G)C_\/1+cosa+\/1—cosa’ Z)D_\/l—-cosa—\/l+cosa’

0) E=tga+ i i B) F=tg?a—sin?o— tg?asin’a.

1+ sina
A 264. oka3aTy UIEHTHUTETE:
a) 1+ cos?acos? B = sin? asin? B + cos? a + cos? g ;

cos & sin o ) sec’? a + 2tga

)1—tga ctga —1 L L 1+ tga oA Lt
1 1 1 1
2 — + =2%
)sinza +cos2a (tgza ctg2a>» '
0) sin®a + cos®a sin® @ — cos® o _ 9.
sin o + cos sina —cosa
tg o ctg o 1+cosa

) =si ‘ 7 C 2 - -
Vit T aay T PR A o) {etgotegmena) &y o

anc) sin® @ + cos® o — 2sin* @ — cos* a + sin?a =0 ;

(1 —sina — cosa)(l —sin« + cos @)
3) - - = —-2.
sin o(1 — sin &)
* (7265, JlokasaTu 1a BasKW MIEHTUTET:
ST
(1 — cos Bcosy)? — 2(1 — cos B cosy) —sin? Bsin? v + sin? B + sin? y = 0.
* éﬁﬁ, Axo je o omrTap yrao, mOKa3aTH HEjeTHAKOCT

Vsina - Vig a + +/cosa/ctg a < /8.
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OnpemuTyt BpemHOCT m3pas3a t = tgoa + ctga, ako je
sin o F cos &

=m, o olITap yrao u m € R.

sin o cos &
1
* @ 3a omrap yrao a, IOKa3aTH: (1 + sir11a> (1 + éoga> < 342/2.
1

—
* @/9/ Iloka3zaTu na BaxXW HejeIHAKOCT

> 8, ako je

sinfz = costz

sinzcosz # 0.

5.4 OCHOBHA CBOJCTBA TPUI'OHOMETPUICKNX ®YHKIWJA

Hepuoduurnocm:
cos(k2m + a) = cos o, sin(k27 + ) = sina,
tg(km+ o) = tgo, ctglkmr+a) =ctga 3a k€ Z.
Haprocm u wenaprocm:
cos(—a) = cos ¢, sin(--a) = —sina,
tg(—a) = —tga, ctgi—a) = —ctga.

Pamheme n onagame TPUrOHOMETPH)CKAX (GYHKIWja MO KBaIPaH-
TUMa TPUKa3aHo je Ha cauim 9.

opada | opada ﬁadﬂ raste ﬁrasw ﬁopada
F
raste | raste wraste raste |raste opada | opada

kosinus sinus tangens kotangens
Cu. 9.

A 270. OppemuTu BpemHOCTH TPUTOHOMETDPUjCKMX (YHKIMja yria

on —31 panaujaga.

A 271. Tloka3aru ma HUjenHA OM jeIHAKOCTU cos(mm + o) = cosa U
sin(mm + o) = sin @ HUje TauHa 3a CBAKWA yrao « U CBaKW Ueo 6poj m.

A 272. Ucouratu pamheme 1 onaname QyHKOUje:
a)3—cosa; 6)1+tga.

A 273. OmpemuTu 3HAK Pa3JIUKe:
a) sin 5% — sin 577r i 6) ctg319° — ctg 327°.
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A 274. Vicouratu pamhieme 1 onamame QyHKIMja:
a) l+cosa; 6)sina; ) —sina; e2)tg2a; 0) ctg% i B tgta.

A 275, YmopeouTH 110 BeJWYMHNA:
a) cos0,7m m cos0,71w ; 6) sinl,6r u sinl, 77 ;
8) tg0,5 u tg(—0,4) ; 2) ctg6,27 u ctg6,8m.

A 276, OnpenuTy 3HAK pa3iuKe:

1
a) cos5é7r-— cos5%7r ; 6)sin310° —sin347° ; @) tg4%ﬂ'— tg4§7r :
2) ctg 153° - ctg 154° ; d) cos212° — cos 213° ; F) ctg 29° — ctg 53°
e) sin 16° - sin 375° ;  oic) tg218° — tg457°.

A 277. Jla 1M TOCTOjU yrao o TakaB Ia je 2sina+ Hcosa =77

5.5 CBOBEHE TPUTOHOMETPUICKUX Y HKINJA MA KOT ¥TJIA
HA TPUTOHOMETPUJICKE $YHKIINJE OIIITPOT ¥TJIA
(CBOBEILE HA IIPBY KBAIIPAHT)

. . ™
TpurornomMerpurjcke QyHKIMje yria O 5 Fa (lopmeM 3HaKy oIro-
Bapa TOpEHIU 3HaK, a JIOHmeM JIOBHU. ):
T ! . (T
cos (i F a) = *+sineg, sin (5 F a) = cos &,

tg (g q:a) = *ctg o, ctg (72: F a) =% iga.
TpuronoMerpujcke ¢pyHKIUje yTia Of « F o
cos(m F a) = —cos e, sin(7 F a) = *sina,
tg(m F @) = Ftga, ctg(r Fo)=Fctga.
3

Tpuroromerpujcke GyHKIUje yIiIa 0117%' Fo
3w : . 87
cos —E-ZFa = Fsina, sin 74—& = —cosq,

3
tg (—QE F a) = +ctga, cig (%72 F a) =ttgo.
TpuronoMerpujcke ¢yHKIMje yTiIa ON 27 — a:
cos(21r — a) = cosa, sin(27 —a) = —sinq,
tg(2m — o) = —tg o, ctg(2m — o) = —ctga.
T 3T
AKo y ropmuM popMmyliaMa yMecTo 7 T o5 27 cTaBUMO peloM,
90°, 180°, 270°, 360°, W ako cMaTpaMoO JHa « O3Ha4yaBa CTEIeHy Mepy
maTor yria, mobuhemo ncre popmyiie 3anucare moMohy cremene Mepe.

A 278. Csecru cienehe Tpuronoverpujcke GpyHKIHUje Ha UCTOUMEHE
TPUTOHOMETPUjCKe (YHKIUje yrJIoBa y IPBOM KBaIpaHTY:
a) cos21,7r 5 6) sin1000° ; 8) tg(-126°) ; e) ctg1,74.
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2 cos (g- - oz) sin (g- + a) tg(m — )

A 279. YopocTtuTty mspas A= =
ctg (5 + a) sin(m — «)

A 280. Jloka3aTW WOEHTUTET sin’ (% + a) + sin? <4§ 2a a) =1.

A 281. I/IspaﬁyHaTu BPEMHOCTU TPUIOHOMETDPWjCKUX (YHKIN]a
yrioBa:
47

2T 3T ks
U5 inllT et UE
A 282. CecTu Ha UCTOMMeHe TPUTOHOMETPH]jCKe (OyHKOUje yTioBa
Yy IPBOM KBAaIPAHTY:
a) sin129°15" ;  6) cos2462° ; e) sin 14,787 ;
2) tg(—3729°) ; 0) ctg1120° ; ) tg(—17,37) ; e) ctg6b2.
A 283. CBecTm Ha TPUTrOHOMETpHjCKe (YHKIUje OLITPUX YTJIOBa
usmebhy 0 H—}, onHOCHO m3MmeDy 0 m 45°:
a) sin23 ; 6) cos14,71x ; @) cos(—930°) ; ) sin 3529° ; 0) tg 15,297 ;
B) ctg 3000°95’.

A 284. Vzpauyraru:
177

a) sin5—37£ ; 6)sin210° ; 8) cos2,5T ; 2) cos (—%) ; 0) sin ~5 ;
) tg540° ; e) ctg31%7r ; oc) tg(—330°) ; 3) ctg225°.

sina + cos 3

3
A 285. Uspauynarm e + ctg B, ako je sina = 35~, a4+ f= %’

T
0 —.
<C¥<2

A 286. Yupoctutu uspase:
a) cos(180° + a°) tg 110 sin 324° sin 90°

sin(90° + «a°) cos 120° ctg 70° cos 180° ’
6) sin(90° + a°) cos{270° — a®) -+ sin(® — 90°) cos{a® - 180°) ;
e) sin(180° + a°) cos(180° — a°) + cos(180° + a®)sin(180° — «°) ;

. m . m ]
2) sin (a + —2—) — sin (a - 5) + 3cosa — 3 cos(2m — @) ;

2
sin 270°

B) sin (%Zr- + a) sin(4m + &) — cos (%1 - a) cos(a — 2m) ;

0) acos®180° —

— 2abc cos(180° — a?) ;

e) 2tga — tg(a — ) — ctg (a— 3%) t
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) sin(—0®)  tg(90° + a°) cos a®
sin(180 + a°) ctg a® sin(90° + a°)
tg(180° — ) cos(180° — a°®) tg(90° — a°)
3) = ;
sin(90° + ) ctg(90° + o) tg(90° 4+ ) '
| ) tg(270° — ®) sin 130° cos 320° sin 270° ‘_ ) sin®(a® — 270°) cos(360° = a®)
ctg(180° — a°) cos 50° sin 220° cos 360° ’ < tg3(a® — 90°) cos3(a® — 270°) '’
‘ %) 2sin40° + cos 130° — 3sin 160° — cos(—110°) ;
sin(270° — a°) tg(180° — #°) | ctg(90° — a?)sin(y° — 90°)
a) ;
tg(180° + 3°) cos(180° — a°) cos(180° — y°) tg(—a®)

: b.sin <§27—r+a) tg (g+ﬂ) sin (%—ﬂ) ctg <%+a)
w)) cos(m — @) ctg <3_7r % ﬂ) T cos(2m — B) tg(m — @) ;
2

M) sin(90° — a®) — sin(270° — a®) — cos(450° — o) +sin(270° + ) ;

3
tg? | —
cos T27° + 2sin 173° + 2 cos 263° def(r o) 2 ( % “)
") ;o) + 5 :
_ 5 cos(—7°) _ . 9 (3_7r i a) ctg?(m + @)

sin
2

b

A 287. lloxka3aTy UIOEHTHUTETE:
a) sin(45° + a°) = cos(45° — a°) ; 6) cos(45° + ) = sin(45° — a°) ;
8) tg a® + tg(180° — ) + ctg(90° + a°) = tg(360° — a°) ;

2) sin (% + a) cos(m — a) ctg (3%- + a> =

= sin (%—a) sin (%—a) ctg (g+a) :
0) cos (377 + a) sin(2m — a) ctg(m + ) = sin(r — o) sin(7 + @) tg (% - a) :

h) ctg (%W . a) sin (%75 - a) sin (a+ 3 ) = tg(r + ) cos(r + ) cos(27 — ) ;

e) sin(a’® — 270°) cos(a® + 90°) tg(3a® — 180°) =
= cos(180° — @) sin(180° — a°) ctg(90° — 3a°) ;
ac) sin(270° — a°) cos(a® — 90°) tg(540° + o) =
= cos(180° + &) sin(180° + a°) ctg(450° + )
3) tg44°tg45°tg46° =1 ;

w) tg 10° tg 20° tg 30° tg 40° tg 50° tg 60° tg 70° tg 80° = 1.

9

A 288. IlorkazaTm ma BpeJHOCT M3Pa3a
Ao a® tg a® + b2 ctg(90° + a°)

2
actg o7 T 5tg(90° T o) — (a +b)tg? a® He 3aBUCHU Ol a, b U o.
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A 289. Uzpauyrnaru:
a) 10 ctg 135° sin 210° cos 225° ; 6) 25sin? 2259 — ctg 330° tg 405°
17w 337 3 ™ m, 4T T
T L ey L IE | et i Ul
8) 2sin T '8 1 ctg 7 2) 8s1n6 cos 3 tg 3 ctg 5
A 290. UspauyraTn: )
2 [ 10° - 6’ 0 L o\ .
a) sin 120° 4+ cos 210° ;  6) tg570° — tg(—300°) e tg 6750 — sin 570°
2) cos5—7rcos7—7r+sinﬁsin§zr— : O)Sinl—(-)-zcos}ﬁ—f-cos[llsinﬁ
6 3 6 3’ 3 6 3 6"
A 291. Axo cy o u § yrIIOBY jeHOT TPOyTJIa U cos? a+cosf =1, na
J¥ Taj TPOyrao Mopa ma 6yie mpaBoyrau?

ctg(—1230°) cos 570°

5.6 UCITIMTUBAIHE VI TPA®VUYKO IIPEICTABJ/BALE
TPUTOHOMETPUJCKUX &Y HKIIMJA

I'padunmu rpurosoMeTpujckux GyHKIMja y =sinz, y = cosz, y = tgz

u y = ctge (Kao pyHKIUja Gpoja r) MpMKa3aHU cy Ha ciamkama 10, 11,
12 u 13.

y
1
-2 ' 2 ) x 2 | L
Al | i \\L/ﬁ( 5 Xy
2 2 B, 2
-1 ‘\r,/-’*
=10
oA

Ca. 11
y
X
,9
N
~2%, -3 .
5% _an I IS 3 fan (5% x
2 2 2 2 2 2

Cun. 12
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%612 =k

Sl
]
o
b

Cn. 13
Ha coumu 14 je mat rpadur GyHKIMje y = asin(wz + ¢)
(e,we R\{0}, pe R).

Cn. 14

A 292. Hahu mepuonme GpyHKIMIja:

a) 2sin(3z — 2) ; 6) —4cos(2mz+1) ; €) tg (——4m = g)

A 293. Onppenurtu nepromne (pYHKIMja:
1 % z
a)y_§s1n(2:c+1), 5)y——3cos<§—1) 7

. /mTx 1 3m @
o) y=3sin(3 ) ; 2)y=5tg(f‘§>'

A 294. Vcnouraty napHOCT QYyHKIWja:

1
a) f(z) s:n.t+ c'osw ;0 6) f(x) Sing + —— ;
HA sin
8) f(z) = —EW ;i 2) f(z) = cosz(tgz — ctgz).
A 295, [loka3aTu Ia je OCHOBHM Iepuol GyHKIHje f(z) = sinz —cosz
jemHaAK 27.

A 296. IlokazaTu na cy caenehe ¢yHENVje neproauyHe U OAPEIATH
BUX0BE OCHOBHE Ilepuoze:

a) y=sin’z ; 6) y=2—3cos’x ; 8) y=+/1+cos2z ; 2)y=[sinz|;

. L ; ;
0) Yy=snzx-+Ccosx ; 7]') Y= -2-5111:1:—1— ?cosx 3 e) Yy = cos@sine —+ sin @ cos .
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A 297. Ilokasaru ma cy crenehe dyHKOVje meproanyHe:
a) y=4sin’zcosz ; 6) y=sinz +sin2z ; 8) y =sin3z + 2cosbz ;
) 2sin 6z — cos 4z

35062 T cosdz ; 0) y =sin8z — cos bz + 3 ; B) y=sinz +3cos?, 1z 2

e) y=cosb, 3z — cosllz + 3 ; oc) y = 2sindz — 3sin bz — 7 cos (§+3) :

T 2z
= +tg —.

.4 !
3)y:s1n—m+3cosgm+cos5:c; u)y:sm%m+cos3 z

5

I

A 298. UcnouraTu cienehe dpymkmuje m HaIpTaTU HUXOBe I'padure:
a)y=1+sinz; 6) y=sinz—1; 8)y=2—cosz ; 2)y=sin(c+m) ;
. (3 1 :
0) y=sin (%—z) i By= §(l+cos:c) ; e)y=|sinz|;
w) y=tg(r—z); 3)y=—ctga ; u) y=|tgz|.

A 299. Ucouratu Gpymknujy y=sin2z u CKUIUPAaTU IbeH I'PaPUK.

: 22
A 300. Ucnuraté U rpadWuKy IPUKA3aTH OyHKIM]y y = sin 3%

A 301. Ucnuraru GpyErmujy y = 2sin (? + %) ¥ CKANMPATU HeH

rpaduxk.
A 302. Hanpratu rpadure caenehux dyukmuja:

. 1 ; T . m
a)y:sm(m+§) : 5)y:3s1n(2z+§) ; 6)y:231n<2:1:+§> ;

1 ;
2)y=2ctgBe+1); 0)y=tg(-2c+2=); h) y=sin|2z];
2 4

. 3 T
e)y:3sm]21:—7|, :xc)y_|2tg(x_z) l.

A 303. Ompemntu HajBehe u HajMame BpenHOCTH byHKIMTja:
a)y=sinz+2; 6)y=5—cosz ; 8) y=>5sin’c —2cos’z ;

. 1
2)y=4-3|sinz | ; 0)y:m—l.

A 304. Onmpemntu HajBelie u HajMame BpemHOCTH (YHKOU]jA:

a) y=sinzcosz ; 6) y=sinz +cosz ; 8) y=sinz — cos .

1
2

A 305. OzmpemTy HajMamby BpeIHOCT GYHKIM]e flz)= o i,
sin“x COS* I
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5.7 AINITIOHE $OPMVYJIE

sin(a £ f) = sin acos § = cos asin G,
cos(a £ ) = cosacos f Fsinasin g,

. tgaxtgp
tglaxp) = T (cosa#0, cosB#0, 1 Ftgatgf #0),
_ctgactgBFL . ;
ctg(a:}:ﬁ)_m (sina # 0, s1nﬁ;£0, ctg oo &+ ctg § # 0).

A 306. VM3pauyHaTu TPpUTOHOMETPUjCKe GYHKIMje yTiia ox 75°.

A 307. Uspauynatu cos(a + 3), ako je cosa = g ncosf==-,aauf

Cy YTJIOBHM y TIPBOM KBaJIPaHTY.

57
A 308. Mspauynartu tg(a + f), ako je tga = : utgf = .

A 309. oxrazatu: ako Cy «, B Uy YyIJIOBU TPOYTIa, M aKO HU jeraH
Ol BUX HUje IpaB yrao, Tana je tga+tgf+tgy =tgatgftgy.

A 310. Hahu BpenHOCT TPUTOHOMETPU)jCKUX QYHKIMja YTIOBA O
a) 105° ; 6) 15° ; @) 165° ; 2) 195° ; 0) 255° ; ) 285°.

A 311. IlpuMeHOM aIUIMOHWX (OPMYJIa HOKa3aTH I1a je:
a) cos (g—+a) = —sina ; 6)sin(r+a)=—sna ;

8) ctg(%—f—a):—tga; 2) tg(r—a)=—tga ;
. (37
0) sin (—2— —a) = —cosa ; [j) cos(m—a)=—cosa.

A 312. IIpoBepuTu jeTHAKOCTHU:

1
a) sin 20° cos 10° + cos 20°sin 10° = — ;
) Wik
6) cos47° cos 17° + sin47°sin 17° = \/73 :
8) cos 20° cos 40° — sin 20° sin 40° = % ;
2) sin53° cos 7° + cos 53°sin 7° = \/Tg :

1+1tg15° ctg 55% ctg25° +1
0) — tg 15° = B3l ctg 25° — ctg 55° &

A 313. YupocTtutum uspase:

a) cos7—7rcos£+sm7—s1n7r‘ 6) PO smzcoss—ﬂ-'

10 10 5 7 T 7 T
e)cos—wcosﬂ—sm&r i z'2)sin§1c051+cos6—7rsinz
10 ) 10 5’ 7 7 it o
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A 314. UspauyHaTn:
a) sin(a + B) u sin(a — ),
)

i E T
aR0J651na:1—§,51nﬁ_1—71/10<a<2,§<ﬁ<7r;

6) sin(a =), cosa— ), te(e )

aKou]ecosa_§ cosff = —— 3 <a<2m, 7r<,8<—3—71'

5’ 13 ki 2
e)cos(a—ﬁ),a,R03651na—31n,3—i§I/I0<a<2 2<ﬂ<7r;
¢) sin(a + B), a.KOjesina:g, cosﬂ_—%n—<a<7r 7r<ﬁ<%7£;
d) sin(a + B) u sin(a — f)
a,I{ojecosa:é, smﬂ———I/I—<a<27r 7r<,3<3—7r;

5 5 2 2
B) cos(a + B) u cos(a — B) ako je sina:1—7, cosﬂ:glfl g<a<7r,
%71<ﬁ<27r;
e)sin(z—{—a)Mcos(?}—a),aKojetga:——%I/Ig<a<7r;
ac) sin(a + f), aI{OJecosa_cosﬁ——gI/I—2—<a<7r 7z'<ﬁ<3?7r

A 315. W3pauyHaTu:

i s 12 4
a)tg( +a),a.I{OJeSIHQ—T§I/I—-<a<7r;

, 8B =

8) ctg(a — B), axo je tga = -2—, tg B = 5.

| =
wlt\?

6) tg(a + B), ako je tga =

. 1
A 316. Ao je a >0, >0, Ot-{-ﬂ:II/ICOSCY:—l—

13°
: ™ 172
A 317. AKOJea—ﬂ—Z, cos B = o5 Z< <2,
M cos.

onpenuTH cos f3.

OIpeIuTH sin o

A 318. Axko je tga = % ua+pf= %, onpemuTu tgf.

A 319. Yupocturum muspase:
sin(o + f) — sin B cos o
sin(a — ) + sin § cos

tg(%+a)—tga
1+tg(%+a)tga

0) cos (g + a) cos (% - a) —cos? o ; ,?))2811’1 (—} + a> sin (% - a) +sine ;

: 5) sin « cos 2o + cos @ sin 2«

e)

;  2) sin(a+ B) —sin(a — B) ;



{

} 2sin  cos 3 — sin(a — B)
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e) tg ( + a) —tg (Z - a) ;i oc) cos(a+ B) cos(a — B) + sin(a + f) sin(a — 3)

sin(a + B) +sin(a — f) ) sin 35° cos 20° — cos 35%sin 20°
cos(a + B) + cos(a — ) ’ cos 46° cos 29° — sin 46°sin 29° ’

3)

. 2w T, R
sln — cOS — -+ COS — S1n ——

]) 7 7 i T
Al sl—i—sinﬂ-sml.
R SN e T

A 320. Joxa3zatu:

NNy 1 .
a)aKOJesma:ﬁ,51n,3-—£H0<a<%,0<ﬂ<1%,OHlI&JeC¥+ﬁ:E
6) aKo cy « u f omTpHU yFJIOBPII/Itga=§, tgﬂzg, Tana je a+ﬁ—%

V2+1 1 :
8) aKO Cy a |1 OIITPU yIVIOBU M tga = ——, ¢ = —, Tala Je
) y a u f omrpu y g = o Wi j
™
a—ﬁzz;
z)emojetga:g, tgﬂ:—g——;—%n—g<a§g, —%<ﬂ<g,0Hﬂaje
™

a~}-/('}:?74£ I/IJII/ICY—F,B:—T.

A 321. lokasaTu uUIeHTUTETE:
s1n( +a) — CcoS (g—i-a)
o = =3tga
. . sm(6+a)+cos<§+a)
) sm(oz+ﬁ)——coscysm,6_t ) sin a cos B — sin(« + f)
)

= — —ctea
cos(a — ) — sinasin cos(a — ff) — cos acos 3 CBCy
0) sin 5o cos 3 — cos basin 3a = sin 2« ; ) sin(a+ ) sin(a — B) = sin® a —sin®

a) sin (% + a) +cos (% + a) =cosa 5)/

e) tg atg B+(tg a+tg B) ctg(a+B) = 1 ; aic) sin 25° cos 35°+cos 257 sin 357 = %_3
3) cos(a+ B) cos B + sin(a + f) sin f = cos @ ; u) % = cosacosf ;

7) sin?(a + f) = sin? o + sin? § + 2sin o sin B cos(a + B) ;
%) cos(a + f) cos(e — ) = cos? o — sin® 4 ;
a) (sina + sin B)? + (cos a + cos B)? = 2 + 2cos(a — f) ;

cos(a — B)  ctgf+itga
cos(a + B)  ctgB—tga ’

sin(fa+ )  tga+tghB | cosa+sina T )
¥ cos(a —f)  l+tgatgh’ %) ot (4+a> ’

0) tg(a + B) —tga —tg B = tgatg Stg(a+ f) ;

=tgla+p8); M)

cos(aw — ff) — 2sinasin
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5 tg(45° + a®) — tg(45° — a°)
tg(45° + a°) + tg(45° — a°)

p) tg3a — tg2a — tga = tg3atg 2atg a.

= 2sina’cosa’ ;
9y

A 322. Jloka3zatu ma m3pa3
A =sin?(a + ) — 2sin e cos Asin(a + ) + cos® § He 3aBUCH o f.

A 323. Jloxasatu ma (2+3tg? §) tg(a—pB) = tg B8, ako je 2tga—3tg B = 0.

A 324. Ilokasat; nma je a+f+vy= %,
2

; 1
akKo Je tga = tgf= 5 tgy = 3 W aKo Cy «, [, 7y OUITPHU yTJIOBU.

E)
A 325. Heka cy o ¥  OIITPU YIJIOBU U sina = %, sinf = % U3zpa-
gyHaT® tg(a — ).

A 326. UspauynaTu sin(a+ f)—sin(a—f) ako je sina = 0,5, sinf = 0.4
n0<a<z2r—, 0<B<%.

A 327. Uszpauyraru tgo ako je tg (a+ Z—) =92.

A 328. Axo cy «, B, v OIITPHU YTIIOBU U COS 0@ = %, cos B = 1, cosy = %,

4
Bahu sin(a — B+ 7).

A 329. Jloka3aTtu na u3pa3 Y = cos? z+cos?(z—a)—2 cos T cos a cos(z—a)
He 3aBUCH O] .

. 1
A 330. Axo je a+ 8= %, tg B = 5 M3patyHaTH tg .
A 331. Iloka3aTu UIeHTHUTETE:

) tga —tgf  sin(a—p)
tga+tgB sin(a+pB) ’

6) sinmz = 2sin(m — 1)z cosz — sin(m — 2)z ;

8) cos mz = 2 cos(m — 1)z cos +z — cos(m — 2)z.
A 332. YrunoBu «, 8, v Tpoyria 3aI0B0J/haBajy yCJIOB « — 3 = 3.

a) llokazatu na je a —y = % 6) Ako je siny = = Hahu sin o u sin .

a?+b2-2

5 , aKo je

333. Ioxa3zaru nma je cos(a — ) =
sina+sinf =a 1 cosa+ cos f = b.

tga=p) , sin’y
2

334. Jloka3zaTu Ia M3 -
tga sin® o

=1u cosf # 0 cremm

tg2y = tg atg B.
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335. llokazaTtu na je a+f+vy=m,
aKo cy «, (3, 4 OWITPHU YTJIOBU U ctg actg B+ ctgBctgy +ctgyctga = 1.

336. Axo cy a, (8, vy yIJIOBH TPOYTJIa ¥ BaxKu sin” o +sin? § = sin’ 7,
OHZa je TO mpaBOyIJu Tpoyrao. IlokazarTw.

sin 20° cos 10° 4 cos 160 cos 100°
sin 21° cos 9° 4 cos 1599 cos 99°

337. Illoka3aTw ma je

pcos®a —cos3a  psin® @ +sin 3a
He 3aBUCHU

338. llokasatm na f = .
COos «x sin «

oI « 3a sinacosa # 0.
339. Uspauyrartu asin’(a + B) + bsin(a + B) cos(a + B) + ccos?(a + )

aKo ce 3Ha Ma Cy tgo u tgf peumema jemHauwuie ax’+ bz +c =0 (a #

0, b —4ac#0, a # c).

m

340. Joxrazatn: 0< a < 5

a
:>ctg—2‘>1+ctga.

341. Iloxa3aTm:
sina cos(a+ B) =sin B A cos(a+ 8) #0Acosa # 0 = tg(a + B) = 2tga.

342. Jloka3aTu:

atga+btgﬁ:(a+b)tga+ﬂ

2
343. Axo je n> 2, n € N, noKa3aTyu MIOECHTUTET:

/\sina;ﬂ #0=acosf=bcosa.

t

tgatg2a + tg2atg 3o+ ... +tg(n — atgna = fgna —n.

o

344. Iloxasatu Ia je 3a CBaKy IpuUponaH 6poj n:
sin 1 sin 1 sin 1 o

cosOcosl ' coslcos2 ' cos(n—1)cosn &1
. ¢ 3453 Iloka3aTu: ako Cy «, (3, vy YIVIOBU jeIHOT TpOyria, Tala je
ctg % ;}—‘ctg g + ctg % = ctg % ctg g ctg %
*  (346. Hexa je n mpuponaH 6poj u «, 3, ¥ YyrIOBH jeIHOT TPOYTJa.

o
N 2
* (347, OnmpemuTu TaHreHce GpojeBa z, y, 2
ako je tgr:tgy:tgz=a:b:cuz+y+z=m,
rme cy a, b, ¢ MO3UTUBHU PeaJHU OpOjeBU.

* @8} W3pauynatu 36up

cosT  cos2r cos N

123%&.

IlokazaTtu ma je ctg” — + ctg” g + ctg” 5

< 0).
cosx cos?z cos™ (Go5 0]

* (?il%)) Ilata je dpymrmuja f(z) = Acosz+Bsinz (A u B cy KOHCTaHTe).
Axo TocToje peasHu O6pojeBU T; U T TAKBU [a Pa3/IUKa T, — Tz HUJjE
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nesobpojHM yMHOMaK Opoja m u na je f(zi) = f(zz) = 0, DokasaTu na
3a CBaku peallaH 6poj z Bawu f(x) = 0.

<~
* (150. Axo je n mpuponman 6poj, a peanan 6poj 2"z Huje NeI06pPOjHU
yMHO¥KaK Opoja w, moxasaTu ma je

= ¢t B g
sin2:c+sin4x+ +si1’12"m ctgz — ctg 2"z

N @‘5} Axo HE jemam on yriioBa «, 3 § KOF CHOT' YeTBOPOYTJIa
je, oy e, 3, 7, 6 KOHBEKCHO poy

ABC'D nuje mpaB, MOKa3aTHW [a BaXW jeIHAKOCT
tga+tgf+tgy +tgd

tgatgftgytgd

e @5}\ Koja anreGapcka penamuja moctoju mameby «, [, v ako je
TauHa jJeMHAKOCT tga + tgf +igy =tgatg Btgy?

= ctg o+ ctg f + ctgy + ctgé.

353. Ako je a >0, f>0ua+ < I, JOKa3aT! Ja je
tg(a+ f) > tga +tgf.

5.8 TPUTOHOMETPUJCKE ¢YHKIMJE YIBOCTPYYEHOT YIJVIA

sin2a = 2sinacosa,  cos 2o = cos? o — sin @,
2tg o

tg2a = I——fr(;a (cosa # 0, tga # £1),
tg? o —

ctg 20 = E%al (sina # 0, ctga #0).

A 354, Ako jesina =0.8mu % < a < 7, U3pavdyHaTH cos 2a,sin 2a, tg2a.

A 355. M3Bectu ¢popmyny 3a sinda y GYHKIUJU OX sina.

A 356, Ussectu ciaenehe dpopmyne 3a sin2a u cos2a y GYyHKIUJUA OX

¢ 1—tg? ,
tga: sin2a = —-z—g—%——, cos 2 = ———Ez—a, akKo je cosa # 0.
1+tg°a 1+tg°a
A 357. [ato je sina = %, 0<ax< g W3pauyratu cos2a U sin 2a.

A 358. M3pauyHatu cos2a, sin2a, tg2a, ako je:

m : m
a)cosa:g, —2—<a<27r; 5)sma:g, 0<a<§;

8) cosa:--l%, sina>0; 2)sina=0,6, g<a<7r.
A  359. Axo je tga = —2, u3pauyHaTu tg2a.

A 360. Axko je ctga =2, mzpauyHaTH tgdo.
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. 2
A 381. Axo je cosa = (T\f—f, a>0,b>0, —g < a < 0, u3pauyHaTH

cos 2c W sin 2c.

A 362, Onpemntu cos2a U sin 2

F13 m—n m
aKo je sina = ,m>0, n>0 m>n -<a<m.
m-+n 2
A 363. Uspauynaru cos(2« — ), ako je:
2
a)sina:?, cosﬂ:zg,50<a<g, 0<ﬁ<£;
. T T
6) sina = 0.8, cosﬂ._—-l—?;, 5 <a<m, §<ﬂ<7r.
A 364. CxpaTuTé pa3yioMKe:
L@
sin 10° 1 — cos 10° WS 1 —sin?
G) e ) T 5 3) S 2 ) 2) SR
sin 20 2sin 10 sin o sin 2¢
1 —cos?a cos 2a cos 20°
=g ;e

sin 2« cosq —sine cos 10° + sin 10°°

A 365. W3pauymaru:
a) cos3a Kao QYHKIM]Y OX cosa ; 6) tg3a Kao PYHKIHjy OX tga.

A 366. JlokaszaTu MOeHTUTETE:

cosda  cosba
a)

ey 2(cos2a — cos4a) ;

sin3a\® cos 30\ ®
5)( ) +< ) = 8 cos 2a cos 4a -+ 20 cos 2.

sin & cos &
A 867. Uspasutu S = tga + tg(a + g) + tg (a + -2—371> noMohy tg3a.

A  368. Iloxkazatu ma je sin2a < 2sina, ako je 0 < a < .

A~ 369. Yupoctutu m3pase:

/) 1+ sin 2« o §
(Q}xm : {é))l—Ssm acos®a ;

cos a tg o tg(a + )

9 2 . Qa0 ¢ o e B s <
6} COS” @@ — COS 4 z)sin(£+%>’ )1+tga 1-tga )
) 1—2sin® a+cos2a ; €) cosda+2sin®2a ; o) (cos® a+2sin a cos & —sin? @)?.

A 370. loxka3aTu MOEHTHUTETE:

a) 14 cos20 =2cos’a ; 6)1—cos2a=2sin’a ;

8) 1+ sin2a = 2 cos? (% - a) ;i 2) 1—sin2a = 2sin’ (% —a) :

0) sin4a = 4sinacosa(l — 2sin*a) ; ) cosda =8cos*a —8cos?a+1 ;
) sin a + sin 2«

=t ) 2sin? 2a0a=1 :
1 4 cos a + cos 2« ga;  oic) 2sin’ a + cos 2a :
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sin 2« — sin & . 2 —sin4atg2a .
9 1 — cosa + cos 2a = g% 50 ) sin 4o = ctg2a ;
7) cosa +sin*a =1-0,5sin? 2« ; x) cos4da +4cos2a + 3 = 8costa ;

) (1 —sin? 2a)[(1 + tg® @)? + 4tg2 o] Y 1+sin20 sina+cosa
(1 +sin? 2a)[(1 +tg? @)? — 4tg2a] '

= x :
cos 2a cos o — sin &

i) sina —cosa+1 sina+1 tg2a+ctg?a —6

sina+cosa—1 cosa Y tg2a+ctg2a+QZCOS4a ;
1) cos a cos 2a cos 4a cos 8a = _51_n‘16_a.
16sin o
. g .1 1 1 1
A 371. Ompemuru sin® 2a, ako je —5— + o} =7

sina  cos?a T tg?a  ctglo
A 372, IITa je Behe: tg2a mam 2tga, ako je 0 < a < %?

A 373. Hahu MuauMyM ¢yHKIUje

fle) = 1 1 1, 1
" sin’xz ' cos?z  tglz  ctglz  seclz  coseclz

A 374. IlokasaTu:

) sin « + sin 3«
1+ cos 2«

5) cos o — ¢os Ja

=2sina, (cosa#0) ;

T con 9m =2cosa, (sina#0);

cos o + cos Ja

————— =2cosa, (cos2a #0) ;
2 2

cos?a — sin” a

) w =2sine, (cos2a # 0.
2sin“a —1

A 375. Hexka ka je S =+/1 —sin2a — /1 +sin2«a. Jloxasaru:

T 3r
LA
e)%gag—%ﬁS:?cosa; z)—Z—SaS%#S:—?sina.

= S=-2cosa ; 6)%3a§%:}5:2sina;

A 376. Ogpenutu peasine 6pojeBe a U b Tako mHa:

%r <a< ’%r Baxu: av/1—sin2a+ bv/1+sin2a =cosa ;

6) 3a %TW <a< -5717[ Baxku: av/1+sin2a + bv/1 —sin2a = sin a.

a) 3a

A  377. IokaszaTy UIOeHTUTETE:
2 tg? tg? 1. 1
);—OHT_:lsin22a; )M+_Sln2atg2a:
ctga—tga 4 ctga—tgfa 2

8) tga=ctga —2ctg2a ; 2)tgr+2tg2z+4tgdz + 8ctg8zr = ctgz ;

cos2a '
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tg o

sin 2av 1-2cos2a 3tg?a—1

9) (1+ tga)? & 2(1 + sin 2) 3 B 14+2cos2a 3—tga
. sin?g tgp ' ;
A 378. AKo je —5— = —— M aKo Cy [ 4 y OWITPH YIJIOBH, Tala je
sin“y  tgy
B4+v= T amm B =+. Ioxa3zaru.

a) cos 20° cos 40° cos 80° = % :

A

A

a)cosa=0,8 0<a<

8) sina =

2

379. Hahu cos2a, ako je tg?a—atga+1=0, a?-4>0un0<a<

m

4

380. Axo je cos(a+8) =0, Tanma je sin(a + 28) =sina. JlokazaTu.

381. M3pauynaTu sin 18°.
/

V' 882, IlorkazaTm ma je cos —77£ cos 2_77r_ cos 4771' = —%.
.om™ b, 7w, llw
383. M3pauynatu sin o7 S0 57 sin o sin —o-.
V3
384. U3pauynaTu T T T
385. Jloka3aTu na je:
1

6) sin 10° sin 50° sin 70° = 3

5.9 TPUTOHOMETPWUJCKE $YHKIWJE
IIOJIOBHIHE YTJIA

o

2

sin —

1—cosa o 14 cosa
"iV Ton@d, o cosi_i\/ L 3 Bt
o 1—cosa
B S It wan,, T

ctg%::ﬁ:

?—_cgs_g (cosa # 1).

COos &

386. M3pauyHaTu TPUTOHOMETPHjCKe OYHKIW]E YIia OX —.

387. M3pauyHatu cosa U sina aKo je: a) a = -17—;—,6) a=

389. Hahmu cos%, sin Ey—,

. Im 3 117
388. M3pauynaTu: sin 130 5 1g tg T
tg > ako je:
™ 2 g2 J : (]
54 6) sina = 0,6, g <a<m;
2 2 3
—-?£<a<—7r; z)smoz:—£ 7r<a<—7r;

5'7

2 it 2

T
8

™

24"
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3T 3 3
())cosa.-:gi, —m<a< - b)tga:S;, T<a< o
e)cosoz—-—E 7r’a<3—7r' atc)cosa—lﬂ Tca<0;
T NABh Y N Br | % 169’ -2 ;
WA | .
3)sma_625, 450° < o < 540°.
A 390. Yupoctutu m3apase: 4
1 4
a) _i_c%)i_cv_; 5)2sin2%+cosa; 8) v/1+ cos8a ;
sin e +1 '
2 « l+cosa, ,a 9
2) = ] )1——-——— g’ 5 —cos’a;
sin(—2—+a)+1 —rcosyy
1—sina G (T«
h) 1+sina“tg (2“5)
A 391. loka3saTy MICHTUTETE:
o o
a) 1 +sina’® = 2 cos? (45"-—%) ;  6)1—sina® = 2sin’ (45"——%—) ;
2sin « — sin 2« o «
=t 2 i 2(1 & il =4 47
)—‘“—2sina+sin2a g5 2) 2(1 + cosa) —sin® & = 4 cos 5
7 2
) th-I-l _l+sina | B) 1-|—sina~-cosoz__t o
tgg—l ~ 1-sina ’ Tfsinatcose 22
4 4 37 4 O 4 (7
A 392. MspauyraTu cos §+cos §+cos —8—+cos e
A 393. Axo je cosa = — B ot pgen k ENT LY g
. Axo je co @ gy = PR ,
Tama je tg2%+tg25+tg2%—=1. Ioka3zaru.
A 394. lorka3zaTu MOeHTHUTETE:
. T . ™ sin 2«
a)s1n2(§+a)—s1n2(§—a):—\/_é——;
6) cos® a + cos? EI+oz + cos? 2N =§;
3 3 2
2cos’a+3sina 5 —cos2a ) sin 2o cosa @
3cos2a —2sin’a 1+ b5cos2a ’ 1+cos2a 1+cosa 27

A 395. Heka je tg2a=anu % <2a < 7. Hahu sina u cos a.

A 396. loka3atu HejemHakocT: 3sin?a < 2sin2a — 1.
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’ 63 7r 7 T
A 397. AKO_]ECOS?CY—--63,O<Q<—2—, cos,@——-l—?)—éno<,6< 5

: 3w
IOKa3aTy Ha je a+ [ = T

398. Axo je cos?f=1+4cos2x u cosa # 0, Tana je tg? e = 1+2tg2 8.
Iloxa3aTu.

399. M3pas +V4costa—6cos2a+3+ V4sin®a +6cos2a +3 He 3a-
BUCH O o. JJOKa3aTu.

400. IlokasaTu Ha je 3a CBaKM OpupomaH 6poj n 6p0j cos 2::_1

WpanAOHANAH.
401. loxasaTu Ha je 3a cBakd peataH Opoj z Gap jemaH orn

bpojesa |sinz | u |sin(z + 1) | Behu ox 3

5.10 TPAHC®OPMUCAILE 3BVIPA Y1 PA3JIVKE
TPUIOHOMETPMICKHX ®YHKIMJA ¥ ITPOV3BOII

=
Q
|
k)
Q
4
=

o+

. 1 . , 3 . a—p0
sin & + sin ff = 2sin cos sina — sin § = 2sin -2—cos

()

(¢4

“+ro
=
e
=
Ry
Q
|
R

.«
cosa — cos 3 = —2sin -

cosa + cos J = 2 cos cos

no
[ oS

A 402, llpeacTaBuTy JaTH M3Pa3 Kao IPOU3BOJ MM Ka0 KOJIUYIHUK
OpOM3BOJa TPUTOHOMETPHjCKUX QYHKIOMja:

sino +sinf sina —sinf sina+sinf

cosa +cos 3’ )cosa—cosﬂ . cosa—cos B '

sin @ — sin sm a+sinfg cos @ + cos ,8
g Se—sb 58 p) oot
cos & + cos ﬁ sina — sin ,3 Cos @ — CO8 ,H

A 403. TpamchopmucaTy y mpom3Bol u3pas3 1+ 2sina.

A 404. IlpencraBuTH naTe M3pa3e Kao IPOU3BOLE:
a) sin2a +cos2a ;  6) cos40° —sin45° ;  8) sin41° — cos62° ;

z)sinl—cosl 0) V3—2sina; B)1+2cosa; e)l—2sina;

10 —e1g )
ac) 1+v2cosa ; 3)1—+2sina; u) V3+2cos6a; J)V2sin2a—1;
k) V3cosa+sina ; u) V3sina —cosa ; ») sin? 24° — sin? 6° ;
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M)3—4sin2a; n) 3cos?a —sin?a ; ®) 3cosa ++/3sina ;
0)1—sina+cosa; n)l—sina—cosa ;
p) 1+ cosa+cosB+cos(a+ ) ; c¢)cos®a+ cos?2a + cos? 3a — 1.

A 405. IIpencraBuTH Kao TPOM3BOL:
a) cosa +sin 20 — cos3a ;  6) 2sin? @ ++/3sin2x ; 8) sina —/3cosa.

A 406. IIpencraBuTu naTe M3pa3e Kao MPOU3BOLE WM KaO KOJU-
YHUKE [IPOM3BOIA TPUIOHOMETPU]CKUX QyHKIUja:

1+sine sin @ — cos & sina + tg o cosa + 1 cos
a) =224 a) ot B, 5 SRk

l1—sine ’ sina+cosa ' cosa—ctga ’ cosa—1 cosa+1"’

tga—1 tga + ctga tg? o — ctg? B
) ), ) €) = T b
ctga+1 ctga —tga ctg® o —tg* g

1 ;
—sin o + cos o

o) tg? o —tg?2 B ; 3) sin & Cc2)s-|(-lsin2a i u) tga + ctga.

A 407. M3pa3 sin8a — sin 6o — cos 8asin 20 MpeAcTaBM Kao IPOU3BOLL.

A 408. HoxraszaTu: cosa + cos 3o + cosba + cos Ta = 4 cos @ cos 2a cos 4a.

A 409. Jloka3zaTu MIOEHTUTETE:
sina—sinf a+pf . sin « + sin 3«
%) coscv—cosﬂ__Ctg 2 )
) tga+tgB  sin(a+ f)
tga—tgB  sin(a — )
0) (sin @ + sin B)? + (cos @ + cos 3)? = 4 cos? = ; b ¥
sin & — 2sin 2« + sin 3«
h)

cos o + cos 3o tg2a ;

; 2) 2(1 — cos @) — sin?

wiig, O
a=4s1n45;

=tg2a ;
cos a — 2 cos 2a + cos 3o AN
e) sin & + sin 2« + sin 3 + cos & + cos 2a + cos 3a =

- e (£ §)ex (5-5) e (- 3)

sin 8a
oc) cosa + cos 3a + cos ba + cos Ta = ———— ;
2sino
3) sin® a(1 + ctg @) + cos® a(1 + tg o) = v/2 cos (% - a) :

g

) (cos a — cos #)? + (sin @ — sin §)? = 4 sin? ~ ; :

Zrpdat L 76) sin o + sin 3« + sin ba + sin Tar — tide
=& ’ cos a + cos 3o + cos b + cosTar g2a

.y Sinea + sin 3 + sin 5o
) cos a + cos 3o + cos ba
A 410. JoxazaTy MIEHTUTETE:

a) 4cos® o = cos3a+ 3cosa ; 6) 8cos? o = cosda +4cos2a +3 ;
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T ] T
cos & + cos (y— 5) sin z + sin (5 —y)

e) T - /T AN
cos y + cos (5 —I—w) sin (§+ :c) —siny

o sinz + cos(2y — ) _ 1+4sin2y ) cos?2a —4cos’a+3

cosz —sin(2y —z)  cos2y cos?2a +4cos?a—1 T
* ) cos® o + sin® & + cos* @ — sin* & = 4/2 cos (% - a) sin? (% - %) cos? g— :

sin o + cos(26 — @) <7r )

= ¢t —_—— £
2 cosa — sin(28 — a) “8\7 f) s
2(sin 2a + 2 cos? o — 1)
anc) : - = cosec « ;
cos a — sin & — cos 3 + sin Jo
: ) 2w ! 4 sin o — sin 3& + sin ba
—— e = ke = t 3
%) sip e ein (a * 3 ) e (a+ 3 ) Qi3 ) cos & — cos Jo 4 cos da B ofk
1 1 2/2 cos (1 — oz)
j)3—4cos2a+cos4a:85in4a; K) — + = s :
sina  cosa sin 2«
./L) l+sina—cosa= 2\/§singcos (1 — ﬁ)_
2 4., . 2
sin? 4z ! .
A 411. Iloxa3aTwm WOEeHTUTET: = 2sin z sin 2z.
2 cos z + cos 3z + cos bz
A 412. JloKa3aTy MIOEHTUTET: sinz + 2sin 3z + sin 5z = 4 sin 3z cos? z.
in 2t — sin 3t in 4t

A 413. loka3aTu UIEHTUTET: i eeLde ol tg 3t.

cos 2t — cos 3t + cos4dt

A  414. Yriosu Tpoyria, a, (, v, 3aI0BOJbaBajy yCIOB o+ 7 = 20.
Wspauynatu «, B, v ako je:
3+v3

t]
+1

a) 30Up BUXOBUX CHHYCa jeIHAK

élw

6) 36Up HBUXOBUX KOCHHYCa jeIHaK 5
A 415. Axo 3a yriose «, (3, ¥ HEKOI TPOYIJa BaKu
£ sin 8 + siny : cos(a — f3)
= —_— = . t =
a) sino B Ty 6) cosa+cosf =siny ; 8) tga T o B

Taza je To mpaBoyrau Tpoyrao. JlokasaTwm.

416. Jloka3aTW: ako Cy «, 8 ¥ 7y YIUIOBM jeTHOT TPOyIia, Tala
Baxke cienehe jemHAKOCTHU:

a) cosa—}-cosﬂ—}-cos'y:1+4sin%sin§sin% 3

6) sin 2« + sin 20 + sin 2y = 4sinasin fsiny ;
8) sin? @ + sin? B +sin? y = 2(1 + cos a cos B cos 7).



74 INETA T'JIABA

417. Hexra cy «, B u v yraosu Tpoyria. JlokasaTu na je
cos? & + cos? B+ cos? ¥ = 1 — 2 cos o cos f cos v.

418. JlokasaTy Ia 3a YIoBe TPoOyria Baske cienehe penamnmje:
a) 14 cos2a + cos 20 + cos 2y = 4 cos o cos fcosy ;
6) ctgactg B+ ctgBetgy +ctgyctga=1;
o) sinff+siny —sina ; B,y

—tgtg L -
sin B + siny + sin o 6%y

2) cos? a + cos? B — cos?y = 1 — 2sinasin fcosy ;

a B et
) tg—tg§-+tg§tg%+tg%tg—:1 :
B

) sxna+s1nﬁ+am‘y...4cos%cos§cos2 ;
37

e) sin3a + sin 38 + sin 3y = —4 cos 370cos %é cos — ;
oc) cos3a + cos 38 + cos 3y = 1—4s1n37s1n%gsm 327

419. Iloxa3atu na je tg9° — tg27° — tg63° + tg81° = 4.

420. Illoxa3saTu:

1
a) 4(cos® 20° + cos® 40°) = 3v/3cos 10° ; 6) cos%r-cos2—;- =7 5
e)cosz-i—cos?l—l' 2)sin3—7r-sin—7t-—-l'())sin3 il e
5 o = -1 10 10 4.} 10 10 2°

421. Noxaszarn: ;
a) sin495° —sin 795°+sin 1095° = 0 ;  6) cos 24° +cos 48° — cos 84° —cos 12° = 3
o __ 20°
2 cos 40° — cos 20 ~ 3.

. o a o __ o 10 s o — o .
6) sin47° + sin 61° — sin 1 sin 25° = cos 7 2) sin 20°

(‘rZ JAKo cy «, B, v yrIOBU TPOYIa U aKo je
s1na+s1n,6+sm'y \/—(cosa+cosﬂ+cosy),

s
Tazga je bap jemaH oxm yriioBa «, B, vy jemHak 3 IlokazaTu.

@ Axo cy a, B, ¥ YTJIOBU TPOYTJa | sinda + sin 38 + sin 3y = 0,
Tazna je Gap jemaH OX THUX yIJIOBa jedHAK % IoxkazaTu.

@ Axo cy a, B, v yriaoBu Tpoyria u cos3a + cos 38 4 cos3y = 1,
IOKa3aTH [a je jemaH oI YTJoBa «, (3, v jemHak %

* @?ﬁ 3a yrumoBe «, f, y Tpoyrya Bawxu sin’a + sin? 8 + sin?y = 2.
Hoka3aTu ma je Taj TpOyrao mpaBOYIJIH.

* (425’ Axo cy @, 8, v yrioBK TpOyIJa M aKo je
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sin? o + cos? B +sin’y

cos? o + cos? B+ cos2y
IOKa3aTy Ia je Taj Tpoyrao IpaBOYIIIHU.

i \(izjz Axko je a4+ f+v =7 U aKo je n HemapaH OpuponaH O6poj,

I . : n= N eaul n
ZIOKa3aTH 2 je sinna +sinnf +sinny = 4- (=1)"F cos - cos Tﬁ cos —21

428. IlokaszaTu: ;
sina+sinf=aAcosa+cosB=bAa?+b>#0=
o5 confo ) = L oo ) = L

cos == Asin(e = ELn

429. Jloxa3aTu:

sin(f —a) a cos(f—a) c
bd#EQAad+be 0N e D =t (=) 3
= cos(a — fB) = M
. " ad+be’
> @39, Kaxsa anrebapcka penanuja nocroju usmeby «, B, v, ako je
ol cos 3 = cha cosa
g sinacosy 8 sin Bcosy

* (431, Ilokasaru ma je

a) tga® + tg(a’ + 60°) + tg(a® + 120°) = 3tg3a®, axko je

cosa® # 0, cos2a®# 0, cos3a®# 0, cos(a®+60°) #0, cos(a’®+ 120°) # 0.

6) tg1° + tgh° +tg9° + ...+ tg 177° = 45.

* @\@; AKo ¢y «, B, v yIJI0BH jeOHOT TPOYTJIa W HUjeNaH O HBUX
HHUje TYI, NOKa3aTHU M4 je sinca + sin f +siny > cos a + cos B + cos y.

* 433 Axo cy «, B, v yrJIOBH jeIHOT TPOYyTia, HOKa3aTW HejelHa-

KOCT: cosa + cos 3+ cosy < 3"

- )
({1341 Heka cy o, 8, v yraosu tpoyria. /loka3zaTu HejeqHaKOCT:

\/tg%tg§+5+ tggtg%%h/tg%tg%%s%ﬁ.

T,
* (\435. AKo ¢y o, B, v yIVIOBM TpOyTia, HOKa3aTH I3 je
Vsin & » \/sin B8 B

\/SInf ++/siny — Vsina  V/sina + 4/siny — /sin B
+ sin 7y >3

Vsina ++/smf —+/siny i
* @E@) Ompemutn HajMamy ¥ HajBehy BpemHocT QyHKIMje
f(z,y) = cosz + cosy — cos(z + y).
* @\“ Axko je n mpupomaH 6poj U x HUje NeJOOPOJHM YMHOMXKAK
Opoja w, oHIA je
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1 1 1
cos z + cos 3 + cosx + cos b ot cosz + cos(2n + 1)z
_tg(n+ 1z —tgz
- 2sinz '

* @8) lloxa3aTu na He IOCTOjU TPOYrao 3a UMje yriaoBe OU BasKMUIa
penanmja tga +tg B+ tgy = ctga + ctg B + ctgy.

® @,:‘ Hexa je sinz; +sinzy +sinzs = 0 ¥ cosz; + cos zg + coszz = 1.

Iloxa3aTu na 3a HEKU z; € {z, T3, T3} Baku: sinz; =0 U cosz; = 1.

* @) Konuko pemema nMa cucreM jeqHavdrHA
COS T = Ty
COS Ty = I3
COS.Ep—1 = Ty
cosT, =x1?
*

@1) lloxazaTy ma 3a CBaKy IpUPOAaH 6Poj n Baky HejeJHAKOCT
|sinl |+ |sin2|+..4+ |sin(8n — 1) | + | sin3n |> ?n

5.11 TPAHC®OPMUCAKE IIPOM3BOJIA TPUTOHOMETPUICKMX
$YHKIIUIA ¥ 3BUP (UJIM PA3JIAKY)

sinacos 8 = %[Sin(a + B) + sin(a — B)],
cosacos B = %[cos(a + B) + cos(a — )],

sinasinf = %[cos(a — B) — cos(a + B)].

442. Tparchopmucatu y 30up u3pa3s cos4da cosba.
443. Tparchopmucatu y 36up m3pa3 sinSa cos 3o cos bar.

444. TparcdoopmucaTu uspas sin® acos?a y 36up.

> > D> D

445. IlpencraButu cienehe m3pase y o6amuKy 36upa TpPUTOHOMeE-
TPUJCKUX QYHKION]a: -

a) sinasinfcosy ; 6) cosacosfcosy ; @) cosacos(a+1) ;

2) 2sin15°cos 10° ;  0) 4sin25°cos 15%sin5° ;  F) 8 cos 1° cos 2° cos 4° cos 8° ;
e) sinbasinda ;  oc) sin(a — f)sin(a+ ) ;  3) cos(a+ B) cos(2a + B) ;

u) cos%cos%cosa;ﬂ s

7) 4cos%cosasin7a i &) 2cosdcosd ;
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. (T s
a) 2sin (—g—a) sin <Z+a).
A 446. llpencrasutu cienehe mspase y ob6auKy 30Upa TPUTOHOME-
TPUjCKUX QYHKIUja:
a)sin?a ; 6)cos’a; e)sin’a; 2)cosPa; 0)costa;

h) sin*a ; e)costa; ac)sin®a; 3)sinfacos’a; u)sin*acos?a.

A 447, [/]3paquaTn
77r T 117 T o5 117
6)2 : b . ;
) cos 12 s 8) sin 17 sin — 5 2) cos 15 8 g

SR
d) 4sin (1+ g> cos (1+ E’:) —2cos2; B) cos?3+ cos?1— cosdcos2.

A 448&.( ﬂorcasa’rn UIEeHTHUTETE:
a) 4sina’sin(60° — a°) sin(60° + a°) = sin 3o’ ;

6) sin(60° — a°)sin(60° + a°) = 1(1 + 2cos2a°) ;

a) SlIl 571'

1
Ce} 2cos%cos3?a =2cos?a+cosa—1; 2)sin?acosa= Z(cosa—cos3a) :
0) sin® acosa = §(2sin2a —sinda) ;
1
B) sinZcos® o = —(2 cos a — cos 3o — cos ba) ;

1

[f) sin® a cos® o = —(3 sin 20 — sin 6¢) ;

olc) 4sin asin 2asm 3a = sin2a + sin 4o — sin 6o

3) 4sin asin f cos(a + B) = cos 2a + cos 20 — cos2(a + fB) — 1 ;

LT . (T o 1 i
u) s.ln (Z+a) sin (Z - a) cos2c% =gt Zcos4a ;
p S2ed B) g gy = HEH,
sina sin o

A 4497 Tlokasatn na u3pa3 A = cos? f+cos?(a+F)—2 cos a cos B cos(a+f)
He 3aBUCH OI [.

A 450 Hexa je cos (m +%) cos (:l: - %) =m. Hahu cosz.

A 451, UspauyHaTH cos2c ako je sin3asina =k (k€ R).

¥ 4 1 3 - ST
452. Iloka3aTu na je ST T 2sin70° =

453. Iloka3atu: akKo cy «, b, 7, 6 YyriIOBU HEKOI' YeTBOPOYTIJIa,

TaJa BayX{ jeTHAKOCT:
: a+p . a+'ysina+5

2 Ty 2

sina + sin § + siny + sin § = 4sin

454. Jloka3aTwu:
cosa # 0 A cos g

0+a 00—« 2é
2
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A% ; 5
* @554 IToka3aTu HejeTHAKOCT tga—;— gp > tg = ; ﬂ, IoJ yCJIOBOM 13
. ™ T
Jel<ax< —2-,1x10<ﬂ< 5"

@iﬁz IlokazaTu ma je sin1° mpanwmoHasian 6poj.

@ Hokrazaru ma 3a z € R, sing— #0, u n €N BaxM:

n+1l . n
cos Tsin —x
a) cos + cos 2z + ...+ cosnz = 2 = 2 ;
sin —
2
. n .n
sin TSsin —x
6) sinz +sin2z + ... + sinnz = 2 = 2
sini

T :
@5@3 IloxazaTm ma 3a cos; # 0 BaK! jeTHAKOCT
1
sin (r+ 1z +q) sin e+ )

sinz —sin 2z +sin3z — ...+ (—=1)""1sinnz = — 2 7 2
cos —
2
* (45@ Iloxa3aTy MIOeHTHUTET sin o + sin 3o +sinba + ... + sin(2n — 1)a =
sin271/a

= , I'Ie je n mpupogaH 6poj u sina # 0.
sma

* @ Jloka3aTy Oa 3a CBaKU MPUPOMAH OpPOj n BaxKu
. 2 . 4w . 67 . 2nw
sm——l—sm——}-sm——{—...—l—sm—n— ===

@fil/ Axo je n npnpoaaﬁ 6poj Behm onx 1, moxazaTu ma je

nmw
cos—+cos——+cos—+ .+ cos— = 0.
n n n n

* (462) Hoxa3atu na 3a ¢ # kw, k € Z, u n € N BaxXy HejeJHAKOCT
| cosz — cos 2z + cos 3z — ... + (—=1)" "L cos nz |< =
cos 5 |

(@?’j Hoxazatu na je
sine +sin 3o + ... + sin(2n — 1)o

sin o

>0 3a cBako a £ kw, k €Z, n € N.

* @ Iloka3aTu ma 3a CBaKM MPUPONAH OpOj n BayKW HejeITHAKOCT
cos(n+ 1)z . s
cos(n+ L)z < cos?tl g, ako je 0 < (n+ 1)z < ~.

cos nT 2

* 463\) JlokasaTu ma je

= 1
Wiglo - tg2° - . tgdd° < tg22°30" < E(tg 194 tg2° + ... + tg 44°).
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ey
* (466.7 JlokazaTu ma 3a NpOM3BOJbHE pealiHe OpojeBe z, y, z BaKU
jeTHaKOoCT

1 —cos?z — cos?y — cos? 2z 4 2cosz cosy cos z =
o R B = 2. B b L =0y
=4sin sin sin sin .
2 2 2 2
* 6/7 Axo je cos?a +cos? B + cos’y = 1, u aKo Cy yIJIOBH «, (3, ¥

OIITPH, MNOKa3aTU Ja je a+ B+ < .

468. Iloka3saTu:

a) cos2—7r+cosi1-zr-+cos§f. = l .
i 7 sl T
6) cos 55° cos 65° + cos 65° cos 175° + cos 175 cos 55° = —i— :
8) sin20° sin40°sin 80° = \/??: :
2) sin 10° sin 20° sin 40° cos 10° cos 20° cos 40° = g
0) tg20°tg 40°tg80° = /3 ; B tg10° tg50°tg70° = % ;

e) tg55° tg 65° tg 75° = tg85° ;  orc) tg? 10° + tg? 50° + tg2 70° = 9.

5.12. TPUTOHOMETPWUJCKE JEJHAYWHE

Axo je a matm 6poj u | a |[< 1, Tama jeOUHCTBEHO pelleme jenHa-
; . T
YKHEe sinz = a KOje IpUana WHTEPBALY [——5, —2-] Ha3WBaMo ”apKyc cu-

Hyc o” 1 obesekaBaMO ca arcsina, a JeOTUHCTBEHO pellelmhe jelHavunHe

cosz = a Koje ey y umHTepBaty [0, 7] HazuBaMo ”apKyc KOCHUHYC a” U

obesIe’kaBaMoO ca arccosa. 3a MPOM3BOJHAH peasan Opoj ¢, jeTHUECTBe-
T T

HO pelllerhe jeTHAUWHE tgz = a y UHTEPBAILY —3 5 ) HasuBaMmo ” apKyc
TaHTeHC a” u obeseKaBaMoO ca arctga, IOK je IMHCTBEHO PelIehe jelHa-
yuHe ctgz = a y wmHTepBaay (0,7) Ha3wBaMoO ’apKyc KOTaHIeHC a” M
obejieaBaMo ca arcctga.

CKymnoBM pellieiha OCHOBHUX TPUTOHOMETPUjCKUX jeIHAUWHA IIpe-

TVIEHO Cy TPHWKa3aHW TabaumoMm Ha caumu 15.

A 469. Pemnrtu jenmauvse: a) sinz = —;— ; 6)cosz= —g.
A 470. Pemwntn jemnauvue: a)tgz =—/3 ; 6) ctgz =1.
A 471, PemmTy jenqHaAUWHY: cos (2::: + %) = —%.
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A 472. Pemntu jenHayune:

2
a)sin:c:\/T—; 5)cosm:—§; 8) tgz =+/3 ;
2) ctgz:—? i 0) sina::sinlﬂ-—o.
Jemaunmna Pemema
' sinz=a, |a|<1 (=1)* arcsina + kr, k€ Z
| cosz=a, la] <1 +arccosa+ 2km, k€ Z
tgz=a - arcctga + kmr, k € Z
ctgz=a arcctga + km, k € Z
Cu. 15.

A 473. Hamucatu ommry ob6iuk 6pojeBa  KOjU 3aI0BOJbABajy je-

ITHAYWHY

a)sin9:c:%; 5)cos6w:§; e)th:czl; z)cthQ.z':—?;
T \/5 . T T

0) cos (63”“ Z) =79 B) sin (8£+ -6—) =-1; e)tg (3w+z) =0,

A 474, Pemmtu cirenehe jemmaummne:

a)sinzzz::z ; O)sin|z|=1; e)|sinz|=1; e)4sin’z—3=0;
0) 1=4cos’z=0; F)cos (Zw—l) cos(m~z) =0=
. . . & .
e) sin3zsin(l—z)=0; oc) Sin o cos (.’L‘+ Z) =0.
A 475, Ila mu cienehe jenHaumHe MMajy pellema:
a)sinzcoszr=2; 6)cosztgz=—2; @)sinzsind3z=1; 2)cos(cosz) = %?

A  476. Pemmutu mo z jegHaunHe:
a)sinz =sina ; 6)coszx=cosa ; 8)tgrz=tga; 2)ctgzr=rctga.

A 477, Penmtu jenHavune:
a)sinz=cosz ; 6)tg|lz—2|=-1; a)sin’z+2sinz=0;

¢) 2sinzcosz —sing =0 ; 0) cos3z +coshz =0 ;
h) sin (a:- %) + sin (37”+:c> = ~/2 3 e) cos2z — \/2sinz cos2z =0 ;

o) tg3zcosz =0; 3)3tgZz+tgz=0.

A 478. Pemutu jemHauuny sin (2:c - g) =sinq, TIe je aJaTu peajiaH
0poj.
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: A 479,

Pemnu jenmaumme:

a) 2cos’z+cosz—~1=0; 6)cosz+cos2z =0 ;
8)sin®z+cosz+1=0; 2)2sin’z+2sine—+/3sinz =3 .

A 480.

: O
Penmurum jenmaummy: sin 5 cosz = 0.

A 481. Pemmru jempaumny: (1—tgz)(l+sin2z) =1+ tgz.
A 482. Pemmry jemmaunny: cos®z + sin®z = 4sin” 2z.

A 483. Penmtu jemHaumHe: _

a) 3sin?x — 4sinz cosz + cos®z =0 ; 6) sin z + lsin2ac =1,

) 2sin® z+(v/3—1) cos z(sinz—cosz) = 1 ; 2) 3sin® £+2+/3sin 2z+7 cos® z = 1.

A 484,

Pemutn jemmauwnme:

2
a) cos%sina:—ksing—cosw = £ : 5) sinz ++/3cosz = 1.

A 485.

Pemutu jenmnaumne: o

a) 4sinz — 3cosz = 2 C)) 2sinx + cosz = \/7

A 486.

(l) CcOs (

2) sin? 3z =

PeIlII/ITI/I cienehe TpuroHoMeTpujcKe jenHauwHe:

) (5)cos(:c———):%; 8)tg2(7:c+%):1;

3 z
Z, 0)605 (6-1?-!-5):2, b)tg7—1,

Cé))sin3wc052wtg7a::0 ;o) sinde = —cosbz ; 3) tglltzL':—tg—;E ;

u) sin 17z = —sin 13z ; _7) cosbr = —cosa ;

%) sin (x+377r> = —cos(z +67) ; «) cosg—:——cos——.

L 487,

z
2

Pemmru JGI[H&‘-IPII;Q

V. a/)/5s1n z—9sinz+4=0 ; (5))251n T =3cosz ; 8)2cos x=sinlz—1;
2) sindz4sinz =0 ; ) sin?z —cos®z—3sinz+2 =0 5)2tgm+3ctgm 5=0
e)4sm z—8sin’z —sinz+2=0 Qxc)sm 2:L'—3s1n2:1:+2_0,

3) tg?dz + 3tgdz —4=0 ; @),‘cosz 3z

AN
: ~—@;——\/—§-cos3z+§:0;

[ ])’ sin? 2z + 2 cos? 2z = z
7 1

A  488. Hahu oma pemema jemmaumne 4sin2zcos2z +1 = 0 Koja
3a70BOJBaBajy ycioB 0 <z < .

A 489.

OnpemnTtu cBe peasiHe GpojeBe = 3a Koje je

. 3 : .
sinz +cosz = 7, (axko TakBU GpojeBH mOCTOjE).
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A 490. Pemmuty jenuaune:

a) sinz + costz = :?—sin:ccosw ; 6)sin’z4sin?2z=1;

8) 2sinz+sinz~1=0; 2)(1+tg?z)(1+sin2z)=1;

0) sin3zsin2z = sin1lzsin10z ; #) cosz cos 3z = cos 5z cos Tz ;
e) coszsin bz = isin4x ;  orc) cos 2z cos 3z = cos bz ;

3)sinbz +sinde =0 ; u)sinz+sin2z +sin3z =0 ;
j) cosz = cos3w+2sin2z ; %) 1+ cosz + cos 2z + cos 3z = 0.

A 491. OnpenuTu pelilema jeMHavmBe cos 2z + cos 8z — cos6z = 1, Koja
3a10BOJbaBAajy ycioB 0 < x <

G

A 492. Penmru jenpaunde:
a) 5sin®z — 3sinzcosz — 36 coslz =0 ; 6) 2sin? z —Bsinzcosz+3cos?z =0 ;
8) sin?z — 4sinz cosz + 3cos? z = (.

A 493. Pemmnty jemmaumse:
g)" 3sinz+cosz=1; 6) sinz ~ V3cosz =2 ; 8) sinz ++/3cosz = —/2 ;
2) V2sine —/2cosx = 1 ,/@ 12cosz — bsinz = —13 ; ) sinz+cosz =1 ;
e) 4sinz —6cosz =1 ; L/915) sin 13z + cos 13z = v2sin 17z._-
A 494. Pemmru crenehie TPUTOHOMETPHUjCKE jeMHavurHe:

. m L . T ; 1
a) sin (m - 5) + sin — = sin (m-}— —~) ; 5) SIN&CosST = -

] 2 2 24!
. & T m
e)sm—2-cos§:z; 2)tg3m+Coszx—Sctg(é——:c>—4:0; 1
0) (cosz +sinz)? = cos2z ; ) cos;——cosa;:l i e) sin‘la:—cos‘lx:i '
5%

cos? =
:xc) tga:j-tg (%—m):l; 3) 1 —sinz = sin® (%——g—) ;ou) Sinf :tgg :
7) sinz 4+ cosz + 2sinzcosz =1 ; k) cosz — cos 3z = sin 2z ;

"2) cosx — 2cos 3z + cos bz = 0 ; ) 5(sinz + cos z)? — 12(sinz + cos )+ 7= 0 ;
M) sin®z + cos® z = cosz ; @))sin‘}m-{-cos‘la: = 1y

A 495. Vma au cMucia jeqaaunna sin(2 — 3z) — 2v/2 cos(2 — 3z) = 47

A 496. 3a Koje BpeIHOCTH MapaMeTpa A jeIHAUYMHA sinz +2cosz = A

A 497. Pemmtu jemHAUMHE:

a) sinz+sin2z +sin3z +sindz =0 ; 6)tgz+tg2z+tg3z =0 ;
8) 2sin®2z + 5sin2z —3=0; 2)sin?z+Tcosz—13=0 ;

2N\ ™ gf.: LAY
. Ci)')SHI(w_E) sm(£+3) cos(:c+4),

C;z))sin (:c—i—g) + sin (m+%) = sin (z+§)
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A 498, Pemmty jenmaduue;
a) ctg?e —tg?x = 16cos2z ; 6) cos3z—2cos2z +cosz =0 ;
8) sinz +sin 3z = 4eosPz ; 2)sinz+sin2z = cosx+cost :

0) 1+sin2z = sinz+cosz ; ) cos 3z cos4x+sin 2z sin bz = ~(2 cos 2z +cos 4z).

499. THoxa3aTy Ha jeAHAUMHA sin zsin 2z sin 3z = 1 HeMa peniema.

500. Pemwutu jenmnadumne:

3

) | : 1w
a) sinz cos z —sin®zcosz = 6) sin®z +cos®z =1 — istm.

) 5

: 3 Ty 3 3miaaz
501. Pemmty jenqHauwHy sin (E + —2—> 9 sin (10 5),

502. Penuru jengauuny cos® z + cos? 2z — cos? 3z — cos® 4z = 0.
503. PemuTu jesHauuny sinz — cosz— |sinz +cosz |= 1.

e
* 504\‘,‘ HaTa je jenHaumHa tgz — tg3z — mtg2z =0, rae je m peasan
mapamMerTap.
a) Iloka3aTu Ia cy pelleiba OBe je[HaYMHE Y]jeIHO U pellenha jenHavrHe
sin 22[2m cos? 2z + (m + 2) cos 2z — m] = 0.
PeIHI/ITI/I J:[aTy jenHavYUHYy aKo je m = —1.

( 505 ) Pemmmtum jenmunadmuy sin 2z + tgz+2=0.
CVOG Peumty jensaumny cos® z + cos? 2z + cos? 3z = 1.

07) Ilat; cy peannu 6pojeBu a, b, ¢ TakBu Ha je a’ + b2 # 0.
Ioka3atu ma ©ap jenda ol jenHauwHa asinz+bcosz+c=0 u
atgz +bctge + 2¢c =0 mMa peniema.
“TNIN
508 ' PemnTy jenpauwny: sinz + cosz +sinzcosz = 1.

"
.509.) JlokazaTu Ia 3a CBe peaJHe 6pojeBe = m y BasKU: cosx’ +

cosy? — cosaz:y < 3.
P8
(510) I[orcasaxrn aKo Cy o u ( pellema jeqHAUWHE acosT +bsinz =

e, (\T{, c€R, a?+b02#0, ¢ <a?+b?),

; qa—pg Sl 800 0 ¢?
Tala Je cos =1 unu cos T @1
(5111.“ Peumtu jennauuny tg?z = ﬁ;—(;%.

) Pemuru jemmaumuy sin®z — cos” z = 1.

513, Onmpenuru cBe mapose (m, n) IPUPOIHUX OpojeBa TakBe Ia
™

. T \E ;
BaxKu |(sin ——) = sin
2m

m+4’
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1 1 1
-+ +

sinz cost SIinzcoszT

AR
* (514.)Peumtu jenmauuny (a—=1) ( ) =2, rme

je a peananm mapamerap.
¥ @ Pemury jempauwmny sin'® (% - :1:) + cos!® (% - a:) =a (a€R).

* 5??} Haln cra pemema jenmaumne sin®”z + cos? z = 1, rme cy m
u n npupoauu 6pojeBu of Kojux je HGap jemam sehm oxm 1.

* @ ' Pemnru jennaunuy cos™ z—sin” z = 1, ako je n JaTu IpUpOLaH

6poj.

* @ Heka cy a1, as, .., a, peanHe KOHCTaHTe, ¢ peajHa IPO-
cos(az + )  cos(as + ) cos(a, + z)
22 + ... T.
llokazati na u3 f(z1) = f(xs) =0 clemm na je , —zy = mr 3a HEKU
neo 6poj m.

MeHJbUBa U f(z) = cos(a; + z) +

5.13 TPUT'OHOMETPHJCKE HEJEIHAYNHE
/2

- 519. PeumTu Hejemmaumue: a) sinz > !25 ; 0) cosz < EEN

520. Peumnru nejennauuny tg?z > 3.

2
cosxz + 1.

521. Ucnuraty 3HaK pyHKIMje y = cos’z + 3

522. 3a Koje 6pojeBe = mocToju ”y” ako je

a)y=I+igz; 6)y=T—tgs.

A 523. Pemwury Hejemmavumne:

a)2sinz—1<0; 6)2cosz+1>0; 8)tgz—3<0;
e)ctgz—v3>0; 0)2sinz+v3>0; F)sinc—cosz>0;
e)sine+4cosz>1; oac)tglz—1>0; 3)sinc++3cosz> 1.

> > > D

A 524. Pemutu Ha umHTepBaty [0,27] cremehe HejenmaunHe:

a) (sinz +1)(2cosz—1)>0; 6) cosz (sin:c—{-%) <0.

A 525. Wcnuratm 3HaK QyHKOUje 3a 0 < 5 2m:
a) y=3sin’z —10sinz+3; 6)y=6—tga—tglz.

A /5/%‘ loxasaTu ma 3a cBako z € R Basku HejenHAKOCT:

|sinz [+ |cosz |> 1.
A (527, 3a Koje BpemHOCTH = BaKH HejemHakocT sin’z > sin2z?

A n5"2"8"’;\, lloxka3zaTym nma 3a cBaku peadiam 6poj z Baku
p S 4
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344 cosx + cos 2z < 0,

u Hahy cBe BPEeOHOCTH 2z 3a Koje je Tauyda onroBapajyha jemmaxocr.
RN
@9 ; Iloka3zaTu ma 3a cBaku peajiaH OpPoOj & BaXKu

sin(sin z + cos ) < cos — 51"
lsien,

(530, Illta je Behe: cos(sinz) wmiu sin(cos z)?

* 53}) Halin cBa peanna pemwema z (0 < z < 27) HejeIHaAUNHE

sin z +8in 3z + sin 5z
cos & + cos 3z + cos bz

i <5(?:§) Ounpenuru cBe BpeOHOCTM =z 73 wHTepBana [0,27] 3a Koje
BayKld HejeqHaKOCT 2(cos & —/3sinz) > (/3 — 1)sin 22.
* @Pemnm nejemuaummy: (1-4+/3)sin 2z +2cos? % > 2(1++/3 cos? z).

% 34, OnpemuTu cBe BPeIHOCTH = KOje IIPUIANajy CETMEHTY [0, 27]
7 33J0BOJbaBajy HejemHakocTH 2cosz <|v/1+sin2z — /1 —sin2z |< V2.

% 535. Onpemutu cBe mapoBe 6pojesa (z,y) 3a Koje je:
| sin:c“:siny | +sinzsiny < 0.

* 536 bBpojeBu a u b cy TaKBUW 1a HejeMHAUUHA acosx + bcos3z > 1
Hema~pémema. Jokaszatu ma je | b[< 1.

< @ Hexka cy a, b, A, B peannu 6pojeBu u
f(z) —acosz — bsinz — Acos2z — Bsin2z. .

Axo je f(z) > 0 3a cBaxM peataH 6poj =z, TOKa3aTH na je
a +b252nA2+3251

5.14 MTHBEP3HE TPUTOHOMETPUJCKE &Y HKIMJE

538. Uspauynaru: a) cos(arcsin (—%)) ; 6) tg (arcsin %)
539. Uzpauynaru:
a) sin(2 arccos g) ; 6)sin(2arctg %) ;  8) ctg(2arcsin g) ;

2) tg( arcsin 153) ;@) cos(2arcsin g) i B) tg(2arctg %)
540. Nzpauynatu: .

8
5 17)

. 3
6) sin(arcsin = + arccos

2
13)
" 1 5
8) sin(2 arctg E arctg ﬁ)

4
a) cos(arcsin 5 + arccos
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541. Uspauynatu:

. 13 i Eachod
a) arcsin(cos Tw) : 6) arccos(cos ?81) ) 3) arctg(tg 11707r) ;
1 —
2) arctg 3 + arctg 5.1 0) arccos(sin(—;-)) ;) arcsin(cos 3?;71').

542. Ilokaszatu: a) ako je |z |< 1 Tama je arcsina + arccosz = — ;

[N

6) axo je |« |[< 1, oHZma je arccos(—z) = T — arccos  ;
8) arctg(—z) = —arctgz ; 2) arctgz + arcctgz =

TR

)
1 i

0) 3a = >0 je arcctgz = arctg — ; sin(arctg ) = ———— ;

) ] 8 g~ ; D) sin(arctgz) Tt

e)3a 0<z<1 je 2arccosz — arccos(2z% — 1) = 0.

543. Iloxaszatw na:

a)3a|z|<1,|yl<luz y>0 Baxn:

arcsin ¢ — arcsiny = arcsin(z/1 — y2 — y/1 — 22) ;

5) 3a ¢ -y > 0 Baxm arcctg @ — arcetg y = arcctg 11_'__;; 3

8)3a -1<z<1 m —-1<y<1 je: arctgz + arctgy = arctg

c+y
1—-zy

)
zy—1
4y '
0) 3a |z | <1 Bamm: sin(-;—arcsina:) it B Tl
2(1 4+ V1 —z?)

h) 3a |z | <1 Bawu: cos(% arcsinz) = | 2] :
2(1 = V1= z?)

e)aKOjeO<x<1I/Ia=2arctg—i+—znﬁ:arcsinl+x

2)3a z>1 mw y>1 Bamm: arcctgz + arcctgy =

2

5 OHIA je a+f = .
xr

544. [loxa3zatu na je:
a) arctg 2 + arctg 3 = % ;  6) arctg3 — arcctg(—%) = - ;

\/5 V6+1 o«
8) arccos [ = — arecos ————m = —
3 24/3 0]

2
¢) arcsin %: + arctg \/Ti = arctg(v/2 4+ 1)? ;

IS

2 1 1 1 .1 T
0) arctg = & 2 arctg 5 = arctg 5 ; B) arctg ek 2 arcsin Wi =7

e) arct l+ arct l—+—arct 1—l-a,rct l =T
%3 58 57 88 1
545. Hahwu Be3y m3amely arcsincosarcsinz m arccossin arccos z.
546. oxa3aTu ma je:
arcctg 3 + arcctg 5 + ... + arcctg(2n + 1) =
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3 n+1
= arctg 2 4 arctg 5 4 ... + arctg %_—— —narctgl, n € N.

547. Pemmtu craenehe jensaumbe:
a) arcsin3z =1 ; 6) 6arcsiny/z =7 ; &) 6arcsin(e? — 6z +8,5) =7 ;

2) arcsinz = arccosz ;  0) (arccosz)? —2arccosz — 8 = 0.
548. Peuwrmtu jegHavuHe:
a) arcsin 2z + arctg3z = 7 ;  0) 2arcsinz -+ arccosz = 4 ;
@) arcsinz + Tarccosz = 2m ;  2) arccos ¢ + arccos(l — z) = arccos(—x) ;

T x
0) arctg 5 +arctg 3 = arctg .

549, llokazaTy 12 jelHadMHA
1
(arcsin z)3 + (arccos z)® = kx® mema pemema 3a k< TR
550. Pemmru Hejensavnne:
a) (arcctgz)? — 3arcctgz +2 <0 ;  6) arccos(z® — %) > % :

8) arcsin(rarctg z) > 0 ; ¢) arcsin ¢ — arccos ¢ < —.

5.15 IPUMEHE TPUTOHOMETPUJE

3a CBaAKM TPOYTao BaKu:

a b c
CUHYCHA MEOPEMA;——— = —— = ——— = 2R
sine sinf  siny

Kocunycna meopemaza® = b? + ¢* — 2bc cos o

¥ aHAJOTHO 33 KBaJpaTe OCTAJWX IBejy CTpaHUIA.

A 551, Pemmrn Tpoyrao y KoMe je:

a)e=7, b=13, 8=60°; 6)ib=8, c=18; y=120° ;

8) a =51, b=40, a =143°7'48” ; 2) a=44, b=39, o= 95°27'9".

A 552, Pemmtu; Tpoyrao ako je:

a) a=40, b=237, y=18°55'30" ; 6) a =44, c=15, f=53°748" ;
8) b=33, c=25, a=126°52'12" ; z) a= 87,020, 7.=.17256/43%7;
0)a=8,b=3, vy=60°; Fha=4v2, b=7, v=45

A 553. PemnT;m Tpoyrao y Kome je:

a) a=8, f=238°12'48", v=160° ; 6) a=5, a=13°1025", v=120°;
8) b=25 a=281°12'9", v =36°52'12" ;

2) c =26, a=112°37'12", B =39°1827".
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A 854. Onmpenuty yraose Tpoyria y KoMe je:
a)a=8,b=3, ¢=T7; 6)a=3, b=5 c=17;
8)a=4v2,b=7 ¢c=5; 2)a=3v2, b=1, ¢c=5;
0)a:17,b=10,c=9; 5)&:36,6:29,c:25;
e) a=52, b=>51, ¢c=25.

A 555. Ompemutu Tpehy cTpamumy Tpoyria y KoMe je:
a)a=7,c=37,'y:120°; 5)a:13,b:15,a:60°;
6)a=13, ¢c=15v3, a=30°; 2)a=7V3, c=13, v = 150°.

A 556. OnpemuTy Tpehy cTpammmy Tpoyria y KOMe je:
a)a=35 b=25 a=28; 6)a=12, b=9, a=208;
8)b=28, c=33, f=2a; 2)a=6, c=5 a=28;
0}b:8,c:10,a:2ﬁ.

A 557. OgpemuTy Hemo3HaTe CTpaHUIE TPOYTJIa ako je:
a)a—-b=5 ¢c=17, v=60° ; 6)b—a=1, ¢=13, ¥ = 120% 73
6)b+c=20, a=5v2, y=135°; 2)a:b=13:1, c=16v3, a=30°;
0) a? — b2 = 240, ¢ = 8/2, o = 135°.

A 558. Jlokasatu ma 3a ereMeHTe TPOyIJia Ba)KWU jeTHAKOCT
R %
a _ Sin —2—
bte P

2

A 559. Ilpu mpojexToBamy Kele3HUUKe npyre yBuueno ce mga 6bu
Tpebano maMely Mecra A m B mpoburun TyHel. [la 6u ce ompemmia
OyKWHa TyHeJa, u3abpaHo je Mecto C mOCTYIHO MecTuMma A u B (ca.
16.). Mepemem je nobujeno: a = 675.3, b= 548.8, v = 58°54'. Kommka je
IyuHa TyHesa? '

8

P

T B o
A b Cc 0 y B d A
Ci. 16. Cu. 17.

A 560. UspauymaTy BucuHy cTy6a OP akKo je BUIHW yrao u3 Tauke
A (AO L OP) jennak o, a BUIHM yTrao U3 Tauke B, koja mpumama IyHHA
OA n xoja je on A ynamena 3a d, jenmax 8 (Cu. 17.). Cuenujaino,
uspauynatt OP 3a a =30° ; #=60°; d=20 m.
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A 8561. 36up mBejy pasiIMUNTUX BUCHUHA jeJHAKOKPAKOD TPOYIIa
jemHak je s, a yrao Ha OCHOBUIM «. M3padyHaTu cTpaHUIE TPOYLJIa.

A 562. Ilpecex kama/sa ¥Ma OGJHMK jeIHAKOKPAKOI Tpalle3a qnja
Beha ocHOBHIA a = 16 m obpasyje ca KpakoM yrao a = 32°, a BUCHUHA
Tpamnesa je h =4 m. V3pauyraTy noBpmuHy Tpaiesa.

A 563. M3pauyHaTy yriioBe mapaJeiorpaMa 4Uuje cCTpaHule cy 7 U
8, a mmjaromHaJta je 13.

A  564. OO6um mapaJsernorpaMma u3Hocu 22, moppmmHa je 12v/3, a
jeman yrao je 60°. MspauynaTu cTpaHUIe ImapaselorpaMa.

A 565. llospmmEa mapaJternorpaMa je 669.1 dm?, jemHa cTpaHUIA
u3HoCH a = 13.5 dm, a jemam yrao o = 36°36'. WspauymaTu #pyry
crparuny b u Behy mmjaromaumy d.

A 566. IlapamenorpaM ce cacToju oX IBa TPOyTJa Uije cy CTPaHU-
nea=3, b=35, c=7, Tako Ma UM je CTPaHUIA c 3ajenunuka. Oapemuru
yrioBe, Ipyry OWjaroHaJly W IOBPUIMHY HapaJesiorpaMa.

A 567. OnpenuTu yrioBe Tpamesa KaJ Cy JaTe TapaJesHe CTPaHUIe
a=22, ¢c=7,u Kpanu b= 13, d = 14.

A 568. YjemHaKOKpaKoM Tpale3y aujaroHaJa je 3.9 m, Makpba OCHO-
BUNa je 2.8 m, a OWTPU yrioBuW m3Hoce 61°56. M3pauyHaTu ocTale
CTPaHUIE ¥ MOBPUIAHY.

A 569. Ha XOpU3OHTaJIHOM IIYTy KOjU BOJM Ka CIIOMEHHUKY, W3-
MepeHa je ocHoBUIA AB = 14 m. Y Taukama A M B TeOHNOIUTOM
Cy U3MepeHU eJeBalVOHKM YIJIOBU Ka BPXY CIOMeHWKa: o = 34°21' u
B =59°23'. OnpemuTV BUCHHY CIIOMEHVKa akKO je BUCHWHA TEOH0THUTA je-
maaka h = 1.2 m.(EneBanuonu yrao je yrao mpeMa XOpW3OHTAJIHM, U3HAL
Be. )

A  870. Ca Bpxa C CBeTUOHWKa, Ydja je HaIMODPCKAa BUCHHA h =

CD = = 48 m, Buze ce 6pomoBM A u B TON HENPECHOHUM YTJIOBHMA:
o = 11°28' m B = 13°47', a yrao mox KOjUM ce BHIOM pacTojame Opo-
moBa je vy = = 105°34'. M3pauynaru mebhycobHo pacTojame 6poioBa.

([enpecnoru yrao je yrao mpema XOPHW30HTAJIM, UCIOL me.)

A 571. Iloxm ROjI/IM ce yrjoMm BuIM 3eMJba ca BucubHe H = 16000 m
(monmynpeunux 3emimbe R = 6368 km)?

A 572. Tpeba m3amepuru mupuHy peke maMeby Tauaka A u B
(cn.18.). Pamm Tora ma mpomyskeTKy BA m3abpama je Tauka M Ta-
kKBa na je AM =d. VI3 M je moBydena my:xk MN = a. V3mepernu cy,
ZaJbe, yLIOBU 4 BMN =a u J BNM = . VI3pauyHaTu IIUPUHY PeKe,
Tj. Oy:xuHYy AB, ako je a =36 m, d =50 m, o= T74°29', B = 86°56'.
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Cn. 18. Cua. 19.

A 573. UspauyraTy pacTojame OBejy HENPUCTYNAUHUX Tadaka A U
B mHa caumu 19, ako je wum3aMmepeno : CD = 379.5 m, a = 108°40/,
b="T79°20', v = 65°25', § = 30°45'.

A 574, Axo ce y jemHoM TPeHYTKYy aBWOH A BUIU M3 MecTa B u
C (BC = 300 m) nmox yruosuma < ABC = 31°30', m 4 ACB = 22°30/,
OIpeUTH pacTojama aBuoHa o B u C y TOM TPEHYTKY.

A 575. Wspauymaru pacrojame AB HEeOPUCTYIAaYHUX Tadaka A u
B ako je momohma tauka C (Cu. 20.) wusabpaHa Ha TpaBoj AB m
n3Mepeno je CD = 540 m, v = 59°20’, & = 88230, 6; = 46°45'.

A  576. Ilausau nnuBa 6p3unoM oxd 4 km Ha car. Kounuka je mero-
Ba Op3wWHaA aKo MpaBall BoJeHe CTpyje Op3mHe 12 km Ha caT rpaau C
IpaBIleM KpeTama IUMBava: a) yrao ox 65°30' ; 6) yrao oxm 115°7

A 577. Y tpoyriy ABC je mato: a=+/3+1, b=+/3-1ua-p=60°.
M3pauyHaTu merose yriaose u Tpehy crpanummy.

A 578. Y tpoyriy ABC je c=2bu o=45°. Ongpemnutu tgf u tgy.
A 579. YriuoBu Tpoyria cy a = 45° u # = 30°, a leroB obMUM M3HOCH
6(3 + /2 ++/3). Hahu crpanune u HOBPIIKHY TOT TPOYTJIa.

A 580. Y Tpoyruy je maro: 2 :fl-

;=g o~ B =90° ® mMOBpLIMHA je
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= 168c¢cm?. QupemuTH siny, cos7y, a, b, c.

A 581. IHonynpeunmk R onucaHOT KpPyra OKO jeTHAKOKPaKOI TPO-
yrila OTHOCW ce TpeMa TOMYIPeUYHUKY r YIHUCAHOI Kpyra Kao 5 : 2.
VIzpauyHaTy yriioBe Ha OCHOBUIU.

582. 306up KBaJpaTa MUjaroHalla MapaJesorpaMa jeqHAK je 30upy
KBapaTa HEroBux cTpanuna. JlokazaTu.

583. Y cBakoM Tpane3sy 30Mp KBaIpaTa IAjaroHala jelHAK je
30Upy KBaJApaTa KPaKoBa U IBOCTPYKOT Mpou3BoLa ocHoBuna. Jloka-
3aTH.

cosa  cosfB  cosy 1

584. /loxa3aTw Da je y CBAKOM TPOYTIIY csin,ﬁ+ asin'y+bsina =5

585. JlokazaTu Oa 3a OUITPOYTIM TPOYTao BaKNU:
acosa+bcosf+ccosy = 2% (s — momyobuM, r — HOJIYNPEUHUK yIHCAHOT
Kpyra, R — NOJYIPEeYHUK ONMCAHOT KPYTa).

586. Axo cy a, b, ¢ cTpaHuIle TPOYIJIa U «, f, Y HBECOBU YIIIOBH,

: b ¢ Qi3 C @ b
NIOKa3aTU jelHaKOCT: | —+ = | cosa + (— + —) cosfB+ =+ —)cosy = 3.
c b 6. .a b e

# <j‘58'/7); Heka cy a, b, ¢ cTpanute Tpoyria u «, f, v lberosBu yriaoOBH.
Ioka3aTu na 3a OIITPe YIJOBe z, y, z KOju cy onpebenn jenqaaxocTuma
b

COS T = bi—c’ cosy = ;—:l_—;, cosz = acﬁ’ BasKe cneneht;jelmaﬂomn:
¢ ¢ ¢ T: Bl te e e tp s ok
a) tg? = +g2+g2 i O)tgstestes =8B tEy

% 4’58 . Axo m3aMeby crpammma a u b u oxrosapajyhux yriosa a u
g Ttpoyria ABC moctoju Besa (a? + b*)sin(e — 8) = (a? — b?)sin(a + B),
IOKa3aTH Jla je Taj TPOyrao MPaBOYTIIM MU jeTHAKOKDaKH.

< /589y Axo cy a, b, ¢ mywune CTpaHHna u «, B, v onroBapajyhu
yI‘JIOBH/‘]eILHOI‘ TPOYTJia W aKo je a+b =tg = (a tga + btgB), onma je To
jemHakokpakm Tpoyrao. llokasaTu.

* (/'1159(}. Hexra je S mpomsBoJsbHa TadKa y YHYTPAIUBOCTH TPOYTJIA
ABC"fnfje Cy cTpaHHIE a, b, ¢, a yI‘JIOBI/I a, B, v. llokasaTu HejenHa-

b
KOCT SAcos§+SBcos—+SCco 5 a_‘*'_#

* /539} YryTap Tpoyraa ABC Haja3u ce Tauyka M TakKBa Ia je
4 MA <) MBC ﬁ MCA = ¢. Ioka3aTu na je
1

sin? ¢ s1n2a sin? B sin27
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?&)/24" Iat je Tpoyrao ABC. Jloka3aTu la HejeIHAKOCT sin asin f <
5 'BayKM aKO M CaMO aKO Ha CTPaHUOM AB mocToju Tauka D TakBa

na je my:xx CD reoMeTpujcKka cpemuHa myxu AD u BD.

*

sin?

* @93 - Iloxaszatu nma m3Mmeby crpamuma a, b, ¢ u omrosapajyhmux
yTIIOBa o, (3, v TpOyria MOCTOjU Be3a:

a? cos? @ = b? cos? B + ¢ cos?  + 2be cos B cos 7 cos 2a.

N
¥ @ YuyTrap npaBoyraouuka ABCD mnarta je Ipou3BOJbHA TaUKa
Paroac n tg ﬁ AOC
ProBp  tg 94 BOD'

595. Hexka je S mpecexk aujaroHaa KOHBEKCHOT UYETBOPOYTJIa
ABCD. Axo je 4 SAB= 4 SBC =30°, §4 SCD = J SDA = 45°, konu-
KM je yrao usmehy mumjaronata?

0. Ilokazatu na je

%

* f\§§ . Ilat je komBeKkcaH ueTBOpoyrao ABCD, 3a koju je
J ABﬁ( =50°, 9 ADB=80°, J ACB=40°, 4 DBC = 4 BDC + 30°.
Wzpauayratu g DBC.

* (59 . Han crpamunama npousBossaor AABC cmoJba Cy KOHCTPYHU-
canu Tpoyriosu BPC, CQA, ARB, takBu na je 4 PBC = 4 CAQ = 45°,
4 BCP = 4 QCA = 30°, 4 ABR = J RAB = 15°. Ilokazatu na je
4 QRP =90° u na je QR = RP.



MIECTA TJIABA

EKCIIOHEHIIMJAJIHA ®#YHKIMJA

Pymrnumjy obiuKa y = a®, re je a >0 U a # 1, Ha3UBAMO excnoHeH-
yujasnom. Jlepunucana je 3a CBaKO peatlHo z M 0GOCTPAHO jenmHO3HAa-
YHO TIPEeC/INKaBa CKyl peasHuX 6pojeBa (—oo,+00) Ha CKyIl MO3UTUBHUX
(0,400). Axo je 0 <a< 1, Tanma je dpynknuja onamajyhia, a ako jea>1,
dyrEmHja y = a® je pactyha.

Cu. 21

3a z =0 je y(0) = a® = 1, Tj. TpaduK CBaKe OX OBUX dyHKIIja ceue
y—ocy y Tauku (0,1).

Axo je, penumo, 1 < b < a, Tazma jeb* >a® 3az >0 ub® < a® 3a
z < 0.

HamomenmMmo ma 3a cTemeH ca pealHUM €KCIIOHEHTOM BajkKe WICTa
CBOjCTBa Kao 3a CTENeH Ca PalMOHAJIHAM €KCIOHEHTOM (BrmeTu yBOMHK
neo 1. riase).



94 INNECTA I''IABA

A 598, Koncrpyucatu rpaduke ciaenehmx GpyEKnuja:

0))y=3"; 6)y=37; o) y=3"1; y=3-1; 1@;;—2 3 ;
Hy=2; (Jy=2f; @)y—2”"”' 3)y—<3>

A 599, Crumuparu rpaduke cienehux ymrmmja:

a) y=2t; 6)y=2"""; @e)y=25%; 2)y=2%";
1 1

d) y= 5(3“” +37%); hHly= 5(3‘"' - 37%).

6.1 EKCIIOHEHIIVIJAJIHE JEIJHAYVIHE

Kopnwehn ce ocobuHaMa eKCIOHEHIMjaJHUX (YHKOHja, pella-
BalieMo eKcmoHeHIMjajiHe jenHaumMHe (Ca HENO3HATOM Yy M3JIOMKHOIY
crenena) Hajuemrhe ”cBobhemeM JieBe 1 lecHe CTpaHe jelHaYUHE Ha KC-
Ty ocHoBy” miam ”cBobhemeM JeBe ¥ NecHe CTpaHe jeqHauUMHE HA UCTU
M3JIOKMIan” .

Y upBOM ciIydajy MMaMo:

0<a#1uat® =a20) o fi(z) = fo(z) |,

a y OPYyroMm CIydajy BaiKu:

0<a,b#1ua® =bp/® & f(z)=0

OcuM Tora KOpUCTUMO U ocobume: 1™ =1, (=1)% =1, (=1)*~1 = —1
m0?P=0,3ap>0.

YecTo eKCIOHEHNMjaJ Hy jeIHAYNHY MOMEMO CBECTH Ha jeIHOCTa-
BaH WM No3HaT obauk yBohemeM omroapajyhe cmene npomensuee.

A 600. Pemuty jenHaduHe:

gw=13 %=g; o (3) =vi; o3 =38
/'/ 240 '\./’/ 1,2 1
0) 2 =T V) B = 1 Ve) T =

A 601. Pemnry jenHavuHe:
. 957 = 537 @3z .520=3 — 45 9@ . 35152041 — 950
2) 27 425t pomt2 L 2o43 =30 ;) 27 272 =57 H 4357
CU') 2.3°+3 4 7.37-2=2493 ; e) 2%° .3 —2%-1.37+1 1 288 =0 .
A 602. Pemwry, jensavume: \
Ja)47+2°=20; %6) 32497+ =810; ) 4°-5-2°-24=0;

VI 9 e g
o) —5 :27_3;@7]6-4—13-6 +6-9°=0;




6.1 Excnionennumjanne jeqHaunue

95

é; 745 9. 145" £ 2 497" =0 ; ) 45HVIT _ 5. 90-1+VE2 g
DiC) 21+2c056m+ 165in23$ = 9 . 3) 4tg2:c +2;:n =80 .

y 603. PemuTy jenmmaumse:

P

a) 52-1 5% =100 ; 6)33.2°"L_ 4o+l =2, ‘@3.4?_'_2.91‘:5.6x;

V%) 82+ 4 4567 —9. 2742 =0 ; S993.16°42.81° =5.36° ;
@51+%—7~10:+2-4%:Q; 4-\”/8_1—12\”/%+9\”/ﬁ:0;
onc) 5He° —51=s® =94 5 [3) 975 —13.9° £ 1385 97 =0 ;
w) 5° —4=5% ; /j)3r — 26 = 375,

604 PemmTy jennadunme:

Va) (VA+VTB) + (VA- VI =85 6) (V2+V3)" + (V23 =27 ;

6) (V3+2v2)" +(V3-2v2)° =34; 2) (VT+48)® + (VT - V48)* =
*  605. Pemmntu jenmmaunne: :

a) (V3 VB +(V/3+vB) =6 ;
6) (\/\/:1:2—5:4/:+8+\/.1:2—5:L'—}-6)$—+-(\/\/:r:2—5:1:—}-8—\/3132—5;1?—{—6)m

606. Pemmty jenHaduuHe: [,
g‘ 45 4 9% 4957 = 67 + 107 + 157 ;  6) 37 4 4° = 57 ;

§ 8 1 5 4 3
3 _ 2 — i T 49, z”
72 DEE 6 - ( 23_1> 1; 2)2° +4° +256*=3-16
A 607, Pemmru jem{a,tmne
/)31 sl =97 ; @’)2”-2”'——;e)|2z—1|+|2w—2|_1

{g (:L' e 2)::: 2422 __ (CL‘ 2)11:0 20 , (ID > 2) ;
'0‘ (14 22)1HVE = (1 4 22)2HV7 @(m -1 =ve-1,(x>1)
3 )L’c‘”+1 A5 m:ﬂ_l g Ot(,) |m|z 292z _ 1 3) (tg w)smz - (Ctg :L.)cos:v.

608. PemmmTu cucTeMe jeTHAUWHA:

3°+27H =5 A (37 2% =65
(1) {33:-}-1 _ 2a:+y ik 3 (5/) z )

1 3z -2 =5
: 2ty — X T+y _ =Y
y 7200 A =Y
(6){ dy_ g8 2){ e (z, y>0).

609. Pemmtu cucreMe jemHadmHa:

2sina:+cosy == 92tgm+cosy =3
a) in? 2 ) 6) cos tga '
1680 ztcos®y _ 4 Qcosy _ 81'8% .. 9

14.
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(61&/ 3a kKoje a, a € R, cucreMm:

— 21+\/ﬁ + 3-’”+y—1 —a
gl+veEy 4 97oty-1 — 48 _ 342 4 3a

vMa 6ap jemHO peleme (z, y), z,y € R?

Eﬁ;’ I'paduuru pemmmru caenehe jenmaumme:
a) £ = 1;;708) 372 B34 ")) i I 2s.

6.2 EKCIIOHEHIIMJAJIHE HEJETHAYVHE

Korn pemaBama €KCHOHEHIW]aTHUX HejeIHAUNHA KOPUCTUMO Ce
¥ UCKYyCTBUMAa CTEUEHUM pellaBameM eKCIOHEHIWjaJHUX jeIHaYurHa.
IIpw mpena3y ca HejeMHAKOCTHW MBajy CTeleHa MCTe OCHOBE Ha HejemHa-
KOCT uU3Mehy BUXOBUX M3JIOXKUIIANA MOPAMO Ha3UTH Ha JU je OCHOBA
Beha uau Mama ox 1. IIpema caumnu 21 youaBaMo pa3iuMumUTe 3aKibyd-
Ke 33 OBa IBa ClydYaja, jep je y IpBOM ciydajy oaroBapajyha exc-
IOHeHNUjaJHa (PyHKIMja pacTyha, a y apyroMm omamajyha. Tako, Ha
OpuMep, BaxKu:

0<a<1ma® > a2 o fi(2) < fo(z)

OJHOCHO:

a>1ma® > a2(®) & f(2) > fo(x)

giﬁ) Pemutu crenehe mejemmaunne:
a)2°>1; 6) (%)121; af @ £ 3y, 2) 2 =g
0)25°<6:5°—5; [)(z—-2" "% >1; e (2?—8x+15)"C<1;
oc) 127 4+ 5° > 137} 3) 27 437 4-4° 4 5° > 54'; 7\
W (VAT V) + (VAVE) > 85 (i) oie > i | g

2% 43 = 2042 1 "\
* ) 2VF £ 2VF > 0.9V7,

", .
613. Peumru cienehe mejenmaumme:

atl ) 3 6z+10—z2 27
a)1<3sle=2sl<g; 6)ale-ll5 47 : 4) (Z) <@’

1 1
0 < :
)3w+5—3$+1—1 ’

e) 25-2% —10° + 5% > 25 ;

D) (@ +z+ )5 > (@2 4+e+1)°; e (a?—z+1)"2> L.



CEIMA TVIABA

JIOTAPMITAMCEKA ®YHKUWJA

7.1 IOJAM JIOTAPUTMA I OCHOBHA CBOJCTBA

ITon sozapummonm 6poja z > 0 3a OCHOBY a, 0 < a # 1, monmpa3yme-
BaMo 06poj y, TakaB na je a¥ = z. Ilumewmo y = log, z. Baxu narie,

al%6.* = gz,

3a smorapurMme Baske ciaeneha cBojcTBa:

1° log,(z-y) =log, z+log,y , 4° log,z% = alog,z ;
1
2° log, 2 =log,z —log,y , 5° log,s z = Eloga 25
log,
3° 1 = ° 1 =
Oga.'.l' ].Ogma Y 6 Oga:l: logba,

IZle CMO IIPEeTIIOCTAaBUIN 13 Cy CBU 6pojeBU TaKBU na Cy oAroBapajyhe
omepanuje m QYHKIUje nedUHUCAHE.

®ynrmujy y =log,z (0 < a # 1, z > 0) Ha3UBAMO A02APUMAMCKOM, &
rpaduk je maT Ha cammua 22.

Jlorapuramcka ¢yHKIMja je MHBep3Ha oaroBapajyhoj ekcnoHeEnn-
jasHOj OYyHKUMjM, Ma Cy TpaduIyu CUMETPUYHU y OJHOCY Ha IPaBY y = &
(cm. 22).

3a 0< a< 1 ¢ynrmmja y = log, z je MOHOTOHO omanajyha, IO3UTHUB-
Ha 3a 0 < z <1, jenHaka HyJ® 3a x = 1, U Mama OI HyJe 3a = > 1.

3a a > 1 ¢pysrumja y = log, ¢ je MOHOTOHO pacTyha, HeraTWBHA 33
0<z< 1, jerHaka HyaH 3a ¢ = 1, & TO3UTUBHA 3a = > 1.
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‘Baa=10 yMecTo ma muiiemo log,, z, mucahemo kpahe logz.

Ca. 22

Ha ciunum 22 mpukasaH je u rpaduk pyrkmuje log,z (1 < b < a).

A 614. Uzpauyrarn:

a) logy4 5  6) logzé ;e)logy2v2 ;5 2)logsz4 5 0)logi V3 ;

10g3 8

h) Iog812+log%3 ; e)logi24logid; o) logglh—logsh; 3) logs 2 i
2 6 3!

W) logs\/-g27-
logys V3

A 615. WspauysaTu spemsocTu cienehivx nspasa:

a) 9log, 25 : 5) 4log, 3 : 6) (\/g)log,é_‘l : 2) alosya 4 : a) atlog,2 5 :

B) (2a)°8v7l ; ¢) 31087 _ 7logs3, :

A  616. V3pauyraTu BpenHocT ciemehux mspasa:

a) log, 5logs 6logg Tlog,; 8 ;  6) logs 49 log, /7 5 logys 27 ;

8) log /5, /5(4V2 + 3v3)log /5.1 (V3 — V2) + log, /5, 7(2V/6 + 5).
617. Yupoctutu cinenehe uspase:

a) VR + o9 5 6) 5T 6) o hes

2) [6(log, alogyz b+ 1) + log, b6 +log? b]z —log, b, a>1;

0) [(logs a + logh b+ 2)7 +2]7 — log, a — log, b ;

B) logs 2log, 3logs 4 . . .loggg 98 log; g0 99.

A  618. N3pauyraTu:

a) logs9 ako je logi, 18 =a ; 6) logyy32 ako je logy 14 =a ;
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a) log /527 axo je logss 5 =a ; 2)logs;8 axo je logz3 =a u logzph = b ;

) log56 ako je log,7=a, log2 =1 ;

F) loggy.qr ako je mo3HaTo log,z=c«, log,z=p, log.z =17, logjz=3~§
619. Mzpauymary:

a) (log, 7+ log;2)~! ako je logg7 = a, logg2 = b ;

6) f(z)+ f (%) axo je f(z) = logsz + 3logs 9z.

620. AKO je b= 8TTesse 1 ¢ = 8T Tess?, JIOKA3aTH [a je a = 8§T-Togs e,
]

621. Axo cy z, a, b, ¢ peallHu MO3UTUBHU OpPOjeBU U PA3IUUUTHU
log,z log,z—log,

on 1 u axo je b? = ac, MOKa3aTu 1a je = .
log,z  logyz —log,
622. llokazatu ma u3 jemnakoctu 2log, z = log, z+log,z (z, a, b, ¢
Behu 0 u pasamunty ox 1) ciuemu jemmakrocT ¢ = (ac)'©8®.

623. Ako cy a, b Ooy:KWHe KaTeTa, a ¢ - MyKUHA XUNOTEHY3e Ipa-
BOYTJIOT' TPOYIJa, HOKa3aTu Ha je logy,.a+log,_,a = 2log, . a-log,_,a
(rme, HapaBHO TPeTNOCTaBhaMO Ha Cy OpojeBH a, b, ¢ TaKBU Ja Cy
HOMEHYTH JOTapPUTMMU HePUHICAHN).

'624. IlosuTwBHU peaJHu 6pojeBU a, b, ¢ (a, b, ¢ # 1) 3amoBOJBa-
ab+c—a) blatc—b) cla+b—c)

i = e =5 T, Iloka3aTm na je

Bajy jemHAKOCT
a?h? = g°c® = c?b°,

* (62? Axo je n € N cnoseH Opoj m ako cy 1 =dp<di < -+ < dm-1 <

m—1

dm = n CBU NPUPOAHU JeJuolu O6poja n, HOKa3aTH na je s Z log d,
k==1

upupomaH 6poj.

7.2 JIOTAPUTAMCEKA ®YHKIMJA VI IbEH 'PA®UK

A 626. Korncrpyucaru rpaduke cienehux ¢yHkmmja:
) y=logy(e+1); 6)y=logs(e—2); (@) y=logi(a—2);

1 1;
z)y:logl-; B)y:logl———Q ﬁ)y:bgz\/—fi
2 2 x—3
7

e) y=log |z| ; oac)y=logya? ; «é)y:2+log2w;
(w)y=—-1+logrz; j)y=287"; &)y=log2"
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- 627. Crunupatu rpadure cienehux ¢pyrrnmja:
@y—nlogzmx, @v=lomle-1l; ) y=lloggla—1lI
2)y=log(z?—1); 0)y=log(e?+1); §)y=log(sinz) ;
e) y=log(cosz) ; ac) y=log(tgz) ; 3)y=log(ctgz) ;
u) y =logy(loga ) 5 j) y = logy(logy(sinz)).

628. Ompemurtv Koje cy on ciemehux GyHKNUja jemHake:

hi(e)=2ogs2, fo(e) =log %, fofe) = 2o lel, fule) = =g

629. Ompemrtu Koju je omn marux 6Gpojesa Behu:

a) logy 2 mm logz 5 ;  6) logy 2 A logi5; ) log,3 mim logy 3 ;
2

2) logy 4 mim logy 4 ; 0) logs 2 wnm g i B1) logge 80 muu logy 50 ;
e)logy34logg2 mnm 2 5 oic) log,, b wirm logg 7 5 3) log; oo 99 mun log; g, 100
u) 219853 y; 3'8s 3 ; * j) logy 4 warm log, 5.

6/:;0-.\\‘ Onpemuty cBe pammonalJae 6pojeBe r 3a Koje je log,r U caMm
pa /@}.}JI&H 6poj.

* (631/ Heka cy a1, ag, ..., ap peatau 6pojesu Behm ox 1 m m € N.
i

m
Iloka3atu ma je Z (1Ogaxag...a]‘_1aj+1.“an aj) > n(n —1)". Kana Baxn
j=1
JenBaKOCT7

* 63/2« Iloka3aTu na je 3a cBakKo n, n € N, ucinymeHo logn > k- log2,
rhe je k 6poj pa3nmUMTUX HIPOCTUX (uoanTMBHMx) menuiana 6poja n.

@AKOJGG>1 b>1, c>114mz10<a<1 0<b<gl, 0<ex< 1,
log, a? logcbr"_{.loga s 9
a+b b+c c+a T a+b+c

JOKa3aTH Oa Je

@ Onpematu HajBehy BpemHOCT M3pa3sa logs z+12logs z log, (g) ,
aKo HpOMeHJLHBa r Bapupa y WHTepBayy [1, 64].

(’;ig Konuro umpapa uma 6poj 31007

@é )IlIta je Behe: 2122 wmum 23217

@ Ioka3zaTu ma je log, 5+ logg 6 + logg 7+ log, 8 > 4.4.

g_ﬁ) Hoxrasatu ma 3a a, b € (0, 1) BaxKy HejeTHAKOCT:

2ab
log, —— +log, +621
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7.3 JIOTAPUTAMCKE JEIHAYVHE Y HEJEIHAYVHE

[py pemaBamy JOTAPUTAMCKHAX je/IHAYMHA KOPUCTAMO ce OOMIIa~
TO OCOBGWHAMA JIOTapPUTAMCKUX, aJU U OCOOMHAMA eKCIOHEHIWjaJHUX
dyaxmuja. Kopmcrmhemo mertonmy ”csobema Ha jeaHake JoOrapuTaM-
CKe OCHOBE”, Kao ¥ NMOTOAHE cmene npomennuee, decto hemo snorapu-
TaMCKe jeqHaUMHe CBOAUTY HA eKCIOHEHIUjalHe Je[HaunHe, Ha OCHOBY
nepurummje morapurMa. OGpHYTO, Heke eKCIIOHEHUUjalHe jelHavuEe,
KOJ KOjUX Ce HelO3HaTa HaNa3M Yy OCHOBHM M y W3JIONKHKOILY, CBOAUMO
Ha JorapuTaMcky jenmaumiy (”IorapuTMoBameM JieBe U IeCHe CTpa-
He jemHaywme” ).

IIpu pemaBamy JOTapUTAMCKAX HejeJHadnHa MOPaMO BOIUTH Pa-
JYyHa Nla JI7A je OCHOBa a JOrapuTMa Mama on 1, 1j. 0<a <1, min je
a > 1, Tj. ma mam je omrosapajyla JorapuraMcka (yHKIHZ]ja pacryha
nnm omamajyha.

Ceejedno 0a au ce padu 0 A020PUMAMCKO] JEOHAUUNY U HEjeONa U~
HU, MOPa ce 800UMU PANYHA 0 DePUHUCAHOCTNY NOZAPUMAMA.

A 639. Pemmntu jennadwmie:
a)logyz=3; 6)logs e= —; 7 e)log zr=13; Vz) logy (22 — 3) = -2 ;
0)log, 7= —1; B)log,(z—1)=2; e)logy(2z~1)=0; ac) logy(logy 2) = 0
3) logg(z+1)—logg(z —1) =1 ; ’ logy(2" —=3)=2—z; _
./@; log,_(2? — 52 +10)=2 ; @"log;,(logz(—m)) =l
A  640. Pemnru jenpadmHe:
o) g gettiziglry L glaminianal = 91ryin| o) artEp PleHca Bl
2) 2-3°t1—5.9°"2=81; (0)4° 45>+ =610
A 641. Pemmrtu ciaenehe jengadmuue: 4 '
@logzm —5logz+6=0 ;(~6) £'°6®=10000 ; ( ) 16T = 100z ;
E)Jlog2 z—logz® =log,3—~9; @) \/blog,(—z) = log, Va2 ;
pfaoute g alonm =65 fefulsd onr =05 o) Viog e+ /g a = 2
3) B = 15 HosT 5 gy) 2l08: 9 = i;-fv ;) (1+logy m)7+(1—log§ z)" =128
x) logh 2¢ = 2logs = — 9.
642. Pemmntu jeqHaumEE:
@ $210g31 = 3z : 5) 2. 4log:t: + 5. 25log;,; =t 733 :
7o) Jogs(4 37 — 1) =20 +1; (&) Joga(2® +1) logy(2°H' +2) =25

47T Nlog, (951 +7) = 2+ log,(3°~1 + 1) ; () loglve +1+1) V“Hl) =3.
) " log Vz = 10
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A 643. Peumntu jesgaumne:
20 3
a) logyz — 210g8x+logﬁ2w =3 ;i 0) logg, - +log§a: =g
- 8) log, 3logz 3+1loge 3=0; 2) log16m3+log% e =2
1
0) log,(az)log, (az) = log,. p 0<a#1);

h) logs(a + vVa+z) = ——(0<a¢1),
e) log\/;a:+12):810gm+lzm , (>1); o) o+ log(l+2%) = zlogh + log6.

A 644. Pemmtu jemmaunbe:
-1
2 +1

a) log =05 6)logill-2z[=2; e)|logi(l-2)|=2;

s B) llog gz —2|—|loggz —2| = 2.

N =

2) log|z—1| 2=1 ) a) lloga: 3_logr 2| ™

* @’. Pewntu jemmaumny log(az + 8) = 2log(z + 1), rne o, 4 € R.
646. Pemmtu jemmaumne:
a,) 4loges(z=3)+log, 5 —_ 5 : 5) 1510853 . plogs 9z+1 _ | :
6) mltlosss | ml-logsz — 2 4 | 0<m#1); z) 5% /871 = 500 ¢
0) log (s, (42% + 122 + 9) + 10g(25.43) (62 + 23z + 21) = 4.
@ Onpennty cBa peatHa pellema jenHaunse 197 - 892~ e* = 19.89.

(8/8 ) Jloraputmu 6Gpoja z ca ocHoBama a, az, ar?, az’ cy TaKBU
lla je Pa3JuKa OPBOT U APYror jeqHaKa pas3JInIn Tpeher 4 4eTBPTOT.
Hahwu te morapurme.

&6/9/ Hara je pyrrmmja f(z) = Iogaz—i-logaz z, rIe Je a DaTU peatial
6poj. ¥ 3aBUCHOCTH OJ a PEIIATH jelHAUWHY: f(:r, +a? —a) = 2f(z).

(\@/’ 3a xoje k € R jenmauuna, l(l)%a(nk—t)—l = 2 UMa caMo jelaH KOpeH?
@)? 3a koje ¢ € R jemmauuHa ___logz - "\ = 2 uMma Gap jemHO
log(z — a — a?)

pemweme? Hahwm cBa pemema.
(65@ Pemntn jemmawmny 2log, a + log,, a +3log,.,a=0 (a <0+ 1).

log > a
L +log,,alogi 2z =0 (0<a#1l).

@/ Pemmty jennaumny o &
2z

LA . 2
@@ [loxazaTu ma jempauwna log,, <—> log2 z + logs ¢ = 1 uma camo
» xr

JellHO pemieme Koje 3a/10BoJbaBa ycioB z > 1 1 Hahu To peleme.
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s
/ 655. Ojlpemznn a, b € R, Tako Ha jeTHAUNHA

1+ log,(2loga — z)log, b

log z
nMa 6ap jenmo pemreme. OnpenuTy, 3aTUM, CBa pellemha jelHadnHe.

656/ Peumtu jemmaunne:
: 1
a) (log,sin z)? +log,(1 — cos2z) =0 ;  6) 1081 4in 34 Sin T = %

B) logcos:c 4- logcossm 2=1 ; 2) logsinm 4 logsinQ.z‘ 2=4
e 1
o) 1Ogsin zcosx ST 'logsin:c cosz COST = Z b_) logsinx 2 'Iogsin2 z 4= 1 ae® 3

e) log.os o sin z + logg, , cos & = 2.

65'7. Pemmru cucreMe jemHadnHa:
) { loggz=y+4 -~ { 2logy = + logy(y— 1) =1

la 1. 3(6) 4 ;
N o= O ogr g -n= -3
; ogs - log(y — 1) = —3
log?z +log’y =5 2) log(z® +y°) = 1+ 2log2

logz — logy =1 ’ log(z + y) — log(z — y) = log 2 .
{loga 2 logyy =log,b, (0<a#1) {logz(x +y) —logs(z —y) = 1

2) aoety = /3, 0 <t £ D)

sz—y2:2 i

658. Penmru cucreMe jenHaUWHA:

& ) 2lo8s Y | yloBs T — 4 log, (log, )) = log,(log, y)
i log? z +log2y = 8

) ™ =y
'{loga T B log, = ;

y log,y

ﬂfy = y 310g$ . 4logy
a®=0b (z, y>0, a, b>0, a,b#1) ) 4mlog4 (Jy)log3’

bl

log,z —logyy =1 ’

\ xy
(e) .
i / af = (w y>0,pg>0, p#q)’

9)

log, z +log,2 y + log,2 2 = d
; orc) § log.y+log.z+ log,z=d ;
logb z+ logbz x4+ logbz Yy = d

y

ly=4

ry = c?
3)

{logs log, z) +logy (logs9 = 1

(log, ©)? + (logy y)? = = (logy ¢)”

l\DID‘!
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A 659. Peumru mejemnaunne:
a) logy(z—1)<1; 6) log%(w+2) >1; 8)logg(z?—1)>0 ;

25 : Ezik | e a
2)logy(z®~1)>0; 0) log, 2m+1\<0’ ) loglz — 1| > 0.

660. Penmmru mejennavnge:
2z + 3

. 2 168y el (0 3z
a)322>57__1_, 6)2 3"L"'"'2>Z, 8)logé[log2:l,‘2_—1jl<0’

2) logy(z* — 4) > logi(2lz]—1) ;  0) logs z +loggz > 1 ;
) 287 > o’z (a>1); ) g2~ logz o-logy &* _ % > 0.
A 661. Pemmtu mHejemHaunne:
a) log,._1(3z — 1) < log,a_, 2% ; 6) log, = +log,(x —2) > 1, (0<a#1);
8)log,vVa+4>1; 2)z'°8®>3; 0)log_,z<—1;
h) logi(z +a) < log,(z —a), 0<a#l.
662. Pemmtu Hejemmaunme:
a) logy z > log, 3 — g ;i 6) log, 2 -logy, 2 > log2, 2 ;
e) logy V7T —zlog,_1y4<2; 2)log,z(x?—4z+3)>1;
2) log(z2_5541)(3—2) <15 B) logs 3z +4-log, 5> 1 ;

e) : + 2 <1
5—logz 14loge

663. Peumntu Hejenmauuny: log(5” + 2 — 20) > z — zlog 2.

TN :
(664, 3a koje z, z> 11U o, a € R, Baxu:
logy z + log, 2+ 2cosa < 07



OCMA TJVIABA

PEIMTEIHA 3AODATARKA

1.a)3; 6)5 6)b 2)—2 0)(=2??=|-2/=2 7)3; ¢)2

ac) lal+a=—a+a=0, jep je a <0;
1 1 1
3) =2; u) 3 7) 2; 16‘)5
2.a)z 21 jepjer/(z=1)2=lz-1]l=2z—-1,3az>1
blegd: e)agl; 2z 0le=0: Bez0; e z=0;

ac) 3a cBako = € R;
a) &< 0;-n) 220 «j)e L0

3. a) V/32 jep je unp. \4/32\3/41: \4/25\72_2: \4/\/3 215. /92 — /917 =
= ¥/212.95 = 2 ¥/95 urn ;
6) V42 -v92+V162- 362 = 22— 3V2 + 4V/2 - 6v2 = -3V,

8) CIVYHO NMPETXO0MHOM 3aJaTKY: 25v/5 — 44/3;

2) 21V/2 —8V3;  0) 2V3; 1) 3V3; e)\/—i—j-\/;:,/g-gzzl; Dtc)lé;

b 41
3) 0, ) /3
3) 2V2, jep je \/(1 = V22 = |1 = V2| = —(1 - v2) =v2 - 1;
®) 2z —3; «)0; w)O0.

4. a)\/i,jepje\/_:f/fz{;/g,axa/_:\‘y?_z:%;

1 1
6) \/;; 8) \/;; 2) V3;
d) V11, jep ako je cympoTHo, Tazma je V2 + V3 > V1l < (\/§+ V3¢ >

>11 < 5+2V6>11 < V623 < 6>9;
n) 2V6; e)\/§+'2\/§;
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ac) kaxo je V6 +2v7 > V10 + V21 <= (V6 + 2V7)2 > (VIO + V21)? <=
= 34+ 4V42> 314+ 2210 <= 34442 > 2V210 <= (3 + 4V42)2 >
> 840 <= 8v42 > 53 <= 2688 > 2809, To je Behin 6poj V10 + V21

3) V11, u) 3—+/2.

. . m .
5. IlpermocraBumo cympoTHO, Tj. aa je V3 = —, rae Jem, n € N u rue
n
2

cy m m n ysajamuo mpoctu. [locne kBanpupama, mobujamo 3 = — =
n

3n2 = m? ma m Mopa 6buty gemuB ca 3. Heka je m = 3m;, m; € N. 3a-
MeHoM, xobujamo n? = 3m?, ma je u n = 3ny, n; € N. Hakie, 6pojeBu m u n
Cy Me/bUBY ca 3, CYNPOTHO MPETNOCTaBLM A& Cy y3ajaMHO IIPOCTH, a je V3
vpauroHalaH 6poj.

6) Ako 6u 6poj 2 + V3 6uo panMoHaJjaH, Taja 0M CMO MMaJju Ia je U 6poj
2+ \/§) —2=1/3 taxobe PaLMOHANaH, CYIIPOTHO IIPETX0AHOM NPUMEPY;

6) Heka je V243 = r, rue je r paumonanan 6poj. Taza je (\/§+\/§)2 =r?

. r
omakie je V6 = —5

Kao y CMYajy 3alaTKa a) moKasatu ga je V6 UpammoHanaH 6poj.

2) u 0) Cimuno MpETX0HOM.

h) Jlaxo ce nmokasyje ma ce cremeHoBareM Gpoja 2 + /3 IpupoHoM Bpojem
nobuja yBek 6poj obauxa p + q\/§ KOJU je UpallloHAaJIaH.

e) Axo je V2 + /3 = 7, Tle je r pamuoHaJaH 6poj, Tama je V3 = r — \/5, 1a

, a, 6u 6poj V6 Buo paumoHasad. Mebhyrum, moske ce

34+6r-5
ce Kybuparem obejy crpana nobuja 3 = (r — \/5)3 = 2= r—i&;—

To 6u 3maumno na je V2 Taxkobe pammonanan 6poj, mro je Hemoryhe.
ac) HlocTynuTi Kao y MpeTXOoJHMM NMPUMEPUMA OBOT 3aJaTKA.
3) Ako naTu pasioMak IpommMpuMo ca cv'2 — d, nobuhemo na je jenHax pa-
(aV2 + b)(cV2 + d)  2ac—bd bc—ad ¢
= 2. Axo je be—ad # 0 u
2¢2 — g? 2¢2 —a? ' 2c? — g2 V2 . 7
TOCTIeABY M3Pa3 jelHAK HEKOM palMoHAJHOM Gpojy 7, Taza je V2 jeaxak

HEeKOM palmoHasjHoM 6pojy, mto je Hemoryhe. Ilakie, TpaskeHM yCIOB je
be —ad = 0.

3JIOMKY

‘ ; : 1
6. Pammonanucamem UMEHMOLR, JIaKO 3aK/bydy]eMO O3 J€ —————— =
\/?: + \/5

=3 - V2, Te je morpebuo mokasaru na V3 +vV2¢€ S. Kopucrehu cBojcrBa
ckymna S, Tj. H:eI‘OB.y nepummmjy, nobujamo: V3 ++v2 € S g (V3+V2)(V3+
V2) =5+42V6 € S, u mame (—5 € SA5+2V6 € S) 4 —5+(5+2v6) =2v6 € S.
Cowaro je 26 € SAVE+ V3 e s Y 2V6(V3+v2) = 43 +6v2 € 5. U3

akcMoMa a) u 6) mmamo ma kanm x, y € S, Taga M NpPOM3BOJHHA JIMHEapHa
KoMmOuHammja A1z + Ay € S, rae je A, Ay € Z. 360r Tora, n3 V3+vV2€S n
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4/3+6V2 € S, mmamo 5(V3 +V2) + (=1)(4V3 +6v2) = (V3 —V2) € S, mo

je u Tpebajio HoKa3aTH.

z > 0, Tana

a+\/a2—b+\/a—\/a2—b
2 2 !

7. Axo cTaBUMO Ha je & = \/

ce mako nobuja ma je z? = a+ \/Z, na je ¢ = \/a+ Vb. Cimano ce noKa3syje
APy cirydaj.

a) llpumenyjyhu nperxonte pesyinrare, mo6ujamo \/5 —n/6= \/5 24 =
54 15%—-24 5— /b2 —24

:J*‘Q +¢ - V3-Va.

6) 2v2 —/3; 6) 3V3+72; z) 3v2 — 2v3.

0) Cnuuno kao mox a), npuMenyjyhu sanatak 7, nobujamo xa je \/ 5+ 26 =

=3+ 2, na je rpaxkenu 36up 2V/3.
5) V3; e) 3v2; ac) V5 +V3.

3 V3 _3v3 _
50 p= i sy =V

6) IlpomnpuTy HaTy pasyioMak ca Va2

" 1 V3+1 \/—+1
3 1 Bl - 0D

2) IlponmpuTy HaT pas3ioMak ca V2443
0) Mpommpury pasiomax ca V3 + V2.

) llpomMprBameM JaTOI Pa3JIoMKa Ca , mobujamo

VatVB—vE __ Jatvh—E

(Va+vb)2—(/e)2  (a+b—c)+2Vab
Mak mpommputy ca (a+b—c)—2vab, na he umennan pasiomka 6UTH jeaHaK
(a+ b —c)? — 4ab.
¢) TlpomupuBameM AaTor pasioMka ca /a + Vb — (v/¢ + V/d), mmennnan pa-
snomka he 6uty jemuax (va+vb)? —(ve+Vd)? = (a+b—c—d)+2(vVab—ed).
JlaJbuM IpoIMpuBatbeM 1obujeHor pasioMka ca (a+b—c—d) —2(vVab—Ved),
no6mjamo na e umenmnan 6umn jemnax (a + b — ¢ — d)? — 4(Vab — Ved)? =
= [(a +b—c—d)? — 4ab + 4cd] + 8Vabed. Ha xpajy je morpebuo pasimomak
npoumputyu ca [(a+b— c— d)? — 4ab+ 4cd] — 8V abed.
xc) TlpBo mpowmpumi Aami pasioMak ca va+ Vb, a satum ca \/a +b.
3) Ilpso npommpuBame he 6utn ca \7_-1—\75 a 3atuM ca V/3+ \4/5, 1 ca 3+/2.
v) OBae hemo uckopucruru nnenturer a®— b3 = (a—b)(a? + ab+b?), crasma-
jyhu a= V2, b= 1. Hakne, npomupyjyhu natm pasziomak ca (\3/5)2 +V2+ I
nobujaMo Ia je MMeHMJIAI] pa3iioMKa jeIHaK (\3/5)3 -1=2-1=1.

L
Va+ Vb /e

. Ha kpajy je morpebHO maTu pa3yio-
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) Hpommpury naty pasnomak ca /a — | ¥ MICKOPUCTUTH UAEHTUTET 33, pas-
JINKYy Ky6oBa.

x) Creapajyhm pasiuky kBazpata y uMeHyoLy pasiioMKa, 0cjaoBomuTH ce
IPBO KBaAPATHOI' KOPEHA, & 3aTHM OAroBapajyhnum npommpusameM 106UTH
pa3iuky Kyb6oBa.

2) Ha ocHoBy mzentureta

23 4+ 93 + 2% — 3xyz = (z+y+2)(a? +y? + 2% — 2y — yz — 22),
NPOMMPUBAEM AATOr Pa3JIOMKA Ca

(Va)’ + (V8)* + (/e)? = Vav/b — Vbi/e — /e/a,

mobujaMo 1a je MMeHMJIAl pPa3ioMKa jelHaK

(Va)? + (Vb)? + (¥/c)® — 3/aV/b/ec = a+ b+ c — 3/abe.

Ha xpajy ce mpomupuBamem 1061jeHOr pas3ioMKa ca

(a+b+c)?+ 3(a+ b+ c)Vabe + 9(Vabe)?,

nobuja Oa je MMEHMIAI PA3JIOMKa jeIHAK

(a+b+c)®— (3Vabe)® = (a+b+ ¢)® — 27abe.
9. a) V2. Ynymcemeo: Ipumenom sanarka 7., nobujamo zxa je

6) IIpumeHoM 3amaTKa 7, WM HEOCPeENHO, nobujamo

V3-2v2=1/(V3-1)?=v3-1,1/3+2v2=v3+1, {/9- 122 + 8 =
=\/32—2-3.2x/§+(2\/§)2:\/(3—2ﬁ)2=3~2\/§, VI+12v248 =

=3+ 2v2. 3aro je matu 1U3pa3 jegHak

V3-1  VB+1 _ (V3-1)(3+2v2)— (V3+1)(3-2V2)

= = =4v6 6.
3-2v2 3+2V2 32 — (2v/2)?
6) Axo naTy M3pa3 osHauUMoO ca z, & 3> (), Taga je
o VB - \V2+1 s V=G L = i

i 2<7§~2\/(<‘/§)2_ (\/\/5—1)2 y 2(VB-/v2-1) g A
1

2) 1 (IIpBo MHOMmMO Tpehu u yeTBpTH YMHMITALL. )

0) Heka je = = \3/9+\/8_0+ \3/9—\/%. Tanma je
m3:9+\/80+9—x/%+3\3/9+x/%\a/g—\/%(\s/9+\/80+ \"’/9—\/8_0), Tj.
?=18+3z < 2®-3zx-18=0 < 3 —27-3(z-3)=0 <

2
= (z-3)(2?+3z+6) =0 < (m—3)[<z+§> +E} = 0. Jeauno peasHo

2 4
pelieme nociebe jeAHaUNHe je T = 3, WITO je ¥ BPEJHOCT AATOr M3pa3a.

B) 2v2, jep je (3 +/2)% = 45 £ 29V/2.

e) Ilat u3pa3 je jeaHak ca

AN
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\3/(264—15\/3)(2—\/3)3: %26+15x/§)(26—15\/§): Vi=1.
ac) Hatu n3pa3 je jemnax Hymu jep je (1+ 2v6)2 = 25 + 4/6.

3) \/(2—\/§)z+\/(\/?_>—\/§)2+\/(\/§—1)2: 1.

u) Axo maTy m3pa3 o3HauUnNMoO ca A, Tana je A= Va+V3+Va =
' ’ (V242)+(V3+V6)+(V8+2)
V2+V3+V4 o V+VBHVAE

= VAUV HVEAVY VIV | +V(V2+V3+VE)  14v2 7

10. a) Jlako ce mobuja ma je [ \/_+ V20 — \/2—5)] = /5 — /4, wro je

€KBUBAJIEHTHO TPAKEHO] ]EAHAKOCTH.
6) Iloxasatu Ha je Ky6 LecHe CTpaHe JaTe jeJHAKOCTM jeJHAK TOTKODEHO]
BEJIMUMHU JIEBE CTPAHE jeIHAKOCTH.

e) JokazarTy na je (\75-{- 1)4 — 3425
P\¥B-1). " 3-2%
¢) Kako je 1>/ V2 — 1, neBa cTpaHa jeZHAKOCTH Haje

\@+\/ﬁ)2+/(1~\/ﬁ)2:1+ﬁ+1_m=2.

9) 4+ 2v3=34+2v3+1=(V3+1)? umn

%) Kopuctutu unmennny (A >0 u B> 0 u A% = B?) = (A = B).

11. a) Ako o3HaumMo naTe KoJW4HMKe ca k, Tanga je A = ka, B = kb,
C =ke, D =kd. OnaBze je A+B+C’+D.—k(a+b+c+d) na je \/E+
+x/_+x/—2+x/_._x/_a+b+c+d), xao u \/(a+b+c+d)(A+B+C+D) =
=Vk(a+b+c+d). Crora je narta jenHakocT 3amcTa TauHa..

: ; k k
6) Heka je az® = by3 = ¢23 = k. Tana je az? = —, by? = —, c2?
z Y

‘ [. (1 1
cTpaHa JaTe jeNHAKOCTHU jenHaka \/azd + byd + ¢z = { Ic( + l £l —> = \VE,
k
0K je IecHa cTpaHa jeaHaka /a + Vb + /¢ = ° = +
Y

1
- \/—<_ + > & ;) = vk, ma je jeanakocr Tauua.

s) s e SN v T S k, mo6ujamo: a; = kby, ay = kby, ...,
by by b,
an = kb,, ma je \/aiby + \/azba +--- + anbn=(b1+b2+~°+bn)\/_=

Vbitbot - b VE A brtbot - +ba=/kbitkbot -+ +kbpv/bitbot - +bn.
¢) JleBa cTpaHa jeHAKOCTH Haje: \/(\/a +b+/)? + \/(\/a +b—+/E) =

= —, Ia je JIeBa
z
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=Va+b+el+ |Va+b—e|=Va+b+e+e—Vatb=2/c

0) MuoskemeM nate jeqHakocTu ca \/ a2 + b2 + ¢2y/a? + b2 + ¢? | kBanpupameMm
] 1 1 11 pup

IobujeHe jeIHAKOCTU U MAambUM TpaHcpopmalmjama, no6ujaMo Ja je
(aby —bay1)? + (act — cay)? + (bey — ¢by)? = 0, mro je moryhe camo ako je
. a b a c b c
aby —bay =0,ac; —cay =0mbe; —cb1 =0, 1), —=—, —=— U — = —,
aj 1)1 ay C1 bl C1

12. TpanchopMumuMo ommTu udjiaH AaTor 36upa Ha cienehu mauwm:

1 3 1 VE+1-vE
(k+VE+kvE+1 VEvE+L(VE+1+vVE) VEJErIl(k+1—k)
“L— 1 or' Tora je naTw 30U €eIHaK —-——1—-—
_\/E \/m(k 1). 36 je n 6up jen (\/.. \/—>+

1 1 1 1 1 9

Bl e =l oo bt o e | B i
(ﬁ \/5) <\/99 \/100> 100 10
13. U3 0 < abc < 4 ciemn na je Vabe < 2, na umamo

\/abc+4—4\/m
a (\/(%— )2 —Vabe 1

Vabe—2  Ja(Vabe - 2) \/‘\/ﬁ-2) Va’
\/_

V3 —

14. a) Axo npumernmo na je z(z + 1) = 5 5 = 5, Kao
l-2)z+2)=-2?-2+2=—2(z+1)+2= ——%—1—2: g, nobuhiemo nma je
OATUA M3pa3 jeaHak 6.

= 7
© 6) CnuHO Kao y MPeTXO0IHOM cily4dajy, oBae je z(z + 5) = ——\/—7—2——§ @ =

= —g. 36or Tora je (z+1)(z+2)(z+3)(z+4)= [(z+1)(z+4)] [(z+2)(z+3)] =

= [e(z +5) + 4)] [2(z + 5) + 6)] = (—g+4) (—g“‘) =2,

V3
8) —.

3
z) Ilpe CBeraJe:U— u Ve a+b \/ (a5

4ab

la — b] 2 b , a2b>0 . .

= Sy Ry . 3aTo ce 3aMeHOM JaKo Hobuja Oa je Bpel-
a ——m, 0<a<b

HOCT JaTOI M3pa3a jeaHaka ¢ —b (a > b > 0), nan ——b-(a —b)zal<a<hb.
a
0) a—+b;
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2a —b
5) 3 R : Guri . l—az ik b
aMetb Y T, HermocpenHo nobujamo aa je = =
Yy pexn ] J T i~ Y

b

b [2a—b
_VB—v2a—b 1+t YoV T o+ V2a—bb_ 20+ 2v2a—bVE _
= Vb+v2a b 1—ba:_1 b [2a—b a—+/(2a—b)b 2a—2v/2a—bV/b

aV b
(V2a—b+Vb)? N .y Vb—v2a—b V2a—b+Vb
P =y — il ajJa MMaMO : = . =
(V2a—b—/b)? A l4+azV 1-bz  +/b+v/2a—0b |vV2a—b— /0]
Vb —+2a—b
= =1, jepje 0< & < b< 2a.
—(v2a —b —/b)

e) Ako cTaBuMO na je u = v/ V5 + 2,0.= \3/\/5—2, Tana je uv = 1, ma je

23+ 32 = (u—1v)® +3(u—v) = ud — v® — Juv(u —v) + 3(u—v) = u® —v® = 2V/5.
2 2 1 i )
ch) Ka.KO je \/(L‘—I—l:\/a2+1+1:\/(a+l) :a+ u /58—1: (a ) o
a V

2a v 2a 2a
1
|a_1| : . s vVe+1 z—1
= ————, TO ]J€ OaTHU U3pa3 jelHaK = =
e j pas j T o
z—1 zr+1
l1—a 0 1
e Ia"‘ll :{ 2@1, <a<
— - a-— :
a+1—a—1| s

3)3aac:\/@,0<b<a,MM&MOﬂaje(a—a:)(a:-—b):(a—\/ﬁ)(m_b):
=Va(vVa—vh)Vb(va~vb)=Vab(va-Vb)’, xao u (a+z)(a+h)=ab(y/a+Vb)’
VitV VB Ve 0 [VE_

Vaba VB~ Vasa—vh VBT

15. a) 2, ako je a >0 u &2, axo je a < 0.

3ato j J€ AaTH U3pa3 JeILHaK

1

. : v + =
6) Axo o3zuaummo ca ¢, umahiemo na je maTu M3pas jenHak ___Tx =

a—

z T
1 . . 2
= i+1 = %’ IIe je a TakBO Ia je Z+2 >0 <= a€ (~o0, =2)U (2, +00).
8) —1; Ynymcemeo: llpumernmo na je
l1—a <! (V1-a)? L V1i—a

V1—a?—1+4a i \/1—a\/l+a—(\/1—a)2 T Vlta—-V1-a
¢) Natu M3pa3 je nepunucan axo je a’® —9 >0, 2a+ 2v/a? —
2a — 2 —9> 0, mro maje a > 3. 3a TakBo a je 2a + 2v/a? =



112 OCMA I''TABA

2 .
=a—-3+4+2vVa—-3/a+3 +a+3:<\/a—3+\/a+3) U, CIVYHO
2a —2v/a? -9 = (\/a -3 —Vva+ ) 3aTo je maTu U3pa3 jeaHaK

V(Va=3+VaT3)? _ Va=3+va¥3 _ Vas3+VaFd _
JWa—3-varap Wa-3-va+3l _(Va=3-va+3)

2
(Va_3+"a+3) _2a4+2va?-9 a++vVa?2-9
- = :

T Wa-3)2—(Vat3)e 6
2a + 2v/a? -9
3&1[&’1‘8,1{ Cce JIaKIIe pemaBa aKoO M3pa3 MMUIIIeEMO y O6JII/IKy —2,
2a — 2/ a? -9

a 3aTHUM PalVOHAJUIIEMO UMEHMJIAL PA3JIOMKa I10 KOPEHOM.
0) Nspas je nepunucan 3a = > 4 (3a ¢ = 4 UMeHUIIA PA3JIOMKA jeIHAK je

HyJIM) Y BasKu: \/a:—4\/:c—4: \/ —4 -4z —44+4=1/(Vz-4-2)2=
=V —4-2|,\/z+4vVzx — 4 =z — 4+2. [Ipema Tome NaTH U3pa3 je jeTHAK

4—+x—14
'V:L'— 2|+2 ﬁ“, 4<xr<8
ve—4
F 1, 38

1
fj)\/E——\/l——a3a,0<a<§,\/1—a—~\/53a,%<a<1

e) Mocrynajyhm cimano kao y ciaydajesmma z) u 0), nobujamo na je uspas
\/(\/a+b+\/a——b)2—\/a—b B Va+b o
Vatt-ova—be+va—p Vath

/ 2
gy V1-
ac) Kako je \/1+ 1—.1:2: 2_*_2—53:: L\/1+zL'+2\/1+ac\/1—:1:—i-1—ac:

= SV VIFa+ VT2 = (V¥ 2+ VI3 0), u (VIF 2P ~(VI—2)’=
(\/1+m +VI-z)(Vi+z)? +ViteVi-z + (VIz)?) = (Vite — vVI—z)(2+
+\/i———:c2), TO ce 3aMeHOM nobwuja na je naTy M3pa3 jeaHak %(m+
+V1-z)(V1+z—-v1-2z)= %(1+m—(1-—m)) = \2/—2_2\/531 (-1<z<1).
3) CimuHo Kao y caydajy €) umamo na je t+4vVz —4= (Ve —4+2)* n
V(Va4+2)° (aa-2)2
. (x/ﬂ—2)3 2
8

=3 Wa A+ (/EA-9)= L (a-0)-4) = 2.

jenHak

-4z —4 = (Vz—4-2)?, na je naru uzpas jennHax

F+2 (Ve—d-2)?_
Y 3
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u) 4 — \/4z? — 1. Ynymemeo: Younrn na je

A 2
92 + 91 41'2—1:(\/2:1:—1+\/2$+1) wTn.
. : . z—1 z+ 1 (Vz+1-+z+1)?
‘H' 6 '—2: =
7) Jlaxo ce no Hjaﬂaje\/\/x+1+\/m_-1 \/ 7
ASp b ] e 1) 3 3
:-—E——L,____—f—+ " (\/I—H) —(\/.’L‘—l) :(\/:c—l-l—\/a:-i»l) (2x+\/:n2—1>

\‘>/_,E2 =

: ; 1
II1a, jJe HaTv U3pa3 JeHAK ———===.
J e ey

16. PacraBumo tpusom z°—3z —2 Ha ummwone: z°—3z—2 = (z3—4x)+
Hz—2)=z(z?—4)+(z—2)=(z—2)(z? +2z+1) = (z—2)(z+1)?. Cimranro je
(z=2)(z+1)2+ (22 - 1)Va? -4
(z+2)(z—-1)2+ (22 -1)Vz2 -4
_ (@+1)Ve=2 (a+1)Va—2+(e-1)Vz+2 (e +1)vz -2
T (e=)Vr+2 (z-DVet2+(e+l)Ve—2 (z-1)Vz+2

23 -3z +2=(z+2)(z—1)? na je uspas

1
17. ary jenHakocT TPaHC(HOPMUILIEMO: (az—a\/i+ 5) +(b—2\/5+1) =)

2
2
0JZHOCHO (a— —\g—§> + (Vb —1)?=0. Onaszne je a = -\-/é——-, b1l

18. a) Hexa je a = /343 ub = 1/3—+3 Tama je a® +b> = 6.
Monazehu ox (a — b)(a? — b?) > 0, mobujamo a® + b3 > a?b + ab® = ab(a + b).
Hame je (a+b)3 = a3+b3+3ab(a+b) < 4(a®+b%) = 24, ma je a+b < V24 = 2v/3.
6) Kopucrehu nosnary HejeaHakocr: 3a a > 0ma # 1 je a+ 3 > 2 (koja ce

a?+2 a?+2+1 = 1

= RV e e ——
Vaz+2  Va?+2 Va?+2
e) Uspasu (¢ —b) n (va— Vb) cy ucror 3maxa, na us (a — b)- (Va — Vb) > 0,
nobujamo: ar/a + Wb > av'h + by/a. Hememem ca Vab nobujamo TpaskeHy
HejeIHAKOCT.

>

nako mokasyje), nobuhiemo:

; 75
19. a) /230431, 6) ¥ iL.-; e) Vad; e) a?—b%  0) 8 §) —4";
vz

e) =7; ac) o5 3) e~ %5, u) 0;

j) Axo umamo na ymy na je a £z = (Va)® + (Yz)? =

= (Yat \3/5)(\3/;2_42 Vaz + \a/ﬁ), nobujamo Ha je u3pas3 jelHaK

[\3/11_24— Jaz + x — (\3/52 — az + {75)].2((11')'% = 2(az)32: (az)™5 = 4.
1 2

%) Kaxo je 3a ++v6a— 1= %(6(1-{- 2/Ba—1) = 5(\/6(1—— T+1) u
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S 1 2
da—+v6a—1= 5(\/6a —-1- 1) , e je, 360or neUHMCAHOCTM 3aJaTKa TIpeT-
1
IocTaBJbeHO Ja je 6a — 1 > 0<<:> a> g) Véa—-1—-1#0

‘ 1 . .
( = Vba—=1#1 < a# §> 3a TakBe @ UMaMo 1a je JaTy U3pa3 jenHaK

V2 i V2 V2 V2

= + , @ OJaBIeE je

\/(\/6—_5_{_1)2 \/(\/6——_5—1)2 V6—a+1 |[V6—a—1]
1 1 /2(6a—1) 1

38 ~ K a< a ————= 33 a> —.

3a—1""6 3% 3a—1 3
2 2 _ 9
) 2/a—-1;, w) (l'::;;/) L w) - ) 2a+b); w) Ui

MoCIeqbY U3Pa3 jEaHaK

=3,
42! 3z
20. a) MHOXemeM YMHMUIIALA [0 KODEHOM Ha JIEBO] CTPaHK JEAHAKOCTH,
nobujamo na je raj npousson jeanak 2(a? + b%) — 2(a + b)y/a? + b2 + 2ab =
2 2
= (a+b)? — 2(a + b)Va? + b2 + (\/a2 +07) = (a ok SR A b2) ' je

TPa)KeHa JeIHAKOCT ouurielsa, jep je a +b>+va?2 +b23aa>b, b > 0.
6) Ilo TpaskeHe jeAHAKOCTM LOJA3MMO HA CIMYAH HAYMH KaO y CIydajy a).

21. Tpeba maTe mapase sanpaso cpeauTu. Pesynratu:
a) 8+1; 6) —2+3i; e)3—63; z) —1—23; 0)3—1' b) —2i;  e) —11-—2i.

ac) Hemocpenro ce nobuja na je i* = 1, ma je 18 = 444 = 1.

3) iV =(Nti=

u) Kako je i3 = 2.4 = —i, 10 je i* = 3.7 = (=9)i =1, =4ti =4
f=3d=dii=-1na 3aKbydyjemMo, Dakie, a ce BPEAHOCTH 1" LUKIMUHO

IOHaBJba]y U Aa je nepuon 4. Heka je n =4n; +r, raejen; € N, 0< 7 < 3
neo 6poj. Taza je ¢ = i*™1+7 = (4)™1.§" = 47, Komaumno je i*" = 1, g4ntl =
4n1+2 o _1 14n1+3 -1,

j) Rako je (14i)? = 2i, 10 je (14 1)%¢ = [(1 +4)? ] = 213.413 = 213; (pumern
IPETXO0JHU 3a1aTaK u).

x) —2°°. Buneru u) u j).

a) 4; ) 8.

22. a) HomuoxkuheMo 1 monenuTu J_Ia,TI/I u3pa3 (Tj. npommpurn) ca 144
Aa 6ucmo ce 0cn060aMIN |, MIMATUHAPHOCTH “ y VIMEHMOLLY :

1 1 144 14 L L4+9%y 1 41
— - = = = — —1.
1—i 1—i 1+i 1—-£ 2 22 " 5
6) Hocrynajyhu kao y nmperxonsom npumepy, nobuhemo - = — — —1.
. 5 142 5 5

—E—Ez; 2)2—1i; 0)—i; B)i.

1 I FIEaND
e) Kako j je 35 = (;) = (; -,) = (~1)% = —i?® 10 ce nmpumenom 3azaTka
i
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21.u) mobuja pesynrar —i.

ac) Mocrynajyhin kao y samarky 21.j), nobujamo na je uspa3 jelHaK —55
1 3. 1, S O I 1 3.3 K, 24 10x:,

Pgtgh WOtgh Jog-Fh ®ogtyh 4o gt

w)140-i=1.

23. a) Axo cTaBuMoO z1 = @1+iy1 U 23 = T2+1Y2, Taja je 21+22 = (z14z2)+
+i(y1 +1y2), ma je 71 + 23 = (z1+z2) —i(y1 +y2) = (21 —iy1) +(z2—iy2) = 7+ 7.
CHIudHO ce JOKa3yje U ciIydaj 3a 3HaKoM ,— .

6) Axo yBeliemo o3Hake Kao y a), nobuhemo 7123 = 12y —y1Y2 —i(T1y2+22y1).

Cnuuno Z1Z3 = 2123 — Y1Y2 — i(21y2 + Tay1), UTA.

. 1 1 T —1
8) Ako cTaBUMO z = T + iy Tanda je 2_1:;: ;c+z'y: m+iy.x—iz:
T y M T &, g z+1y r+1y
= —1 T]. Z75= 1 = = = 5 =
P e e L 2y’ T4yt o4y’ (etiy)(z—iy)
1 S|
= — =(z)7".
z — 1y

{ z e S T
¢) llpumewyjyhu pesynrar 6) u e,) no6uja ce (i) = (212 ) Sz T =

i 21
221(2’2) 1: %

) G =le—i)=c+iy==

24. a) Axo yBelleMo 03HaKe Kao y 23. a), Tana je |z122|% = (xlmz—y1y2)2+
(z1y2 — w201)? = 2izd — yivd + 2lys — 23uf = (ef +ui)(2d + 13) = |a1l’|2f’,
onakie je |z122| = |z1]|72].

6) IlpuMeHNTH pE3yNTAT U3 ).
6) Axo je z = & + iy, Tana je 2z = (z + iy)(z —1y) = 2? +y* = |z

il Il
—| = —, a 33TUM IPUMEHUTHU PE3yiTaT U3 b).

29 |22|’

2.

z) TlokazaTu na je

25. a) pumewyjyhu pesynrare u3 sanaraxa 23. u 24. uMamo
|21 + 22] + |21 — 2212 = (21 + 22) (21 + 22) + (21 — 22)(21 — 22) = (21 + 22)(Z1+
+77) + (21— 22) (71 — Z2) = 2171 + 2272 + 2171 + 2223 = 2|z1|% + 2|2a)2.
6) [lpuMeHUT DOCTYNAK Kao y a.)
) locTynutu kao y a), suajyhu na z + Z = 2Rez, 3a npoussosHo z € C.

26. a) — u) aty 6pojeBU Cy IpeNCTABILEHM Ha CaAulm 23.

27. a)2; 6)1; 6)1; 2)3; 0)V2 )2 el x) V13
3) 2v/2;  u)A/13.
28. Kako ce cBaKOM KOMIIJIEKCHOM Opojy z = & -1y MOMe J0L0aTH BEKTOD

= . . .
- OM, rze je O KoopaMHATHY TIoYeTakK, a M (z, y) Tauka kKoja oaroBapa 6pojy z
1 Kako ce cabupame (0Ay3uMarhe) KOMILIEKCHNX OpojeBa cBoM Ha cabupame
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(omysumame) oarosapajylinx Bekrtopa, To je |z; — 22| jemnak Moaysny BexTOpa

¥ . . . .
My M; xoju cmaja rauxe M, (z3) u My (z1), Tj. pacrojamy uameby Tauaxa
ompebennx Gpojennma z; U z.

b 4
_2¢TZ_( ______ 2i %Hg \
LA 4 4
o t
RS L AU A Zi
3Tz 1 o 1 2 P /
| e | ) o B
: r 7§-z‘: - /o/'u X 0 x
T P ) -1
=3 =21 _i A
B8 2-3i
Cur. 23. Ci. 24,

29. a) Ako je z =z +1y 10 je Rez > 0 <> z > 0, ma je CKym TpaKeHUX
TavaKa JeCHa IOJIypaBaH UKja je IpaHnila y-oca, He yKbydyjyhnm Tauxe Ha
B0]J.

6) Cxyny Tavaka u3 ) JOJaTH U Tauyke Ha Y-OCH.

e) Bunetu ca 24. neso.

2) Imz < 0 <= y < 0, 1j. cKyn Tayaka je [OHa MOJypaBaH OTPAHUIEHA
z-ocoM (He yKmbydyjyhmu Tauke Ha z-ocu).

0) Imz <1 <> -1< y <1, 1j. ckyn Tauaka je Neo paBHU OrpaHMUEHE
npaBuM y = —1 u y = 1, yrmwyuyjyhu u mux.

i) To je ckym Tavaka Koje Cy Ol KOODAMHATHOL TOYETKa yIajbeHE HE BUIIE
onl, a To je kpyr mojgynpeunuka 1.

¢) Tauke u3BaH Kpyra moJynpeunuka 1.

ac) To je ckym Tauaka Koje cy mobennako ynasbeHe on Tauaka —i ¥ 1, a To
je cumeTpaJia Ny Koja cmaja Tauke oxpebene 6pojeBuma —i u 1 (Bumern
ci1. 24. nmecHo).

30. Axo craBumo z = x+1iy 1o je Rez < |2| <= z < /22 + y?, mTo HUje
Temko nokazaTu. CimyHo MOCTYNUTH ¥ y cilydajy HejemHakoctu Imz < |z].

31. llpumewyjyhu cBojcTBa 24. 6) M 2) ¥ nNpeTxoAHU 3aJaTaK UMaMO
|21 + 22> = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 2)(F + 7) = |a1|* + |02 + 1T + Tz =
= |21’ +]z2|* +2Re{n1 73} < |1 P42 2 +2|2173] = |21 [P+ | 22?4+ 2] 21 | 22] =

= (|z1]+]22])?, omakrmue je |z1+22| < |21|+|22|. Kopucrehu ynpaBo mokasamy

HejemHaKocT, uMaMo |z1| = |(z1+22) +(—22)| < |21+ 22|+ | — 22| = |21+ 22| +|22],
omakie je |z1 + 23| 2 |z1] — |22|. Cumuno, nonasehu ox |z;|, momasumo mo
HejemHaKocTy |21 + 22| > |z2] — |21 = —(|z1| — |22]), ma je samcra |21 + 23| >

> ||z1| — |23] | leomeTpujcko TymMaueme HejeHAKOCTH CBOAU Ce Ha OJHOC
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36upa WM pasliMKe HBejy cTpaHMna Tpoyria npema Tpehoj.

32. ¢) ara jeoHaunHa je eKBUBAJIGHTHA jeAHAYMHN & + 2y + izt +y) =
=5+ 31, a oBa cucremy z+2y =05, z+y =3, mro majer =1, y=2.
Pememe je z = 1 4 2i.

6) 2=3-2i; 8)z=12,y=-26; 2)z=1,y=-2
())z:%—fli; b)) z=-1-1;

e) Crammajyhn z = ¢ + iy, nobujamo cucTeM jenHAUMHA, \/.7_:2 +(y—2)? =
=ael+ 2, (z-1)2+y? = V2 + (y+ 1)2. KBanpuparmem obejy cTpana
naTuX jemHauuHa U cpebuBamewm, xobuja ce cucrem —4y +4 = 0, —2z = 2y,

Tj. ¢ = —1, y = 1, ma je pememe z = —1 + 1.
33.bc:ad.
N T R € L o Lepay"
34. Kako je - = *— = 1, TO Je -] =% = T sa.n.i=4k,
1—1 12 — 42 1—14

k € N (ymopemrru ca 21. u)).

35. IIpommpuBameM 4aTOT pa3iioMKa Ca Z2+1(=7+1), nobujamo na je
(z=1)@EF+1D) _ |2 -142—% |2/ =1+ 2Imz
ek AR o0 fagedBl - e a1
ako 1 camo ako je Imz =0 u z # —1, 1j. ako z € R\{1}.

. Mocnenmwu 6poj je peasan

36. Mpumemyjyhin mocrymax u3 mperxoxgHor 3ajaTka, AoGujamo na je
z—1
z+1
z # —1.

YMCTO MMarMHapaH ako M caMmo ako je [z|2—1 =0 <= |z =1nu

Z1+2zy 21+ 22 m_
I+2123 142123 142122
_(zt+z)(+717m) 2 2o+l PB4 70 2?  (214+70)+(22472) _ 2Rezi+2Rez;
R |1+42129|? L [1+421 22]? = [1+4 21 22| T 1421 29)?

37. Ilokas cienu u3 ciaeneher Hu3a jeAHAKOCTH:

€ R, rae cy nNpuMermbeHa CBOjCTBa AaTa y 3aJanuMa 23. u 24.
38. Mokaszaru na Baxu |(|2 = ¢ =1.
39. a) P(2) =0; 6) P(z)=1-iV3.

40. CraBumo z1 = z1 + iy1, 22 = Ta +1y2, (11 # 0, y2 # 0). Kaxo je
21+ 29 = (21 + 2) +i(y1 + y2) U 2120 = (T1y1 — T2y2) + (T1y2 + T291), TO CY
O6pojeBH z + 2y M 2123 PEAJHMA aKO U CAMO aKO jey1+y2 =0u z1y2+22y1 = 0.
OmnaBze je y; = —y», Ia Ce 3aMEHOM y ApYyroj perauuju, no6uja
yi(z1 —23) =0 <= 21 =23 (jep je y1 # 0 mo mpermocTapIm).
3aTo je z1 = Tg — 1y = Z3. OOpPHYTO Ce JlaKo JOKa3yje.
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41. Bpoj a je peananm ako m camo axo je a = @. Y HalleM ciyd4ajy je
u—7uz _ fu-—Tuz u—uz  U—uz
1—2 _(1—z -2z 1=z
MHOMewa U cpebusama, (T — u)(l — 2Z) = 0, z # 1. Y3 nocnenme penanuje
3aKJbydyjeMo Ja aKo je u = U, Tj. aKo je u peataH, Tala je pellerhe CBaKU
KoMILIekcal 6poj z # 1, a ako je u € R, Taza je
1-2Z2=0<= 1-2]*=0 < |7|=1,
T]. pelleme je CBaku KOMILIEKCHM 6poj umju je Moxyo jemHak 1 (z #1).

), ozakiae ce nobuja a 3aTHM, IIOCie

42. Uz |a| = |b| = [¢| = 1 umamo |a|> = b2 = |c[*=1, 1j. aa=bb = cE = 1,

] 1 1
ma je |ab+ be + ca| = |abe| E+E+E' =la+b+¢=la+b+ecl=|a+b+c.

43. Hexa cy Tpasxenn 6pojeBu z1, 2y u z3. Ilo npermocrasum je z;+
+z9 + 23 = 1; 2122,2_3_: 1 If_]zllszz]:]zﬂ:l. 3aT10 je 2129 + 2923 + 2321 =

1 1 1 Z3 Z1 29 SO SRS S0, 1
= —4+—+— T = 5 = 21+ z2 + 23 = 1. EnuMuEMIIIMO 13 0BUX
23 21 2 |23| lz1]2 " |2
penamwmja zy U z3 Ha cienehu Haumy. Mocnemwy penannjy nmummmo y o6IuKy
212223

z1(22 + 23) + —— = 1. Omasze je z1(1 — z;) + — =1 < 2> +1)=0.
7

Pemema nocnenwe jennauuue cy 1, i uam —i. AKO je, perumo, z; = 1, Tana
73 NPBUX pejalyja UMaMo zp + z3 = 0, 2923 = 1, omakie ce nobuja zy = 1,
z3 = —i. Ilakne Tpaskenu Gpojesu cy 1, i u —i (unm y 6uso xojeM Apyrom
MOPETKY ). )

44. 3anasumo xa cy 6pojesu 1986 u 1990 o6auxa 4k+2, k € N. Kaxo je

= (a)" ()[R [(@)]

= g2k+1 (_i)2k+1 = §2k+1 _ ;2k+1

=0, To je u Tpakenu 36up Takobe jenmak
Hy .

45. a), 6) Tlpumenutyn unenturer |z|* = 27.

46. a) I[lohu on uumenuue na je z; — 29 = (21 — 23) + (23 — 23), a 3aTUM
IPUMEHUTH HEJEeAHAKOCT U3 3ahaTKa 31.
6) VI3 npeTxoaHe HejeHAKOCTH M3 4) UMAMO Ja je, PEluMo, |z; — z| <
< |z = 21|+ |2 = z3|. Yicty mejemnaxoct npuvenntn u Ha |z; — 23| 1 |23 — z1].

47. IlecHa cTpaHa HejeQHAKOCTH U3 33aTKa 31. MOMKe Ce TeHepaucaT U1

Ha n 6pojeBa z1, 23, ..., z,. Hamme, Baxkut |21+ 29+ - -+ 2| < |21 |+ 22|+ +
+|2zn|. OBy HejemmakocT MoxkeMo reoMeTpHjCKM MHTEPIIpeTUPATH Ha cienehu
HaYMH: aKO YyOUMMO paaujyc-BekTope oxpebene 6pojeBuma z1, zy, ..., zn,

a 3aTuM WX cabepeMo HaJoOBe3MBalbeM, Tala je pACTOjalhe Kpajikhe TauKe
HOCJeNber BEKTOPa y TOM HU3Y OJ KOOPAMHATHOT HOYeTKa, a To je |21+
+22 + -+ 4 zn|, Mame on 36upa |z1| + |za] + -+ + |25, Tj. Mame on mysumHe
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u3ioMIbeHE JIMHMje Koja cliaja ABe IoMeHyTe Tauke. TpaskeHa HejeqHAKOCT

ciemn craBbajyhu 21 = o1 +iy1, 22 = T+ Y2, ..., Zn = Tn + WYn.
48. Tlo ycnoBy 3alaTKa je =l =|z|l=rulan—2|=|n-—2|=
= |z3 — z1| = a (BuneTM reoMeTpUjCKy MHTEepHpeTalMjy BeauumHe |z; — 22| ¥
sazaTKy 28.). 3aTo umamo |z122 — z2z3| = |22(21 — 23)| = |22||z1 — 23| = ra,
|z122 — z321| = |21||z2 — 23] = ra m |z123 — 2223] = |z3]|21 — 25| ="ra,/na je
|2122 — z321| = |2122 — 2321 = |2123 — 2223|. Ilaxie 3aucra cy 2129, 2223 U 2321
TeMeHa, € JHAKOCTPAHUUHOT TPOYyIila.
+1
49, a) ’L‘l—’lig—-o 6) .’L’]z-—ﬂ:l 6) 11’12—-:|:\/— Z) T1,2 = —F=;
Z i V2’
0) ©1=-3, z2=0; ) z1=0, .'132'—'2*3—‘, e) zi=—=; 23=0; ac) z1=-2, z2=1.

2

50. a) z; = 2, 5= 371 \Okei e = 1i\/_, e)xl-—mg_.‘z;

1 _lil‘\/g N 3:‘:1\/
z) oy = Ty z2=1; 0)z12= ——2-“; h) z1

V2 4+ /10 3 —5¢ 1+z
e) 3?1,2—————————6 Coae) 4 = . g mee

3) PacraBibamem Ha uuHMONe Hobujamo: (x + 1)(z* 43z 4 3) = 0. Pemema cy:
—3+4V/3
e
'5
51. a) 12 = ﬂ:g
5) Y3 ycnos & # au 76 b marta KBaJApaTHA jeJHAUMHA CE CBOIY Ha €KBU-
BasenTHy jemsaumuy 2z° — 3(a + b)z + (a + b)? = 0. Pemasamem ce nobuja
1
ol §(u+ b), zy = a+b, vae je a # —2b, a # —3b, b # —2a, b # —3a (36or
ycioBa x # a, © # b).
8) x4 = -5, 23 =1,
¢) Ilara jenmauuna je exBuBaseHTHa jeanaunun 3(a — b)z(z —a+b) = 0. Axo
je a =b, Tazna je pememe CBaKO PEasHO L, a aKo je a # b pemema cy 1 =0,
z9 =a+b.
4+5
U mg=
b
h)z12=2%2;, e)3aa=zbjex=—-.3aaFftbjer = -
a

r=—-1Vay=

a, a#0. 3a a =0 jenHaunHa HeMa pellema.
ab ab

, Ty = .
—b T a+b

52. a) Kako je z? = |z|?, 10 je mara jenHaumHa eKBUBAJEHTHA jeIHAUMHU
lz|(Jz] = 1) =0 <= |zg|=0Vz=-1Vz=1

6)ap=0;
6) Hary jemmaumny rmmemo y obumky |¢|® — 3|z| + 2 = 0. Pemapamem ce
mobuja || = 1 wum |z| = 2, ma cy pemema 15 = £1, 234 = £2. Unaue,

MoJIa3Hy jeJHAUYMHy MOKEMO peIllaBaTv U pa3MarpambeM ciydajeBa ¢ > 0 u
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z.< 0,

2) llata jennaunna je exBuBasneHTHa ca (z — 1)(z 4+ 2) = +4. Jeauaumna
(z—1)(z +2) =4 uma pewema &) = —3, Ty = 2, IOK jeJHAUMHA,

(z = 1)(z + 2) = —4 Hema peaJHUX pellema.

0) Daty jensaunny mamemo y obmmky (z-+1)2—3|z+1|4+2=0 <= |z+1|2—
=3|z+1|+2 = 0. Harre, no6uam cMo KBaApaTHy jeaHAuUMHy 10 |z + 1|, unjum
ce pemasamweM nobuja [z+1|=1wmm |z+1] =2, 1j 2 +1 = 1 wm 2+ 1 = +2.
Pemema cy 1 = =2 3 =0, 23 = =3, 24 = 1.

h) Kaxo je 2* -8z +12 = (z—4)?—~4 = (z-4)? - 22 = (z —6)(2 — 2), To ce maKo
nobuja na je oBaj TPUHOM MO3UTHBAH 3a T € (—00, 2)U(6, +00), HeraTuBay 3a,
T € (2, 6) n jemnak Hynu 3a x = 2 wiy z = 6. Umajyhm y Buny JepUuHUI]y
ancoJlyTHe BPEeAHOCTH peasHor Gpoja gobujamo 3a z € (—oo, 2] U [6, +oo)
jemnaunny z? — 8z + 12 = x? — 82 + 12 Koja je 3a10BOJheHa 33 CBe TakKBe
BPENHOCTH T, HOK 3a z € (2, 6) umamo jeanauuny z2 — 8z + 12 = —(z?% — 8z+
+12) <= 22 -824+12=0 < z=2Vz = 6, mTo y oBOM cilyuajy HHUCY
pewetsa. Jlakie, pememe je cBako © € (—oo, 2] U [6, +00).

e) 12 =%4; o) zi2=42; 3)z;=1, 2= 5 u) Csako z € [—1, 1].

53. a) x1p =21, 234 ==41;6) 212,=0, z34 = +/2;
6) CraBmajyhu z% = ¢, nobujamo kBanpaTHy jemmaunny t2 —10t+1 =0, unja
Cy pelema iy 9 = 54 2v6. Cana je 2% = 5—2v6 nnn 22 = 5+2v6, 1j. nmamo

peliema Ty 9 = 31/5 — 2\/6, T34 =+\/5+ 2V6.

2 2
2) T2 = :|:1, T34 = :t7\/;, 0) T1,2 = 0, 3,4 = i%—l, 7]-) L1,2 = :l:l, I3 4 = +31.

1 , 1
54. a) YBemumo cmeny = + — = t. Tana je z2 + — = t? — 2, ma umamo
T z

It

jemmaumny 3(t2 —2) ~ Tt =0 <= 2 —-Tt—6=0 < t:—gvt:& 3a

? 1 2 : -1+ 2v2¢
t = —= mobujamo = + — = —=, a omaBue je Ty 5 = ——iﬁ, ok 3a ¢t = 3
3 z 3 : 3
3+v5
nMamMo T34 = D) .
1 1
6) ¥YBectu cMeHy ¢ — — = t. Pemema cy x; = —5 z2=2,234=1 +/2.
z

1443

1 1
6):L‘1:—,x2:2,:133,4:—2:l:\/§; 2)1'1:—,1'2:2,.1:3,4: .

(a)//ﬂa'ra Jemnauvna je ne¢unncana 3a z # 0 u x # 1. MuoxemeM o6ejy

2
cTpaHa jeHauuHe ca z2, nobujamo jemnaunny o2+ (—?) —-1=0, a onaBue
x
4

2 2
ZOIyHOM MO MOTIYHOT KBajpaTa, nobujamo | & — AP +2 S el
z+1 z+1
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2 2 ,L.Z

2
z 2 5
=f = (l‘+ 1) .+2:c+1 —1=0. YBobhewem cmene %

no jemmauume t? 4+ 2t — 1 = 0, umja cy pemema ;5 = —1 & V2. Bato je
2

z+1

= {, m0JIa3uMO

= —1 4 /2. Pemapamem mocienhe jeaHaunHe 106ujaMo pelerna

V2-1£1/2v2~1 ——1—\/§j:i\/2»\/§+1.

T1,2 = y £3,4 =
B) Jennauuna je nedunucana 3a cBe  7# 0 n ¢ # —2. Kako jexHavuHy MOXKeMO
r(r+2)+2 5 ,
—_ = - b )=t 0

oz £ 2P g TO ce yBobhemem cmene z(z +2) mobuja

6
= = -0 -18=0 < tZ—EVt=3. Ha pajy,

MACATU Y 0BJIUKY

JenHaYNHA,

12 9
; 6
pemapatheM jenHaunta (e + 2) = —gu z(z +2) = 3, KoJla3UMO [0 peniera
~5+ivh
B2 =T Ty r3 = —3, L4 = 1.

5
e) MuoxemeM npBor u deTBpTOr M Apyror u tpeher dakropa seBe crpaHe

nare jensauunne, nobujamo (z2+3z)(z2+3z+2) = 1. Ilame je noTpebHo yBecTn
cmeny 22 + 3z =t u npobJyieM cBecTM Ha pellaBarbe KBaJDPATHUX jeJHAUMHA.

~3+v6
*———— (#Ba OBOCTpYKA).

ac) YBecTu cMeHy 22+ x4+ 1=1t. Pemema cy

—-144/19

! 2 '

3) Hemocpezso nposepaBamo na z = 0 Hije pememe aate jenHadune. leobom

! ; ; 1 1
06ejy crpana ca z? (# 0), nobujamo jeqHaUMHY (2m—3+ ;) (2x+5+ ;) == 9,

Pemema cy z13 =

=2, z3=1, 234=

1
WM, aKo cTaBuMo 2r + — = t, jenmauuny (¢t — 3)(t +5) = 9. U3 nocnenwe
z

242 e e SR

jemHaumbe nobujamo ty = —6, ty =4, a 3aTuUM T1 9 = b 3,4 = 5
u) MuoxemeM npBor 1 yerBpror u apyror m rpeher gakropa snese crpaHe
naTe jemmpaunse, gobujamo jemHaumny (z? + 14z + 24)(z? + 11z + 24) = 472,
Haznaibe CIpoBECTH HMOCTYIaK U3 NMPETXOMHOT 3a4aTKa 3). Pemema cy:

—15 ++/129
—-—2———, r3 = —-3, T4 = -2.

1+V3
D)

T2 =

]')1'1:-—1,.2'2:2133‘4: H 7C)£L'1’2:2ﬂ:3l',$3:1,£4:3.
2) Cmenom: z—2=t, nobujamo: t(t—1)(t—2) =6 <= t* -3t +2—6=0 <=

— (t—3)(t2+2) =0 < t =3Vt ==4iV2 Komaumo z; =5, 233 = 2+iV2.

#») Tpanchopmumenmo ey crpany: (z* — 22% + 2?) — (2? — z) — = 0 <—
3

— =1, mobujamo tz_t_Z:

2

< (2?2 -2)? - (22— 2)— - = 0. CmeHoM x

=]
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3 1 .
=0 < ;= 5 Viy = 3 Bpahajyhnu ce na z, gobuhemo: z?

& 1 1+iV/5 1+3
Y=g = 5 Pemema cy z15 = 5 r3,4 = z

1 _ 1\* P .
M) Cmenom z — ) = t, nobmjamo: |t + 5 + ([t — 5 = 3 oZaKie je

1 I8
g "= i
a+b
#) CIMYHO MPETXOJHOM 3aJaTKY, YBOIUMO CMEHY: T -+ i t, uTa.
®) Comuno 3anauuma ) u x). Pemema cy: z1p==%1, 234 = +/17.
0) 1,2 = £i\/3+2V3, 234 = £1/ -3 + 2/3.
n) JenHaurHa je ekBMBaJeHTHa ca: x° + 15 = (z+3)° — 25, ma yBoaumo cmeHy
3 1

z+ 5= t. Pemema cy: ¢y = =2, 23 = -1, 234 = §(—3:l:iv 19).

p) 28 4+ 1 > 0, nma mema peasHux peliemna.
¢) Crasmajyhu: z? = t, nobujamo jemmaummy 2t% — 11t + 40 = 0, Koja uma

5 . 5
pemema t1 = —5 o= 8‘, na je 1 = —\3/;, Ty 2

m).’lfl:l—'a()‘,.'l?Q:l.

—Z=—= um
2

t?(2t> + 3) = 0, nra. Pemema mo 2 cy ;2 =

55. a) Kako z = 0 Huje pememe, To ce neoboM jemnaumne ca z2 nobuja

. 2 1
jenHaunHa m2—2m—l——+-£2-=0 = x2+i2—2<m+—)—1 = 0. ¥YBeaumo

1 : 1 ? :
cmery t+4 — =t. C.063upoMm na je a:z—l——z = (:L‘-i-— —-> -2 =1%2-2, jenHauuna
z z x

he umaTn o6amk 12 — 2t -3 =0 <= t = -1Vt = 3. Bpahamwewm Ha CMeHy
1 ; . —1+4V/3
¢+ — = 1. nako nobujamo pemlema IoJa3He jeHAUMHE: T1 = —
z
3+£vb
:l]’3l4 = B e

—11+£ /57
6) MoctynuTu Kao y ciyuajy a): z19=1, 234 = —%

—-11+ 105

4
2) OB,IIG ceé pagu o CI/IMeTpI/I‘-IHOj _].el[Ha}H/IHI/I Ca Ha)BUIIE HEIMMaPpHMM CTEIIEHOM

ON *, a KOA TaKBUX je/JHAUMHA jeIHO pellewe je £ = —1 (mTo ce, uHaue,
nako nposepaBa). Jleo6oM IOJMHOMA Ha JIeBOj CTPaHU jeJHAuUMHE ca z + 1,
no6ujamMo MoJMHOM (CHMETPUYHM) YETBPTOT CTENeHa, uuije Hyse HaJa3uMo
Kao y NpeTXOJHUM MpuMepuMa. Y HallleM ciydajy, rnocie geobe ca x + 1
no6umm cmo jemuauuny 4zt — 323 — 222 — 3z +4 = 0. Mocrynajyhu kao y
npuMepy ¢), HaJla3uMo MpeocTalia pellemha. Pemmema cy: zp = —1, xg3 =1,

8) 7= g Ty =2, 234 =
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—5+14v/39

T4 =

0) Ilary jemmauuny Hamammmo y obuuky 2(z3 +1) —bz(z+1) =0 <=

= 2z + (@2 —z+1)-be(z+1)=0 < (z+1)(22? -T2 +2)=0 <=
Tei /B8 heppiyEa

<=>:E:—1Vm:—~—4——Vm_ 71

5) Hocrymatu kao y npumepy 2z). Pemema cy: 3 = —1, 223 = —2 =% \/5,
1

T4 = -2-, Ty = 2.

56. a) Ileobom 06ejy cTpaHa JaTe jeJHAUMHE Ca 2 #0 (z = 0 Huje pemr-
eme) U Iociie MPyIKCarha YIaHOBA, 106MjaMo jenHaunHy

1 i .
92 + ;:17 — 2(33: - ;) — 18 = 0. Ako yBenmeMo cMeHy 3z + == t, Tama je

1 ; :
922 + o t? — 6, ma jenmaumba mocTaje t? — 2t — 24 =0 <=
<= t=—4Vt=06, Bpahajyhu ce Ha cmeny, 3a t = —4 UMaMo0 jeJHAUNHY
il ; 2
3z + — = —4, uuja cy pemewa 1 = —1, Ty = -3 IoK 3a t = 6 mMamo jen-
z

3+6

2
6) 3amaTak ce pellaBa CIWYHO IPETXOoIHOM Hpumepy. Pemema cy

T o=—-2+2V3, z3=—1, z4=3.
—-1+£v97
125e i

2) JennauvHa je HemapHOr CTeleHa, I1a UMa Gap jeaHo peatHo pememe. Hanas-
umo (o BesyoBom craBy) Za je TO & = 2, Ia jeJHAUMHA MOCTaje:
(z+2)(z* + 22° 4+ 22 + 1) = 0. [lame kao y 3anaTky 55. Pemema cy:

—1 -3+ V12 V3T §/19

1
HauuHy 3% + i 6 u pemema T34 =

2
6) xr, = -—-3-. ro = ]., T34 =

Ty =2,833= ———F—, T4a5 =
0) Ileobom jemnaumse ca z3 (z = 0 Huje pelleme) n rpymiucameM cabupaxa,
: 1 1 1
LOJa3MMO JI0 jeJHaurHe 5 — i 2(:62 + —2> - <m - —) +3 = 0. YBo-
T T T

1 . 1 1
bHemwem cmene z — — = t, nobujamo: z2 + = = (m -~ —) + 3 =449 73,
¥ 7 T

1 1
z3 — - = (:c - —> <x2 + —15 + 1) = t(t? 4+ 3), ma jemmauuna uMa 06JMK
@ z T
t(t2+3)—2(12+2)—t+3=0 < 3 -2242t-1=0 < 3-1-2@-1)=
1+iV3

o Peasna peniema

; 20 i 1+5
nobumjamo 3a t =1, Tj. U3 jenqHaurHe t — — =1, a To Ccy Z12 = Wil
z

1+v6+i\/10— 25

4

=0 < (-1’ -t+1)=0 < t=1Vt=

h) 2541 = (z+1)(z*—23+2?—z+1), v z1 = 1, 223 =
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1—vV6+4i1/10+2v5

Ta5 = 1

57. a) Jemnaumsa uma o6muk P(z) = 0. 3a KococuMeTpUdHE jenHaane
sBaxu: P(1) = 0, ma je, npema Besyosom crasy, P(z) memuso ca (z —1). ¥
ZaTOM c.nyqajy je P(:c) = (¢ —-1)(22* + 923+ 1422 +- 92 +2) = 0. Makue, z; = 1,
wn 2z 4 923 4 1422 + 92+ 2 = 0. Hosa j JeHauYuHa ce peliaBa Kao y ciydaj)y

3amarka 55. Pemema cy: 1 = 1, 25 = =2, 23 = —5 245 =~—1.
1 2 3 3+5
6);131:171'2:2,:):3:5,;04:—5,:65:—5;8):!:1:l.’L‘z,a: 2

1+i/3 1443

a5 =~ gjei=1,zp=-1,234=1, 256= 5

58. a) Nuckpummmanta nare jennaunte je D = b2 — dac = 1 — 8(k + 1) =

= —8k — 7. Pemema cy peaiHa u jennaka ako je D = 0, 1j. 3a k = -3
: Z . 7

a pellema Cy JBa peajiHa pas3iauuuTa 6poja ako je D > 0, 1j. 3a k < T

Pemema cy KoHjyroBaHO KOMIUIEKCHM 6pojeBU 3a 3a k > ——.

6) 3ak=06jex; =z €R,3a k <6 jex # 3, peanna pemema u 3a k > 6

je T o= a+£pfi

. 9
6) D =948k, najez =2, € R 3a k= —. Pemema cy aBa pasauunra

9

peanHa Gpoja 3a k > —g, azTio=atxfizak< -3
2) D=(k+2)?20 3ak=-2jez; =23 asakz—2jex, £, Pemema
Cy YyBEK peaJiHa. ;
0) D =k*-100=0, 3alc—10 HJmk:——IO.

7)) D =12k-23, k_ e) k= ———'otc)lc_.Q 3)lc<11;u)k'> 2,])k'>0
%) D =4k? +13 >0, na pelema He MOTY GMTH KOMIUIEKCHU 6pojeBu.

#) Pemerma cy peaina, ako je D > 0. ¥ marom cayuajy D = 12 — 8k > 0 3a

3
k< 3 l |
w) k> —4; m) k> TL #) D = 4k? + 9 > 0 3a cBako k — pemema cy yBek
peaJiHa.

59. a) Ba x # +p MHO)ewmeM 0bejy cTpana jenmaunne ca a(z? — p?), mo-
bujamMo eKBMBAJIEHTHY jeiHauuHy 2az = r2 — p?, a omasie z2 — 2ax — pt=90.
Pemabamem nocnemme jennaunte, umamo 213 = a4 /a2 + p?, ma cy pemema
yBek peanna. Wcnmurajmo moryhrocr 3a # = 4p kojy cMmo onfaumiu Ha mo-
4erky. Hanme, us & = +p umamo a=++/a? + p? = 4p wmu +/a? + p? = —a +p.
KBaznpupamem oBe jenmakoctu, nobuja ce a? + p? = a® + p? F 2ap <— p=20
(Jep je mo mpernocraBum a # 0). Mebyrum, 3a p = 0 u3 nonasue jexHaumne
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; , 2 1 ‘
nobujaMo jeaHaunHy — = — <= & = 2a. [lakie, moJiasHa jeJHaYNHA MMa

peaJiHa pemewa 12 =aty/a?+p?3ap#0uz=2a3ap=0.
6) 3a a = 0 jennaumHa uma obimk 2z = 0 <= = = 0. 3a a # 0 pemema cy

21,2 = —(a+1)++/(a+1)? — 2a?. VicnuTajMo IpUpOLy pellerna jefHaYUNHEe Y
3aBucHOCTH o1 muckpuMuHanTe: D = (a + 1)? — 2a?. Kaxo je D = (a+ 1)?—

~(v2a)? = [a(1 + v2) + 1] [a(1 — V2) + 1] :—<a+ 7§1+—1> (a—%%r—l),
1

! ; : 1 )
TO ce jako nobuja gma je D > 03aa € |———, ——|, mox Je D < 0
' V2+1 V241

1 ) ( 1 i
33 a € | =00, — U 400 |. ¥ mpBOM CIy4a)y peliema Cy
( " oV2+1/)  \V2+1’
peayHa, a y APYroM KOH]YyTOBaHO-KOMIIJIEKCHA.

8) 1,2 = 2(—k +\/k? +k + 1) u peanna 3a cako k € R, jep je

1 2
k2+k+1:<k’+§> +%>0.

"

60. a) Ako jennaunna z2+pz+q = 0 (p, ¢ € R) uMa peaina pemrema, Tama
je p? —4q > 0. IluckpummzanTa nate jeanauuse je D = (p+2a)? —4(q+ap) =
=p? —4q+4a? > 0, ma ¥ Ta jeAHAUMHA MMa PA3IMYUTA U PeasiHa pellekba.
6) Y oBoM ciyd4ajy je OIUCKPDUMMHAHTa jeqHaumHe D = [(p+ a)? —3(q+ ap)] =
= 3(p? — 4¢) + (p — @)? 3aucra mosuTuBHa 3a p* —4¢ > 0.

61. Kopenu nare jeqgauumie cy peasiHA 6POjeBYU aKo U CaMoO aKo je JUCKPUM-
MHAHTa KBaJpaT HEKOT IeJor Gpoja. ¥ Hamewm ciayuajy je D = (1 — 2k)?—
—4k(k —2) = 14+ 4k = (21 + 1)%, 1 € Z, jep je 1+ 4k Hemapan Gpoj, mTo je

2 L
Gt =1 i) de.

KCIIyE-EeHO 33 k = 7

62. Heka cy xoedummjentu a, b, ¢ jennauune az? + bz + ¢ = 0 pemom
Hemapau Gpojesu 2k + 1, 2ko + 1, 2k3+ 1. Tana je D = b% —4ac = (2k1 +1)%—
—4(2]6‘2 + 1)(2](,‘3 + 1) = 4]61(](71 -+ 1) +1- 8(2k2k3 + ko + k’3) —4 =81~ 3, roe je
1l €Z,jep je k1(k1+1) nemus ca nBa. MehyTum, kBaapaT HIjeAHOT HeMapPHOT
6poja Huje obauka 8/ — 3, Beh 8/ + 1. [lakie, IUCKPYMUHAHTA HUje KBaApaT
HUjeaHOr 1iesior 6poja, IMa jeAHauYnHa HeMa DalliOHAJHMX KODEHA.

63. Heka je © = z KopeH jennaunbe, rae r € Z, s E N u (r, s) = 1. Tana
s

2

. r s 2 9 ; 5 2

je (—> +p-+q¢=0=r°+prs+qs° =0, omakie 3akmpydyjeMo ca je s|r?,
s s

ma Kako je (r, s) =1, To Mopa 6uty s = 1 a je KOpeH jeJHaUMH 3aMCTa, LIE€O0

6poj.

64. IIpernocraBumo na obe jenHaurHe UMajy KOMILIEKCHe KopeHe. Tazna
je p? —4q1 < 0 u p2 —4¢? < 0. OnaBze je cabupameM, p? + p3 — 4(q1 +¢2) < 0,
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uiy, ¢ o63upoM Ha penammjy pip2 = 2(¢1 + q2), p% +p% —2p1p2 <0 <=
<= (p1 —p2)? <0, w0 je KOHTpaAMKIM]a.

65. Pemema naTe jeaHaumHe cy 1,2 = a+ Va?+a+ 3. Ia 6u pemema
6wy nenn 6pojeBu, Heonxo o je a’ 4 a+ 3 = k? k € Z. Onasze je

—1+v4k?2-11

a2 = 3 , 1a Jia 6u a 6uo 1neo 6poj, HeonxomHo je 4k —11 = [2,
1€ Z,1j. 4k* — 1> = 11 <= (2k —1)(2k + 1) = 11. Kako je 11 npoct 6poj, a

k, l € Z, To ce pasmarpameM cBuUX MoryhHoctu 3a umnmone 2k — [ u 2k + 1,
I0Ja3n 10 3aKJby4dKa Ja Mopa 6utu k = —3 mim k = 3. Cana je y oba caydaja
a=-3(2z=0Ver=-6),umma=2(>z=-1Vz=35).

66. JlaTy jeIHAYMHY MOMEMO MOCMATPATH Kao KBAJAPATHY jeIHAUMHY I10
a. 3aTo je numeMo y obmury a? — (222 4+ 1)a + z* — £ = 0. Fbena pemema cy

_ 2% 414222 +1)2 —4(2t —2) 227 +1+/(22+1)2
= = - : =

22+ 1+ (224 1)

2
PemaBameM oBUX KBaJpaTHUX jeAHAUYUHA IO T, N06UjaMoO peloM pellerna

14+ +v4a+1 2 =1*V4a -3
2 ’ BRIEERT e S

a1,2

. Umamo nse moryhuoctu: a = % —z unu a = z2+z + 1.

Ty = T34

67. Hexka je zo 3ajennnyxu kopes. Tana je 23 +azo+8 =0, x2+zo+a = 0.
OpmaBze ce emuMuHaIMjoM z2 (IITO MOCTIKEMO 0Iy3UMakheM oaroBapajyfinx

crpaHa jegHaxoctu) nobuja (a— 1)zo+8—a=0. 3a a =1 umamo 7 = 0! 3a

| a— : 3 j
a# 1, nobujamo 9 = ——. 3aMeHOM OBe BPEIHOCTH y jeAHO] O jeJHAUNHA
R

2

. a—28 a—38 .

nobuja ce (—1) + 1 +a = 0. OnaBne ce sako noJa3u OO jeAHAUMHE
a— a—

a®—24a+72=0 < a®+6%-24(a+6) =0 <= (a+6)(a®—6a+12) =0 —
< a=-6Va=3-iv3Va=3+iV3. 3aa=—6 HeIoCpeHO IpOBepaBaMo 1a,
je ro = 2 3ajexunyku Koped. MebyTum, jeanocTaBHmje je U3 npyre jenHaxunHe
u3pasut @ = —z2 — u 3amenuty y npsoj. dobuja ce 23 = 8, mwro maje jeman
peaJlaH KOpeH & = 2.

68. Ilocrymrhemo kao y 3amaTky 67. Haume, ako je T3 3ajenmuuuku kKopen
MaTUX jenHaumMHa, Tata je 3zf —4zo+p—2 =0 wu 22 — 2pzo + 5 = 0. Axo

3aMeHuMo 2 U3 Apyre y npBYy jemHaumHy, nobuhemo 28p—2)zo+p—17=0.

Axo je p = 3 TaJla je U3 [pPeTXOoMHE jeTHAKOCTU 3~ 17=0!'3ap# 3 MaMo
_ 17-p
T 2(3p-2)’
12p® —31p* — 138p+ 369 = 0 <= 12p*(p—3) —5p(p—3) —123(p—3) = 0 >
<= (p—3)(12p*—5p—123) = 0. Jeauno ueso pemere oBe jeaHaUHE je p = 3,
IOK je 3ajeTHUYKU KopeH Tg = 1.

Zo ra ce 3aMeHOM y jeIHO] OJX jeJHaUMHa, PEUMO ApYyToj, nobuja
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69. k=1.

70. Heka je o 3ajeauuuxu koped. Tana azd+bzo+c=0u cxi+bzo+a = 0.
OysuMarbeM OBMX ABejy jemmaxocTu, mmamo (a —c)zd — (a—c¢) =0 <
& (a—c)(z2—1)=0 < 22 -1=0 <> o ==l (jep je a # c¢). 3amenom
y DaTuM jenHaunHama, Aobujamo na je atb+c=0 niu a—b+c=0, 1j. a+c = —b
v a+ ¢ = b, ma je y cBakom cayuajy (a+ c)? = b?.

71. Pasmotrpumo cienehe ciaydajese:
1° a =0, b # 0: nobujamo jeqHAUNHY

b2
=1 <= (z—1=bAz#1) & z=b+1;

z—1
2° ¢ # 0, b = 0: cnruHO MpETXOLHOM, Ho6MjaMo pellewe T = a

2

3°a#0,b+#0: nako ce ola3u IO eKBUBAJEHTHE jeIHAYMHE
2? — (a2 4+ b% 4 1)z + a® = 0, unja je muckpummnanta D = (a® 4 b% + 1)°—
—4a% = [(a — b)? + 1][(a+b)%+ 1] > 0, ma cy pememna yBek peaHa.

5 5+ V17 547

72. z1 = 3 %23 = i N T, Ynymemeo: Ako rpynuuiemo
cabupKe jemHauWHe ca MCTUM OpoMoIEeM, a 3aTMM MX cabepemo mobuhemo
3 4 1
] 2@;=:bH =0 <<
ISHHERT. (W )(m@:—s) ) Y e s 4>)
‘ 4 1

z2 — bz $2—5m+6+x2_5$+4 0) Ha 6u cMo

3
<= (Qa: -5 =0V +
PEeUaM APYry OJ jeAHaduMHA, TOTPeBHO je yBECTU CMEHY x? —br = t, UTA.

73. Mama ciaBuHa IyHM GaseH 3a r caTu, a Beha 3a © — 5. Ako cy

1 Mo
oBe ciaBune oaBpHyTe 1 car, HamyHuhe g Ga3eHa, IITO ITOKa3yje JeJHAUMHA!
1 1

= e
z z—5H 6
ynja cy pemema 1 = 15, 3 = 2. 360r yciaoBa z > 5, jeIUHO pellere je
z = 15 caru. Tonuko BpemeHa Tpeba 11a ce 6a3eH HAIlyHA CaMO MamkOM CJIaBU-

z > 5. Cpebusamem nobujamo jenmaunny z2 — 17z + 30 = 0,

HOM.

74. Tpaskenu 6pojeBu cy ¢ u =+ 10, a npemMa JaTuM ycJoBUMa je
z(z + 10) — 40 = 39z + 22, ura. To cy 6pojesu 31 u 41.

75. Axo je £ km/h 6p3auna npsor ayromobuna, npyru ce kpehe 6psunom
(z — 2)km/h. Ynopebyjyhu Bpemena nyroBama |t = s , nobujamo jel-
v

3 36 1 :
HAUMHY —6 = 7~ 1 koja cpebuBamem mpemasu y: z? — 2z — 288 = 0.
Sl
Hoena pemema cy z; = 18, 5 = —16. 360r z > 0 je z = 18km/h. To je

6p3uHa IpBOr ayToMobuia, a 6p3una apyror je 18 —2, 1j. 16 km/h.
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76. Heka je TepeTHO BO3WJIO MyTOBaJO & caTh. Tala je IMyTHUUKO BO3UIIO
npoBesno Ha myty (z — 1) catm, © > 1. Osnaunmo nysxuny myra AB ca s.
Heka je C mecTo y Kojem 614 ce cycpeina Bosuna. Tana je AC + CB =

s

Bp3uHa TepeTHOr BO3WUJIa je —, a Iy THAYKOT . Bpeme mo cycpera Bo3uia
z'

je g catu, ma je AC = £~g n BC = * .2 Taxo nobujamMo jeaHaUNHY
T z—

s fi—-}- s -g—s OHOCH0£+——6———"‘1 Pemema cy z1 = 3, = ——2—

25 z-15 2 5z bz—1) ¥iPLah A= g

36or x > 1 je z = 3 cara.

77. Ako ca A m B o3dauunmo moJiodkaje Boswuia mocie 10 cexkyHnaw,
nobuhemo mpasoyriu Tpoyrao ABC, xunorenysze AB = 130 merapa. Ako
je £ m/sec 6p3uHa WpBOT BO3WUIa, Tala, Ha OCHOBY lluTaropuse Teopeme, Ko-
6njaM0 jemnaunuy: (270 — 20z)% + (125 — 10z)2 = 130%, koja naje pemema:

= T7.5bm/sec, xy = 19.1m/sec (nmm 27km/h, omuocuo 68. 8km/h) To cy
Moryhe Gp3uHe CIOpHUjer BO3UIA. ‘

78. Kopuctehu ce BueroBum popmynama, ox jemunauute az? + bz +c =0
MpeJla3rMo Ha jeqHAUNHY a[:c2 —(z1 4+ z2) + IL‘liL‘z] =0, rme je a # 0 u 29,
Ty Cy peulema jenHauuue. Ila, makie, ako >KejuMO (pOPMUPATUA KBaAPATHY
jeqHAUMHy uMje KOpEeHe 3HaMO, TajJa NeMo MMaTh 6eCKOHAUHO MHOI'O TaKBUX
jemnaunna, jep a # 0 Moske 6uTH mMpousBosbHO. 3a a = 1 uMamo jemmaunn 2 —
(21 + ®2) + @122 = 0 wro hemo HOroBOopHO CMATpPaTH TPAKEHOM jeTHAUUHOM.
Cge octaltie ce Mory 110614'1:14 MHOYEHEM OBE j€AHAUNHE nponsso.ranM a#0.
Y xonkpersoMm cnyuajy je 22 — (0—3)z+0-3=0 <> 22 -3z =0. Cnntmo
HOCTyHaMo U Ca OCTaJUM cnyaneBnma Peme}ba cy:

6) 22 +4z+4=0; 6)z?—2c-3=0; 2¢) z?—-22-1=0;

9) % — 2(1 + 2v/3)z + 3(3 + 2v3) = 0;

5) 2 »—-5?;w+ 218 =0 (=> 282% - 20z + 1 = 0);

e) 22 +1=0; ac) 2> — 22z + 6 = 0.

BY? ¢ b%—=2ac
79. a) .’L'% + iﬂg = (1‘1 + $2)2 — 2x129 = (-—g) — 25 = —az ;
' 3abe — b3
6).23 + 23 = (21 + 22) (21 + 22)2 = 1] = ———;

8) 2} 42d = (224 22)? 122222 = [(:r:1 +z3)% — 29311:2]2 —2(z12)? =

_ <b2._22ac>2 ~ 2(£>2;
a a

b b% — 2ac

2) et 9) TV,

B) ey — x| = V21 — 232 = V(21 — 22)?] = V/|(%1 + 2)? — dey2s| =
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L Ram \|b? — dac|
T\ a2 al |a )
1 - b2 —4
e) Kopumhemewm pesynrara u3 ), umamo |— —— ez 7,21 = I a2
2 |z122] lel
) |b|\/|b2% — 4ac| \/ — 4ac|(b? - ac)
a? ' |ala?
13

80. a) Tpaxene BpenHocmn cy pexowm jemnake 13, 35, 97, ) 36 1, 5 5, 19;

o Sarsn; (Sarar) -2y 38, Sy IO, VICLTE, 3'“'\/9_2—+T
9a28+4¢m'

x4 2

81. Kopucrumo dpopmyny: az? + bz + ¢ = a(z — z1)(z — 22). a) 51’

z # 3; 6)5—_—;—1,1'#——,6);((21 )) ¢ # 0,z # -3 z)zlg,:c#l,
T

m;ﬁQ,x?é—4’ a)é'm—_—l“,il?:,él,l‘#—%,m;é—%, b)m,w#——lm#?

82. a) 1 x3 = 6> 0, ma cy ¥y ¥ Ty UCTOr 3HAKA U z1+z9 =5 > 0. Jakiue,
1 M Ty CY MO3UTUBHHA.
6) iz =3>0mr+r2= —4 < 0, ma cy &1 ¥ Ty oba HEraTUBHA.
1

8) ;ixy = -3 U1+ = —5 [a Cy 1 U Lz PAa3JIMUMTOr 3HAKa, & HEraTHBaH

6poj uma Behy amcosyTHy BpeAHOCT, UT.

83. AKo cy T1 U L9 KOPEHU jedHaUMHE az?+ bz =c=0, Tana je
c

z1+ T2 = g T =

a) AXo cy yi M Y KODEHU jeIHAUMHE KOJy Tpa.}I(PIMO Taja je Io npeTHOCTaBun
b? — 2ac

pw=al, p=cipty=altel= T WY = (z122)? = — (BumeT:

3anaTak 79. a).). 3aTo TpasKeHa Jem{a‘MHa pMa, 06mmk (y3 npe’moccnaﬁxy na
je Ker)munJeHT y3 z? jemmax 1): y? — (1 +¥2) + 112 =0

b2 —4 2
=y ———a——ac +E— =0 < a®y?—(b> —2ac)y+c? = 0 (o3naxa HemosHaTe
HMJe 6MTHa)
6) a®y* — (3abc - b3)y +¢3 = 0. Ynymemeo: Buneru sazaTak 79.6).

. s 23+ 3 (x4 ) [(z1 +x2)? — 3z125]
84. Kako je 273+ 273 = 2 2 — ,
ETE " foymg) (122)°
273253 = (z122) 72 u KaKo je 3a maty jemHaumHy i+ T2 = 8, z1zy = 2, TO je

1,“1-3 + a:;a =58mu :1:1_3:1:23 = —. 3aT0 TpaKeHa jeHAUNHa MMa OObJIMK
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1
2_58 - =0.
T & 3
85. a) 3a maty jemmaumny je zy+wy =4k, 17y = Tk? ma je zi4 23 =2
€KBUBAJIEHTHO ca (2] + 23)? — 2212y = 2 <= 16k? — 14k? = 2 «— k = +1.

6)a==*-;8)p1=10,p2=2; 2) my =0, my = 3.

2,

86. Kako je 2143 = 4, To n3 z?—-z2 = 16 umamo 1a je (z1—z2)(z1422) =
=16, omaxne je ¥~ zp = 4. U3 cucrema vy + 29 = 4, 1 — 29 = 4, Ko6ujamo
1 =4, z3 = 0, ma ce 3aMeHOM jeJHe 01 OBUX BPENHOCTH y NATy jeAHAUMHY
3akmbyuyje ga je p = 0.

87. U3 narte jemnauwmse nobujamo na je & + xg = 3a+ 2, 12y = a? . U3
cucteMa 123 = a?, 1 = 9ry MMAMO 912 =a? = 9= :i:—, ma je ©1 = +3a.

Axo oBe BpenHOCTM 3aMeHUMO y penaimjy i + T = 3a+ 2, nahu hemo na je

a:—% i a = 6.
3 1
88. a) 7 6) ay = 51827 1; e)1; 2)0;
0) He mocToju a € R ca tpasenoM ocobunom; }) a; = ~—;—, ay = -f—i
89. a = +V/2.
3 3
90.a:—§— yuma:3—.
2
91. a = c.

w20k ()

93. Ako cy 1, ®y u =}, z, KOpeHM DeaOM JATUX jeAHAUMHA, Tala je

4a -1 .
1+ 2y =@, Tizy = b—4, 2 + 2y = b, zizh = y . Axko je 2} = — m
z
1 1 1+ Ty
/ : / / 4wl 1 4
Ty = —, Tamajezi+ah = —+— = u rizry, = —— ma je, ¢ 063upom
2T Je &y Ty B 2 P 1%2 = 755 MAJE, P
a 4a -1 1
Ha IIPETXOAHO IOMeHyTe Bueroe ¢opmyne, b = =38 =
. 9 9
Pemapamem nperxoHor cucrema, mobuja ce a; = 0, by = 0; ay = T by = 5;
7 b 7
a3 = —-— = —.
L7772

94. a) az? —bz+c=0; 6)cx’®+br+a=0;
6) ax?® + (b —2m)z + (am? —bm+¢c) =0; 2) a®n2z% + bnz + ¢ = 0.
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95. &% — 2(p” - 2¢) + p*(p" — 4g) = 0.

96. Jary jennauuny Mo y o6nuky (1+4m)z? —(6+5m)z+5+6m = 0.

: 6+ bm 1
3a m # —1 no BueroBum Qopmynama je T + T3 = 175 il g + 5,
54 6m . :
T1Ty = =0~ . Cabupamem oarobapajyhux crpaHa OBUX Jel-
14 m 14+m

HaKOCTH, MMaMO L1 + ¢o + x129 = 11.
97. Iflo BueroBuMm ¢opmyisiaMa M yCIOBY 3alaTKa, MMaMo p + ¢ = —p,
pq = q. Axo je ¢ # 0, us npyre jenuauuse ce nobuja p = 1, a 3aTUM K3 1pBe

qg=—2. 3a ¢ = 0 n3 upBe umamo p = (.

98. Hexa, penmmo, TakBu Gpojesu mocrtoje. Tazma je mpema BueroBum

4 g O T
dopmynaMa 1Ty = Py ToTy = 3 TIT] = p 3ato je zizzzy = 1, omHocHO
Tizoxs = 1. ¥Yamumo ma je zizoxs = 1. Vi3 nperxonunx BueroBux dpopmyia
§ a c 0
cama nobujaMo Tz = —, L1} = — U Ty = b Iipema BumeroBum ¢opmyitama je
a

bd ¢ a )
rakobe z1+re=——, zotr3=——, T5tr; = ——. 3aMeHOM HaleHUX BPEIHOCTHU

a

é bd ¢ a eda b a
3a 21, T3, £3, OJaBOE UMAMO —+—~=——, —f—=——, —F—=——. Onasne ce
a b a' b ¢ b ¢ a

mocie Mamux TpaHchopmaimja U nMajyhu Ha ymy zna je a, b, cc # 0, nobuja
abe = —b3(1 + d), abec = —c3(1 + d), abc = —a3(1 + d), mro Hemocpenso maje
¥ =¢® =a3 1j. a =b=c. To 6u 3HAUMIO Ha Cy CBe TpU jeAHAUMHE HCTE,
ma 6M ¥ BUXOBa pellema b6Uia MCTa, CYNPOTHO NMPETHOCTABIM y 3aJaTKY.
Ciayuaj 12223 = —1 ce MOKa3yje aHAJOTHO.

99. O3HauuMoO ca T; 3ajeJIHUYKU KOPEH HaTWX jelHaumHa. Taja M3 cHuc-
trema z? + az; + be = 0, 2 + bzy + ca = 0, gobujamo (omysmmarseM) Za je
(z1—¢c)(a=b)=0 <> z1 =c (jep je a # b). Ako z; = ¢ 3aMeHUMO y jenHoj
on jemmauvua mobujamo (36or ¢ # 0): 2 +ac+be=0 < a+b+c=0.
AKo mpyre KopeHe HZaTUX jeIHAUYMHA O3HAUYMMO PENOM Ca Tz U Th, KoBHjaMo

T1+ 2y = a, T1T3 = bc u 1 +zh = —b, 212y = ca. VI3 nocnenmux penanyja
. 2
. abe
jewptah=-a—-b—-2z1 =—-a—-b—-2c= —cu sy =— =ab (rzme cmo
z

IPUMEHUIIM TIpeTXoHe jeqHakocTu ¢ = ¢, a+ b+ ¢ = 0). Hakie, 6pojeBu
v !, 3an0B0baBajy jennauuny z2 + cz + ab = 0.

100. Heka je npBo |z1| = |z2| = 1. Ilpumenom BueroBux dpopmya, MMaMo
Z1+¥2 ZoP 2182 3 4 Baro je pl=g1 A 2al S |7l b lral =2 ol = |21 |w2| =1,
R r1+ T T T T1Tg =TTy e
EOKJGIJ—:M—IJ-I-—Z :l_;+__2._..%.+2:x1m2+£1x2+2:

T3 zy T |za|® |22l

= 2Re{z1Z3} +2 > 2(-1) +2 =0, jep je [Re{2173}| < |&173] = 2.



132 . OCMA TI'NIABA

2 |p|?

OGpHyTo, Heka je |p| < 2, |¢g/ =1 u Ly} > 0. Tana je |k| = ﬁ < 4.
q

S}

Hexka je r xoMmruiekcan 6poj Takas na je r’ = ¢. Omasze je |r|? = |¢] = 1, 1.
2

2
= 22- =522 0, To je s peanan

|"B

|r] = 1. CraBumo, name P~ 5. Kaxo je k=
7 '

qg r
—pkA/p?—4q  —srts2r2—4r?
2 _ 2 v

6poj u |s| < 2. Konauno je 21,9 =

—s+1iy/4 - s? . V2 + (4 —s?)
= ————5———T, a oXaBle jo [1,2] = ————~§——~——|r| = 1.

—p+/p?—4q
)
Y €KBUBaJIECHTHY HejeﬂHaKOCT

PP —4g+220/p?P —4g+ A2 20 = (VpP—4g+1)’>0.

102. 3a gary jennauumHy je 1 + zy = —p, T1Lg =

101. 3amemyjyhu , JaTa HejeHaKOCT ce TpaHC(pOopMMUIIe

. mna je
el J

1 1
o} + 2§ = [(21 + 22)? —23’1-’32]2 —2z{z} =2+ p* + o7 2 24 /p* ot 2+ V2.

103. IIpema BueroBum popmynama je €1 +x3 —p, €122 = 1, ) +h = —¢,
zizy, = 1. Muoxxewem npsor u tpeher, m apyror m yerBpTor ¢akrTopa y
npomsBoay (z1 — z)(xy — xh)(z1 — zh)(zy — &) mobujamo za je jemmax
[2] - 21(2) +2h) + 2 2] [2] —wa(e) +2h) +#fah] = (2f+qer +1) (23 +qza+1) =
= (z}+qe1+e122) (23 +gea+a12s) = 212a(1 +2a+q) (21 +22+9) = (9 —p)°.

104. </—p +6/q+ 4\“/@\/——19 + 2/4. Ynymcmeo: Axo momenyTu 36up 03-

HAYMMO Ca S, Tala je (rpyrmcameM) sti= 1+ zo+ 4{‘/:c1a:2(\/:c1 + /x2)+
+6,/T 13, ma ocTaje Oa ce M3pa3u \/z; + /T3 Ilomohy p m q. Mebyrum,

V1 +ra = \/(\/ET+\/E)2:\/:L'1+$?+2\/:U_{\/EE:\/—p+2q. UTL.

! . b . b
105. Kako je ¢1 + 23 = ——, 129 = E, To je ——Spy1 = (@1 + .’132)((17?+1+
a a a

m;""l):x?+2+mg+2+m1x2(z’f+a:'2‘):5'n+2+-25n na je aSp42+bSp41+¢S, =0.

106. S; = —p, Sy = p® — 2q, S3 = p® + 3pg, Ss = —p® — 4p°¢ + 2¢°,
Ss = p* + 3p3¢ + —5pg?, S_, = S—Z (n =1, 2, 3, 4, 5). Ynymcmeo: U3

3amaTka  MMaMoO Spia + pSnt1 + ¢S, = 0, 1j. aSp42 = —pSpt1 — ¢S, = 0.

na 3a n =1, 2, 3 (y3 nperxoxnso uspauynaro S; u S3) mobujamo Ss, Si, Ss.
1  z¥+z% S, .

—t—= =-— n € N, To ce jeIHOCTaBHO M3pa)kaBa U

zt o} (zim)® @

Kaxko je S_, =

Sn.
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1.07. Kako je 1 + ©2 = —a, &1y = b+ 1, To nmamo na je
a? +b? = (21 + ©2)? + (€122~ 1) = 2+ 2} + 2fel 4+ 1= (2% + 1)(+x% + 1),
a 0BO je ciioskeH 6poj jep cy oba daxropa MPUPOIHU 6pojesu Behu ox 1.

108. a) 3amemyjyhn y = = + 3 n3 npyre y npsy jenHaunHy, [0061jaMo
jemnaumny ¢’ 4+2—-6=0 <> z=-3Vz =2 najey=0 mm y = 5. Iakmne
pelerma CUCTeMa cyzi=-3, m=0uz,=2,y=5.

6) CaMuHO IMPETXONHOM 33JATKY:

~3+1iv/19 -3 —iV19 ~3—iV/19 —3+4V/19
L= == ) L2 = s e e ST

2 2 2 2

6) Pemema cy (—1, —1), (1, 3). ‘
2) Axo u3 IpBe jenHaUMHE U3PA3UMO Y U 3AMEHUMO Y npyroj, nobuhemo jen-
Haumpy 2(3—2) =2 &= 2?~-32+2=0 <= z=-1Ve=2. Oarosapajyhe
BpemHocTH cy peioM y = 2V y = 1. [lo UCTOr 3aKby4YKa MOMKEMO nohum xo-
puctehu Buerose popmyne. Haume = u y cy pelemba jeaHaunHe (jep 3HAMO
36Up ¥ Hpou3BoA pellema) t2 — 3t =0 <= t=1Vt=2,majez=1y=2
nmmz=2y=1

0) Pememwa cy: 1 = —i;, yi = V2 1y = }g_g, y2 = —V/2.

plei=-1l, p=—4uzy=1y2=2.

109. a) x = £3, y = &4 (4YeTupy peulema; CTABUTH %=, 2= v);

6) = +/2, y = £V/2i (uerupu pemema); 6) vy = =5, y1 =2; ®a =5, y2 = 2.
2) e(z+3y) =18VyQBy+z)=6= % =3, utx. Pemema cy: z1 = =3, y1 = —1

nm2=3,y2::1.

110. IIpasa fie momupusaTé napabolly ako CUCTEM jeAHAUMHA

{ y=-2z+p
y=3z>—-Te+4
jenHaunny, 1061jaMo KBaIpaTHY jeAHAUMHY 322 —bx—p+4 = 0. Ona he nmaTu
ZBOCTPYKO pelllelbe aKo je AMCKPUMHUHAHTA Te jeaHaunrHe jenHaka HyaI#, Tj.

axo je 25— 12(—p+4) =0 <= p= %

J06UTH peniaBameM IIOMEHYTOI CUCTEMR 3a }IO6HjeHO p.

¥Ma JBOCTDPYKO peniewme. 3aMemyjyhm y us npse y Apyry

. Koopmunare Tauke Doaupa MOMKEMO

111. Axko je ¢ = 6 Taza umamo ¢yurmjy y = —12z+1 n y = -2, uju ce
1 4 ;
rpaguiy CEKY y TAUKA M(_Z’ —2). Axo je a # 6, Taga ce eNMMUHALN]OM
poMeHIbUBE Y, n0buja jenHaunHa (a — 6)x? — 2az — 3 = 0, Koja HeMa peaJHNUX
pelrema ako u camo axo je a? +3(a—6) <0 <= a?+3a—-18<0 <

&= (a+6)(a—3)<0 <> ac (=6, 3).

112. a) a € (=1, 1). Ynymemeo: IlocmaTparu noce6HO Clly4ajeBe a = +1
ua# 1.
6) 3aMeHMMO Y U3 TIpBe ¥ APYTY jeAHAUNHY U m06MjeMo KBaApaTHY jeJHAUMHY
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urja je auckpumubanta: D = (8m — 6m?) — 4(1 + m?)(9m? — 24m — 9) = 0,
onakie je m = ~-.
113. a; = —1, ag = 3

114. Cumuno 3amatky 110. ¢) 3a n = —6 pememe je z =8, y = 2, a 3a
n=2jex =4, y=_6.
6)3ak=3jex=~2,y=1,azak=-ljex=0,y=—1.

e}3ak:0jem:-—l,1:—3,a3ak:§—jem:g,y:—~1—5—1—.
115.a) 21 =1 =t gy sk =
o 1—;(‘!1-—2,502——2,3/2—-

6) U3 npBe jeanavune umamo (z + y)? — 2zy = 41, mro 360r zy = 20, maje
(z+y)? =81 <= z+y = +9. Pemabamem cucrema = + y =9, zy = 20,
mobujamo 1 =5, y1 =4 wim z9 = 4, yp = b, NoK U3 cucrema & + y = —9,
zy = 20, umMamo z3 = =5, y3 = —4 wiam T4 = —4, Y4 = —H.

6) W3 mpBe jennauvne, 36or z? + y? = (z 4+ y)? — 2zy u ¢ +y = 6, Kobujamo
zy = 9. Caza ce jako JoJia3u 1o pemema: £1 =2, y1 =4 u 29 =4, yy = 2.
z)m1:2, y1:3nx2:3, y2:2.

0) IIpBy ox jenHaumHa MAMIUMO ¥ 06IUKY [(a:+y)2—2:cy]2—2m2y2 = 82, onakie
ce, 36or npyre jennaumne ¢ +y = 4, nobuja jeanaunna (zy)? — 32zy + 87 =
=0 <= =zy =3Vzezy = 29. Ha kpajy, pemiaBameM cHUcCTeMa jeIHAUMHA
z4+y=4,cy=3uz+y=4, zy =29 nobujamo pemema: z; = 1, y; = 3;
zy=3,y2=1; 23 =2~ 57, y3 =2+ 5i; x4 = 2+ 5%, yg = 2 — 51.

f) YBectu cMmeny © +y = u, 2y = v. Pemema cy: 1 = 1, 11 = 2; 23 = 2,
2=123=1,y3=-3; 24 =-3, ya = L.

e) Heka je z = z — y. ¥Yaumajyhu y o63up apyry jemsaumuy, no6ujamo:

1 . :
= -2—(a+z) ny= —2—(a—z), Ima npBa jeaHaunHa noctaje: (a+z)*+(a—z)* =1664,

omuocHo: z* + 6a%z% + (a? — 8b%) = 0. Ako je a* — 8b* > 0, cucrem Hema
PealNHuX pemlema, a ako je a' — 8b% < 0, Tana je 22 = —3a? + /8(at + b%),
1

ma je zip = :i:\/—3a2+ \/8(a* + b*). Pemema cucrema cy z; = 5((1 + z1),

1 1 . 1
Yy = 5(0 —z1) My = §(a+ 23), Yo = E(a — 23).
ac) PemaBaibe clIM4aHoO NpETX0aHOM:

a

S(1£6V3) U you = %(1 ¥ iV3).

z1=0,y1=0uzs=0,y=0, 234 =

116. ¢) Heka je y # 0. Ileo6om npBe jenHaumne ca y> u craBmajyhn
= t, nobujamo jemHaumny t2 — 5t +6 = 0 < t = 2Vt = 3. Ilaxie,

z .
=2 <<= z=2yum — =3 <= z = 3y. Cana u3 cucremMa jeJHaUNHA
)

=2y, 2>+ y* = 10, mobujamo =1 = 2v2, y1 = V2; 3 = —2V2, y» = —V/2,

8 |se |8
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0% us cuctema ¢ = 3y, &+ y? = 10, nobujamo zz = =3, y3 = —1; z4 = 3
ys = 1. Ba y = 0 u3 upse jeanauune nobuau Gucmo z = 0. Mebyrum, 360r
Jpyre jeaHaduHe, TO HUj€ PEliehe CUCTEMA.

6) MuoxemeM npyre jenHaumie ca —6 U cabupameM ca NpBOM, nobujamo

z? —bry +6y° =0

EKBUBAJICHTHU CUCTEM { KOjM pelraBaMo Kao nox a). Pemr-

oy —y* =2
ema Cy UCTa Kao y a).
5
o) zi=yi5i 2 =g, 2 =2
UG e . IO o SN R
1 =4, Y1 =152 7’y2—" 7 3=Ys= 4 )
-1+ V65
m4~y4=*—£1———,y2_—\/§
- 40 10 40
0) = =1§0, y1 = 10; zp = =20, y2 = —-10; By = = 7= V8 = 4=

Ya = —“\/7-
h) Pemema cy (3, 5), (36, —-2—;), (=3, —5), <—36, 22_3)

40VT  10VTY [ 40T 10VT
i (*‘7— *‘7—)’ i T)
15\/55, 4\/5_8—>’ (~15\/5§’ _Nﬁ).
29 ' 29 29 29

117. Axo cTaBUMO % + Y = W%, TY = v, Taja je CACTEM jeIHAUMHA EKBU-
2 =

u’ —2v =13

u(u? - 3v) = 19

Haundy, nMamo u° — 39u+38 =0 <= (v® —u)(u—1)=0 <

e (u-Dw?-u-38)=0<¢=>u=1Vel+u—-38=0 <= u=1Vu=

—1++/15 '
= __2.._@ 3a u = 1 umamo v = —6, ma u3 cucrema ¢ +y = 1, zy = —6,

ac) Pewema cy (3, 5), (=3, —5), (

BaJICHTaH cncreMy'{ . Bamemyjyhu v us upse y apyry jen-

nobujamo pemrema: 1 = —2, y1 = 3; @3 = 3, y2 = —2. 3a mpeocTaje Bpel-
HOCTM U PEajHUX pellermha HEMa. ;

6) Kako TpaxuMo peajlHa pellera, TO K3 NpBe jelHavuuHe 3aKIbyUyjeEMO I3
je0<|e| <1,0< |yl €1, aus apyre na mopa 6utm 0 <z <1, 0<y < 1.
Hame je z° < 22, y® < ¥?, rue jeanakoct Baxku camo 3a ¢ = 0 mwm = = 1,
omocHo y = 0 mmu y = 1. Kako je 1 = 22+ 3 € 2®+3° = 1, To Mopa Bamuru
jemnakoct. nmaje z1 =0, y1 =1; xa =1, yo =0.

o) T = 6—6v2 g = 6+ 6V2; 23 = 6 = 6V2, y = 6 — 6VZ; 23 = -3 — 3V5,
y3:—3+3\/5; T4 = —3+ 35, ys = —3 — 3v/5.

¢) MHoxemeM Apyre jenHaurHe ca 2 u cabupambeM ca IPBOM, J1061jamo
(22 +y?)? = 4yt <= (22 +12)2 —2(1%)? =0 < (22 — y?)(z? + 3y?) =

=0 < z2—y2=0Va2+3y® =0. Ako je 22 —y? =0, 1j. aKo je z? = ¢?,
Tala ce U3 TpBe jeaHauMHe Jako nobuja ma je z* = y* = 1, ma cy peasna
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pelema TpaxeHor cucreMa: T1 = —1, yy = —=1; 29 = =1, yp = 1; z3 = 1,
ys=-1;24=1, ys = 1. Axo je, mak, 22 +3y> = 0 < z =y =0, Tana ce
NaKO yBepaBaMo Ja TO HUje PelieHhe CUCTEMA.

0) o1 =vV2%y1=22,=2, 1= V2

118. a) Pemasajyhu cucrem mo z3 u y3, no6ujamo 3 =8, 33 = —1, wm
23 = -1, y® =8, na cy peanna pemema z = 2Zyy==l,mmze=-1,y=2.
6) CucTeM cXBaTaMo Kao CACTEM JIMHEAPHUX jeTHAUMHA, Ca Helo3HaTUM &2y° 1
23y?. Pemabamem nobujamo z?y® = 8, #3y? = 32, omakie, MHOKEIbEM, MMaMO
(zy)® = 32, ma je jeauno peaiHo pemteme zy = 2. Cazxa i1ako 3aKibydyjeMo 1a.
jez =1, y=1 peueme (peasHo) NOJA3HOT CUCTEMA jeIHAUNHA.
s)ei=1,y1=422=4,y, = 1.
2) YBemuMo cMeHy =+ y = u, zy = v. JeoBom mpBe jenHavrHe ca ApYToM,

3

i 22 4 o2
mobujamo = 5 (ma pemrema He MOT'Y 3aI0BOJBUTH ycaoBexz =0,y =0
Ty
S V3 6
WM Y = T MOKe ce HeOCPEJHO IIPOBEPUTHN), OJaKie je u = +3——, v =

S

VT
Bpahamem Ha npBo6uUTHO yReeHy CMeHy MMaMO pellema: i = 2

V8
%:yl—

= —; Ty = ; =2—; 23 = —2—=, =——; 24 = ——, = =2
7 2 \,,/71/2 7 3 \f/'7y3 7 4 \4/'7y4 %

dzi=lLyp=2,23=2, =1 Par=-1,y1=22,=2, 95 =—1.

S

119. ¢) 21 =1, y1 = 2, 21 = 4; 23 = =1, yp = 2, 20 = —4. Ynymcmeo:
Cabparu nare jenHaumue.

5)9?1-:6,3/1:1, g $2=—€,y2=~1,zz=—g-
1 5 1
8) 1 ==, yl:Z’ 21:—5; Ty =2,y = —1, 20 = 4.

120. o) IlpumeTuMO HajIpE A2 je CUCTEM CUMETPUYAH ¥ 0JHOCY Ha HEO3-
HaTe Z, Y, Zz, [1a IOCTYIIaK MoxeMo ckpatuti. Hajupe, ako ol npBe jeqHavunte
oxysmemo apyry, aobuhemo (z —y)(z+2—-10=0 < (z=2Ve=1-2).
Cuanuro, onysumarbem Tpehe ox mpBe jeaHaumHe, uMamo y = zVy = 1 — 2.
[akne, cucTeM MOMeMO pellaBaTH eIMMWHAIM]OM HEMO3HATHX & U y U pas-
MaTpameM cBux Moryhnocru. Tako, mMamo:

o

-1+V17
1°z=2z2,y=2 224+ y? 4+ 2 = 2: naxo ce nobuja x =y =z = —:i——;

2°z=2z2y=1-2 22+y’ +2 = 2: y oBOM ciydajy UMaMo pelLIemHa
1 3 '

rn=z-l=—--,yy=-uay=ys =1, yp = 0; Anasorso 6MCMO, LMKINIHIM
MEpMYy TOBakeM, JOOUIM IIpeocTaia pellemha.
6) Ouwurnemno, ako jer =0, Tatajeny=z=0nmajez=y=2=0
Jenuno pememe cucrema. Heka cy z, y, 2z peatsnu 6pojeBH pasimuuTy OX
9 T 9 Yy z
Hyse. Cucrem mummmo y o6muky y> +1= =, 22+1=2 22 +1 ==, Onasae
z T Y



Pemema 3agaTaka 137

ce mMHOkemeM no6uja (22 4+ 1)(y? + 1)(2? + 1) = 1, mro je memoryhe, jep je
cBaku o1 pakropa Behu ox 1. Hakie, ¢ =y = z = 0 je jeuHO peasHO pelleme
NaTOr CHCTEMa jeaHaduHa.,

121. EquMubmmmMo ¢ ¥ y u3 cucrema Ha ciaenehu maums. Ilomro Baxke

1
npenrurery ¢° + 33 = (z 4+ y)® — 3zy(z + y)u zy = : [(z+9)® - (a® + )], 10

MMaMo jeIHAUMHY 10 Z: z=z3—g(z2—z) = 2-324+2:=0 &
= 2(z2—-1)(2-2)=0 <= 2=0Vz=1V2z=2.
1° Ako je z=0, Tama jez+y =0, 2y=0, ma je z =y = 0.
2° Axo je z = 1, omma umamo ¢ +y = 1, zy = 0, ma ¢y ¢ u y peliema

kBazpaTHe jemHaumHe t2 —t =0 <= t=0Vi=1, majezr =0,y =1 mm
2= lyy=0;

3° 3a z = 2 mobujamo cucreM ¢ +y = 2, 2y = 1, na cy ¢ 1 y pelrema
kBazpaTHe jenHaumbe 12 — 2% +1 =0 < (t—1)2=0 <= t =1 3aro
je z = y = 1. Jlakie, uMaMo yeTupM pemema: 1 =y —1 =2 =0; 22 =0,
=1, zmn=Le=1Ly=0,n=La=yu=12=2

122. a) Crasmajyhu ¢ —y =t, zy = s, nobujamo na je t =a — b, s = ab,

nrn. Pemewa cy z=~b, y=auz=—a, y=>».
3-+15 3+V15 3+15 3-15
6) &= Ul TG £ = g =

6) Ako je 610 KOja OX HEHO3HATHUX T, Y WA Z Je[HaKa HyIM, Tala Cy U Tpe-

ocTale ABe jelHaKe HyJu, ma je ¢ = y = z = 0 jeauHO pelleme cucreMa. AKo
2,1 2

je zyz # 0, Tana cucTEM MOMKEMO MUCATU y 06IuKy — + l==j 5+ = pr
z (]

9
2 . ;
ol +1= 5 oMaKie ce cabupameM OBUX jeIHaUMHA, Ho0uja - 1) +

1 S g . .
(— - 1> + <— — 1> = (. Iocnenma jennakoct je moryha camo ako je
2z

:-:lzl, Tj.3ar=y=2z=1.
Y Z )

a0 y ciIydajy 6) mako 3akibydyjeMo na ako je, pemumo z = 0, Tazna je
yz = 0 <= y =0Vz =0, wro he pehin ma je cBaka TpojKa (0, 0, 2)
umu (0, y, 0) pememe cucrema, rie je z, 0OHOCHO Y IPOM3BOJBAH peAsaH
6poj. Camuno je u Tpojka (z, 0, 0), z € R, pememe cucrema. Hexa je 3aro
zyz # 0. CabupameM jemsaunna cucrema, nobujamo z’y? + z%2% + y?2? =
a+b+c a+b+e

N
N

= —-2—a:yz, UJIY aKO CTaBMUMO — = s: ac2y2 + 22?2 + yzz2 = szyz.
KoMm6uryjyhm mociemy jeqHaUMHy ca CBaKOM jeIHAUWHOM CHUCTEMA, JIAKO
y22? = (s — a)zyz zz=(s—a)x

nobujamo na je { #22? = (s —b)zyz <= { zz = (s—b)y . MHoxemeM nocaen-

y22? = (s — c)zyz yr = (s—c)z
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BUX JeAHAUMHA CUCTEMa MMaMo Jaa je zyz = (s — a)(s — b)(s — ¢), rae je 360r

zyz # 0, (s—a)(s—b)(s—c) # 0. Kopucrehu nocnemsy jensaumny, naxo m06u-
2% = (s = b)(s — ¢)

jamo na je ¢ y® = (s—a)(s —c). 360" AEPUHMCAHOCTH MOCHEMbEr CACTEMA,

2% = (s —a)(s — b)
HeonxonHo je s—a < 0,8-b<0,s—c<OQums—a>0,s—b>0,s—c>0.C
apyre crpase, 36or zyz = (s — a)(s — b)(s — ¢), umamo cnenehe moryhnoctu:

1° s—a < 0, 5—b < 0, s—c < 0: pemema cy ypehene Tpojke: (\/?Tb)_(sfc—)
Vie=a) =0, -V =0(-1), (VG-0G-0), ~/5—a)s— o),
VE=06-0), (-VG-06-0, V- aG-0, V-~ 5)

20 5—a > 0, s—b > 0, s—c > 0: pemersa cy ypebhere Tpojke: (m
Vie=a)s =0, V=8 -)), (V=0 —0), ~vs—a)(s - o),
VG =06-1), (VG- DE-0), VG- -0, /(s (s b))
(-VE=0G=0), -G -0 -, VE-B-b).

123. 'paduum cy natu Ha ci. 25. yr
} y=2(x+3)? yalx-1)?
g y=2x?
sl 2
Y—ZX
3| I
-3 0 1 X
1 1/ |
| H Ty \
0 12 x y y=x2-4
7 )
. 2\ o/ T\ f
| x 0 X
SAY
i
._2 - T
ye=x2s1
. =-2x2 e
== (xs1)? 4 Ca. 25. i

¢) [lajeMo KOMIIJIETHO pEINIeme 33 0Baj CIyUaj.

1° ®ynxumja je mepunucana 3a z € (—o0o, +00).
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2° myne pyHrumje cy z1 = —1 u 23 = 1.

3y>03aze(=1,1),ay<0saze(—o0, —1)U(L, +00).

4° JTomen ¢pynrumje je y € (—oo, 1).

5° ®yuxumja pacre (y,) 3a ¢ €(—o00, 0), a omana (y\) 3a z€(0, +00).

6° ®yHKIMja UMa EKCTPEMYM: Ymax = 1, 38 & = 0.

124. [orpeGHo je pBO CBaKy 04 GYHKLMja IMUCATH Y KAHOHCKOM 06IUKy
y = a(x —m)?+n. Y3 Taxsor o6nmka mo6ujamo teme T(m, n). Ko koHCTPYK-
umje rpaduka Mory Ham moMohu u Hyse ¢pyHKIMje (peasHe, aKO UX UMa), Kao

M Tpecek rpaduka u y-oce, Koju ce mobuja 3a r = 0. Ha cm. 26. cy naru
rpadui GyrKmmja 6), 2) u ). JajeMo KOMILIETHO pelleme 3a CIy4aj 6).

1° ®yukumja je nepunucana 3a & € (—oo0, +00).
2° Hema uyia

3° y > 0 3a cBako

4° Jlomen ¢pyukiuje je y € (%; +00).

; 1
5° Tok: pyHKuMja omana 3a & € (—oo, 0), a pacre 3a ¢ € (—5, +00).

0 : 1
6° dyHruuja UMa MUHAMYM: Ymin = 7% T="5
v
=x2-5x+6
yax2ex+1 'g‘ 4 e

3+\5

Cua. 26.

Kanonuusm o6aunu GyHKUMja Ccy:
P -3 5y ol 1 5
6 = o= —_— = —_—— —_— e a 2 —_
)y (-’v+2> +7 2y <w 2) 7 4 y= 5 Nt g

125. IoTpaxnmo GyHKIMjy y = az? + bz + ¢ umMju rpaduK CaapKu JaTe
rauxe. To 3HAUM Ja KOOpAMHATE TAUaKa 3370B0JbaBajy jeAHAUMHY Te QYHKIH]e,
IITO y 0OBOM Ciydajy naje cucreM jemmaumna: 0 = a(—1)% 4+ b(—=1) +c,
0=a224+b-2+¢, =4 =a-02+b-0+ c, exkBuBayienTan cucremy: a —b+c =0,
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4da+2b+c =0, c = —4. Pememe nociemmer cucrema je a =2, b = —2, ¢ = —4,
na je y = 2x? — 2z — 4.

CauvHYM MOCTYNKOM MCIUTAJMO M OCTAJIe ClydajeBe.

3 13

6) y=-z?>+2z+3; o) y:—§x2— 7:1:—5.
2¢) Axo mocrynmumo kao y a), mobujamo a = b = ¢ = 0, ma TaxBa byHKIMja
He mocroju. MlcTM 3akKibyduak MOMKEMO M3BECTH M3 UMEHEHMIE I3 BM TaKBa
¢GyHKnMja MMaJsia TpU peasiHe HyJe, mTO je Hemorylie.

126. a) 3anaTak ce pasiuKyje oX NPETXOMHOT ¥ TOME IITO YMECTO tphe
TauKe, Koja 6u mpumagaja rpaduky, UMaMo ycJoB [a je alCIica TeMeHa m =
~55" Y HallleM ciyd4ajy, u3 yciosa aa tauke A(0, 1) m B(l, 3) mpumamajy

a
rpaduky ¢yskuuje y = az? + bz + ¢, umamo jennaumue 1 = ¢, 3 = a+ b+ c,
a xako je A(0, 1) reme mapaboie, u jemnaumuy 0 = ~5g" OnaBne ce mako
a
mobuja a=2,b=0,c=1,nmajey=2x2+1.
6) y=—2?+6x—8; 6) y=—z>+4z.

127. ¥ cayuajeBuma a), 6), 8) NIpoMeHBUBY Yy MOXKEMO CMaTpaTH He3aB-
VICHO IIPOMEHJBMBOM, I1a UMaMo KBaJpaTHe ¢yHknuje 1o y. ['padumm cy naru
Ha cua. 27. ‘

\
y

X:-y2+y

\ xsy?
{ X=y2]
16 L . :
’ ¢ \ : | Jl&
] =
0 ‘s—’ll X

Cu: 27. Cun. 28.

2) Kaxo je 2?—z = z(x—1) neneratusna 3a z € (—o00, 0]U[1, +00) u HeraTusHa
2
3az€(0,1), T0 jey= { _(52 B zs’ z 2 EO,OT)’ U] LI [ 450 (cm. 28).
Moskemo noctynuTy u Ha ciesehu HauMH: IPBO HALPTaMO rpaduK YHKIM]e
y =2’ -z, a 3aTMM IelloBe rpaduKa z-oce (HeraTUBHE BpeIHOCTH dyHkLwmje)
MPECIUKAMO CUMETPUYHO Y OJHOCY Ha Z-0Cy.
0) I'paduk pyuximje y = z2 gesm KOOpAMHATHY paBaH Ha IBa Aeja. Y jeIHOM
O BbMX 3a KOODAMHATE Tauaka BXM y > &2, ok je y apyrom y < z? (ci. 29.).
3aTo je 3a y > z? jesHauMHa JaTor CKyma Tavaka £’ =y — z’ < y = 2z2,
noK je 3a y < z%: 22 = —(y—2?) < y=0.
[laxine, TpaskeHM CKyn TadvaKa je yHUja Tadyaka Koje MpUIIaLajy rpa¢uky
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byuxmmje y = 222 u z-ocu.

\ y=2x2 I L s
\ prex
\ y>|x? /

\ 2=
\\ | /
\ 1
\
\\ Venr /7(
I
\ / |
\\ 4 :
0 1
y<x?
Cua. 29.

Ca. 30.

) Jennaumua mator ckyma je deduHMCAHA 32 P?-z20 <
<= z € (—00, 0JU[L, co0) u 3a TaxkBe z uma obmuk y = £(z? — ) (ca. 30.).

\

74

y

y>=x

N £
R Av! Iyl=Ix2-x|
\
N/ &S Y= t(x2-x)
\
0 i L
&) \\
N
ek 5 Ca. 31.
3) Koopauuare oce u rpaduk pyHKumje ¢ = —y? pa3bujajy paBad Ha 6 KeoBa

1 y CBaAKOM O BUX jeﬂHaﬂIPlHa JaTOor CKyIla TavaKa nMahe oaroBapa-

YA
x> |-y2
~_ ;
\\
\\\
hY
x<-y2 b
0
/
4
7
’/
Xi—fa” -1
x>|-y2

jyhe o6uuke. Kako ce jenmHaunHa He -
Mela aKo0 YMeCTO Y CTaBUMO —Y, TO
je rpauk cuMeTpHAYaH y OJHOCY Ha -
ocy, IIa je HOBOJHHO MMOCMATpaTy Bpel-
Hoctr y > 0.

1° 2> 0, y > 0: umamo jenHaUMHY
z+y=y'+c < y=0Vy=1 (jep
je u y?> +2 > 0), wro naje HEraTUBHU
ZIeo T-oce U Jeo TpaBe y = 1 y mpBoM
KBaJIpAaHTY.

. y oBoM cayuyajy je —x +y =y’ +z < =
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1 : .
—§y2 + Y Ha jey nuTamy Aeo rpaduka kBaapaTHe GpyHKumje mo y (ci. 32 ).
3°2<0,y>0, £ < —y?: jenHauuHa je eKBUBAJEHTHA Ca
—z+y=—(y*+z) & y=0Vy=-1 < y=0 (jep je y > 0), mro maje
HEraTUBHM Heo z-oce. ['paduk uMTaBoOr CKyIla Tadaka HaT je Ha cl. 32.

128. a) Hary ¢pyuxumjy mammmo y o6muky f(z) = a2 +2x — 5+ k(z —1)%.
3a z =1 je, nesaBucHo oxn k, f (1) = —2, na Tauka M(1, —2) npunazna cBum
rpaduImMa.

b k—1

6) ExcTpeMHy BpeIHOCT QYHKIMja JOCTUKE 33 T = S E 1l (k #1), ma
- 2a

ako 6u Heka ol (YHKIMja MMajia eKCTpeMHy BpexHocT y Tauku M(1, —2),
k—1

P =1 <= —1=1, wro je Hemoryhe.

TaJa GMCcMO MMaJIn

129. a) Iloctynuty kao y 3anarky 128. a). Cranne Tauke cy M(—1, 8)
u M(2, 2).
3
6) k1= -1, k2 = 3
130. Kaxo je mickpuMunanTa natux Gpysxmja D = (k—3)2—4(—1—-2k) =
=k%4+2k+13 = (k+1)2+12 > 0, 3a cBako k € R, T0 cBe oOHe UMajy peaHUX
HyJla, Tla BUAXOBU TPAUIM CEKy Z-0Cy.

3 k—3 D k? + 2k + 13
6) KoopnuHaTe TeMeHa mapaboma cy m = 5 un = BT i —
Ia ce eIMMUHAIMjoM k M3 oBMX penarmja, mobuja n = —m? +4m — 7, wro

npencTaBsba jenHaunHy napabosie. O6pHYTO, MMOKAaXKMMO [a je CBaKa Tauka
T (m, n) =T (m, —m? +4m — 7) nomenyte napabose TeMe HeKe 01 Mapaboia

u3 maTor ckyma. Oarosapajyhy Bpensoct 3a k moGuhemo u3 penanuje
k—3 .
m=——— <= k =3—2m, a Kako je 3a TakKBy BPeIHOCT k HCIyHeHa

2
k% + 2k + 13

jenHakocT n = —m? +4m — 7 = — 1 , To je 3aucta Tauka 1 (m, n)

TeMme napaboie 3a Kojy je k =3 — 2m.

131. Axo mocrynmumo kao y 3amatky 130. mobwnu 6ucMo mga KoopAauHaTe

temena T (m, n) 3a0BoJbaBajy jeJHAUYNHY N = m — 7 LITO NMpeNCTaBIba jel-
HauMHy TIpaBe. '
. . 3 25 ;
132. 3ajennnuka Tauxa je M =gy =g |1 B JemEREA TPasKeHOT CKyIa
ravaka je n = m? + 3m — 4.

133. a) [IpaBa n = m — 1 (Bugern 3amatke 130. n 131.);
6) M (1, 0).
6) Kako je maTa jenHauyrHa €KBMBaJIEHTHA jeIHAYMHU
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22 —14+k(z—-1)?=0 < (- 1)(1+k)z—(k—1)) =0,
k-1

Mla jeJHauYMHa MMa CTAJHO pellee £ = | U MPOMEHI/BUBO T = ELIT (k # -1).
; : 2
2) Kako je mpoMeHBMBO pelebe & = 1 — PeL To hemMo TpaykeHo T mob6uTH

1 2 : ;
339 81 9 a mTo ce nobuja 3a k jemHako penoMm

aKo je pere| j
551 2,107 8:

134. Teme napaGoie je Tauka 7T (—a, 13 — a?), a pacrojaibe ox Koopau-

HarHor nouetka OT = v/a? + (13 — a?)? = v/a* — 25a% + 169. ¥ cnoB 3amaTka

OT = 5, je eKkBUBAJIEHTAH Ca

Vat—25a2+169=5 < a*— 250> +144 =0 <= a=+3Va = +4.

135. ) ITorpaskumo TakBe BpemHocTu a € R 3a Koje mocroju Gap jemHo

z € R takBo ma je z + — = a. Hocnemwa jeaHaunHa je eKBUBaJEHTHA jel-
x

2
HauvHM 22 —az +1=0Az #£ 0 < z:L—_ \/2a4

peaJjiHa ako U camo ako je a?—4 > 0 <= a € (—oo, 2]U[2, +00), mro xaje
06J1acT BpeAHOCTH JaTe (PyHKUHUje.

6) (—o0, +00).

22 — 10z +7
9T ¢

; 1
Axo 6ucmo mmam 222 — 1 = 0 < z = ﬂ:-ﬁ, Tanga O6uMcMO 3a TaKBO %

, @& 0Ba BPEIHOCT je

8) Axo je =a, raza je (1 —2a)z? - 10z +a+7=0A2z2-1#0.
G 3 ;
HOOMIYM U3 jenHaunHe — F V2 = 0, wro je ancypa. Hame, 3a a = 3 uMaMo
. 15 3 1
nuHeapHy jenHaumHy —10z+— =0 <= z = —. 3a ¢ # - UMaMoO KBaAPATHY
: il 13 9
jenHauuHy umja je muckpumuHaHTa D = 8 <a2 + -¢ + 9> =8(a+2) (a + 5),
. 9 Ly J
KOja je HeHeraTHMBHA 3a a € (—oo, -3 U[-2, +00), a # 3" Kako je u Bpen-

HOCT & = 5 YKIbY'deHa MNPETXOMHUM pa3MaTparmeM, TO je 06JIacT BPEAHOCTH

noJiazse QYHKIM]E (—oo, -3 U[-2, +00).
3 1
o [-2a]i o [ ] wen

136. Kaxo je 22 + y? = (z + y)? — 2zy = —a® + 12a — 27, 10 ce HajBehia
BPEMHOCT NOCTIKE 3a a = 6 u u3Hocu 9.

137. Axo 3amennmo b = 1—a y natu u3pa3, gobuhemo Tpurom 2a%—2a+1,
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. 1
KOjU ZIOCTMbKe MUHVMAIHY BPEAHOCT 5 32 @ = 5
(ad — be)?

a?+¢?

139. m = 1;

138.

140. Hajmama (Hajseha) Bpenuoct gare GpyHKIMje 6uhe pemunpoyHa Ha-
jBeha (Hajmama) BpesHOCT QyHKIUMjE Yy = z? + 2+ 1. dysrumja y; ¥Ma MUH-

2 4

oBe ¢pyHkuuje jeanaka 3. [akie, najseha BpenHocT mosasHe QpyHKUHje je

IMyM Y (-——1-) = § Kako je y1(—1) = 1 n y1(1) = 3, To je Hajseha Bpemnoct

gy

a HajMama —.

2
" ) 3 : .
141. Kako je y = (mz + —) — TO j€ OYWIJIeJHO HajMamka BPEJHOCT

1

2 4’

dynxmmje y(0) = 2, a najseha y(3) = 110.
142. Ilaty QpyHKUM]y HAUIIAMO y OGJIMKY Y = [m(x+3)] [(z+ 1)(z+2)] =

= (22+3z)[(22 +3z)+2] = t2+2t, rae je v*+3z = t. ynxkumja y = 12 42t uma

muaEMYM y(—1) = —1, koju ce noctmke 3a t = —1. Onrosapajyhe Bpennoctu
: v -3+v5H
3a x mobujamo u3 jemnaumne z2 + 3z = —1 < @1 3= —2~——\/_

143. Axko mpeocTajie CTpaHUIle O3HAUMMO Ca £ M Y, Talja Cy CTpaH-
Mile TPOyLia ¢, &, Yy = 25 — ¢ — &, a HOBpIIKMHA TPOyria (mpema XepoHOBOM
obpacuy): P = y/s(s —c)(s —z)(s — c+ z). [loBpmmHa je MakcUMaJjHa Ka.a
je mapas (s — z)(s — ¢ + z) MakcumasaH. Ako Taj u3pas osHauumo ca f(z),

mmahemo f(z) = —z2 + (25 —c)z + s(c — 5). Pyuxumja f DocTMKe MAKCHMYM
2s — ;
3a & = — s c:s,—E. Y tom cnyqaijey:Q.s—c—s—{—-;—:s—%, mma ce

IaKje paad 0 paBHOKPAKOM TPOYTIY.

144. Homro je f(z) = nz? —2(a1 + a2+ +ap)r+al+ai+ - +a2, 1o
a1 fay+- -+ an

n

ce MUHUMYM OOCTWXKE 3a T =

145. Hajseha Bpenuoct je y =

1 \/?
N OOCTHUXE Ce€ 3a T — =] Ynym-
2V ab a

cmeo: IocTtynuTu kao y 3anatky 135, 1j. nahu ckyn BpeaHocTu GyHKUHje.
146. Tpaskena BpeaHOCT je y(\/§ -1)= /28,

147. I3 2¢ + 4y = 1 uspasurtu y, a 3aTUM po6JIeM CBECTU HA KBaJApPaTHY
GyHKIA]Y IO .
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148. I\onammmo Ja 3a ceako k € R noctoju 6ap jeHO peaJsHo T, TAKO O3
ie ———————E:;iz;E;;i Cg = k. Vs nperxomne jeanaunte umamo (ac — kbd)z? + (1 —
k)(be + ad)z + bd — kac = 0. Hokaxkumo na OBa jelHAUMHA YBEK UMa DeajHa
pemema, y3 xare yciose. Heka je ac — kbd # 0. Taxa je OMCKPUMUHAHTA
nocente jennaunne jenaaxa D = (1 —k)?(be + ad)? — 4(ac — kbd)(bd — kac) =
(bc——ad)2k2—2[(bc+ad)2—2(a2c2+b2d2)] k+(bc—ad)?, Tj. jennaxa je KBaapaTHOM
rpunomy 1o k. Kaxo je muckpummuanta Tor Tpunoma Di = 4(ac + bd)?*(a® -
b2)(c2 — d?) < 0, To je D > 0 3a cBe k € R, ac — kbd # 0, ma mouasna
KBaApaTHA jeJHAUMHA UMa PealiHa peluema. Ako je ac—kbd =0 u bd #0, 10
je k= %' jacHo, 360r ac —bd # 0 u k # 1, ma axo je bc+ ad # 0, Tana ce
MoNa3Ha KBaApaTHa jeJHAUNMHA CBOMM Ha JIMHEApPHY, KOoja MMa peuema. AKO
6u 6mno be + ad = 0 Taga 6ucMo U3 ucTe jenHaumHe uMaiu bd 4- ac = 0, mTo
je memoryhe, jep 6u 6umio (a? — b?)(c? — d?) = (a = b)(c — d)(a + b)(c + d) =
= (ac+ bd — be ~ ad)(a + b)(c+ d) = 0.

Cnyuaj ac — kbd = 0 n bd = 0, ciuuHO MCTIUTYjeMO. .

149. HejennakxocT je eKBMBaJIeHTHa HejeIHAKOCTH a(ri — z3)% > 0, xoja
je Tauna jep je a > 0. . '

150. Heka je m = min{ P(-1), P(1)} = min{l —p+ q; l+p+qtuM=
= max{P(-1), P(1)}. Jaru moausOM HOCTHXE MUHUMYM ¢ — %ﬁ 3a ¢ = —12—).
Axko je —1 < —g— <1, 1j. =2 < p < 2, Tana nomuaom P(z) 3a z € [—1, 1] ysuma

2

CBe BPEAHOCTY MHTepBaJa [q - %, M], a ako je |p| > 2, Tama je moamHOM

P(z) moHoTOHa (yHKUMja Ha MHTepBady [—1, 1], ma ysuma cBe BPEAHOCTH U3
unTepBaya [m, M]. '

151. Ipermocrasumo na je 2z2 — z — 36 = p?, roe je p mpoct 6poj.
PacraBmameM Ha unHmone, gobujamo (z +4)(2z — 9) = p?, na numamo caeznehe
moryhHocT; 3a dakrope Ha JneBoj crpaHu: 1, p?; =1, —=p%; p, p; —p, —P; P,
1; —p?, —1. WicnutuBameM oBux MoryhiHocTu nobujamo TpaskeHe BPeIHOCTH
z=b{p=3 nz=13 [p=17).

152. ITo npermoctasuu 6pojeru f(0) =c¢, f(L)=a+b+cum f(-1) =

—a—b+c cy nenn, ma u 6pojeBu a+b= f(1)—cu2a=f(1)+ f(=1)—2¢
cy Takobe 1enu.

153. a) Ilo ycnoBy samaTka je |f(0)| =le| <1, |f(—-1)] =la=b+¢ <1,
na je 3aro, |2a| = |(a+b+c)+(a—b+c)—2cl <lad+b+c|+la—b+c|+2lc| <4

na cuenu |a| < 2.
6) f () = 222 — 1.

154. Hexa k € Z. Tama je |y(k+ 1) —y(k)| = |2k +1+p| > 1 <
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e %U+1+p<—1V2%+14p>1 k+1<—§vk;—g. Iaxite, MOy

pa3ivKe BpeIHOCTM (GYHKNIHMje y ABEMa y3aCTONHUM IeJIo6pPOjHMM BpeIHOC-

tuMa, k u k + 1 Huje Mamu ox 1 ako U camo ako je k+1§—g- :>k<—§>

i k > -—g— <:> k+1> -—g), Tj. aKo M caMo ako cy Tauke k u k+ 1 ca

UCTe CTPaHe IpaBe T = —g (oca cumerpuje rpadura pyukumje). Ox Tpu y3a-
cTomHe nenobpojHe Tauke Gap LBe cy ca MCTe cTpaHe IIOMeHyTe IpaBe, Iia
Je ropmuU ycioB UcHyreH. AKo 6 06e BpeIHOCTH GYHKIUje y TUM TadKaMa
Buie mamwe ox 1 Mo Moayily, Tana 6U U MOLYO HUXOBE pA3JIMKe 6O MAHU O
1, mro 6m 6uo amncypa.

155. IIpernocraBumo cympoTHo, na je f(21) =0 3a Hero z € (=1, 1) (me
moke 6utu f(—1) = 0 wam f(1) = 0, 360r f(—1)f(1) > 0). Tanxa mocroju
r € (21, 1) Tako ma je f(—1)f(r) < 0. Mebyrum, 36or f(—1)f(1) > 0, caza
jem f(r)f(1) <0, ma mocroju z3 € (r, 1) Tako na je f(zy) = 0. Hakie, ako
dynrnuja uma myna y (—1, 1), Tana ux uma nBe. 3a BUX je cala
lg] = |z1z2| < 1, mro je cymporho ca 1 < lf(O)I = |q|. Dakue, pyuxumja f
HeMa HyJa Ha uHTepBaily [—1, 1].

157. Heka je f(z) = az? + bz + c. Tanma je f(0)f(2) = c(4a+2b+c) =
:c[(5a+3b+3c)—a—b—2c] =—cla+b+c)—c?=—f(0)f(1)—c

Axo je f(0)f(1) < 0, rama f mma 6ap jemny mymy y [0, 1], a axo je
F(0)f(1) >0, Tanma je f(0)f(2) <0, na f uma 6ap jeany Hypy y MHTepBaJy
(0, 2), unme je moka3 3aBplIeH.

158. ITokaxuMo aa 3a |z| < 1 Baxkn |f(2m)| < 7. Wimamo nma [f (Zm)l =
=|4az?® + 2bz + | = |(az? + bz + ¢) + (3az® + bz)| < laz? + ba + c| + |z||3az + b]| <
< 14 [3az +b|. ®ynrnuja [3az + b| najsehy BpeaHOCT HOCTMKe Ha KpajeBUMA.
unTepBata [—1, 1], na je, nakne, HOBOJBHO MOKa3aTH Aa je [Baz +b|'< 6. U3
|f(0)| = |el€ N |f(1)|:]a+b+c] <lmu |f(—1)|:|a—b+c| < 1, nobujamo:
|3a+b| = |2(a+b+c)+(a—b+c)—3c| < 2la+b+c|+|a—b+c|+3lc| < 24+1+3 = 6.
Comano 6ucmo no6uiu na je u [3a — b| < 6, uume je moka3s 3aBpimeH.

159. YBemumo osHake f(z) = az?+bz+c¢, g(z) = cz? + bz + a. Tana je
le] = |f(0)| <lm !g(l)l = |f(1)| £ 1 |g (—1)' = |f(—1)| < 1. IlpermocTaBumo
CynpoTHO, Tj. Aa moctoju z € (—1, 1) Tako ma je |g (:1:)' > 2. Tana he, c
063upoM ma je lg (1)[ < 1, lg(—1)| < 1 u 3a teme mapaGoie y = g (z), Heka
je To Tauka T(:co, g(O)), BaXxUTH |To| < 1, Ig (mo)l > 2. Axo ¢ynrumjy g(z)
nyIemMo y KaHoHCKoM obumky g(z) = c(z — 0)? + g(z0), U ako ymecTo z
CTaBUMO BpeaHocT —1 miu 1, y 3aBUCHOCTHU Koja je Tauka 6/1Ka TauKd o,
HeKa je To pemumo 1, umahemo g (1) = ¢(1 — zo)? + g (z0), omakne mo6ujamo
g (z0)| = lg (1) — (1 - z3)?| < |g ()| + ]|l = o] < 2 (jep cmo npermocTaBumM
na je |1 —zo|? < 1), Mocnemsa HejeanakocT je MpoTUBpeYHa ca lg (mo)l > 2.



Pemena 3amaTaka 147

160. Ako jeasaunsa f (z) = & HeMa peaJHMX KopeHa Tana je f (z) > z 3a
cpako = (ako je a > 0) u f(z) <  3a caKo = (ako je a < 0). Y npsoMm cay4ajy
je f(f(z)) > f(z) > z, a y apyrom f(f(z) < f(z) < z, ma u jenmaunna
f (f(z)) = = Taxobe Hema peanHux pemema.

161. a) z € (=1, 1); 6) z € (—o0, —=2]U[2, +0); 8) z € (0, 1);
2) ¢ € (—o0, 0JU[2, 4+00); 0)z € <—o<>, —%:I u [%, +oo);
h) © € (—oo, +00); ¢) HE 3a jemHo z € R.

. . : 1
ac) Ilata HejeNHAUUHA je eKBUBAJIEHTHA HejeNHAYNHU 2(;v + 5) (z—1) >0,

1 1
a 0Ba j€ 33aJ0BOJbEHA 3a CBAKO T € (—oo, ~3 U[l, +00). Ho mocientmer

3aKJbyUKa MOKeMo Johu mim mocMmaTpareM 3HaKoBa 06a gakTopa Iocienrmhe
HejeIHaUMHE WM, HaK [[PTabeM Ipaduka gaTe GYHKIHM]E.
3) Huje 3amoBomena mu 3a jenno z € R;  u) @ € (—oo, 2] U[3, +00);

. -1-v5 —1 5
EXS \/_, is s mla#3
2 2
. ; z(z—4)
162. a) IlaTa HejenHaUMHA je EKBUBAJIEHTHA 2——;—1<0 <— z(x—4)<0
-z

(jep je 3a cBako z ER: 22—z +1>0) <= z €0, 4].
6) z € (1, 4).

z? 45z + 4 (z+1)(z +4) z+4

B8 sy il S e e S
o) B4+1 7 (z+1)(x2—z+1) 21l 2 —z+1 ~

2_9p—
>0Az# -1 <= %SO/\x;ﬁ—l = 22 22-3<0Az #£ -1 <=
@

= (-3)(c+1)<0Az#-1 <> ze(-1,3].
2) z (=2 ~1); 9) v € (-1, YU (1, g)
(z —1)(2z + 1)?
z2(z — 2)(z + 2)
= (:L'—1)(x—2)(m+2)>0/\:c760/\:c;£—-;— e,

1

=3 e (—2, —5) u (—% 0) U (0, 1)U (2, +o0).

e) ¢ € (—oo, 400); ac) z € (—1, 0)U(L, 2); 3) €[4, =3]UI0, +00);
w) z € (=1, U3, +o0) j) z€ (-4, 1).

) Ilara HejeqHAUMHA je EKBUBAJEHTHA Ca >0 <=

163. a) [lara HejeoHAYMHA je eKBUBAJIEHTHa ca —2 < ?-1<2 <
= -l<a?<3 < —V3<z<V3
6) Kaxo je z* = |z|?, To umamo Hejemnaumny |z|? — 22| —3 > 0 <=
< (Jz|+1)(Jz] =3) >0 <= |2|-3>0 <= 2] >3 <=
< z € (—00, —3)U(3, +00), jep je |z|+1> 0, 3a cBako z € R.
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A

‘ 1
6) Br?—z—1]>1 < 32’ —2-1<-1V3z?—z-1>1 <> 3z gz

2 2 1
< 0V3(m+§)(:ﬂ— 1)>0 <= r€ (—oo, —5) U (0, 5) U (1, 400).
¢) Tpeba pasmuxoBaty ciydajese ¢ < 0 u z > 0. Pesynrar je z € (—oo, 3).
) z € [-3, VB —1) (pasmukopatu ciydajebe x < —3 u z > -3).

5) ]|m2—1g~—1\ <2 2< |zt -1 -1<2 & —1<|e?—1|<3
= |22-1<3 &= -3<2?-1<3 &= -2<2?<4 & 2%<4 = ze(-2, 2).

164. a) Kaxo je [z* — 1| = 2? -1, 3a [z| > 1 u |2% — 1| = —(z? — 1),
2?2 -22—-1, 3a |z|>1

, TITO
—z?-2z+1, 3a |z|<1

3a |z < 1, To mara dynxumja uma 06Uk {

BUIMMO Ha cJi. 33.

6) Ha cii. 33. je ucnpeKkunanoM JIMH-
MjoM O3HaYeH rpaduk npase y = m. 3a
LUCKYCHjy KOPUCTHMO IIpECEKe rpapuKa,
dysrmMje U3 a) ca y = m. Ako ca X 03-
HaUMMO CKYII PEIlekha jeAHauuHe, J0-
uhemo: 3a m < —2 je X = 0; za m =
—2jeX={1l};3a-2<m<2je X = !
{—1+\/2—m, —1—=+/2=m};3am > 2 —r""'.;"" '
je X ={1+v3=m, 1-v2—m}. '

Cua. 33.

165.a)36or D=k?—-4>0jek < —2ummk > 2 3ak =—2je (2—1)>>0
sar#l,asak=2jex+1>03z#—-1.3ak< —2ummk > 2 pemema cy

= v —k+Vk2—4
.

$<——'~‘2—HHM-17>

6) 3a k =0, HejegHakoCT Basku 3a cBako z. 3a k # 0, auckpumunanTa D > 0

/ 1 / 1
3ak?+k>0,1j.3ak < —lumnk >0.3ak > 0jel— 1+-k—<a:<1+ 1+E'

Bak<~-1ljexr> 1+\/1+% wim ¢ < 1—\/l+%. Axo je —1 < k < 0, Tama
je k<0 u D<O0, ma je nejensakoct kz’—2kz—1<0 3a10BosbeHA 33 CBAKO Z.
e) Axo je |k| < 3 HejeHaurMHa HeMa pellema, a ako je |k| > %, Tana je
petresse & € (21, T3), TAe Cy T1 U o pelliera jexHaunHe 2 — 3kx + 1 = 0.

166. a) 3a k=0jez=0.3a D >0, 1j. 16 —8k? > 0, pemema KBagpaTHE
jenHauuHe cy peaiHa. lakie k € [——\/5, \/ﬂ
0) k<0wnmm k >4/
6) 3a k = 1 umamo jennaunna —2z +4 =0 <= z = 2. 3a k # 1 kBazparHa
JeIHauVHa MMa peaJiHa pellerba ako M CaMo aKo je AMCKpUMHUHaHTa > 0, Tj.

D:4[k2—(k—1)(k+3)] 20 <= k'gg. Pememe je: k < g
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167. a) Mopajy 6utu sanososmeru yciaosu D 2 0, 21 +22 <0 u 2122 > 0,
omuocHo: m2 —2m—15>0, m+1< 0 um+4 > 0. Pemema cy: —4 <m £ —3.

6)g<m<1.

6) Mopa 6utu D 20, z1 + 2 > 0 u z123 > 0, noa. Pememse je p > 2.
2) 0<n<4,; d)—l<m<2

168. a) 3a k = 1, umamo ¢ysrumjy y =2, a 3a k= ~1 je y = -4z + 2,
Koja HUje Mo3UTHBHA 3a cBako ¢ € R. Ba k?~1#0 <= k+# %1, TaJ yCIIOB je
MCIYIbeH aKo U caMo ako je k2 —1> 0 u D = 4[(k—1)? - 2(k* —-1)] < 0 =
= —k?—2k+3<0 <= k?+2k—3>0. Cucrem k*-1>0V lc2+2k 3>0
je exBuBajentaH ci k € (—oo, —1) U (1, +o0) Vk € (—o0, —3) U (1, +o0).
Vmajyhu y Buay na je 3a k = 1 ucnymen 3axTeB 3a7aTka, UMaMO KOHaYHO,
Tpakene Bpearoctn k € (—oo, —3) U [1, +00).

6') 3ak_13ef(:c)—2>03aCBaKomeR Hexa je k # 1. 3a ¢ > 1 umamo
f(z) = (k= 1)22%+ (k — 1)z + 2, u oHa je no3urusHa 3a cBaxo z € R, jep je

IUCKpUMUHAHTa oBe dpyuxmmuje D = —7(k — 1)? < 0, ma tum npe u 3a ¢ > 1.
3a ¢ < 1 ¢pynxumja uma obmuk f(z) = (k— 1)%z — (k — 1)z + 2k. Cana

1
je muckpmmuHanta jemmaka D = (k—1)?(1—8k). 3a 1-8k <0 <= k> 3
umamo na je D < 0, ma je f(z) > 0 sa cBako z € R, ma u 3a ¢ < 1. Me-

1 , 1++1-8k :
byrnm, 3a k < g, ¢$yHKIMja MMa PeaJiHe HyJe Tp = W’ 0l KOJUX
. vV : ’ 1
je '#y = 1;(k 1) < 0, 1j. ¢ynximja 3a k < g < 1 Moxe ysumarTu

Y HEraTUBHE BPEOJHOCTU. ﬂa,xne a 6u (bVH‘{IH/IJa, Gua IIO3UTHBHA 33 CBaKO

z € R nmorpebHo je m noBOJHO 13 je k > g

169. a) Hoc’rynn’re CIMYHO Kao y 3amatky 168. ). Paznuka je camo y
3aXTeBY [a xoeqmnmeﬂcr y3 &? 6yne HeraTuan. Pesyntat: k € (—o0, —2).
6) k€ (2, 4).

170.KaKOjeb2>0PIKaKOjeD (6% + ¢% — a?)? — 4b%c? =
= (b2 + ¢ — a® — 2bc)(b? + ¢ — a® + 2bc) = [(b—c)2—a2][b+c)2—a |=
=(b-c—a)b—c+a)b+c—a)(b+c+a) <0 (jep je, 36or onHOCA NyKUHA
CTPAHWIIA KO TPOYIIa, IpBU (GaKTOP HEraTUBaH a OCTAJM MO3UTUBHMU), TO je
" ¢pyHKIMja IO3UTUBHA 33 cBako r € R.

171. Ynymemeo: Axo ce ¢ = 1 — p 3aMeHM y HaToj pejamuju, Xobuja
ce ¢?p? + (a? — b? — ¢?)p + b? > 0. IloTpebro je mokazaTU Oa je 0oBa Hejel-
HaUMHA MCIOyHheHa 33 cBako p € R ako M caMo ako Cy MCIyHheHU yCJIOBU 3a
KoHCTpyKumjy Tpoyraa (a+b—c¢>0,a+c~b>0,b+c—a>0).

172. Kakojea > 0u D = (b—a—c)? —4ac = a® +b? + ¢ — 2ab—2ac—2bc =
= [(a=b)?—c?] + [(a—c)? = b?] + [(b—c)® —a?] <0, jep je cBaku on cabupaka
weratupan (pemmo (a — b)2 —¢? = (a—b—c¢)(a —b+¢) < 0, 36or oanoca
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CTpaHUIa TPOYIJa), TO je TPUHOM 3alcTa IO3UTHBAH 3a CBakKo ¢ € R.

173. a) Kako je muckpumunanta D = 4(m—2)(m—4), To je 1aTu TpuHOM
No3UTUBaH 3a cBako £ € R, ako je D <0 <= me€ (2, 4).
6) 3a cBako z € R, ocum jeane Bpemuocty, ako je D <0 <= m € [2, 4].

174. a) Kako je 222 — 2z + 3 > 0 3a cBako &, TO je JaTa HejeIHAUMHA
eKBUBaJIeHTHa ca z?+mz—1 < 222 — 2243, ommocHo ca —z% 4 (m+2)z—4 < 0.
Mopa 6urn D = (m +2)? — 16 < 0, na je m € (=6, 2).

1
6) me (-7, 1); e)m<—§; 2) -1<m<2; ) -3<p<6.

175. Hexa je v/z =t (t > 0) u Hexa je f(¢) = (a + b — c)t? — 2V abet+
+(a + b)c — ab > 0 3a cBako t > 0. Mopa 6ut;u a4+ b—c # 0, jep je y
CYNIPOTHOM JIMHeapHa (YHKIMja 33 BeJMKe [03UTUBHe Bpeasoctu t. f () > 0
3a cBako t > 0 ako je:

1°a+b—¢c>0AD <0 umn

2°a+b—-c>0AD20At <0Aty <0 (D — auckpumunanra, a ti, t3 —
HyJle pyHKIM]E).

Jlako ce mobuja na je D = 4(a + b)(c — a)(¢c — b). Cana je npBu ycioB
UCHyH€eH aKo je a+b—c > 0A(c—a)(c—b) < 0, mTo je 3aMcTa eKBUBAJIEHTHO
ca min{e, b} < ¢ < max{a, b}. Cinyuaj 2° Huje moryh jep je t1 + t2 = 2Vabe,
na je 6ap jemaH KopeH no3uruBad. O6pHYTO 3aKibydyjeMo Oa je
min{a, b} < ¢ < max{a, b} =>a+b—c>0AD <0, ma je f(t) > 0 3a cBako
teR, mauazat>0.

176. Axo cy maTe HejeAHAKOCTM UCIyIbeHE 33 CBAKO PEAJHO &, Tala je
a>0ub?—ac<0,kaoup>0uqg®—pr<0. Cana sa TpuHOM apz?®+2bqx +cr
umamo na je ap > 0 u D = 4(b%q? — aper) = 4¢%(b% — ac) +4ac(q? —pr) < 0 (360r
MPETXOoMHMX HejeJHAKOCTU M YMibeHMIe Aa je ac > b2 > 0), ma je Taj TpuHOM
IIO3UTHBAH 33 CBako = € R.

177. o) Ilpema BueroBum dopmynama je z; + 9 = —k, 2129 = 1, ma je
2
Zq = ) i 11311 + 1:3 [(5131 + .’172)2 rd 2£1$2] = 2(1‘11‘2)2 9 9
=== + - =7 9 = 2 = (k _2) _2 =
Ty T \$1w2)~ ($1$2)

=k*—4k?+2. 3aTo je mara HejeaHauMHa eKBHMBaJeHTHa ca k! — 4k? > (0 <—>
= k2(k?P-4)>0 < k?—4>0 < k€ (—00, =2) U (2, +0).

1 — 4k — k? .
1 1 z? + z2 1
e):?+_§_ ziz] At € 2oy 00 NG 2)

T
2) D =4(a? —4) > 0. utn. Pememe je a < —2 mm 2 < a < 4.
9) &3 +z3 = (k+1)?, na je k= —1.

2

k k . 1
h) 23 + a3 = (z1 + 22)% — 3zy2a(zy + 23) = ~gig +1, maje k= g
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e) ml—a:z:\/ﬁ-—-Q —k24+6k—5, ma je k=3.
178. Ynymcmeso: [lokasaru ga je D > 0, unun, y3 IpeTIOCTABKY <b<e,
na je f(a)f (b) < 0.

179. Ynymcmaso: Iokazaru ma je f(a)f (c) < 0 3a cako A.

180. [Ipema ycioBy je 2aa’+ba+c = 0, omakie je ba+c = 2a6%. 3a nokas
1Bphetba n0BoBHO je yTBpaMTH Aa je f(a)f (B) <0, rae je f(z) = az?+bx+c.
Raucra, f(a)f (8) = (ac?+ba+c)(af® +bB+c) = (aa? —2a0?)(af? +2af%) =
= —3a%a?/? < 0.

181. [IpernocraBuhemMo cynpoTHO, Tj. Aa MOCTOj€ PAZMUUUTH LeIH 6po-

. ; 1 1
jesu a, b, ¢ 3a koje Baxu |a? +ap +¢| < = |62 +bp +¢| < 3 |2 +cp+gq| <=

2

Ounasze je (a—b)(a+b+p)l = l(a2+ap+q)—(b2+bp+q)| < |a? +ap+
1

gl + |2 +bp +¢q| < §+—2- =1, nakao jea # bu a u b cy nemm, To je

la—b] =1, re je la+b+p| < 1. Camajela—c|= (a+b+p)—(b+c+p)| <
la+b+pl+]b+c+p <1+4+1=2 nmakako cy a u c LeIH 6pojeBu MOpa
6utu |a — c| < 1, Comuno mobujamo na je u |b— ¢l <1ulja—>b <1 Onoje
memoryhe, jep ako cy a, b, ¢ Mmehyco6HO pa3iIUIUTA U LEIU 6pojeBn U aKo
je, pemmmo, a < b < ¢, Tana je [c—al > 2.

182. a) U3 ycaoBa o < &1 < Ty MMaMO €KBUBAJIEHTHE yCJIOBE T) — & >0,
2y —a > 0, (z1 € T2 UMaMO U3 JOTOBOpa Ja Maibll KOPEH O3HAYMMO C3 z1).
Mociemby yCIOBU Cy UCIYEHN aKO M CAMO aKO je 30Mp ¥ MPOU3BOJ 6pojeBa
%] —a 1 Ty — a Takobe mosutmBan. U3 (z; — @) + (z3 — o) > 0 mobujamo

z1+22 b

= —5- AOK 13 (21—0)(z2—a)>0 cremn o’—a(z1+z2)+T182>0 <=
< af(a) > 0. YcoyT cMO KOPHCTHUIN Buerose ¢popmyie. Hapasno npsu

ycaos, D = b?2—4ac > 0, je norpeban n JoBOJbAH A2 6u pelnema 6una peajHa.
TeomeTpyjcKa MHTepTIpeTalja NaTa je Ha canun 34.
A

yh y

a>0 a<0

f(a) I
"4 '
AN Iza X2 o« /ol |
x X b x ¢
I "-2q ¥ %
} )

Cu. 34.

Ro
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6) Buneru a).

8) Hexa cy z1 u ¢y peannu kopenn u 3al0Bo/maBajy ycioB &1 < a < . Taxa
je1—a<0,z3~a>0,naje (2 — a)(z2— a) < 0 <

< o —a(r1423) + 2122 <0 <= af (a) < 0. O6pruyTo0, aKo jze af (a) <0,

. = b\> D ) b .
Tama je af (a) = a?la~—) == < 0= D > 4¢®(a - = > 0, ma cy
2a 4 2a

Pelera peanna. AKo, Aabe, o He 6u 6uno usmeby ) u o3, Taga 6u npema
a) u 6) umasm na je af (a) > 0, cynpoTHO mpeTHOCTABIM. I'eomerpujckn je To
IIPMKa3aHO Ha Cauuu 35.

Ca. 35.
2) KomGuHoBaTu a) u 6).

183. OBaj 3amarak je mnycrpaumja 3aznatka 182. ¢) 3a. @« = 1. ¥ oBoMm

)= —28k<k+17§) >0

caydajy umamo yciaose { (k + DF (1) =2k + 1)(k n %) o

Lo T3
2(k + 1)

7
! 16
— ke (—OO, —l)U (__2_, +OO> — T E —'7_a ~L }i

k € (—oo, —1)U (2, +00)

be |[-2.0]

184. k € [—\/5, ——2)U(2, \/5] Bunetn sanarak 182. 6).

1
185. k € (%, +oo). Bunern 182. o) n 183.

186. Ilpema samarky 182. 6), umamo na je ycios 1- £(3) < 0 norpeban
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¥ J0BOJbAH 2 je UCIYHeH YCIoB &1 < 3 < ©y. ¥ HameM ciydvajy je f(3) =
2 2
15k(k—§) <0 & ke (0, 5).

187. a) Mpumenom 3azxatka 182. z), nonasumo no peurema k € (3, 4).
6) 3a k # 0, pemema cy peanta ako je D =4k* - 8k+1> 0, 1j. 32

k € (o0, 0)U (8, 2_2\/3] U [2+2\/§, +oo). IIpoBepoM yTBpAMMO I3 3a

in € 1) = 22—k >

5 npuMeHoM 3anaTka 182. z), mobGujamo: kf (—

Ef(1)=3k2>0,D>0,-1< —Qkk_

Tora, pemreme je ¢ = 1, ma je k # 0.

k =

< 1, urn. Pememe je k € <Z’ 2>. Cem

3
e) CnM4HO IPETXO0JHOM 3aJaTKy, pelreme je k € (—5, _Z) U (12, +00). 3a

. 1
k=1lje z= 5 urro Takobe npencraBiba pelleme 3a0aTKa.

188. aE( 00, —%) U (0, 400).

189. Mpema 182. 6), noBosmHo je nokaszaru xa 1- f (a+b+c) <0, rze je f
dyurumja nepuHUCAHA JIEBOM CTPAHOM JaTe jeJHauuHe. 3aucTa, f (a+b+c)

= —(a?+b%+c? -—ab—bc—ca):——%[(a—b)z-ﬁ-(b—c)2 (¢c—a)?] <0, jep cy

a, b, ¢ pasznuuuT peasHu GpojeBU.

190. IIpe cBera, na 6u jeaHauMHa MMaJja PEANHUX pellerba MOTPebHo je
, 1 1
u noBosbHO ma je D =4(4k? —1) >0 < k€ (—oo, —§]U[§, +oo>. Iame,
kaxo je f(0)=1u1-f(0)=1> 0 ro 6poj 0 He MoKe OGUTU KOPEH, HATH MOXe
6urn r; < 0 < z,Bunetu 182. 6). llorpasumo 3aTo k Taxo ma je 0 < z1 < 2
n k < z1 < ©y. llpema 3amatky 182. a), ocum ycnosa D > 0, HeonxomHo je u
noBosbHO jour ma je 1 f(0)=1>0, 1. f(k)=1-3k* 20 <

@ke[—\/g \/g],0<—%=2k<:>k>0p1k

2
33 55

B =2k <= k2>0.
a
Kom6unyjyhu cBe oBe yciose, momasumo o pemema k € -3 37|
191. Hemocpenro nobujamo na je mickpumunanta D = 4(m + 1)(m — 4).
. ; 25 . .
Taxobe ce nobuja ma je f(—2)f(3) = ——4—D, ma ako je D > 0, Ttanma je

f(=2)f(3) < 0, na jennaumna uMa 6ap jemaH Koped y mHTepBaidy (—2, 3).
Axo 6y MMaJia gBa KOpeHa y MCTOM MHTepBaJy, 6ummo 6u f(—2)f(3) > 0,
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CYIPOTHO IIPETXOIHOM.

192. Tpeba nokazaTu ma je Gap jenan kopeH m3 mHTepBasa (—1, 1).

Kako je D = m?24+40 >0 ua =2 > 0, To MOpa 6UTH 3a10BOJBEH YCJIOB:
b

(f(=Df@) <0V (f1) > 0Af(-1) > OV—% < 0. IIpsu ycuos:

F(-Df1) <0 <= (m-3)(-m-3)<0 <> m< -3Vm> 3. Toje
pellesmne 3a0aTKa jep APYru ycioB Huje Moryh.

-
193. k € [—6 2). Bunern zanarke 182. a) u 183.

17’

194. pyrum peunma Tpebaso 6u ma 6yae UcCIymeH yCioB £ < 2 < 3 <
T3, IWTO je, mpeMa 182. 6), ekBUBaJleHTHO cUCTeMY {EZ : g;; gg 2 8 =

4(a —2)(a—5) <0 a€ (2 5)
= {7(a~2)<a__?)7_6)<0 = {a€<2’ 3_6> < a€(25).

7
195. I'eomerpujcka MHTEpNpeTammja cBUX MoryhHocTH je Ha comm 36.

\T /3/

T N N
Ao L

Cu. 36.

0

[N
'f& \x

—e

e

——————— >

sty

Hamomenuro na je, aHaJIOTHO TPeTXOMHOM, HejenHakocT ax? + bz +¢ > 0
D <0 a<0

3a0BOJBEHO 33 CBaKO o < & < [f aKO U CaMoO akKo : VS fla) 20V
a>0 f(B) =0
D>0 D>0
Ja>0 a>0
V3 F(@) =0V (820
b b
—§-a~<a —%>,3

196. I'eomerpujcku ce yBepaBamo y TauHocT TBphema (ci. 37.).
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o)
Q
Y -

Ca, 37,
197. Bunetu 3anatke 195. u 196.

198. [IpeTX0aHO OApPEeAUMO CBe BEJMYMHE KOje Ce I0jaBiby]y y 3alalnMa
195, 196. u 197, a’ onHoce ce Ha Hai caydaj. Tako nmamo:
b -4 2
D =b%—4ac=—4(2k? -k — 4 =k, ——=—— ==
f(0)=2k—-1, f(-1)=3(k+1), f(1)=3k-5.

a) Ilpema 3amaTky 196. moTpebHO je MAOBOJBHO Ia 6yLy WCHYyHEHU yCJIOBU
—4(2k%—k—4) 2 0

_ —4(2k%*—k—-4)<0 k>0
(mpeMa IpeTX0JHO M3PAUYHATOM): \% 2%—1>0-
k>0 2
% <0

1++/33
4

, +oo> , & IpYTU HUj€ 3a00BOJbEH

1+/33 )
—— +o0 ).

IIpBu cucTeM je 3a10BOJbEH 3a k € (

HU 33 jenuo peasino k € R, na je pememe k € (

1+—433—, +oo> Buneru 3anmarak 195.

gre

14+
8) ke <+T33’ +oo) Buneru 3agatax 197.
199. ¥ oBoMm cayyajy jea=1>0, D= 4[(Ic2 —1)% +4k2] > 0.
a) Hu 3a jemo k € R, jep ¢pynxumja f (z) = 22— 2(k* - 1)z — 4k? morke uMaTH
HeraTUBHEe BpeNHOCTM caMo 3a T u3Meby kopeHa jemnaumse (36or a > 0,

D > 0).
6) Kopucrehn sanarak 195. 3ak/pyuyjemo 1a MOCTOJU CaMo Apyra moryhuoct
U a=:1:2> 0
= —4k2 L
F0)<0 = 4 SO =710

f——t
F1) <0 fu)=—6Q#—§)<o
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= (o ).

6) Hu 3a jenso k € R. Bunetu a).

200. ) CamyHO MpeTXOMHUM 3aJalMMa OBJE je HOTPe6HO ¥ AOBOJBHO Ja
cy ucnymenu ycaosu f(2) < 0, f(5) < 0. Kako je

f2)<0 < 5(k'—§)(k—7)<0 demby Ice(g, 7) u

f(8)<0 <= 5(k—-1)(k—10) <0 < k€ (1, 10), 1o je pememe k € (1, 7).
6) Hu 3a jenno k € R.

201. a) 3a m =0 je « =0, wro Huje pememe. 3a m # 0 je
D = (6m? + 1)? > 0 3a cBaxo m, ma cy pemerma peaiHa 1 pasiaddura. la
6u 6uiM ucnmymenu ycnoBu: &1 < 1 < 3 < 3, Mopa na Baku: 3m- f (1) < 0 u
3 1 11
3 3 0. P 5e j -, == - = .
mf (3) > emet&egemé( 5 2>U<9,3)
| S |
6) Cnmuno nperxomiom: m € | —, = |.
16" 8
202. a¢) Kaxo je 22— 1< 0 <= =z € (-1, 1), morpebuo je oxpemntu
k € R rako na je z? + 2k*z — 3k? < 0 3a cBako z € (—1, 1). To je, ¢ 063upom
na je a=1>0, moryhe axo u camo ako je f(—1) <0 u f(1) 0. Mocremsu
3aXTEBY Cy €KBUBAJIEHTHU Ca HejeJHAUYNHAMA!
1
e +m>

1
1—2k2—3k4<04:>3k4+2lc2—1>0<=>ke<—oo, ——]U[
V3l V3

w142k — 3k% < 0 = 3k* —2%2 —1> 0 &> ke (=00, ~1]U[L, +o0),
mro Haje pememe (3ajenunuko) k € (—oo, —1JU[1, 4+00).

e

| I

Cin. 38.

6) Hemocpemuo zaxmyunmo na z2+4z+3 >0 <> (z+1)(z +3) > 0 <

<= z € (—oo0, =3)U (-1, +00). 3aT0 je mMOTPeBHO OAPEAUTH ™M TAKO A3
rpadur dymrmmje f(z) = &2 — m(1 + m?)z + m* uma HeraTUBHe BpemHOCTH
camo y obnactu ¢ € (—oo, —3) U (-1, +o0), kao na commm 38. Kopucrelin
FeOMEeTPUJCKY MHTEPIPETAlM]y JaKo 3aK/byUuyjeMo Ja je Mpo6ieM eKBUBAJICH-
TaH mpobiieMy na cy Hyle pyHKuMje f mame on —3, mmu Behe ox —1, Tj. ako
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. :
je D >0Af(-3)> 0/\—% <=3, mmm D>0Af(-1)> 0/\-—% > —1. Y oBom
cayuajy je D = m?(14+m?)? > 03am # %1, f(=3) = (m—-3)(m3+3) >0 <
m € (—oo, —=3)U (=V3, +00), f(=1) = (m + 1)’)(m® = m+1) > 0 3a m # +1,

b 1+ m?
_m(l+m?) <=3 &= mP4m4+6<0 < (M*+3)+(m+3) <0, mro

=

koM6unoBaHo ca f(—3) snauu xa je m3+3 < 0Am+3 < 0, 1j m < —3. Hame je
b 1 2

. m(+m) >—1 & mP4m+2>0 & (MP+1)+(m+1)>0 <

< (m+1)(m?—m+2)>0 <= m>-1. OgaBae nako 3aKbydIyjeMoO Ia Cy
[IPeTXO0AHO HaBeLeHN 3aXTeBU UCIyheHn 3a méE (—oo, —3)U(—1, 1)U(1, +o0).

203. a) Ycnosu cy (maupraru omrosapajyhy camky): D > 0, f£(0) > 0,
f(1)>00< o < 1. OBu ycioBu cy exuBaJjientnu cucremy (k+1)2—16 > 0,
a

k+1 ;
2>0,3-k>0,0< % < 1, a omaBze ce JlaKo 3akibyuyje na TakBo k He

ITOCTOJH.
6) HMocTymuTy CINYHO Kao y IpeTXoAHoM 3anaTky. Takso k He mocroju.

204. Cauuno 3axarky 187. Peweme je p € <—%, —%)

205. 3a k = 0 umamo HejennaumHy —|z — 1| < 0, Koja je 3amoBoibeHa
3a cBako ¢ € R. 3a k # 0 moxkymaliemo ga 3amartak pemmumo mocmarpajyhu
rpaduxe pyuximja y = kz? uy = |z—1| (unern cauxy 39.). 3a k < 0 pememe
je oumraenHo cako € R. 3ato je
norpebHo pasmorputu ciaydaj k > 0.
Ilata HejeIHAYMHA j€ EKBUBAJIEHTHA He-
jemHaummm kz? —x+1<03az>1, a
Hejemnaunan kz? +z+1<03a z < 1.
Pememe jeanaumua kz? —z 4+ 1 = 0
ukz?+z+1 =0 cy pemom z15 =
1+v1-—4k Wb AR -

PTTR L 2%k E
ainHa cy 3a 1—4k > 0 <= k <

Zy
1

npeoMm, m3a 1+4k > 0 < k > ~2
y APYTOM cllyuajy, WITO je UCILYHEHO
360r npernoctaBke k > 0.

Cua. 39.

Ha ocHoBy mperxomsor u ciavke 39, 3akbydyjeMo na Cy Tadke rpadukra
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y = kz? ucnon (unm cy jemnake) Tavaka rpaguka y = |z — 1| 3a ucro z y

cnenehum cnyuajeBuma:

—1—14+4k —1++/1+4k] o 1-V1-4k 14++/1—4k
2k ’ 2k 2k : 2k

)

1
1°0<Ic<Z::c€

2 k=—z€[-2-2V2 -2+2V2] U{2};

Vitak —1+/1+4k]
2kl 2% ’

1
4
1

3°k>4:m€[_1_
4° k<0 zeR.

206. Hejenmaunna je nedunmucana 3a ¢ # +a. [laTa HejenHauuHa ce
(z — 3a)(z + 2a) :
(z —a)(z+a)

2
Taxko, ako je a = 0, uMaMo0 HejeTHAYMHY -am:—z—>0 < (1>0Az#0) <=
<= z € (=00, 0)U (0, +00); 3a a < 0 pememe je & € (—o0, 3a) U (a, —a) U
(—2a, +00), a y ciyuajy a > 0 pememe je ¢ € (—00, —2a)U(—a, a)U(3a, +00).

TpaHcopMulle ¥ HejeTHAUNHY

> 0, Koja ce JaKO pelllaBa.

207. SagaTak MOXKeMO pelllaBaTH Ha CIMYaH HAUMH Kao 3aJaTak 165.
MebyTum, Tana c 063upoM Aa cy Kopenu jeanaunte azH{1—a*)z—a =0 jexnaxu

T = a, T3 = ——, MoXKeMo U jemHocraBHuje. Hamme, axo je a > 0, Tana
a

HejeHAUMHY 33/0B0JbaBa]y BeJMKe BpeIHOCTH 2 (110 AllCOIyTHO] BPEAHOCTH)
ma Mopa 6uru a < 0. Jlame, u3 ycaosa —2 < 1 < 2 1 —2 < 3 < 2 UMamo

—2<a<—%,

208. Moxe ce IPMMEHUTH [eOMeTPYjCKa MHTEPIIPeTalyja U M0CMaTpaTh
nonoxaj rpaduka ¢ymxmuje f(z) = az? + 2(a+ 1)z + a — 4 y omHocy Ha
maTepBan [—1, 1]. Mebytum, nocrynumo apyraumje. Iara HejeaHauuHa je
ekBUBaJeHTHa Hejemuaumau a(z + 1)? + 2(z + 1) — 6 < 0, mim ako cTaBUMO
c+1=1t,t¢el0, 2], nejennaunnu at? + 2t — 6 < 0. OBa HejenHauMHa 32
t = 0 ucnymeHa 3a cBako a, jep ce cBomu Ha —6 < 0. 3a ¢t € (0, 2], umamo

2(3 —1t) 1 1

a { ———F = 2(3— —) = 23u? —u), u = % € [5, +oo |. IMocnenma

12 12 t

HejemHakocT Tpeba ma Gynxe MCIymeHa 3a cBako u € |-, +00 |, a To he ce
: 2
; ; 1
moromati ako je a < min _{2(3u® —u)} = 3
u€| L, +o0

209. a) JenuaunHa je nepunucana ca z > 1. Ilocne xBanpupatma o6ejy
cTpaHa, K06MjaMO eKBUBAJIEHTHY jemHaumdy ¢ —z + 1 = 0, kKoja HeMa peaJi-
HUX pEIIemkha.



Pemena 3anaTaka 159

; I 3 :
6) JemnaunHa je ne¢punucana ca 3r+1>0 < = > e Kako je meBa cTpaHa

HeHeraTuBHA, TO je HEONMXOOHO & > 2. 3aTo, MOCJe KBaJpUparmha, UMaMO €K-
BUBaJIeHTHY jenHauuny 3z + 1= (z —2)%, z > 2, a oBa je naJbe eKBUBAJIEHTHA

7+/37 7+ /37

6) Hema pemema. 2) x1 = —4, 2,=3; d)z=1; §)z=3.
e) 32322 —7z+3>0u 1—z >0, jerHaunHa je eKBUBAJIEHTHA Ca

G T — i 2y T B

(1 —z)2 = 32% — Tz + 3. Jenuno pememe je z = %
210. a¢) z; =4, z3 = 11.

6) JennaurHa je nedumHucaHa 3a ¢ > 3. KBaxpupamem obejy cTpaHa u cpen-

juBameM, nobujamo 24/(2z + 1)(z — 3) = 3(2—=2). Kako je neBa cTpaHa HeHer-

aTMBHA, TO je HeomxomHo 2—x > 0 <= z < 2, uITo je CynpoTHO IPETX0JHOM

ycioBy > 3.

e) JennauuHa je nedprHmucaHa 3a & > 2. HuU3 eKBMBaJIeHTHMX jeIHauMHa, Jaje

(Ve+T=9—vz—2A2>2) <= (2+7 = (9-vz-2)’A9—V2—2>0Az>2) <>
< (\/:n— :4/\\/:8—2<9/\:L'>2> = (2= 1BA% € BN I) =

<= z =18.
z) ¢ = 8 (BuIeTV NpPeTXONHN 33aTaAK);

0) © =20; 7) HeMa pelema; e) z =

“[%

211. ¢) YBemMo CMeHY: z2—324+76=1t>0, ura. Pemema cy: ; = 15,
o = —12.
6) © =2. Ynymcmeo: JenqHauuHy mMcCaTH y €KBMBAJIEHTHOM O6JIMKY

Vel +bz+2=3++2z2—3z+3, a 3aTuM KBaxpupatu obe cTpaHe.

), 2), 0), B), e¢) cimuno 3amaTky a). ajemo pesynrare:
8) 2= =5 22=2; 2) 21 =0;32=2;" 9)21=0, 22=2;

~1++5 8
h) 12 = T; e) pin=1, o= —a
ac) JennaumHa uma cMmuciaa 3a ¢ < —3 Az > 3. YBomumo cMeHy 2=t>9u
mocJie KBaApupama, gobujamo: /12 — 81 = 25+4v/34—t. 32 9 <t < 25+4vV34
KBaApYpaMo IOHOBO 1 xobujamo t =25. [akme z1 9 = £5.
3) IaTy jeaHaUUHy HAIUIIAMO Y. 0B6JIMKY:
V2(z + 2)(z + 4) + /z(z + 2) — 2(z + 2) = 0, oaHOCHO Kao:
v+ 2(\/2:1;—}— 84+ vz — 20/ + 2) =0, ura. Pesyunrar: ©1 = -2, 22 = 0.

212. a¢) z = 4.
7 9 1 9

6) JenHaunHa wMa cMucIa 3a $>_§Am>_ ANe2—= ] < w;z . Ia

4 3
6uCcMO MOTJIM KBaJIpUPATH, YAECHMO Aa obe CTpaHe jeTHAKOCTH Oyay I03u-
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tuBHe, ma u3 2z +7 = 4z — 9 + /6z + 2, nocse xkBaapupaa, 061jaMo
7 — 4z = /(4z — 9)(6z + 2). llecna cTpaHa jeJHAKOCTH je HEHEraTWBHa, Ia
] 7 ! 9

Mopa 6utu u 7 — 4z > 0, onakie je T < 7 mro Huje moryhe (36or z > Z)
Ilakie, jeAHAYNHA HEMA pelleHha.
6)3ax>0je VZ+vVr+9=+Vr+4+Vz+1. locne kpagpuparmba HaIa3MMO
na je z = 0 jeanHO pelreme.

7 1
z)z:i; 0).’0:5(\/13—1); h)z=5; ¢) z=11.
ac) CBe NOTKOPEHe BelMYMHe Cy MO3UTHUBHE, Ma, TOCJEe KBaApUpatha, 13
V2?2 + 3z + 21/222 — 3z + 2 = /722 + 8 nobujamo: 24z — 2 + 4 = 3z +4.
Kako cy obe cTpaHe jeIHAKOCTU MO3UTUBHE, KB APUPAMO [TOHOBO U J061jamo:
Tzt — 2822 = 0, onaxie je 2 = 0 wmm z2 = 4. Pemema jexnaunne cy &1 =0,
Ty =2, 3 = —2.

213. a) Craswajyhu ¥/r = t, t > 0, y mary jemwaumny, nobujamo
t4[(t*)? - 5t** = 6] = 0, a omaBme t = 0 mm 2! = 1, wm t*! = —6, onakie,
¢ o63upomM Ha ycioB t > 0, uMaMo peatHa pemema t = 0 win t = 1. 3aTo je
z=0wmz=1.

6) Axo yBememo cmeny Vi —2=1,t > 0, nrobuhemo jennaunHy
ViZ+t—2—/t2—t—1=1, koja naje pememe t =2, na je z = 6.

6) aTy jeHaYMHY HAIMIIAMO K20 \/(\/:c +2— 2)2+\/(\/9: +2-3)=1 <
< |Vx +2-2|+|Vz+2- 3| =1. PaznukoBahemo cienehe cayuajese:

1° Ve + 223 <= & >T7: jeqnauuna uma obJyuK

(Vz+2-2)+(Ve+2-3)=1 < Vo +2=3 < z=T,

2°2< Ve +2<3 <= 2< <7 jenHaumHa IOCTaje
(\/m+2—2)—(\/m+2—3):1 <= 1=1, na je pememwe 2L ¢ < 7;

3°Vr+2<2 < —2< < 2: jenHauuHa UMa 00K
~-WVe¥2-2)-(Ve+2-3) =1 < Voe+2=2 <= =z =2 mro e
IpMXBaTaMo 3a pememe 36or orpaHmduerma —2 < z < 2 (Maga cMo T = 2
yKbyumim y ciaydaj 2°). Ilakie pememe faTe jelHauMHE Je CBaKO 2 < & S 7;

¢) 3a x > —1 yBommmo cmeny: Vz + 1 =1 > 0 u nobujamo: \/(t —2)2 =t —2,
1j. [t — 2| =t —2. OBo Baxkm 3a ¢ > 2, Ia je pelleme naTe jeAHAUUHE T > 3.
0) u h) pemaBamo cmerom Ve —1 =1 >0, 3a z > 1, u game CIMYHO IpeT-
XomHOM 33JaTKy. Pelema cy:

0)2<z<5; h)5<z<10.

. 5
e) Pememe je cBako 3 <z £ 5. Ynymemeo: YBectu cmeny 10z — 25 = i,

t > 0, a 3aTHUM MOCTYNUTU Ka0 y IPETXOMHUM 33JaLlUMA.
ac) 3a 0 < z < 1, kBanpupamem pobujamo: V1 —1x = 2/ — 1, ma mMoHOBHUM

KBaapupameM nobujamo 4/z = 5z. Onabae je ¢ = 0 i = = % 3az =0
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. 16+, '
JaTa JenNHadvrHa HeMa CMHUCHa, a & = —2‘5 Je JeIVHCTBEHO DEIIECHE.

3) Yeobewem cmene V2?2 —-3z+4+11 = t, t > 0, gomasumo 1o jeaHAYnHE
4t —t — 33 = 0, umjum pemaBamem nobujamo t = 3, a sa1mm 1 = 1, T3 = 2.

u) Jemraunna je nepummcana 3a z(z —2) > 0 < z € (—oco, 0]U[2, +00).
Umajyhu y Buay za je avb = Va2b 3a a >0m aVb = —Va?b 3a a < 0, nara
jemnaupna he umaru o6k (z2 — 22)% + /(22 —22)3 = 2 3a z € [2, +0), a
o6muk (22 —2z)3 —\/(2? — 2z)3 = 2 38z € (—oo, 0]. Hame je noTpebHO yBECTH
cmeny /(22 —2z)3 = t, t > 0 1 npo6yeM cCBecTM Ha KBaJAPATHY jeAHAUMHY.

Pememwa cy: ©1 = 1+vV2, z,=1- \/1+\3/Z.

j) Jenmauuna je neurucana 3a r > —5. Hemocpenso npoBepaBamo na & = )

HUje pelllelh¢ JaTe jeJHauuHe, Ila MocMaTpajMo camo & > —5. Ileobom nare
z

jenHaumHe ca ¢ + 5, nobrjamo jenHauUMHY 4( - ) +5 —44 =0
’ ) vz +5 Ve +5 '

———— = {, nobuhiemo jenHavuH

NCES ; Y

1
442 45t — 44 = 0 < t:—4Vt:—1

Axo yBenemMo CMeHY

, PemaBamem jegHaumHa

4
z i 11
—— = —4 y ———— = —, nohuhemo no pememwa z; = —4 u x5 = 11.
r+5 Vz+b 4
x) Ilara jenHaunHa je ne¢uuucana 3a ¢ > —1. Kako 2 = —1 Hyuje pemembe, T0

aKo jeJHa4YUHy IMILEMO Y 06Ky 2[(:c2—:c+1)+(:1:+1)] =5y/(z+ 1)(22 —z + 1).
2—z+1 w2 —z+1

Ionenumo jeanaunuy ca £+ 1 u robuhemo 2 PG 211 +2=0.

z22—z+1" :
CMeHOM —+’1"— = t, J0J1a3MO 0 KBaApaTHE JeIHa4YHHE, UTHo. Permema
€T
5+ 37
CYy 1.9 = ——F =

a) Ksanpupajyhu tpu nyra, 3a z < 15, mobmjamo Ha Kpajy jelHaYNHY:
z? + 31z — 222 = 0, unja cy pemema ¢; =6 u 3 = —37.

214. a) YBeaumo cmedy Vz +1 =t, ma je t2 4+t =0, utn. Pemema cy
z1=—1maxy=-2.
6) IIpeu nawun. Axo KyGupamo obe cTpaHe JaTe jeAHaAUYUHE M MMaMO y BUAY
na je (a+ b)® = a® + b3 + 3ab(a + b), nobuhemo
@Q+2)+@Q2-2)+3YC+2)2—-2) (V2+a+V2—z)=1
AKo M3pa3 y HOCIeNH0] 3arpaay IPETXoNHE jeJHAUNHE 3aMeHIMO ca 1, nobu-
hemo jenmaunny 4+3/4—2z?=1, onaxie nako Ko6ujamo z==4V5. ITpoBeprmo
I3 je, penumo, z=5h pelllerhe AaTe jeJHaAYNHE. 3aKUCTa, MMaMO

\a/2+\/5+ \3/2_\/52\3/16;8\/5_'_ §/16+88\/5: \3/(1+\/5)3+ \3/(1—«/5)3:

2 2
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1
Upyzu navun. Crasumo v2+x = u, V2—a = v. Tama umamo cuc-

ut+v=1 s
TeM SOy Hpyry on oBUX jeJHAUYMHA MOMKEMO THUCATU Y OO6JIUKY

_(+vE? (1-vE)?
= = 2k z =

ud 493
(u+v)[(u+v)2-—3uv] = 4, uan, ako yamMemo y 063up npBYy jeaHaunHy u+v = 1,
nobuhemo 1 — Juv = 4 <= uv = —1. [lakne v u v cy pellerma jeIHaYNHE
145

2—t-1=0 ¢ 2=

7 Bpahajyhu ce na npBobutHy HemosHaty z,

nako nobujamo z = /5.
8) Axo mocTymumo kao y ciydajy 6), nobuhemo z = 2, mTO HMje peleme.

2) &= 2;
0) Kopuctehu npsu Haviun npyukasan y 3amatky 6), nobujamo pemrema & = 0,
[ 3V3 '
Ta3 = +1 T45 = \/1 + T
12 =2z 1
i) YBobewem cmene = t, moma3uMo no pemiema t; = 2, 5 = 3 2
o
3aTUM 2uzx o7
i = = —.
1 2= 17

3
e) CIMYHO TIPETXOAHOM 3aHaTKYy: | ;:2 = t, ura. Pememwa cy z; = 5,
X
g s 30
2T T r
28

ac) Camano 38,1aTKY 6). Peaynrar: z = 77"
3) CreneHoBameMm Ha Ky6 jemmaumie vz +1 + Vz+2 = —Jz + 3, nobu-
jamo: V/(z+1)(z+2)(Vz+1+ Vz+2) = —z — 2, na 3amenoM u3pasa y
sarpama ca —v/z + 3, mo6ujamo /(z + 1)(z + 2)(z +3) = = + 2. Onasze je
(z4+1)(z +2)(x + 3) = (¢ + 2)®. Jenuno pememe je z = —2.

u) CIMYHO MpeTXoJHOM 3alaTKy, dobujamo GuKBagpaTHy jemHaumny 26z* +

57122 — 2700 = 0, ca pememuma: z2 = 4, 22 = TR Pemewa nate jennauune
cy €1 =2, 9 = —2.

j) Kako je v/2—z + /T4 # 0 3a cBako peasHo z (uTo ce Moyke mpoBep-
uTy npernoctaBbajyhn ma je vV2 -z + v/7+xz =0), To ce MHOMemeM 06ejy
cTpaHa JaTe jeJHaAUYWHE OBMM M3pa3oM nobujajy pemema £; = 6, z5 = 1.

x) Ilata jenHaumHa je nepuHucana 3a (z — 2)(z — 3) > 0 omakie je:

z € (—oo, 2]U[3, +00). Mebyrum, 3a x < 2 neBa cTpaHa jeIHauMHe je Her-
aTVBHA, a JeCHa HeHeraTHUBHa, ma Mopa 6utm z > 3. Ienehm obe crpane
jennauune ca vz — 2= {/(z —2)2 (36or z > 3), K0TA3MMO 10 jeaHAUMHE

-3 -3 ‘ 2 -3

6\3/: 5~ 5{5/: 3 + 1 = 0, 1j. KBaApaTHe jeAHAUYMHE IO | i . Jlako
- T — z —
. 22 79

nobmjamMo pemema Ty = —, g

72T 96
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4) YBectu cmeny \/9:3 42 —2=1t. Pememe je z = 2.

») JennauviHa je medpuumcana 3a z € (0, 1) U (1, +00). 3a TakBe BPEAHOCTH
x, jenHauuHa ce TpaHcHOpMUIle Y jeqHAYMHY T — Va? — RV A ——

> B33 -3t —6)=0 <= 3(t—2)(t? +2t+3) = 0. unja cy peaiHa pememna
t1=0,ty=2. 3at =0 umamo = = 0, 1wTo, IpEMa NPETXOAHOM, 0nbAIY]EMO,
ok 3a i =2, mobujamo = = 25 = 64.

-z

1

z—1
Ibena pemema cy t1 = 1 u toy = ——. Pemema nare jequauuse gobujamo us
-z

33_ s
Vm—l— z—1

3

m) Hexa je - = ¢. Hobujamo jemmaumuy: (3 — z)t?2 — 2t + (z — 1) = 0.

215. Jennauuna je nedunmucana 3a z > 8. Crasumo vV + 8+ Ve —8 =1.
Tanma u3 cucrema vz +8 — vr—8 = 2, vz +8 + vx —8 = ¢ HenmocpenHo
nobujamo (cabupameM u oxysumamem): 2v/z +8 =t +2 u 2vz —8 =t — 2.

CrenenoBameM obejy cTpaHa oBUX jenHaxocTu ca 4, mobujamo pemom 16(z +
8) = t* 4 83 + 24¢? + 32t + 16 u 16(z — 8) = t* — 8> + 241 — 32t + 16, a
omaBle eqMMUHAIM]OM & (Tj. 0Ay3uMameM), Lo6ujaMo jeAHAUMHY II0 t: 3+
44 —16=0 <= (> —8)+4(t—2)=0 < (t—2)(t? + 2t + 8) = 0. Peanno
pellee ocHeIhbe JeHaurte je t = 2, ma ce 3aMEeHOM, PELUMO Y jeIHaUnHU
2v/x — 8 =t—2, nobuja = = 8. Jlako ce mpoBepaBa [a j€ OBO 3AKCTa U PelIeihe
[oJia3He jeQHaduHe,

6) IlonasipareM IOCTYIIKA Kao y ciydajy a), fobujamo & = 2.

e) Hara je,L[Ha‘{I/IHa, je nepumncana sa 184+ 5z.2> 0 u 64 — 5z > 0, mTo naje

1
—38 5 . Axo yBenemo cmeny V18 + bz = u, V64 — 5x_v (u, v 2 0),

Tada JoJa3uMo no cucteMa u+v = 4, ut+v? = 82. Ilpyry ox oBux jenHaumsa
TIUIIIMO ¥ 0BJIHKY [(u+v)2 —qu] . —2(uv)? = 82, omaxune, c 063UpOM Ha IIPBY
jenuaunuy (u+ v = 4), mobujamo

(16 — 2uv)? — 2(uv)? = 82 <= (uv)? —32(uv) +87 =0 <= uv =3 Vuv = 29.
Capga umamo cucrteme u+v =4 Auv =3 uwmm v +v =4 Auv = 29. Ilpu nma
pemema u; = 1, v; = 3, wiam uz = 3, v3 = 1. Bpahajyhu ce Ha nouerny cmeny,
nobujamo na je 3 = —%, Ty = —. llpyru crcTeM HeMa peajHUX pelIeHmha.

5

2) 1 =4, ro = 548 (BuZETM NPETXOMHNU 33MATAK);
B)m1—3 zo.=178; .- B)iwy = 11,89 = 186;
e) Jennauuna je meduuucana 3a |z| > 1. Kako ¢ = +1 Hucy pemema narte

jenHauMHE, TO ce JelberbeM jenHaumbe ca Vz? —1 # 0, nobuja jenHaumHa

-1 1 ~1
</:: g {/ifl = % yBObeHneMlsmeHe ¥ iﬁ =t, nobujamMo KBaAPaTHY

JeﬂHa‘{HHy, nUTH. Pememe Jer=——.

ac) CumyHO 3amaTKy 6), nobujamo 1 = 2, zg = 3.
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3) Crasmajyhu u = vz + 2, v = V& — 2, nobujamo u = v, u? —v? =4, v > 0,
z > 2. Bamenom v mobujamo u® —u? —4 =0, onakie je u = 2, na je z = 6.
(1£VE™—2m
u) Ty = gt =
(1 +V5)™ +2
J) Axko je n mapan 6poj, Taga mMopa 6utu x > 0 ma+z > 0. Y nporusHOM,

HeMa OrpaHy4era 3a &. M3ByunMo /a + z npen 3arpany. Jobujamo

1,1\ - %= / B
\"/a—}-m( + ;) = \/m7 a ojgasze je { (G_HU) = %. JleBa cTpana je

a b z

, il rtl
MO3UTUBHA M MOpa, 6uTH 4 > 0. Hame: g+'l = (2) na= m((g) —1) .
z

. Bunetn ciyuaj e).

b b b
Axko je u3pa3 y BeJMKO]j 3arpajiv pa3liMumuT ol HyJi€, Tj. a # b, Taxa Hama3uMo:

n41
—. Ha 6ucuma+a = m(-—) O6unM Mo3UTUBHY, Mopa outu a > 0

a\ T b
9

a a L1 1)
M'g>1mma.<0n-b—<1.YrIpB0MCJ1yanyJea>b>0,aynpyrom
0 >a>b. Ako je n nenapan 6poj, 3Hak 3a @ u b Huje orpanmueH (camo je

n
a#b), ay Tom cnyuyajy umamo mBa pemema: £ " (%) :

: : ; 1
216. KBagpupamem obejy cTpaHa jeaHaumde, nobmujamo z2 + 2 2+

+2\/(:c2+:v)(1+;613) (s (m—%)2+2\/(w2+m)(1+m—12) —0.C

o63upoM Ha HeraTuBHOCT 06a cabupka, Iocienrha jenHaunHa Moxe b6uUTH
3a0BOJbEHA, CaMO ako cy oba cabupKa jeJHaKa UCTOBPEMEHO HYJH, a TO Ce
[OCTIMKE caMo 3a ¢ = —1. 3aMmemyjyhu oBy BpeaHOCT y TMOJa3HY jeAHAUVHY
yBepaBaMo ce Ha je £ = —1 3aucra pellieme jeaHAYUNHE.

6) JemuaurHa je nedpuuucana 3a x > 1. Jajbe UMaMo Ha je jeJHAUMHA EKBU-

[ 1)° [ 1)’
BaJIeHTHA Ca ((w—— 1—-;) :( :L'——> /\:1:21) <
T

= (mZ—x+1=2z,/l—%/\m>1) < ((z2-z+1)? =42~ 4z Az>1)

1+5

5
e) JemHaumHa \/4:c —y? = \/y+2 + \/4:c+ y? je mocienvia MOJA3HE jen-
HaunHe. KBanpupameM o6ejy cTpaHa U MamUM TpaHchopMalyjama IOoJa3-

umo no Hose mocuemuue: (2z — 1)2 + (y + 1)? + 2/y + 2\/422 +y = 0, wro
1

je moryhe camo 3a z = 3 ny = —1. a je 0BO ¥ 3aKUCTa pelIerkhe IMOJIa3HE

< ((z22-z-1)2=0Az>1) < (22-2-1=0Az>1) < z=

jenHaUMHE, HETIOCPEHO MOYKEMO NIPOBEPUTH.
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) : / 12 fiui 2

z) CraBumo z? =t > 0 m nobujamo jeamaumuy 4/12 — Fohs t—/t— T
12

KsaapupameM oBe jeHaunHe 1061jamo: 121224/t — T+t = 0. Moxenmumo

2 / e 3
cat,nanmamo:t—}t——2 t——lig-i-l:O, oAHOCHo( t-TQ—-l) =0,

. 12 : 5 i
OnaBae je t———t— =1,majet; =4 uty = —3. IlIpoBepom y ropm0j HejeAHATUHI

yBepaBaMo ce na t = —3 HUje pemerbe, ma us i = 4, nobujamo =1 = 2, zy = —2.
0) Jemmaumna vima cmucna ca z < 1wz # 0. CpebuBamem neBe cTpaHe
. 2Wi-z 3 . 1

noburjamo: oV = —\2——, na u3 2V1 -z = \/?—:, JobujaMo peleme T = iy

) Cimaso MPETXOMHOM 3aIaTKY, nobujamo 4z% — 2 = 34, onakine je 1 = 3,
z—2=-3. !

e) 3a z 24, ocnoboauMo ce pasIOMKa. Cuauuso 3an. 211. ¢). Pememe: £=5.

ac) Kako je z # 0, MoskeMo IonemTu jennauyny ca vz u xobuliemo:
9

\/\/:_c_-{— 1 \/\/E—l = — 2 . 3arTuM yseauMo cMeny v/z + 1 =t, uTa.

21/ + 1

, 25
Pememe jJe © = T

217. JeqHadvHy TMIIEMO y €KBUBAJEHTHOM OOIHKY
V3 (VB-12 = V3E - V3j &= B-1=vVa-f§ =
= (VB-12= (- AP Ae>y20) < (4-2V/3=z+y—2/TYA
A >y>0) < 2\/1:—:(.r+y—4)+'2\/§/\a:>y20 =
e dzy=(z+y—4)°+4/3x+y—4)+12Az>2y20.

Axo 6u 6mio © +y —4 # 0, Taga 61 ce 6poj V3 uspasuo y pammoHaJ-
moMm o6umKy, mro je memoryhe. Hakie, z+y—4 = 0. Cana je U3 nocuenme
jemHaduHe, Ty = 3, Ia Ce PEUIaBakeM IO & 1 Y nobuja (36or z > y = 0)
z =3, y=1. Hemocpenso ce yBepaBamo (xopuTehn eKBUBAJIEHTHY j€AHAUNHY
V3~ 1 =+/z —+/§). Ia je 0BO 3aMCTa TPAKEHO pElIeHe.

218. Jlako 3akpydyjeMo na je Aara jenHauwH NepuHACaHA 33 i,
y < 5 (jep je ©, y € Z). Iawe, jenHaunHa je CKBUBAJIEHTHA jeqHaYnHA
Sz —1 4 \/Sy —1=5 <= Voz—-1=5~- \/5—y——_1 Kpanpupamem obejy
cTpaHa Iociehe jeIHaUMHe, 1061jaMo mbeHy Mo CIemIy: 2./5y — 1 = y—x+5.
Oncasae ciemu na 5y— 1 Mopa 6utu kBaapar nejor 6poja, a 1o je ¢ 0o63upom
na je y € {1, 2, 3, 4, 5}, moryhe camo 3a y = 1 mim y = 2. Onrosapajyhe
BPEAHOCTHA 33 & Cy Taja T = 2 WM T = 1. Ha cy oBo 3amMCTa pellema,
HermocpeHO MPOBEPABAMO 3aMEHOM ¥ IOJIA3HO] JelHaUMHIU,

219. a) llonazHa jenHaunHa je AeprHICAHA 33 z—4a+16 > 0, z—2a+4 > 0,

z > 0. Axo jemmaumny nmmemo y obmmuky va — 4a + 16 + vz = 2z — 2a + 4,
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a 3aTHM KBaJpupareM obe crpaHe, mobuhiemo jennauumy Vi(z —4a + 16) =
* — 2a. Axo je y3 Hampen HaBeleHe ycioBe U z — 2a 2> 0, kBagpupamo obe
2

_ a
CTpaHe Hoclenme jeanaywmHe, nobuhiemo z = T Tpeba onpemntu a € R

TaKoO [a peliere 3aJ0B0JbaBa CBE IIPEeTX0AHO HaBEAECHE yCJIOBE. Kako Cy He-
2

JeHaKOCTH %-—4a+16 >0 < (a—8)2>0, %——2a+4 >0 < (a—-4)?>0,
2 2
az 2 0, 3am0BOJbEHE 32 CBAKO PEANHO a, U KaKo je az—~2a 20 < a(a—8) >

2
0 <= a € (~o0, 0JU[8, +00), To 3akmyuyjemo na je pemreme & = EA— 3a
a € (—oo, 0JU[8, +0c0). ‘

6) Jemmaumsa uma cmucna 3a x? > 4. CraBumo: /22 — 4 = y = 0, ma hemo

: 4
Jo6UTH cucTeM 93+y:a/\.r2——y2 = 4, onakie je rt+y=alhNz—y= —,
a

2 a:: 2

a y
OHOCHO T = 3 +-ny= CRmbe Ha ocnoBy mosnare Hejeanakoctu Haleno z
a a

Y

3aJ[0BOJbaBA yCJIOB & > 2, na je £2 > 4. YciuoB 3a a hemo no6uty us y >0,

; a 2
7). w3 -~ —— > 0. OBo Baskm 3a —2 < a <0 uim a > 2.

a

6) Jennaunna je mepunucana 3a axr+1> 0, z— 1 =21, (a—1)z > 0. 3axmyuy-
Jemo majez > 1, a > 1. Axo jennaumny nummemo y obnuky Vaxr + 1=
=z -1+ \/(a + 1)z, a 3atuM KBagpupamo o6e crpane, no6uhemo exkBUBa-
nentHy jepHaunay \/(z —1)(a—Dz =1 (z > 1, a > 1). IlonoBHUM KBapu-
pameM umaMo jeaHaunny (a—1)z? - (a—1)z—1=0. 3a a =1 caean —1 = 0,
IITO je alCypA, JOK 3a a > 1 , mMaMo yBek peasiHa pellema

a—1++/(a—1)2+4(a-1) 1 41 Ja+3

g = =+ = . 36or 3axteBa T > 1,
g2 2a—1) 27 3Va-1
. 1 1 [a+3
“MaMoO, KOHAYHO, pellemhe jeJHAYNHE & = 3 + Vo7 @ > 1.
2) Crasmajyhu y = x3, no6uhemo Jennauuny: \/y + \/y—2 = b, y kojoj je

b2 +2
b>0wuy>2 Iame umamo: \/y — 2 = b— /Y, na je \Jy = —% Pememe

of (02 +2\?

noJla3He JeIHAYNLS jC 2 == V \"T> , 32 b>v2. 32 b < /2 Hema peliema,.

V2
a)z_ﬁm, V2<a<?;
h) 3a ab # 0w a # +b pememe je z = 0, 1ok je 3a ab # 0 u a = +b pememe
CBAaKO pEajiHO Z.
e) Cimano 3amatky 214. 6). Pemema cy z; 5 = +a.
ac) £ =0 3a cBako a € R. Bunern MOCTYNaK JaT y 3agaTky 214. j).

. a
3) lara je jenHauuna meduHMCaHa 33 T > =, ¢ 2 b. ¥3 rakBe ycioBe, nocie

27
KBanpupamsa obejy cTpaHa HobujaMo KBaJpaTHy jenHAUMHY T2 — 206+ Dz +
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a+b% = 0. Hbena pemema cy ©; = b+1—v2b —a+1,zy=b4+1+V2b—a+ 1
u peasna cy 33 2b—a+1 20 <= % < b+ 5 Ia 6ucmo Jakine MCIU-
Tal I0JIO¥a] KOpeHa T1 W Ty y OJHOCY Ha NPBOOMTHO IOCTaBJheHe yCJIOBE

(m > —g—, z > b), craBumo f(z) = 2% —2(b+ 1) + a + b%. Jlako ce mobuja aa

(a — 2b)?
4
f(b) = a—2b. Cana umamo (BUAETH U OJIeJhAK O TIOJIOXA]Y KOPEHa KBAJAPATHE

jelHauUMHE y OJHOCY Ha JaTe GpojeBe):

je mpBa KoopauHaTa TemeHa napabose b+ 1, kao u f (2) =104

. a . a .
1° Axko je — < b, Tana je f(b) < 0, ma Baxu 3 <z < b< 2y, ma je

pelIemhe caMo T3}

a

1
= 1 ;
2<b+2<b+ TO je

PANES 2<b+1,na3ef(b) 0, ma momto je b <

a
b< = <z < zy, ma Ccy pelierna 0b6a KOpPEHa T1 U T3;

2
1
3° Axoje%:b+§,Taﬂajeb<%<m1:‘m2:b+1, ma jex = b1
pelemne. ’

1.
HapasHo 3a g— > b+ 5 Jeanawmma Hema PEAJIHUX pellema.
a2
u) 3a a = 2 peuleme je cBako z € [1, 2), a 32 a > 2 pememe je £ =1+ -?4— 3a

a < 2 HeMa pellekha. sl
—1 14 /Aa =3
2

220. a) 3a neBy crpany Aare jemHaumte Bawi: \/3(z + 1) + 4+
+4/5(z +1)2 +9 > 5, a 3a mecny: 1-2x—z” = 5—(2+1)? <5, ma je jexnaxoct
moryha camo ako cy obe cTpaHe jeqHake b, Tj. 3a ¢ = —1.
6) Kako cy KOpeHHM y jeIHauMHM, KOjU HE Cajapie Y, AePUHNCAHU 33
le] < 2, 144z >0 u |z| > 2, To 3akmyuyjemo na je jemuna mMoryhnoct
r = 2. 3amemyjyhu TakBy BpeAHOCT y AaTy jeJHaUMHy, Zo6ujamo je HaUMHY

1
34+ v3+y2—2% = 5—y, onakye ce yako no6uja pemreime y = 5 akie,

jJzi=03aa=0, 2= azl).

; : 1
peleme JaTe jelHauune je =2, y = 3
-5 —V13 -5+ V13
221.a)z>5; 6)|z|<T, e)wE(—oo, 5 )U( T >
2) 360r AepUHIUCAHOCTY KBAIPATHOT KOPEHa HEOTIXOIHO je :L'z——m 120 <=
1- 1 :
<< x € (——oo, 2\/_] U [ +2\/—, + . 3a TakBe T HejeJHAUMHA j€ €KBU-

pasentHa ca o —z— 1< 1 = 22—z -2 < 0 <> (z4+1)(z—2) <0 <=
<= =z € (=1, 2). Tpakena pemema cy npecek ckyma (—1, 2) u obnactu
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1—\/5]U[1+\/5, 2>'

2 2
9) @ € (o0, =1)U [% +oo>; h) x € (o0, =3)U[L, +0); ) |z| > 7

ac) Hejennaunta nma cvucaia 3a ¢ < 3. Y3 0Baj yC/I0B HejeJHAKOCT je 3a,10-
BOJhEHA 33 CBAaKO T, 3a Koje je ¢ —2 < 0, a 1o je 3a ¢ < 2. Axo je z > 2,
HejeHaUMHA je eKBUBAJIEHTHA ca 3—z > (2—2)%, ITo Baxu 3a T U3 UHTEPBAJIA
(3 ~v5 345 3+5

2 2 2

LedUHUCAHOCTH, & TO je ¢ € (—1,

). Daxne, pememe moia3He HejeHAUNHE je T <

222. o) Hejenuaumna je nepuumcana 3a 8 —z > 0 m z > 3, 1j. 33
3 < z < 8. KBagpupamem obejy cTpana no6ujaMo eKBUBaJIEHTHE HejeTHAUMHE

(VEB=—2)(&—3)>2A3<2<8) <= (8-2)(z—3)>3A3<z<8) <

= (22 -11z4+28<0A 32 <8) &> (4<z<TA3ILz<8) <= 4<<T.
3 4-34 4+/34 \
6 e .
e[ S0 (A )
a) Hejem{aqnﬂa je mepmHUCaHA 33
322 - 22— 120 < z € (—oo, —%] U[l, +0). Ako je z € <——oo, —%jl,

Taga je JieBa CTpaHa HeJElIHa,qPI}Ie HEeHeraTrBHa, a J€CHa HeraTvBHa, IIa je

1 .
pelieme CBako T € | —00, ——|. Ako je z € [1, +00), Tana ce KBaApuUparmeM

3

u cpebuBamem nobuja Hejennaumna z2 — 5z 4+ 6 < 0, Koja je 3am0BOJbEHA 32

cBako « € [2, 3]. [daxne, pemieme je z € (-oo, —l] U2, 3.

3
74 - 1
z) z € (E’ +oo>; ) z € (~5—+2\/—~3, 1].
) Hejemnaunna je nedpunucana 3a t+3>0u 9—2 >0, 7j 3a -3 <z < 9,
x =0 je pememe jep HejenHaunHa moctaje 2V3 > V3. 3a —3 < = < 0 nmamo
naje V9 —1x < \‘/5:\/5, nok 32 0 < < 9 Baxku Vz + 3 > V3, 1a, je TAM IIpe
y o6a cayuaja vz + 3+ V9 —z > /3. Hakine, pememe je cBako z € [—3, 9].

1
e) Hejennaumna, wma cvmena sa (2 < 1Az 2 2) A > 3 Tj. 3a

1
T € [5, 1] U[2, +00). KBagpupamem nobujamo (2z—1)? > z2—3z+2, oamocHo

1-+/13 1+13

3z2 —2 — 1> 0. OBo je ucnymeno 3a & < ———— mwmm & > ———— . Jlakie,

6 6
1+/13

pelllelhe HaTe HejenHaunmHe je ——— <z < 1, © > 2.

ac) Camuno 3anaTky 221. ac). Pememe je z € (-1, 3].
1 ;
3)3az€ [5, 7] KBaJapupaMo HejenHaunHy v3z — 1 < 2++/7 —z u nobujamo

t—3 < V7 —=z. Ilocnenma HejenHAKOCT BaKK 3a CBaKo T < 3, jep je TaJ JieBa
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cTpaHa HeraTusHa. 3a ¢ > 3 KBaIpUpamo U J1ob6ujamo z? — bz + 2 < 0, ura.

Pememe je z € [%, 5+2—17}

—5— \/8—5]
3 :
j) Hejennaunna uma cMucia ako je z > —1, © 2 2ux <2, 1] camo 3a & = 2.
IIpoBepoM yTBpPIAMMO Za je T = 2 pelleme.
V13 -3
/B3 )

u) CiamuHo TpeTXoaHOM 3adaTky. Peireme jez € [—6,

x) Hejennaunma uMa cmucia 3a & € [—2, 2], ura. Pememe je z € (

4) Hejenmnmaumspa uMa cMucia 33 T < —~1 mim ¢ > —=. ¥YBeZemMo CMeHY

2
322 + 5z + 2 = t, ura. Pememe je ¢ € (=2, —1]U [_5’ %)

223. a) Hema perrema.
6) Hejemmaunna je nedpunncana 3a 8+z 20 <= z > —8. Axo je =82 <7,
Tala je Jepa cTpaHa HejeJHaYMHe HEHEraTUBHA, a NeCHa HeraTWBHA, Ia je
CBaKO TaKBO T pellleibe HejeqHaunbe. 3a ¢ > 7, ypaaumo cienehe TpaHcdop-
TN 2
Malmje: ( @ 5l .3— 8+.7;> >Sr—T7 << (\/8+$—3)2>:c—7 =
3+V8+z 3—V8+e

e +8+z <4 < =z < 8, nmaje pemwewe 7 < z < 8. Iakie peieme
HejenHaunHue je cBako —8 < ¢ < 8.
6) 332~z 2 0umz #1, 1. 3al #+ r < 2, maTy HejenHAaUMHY TpPaHC-
GOpMHIIEMO Yy eKBUBaJeHTHU 06muK z + 1+ 222 — z > —(z —1)%, a onasze
2?2 —24+24+22vV2 220 & :c2+2:c\/2—:c+(\/.2—-:c)2 >0 <<
<= (z++/2=2)? > 0. 3uaun, pememe je cBako ¢ € (—oo, 1)U (L, 2]
2) Hejemnauvny nmmemo y obmuky Va2 —z+1< 2(z? — z 4+ 1) — 1. Cmenom
Vaz?—z+1=1,1t>0 (jep 3a cBaKo peajHo T je 2 —z+1>0), nobujamo
nejemnaunay (t < 22 —1At > 1) < 22 —-t—-1>0At>1) <= t>1
e Vzl—z+1> 1 <> 222z >0 < z(z—1) > 0 &> z€(—00, 0)U(1, +0o0).
0) Hejennaumna MMa CMUCHA 33 T < —Vouz> ~v/2. 3a z > —/2 uejen-
HaumHa upenasu y V2 -zt < &, 3a3a ¢ < —v/2 umamo /2 — 2% > z, urA.
Pemema cy —V2<z<0,l<a< V2.
) IecHa cTpaHa HejeJHAKOCTU je NMO3UTUBHA T2 je z > 2. Ilocne kBanpu-
pama, nobujamo: 4z? — z +4 < 0, a 0BO HeMa pellewa. Iakye, moJia3Ha
HejeIHaurHa HeMa pellerbha.
e) ¢ € [-2, +00).
ac) Hejennaunna uma cmucia 3a ¢ # 0. 3a ¢ > 0, oHa je exBUBAJEHTHA Ca

92— z+4z2-3 > 22, a3 2 <0je V2—z+ 4223 < 2z, ura. Peuewa cy:

7
z € <—oo, —1—?;] U [0, +o0).

3) Mopa 6utu = > 0. Tama MokeMo KBaApUpaTh HejenHaunHy: /T > 1—
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~¥YT=7=, ma nmamo: ¢ > (1 - ¥/1—2)°. Crasumo VI —z = y, ura. Pemema
cyO0<z<lvVz>9.
u)3az>1lje2—z> (1 -V — 1}3. CraBumo vV — 1 = ¢, ura. Pememe je
z € (1, 2) U (10,+400).

224. a) Hejemnaunna je nedunucana 3a z >0, a++/2 > 0 u a — Vz > 0.
U3 tpeher yciopa 3akmbyuyjemo na je a > 0 u z < a®. Iakie, yciaosu cy
0 <z <a? a>0.Ys rakBe ycioBe, mocie KBaJpupama 00e]y cTpaHa HaTe
HejelIHauMHe, N06MjaMo EKBUBAJEHTHY HejenHauny Va2 — ¢ < 1 —a. Onasae
umamo u ga je 1 —a > 0 <= a < 1. IloHoBHUM KBaipupameMm (y3 cBe
npeTxoJHe yciose), nobujamo z > 2a — 1. CipoBenmmo cienehy mmckycujy:

1 ;

I°0<a<1lA2a-120) < 2 < a < 1: ¢ oB3upom ma je yBex
2a —'1 < a? u umajybhm y Buny nperxonso M3J0KEHO, UMaMO Ja j€ pEelIeHe
CBaKo T Koje 3aJ0BoJbaBa ycuoB 2a — 1 < z < a?.

1 ; : 3
2°(0<a<1A2a-1<0) < 0<a< E:peme}beje CBaKO ¥ 3a Koje je
0L,z < a?.

6)1—\/&_<m<1+2\/—53a0<a<1M—a<x<1+2\/a3aa>1.
2

e):c}b:z3ab<0;x>03ab:0;x>ﬁ3ab>0.

2) Hejennaumua uma cmucia 3a —|a| € = < |a|. 320 < z < |a] # 0 HejenHauuna
je 3amoBoJbeHa. 3a HeraTWBHO ¥ KBaJpupamo u mobujamo Hx? < a2, ura.

Peweme je ol < <la|, a#0.

V5

225. Kopuctumo dopmymy: ¢° = Lok o

180"

™ T 3T T T 5T 5w o5 3T s
a) 2 6) 12 8) 5 2) 5’ 0) 7 h) 30 e) 36’ ac) o 3) T’ ) 10
)5_7r x) L a) 5 )197r. M)w
Vg Wy Mg g Wy

[}

226. Kopuctrmo ¢opmyay: arad = (@ .
a) 90°; 6) 15°; 6) 270°; 2) 30°; 9) 45°; h) 300°; e) 105°; o) 135°; 3) 210°;
u) 144°; j) 240°; x) 315°. '

5w 13w 507 T 117 O
227. a) 2L, §) L. ) 2. T 5 12Ty 2T
0) 5 6) = 0) T o) =10 0) == )~

228. a) 720°; 6) —135°; 6) —270°; 2) —540°; ) 1200°;
) —648°;  ¢) 585°.

-229. Axo vacoBHUK ToKasyje 10" meroBa maia kasasbKa je Ha 10, a Be-
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auka Ha 12. ¥Yrao Koju oHe Tama o6pasy]y jelHaK je IIECTVMHM IIyHOT YIia,
5
Tj. —.

3
57". Tr s 271-. 7r 0
6) o 8) 7 e)m 0) 3 h) 5 e) 3300°.

4 207 46w 107 29w 407
80 ) i B) et 8] = el e ) o D)

231. )—EQ—W, 6) _Zg_w; 8) —20m; 2) -—%; 0) —10m; ) -—15_71.

232 cos0 =1, smO =0, tg0 =0, ctg0 He mocTOjU;
T T
cos & = =0, sin - =1, tg 5, He rnocroju, ctg — 5= = 0;

2 2
cosT=—1, sinwt =0, tgm = 0, ctgm He mocToju;
3r

. T : T
cos — =0, sin s/ gl —1, tg — He mocrToju, ctg 't =03

cos2m =1, sin27 = 0, tg 27 = 0, ctg 27 mHe mocToju;

cos(—m) = —1, sin(—n) = 0, tg(—7) =0, ctg(—=) He HOCTojM

37 (=37 —3m !
COS(T) =0, sin T T 1, tg (T) He IOoCToju, ctg

—om LR —57r__1t =57 ; g
COST = ,SIHT ——”‘,gT HeHOCTOJPI ctg T =

37 V2 .3t V2 3r 37

233. cos (—g) =0, sin <_72_r) =-1, tg (—g) He TI0CTOjH, ctg (_%) =0;

234. cos T_: =g B = th = cth = =1,
235. Bunetu npunoxeny Tabauiy.
v [Tr [z [or [7x [Ur|_x |2 [&x [6r
4 4 6 | 6 6 6 3 3 3 3
_V2|V2 V3| V8| VBIVE L | 1| 1L
ML 28/ | AR 2 173, |32
sina [-Y2|_V2| 1|1 |1 | 1| v3IV3| V3| V8
e F e |3 2 | 8 | BN 5 |33
tga |1 -1 |—V3|—V3|v3 |-V3|-V3|-V3|V3 |-V3
ctga|1 |1 [—V3|-V3|V3 |-V3|-V3|-V3|V3 |-V3
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236. a) y apyrom ; 6)y tpehem; @)y uerBprom ; 2z)y tpehem ;
0) y nupsom mum y tpehem ; ) y Tpehem unm y uersprom.

237.a)1; 6)1; 6)2; z)-g—; 6)a2+%b2; h)3b+c?; ¢)0; o) —a.

; . 1
238. a) Hajnpe ompebyjemo Tauxy A; Kao Tauky ca amcIucoM 3 Ha OCM

Oz. 3artum Hamasumo Tauke A’ 1 A” Ha TPUTOHOMETPUjCKOM KPYry |mMja

npojexnuja Ha ocy Oz je Tauxa A; (Cau. 41.).
y

Cu. 41. Cu. 42.

m— il

YraoBu o u o” ca 3aBpuHuM BektopuMma OA u OA” cy Tpaskenm yrio-

1053 7} -] / n
Bu. Yrao o je omrap u cosa’ = g majea = 5. 360r CUMETPUYHOCTHA
. . T

rauaka A’ u A” y onmsocy Ha ‘ocy Oz, yrao MOA” je Taxobe jennax 3 TAKO
; T 8T
maje o =27 — — = —.

3 34
y r . y
% B, -2 N ty
N
AI
B 4,
"
1 [
OL,
MI T 0 W M, o M X
* CL“
All
) AII
N, &
Cn. 43. Ca. 44.

6) Ananorno nperxonHom 3anaTky. Ilomohy Tauke Az ca opauHaTOM —3 Ha

ocu Oz, namasumo tauke A" u A” (Cn. 42) u yrmose o u o”. Cana cy
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e . i
yriosu A;OA’ u ApOA” omTpu yrioBU YMJX j€ KOCHUHYC JEIHAK 3 ma cy oba
o yTia jearh . BaTo jeiahe= dr_m_Tm i e $r  m _ 1im
ey % Ly ol e

6) IlpBo Ha/a3UMO TAYKY Bi Ha TaHreHT? t; ca OpAMHATOM V3 3 (Cu. 43).
SaruM HajdasuMo Tauke A’ m A” Kao mpecevyHe TauKe MpaBe 031 Y TPUIOHO-

METpPHjCKOT Kpyra. YTIioBu ¢’ 1 o ca 3aBPIIHAM BEKTOpHUMa OA' u OA” cy
TpaskeHHM yrioBu. YTao o je omrap yrao 3a Koju je tga’ = V3, majea = 7{;’
T 4
T
239. Amnasorso 3azatky 238 ). Ilomohy Tauke B; ca amcumcom —2 Ha

TaHreHTH 19, Hanasumo Tauke A’ u A” (Cn. 44). OpujeHTncaHe XyXu OA’

—_—

OA” cy TpaxkeHM 3aBPIIHA BEKTOPY YIJIOBA UMjU KOTAHIEHC j€ jeNHAK —2.

A

A
o4 ¥
6 t
B,, ctgoL |N N| ctgox B> t2
___4.A2 ty B,
|
’ sinol ol toe
|
jcosm % Ayl cosa M
Ay 0 M X f x
i
I
tga AN T
&
Cn. 45 «a) , 45 6)
b y
b \t,
B, ctg ol N t2 \ ctgu [N s,
B,
L cosaA1 o
M x 0 I M x
tga )
B sinet %
! |
\ i
Axp—-=Xa tgol
Ca. 45 s) Cu. 45 2) 5,

240. Bugeru ci. 45 a) -z). CauyuajeBu 0) - oic) pemaBajy ce Ha CIUYAH
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HaYMH.

241. Pememe ce Buau Ha cii. 46. Opaunare tauaka A) u Ay” npencraBibajy

3 - 2
CHHYyCe YIJIoBa UMjU KOCHUHYC je jeaHak 3

y
N
1 1
Ajp————>A
sin o' :
|
5 M N
0 T X
sin o :
|
Agr,._____ A”
Ci. 46.

242. a) Pemewse je ma Ci. 47. Opamuare tavaka B} u B;” mpenacrasibajy

" 2
TaHreHce, a alclice Tavyaka Bj u By” KoTaHreHce yriioBa YWjU je CHHYC —.

6) Pememe ce Buau Ha Ciu. 48. Opaunare Tavaxa B, u B;” mpencrasibajy
TaHTEHCe, a allClce Tavyaka Bfj u B,” KoTaHreHCe yrioBa UMjU KOCHHYC je

. 3
eHaK ——,
d 4
y y
t hty
8 ctgw’ N _ctgn! |8y b N8, _ctga’ N ctga | BYLS
A/ —___-4..'9.2_._._,_ ,61: A’ é,,., (2
2 tg o'
5 ! 1 tgo”
|3
— -
0o M x A % M p
|
tg oc” | tgo
n
n )
S »B\r
Ca. 47 Ca. 48

243. a) Tauxke A} m A;” Ha cu. 49 cBojum ancimcama MOKa3y]y KOCHUHYyCE
yrJI0oBa YMjU je TAHTeHC JeJHaK —2.

6) Ancuuce rauaka A} u A;” wa cu. 50 jenHake cy KocuHycUMa yriioBa UUju

KOTaHI'€HC M3HOCHU —.
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244. Kao y sanaummma 238-240 pemema 3axaTaka ) M e) cy IpuKa3aHa Ha

T b
Cu. 51 a) - 6). Tpaxkenu yriaosu cy o = Vi o = Ve
A ¢, 1 /
i N N| 3 /B, fa;
)
! l
I
} |
|
¥ o A Al i
Al i M x S (P M X
I I
| |
|
! |
Al '
-2 A"
Cn. 49 \g, Ca 50
§ s t
N & N B ¢
i 2y 2
' 7 1B1
o o(,l o(_ll o’
0 M x M x
A" A”
Ca. bl a)
y 3

Ca. 52 a) Cia. 52 6)
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245. Kao y samatky 238. Pesynratu

m _om 6 3 o
a)al—-g,az—F, )011—7,0!2—71‘-
246. Ha cavmm 52 a) je sin2a = AA; u 2sina = AM. Kako je AA; xarera, a
AM xunorenysa mpasoyrior tpoyriaa AA; M to je AA; < AM, Tj. sin2a <
2sino. Ha coumm 652 6) je tg2a = BM u 2tga = BiM + AB;. Kaxo je BBy
xuroTenysa, a AB; karera mpasoyrior Tpoyria ABB;, To je BBy > ABj,
omakie ciaemu BM > B1M + ABq, 1j. tg20 > 2tga.

247. Kaxo je (sin? a +sin? 8) — (sinasin @ +sina+sinf — 1) =

= (sin®?a +sin? B — 2sinasin f) + (sinasin f —sina —sin f 4 1) =

= (sina —sinf)? + (1 —sina)(l —sinf) u 1 —sina > 0, 1 —sinf > 0, To je
mocTaBibeHa HejeTHAKOCT 3a1CTa TayHa. JeIHAKOCT Ce OCTBapyje Ta4yHO OHMA
Kaz je sina =sinf = 1.

248. U3 ocHoBHe ngeHTHUHOCTH 08 o +sin o = 1 je cosa = +/1 — sin? o =

3\* 4 :
+4/1— (g) = ﬂ:g. Kako je 3aBpuIHM BEKTOp yI'jla & y APYyroM KBaJpaHTY,

To je cosa < 0, ma mcnpen KopeHa Tpeba y3eTu 3HaK —: COSQ = —5 3Ha-

jyhu sin o u cos @, naxo hemo mapauynatu tga u ctg o xopucrehu ocHoBHe
TPUTOHOMETPH] CKE€ UIEHTUYHOCTH:

4
sin o 5 3 cosa g 4
t — - Y _ - t ] — sl
8= e _é 4’ RS Fne § 3
5 5

249. «) VI3 ocHOBHe TPUIOHOMETPU]CKE UIAEHTUUHOCTH cos?a +sina = 1,

JememeM ca cos?a, mobuja ce pemammja 1+ tgZa =

U3 Koje cienu

cos? o’
9 1
cos‘a = ————.
1+tg°a
6) Kopucrehu pesynTar mon a) u Beh crnoMmmaHy OCHOBHY MAEGHTUYHOCT,
) ) 2 1 tgza
umaheMo cama: sin“a = 1 — cos

a=1- , IITO MOKa3yje

1+tg2a  14+tgla

I3 BayKy W APYTH OJ ITOCTaBJbeHUX UICHTUTETA.

250. Kaxo je yrao « (Tj. HeroB 3aBpUIHA BEKTOD) y UETBPTOM KBaIpPaHTY,

10 je sina < 0 u cosa > 0. 3aMeHMBUM y WMIEHTUTETY a), JOKA3aHOM y
1 1

IpeTX0AHOM 3aJaTKy, tga ca —2 pauyHaMmo cosla = ———— = —
peTXox HATKY, tg pady il E

1 56 . .
cosa = =5 (jep cos@ > 0). Hame pauyHamo sina = —V/1 —cos? a =

%=

/ 1 2 25 . . 1 1
=— 1—W_——ﬁ——T(JepJes1na<0)Mctga—@_—§.
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251. Tlopenumo 6Gpojunar] KU WMeHWJIAl OBOI' Pa3JIOMKa Ca cos® . (Ycmos

cos® @ # 0 ucnymen je, jep tga mocroju.) Hobuhemo

sin®
v o tosfa % 3tedl4
sin® o 5tg3 +1
cos® & e
Kawxo je tgo =a 10 je Y = o (5a® + 1 # 0).
) 5a3 + 1

252. Kan ce Ha JIeBOj cTpaHM M3BpIle KBaJpuparba U cpebuBame, nobuje ce

2tg? o + 2. Kaxo je

sin? o 2sin?a +2cos’ @ 2(sin® & + cos? @) 2

gz TR = 2 = 2 WL
cos? o cos? o _ cos? o cos? o
TO TOPIU UAEHTUTET Basku (IOJ yCJIOBOM Ja je cosa # 0).

2tgla+2=2

. 4 4 3
253. Kao y samatky 248. Pesynararn: sina = 5 tga = —=, ctga = —-—.

31
’ 5 5 12

254. Kao y 3amatky 248. PesynaraTu: sina = I3’ tga = Iz’ ctga = 5

3 4 .
255. Kao y 3anmarky 250. Pesynraru: tga = 1 cos o = —5 sina = <.

24/2 2
256. Kao y 3amarky 248. Pesynratu: cosa = ——3£, tgo = %

) ; 4
257. a) Hajupe ce, ka0 y 3anaTky 248., uspauyHa cosa = 55 a 3aTUM Ce
M3pauyHa BPEAHOCT AATOr M3pa3sa, Koja U3HOCHU 3T
12
6) Kao y zamarky 251. Pesynrat: T(%
2 '3

258. cosa = ! % Mew ino = ko 2pg

= , Sin« = 8
Vittgla PP+ Vi+tgia PPt

259. Y = 13(sin’ @ + cos? ) = 13.

-2
260. a) (1— cos® a)(1 +tg? @) = (1 - cos® @) (1 i a) =

cos? o
2 -2
cos” o + sin” « ’
= (1 — cos? @) ————— =gin’ a - = tg? 0) ;
(1-c¢ ) e sin“a - —— =tg° o (cosa #0) ;
.9 sin” o . 9
6) (1+tg2a)(1—sina) =14+ — )cosza:cosza+sm a=1 (cosa #0)
: cos? o
ctg? o 1 —cos?
—ctgla =ctgla - 1) =ctg?a+ —-o =
% cos? o §.% B (cos2a ) G T osta

2 )

COs”™ « sin‘ o
N ' =1 (sina#0 .
sin?a cos?a (sina # 0, cosa #0) ;
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1 : 1 : I 1 — sin?

2) —sinatga = 4 g PR i AL niped, (cosa # 0) ;
cos @ cos & oS tv cos

d) Kao y zanatky 252 ;

5 tg?a  1+ctg’a  tgtattgia-ctgla tglat+l
1+tg?a  ctg?a  ctg?a+tg? ctg?a  ctglat+ 1

tg? 1 gl
= gla__{;l = ;g—!—tg—gi =tgla (cosa#0, sina #0) ;
e) (1 —sina+ cosa)? = 1 +sin? @ + cos’ o — 2sina + 2cos @ — 2sina cos o =
=2-2sina+2cosa — 2sinacosa = 2(1 ~sina) + 2cosa(l —sina) =
=2(1 —sina)(1+ cosa) ;

2

1 1 1 1 —sin“«
t —_— = pomtplyg = e ]
%) (cosa + ga) (cosa ga) coste B ¥ cos? a
(cosar #0) ;
1—2cos?w 1—cos?a—cos’a  sin®ao—cos?a

sin a cos « sin «v cos « Sin v Cos o
sine  cosa .
= — = =tga—ctga (sina#0, cosa #0);
cosa  sina

1 \2 1 \2
u) <sina+—,——) + <cosa+ ' ) =
sin o cos o
1

=sinoa+cosla+4+ —— + —— =
sinfa  cos’a

.2 2 2 ) 2 2
sin” o + cos” o cos“ a + sin” « Ccos” « sin” «
=54 — + - =541+ 14— =
sin” o | cos? o sin” o cos? o
=T+4ctg’a+tgla=T+tg?a+ctg?a (sina#0, cosa#0) ;
) sin o cos & B —sin?a — cos? o =
Y cosa+sina cosa—sina  cosla—sinla
sin? o ]
—_— 2
652 oy tga+1
= = cosa #0, tga# 1, tga # —1) ;
T - p— (cosa#0, tga# 1, tga # —1)
cos? o : .
1 1 _ 2sina_ 2sina 2tga

e = (cosa # 0).

%) — = _ -

l—sina 14sinae 1—sin?a cos?a  cosa
261. a) 3sinacos? o —sin® a = 3sina(l —sin? ) — sin o =
= 3sina —sin? o — 3sind o ;
6) cos® a — 3sin® & cos @ = cos ar(cos® & — 3sin? @) = £/1 — sin® (1 — 4sin’ @) ;
8) sin® a — cos* o = (sin? & — cos? @)(sin? & + cos? &) = sin’ @ — (1 —sin’ ) =
=2sina—1;
2) cos* asin? & — sin® o = sin? a(cos? a — sin
=sin? a(1 — 2sin® ) ;
0) cos® a — sin* a cos? & = cos? a(cos? a — sin? a) - (cos? a + sin® @) =
=(1—sin®a)(1 - 2sin’ @) =1 - 3sin? a + 2sin* o ;
h) cos*a —2cos?a +1=(1—cos?a)? =sinta.

2

6 2

@) - (cos? a + sin? @) =

2 2
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sin o

. 2 sin o cos o 2tg o
26 4] cos?a —sin’a c(s)iSnO; T 1-tg? e Dyt Bl 3
1 o e &«
sinza.
6) 3sina — 4sin® o sin (3 — 4sin’ a) ; 3cos? o —sin’ a
ot - = o —
4cosd o — 3cosa cosa(4cos? a— 3) & cos? o — 3sin® &
sin? o
7 ) 3—tgla 3 3
=tga  — B & —tgo. —2— g2 cosa # 0, tga#i-, tga#—i
sin® « 1-3tg° o 3 3
1 =g
cos? «
sina  sin®a
) 3sinacos’a —sina _ 2sinacos’a—sin®a ‘oo T cos¥a
cosda —sin®a cos3 a — sin® e sin® o S
’ cos3 o
_ 2tga—tg’a
T 1-tgla

(cosa # 0, cosa #sina) ;

) cos® o — 3sin? a cos o cos® o — 3sin® a cos
2 5 = - - —
cos o + sin « (cos & + sin a)(cos? a + sin? @)
.2
sin® o
1-3 2
2 1-3tg°a
- . etk JES o & o (cosa # 0, cosa #
sin & sin® & (1+tga)(l+tg®a)
1+ s ==
cos & cos? a
— sin &)
sin o
cos?a —sin? @ cos?a —sint T osia  1-tgta
) — s e —— = o — (cosx #0);
cos* a4 sin” @ cos*a + sin” « 1 sin” « 14+t
cos? o
cos®a+sin®a _ (cos® a + sin® o) (cos® o + sina)
h) cos® in"a 5 in® ot
a —sin® o cos® a — sin® &
14 sin® o 1+Si1’12a
N cosd a cos?a)  (1+tg’a)(l+tg*a)
a sin® o w 1-tg’a
cos® &

(cosa # 0, cosa # sina).

263. a) A=4tgactga =4 (cosa#0, sina#0) ;

2 2

6)3_(tga+ctga)2—(tga—ctga)2 cos’a—sin“a
B tg? @ —ctg? a sinacos?e
4 2080 . g 4
=———— (cos’a—sin‘a) = =
sin? o — cos? a( ) —(sin® & + cos? @)

(cosa#0, sina #0, tga# 1; tga # —1) ;
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V(1 —cosa)? 4+ /(1 + cos )2 _|l—cosa|+|l4cosa|

8) C'=
/ V1 —cos? o Vsin? o
l—cosa+ 14 cosa 2 .
= - = — (sina #0) ;
| sine | | sin e |
9 .
¢) xao mox ) D = I—b—j—:)l—%\[ (sina # 0) ;
sin o cos & sino + sin? o + cos? o sino + 1
cosa  1l+sino cos o1 + sin @) cos (1 + sin @)
1
= £ 0)
P (cosa # 0)
h) F =tg?a(l —sin o) —sin? o == Sitr o cos?a —sina =0 (cosa #0).
cos?

264. a) sin® asin® B+ cos? a4 cos? B = (1 — cos? a)(1—cos? ) +cos? a+cos® B =
=1—cos? a — cos? B + cos? awcos? B + cos? a + cos? B = 1 + cos? o cos? 3.

6) cos « slmae  cosa sina
l—tga ctga~—1_1 sino oS T
T sin «
2 ., 2 .
cos? a sin® o cos? @ — sin” 2
= 2 - : = ; =cosa +sino
cosa—sine  cosa —sina cos o — sin
(cosa#0, sina # 0, tga#l)._. .
1 s sin « 14+ 2sinacosa
5) sec2a+2tga: cos?a ' “cosa _ cos?a _ 14+ 2sinacosa
l+tga 14 Sma cos v + sin cos a(cos o + sin @)
cos & cos o
_cos2a+sin2a+25inacosa_ (cos a + sin a)? _cosa+sina_1+t o
- cos a(cos & + sin @) ~ cosafcosa+sina) cos « a 5
(cosa #0, tga # —1) ;
1 1 1 1 cos? o + sin? &
2 - = —(ctg? o +tg? o) =
)sin2a cos? o (tg2a+ctg2a> sin? a cos? o (ctg® o+ tga)
1 (ctg a-ttg a)?+2 ctg art i (cosa+sina> 42
=————(ctga o ctgatga = —| =
sin? & cos? o g & ak sinfacos?a \sina = cosa
2 .9 2 2
:.21 i _(cos'a—#sma) +2:'21 _(. 1 )+2:2
sin” o cos? « sin o cos & sin“ a cos? « Sin o cos o
(sina # 0, cosa #0) ;
sina+cos®a  sin®a —cosda _
sin o + cos « sin & — cos o
= (sin® & — sin & cos & + cos? @) + (sin? & + sin & cos & + cos? a)=
=2(cos’a +sina) =2 (sind # +cosa) ;
1
5) tg o 4 ctg o — tg o + tg o _ tg o
(1+tg?a)?  (1+ctg?a)?  (1+tg2a)? L L) (+tgia)
+tg2a
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sin o
tgd o tga(l+tg?a tg o . sin o cos o
+ = & = = cos o = =
(tg% o + 1)2 (14 tg? )2 1+tg? { sina  cos?a+sin?a
cos? v

=sinacosa (cosa # 0, sinw #0).
cos & 1 \2  (1+4cosa)?  (1+cosa)?
-4 = T = 3 =
sin“ « 1—cos?a

e) (ctg o + cosec a)? = (
o ltcosm (sina # 0) ;
2

1—cosw
ac) sin® & + cos® @ — 2sin* o — cos? @ + sin? @ =

sina  sinw

. . b ) . .
= (sin? @ + cos® a)(sin* & — sin” & cos® & + cos* &) — 2sin* o — cost @ + sin’ @ =

A 2acos? a + sin? o = sin? a(—sin? @ — cos® o + 1) = 0.

= —sin* a — sin

5) (1 -sina —cosa)(l —sina+cosa) (1 —sina)? —cos’a
sin (1 — sin @) " sina(l —-sina)

_ (1-sina)?-2(1-sine) (1-—sina)— (1+sina) 9

sin (1 — sin &) sin o

(sina # 0, sina # 1).°

265. (1 —cos B cosy)? — 2(1 — cos B cosy) — sin? Bsin? y + sin? B +sin’y =

= (1 — cos B cosy)(1 — cos Bcosy — 2) — sin? Bsin® v + sin? § + sin® vy =

= —(1 = cos® Bcos®y) —sin? Bsin® vy + 1 — cos? f +sin’y =

= —cos? B(1 — cos?y) + (—sin? B + 1) sin? y = — cos® Bsiny + cos? Bsin? ¥ = 0.
266. ObeneskuMo sin acos o ca p. Kako je a omrap yrao, To je sina > 0,

ca >0, tga >0, ctga >0 up>0. Hame je:

COs «x

Vsin a/tg @ + /cos aV/ctg o = Vsinay — + y/cos ayf —
cos a

sin «

sina+cosa  Vsin?a+cosla+ 2sinacosee T+ 2p

/sin o cos o

v/sin & cos o /P
i 2
_ V(1 -v2)? +2v/2% > V2V2p _ 7

IITO TI0OKa3yje Za je MOCTaBJbeHa HejeIHAKOCT TayHa. JHaK jeIHAKOCTH BaKK

aKko jJe p = —.
Jjep B
i sina  cosa  sin’a+ cos?a 1
267. Ilpumerumo na je: t = — = - = — , Kao
cosa  sina sin « cos & sin o cos o
uaajet>0um>0,jep je o omrap yrao. Kpagpupajmo naTy jeJHaKoCT:
14 -
. 2 2 . —
sin“ o + cos® @ + 2sin « cos x
= =m?. Cuemu: T ¢ =m?, 7j. t24+2t —m? = 0.
sin® a cos? «

12
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Pemema oBe xpanpaTHe jenHauune cy —1 4 +/14m?2. Kaxo je t > 0, To je

t =—1++1+m?
o T | ;
268. YTBpauMo ma je sinacos o < Z(sma + cos a)2 u sin o + cos o < /2.

2
IIpBo ciemm u3: 4sin o cos o = (2\/sinozcos oz) =
= (sina + cos @ — (Vsina — y/cos @)?)? < (sin o + cos )2,

a gpyro us: (sin o + cos a)2 =sin?a + cos? o + 2sin @ cos & =
=1+ 2sinacosa =2 —sin*a — cos’ a + 2sinacos o = 2 — (sina — cosa)? < 2.
Ha o6a Mecra 3HaK jeAHAKOCTU BayKW aKo je sinq = cos . Ha ocHoBy oBora
je
1 1 sina + cosa + 1 sine + cosa + 1
1+ = 1+ = e S 4 =
sin o cos a sin a cos o ) 9
Z(sma + cos ar)?

4 4 4 4
=1 _ >14+ —=+=-=3+2v2,

+sina+cosoz+(Slncy—{-coscv)2 _ \/§+2 fuyE
IpU UeMy 3HAK jeIHAKOCTHM Ba)KM y CJIydajy sina = cos .

2

269. Kaxko je 2 |sinzcosz | =1 —sin’z — cos> 2+ 2 |sinzcosz | =
=1—(|sinz | — | cose |)2, 10 je |sinzcosz | < g0 ¥3 jenHaKoCT y ciaydajy
1 1 1 ] 2
sinz | = |cosz |. BaTo — -+ = | — - + — >
| =1 | sinfz = costz (sm2 xz  cos? m) sin® z cos?a

> =
= 2 )
1
2
KaJ rok je sinz cosz # 0, Ipu dyeMy 3HAK jeJHAKOCTH Baku aKo je |sinz | = |
cosz |.

. 13 ; . 137
270. Kaxko je TW =47 + %, TO Cy TPHUICOHOMETPU]CKe (PYHKIU]e yria el
jeIHaKe TPUTOHOMETPH]CKUM (pyHKIHjaMa yria g 3aTo je cos Tﬂ- = cosg =
1 . 13 ; 3 13 13 3
5, SlllTﬂ-:Sln—g:-—é, tg——-ézztgg-:\/g, ctg—{—:%—_,

271. IloBoJbHO je ma ce 3a CBaKy OJl OBUX jeAHAKOCTH Habe 1o jemad map
BPEAHOCTA & U M 3a KOoJe OHa HMje TauHa. I[IpBa jeAHAKOCT HUje TadyHa 3a
a=0um=1, jep je cosm = —1, a cos0 = 1. [lpyra jeqHakocT HUje TadHa

3aa:—72[HmIl,jereSin(W+%):Si1177r:_1’ a.sing::l.

272. a) Kako cosa y npBoM KBaJpaHTy omaja ox 1 xo 0, To pyHKHMja 3—cos o
pacte oxm 2 mo 3. ¥Y ApyroMm KBaApaHTy cosa omanma ox 0 mo —1, Tako ma
¢yurumja 3 — cosa pacte ox 3 no 4. Ha mcrum mHaumn 3akipydyjemMo zna naTa
¢yurumja y Tpehem kBagpanty omana ox 4 mo 3 n ga y UeTBPTOM KBaJAPaHTy
omazxa on 3 mo 2.
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6) Kako y npBoM KBaapaHty tga pacre om 0 mo 400, To 1+ tga pacre oxl
10 +oo. Iame, y Apyrom KBaJpaHTy tga pacre om —oo go 0, ma (yHEKIMja
1+tga pacre om —oo mo 1. Y rpeliem, oanocHo y 4eTBPTOM KBAApaHTY, AaTa
QyHKUMja Cce IOHALIA UCTO Kao y IPBOM, OJMHOCHO ¥ JAPYTOM KBaJPAHTY.
5T 51 . .
273. a) Yrnosu on 5 MoA = paaujaHa MMajy 3aBpIIHE BEKTOpe ¥ APYLOM
5T . om . b
KBaJpPaHTy, TJe CUHYC OMala. 3aTo U3 R > - citem sin - < sin s (TAKO
. . b . bw
Ha je pasnua sin —= — sin — HeraTHUBHA.
6) Yrmosu on 319° n 327° snexke y UeTBPTOM KBAAPAHTY (Tj. ®UXOBM 3aBPITHU
BEKTOPHM Cy y UETBPTOM KBAaJPAHTy), a TaMO KOTAHMEHC omaja. 3aTo u3
319° < 327° cnemu ctg 319° > ctg 327°, rako nma je pasimka ctg 319° — ctg 327°
[TO3UTUBHA.
274. Kao y sanarky 272. Pesynraru:
@) ¥ npBOM M ApYroM KBaJpaHTy omaja, y Tpeliem u yeTBpTOM pacte ;
6) ¥ npsom u tpefiem pacte, y IpyroM M YeTBPTOM KBAJPAHTy OTAJA ;
e) Y npyrom u tpehem pacte, y NIpBoM M MeTBPTOM KBAAPAHTY ONAJA ;
T kr w  kw :
¢) Pacte y cBaKOM MHTEPBaLy T + R + T ) keZ,
0) Onajia y cBaKoM KBaJpPaHTY ;

) ¥ npeom u Tpehiem KBagpaHTy pacTe, a y APYroM ¥ YeTBPTOM OMNAJa.

275. Kao y sanarky 273. PesynraTu:
a) cos0.7m > cos0.71w ; 6)sinl.67 <sinl.7w ; a) tg0.5 > tg(—0.4) ;
2) ctg6.2w > ctg 6.87.

© 276. Kao y sanarky 273. Pesynraru:

@) mo3uTMBaH ; 6) HeraTMBAH ; 8) MO3WTMBAN ; 2) TO3UTUBAH ;

0) HeraTuBaH ; ) MO3MTHMBAH ; ¢) MO3UTUBAH ; ) MO3UTUBAH.

277. Kako je sina < 1 m cosa < 1, 1o jenmaroct 2sina + §cosa = 7 Moxke
na 6yne TauHa jemuHo ako je sina = cos« = 1. Mebyrnm, xana je sina =1
oHma je cos = 0. Ilpema ToMe, TakaB yrao « He IOCTOJU. '
278. a) cos21.7m = cos(20m + 1.77) = cos 1.7m = cos(2m — 0.37) = cos 0.37 ;

6) sin 1000° = sin(2 - 360° + 280°) = sin 280° = sin(360° — 80?) = —sin80° ;

6) tg(—126°) = —tg 126° = — tg(180° — 54°) = tg 54° ;

2) Yrao on 1.74 pamujana nanasu ce usmely yriosa on g— (= 1.57..) u ox

7 (= 3.14...) pammjana. 3aro je yrao 7—1.74 omrap, ma hemo umaru ctg1.74 =
ctg[r — (m — 1.74)] = — ctg(m — 1.74).



184 OCMA TJIABA

279. Kopucrehu ¢opmyse 3a csobeme Ha npBu kBaspanT cBemhemo cse
TPUrOHOMETpUjcKe PYHKIMje Koje GUIyPULLy Yy JaTOM U3DPa3y Ha TPUCOHOME-
TpUjcKe (PyHKUMje yria «, ma he 6urm

2 / -t
A= Sln—d:goic;(naga) =2cosa (cosa #0, sina #0).

4 g )
280. 36up yraosa ox = +au % — o je -I, na je

sin (4% - a) = sin [3% - (% - a)} = — cos (g— + a), U MpEMa ToMe

sin? (16[ +a) + sin® (4% - a) = sin? (% + a) + cos? (% +a) = 1.
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6)37r_ ™ 3 7r__\/§ 3 _ . m_ V2
34__7r 4,cos4-— cos4... 2,51114_s1n4 5
T T T
th_—th_—l, ctg———-——ctgz-_—l
3)4 +7r 47 osw 1 i 47 Sln7r \/3
— =T+ =, COS — = —CO0S — = —— — = —sin— = ——s
3 3’ 3 3 3/’_ 3 3 2
47 i T 3
e, = _ =t — = ~—
tg 5 =tgg =3 ctg 5~ =ctg = = =
2 (fagu L T cos?ﬂ'——smz——\/§ s 7—7r—-—c03 ——_1
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282. Kao y zamatky 278. Pesynraru:

a) sin50°45" ;  6) cos58° ; 8)sin0.227 ; 2) tg51° ;

0) ctg40° ; ) —tg0.37 ; e) —ctg(20m — 62).

283. a) sin 23 = sin[7.57 — (7.57 — 23)] = — cos(7.57 — 23).
6) cos14.71m = cos(14.57 + 0.217) = —sin 0.217.

8) cos(—930°) = cos 930° = cos(5 - 360° + 30°) = — cos 30°.
2) sin 3529° = sin(19.5 - 180° + 19°) = — cos 19°.

0) tg15.297 = tg(15.5m — 0.217) = ctg 0.21.

Bi) ctg 3000°95" = ctg(16.5 - 180° + 30°95') = — tg 30°95'.
284. Kao y 3amatky 281. Pesyararu:

V3 1 | ﬁ
3

(l)—-2—;6)——;-;8)0;2)5;())5;7j)0;6)—\/?—);.’)tc)