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Sazetak: U ckviru ovog rads rarmatraju se csnovnd principi | metode odredivanja broja elemenata
konacmib skupowa: princip bijekrije, princip sume i proizvodn, metodn iskljucivanjn § ukljufivanja, princip
dyvestrukog prebrojavanja i metodn rekurzivnih relacija.

Prisjetimo se da je himkeija [ : A — B bijekeija ako i samo ako je injektivna i sirjektivioa. Neprazan skup
A je konatan. ako za neki prirodan broj n postoji bijekeija (- {1.2.....n} — A. U tom slucaju kagemo da
skup A ima n elemenata. Broj elemenata konaénog skupa A crnadavamo sa |A|. Prazan skup je konatan.
Dva neprazna konaéna skupa sadrie jednak broj elemenata ako | samo ako postoji bijekelja f - A — B,
Zbog toga se moze koristiti bijekeija da b se ispitalo koliko elemenata ima neki skup.

1. Princip bijekeije

Teorem 1.1 {Princip bijekeije). Neka su dati konacni skupor A 1 B. Ako poston bipekcga f - A — B,
fada je |A| = |B].

Primjer 1. Koliko clansva tma mz 381318, 1181237

Rjesenje: Stavimo 4 = {3.8.13. ... 1158 123}. Potrazimo prirodan broj & takav da postoji bijekeija
Fo4l2 k= A gdieje B={1.2,.... kY. Kako je8-3=5.13-8=5, 18-13=45..... 123-116=4.
to je u pitanju djeljivost sa 5. Kako je 3 =0-3+3.8=1-53+3.....123 = 24.5 + 3. definizimo preslikavanje
L2 .. 25 = A relacijom ¢ — 3+ {21 —1}-3 (1 € B). Prema definiciji preslikavanja f odmah se vidi
da je f sirjektivoo preslikavanje. tj. da je svaki element skupa A slika nekog elementa skapa B. Ispitajmo
injektivnost preslikavanja f. Nekasui, j € B takvidaje fir) = fiy). Tada je 3+ (1 - 1)-5=3+(j-1)-5
Odavde slijedi 1 = ;. pa je f injektivoo preslikavanje. Dakle. preslikavanje f: 1.2, ..., M} — A je bijekeija.

Mogli smo raditi i ovako: (123 -3):53+1=2+1=25.0

Primjer 2. Kobko élansva miza 1.3, 5.7 _. 0, 07, 0N e dyelpve sa 77
Rjesenje: Iz datog niza izdvojimo sve one élanove koji su djeljivi sa 7-

7,210 35, 49, . 073, DET |

Cilfra skugama: srednja skola

Prezerforane na: Jemimar Fojnica 2015

Had preveel: 12122007
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ili drugatije napisano.
T-1.7-3.7-6B.....7-139. 7- 141

Dakle. svaki élan ovog niza je projzvod broja 7 1 nepamog broja. Treba odrediti broj elemenata ovog skupa.
Kako je 139 = 2-70-11 141 = 2.71 -1, to mozemo posmatrati preslikavanje fla) = 7(2a—1) zasvako a € A,
pdje je A= {1.2... .. T0.T1}. Owo preslikavanje je bijekeija medu skupova 41 8 = {7.21.35. ... 139, 141},
Zato je |B| = |A| = T1. Dakle, u datom nizn imamo 71 élan sa datom osobinom. O

Primjer 3. Neka trougae ABC ima dusine sframica a, b 1 ¢ koge su prirodni brojeer 1 za kope vryjeds a <
b < ¢. Izrazifi broy fakwh trouglova w funkeit prirodnog broja b,

Rjegenje: Primijetimo prvo. ako su duzine stranica ramostraniinog trougla prirodnd brojevi, onda
jedna stranica trougla ne moze imati duzim 1. Naime, pretpostavimo suprotno, t). da postoji raznostranioni
trougac sa stranicama 1 < b < ¢ gdje su b i ¢ prirodnd brojevi. Kako je b < ¢, onda je b+ 1 < ¢, 5 druge
strane, svaka stranica trougla manja je od zhira druge dvije stranice, pa jee < b+ 1. Dakle. e < b+ 1 < &,
ito povlail e < ¢. Kontradikeija.

Prema uslovu zadatka vrijedi 1 < a < b < ¢. Kako je zhir dvije stranice trougla veci od trede. to je
a+brecpajppb<e<at+bt) b+l<e<a+b-1 pricemujel <a<b- 1. Prema prvom dijelu
dokaza jea > 2. Dakle, 2<a<b-11b+l<ec<a+b-1. Zajedoo a postoje fa+b-1)-b=a -1
mogucnost. Ukupan broj takvih trouglova je

Z{ﬂ—1]=1+2+3+.._+|:b_2]= [&—Egb_ 1) |

o=1
Specijalno, za b = 6 imamo
T<e<a+d 1 l<a<i.

£a jedno abrano a £ {1.2.3.4. 5} stranica ¢ moie uzetd ({2 +3) — 7) + 1 = a — 1 vrijednosti.
Zaa=2jpa—-1=1, pacima jednn vrijednost ¢ = 7.

Zaa=3jea—-1=2 paeimadvije vrijednosti 1t e =T1¢ =5,
Zaa=djea—-1=3 pacimatrvrjednosti ito: =T, e=8ic=10
Zaa=5jra—-1=4 paeimaéetin vrijedmsti ito: e=T.e=8.ce=0ic =10

Prema tome, trazenih trouglova ima:
1+2+3+4=10.
Dzine stranica tih trouglova date kao uredene trojke su:
(26T (36 7). (5 6. 8) (L6, 7). (L 6.8). (4.6.9). (9. 6.7). (3. 6.8)_ (3. 6. 9). (3. 610 .

a

2. Princip sume 1 princip proizvoda

Pretpostavimo da treba odrediti broj elemenata nekog skupa. Prirodna ideja je taj skup podijeliti u
nekoliko manjih skupova, tako da se svaki element skupa A nalazi u taéno jednom od tih dijelova.

Teorem 2.1 (Princip sume). Neka su 4;.4,. ... A, konaém skupovt kojt su po paroemma dispunkin. £
zasve L < i #j<norijedi A, 0 A, =0, Tada pe

Ay uAg - U AL =14 + Aol + - + 14,
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Ponekad je skup kojem @elimo odrediti broj elemenata direktan prolzved nekoliko drugih konaénih proizvoda.
Broj elemenata u takvom skupn dohbijamo pomocn principa proizvoda.

Teorem 2.2 (Princip proizvoda). Neka su Ay Az, ... A, bomadni skupori. Tada e
[Ap = Az % - x A, = [Ag] - |Az]-...--- | Aal-

Primjer 4. U nekoy wéionicr se nalan 5 wéemika prveg, 6 wéentba drugog, 7 ufemka treeg 1 8 uéentba
cefertog razreda. Na koliko nadma se iz fe ufionice moie odabrafi:

fal jedan ufemik (bilo kojeg razreda)?
(b} po jedan ucemk 1z svakog razreda?

Rjesenje: Neka je A skup uéenika prvog razreda. B skup uéenika drgog razreda. O skup uienika treces
razreda i [ skup uéenika cetvrtog razreda. Skapovi A.B.C i [} su disjunktni.

{a} lzbor jednog uéenika iz posmatrane utionice ustvari je izbor jednog elementa iz skupa AUB OC LD
Na osnovu principa sume je

JAUBUCUD| = Al + Bl +[C +|D| =5+6+7+8=2.

Dakle. jednog uéenika bilo kojeg razreda mozemo izabrati na 26 nacina.
(b) Izbor po jednog uéenika iz svakog razreda je izbor jednog elementa iz skupa A = B« B =< O = D). Na
osnov principa proizvoda, zakljufujemo da je broj mogucih izbora jednak

[Ax B« BxCx=0=|A-|8|-1C]-[D)=5-6.-T-8= 1630
|
Primjer 5. Navedime nekoliko zadataka kop se rjedavapu principom sume i principom protzvoda.

1. Na koliko nacina se na sahovsko] tabli 8 = 8 moie odabrati jedno bijelo i jedno ermo polje? Isto pitanje.
ali sada trazimo da odabrana polja budu u razliéitim vestama 1 kolonama?

2. Kvadrat stranice n je pomocn pravih koje su paralelne stranicama kvadrata podijeljen na n? kvadrata
stranice jedan. Koliki je ukupan broj kvadrata na toj slic?

3. Na koliko natina moZemo postaviti Azurn kralja na jedoo polje 2abhovske table 8 < 8, a zatim odigrati
potex?

Rjesenje: 1. Ako je O skup crnih a B skup bijelih polja na sahovskoj tabli, vojedi |C| = |B| = 32.
Izbor jednog crnog 1 jednog bijelog polja je izbor elementa iz C = B, pa je broj nafina da se to uradi jednak
32-32 = 1024. Ako zelimo da odabrana polja nisu u istoj vrsti ili kolond, tada crno polje biramo kao i ranije
na 32 nacina, dok bijelo polje mozemo odabrati na 32 — 8 = 24 nacina. Koristeci princip proizvoda dolajamo
da je broj izbora koje trazimo jednak 32 - 24 = TGS,

2. Pretpostavimo da je posmatrani kvadrat [0, n] < 0. r] u koordinatnom sistemu. Neka je 5 trazeni skup
svih kvadrata. Sa 5, cznadimo podskup od 5 koji éine kvadrati £1ja je stranica duzine k. Lako je primijetiti
da je 5 disjunktna unija skupova §,.5:..... 5,

Kvadrat stranice k je potpuns odreden ako znamo koordinate (2. ) donjeg lijevog tjemena. Tada j je ﬂ:-ruje
desno tjeme (i = k. j + k). Kako se kvadrat stranice & nalazi u kvadratu [ln] = [0.n). toje 0 < i, j < n i
D=i+kj+k=n pajel=1j7<n—-k t] tacka (1.} je tjeme takvog kvadrata ako | samo ako

(i) e 0 h...n—k} = {0.1.....n— kY.

Na csnovu principa proizvoda dobijamo da je |Si| = (n — k + 1)*. Kako je 5 disjunktna unija skupova
51.5:.....5,. to na osnovu principa sume imamo

18] = |8a] + |Sn-a]l +- -+ 152 + S =124+2 4+ (n = 1P +n?,
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odnosno
nin+1)(2n +1)
g )
3. Iz svakog od fetin ugaona polja kraljem se mogu povudl po tri poteza: iz svakog od preostala 24
polja na rubu table moZe se povucl pet poteza: iz ostalih 36 polja. koja nisu na rubu table. kraljem se moze
odigrat] po csam poteza. Kombinujucl metode sume 1 prolaovoda. dobijamo da je tragen broj poteza

1-3+24-5+36-8 =12+ 120 + 288 = L.

|5 =

o

3. Metoda ukljuéivanja 1 iskljuéivanja
Teorem 3.1. Neka su A;. A5, ... A, podskuport konacnog skupa 5. Tada vad sljedeca formula ukljucivanya
1 aaklrucianga:

|ALLJA!LJ---laAn|=Z|A.|— Z |J’-,|'“.|4J|— Z |_.l1.:|"_.4J|'|,d_,‘|_.-._|.
a=1

120 fur om l<ac fo ks

+ (=1 YAy nAgn---n A,
Na primjer. za n =2 imamo |AU B| = |A| + |B| - |An B|. a za n = 3 imamo
[AuBuC|=|A|+|BI+IC| - |AnB| - |1BnC| - |[CnAl+|AnBnC|.

Primjer 6. U razedu sma 21 wéenika. Sedamnosforica imaju cetvorku iz fimke, devetnaesforica imaju
cefrorku iz biologue, petnaestonea imapu éefvorky iz matematike 1 osamnaesforica imapu pelicy 1z hemye.
Dokazaty da bar fesfortca wéendba imayu pefice iz sva fefirt predmeta.

Rjesenje: MNeka su: F. B M i H skupovi uéenika koji imaju petice iz fizike. biologije. matematike i
hemije, respektivoo. Nadalje. neka je 5 skup svih uéenika tog razreda. Ofigledno su skopovi FiUB1 MU H
podskupovi skupa 5. Tada je

|5 = |FuB|=|F|+|B|-|FnB|.
Odavde je
[FnB|=|F|l+ |8 -|5=1T+19-21 =15
Dakle. har petnaestorica ucenika imaju peticn iz fzike i biologije. Anaogmo, iz § 2 M U H | slijedi
|5 = |IMuH|l=|M+|H - |MnH|
pa je
[MnH|=|M+|H - |5[=15+18-21=12

Dakle. bar dvanaestorica uéenika imaju odliéne ocjene iz matematike i hemije.
Nekaje T = (FrnB)u(MnH). Tada je T C 5, pa je |T| = |5]. Dakle.

[S| = |T=1FnB8l+ | MnH|-[[Fn&)n{MnH)|
=15+ 12— [(FnB)n({MnH).

Odavde je
[FnBrnMnH| =15+12-|5|=2T-21 =6

Dakle. bar Sestorica uwéenika imaju odlitnn ocjenn iz sva éetiri predmeta. O
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Primjer 7. Lewws Caroll. pravim imenom Charfes Lutuwidge Dogston je ko englesk: pisac 1 mafemaficar,
éne sy dege price’'? o Alisiim pusfolormnama u fudesnom svijetu postale sasfarmi dio dieéije skolske
lektire, u jedne pripovieter daje ovakav zadatak: ~U Zesfokop borbs 70 od 100 gusara izqubilo je jedno ok,
70 jedno who. 80 jedna ruke 1 85 jednu nogu. Koliko je napmanye gusara wzgubilo ¢ oko, 1 who, 1 ruke 11 nogu
istorremeno?” Odgovonite na ove mfanje.

Rjesenje: Neka je 5 skup svih gusara. A skup gusara koji su izgubili jedno oko. B skup svih pusara koji
sit gubili jedno ubo, C skap svib gusara koji su izgubili jedon ruku 1 D skoap svib gusara koji su zgubili

jedou nogu. Kao u prethodnom zadatkn posmatramo skupove A0 B 1 C 0 D i na cspova datih podataka
zakljutujemo da je [An 8| = 451 |C'n D] = 65. Tada je

[AnBnCnD| =|AnB +|Cn D - |5 =45+ 63 - 100 = 10,
Dakle. bar 10 gusara je izgubilo po jedno oko. ubo, ruku 1 nogu istovremeno. O

4. Dwvostruko prebrojavanje

Ako elemente nekogz skupa X prebrojimo na dva razlic acina (ali oba puta taéno! ), svakako moramo dobiti
isti rezultat. To je sustina metode dvostrukog prebrojavanja. Posmatrajmo sljedeci jednostavan primjer.

Primjer B. Koliko ima dijagonala u konveksnom n-touglu?

Rjesenje: Neka je d, tragen broj dijagonala. Ako je V' skup tjemena. a D skup dijagonala u n—touglu.

vidjedi |[V] = n 1 | DY = d. Unéimo skap
= {(v.d) |veVide Did sadrzi v} CV « [0

Primijetimo da je svako tjeme 1z V' sadrzano u tatno »n — 3 dijagonale | da svaka dijagonala sadri tafno
dva tjemena. Ako u paru (v, d) £ ¥ prvo odaberemo tjeme v, pa onda dijagonalo koja ga sadrzi. dobijemo
|.X| = nin - 3).

Ako prvo odaberemo dijagonalu. pa onda tjeme koje je pripada toj dijagonali dobicemo | X| = 2d,,. Stoga
X =nn-3 =24, odoosno d, = 280l O

Formalno, metodu dvostrukog prebrojavanja iskazujemo sljedecom teoremom.

Teorem 4.1 {Metoda dvostrukog prebrojavanja). Neka su daty sbupovi A = {ay.0q0.....0,} 1 B =

(bbb, b imekape S C A« B Dalje. nebaper, = |{{r.y) € S|lr=a,}| zasve1 = 1.2, ... n. odnosno
=|[ryeSlp=>0} zasve j=12... . m. Tada je

|5 = Zfr = ZFJ-
=1 a=1

Primjer 9. (Republicko takmicenge uw SREH) Dato je¢ m tacaka unatar n—fougla (n > 3) medu kopma
nikaye i1 nisn koltnearne. Qe tacke 1 tjemena n—tougla su povezane nepresjecajucim dufima ¢ diyele mno-
gougao na frouglore. Odredity brog trouglova.

Rjesenje: Kao osnov za brojanje trouglova koristicemo zhir uglova u trougle. Neka je k broj trouglova.
Zbir uglova u ovih k trouglova je & - 1807, Svaka od m tacaka je tjeme nekoliko trouglova. Zhir svih uglova
tije je tjeme u to] tacki je 3607, Kako imamo m tacaka, to je zbir uglova m-360°. Ostalo nam je da odredimo
zbir uglova trouglova &ija se tjemena nalaze u tjemenima n—tougla. Ta) zbir jednak je zhirn unutrasnjibh
nglova mnosougla. t). (n—2)-180". Prema tome ukupan zhir uglova ovih tronglova je m - 3607 + (n—2)- 1807,

Konatno imamo
b 180" = m - 360" + (n — 2) - 180" .
Odavde ok =2m4+n-2.0

VAliss u zemlji fudesa
1 Alisa 5 one strane ogledala
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Primjer 10. (IMOI998) Na takmudenyn ufestvovalo je a fakmicara 1 b sudia, pri éemu je b > 3 neparan
prirodan broy. Svakl sudia ocjenyuye svakog takmicara sa "prosae” di "pae”. Neka je k brop fakav da se za
svakn deepcy sudpa nphove ocjene poklapayu kod najese k ftakmicara. Dokazafi da je

E bh-1

I

Rjesenje: Brojat cemo ukupan broj poklapanja kod svib parova i svih takmicara. Broj sudija je b. pa

je broj parova sudija .[;} Svaki par sudija se slage kod najvise & takmicara. pa ukupan broj poklapanje ne
prelazi broj k- [;] S druge strane, ako za r—tog takmicara r; sudija glasa za prolaz. a b — r, swdija za pad.
onda broj poklapanja na ovom takmicarn je (5] + f'e";' J. Ukupan broj poklapanja je

ONE

1=1 2 2 .

prl femu je

x; b—rxry  2r? s, 42—k
(3)+(2")= 2 |

Funkeija 2r% — 2br + B — b je parabola 1 njena najmanja vrijednost je o tjemenn, t). za r = %. Kako je
b neparan prirodan broj. to § nije cio broj. a z; je cio broj. Zato izraz 267 — 2hr; + 5 — b dostize svoj

minimum na prirodnom broju keji je najblizEi broju &. To su brojevi 24 | 555, Stavimo b = 2r + 1. Tada je

bl o

(5)+(37)=(30)+ @) -

Ukupan broj poklapanja je

g (Iz) + (b_gl)] _grj =,,,==E:b_113=_

Prema tomse,
by L (-1 kbih—1) (b 1)*
k ( 5 ) S B ) = —-

odnosno & = &2l &o je 1 trebalo dokazati. O

6. Rekurzivoe relacije

Nas zadatak je odrediti neki niz cijelih brojeva (a, ) n € M. Jedan od efikasnih nadina da to uradimo
je da pronademo formulu koja svaki élan tog niza izrazi pomodéu jednog ili vigene prethodnih élanova niza.
Takva formula se naziva rekurzivia relacija za niz {a, ) n € M.

Primjer 11. {Brop podskupova dafog konacanog skupa). Koliko podskupova ima skup od n elemenafa?

Rjesenje: Kako nam za broj podskupova nije bitna priroda elemenata posmatranog skupa, pretposta-
vimo da brojimo podskupove skupa 5 = {1,2.. ... n}. Neka je A, skup svih podskupova skupa {1.2. .. .. n}.
I neka je a, = |A, |. Sve podskupove skupa {1. 2. .. .. n} moZemo podijeliti u dvije grupe s obzirom na to da
li sadrze broj n il ne. Neka je 7 skup svih podskupova skupa 5 koji e sadrze element n. a V' skup svih
podskupova koji sadrze broj n kao svoj element. Tada je 4, = U'0U V. Kako su skupovi U7 1 V' disjunktni. to
Je |An| = U]+ V]
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(a) Elementi skupa L7 sn svi podskupovi skupa {1.2..._.n — 1}. Stoga. takvih podskupova ima a,, ;.

i(b) Neka je A proizvoljan element skupa V. Tada je n € A i skup A" {n} je element skupa U7, Zbog toza
preslikavanje [ - A — A {n} je preslikavanje skupa V' u skup [7. Polazimo da je ovo preslikavanje bijekeija.
Neka su A i B elementi skupa Votakvi da je fd) = fif). tj. A% {n} = B {n}. Tada je

A=A\ {n}jui{n} = (B {n}} L {n} =
Dakle. preslikavanje f je injekeija.
Neka je O protzvoljan element skupa [ Tada n ¢ U7, pa je O LU {n} € V. Odavde slijedi

fICun}) = (Cuqn})\ {n} =

Dakle. C je slika nekoz elementa skupa V. Kako je C bio proizvoljan element skupa U to je preslikavanje f
sitjektivio. Dakle. preslikavanje f: 1V — U7 sicjektivie. Tada je V] = U] = an-1.
Dakle. za sve n > 1 vrijedi 2, = 20, 1. Odavde je

B = 2u_t = 2{Mp_2) =Py 2=Pap_a=...=2"1g

Kako je @y broj podaskapova skupa {1}, to jea) =2, jersu @81 {1} jedini podskupovi skapa {1}. Ronadno
a, =20

Primjer 12. Trnangulacia .imm'ei.srmg mnaguugl'u Je podiela tog mnogougla na trouglove pomacu nepresie-
cajucth dpagonala, §). dufi kope spajayu npegova nesusjedna Hemena. Za deye triangulacize nekog mnogougla
kazemo da su raziiéite ako bar jedna od nph sadrdi frougae kojey druge ne sadrdr. Odredimo brog razlecifch
friangulacia n—fougla.

Rjegenje: Trougao ima jedmu toangulaciju. Cetverougao ABC D ima dvije triangulacije. Prva triangulacija
se dobije pomodn dijagonale AC koja cetverougao dijeli na trouglove ABC | ACD. Druga triangulacija se
dobije povlafenjem dijagonale 80 koja dijell éetverougao na trouglove ABD § BC D,

Razmotraimo sada opéti slutaj. Neka je A;45.. A, n—tougao. Omacimo sa T, broj triangula-
cija n—tougla. Posmatrajmo trougao A, 4. A,. gdje e 1 < k& < n proizvoljan. Ovaj trougao dijeli
n—tougao na moogoughe 4, 4, A, 1 A A, ... A,. Prvi mnogougao ima & strana, a dragi mnogougao
ima n + 1 — k strana. Broj triangulacija k—tougla 4,4, ... 4, Je T,. a broj triangulacija mnogougla
A Ao AL Je T, - Neka je 8, skup svib triangulacija k—tougla, a 55 skap svih triangulacija mnogo-
ugla AeAesr ... A.. Posmatrajmo skup Py = 5 « 82« {4y AeAn ). Ovaj skup ima T, -Toj -0 - 1 elemenata.
Ako je (51 52, { A1 AeAn}) neki element skupa Fi. onda je 5) 052 0 { A1 A, ) jedna triangulacija datog
muogougla. Prema tome, triangulacija mnogougla odredenih dijagonalama Ay g i Ande e To - Togi—k- Da
bismo odredili sve triangulacije moramo pustiti da se k krece od 2 do n — 1, pa dobivene rezultate sabrati.
Tako imamo

=Nl a+hl 2+ Tl 2+.. .+ To 1o (1)

U ovo) formuli se javljaju broj Tz koji prema definiciji treba da predstavlja broj triangulacija 2—ugla. Kako
dvougao nije mnogougao, to nam broj Tz nije definisan. U sumi se T3 javlja dva puta, jednom za k =2 i
drugi put za k = n— L. U prvom sluéaju se moougougao dijeli na trougao 41 4s 4. 1n - l-ugao dady . A,
U ovoan sluéaju broj triangulaclja odgovara broju triangulacija mnogougla -4 ... A, t). jednak je T.._1.
Na istl nafin se pokaze da je 1 u drugom sluéaju broj triangulacija jednak brju trajangulacija (n — 1 -tougla
ArAs A, _y.ata) broj je T, _y. Prema tome mozemo definisati da je T2 = 1 pa formula (1) ima smisla i
izrazava rekurzivou relaciju za odredivanje broja triangulacija n—tougla.
Iz ove formule se nalazimo: Ty = 1.7, =215 =5.Ts = 4. O
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