
Zadaci sa rasporedima brojeva
verzija 2.0: 9.6.2016.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1. Dato je n ∈ N. Brojevi 1, 2, . . . , n su raspore�eni po krugu tako da zbir nikoja tri

susedna nije ve�i od S. Koliko najmaǌe mo�e biti S za n = 9?

2. Dat je prirodan broj n. Koliko najvixe disjunktnih parova elemenata skupa {1, 2,
. . . , n} mo�e da se odabere tako da su zbirovi u parovima razliqiti i ne ve�i od n?

3. Dat je prirodan broj n. Posmatrajmo sve trojke (a, b, c) razliqitih prirodnih bro-
jeva sa a+ b+ c = n. Na�i najve�i mogu�i broj takvih trojki koje se mogu izabrati
tako da nikoje dve nemaju zajedniqki element.

4. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da se brojevi
1, 2, . . . , 3n mogu rasporediti u poǉa tablice 3 × n tako da je u svakoj vrsti zbir
brojeva jednak i deǉiv sa 6, i u svakoj koloni je zbir brojeva jednak i deǉiv sa 6.

5. Na krugu je dato n taqaka oznaqenih brojevima 1, 2, . . . , n. Koliko ima lukova sa
krajevima u datim taqkama takvih da su sve taqke u unutraxǌosti luka (ako ih
ima) oznaqene brojevima maǌim od onih na krajevima?

6. Mogu li se brojevi od 1 do 25 rasporediti po krugu tako da zbir ma kojih pet
uzastopnih daje ostatak 1 ili 4 pri deǉeǌu sa 5?

7. Dokazati da se brojevi 1, 2, . . . , 2013 ne mogu rasporediti po krugu tako da za svaka
dva susedna broja x, y va�i 503 ≤ |x− y| ≤ 1005.

8. Dat je prirodan broj n. Za koju permutaciju a1, a2, . . . , an brojeva 1, 2, . . . , n je zbir
S = a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an + ana1 (a) najve�i; (b) najmaǌi?

9. Za koje n je mogu�e rasporediti n razliqitih brojeva u temenima pravilnog n-ugla
tako da, kad god su A,B i C razliqita temena za koja je AB = AC, broj u A je ili
ve�i od oba broja u B i C, ili maǌi od oba?

10. Oznaqimo N = 1000!. Mogu li se brojevi 1, 2, . . . , N rasporediti po krugu tako da se
u smeru kazaǉke na satu svaki broj dobija uve�avaǌem prethodnog za 17 ili 28 po
modulu N?

11. Za koje n je mogu�e rasporediti n razliqitih brojeva po krugu tako da je svaki broj
ve�i od narednih 100 (u smeru kazaǉke na satu) ili maǌi od narednih 100, ali da
se to svojstvo gubi brisaǌem bilo kog broja?

12. Mogu li se u poǉa tablice 2002×2002 upisati brojevi 1, 2, . . . , 20022 tako da, za svako
poǉe, u vrsti ili koloni koja sadr�i to poǉe postoje tri broja od kojih je jedan
proizvod druga dva?

13. U poǉa tablice 8× 8 upisani su brojevi 1, 2, . . . , 64 tako da u su svakoj vrsti (sleva
nadesno) i svakoj koloni (odozgo nadole) brojevi u rastu�em poretku. Dokazati da
zbir brojeva na sporednoj dijagonali nije maǌi od 204.

14. Brojevi 1, 2, . . . , n2 raspore�eni su po krugu (n ∈ N). U svakom koraku meǌaju mesta
neka dva susedna broja koji ranije nisu meǌali mesta. Ako je izvrxeno ne vixe od
n3/100 koraka, dokazati da mo�e da se izvrxi jox jedan.

15. Brojevi od 1 do n2 su proizvoǉno raspore�eni u poǉa tablice n × n (n ≥ 2). Za
svaki par brojeva u istoj vesti ili koloni izraqunat je koliqnik pri deǉeǌu ve�eg
i maǌeg. Karakteristika tablice je najmaǌi od ovih n2(n − 1) koliqnika. Koja je
najve�a mogu�a vrednost karakteristike?
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16. U poǉa tablice 10×10 upisani su brojevi 1, 2, . . . , 100 tako da zbir nikoja dva susedna
(sa zajedniqkom stranicom) nije ve�i od S. Koliko najmaǌe mo�e biti S?

17. Dat je prirodan broj n > 3, i n + 1 taqaka na krugu koje ga dele na lukove jednake
du�ine. Posmatrajmo sva mogu�a oznaqavaǌa ovih taqaka brojevima 0, 1, . . . , n, gde
se svaka oznaka koristi taqno jednom; dva takva oznaqavaǌa smatraju se istim ako
se jedno mo�e dobiti iz drugog rotiraǌem kruga. Oznaqavaǌe se naziva lepim ako,
za svake qetiri oznake a < b < c < d za koje je a + d = b + c, tetiva koja spaja taqke
oznaqene sa a i d ne seqe tetivu koja spaja taqke oznaqene sa b i c.

Neka je M broj lepih oznaqavaǌa, a N broj ure�enih parova (x, y) prirodnih brojeva
takvih da je x+ y 6 n i NZD(x, y) = 1. Dokazati da je M = N + 1.

Rexeǌa

1. Neka je a1, a2, . . . , an permutacija brojeva 1, 2, . . . , n i sk = ak + ak+1 + ak+2. Kako je
sk − sk+1 = ak − ak+3 ̸= 0, bar jedan me�u sk, sk+1 nije ve�i od S − 1. Tako�e, ne
mo�e da va�i sk = sk+2 = sk+4 = S i sk+1 = sk+3 = sk+5 = S − 1, jer bi tada bilo
ak = ak+6. Dakle, sk + sk+1 + · · · + sk+5 6 6S − 4. Sabiraǌem po svim k dobijamo
9n(n+ 1) = 18(a1 + · · ·+ an) 6 n(6S − 4), odakle je S > 3n+4

2 , tj. S > [ 3n+6
2 ].

Za n = 9 je minS = 16 i dosti�e se za raspored 1, 6, 7, 2, 5, 8, 3, 4, 9.

2. Neka jer x broj parova. Poxto su disjunktni, zbir S svih 2x elemenata u ǌima je
bar 1+2+ · · ·+2x = x(2x+1). S druge strane, S ≤ n+(n−1)+ · · ·+(n+1−x) = x(2n+1−x)

2
jer su zbirovi u ǌima razliqiti i ne ve�i od n. Sledi da je 2x(2x+1) ≤ x(2n+1−x),
tj. x ≤ 2n−1

5 .

Da�emo primer sa taqno [ 2n−1
5 ] parova. Za n = 5k+3 mo�e se odabrati 2n−1

5 = 2k+1
parova:

par 2k + 2 2k + 3 . . . 3k + 1 3k + 2 3k + 3 . . . 4k + 1 4k + 2
2k 2k − 2 . . . 2 2k + 1 2k − 1 . . . 3 1

zbir 4k + 2 4k + 1 . . . 3k + 3 5k + 3 5k + 2 . . . 4k + 4 4k + 3

Ista konstrukcija radi i za n ∈ {5k+4, 5k+5}. Primer 2n−1
5 = 2k parova za n = 5k+1

mo�e se dobiti brisaǌem para (3k + 2, 2k + 1) i umaǌivaǌem prvog elementa svakog
preostalog para za 1. Ista konstrukcija radi za n = 5k + 2.

3. Neka trojke (ai, bi, ci), i = 1, 2, . . . , k zadovoǉavaju uslove zadatka. Zbir svih elemenata
ai, bi i ci jednak je kn; s druge strane, on nije maǌi od 1+2+ · · ·+3k = 3k(3k+1)

2 , odakle
je 3(3k + 1) 6 2n, tj. k 6 2n−3

9 .

Odgovor je upravo kmax = [ 2n−3
9 ], xto pokazuju slede�i primeri:

n > 9m− 3 ⇒ k > 2m− 1 : (i, 4m− 2i, n− 4m+ i)mi=1 ∪
(m+ i, 4m− 2i− 1, n+ 1− 5m+ i)m−1

i=1

n > 9m+ 2 ⇒ k > 2m : (i, 4m+ 1− 2i, n− 1− 4m+ i)mi=1 ∪
(m+ i, 4m+ 2− 2i, n− 2− 5m+ i)mi=1.

4. Za poqetak, po uslovu zadatka 1+2+···+3n
3 = n(3n+1)

2 i 1+2+···+3n
n = 3(3n+1)

2 su deǉivi sa
6, odakle sledi n ≡ 9 (mod 12).

Za n = 3m (m ∈ N) prona�i �emo raspored brojeva 1, . . . , 3n u pravougaonik 3×n tako
da sve vrste imaju isti zbir i sve kolone imaju isti zbir. Samim tim, za 2 | m ovaj
raspored �e zadovoǉiti i uslov deǉivosti sa 6.

Za m = 1 �eǉeni raspored je magiqni kvadrat 3×3. Neka za neko m > 1 imamo �eǉeni
raspored sa vrstama V m

1 , V m
2 , V m

3 . Tada za m+ 1 konstruixemo raspored sa vrstama
V m+1
1 , V m+1

2 , V m+1
3 , gde je V m+1

i = (V m
i + (i− 1)3m+1, V m

i + i3m+1, V m
i + (i+ 1)3m+1), pri

qemu se sabira po modulu 3m+2.
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5. Dokaza�emo indukcijom da takvih lukova ima taqno 2n−2. Za n = 3 tvr�eǌe je taqno;
pretpostavimo da ono va�i za n i doka�imo ga za n+1. Po induktivnoj pretpostavci,
broj posmatranih lukova oznaqenih taqkama 2, 3, . . . , n+1 je taqno 2n− 2. Osim ǌih,
postoje jox samo dva luka sa jednim krajem oznaqenim brojem 1 (i na ǌima nema
drugih taqaka), qime je tvr�eǌe dokazano.

6. Ne mogu. Pretpostavimo suprotno, da je a1, a2, . . . , a25 �eǉeni raspored. Podelimo
brojeve na 5 grupa od po 5 za redom. U svakoj grupi zbir je ±1 po modulu 5, ali zbir
svih 25 brojeva je deǉiv sa 5. Sledi da svih 5 grupa daju isti ostatak (1 ili −1) pri
deǉeǌu sa 5, tj. Si ≡ Sj (mod 5) za i ≡ j (mod 5), gde je Si = ai+ai+1+ai+2+ai+3+ai+4

(indeksi su po modulu 25).

Za svako i imamo dve mogu�nosti: (1◦) Si+1 ≡ Si ili (2◦) Si+1 ≡ −Si (mod 5). U
sluqaju (1◦) imamo ai ≡ ai+5 ≡ ai+10 ≡ ai+15 ≡ ai+20 (mod 5), dok u (2◦) va�i ai+5−ai ≡
±2 (mod 5), pa ai, ai+5, ai+10, ai+15, ai+20 qine potpun sistem ostataka po modulu 5.

Kako me�u brojevima 1, 2, . . . , 25 nema xest brojeva sa istim ostatkom pri deǉeǌu sa
5, nemogu�e je da se u istom rasporedu brojeva pojave oba sluqaja. S druge strane,
nije mogu�e ni da za svako i va�i sluqaj (2◦), jer je u suprotnom S1 ≡ −S2 ≡ S3 ≡
· · · ≡ −S6 ≡ −S1 (mod 5). Prema tome, za svako i va�i (1◦), tj. ai+5 ≡ ai (mod 5). Ali
tada se me�u brojevima a1, a2, . . . , a5 pojavǉuju svi ostaci po modulu 5, a ǌihov zbir
je deǉiv sa 5, xto je konradikcija.

7. Pretpostavimo da je mogu�e. Podelimo brojeve na dva skupa: A = {504, 505, . . . , 1510}
i B = {1, 2, . . . , 503, 1511, 1512, . . . , 2013}. Dva elementa skupa B ne mogu biti susedna.
Osim toga, brojevi 504 i 1510, koji le�e u A, nisu susedni i imaju bar po jednog
suseda iz A. Sledi da je 1007 = |A| ≥ |B|+ 2 = 1008, kontradikcija.

8. Oznaqimo brojeve sa a1, a2, . . . , an u smeru kazaǉke na satu. Posmatrajmo neki delilac
d | n, d < n. Neka je bez smaǌeǌa opxtosti a1 > a1+d. Tada je po uslovu zadatka
a1+d < a1+2d > a1+3d < · · · (indeksi su po modulu n), tj. a1+kd > a1+(k+1)d za parno k i
a1+kd < a1+(k+1)d za neparno k. Tako za k = n

d zakǉuqujemo da n
d mora biti parno. To

va�i za sve d, tj. svi delioci broja n ve�i od 1 su parni, xto znaqi da je n stepen
dvojke.

Poka�imo da je za n = 2k mogu�e rasporediti brojeve 1, 2, . . . , n na tra�eni naqin. Za
k ≤ 1 to je oqigledno. Neka je k > 1: po induktivnoj pretpostavci postoji raspored
a1, a2, . . . , an/2 brojeva 1, 2, . . . , n

2 (u smeru kazaǉke na satu) sa tra�enim svojstvom.
Lako se proverava da tada raspored a1, a1 + n

2 , a2, a2 + n
2 , . . . , an/2, an/2 + n

2 brojeva
1, 2, . . . , n ima tra�eno svojstvo.

9. Pretpostavimo da takav raspored postoji. Ako se sledbenik broja k dobija operaci-
jom +28 (tj. dodavaǌem 28), onda se i sledbenik broja k+11 dobija operacijom +28;
analogno, isto va�i i za brojeve k + 22, k + 33, . . . , tj. za sve brojeve kongruentne
broju k po modulu 11.

Me�u 12 brojeva za redom na krugu postoje dva sa istim ostatkom pri deǉeǌu sa
11. Po prethodnom, to isto va�i i za brojeve koji im slede itd. Prema tome, niz
operacija je periodiqan s nekim periodom s ne ve�im od 11. Tako se svaki broj,
primenom s operacija, uve�ava za fiksan broj M , 11s ≤ M ≤ 28s ≤ 1000. Kako M | N ,
poqevxi od nekog broja, nakon sN/M operacija bismo opet dobili polazni broj,
kontradikcija.

10. Zovemo broj malim ako je maǌi od narednih 100, i velikim u suprotnom. Pret-
postavimo da su brojevi raspore�eni na tra�eni naqin. Pre najmaǌeg broja stoji
bar 100 velikih brojeva (u opadaju�em poretku): neka je prvi od ǌih x, a odmah pre
ǌega mali broj y. Pokuxajmo da izbrixemo y. Svojstvo iz zadatka se na ovaj naqin
gubi zbog nekog broja z pre y: tada mora biti z > y, pa je z veliki (naime, ako je z
maǌi od y, brisaǌem y on bi ostao mali). Tako�e z < x, jer bi u suprotnom z ostao
veliki nakon brisaǌa y. Sledi da se izme�u z i x nalazi taqno 100 malih brojeva,
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maǌih od oba. Analogno, pre ǌih se nalazi 100 velikih brojeva, zavrxno sa z, itd.
Ovako se svi brojevi na krugu dele na grupe od po 100 malih i velikih naizmeniqno,
pa je n deǉivo sa 200.

Sada �emo dati primer tra�enog rasporeda brojeva 0, 1, . . . , 200k − 1. Brojevi od 0
do 100k− 1 bi�e mali, a ostali veliki. Prvo postavimo male brojeve deǉive sa k u
rastu�em poretku (u smeru kazaǉke na satu); potom velike deǉive sa k u opadaju�em
poretku, pa male kongruentne sa 1 po modulu k u rastu�em, pa velike kongruentne sa
1 u opadaju�em, itd.

11. Ne. U bar jednoj vrsti i bar jednoj koloni nema brojeva maǌih od 2002, pa je u ǌima
proizvod svaka dva broja ve�i od 20022.

12. Za svako poǉe na sporednoj dijagonali definiximo ǌegovu kuku kao skup poǉa di-
rektno iznad ili direktno levo od ǌega, ukǉuquju�i i ǌega samog. Svaka kuka
sadr�i taqno 8 poǉa i svake dve kuke imaju taqno jedno zajedniqko poǉe. Neka su
a1 < a2 < · · · < a8 brojevi na sporednoj dijagonali (ne obavezno tim redom).

Za k = 1, . . . , 8, broj ak nije maǌi od brojeva na kukama brojeva a1, a2, . . . , ak. Tih
brojeva ima ukupno 8k, ali preseci dveju kuka su brojani dvaput, a ǌih ima taqno(
k
2

)
. Zato je ak ≥ 8k −

(
k
2

)
. Sada je a1 + a2 + · · ·+ a8 ≥

∑8
k=1 8k −

(
k
2

)
= 8+ 15 + 21 + 26 +

30 + 33 + 35 + 36 = 204.

13. Pretpostavimo da je konaqna pozicija bax 1, 2, . . . , n2 i sprovedimo korake obrnutim
redosledom poqev od ǌe. Kada do�emo do “polazne” pozicije, brojevi i i i + 1 su
meǌali mesta taqno jednom za svako i = 1, . . . , n2 (n2 + 1 = 1).

Kad god dva broja a i b meǌaju mesta, podvu�i �emo oba. Treba pokazati da je bilo
bar n3/50 podvlaqeǌa. Pretpostavimo suprotno. Tada je me�u nekih n uzastopnih
brojeva, recimo 1, 2, . . . , n, bilo ne vixe od n2/50 podvlaqeǌa. Kako se svaki od
brojeva 1, 2, . . . , n mogao pomeriti za najvixe n2/50 mesta (maǌe od qetvrtine kruga),
a brojevi i i i + 1 (i = 1, . . . , n − 1) su meǌali mesta taqno jednom, u “polaznoj”
poziciji je broj i + 1 pre broja i; xta vixe, za i < j, u “polaznoj” poziciji je j
pre i. Ali poxto je u “konaqnoj” poziciji i pre j, usput su oni morali da promene
mesta. Dakle, svaka dva broja me�u 1, 2, . . . , n su meǌala mesta, xto daje bar n2 − n
podvlaqeǌa, kontradikcija.

14. Oznaqimo sa C(A) karakteristiku tablice A. Bar dva od brojeva {n2 − n, n2 − n +
1, . . . , n2} su u istoj vrsti i bar dva su u istoj koloni, pa bar jedan od ta dva para

nije par (n2 − n, n2). Zato je C(A) ≤ max
{

n2

n2−n+1 ,
n2−1
n2−n

}
= n2−1

n2−n = n+1
n .

S druge strane, popunimo tablicu tako da je aij ≡ i+ n(j − i) (mod n2).
U ovom rasporedu svaka dva broja u istoj vrsti ili koloni se razlikuju za bar n−1,
i pritom su n2 i n2−n+1 u razliqitim vrstama i kolonama, pa je C(A) ≥ n2−1

n2−n = n+1
n .

Prema tome, odgovor je n+1
n .

15. Na slede�i naqin mo�emo da konstruixemo primer sa S = 106: Obojmo poǉa crno i
belo poput xahovske table, redom upiximo brojeve 1, 2, . . . , 50 na bela poǉa, a onda
redom 100, 99, . . . , 51 na crna.

Pretpostavimo da postoji raspored za koji je S ≤ 105. Podelimo tablicu na pet
horizontalnih pravougaonika 2×10, odnosno na pet vertikalnih pravougaonika 10×2
- nazva�emo ove pravougaonike horizontalnim i vertikalnim pojasima. Upisujmo
brojeve 100, 99, 98, . . . redom sve do momenta kada u svakom vertikalnom pojasu, ili u
svakom horizontalnom, postoji bar jedan broj. Neka je posledǌi upisani broj n.

Pretpostavimo da je n < 68. Kako bar jedan horizontalan i jedan vertikalan pojas ne
sadr�e nijedan od brojeva 68, . . . , 100, svi ovi brojevi su u delu tablice od najvixe
64 poǉa koji se mo�e podeliti na domine, pa su bar dva od ǌih susedna, a zbir
im je ve�i od 105, xto je nemogu�e. Zato je n ≥ 68 i nikoja dva me�u brojevima
n, n+ 1, . . . , 100 nisu susedni.
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Daǉe, ako neki npr. vertikalni pojas sadr�i 10 brojeva, onda svaki horizontalni
pojas ve� sadr�i bar dva broja, suprotno izboru broja n. Sledi da svaki pojas
sadr�i najvixe 9 brojeva. Primetimo sada da ako neki pojas sadr�i k ≤ 9 nesusednih
brojeva, onda ovi brojevi imaju bar k + 1 praznih susednih poǉa u istom pojasu.
Zato ukupan broj praznih poǉa susednih nekom od brojeva n, n+ 1, . . . , 100 nije maǌi
od (101− n) + 5 = 106− n. U jedno od tih poǉa je upisan broj ne maǌi od 106− n, a u
susednom poǉu broj ne maǌi od n, kontradikcija.

16. (a) Neka je a1, a2, . . . , an tra�ena permutacija, i pritom an+i = ai. Pretpostavimo
da je ai > aj za neko i, j. Zamenom segmenta ai−1, ai, ai+1, . . . , aj−1, aj , aj+1 segmentom
ai−1, aj , aj−1, . . . , ai+1, ai, aj+1 zbir S se uve�ava za ai−1aj + aiaj+1 − ai−1ai − ajaj+1 =
(aj−ai)(ai−1−aj+1), pa ovo ne sme biti pozitivno. Dakle, iz ai > aj sledi ai−1 > aj+1.

Neka je a1 = 1 i an < a2 (ostali rasporedi �e se dobiti rotacijom i simetrijom
ovog). Tada je ai > a1 za i = 2, . . . , n, pa je po prethodnom ai−1 > a2, odakle dobijamo
a2 = 3; sliqno je an = 2. Nastavǉaju�i ovaj postupak nalazimo ceo raspored: to je
1, 3, 5, 7, . . . , 6, 4, 2.

(b) Ovaj deo zadatka se radi sliqno, a tra�eni raspored je 1, n − 1, 3, n − 3, 5, n −
5, . . . , n− 4, 4, n− 2, 2, n.

17. Neka su a i b razliqiti brojevi iz {0, 1, . . . , n}. Nazovimo (a, b)-rasporedom lep ras-
pored u kome su a i b redom desni i levi sused broja 0. Dokaza�emo da (a, b)-raspored
postoji ako i samo ako je nzd(a, b) = 1 i a+ b > n; xta vixe, ako postoji, on je jedin-
stven.

Ako je a+ b ≤ n, tetive [0, a+ b] i [a, b] se seku, pa tada (a, b)-raspored ne postoji.

Neka je sada a + b > n. Pretpostavimo da je R jedan (a, b)-raspored. Za dato c ∈
{1, 2, . . . , n} definiximo z0 = c i, za k ≥ 0,

zk+1 =

 zk + a ako je zk ≤ n− a;
zk − b ako je zk > n− a i zk ≥ b;
zk + a− b inaqe.

Ovaj niz je dobro definisan. Primetimo da za svako k ≥ 1 va�i bar jedna od
jednakosti zk+1 + 0 = zk + a, zk+1 + b = zk + 0 ili zk+1 + b = zk + a. U svakom sluqaju,
brojevi 0, zk i zk+1 u R le�e tim redom u smeru kazaǉke na satu. To znaqi da ako su
brojevi z1, z2, . . . , zm razliqiti od nule, oni se pojavǉuju u R tim redom nakon nule
(ne obavezno kao uzastopni).

(i) Ako je nzd(a, b) > 1, uzmimo c = 1. Tada se u nizu (zk) nikad ne pojavǉuje nula,
xto je nemogu�e.

(ii) Neka je nzd(a, b) = 1. Stavimo c = 0. Kako je zk+1 ≡ zk + a (mod a + b) ako je
zk + a ≤ n, dok je u suprotnom zk+1 ≡ zk +2a (mod a+ b), niz (zk)k≥1 se poklapa sa
nizom koji se dobije kada se iz niza ostataka a, 2a, 3a, . . . po modulu a+ b izbace
qlanovi ve�i od n. Prema tome, z1, z2, . . . , zn je permutacija skupa {1, 2, . . . , n},
pa je raspored R jednoznaqno odre�en.

Kako parova (a, b) sa nzd(a, b) = 1 i a+ b > n ima taqno N + 1 (doka�ite to!), ovim je
dokaz zavrxen.

Beograd, 2013-2014.
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