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Lywarn Byxuh

1. KBagparua tabaura 3 X 3 je monymena OpojeBuma 0,1,...,8 Ha yoOuuajen Haumu. Y
CBAKOM KODakKy MOKEMO na onabepeMo IBa CyCelHa OJba M OpOjeBe y HUMa yMAmUMO
3a BPEOHOCT Mamer, He Memajyhwu ocrase. Jla gu ce OBAKBMM M3MEHAMa MOKE HOOUTH
TabanIa MOMyHheHa Hyaama?

Pewewe. He moske. O6ojMmo nosba tabauile npHo u 6e0, IOmyT maxoBcke Tabise. Pa3znuka
30upa Ha UpHUM U 30upa Ha OeauM MOJFUMa CE€ OBAKBUM KOPAIUMA HE MEHha, a Yy IMOYETKY
oHa je 4.

2. Ha xBanparuoj tabau 10 x 10, meBer mossa je obpacio y ropoB. CBakor maHa KOPOB
HaIlaIHE HEKO MOJhbe KOje IesM CTPaHUIly ca Gap aBa moJsba obpacaa y kKopoB. Moske nu ce
Yy KOHAYHOM BPEMEHY IOTOIUTH Ja KOPOB 3ay3Me CBa moJjba Tabiae?

Pewewe. Yrynan obum nesa tabie mon KOPOBOM HE MOKE Oa mopacrte. Y MOYETKY, OH je
HajBume 36, a obum nene tabmue je 40, ma je oArOBOP HEraTWBAH.

3. Y mouerky cy Ha Ttabau mcnucanu 6pojesu 1,2,...,2010. Y jemHoM KOpaky je m0O3BOJBEHO
3aMEHUTH HeKa nBa 6poja a u b 6pojeM ab+a+0b. Ila nmu je moryhe ma oBaj HauwH KOOMUTH
6poj (a) 22011 —1; (B) 220117

Peweme. Tlpomsson 6pojea na tabmu ysehammx 3a 1 ce me mema jep je (a+1)(b+1) =
(ab+ a + b) + 1, nakae on je romcramTHO jemmar 2011!. Axo mobujemo Gpoj 22011 — 1, To
spaun ga 220 menm 2011!, mTo mHuje Tauso. Axo mobujemo 22°M'. To smaum ma 22011 +1
nenu 20111, a To mHuje Tauno jep +(22°!! 4+ 1) mva cse npocre nexmone sehe ox 2011.

4. Jenmaxocrpamumunu Tpoyrao ABC ca AB = n momemeH je Ha n’ jeIMHUYHUX jeTHAKOC-
TPAHUYHUX TPOYILJIOBa. Y CBAKOM TE€MEHY HEKOI OJ MAJUX TPOYILJIOBa yIUCAH je IO jenaH
6poj, u To 1 y remenuma A, B,C u taukun D taxsoj ma je AD =+/3, a 0 y cBuUM ocraumM
TavykaMa. ¥ jeIHOM KOpakKy MO:KeMO ma OpojeBe ymmcaHe y CBUM TEMEHUMa HEKOr pomba
crpanune 1 (koju ce cacToju on ABa MaJja Tpoyria) mosehamo wmiam CMamUMO 3a UCTY
BPEIOHOCT. 3a KOje n ce MOke MOCTUNU Ja CBU ynucaHu OpojeBU MOCTaHy HyJe?

Pewewe. Ozmauumo ca u u v BekTope ny:kube 2 nysk crpanuna AB u AC. O6enexumo
cse tauke M 3a koje je AM = mu + nv 3a meke m,n € Z. Hera je S 36up cBux yun-
ncanux Opojesa, a S’ 36up GOpojeBa y obeneskeHuM Taukama. Cpaku poM6 MMa TadHO
jenHo obeseskxeHO Teme, ma ce BpemnoctT 45 — S He mMema.

3a mapHo n, moyeTHa Bpenuoct 45— S je 8, ma Huje Moryhe yuuHuTH CBe ynucane 6pojese
mysmama. C mpyre cTpame, 3a HemapHO n MoxkeMmo moctuhu mmis. To je jempocTaBHO 3a
n = 3; HeKa je n > 3 HemapHOo u Heka cy B’ u C' tauke ma crparunama AB u AC pemom ca
BB’ = CC’' =2. ¥ no mBa notesa moskeMmo cMamutu opojese y B,C 3ano 1, ay B',C’ ux
yBeharu 3a 1. OBako CBOOMMO 3amaTak HA AHAJOLAH 33 N — 2; IPOLYKABAMO WHIYKIjOM.

5. IlaTo je 2n paznuuuTux Tavaka y paBHU, MeDy KOjuMa n OUpBeHUX U N muaBux. Jlokazaru
Ia ce Moske moByhu n my»ku, CBaka ca MO jeJHUM IIPBEHUM W jeIHUM IIJIaBUM KpajeM, TaKko
Ia HUKOje NBE HEMA]y 3ajeTHUUYKUX TavaKa.

Pewewe. Kan ce npe mysxu AB u A’B’ ceky, 3amennmo ux ca AB' u A’B. 36up nyswuna
CBUX Iy:KM C€ CMamyje. 3aTO MOBYIUMO N AYyKA C&4 MUHMMAJHAM 30MpPOM Iy:KUHA.

6. Ha mamupy cy y mOYeTKy WMCOMCAHEM MOJIMHOME T,x°,...,z2F*Tl . ... Ako cy y jemsom

TpeHYTKy Ha Tabmau Hammcanum monwHoMU f(x) m g(x), DO3BOJLEHO je NONMMCATU W HEKA
ox momumaoMa af(x) +b (a,b € R, a > 0), f(x) + g(z) mmm f(g(z)). Ha mm je moryhe,
cny:xehu ce oBaxBuM IpaBuauMa, gobuty mommuoM x20!! — 20z + 117
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Pewewe. Huje. CBu monasum nonmuHoMmu cy Heomanajyhwm. Cse omepanuje 4uyBajy OBO
csojctso. Kako mommmom 20! — 20x + 11 Hmje meonamajyhm ma memom R (mamme, f(0) >
f(1)), mera nuje moryhe noburu.

Y moueTky je Ha TabJM UCIOUCAHO N jeauHUIA. Y jeTHOM KOPAaKy jeé M03BOJLEHO m3bpucaTtu
OpojeBe T u y ca Tabie, 1 YMECTO HBUX HATUCATU OPOj %. ITocne n — 1 kopaka mHa Tabau
he ocratu camo jeman 6poj. IlorazaTtu ma oBaj OpOj HUje MamU O %

Pewewe. 30up penunpoyHUx BPEIHOCTU CBUX OpojeBa Ha Tabiaum HE pacTe MPUIUKOM
CBAKOT KOpPaka, jep je %—i—% > ﬁy. Taj 36up je y moueTKy jemHak n, ma akO HA Kpajy
ocTtaHe caMo OpOj @, OH 3a/0BOJHABA % <n.

. Ha Ta6mu cy mamucanu 6pojesu 0,1,1/2. Y jemHoMm KOpaky HO3BOJLEHO j€ JOJATH j€IHOM

ol Tux OpojeBa pasiIuKy APYyra ABa IMOMHO:KEHY HEKUM paluoHaJHUM OpojeMm. Mory mm
ce OBaKBUM omepanujama moburtu 6pojesu 0,2, /27

Pewewe. Caru 6poj KOju ce mobUja OBUM OllepamnmjamMa MOMKe Ce IPEICTABUTU Y OOJIUKY
a+ b2 3a meke a,b € Q, u TO Ha jemuHCTBeH HauwH. [IPUAPYRIMO TAKBOM OPOjy Tauky
(a,b) y koopmunarHoj paBuu. Tako y CBAKOM TpeHyTKy OpojeBuMa HA Tabiu OOroBapajy
TpU Tauke y paBHU Koje onpebyjy meku Tpoyrao. HaBemena omepamuja momMepa jeiHO TeMe
TPOyIJia HapaJieHO HACIPAMHOj CTPAHUIM, IITO 3HAYN N4 Ce HeroBa MOBPIINHA HE Mema,
Te ocTaje jeaHaka % KOJIUKa je 6uina y moueTky (Tpoyrao ca temenuma (0,0), (1,0), (0,1)).

Mebytum, 6pojeBuma 0, 2, V2 oAroBapa TpPOyrao moBpmuHe 1, ma ce OHM HE MOTY TOOUTH.

. Y camu uma 20112 cujamuna mopebanux y TeMena kBazparHe pemeTke crpanume 2010. Y

moveTky je k cujasuia ynaJseHO. Y CBAKOM KOPaKy OMpaMoO je IMHUYHY KBAAPAT, U aKO CY
y BeMy TPHU CHjajule ylnaJbeHe, NaJMMO M YeTBPTY. 3a Koje HajMame k I0CToju modveTHaA
mo3uIuja Koja MOMYIITa Aa y KOHAYHOM BPEMEHY CBe cujaJuie Oyay ymajbeHe?

Pewewe. CBaku jeMHUYHU KBAJIPAT MOKE C€ MCKOPUCTUTHU y HAJBUIIE j€THOM KODAKY.
Kako jemumnumux kBamparta mua 20102, HajBUIIE TOMMKO CUjaJUIa ce MOKE YIIAJUTH.
Crnemn ma je k > 20112 — 20102 = 4021.

C mpyre crpaHe, akO Cy yhmaJ/be€HEe CBe CHjaJHIe Iy:K IBE CyCeAHe CTPaHNIE KBaapara,
mux uMma tavao 4021 u JaKo ce BUAM 1A Ce MOTY yIAJUTU CBE CUjaJIUIIE.

Ha Geckomaunoj maxoBckoj rabnu je nopebamo n? :xerona pacmopebenux y kBaapar nxn,

Ha CBAKOM HOJbY IO jenas sketon. VIrpa ce caemeha urpa. Y jemHom moresy ce jenaH sKeTOH
IPEMECT! Y XOPU30HTAJIHOM WJIX BEPTUKAJIHOM IPABILY, IPEKO ;KETOHA HA CYCEIHOM IOJbY,
Ha caenehe mosse, ako je omo cunobonuo. IIpeckodenu keToH ce yriama ca tabie. 3a
KOje n ce MOKe MOCTUNU [a Ha Tabiu OCTaHe TAYHO jelaH KETOH?!

Pewemwe. IlpernocraBumo na je moryhe 3aBpmuru urpy 3a n = 3m. Hymepumwumo BpcTe
¥ KoJOHEe penoM meauM Opojesuma. Hera je Sy (k € {0,1,2}) 6poj skerona ma momuma
(i,7) 3a koje je i +j =k (mod 3). IIpu cBakom more3y obphe ce mapuoct cBa Tpu 6poja
S0, 51,5, - mBa ce cmamyjy 3a 1, a rpehu nopacte 3a 1. ¥ mouerky cy Sy = S; = Sy = 3m?
UCTE MAapHOCTHU, a Ha KPajy HUCY, MITO je KOHTPAAWKIIN]a.

3a 3t n morylhie je ucnynutu umm. 3a n < 2 TO je mako npoBeputu. 3a n > 4, HU30M
moTresa ca ciauke 1 yRJIAmaMo IO TPU ;KETOHA y MpaBoyraoHuky 1 X 3, kopucrtehwm jorm
jenaH XeToH u jenHo ciobonHo mosbe. Taro MOKEMO CBeCTH UI'DY Ca n X N KBagpaTa Ha
(n —3) x (n — 3) kBagpar (cnuka 2).

|
|
|

ci. 1 ciI. 2
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Y cBakKOM TeMeHy HeTOyrJia je YIUCAH IO jeJaH 1eo Opoj, npu yeMmy je 36up cBux met Opo-
jeBa mosurmBaH. Cee mok MeDy ymucanum OpojeBuMa mMMa HETaTUBHUX, BPHIUMO ciexehy
omepanujy: onabepeMo Tpu y3acrtonHa Opoja z,y,z (y < 0) u 3amerumo ux GpojeBuma
x+vy,—y,z+y. orazaru na ce oBaj mpolec 3aBpiIaBa y KOHAYHO MHOI'O KODaka.

Pewewe. Ilpumermmo nma 36up S cBux mer OpojeBa ocraje kKoHCTaHTaH. llocMarpajmo
n3pas
2
F(a1,as,a3,a1,05) = > (ait1 —ai1)%,
i
upu veMy je a; 6poj ymucan y teme A; meroyraa Ay AsAsAsAs (a9 = as, ag = a1). Kako
je Flu,z +vy,—y,z +y,v) — F(u,z,y, z,v) = 2yS, Bpennoct F ce cMamyje IPUIUKOM CBAKe
omeparuje. [lomro ce mpupomam 6pPoj HE MOKEe HEOTPAHUUEHO CMAaKbUBATHA, TBp heme ciienu.

Ha merum menobpojuumM Taurama OpoOjeBHE TpaBe HaAJa3UW CE€ MO HEKOJUKO KaMeHumha.
ITo3Bo/meHO HAM je na M3BOAMMO jedHy ol ciemeha aBa Twia omepaiuje:

(1) Yrnama ce mo jenan KaMeH ca Tadaka n— 1 U n, U CTaB/ba jelaH Ha TAYKy n + 1;

(2) Yraamajy ce mBa KaMeHa Ca TadyKe 1 U CTABJbA [0 jeJaH Ha Tauke n — 2 u 1+ 1.

IlokasaTu ma mocie HEeKOr BpeMeHa Hehemo Bume MONu ga M3BPIMMO HUjEAHY ONEPaIujy,
Ka0 W Oa 3aBPIIHA IIO3WNOMja He 3aBUCHU O PeIoCciela IIOTe3a.

Pewewe. Hera ce y Tauku n Hanasu r, kamendumha. 3a ¢ = @ Baxku ¢° = ¢ + 1, makie
PP+ = ¢t m ¢ 24" = 2¢". Cnemm na ce 36up S =) x,¢" He Mema. Vsmeby
OCTaJIOT, Kam rof je x, > 0, Baskulie ¢" < S. To 3Haum ma ce, mOYEB OJ HEKOI TPEHYTKA,
uajselie n 3a koje je x, > 0 (o3Hauumo ra ca N) sume nehe memaru, nakne ocraje ry = 1.
Cnuuno, najsehe n < N 3a koje je x, > 0 ce He Mema IIOYEB OJX HEKOT TPEHYTKa, UTIH,
mpeMa TOME Urpa Ce MOPa 3aBPIIUTH.

Y 3aBpmuOj mosunuju je x, € {0,1} n x,zp11 =0 3a cBe n, u Y ,¢" = S. IloBomHO
je morazatu ma, ako je y  x;,¢" =S u x, € {0,1} u z;x;, , = 0, ouma je x;, = z, 3a
cse n. Ilpernocrasumo na je N = max{n | z, # z/,} u Hera je 6e3 CMamema OIMITOCTU
zy =1uazly =0 Umamo >, oy Tnd™ = > on Th¢™. C npyre crpane je Y.y Tho" <

N+1 . .
GN"L 4 N3 L pN=5 4 .. = f;2_1 =N <3, <N Tad", WTO je KOHTpAMKIHjA.

3a okpyruum crosom cexu 2010 rycapa koju pacuopebyjy snatHuke usmeby cebe. Y
IIOYETKY KalleTaH AP/KM CBe 3JIaTHUKE. Y CBAaKOM KODaKy, akO HEKM rycap mocenyje 6ap
IBa 3JaTHUKA, JelaH O TUX I'ycapa Oaje IO jedaH 3JaTHUK CBOjUM CYCEANMA.

(a) Hokazaru ma 3a n > 2010 rycapu nukan zHelie 3aBpmuTu pacnomneny.

(6) Horaszaru ma 3a n < 2010 onu Mopajy ma 3aBpIie, Ma KaKO PaIUiIu.

Pewewe. Cayuaj n > 2010 je rpuBujanan. Heka je n = 2010. IIpermocraBumo ma ce Moxke
OOUM [0 CUTYyaluje Yy KOjoj CBAKO MMa IO jelaH 3JaTHUK. Hyumepumwmmo rycape 6pojeBuma
1,...,2010. Y cBakOM MOMEHTY, HOJEJMMO CBAKOM 3JaTHUKY PeOHU OPOj rycapa Koju ra
nocenyje; Heka je C' 30up oBux OpojeBa o cBUM 3jaTHUIMMa. Bpoj C ce He Mema, Uiau ce
Mema 3a Tauno 2010. Mebyrum, y mouerry je C memuso ca 2010, a Ha Kpajy je jeaHako
14+2+---42010 = 1005 - 2011 mTo HUje memumBo ca 2010, 1 TO je KOHTPAIUKIIL]A.

[Mocmarpajmo cama cayuaj n < 2010. Ako rycap A maje cBoM cycemy B 31aTHUK zAp, U
y HEKOM KacCHUjeM MOMeHTYy B naje mo 3/IaTHUK CBOjUM CycCeIuMa, MOMKEMO & CMaTpaMo
6e3 cMamema ONINTOCTUA na rycapy A maje ympaso 3maTHuK zap. OBakKO MOMXKeEMO na
IPETIOCTABUMO & CBAK! 3JIaTHUK caMo nupkynuie n3Mehy nBa ¢urcHa cycegHa rycapa.
Kako uma mame 31aTHUKA HEro mapoBa CYCEOHUX Iycapa, IOCTOje CyCeTHU I'yCcapy KOju
uukan Hehe pasmenutn 3maraumke. To 3Haum ma mocroju rycap G KOju naje 3iaTHUKE
caMO KOHAUYHO MHOrO myTa. AKO HEroB Cycen faje 3JaTHUKe OEeCKOHAUYHO MHOro myta, G
he rommmaru 3maTHUKE 10 GeckoOHAYHOCTH, mTO je Hemoryhe. Caenu na cBaku rycap urpa
CaMO KOHAYHO MHOTO IIyTa, U PACIOesa je TOTOBa Y KOHAYHOM BPEMEHY.
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Ha mpaBoyraonoj Tabau m X n ce urpa cienehia urpa ca ;KeTOHMMAa 4duja je jeqHa CTpaHa
Oena, a npyra npaa. Ha cBakoM O mn mojsa Ce y IMOYETKY HAJA3UW IO jeJaH 'KETOH, U
TO OKpPEHyT Ha Oely CTpaHy, OCHUM KE€TOHA Yy jeIHOM yIJIy KOjU je OKPEHYT Ha IpHY.
jeoHOM TIOTe3Y je MO3BOJHEHO Y3€THU IO jeNaH >KeTOH OKPEHYT Ha I[PHY CTPaHy, U IPU TOM
ce CBU HEMY CYCEIOHM ;KeTOHU OKpehy. 3a Koje m um n MOKEeMO na YKJIOHUMO CBE 3KETOHE
c Tabune?

Pewewe. Hera je A O6poj skeToHA OKpeHyTUX Ha Oesy crpany, a B 6poj mapoBa ;keToHa
CyCeQHUX MO CTPAHUNIU. Y KIAamameM IPHOT keToHa ca k Oenux m | upHUX cycema, A ce
cmamyje 3a k — 1, a B 3a k4, mro 3nauu na A 4+ B He Mema mapHOCT. Y IOYETKY je
A+ B =3mn—m—n—1. Ako ycumeMo na yKJIOHHMO CBE KETOHE, Ha Kpajy he BakuTu
A+ B =0, upema Ttome 2 | 3mn —m —n — 1, mro 3Haun ma Gap jemam on m,n mMopa na
Oyme HemapaH.

C mpyre crpase, ako je HIP. M HENAPHO, MOYKEMO MOCTUNU nuib. Kao Ha CIUIU, MOKEMO

: . m+1 : : 1
nohu mo HO3I/iHI/I‘]e (1) y m moresa; y ™i= moresa cBomumo je Ha mosunujy (13), ma y
caenehnx mT_ noresa Ha nosunujy (2). HacraBmamo mOK He MCHPA3HUMO CBe KOJIOHE.
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Ha peamsnoj npasoj je pacmopeberno n 6ysa. Heka je A peasanm 6poj. Y jemnom moresy
MOkeMO na omabepemo ape 6yBe y Taukama A u B, rme je A neBo on B, u nyctumo OyBy
u3 tTauke A nma ckouu npeko B y Ttaurky C TakBy na je BC = MAB. 3a koje A je moryhe, 3a
cBaky Tauky M Ha mpaBOj, KOHAYHUM HU30M IIOTE€3a CMECTUTU CBe OyBe NEeCHO O Tauke
M?
1

Pewewe. IlpermocraBuMo na je A > —5. Y cBakoM more3y onabepuMmo Kpajimy JeBy
OyBY 1 IyCTHMO je Ia Ipeckoun Kpajimy necHy. Osmauymmo ca d u § HajBehe m HajMmame
pacrojame uzmeby mse Oyse y mekom momenty. Ouuraensuo je d > (n—1)d. Kana xpajma
JeBa OyBa NpPECKOUYM Kpajiy [OecHy, HajMame pacrojame mHelie Gutu mame oxm 6, jep je
Ad > §. Ilputom ce kpajma mecHa OyBa IOMepuUJa yIecHO 3a Oap J, ma mpema ToMe y
KOHAUYHOM OpOjy moTe3a MOKe na ce IPeMeCTH AecHO ox M, HAaKOH yera TO MOTY W OCTAJe
OyBe.

Heka je cama A < ﬁ [Ipunpysrmo cBakoj OyBU BeHy KOODAMHATY Ha NPABOj WM 03-
HAUMMO ca S 30Up CBUX KOOpAMHATA Y k-TOM KOpPaky, a ca wj KOOPAWHATY Kpame IecHe
6yse. Basxn s, < nwg. Hera y (k + 1)-Tom more3y Gysa y Tauku A mpeckaue Ipexo Gyse
y By Tauky C, u Heka cy a, b, c penom roopauaare A, B,C. 360r S$i41 — Sk = ¢ — a UMaMO
Ab—a) =c—b = sgyr1 — Sk +a — b, omaraue je spr1 — s, = (L + N)(b—a) = %(cfb).
Cunemnnt Sp41 — Sk > %(wkﬂ — wyg), Tj. u3pas Zp = %wk — s He pacre. To 3maum na
je Zg > %wk — s > (% — n)wg, Ta je wy OrPAHUYEHO ONO3rO0 jep je % > n, Darjiae

"emoryhe je oreparu OyBy IPOM3BOJLHO HAJEKO.

Y snuuujum je mopebamo n :KeTOHA, CBAKM Ca jeTHOM I[PHOM U jeTHOM OeJOM CTpaHoM. ¥
MIOYETKY je cBuMa Oeja cTpaHa rope. Y CBAKOM KOPaKy, ako je Moryhe, yKIamaMo IO
jeman KeToH ca 0eJoM CTpaHOM TOpe, aju He jeflaH OA KPalmhuX; MPU TOM MABA KETOHA
KOju cy My HajOnwku Ha obe crpane (1eBo u necuo) oxkpehemo. Ilokaszaru na MokeMO 1a
IIOCTUTHEMO na HAM OCTaHy CaMO IBa >KeTOHA aKO U CaMO akKo n — 1 Huje mesbuBO ca 3.

Pewewe. 3a moderak, IPUMETUMO [a C€ MAPHOCT Opoja IPHUX KETOHA HE Memha, Te OH
ocrTaje mapaH.

Cpaxom Gesom sxetory hemo mpuapyxutu 6poj (—1)F ako ce meBo on mera HaJa3m TAYHO
k upHux :keroHa. 30up S CBUX NPUIPYKEHUX OpojeBa MO MOAYJIYy 3 ce He Mema. Y



roHAYHOj nmo3umuju S je 0 ako cy ocraja aBa HPHA KETOHA, & 2 aKO Cy ocTaja aBa beJa.
Y nouetky je S =n, ma je 3ato Hemoryhe ma Gyge n =1 (mod 3).

C mpyre crpaHe, urpa ca n KeTOHa Ce CBOAM Ha CIydaj n — 3 sKeTOHA YKJIAMAHEM IPYror,
ugerBpTor u tpelhier sxerona, Tum penom. Kako cy cayuajesu n € {2,3} rpusujannu, caenu
& ce Urpa MOsKe 3aBpIIATU 3a cBako n # 1 (mod 3).
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