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Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1. Kvadratna tablica 3 × 3 je popuǌena brojevima 0, 1, . . . , 8 na uobiqajen naqin. U

svakom koraku mo�emo da odaberemo dva susedna poǉa i brojeve u ǌima umaǌimo
za vrednost maǌeg, ne meǌaju�i ostale. Da li se ovakvim izmenama mo�e dobiti
tablica popuǌena nulama?

Rexeǌe. Ne mo�e. Obojmo poǉa tablice crno i belo, poput xahovske table. Razlika
zbira na crnim i zbira na belim poǉima se ovakvim koracima ne meǌa, a u poqetku
ona je 4.

2. Na kvadratnoj tabli 10 × 10, devet poǉa je obraslo u korov. Svakog dana korov
napadne neko poǉe koje deli stranicu sa bar dva poǉa obrasla u korov. Mo�e li se
u konaqnom vremenu dogoditi da korov zauzme sva poǉa table?

Rexeǌe. Ukupan obim dela table pod korovom ne mo�e da poraste. U poqetku, on je
najvixe 36, a obim cele table je 40, pa je odgovor negativan.

3. U poqetku su na tabli ispisani brojevi 1, 2, . . . , 2010. U jednom koraku je dozvoǉeno
zameniti neka dva broja a i b brojem ab+a+ b. Da li je mogu�e na ovaj naqin dobiti
broj (a) 22011 − 1; (b) 22011?

Rexeǌe. Proizvod brojeva na tabli uve�anih za 1 se ne meǌa jer je (a + 1)(b + 1) =
(ab + a + b) + 1, dakle on je konstantno jednak 2011!. Ako dobijemo broj 22011 − 1, to
znaqi da 22011 deli 2011!, xto nije taqno. Ako dobijemo 22011, to znaqi da 22011 + 1
deli 2011!, a to nije taqno jer 1

3 (2
2011 + 1) ima sve proste delioce ve�e od 2011.

4. Jednakostraniqni trougao ABC sa AB = n podeǉen je na n2 jediniqnih jednakos-
traniqnih trouglova. U svakom temenu nekog od malih trouglova upisan je po jedan
broj, i to 1 u temenima A,B,C i taqki D takvoj da je AD =

√
3, a 0 u svim ostalim

taqkama. U jednom koraku mo�emo da brojeve upisane u svim temenima nekog romba
stranice 1 (koji se sastoji od dva mala trougla) pove�amo ili smaǌimo za istu
vrednost. Za koje n se mo�e posti�i da svi upisani brojevi postanu nule?

Rexeǌe. Oznaqimo sa u i v vektore du�ine 2 du� stranica AB i AC. Obele�imo
sve taqke M za koje je

−−→
AM = mu + nv za neke m,n ∈ Z. Neka je S zbir svih up-

isanih brojeva, a S′ zbir brojeva u obele�enim taqkama. Svaki romb ima taqno
jedno obele�eno teme, pa se vrednost 4S′ − S ne meǌa.

Za parno n, poqetna vrednost 4S′−S je 8, pa nije mogu�e uqiniti sve upisane brojeve
nulama. S druge strane, za neparno n mo�emo posti�i ciǉ. To je jednostavno za
n = 3; neka je n > 3 neparno i neka su B′ i C ′ taqke na stranicama AB i AC redom sa
BB′ = CC ′ = 2. U po dva poteza mo�emo smaǌiti brojeve u B,C za po 1, a u B′, C ′ ih
uve�ati za 1. Ovako svodimo zadatak na analogan za n− 2; produ�avamo indukcijom.

5. Dato je 2n razliqitih taqaka u ravni, me�u kojima n crvenih i n plavih. Dokazati
da se mo�e povu�i n du�i, svaka sa po jednim crvenim i jednim plavim krajem, tako
da nikoje dve nemaju zajedniqkih taqaka.

Rexeǌe. Kad se dve du�i AB i A′B′ seku, zamenimo ih sa AB′ i A′B. Zbir du�ina
svih du�i se smaǌuje. Zato povucimo n du�i sa minimalnim zbirom du�ina.

6. Na papiru su u poqetku ispisani polinomi x, x3, . . . , x2k+1, . . . . Ako su u jednom
trenutku na tabli napisani polinomi f(x) i g(x), dozvoǉeno je dopisati i neki
od polinoma af(x) + b (a, b ∈ R, a ≥ 0), f(x) + g(x) ili f(g(x)). Da li je mogu�e,
slu�e�i se ovakvim pravilima, dobiti polinom x2011 − 20x+ 11?
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Rexeǌe. Nije. Svi polazni polinomi su neopadaju�i. Sve operacije quvaju ovo
svojstvo. Kako polinom x2011 − 20x + 11 nije neopadaju�i na celom R (naime, f(0) >
f(1)), ǌega nije mogu�e dobiti.

7. U poqetku je na tabli ispisano n jedinica. U jednom koraku je dozvoǉeno izbrisati
brojeve x i y sa table, i umesto ǌih napisati broj x+y

4 . Posle n−1 koraka na tabli
�e ostati samo jedan broj. Dokazati da ovaj broj nije maǌi od 1

n .

Rexeǌe. Zbir reciproqnih vrednosti svih brojeva na tabli ne raste prilikom
svakog koraka, jer je 1

x + 1
y ≥ 4

x+y . Taj zbir je u poqetku jednak n, pa ako na kraju
ostane samo broj a, on zadovoǉava 1

a ≤ n.

8. Na tabli su napisani brojevi 0, 1,
√
2. U jednom koraku dozvoǉeno je dodati jednom

od tih brojeva razliku druga dva pomno�enu nekim racionalnim brojem. Mogu li
se ovakvim operacijama dobiti brojevi 0, 2,

√
2?

Rexeǌe. Svaki broj koji se dobija ovim operacijama mo�e se predstaviti u obliku
a + b

√
2 za neke a, b ∈ Q, i to na jedinstven naqin. Pridru�imo takvom broju taqku

(a, b) u koordinatnoj ravni. Tako u svakom trenutku brojevima na tabli odgovaraju
tri taqke u ravni koje odre�uju neki trougao. Navedena operacija pomera jedno teme
trougla paralelno naspramnoj stranici, xto znaqi da se ǌegova povrxina ne meǌa,
te ostaje jednaka 1

2 kolika je bila u poqetku (trougao sa temenima (0, 0), (1, 0), (0, 1)).
Me�utim, brojevima 0, 2,

√
2 odgovara trougao povrxine 1, pa se oni ne mogu dobiti.

9. U sali ima 20112 sijalica pore�anih u temena kvadratne rexetke stranice 2010. U
poqetku je k sijalica upaǉeno. U svakom koraku biramo jediniqni kvadrat, i ako su
u ǌemu tri sijalice upaǉene, palimo i qetvrtu. Za koje najmaǌe k postoji poqetna
pozicija koja dopuxta da u konaqnom vremenu sve sijalice budu upaǉene?

Rexeǌe. Svaki jediniqni kvadrat mo�e se iskoristiti u najvixe jednom koraku.
Kako jediniqnih kvadrata ima 20102, najvixe toliko sijalica se mo�e upaliti.
Sledi da je k ≥ 20112 − 20102 = 4021.
S druge strane, ako su upaǉene sve sijalice du� dve susedne stranice kvadrata,
ǌih ima taqno 4021 i lako se vidi da se mogu upaliti sve sijalice.

10. Na beskonaqnoj xahovskoj tabli je pore�ano n2 �etona raspore�enih u kvadrat n×n,
na svakom poǉu po jedan �eton. Igra se slede�a igra. U jednom potezu se jedan �eton
premesti u horizontalnom ili vertikalnom pravcu, preko �etona na susednom poǉu,
na slede�e poǉe, ako je ono slobodno. Preskoqeni �eton se uklaǌa sa table. Za
koje n se mo�e posti�i da na tabli ostane taqno jedan �eton?

Rexeǌe. Pretpostavimo da je mogu�e zavrxiti igru za n = 3m. Numeriximo vrste
i kolone redom celim brojevima. Neka je Sk (k ∈ {0, 1, 2}) broj �etona na poǉima
(i, j) za koje je i+ j ≡ k (mod 3). Pri svakom potezu obr�e se parnost sva tri broja
S0, S1, S2 - dva se smaǌuju za 1, a tre�i poraste za 1. U poqetku su S0 = S1 = S2 = 3m2

iste parnosti, a na kraju nisu, xto je kontradikcija.

Za 3 - n mogu�e je ispuniti ciǉ. Za n ≤ 2 to je lako proveriti. Za n ≥ 4, nizom
poteza sa slike 1 uklaǌamo po tri �etona u pravougaoniku 1 × 3, koriste�i jox
jedan �eton i jedno slobodno poǉe. Tako mo�emo svesti igru sa n × n kvadrata na
(n− 3)× (n− 3) kvadrat (slika 2).

• •

•
• −→

•
•
•
−→

• •
−→

•

sl. 1 sl. 2
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11. U svakom temenu petougla je upisan po jedan ceo broj, pri qemu je zbir svih pet bro-
jeva pozitivan. Sve dok me�u upisanim brojevima ima negativnih, vrximo slede�u
operaciju: odaberemo tri uzastopna broja x, y, z (y < 0) i zamenimo ih brojevima
x+ y,−y, z + y. Dokazati da se ovaj proces zavrxava u konaqno mnogo koraka.

Rexeǌe. Primetimo da zbir S svih pet brojeva ostaje konstantan. Posmatrajmo
izraz

F (a1, a2, a3, a4, a5) =
∑
i

(ai+1 − ai−1)
2,

pri qemu je ai broj upisan u teme Ai petougla A1A2A3A4A5 (a0 = a5, a6 = a1). Kako
je F (u, x+ y,−y, z + y, v)− F (u, x, y, z, v) = 2yS, vrednost F se smaǌuje prilikom svake
operacije. Poxto se prirodan broj ne mo�e neograniqeno smaǌivati, tvr�eǌe sledi.

12. Na nekim celobrojnim taqkama brojevne prave nalazi se po nekoliko kamenqi�a.
Dozvoǉeno nam je da izvodimo jednu od slede�a dva tipa operacije:

(1) Uklaǌa se po jedan kamen sa taqaka n− 1 i n, i stavǉa jedan na taqku n+ 1;

(2) Uklaǌaju se dva kamena sa taqke n i stavǉa po jedan na taqke n− 2 i n+ 1.

Dokazati da posle nekog vremena ne�emo vixe mo�i da izvrximo nijednu operaciju,
kao i da zavrxna pozicija ne zavisi od redosleda poteza.

Rexeǌe. Neka se u taqki n nalazi xn kamenqi�a. Za ϕ =
√
5+1
2 va�i ϕ2 = ϕ+ 1, dakle

ϕn−1+ϕn = ϕn+1 i ϕn−2+ϕn+1 = 2ϕn. Sledi da se zbir S =
∑

n xnϕ
n ne meǌa. Izme�u

ostalog, kad god je xn > 0, va�i�e ϕn < S. To znaqi da se, poqev od nekog trenutka,
najve�e n za koje je xn > 0 (oznaqimo ga sa N) vixe ne�e meǌati, dakle ostaje xN = 1.
Sliqno, najve�e n < N za koje je xn > 0 se ne meǌa poqev od nekog trenutka, itd,
prema tome igra se mora zavrxiti.

U zavrxnoj poziciji je xn ∈ {0, 1} i xnxn+1 = 0 za sve n, i
∑

n xnϕ
n = S. Dovoǉno

je pokazati da, ako je
∑

n x
′
nϕ

n = S i x′
n ∈ {0, 1} i x′

nx
′
n+1 = 0, onda je x′

n = xn za
sve n. Pretpostavimo da je N = max{n | xn ̸= x′

n} i neka je bez smaǌeǌa opxtosti
xN = 1 i x′

N = 0. Imamo
∑

n≤N xnϕ
n =

∑
n≤N x′

nϕ
n. S druge strane je

∑
n≤N x′

nϕ
n <

ϕN−1 + ϕN−3 + ϕN−5 + · · · = ϕN+1

ϕ2−1 = ϕN ≤
∑

n≤N xnϕ
n, xto je kontradikcija.

13. Za okruglim stolom sedi 2010 gusara koji raspore�uju zlatnike izme�u sebe. U
poqetku kapetan dr�i sve zlatnike. U svakom koraku, ako neki gusar poseduje bar
dva zlatnika, jedan od tih gusara daje po jedan zlatnik svojim susedima.

(a) Dokazati da za n ≥ 2010 gusari nikad ne�e zavrxiti raspodelu.

(b) Dokazati da za n < 2010 oni moraju da zavrxe, ma kako radili.

Rexeǌe. Sluqaj n > 2010 je trivijalan. Neka je n = 2010. Pretpostavimo da se mo�e
doci do situacije u kojoj svako ima po jedan zlatnik. Numeriximo gusare brojevima
1, . . . , 2010. U svakom momentu, dodelimo svakom zlatniku redni broj gusara koji ga
poseduje; neka je C zbir ovih brojeva po svim zlatnicima. Broj C se ne meǌa, ili se
meǌa za taqno 2010. Me�utim, u poqetku je C deǉivo sa 2010, a na kraju je jednako
1 + 2 + · · ·+ 2010 = 1005 · 2011 xto nije deǉivo sa 2010, i to je kontradikcija.

Posmatrajmo sada sluqaj n < 2010. Ako gusar A daje svom susedu B zlatnik zAB, i
u nekom kasnijem momentu B daje po zlatnik svojim susedima, mo�emo da smatramo
bez smaǌeǌa opxtosti da gusaru A daje upravo zlatnik zAB. Ovako mo�emo da
pretpostavimo da svaki zlatnik samo cirkulixe izme�u dva fiksna susedna gusara.
Kako ima maǌe zlatnika nego parova susednih gusara, postoje susedni gusari koji
nikad ne�e razmeniti zlatnike. To znaqi da postoji gusar G koji daje zlatnike
samo konaqno mnogo puta. Ako ǌegov sused daje zlatnike beskonaqno mnogo puta, G
�e gomilati zlatnike do beskonaqnosti, xto je nemogu�e. Sledi da svaki gusar igra
samo konaqno mnogo puta, i raspodela je gotova u konaqnom vremenu.
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14. Na pravougaonoj tabli m×n se igra slede�a igra sa �etonima qija je jedna strana
bela, a druga crna. Na svakom od mn poǉa se u poqetku nalazi po jedan �eton, i
to okrenut na belu stranu, osim �etona u jednom uglu koji je okrenut na crnu. U
jednom potezu je dozvoǉeno uzeti po jedan �eton okrenut na crnu stranu, i pri tom
se svi ǌemu susedni �etoni okre�u. Za koje m i n mo�emo da uklonimo sve �etone
s table?

Rexeǌe. Neka je A broj �etona okrenutih na belu stranu, a B broj parova �etona
susednih po stranici. Uklaǌaǌem crnog �etona sa k belih i l crnih suseda, A se
smaǌuje za k − l, a B za k + l, xto znaqi da A + B ne meǌa parnost. U poqetku je
A + B = 3mn − m − n − 1. Ako uspemo da uklonimo sve �etone, na kraju �e va�iti
A + B = 0, prema tome 2 | 3mn − m − n − 1, xto znaqi da bar jedan od m,n mora da
bude neparan.

S druge strane, ako je npr. m neparno, mo�emo posti�i ciǉ. Kao na slici, mo�emo
do�i do pozicije (1) u m poteza; u m+1

2 poteza svodimo je na poziciju (1 1
2 ), pa u

slede�ih m−1
2 poteza na poziciju (2). Nastavǉamo dok ne ispraznimo sve kolone.

•
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◦
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15. Na realnoj pravoj je raspore�eno n buva. Neka je λ realan broj. U jednom potezu

mo�emo da odaberemo dve buve u taqkama A i B, gde je A levo od B, i pustimo buvu
iz taqke A da skoqi preko B u taqku C takvu da je

−−→
BC = λ

−−→
AB. Za koje λ je mogu�e, za

svaku taqku M na pravoj, konaqnim nizom poteza smestiti sve buve desno od taqke
M?

Rexeǌe. Pretpostavimo da je λ > 1
n−1 . U svakom potezu odaberimo krajǌu levu

buvu i pustimo je da preskoqi krajǌu desnu. Oznaqimo sa d i δ najve�e i najmaǌe
rastojaǌe izme�u dve buve u nekom momentu. Oqigledno je d ≥ (n− 1)δ. Kada krajǌa
leva buva preskoqi krajǌu desnu, najmaǌe rastojaǌe ne�e biti maǌe od δ, jer je
λd ≥ δ. Pritom se krajǌa desna buva pomerila udesno za bar δ, pa prema tome u
konaqnom broju poteza mo�e da se premesti desno od M , nakon qega to mogu i ostale
buve.

Neka je sada λ < 1
n−1 . Pridru�imo svakoj buvi ǌenu koordinatu na pravoj i oz-

naqimo sa sk zbir svih koordinata u k-tom koraku, a sa wk koordinatu kraǌe desne
buve. Va�i sk ≤ nwk. Neka u (k + 1)-tom potezu buva u taqki A preskaqe preko buve
u B u taqku C, i neka su a, b, c redom koordinate A,B,C. Zbog sk+1 − sk = c− a imamo
λ(b − a) = c − b = sk+1 − sk + a − b, odakle je sk+1 − sk = (1 + λ)(b − a) = 1+λ

λ (c − b).
Sledi sk+1 − sk ≥ 1+λ

λ (wk+1 − wk), tj. izraz Zk = 1+λ
λ wk − sk ne raste. To znaqi da

je Z0 ≥ 1+λ
λ wk − sk ≥ ( 1+λ

λ − n)wk, pa je wk ograniqeno odozgo jer je 1+λ
λ > n, dakle

nemogu�e je oterati buvu proizvoǉno daleko.

16. U liniji je pore�ano n �etona, svaki sa jednom crnom i jednom belom stranom. U
poqetku je svima bela strana gore. U svakom koraku, ako je mogu�e, uklaǌamo po
jedan �eton sa belom stranom gore, ali ne jedan od kraǌih; pri tom dva �etona
koji su mu najbli�i na obe strane (levo i desno) okre�emo. Dokazati da mo�emo da
postignemo da nam ostanu samo dva �etona ako i samo ako n− 1 nije deǉivo sa 3.

Rexeǌe. Za poqetak, primetimo da se parnost broja crnih �etona ne meǌa, te on
ostaje paran.

Svakom belom �etonu �emo pridru�iti broj (−1)k ako se levo od ǌega nalazi taqno
k crnih �etona. Zbir S svih pridru�enih brojeva po modulu 3 se ne meǌa. U
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konaqnoj poziciji S je 0 ako su ostala dva crna �etona, a 2 ako su ostala dva bela.
U poqetku je S = n, pa je zato nemogu�e da bude n ≡ 1 (mod 3).

S druge strane, igra sa n �etona se svodi na sluqaj n−3 �etona uklaǌaǌem drugog,
qetvrtog i tre�eg �etona, tim redom. Kako su sluqajevi n ∈ {2, 3} trivijalni, sledi
da se igra mo�e zavrxiti za svako n ̸≡ 1 (mod 3).

Beograd, 2002-2013
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