MareMaTUYKU TaJICHT

Cagsa I'po3zneB, Becenun Henkon
Codmja

HEPABEHCTBO HA IIIYP U IIPUMEHA

HUcan Ulyp e eBpenn, poaen Bo 1875 romunra Bo rpamotr Mo-
runeB, beropycuja. [loromeMuoT 1enm ox KUBOTOT MPECTOjyBall
Bo ['epmannja, mTo € eqHa O] MPUYMHUTE Ja Ce M3jaCHH KakKo
repmanenl. Bo 1939 roguna emurpupan Bo Ilanectuna u ympen
JiBe ToauMHM nojoiHa Bo Ten ABuB, Bo Toa Bpeme I3paen kako
JpXaBa ce yIITe He OCToeN, Ha 66 TOAUIIHA BO3PACT, TOYHO Ha
HErOBHOT POJICHJCH. YUYEHHUK € Ha [MO3HATHOT 'eépPMaHCKH Mare-
matuuap Llopy ®pobennyc (1849-1917). OcHOBHHMTE HAy4HH
pe3ynTaTu My ce Bo o0acTuTe KOMOWHATOpUKA, TeOpHja Ha Opo-

€BU U MaTeMaTH4Ka (pU3HKa.
Bo MaTeMaTHKaTa € II03HATO CJIEAHOBO HEPABEHCTBO, KOE CE€ HAPEKYBA HEPABCHCINEO
na lllyp: Axo a,b,c>0 u t >0, Toram

al(a—b)(a—c)+b'(b—a)(b—c)+c'(c—a)(c—b)=0. (1)
I[OKaSOT Ha OBAa HCPABCHCTBO CC 3dCHUBA HA ,Il06p0 II03HaTaTa (I)OpMYJ'Ia
K=y = (= )My L xy" 2y
Bunejku Bo HepaBeHctBoTO Ha lllyp mpomensmBure 8, b u C ydecTByBaar cume-
TPUYHO, O€3 OrpaHNuyBamkE Ha ONIITOCTa MOXKEME Jla cMeTaMme aeka a>b > c . Toram
a'(a—b)(a-c)+b'(b—a)b—c)+c'(c—-a)c-h)=
=(a-b)(a'(a-c)-b'(b-c))+ct(@a-c)(b—c)
=(a-b)(@"™ -b"* —c(a' -b")) +cl(@a-c)(b-c)
=(a-b)((a-h)(@ +a" b+..+ab L +b')—c(a=b)(@at+a b +..+ab 2 +b" ) +ct(@a-c)(b-c)
=(a-b)%((@"' -ca' ™)+ (" b —ca?h) +...+ (ab' ™t —cb' L) +b') +ct(@a—c)(b—c)
=(a-b)?@*a-c)+a'?h(a—c)+..+b 7 (a-c)+b") +c'(a-c)(b-c)
=(a-b)?((a-c)@*+a" % +..+b"™)+bY) +c'(@a-c)(b-c) 20
IIpyu MTO MOCICAHOTO HCPABCHCTBO € OYUIJICIAHO. O,I[ TOpPHUOT H3pa3 CjlaeayBa, NCKa
PaBCHCTBO C€ IOCTUTHYBa CaMO KoTra a=b=c umm xora JABE€ OJ MPOMCHJIMBUTE CC
€IHAKBH Mefy 0666, a TpeTaTa € €JHAaKBa Ha HYJIa.
Enno obommTyBame Ha HepaBeHCTBOTO Ha Llyp e cnenHoBO:
Axo a,b,c>20 u X, y, Z> 0, mozaw

x(a—b)(a—-c)+y(b—-a)b-c)+z(c—a)(c—b)>0.
Bo 2007 roguHa pymyHCKHOT Maremarudap Banentun BopHuuy ro gaBa cieiHOBO
obormtyBatbe Ha HepaBeHcTBoTO Ha Illyp: Axo a,b,C, X, y,zeR, a>b>c u
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X>y>7z win Z>Yy2>X, TOram 3a CeKoj mpupoaeH Opoj K u cexoja QyHKIHja co
MO3UTUBHHU BPEIHOCTH, KOja € KOHBEKCHA MJIM MOHOTOHA, BaXKU:
f()(@a-b)* (@a—c)* + f(y)b-a)*(b-c)* + f(2)(c—a)* (c-b)* >0.

Opx ropHarta HajommIa (ocera mo3HaTa) GopMyia, ako To 3eMeMe HapIHjaTHHOT CITydaj
X=a, y=b, z=c, k=1u f(m)= mt , TO 700MBaMe TPBUYHOTO HEPABEHCTBO HA
yp (1). Hema na ce 3agpxyBaMe Ha JOKa3WTe Ha aABeTe obommiTyBama. Bo HaTamom-
HHUTE pasriefyBama Ke IO KOPHCTUME HepaBeHcTBOTO Ha lllyp camo Bo ciywaj kxora
t =1, T.e. HEPAaBEHCTBOTO

a(a—-b)(a-c)+b(b-a)(b—c)+c(c—a)(c—b)>0. 2)
On nokasor Ha (1) ciexyBa TouHocTa Ha (2), kora @, b, ¢ > 0. JacHo, paBeHCTBO ce
JIOCTHTHYBa caMO Kora a=b=c wmi kora nBe o1 NPOMEHIMBUTE CE €AHAKBU Mery
cebe, a TpeTaTa € eJHaKBa Ha Hyma. [Ipu ycioB, gexa @, b, ¢ > 0, HO Kora mpomMeHIH-

BuTe &, b 1 C He ce ucTOBpeMeHO eMHAKBY Ha Hylla, ke IO pasriejaMe U HepaBEeHCTBOTO:

oabe a? +b% +c2 > 2(ab+bc+ca). 3

JacHo, HepaBeHcTBata (2) u (3) ce €KBHBAJICHTHHU, CaMO MPHU YCJIOB JeKa TPUTE MpPO-
MEHJIMBU HE C€ MCTOBPEMEHO elHAaKBM Ha Hyna. HaBucTuHa, ako ce ocioboaume of
3arpajJiuTe Ha JeBaTa ctpaHa Ha (2), mobuBame

a®+b° +c3 —(a2b+azc+b2a+bzc+cza+czb) +3abc>0. (4)
Awnasiorto, ako Bo (3) ce mpedpirmMe Ha jeBaTa CTpaHa, CBEJIEME IT0J] 3aCIHHUKH HMe-
HUTEN U TY U3BpIIMME NOTpeOHHUTE TpacH(pOpPMaIH, TOBTOPHO TO J0OMBaMe HEpaBeH-
ctBoTO (4). [a 3abemexxnme, Jeka BO TOKa3oT Ha (1) ja KOpUCTHME CHMETPUYHOCTA Ha
npoMennuBute &, b u €. IMeHo, Toa 03HavyBa JieKa: MPU MPOMU3BOJIHA TIEpMyTallhja Ha
a, b u ¢, u3pasor (1) He ce menyBa. Kora cranyBa 360p 3a codbupame, kako mro € Bo (1),
TOrail UMaMe OCHOBA Jia ce€ BOBEJE 3HAK 3a CKpareH 3amuc Ha 30upot. Taka, cobupa-
BETO BO MareMaTHKara ce O3HadyBa CO rpukara rosema Oyksa ). (curma). Toramr (1)
MOXKeE J1a Ce 3allMIlie CKPAaTeHO Ha CJIeHHOB HAuMH:

Y a'(a—b)(a—c)>0.
cyc
Cumbonor Y, 03HauyBa, JeKa NPOMEHIMBHUTE CE€ 3aMEHYBAaT LMKIHYHO, T.e. a Ce
cyc
3amenyBa co b, b co € u € co @, npu 1ITO CMEHHUTE Ce M3BPINYBAAT MOCIEIOBATEIHO 10
J00MBaEbe Ha TOJIKY Pa3InuHU COOMPOLM BO cyMarta, KOJKY € OpOjoT Ha MPOMEHIIUBHTE.
ChvyHHM O3HAaKM ce TOTOIHM M IIPH HM3BPIIyBamke Ha NpecMeTyBama. Ha mpumep, mpu
cropeaysame Ha (2) u (3), kora ja Tpanchopmupame (2), JTOBOJHO € 1a ce 0CI000 uMe
0J1 3arpaauTe Ha MpBUOT cobupok. Toram (2) ro 100MBa BUIOT:
a(a-b)(a-c)+b(b-a)b-c)+c(c—a)c—h)=> a(a-b)(a-c)
cyc

=> (a3 —azb—azc+abc) >0.
cyc
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[MoHatamy Ke pasrieame HEKOJIKY 3aadi, KOM MOXaar Jia ce pelraT co HepaBeHCTBOTO
na Uyp (2) nm (3).

3agaua 1. Axo a, b, ¢ > 0, 1a ce mokaxe, AeKa

a® +b% +c% +2abc+1> 2(ab+bc+ca).
Pemienue. OIL (3) cjaenyBa, JC€Ka € OOBOJIHO Ja I'o0 JOKa)XeME€ HEPaBCHCTBOTO

2abc+1> a9+a_t$: . O HepaBeHCTBOTO Mel'y apUTMETHYKaTa U TeOMETPUCKaTa CpeiuHa

3a OpoeBure abc, abc u 1 cmemysa
2abc+1=abc+abc+1> 33 a%b?c? .

3
3HauM, JOBOJIHO € JIa JOKa)KeMe, JeKa 3\] azbzc2 > eaia—t?fc . IlocrenHOTO HEPABEHCTRO €

CKBHUBAJICHTHO CO HCPABCHCTBOTO

3/,31,3.3
a+b+cx_fac _3Wabe be” _ 33fabc |
Ra?h2?  Ya?h?
3 ,
T.€. CO HEPaBEHCTBOTO a+b+C > 3%/abc , Koe € HepaBeHCTBOTO Mel'y apUTMETHUKATA U
reoMeTpHUcKara cpeinHa 3a Opoesutre a, b u C.
JacHo, 3HaK 3a paBEeHCTBO Ba)KH aKko U caMo ako a=b=c=1.

Hocaemnua 1. On pemreHnero Ha 3agada 1 ciemyBa, Aeka € TOYHO CICTHOTO Hepa-
BEHCTBO, KO€ € 1mociiabo o HepaBEeHCTBOTO BO 3afaya 1:

a2 +b% +c? +33a%%c? > 2(ab+bc+ca).

Jla 3abenexumMe Jieka 3HaK 32 PaBEHCTBO BO 0Ba MOC/IA00 HEPABEHCTBO BAXKH aKO U CaMO
ako a=b =c, T.e. cera otnara He00OX0OJHOCTa IPOMEHJIMBUTE JIa C€ €JHAKBU Ha 1.

3adesemka. O pemeHneTo Ha 3amava | ciemysa, Jeka 3a J1a TBPJCHETO BO Hea €
TOYHO Kora @, b, ¢ >0, moBonHO € TpuTe Opoja Ja HE ce UCTOBPEMEHO CSIHAKBH Ha

HyJIa.

3agauya 2. Axo a, b, ¢ > 0, noxaxu gexa
Jabc(Va++b++c)= > (b+c—a)c+a—h).
cyc
Pemenune. bunejku

Y (b+c—a)(c+a—b)=> c?—(a—b)?,

cyc cyc
JilecHaTa CTpaHa Ha HEPABEHCTBOTO I'0 JJOOMBA OOJMKOT
a’ —(b-c)?® +b® —(a—c)?® +c? —(a—h)? = 2(ab+bc +ca) — (a% +b% +¢?) .

CHOpC,Z[ TOAa, HOYETHOTO HEPABCHCTBO € €CKBUBAJICHTHO Ha HECPABCHCTBOTO
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Jabc (va ++/b ++/c) = 2(ab+ b+ ca) — (a2 +b? +¢?)

a of mocjenuia 1, ciuenysa geka JOBOJHO € J1a TOKaKeMe, JeKa

Jabe(va + b +4c) > 33a%b%c? .

OZ[ HEPABCHCTBOTO Mef‘y ApUTMCTUYKATAa U I'COMETPUCKATA CpeaArHA 3a 6pOCBPITe ’\ja B

Jb u e clenyBa \E +\E +\/§ >3 Jahc = 3«6/abc . Koneuno,
Jabc (va + b ++/c) > Jabe -38/abc = {a3b3c? -38anc
= 3§/a4b4c4 = 3§/a2b202 .

JacHo, 3HaK 3a TaBEHCTBO BaXKM aKO M CaMoO ako a = b=c.

3agaua 3. Ako a, b, ¢ > 0, moxaxu gexa

m(\/a+\/5+\/€)+(a+b+c)2 24\/m .
Pemenue. JlalleHOTO HECPABCHCTBO € CKBUBAJICHTHO CO HEPABCHCTBOTO
M(J§+\/5+\/E)+a2 +b% +c? 24Jm—2(ab+bc+ca) .
Opn npyra ctpaHa, 0/ pEILICHUETO Ha 3a7a4a 2 ClelyBa, 1eKa
Jabc(va ++b ++/c) + (@2 +b% +¢?) = 2(ab+bc + ca)
U CIIEACTBEHO JOBOJIHO € Jla JOKaXKeMe, JeKa
2(ab+bc+ca) > 4, f3abc(a +b+c)-2(ab+bc+ca),
T.e. nexka ab+bc+ca> \/m . IlocneaHOTO HEpaBEHCTBO ¢ A0OpPO TMO3HA-

TOTO HepaseHcmeo Ha Xaosucep-DuHcaep, KOE BO HATAMOIIHHUTE pa3rielyBama Ke ro
JOKaxxeMe. 3a Taa [el Ke HCKOPHCTHME HEKOJIKY IIOMOIITHU TBPJIeHha, KOM caMU 10 cebe
ce OJJICTHU CaMOCTOjJHH TBPICHA.

3anaua 3.1. Axo X, Y U Z ce peaiHu OpOEBH, TOKAXKH JieKa

x2+y2+22

>Xy+YZ+2X.
Pemenne. I[a,IleHOTO HEPABCHCTBO € CKBUBAJICHTHO CO HEPABCHCTBOTO
2(x2 + y2 +22)—2(xy+ yz+12x) >0,
T.C. CO HCPABCHCTBOTO
(x=Y)? +(y-2)* +(2-%)* 20,

KO€ € OurjieiHO. 3aHakK 3a PaBEHCTBO BAXXHU AKO M CaMO ako X=Y =17.

3agaua 3.2. Axo a, b, ¢ > 0, noxaxu nexa

(ab+bc+ ca)2 >3abc(a+b+c).

Pemenue. JleBara cTpana Ha HEpaBEHCTBOTO K€ ja 3alMIIEMeE BO BUIOT
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(ab)? + (bc)? + (ca)? + 2abc(a+b +c)
U CIIEICTBEHO JIaZICHOTO HEPABEHCTBO € CKBUBAJICHTHO CO HEPABEHCTBOTO
(ab)? +(bc)? +(ca)? = abc(a+b+c) = ab’c+bca+ca’b,
T.€. CO HEPAaBEHCTBOTO
(ab)? + (bc)? + (ca)? > ab’c+bc?a+ca’b .
ITocneqHOTO HEPAaBEHCTBO BCYIIHOCT € HEPaBEHCTBOTO of 3aaaya 3.1 mpu Xx=ab,
y=bc u zZ=cCa. JacHo, 3HaK 3a paBEeHCTBO Ba)XH aKo 1 caMo ako a=b=c.

Cera HepaBeHCTBOTO Ha Xansurep-OuHcnep ce noOuBa Iocie KOpPEHyBame Ha
JIBETE CTpaHU Ha HEPAaBEHCTBOTO of 3anada 3.2. Co Toa e pemieHa u 3aj1ada 3. JacHO, BO
HEa 3HaK 32 PaBEHCTBO BayKH aKO M caMo ako a=b=c.

Bagaua 4. Axo X, Y, Z >0 u (X+y)(y+2)(z+X) =1, nokaxu, aexa

Xy+yz+2x<3,

Pemenne. Ke ja uckopucTume KilacMyHaTta CMeEHa X=b+CT_a, y=(:+;g_b u

7= a+Tb—c . Cera ycmoBot (X+ Y)(y+2)(z+X) =1 ro nob6usa o6mukor abc =1, a Hepa-

BEHCTBOTO ce 3amuuryBa Bo BupoT »,(b+c—a)(c+a—b)<3, r.e. Bo Bugor (BUIU IO
cye

peIIeHNeTo Ha 3a/1a4a 2):
2(ab+bc+ca)—(a® +b? +c?) <3.

IMocnenHOTO (haKTHUYKK € HEPaBEHCTBOTO O 33/1a4a 1, Bo koe e 3ameHeto abc=1.

3agaua 5. Jla ce mokaxe, qeka ako a, b, ¢ > 0, Toram

(@° +2)(b? +2)(c® +2) > 9(ab+bc +ca) .
Pemenue. HpBO CO IOMOIII Ha HEPABEHCTBOTO Mery KaJpaTHaTa U apuUTMCTUYKATa

cpenuHa 3a Opoesure ab, bc u Ca 3axiydyBame, eKa

a’b? +b%c? +c%a’ > w .
Toramu
3(a2b2 +b?c? +c2a2) +9> (ab+ bc+ca)2 +9>6(ab+bc+ca),
ounejku (ab+bc +ca—3)2 >0, re. (ab+bc +ca)2 —6(ab+bc+ca)+9>0. Cnen-
CTBCHO
3(a2b2 +b%c? + czaz) +9>6(ab+bc+ca),
0J1 Kajie Jo0nBaMe

2(a2b2 +b%c? + czaz) +6>4(ab+bc+ca).
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[Tonaramy ja Tpanchopmupame jeBaTa CTpaHa Ha HEPAaBEHCTBOTO OJ YCJIOBOT Ha
3aja4ara u ro fo0MBaMe u3pa3or

(abc)? +2(a’b? +b%c? +c?a?) + 4(a% +b? +¢?) +8.

Taka HCPABCHCTBOTO I'0 CBEAYBaM¢€ 10

(abc)? +4(ab +bc+ca) + 4(a® +b? +¢) +2> 9(ab+bc +ca) .
Ho, cornacuo 3agaua 3.1 umame

3(a? +b% +¢?) > 3(ab +bc +ca)

U CJIICACSBCHO AOBOJIHO € Ja JOKAXEMEC, ICKa

(abc)? +7(ab+bc+ca) + (a2 +b? +c?) +2 > 9(ab+bc +ca) ,
T.C. ICKa

(abc)? + (a2 +b® +¢?) +2 > 2(ab+bc +ca) .
AKo ro MNPUMCEHHUME HCPABCHCTBOTO Mefy ApUTMCTHUYKATa U TCOMECTPHUCKATA CPCIUHA 3a
OpoeBuTe (abc)2 , 1 u 1, nobuBame
(abc)2 +2>33a%h?c?

1 3aKiIy4yBaMe€, I€Ka € JOBOJIHO Jia I'0 JOKaKEME HEPABCHCTBOTO
3 a2b202

a?+b%®+c?+3 >2(ab+bc+ca),

KO€ € IOKaXaHO BO ITOCJICaUIa 1.
3Hak 3a PaB€HCTBO BaXXHK aKO M CaMO ako a = b=c.

3agaua 6. JJokaxu jexa, ako a, b, ¢ > 0, Toraim

atbee _ Hfabe < max{(va-vb)?, (vb )2, (Ve —+/a)%}.

Pemenne. JaCHo e, IcKa

(o) (A (B < (2 B2, (VB Vo), (V& ~2)%.
On npyra ctpaHa,
(Va—vb)? + (Vb —e)? + (e ~Va)? = 2(a+b+c) - 2(/ab + vbc + Vea)

" 3aT04a JOBOJIHO € Ja JOKaXEM, JICKa
a+b+c+3%abc > 2(+/ab ++/bc ++/ca),

IITO BCYIIHOCT € JOKa)KaHO BO moclieania 1, 3a 6poeBute \E , % u % .
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