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['PYTIE ¥ MATEMATHIIN H BAH IbE

Dunuii Kusanosuh, beorpan
|. HCTOPHIAT

[Tojam rpyne je jenan on QyHIAMEHTAIMHX NojMosa y matemaruuu. Kopueru ce
NPAKTHYHO ¥ cBUM 061acTHMA MaTeMaTHke, y airebpu Hapounro, Cam TEpMHN ,pyma’
npou je ynorpebuo Gpunujantan gpanuycku MatemaTHuap Epaprucrt Nanya, koju ce Gasro
OBHM CTPYKTYPAMA M IbMXOBOM BE30M ca peluapalbeM ajrebapekux jeanaduna, Mameronux
pagosa (1830-tux) je npoucrekna uxTana o0JIACT MATEMATHKE KOJA JAHAC HOCH HA3MB
Teopuja Tasya, ¥ YACT BEIHKOT YMA KOjH j& HAMNAIOCT MOrHHYO jako Mitaf, y 20, roauHn,
Hherose Hiaeje ¢y kachuje Hacrasunu Asrycerun-JIyj Komwm u Apryp Kejnu, kpenpajylin
TeOpHjy rpyna nepMyrauvja. Kacuuje, rpyne Hanase cBOjy TPHMEHY M Y TEOMETPHjH.
Haume, cxpatajyhi eyKIHICKY IeOMETPH]Y KAO I'EOMETPH]Y ¥ K0joj ¢y (pyHIAMEHTAIHH
NOjMOBH HHBAPH]jAHTE HIOMETPHjcKHX Tpanchopmannja, Pennke Knaju je uununpao Ep-
naHrencku nporpam 1872, npema kome 6u ce pasHe reoMeTpHje NOCMATPANE KPO3 IHXOBE
rpyne wiomerpuja. Kacunje Codye JIu, noppemkn matemariuap, 1884, novunise ja Ko-
PUCTH rpyne ¢a audepeHIMjaliHOM CTPYKTYPOM (IAHAC Ce N0 HeMy OHe Huaupajy JInjene
rpyne). CeM y OBMM DBHHCTHMH, rpyne cy HujI'IpE HMIIIHLHTHO, & Nnocjle § ERCINTHUHTHO
kopuihene y anrebaperoj TeopHju Gpojesa.

2. TTOJAM T'PYTIE

I'pyna je 3a matemaTuape 6o koja crpykrypa (G, o), npu demy je G ¢kyIl, a o uanecna
GuHapHA ONEpaLija HA ILeMY, Koja HMa ,J10B0/EHO ene” ocobune, Hamr cnepelu uums je
Jia opaj enuter objacHuMo u Matematnuki. ITpe coera, Gunapua onepailija ® Ha CKyny
7 je dynkumja koja ypehenom napy enementa w3 G nonessyje Tpehn, Takobhe us G, o jeer
. % G G Jlab6u (G 8) Guia rpyna HEOMXOAHO je fa:

1) onepaumja ¢ 3a40B0LABA 3aKOH acounjaTHsHocTH: (a e b) e ¢ = a e (bec), 3a cne
a, b, eus &)

2) ofepaimja ® uMa HEYTPas, Tj. NOCTOJH eNEMEHT & M3 cKyna G Takas 14 je ¢ » g =
7 ®¢e = g,3a 6110 KOjH eneMenT g Ui (7.

3) chaku enement g n3 G uMa HHBeps, Tj. nocToju enement g~ ! Takap f1a pakK ge g =
g-leg=e

AKO npu ToME Onepaliija ® HE Pa3NHKYje KO j& CA IheHE JIEBE, & KO CA JIECHE CTPAHE, Tj.
aKo 34 cBe efeMenTe a,b u3 & pakn a s b = b e a, onga 3a rpyny (4 camy ofiepauujy e)
KAKEMO [Ia je komyrarTHana',

Yuraouy koju ce npoH nyr cycpehe ca rpynamMa osa AepHHHLNAJA MOXKE ICIOBATH CYBHLIE
ANCTPAKTHO, 114 300 TOrd HABOAHMO HEKE [OIHATE I[pHMﬁEpE ci l(C’jHMﬂ e YHTANIALl CHTYPHO
leQBHaQ y NocaaaiiibeM MATEMATHURKOM IHKOIIOBAHY.

1. Crxyn uenux Gpojepa Z aajemno ¢a onepaunjoM cabupama + obpasyje jeaHy rpyny =
(%, +). Jow 13 ocHOBHE LIKONE 3HAMO 1A je cabupaise uenux Gpojena aCOLMjATHBHO, 4 j&

'Y MaTeMATHUKO] JIHTEPATYPH €& YMECTO TEPMUHA KoMy TATHINS yecto cpehe it Tepmnii AGenona,
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0 seyrpan 3a cabuparse, 1 2 je HHBEP EAEMEHTA Tt efleMenT —n, TAKO je Hrp. UHBEp: o/l
—3 jenuax 3,

2. OCTan/LAMO YHTAOLY Ka0 JIJATAK 4 C¢ YBEpH Aa rpyny obpasyje H ceakn OJL CKYIona
Q, R u € (paunonanuux, peajHux u komisiekcinx Gpojena) sajenno ca opronapajyliom
onepauujom cabupama +.

3. Cryn He-Hyna peanuux 6pojena R\ {0} 3ajeino ca onepauujomM MHOKEILA - YHHH TPYITY.
Muosxeibe peanHux GpojeBa je ACOLMJATHBHO, HEyTpan je 1, NOK je MHBEP3 CAEMEHTA T
(r # 0) enement . Taxobe, (Q\ {0},-) u (C\ {0},-) cy rpyne.

4. Ckyn ocraraka npH gememy ca n (n = 1), 1j. &y = {0,1,...,n — 1} 3ajequo ca
caGHpaLEM 10 MOJY/TY 71 (KOje Ce 03HAYABA ¢A +, WIIH CAMO ¢ + KA e NoJpa3yMena 1a
je peu o cabupaiy no moayny n) takolhe unnm rpyny = (Zy,, ). 3a unraoua Koju ce nuje
CYCpEo Ca OBOM IpYIoM, ¥ IHTAY je onepalija HiseneHa on cabupama y Z, npu uemy ce
pe3ynTaT Kopuryje 3a ueo 6poj n-oBa, TAKO [a j& PEIYITAT ONET OCTATAK 110 MOLYIY 1, T].
6poj namelly 0 un — 1, Ha npumep, ako yamemo n = 9, Taja y rpynu2 Zip BANKH:

04+T=12-0=3, 8+0ml13-09=4, urn

Crojerea 1), 2) u 3) 3a 0By rpyny cnesie u3 ofirosapajyiux CBojcTaBa Ie/LHBOCTH M CBOjCTABA
cabupaa uennx Gpojena, na OCTABLAMO YUTAOLY 4 MX MCITHTA?,

Ocum napenennx rpyna Opojesa, NOCTOje M paIHH APYIH NIpUMEpH koje heMo onHeaTH
Y HACTABKY. s

3. I'PYIIE EMIEKLIHIA

3a CBAKH CKYI S, HASHTHYKO NPECTHKABAILE
ldg: 5 = 58, ldg(z) =um,

jecte jenna Gujexunja®, OHO cpakoM eneMenTy JOAE/LY]E ILEra CAMOT, 1A OTYI H HATHD,
TTpHMETHMO JOLL H 18 AKO CY NpecnukaBaiba f 1 g GHjeKinje, OHAA j& TO H HHXOBA KOMIIO3H-
umja, Takole, 3a cpaxy Gujexuujy f nocroju uunepano npecnkaname £~ (npecnukaname
Wyuman™) xoje je raxole Gujexumja u Bk fo f~! = f~lo f = Ids. Cnemm na, ako
Ha cxyny Sym(S) caux Gujexumja ckyna S nocMaTpaMo onepauujy KoMnosuumje, onaa je
(Sym(5), o) jenua rpyna. 3amera, wen neyrpan je Idg, jep ona komnonopana ca Guno
KOJHM IpecIHKABAILEM Jaje To HeTo npecnukabaise, Tj. [dg o f = foldg = f.

3.1, TPYIE NEPMYTALIHIA

Crienmjanto, Kajaa je ckyn S KoHauaH, pyna merobux GHjexinja 308e ce jow ¥ rpyna
mepmytaigsja,  Haume, cpaka Omjexunja (7). NepMyTanMja) KOHAYHOr CKyna S je cpo-
JEBPCHO NPEMEIITALE ILErOBHX eNeMeHATa. AKO IpH ToMe S HMA 1 eleMEHATA, MOKEMO
ux obenemcut Opojenuma 1,2, .., 7 TlepMmyTaunja CKyna ol n eleMeHATA YKYITHO HMA

IYeeTo heMo 3u FpYNe HETHLLTH CAMO ofronapajyhi ckyi ako je JacHo o kojoj onepatmju jo ped.

YHuMajyhi y niay opakso cabupiibe, HiTepecantiio 61 Giio WrPATH NO3HATY Hipa kapTama Tabie 1o MOAYIY
14 {mnu uekom ppyrom),

MMpecnnkanaime xoje je 1-1 1 pu, T, oBocTPUHO-jCANOIHEYHA KOPECTOACHIIM)I IOMEHL W KOIOMEHI,



https.//matematickitalent.mk/

n! = 1:2:..n, wro je nako eupern. Haume, 6poj 1 Moxe na ce cnmka y Guno xoju o
Gpojesa ua {1,2,...,n}, 2 moxke na ce enuka y 6uno koju oa n — 1 npeocranux (jep je peu
o bujekumjn), 6pojy 3 npeocrajy n = 2 efementa, uta. Kax ce cpe moryhinocrn uiMHoxe
Jobujamo ynpano nl, Joaamo jouw i To Ja ¢e rpyna nepMyTaLiHja CKYIA Oji 71 eeMEHaTA
obenexasa 5,,. Buule o rpynama nepmyTtanmja, Moxke ce Hahn y [1).

3.1, I'PYTIE MIOMETPHIA

IMocmatpajMo cama asogumexsnonani Eykmuackn npocrop K2, Jow w3 ocxonue
HIKOQNE CY HAM [MO3HATE ILel'one HﬁﬂMﬂTijﬂﬂﬁ TPEHCdJQPMEHHjﬂi HDHHHHI[':HHHJH (naeHTH-
yko npecnukapaikbe Idgs wnm kpalie I[d), ocna pednexenja, poraunja, LEHTPAIIA CHMETPH]A
(poraunja 3a 180%), Tpanciauuja u knn3ajyha pednexcuja. Cie oHe cy npecnukasama |
ckynalE? y ceGe xoja, ocum 1to cy GHjekLMje, MMajy H CBOJETRO [Ia YyBajy pacTojaisa usmely
Tauakd, Y OBOM KOHTEKCTY TO 3HAYM Ja je craka nyx AB nonynapHa ca cBojoM CIHKOM
I{A)I(B), 1j. ca nyxu unje cy kpajise Tauke [ (A) n I(B), Hokasyje ce 1a Basku H cyIpoTHO,
Tj. Aa jeiMHA NPecMKABAILA PABHH KOja MYBA]y pacTojaisa namelly Tauaka jecy rope Hape-
nena’, Hije Telko 3Ly uTH I CBé HIOMETPH]E PABHH 3ajEIHO CA KOMIOZHIIH]OM YHHE
jeany rpyny:

|, xoMmosuumja ape nioMeTpujcke TpaHchopmaluje je oner uiomerpujcka Tpancdop-

Maunja, jep obe uyBajy pacrojama namely Tauaxa, na he 4ypaTH H ILHXOBA KOMITO3H-
1Hja,

2. KOWHUMICHLHjA j& HEyTpal, .

3, uupepa naomerpujcke TpaHchopmaimje je Takole HaOMETpHjCKA TpaHchopMaliKja, ¢

063HPOM HA TO JIa TAKODE HYBA PACTOjAILE.
Jobujena ryna ce HaaMBa ¥ IpyNoM CHMETPHJA eYKJIHICKE PARHH, JEp CBAKA M30METpPHja
YyBa CTPYKTYPY €YKIIHJICKE PABH — PACTOjakA H3Mel)y TAUAKA OCTAJY HCTA, [IPABE CE CITMKA]Y
¥ NPABE, 4yBA C& IAPAJIEIHOCT, OJHOCHO YIoBH naMel)y npanux, JeAHoM peujy dyba ce Lefa
FeOMETPH]A EYKITHICKE PABHH.

HanoMennMo f1a je oBaj HauuH I71EAa1LA Ha FEOMETPH]Y JOBEO 10 HACTaHKA (Beh IToMEHY-
Tor) EpnaHreHcKor nporpaMa no KoMe ce reoMeTpHja MOCMATPA KAO CKYI HHBAPHJAHTH ¥
ofHocy Ha ofpeleny rpyiy, CTOrA MOCMATPAILEM PATHYHTHX rpyna Jo0bHjaMo pasnnuuTe
NPOCTOPE OIHOCHD reoMerpuje. Tako y OQHOCY HA I'PYIY HIOMETpPH]A papiu Hacraje Ey-
KIIMICKA PeoMeTpja, JOK ¥ OAHOCY HA Heke JApyre rpyne Hacrajy AdQHHA reoMeTpHja,
[TpojexTnsHa reomerpnja, Xunepbonuuka reomerpuja U apyre. Buue o Knajuonom Ep-
NAHIEHCKOM NPOTPAMY M O ILETOBOM KACHH]EM pasBojy ce Moxe npountatn y (3] u [4].

3.3, TPYIE CHMETPHIA

Ako Gucre (pH3MUApE TIHTAIN KAKO BHAE rpyne, BelinHa he sam pelin = kao cumerpuje
pasuux ofjexara. VY wapecnom cMHCIY OHM ¢y y npasy. Hamnme, Tpeba cxpaTuTi WTA
JHAYM CHMETPH]a Ha Je3uky mMateMaTHre. JIaHuKn peueHo, AKO HMAMO objexkar 5, merona
cuMerpija je bujekumja f 1§ — S koja dysa crpykTypy osor objexra, To 3HaYUM 1A ce CBA
ceojerea opor obGjexTa uynajy npu gyHkunjn f.

*Cu wnncHdMKALHIOM HIOMETPHICKHX TPANCHOPMULMIA CYKIMACKOT J-AHMCHINOILTHOLT NPOCTOPH, MHTANAL
ce Mowxke ynoauath y (5],



O6jaBeHo Ha 28.3.2023

Tako ua npuMep, kana je S camo ckyn, 6e1 nkakse goaaTHe cTpykType, [ Tpeba na
Laysa” merose eneMente, T). ga Gyie Oujexumja, u HuwTa nHine, TlpH ToMe o paHuje
sHamMo Jia Gujexkunje yuHe rpyny Sym(S) Kojy cajga MOKEMO BHICTH KAO I'PYIY CHMETPH)A
cKyna S,

Axo Je objekar S neka rpyna (G ®), oHga OH MMA M ONEpaunjy e, na cuMerpuja f
TpeGa 1 MyBa M ORY ONEPALIH]Y, T), A L JIPOHIBOL NPETBAPA ¥ Npouasol . MaTemMaTHukH
peueno, 3a cpe a, b € & Tpeba ga paku f(a e b) = f(a) e f(b), Ilpecnuraname f xoje
14JI0BO/LABA OBA) YCIOB HAZHBAMO XOMOMOp(H3MoM rpyna. Jlako 3akmydyjemo na f npu
TOME MyBa W HeyTpas, 3aucra, un f(z) = fleex) = f(e) e f(x), muowelin neny u
JecHy cTpay ose jennakoctu ca f(z)~!, nobujamo xa je f(e) = e. Ocranmamo unraouy
Ja jlokane 1a xomomopdmuiaM takole uysa M uupepse, 1), ma je fxz™!) = flx)7!, aa
caer € G. XoMomopthusaM rpyne koju je ya To 1 GHjeruMja HAZUBAMO HIOMOPPHIAM.
3aHUMIBMBO j& [a j& nupeps uaoMopduima takole HaoMopduiaM, KAo M [a j& KOMIOIHLIH]a
Jisa uioMopuama takohe nzoMopduzam, OBO HAM FOBOPH 14 € CKYIT CBMX H30MOP(H3aMa
TaKkolje rpyia, 1 To je YIpano rpyin cHMeTpiji rpyie,

Heramunje heMo pasMoTPHTH FPyIe CHMETPH]a HEKHX Mo3HATHX urypa y pasnu. Bes
VIAMKEHLA Y JETAJLE, HABOAHUMO JIa 110/1 chmerpijoM gurype 11 nojgpasymenamo nsomerpuj-
ciy Tpancpopmaunjy Takey aa sakn f(I1) = I1, rae je f(I1) durypa kojy unue cnuxke, npu
npecnukasamy f, ceux tavaka u [1. 3a ceaky gurypy I1, mene cuMerpuje oner unte rpyny
kojy oanauanamo Sym(Il). Oapeaumo ose rpyne 3a Heke rosxate GUrype ca KojuMa ce
cpelieMO y reoMeTpHjH, MHCIEhH TPH TOME Ha MOBPLUH, & HE HA IHXOBE IPAHHLIE.

2. Il je rpoyrao ABC
2.1. I1 je pasHocTpannumnm Tpoyrao
Kako ce Hajiysa crpannia, vnp, AB, ciHka y Hajay:xy crpanuly, npu 6uio kojoj
uzomerpuin f € Sym(Il), umamo nea cnyuaja,
1. TIpu f ce duxcupajy u A u B, Tapa ce € cnuka y Tauky D, takny na je AC = AD
u BC = BD, M1 akcnoma reoMeTpHje/3ApaBor pasyMa 3akeyuyjeMo win je C = D
wnu je D enmia avie C npu peduieenju y onnocy Ha npasy AB, Mehyrumus f(11) =
IT sakiyuyjemo na je © = D, opuocno f(C) = C. Tlpu Tome n3 enemMedtapue
FEOMETPHJE 3HAMO JIa M3OMETPH]a ¥ paBHM Koja (pukcHpa J Tauke pUKCHPA M LEy
papau, Te je f = Id.
2. Ilpu f, A cecnuka y B u obpatHo, M3 ciuuHe IHCKYCH]E KAO Y IPETXOIHOM CIIy4ajy,
C' ce cnuka y Tauky D Koja joj je cHMETPHUHA Y OJHOCY HA CHMETpaY iyscn AL wiu
y TAHKY Koja je cnuka D npu peduiexcnju y ogHocy Ha npasy ADB. MeljyTum, Hujeana
o osux He npunaja Ll rako aa onakno f e nocroju,

Haxne, Sym(II) je Tpusujaiia rpyna, Tj. Fpyna Koja caipiki CaMo jelan eleMenT -
HEYTPL

2.2. Il je jennaxokpaku, afii He H JeAHAKOCTPAHNYHH TPOYIao

Hexa je unp. AB ocHoBnua. Taja ce npu NpoH3IBOLHO] CHMETPH]H, CIHYHO MPETX0/-
HOM, Tayka C' Mopa cinuKaTi y camy cebe, nox ce A B i GUKCHPAjy HIIH MEILA]Y MECTA.
Y npBoM ciydajy HMAMO KOHHUMIEHLH]Y (jep uMa 3 (iukcHe TauKe), HIH H3OMETPH]Y Koja



https.//matematickitalent.mk/

uxenpa C u cpennmrre ayxu AL, na ¢pukcHpa npany onpeljeny muMa, Tj, ¥ NHTAILY je
ocHa pedUiekeja @ y oIHOCY HA BHCHHY M3 TeMeHa C. Hlaomerpuja o npunaga Sym(lI),
Te je y opom enyuajy Sym(Il) rpyna ca asa enementa, Sym(Il) = {Id,a}, npu uemy je
o? = g oo = Id. Opa rpyna ce HAIMBA jOLI W HMKNHYHOM IpynoM pena 2, n obenexcana ca

Cy. TIpumeTumo ja je ona uaomophua ca (Zg, +), y 1ITA CE jJeIHOCTABHO MOMKEMO YBEPHTH,

2.3. 1 je jepuaxocTpaniuny TPOYrao

Tana coaka cuMeTpHja nepMyTyje Temena tpoyrna ABC, u npu ToMe 3a cBAaKy Off
HEPMYTALIA]JA MMAMO JEAHY CHMETPH]Y: TPH OJ1 ILHX CY POTALH)E OKO LeHTpa 3a 0°,120° i
240°, a npyre Tpu cy peduiekcHje y 0IHOCY HA CHMETPANIE CTPAHHLA (BHAETH CIIHKY).
YKynHo ux uma 6, ¥ cBaka MIOMETPUja Y PABHH
j'ﬂ 0ﬂp¢h¢l'lh CIIHKOM TpPH HEKOJIMHEAPHE Ta'Ke,
A CMO THME M NODpOjaiM ¢BE CHMETPHIE ¥
oBoM cnyuajy. M3 HapejieHe KopecrniofeHimje 3a-
KILYHYjeMO J1a je rpyna cHMeTpHja uioMopdHa
IPYNH TEPMYTALMJA CKYIA O 3 €leMeHTd, TJ.

Sym(II) = 8.

M3 npeTxoiHuX pasMaTpake BUAMMO 14 LWITO j¢ TPOYrao LIPABHITHH]H , TO J€ H 1LErOBA
rpyna cumerpuja nefia, 1j. Goratuja”, To ofronapa HHTYHTHRHOM OIMMCY ,,CHMETPHYHE
turype. IpeljumMo caga HA MATLE AETAAH PHKAT CUMETPH]A YETBOPYIIIOBA M NPABMIHHX
MHOrOYrjiona, ocTan/bajyiu UHTAOLY Aa PACIPABH JETAJLE, CIIHYHE OHHUM KOjH Cy paima-
TPAHH 34 Tpoyrione,

3. I1 je xonnekenu uernopoyrao ABCD
3.1. 11 je pasnocTpaHHUHK YETBPOYTa0

IMocmarpajyiin najpehy gy Mehy crpanuuamMa U AHjaroHasamMa — Ty ayx Hazusahemo
AHIAMETAP, 3AKIBYHYJEMO A8 Tpon3BoisHa cumeTpuja durype I1 mopa BuTH ocHa CHMETPH]A
AHJAMETPA HIIH ILErOne CHMeTpane, Y ciyuajy na je aujaMerap crpanuia, nobujamo a je
II jemmaxoxpaku Tpanes, a y caydajy gujaronane aa je genrong. Hujegan oj HaneaeHux
HHjE PAIHOCTPAHHYHH, W MPEMA TOME HE MOCTOjH HETpHBHjaNHA cuMeTpuja durype I, Tj.
CIMYHO KAO 38 pasHOCTpaHHYHH Tpoyrao, Sym(II) = {Id}.

3.2, 11 je napanenorpam, anu uuje pomb

Hobpo je noIwaTo A4 napanenorpaM oCHM KOMMUMIEHLM]E jOLUI JEHY CHMETPH]Y —
LEHTPAJIHO cHMeTpuuaH je. Jlako 3aKkibydyjeMo J1a HeMa JPYrHxX CHMETpH]a, jep ¢e npH
MCTHM MYBajy AHMJArOHANE, & CAMHM THM H IHXOB Mpecexk, Kako HETPHBHjANIHA HIOMETPHja
ca PHECHOM TAUKOM MOpa OHNTH poTaLM]a WK peduiekeHja, Y OLHOCY HA OCY KOJa CAIPKH
TY TA4KY, 32KJBYMYjEMO 212 je jeinHo pemese poTauunja 3a 180°, ). ueHTpanHa cuMeTpHja.
Haxie y osom crryuajy je Sym(II) = Zs.

3.3. II je pomo

Y oBOM e1yHajy, Nopel KOMHUHACHLN]E H LEHTPAIIHE CHMETPH]E, HMAMO M pediIekeHje
@ M T ¥ oanocy ua aujaronane AC u BD, Komnosuunja ose ase peduexiuuje, npH uemy
€& JIAKO [MPOBEPABA 14 JE T © T = T © &, JECTE UEHTPAJIHA CHMETPH]A, 114 3AKILYYY]EMO Jia je
Sym(Il) = {Id, e, 7, o 7}. OBa rpyna je waomoptna Jexapropos nponIBogy rpyna o
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n Za, 1. Sym(Il) & Zy x Za,
ObpaanoxkumMo oBaj nojam: Jekapros npousson aeejy rpyna (G, o) u (M, ) jecre rpyna
uan ckynom ¢ X H ca onepaumjom

(g1, h1) * (g2, h2) = (gi e g1, hy - ha), g1,92 € G hy ha € H,

OcTaB/ba C& YHTAOLY 1A CE YBEPH J14 J& ODO 3AUCTA IPYINa.

3.4. 1l je npapoyraoHMK, &M HHjE KBAJPAT

Y OBOM CHIYHAJY OCHM LEHTPMINE CHMETPH]E (jep
je NpaBoyraoHHK M MAPANENOrpaM) B KOHHIIH-

A c : :
E JEHLUM]E MMAMO H pediieKkeHie ¥ OHOCY HA CHME-
0 R _J' Tpalc HACTpaMHHUX CTPAHHLA (B“ﬂ.ﬂTH CIUKY).
! OCHM OBMX, APYIrHMX HeMa. 3aMcTa, KAKO CHME-
i x s "
; TPHja CIIMKA JMJATOHA MjaroHANE, HMXOR
. : D PHjA CIIHKA JAMjATOHANE Y JIH] k

NpeceK, Tj. LeHTap ce chuka y caMor cebe,
Hakne, cumerpuje durype I1 cy porauuje min pedutekcuje y oqHocy Ha 0CY KOJa CAipiKH
uentap. Jla 61 ce Hnp. TeMe A cnukano y Heko Apyro Teme POTALM|jOM, To Mopa GHTH
reme D, 1j, porauuja aa 180°, Illro ce peduiekcuja THUE, OIHAYMMO PEIOM CA & U T OHY
koja cnuka A y B, onnocho A y €. 3ax/pyuyjeMo 1a OHE TAHHO OAroBapajy ABEMA ocaMa
HA CIHLM, 10K pednexeuja koja Gu cnmxana A y D Gu cnukana B pan nparoyraoHuka,
WTo aaje koHTpaaukumjy. dakie, umajyhin y Buay aa je koMnoanuuja ose ape pedrekcuje
LEHTPAIHA CHMETPH]A, 3AKIbYUYjeMO 1a je Kao y nperxomtomM ciyuajy Sym(I1) & Zg x Za,
3.5, 1] je kpanpar
TTpeMa MpeTxolHOM, OBJE OHEKY]EMO HAjBHLLE
CHMETPH]a. Y IIPBOM pelly, TO €Yy POTALHje OKO

L]
R N uentpa 3a 0°, 90°, 180° u 270°, 3aTum pedex-
" ; ~ CHJE Y OJIMOCY HA YETHPH OCC HALPTAKE HA CIIHLIK,
““----{:‘ﬁ,";: ----- e To cy yjeaHo u cee cuMerpuje, ¢ 0bIMpoM Ha
g . i, TO Aa, npeMa 3.4, CHMETPHJA KBAJAPATA j& MM
A F W poOTALMjA MK pedUICKCHA Y OJHOCY HA OCY KOJa

|

y

CAIPXKH UEHTAP,
AXo poTalujy oko uentpa 3a 90° osHaunMo p, a peduiekcH]y ¥ 0HOCY HA CHMETPAJTY
MpaBe &, HHTAOLY OCTABILAMO A FeOMETPHjCKH Jokaxke na he rpyna cumerpuja Gurn Haw
2 .3
Sym(Il) = {Id, p, p*, p* &, 0p, 0p® , @},
Osa rpyna ce obenexapa 04, OHa je HEKOMYTATHBHA H MMa OCAM eleMEHATA.

Jlakne H Ha cyuajy YeTROPOYIIIA YBEPHIH CMO C& JIa j& Ipyna cHMeTpHja neha yTolnHKo
je wernopoyrao Jemuu”, Tj. CHMETPHUHMK{M, LocTiokY RN MAKCHMYM 38 KBAIPAT KOjH j&, Kao
H jeIHAKOCTPAHHYHN TPOYrao, MPABHIHK MHoroyrao, [IpehuMo 3aTo caja HA NPaBMIIHE
MHOTOYIJIONE, & YHTAOLY OCTARLAMO JI8 C& N03aBANH CHMETPH]AMA JEAMAKOKPAKOT TPATIEIA
W nenrouia (amaja).

4. I1 je npaswann n=toyrao A As ... A,
Cana heMo yONIITHTH pa3MaTpalbi KO/ JeAHAKOCTPAHHYHOr Tpoyrna M kpajapara, C
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oBIMPOM HA TO 1A C& MOKE OIHCATH KPyT OKO TIPABKIHOT n=TOYIIIA, H I ¢€ TeMeHa (Koja
MPHNAAA]Y KPYTy) CHMETPHJOM CIIHKAJY Y TEMEHA, Ta] KPYI' Ce CBAKOM CHMETPHjoM (HKeHpa,
4 CAMHM THM M Iberon LenTap O, T8, uentap n-toyrna, Jakné, npeocrajy Ham poraumje
oko Tauke O, n peduiekcnje v oiHOCY Ha npase koje canpxe O,

3a po'rmm,ic Cledn cliMuaH 3aKhyuak Kao PﬂHHJC — HMa HX TAYMHO 7, HCTO KOJIMKO M
morylinx ciamka, unp. temena Ay, Opjae pauynamo v potauuyy 3a 0°, 7). KOMHUKIEHLI]Y.

[LITo ce pednekcuja THYE, TY JONA3N IO PAITHKE KAJA jé N MAPHO OJHOCHO HEMAPHO.
34 MApHO 7. CHTYALM]A j& CIMYHA KAO KOJ KBAAPATA, NMOCTOJH JEAHA OCA 34 CBAKH Nap
HACTIPAMHHX CTPAHHLA = 1LHXONDA '.'li’le,U.HH'-IICEI. CHMETPAJIA, KAO H 110 jcﬂ.Hﬂ OCH 30 CRAKH I1ap
HACIIPAMHMX TEMEHA, 34 HEMapHo 7t je cHTyau)a ca pedurekcijama gpyradnja, H opge uma
YKYIHO 1t peduieKenja, ¢ THM LITO CY OBJIE OCE CHMETPAIIE TAMHO 10 je[IHE CTPaHHLLE.

O

Y oba cnyunja BHAMMO 14 CHMETPH]A MMA YKYIIHO 271, M KO HAJMAIsY POTALH]Y OKO

o 1
UEHTPE, 38 Yrao ol %, 03HAMMMO ca p, a pedUIeKcH]y y OHOCY Ha cumeTpany ayuxn Ay As
Cil @, MOMKE C& IEOMETPHjCKH (CITHYHO KAO 30 KBALPAT) AOKA3ATH Ja Ne rpyna cuMerphja

npasWIHOr n-Toyraa 6uTH 6ai

1

Sym(Il) = {e,p, % ..., 0" qyap,ap?,...,ap" 1}

Ony rpyny 30BeMo gHjenapeka rpyna crenena n i osnauasamo [y, Ona uma 2n enemenara
H HHjC KOMYTATHEHA,

Hapemumo, Gea ynakema y JeTasbe, rpyne cHMETPHja HEKMX NpPABHIHUX MOJHeNapa
(r3s, TTnaTonosnx Tena, B, unp. (7], (8]):

e 3a npasuniy Terpaenap Sym(Il) & §,;

* 30 KOLKY Hin nipasuiny oktaenap Sym(IT) & 84 x Zg; uta,

Ha kpajy obor ojeibka, yBOAMMO Je[iali BAXKAH 10jaM Koju HaM omoryhasa aa Guno
KOjy pyIny NOCMATPAMO KAO FPYITY CHMETpPH]a Hekor o0jexTa ~ CKyNa Y HajjeAHOCTABHHjEM
enyuajy. Hexa je X npoussomuu ckyn, a (G, e) rpyna, TTon aejereosm rpyne (G, ) ca
HeyTpanoM e Ha ckyn X noapasymepa ce xomomopduaam ¢ ¢ G — Sym(X), To jecr
NPEC/HKABALE (@ TAKBO [A CY HCNYH:eHH ceneliu yeIoBm:

1. (e) ue nomepa nuwrra, 7j. o(e) = ldyx,

2. (g1 » g2) = @(g1) o @(ga).

I'pyna Sym(X) cagpan bujexunje cxyna X, na Ham AgjcTno 3anpaso omoryhasa na.
enemente rpyne G, puaumo’ kao Gujexunje cxyna X,

Y HApEeAHOM OIE/LKY HABOJNMO HEKE 3AHMM/LHBE [IpHMeEpe .ELI:jE'I‘BE.
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4, MY3HKA

CeumMa je nosHaTa jaka Besa uiMely martematuke M my3auxe (Bumern [10]). Ihy cy
npoyyasaan jour Crapd I'puy, kpo3 pasHe ojnoce npupoauux Gpojena (Taja ce joil ypek
BEPOBANIO J1a OCTOjE caMo palHoHanuu Gpojenn). O Taja je MATEMATHKA JIOCTA Y3HATIPE-
NOBAIA, H Y CKOPH]E BPEME CY C& MATEMATHYAPH SAHHTEPECORAIIH 30 NOJABY TPYTIA Y MY3HILH
(sunerw mnp. [11]). Y mysuumn nocroju 12 Tonosa y jenHoj oktasw (cnuka nenon). Axo
TOHOBE HA CIIHLIM CMATPAMO TAYMKAMA, BHANMO 14 OHM unHe npasminy 12-yrao, u otyaa je
NPHPOAHA NIPUMEHA TPYIIE ILeronux cuMerpu)a, [Dys.

4,1, AKOPIH

AKOPAH ¥ MY3HLH CY C/IOKEHH 3BYUH CAMHILEHH OJl 3 HCTOBPEMEHO OICBMPAHA TOHA
(Ha KIaBHPY, THTAPH, . . . ). MaTeMATHYKH, MH HX MOMKEMO BHIETH KAO TPOYIIJIOBE 4YHJA CY
TEMEHA TOHOBM Ha clMUM, KoHCcoHaHTHH akopaH kojuMa heMo ce onzie GaBUTH Ce Iee Ha
no6po noauarte gypeke n Mojcke akopae. Ocrane spere akopaga (Hnp. 61nys akopiae) ue
obyxBata HapeJHa npuua, wro 6 Moxaa 61O npasal Moryher HACTABKA OBE TeopH|e,

FopopuliemMo Ha jeauky reoMerpHjée 12-yria cauHibeHOr Off TOHOBA, AKO HYMEPHILEMO
TOHOBE KAO HA C/HLM HIHAJ, OHJA je CBAKH KOHCOHAHTHH akoph (Y JAa/beM TEKCTY caMo
akop) Tpoyrao u to obnuka (n,n + 4,n + 7) axo je aypekn, opuocuo (n,n+3,n+7)
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ako je moncku, ITpu Tome ce cabuparse ca 3, 4 u 7 Bpum no monyny 12, Akop/ 30BEMO 110
NMpROM TOHY Yy onakpowm sanucy. Taxo je na npusmep D-nyp axopn (2,6, 9), nok je F-mon
(5,8, 1). O3Ha4uMMO OBAKO e HHHCAH CKYT AKOPA/A ca S,

4.2, T/I reyma

Y MYIMILH CY ITOIHATE TIR, TPAHCIIOIHLH]E U HHBCP3HJE, KAO CBOJEBPCHH AJIATH 34 KOM-
noHosame, OBe KpealHje cy H3PaKEHE HA NPHMED Y Baxopum® dyraMa — KOMIOINLIM)a
NOYHILE CA IIIABHOM MenoaujoM (T3, TeMoM) KAKO KOMIIO3HIIMjA TPaje, TEMA TMO4HILE 18
Ce MOjaB/bYJe Y TPAHCIIOHOBAHOM W HHBEPTOBAHOM obHKy.

MareMaTHUKH peveHo, TpaHcnosuumja T, pea 1 je Membame TOHOBA 34 71 [oJIycTes
nena’ y eMepy KAIALKE HA CATY HA CMuM rope. [eoMeTpHjCKH, OHA NIPEICTARLA POTALIH]Y
sa n Gpojesa moayno 12, Husepanja [, pena n, kaja ce cneie HA FEOMETPH|CKY TPaHC-
dopmatinjy, npercranmba pedUiekcH]y y 0JHOCY HA OCY KOja je 3a 7t POTHPAHA ¥ OIHOCY HA
ocy koja nponasu kpo3 temena 0-6, Haxne, Jo npuun pednexenjy y onnocy Ha npasy 0-6.
Jak/byuyjemMo J1a HHBEP3Hje H TPAHCTIOIHLH]E 3ajeHO YHHE rpyny, naomopduy rpymu Dz,
Koja ejcTByje Ha ckyn ToHosa. Osa rpyna ce yeeto Hasusa T/ [- rpyna,

Jlornuno, TpaHCNOIMIIK]E U HHBEP3Kje YyBAjy akopae. To 3HAYM Ja KaJd C& MPHMEHH
HEKA OJ IHX HA TPOYrao KOjH YHHHM AKOP[, OH C& CIIHKA Y TPOYrao Koju Takolje unHu
aopi, MelyTuM Ha Myanke 3HaMo Aa je To tTauxo. [lpeumsuuje, Tpancnosuumje yynajy
pon® akopana, cankajy aypeke y Iypeke M MoJcKe ¥ Moncke akopae. To cana MOMeMO
BAKJBYMHTH M MATEMATHHKH, 3Hajylu ga je Tpacnosuuuja porauuja, Hacynpor Tome,
MHBEPIHjE MEILAjY ayp 3a Mon ¥ ofpaTho, wro ce Takolje Moxe nokazatn. Ha npumep Io
enuka C-nyp y F-smon akopa (nokasatu!). Hakne, no6po je pedpuHHcano IjCTBO rpyne
T/I wa exyn S,

4,3, PLE revra

Ocum HapeaeHnx TpaHcOpMAalja, y My3ulM Cy NO3HATE W JApyre TpaHchopmaluje
Tonona, koje je knacudukosao W crporo aeduHHcao Myanukn TeopetHuap 19, nexa Xyro
PumMan. 3a pasnuiy o TPAHCIOIMLMA 1 MHBEPIH]A, oBe TpaHchopMalje nejcTryjy caMo
na axopuauma, To cy npecnukapama P, L, R : § — 8, para ca:

13(!{1.3}21?]3) = Iﬁ') +y;(yhy2: PJ):
L(yltyﬂayﬂ) = yg+un(y1!yiiyﬂ)m
R(y1,y2,¥3) = Iy vua (¥1, 92, ¥3)-

Bﬂﬂy Ce pelloM NMADPANENHO, ITPOMCHA ITABHOI TOHA H CPﬂJ.lHD?.

Myauuxu pedeno, Tpancopmaunja F liake AypPCKH AKOPI Yy HCTH CAMO MOJICKH H
obpatho (enuka gone neso). Ha npumep, P(d) = D wmu P(F) = f. (Ha sanajy ce aypeku

81.C. Bux (1685-1750), ciapi HeMadukH GAPOKHH KOMIOINTOP.

"TMonycTencnom ce y MySHLH HASHBA PAIINKA Y BHCHIM JBYKR HIMey A yIUCTONA TONM,
¥Pojt Mowe GITH AYPCKH H MOJICKH,

%Y opurniany parallel, leading tone exchange n relative,



O6jaBeHo Ha 28.3.2023

AKOpIH Dﬁﬂ]‘lﬂ'ﬂiﬂﬂﬂj}’ BCIIHKHM, 4 MOJICKH MAJIHM CIOBOM, H MH hemo ce 01 OBOT

HAJIA/BE APIKATH OBMX O3HAKA,)

{_-\.,.- C_” ; {""(I"I'-v- f‘?-z ""-c Cwile
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MecTi

Tpancipopmanmja B wake akops y meros My3HukH CpoJiaH AKOpA CYNPOTHOT poja,
Tako je unp. nosuaro ga ¢y C 1 a My3HUKH napaus (cnuka rope aecio). Ipeunanuje, nsa
AKOP/IA CYNPOTHOT POJA CY CPOAHM HKO J& IIABHH TOH (TO J& IPBH TOH Y YpeleHo] TpojuH,

o KOME AKopil HOCH IIESHB) MOJICKOT AKOPJIA 338 3 NOJIYCTENEHA HUMKH Ol AYPCKOL.

Tpeha Tpanchopmauuja L, kako joj caMo MMe Y OPHIHHEAIY KAXKE, MEILA TTIABHH TOH
aAKopAa, Npy YeMmy yyna ocTana asa. To je reOMeTpHiCKH rieaaHo, pedgnexcuja y onHocy
HA CHMETPANTY JIYIKH KOjé YHHE IMPeOCTANa ABA TOoHA akopaa (KojH ce uysajy). Ha cnuuu je

npukasaHo kaxo L nenyje na C,

ITpu cBe Tpu TpancopMaLHje ce YyBajy ABa TOHA Y aKopay Aok ce Tpehu mema, To je
H3BO/JLHEO HA TPH HAYMKHA, H TO CY TAMHO oBE TpH TpaHchopMauuje. Oue cy nusonyuuje'?,
[pH TOME & MOT'Y KOMITOHOBATH, H KAO TAKDE YHHE IpyNy, noarpyny Sym(.S), koja ¢e sone
PLR rpyna. OHo 1ITO je HAPOYHTO MHTEPECAHTHO je I je oBa rpyna taxole niomopdua

101 pecnukanaime je wunemyumjs nko je camo celu uuncp,
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ujenapckoj!

MHore apyre 3aHUM/bHBE UH-EHHIE YHTANALl MOYe HahiM y HHTepecaHTHOM pany [11].
5. OCTAJIO

Ha camoM xpajy HalloMeHHMMO U TO [ Ce TeOpHja rpyIa KOPHCTH Y XeMHUJH M QH3HULH,
NpeUn3HUje y KPUCTAIHUM CTPYKTypama Koje MMajy onpelieHe cMMETpHje, ma oTyaa u
npumena rpyna. Taxolbe, Teopuja JIujeux rpyna u muxosux penpesenrauuja'’ ce ko-
PMCTH 32 ONUCHBAISE T3B. CTaHJAPIHOT MOZENA Y MOJAEPHOj HH3HULH eeMEHTAPHUX Hec-
tuna. MaTeMaTHuKH je 3aHMMJbMBA U Tpyna Py6uxose kouke (Bugetr [12]). Hanocnerky,
TeopHja PELIMBHX IPYIa 3Ha4YajHO je JOIPHHENa PellekY BENMKOT IIpobieMa y MaTeMaTHIH
— peluaBarmy anredapckux jeaHaurHa (CIIOMEHYTO Ha MOYETKY OBOI TEKCTa).
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