
Kombinatorna geometrija
verzija 1.7.1: 16.10.2016.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::

Granica izme�u kombinatorne geometrije i geometrije, odnosno kombinatorike, qesto
je zamrǉana. Pod kombinatornom geometrijom obiqno podrazumevamo geometrijske za-
datke sa velikim ili neograniqenim stepenom slobode, ukǉuquju�i geometriju rasporeda,
ili one koji sadrжe kombinatorne ideje.

Jedan osnovni tip kombinatorno-geometrijskih zadataka su egzistencijalni zadaci. U
ǌima je qesto od pomo�i Dirihleov princip.

Zadatak 0.1. Dato je 100 taqaka unutar kruga polupreqnika 1. Dokazati da su neke dve
od ovih taqaka na me�usobnom rastojaǌu ne ve�em od 2

9 .

Rexeǌe. Opiximo oko svake taqke krug polupreqnika 1
9 . Svih 100 krugova leжe unutar

kruga k polupreqnika 10
9 koncentriqnog sa datim krugom. Pri tom je povrxina kruga

k jednaka 100
81 π, a povrxina svakog od malih krugova je 1

81π. Sledi da neka dva od
ovih krugova imaju zajedniqku taqku. Neka su to krugovi opisani oko taqaka A i B.
Tada je AB 6

2
9 . △

U egzistencijalnim zadacima qesto se posmatra neki ekstremalni objekat. To moжe
biti npr. trougao maksimalne povrxine, skup duжi minimalne ukupne duжine, prava na
minimalnom rastojaǌu od date taqke, itd.

Zadatak 0.2 (Silvesterov problem). Dat je konaqan skup S taqaka u ravni, koje nisu sve
na istoj pravoj. Dokazati da postoji prava koja sadrжi taqno dve od datih taqaka.

Rexeǌe. Posmatrajmo nedegenerisani trougao ABC sa najkra�om mogu�om visinom - neka
je to visina hA iz taqke A. Tvrdimo da na pravoj BC nema taqaka iz S osim B
i C. Pretpostavimo suprotno, da D ∈ S \ {B,C} leжi na pravoj BC. Moжemo da
pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je raspored B −C −D i da je ∢ACD > 90◦.
Tada je AD > CD, pa je u trouglu ACD visina iz C kra�a od visine iz A, dakle
kra�a od hA, xto je kontradikcija. △

Napomena. Ovaj problem je postavio �.�. Silvester 1893. godine, a prvo taqno rexeǌe
dao je T. Galai 1944. Gorǌi dokaz je dao L.M. Keli 1986.

U Silvesterovom problemu, postojaǌe trougla minimalne visine je garantovano konaq-
nox�u skupa taqaka S. U beskonaqnim skupovima, me�utim, situacija je komplikovanija
i ekstremna vrednost ne mora obavezno da se dostiжe. Na primer, ne postoji mnogougao
maksimalne povrxine upisan u jediniqni krug - ta povrxina moжe biti proizvoǉno blizu
π, ali se jednakost ne moжe dosti�i.

Ipak, dostizaǌe ekstremuma moжemo da jamqimo i u beskonaqnom skupu, pod uslovom
da taj skup poseduje svojstvo tzv. kompaktnosti. Umesto najopxtije definicije, da�emo
definiciju kompaktnih skupova u metriqkim prostorima poput Rn.

Definicija. Podskup S metriqkog prostora M je kompaktan ako svaki beskonaqan niz
taqaka u S ima podniz koji konvergira nekoj taqki u S.

Tvr�eǌe. Svaki zatvoren skup u Rn (n ∈ N) je kompaktan.

Tvr�eǌe. Svaka neprekidna funkcija na kompaktnom skupu S dostiжe svoje ekstremne
vrednosti u nekim taqkama tog skupa.
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Tako, na primer, znamo da svaka neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu na
realnoj pravoj dostiжe svoj maksimum. To ne vaжi za otvorene intervale - npr. funkcija
f(x) = x na (0, 1) ima gorǌu granicu 1, ali ne dostiжe maksimum unutar intervala.

Varijante slede�eg kombinatorno-geometrijskog tvr�eǌa se qesto koriste. Kao xto
�emo videti kroz zadatke, posmatraǌe trougla maksimalne povrxine je priliqno popu-
larna ideja.

Zadatak 0.3. Dat je konveksan mnogougao P povrxine 1. Dokazati da postoji trougao
povrxine bar 1

4 koji je sadrжan u P.

Rexeǌe. Od sada pa nadaǉe, sa [X ] oznaqavamo povrxinu figure X.

Postoji trougao ABC maksimalne povrxine sadrжan u P. Zaxto? Definiximo
funkciju povrxine na skupu P3: f(A,B,C) = [ABC] za A,B,C ∈ P. Skup P3 je
zatvoren podskup R6 i kao takav je kompaktan. Na osnovu gorǌeg tvr�eǌa, funkcija
f dostiжe maksimum u nekoj taqki tog skupa - neka je to taqka (A,B,C) ∈ P3. To
znaqi da je △ABC trougao maksimalne povrxine sa temenima u P.

Neka prave paralelne sa BC,CA,AB kroz A,B,C redom odre�uju trougao A1B1C1,
gde je A ∈ B1C1, B ∈ C1A1 i C ∈ A1B1. Pretpostavimo da se neka taqka D mnogougla
P nalazi van trougla A1B1C1, i to (bez smaǌeǌa opxtosti) da leжi na onoj strani
prave B1C1 na kojoj nije taqka A1. Tada je [BCD] > [BCA], xto je kontradikcija sa
izborom △ABC. Ovim smo pokazali da je ceo mnogougao P sadrжan u △A1B1C1, pa
je 1 = [P ] 6 [A1B1C1] = 4[ABC], tj. [ABC] > 1

4 . △

Napomena. Konstanta 1
4 nije optimalna. Jedno poboǉxaǌe je pokazano u zadatku 9. Naj-

boǉa ocena je zapravo 3
√
3

4π , i dostiжe se kada je P krug.

Pomenimo i izoperimetrijski problem. To je pitaǌe odre�ivaǌa ravne figure datog
obima koja ima maksimalnu povrxinu. Nije texko pokazati da odgovor ne moжe biti
nixta osim kruga - ako postoji. Me�utim, nije uopxte oqigledno da li ekstremalna
figura zaista postoji. Tako je jox antiqkim Grcima bilo poznato da je odgovor krug,
ali je potpun dokaz toga dat tek u 19. veku.

::::::::::::::::::::
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Zadaci

1. Dokazati da me�u ma koje qetiri taqke unutar jediniqnog kruga postoje dve koje su
na rastojaǌu maǌem od

√
2.

2. Dokazati da me�u ma kojih pet taqaka unutar jediniqne lopte postoje dve koje su na
rastojaǌu maǌem od

√
2.

3. Dato je nekoliko tetiva jediniqnog kruga tako da svaki preqnik seqe najvixe k
tetiva. Dokazati da zbir duжina ovih tetiva maǌi od kπ.

4. Ravna figura Φ povrxine ve�e od 1006 je smextena u pravougaonik P dimenzija
1× 2011. Dokazati da Φ sadrжi dve taqke na me�usobnom rastojaǌu 1.

5. Unutar kruga k polupreqnika R nalaze se mrǉe. Povrxina svake mrǉe je najvixe 1.
Svaki polupreqnik kruga, kao i svaki ǌemu koncentriqan krug, seqe najvixe jednu
mrǉu. Dokazati da je ukupna povrxina mrǉa maǌa od π

√
R+ 1

2R
√
R.

6. Neka je n > 2 ceo broj i f preslikavaǌe iz ravni u skup realnih brojeva takvo da
je f(A1) + f(A2) + · · ·+ f(An) = 0 za svaki pravilan n-tougao A1A2 . . . An. Dokazati da
je f konstantno jednako nuli.

7. Zatvorena poligonalna linija u ravni sastoji se od parnog broja duжi duжine 1.
Dokazati da postoje dva temena ove poligonalne linije koja su na rastojaǌu ve�em
od 1.

8. Dato je n plavih i n crvenih taqaka u ravni me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne.
Dokazati da se moжe nacrtati n duжi sa po jednim crvenim i jednim plavim temenom
tako da nikoje dve nemaju zajedniqkih taqaka.

9. Dat je skup S sa n taqaka u ravni, me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne. Dokazati
da postoji skup P sa 2n − 5 taqaka tako da svaki trougao sa temenima u S sadrжi
bar jednu taqku iz P u unutraxǌosti.

10. �oxak je izlomǉena linija u (koordinatnoj) ravni koja se sastoji od jedne ver-
tikalne i jedne horizontalne duжi.

U ravni je dato n crvenih i n plavih taqaka qije su projekcije na ose x i y me�usobno
razliqite. Dokazati da se moжe nacrtati n �oxkova bez zajedniqkih taqaka tako
da svaki �oxak ima jedan crven i jedan plav kraj. (Duж sadrжi svoje krajeve.)

11. Posmatrajmo 4027 taqaka u ravni, nikoje tri kolinearne, me�u kojima ima 2013
crvenih i 2014 plavih. Povlaqeǌem pravih, ravan se deli na oblasti. Kaжemo da
je raspored pravih dobar ako su zadovoǉena slede�a dva uslova:

• nijedna prava ne prolazi kroz neku taqku iz konfiguracije;

• nijedna oblast ne sadrжi taqke razliqitih boja.

Na�i najmaǌi broj k takav da za svaki ovakav raspored 4027 taqaka postoji dobar
raspored k pravih. (MMO 2013.2)

12. Dat je skup sa n > 2 vektora u ravni. Vektor zovemo dugaqkim ako ǌegova duжina nije
maǌa od duжine zbira svih ostalih vektora. Ako je svaki vektor u skupu dugaqak,
dokazati da je zbir svih vektora iz skupa jednak nuli.

13. Dokazati da se, me�u svakih 111 jediniqnih vektora u ravni sa zbirom nula, moжe
na�i 55 qiji zbir ima duжinu ne ve�u od 1.

14. Dato je n2 taqaka u unutraxǌosti ili na granici jediniqnog kvadrata. Dokazati
da se sve ove taqke mogu povezati poligonalnom linijom duжine maǌe od 2n+ 1.
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15. Dat je konaqan skup taqaka u ravni. Dokazati da se iz ǌega uvek moжe izbaciti
jedna taqka i ostatak podeliti na dva podskupa, od kojih svaki ima dijametar strogo
maǌi od polaznog skupa.

16. Data su nam qetiri podudarna pravougla trougla od papira. U svakom koraku smemo
da preseqemo jedan od trouglova po visini iz pravog ugla. Da li je mogu�e posle
nekoliko koraka dobiti skup trouglova me�u kojima nema podudarnih?

17. U ravni je data familija jednakostraniqnih trouglova koji se svi dobijaju translaci-
jama jedan iz drugog. Svaka dva trougla u familiji se seku. Dokazati da postoje
tri taqke takve da svaki trougao sadrжi bar jednu od ǌih.

18. Dokazati da svaki trougao sa temenima na stranicama centralno simetriqnog xesto-
ugla ima povrxinu ne ve�u od polovine povrxine xestougla.

19. Podsecaǌe konveksnog mnogougla je zamena neke dve ǌegove susedne stranice AB i
BC duжima AM,MN,NC, gde su M i N redom sredixta duжi AB i BC. Tako
podsecaǌem konveksnog n-ugla dobijamo konveksan (n + 1)-ugao. Ako je u poqetku
dat pravilan xestougao povrxine 1, dokazati da se nizom podsecaǌa uvek dobija
mnogougao povrxine ve�e od 1

3 .

20. Neka je ABCDEF konveksan xestougao povrxine 1 qije su svake dve suprotne strane
paralelne. Prave AB, CD i EF se seku u parovima, odre�uju�i trougao. Sliqno,
prave BC, DE i FA odre�uju drugi trougao. Dokazati da bar jedan od ova dva
trougla ima povrxinu ne maǌu od 3

2 . (BMO 2011.4)

21. Oznaqimo sa θ najve�i od xest uglova izme�u ivica pravilnog tetraedra i neke
ravni. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost θ.

22. (a) Dati su konveksan mnogougao povrxine S i proizvoǉna prava ℓ u ǌegovoj ravni.
Dokazati da se u ovaj mnogougao moжe upisati trougao povrxine bar 3

8S qija je
jedna stranica paralelna pravoj ℓ.

(b) Odrediti najve�u mogu�u povrxinu trougla upisanog u pravilan xestougao
povrxine S, sa jednom stranicom paralelnom stranici xestougla.

(Trougao je upisan u xestougao ako sva ǌegova temena leжe na stranicama xestougla.)

23. Nazovimo w-trakom skup svih taqaka u ravni koje leжe izme�u dve paralelne prave
na rastojaǌu w ili na jednoj od ǌih. Neka je S skup n taqaka u ravni takav da se ma
koje tri taqke iz S mogu pokriti 1-trakom. Dokazati da se ceo skup S moжe pokriti
2-trakom. (BMO 2010.3)

24. Neka je K konveksan mnogougao u ravni. Ako je T bilo koji trougao minimalne
povrxine opisan oko K, dokazati da sredixta ǌegovih stranica leжe na K.

25. Pravilan n-ugao je pomo�u n − 3 dijagonala koje se ne seku podeǉen na trouglove.
Dokazati da je me�u ǌima taqno jedan oxtrougli ili taqno dva pravougla.

26. Za koje n je mogu�e podeliti pravilan n-ugao na jednakokrake trouglove pomo�u n−3
dijagonale koje se ne seku?

27. Neka su A1, A2, . . . , An taqke na krugu, n > 3. Na�i najve�i mogu�i broj oxtrouglih
trouglova sa temenima u tim taqkama.

28. Za prirodan broj n > 3, oznaqimo sa m(n) najve�i mogu�i broj taqaka u unutrax-
ǌosti ili na granici pravilnog n-tougla stranice 1, od kojih su svake dve na ras-
tojaǌu ve�em od 1. Odrediti sve n za koje je m(n) = n− 1.

29. Dat je konaqan skup duжi u ravni, ukupne duжine maǌe od
√
2. Dokazati da postoji

beskonaqna jediniqna kvadratna rexetka koja ne seqe ni jednu duж.
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30. Dat je prirodan broj n. Koliko najvixe celobrojnih taqaka moжe da sadrжi kvadrat
stranice n+ 1

2n+1 u unutraxǌosti?

31. Me�u qetvorouglovima AiAi+1Ai+2Ai+3 (i = 1, . . . , n, n > 5; indeksi se sabiraju po
modulu n) na�i najve�i mogu�i broj tangentnih, ako je A1A2 . . . An konveksan mno-
gougao.

32. Neka su k i n celi brojevi sa 0 6 k 6 n− 2. Posmatrajmo skup L od n pravih u ravni
me�u kojima nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri nisu konkurentne. Oznaqimo sa
I skup preseqnih taqaka pravih u L. Neka je O taqka u ravni van svih pravih u L.

Obojimo taqku X ∈ I crveno ako otvorena duж (OX) seqe najvixe k pravih u L.

Dokazati da I sadrжi bar (k+1)(k+2)
2 crvenih taqaka.

33. Za svaki skup S od pet taqaka u ravni, me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne,
oznaqimo sa M(S) i m(S) redom najve�u i najmaǌu me�u povrxinama trouglova sa
temenima u S. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost M(S)/m(S).

34. Dat je konveksan mnogougao P povrxine 1. Dokazati da se u ǌega moжe upisati
konveksan xestougao povrxine bar 3/4.

35. Neka je P konveksan mnogougao koji je simetriqan u odnosu na taqku O. Dokazati da
postoji paralelogram R koji sadrжi P takav da je [R] 6

√
2 · [P ].

36. Svakoj stranici a konveksnog mnogougla P pridruжena je maksimalna povrxina
trougla nad stranicom a koji je sadrжan u P. Dokazati da zbir povrxina pridruжe-
nih svim stranicama P nije maǌi od dvostruke povrxine P. (MMO 2006.6)

::::::::::::::::::::
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Rexeǌa

1. Rexeǌe. Neka je O centar kruga. Me�u qetiri taqke, za neke dve, recimo A i B,
vaжi ∢AOB 6 90◦, xto zajedno sa OA,OB 6 1 daje AB 6

√
2.

2. Pretpostavimo suprotno. Nijedna taqka nije u centru O. Posmatrajmo dve taqke
A1 i A2. Poluravan OA1A2 deli loptu na dve polulopte, od kojih jedna, “severna”,
sadrжi bar jox dve taqke A3 i A4. Nijedna od ǌih nije u severnom polu N . Pos-
matrajmo sada qetiri poluravni odre�ene pravom ON i taqkama A1, A2, A3, A4. One
dele severnu poluloptu na qetiri segmenta, od kojih je bar jedan sadrжan u qetvr-
tini polulopte. Kako je dijametar qetvrtine polulopte

√
2, tvr�eǌe sledi.

3. Pridruжimo svakoj tetivi luk odre�en ǌenim krajevima i dijametralno suprotan
luk. Tako je zbir duжina lukova pridruжenih tetivi duжine d bar 2d. Preqnik
kruga seqe tetivu ako i samo ako seqe oba pridruжena luka. To znaqi da svaki
preqnik seqe najvixe 2k lukova, pa je zbir duжina tih lukova najvixe 2kπ. Sledi
da je zbir duжina tetiva maǌi od kπ.

4. Posmatrajmo sliku Φ′ figure Φ pri translaciji T za vektor v duжine 1 u pravcu
duжe stranice pravougaonika. Figura Φ′ leжi u pravougaoniku T (P ), pa unija Φ∪Φ′

pripada pravougaoniku P ∪ T (P ) dimenzija 1 × 2012. To znaqi da unija Φ ∪ Φ′ ima
povrxinu ne ve�u od 2012, a kako svaka od figura Φ,Φ′ ima povrxinu ve�u od 1006,
ǌihov presek ne moжe biti neprazan. Neka je X taqka u Φ∪Φ′. Tada i taqka Y koja
se pri translaciji T slika u X pripada Φ, i pri tom je XY = 1.

5. Dokaza�emo tvr�eǌe za proizvoǉne povezane mrǉe (ne obavezno kruжne). Neka je ϕi

ugaona xirina i-te mrǉe, a ai ǌena najve�a udaǉenost od centra kruga, pri qemu je
a0 = 0 < a1 < a2 < · · · < an 6 R. Dakle, i-ta mrǉa leжi u krivolinijskom trapezu
povrxine 1

2 (a
2
i − a2i−1)ϕi. Moжemo da pretpostavimo da mrǉa pokriva ceo ovaj kri-

volinijski trapez (“naduvavaǌem” mrǉe i smaǌivaǌem trapeza po potrebi). Po
uslovu zadatka je

∑

i ϕi 6 2π i (a2i − a2i−1)ϕi 6 2. Ukupna povrxina mrǉa je

1

2

∑

i

(a2i − a2i−1)ϕi 6

√
2

2

∑

i

√

(a2i − a2i−1)ϕi 6

√
2

2

√

∑

i

(a2i − a2i−1)

√

∑

i

ϕi 6
√
π · R.

6. Posmatrajmo jedan pravilan n-tougao A1A
0
2 . . . A

0
n. Neka se rotacijom za

2kπ/n oko taqke A1 taqka A0
i (i > 1) slika

u Ak
i . Tada je A1A

k
2 . . . A

k
n pravilan n-ugao

za svako k = 0, 1, . . . , n− 1, pa je po uslovu
zadatka f(A1) + f(Ak

2) + · · · + f(Ak
n) = 0.

Sumiraǌe po k daje nf(A1) +
∑

k f(A
k
2)+

· · ·+∑

k f(A
k
n) = 0. S druge strane, za i > 1

je
∑

k f(A
k
i ) = 0 jer je A0

iA
1
i . . . A

n−1
i prav-

ilan n-tougao. Sada se prethodna jed-
nakost svodi na nf(A1) = 0, pa tvr�eǌe
sledi.

A1 A0
2

A0
3

A0
4

A0
5

A1
2

A2
2

A3
2

A4
2

7. Pretpostavimo da tvr�eǌe nije taqno. Neka je A1A2 = A2A3 = · · · = A2n−1A2n =
A2nA1 = 1. Ako su za neko 3 6 i 6 2n − 1 taqke Ai i Ai+1 sa iste strane prave
A1A2, onda su qetiri taqke A1, A2, Ai, Ai+1 temena konveksnog qetvorougla sa dvema
naspramnim stranicama jednakim 1, pa je zbir ǌegovih dijagonala ve�i od 2, te je
bar jedna od ǌih duжa od 1, kontradikcija. Prema tome, Ai i Ai+1 su sa raznih
strana prave A1A2 za svako i, odakle sledi da su taqke A3, A5, . . . , A2n−1 sa jedne
strane te prave, a A4, A6, . . . , A2n sa druge. Me�utim, tada je A2nA1A2A3 konveksan
qetvorougao i u ǌemu je A2nA2+A1A3 > A2nA1+A2A3 = 2, xto je opet kontradikcija.
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8. Ako se neke dve duжi seku, recimo AB i CD (pri qemu su A,C crvene i B,D plave),
moжemo ih zameniti duжima AD i BC - kako je AB+CD > AD+BC, ovako se smaǌuje
zbir duжina svih povuqenih duжi. Zato povucimo n duжi tako da zbir ǌihovih
duжina bude najmaǌi mogu�i. Me�u ǌima se nikoje dve ne seku, inaqe bismo mogli
da smaǌimo zbir duжina.

9. Neka su P1(x1, y1), P2(x2, y2), . . . , Pn(xn, yn) taqke u S u koordinatnoj ravni. Pogodnim
odabirom osa i oznaqavaǌem moжemo da pretpostavimo da je x1 < x2 < · · · < xn. Neka
je d maǌe od duжine najkra�e visine me�u svim trouglovima sa temenima u S.

Definiximo skup T sa 2n − 4 taqke: T = {(xi, yi − d), (xi, yi + d) | i = 2, 3, . . . , n − 1}.
Svaki trougao PkPlPm sa k < l < m sadrжi jednu od taqaka (xl, yl ± d) ∈ T . Pritom
bar jednu taqku u T moжemo da izbacimo. Zaista, bar jedno teme konveksnog omotaqa
skupa S je razliqito od taqaka P1 i Pn: neka je to Pj. Kako jedna od taqaka (xj , yj±d)
leжi van konveksnog omotaqa, moжe se izbaciti iz skupa T . Ostaje skup sa 2n − 5
taqaka koji zadovoǉava uslove.

10. Koristimo indukciju po n. Baza n = 1 je trivijalna. Neka je n > 1 i neka su A, B i
C redom krajǌa leva, krajǌa doǌa i krajǌa desna me�u datim taqkama. Moжemo da
pretpostavimo da je taqka B crvena.

(1◦) Ako je jedna od taqaka A i C, recimo A, plava, taqke A i B moжemo spojiti
�oxkom AXB tako da je duж AX ver-
tikalna, i na ostatak primeniti in-
duktivnu pretpostavku za n− 1.

(2◦) Ako su taqke A i C crvene, date taqke
se mogu podeliti vertikalnom pravom p
na dva neprazna podskupa tako da levo
od prave p (a tako�e i desno) ima jed-

◦⋆

◦

◦

A

B

C

X

•

•

◦

•

◦

•

◦

•

•

p

nak broj crvenih i plavih taqaka. Zaista, pri neprekidnom pomeraǌu prave p
od taqke A do taqke C, razlika broja crvenih i plavih taqaka se meǌa od 1
(pri poqetku) do −1 (pri kraju), meǌaju�i se pri svakom prolasku kroz neku od
taqaka za 1; dakle, u jednom trenutku ta razlika mora biti 0.

Sada je dovoǉno primeniti induktivnu pretpostavku na skupove taqaka levo i
desno od prave p.

11. Rexeǌe. Posmatrajmo konfiguraciju taqaka A1, A2, . . . , A4027 u kojoj je A1A2 . . . A4027

pravilan 4027-ugao i taqka An je plava za 2 ∤ n i crvena za 2 | n. U dobrom rasporedu
pravih, svaka od 4026 duжi AnAn+1 za n = 1, 2, . . . , 4026 mora da bude preseqena bar
jednom pravom. S druge strane, svaka prava moжe da seqe najvixe dve takve duжi.
Zato nam je u ovom sluqaju potrebno bar 2013 = 4026

2 pravih za dobar raspored, tj.
k > 2013.

Pokaжimo sada da za svaku kolumbijsku konfiguraciju postoji dobar raspored 2013
pravih.

Za poqetak primetimo da se ma koje dve taqke iste boje mogu izdvojiti iz konfig-
uracije pomo�u dve prave: dovoǉno je uzeti dve prave paralelne pravoj odre�enoj
ovim dvema taqkama i dovoǉno blizu ǌih (sl.1).

Posmatrajmo konveksni omotaq P datih 4027 taqaka. Razlikujemo dva sluqaja.

(i) Ako na P postoji crvena taqka, moжemo je izdvojiti jednom pravom (sl.2). Pre-
ostalih 2012 crvenih taqaka moжemo podeliti u 1006 parova i, po prethodnom,
izdvojiti ih iz konfiguracije pomo�u 2012 pravih. Ovako smo povukli 2013
pravih koje qine dobar raspored.

(ii) Ako su sve taqke na P plave, moжemo izdvojiti dve plave taqke jednom pravom
(sl.3). Na isti naqin kao u sluqaju (i), preostalih 2012 plavih taqaka moжemo
izdvojiti pomo�u 2012 pravih, qime dobijamo ukupno 2013 pravih u dobrom
rasporedu.
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slika 1 slika 2 slika 3

12. Neka je zbir svih vektora ~s. Postavimo koordinatnu osu x duж ǌega tako da je
~s = (xs, 0), xs > 0. Posmatrajmo bilo koji vektor ~a = (xa, ya) iz skupa. On je po
uslovu dugaqak, tj. |~s−~a| =

√

(xs − xa)2 + y2a 6 |~a| =
√

x2
a + y2a. Dobijamo x2

a > (xs−xa)
2,

odakle sledi da je xa > 1
2xs. Prema tome, zbir x-koordinata svih vektora u skupu je

bar n
2xs, tj. xs >

n
2xs, kontradikcija.

13. Pokaza�emo slede�e pomo�no tvr�eǌe: Ako postoji k vektora sa duжinom zbira ne
ve�om od 1, onda tako�e postoji k + 1 ili k + 2 vektora sa tom osobinom.

Neka je izabrano k vektora qiji je zbir vektor u, |u| 6 1. Oznaqimo sa V skup
preostalih 111 − k vektora. Moжemo smatrati bez smaǌeǌa opxtosti da u leжi
na x-osi sa smerom udesno. Poxto je zbir svih vektora 0, u V postoje vektori sa
negativnom x-koordinatom. Neka je v vektor u V sa najmaǌom x-koordinatom vx i
neka je bez smaǌeǌa opxtosti y-koordinata v pozitivna. Ako je vx 6 − 1

2 , onda je
|u+ v| 6 |u|, qime smo naxli k + 1 vektora sa traжenom osobinom.
Pretpostavimo sada da vx > − 1

2 . Poxto u
pokazuje desno od prave l koja sadrжi v,
postoji neki vektor w ∈ V koji pokazuje
levo od prave l. Me�utim, x-koordinata
vektora w je ve�a od vx, pa zato w mora da
ima negativnu y-koordinatu. Tada v + w
leжi ispod x-ose, i to unutar kruga sa
centrom u (− 1

2 , 0) i polupreqnikom 1
2 . Za-

kǉuqujemo da vektor s = u+ v+w ima du-

vx 0 1

v

u

w

v+w
s x

жinu ne ve�u od 1, xto zavrxava dokaz pomo�nog tvr�eǌa.

Odavde odmah sledi tvr�eǌe zadatka. Zaista, indukcijom sledi da postoji 55 ili
56 vektora sa duжinom zbira ne ve�om od 1; u drugom sluqaju dovoǉno je uzeti
preostalih 55 vektora.

14. Neka je A0AnBnB0 dati kvadrat, A1, A2, . . . , An−1 taqke na A0An, a B1, . . . , Bn−1 taqke
na B0Bn tako da je Ai−1Ai = Bi−1Bi = 1

n
za sve i. Me�u datih n2 taqaka, oz-

naqimo sa X i
1, X

i
2, . . . , X

i
ki

one koje leжe u pravougaoniku Ai−1AiBiBi−1 (i = 1, . . . , n),
pore�ane tako da ǌihove y-koordinate qine neopadaju�i niz. Duжina izlomǉene
linije A0X

1
1X

1
2 . . .X

1
k1
B1 je maǌa od k1+1

n
+ 1. Sliqno, duжine izlomǉenih linija

B1X
2
k2

. . . X2
1A2, A2X

3
1 . . .X

3
k3
B3 itd. su redom maǌe od k2+1

n
+ 1, k3+1

n
+ 1, . . . Spajaǌe

ovih izlomǉenih linija daje izlomǉenu liniju duжine maǌe od
∑

i(
k2+1
n

+1) = 2n+1
jer je k1 + · · ·+ kn = n2.

15. Rexeǌe. Posmatrajmo dve taqke A i B datog skupa M kojoe su na rastojaǌu d
datog skupa. Tada svaka taqka skupa M pripada preseku krugova polupreqnika d
sa centrima u A i B. Neka se ovi krugovi seku u C i D. Tvrdimo da bar jedan od
(kra�ih) lukova AC i BD ne sadrжi taqke skupa M razliqite od A i B. Zaista,
ako pretpostavimo da lukovi AC i BD sadrжe taqke K i L skupa M redom, imamo
KB = AB = AL = d i AB +KL > BK +AL, pa je KL > d, xto je kontradikcija.

Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da luk AC ne sadrжi taqke skupa M . Izbacimo
iz skupa M taqku A, a ostatak podelimo na skupove M1 i M2, pri qemu je M1 skup
taqaka skupa M \ {A} koje su na pravoj AB ili na istoj strani te prave kao taqka
C. Jasno je da skupovi M1 i M2 imaju dijametre maǌe od d.
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16. Pretpostavimo da smo to uspeli da postignemo, i to tako da broj dobijenih trou-
glova bude minimalan (oznaqimo ga sa n).

Oznaqimo polazne trouglove sa T1, T2, T3, T4. Bar tri od ova qetiri trougla moramo
da podelimo visinom: neka su to T1, T2, T3, i neka su dobijeni trouglovi T11

∼= T21
∼=

T31 i T12
∼= T22

∼= T32. Daǉe, bar dva me�u trouglovima Ti1 i bar dva me�u Ti2 mora-
mo da podelimo visinom. Ali tada dobi-
jamo 4 maǌa podudarna trougla. Po pret-
postavci, ova qetiri trougla bismo mo-
rali da podelimo na ukupno n − 7 nepo-
dudarnih trouglova, u suprotnosti sa
izborom broja n. Prema tome, traжeno seqeǌe je nemogu�e.

17. Neka je MNP jedan trougao u familiji, a ǌegova visina h. Poxto se svaka dva
trougla seku, oni svi leжe u nekom pojasu xirine 2h paralelnom sa MN . Posma-
traju�i analogne pojaseve paralelne sa MN i NP , zakǉuqujemo da svaki trougao
leжi unutar xestougaa ABCDEF sa uglovima od po 120◦ i odstojaǌima 2h izme�u
naspramnih stranica. Neka su ℓa, ℓb i ℓc prave paralelne stranicama xestougla i
jednako udaǉene od ǌih, a X,Y, Z sredixta odseqaka ovih pravih unutar xestougla.
Tada svaki trougao mora da sadrжi bar jednu od ǌih.

18. Povrxina trougla se meǌa linearno sa pomeraǌem taqke duж fiksne prave. Prema
tome, moжemo da teme trougla pomerimo u teme xestougla tako da trouglu ne sman-
jimo povrxinu. Uжinimo isto i sa preostala dva temena trougla. Tako dobijamo
trougao sa temenima u temenima xestougla i povrxinom ne maǌom od povrxine
polaznog trougla. Kako povrxina takvog trougla ne prelazi polovinu povrxine
xestougla, tvr�eǌe odmah sledi.

19. Mnogougao koji dobijamo nizom podsecaǌa sadrжi bar po jednu taqku na svakoj
stranici polaznog xestougla A1A2A3A4A5A6: neka je na stranici AiAi+1 to taqka
Bi. Povrxina ovako dobijenog mnogougla je ve�a od povrxine xestougla B1B2 . . . B6.
S druge strane, povrxina xestougla B1B2 . . . B6 je ve�a od povrxine xestougla od-
re�enog dijagonalama AiAi+2, i = 1, . . . , 6, a ona je taqno 1

3 .

20. Neka AB,CD i EF odre�uju trougao A1C1E1 i neka BC,DE,FA odre�uju trougao
B1D1F1 (CD∩EF = {A1}, DE∩FA = {B1}, itd.). Oznaqimo AB/F1B1 = a, BC/A1C1 =
b, CD/B1D1 = c, DE/C1E1 = d, EF/D1F1 = e, FA/E1A1 = f . Tada je [ABD1] =
a2[B1D1F1] itd, pa dobijamo [ABCDEF ] = (1 − a2 − c2 − e2)[B1D1F1] i [ABCDEF ] =
(1− b2 − d2 − f2)[A1C1E1].

Moжemo da izrazimo b, d, f preko a, c, e: b = BC
A1C1

= D1F1−D1B−CF1

EF
· EF
A1E+EF+FC1

=
1−a−c

2−a−c−e
, d = 1−c−e

2−a−c−e
i f = 1−e−a

2−a−c−e
. Oznaqimo a+ c+ e = p. Tada je a2 + c2 + e2 >

1
3p

2

i b2 + d2 + f2 = 3−4p+p2+a2+c2+e2

(2−p)2 > 1
3

(

3−2p
2−p

)2

.

Pretpostavimo da je [A1C1E1] <
3
2 i [B1D1F1] <

3
2 . Tada iz gorǌih jednakosti dobi-

jamo a2 + c2 + e2 < 1
3 i odatle p < 1, a tako�e i b2 + d2 + f2 < 1

3 i odatle 3−2p
2−p

< 1, xto
je kontradikcija.

21. Neka su ivice tetraedra duжine 1. Oznaqimo sa A′, B′, C′, D′ projekcije temena tet-
raedra A,B,C,D na ravan π. Tada je cos∢(AB, π) = A′B′ itd.

Ako je konveksni omotaq taqaka A′, B′, C′, D′ qetvorougao A′B′C′D′, onda je jedan
od ǌegovih unutraxǌih uglova, npr. ∢A, nije maǌi od 90◦. Iz B′D′ 6 1 sledi
A′B′ 6 1/

√
2 ili A′D′ 6 1/

√
2, dakle bar jedna od ivica AB i AD pravi ugao od

bar 45◦ sa π. U drugom sluqaju, ako je konveksni omotaq taqaka A′, B′, C′, D′ trougao
A′B′C′, tada moжemo uzeti bez smaǌeǌa opxtosti da je ∢A′D′B′ > 120◦, a tada je
A′D′ 6 1/

√
3 ili B′D′ 6 1/

√
3, pa je ugao izme�u π i jedne od ivica AD,BD ne maǌi

od arccos 1/
√
3 > 45◦.

Minimalna vrednost θ = 45◦ se dostiжe kada su ivice AC i BD paralelne ravni π,
te je A′B′C′D′ kvadrat.
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22. (a) Posmatrajmo prave p0, p1, p2, p3 i p4 paralelne ℓ na me�usobnim odstojaǌima
takve da p0 i p4 dodiruju mnogougao
P. Za i ∈ {1, 3}, neka pi seqe granicu
P u taqkama Ai i Bi, i neka su ai, bi
redom prave kroz Ai, Bi koje dodiruju
P. Trapez odre�en pravim p0, p2, a1, b1 i
trapez odre�en pravim p2, p4, a3, b3 pokri-
vaju mnogougao P. Kako su povrxine ovih C

A1

A3

B1

B3

p0

p1

p2

p3

p4

a1 b1

a3 b3
P

trapeza 2d ·A1B1 i 2d ·A3B3, bar jedna od ǌih je ne maǌa od 1
2S; neka je to 2d ·A3B3.

Sada je povrxina trougla A3B3C jednaka 3
2d ·A3B3 >

3
8S, gde je C taqka iz p0 ∩ P.

(b) Maksimum je 3
8S. Neka je ABCDEF pravilan xestougao stranice a i PQR

trougao upisan u ǌega sa PQ ‖ AB. Smatra�emo bez smaǌeǌa opxtosti da P ∈ FA
i Q ∈ BC. Ako je AP = BQ = x, onda je PQ = a+x i d(R,PQ) 6 d(D,PQ) = (a− x

2 )
√
3,

pa dobijamo PPQR = (a − x
2 )(

a
2 + x

2 )
√
3 6 1

4 (a + a
2 )

2
√
3 = 3

8S po nejednakosti izme�u
sredina, pri qemu se jednakost dostiжe za x = a

2 .

23. Posmatrajmo trougao ABC maksimalne povrxine sa temenima u S. Konstruiximo
ve�i trougao A′B′C′ sa C ∈ A′B′ ‖ AB, A ∈ B′C′ ‖ BC i B ∈ C′A′ ‖ CA. Trougao
A′B′C′ je sliqan trouglu ABC sa koeficijentom 2. Zbog naqina izbora trougla
ABC, ceo skup S leжi unutar ili na granici trougla A′B′C′. Kako se △ABC moжe
pokriti 1-trakom, △A′B′C′ se moжe pokriti 2-trakom, pa tvr�eǌe odmah sledi.

24. Oznaqimo temena trougla T sa A,B i C. Pretpostavimo da sredixte A1 stranice BC
ne leжi na K, i da je D taqka na BC koja je najbliжa A1 i pripada K. Pretpostavimo
radi odre�enosti da DB > DC. Povucimo pravu p kroz D koja nema zajedniqkih
unutraxǌih taqaka sa K i koja seqe pravu BC pod malim uglom ǫ. Neka p seqe
prave AB i AC u B′ i C′ redom. Tada je [AB′C′] = [ABC] + [DCC′] − [DBB′] =
[ABC]− 1

2 (DB ·DB′ −DC ·DC′) sin ǫ. Za dovoǉno malo ǫ ima�emo DB′ > DC′ i odatle
[AB′C′] < [ABC], xto je kontradikcija sa izborom T .

25. Ako centar n-ugla leжi unutar nekog trougla, on je oxtrougli. Ako leжi na
stranici koju dele dva trougla, ta dva trougla su pravougla.

26. Posmatrajmo trougao koji sadrжi centar n-ugla. ǋegove stranice dele n-ugao na
tri dela koji se sastoje od x, x i y stranica (2x+ y = n). Kako se deo n-ugla koji se
sastoji od k < n

2 stranica moжe podeliti na jednakokrake trouglove ako i samo ako
je k stepen dvojke, dobijamo n = 2a + 2b za neke prirodne a i b (n > 2).

27. Smatra�emo bez smaǌeǌa opxtosti da su taqke A1, . . . , An pore�ane tim redom u
pozitivnom smeru. Pod lukom AiAj podrazumevamo onaj koji je u pozitivnom smeru;
tako je zbir duжina lukova AiAj i AjAi jednak 2π. Kaжemo da je luk AiAj tup ako
je ǌegova duжina bar π. Oznaqimo sa xk broj indeksa i za koje je luk AiAi+k tup
(indeksi se raqunaju po modulu n). Poxto je bar jedan od lukova AiAi+k i Ai+kAi+n

tup, vaжi xk + xn−k > n, uz jednakost ako i samo ako su Ai i Ai+k dijametralno
suprotne za neko i. Ukupan broj neoxtrouglih trouglova jednak je broju neoxtrih
uglova ApAqAr; pri tom za svaki od xk tupih lukova ApAr sa r = p + k postoji
taqno n−k− 1 takvih uglova. Prema tome, broj N neoxtrouglih trouglova je jednak

N =
∑n−1

k=1 (n − k − 1)xk. Koriste�i relaciju xk + xn−k > n, dobijamo N >
∑

n−1

2

k=1 (k −
1)(xk + xn−k) > n

∑

n−1

2

k=1 (k − 1) = n(n−1)(n−3)
8 za neparno n, i sliqno N >

n(n−2)2

8 za
parno n. Jednakosti se dostiжu kada nema dijametralno suprotnih taqaka i svaki
polukrug sadrжi najvixe n

2 + 1 taqaka. Maksimalan broj oxtrouglih trouglova je
naravno jednak

(

n
3

)

−N .

28. Oqigledno je m(3) = 1. Pokaza�emo da je m(n) > n − 1 za n > 4. Oznaqimo temena
n-tougla sa A1, . . . , An redom i ǌegov centar sa O. Odaberimo taqke Bi ∈ AiAi+1

(i = 1, 2, . . . , n−1) tako da je B1 = A1 i BiBi+1 = 1+ε za sve i, gde je ε > 0 konstantno. Za
ε = 0 imamo Bi = Ai; vidimo da se za svako i taqka Bi neprekidno meǌa u zavisnosti
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od ε, pa �e za dovoǉno malo ε > 0 svako Bi biti jednoznaqno odre�eno i Bn−1 �e se
nalaziti proizvoǉno blizu taqki An−1, tako da za takvo ε imamo B1Bn−1 > 1. Ovako
smo odabrali taqke B1, . . . , Bn−1 na granici n-tougla tako da je BiBj > 1 za sve i, j.

Za n > 7 taqka O je na rastojaǌu ve�em od 1 od svake stranice n-tougla, pa prikǉuqu-
ju�i ǌu skupu dobijamo da je m(n) > n. S druge strane, za n 6 6 je m(n) 6 n − 1.
Zaista, ako su C1, . . . , Cn n taqaka u pravilnom n-touglu ili na granici, onda za neke
dve taqke Ci, Cj (i 6= j) vaжi ∢CiOCj 6 2π/n, xto zajedno sa OCi, OCj 6 OA1 = OA2

daje CiCj 6 A1A2 = 1. Prema tome, odgovor su brojevi 4, 5, 6.

29. Oznaqimo sa π(l) zbir duжina projekcija datih duжi na pravu l. Ako je π(l) < 1,
moжemo povu�i familiju pravih normalnih na l, na jediniqnom me�usobnom odsto-
jaǌu, tako da nijedna ne seqe date duжi. Prema tome, tvr�eǌe �e slediti ako
pokaжemo da postoje dve me�usobno normalne prave l1 i l2 za koje je π(l1) < 1 i
π(l2) < 1. U stvari, pokaza�emo da postoje normalne prave l1 i l2 takve da je
π(l1) = π(l2). Naime, zbir projekcija duжi duжine d na prave l1 i l2 nije ve�i
od d

√
2, odakle sledi da je π(l1) + π(l2) < 2, dakle π(l1) = π(l2) < 1.

Odaberimo dve normalne prave l1 i l2. Ako je π(l1) = π(l2), zavrxili smo. U suprot-
nom, ako je npr. π(l1) < π(l2), neka rotacija u pozitivnom smeru za ugao φ slika l1 i l2
u lφ1 i lφ2 redom. Kako je f(φ) = π(lφ1 )−π(lφ2 ) neprekidna funkcija po φ i f(0) < 0 < f(π2 ),

postoji φ ∈ (0, π2 ) za koje je f(φ) = 0, tj. π(lφ1 ) = π(lφ2 ) i pri tom lφ1 ⊥ lφ2 , xto smo i
tvrdili.

30. Oznaqimo ǫ = 1
2n+1 . Kvadrat sa naspramnim temenima (− ǫ

2 ,− ǫ
2 ) i (n+ ǫ

2 , n+
ǫ
2 ) sadrжi

(n+ 1)2 celobrojnih taqaka. Dokaza�emo da ne moжe vixe.

Za n = 1 kvadrat stranice 4
3 moжe da pokrije najvixe 4 celobrojne taqke: zaista,

me�u ma kojih 5 celobrojnih taqaka postoje dve na rastojaǌu
√
5, xto je duжe od

dijagonale kvadrata stranice 4
3 .

Neka je n > 2. Neka kvadrat K stranice n+ ǫ pokriva m celobrojnih taqaka i neka
je H ǌihov konveksni omotaq. Po Pikovoj teoremi, povrxina figure H je jednaka
m− k

2 − 1, gde je k broj celobrojnih taqaka na granici H. Pritom je obim figure H
ne ve�i od obima kvadrata K, tj. 4(n + ǫ) < 4n+ 1, pa kako su svake dve celobrojne
taqke na rastojaǌu bar 1, sledi k 6 4n. Sada je (n + ǫ)2 > m − k

2 − 1 > m − 2n − 1,
odakle je m 6 (n+ ǫ)2 + 2n+ 1 < (n2 + 1) + 2n+ 1, tj. m 6 (n+ 1)2.

31. Primetimo da je nemogu�e da qetvorouglovi AiAi+1Ai+2Ai+3 i Ai+1Ai+2Ai+3Ai+4 budu
istovremeno tangentni za neko i. Zaista, u suprotnom bi vaжilo AiAi+1+Ai+2Ai+3 =
Ai+1Ai+2 + AiAi+3 i Ai+1Ai+2 + Ai+3Ai+4 = Ai+2Ai+3 + Ai+1Ai+4, odakle sabiraǌem
dobijamo AiAi+1 + Ai+3Ai+4 = AiAi+3 + Ai+1Ai+4, xto je nemogu�e jer je qetvorougao
AiAi+1Ai+3Ai+4 konveksan. Prema tome, tangentnih qetvorougla nema vixe od [n/2].

Ostaje da konstruixemo primer kada se dostiжe ocena [n/2]. Za parno n dovoǉno
je uzeti n-tougao A1A2 . . . An takav da je A2i−1A2i = x i A2iA2i+1 = y za sve i, sa
svim unutraxǌim uglovima n−2

n
π, takav da je qetvorougao A1A2A3A4 tangentan. Za

neparno n konstruiximo odgovaraju�i primer sa n + 1 temena, izbriximo An+1 i
pomerimo An tako da qetvorougao An−2An−1AnA1 bude tangentan.

32. Koristi�em indukciju po k. Tvr�eǌe je taqno za k = 0 jer postoji bar jedna taqka
P takva da (OP ) ne seqe nijednu pravu u L.

Pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za k − 1. Posmatrajmo taqku O i neku pravu l ∈ L
na minimalnom rastojaǌu od O. Prava l sadrжi n − 1 taqaka iz I. Pokaza�emo da
je me�u ǌima bar k+1 crvenih. Primetimo prvo da postoji taqka P ∈ l ∩ I takva da
(OP ) ne seqe nijednu pravu u L. Taqka P deli pravu l na dve poluprave – neka jedna
od ǌih sadrжi taqke P1, P2, . . . , Pu ∈ I, a druga taqke Q1, . . . , Qn−2−u ∈ I, pri qemu je
OP1 < · · · < OPu i OQ1 < · · · < OQn−2−u. Posmatrajmo otvorene duжi (OPi) i (OPi+1).
Svaka prava u L koja ne prolazi kroz Pi i Pi+1 seqe ili obe ove duжi, ili nijednu.
Osim toga, prava kroz Pi+1 ne moжe da seqe (OPi) jer bi u suprotnom ta prava bila
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bliжa taqki O nego xto je to l. Jedino prava kroz Pi razliqita od l moжe da seqe
(OPi+1). To znaqi da se brojevi preseka (OPi) i (OPi+1) sa pravim u L razlikuju za
najvixe 1. Sledi da su taqke P1, P2, . . . , Pmin{k,u} crvene, a analogno vaжi i za taqke
Qi, xto daje bar k + 1 crvenih taqaka na l.

Ako uklonimo pravu l sa n− 1 taqaka na ǌoj, po indukcijskoj pretpostavci postoji

bar k(k+1)
2 taqaka G ∈ I \ l za koje (OG) seqe najvixe k − 1 pravih u L \ {l}. Sledi da

postoji bar k(k+1)
2 + k + 1 = (k+1)(k+2)

2 crvenih taqaka.

33. Kada je S skup temena pravilnog petougla, lako se dobija M(S)
m(S) = 1+

√
5

2 = α. Tvrdimo

da je ovo najboǉa ocena; tj. ako je S = {A,B,C,D,E} i [ABC] = M(S), onda neki od
trouglova sa temenima u S ima povrxinu na ve�u od M(S)/α.

Konstruiximo ve�i trougao A′B′C′ sa C ∈ A′B′ ‖ AB, A ∈ B′C′ ‖ BC i B ∈ C′A′ ‖ CA.
Taqke D i E leжe sa iste strane prave B′C′ kao B i C, jer bi u suprotnom △DBC
imao ve�u povrxinu od △ABC. Sliqan zakǉuqak vaжi za ostale stranice, pa prema
tome D,E leжe unutar trougla A′B′C′ ili na ǌegovim stranicama. Xta vixe, bar
jedan od trouglova A′BC,AB′C,ABC′, neka je to ABC′, ne sadrжi ni D ni E. Tako
moжemo da pretpostavimo da D,E leжe unutar qetvorougla A′B′AB.

Ako afino transformixemo S tako da A,B,C postanu temena pravilnog petougla
ABMCN , razmera M(S)/m(S) se ne meǌa. Ako sada D ili E leжi unutar ABMCN ,
zavrxili smo. Zato pretpostavimo da su i D i E unutar trouglova CMA′ i CNB′.
Tada je CD,CE 6 CM (jer CM = CN = CA′ = CB′), i ∢DCE ili nije ve�i od 36◦ ili
nije maǌi od 108◦, odakle dobijamo da povrxina △CDE ne prevazilazi povrxinu
△CMN = M(S)/α. Ovim je dokaz zavrxen.

34. Posmatrajmo trougao ABC maksimalne povrxine S sadrжan u P. Neka prave par-
alelne sa BC,CA,AB kroz A,B,C redom odre�uju trougao A1B1C1, gde A ∈ B1C1 itd.
Zbog maksimalnosti S, ceo mnogougao P je sadrжan u △A1B1C1.

Povucimo prave paralelne sa BC,CA,AB koje dodiruju P i ne sadrжe A,B,C. One
odre�uju konveksan xestougao UaVaUbVbUcVc koji sadrжi P, sa Vb, Uc ∈ B1C1, Vc, Ua ∈
C1A1, Va, Ub ∈ A1B1. Svaka od duжi UaVa, UbVb, UcVc sadrжi neku taqku P. Odaberimo
takve taqke A0, B0, C0 na UaVa, UbVb, UcVc, redom. Konveksni xestougao AC0BA0CB0 je
sadrжan u P; pokaza�emo da je ǌegova povrxina bar 3/4.

Oznaqimo sa x, y, z redom povrxine trouglova UaBC, UbCA i UcAB. Tada je S1 =
[AC0BA0CB0] = S + x + y + z. S druge strane, △A1UaVa je sliqan △A1BC sa koefi-
cijentom τ = (S − x)/S, pa je ǌegova povrxina τ2S = (S − x)2/S. Dakle, povrxina
qetvorougla UaVaCB je S − (S − x)2/S = 2z − z2/S. Analogne izraze dobijamo za
UbVbAC i UcVcBA. Prema tome, ako stavimo p = x+ y+ z, vaжi [P ] 6 [UaVaUbVbUcVc] =

S + [UaVaCB] + [UbVbAC] + [UcVcBA] = S + 2p − x2+y2+z2

S
6 S + 2p − p2

3S . Sada je
4S1 − 3[P ] >= S − 2p+ p2/S = (S − p)2/S > 0, tj. S1 > 3[P ]/4.

35. Neka su A i B temena P za koja je povrxina △OAB maksimalna i neka su C

i D taqke simetriqne A i B u odnosu na
O. Konstruiximo paralelogram WXY Z
u kome su A,B,C i D redom sredixta
XY, Y Z,ZW,WX i pri tom WX‖OA i
XY ‖OB. Ovaj paralelogram sadrжi P.

Daǉe, neka su U, V,M i N preseci P sa
XZ i WY , gde su rasporedi taqaka na
pravim X − U − V − Z i W −M − N − Y .
Povucimo paralelne prave u ∋ U i v ∋ V
i paralelne prave n ∋ N i m ∋ M , tako
da P leжi izme�u u i v i tako�e leжi

W X

YZ

O
A

B

C

D

M

N

U

V

E

F

G

H

P
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izme�u m i n. Prave u, v, n,m odre�uju drugi paralelogram EFGH. Pokaza�emo da
bar jedna od povrxina [WXYZ] i [EFGH ] ne prelazi [P ]

√
2.

Afino preslikavaju�i sliku po potrebi, moжemo da pretpostavimo da je WXY Z
kvadrat; tada je EFGH pravougaonik. Oznaqimo OA = a, OU = x · OX i ON =
y · OY . Imamo [P ] > [ANBV CMDU ] = 4[OAU ] + 4[OAN ] = 2a2(x+ y). S druge strane,
[WXY Z] = 4a2 i [EFGH ] = 8xya2. Kako je [WXY Z] · [EFGH ] = 32a4xy 6 8a4(x + y)2 6

2[P ]2, bar jedna od povrxina [WXY Z] i [EFGH ] nije ve�a od [P ]
√
2.

36. Neka su A1, . . . , An redom temena P. Pretpostavimo da su neke dve stranice par-
alelne: neka su to bez smaǌeǌa opxtosti AnA1 i AiAi+1 (i < n), pri qemu je
AiAi+1 6 AnA1. Za i+1 6 j 6 n, neka je A′

j slika taqke Aj pri translaciji za vektor
−−−−→
Ai+1Ai; za 1 6 j 6 i oznaqimo A′

j = Aj. Kako je A′
i = A′

i+1, mnogougao P ′ = A′
1 . . . A

′
n

je zapravo (n − 1)-tougao. Tako�e, za ivicu a = AjAj+1, sa oznaqimo a′ = A′
jA

′
j+1

oznaqimo ivicu (degenerisanu za j = i) u P ′. Vidimo da ako je B teme najudal-
jenije od stranice a u P, onda je B′ teme najudaǉenije od a′ u P ′. Prema tome,
povrxina P ′

a pridruжena stranici a′ u P ′ je maǌa od povrxine Pa pridruжene a u
P taqno za povrxinu paralelograma nad a sa drugom stranicom paralelnom i jed-
nakom AiAi+1. Sabiraǌem po svim stranicama a, zbir pridruжenih povrxina u P ′

je maǌi od zbira pridruжenih povrxina u P za dvostruku povrxinu paralelograma
AnA

′
nAiAi+1. Sledi da tvr�eǌe zadatka vaжi za P ako i samo ako vaжi za P ′; ovako

smo sveli tvr�eǌe na analogno sa maǌim brojem temena.

Pretpostavimo sada da u P nema paralelnih stranica. Neka je Ai teme najudaǉenije
od AnA1. Povucimo proizvoǉnu pravu p ∋ Ai. Odredimo na p sa obe strane taqke Ai

taqke Bi i Ci najbliжe Ai za koje mnogouglovi dobijeni iz P zamenom temena Ai sa
Bi (odnosno Ci) imaju dve paralelne strane ili tri kolinearna temena. Neka se Ai

sada kre�e pravolinijski od Bi do Ci. Sve pridruжene povrxine [Pa] i povrxina
mnogougla [P] meǌaju se linearno, pa je izraz

∑

a[Pa]−2[P ] linearan po duжini BiAi i
prema tome dostiжe minimum u nekom kraju intervala - tj. kad je Ai = Bi ili Ai = Ci,
a u tim sluqajevima P ima dve paralelne stranice ili tri kolinearna temena. Tako
moжemo da pretpostavimo ne gube�i na opxtosti da P ima dve paralelne stranice.

Primeǌuju�i dva gorǌa postupka dovoǉan broj puta svodimo tvr�eǌe za mnogougao
na analogno za taqku, a tada je ono trivijalno taqno.

Beograd, 2003-2011
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