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Geometrijski pristup u rjeSavanju zadataka

Alija Muminagi¢* ~ Zdravko Starc *

Sazetak

U rjeSavanju mnogih zadataka u nastavi matematike moguce je pris-
tupati dvojako: algebarski ili geometrijski. Algebarski pristup zahti-
jeva transformacije za koje ucenici, ponekad, teSsko shvacaju njihovo
porijeklo. S druge strane, geometrijski pristup u rjesavanju zadataka
zahtijeva zorni prikaz, sliku. Uéenicima je tako olakSano razumijeva-
nje danog problema. Slika je srz geometrijskog pristupa u rjesavanju
zadataka. Napominjemo da se elementi na slici moraju nalaziti u traZe-
nim odnosima. Slika ne smije sadrzavati neki poseban slucaj izmedu
elemenata $to bi moglo navesti na pogreSan put u rjeSavanju. U ge-
ometrijskom pristupu ucenici nalaze veze izmedu elemenata koji su za
njih vidljivi. Nalaze¢i logicke veze izmedu elemenata na slici ucenici
dolaze do ideje vodilje u rjeSavanju zadataka. U ovom ¢lanku dajemo
zadatke iz nastave matematike u srednjoj 8koli koji su rijeSeni geome-
trijskim pristupom.

Kljuéne rijeéi: zorni prikaz, geometrijski pristup, trokut

Geometric approach in solving problems

Abstract

Solving many tasks in teaching mathematics can be approached in
two ways, i.e. either algebraically or geometrically. The algebraic ap-
proach requires transformations whose background is sometimes har-
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dly understood by students. On the other hand, the geometric appro-
ach to problem solving requires visual presentation, a figure. It is a
good way of giving a student the opportunity to better comprehend
what they are asked to solve. The figure is the core of the geometric
approach to problem solving. Note that elements in the figure should
be presented in the required relationships. The figure should not con-
tain any special case among the elements that could mislead students
into wrongful solving. In the geometric approach students find con-
nections between elements that are visible to them. By finding logical
connections between elements in the figure students discover a guide
to problem solving. In this article, we are going to present some ta-
sks addressed in high-school mathematics classes that are solved by
means of the geometric approach.

Keywords: visual presentation, geometric approach, triangle

Navedimo nekoliko zanimljivih zadataka u ¢ijem rjeSavanju je koristen
geometrijski pristup.

Zadatak 1. Nekaje 0 < &« < B < 90° ineka su 1y i  definirani s
(i) 0 <y < 90°itgy je aritmeticka sredina od tga i tg 8,

1 i 1

(i) 0<d<90°i L je aritmeticka sredina od 7 i o5 B

Cos o

Dokazati daje v < J.

Rjesenje. Nekaje |OP| = 1ineka sutotke A1i B s iste strane pravca OP tako
da je kut ZOPA = «, ZOPB = B, ZPOA = ZPOB = 90° (slika 1). Tada je
|OA| =tguw,|OB| = tgp,|PA| =1/ cosa, |PB| =1/ cos B. Neka je tocka C
poloviste duZine |AB|.

Iz (i) slijedi |OC| = B5%F — tgq, . ZOPC = 7 [PC| = 1/ cos .
Neka je dalje tocka Q centralno simetri¢na tocki P s obzirom na to¢ku C. Ce-
tverokut APBQ je paralelogram (zasto?) i slijedi |AQ| = |PB| = 1/ cos B.

Iz (ii) proizlazi

2 1 1 2
= = |PA| + |PB| > |PQ| =
cosé cosx  cosP [PA]+|PB| > |PQ| COS 7y
i odavde slijedi cosy > cosd, tj. v < 4. <

Zadatak 2. Dokazati da u svakom trokutu vrijedi nejednakost

.a . B 1
— L =< -
sin 5 sin 5 sin > g

gdje su «, B, v unutarnji kutovi trokuta.
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Q
B
C
A
8!
o | P
Slika 1:

Rjesenje. Dokazat ¢emo najprije da za omjer polumjera upisane i opisane
kruZnice trokuta vrijedi

A c D B
Slika 2:

Neka je tocka D ortogonalna projekcija sredista U upisane kruznice na stra-
nicu AB trokuta ABC (slika 1). Tada vrijedi prema sinusovu poucku

¢ =|AD|+ |DB| = 2Rsin".
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Iz pravokutnih trokuta ADU i BDU dobivamo

o P
AD| = =, |DB|= =
|AD| retg o, |DB| retg o
paje sada
c=r (ctg‘; +ctg [23) = 2Rsinvy
i odavde 9 si
r sin
R~ a . p @
ctg s +-ctg 5
. N - singsinb
odakle nakon mnoZenja desne strane u posljednjoj jednakosti sa —=——=
sin 5 sin g

dobivamo niz jednakosti

ro 251n7~sin%-sin§
R (ctg%—i—ctg%)sin%-smg
B

. P
2giny -sing -sin 5
cos § cos £ . . B
2 2 ) .gin%gin 2
(Si“5+sin§) sin 5 sin 5
. a . B

2siny -siny -siny

cos & sin & +cos & sin & . .
22 -sm%smg
sin 5 -sin &
invy-sin & -sin £
_ 2sin7y-sinj -siny
sin(%+§>
. a . B
_ 2sin7y-siny -siny
sin(90° — )

2sinY. Y ain & .qin £
2 Zsm2 COs 5 -Sing -sin’s
Ne
oS 5

B

= 4-sin%~sin%'sin§

gdje zadnja jednakost proizlazi iz koristenja jednakosti ctgx = 2%, adi-
cijske formule sin(x +y) = sinxcosx 4 cos xsiny, 5 + g =90°— 7, te
jednakosti sin(90° — x) = cos x i sinx = 2sin 3 cos 3.
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Dakle, % =4. sin% . sin% - sin é i odavde zbog R > 2r (Eulerova ne-
B 1

jednakost) iz (1) dobivamo sin % -sin % -sin 7 S3 <

Zadatak 3. Dokazati da u svakom trokutu vrijedi jednakost

sina +sin 4 siny :4cosgcos§cos%

gdje su «, B, ¥ unutarnji kutovi trokuta.

Rjesenje. Neka je U centar upisane kruznice trokuta ABC (vidjeti sliku 3).

Slika 3:
Kako je
“ B g7
2 + 2 90 2
toje
LAIB=180° — (90° = 7) = 90° + 7,
paje
; — o o, Ty _ Y
sin(£ZAIB) = sin(90° + E) = cos 5

jer je sin(90° 4 x) = cos ¥, i sli¢no

sin(ZLAIC) = cos g, sin(£BIC) = cos %.

Primjenjujuci sinusov poucak u trokutima AUC i BUC dobivamo

bsin & asin %
UA| = ——2, |UB|=——2. @
COSZ 2
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Iz povrsine trokuta AUB,
1 . 1 Y
paaus = 5 - |[TA]-|UB| -sin(£LAUB) = 5 [UA| - |UB| €08 o
i povrsine trokuta ABC,
1 .
PAABC = Eﬂb -sin 7y,

dobivamo

PAAUB |UA| - |UB| - cos %
PAABC absiny

e p XX g
odakle prema (2) i sin x = 2sin 5 cos 5 dobivamo

Pt At
bsin 5 _asin 3

pPAAuB cosg cos § _ sin %
pr— N - 7
PAABC 2absin § cos ¥ - cos 3 2cos%cos§
t.,
sin ¥
Poaaus = ——— ——p5 "PAABC
2c0s 5 €Os 5
i sli¢no
sing
AAUC .7 "PAABC
P 2cos 4 cos ¥ P
sin%
PaBuc = B 5 ~Pnasc

2 cos 5 COs 5

Zbrajanjem posljednje tri jednakosti i zbog

PAAuB + pParauc + PABUC = PAABC

dobivamo

B

. l . P . g
sSin » sSin 5 sin 5

B B 0§

1=
« Y
2cos%cos§ ZCOSECOSE 2.c0s 5 €OS 5

i nakon sredivanja

sinx +sin f 4 siny = 4cos%cos§cos%.
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Zadatak 4. Dokazati da vrijedi jednakost
o o o 1
c0s 20” cos 40° cos 80° = 3

Rjesenje. Neka je trokut ABC jednakokracan i neka je |AB| = |AC| =1, s

kutovima uz osnovicu BC, ZABC = ZBCA = 20°. Na osnovici BC oda-
biremo toc¢ke D i E takve da je |BD| = |AB| = 11i |DE| = |AD| (vidjeti
sliku [).

Slika 4:

Lako se dokazuje da su mjere ostalih kutova, kao na slici[f] Neka su tocke
F, GiH nozista visina iz vrhova B, D i E ujednakokra¢nim trokutima ABD,
ADE i AEC. Tada je |AF| = cos80°,|AD| = 2|AF| = 2co0s80°, |AG| =
|AD|cos40° = 2cos80° cos40°, |AE| = 2|AG| = 2-2-cos80°cos40°,
|AH| = |AE| - cos20° = 4 cos 80° cos 40° cos 20°,

|AC| = 2| AH| = 8c0s20° cos 40° cos 80°

i zbog |AC| = 1 dobivamo

c0s 20° cos 40° cos 80° = %

<

Predlazemo da dokaze navedenih tvrdnji provedete i na neki drugi na-
c¢in.
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