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MIPEAT'OBOP

OsBaj IlpupyYHuE TpPENCTaBIbA PENEMUMOPU] CPEIHOUKOACKE M-
memamure . HberoBa HaMeHa je He caMO Ha HOICETV MaTypaHTe Ha
IPaguBO Koje Cy YUHMIN TOKOM YeTBOPOI'O/UNIEr IIKOJIOBAbA, Beh m
a yKase Ha HEONXOIAH HUBO M IIMPHHY 3Hama ?crapor” TpaauBa.
Yrycum u y6ehema Cy pasiduuTH, 1a CBAKO MOKE CTaBUTH npumende
na je “oso” Tpebaio oOpaaUTH MUpe, a Yono” yiKe MM YAk Ha “ono”
uuje U Tpebaro obpabuBaTu, jep "HUje norpebuo”. Temko je cBUMa
YIOIUTH, alu ayTop ce Hama Ja he ycmeTu Ia 3aI0BOJBU M YEKyce H
norpebe BehimHe uMTajana — yUeHUKa M HaCTaBHUKA. '

HasxmusoM unTaony Hehe mpomahn ummernna fa je rpaauso IV
paspena obpalero ca HajMambe meTaba, a I'pamBo [I paspena ca Haj-
Bume meTasba. ['pammso IV paspena je ”0BOroMIIEme”, NaKie jOII
CBexe U3 pelloBHE HacTaBe, Ia je y IIpupyYHUKY MaKCHMAaJIHO CamKeTo
y TEOPETCKOM Jlelly, a TeXUINTe je naTo Ha 3anarke. I'pamusy I pas-
perna oBJie je nocBeheHo Bule Iakme 300T UMHEHUIE 118 OHO MPEICTaB-
ma majBefim meo mommore 3a majbe CTy/mpame Ha Behunnm daxynreta,
Ha KOjuMa MaTeMaTWKa MMa 3Hadaja. U3 mCTHX pasiora je ca mocra
meTasba M mpuMepa obpabero rpammso III paspenma. Y Ileroj rua-
BU maT je mupoK m360p 3amaTaka Koju cy Ha Behem Gpojy daxyrrera
IpeTXOMHUX TOIMHA 3aJaBaHU 30 NPOSEPY 3HADA U xeasupuxayujy 6y-
dyhur cmydenama. Ha Kpajy cy HaTH npow.iozo0uwimsi Mecmost - KAd-
CUPURAYUOHU UCTIUMU 30 YNUC KA METHUKE Paxyameme, MamMeMaAMUNKL,
Pusunry v Pusuuro-remujery Paxyamen.

Onaj Ilpupy4HHK IpecTaB/ba MPAKTUIHO IeT KIBbUTa - YHUjY de-
Tupy yuGeHwWKa U jeiHe 30UpKe 3ajaTaka. TeOPHCKO I'PammBO, Ca
HeOoNXOMHNM Ne(pUHIIIjaMa W [OKa3¥Ma, MIyCTPOBaHO je ca oko 500
npumepa, meTaipHo ypalbeHuX, ca CBUM HEONXOIHUM O6jalllmeHrMa.
Upraolly ce Ipy#a NPUIUKA [Ja Hay9d cBe OHO WITO je U3 GHIO KO-
jUX pasliora MPOIYCTHO y TOKY PaHUjer IIKOJIOBama. OBze je cpx
CPEemmOIIKOJICKe MaTeMaTHUKe. Sa Bexbame je maTo oko 1000 MaKbUBO
oIaBpaHUX 3aJaTaKa U C6U CY OHU 0eMaALHO PEUERT Y IMMECTOJ I'VTA-
BH. To he omoryhuru umTaomy na MOCTENEHO, YIOPHUM BekOameM
(MO¥e M CaMOCTaJIHO), HAJIOKHAIM PaHuje TPOMyIITEHO.

IHpupyusuxk je ocnobohen Ganacta Mame OUTHUX UAHEHUNA, AJIU
eapanmyje naxcrueom xopucnuxy Oa he nosodcumu u MATYPY u
ONPUJEMHUW UCIHNUT 3a ynuc Ha KeJbeHU (QaKyITeT.

Ipu mucamy IlpupydHuEa ayTop je KOPUCTHO Mpe CBera MaTe-
pUjale U3 CBOjUX paHUje HaNMCaHUX YHOeHUKA.

AyTop ca 3aJ0BOJCTBOM U 3axBalHOUINy KOHCTaTyje na je pe-
nensenT, Mupjana Joeuul, TMaKBUBO Tperienasa PYKOOUC U CBOjUM
npuMenGaMa ITOUPHHEeNa KBAJUTETy KIUIe.



Komynuxayuje nacmaenuk — yuenux v aymop — wumaaay, 0aje npa-
8€ PEIYAMATNE CAMO GKO j€ 080CMEPHA U GEO CE 30CHUBEL Ha NPUNYU-
ny ysepahiene wybaeu. Hcxpena ocesna v mpyd da ce sname npene-
ce, 00HOCHO MPUTBATU, PAENY CY Hacmojahuma 0a ce Y200u 8ose-
noj ocobu. Qeaj NPuUPYHUE je ONAEMEDBEN U UHCHUPUCAN HYbaB.HY
nucya u nadamo ce 0a fe 24 WUMAOYU KA MAKLE HAYUN 00 HCUBEMU.

Mom somenom yuenuxy
aymop
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ITPBA TJIABA

1.1 OCHOBY MATEMATHWYKE JIOTYIKE

PasmoTpuhemo Heke nmormuke omepanuje ca uckasuma. llom ncka-
30M IOZApa3yMeBaMo HeKO TBpheme™) Koje Moske 6UTH caMO UAU MAYHO,
uau nemayrno. Hip. mcka3s je TBpheme: 243 = 6, 1 TO wemauan, a HIje
ucka3: r+3 = 6. AKo yBemeMo 03HaKy p 3a popMyry 2+3 = 6, MOEKeMO
3anmcaTy Ia je 7(p) = L, mTo 3Haum: "ucKa3 p je Herauyan”. CumGoa L
ce ynTa "HeTe” W 03HAUYABA HEMAYHY UCTMUHUMOCHY 8PEOHOCTM MCKAa3a.
Tauna BpeIHOCT ce 03Ha4aBa cuMbosom T (”1e”). Hup. 3a mcka3 (q):
72.3=6mu2+3=5" Bawm: 7(¢) = T, Tj. ucka3 ¢q je tavan. ~Te”
u "mere”, Tj. T m L, cy Tako3BaHe qozuuke xoncmawme. TBpbheme
T+ 3 = 6 HIje MCKa3, jep ce He MOMKe TBPIUTU HU [1a je TavaH, HU I3 je
HeTavyaH. 3aIlpaBo, aKo je ¢ = 3 0BO TBpheme je TauHO, a aKo je z # 3
tBpbheme je merauno. OsakBa TBphema (ca HexkoM "npomeHJpEBOM”)
cy dbopMmyie 3a KOje He MOXKeMO TBPIUTHU HU [a Cy TavyHe, HU I CY
meraude. Kacuuje hemo ux meTaJspHHje MIPOYUUTH.

I'ope HaBemeHM MCKa3 p je T3B. npocm (eneMeHTapaH) uckas. Ipy-
'Y HaBeJICHU KCKa3 ¢ je CauribeH Ol [Ba eJeMeHTapHa UcKa3a: ~2:3 = 67
u”2+3=5", na je To caoxucen uckas. CloxkeHne nckasze GopMmPaMo OI
MPOCTUX PA3HUM aAozuukum onepayujama. OBme hemMo TOMeHYyTH: He-
200 UJY, KOHJYHKYUTY, QUCJYHKYUJY, UCKAYYHY OUCTYHKYUTY, UMNAUKAYUJY T
eX8UBANEHYUTY.

Hezayuja uckasa p, y 03HaOU —p, je UCKa3 KOjU je TaUyaH aKo U CaMo
aKo je WMCKa3 p HeradaH (Bumu tTabuuny a). Kopuctu ce m o3mHaka p.
(Ymramo : nuje p.)

3060T TPAaKTUYHOCTU U MPErNIeTHOCTY UCTUHUTOCHE BPEIHOCTH HC-
Ka3a TMPUKA3YJEMO UCTUHUMOCHUM MAbAUYAMG.

Konjynxyuja nckasa p U ¢, y O3HAIM p A ¢, je MCKa3 KOJU je TadaH
aKo W caMo ako cy oba mcKa3a p u ¢ TauHa. (pAgq uuramo: "p u ¢”)
Konjyarkuuju onrosapa Ttabiuna 6).

Jucjynxyuje NCKa3a p M ¢ je WCKa3 KOjU je HeTadyaH aKO U CaMO aKoO
cy oba McKa3a p U ¢ HeTauHa. KOPUCTUMO O3HAKY p V¢, KOja Ce UHUTa
"p uau ¢”. llucjymknumju omrosapa Tabinua e).

Hexmpyuna ducjyrnkyuje WcKas3a p U ¢ je MCKa3 KOJU je TadaH aKo U
caMO aKo je jemaH Ol MCKa3a p, ¢ TavyaH, a Opyru HeradaH. O3Haka je
pVq 7 uuta ce "uau p uau ¢”.Omrosapajyha Tabnuua je ).

HUmnaukayuja mckasa p M ¢ je MCKa3 KOJU je HeTaUYaH aKO U CaMoO
aKo je IPBU MCKa3 TavyaH U APYTY UCKa3 HeTauaH (Tabuauna 0). O3Haka

*) Ospne ce moapasyMeBa Ja je ped 0 MmameMamuvxum mephewuma , Tj. o MaTeMa-
TUukuM ” popmyiiama”, a He KOHBEP3alMjCKMM CBAKOOHEBHMM peUyeHHIlaMa.



8 ITPBA T'JIABA

je p= ¢ m umtTa ce Hajuenthe kKao: ”p nosaauu q, man " Uz p caedu q”
unu " Axo p, onda ¢”. Victo 3maveme nMajy u pedenune: p je 0080baH
yesos 3a q¢° u ”q je nompeban ycaoe 3a p”.

HeranMja KOH]JyHKIMja [AMCJYHKOM]a MCKJb. OUCJYHKUUja UMIIJIMKaIUja €KBUBAaJICHIM]a

pl-p AT]L VIT|L VIT{L =|T|L S| T)L
T L TiT]L T{T{T T4 T e b M LOE T|TL
S N O LTl L LiT|L LITIT LI LT
e) 6) s) 2) 9) h)

UCTUHUTOCHE Tabluie JIOrMUKUX Omepaluja

Exeueanenyuja mcKa3a p M ¢ je MCKa3 KOJU je TaUaH aKo W CaMO aKO
oba mcKa3a p U q PIMaJy _]e,IEE[aHe UCTUHNUTOCHE BpeIDE[OCTI/I (tabuuma b).
O3zHaky p < ¢ untamo ”p je exgusaaenmmuo ca q”. Vicro smaue u caenehe

peuenune: "p axo u camo axo q”, "p je nompeban u dosoman ycaoe 3a
” Puzp caedu q u uz g caedu p”, "p axo ¢ u g axo p”, "p nosaauu q u
q p q q P, P qugq P, P quq
nosaavu p” .

PopMmpame HOBUX MCKa3a BPIIX ce 1o ciegeheM nmpuanmmy.

Axo cy p u q uckaszu, mada cy uckazu u: —p, —q,
PANg, pVq, pPNG, P=> ¢, P Q-

3arpafie KOPUCTUMO WJIU M30CTaB/haMO Ha yoOMUajeHe HaUWHE.

Ilocebrmo cy 3HaAUAjHU MCKA3W KOJU CYy TAYHM 3a CBe MCTUHUTOCHE
BPeITHOCTHU p,q,... LaKBW MCKa3m cy maymosozuje. Heke TayTomoruje
Cy IOCeOHO BayKHE W HA3WBAMO UX 30KOHUMG A0ZUNKOZ 3AKMDYUUSAIA.
TakBe cy, Ha TpUMep, TayTOJIOTHUje:

Le Mopzanosu 3axonu: —(pA q) < (-pV —q) (1)

, (V) & (mpA—g) (2)

Jaxon xonmpanesuyuje: (—q = —p) < (p = q) (3)

Jaxon ceofena na npomuspeynocm: =p = (¢ A—q) < p (4)

3axon modus ponens: pA(p=q) = ¢ (5)
A,B,C

3aKOH JOTUYKOD MUNIIbEHha MOKEMO M OBaKO 3alMCHBATH: g

mTo 3Hauu AANBAC = D. Ha npumep, 3aK0H modus ponens 3aIKCy jeMO:
AA= B

B

Teopeme (craBoBm;) ce Hajuemhe MOTY U3pa3uTH Kao MMIIIKAI]je
(moTpe6aH yciIoB, HOBOJbAH yCIOB) MV Kao eKBUBaJeHnuje (morpeban
u noBoJbaH ycioB). llokasyjy ce xopumhemeM pasHUX JOTHUKHX 3a-
koHa. Ha mpumep, y reoMeTpuju ce decTo KopucTe 3akoHu (3) u (4).

ITpumep 1. Hexka cy p, ¢, », s cienehu mckaszu:

p: 36Up yHYTpAIIBUX yIIIoBa CBAKOr Tpoyria je 180°.

¢: CuMeTpaJie CTpaHUIa CBAKOT TPOYTIla UMa]y 3ajeJHUUYKY TauKy.
r: CBaKW TPOYyrao je MeHTPAJHO CAMETPUUYAH.



1.1 OcHoBM MaTeMaTUUKe JIOTHKE 9

51 Y CBaKu TPOYTao Ce MOMKe YIUCATU KPYT.

OnpenuT UCTUHUTOCHE BPEMHOCTU UCKA3a:

a) ((pAq) = ~(r<s)Vor; 6) (r¥(s=p)) & (g A(r< p)).

Pememe.*) Vckasu p, ¢, s cy Taunu u 7(r) = L.

a) ((TAT) = ~(LeT)V-Ll=(T=-L)VvT=T.

6)( LY(T=T)eTALeT))=(UVT e (LAL)=TsL=1. &

Ilpumep 2. llorasatw ma cy cienehw mckazum (popmyie) Tayro-
joruje:

a) (LVp)ep; 6) (p=q) < (-pVyq).

Pememe. CacraBmbaimbeM 0aroBapajyhnx MCTUHUTOCHUX Tabauia
yBepuheMo ce ja OBW WCKAa3W WMajy YBEK MCTUHUTOCHY BPEIHOCT T .

a) |p| Lvp| (Lvp)ep| 6) |p|la|-p|p=q| pVq| [*%)
TY T T T L 7T T 7
IR T T L] L] L 1| T

Tl T T T 7T
1l ToT T T

Hamomena. Y cuaydajy a) mpBa KoJoHa Tabuuile cy cBe MO-
ryRHOCTY MCTUHUTOCHE BPEIHOCTH MCKa3a p, a y Ciiydajy 6) mpBe nBe
KoJioHe 0ByxBaTa]y cBe MOy AHOCTH MapoBa UCTUHUTOCHUX BPEIHOCTH
WCKAa3HUX CJIOBA p U q. B

Kao mrro cMo ma modeTKy HaBedu, TBpheme z + 3 = 6 Huje uckas.
Amm, ako 6mcmo perau: ”3a neku z je x+3 = 6", uau ” Ilocmoju mauno
jedan z TagaB ma je x+ 3 = 6”7, mau ”3a ceaxu z je z+3 = 6”, oHma
brcMo mOOWIM mMcKale. Y HABENEHOM CIydYajy cy TpBa ABa TavHA, a
tpehu je merauan. Buamke ompebhuBame y oBakBuM (T3B. IpemmKaT-
CKUM) QOpMyJIaMa BPIIN Ce K8aHMopuma (KBAHTUPUKATOPUMA): HEKU
(mocrojum) - y o3Hamu 3, nocmoju mavno jedar, (IOCTOJU jelaH U CaMO
jeman) - y osmamu 3; u ceaxu - y osHamu V. Tako HaBenmeme mpenu-
KaTcKe ¢popmyne samucyjemo: (Iz)(z + 3 = 6), satam (Jiz)(z + 3 = 6),
omaocEo (Yz)(x + 3 = 6). '

Axo ma kBamTOpe I (ersmcrennujannu) u YV (yHUBEP3aIHU) HEIy-
jemo meramujoM, mobujamo ciemehe popmyse:

| =(V2)A < (3z)-4| (6)

(7) | =(32) A & (Vo)-4|

*Yoynyhe snaxkom dosnauasahiemMo xpaj pewewa, unu Jdoxaze y IIPUUMEDPIAMA.
y )
**f, Tj. ” popmyna”, je ckpaheno osnaueHa Gopmysia U3 KOHKPETHOI 3aJaTKa
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(7 |~(32)A & (Va)-A]|

rae je A Heko TBpheme Koje canpku mpoMmenssumBy z. VcTakKHUMO Ia
popmyne (6) m (7) mpunanajy Kiacu T3B. 8abAHUT HopMmyaa, Tj. yeex
maynur GopMmya.

IIpumep 3. On HaBemeHUX pOpMyiia M3IBOJUATH TadHe.
a) Vee Z)Vy € Z) 2+ y*>0; 6) (Ve e N)FyeR)3z+y=1
8) (Va,b € R) a* + b2 > 0; 2) (@meN) m+3<0.

CnoBa N, Z, R cy pelloM O3HaKe 3a CKyNoBe IPUPOIHUX, IeJUX, pe-
aJHUX OpojeBa.

Peweme. ®opmyrne a) u 6) cy taune. Popmyna e) Huje TauHa,
jep 3a a=0ub=0 muje a*+b? > 0. Popmyia z) HUje TauHa, jep BaKM:
(VmeN) m+3>0. &

ITpumep 4. Hara je popmyna: —(Vz)(z < 5Az > 1). Koje on momne
HaBeJleHUX (pOopMyJia Cy eKBUBAJEHTHE Ca NaTOM (OPMYIIOM:

a) (Ve)~(z <5Az>1); 6) (Fa)(z <5Az>1); 8) (Fz)(1 <z <5);
) @)eell, 5); ) Wa)ag (L 5); B @)<ive>s).

Pememe. Kopucrehu popumyie (6) u (1), 3akmbydyjemo na je matoj
popmynu eKBUBaJIeHTHa caMo dpopmyna ). &

1.2 CKYIIOBU

Iloncerwhemo ce Ha ocHOBHe mojMoBe m omepammje. Ckym je on-
peber cBojum eremerTnMa. Ha mpumep: A = {3, 4, 5, 6}, a To ce Moxe
u oBako 3amucaTu: A = {z |3 < z < 6}. Ilmmemo HEp. 3 € A (6poj 3
Je emement ckyma A), mmu 8 ¢ A (8 Huje enement ckyna A). Ckyn Ges
elleMeHaTa je npa3zan ckyn, y o3many (. A

Ako 3a-ckymoBe A m B Baxu ycios (Vz)(z € A = z € B), Taza
KakeMo na je A nodckyn ckyma B, y osmamu A C B, omHOCHO na je B
nadckyn cCKymla A, IITO 03HaYaBaMo ca B D A.

Axo 3a ckymoBe A m B Baxu ycioB (Vz)(z € A & z € B),Tazma
KaxeMO na Cy CKymoBu A m B jednaxu, tj. A = B. Ilakiue, ako je
A=B, o81a je ACB u B C A, a Baxu u o6pHyTO.

ITomermmo m cinenehe omepamnuje ca ckynoBuMa.

(8) Ilpecex: ANB={z|z€ ANz € B}
9) Ynuja: AUB={z|z€ AVz e B}
(10) Paznuxa: A\B={z|z€ ANz ¢ B}

Ha ca. 1 Bumamo rpa¢uuku mprka3 oBuX omepamnuja, momohy Ojrep-
BeroBux mmjarpama.
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3a mBa CKymla A u B 6e3 3aje[HUYKAX eleMeHaTa, Hakie ANB =10,
KaxkeMo Ma Cy OUCJyHKMHU.

A B

A p

A B

AUB ANB A\B
Cu 1

Y Be3u ca Pa3nMKOM CKyNOBa je U KOMNAeMeHm CKyHa. AKo je
AC S, rana ckyn S\A HasWBaMO KOMNAEMEHMOM CKyna A y odnocy Ha
S u o3HadaBaMo ca Ag mau camo ca A, omHocHo A/, ako je jacHO mITa
opencTaBiba CKyI S.*)

Hehemo mokasmBaTw ocoOuHe oTepalnuja Ha CKyIOBKMa, aJd Ha-
BOIVMO HajBaKHU]eE.

ANB=BNA (KOMyTaTHBHOCT IIpeceKa)
(ANB)NC=AN(BNCQC) (acommjaTUBHOCT Ipeceka )
AUB=BUA (KoMyTaTHBHOCT yHH]e)
(AUB)UC=AU(BUC) (aconujaTUBHOCT yHWUje)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) '
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (mcTprbyTUBHOCT)
AN(B\C) = (AN B\(ANC)

(ANB)=AUB (Ile MopraHOBY 3aKOHN)

(AUB)=4ANnB

IToce6ar mojam ummEm T3B. ypehen cxkyn. 3a pas3iuky onx ~obu-
yHEX” CKyIOBa, O KOjUMa je /IO cala OuiIo roBopa, Kol ypebheror cky-
Ira, HUje OuTaH caMo cacTaB, Beh u pemocrnen Habpajama ejleMeHaTa.
[Ipema 6pojy enemernaTa ypebene ckymoBe mHasuBamo: ypelena 080j-
ka (ypebenm map), ypehena mpojra, urm, y osmamu (a, b), (a, b, c),
UTH. Y CIOBU IOIL KOjuM cy IBa ypebheHa CKyIa jemHaka joll BHIIe
MCTHAYY Pa3iU4IUTOCT y OJHOCY Ha ~obwyne” ckymoBe. Tako je, HIp.
(a, b, ¢)=(z, y, 2) & (a=zAb=yAc=2z2). llo ne¢pununmju Baxu jenHa-
&oeT: {1, 1, 2F= {1, 2, 2}, amr (1} 1, P& (12 2)i

Ypeber map (z, y) uMa reoMerpujcKy MHTepIpeTamujy y Ilexap-
TOBOM IIPaBOYIJIOM KoopauHaTHOM cucremy. llapy (z, y), 3a z,y € R,
OJroBapa TAYHO jeIHa TaYKa KOjoj je z mpBa, a y APYyra KOOPAWHATA.

3a ckynose A u B mepunumemo T3B. Jlexapmos npoussod, y o3HaIK
A x B, Ha cienehwu HauwmH:

*) Axo Huje NOroBOpPEHO Aa A sHaum Ag, Tj. ako HHMje jacHO mTa je ckyn S, Tana ce
nox A mompasymesa ckyn “nuje A”, Tj. T € A&z ¢ A.
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(11) Ax B={(a,b)|ac ANbe B} |

Axo je A= B umawmo /exapmoe xeadpam cxyna A:

(12) A2 =Ax A={(z,y) |z, ye A}

Ilpumep 5. Pemwmmo mo z m y popmyne:
a){z, v} {1, 25 6){l, =z, y}C{1l,2}; &) (1, 2)=(a, v).

Pemreme. a) u 6) Pemema cy a=1ny=1, mim z =2 u y = 2, Wiu
c=luny=2,mmz=2uny=1.8)lz=1uy=2. &

IIpumep 6. JloxasaTu ma 3a Ipom3BoJbHE CKymoBe A, B, C Bau:
(ANB)\C = An(B\O).

lloxas hemo m3BecTu moMoRNy Tabuuue, CIUYHO pellemdy npuMepa
2, camo mTo he ymecTo 3makoBa T 1 L 6uru € u ¢. (OmHocu ce Ha
6uio Koje ejleMeHTe HATUX CKyIOBA)

A ANB|B\C |(AnB)\C |AN(B\C)

MM MM

N N I I NN O T
UM PR|M R{M R]m| o

TRPRPRRORR|M M
TRPR|M PRPRPR|M R
TRR PR R PR PR M

TRPR PR PR AR PR M R

TRR R

Ha ocHOBY MIEHTHYHOCTH 3aABUX [Be]y KOJOHA 3aKbydyjeMo na je
HaTa jeTHAKOCT TAUHa. @

Csaku monckyn ¢ lekaproBor mpoussoma A x B, Tj. ¢ C (4 x B),
Ha3uBa ce peaayujom usMeby enemenara ckynoBa A u B. Ca agb o3Ha-
yaBamo 1a je ”a y peaayuju ¢ ca b”. Hac oBre 3ammmajy penamuje mebhy
eleMenTUMa jemHor cKyma. To cy momckymoBu JlekapToBOTr KBaapaTa:
0 C (Ax A). Muore on TuX penamnyja cy HaM MO3HaTe W IO UMeHUMA,
ka0 "jemsaxoct” (z =y), "nemsusoct” (z |y - 1j. = "ce campxu”’ y y,
omHOCHO z ”menn” y), pedamuja <, W CIL.

Meby pasmmm ocobrHaMa IPOM3BOJBHUX pelanuja, I0ceGHO Cy WH-
TepecaHnTHe:

(R) rox (pedrexcuBHOCT)
(9) oy = yox (cumerpuuHOCT)
(4) Toy Ayor =z =1y (aBTHCHMETPUYHOCT )
(T) zoy A yoz = zoz (TpaH3UTUBHOCT)

Ome penanuje koje ce omnukyjy ocobunama (R, A,T) cy T3B. pena-
yuje nopemxa. TakBe cy penanuje z <y, x|y, AC B, u cIL.
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Penammje ca ocobmuama (R,S,T) Ha3UBaMO PeAdyUujaMa eKB8UBAAEH-
yuje . TaxBe cy, Ha mpuMep, z =y, a || b (IpaBa a je mapaJenHa IpaBoj
b), z =y, U CIL.

Penanuja exBuBaJieHIMje Hedud CKyI Ha KojeM je medpuwHMCaHa Ha
T3B. Kaace exgueanenyuje . To Cy MMCjyHKTHM TONCKYIOBU, & CBaKU
Ol BUX Ce CaCTOju Ol ejeMeHaTa KOJU Cy CBUW jemHW C IpyTuMa y
penanujm.

Ipumep 7. OnpemnTy Kaace ekBUBaJiennuje ckyna A = {a|a € N A
a <10}, onmpebene penanujom zoy & © = y(mod 3).

Pememe. z = y(mod 3) o3HagaBa ma OpojeBU & K.y MMajy WCTH
ocTaTak meskema ca 3, Tj. na je z—y = 3k, k € Z. Tpamerne kiace
youaBaMoO Ha, CIUIA 2. @

Honckyn f IlekapToBor mpomsBona A x B, TakaB [a CBaKOM elle-
MeHTy a CKyma A omroBapa Tadrno jeman ypebenwm map (a, b), b € B,
tTakaB na je (a, b) € f, Ha3WBAMO npecaukasamem (Pynkyujom) crkyma A
y ckyn B. To o3mauaBamo ca f : A B. JemHo TakBO IpeciINKaBambe
PUKa3aHO je Ha CcI. 3.

ca. 3 ci. 4
Y cayuajy (a, 1) € f numemo f(a) = 1. OBne je tarobe f(A) C B.
Yommre, 3a (a, b) € f, Tj. 3a f(a) = b, je a € A opuzunaa (1uK), a, b € B
je cauxa, nok je f(A) ckyn cauka. Cxym A je domen, a ckynm f(A) je
kodomen Gyurmmje f. Axo je f(A) = B, Tama je f npecaurasame CKyna
A na cxyn B (cupjexyuja), ciu. 4.

ca. 5 ci. 6
AKo BakM MMILTMKaUMja a1 # ay; = f(a1) # f(az), Tama je f mpecan-
KaBambe jedan - jedan (umnjexyuja), - ci. 5. Axo je mpu Tome f(A) = B
u B={l, 2, ..., n}, Tana n Ha3UBaMO KaPOUHAAHUM Opojem CKyTa A,
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y osHamu: cardA = n. AKo je mpeciuKaBame na U jedan - jedam, OHIA
je To bujexyuja m mocToju uneepsno (0O6paTHO) MpecauKaBame CKyma B
Ha ckyn A, ca. 6. To o3magaBamo ca B = f~1(A).

FKomnosuyuja (mpousson) npecaukaBama f u g ckyma A Ha ckym C
jegof(A) =C<%& f(A) = BAg(B) =C. To ce MO¥e 1 OBAKO 3aIlMCaTH:
go f(A) = g(f(A)).

CBaxo mpecnukaBame cKyma A X A y CKyn A Ha3wBaMo buHapHoM
onepayujom y cKymy A. YcTBapu, ako 3a CBakW ¢,y € A ocToju z € A,
TaKo na (z, y) — z, KaXeMO Na je z pe3ylTaT NpHMeHe onepayuje * Ha,
eleMeHTe z u y. To mpyrauuje 3amucyjeMo z *y = z U KaxKeMoO Ia je
CKyIl A 3a™meoper y ONHOCY Ha OTepaljy *.

Axo je (Vz,y € A)(z+y = y*z), omepamuja * je KoMymamuena, a aKko
je (Vz,y,z € A)(z* (y % z) = (z * y) * z), omepanuja * je acoyujamuena.

AKo mocToju e € A, TaKo na je exa =axe=a, 3a CBaKK a € A, Taza
je e jedunuunu (HeyTpasHm) eleMeHT oIepamyje .

Ako 3a a € A mocToju b € A, Tako na je axb=bxa =e, Tama je b
uneep3nu eleMeHT (06paT) eleMeHTa a M O3HAUABAMO T'a Ca a~l.

Cryn A cHableBeH OIepalyjoM # YMHU T3B. aJrebapCKy CTPYKIY-
py (4, *).

Axo je % acolujaTuBHa omepanuja ca jeJUHUIHAM €IeMEHTOM U
cBaKM a € A mma obpaT a~' € A, oHuna je crpykrypa (A4, *) T3B. 2pyna.

Hehewmo ce 3anpxkaBary Ha npoydaBamy ajire6apCKUX CTPYKTYPa.
Hanomerwmmo na Meby crpykrypama obamka (A4, *, o), TIe Cy * U o oIle-
pamnuje, TocebHO MeCTO MMajy T3B. npcmen W nose. TaKo Ha IpuMep
CTpYKTypa (R, +, -) je nowe peaanuz bpojesa. (Ca + m - cMO o3HAUMIN
”0bu4HO” cabupame U ”OOUYHO” MHOKEHE).

Kam je ped o ckymoBuma 6pojeBa, MCTHUEMO Kao HajBaKHM]e: CKYII
npupodnur 6pojeBa, CKyn yeaur 6pojeBa, CKYI PayuOHAAHUT OpojeBa,
CKyI upayuonasnur OpojeBa. YHHUja OBHX CKyIOBa je€ CKYI PeaaHuT
OpojeBa.

HanomennmMo nma ce cBaku pammomaJHE 6pOj MOMKe peACcTaByuT]
Ka0 KOJIMYHUE MeJor Opoja m 4 IpupomHor 6poja n, Tj. Kao —n—, e
Cy m M n y3ajaMHO OpocTH GpojeBu (HeMajy 3ajemHWYKOT, IPUPOJTHOT
nenuona Beher ox 1).

MebyTuwm, I/Ip&]ll/lOH&JIHI/I O6pojeBU cy OHM peayHU OGPOjeBU KOjU He

MOTY Ia ce IpelcTaBe Kao —, ThHejem € Z,n € N, a m 1 n Cy y3ajaMHO
npoctu 6pojeBu. Baske _]eIL]T;a,ROCTI/I:
QNI=10 u QUI=R,
rie () o3HavaBa CKyI PalMOHAJHUX, & I CKyIl MpalMoHaJHUX OpojeBa.
Y ucropuju MaTeMaTHKe 3HaYajHO MECTO 3ay3WMa HOKa3 Ia je /2

npanuonaian 6poj. IlocebHO je 3HavajaH, 10 Tala HemO3HAT, HaUWH
IOKA3UBAA.
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IIpumep 8. HoxazaTu ma je /2 mpanuonalan 6poj.

Joxas. Kopucruhemo 3akom komrpanosunuje (popmyina (3) cTp.
8). IIpermocraBuMo ma TBpbheme HHUje TawyHO, IITO O6WM 3HAYMIO [a IIO-
. . . . m
cToje y3ajaMHO IPOCTY IPUPOIHU 6POjeBU m U n, TAKBU Ia je /2 = —.
n
. . m2 2 9
KBazmpupameM oBe jeIHAKOCTH I06MjaMo Ia —- = 2, OMHOCHO m* = 2n”.
n
Ilocrenma jemHAKOCT HOKa3dyje Ha je m? mebuBO ca 2, Ha je m ma-
paH 6poj, Tj. m = 2p. 3aMeHOM y IOCIeNHO] jeTHAKOCTH INOOMjaMo:
4p® = 2n?, omHocHO 2p? = n?. 3maum, u n? je memMBO ca 2, ma je U n
mapaH 6poj: n = 2¢. 3akpydak 6u 6MO Ha y3ajaMHO IPOCTU OpojeBH
m ¥ n AMajy 3ajeIHUUKA MeJWJIal 2, IITo je, HapaBHO, HeMoryhe. la-
Kile, IPETIOCTaBKa fa je v/2 Moryhe mpencraBuTé Kao KOJIUYHUK [Ba
. . m
y3ajaMHO IpocCTa IpupoaHa 6poja, V2 = —, je Reonpxusa. [lakire, /2
n

je mpamnuoHajaH O6poj. &

YuraonuMa ce mpemopyuyje mAa caMu JOKaXKy Na Cy WpanuoHaJJIHU
6pojesu: 6, 2—+/2, V2++/3. (3a mpyru u tpehu 6poj moxa3 ce cBOIM
Ha cirydajeBe v/2 u 1/6.)

CBaku peasian 6poj, ocuM HyJie, OIJIMKYje Ce jeMHCTBEHUM 3Ha-
koMm: + (ako je Behu ox Hyse), miau — (aKo je Mamby OX HyJe). Y Be3n
ca 3HAKOM IOCTOjU (YHKOWja peasHoT 6poja z:

1, 3az>0

sgn(z)*) = 0, 3az=0

-1, 3az<0
Peanam 6poj mMa um T3B, ancoaymuy epednocm. 3a Gpoj a TO je
Behu ox 6pojeBa a u —a, Tj. |a| = maz{a,—a}. OmnaBme ce maro

1 ; a, a>0 ;
3akbydyje ma je |a| = 20 , OJIHOCHO Ha je |a|] = a - sgn(a).
—a, as

Tarxobe HaM je MO3HATO Ha Baxku U jemHakocT Va? = |af.

Pamuonajau 6pojeBU ce MOT'Y IPENCTABUTU MAYHO Y NeNUMaTHOM
OBIMKY, ca KOHAUHUM OpojeM IemmMaa MIXW Kao OeCKOHAUHO IIepHO-
OUYHU JEeNUMAaJHN 0poj.

Wpamuonaanu 6pojeBu ce MOTY IPEINCTABUTH Kao HelUMaJIHI Opo-
jE€BU ca TPElIKOM, Tj. Kao npubaudicHe 8pedHocmu.

IIpubamxEe BpeAHOCTHU Cy y TMPAKCH UecTo, TOTOBO PEeIOBHO, LIPH-
cyTHe 360r HemoryhHOCTH TauHOT Mepema. 360r Tora je 6UTHa Ipo-
meHa yummbeHe rpemke. AKo je a TauHa ¥ o mpubiu:KHa BPeTHOCT,
Taga 6poj A, A = |a— d'|, HA3UBAMO ANCOAYMHOM 2Pewrom, a OpPoj

*) sgn je ckpahenuna naTHHCKe peum signum IITO 3HAUM 3IHAK.
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A . .
0, 0 = — Je peaamuena zpewxa. Kaxemo nma je mexm 6poj m3pasken y
a

By HeOuMaJHOr Opoja ca k Tayrmx memmMalia axo A < 0.5.10~(F+1),

1.3 PASMEPE I IPONNOPIIMIE

Pasmepa je KonmuuHWK nBa Opoja pas3imumTa OX Hyle, HALMCAH
a
Kao a : b uim 3 ab # 0. Pa3sMmepa ce MoKe TpPONMpUBAIKEM W

ckpahuBameM (cimuHo passomuuma) ympoctuTtu. Hacrojahemo ma

pasMepe ynpomhaBaMo IO KOIWUYHWKA IBa y3ajaMHO IIpocTa 6poja.
7 |
Ha npuwmep: 7§ : 111 == %3 : 4745~ =63:90=7:10 (IIpBo cMo mpommpUIN
ca 8, ma CKpaTWUiIu ca 9).
Yoummo na je 24 : 10 = 2.4 m 36 : 15 = 2.4, ma je 24 : 10 = 36 : 15.
Hocnenmma jemmakocT je T3B. nponopyuja. YOIIITe, IPOMOPIHja je

JemHaKOCT IBejy jeNHAKWX pasmepa. 3alucyjeMo je Kao a:b=c:d uim

Kao - = -, abed # 0. BpojeBu a u d cy cnomawmnu, a b 1 ¢ ynympawnu

YJaHOBU IIponopnuje. Baxku ocobmua:

(13) |a:b:c:d<:>a-d:b-c—l

OBa ocobura ce Hajuenrhe KOPUCTU MPU U3paUyHABAHY €BEHTYAIHOT
HeIIO3HATOT YJIaHa IPOMOpIHje.

Ako jea:z=z:bumu z:a="b:z, onHOCHO z° = a - b, Tama 6pPOj
Ha3WBaMO 2€0MEMPUJCKOM Cpedunom B6pojeBa a 1 b.

JemmakocT BuIe on IBe jelHake pa3Mepe MPeNCTaBJba NPodyAHCeHy

s a C
nponopuyujy. Ha mpumep: a:xz =b:y=c:z, OOTHOCHO — = 7 =—. Ilo
. T 1 z
noroBopy 3amucyjemo Kpahe caa:b:c==z:y:2. Cmarpajyhm na je
Ipu TOMe 2= k, 3akipydyjeMo W3 HaBeleHe MPOMOPIMje Na je a = kz,
T
b=rFky, ¢c= kz.

IMpumep 9. Tpu cena (A, B, C) cy usrpanuia 3ajelHIIKA MOCT.
Tpomkou usrpanme oxn 76000 nuHAPA MOAEheHN Cy Cpa3MepHO 6po-
Jy cramopmEmka. KoIHMKO je ImIaTmio CBako celo aKo MMajy pPeIoM
1500, 2400, 1800 cTaHOBHUKA.

Pememe. 13 A: B : C = 1500 : 2400 : 1800, mocie ckpahuBama ca
300 mobmjamo: A:B:C=5:8:6, na je A=5k,B=28k u C =6k. Karo
je A+ B+ C = 76000, omHocHO 19k = 76000, Hawsasumo na je k = 4000.
Ilarne, Tpu cena cy CHOCHIa TpolKoBe: A = 20000 muHapa, B = 32000
mmaapa u C = 24000 murapa. @

Hponyxeny Ipomopnujy MOKeMO y HeKUM clydajeBuMa NOOUTH U
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73 BuUIle OOMYHMX IIPONOPIMja, KOje ce MNeIMMUYHO ONHOCe Ha 3aje-
JHUYKE BEJIMYNHE.

IIpumep 10. OmpennTy Hemo3HATe BeJIMUYMHE M3 YCIOBa a : b=
=7:8,¢c:d=5b:4,b:d=4:5uma—-2b+d=10.

Pememe. M3 a :b=7:8,b:d=4:5 nobuhemo mponyxeHy
nponopmujy obauka a :b:d = ..., Kana obe3bemuMmo ma y obe mare
npomopuuje cioBy b "omroBapa” mcTH 6poj c IecHe CTpaHe jeIHaKO-
cTu. YToM mmsby apyry mpommpumo ca 2. Jlobwmjamo a :b =7 : 8,
b:d=8:10, majea:b:d=7:8:10. Axo OBO IPOIIMUPUMO Ca 2
uc:d=>5:4 npommpumo ca 5, mobuhemo a :b:d=14:16 :20 n
c:d=25:20, omarne je a:b:c:d=14:16:25:20. ¥YBomehu 6poj k
nobujamo: a = 14k, b = 16k, ¢ = 26k u d = 20k, ma ycuoB a —2b+4d = 10
moctaje: 2k = 10, omakie je k = 5. Jarne: a =170, b =80, c=125 u
d=100. &

Hexky memo3naTy BeJMYUHY MOMXKEMO M3pauyHaTU Ha OCHOBY HheHe
cpasmeprocmu (ynpaBHe Wiy OOPHYTe) ca APYTUM IO3HATAM BeIUYIn-
mama. llomcermmo ce ma mpomopimja a:b:c=3:5:7 o3Ha4YaBa Ha Cy
Belqumuure a, b, ¢ ynpaeno (MUPEKTHO) cpasmepre GpojeBuma 3, 5, 7, a

mpomnopuuja a i b:c= 3 t iy O3HavaBa la Cy Beju4uHe a, b, ¢ 0bp-
; . 1 1

nymo (MHIMPEKTHO) cpasmephe Gpojeuma 3, 5, 7 (Cnydaj a:b=~:~
z Yy

cBOJM Ce Ha a:b=y:z).

: IIpumep 11. Ox 35 kg Gpamna mobuja ce 50 kg xneba. Kouamko
opamna Tpeba 3a 60 kg xmeba?

Pememe. 3a suwe xineba mpeba suwe OpamHa. To 3Haum ma cy
OBIle yIpaBHO cpa3MmepHe Bequuube. To cMmo Ha cinenehoj meMu o3Ha-
ymam crpenmnama ucror cmepa. Cwmep crpenmna onpebyje pemocien
omcama OpojeBa y pasMepaMa. .

135 kg 6pamnua 150 kg xneda
| =z kg 6GpamHa |60 kg xneba

z :35=60:50= 50z =235 60
m:%()(i—0242 kg 6bpamHa. @

IlpumMep 12. YueHWK je IpOYMTaO jelHy KUTY 3a 20 HaHa, TaKO
IITO je CBaKOT HaHa umMTao 45 MuHyTa. 3a KOJIMKO JaHa he mpoumraTn
MCTY TakKBy KBWUTY (mcTor 6poja cTpaHa), aKo NHEBHO umTa To 1 caT?

Pemreme. AKo cBakor JaHa 33 YMTAamE TPOIIM 8UWE 8pEeMEHA TPe-
6ahe mame dana ma ce Kmura mpoumrTa. 1o cy oOpHyTO IpOIOpUU-
OHaJIHEe BelWuuHe, IIa Cy CTpeule Ha IIeMH OKpPeHyTe y CYIPOTHUM
CMEpPOBUMA.
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120 mana |45 MUHyTa ITHEBHO
| z mama | 60 MUHYTa IHEBHO

m:20:45:60:>$:—206-—(;45:15 IaHa. @

IIpumep 13. Panehu mmeBHO 8 wacoBa 20 paIHMKa je 3apamIuiio
12000 mrrapa 3a 15 maHa. Konwko yacoBa maeBHO Tpeba ma pame 40
pamEuka ga 6m 3a 10 mama 3apamuiu 10000 muHapa?

Peureme.

1 8 wacoBa mmeBHO |20 paxHEmka | 12000 muH. | 15 maHa
| z vacoBa mEeBHO | 40 pamnuKa | 10000 mua. | 10 mana

Crpenume ce oxpebyjy y odnocy na nenosnwamy eeaununy. (Buwe
wacosa THEBHO Dalyl Mmame padnuka; padehu suwe vwacoea THEBHO 3a-
pamuhe suwe dunapa; ako pajne euwe wacosa IHEBHO paluhe mame
dana.)

z:8=20:40
= 10000 : 12000 § = z : 8 = (2010000 15) : (40-12000-10)*)
=15:10
= w = 5 YyacoBa IHEBHO.
= T40-12000-10 AHEBHO-

IIponopuuje ce uecTo KOpHCTe 3a pelllaBambe 3aaTaKa Ca NPOYeH-
i : .1
muma. llpomenar, y osmamu 1%, je 6poj o5 OREocHO 0.01. Kopwum-

CTVMO Ta 3a HU3pakaBame pPeJaTUBHUX Ipomena. (OCHOBHa BeJInunHa
(umje mpomene IPaTUMO) HA3WBA CE 24068HUYA - OHa IpeacTaBiba 100%
(omocHO 100-0.01 = 1, Tj. nenuny ). [Ipomeny osmauaBamo ca P (mpo-
IeHTHYW WU3HOC), a PeJaTUBHY IPOMEHY O3HaudaBaMO GpOjeM IIpOIeHaTa
(p %). OBe BesuuuMHe BezaHe Cy IIPOHOPIM]OM:

(14) | G:P=100:p |

IIpumep 14. YBo3 Heke pobGe je mosBehan 3a 30% um m3mocu 16640
TOHa. 3a KOJMKO je ToHa noBehan yBos?

Pememe. IlIpsu navun. Tpakumo G, a 3Hamo na 130% usnocu 16640

TOHa.:

G 16640 =100: 130 = G = 1664{?})—0100 = 12800 ToHa

W3Bo3 je mosehan 3a 3840 Toma (16640 — 12800 = 3840).
*) OBo je NpaBUJIO T3B. CAOJICEN02Z CPAIMEPHOZ panyne: CooJballby YJIaH T j€ KOJIMH-~

MUK NPOM3BOJa CBMX YHYTPAalllUX UYJIaHOBa, Ca MPOU3BOAOM CBMUX CIIOJbAIIHUX UJAHOBA
nponopuuja.
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Apyeu wavun. 1.30G = 16640 = G = 16640 : 1.30 = 12800 ToHA, UTIO. &

ITpumep 15. Bozau je 360r moimmer KOsoBO3a CMambWo OP3UHY 3a
20%. 3a wxoumko he mpouenara nmoBeharw HOBY Op3mMHY Ka/la IIOHOBO
Oye BO3MO paHUjoM Gp3mHOM?

Pememe. Ako ce IpBOOGUTHO KpeTao OP3MHOM v, OHIa je HOBa
6p3una 0.8v. Camna je G =0.8v, P = v, a Tpaxwu ce p %:

100
08v:v=100:p = p :08;’:125%.

HoBy 6p3uny Tpeba moBehartu 3a 25%. &

ITpumep 16. Mopcka Boma canpxu 5% conu. Koamko amucre BoIe
Tpeba momatu y 40 auTapa MOpCKe Boze ma ce nobuje pacTBOP KOJH
campxu 1% comm?

Pememe. Y 40 nmurapa mopcke Bome mMma 5% comm. W3 40 : P =
=100 : 5 mobujamo P =2, Tj. y 40 muTtapa MOpPCKe Boae MMa 2 kg CONM.
Y HOBOM pacTBOpPY OBa 2 kg Tpeba ma 6ymy 1%. Ilakie:

G:2=100:1= G = 200. “‘
Suaun, Ha 200 aurapa pactBopa mMmahemo 1% conu. Tpeba nmomaTrwm
160 suTapa YUCcTe BOME. @

[Iponopunje KOPUCTUMO U Yy T3B. NPOMUAHOM paxyny KopucTehm
ce TIPOIOPIMjOM:

[ G:P=1000:p | (15)
{ 1
LIpomun je 1000 = 0.001 u o3mauaBamo Ta ca 1% .

Y GaHKapCKUM MOCITOBUMa KOPUCTH ce kamamnuu (AHT€PecHU) pa-
uyna. To je cmemudmaro m3pauyHaBambe IPOIEHATa V3 YBaKaBame Qak-
Topa epeme. lloznaro je ma ce yuoseH (WJI¥M IO3ajMJbeH) HOBAIl IO-
BehaBa (mam ymamyje) 3a xamamy (murepec). Kamara ce osHauaBa
ca I, yuoxen HoBam (xanumana) ca K, a Bpeme ca g (y romuHama), m
(y mecenmma) mnu d (y mammma). Oxprosapajyhe mponopmuje cy:

K :I=100:pg
K :I=1200:pm (16)
K :I=236000:pd *)

Ca p % o3HauaBaMO KOJWKO AWHapa KaMaTe NOHece KammTaJs ox 100
IMHAapa 3a TOAWHY JaHa - TO je kamamna (AHTEpecHA) Cmona.

Ilpumep 17. Heko je y3eo kpemut (3ajam) ox 60000 mmHapa ca
roaummoM KamaToMm onx 40%. Konmuko he ny:xEWK BpaTUTH
a) ako nyr Bpaha 3a 8 Mecenn,
6) ako je 3ajam y3etr 15. anpuia, a Bpahen 27. jyna?

*) Ilpu uspauynaBamwy 6poja HaHa pauyHa ce Ha CBaKu Mecell uMma nmo 30 mana.
pauy Y
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Pememe. a) K = 60000, p=40%, m =10, [ =7 W3 K : I = 1200 : pm,
obmiano I — K-p-m 60000-40-8
i T T1200 0 1200
IMHAPA.
6) K = 60000, p =40%, d =72, I =7 U3 mocuenme on popmyira (16)
K-p-d 600004072
36000 36000

= 16000. dyxEumK je BpaTuo 76000

nobujamo: I =

= 4800. IlyxauK je BpaTuo 64800
IIHApa. & :

' BAIOAIIM 3A BEYKBAILE

1. On maBemeHUX (GopMyiia YTBPIUTHU KOje Cy TayTOJOTH]e.
a) (p=p)e-p 6)p=(pVaq) e) (pA—q) & (p= —q)
2) (pV(gAr) e (Ve A(pVr)) 0) (~g=p)=>q

2. OnpemuTy MCTMHUTOCHE BPENHOCTV WCKA3HUX CIIOBA p W ¢ U3
popmyna: 7((¢V—q) = p) =1 u 7(-(¢Aq)) =L, ma u3pauyHaATHA UCTU-
HUTOCHY BPemHOCT popmyne: F(p, ¢) = (=(p = L)V ((~¢ Ap) = -p)) &
& (=g V((PAT)V (g & p))) '

3. Axo je F(p, q) = (pAq)V(-pAq), moKa3atu na popmyna F(p, q) &
< —F(-p, -q) HUje TayTOJOTH]a.

4. latm cy cxymosu A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} mu B =
= {2, 4, 5, 6, 8 9}. Ompemut; ckyn X Tako ma je ANX = {3, 4},
BUX=1{2, 3, 4,5 6,7 8 9} uX\B={3 7}

5. Ompemutu cardA m cardB ako je card(A\B) = 10 A card(AN B) =
=TAcard(AU B) = 24.

6. Ha mkxojickoj Tabiy cy HaOuMCaAW CBYU NPUPOIHA BPOjeBU Mamu
oxm 500. JemaH yueHHK je Hajupe m36pucao cBe GpojeBe KOju ce 3aBp-
masajy nuppom 0. Ilocre je npyru yuenuk usbpucao cBe 6pojeBe Koju
Cy IlesbuBHU ca 4, a 3aTuM je Tpehu ydeHuk m3bprcao 6GpojeBe mesbuBe
ca 6. Komuko je GpojeBa ocTaJio Ha Tadmm?

7. IlmammpasHo je ma 5 panEVKa M3BpluM momuc pobe 3a 4 maHa,
pamehu 8 wacoBa mHeBHO. MebhyTum, mpyror mama 360r GojecTd Ha
nocao He noby 2 pamHWKa, Ha ce OCTaJU IOTOBOpe Oa CBAKOr' JaHa
pazle mo 2 cata nmywxe. Jla jgu je momumc 3aBpiieH Ha Bpeme?

8. Csexe rpoxbe canpxu 80%, a cyso 12% Bome. Konuko cBeser
rpoxkbha Tpeba 3a 16 kg cyBor rpoxbha?

9. Tpehwura pobe je mpomaTa mo meHM Koja je 3a 10% Buma of
IIaHMpPaHe, a IIOJOBHHA Te pobe mpoiara je 3a 15% jepruruje om mia-
Hupane neHe. Ca KOJMKO je IponeHaTa M3HAJ IUIaHMpaHe MeHe IPOJIaT



1.4 Pauvonanau anre6Gapcku uspasu 21

ocraTak pobe, KaJ je Ha Kpajy HamnaheH nsHoc Koju 61 ce HOOMO Kaza
6V yKyIOHa KoJMuuHa pobe Gmia MpoiaTa IO MIAHAPAHO] IeHn?

10. IIpe ocam Mecemm je ynoxkeHa y 6aHKYy M3BeCHa CyMa, & MecCell
IaHa IIpe TOT POKa yioskeHo je 2000 muHapa Bumre. JlaHac ce KamaTe Ha
OoBe CyMe pa3iuKyjy 3a 120 mmaapa. Koje cy cyme yJoskeHe M KOJUKO
mponeraTa romuirme miraha 6aEka, ako je yKynHa Kamara 600 muHapa,
a KaMaTHa CTola je mcrta y oba crydaja’

1.4 PAIIMOHAJIHV AJITEBAPCKMU VM3PA3U

Ha 6m cMO MOIMIM YCHENIHO PelIaBaTé pasHe cIOXkeHe ajrebapcke
mpobieMe, MOpaMO MMAaTW COJUIHY TeXHUKY cpelueant arzebapcrut
~uspasa. Y OBOM OZeJbKY monceTMheMo ce Ha payuoHaahe u3pase U Ome-
panuje ca muMa. [lajeMo Hajupe mepmHMIH]Y.

(a) CuMmbonu peasruX GpojeBa Cy PallMOHAIHK aIreGapCKn U3pa-
2
su. (Hup. 3, = —0.1, v/3, ... uTm.)

(6) CumMbGouu IPOMEHIBUBUX ¥ KOHCTAHTH Cy PalMOHAJHU anrebap-
ckm uspasu. (Hop. a,b, ... ,2,y, ... ,m,g (rpaBuTanuja), ... UTI.)
(8) Axo cy P u Q panvoHaJHK aJarebapcky M3pasu , OHIA CY
P
P+@Q, P-Q, P-Q u — Takohe panuoHaJHU airebapCcKa M3pa3u.

Q

(2) CBu pammoHaJHN anrebapcKu M3pas3y ce No0ujajy UCKIbYIUBO
Ha OIMCAHV HaUMH ¥ KOHAYHMM GpojeM omepaluja u3 8).

IloceGHY BPCTY pallMOHAJTHUX ajlre0apCKAX M3pa3a YWHE T3B. ye-

AU PAYUOHAANY U3PA3Y - nosunomu. Hacrajy KaL ce oIl IOCTyHaKa &)
L P )

M30CTaBU Ollepalija — Yy ClIyJyajeBUMa Kala () CalIp:KU IIPOMEHJbUBY.

Q

Ako y moumHOMY HeMa cabrpamba U OLy3MMaka, Tala MMaMO MOHOM.
M cTrname IpoMeHBUBE Y MOJMHOMY BPIIMMO CTaBJbambheM IIPOMEHJbUBE
y 3arpany, Hup.: P(z) = 2z% -3, Q(z,y) = 3z% — 2zy® + ay® — 2. Bpoje-
BU MCIpeI MPOMEHBUBUX Cy Koeduyujenmu. BpemmocTu monwHOMa 33
yTBpheHe BpemHOCTM NMPOMEHJbUBUX NOOHMjaMO HEIOCPETHOM 3aMeHOM
IpOMeHJbTBE JaTOM KoHCTaHToM. Ha mpumep: P(—5) = 2-(=5)* -3 =
=50 —3 =47.

Cmenen noaunoma je HaJBUIIU OJl CTelleHa NPOMEHBUBUX KO Hhe-
rOBMX MOHOMa. HIp. cTemeH moMeHyTOr HoawHOMa P(z) je 2, 360r
222. Cremern mosnuEOMa Q(z,y) je 3, camo 360or MoHOMa —2zy?, jep ce
W3OOI OXl ¢ U y? cabupajy.

JIBa mOJIMHOMA Cy MICHTWYKMA jelHAKa aKo UMajy jelHaKe CBe OJI-
roBapajyhe xoedpunujente (koeduuujeHTe y3 jelHaKe CTENEHe IIPOMEH-
JbUBUX ).
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GAZ™ F an L ™m0 0 aja Fag Sihaa™ 4 byl e Lo +biz + by &
(17) S an =byANap_1 =br_1A ... Aa; = by Aag = by

AKo ce pamu o TIOJMHOMHMa BUIIe TPOMEHJAMBUX, Kao IITO je
Q(z, y), omroBapajyhu kKoepunujeRTr MHOXe jemHAKe MOHOME (xoju-
Ma Cy jeHaKU CTeNeHU CBaKe IPOMEHJBUBE II0jeIUHAYTHO ).

Meby menuMm pamuoHalXHUM aJrebapcKUM M3Pa3UMa KCTAYEMO
CMENEHe Ca YeAUM u3A0HCUOYUMA (IIPOU3BOLE je[HAKUX UMHUIAIA).
IToncetuMo ce Ha TpaBUila padyHamba Ca CTEIEHUMA.

m,n € N :a™ - a" = g™t
a¥=1, a0

. (am)n — aT)’L'TL

(a_b> = a nb , c:,é()
{52
(18) o

a
m . n e m—n
a .a_—an_a ,a;éo
1 1
—-—m __ J—
a _—m,—a_n_a",a¢0
a™ +a", He cabupa ce 3a m#n
a™ 4 b™, 'He cabupa ce 3a a £ b

Ose Qopmyne, Kao n oHe koje heMo KacHUje M3IOMXUTH y Be3su
Ca PalVOHAIHUM U3pa3uMa, CMaTPaMo eKUBaBaJl€HIUjaMa, 1a ce MOTY
OPUMeBUBATA U " 3IeCHa HalleBoO”.

(a2b~3)? - (a=2c3)~!
(b%¢)=2 - (a-2)-3
41—-6_2 ,—3
a*b~%a‘c 1
Pememwe. R= ——————— = a% %3 . b%2a 6 = a%2¢c"1 = —.

b—4c—2q8 b%c
(YmecTo memema ca b~*c2a®, mpumenmiu cMo mecTy ox popMyIa (18).
pakTuaro cmo b~* ¢=2 u a® "momurau” y 6pojuiral, TPOMEHUBIIN UM
[IpU TOME 3HaK M3JIO0XWIONA.) #

IIpumep 18. Yupoctutu mspas: R =

Ilo nedpmaunuju, napas P(z) = (z — 2)(z? + 4z + 4) + 4(2 + =) je monm-
HOM, aJju Huje y cpehenom obaury. Cpehueame nosurnoma TOIpa3yMeBa
Ila ce U3BpIIe CBe omepamuje u3 @). Ilpu ToMe KOPUCTUMO (OpMyIIe
(18), mrcTpubyTWBHM 3aKOH K CBe LOrOBOpe O Opucamy 3arpamga. Y
HaBelleHOM npumepy je P(z) = 23 +4z2+4z — 222 — 8z — 8+ 8+ 4z, 0MHOCHO
P(z) = z3 + 222,

Pamu noncehama HaBommMO Gopmyire Koje heMo KOPUCTHATH 32 T3B.
udenmuuke mpancPopmayuje nosuHoMa U3 TATOT OBINKA y OBINK KaKaB
HaM y HaTOM CJIydYajy OAroBapa.

a(b+c) =ab+ac
(19) (¢ +b)(c+d)=ac+ad+bc+bd



1.4 Paumonannu ajre6apcku uspasu 23

(a +b)? = a® + 2ab + b?

(a —b)? = a? — 2ab + b2

(a +b)® = a® + 3a2b + 3ad? + b3

(a —b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b®

(a+b+c)? =a?+b? + c* + 2ab + 2ac + 2be (19)
a2 — b2 = (a—b)(a+1b)

a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

a® —b" = (a—b)(a® "+ a2+ ... +ab” "2+ b"7Y)

a2k+1 + b2k+1 . (a+ b)(a2k _ a2k—1b+ a?k—2b2_ o _ab2k—1 -+ bZk)

CBe oBe popMyJie Bake U aKO Cy yMeCTO a, b, ¢, d u3pasu. Mosxemo
ux Takobe umTaTV (X DPEMEHmUBATH) 3IECHA HAJIEBO.

Axo ce Hexm monwHOM P(z) Hammuile y OOJMKYy IpOM3BOIA, HIP.
P(z) = Qi(z) - Qa2(z) - Q3(z), Tanma kKaxemo Ha je P(zx) pacmassmern Ha
yunuoye. AKO IpuW TOMe HU jemaH on umHMIana Qi(z), Q2(z), Qs(z),
He MOKe IaJke Ia Ce pacTaBiha, OHIA je P(z) pacmasmen na npocme

yunuoye. Pamy KOHKPETHOCTH IOTOBApaMo ce Ia Ielle KoeulijeHTe
JEeIIMO CaMO Ca IHLUXOBUM IENUM meauonuMa. Ha mpumep, mmcahemo

2a?b — 4ab? = 2ab(a — 2b), a He 2a2b — 4ab? = 4ab(g —b).

ITocrynke 3a pacTaBibaibe MOJMHOMa Ha IPOCTe YMHUONE TPeGatio
6m moGpo caBiamaTH, jep OHM UYWHE OCHOBY 3a MHOTe UaK U BEOMa
ciaoxerne onepamnuje. Crora, Tpeba 3amaMTuTH cBe popmye (19).

IIpumep 19. PactaButy Ha mpocTe yuHMONE crenehe monumaOMeE:
a)5aa:2—10aa:—ba:+2b—a;+2, :
6) (z—1)(z—-2)(z=3)+ (z—1)(z—2)— (z—1), 8) 8la* -1,
2) a” —a, 0) a® —a* —a® + a.

Pememe. a) Bpmumo epynucame onrosapajyhux umazoBa.
Saz(r —2) —b(x —2) — (. —2) = (¢ — 2)(5az — b —1).
6) (z—1D)((z=2)(z—3)+(z-2)—1)=(z-1D((z-2)(z—3)+ (¢ —3)) =
= '('.’L‘ —1)(z=3)((z=2)+1)=(z —1)%(z - 3).
e) (9a? — 1)(9a? + 1) = (3a — 1)(3a + 1)(9a® + 1). Burom (9a® + 1) je 3B.
30up KBazpaTa, KOJU ce Yy CKyIy pealHUX OpojeBa He pacTaBJ/ba Ha
UMHUOIE.
2) a(a® — 1) =a(a® - 1)(a®+ 1) = a(a — 1)(a? + a + 1)(a + 1)(a® — a + 1).
0) a*(a — 1) —a(a—1) = a(a - 1)(a® -1) = a(a — L)(a = 1)(a* +a+1) =
=ala—1)2%(a’+a+1). &

Yecro ma 6u ce MOTJIO M3BPIIATH I'pyNucame, Tpeba HEKM MOHOM
HaIMCATU Kao 30Mp WM Pa3JUKy APYTUX MOHOMa, UM ce MaK, Noda 1
0Jly3Me MCTU MOHOM.
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IIpumep 20. PacraBury Ha IpocTe YMHMONE MOJMHOME:
a) 2z% — bz +2, 6) n*+n? -2, 8) a® + 8a% + 19a + 12,
e) * +64, 0) al® +a%+1, h) 23+ y3 + 22 — 3zyz.

Pememe. a) 222 -4z -z +2=2z(z—2)—(z—2) = (z — 2)(2z - 1).
6) n*—n?4+2n2—2 = n?(n?—1)+2(n?-1) = (n?-1)(n?+2) = (n—1)(n+1)(n?+2).
8) a®+4a® +4a® +16a+3a+12 = a’(a+4) +4a(a+4) + 3(a+4) = (a+4)(a* +
+4a+3) = (a+4)(a®+3a+a+3) = (a+4)(a(a+3)+(a+3)) = (a+4)(a+3)(a+1).
2) ot + 1622 + 64 — 1622 = (22 + 8)% — 1622 = (2% + 8 — 4z)(2? + 8 + 4z).
d) a1°+a9—|—a8—(a9+a8+a7)+a7+a6+a5—(a6+a5+a4)+a5+a4+a3—
—(@®4+a’+a)+a’+a+l1=(a®—a"+ad°—a*+a®—a+1)(a®+a+1).
h) 3 +3z2y+3zy? +y3 +22 —3zyz—32%y—3zy? = (z+y)*+2°—3zy(z+y+2) =
=@+y+2)(z+y)? —z2(+2)+22) -3zy(z+y+2) = (z+y+2z)(a?+ 2zy+
ty? —zz—yz+22-3zy)=(z+y+2)(e?+y*+ 22 —azy—yz —z2). B

Ilpumep 21. PacraButy Ha mpocre ynHUONEe clefehie moauHOMe:
a) (a+b+c)®—a®—03—c3, 6) b2c2(b — ¢) + a?c?(c — a) + a®b*(a — b),
8) (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)+1.

Pememe. a) ((a+b+c)®—a?)— (b3 +¢c3) = (a+b+c— a)((a+b+c)?+a(at
+b4c)+a?)—(b4-c)(b?—bc+c?) = (b4-c)(a®+b?+c?+2ab+2ac+2bc+a’+ab+ac+
+a?—b%+bc—c?) = (b+c)(3a?+3ab+3ac+3bc) = (b+c)(3a(a+b)+3c(a+d)) =
=3(a+b)(b+c)(a+c).

6) b3c2—b2c3+a2cd—a®c?+a?h?(a—b) = ¢3(a?—b%)—c?(a®—b%)+a?b?(a—b) = (a—
—b)(c®(a+b)—c?(a®+ab+b?)+a?b?) = (a—b)(acd+bc® —a?c?—abc? —b2c2+a?b?) =
= (a—b)(b*(a® —c®)—ac*(a—c)—bc*(a—c)) = (a—b)(a—c)(b?(a+c)—ac®—bc?) =
(a—b)(a — c)(ab? + b%c — ac? — be?) = (a — b)(a — ¢)(a(b? — c?) + be(b—¢)) =
(a —b)(a—c)(b— c)(ab+ ac+ be).
8) (n+1)(n+4) - (n+2)(n+3)+1 = (n2+5n+4)-(n*+5n+6)+1 =
=n?+5n+4)-((n?+5n+4)+2)+1=(n%2+5n+4)2+2(n*+5n+4)+1=
(n?+5n+4)+1)2=(n?+5n+5)% &

Y Be3u ca IMOJMHOMHUMA UCTAYEMO joll HajBehW 3ajeHUUKN Nesu-
Tedb, Y O3HAIW D, ¥ HajMambU 3ajeTHUYKA caapKajall, y O3HaIu S.

Hajeehu sajednuuku deaumesn 3a nBa (WIy BUIlIe) NATUX IOJTMHOMA
je IMOJIMHOM HajBUIIEr CTeleHa, KOJU je UMHMJIAI JATUX IOJUHOMA.

Hajmamu 3aje0nuvky cadpaucanay NaTUX MOJIWHOMA je IOJUHOM Haj-
HIDKEr CTeleHa, TaKaB Ia Cy CBU MOJWHOMY HelOBM UMHWONIM.

([l

[l

Ilpumep 22. a) Hahu majBehn 3ajenanuku nenuress (D) 3a IOJIH-
HOME:

19 1222yz, 9x3y322, 24x%y23;
20 9¢2 — 12z + 4, 2723 —8, 4 — 922, 4 — 6.
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6) Hahu HajMamy 3ajemHUYKH cangp:xanan (S) 3a noTIHOMe:

19 3ab?, 6a2b, 4a3;

20 bz —by, a?x? —2a’xy + a’y?, bx? + 2bxy + by?, by? — b2zl

Pememe. a) 1° D(122%yz, 923y32%, 242%yz3) = 3z%yz.

20 922 — 1224 4 = (32— 2)?, 2723 -8 = (3z — 2)(9z% + 6z + 4),
4—9g? = (2 — 32)(2+ 32) = —(3z — 2)(2 + 3z), 4— 62 = —2(3z — 2),
ma mobujamo: D = 3z — 2.

6) 1° S(3ab?, 6ah, 4a%) = 124%b°.

20 bz — by = b(z — y), a’z? —2a’zy+ a?y? = a¥(a? — 2zy + y?) = a®(z — v)?,
ba? + 2bzy + by® = b(x? + 22y + y?) = b(z +y)?, b2y? — b22? = —b(a? — %) =
= 12— 3w +3), ma Jo S = %z - 9=+ )" &

Y Be3u ca mesbemeM MOJWHOMAa BakaH je m Besyos cmae:

Ocmamax desmewa noaunoma P(z) ca (x —a) je
R = P(a). Cneyujaano, axo je P(a)=0, noau-
nom P(z) je denwue ca (z — a).

Joxa3. Ako je R ocrarak mebema P(z) ca (¢ — a), OHIa BaxkKHU
jemmakoct: P(z) = (z —a):Q(z)+ R, rie je Q(z) mobujeHr KOJIMYHUK.
OmaBme HemocpemHOM 3aMeHOM nobujamo: P(a) = (a —a) - Q(a) + R =
=0-Qa)+R=R. &

Jlebeme IOMMHOMA MOMKEMO BPIIATY HEIOCPENHO, CIUYIHO Helbe-
By OpojeBa, mau KopucTehu ce MIEHTUYHOM jeTHAKOIINY HOJMHOMA
(memoda nenosnamuz xoeduyujenama).

Ipumep 23. Hoaunrom P(z) = z3—2%+ 32+ 1 HOLeINTH TOTTHOMOM
D(z)=z*+z+2.

Pemreme. IIpsu navumn.

(z2—224+3z+1): (22 +z+2)=2—2

—z3 — 22— 9%

222+ z+1
2224+ 2z +4

3z+5 = R (ocraTak mejbema)
Hakne: 22— 22 +3z+1=(22+z+2)- (z—2)+3z+5
Objawmene nocmynxa. Kommunuk onpehyjemo nememeM ”HajcTa-
pujux” unanoBa. Tako mmamo majupe:”z? y z° mme z myra” (jep je
2? -z =23). Cama vuoxmvo D(z) ca (—z) u nobujemo —z3 —z? — 2z, ma
To moTmuireMo ucnox P(z). Vcnon nonydeHe npre je 36up MOIXHOMa
P(z) u (—2® — 2% — 2z). Taj 36up (—2z°+ 2+ 1) cana meaumo ca D(z) Ha
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WCTH HAUWMH Kao y mpemxomHoM ciydajy. (Pz? y —2z? mme —2 myrta”,
3aTuM D(z) DOMHOXKMMO ca —(—2), Tj. ca +2 u nobujemo 2z%+ 2z +4).
Wcnon npre je 36up oBe IBa HOJIWHOMA, & TO je OCTaTakK Hesbema, jep
ce z? me campxu y 3z.)

Apyeu nawun. OcTaTak Jesbemba ca MOJUHOMOM n-TOT CTeIleHa je
HOJMHOM (n — 1)-Or cTemeHa (MIM Mamer cTemeHa). Tako Npu Helbemy
ca D(z) = z°+x+42 ocTaTak je IOJIWHOM IPBOT cTeneHa: R = Maz+N, rae
cy M u N 3a cala Hemo3HATH KoepunujerTu. Komumunuk Q(z) Takobhe 3a
ca/la He 3HAMO, aJi KaJ ce JleJn DoJIuHOM Tpeher crenera mojmEOMOM
Apyror cremnena mobuhe ce kKonwurWK mpBor cremena. OBme mMaMo:
Qz)=z+A. A, M u N onpennMo u3 jeqHaKOCTH:

e —2?2+324+1=(a2+2+2) (z+A)+Mz+ N
CpebuBameM mecue crpane mobujamo:
-2 43 4+1=2+ (A+ )2+ (A+ M +2e+24+ N
Cana ma ocEOBY (opMmyie (17) mmamo jemHakocTd A+1=—1, A+ M +
+2=3u2A+N =1. OnaBne nobujamo: A= -2, M =3 u N =5. Jakie:
e —22+32+1=(22+2+2) (z—-2)+3z+5. &
IlornemajMo jom map mpuMepa y Be3w ca IOIMHOMUMA.

Ilpumep 24. Heku monuHOM Ipu Nelbemy ca z — 1 maje ocraTax 2,
a mpu nejbely ca r+ 2 naje ocrtarak —7. OopemuTH ocTaTak Ieherba
OBOT TIOJIMHOMA, Ca z2 4 & — 2.

Peweme. Younmo na je z?+z—2= (z—1)(z+2). OcraTak nemema
Haurer nonuHoMa P(x) ca z®+z—2 je R= Mz + N, na je P(z) = (22 +
+z-2)Q(z)+ Mz +N = (z—1)(z+2)Q(z)+ Mz + N. Ilpumenom Besyosor

CTaBa Ha HaTe ycioBe mobumjamo: P(1) =2 u P(-2) = —7. OTyna uMamo
jemmakoctm: 2=0-Q(z)+ M+ N, 1j. 2=M+Nu-7=0-Q(z)-2M+ N,
Tj. —=7=—-2M + N. Pememe nobujeror cuctema jemHaumHa je M = 3 u
N = —1. Tpaxenu ocraTak je R=3z—1. &

ITpumep 25. Axko je n mpuponan 6poj nokasaru na je P(n) = n3+5n
JeJbUBO ca 6.

Peweme. Kopuctuhemo nosmaty ocobuny na je om 6mmo Kojux k
y3aCTOIHMX IPUPOAHUX OpojeBa yBek jemaH nesbuB ca k. Tparchopmu-
WUMO ATV HOJUHOM: P(n) = n®—n+6n = n(n?=1)+6n = (n—1)n(n+1)+6n.
Monom 6n je memus ca 6, a (n— 1)n(n+ 1) je mpomsBox 3 y3acromHa
npuponHa 6poja, O KOjUX jemaH MOpa OUTH HesbuB ca 3 u Gap jeman
Mopa 6utu mapan 6poj, Tj. mesuB ca 2. Jlakme, oBaj Ipom3BOL je
nesbuB ca 6, na je u P(n) mesbuBo ca 6. #

Ilpumep 26. WM3pauymatm z* + y* +2* ako je e +y+2 =0 m
22y 422 =1,
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Pememe. U3 (z+y+2)? = 0 nobujamo: z?+y?+22+42zy+2yz+2zz =0,
. ; 1
na je 14 2zy+ 2yz 4+ 222 = 0, omakie je zy+ yz + zz = ~5 Hame, uz
(2 + y? + 2%)? = 1, nobujamo: z* + y* + 2% + 222y + 29222 + 22222 = 1.
. 1
Cem Tora je: (zy+yz+22)% = 70 T o2y? + 4?22 4+ 2222 4 22y’ 2 + 2zy2? +
1 1
+222yz = 77 OLHOCHO: 2?y? 4+ y22? + 2222 + 2zy2(z + y 4 2) = i Canma
: 1
3aMeHuMO = + y+ z = 0, ma mobujamo z2y? + y22% + 2222 = 1 Komaumo ,
y 1
u3 2t +y* + 2% +2(22y? + 4222 + 2222) = 1, nobujamo: z+yt+ 2% +2- 1= 1,

g~ 1
oIakle je TpaweHu 36up: zt 4yt 4 2% = S ')
Paznommenum anrebapckum M3pas3uMma HA3WBAMO PallOHAIHE all-
rebapcke uapase obIMKa 3 B #0, roe cy A u B takobhe panmoHalnua

un3pasm. 3BaheMo ux jour u anzebapcrxum paznomyuma. Hasomumo cie-
nehe omepanuje (mpasmia):

%: %, B#0u C#0 (mpoumpurBate)

g% = g, B#0u D+#0 (ckpahuBame)

%.%:%,B;éouD;éo(MHotﬁeH)e) (20)

%;%:%-%:%,B#O,C#OHD#O (meiemse)

%+%:A;C,B;&O(ca6npaﬁ,e) |

%+%:-g—g %:ADB;DBC, B#0uD#0 (ﬂOBdbeH,e VMeHU-
nana Ha H3C u cabupame)

A

%:%:%:%, B ', C#OMD#O (mBOjHU pa3zioOMak)

D

bmiro kojy omepammjy Ia wu3BOmIMMO, ceM IPOMMPHUBaEa, TPY-
maheMo ce 1a mare m3pase MaKCUMAaJHO yIpocTUMo, m3Mehy ocTasor
(m Hapoumro) omepaunujom ckpahusama. Takobe je HeomxomEO Bo-
IUTH padvyHa O penociiely omnepamnuja. Haume, MHOKEHe W Ielbemhe
cy "crapuje” omeparmuje u 06aBsbajy ce Ipe cabuparma U OLy3UMakha.
AKo mocToje pa3iio3m 3a Apyravyuju pemociel] padyHamba, Tamla ce Io-

" cTaBJbajy 3arpagie, IIa ce IPBO BpIIe olepallnje y 3arpamd. Y clIydajy

BUINECTPYKMUX 3arpama, IPeIHOCT UMa YHYTPallba.
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Ipumep 27. CkpaTuTy pasiloMKe:
i a? — 3ab + ac + 2b% — 2bc 6)|az—1|+|:n|+ac
a?—b2+2bc—c? '’ 32 -4z +1
a® — 2ab — ab + 2b? + ac — 2bc _
a? — (b2 — 2bc + ¢?) -
_a(la—2b)—b(a—2b)+c(a—2b) (a—2b)(a—b+c) _ a—2b

- a2 —(b—-c)? “(a=b+c)at+b—c) a+b—c’
a—b+c#O0uma+b—c#O0.

6) |z| u |z—1]|3axTeBajy MICKyCHjy MO

Peweme. a)

BPEIHOCTU TPOMeHJbMBe . lIpuKamuMo meMoM . _0 s : + 4
OpoMeHe 3HaKa m3pa3a z u (¢ —1) , ci. 7. Oun- jooX.
e fHO MOPaMO Pa3MOTPUTH HATH Pa3/IOMaK 3a A D
TPU PA3NUYIUATA CILydaja. &t

: ci. 7
1°2<0. Tama je |z | =—z u |z —1| = —(z — 1), ma nobujamo:
—(z-1)—-z+z _ —(x-1) _ =He=1) 1
322—3z—-2+1 3z(z—-1)—-(z—1) (@-1)Bz—-1) 3z—-1
20 me(O,%)U(%,l). Tana je |z| =z u|z—1|=—(z—1), a ©IMaMo:

—(z-1)+z+=z z+1
322 —4dz+1  (e—1)(Ba—1)
30z>1. Tama je |z |=zu|z—1| =z -1, ma je:
z—1l4z+z 3z -1 1
322—4z4+1  (z-1)Bz-1) =z-1 .
IIpumep 28. W3pagyraTu:
<:c3+2:v2—:1:—2‘:1:2+4a:+4)‘x3—2a:2—:u+2

a+1 ' z2 —4 az-{—a
x2(9:+2)_'(z+2) z-2(+2)) 2@-2)—(z—2)
Peme}be.( o er? ) @t D) =
_ (m+2)(z2_1) z—2 a(a+1) e
B a+1 ':c+2'(g;_2)(mz__1)-—a,w?fil,m#j;Z,a;é—l,

a#0. &
9a — 2b a+b+b2—6az
15ab 10a2 10a2b '’
24 .2 2 2 2 _ _
5) Y e y e) a‘—a—"6 a—1

Ipumep 29. Uspauyratu: a) %-k

Ty zy+y2 22+ay’
1 1 1 1 1
) et @ DY) T @i e T @ e ) T @ h@rs)
12ab + 2a(9a — 2b) — 3b(a + b) + 3(b* — 6a?) _
30475 a

a?—4 2—a’

Peweme. a)
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12ab + 18a?% — 4ab — 3ab — 3b? + 3b% — 18a? 5ab 1
= 30a% =30a% ~ 6a ? *7 0 EFL:
ity 2 ¥y @4ty -y
Ty yiz+y) z(z+y) zy(z +y)
a:3+w2y+my2+y3—:c3—y3_z2y+my2_wy(m+y)_1
N zy(z +y) Syl ty)  wy(z+y)
z#0,y#0, z+y#0.
a>—a—6 a—1 a?—a—6-2a—2)(a+2)+(a—1)(a+2)
8) — 2+ = =
(a —2)(a+2) a—2 (a —2)(a+2)
_a2~—a—6—2a2+8+a2—a+2a—2: 0 L0, 50 a2 m
(a —2)(a+2) (a—=2)(a+2)

a# —2.
¢) IIpeu navun. IIpBo cabupamo mpsu ca apyrum u tpehu ca yerBp-
THUM:

a+2+a a+4+a+2 1 _
et D)(a+2)  (@+2atda+d)  (a+4a+s)
__ 2a+1) 2(a + 3) + 1 B
ala+1)(a+2)  (a+2)(a+3)(at+4)  (a+4)(a+5b)
2 2 1 _ 2a+4)+2a 1 B
S wWat2) @@ rd) @ dess)  aa+r)at+d) @i dars)
_ 4a+2) 1 4 1 _ 4a+5)+a
S W@t D@+ @ )@+ aatd) @+at5)  alatHats)
5(a + 4) 5

= e 0E ey "y € 56821 0

Apyzu navur. Y CBaKOM pPa3JIOMKY je Pa3iIMKa UYMHUJIAIA y VMEHUOILY
jemHaxa 1, ma mMaMo:
(a+1)—a (a+2)—(a+1l) (a+3)—(a+2) (a+4)—(a+3)

a(a+1) (a+1)(a+2) (a+2)(a+3) (a+3)(a+4)

(a—+—5)—(a+4): Gikdsomn o8 4 a+2 o a+1 i
(a+4)(a+5) a(a+1) a(a+1) (a+1)(a+2) (a+1)(a+2)
a+3 a+ 2 a+4 a+3 a+5d
T eTD@T3) @+ )a@sd) @ Dard) @rdetd)  @rdats)
a+4 1 1 1 1 1 1 1 1
"~ (a+4)(a+5) :E_a+1+a+1_a+2+a+2*a+3+a+3_a+4+
1 1 1 1 5
te¥d a45 a a+45 aa+D) "

IIpumep 30. YmopocTtuTtu m3pas:
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a+b 1_cz—3b
A=|2 a 4 d — L : a+b.
a b 1 2 1_9 3a+b__3
b a a a a—1b
a? + b2 a+b—(a—3b)
1 1 e
Peweme. A= az(l_l)b2+a+b_a—b :3a+ba—+3IEa—b):
ab a a a—"b
4b
_ a’® 4 b? a a \.a+b _
_<(a—b)(a+b)+a+b_a—b>'i—
a—1b
_ a4+ +a(@—b)—ala+b) a—b  a®—2ab+ b a+b
B (a —b)(a+0b) “a+b (a—b)a+b) a—b
(a —b)?

:mzl,a#o,b#O,a—b#OHa—{—b#O. &

Ilpumep 31. M3pauynaTu BpemHOCT M3pa3a

l_ 1 a—b—c
R(a,b,c)= $bde. bzfibcz 7y 3a a=002, b=—11.05 c=107.
c"—a
=+ Tone — 4
a b+C 1+ 2bc
Peweme. Hajope hemo ynpoctutn natu mspas.
btc—a a—b—c
R(a, b, c) = a(b+c) ahe —bte—a = Ha=b—@)
T b+ceta  be+b2+c2—a?  atb+c a((b+c)? —a?)
a(b+c) 2b¢
b+c—a alb+c+a)b+c—a) alb+c—a) 0.02
= . = = —11.0541.07-0.02) =
atbtc  —20b+c—a) ) —y (711.05+1.07-0.02)

= —0.01-(~10)=0.1. &

Ila 6ucMo cTeKnM COMMAHY TeXHWKY cpehmBama aireGapCKUX W3-
Pa3a, HEOIIXOIHO je PeIIMTH CaMOCTAJHO U3BECTaH 6poj 3amaTaKa, CIU-
YHUX IPUMEPUMa U3 OBOI OJIeJbKa.

3AIOAIIN 3A BEKBAILE

11. /loka3aTy MOEHTUIHOCTHU:
a) (az + by)? + (ay — bz)? = (a® + b)) (2?2 +¢?) ,
6) (a2 + oy +47)? — (c% — 2y + ¥7)? = day(a® 4 47) |
8) (a=b)3+(b— c)¥+(c—a)®= 3(a—0b)(b—c)(c—a) .
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12. PacraButu Ha OpoCTe YMHMOIE IOJMHOME:

a) z® —64 , 6) z?y? — a’y? — 4b%z? + 4a%b? |
)2 —zt—223+ 222 +2-1, e)nt4+n?+1,
0) ab(a — b) — ac(a+ ¢) + be(2a + ¢ — b).
5 4 3 2
13. Ilokasatu nma m3pa3 P(n) = 1n2—0 + n_ e e 7n 517; o+ _753 uMa

meaobpPOojHY BPEMHOCT 33 CBAKWU IPUPOJIAH 6p03 n.

14. OgpemmTn ¢ 1 b Tako ma moauroMm 6z* — 7z + az? + 3z + 2 Gyme
nesbuB ca z2—z +b.

15. IlonuaoMm P(z) = 22®— 1222+ 27z — 19 manucaT y o6inKy 36upa
creneHa obiuka (z —2)", n € N.

16. Ako cy m, n, p menu 6pojeBu u m + n+ p =0, JOKa3aTW Oa je
m® 4+ n3 + p® memuso ca 3.
wd—2?—z 41
23 — 32245 -2’
) 8ant? 4 qn~1 ) k|- |k—1]|

16an+4 4 4a7+2 + a» ’ k2—k+1- k|~
2?+22—-3 2247412\ -z
22432 —10 22—-92+14) 2244z’

e,y 1 (= ¥y 2y .
Z (y+:v) z? — y? <!/ >($ Tty

b e ¢ a a b

R ;

17. Ckpartutu pas3joMke: a) p

18. Uspauynatu: a) <

bc(c—b)+—(a—c)—|— (b—a)
3 3
? (a—m)(c—m)“<a~m><c—a)+<a—c><m—c> ;
4q3 2a 1 1
a) a3+b8 4+b4+a2+b2+a+b+a—b'

19. UszpauyraTu:

b b
(5+2+2) (% -755) |
3a.a=0.70nmb=1=

Y 24+ " « BN
¢ a a+b a-—>

6) ~ (m+a)? _(1_ 1—(m? +a?)

2max

: 1
),aRO_]em:m,m#l.
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20. Ompenutu Helo3HaTe koedpunujerte A, B, C, Tako ma Oyme:
4z A B 24+ 5 A B C
a)m2—1_:v—1+a:+l’ 6)m3—3m+2_m+2+(w—1)2+x—1’

(13B. Kommujes mpoGiem).

1.5 IMHEAPHA ®YHKIWJA

Joul u3 OCHOBHe IIKOJIe 3HAMO Ia je y = az + b auneapra Pynxyuja.
3a a # 0 oHa je Oujexnuja. Hber rpaduk je mpasa koja ceue y-ocy y
taukn (0, b). 3a a >0 je pacmyhia, a 3a a < 0 je onadajyha PpynKumja.
3a ¢ = 0 uMamMo mpaBy y = b, mapaJesaHy z-ocu. HamoMeHMMO Ia
¥ jeJHAUYMHM & = ¢ OArOBapa y KOOPIMHATHOM CHUCTEMY IpaBa, OBOL
nyTa mapaderHa y-ocu. CBe oBe cilyuajeBe BUAMMO Ha CI. 8.

N
)t el

/ R e 1

I N~

X=C
Ciu. 8 Cum 9 Ciu. 10

Taura y Kojoj rpaduk cede ocy Oz Ha3uBa ce Hyjla (yHKIHUje W
nobuja ce: 3a y=0je z=——.
a

HemTo crmowxennje rpa¢ure mobrjamo 3a (GyHKIUje Koje cap:ke
aIllCcoJIyTHEe BPeTHOCTU U CBOJle Ce Ha JMHeapHe (yHKIUje.
Hanprajmo rpadur GpyHKIMje:

y=|2-2| -2z — |z +2| -2 2
Pamz ocnobabama on 3maka amco- 2ox _tH| +++ + -~
JyTHe BPEeOHOCTH, YOUMMO 3HAKe M3pa- xe2 ——|+ +++|+ +

3a (2—2) u (z+2):
Iaxrae mmahemo:

2—x—-2z+ (¢ +2), 3a z < =2 —2z + 4, z< =2
y=14 2—z—-2z—(2+2), 3¢ —2< <2 =< -4z, —2<z<2
—-2-z)—2z—(z+2), 3a z>2 —2z — 4, z>2

I'paduk je ma cia. 9.
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; ; 1 :
Hamprajmo cam ¢yrrmmjy v = =(z+v2?). Kako je va? = |z |, 6uhe:

2
0 <0 ;
y:{ s =BT I'papuk je ma ca. 10.
z, 3az2>0

1.6 IMHEAPHE JEJHAYVHE

JluneapHa jemHauWHA TO z je CBaKa jeNHAUMHA KOja je E€KBUBa-
JeHTHa jenmaunaW obumka az = b. Hehemo ce mMHOrO 3ampaBaTy Ha
nuReapHUM jenuaumaaMa. CamMo heMo ce TOACETUTHM Ha HEKOJIUKO IIPO-
baema. Hajupe hemo pemmru HeKH UpuMep JHHEAPHUX jeIHAUNHA Ca
jeIHOM HeIIO3HATOM.

IIpumep 32. Onpenuty napaMerap a Tako na OyIy eKBUBAJIEHTHE
(mMajy ucTa pellema) jenHaUNHE:

r—a x-—3 z — 2a 222 — 134>

3 a " t+3a ~ z2—9a%

Pemrewe. [IpBa jemmaumna maje:
(=3)e+3)

a(z—a)=38(z-3)z(ea—3)=d’ -9 = T = 043,
3a a # 3.
. . x—2a 222 — 13a?
Ilpyra jemmaumna maje: 238 3— 300+ 3a)/-(:c—3a)(:c+3a) #0&

S #3aAz £ —3a
& (2 — 2a)(z — 3a) = 3(z — 3a)(z + 3a) — 222 + 134>
& 2?2 — baz + 6a? = 32?2 — 27a% — 22? + 134®
& —bar = —20a?
Sr=4a,3aa#0
Iaxmne 3a a #0, a# 3,  # 3a,  # —3a UMaMO 3ajeTHUYKO peIlemke:
a+3=4a, omakie jea=1. &

IIpumep 33. Pemutn jemmaunmy:
le+1|—|z| 43 |e—-1| -2|2—-2]|= ¢+2.

Pememe. OmpemmMo 3HaK CBAKOT U3-
pa3a MOJ allCoJMyTHOM BpemHomrhy, ci. 11.

Pazauryjemo 5 ciryvajeBa. “hia & = TV 2
10 2 < —1: X+1 T e + + | +
—(z+D)+z-3-1)+2x—-2)=z+2 g i [ qaf | F
&2 =—4 — | = =] +| -+
3 x=1
@HS -1, JecTe pememe. [ I R R
2 ¢ e[-1, 0] x-2

(z+1)4+e—-3x—-1)+2x-2)=a+2
< 0 =2 mro je HeMoryhe, ma HeMa pellemba. Cu. 11
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3% zel0, 1]
t+l-z-3(x—-1)+2(z-2)=z+2
&2z = -2
©z=-1¢[0, 1] , ma HEje pellemne.

4° z €1, 2]
t+l-z+3(z—-1)+2(z-2)=z+2
&4z =8
slz=2]€e[1, 2], jecre pememe.

BP.w>2
z+l—-z+3z—-1)—20z—-2)=z+2
<0=0
s[z21]

Iaxne, pemema narte jenHauuHe cy z=—-2 1z > 2. @

Jemnaunna obyvKa ar = b HeMa yBek pelllera, a MOXe MMAaTH Heo-
rpaEnYer 6poj pemema. Hamme

b .
1°a#0: az =b< z=— (jeduncmeeno pewene)
a
2°a=0umb#£0:az=bs0 z+#0 - oBo je Hemoryhe, ma oBa
jeonavura nema peuiena.

¥a=0ub=0:az=b&0-2=0, a 0BO BaXu 3a Vz, Tj. pewemna
UMa He0eZPaAHUYER OPO].

IIpumep 34. PemmTy m IMCcKyTOBATHU jeTHAUMHY:
3 a® ¥ @ ab 5
a>— —+ —=———+ab
x T bx z

Pememe. [lomMuoxmMO jenmaunuy ca bz #0 (Tj. b#0 m z #0):
adbz — a?b + b3 = a® — ab? + abz
& a®bx — ab3z = a® — b + a2b — ab?
& abz(a® — b%) = (a — b)(a® + ab + b?) + ab(a — b)
& ab(a —b)(a + b)z = (a — b)(a +b)2.

Hucxycuja: 1° 3a a#0,a—b#0u a+b#0 (npunrukom ocnobabhama
Ol pa3iIOMKa yBeNIW CMO ycloB: b # (), jenHaYMHA UM jeOUHCMEENO
(a=b)(a+b)? a+b
abla —b)(a+b)  ab

2° Ako je a = 0, Tama 360r b £ 0 je a—b#£0ma+b+#0, ma je
laTa jelMHaYWHa eKBUBaJeHTHa ca: 0-z # 0, wro je Hemoryhe. Y Tom
CIyvajy Hema pewemnd.

PeEWeENnE: T =

3 Ako je a—b=0 wiu a+b =0, jenHauMHA je eKBUBAJIEHTHA Ca'
0-z =0, mTO BajkM 3a CBako z. Y TOM CJIydYajy jenHauyndHa uma Hecko-
HAYHO MHO20 pewena. @
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IIIto ce TuYe pemaBama CUCTeMa JIMHEAPHUX jeMHAUMHA Ca MBe
Hemo3HaTe, caMo ce moicehamo ma cMoO MX [0 calla pelIaBajlyd Haj-
uvenrthe memodom samene , MEMOJOM CYNPOMHUT KoePuyujenama M zpa-
puurxom memodom . Ocum OBUX MeTONa yrno3HaJIU cMo [ aycosy memody
u pemaBame nomohy merepmunuanty (Kpameposo npasuno ).Jlonerarn
ce CHCTeM Hajupe TpaHCPOpMUIIE y MOrofaH oOJIMK yBohemeM cMmeHe
(Heke moromHO M3abpaHe M3pa3e y3UMaMO 3a HOBE HEMO3HATe).

Cama hemo, pemaBajyhm cucrem nmEeapHWX jelHauMHa ca TPHU
Hemo3HaTe, KOMOMHOBATH pa3He MeTOJe.

IIpumep 35. Pemutu cucreMm jennadmna:
1

3 1
2y+z—2_:c+z—5+;c+2y—|—2__
2 5 3 ¢
y+2—-2 x4+2z-5 =z+2+2
5 + 2 1 E
W+z—2 zx4+z-5 =z+2y+2
1
Pememe. CMmeHoM yBOOMMO HOBe HEIO3HATE: @ = —
20+ 2—2
1
b= = ma ¥MaMo:

2+2-5"° z+2y+2°
a—3b+ c=-1
2a — bb—3c=—6
ba+2b— ¢c= 6

3a onebuBame peliema 1Mo a, b, ¢ HaBelrheMo IBa HAUKHA.
IIpeu navun. W3 mpBe jemmaumbe je a = 3b—c— 1. 3aMeHoM a ¥
IOpyTe IBe jelHauYnHe MOOMjaMo:
2(3b—c—1)—5b— 3¢ = —6
530 —c—1)4+2b— c= 6

b—bc=— (=
{ 5 4//( 17)

176 — 6c =11

{ b—be=-4
f=—g

T9¢ =179

& ec=lumb=1
Camajea=3-1-1-1=1
Apyeu navun. (IaycoBa meroma)

a—3b+ c=-1 /-(-2) /(—5)
2¢ —5b—3¢c=-6 ~ '
5a4+2b— ¢c= 6
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a—3b+ c= -1

& b—5c=-4 [ (-17)
176 — 6ec =11
a—3b+ c=-1
& b—bc=—4
79¢ =179

omaBrue jec=1,b=1ma=1.
BpaTumo ce Ha IpBOOUTHe IPOMEHJbUBE:

1
l=
20+ 2 —2
_ 1
T e42-5
1

Tz +2
2y+z—-2=1
&<z +z-5=1
z+2y +2=1

2u+z=3
z+2y =-1

IMocnemmu cucreM heMo pemuTy jeIHOCTaBHO Ha cilemehw HauwH:
cabepeMo cBe TpH jemHaumHe M nobujemo 2(z + 2y + z) = 8, omakie je
z+2y+2z=4. Onysumajyhu onx mocienme jeTHAUYNHE PENIOM jefHAUNHE
crcTeMa O3HAUeHOT ca (*), Jobujamo:

(z+2+2)—Qy+2)=4-3=[e=1],
(z+2+2)—(z+2)=4-6=>2y=-2=[y=-1],
(z+2y+2)—(z+2) =4+1=[2=5]. #

PasmoTpuMo jour mucKycwjy cucTeMa IBe JWHEapHE jeNHAUMHE C
IBe Hemo3HaTe. Heka je maT cucTeM jeTHAYWHA:

(21) amz+by=c
asz + boy = 2

by

, Tj. Kam je ajbs #
by

. . ay
19 Cucmenm je odpehen (cariacan) ako je — #
a2
# azb;. Tana MMa jeIMHCTBEHO peleme.
0 s o . b1 (]
20 Cucmem Huje cazaacan, Tj. HeMa pelliemba aKO je — = o
az 2 C2
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0 f . ay b1 C1 o

3% Ako je mcmymeH ycCJIOB — = 3. = 5 CHCIEM je eKBUBANCHTAH
cal0z+0-y=0 A a1z+b1y =cy, T2j. eI{?SI/IBanIeHTa,H je IpBOj je THAYWHH.
Tana, ako je a; = b; =0 1 ¢; # 0 cucteM je HeMoryh, a ako je a3 = by =
¢1 = 0 nim Gap jemaH on KoepwumjeHaATa a; WX b; HUje jenHAK HYJH,
cUCTeM MMa OECKOHAUHO MHOTO pelnema (xeodpelhen je ).

PemraBamwe u AUCKYyCHjy CUCTeMa jeIHAUMHA MOMKEMO W3BPIIUTHY HA
pa3me HaumHe. IIpemopyuyjemo I'aycoBy Meromy, jep peJIaTHUBHO je-
MHOCTABHUM HAUMHOM IOJNA3UMO OO " BUIBUBUX’ 3aKJbyUaKa.

ITpumep 36. PemuTu cucreM jemHadwHA:

:c—a+y—b:1

Ty @

-+ = =1 b ’
a+b ,ab#£0

Pememe. Tparnchopmanujom mpBe jemHauwHe HoOMjaMO €KBUBa-
JIEHTAH CHCTEM.

x vy a b :
o= 14 3tz (IpBy jenHauuHy ITOMHOMKIIMO
z oy b .
—+Z=1 ca | —— | u momamo mpyroj) .
a b a
z 4 Y_ 1 4 a 4 b
b a b a

< 1ob\ b B
Y\? " az)T e &

Ilpyra jemmaunba je cana ekBuBajieHTHa ca: y(a? — b?) = —ab? — b3,

omHOCHO ca (a—b)(a+b)y = —b*(a+1b).
1 Ako je a—b# 0 1 a+b # 0, cucTeM MMa jeIUHCTBEHO Delleme:
2 2
a . .
§m == B = ==, (Bpemmoct 3a z mobujamMo Kala y IPYroj
a— @—
jeMHaYMHN IIOJa3HOI CUCTeMa 3aMeHHMO MoOMjeHy BPEIHOCT 33 y.)

20 Ako je a—b =0, Tama je a+b # 0 (36or ab # 0), ma je mpyra
jemHaUYMHA eKBUBaJIeHTHa ca 0 -y # 0, Ia HeMa pellemha U CUCTeM HHje
cariacas.

3° Aro je a+b = 0, Tama je Opyra jemHaUYWHa €KBHBAJEHTHA Ca
0-y =0, Koja je 3aI0BOJbEHA 3a CBAKO y. Pellema cUcTeMa Cy IapOBU

(%(b - ), y) O

CucteM jeqEaumHa ce 3roJHO pellaBa U MEMoJoM 0emePpMUHAHMAU.
IleTrepMuHaHETa ApPyror pena je moaunoM AD — BC, KOju ce 3amucyje y
BUIY KBaJApaTHE LIeMe:

C D

AD—BC:‘A Bi
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(HomuOXMMO IO nMjaroHasama U HOGUjeHe TPOU3BOIE omy3memo.) Ha
IpuMep:
5 -3
2 10 =5-(-2)—((-3)-4)=-10+12=2.

PemaBamem cucrema jenmauumna (21), mobujamo:

c1by — c2bq C2a1 — C1a2

= = 3a aiby —agh 0
a1bz—02b1’y aiby — agh;’ B s

OITO Ce MOM¥Ke 3aIrcaTu m’ HOMOhy AJeTepMMUHAaHTIM:

c1 by a1
Cy bz ag Co
ay bl ’ a b1
az by as by

YBonmehu ckpahene o3make mobujamo:

_ A _ 4y

T = 'K: y= Ka

YcTBapu, pellaBambeM CHUCTeMa yTBPAMheMO 1a je OH eKBUBAJEHTAH

ca: z-A = A, Ay A = A,, roe Baxe 3akmyunu Kao 1°, 2°, 3° u3
mackycuje. Ilormenajmo To Ha cnemehem nmpumepy.

3a A #£0.

IIpumep 37. Pemtu cucreMm jenHauumra:
a’zr — y=a-—->b

b3z + ay = b2.
Pemreme. M3pauyrajmo Hajupe meTepMUHAHTE.
et L IES |
A=Y ‘:a3+b3:(a+b)(a2—ab+b2),
a—b -1
Ny = b2 a :az—ab—l—bz,
a®> a—b 252 3 14 2¢ 13 2
Ay'= b3 b2 = a’b® — ab® + b* = b%(a® — ab + b?).
1° Axo je A #£0, Tj. ako je a+b+#0Aa?—ab+b%+#0, cucreM uma
: b?
JeIMHCTBEHO pellleme o m)

2° Ao je a=0Ab =0, ozma je A = A, = A, = 0, TTa Cy pelema
cucreMa CBUM IapoBu (z, 0).

3° Ako je a+b=0Aab#0, Tana je A=0, a A, #0AA, # 0,%) ma,
je cucreMm exBmBaJeHTaH ca 0 -z #0AQ-y # 0, mTo HUje Moryhe. &

[lorrenajmo jour jemal mpuMep cucTeMa O TPHU jeJHAUUHE ca TPU
HeMo3HaTe.

b 3
*) a"’—ab—i—bz:(a—g)z-}—zbz, na je a® —ab+ b2 =0 camo 3a a = b = 0.
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Ilpumep 38. Pemmtu cucrem jemmauwna:

z+ y+kz=1
r+ky+z=1
kx+ y+z=1

Pewmeme. Ilpumernhemo Paycosy wmerony. (HOMHO}KI/IMO IpBY
jengauwmHy ca (—1) 1 MomaMoO APYToj X MOMHOKHMMO IPBY jeIHAUYWHY Ca
(=k) m momamo tpehoj). ITonasnu cucreM je eKBHBaJeHTaH ca:

z+ y+ kz=1
S (k-Dy+ (1-k)z=0
A-ky+Q—k?Hz=1-k

x4+ y+ kz=1
S (k-1y+ 1-k)z=0
1-k2+kz=1-k%k
Pamn mobumjama kpajmer obimWKa cUcTeMa NONAJIUW CMO APYTY jeaHa-

yury tpehoj jemmadman.
10 3a (I—-k)2+k)#0, Tj. k#1Ak# -2, Tpeha jenmaumna naje:

‘= 2+k 3aMeHOM OBe BpeIHOCTH y ApyTy jemmaumny nobmjamo:
1 , 1
V=977 ¥ IlaJbe U3 IpBe je x = TTE Haxne, 3a k # 1Ak # —2 umamo
: 1 1 1
JEeIMHCTBEHO pellleme: (2 Tk 24k 2+ k>
20 Ba k=1, cucTeM je eKBUBAJICHTAH Ca:
z+y+ z=1
0-y+0-2=0
0-2=0,

Tj. CHCTeM je eKBWBAJeEeHTaH IpBOj jenHaumnan. Tama cucreM mMa Dec-
KOHAQYHO MHOT'O pemrema: (l—y—z, y, z), e Cy y U z TPOU3BOJHHM.

39 3a k= —2, CHCTeM je eKBMBAJEHTAH Ca :
x4+ y—2z=1
—3y+32=0
0:2=3 .

Kako je tpeha jemnaumna Hemoryha, To cucTeM HUje carjlacaH 1 HeMa
peniema. @

1.7 JINHEAPHE HEJEIHAUVHE

OBnme heMo pasMOTPUTU CaMO JIWHEAPHE HejeTHAUNHE C jeHOM He-
TMO3HATOM W T'paUIKO TyMauemhe JUHeapPHUX HejeTHAUYNHA C TBE HEIO-
3HaTeE.
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Axo ce HejemHaumHAA TPaHCHOPMHUIIE MHOMKEHEM (lIeJLeEbeM) jIeBe
U OecHe CTpaHe HETaTWBHWM OpojeM, Tana 3HAK HEjeIHAKOCTH Merbha
cMep.

CBe nuHeapHe HejeTHAUWHE C je[HOM HEIO3HATOM CBOIMMO Ha, je-
JIaH OJl €KBUBAJEHTHUX OOJIUKA:

az > b, ar > b, az <b, az <b,
4nja pellemha 3aBHCe O BpemHocTu a u b. Ha mpumep, 3a npsum onm
HaBeIeHUX clyYaja mobujamo:

b b
10 3aa>0,am>b<:>:c>a 20 3a,a<0,aa:>b<:>:c<a

3°3aa=0wub>0, mejenmaumna 0-z > b, b >0 HeMa pelrema,
4° B3aa=0wub< 0, nejengaunua 0-z > b, b < 0 Baky 3a CBaKo
peasHO .

IIpumep 39. Pemutu mo z Hejemmaunne:
1 -2 2 2z-—

0) 3o~ 222> 2 B0 ) et ) < (-2 4D + (1)
ax z—1""2243

B)a—2— 3 <7 , aF# 2.

Pememe o) [lomHO®RMMO Hejemmaumny ca 6, 1 mobujemo:

20 -3(x—2)>3(x+2)—-222-6)0-2>12 .
IlaTa HejemHaUWHA HEMa pelleHa.

6) Ilara HejenHauWHa je eKBUBaJeHTHa ca 0 -z < 12, IIa je pemreme
CBaKU peatial 6poj z.

8) AKo Cy y MMEeHMONMMa Pa3JIoMaKa U3pa3y ca IPOMEHIUBOM (He-
Ho3HATa WM ITapaMeTap), Tana "ocmobabame” om pa3moMaka 3axTeBa,
mackycujy. Mmu hemo pasimomke 3ampikaTw, a MUCKYCHUjy H3BECTU Ha
Kpajy. JlaTa HejemHauMHA MMa CMUCIA 33 a # 2 U €KBUBAJEHTHA je ca:

ax _£+l<m+3¢> ax T :v<3 1<:>m(a+10)<5
ea—2 3 3 2 4 ea—2 3 2 4 3 6(a —2) 12 7
3a ¢ = —10, HejeqHAUNHA je CKBUBa-

. ~10 2
JIeHTHaca,O-:L'<E,IH-TOBa,}KI/I3a R ot
cBako peaJyiHO z . Ako je a # —10 S R
pellerma 3aBrice OJ 3HaKa Pa3JIOMEKa a-2

10 ;
a4t 5 - Osaj 3mak hemo ompemmtn G g1 i1 = +

i —
KOMOMHOBaWKEeM 3HaKOBa Opojuola 8 -2
W WMEeHWoTa, cJa. 12. Cu. 12

IIpema coumu 3akbyvyjeMo:
‘ : 5(a —2)
1° 3a —10 < 2 , peleme HejeTHaUMHe je — L
f.5438 RSB AT B 0
0 i . 5(a e 2)
2° 3a ¢ < =10 unu a > 2 , pememe je x < ®

2(a+10) °
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JlvneapHe HejemHauwWHe ca Be HEMO3HATE PeNiaBaMoO T'PaGUUKOM
MeTomoM. Hamme, Kao IITO CMO BUIeIX y odenky 1.5, Tauke Koje 3a-
IOBOJbABAJY jeMHAKOCT y = az + b MpUManajy IpaBoj — TpaduKy oOOro-
Bapajyhe muneapue ¢ymkmmje. Tauke umje cy koopauHaTe Behe ox
az+b cy y monypaBuu "u3Han® Tpaduka QyHKIHje, a ako je y < az +b,
Tayke cy ’‘wmcmon’ rpadura ¢yHKmmje, cia. 13. Pemmewme cucrema nu-
HeapHUX HejeNHAUMHA Ca JBe Hemo3HaTe Owhe y KOOpAWHATHO] PaBHU
NpeICTaBIbEHO KA0 Mpecek oaroBapajyhux monypasuu. TakBo pelnreme
MO¥Ke OUTH yrao, MHOT'Oyrao, # CI.

IIpumep 40. Pemutu rpaduyky cucTeM JUHEAPHUX HejeTHAUMHA:
20 —y+32>20 A z4+2y+2>0 A 42+4+2y—-5<0.

Peureme. Pemasajyhm cBaky om maTwx HejeqHaUYWHA TO y, NOOU-
jamo: y<2z+3 A y> g & 1 AN y< =2+ 3 IIpecek omropapajyhux

nonypaBuu onpebyje peleme crucTeMa, TpUKa3aHo Ha ciI. 14 ocenyve-
HUM TPOYTIOM. @

Cu. 13

1.8 HEKE HEJEIHAKOCTW

[Monazehwu om ounrieHUX HEjeTHAKOCTH, MOKEMO NOOWTH HI3 3Ha-
YaJHUX ¥ KOPUCHUX HejemHaKocTw. Ha mpumMep, Ha OCHOBY OcoOHMHA
olepanyje MHOXKeha peaTHuX OpojeBa, 3HaMO 113 33 CBAKU pealiaH 6poj
a Bayku HejemmEarocT a? > 0. 3max "=" Bamu camo ako je a = 0. Uc-
TH 3aKbyUll Bayke M aKo je a m3pa3. Tako, momaszehum on ouriensae
HejemHakocTu (a — b)? > 0, monasmMo mo T3B. KoumujeBe HejeHAKOCTH:

| o+ >2ab |, (22)

BayK caMoO 3a a = b.

a 3Hag ="

Ha ocHOBY OBe HejeTHAKOCTHW JaKO ce NOKa3yje na je:

‘ a?+b02+c*>ab+bc+ac |. (23)
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3ancTa, akO IPUMEHUMO Tpu myTa KommjeBy HejemmakocT Ha Gpo-
jeBe a, b, ¢, umahemo:
a? +b% > 2ab
b2 + ¢? > 2be
a? + ¢ > 2ac
CabupameM OBUX HejeIHAKOCTHU NOOMjaMo:
2(a® + b% + ¢?) > 2(ab + bc + ac)
ONaKje cileld HejeTHAKOCT (23).

IIpumep 41. [loka3atu na 3a GpojeBe a u b, TakBe ma je ab > 0,
BaXKM HejeTHAKOCT:

(24) = 53

Q| o

o Q

Hoxas. Axo KommjeBy mejemmaroct (22) momeaumo ca ab, mobuja-
MO HejeHAKOCT (24). 3Hak "=" Baxu ako jea=b. @

3HagajHe cy HejemHakocTu MeDly cpedunama. IlomceruMo ce Ha
HeKe CpenuHe NO3WTWBHUX OGpojeBa a u b.

a+b
5 (apUTMeTHYKa cpeuHa)
Vab (reoMerpujcka cpeauHa)
a2 + b2
5 (kBagpaTHA CpenuHA)
2 ;
= (xapMoHUjCKa cpenuHa)
a b
3a mo3uTuBHE GpojeBe a, b, ¢ MCTUIEMO:
a+b+c
— (apuTMeTHUKA CpenvHa)
Vabc TeOMEeTPUjCKa, CpeIrHa,
p

IIpumep 42. IlokasaTu na 3a NO3UTHUBHe OpojeBe a, b, ¢ Baxke
HejeTHaKOCTH:

2 1)2
a) |/ z“;bzmzl—z—; 6)#23@&

a b

JHoxa3. a) Homasumo on Kommwmjese mejemmaroctu: a? + b2 > 2ab.
llomamo neBoj m mecHoj crpamm a? + b2, Jlobujamo 2(a? 4 b?) > a’+
a?+b? _ (a+1b)?

2 = 4
HejeHaKOCTHU IMO3WTUBHE, MOXEMO MX KOPEHOBATH, IIa je:

+2ab+b? u mocie mespema ca 4:

. Kako cy ob6e crpane
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a? 4+ b? S @ +b ‘
2 - 2
Heka je ¢ = /a u y = Vb, Tana "a ocHoBy Kommujese HejenzakocTn

nobujamo: z? + y? > 2zy, OMHOCHO

; b
y = /b, nobujamo: % > \/ab

> ry, OlaKie, 3a ¢ — +Ja u

2 Vab 2\/_ T |
LI ¢— VF

( IPBO CMO IPOIUPUIH Ca& Vab, & OHIZA UCKOPUCTUNY UUHEHUILY & je

b .
Ha OCHOBY (24): \/;+ﬂ22>,naje \ﬂz_gzﬁ

6) Heka je 2 = ¥/a, y = Vb, z = e. HpeMa HejemHakocTH (23) je:
2 +y? 422 > a:y+yz+mz AKo OBy HejeIHAKOCT IOMHOMXKUMO ca (z+y+2),
mobuhemo: z3 + 2 + 22 > 3zyz . Homenumo ca 3 U 3aMeHUMO: © = a,

y:%,z: Je, ma je: %222\3/61()6. o

Youumo cunenehe:

; b
Cmmuno, 3a mo3uruBHe 6pojeBe a, b, ¢, d Baxu: a_-l—jl—_c—#g > abed.

3AI0ATIN 3A BEXBAIGE

2
: = 2
21. IllpencraButy rpaQuUKNA GYHKIHA]Y: y = m—|3m—2—7 , BFE2 .
r —

22. Pemmty jemmauumny:
z—5 z—4 -3 =x-2 x—1995+$—1996 z—1997 2 — 1998

1995 U 1996 + 1997 * 1998 5 4 + 3 U 2

23. Y crymoy ODpupOmHUX GpojeBa peluTH jeTHaurHY:

2¢ — 5 20 =2 0ng —4
2 _ o L=
3 +Vz?2 -8z + 16 3 5 5
24. PenmTy m AMCKYyTOBaTH jeﬂHaT-II/IHe:
a) (a* —b5a+6)z=a—3, 6)—— P L.

c c:z:—l a ar—1"

25. PemuTu cucreme jemmauumnas:

1 1
='0:1 6 —|ly—4|=4
a)w—y+2+1—:c—y 7 ) g v |
1 1

=013 -3 —4|=3
ot o =31+ y-1]
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1 1 1
Z = =32
B)x 2+y+2+z 1 2) 3zy = 2(z +y)
2 3 1
R " —:—2 :6
23 y+27z byz (y+2)
—1———5——1:3 4zz = 3(z + )

26. PemnTy 1 OMCKYyTOBATHU CHCTEM jeJHAUMHA:

a) ar — 3y= a 6) z+ ky=1 8)az+ y+ z=1
(a—4)zx+(a—T)y=—6 kx —3ky =2k +3 z+ay+ z=a
T+ y—}-az:a2
27. PemuTu HejenHaunHe: 2
a)lz+1|>2]z-2], 6) |22 —2z—3| <3z —3
z+1 2 z+1 z
¢/ %—-3 -3’ 2)alc—!—2<.7:+l ) '
28. PemuTy mo ¢ HejenHauuMHE:
z 1-3z _ «+2
- - 6) — b
a)a(z—1)>z-2, )a-i- g B

29. Ako cy a;, az, a3, a4, as HO3UTWUBHU OpOjeBM, TaKBH Ja je
a1+ as + a3+ a4 + a5 = 1, JOKa3aTU ma je:

() () () (5 (22

30. Hahu majseliy BpemsOCT M3pa3a 9?3:4_—4 :

1.10 TEOMETPMJA

IIpu usyuaBamy reomMerpuje Tpeba y HO3MpPaHOj MepU KOPUCTUTHU
? OUUTIeJHOCT ¥ HEIOCPEemHOCT” MHOrMX (Urypa ¥ BUXOBUX OCOOH-
Ha. Jep, aKo ce MpeBUIIe OCIOHMMO Ha ~OUUIIIENHOCT”, TO HAC MOXKe
omBecTu Ha crpaHmyTwuny. OuwrienaH IpuMep, KOju HaC HaBOIM Ha
MaKCHMAaJHy OIPEe3HOCT, jecTe EykmmmoB V mocTynaT, OJHOCHO aKCH-
oMa TapaJielHoCTH. IlpuxBaTame ”ounrienHe YWbEHUNE ~ Jla Ce KPo3
damy mauxy Mooice NOCMABUMY MAYHO JEOHA NPABA NAPANEANE CO 0ATNOM
npasom, HaBeJO je MHOTe MCTaKHyTe M MHOTe Apyre MaTeMaTudape Ha
morpeinHe 3akpbyuke. MebyTtuMm, 3axBasmyjyhu Toj 3abaymm, mOILIO
ce ¥ MO KPYIHUX 3akipydaka. Tako cy Jlobauesckm, 'ayc um Puman
YTBPIMIN Ia MOTY IIOCTOjaTH JIOTMYKKA 3aCHOBaHe reoMeTpuje (Heey-
KIUICKe) y KOojuMa HeMa HapaJjleJHUX OPaBUX WM KPO3 jelHYy TauKy
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MOMKeMO IIOCTaBUTU ABe Pa3IWuMTe IIpaBe NapaJliellHe Ca JATOM Ipa-
BoMm. l'eoMmeTpmja Kojy Mm mpoydaBamo mpuxBaTa Eykmmmos V mocty-
JaT Kao aKCcMoOMYy M 300T Tora je Ha3WBaMO eyKAUOCKOM 2E0MEMPUIOM.

Osne HeheMo HaBOIUTH CHCTeM OCHOBHUX CTaBOBa (akcuoma). Yu-
Taomy Ipella)keMoO Ia Te neTajbe IpoumTa y yubeHUWKy 3a I paspen
cpemme mKose.*) 3a OCHOBHE MOjMOBE yBOINAIW CMO: MAuKY, Npaey,
pasawn, uamehy u nodydapro.

CucremaTcko wm3iarame reoMeTprje BOOWIO OM Hac y IHcambe
HOBOr' yIIObeHMKa, a TO HaM HUje Hamepa. (Crora hemo yriasmom mc-
TUOATH OMTHe OcOOMHe M TO KpO3 HOKa3e HEKWX 3HAYAJHUjUX TEOope-
Ma ¥ KPO3 MIIyCTPaTUBHE, KOMIJIeTHO pelieHe mpumepe. Crpenyhemo
TaXXmBy W Ha Heke medpumamnuje. Ha mpumep:

e npase a u b cy napaseare axo je a =b uau
a u b npunadajy jednoj pasnu u aNb = 0.

Cuuaro 3a nmBe paBHU Baxku: a||f <= (a=BVanf=10).

Ha nmouerky msmarama IIOICETHMO Ce KaKO Ce KOPHCTe aKCUOMe y
IOKa3uBamby Teopema. ¥ cienehem mpumepy kopucruheMmo oBe akcu-
ome:

(a) Ceaxa npasa cadpacu najmame dee pazruvume
mauxe. Ilocmoje mpu nexoauneaphe mavxe.

(6) Ceaxe mpu nexoauneapre mauxe odpebyjy jedny
pasan. (Ompebyjy jemry u camo jemmy pasam.)

(e) Ceaxa npaea , xoja ca nexom paswu uma 0se
sajednuvke mavke, npunada Moj PasHu.

ITpumep 43. (Teopema o odpehenocmu paenu). Ipasa u Tauka
BaH me onpelyjy jemHy paBam.

Ilokas. TpebGa mokaszaTtu mBe uumeHune. IIpgo: mOCTOju HeKa
pPaBaH o KOja CaIp:W JaTy IpaBy ¥ HaTy TadyKy (peluMo IpaBy p U
tauky C, C & p). pyeo: a je jemuHa TaKBa pPaBaH.

IIpeo: Ilpema akcwomMu (a) Ha MPaBoj p IMOCTOje IBE Pa3JIUUNATE
Tauke, pemuMo A u B, cia. 15. Cama cy A, B, C Tpu HEKoJIWHEapHE
Tauke (jep C ¢ p), Ia Ipema akcuoMu (6) MOCTOjU jeNMHCTBEHA PaBaH
Koja canzpxu Tauke A, B, C. Heka je 1o paBan o. PaBan o caup&n
Tauky C, a ma au canp¥ku u mpaBy p? OBa paBaH caap:U Tauke A
u B, a Kako cy A u B Tadke IpaBe p, TO « CAOPKU W OBy MpPaBy, IO
aKCHOME 8). 3HaUW, @ je TpakeHa PaBaH.

Apyzo: Axo 6m mocTojaJa jour HEKa paBaH, PEIUMO [, KOja CalpiKA
npaBy p ¥ Tauyky C, oHa OuM oHma caip:kaJja Tauke A, B, C. Mebyrum,

*) Ayropu osor yubeumuka cy: II. Munuunh, B. Crojanosuh, 3. Kamgen6ypr u B.
Bopuuuh.
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KaKo ¥ o caupyu Tauke A, B, C' To He Moxe OUTU o # 3, 360r akcmoMe
6). Ilaxme, f = a, WTO 3HAYM [a je o jeMHCTBeHa paBaH onpeleHa
npaBoM p u TaukoMm C. @

Cu. 15 Cu. 16

[Ipema axcmomu 6), cBake Tpu HekoJaWHeapHe Tauke ompelyjy je-
IHY paBaH, a IIpeMa IocCJelmbeM IPUMEDY, CBaKa IpaBa M TadKa BaH
be Takohe onpebyjy jemmy paBan. Anwm, paBam ompebyjy u mBe mpase
Koje ce CeKy, Kao U JBe pa3iuuuTe mapaJente npase.*) To ce mowe
JMaKO HOKa3aTH.

IlBa mumounasne npase He MOTY OAPEIUTH jelHy paBaH, jep OHEe
0o NePUHUNVJUA He MO2Yy npunadamu jednoj pasnu.

Ha mpumep, 3 mapanense mpase p, ¢, r u 4 Tauke A, B, C, D
MOTy ozapemaTu HajBuime 19 paBau. (AKO cy p, ¢, 7 pas3aumunre IpaBe,
nMaMo 3 paBHU: (p, ¢), (p, r) u (g, ). aie, IpaBa p ca CBAaKOM TaUKOM
onpebyjy paBam, makime Ty cy HajBuile 4 pasuu: (p, A), (p, B), (p, C)
u (p, D). Couaro mobujamo xoMbuuyjyhu npase ¢, » ca TaukaMma, a TO
je jom 8 pasam. Komauno, cBake Tpu Tauke ompebyjy mo jemmy pasasm,
a 1o je 4 pasEm: (4, B, C), (4, B, D), (4, C, D) u (B, C, D).)

Hormenajmo jour jeman mpuMep HOKa3uBaFa TeOpeMe, OBOT IIyTa
KopunrhemeM axcuome napanearocmu, Koja TBPIM:

ILlocmoju mawno jedna npasa xoja cadpocu damy
MayuKy U nNapaseara je 0amoj npaeoj.

IIpumep 44. Ako cy a, b, c mpaBe jemHe paBHW, TaKBe Za je a || c
ub|| ¢, nokazaTu na je a || b.

Hoxas. IlomTo cy a u b npaBe jenHe paBHU, OHE Cy WJIK IapaJIesHe,
nim ce cexy. AKo 6u ce cekie, MMale OM TauyHO jeMHY 3ajeTHIIKY
TavKy, pemumo Tauky P, ci. 16. OBo Huje moryhe, jep 6ucmo Tama
MMaJIX [B€ Pa3JIMYUTe IpaBe Koje calp:Ke Tauky P u mapaJieiHe cy ca
¢, ITO je CyIPOTHO aKCHOMU IapaJienHocTu. lakie, a u b ce He ceky,
na jeallb. &

OBo je Guia meopema 0 MPanszumMuenoCmu NAPAACAHUL NPABUL, 33
clydaj OpaBUX y jeIHO] paBHM.

*) IlBe npaBe a u b ce cexy ako uMMajy TauHO jenHy 33ajeJHMUKY TAuKy, IITO NOApa-
3yMeBa Ja Cy TO HBe Pa3JIMUUTE NpaBe.
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1.11 IO AY.JAPHOCT

Penanuja nmomynaprocTu ce omHOCH Ha HapoBe Tavyaka. 3a Hap
ravaka {4, B} cmarpamo na je monaylapaH mapy Ttadaka {C, D}
ako je pacrojame d(A, B) jemmako pacrojamy d(C, D). O axcumoma-
Ma [OJyJapHOCTH NOCTa je HaIWCaHO y yubeHWKy 3a | paspen ru-
MmHasmje. Hamomenummo ma pernalujy momyIapHOCTH Ha CKYIy Iy»KQ
(AB = CD <= {A, B} = {C, D}) uma ocobuHe Koje je CBPCTaBajy y
penanuje exBuBaiennuje (penamuja PCT). 3atum, Ha monympaBoj Op
NOCTOjU jeJMHCTBEHa Tauka A, TakBa Ha je myx OA momynapHa na-
T0] myxu a (nmmemo: OA = a). 36up mysxu meduEMIeMO Ha ciaemelin
Haumn: 3a BE€ ACu AB=au BC=b je AC=a+b.

Penamuja nodydaprocmu ¢ueypa ysomm ce momohy usomempuja.
Hsomempuje cy npecauxasama "jedan-jedan” zeomempujcxuz dueypa, xo-
Jum ce dyacu npecauxasajy na nodydapre dyxcu. Ilosnaro wam je (moka-
3yje ce) ma msomerpuje ”dyBajy” KOJMHEAPHOCT M PACIOPE TaduaKa.

HonynaprocT yraosa,*) anu ¥ HOLYHApPHOCT OCTaJuX GUTypa, je
penanuja expuBaJjennuje. Ilo mepumuumju cy mse ¢urype momymapue
aKo IOCTOjU M30MeTPHja KOJOM Ce jelHa IPeCIruKaBa y IAPYLY.

Y Be3u ca yruaoBuMa noncehamo ce Ha cienehe:

— ONpY¥KeHU yTIoBU cy jenHaku (moxynapuu) mehy cobou;

— YHAKPCHU YTJOBU CY jedHAKH;

— CBUW IpaBU YI'JIOBU Cy jenHaku Meby cobowm;

— YTIIOBH CyTJIEMeHTHM (MM KOMIUIEMEHTHM) jeHAKUM YIJIOBUMA,
jemaxu cy mebhy cobowm;

— YIVIOBM Ca HOPMAJHMAM KpaluMa Cy jeJHaKVA WU CyIeMeHTHH;

— carJacHU YIJIOBH Cy jenHaku;™ ™)

— HaM3MEeHUYHU YTJIOBU Cy jelHaKH.

Mepemwe yznoea y cTeneHMMa YIO3HAIHM CMO jOUI y OCHOBHO] LIKOJIU
(mpaB yrao mma 90°, ompyxer 180°, nrx). ¥ Il paspeny cpemme IIKOJe
YBOIU Ce T3B. AYYHA MEPA Y2Aa, KOja je 3aCHOBaHA Ha UMIHEHUIM Ja je
0buM cBakKor Kpyra 27 myTa Behm ox morynpeunmra (m = 3.14159...).
3a jenuHuImy je y3eT yrao KojeM OJroBapa JyK IysKMHe jelHaKe HOJIy-
npeunnry. To je padujan: 1 rad = 57°17'45". Ilobpo je 3amaMTUTH ma
, g rad = 45%,
T rad = 30°, urn. YBomehw opujenranmjy yria u yommraBajyhu yrao

je m rad = 180°, a camuM THM: g rad = 90°, g rad = 60°

(ka0 Mepy obpTama Tauke OKO KOOPIMHATHOT TOYETKA ), MOTA3UMO IO
meraTuBEMX (—60°, —7 rad) m yrmoa Behux on mymor (750°, 97 rad).

*) Komsexcan yzao je mpecek [Be MOJIYPABHU je/(He PABHU Ca HelapaJleTHUM MBHIAMa,
a nexoeexcan Yzao je yHMja OBe TaKBe IOJIYDABHH.

**) IHedunuumje pasHux yriosBa (yHaKPCHM, CYyNJIEMEHTHM, KOMIJIEMEHTHH, Callla-
CHM, HAaM3MEHUUYHM U CJI.) Hajase ce y yubeHukxy.
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3a u3yuaBame MOLyTapHOCTH GUTYpa ¥ 3HAUAJHUX ocobUHA GUTyY-
Pa BayKHO je HajIpe NPOYUYUTU MOLYHAPHOCT TPOYTIOBA.

Ilonynapau TpoyriioBu uMajy jemHake omroBapajyhe yrmose. Mu-
HUMaJIHM yCJIOBU 3a MOKa3MBame MOy IapHOCTU TPOYTIIOBA CAAPKAHU
Cy y YeTWpu cTaBa momynapHocTu. HaBommMmo caMo BUXOBe KpaTke
osnake: CYC (crpamuma-yrao-crpanuna), Y CY, CCC u CCY.

Kopucrehu ce oBuM craBoBUMa mokazaheMo BaskHY meopemy o
HOPMAAHOCTNU NPAGBUT U paeHuy. 3HAMO Ia je TpaBa a HOPMAJHa Ha
PaBaH @ aKO je HOpMaJiHa Ha CBe NpaBe PAaBHU «, KOje CAIpPKe TAUKY
opomopa IpaBe a U PaBHU.

Ilpumep 45. (Kowujesa meopema). IlpaBa p je HOpManHa Ha pa-
BaH «, aKO je HOpMaJlHa Ha [Be PA3JIMUKTE MpaBe Te PaBHU.™)

JHoxa3. Hexra je pNa ={P} 1 HeKa cy a u b IpaBe PaBHU «, TaKBe
na jeaNnb=P,alpublp, ci. 17. Tpeba mokazatu na je mpaBa p
HOpMaJiHa Ha CBaKy MpaBy PaBHU «, KOja CAAPKU TAUKy P.

YoumMo OGUIIO KOjy TpaBy ¢ paBHU «, Kpo3 Tauky P. Heka cy A
um B Tauke mpaBUX ¢ ¥ b, TakBe ma Oy¥x AB cede mpaBy ¢ y TayKU
C. OmpenumMo Ha mpaBoj p Tauke M u N, ca pa3HUX CTpaHa Tadke P,
TakBe Ha je MP = NP.

Cu. 17 Cxn. 18

Kako je MP = PN, AP = AP u 4 MPA= J NPA = 90° To je
AMPA = ANPA (mno craBy CYC). Omarne cnemu: AM = AN. Ciu-
YHO MOKa3lyjemo na je AMPB = ANPB, na je BM = BN. Kako je u
AB = AB, ma ocmoBy ctaBa CCC je AABM = AABN . 36or Tora
je 9 MAC = 4 NAC, mna je mo craBy CYC AMAC = ANAC. Us
oBe ToAymapHOCcTU ciemu na je MC = NC. Cem Tora je MP = NP u
PC = PC, na je o craBy CCC: AMPC =2 ANPC. OnmaBue u3iaa3u 1a
je 4 MPC = 4 NPC, na cy oBo mBa mpasa yria. Otynma je p L ¢, ma
KaKo je ¢ MpOM3BOJbHA NpaBa PaBHU « Kpo3 P, ciemd ma je mpaBa p
HOPMAJIHA Ha . @

*) Ilo me¢puuuumju, npaBa m je nopmarnae Ha mpaBy n, y o3Hauu m L n, axo u camo
a%0 ce M U N CEKRY 100 NPLEUM YZAOM.
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Y Besu ca HopMaJHOm Ny mpaBwWX 3HauajHa je cremeha TeopeMa.

IIpumep 46. (Teopema o jedurnocmu nopmane). AKo je a mpasa
paBHM «, Talla ce Kpo3 OO KOjy Tauky M Te paBHM MOME IIOCTaBUTH
TagHO jelHa HOpMaJia Ha IpaBy a. [lokasaTm.

Jlokas. PasmurkoBahemo nBa ciayuaja: M €au M ¢ a.

1° Ako je mara Tauka M UpaBe a, Tana, IO TEOPEMU HOCTOJUA TAYHO
jemma modympaBa Mn ca maTe cTpaHe IpaBe a, TakKBa fa je < Man =
=90°, omakiye caenn ma je HOpMasa W3 M Ha a jeIMHCTBeHa, ca. 18.

209 Heka je M Tauyka paBHU «, BaH IpaBe a U B IPOM3BOJbHA TAUKA
npaBe a. Moske ce mecutu na je MB L a, na je mpaBa M B TpaikeHa
HOpMaJia, unjy jemuHocT Tpeba mokasatu. OBaj Heo NOKa3a ce M3BOIU
CIVWYHO CIydajy Kala InpaBa M B HHUje TpaskeHa HopMata. AKo MB
HUje HOPMAaJHO Ha a, YOUMMO ILOJyIpaBy Bp Koja je ca OHe cTpaHe
IpaBe a ca Koje Huje M 1 Koja ca a onpeDhyje yrao jemrak yriy usmeby
npaBux BM u a. Ha Bp yoummo tauky N Tako na je BN = BM, ci.
18. Osmaummo mpaBy MN ca n, nNa = {A}. Iloxaszahemo na je n
jenmHCTBeHa HOpMaJa. Kako je BM = BN, BA = BAu § MBA =
= J NBA, 6ufie AABM = AABN, 1o craBy CYC. Otyna mpousnasu
na je § MAB = < NAB, ma cy, 0 JepUHUIN]YW, OB yTJIOBU MPaBH,
na je n HOpMaJa mpaBe a. JIOKaXMMO HeHy jeJIMHCTBEHOCT.

IIpermocraBuMo ma moctoju mpaBa n', ' 3 M u n' L a mn' #
n. Hera n'Na = {A'} u uera je A’ cpemummre ny:xnm MN'. Tama cy
tpoyriaoBu A'BM u A’BN' nomymapuu (craB CYC) ma je 4 A'BM =
= J A’BN’'. Panuje cmo mokasamu ga je 4 ABM = 4 ABN, ma 360r
TPaH3UTUBHOCTU IomynapHocTH je J A’BN’'= J ABN, ma Mopa 6urwn
N’ € Bp. Kako je u BN’ = BM, 3akmpyuyjeMo na je BN' = BN, omakie
cremu N' = N. Otyna (mo akcmomm) je w MN' =n. 3Hauu, n' =n 4 n
je jemuHa HOpMaJa Kpo3 M. @

CinngHO ce NOKa3yje jeIMHOCT HOpMaJe U3 Ma Koje Tauke P, P ¢ a,
Ha JaTy MpaBy a, Ka0 U jeAWHOCT HOpMaJe Ha HaTy DaBaH.

WcTrgeMo jomr jefmaH BaykaH HMojaM: yeao usmely npase u pasu.

Axo je npaea n mopmaana na pasan «, mada je
yeao uamehy n u o npas. Axo n Huje HOPMAAHA
na «, mada owmap yzao usmehy npase n u weme
HOPMAARE NPOJeRyUuje Ha 0aMy PABar HA3UBAMO
yeaom usmely dame npase u 0ame paeHu.

Caza ce Moske HOKa3aTW Ma CBaKW yrao MMa TadHO jeIHY CHMe-
Tpaidy (pacHoloBHUIy) U Ja CBaKa Iy MMa TaYHO JeHO CPeIUIITe.

3a mpoyJaBame OJHOCA Yy IPOCTOPY BaikHa je ocobuHa:

(Teopema o mpu nopmane). Heka cy nare npaBa a 1 paBaH «, a C a.
Axo je mpaBa p HOpMaJiHa Ha o y Tadykd P, P ¢ a, 1 ako je Tauka A
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IOIHOXKje HopMaJie U3 Tauke P Ha IpaBy a, Tala je CBaka IpaBa, Koja
CaIpP¥KU TauyKy A M cede IpaBy p, HOPMaJlHa Ha MPaBoj a.

llokas. 3a mpowsBosbHY Tauky M mpase p, M # P, Tpeba moka3aTu
na je MA =m L a. Hexa je B € a, Tako na je AB = MP, ci. 19.
IIpaBoyruu Tpoyraosu APM u PAB cy nonynapau (CY C), na je AM =
= BP. Caza jemHOCTaBHO 3aKJhydyjeMo Ha cy TPOYriaoBu MPB u BAM
nonynapuu (CCC). Kako je p L a, T0 je yrao BPM mpas, Ta je u yrao
BAM upas. lakme, m La. &

Cu. 19 Cu. 20

1.12 IIOJAM BEKTOPA

Y reomeTpuju MomeN BeKTOpa je ycmepena 0yxc. Kopucrehu ce
ocobMHaMa apUTMETHYKMX Ollepamuja ca BekropuMa ( cabupame, ol-
y3uMatbe, MHO¥Kemhe BeKTopa O6pojeM ) I0Jia3WMo 0 Ba)KHUX OCOOMHA
reoMeTpujcKux Gurypa.

ITpumep 47. (Teopema o cpedwoj aunuju mpoyeaa). AKo cy Ay u
B, cpemumita crpanunna BC u AC Tpoyria ABC, moka3aTwu na je Oy«

1
Ay B, nmapajensa ca AB u A1B; = §AB.

,Z[o:ca3 HpeMa ca. 20 AMaMo:

AlBl_AlC + CBl " AlBl_AlB + BA + ABl . CabupameMm oBUX
IBejy jemHAKOCTHU HOOHjaMo: 2 A1B1: (AIC' + AlB)-l— 1574 +(C~§1 + fiﬁl)
36I/IpOBI/I 1y 0be 3arpamue cy 0 (36MpoOBM CympOTHUX BekTOpa), Ia je
2 AlBl_BA OJaKJie M3BJIAYNMO TPakeHe 3aKJhyUKe.

Cinnuro ce nokasyje nma je cpemma JuHMja Tpamesa ( Iy # unju
Cy KpajeBUM CpeaWIITa KPaKoBa ) IapaJjieSHa OCHOBUIIAMA U jeIHAKA
nosy36upy ocHoBuna. MMajMo Ha yMmy u cinemehe ummenuie.

71'||7;<:>E>: k- Z, keR, k#0 (ycoB KonmHEapHOCTH )
a, Z,?ROMHJI&HELPHH@?:C!E-I—ﬂ; a#0V f#£0, o,fER
A}Zz + A;{;;; 4.+ A, 1A + A,/ Al_O (36mp BeKTOpa KOju, Ha-

JOBE3aHM jelaH 3a NPYTUM 3aTBapajy MHOTOYTao, je 0. )
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1.13 IPMUMEHE IIOOYIJAPHOCTHW HA MHOI'OYTJIOBE

HaBomumo Hajope HajBasKHHUje 0COOMHE TPOYIJIOBA.

Ilpumep 48. (Teopema o 36upy yHYMPawWwHUT Y2a08a MPoyziaa).
30up yHyTpalIkbUX yIJoBa Y CBAKOM TPOYLIY jedHAK je OLPY:KEeHOM

yTIIy.
JIlokas. Ompemumo Tauke P ¥ (), Kao IITO je IPUKA3aHO Ha CIL.

21, rako na je AP || BC. Tana je &« PAC = < ACB = vy (Hau3MeHWYHU

yriaoBu) u < QAP = < ABC = 8 (carnacHu yrioBm), Na Kako je

< BAC + < QAP + < PAC =180° 10 je a+ f+v=180°. &

G
I A
~F
b
n Yilb
8 D C
Cu. 21 Cu. 22 Cu. 23

Yrao QAC Ha ci. 21 je croballmby yrao HaTor TPOyTJiIa, Ha IpeMa,
M3JIOMKEHOM I0Ka3y 3aKibyuyjeMo ma je a; = B+vy. Cuaumuno je B = a+7y
ny =a+pf.

Y cBakoM Tpoyriy m3Meby crpamuwma m omroBapajyhux yriosa
Bayke pejanuje:

— HacnmpaMm jemmakmx crpaHumna cy jeqHaky yrioBu (X OOPHYTO).

— Hacmpam Behe crpanune je sBehu yrao (u o6payTO).

— 306mp 6uio Koje mBe crpaHuie je Behm onm Tpehe.

— Pasnura 6miio Koje MBe cTpamuie je Makkha ol Tpehie.

IIpBa ocobuHa ce OIHOCK Ha T3B. jeIHAKOKPAaKU Tpoyrao (ca mBe
jenmmake cTpaHmIe) M HOKa3dyje ce jemuocrasmo. (IIpema ci. 22, ako
je AC = BC, oHzna je AABC = ABAC, no craBy CCC, na je a = f8).
JenHmakoKpaKy TpoyTao mMa OCOOMHY Ia My je BHCHHA Ha OCHOBUILY (Ha
ci. 22 10 je CD) yjemHO M TEXWNIHA JUHUAja U CUMETPaJia OCHOBUIE U

cuMeTpajya yria Kol BpXa.
IlokaxuMo U ocTalle HaBeleHe ocobuHe.

IIpumep 49. (Teopema o odnocy yeaosa u cmpanuya mpoyeaa). Y
CBaKOM Tpoyriy HacmpaM Behe crpamume je Behu yrao.

Hoxas. Heka je y Tpoyrny ABC wucnymen ycioB a > b. Tpeba
JOKa3aTy Ha je Tama « > (3, cin. 23. Ha crpammmm BC oapeamMo
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Tauky D, TakBy ma je CD =b. Tana je Tpoyrao ADC jemHaKOKpak u
JCAD = J CDA = ¢. 3060r b < a je Tauka D usmeby B u C, ma je
Kpak AD yraa CAD y yriy e« 4 «a > ¢. ¥ Tpoyray ABD je yrao CDA
cmoJpalliby, a je J CDA = + 4 BAD, uito 35aun 1a je ¢ > f. Cana
Ha OCHOBY TPAH3WUTUBHOCTY HejeMHAKOCTU 3aK/byUyjeMo Ia je a > 3. &

Huje Temko yBepuTy ce na BaXXW W OOPHYTO, HIP. aKo je a > f3,
OHIA je u a > b.

IIpumep 50. (Teopema o nejednaxocmu mpoyeaa). Y cBakoM Tpo-
yTiaIy je 36up 6mio koje mBe ctparune Behu on Tpehe, a pasnuka 6uio
KOje ImBe CTpaHUIEe Mama ol Tpehe.

JHoxa3. Hexa je y paBEM maTor Tpoyria, HOpP. Ha OPOLYKETKY
crpagune AC, usabpana Tauka D, TakBa na je CD =a. Tama je AD =
=a+b. Tpoyrao BCD je jemHakoKpak M m3 BC = CD 3arkbyuyjeMo
na je 4 CBD = < BDC (ma ci. 24 o3HaueH ca ¢). 36or Tora, y
Tpoyriy ABD je 4 ABD > <J ADB (jep je B+ ¢ > ), ma je mpema
opeTxonHoj Teopemu (npumep 49) AD > AB, 1j. a+b > ¢. Cuanumno,
6upajyhm npyraumje Tauxky D, mobujamo ma je m a+c>bumb+c > a.

O6wurMM TpaHCPOpManrjaMa AOKA3aHUX HEjeIHAKOCTH, MOOHMjaMo
HejeNHAKOCTH KOje ce OIHOCE Ha Pa3jiMKe CTpaHWNa. HOp. a+b > c &
a>c—b&b>c—a, u CIMYHO. B

Cu. 24 Cu. 25 Cu. 26

3a CBaK{ TPOYrao KapaKTEePUCTUYHE Cy T3B. snauajue mauxe. To
Cy: UeHmap onucanoz Kpyea, UEHMAP YNUCAHOZ KPYza, OPMOYEHMAp W
mexcuwme. O ToMe roBope cienehe Teopeme.

IMpumep 51. (Teopema o onucarom kpyzy mpoyzaa). Oko cBakor
TPOYTJIa Ce MOXKe ONMUCATH KPYT.

Joxkas. O3maunrmo ca O mpeceuHy TauKy CAMeTpaJta s, U s3 CTPa-
muna BC m AC mpowmsBosbHOr Tpoyria ABC, ca. 25. Ha ocmoBy oco-
OuHa cuMeTpaJe Oyxu, u3 O € s; 3akbyuyjeMo ma je OB = OC, a us
O € sy na je OC = OA. Ilakne, m OB = OC = OA, 1ma mocToju Kpyr
k ca merTpoM O m momympeurukoM OA, KOju camapxku TeMena A, B, C
TpoyTia. @
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Kako je mokaszamo: OA = OB, cinemn na O € s3, (s3 je cumeTpata
crpaEunme AB), Ta 3akpbydyjeMo 0a ce CuMempane CMPeHUuYya Cexy y
jeonoj mavky .

CnuyeO ce mOKa3yje Ha ce cuMeTpalle YHYTDaIlbBKUX yIUIOBa TPO-
yria ceky y jemmoj tauku. To je TBpheme cremehe Teopeme.

IIpumep 52. (Teopema o ynucarnom xpyzy mpoyzna.) Y CBaKU TPO-
yrao ce MOKe YIOUCATU KPYT.

JTloka3 ce M3BOJU TaKO IITO ce 3a HopMmaJte SM, SN, SP, u3 mpece-
gHe Tayke S CHMeTpata YIIoBa « M f Ha CTpaHuIe TPOyria, yTBDP.IUA
na cy jemnake mMeby cobowm, ci. 26. S je meHTap, a HOpMaJe IOLyIOpe-
YHUOUA YOIUCAHOT KpyTra. ®

Kopucrehu ce mokxasoMm TeopeMe O OIKCAHOM KPYTY, IOKa3yjeMo X
cirenehy Teopemy.

Ilpumep 53. (Teopema o opmoyewmpy mpoyena.) Y CBAKOM TpPO-
yIIy BUCHHE MMajy 3ajemuuky Tadky. (OBy Tadky Ha3WBaMO 0pmo-
Yyenmpom. )

Joxaz. Kpos Temena A, B, C KOHCTpyHUIIEMO IpaBe MapaJliel-
He HACIpaMHUM CTpaHWIaMa, Koje ce IBe W IBe ceky, onpebyjyhm
Tpoyrao A;B;Ci, kao na ci. 27. Kopucrehu ce jemmaxomhy yriosa
ca mapaJeJHIM KpaouMa, JaKo ce IOKa3yje ma cy Tpoyriosu A;CB,
CB1A n BAC, nonynapuu ca TpoyrioM ABC, onakie cleld a je HIP.
A;C = OBy, na je BucuWHa h, Tpoyria ABC HCTOBpEeMEHO CHMeTpala
cTpamune A;B; Tpoyria A;BiC;. CindHO yTBpIMMO Ia je h, CEMeTpa-
na crpamune B;C; u hy cumerpana crpanune A;Ci. Onpna, Ha OCHOBY
TeopeMe O ONMCAHOM KPYTy TpPOYTIa, BUCHHE ho, hy U h. mMajy 3aje-
JHUYKY TadKy, KOjy CMO Ha ci. 27 o3Ha4MIu ca H. &

C

B, A,

Cy
Ca. 27 Cu. 28

Ipumep 54. (Teopema o mexncuwmy mpoyzaa). Y CBAKOM TPOYTIY
TeXUIIHe JUHUje UMajy jelHy 3ajelHWYKYy TauKy (mexcuwme), Koja
IelV CBaKy TEXUINHY JWHU]Y y pasmepu 2: 1.

Jlokas ce cacToju u3 mBa mena. Ilpeo: CBake IBe TeXUIIHE JIUHU]je
Iele jemHa npyry y pasmepu 2: 1. Heka cy M u N cpenuiiTa CTpaHUIa
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BC u AC mpousBoJsHOT Tpoyria ABC, ci. 28, m HeKa ce TeXUIIHE
avauje AM u BN ceky y T. Ossaummo ca P u @ cpemmimra LY KA
AT m BT. llo TeopeMu o cpelmoOj IWHWjU TPOyTJa, y Tpoyray ABC

1, ; :
je MN = §AB, a y tpoyray ABT je PQ = §AB, na je MN = PQ u

MN || PQ || AB. Tpoyrnosu MNT u PQT cy NOAymapHW IO CTaBY
YCY (yrnosu kom M u N cy HauameHuwnu ca yrIOBHMa KOX P u Q)

; ; 1
na je MT = PT' u NT = QT. Oryna cremu na je monp. MT = gAM u

AT:%AM, na je AT :TM =2:1. Cnvuuno je u BT : TN = 2: 1.

Alpyzo: Heka je T 3ajempudra Tauka TeXWNHWX JuHEja AM u BN.
Iloxazahemo na u Tpeha Texumua auarja CR canpxu tauky T'. Iper-
IOCTaBUMO Jla TO HEje TauyHo U na CR ceue AM y Ti, ca. 28. Ilpe-

. 2 .
Ma NpPeom NOKa3y, Tama je AT = gAM, alyl M3 UCTUX Pa3jora je u

2 )
ATy = gAM , Ia je AT = ATy. 360r Tora, Ha OCHOBY aKCHOMa IIOIyIap-
mOCTH,*) Mopa 6utu T = T;. Tume je moKa3 3aBpiIeH.
Y Besu ca mokasaHUM ocobumama pemrheMo HekoIMKo IpuMepa.

IIpumep 55. Y omrpoyraom tpoyriy ABC Bucume AD u CE ce
ceky y H, tako na je AB=CH. 3pauynatu y cremenuMma yrao ACB.

Pememe. Ilpasoyrim tpoyriosu ABD u CHD cy TomymapHU IO
craBy YCY (omTpu yrioBu jemHOr TpOyTia jeTHAKMA Cy OATOBapa-
jyhmMm yrioBmma npyror, Kao yrJOBH ca HOPMAJHUAM Kpamuma), ClI.
29. Cnemn na je AD = CD, ma je tpoyrao AC'D mpaBOyIriIu jeIHAKO-

Kpaku 1 4 ACB = 45°. &
C c c
N
D Q
o
4. E 8 A B 4 P

Cu. 29 Cx. 30 Cu. 31

Ilpumep 56. Y Tpoyriy ABC msabpaHa je Ipou3BOJbHA Tauka M.
lloxazaru na je: a) § AMB> 4 ACB, 6) AM+ MB < AC + CB.

Hoxas. a) IIpomyxumo mysx AM mo mpeceka N ca crpaHunoMm BC,
cr. 30. Tana je 4 AMB cnosmaimy yrao Tpoyriaa BMN u 360r Tora

*) Ha monynpasoj Oa noctoju Tauso jensa Tauxa M, Takpa na je OM jennaxa matoj
YU M.
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je 9 AMB > < ANB. CunuvHO yTBpIMMO nHa y Tpoyriy ACN Baxku:
J ANB> <4 ACN. Otyzma cremn ma je 4 AMB> < ACB.

6) Ha ocHOBY mejednaxocmu mpoyzaa, u3 Tpoyria M BN 3akmpydy-
jeMo: MB < MN + NB. Kanx oBoj EejemHakocTu mozmamo AM Ha JeBY
U IOecHy cTpany, mobujamo AM + MB < AM + MN + NB u, momTo je .
AM+MN = AN, 6uhe: AM+MB < AN+NB. W3 Tpoyria ANC nobuja-
Mo: AN < AC+CN, na kKana #a obe cTpaHe HejeTHAKOCTU monaMmo N B,
Tana 36or CN + NB = CB, nobujamo: AN + NB < AC+CB. Ha ocrOBY
TPAH3UTUBHOCTH HEejeTHAKOCTH 3aKibyudyjemo: AM + MB < AN+ NB u
AN+ NB< AC+CB =AM+ MB < AC+ CB. é&

IIpumep 57. Ilara je mpomsBospHa Tauka M y Tpoyriy ABC.
IlokasaTu Oa je HajMama On ny¥u AM, BM, CM Mama WIH jeTHAKa
MOJIYIPEYHNKY OMMCAHOT Kpyra Tpoyria ABC.

Joxa3. Hera je O menTap omnucaHor Kpyra, ci. 31. Axo je M =0,
oHIa je AM = BM = CM = R, T1ie je R NOJYIPEeYHUK ONMCAHOT KPyTra.
Ako je M Taurka jemmor on moaympeunuka OA, OB uiu OC, TBpheme
je ounmrienno. Ako M HUje Ha HEKOM OJ IONYIpPEYHHKA, Talna je y
jemaoMm on TpoyraoBa AOB, BOC umm COA. Heka je M y Tpoyriy
BOC u Beka je ON BUCHHA TOT TpOyTria. Pamy KOHKPETHOCTH, HEKa je
M y tpoyray OCN, Kao Ha cauiu, u HekKa CM ceue ON y P. (Moxe
6utu M = P). Yrao OPC je cnojpalimy 3a IpaBoyriau Tpoyrao CNP,
na je 4 OPC > 90°. 36or Tora je 4 OPC majBehm yHyTpammsu yrao
Tpoyria OCP, na je OC > OP, a camuM TuM 1 CM < OC =R. &

Ipumep 58. Y mpasoyrioMm Tpoyriy ABC nyx CD je XUIOTeHYy-
3MHa BHCHHA, a Ay:K CM XUNOTEHY3WHa TEeXWIIHA JWHUja. J[lokazaTu
ma je 4 BCD= <4 ACM.

Jokasz. OsHauuMo ca o« ¥ f OouWTpe YrioBe HATOT IPaBOYTJIOT
tpoyrua, ci. 32. Tama je 4 BCD = «, jep je KOMIIIeMeHTaH yriy [
y mpaBoyrJioM Tpoyriay BCD. 3HaMo Ha je cpenuinTe M XUIOTeHY3e
[eHTap OMMCAHOr KPyra MpaBoyrior Tpoyria, na je CM = AM. Ilaxne,
tTpoyrao ACM je jemnaKokpak, ma je 4 MCA = a. Kako jeu ¢ BCD =
= o cJIenu ﬁ MCA = ﬁ BCD. &

Cu. 32 - Cu. 33
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Ilpumep 59. Y jemmaxokpakoMm Tpoyriay ABC je yrao mpu BpxXy
108°. Ha xpaky BC nata je Tauka F, TakBa na mpaBa AFE MOJOBH yrao
BAC. Hoxazatu na je AE = 2CD, rme je CD BucUHa Ha OCHOBHILY
IHaTOT TPOYTJIIa.

Ioka3. Yrao Ha ocHoBHIU je < BAC =36° na je 4 CAE =18°nu
J CEA=54°, cn. 33. I 4 BCD = 54°, ka0 MOJIOBUHA yIJa IIPU BPXY,
ma je Tpoyrao CEP jenmaxokpak. (P je mpeceuHa Tauka myxu CD u
AE.) Osmaummo ca S cpemumre nyxu AE. Tanma je myx DS cpemma
nuHUja Tpoyria ABE (jep BUCHHA IIOJOBU OCHOBWILY jeIHAKOKPAKOT
Tpoyria), na je DS || BC. 36or Tora cy yraosu PDS m PSD jemmaxu,
Kao HaW3MeHWYHHU ca yriaoBuma PCE m PEC, na je u Tpoyrao PDS
jemmaxoxpak u PD = PS. Cana je CD=ES (CP+ PD = EP + PS), 1j.

oD = %AE, ma je AE =2CD. &

Meby wuwemeopoyzanoguma uCTUYUEMO napasesozpame, KOJI HUMajy
IBa Tapa HDapalelHWX CTpaHUWNa. be3 moka3a HaBOAUMO BayKHY meo-
pemy o napasenozpamy:

Yemeopoyzao je napasenozpam axo u camo axo ea-
oAHcu buno Koju 00 HasedeHur Ycaosa:

a) Yen08u Ha ceaxoj cmMpanuyy Cy CYnAeMeHmHL.

6) Oba napa nacnpammnuz yzaosa cy napoeu jedna-
KUz yzaoeaq.

8) Oba napa nacnpamuur cmparuya cy naposu
jednaxuz cmpanuya.

2) Jujazonane ce yzajammo nonose.

Iloka3u oBUX TeopeMa Cy 3aWCTa jeMHOCTABHU, I1a, UX IIPEIyIITaMO
YUTAOTIMA..

Axo mapaJsesorpaM mMa jefaH yrao Ipas, OHIa Cy My IPaBU CBU
yIJIOBH ¥ Ha3MBaMoO Ta npagoyeaonuxom. OcTale mapaJjelorpamMe Ha-
3UBaMO KOCOYZAUM WU POMOOUOUMA.

llmjaronaje npaBoOyrIuX IapalejorpaMa cy jemnake mehy cobowm,
Ia ce OKO IPaBOYTaoOHWKA MOMKEe ONUCATU KPYT, a IWjaroHale Ccy Ipe-
UHUTIA.

SHavajHy KJIacy UUHE jeTHAKOCTPAHUYHN YeTBOPOYTIIOBH: keadpa-
mu (mpaBoyriu) u pombosu (kocoyrnu). thuxose mujaronalte cy ysa-
jaMHO HOpMAaJIHe ¥ IIOJIOBE YHYTpAalllike yrioBe. 3060r Tora ce y KBa-
IpaT 1 poM6 Moxe ynucatu kpyr. (KBazmpaT uMa u onucanu Kpyr, CII.
34.) ;

UerBopoyrao Koju uMMa jejlaH map MapaJieJHUX CTPaHUIa Ha3WBa
ce mpane3, ci. 35. 3aBUCHO OJl yIJIOBa Ha OCHOBUNY Pa3JIMUKYjeMO
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IpaBoOyIIle W KOCOyTJe Tpalese, & 3aBHUCHO OJf KDAKOBa - jeqHAKOKpa-
Ke 1 HejelHaKOKpake. KOpuWCHO je mMaTy Ha yMy Ia Ce Tpale3 MOKe
PAa3JIOKUTY HA jeaH HapaJiellorpaM U jelaH TPOyrao, Kao LITO je Ipu-
Ka3aHO Ha CJ. 35.

D, C

A E 8
Cu. 34 Cun. 35
306up yHyTpAaIIkhUX yTIOBa CBAKOT IPOCTOr YeTBOpoyria je 360°.

Ipumep 60. Hexka cy M m N cpemumura crparuna AD u CD kBa-
npata ABCD. Ilyxu BN u CM ce cexy y P. Iloxasatu na je AP = AB.

Joxkas. IIpaBoyram TpoyraoBu BCN u CDM cy nomynapHU IIO
craBy CYC, ca. 36, ma je § CNB= <4 CMD. Karo je 4 CMD+
+ 3 DCM = 90°, T0 je m 4 CNB + 4 DCM = 90°, ma je Tpoyrao
CNP mpapoyriu u CM L BN. Hexka je Q cpemmre crpanune BC.
Yerpopoyrao AMCQ je maparnenorpaM ma je AQ || CM, a caMuM TuUM
u AQ L BN. Axo je AQN BN = {S}, Ttama je QS cpemma JIWHUja
Tpoyraa BCP m BS = PS. 36or Tora cy IpaBoyIsu Tpoyriosu ASP
u ASB nonynapuu (nmocraBy CYC), na je AP = AB. &

C
D N C
P
M
M e A B
p
S
Cy >
| "My
A B B.,
Ci. 36 Can. 37

IIpumep 61. Y paBHU mator Tpoyria ABC narta je mpaBa p. AKo
je T rexuinte maTor Tpoyraa u A, B, Ci, 71 HONHO¥ja HOpMaJsa U3
A, B, C, T "a mpaBy p, noka3atu na je AA; + BBy +CCy = 3TTh.

Jlokas. Hera je CM rTexwuinmHa nwuHUja, N Taduka u3a M y omHOCy
Ha C, TagBa Ha je MN = MT u N, nomHOXje HOopMaJe m3 N Ha p,
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cia. 37. Kopuctuhemo ocobuny ma je cpelmba JMHMja Tpalle3a jedHaKa

IoNy30Upy OCHOBHIA. YOUMMO TpaBoyrie Tpamese CCiNyN, TTiNiN
2 . 4 .

u AA1B1B. (CT = §CM =TN, na je T cpemuiite Kpaka CN, a jouI je

M cpemumre mysu TN m nysxu AB.) U3 rtpanesa CCiN;N HaJxa3uMo
na je NNy + CCy = 2TT,. IlomaMo €BOj W IeCHOj CTPAHM jeqHAKOCTHU
TT, u 6uhe: NNy +TT) + CC;y = 3TTy,. Mebyrum, NN, + TT, = 2M M,
a u3 Tpamesa AA1B1B je AA; + BBy = 2M M;, Ila KOHa4YHO n0OMjaMoO:
AA; 4+ BB +CCy =3TT,. &

IIpumep 62. IlaTa cy mBa mpow3BoJbHA MapadJenorpama A B,CiD;
u AyByCyD, (He Mopajy OuTH y jemHoj paBHHM). AKO Cy CpemuuITa
A, B, C, D nyxu A1 Ay, B1B,, C1C2, D1 Dy pa3auuuTe Tadke, NOKa3aTH
na je geTBopoyrao ABCD mapaJielorpa.

ﬂoxaa Ha L OCHOBY ocobrHa mapaJierorpaMa 3aKbydyjeMo Oa je
AlBl_ch’l n AZBQ—DZCZ, CJI 38. HOCTy]Ia,Jth/I CJII/I‘IHO npumepy 47,
I/I3paquaBaMo AB AA1 + A1B1 + BlB u AB AAZ + AZBZ + BZB Ka-
KO je AAl + AA2_0 u BlB + BzB 0 (cynponm BEKTOPH ), TO cabupa-
BbeM Je,ZIHaROCTPI 1106HjaMO 2 AB AlBl + A2B2 HOCTyHaJth/I CIVYHO
11061/13&1\/10 DC DDl + D101 + ClC u DC DDZ —|— D26’2 + C’ZC OJIa,I(JIe
_]e 2 DC chl + DzCz 36or AlBl—chl n Asz DzCz _]e n AlBl —+

+ Ang_DlCl + chz, ma je 2 AB = 2 DC Tj. AB DC Oryna je, Ha
OCHOBY Ie(UHUIMje jeTHAKUX <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>